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1.1 Introduction 3

1.1 Introduction

e renforcement des sols par inclusions rigides est une technique fort ancienne visant
L a améliorer la tenue en service des ouvrages de géotechnique et a augmenter leur
portance. Cette technique connait un essor important depuis quelques décennies avec les
constructions dans des environnements de plus en plus hostiles et sur des terrains de plus
en plus médiocres, mais le dimensionnement de tels ouvrages reste difficile en raison de

la complexité du probléme abordé.

C’est dans ce cadre que s’inscrit le présent travail, dont ’objectif est de développer une
méthode de calcul simplifiée des ouvrages renforcés par inclusions rigides qui prenne en

compte les interactions complexes ayant lieu dans ce type de matériau composite.

Ce chapitre débute par la définition du renforcement des sols par inclusions rigides, suivie

de la présentation de cette technique et de ses différentes applications en géotechnique.

La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée a la revue des méthodes de calcul
des ouvrages renforcés par inclusions rigides, en distinguant deux grandes familles, a
savoir les méthodes de type "modélisation mixte” et les approches de calcul par éléments
finis. La description de ces différentes méthodes de calcul et la difficulté a les mettre
en ceuvre suggeére la nécessité d’aller vers des approches consistant & homogénéiser de
telles structures hétérogénes. Ce type de modélisation est présenté dans la quatriéme
section du présent chapitre, montrant les avantages d’une telle approche pour le calcul du
comportement global d’une structure renforcée, mais aussi ses limites puisqu’elle s’avére

trés conservatrice dans certaines situations.

1.2 Les techniques de renforcement par inclusions ri-

gides

La terminologie de “renforcement par inclusions rigides”, que nous adopterons tout au
long du présent travail, se référe a ’ensemble des techniques de renforcement des sols par

inclusions linéaires ayant les caractéristiques suivantes :

a)  Le matériau qui constitue ces inclusions posséde des propriétés de raideur et de
résistance incomparablement plus grandes que celles du sol environnant. Ainsi le module
d’Young du sol, de type sable ou argile, excéde rarement la centaine de MPa, & comparer
a celui d’un béton (10 000 a 40 000 MPa) ou d’un acier (200 000 MPa). De méme, la

cohésion d’une argile atteint tout au plus quelques centaines de kPa qui sont & comparer
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a la résistance en compression d’un béton (plusieurs dizaines de MPa) ou & la traction

d’un acier (plusieurs centaines de MPa).

b)  Chaque inclusion étant traitée comme un élément de structure unidimensionnel,
son diamétre est suffisamment faible pour que ’on puisse considérer qu’elle fonctionne
comme une poutre susceptible de reprendre non seulement des efforts de traction et de

compression, mais également des sollicitations de flexion et de cisaillement.

Cette derniére condition exclut donc de notre champ d’investigation les procédés de
renforcement par inclusions “souples” (c’est-a-dire, en pratique, ne pouvant reprendre que
des efforts de traction), tels que la terre armée, le renforcement par géotextiles, ou en-
core les techniques de clouage ou de boulonnage, pour lesquelles on peut montrer que
les contributions associées aux composantes de flexion et de cisaillement jouent un roéle
négligeable dans la tenue des ouvrages (voir par exemple : de Buhan et Salengon (1993)
[29] ; de Buhan (2004) [26]). De méme, la premiére condition écarte de notre analyse les
techniques de renforcement des sols de fondation par colonnes ballastées (Dhouib et Blon-
deau (1979) [34]) ou stabilisées a la chaux (Broms et Boman (1979) [15]). En effet, dans
ce cas, les caractéristiques de raideur et de résistance ne sont pas considérablement plus
grandes que celles du sol a renforcer et peuvent méme étre inférieures dans I’exemple des
colonnes ballastées, ou le matériau constitutif ( sable ou gravier compacté) est dépourvu

de cohésion.

En contrepartie de bien meilleures caractéristiques du matériau de renforcement, la
fraction volumique de ce dernier est relativement faible, dépassant rarement les quelques
pourcents. En outre, nous centrerons plus spécifiquement notre travail sur la configuration
d’un renforcement des ouvrages par un nombre relativement important d’inclusions (de
quelques dizaines a plusieurs centaines), réparties de fagon réguliére au sein du massif de

sol, faisant ainsi ressortir le caractére composite du matériau ”sol renforcé” ainsi élaboré.

Nous décrivons briévement ci-aprés quelques techniques de renforcement d’ouvrages

faisant usage d’inclusions rigides au sens défini ci-dessus.

1.2.1 Les fondations sur groupes de pieux

On peut distinguer dans cette catégorie deux types de fondations reposant sur un sol
renforcé par des pieux (Borel (2001) [11]).

e Les fondations profondes pour lesquelles les efforts sont repris quasi-exclusivement
par les pieux par le biais du frottement latéral d’une part et des efforts de pointe
d’autre part (figure 1.1 (a)). Il n’y a pas d’interaction directe entre la semelle et le

sol.
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(b)
F1G. 1.1: Schématisation simplifiée d’une fondation profonde (a) et d’une fondation mizte

(b)

e Les radiers de fondation sur pieuz ou fondations miztes (traduction de "piled raft
foundations”, voir Borel (2001) [11]) pour lesquels, la semelle de fondation est en
contact direct avec le sol (figure 1.1 (b)). Le systéme combine le mode de fonction-
nement de la fondation profonde décrit précédemment, avec celui de la fondation
superficielle.

Cette derniére technique, d’utilisation plus récente que les fondations profondes (Bur-
land et al. (1977) [16]), se révéle efficace pour fonder des ouvrages de grande taille sur
des couches argileuses, relativement compressibles, et diminuer au maximum les tasse-
ments en milieu urbain, comme dans le cas d’immeubles de trés grandes hauteurs. La
figure 1.2 ci-apreés et le tableau 1.1 qui Paccompagne, extraits de Sudret (1999) [75],
donnent quelques exemples de tours construites dans les villes de Londres et Franc-
fort dont le sous-sol est caractérisé par la présence d’une couche d’argile d’épaisseur
importante.

De nombreux autres exemples sont fournis par Borel (2001) [11], qui décrit par ailleurs
I'utilisation de cette technique, en France comme a I’étranger, pour les fondations
d’ouvrages d’art, ol le nombre de pieux de renforcement est toutefois plus faible que

dans le cas des fondations des batiments.

1.2.2 Autres techniques de renforcement par inclusions rigides

Parmi les autres méthodes relevant du renforcement d’un sol par inclusions rigides, on

peut citer :

e Les reprises en sous-ceuvre de fondations de batiments ou d’ouvrages d’art par des
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F1G. 1.2: Exemples d’ouvrages sur radiers de pieuz (Sudret (1999) [75])

groupes ou réseaux de micropieuz (figure 1.3). En France, ce type de technique a fait
I’objet du Projet National FOREVER qui a débouché sur I’édition de recommanda-
tions (Plumelle et al. (2002) [61]; Schlosser et Frank (2003) [68]).

Le renforcement de sols de fondation par des inclusions verticales en contact avec
un substratum, le chargement étant transmis par l'intermédiaire d’un matelas de

répartition formé d’un matériau granulaire (figure 1.4).

Contrairement aux situations précédentes, et notamment aux fondations profondes ou
mixtes, les inclusions ne sont pas reliées entre elles par un radier de fondation. Elles
contribuent par exemple a réduire considérablement le tassement de remblais sur sols
compressibles (Combarieu (1988) [21]; Alexiew et Vogel (2002) [2]; Berthelot et al.
(2003) [9]). Ce procédé de renforcement, qui connait un développement croissant, fait
I'objet d’un Projet National (Briangon et al. (2004) [14]; Jenck et al. (2005) [53]).
Ce dernier met essentiellement 1’accent sur la facon dont les charges verticales sont
transmises aux inclusions de renforcement par le biais d’'un matelas granulaire de

répartition.
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Epaisseur
. . Hauteur d
Date Désignation u )
(m) radier Pieux
(m)
51 pieux
Tour Cavalry Barracks, Londres Qe 09
- 7 m7
1967 | Hooper (1997) [52]) %0 L5
L=2m
. 301 pieux
Immeuble Stonebridge Park, Londres D 045
- — Y, m,
1975 1 (Cooke et al. (1981) [23]) 0,9
L=13m
64 pieux
Messeturm, Francfort i 13
= - 7 m7
1990 (Sommer et al. (1991) [74]) 256 3-0
L=27—-30m
111 pieux
Tour de la Kommerzbank, Francfort de 1518
- = L,0o-1,0m,
197\ Katzenbach (1997) [54]) 2991 25-45
L=375-455m

TAB. 1.1: Caractéristiques d’ouvrages sur pieux (d’apres Sudret (1999) [75])

e Dans le méme ordre d’idée, un concept original de renforcement par inclusions rigides
a été developpé pour assurer la stabilité des fondations des piles du pont de Rion-
Antirion en zone sismique (Pecker et Teyssandier (1998) [60]; Pecker (1998) [59]). A
la différence des fondations mixtes, les inclusions de renforcement (qui sont des tubes
métalliques de 25 m de longueur, 2 m de diamétre et 2 cm d’épaisseur) ne sont ni reliées
au radier de fondation, ni en contact avec un substratum rigide en partie inférieure.
Le nombre et la densité d’inclusions sont par ailleurs bien plus importants, tandis
que leur longueur, évaluée relativement par rapport aux dimensions horizontales du
radier, est moins importante que dans les fondations profondes classiques (figure 1.5).
Un autre domaine d’utilisation de la technique de renforcement des sols par inclusions
rigides concerne la stabilisation des pentes instables. La figure 1.6, extraite du traité
”Construction” des "Techniques de I'Ingénieur”, donne I’exemple de la confortation par
inclusions verticales (pieux de 80 cm de diamétre) d’un remblai SNCF reposant sur un

versant instable. L’utilisation de telles inclusions capables de reprendre des efforts de
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Fi1G. 1.3: Exemple de reprise en sous-ceuvre par des micropieus : pile du pont de pierre a
Bordeauz (Ledoux (1997) [55])

:  matelas granulaire
‘ [ ‘ ] EEEND B ;
sol compressible n ’?ﬁ
\ A
H E \\
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inclusion -
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F1G. 1.4: Principe du renforcement d’une couche de sol compressible par des inclusions

verticales

flexion a permis de diminuer fortement les mouvements de la pente. D’autres exemples
d’application de ce type de technique de renforcement & la stabilisation des pentes
sont décrits par Gudehus et Schwartz (1985) [41], Guilloux (1993) [42], et Hong et al.
(1997) [51].
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Fi1G. 1.5: (a) Vue d’une fondation du pont de Rion-Antirion, (b) Rupture d’un modéle
réduit testé a la centrifugeuse du LCPC
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(&) calcul de la stabilité suivant la surface de rupture la plus critique

F1G. 1.6: Ezemple de confortation d’une pente instable par un groupe de pieux (Schlosser
et Unterreiner (1998) [69])

1.3 Une bréve revue des méthodes de calcul

1.3.1 Les approches de type "modélisation mixte”

1.3.1.1. Méthodes de calcul en déplacement

Ce sont celles qui s’imposent tout naturellement a I'ingénieur confronté au probléme de

dimensionnement d’ouvrages de géotechnique renforcés par des éléments linéaires conti-
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nus que sont les inclusions rigides. Cette modélisation consiste & appréhender les renfor-
cements comme des éléments de poutres en flexion, distribuées au sein du sol avec lequel
ils interagissent. Elles s’inspirent donc directement des méthodes de calcul des fondations
profondes, notamment dans le cas de sollicitations latérales ou les inclusions travaillent

en flexion.

Remblai

Sol mou

‘Substratum

p s
P 1
Z b : . 0 Yy

—= efforts appliqués par le sol sur le pieu

F1G. 1.7: Pieu de renforcement sollicité en flexion par l’action latérale du sol (Frank (1995)

[36])

La figure 1.7 représente un pieu vertical de renforcement soumis a la poussée latérale
exercée par le sol. Dans I’ hypothése d’un comportement élastique linéaire du pieu, I’équa-

tion différentielle qui gouverne sa déflexion latérale s’écrit (Frank (1995) [36]) :

d4y

oo gt

+ Eu(2) (y(2) —9(2)) = 0 (1.1)

dans laquelle :

o 1,1, désigne la rigidité a la flexion du pieu;
e y(z) (resp. g(2)) est le déplacement latéral du pieu (resp. déplacement libre du sol);

e [ désigne le module de réaction sécant du sol (courbe de la figure 1.7).

Dans un tel calcul, le sol n’est représenté qu’a travers ’action qu’il exerce sur le pieu
de renforcement, sous la forme d’une relation de proportionnalité entre I'effort appliqué
et le déplacement relatif pieu/sol. Une telle schématisation de I'interaction sol/pieu est
analogue au modéle de Winkler adopté pour le calcul d’une poutre sur appui élastique
(Timoshenko (1990) [77]).

Dans le cas d’un groupe de pieux, un programme de calcul spécifique dénommé GOU-

PIL (Degny et Romagny (1989) [32]) a été mis au point sur la base de la modélisation
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précédente. Ce programme incorpore des lois d’interaction pieu/sol prenant en compte
les sollicitations latérale (courbe dite "p-y”) et axiale (courbe "t-z”), de type linéaire par
morceaux, de maniére a tenir compte de la non-linéarité de ces interactions. Un effet de

groupe peut également étre introduit par pondération de ces lois d’interaction.

De nombreuses autres méthodes de calcul fondées sur la modélisation mixte d’un sol
renforcé par inclusions rigides ont été proposées. L’'une d’elles, désignée sous I'appellation
de "modéle hybride” a été développée pour le calcul des fondations mixtes par Griffiths et
al. (1991) [40] et Clancy et Randolph (1993) [20], & partir d’une extension de la méthode
"hybride” proposée par Chow (1986) [19] pour 'analyse des groupes de pieux. La démarche,
illustrée par la figure 1.8, est appliquée au cas d’un chargement vertical. Le principe en
est le suivant (Sudret (1999) [75]) :

l 1. Elément de barre 1D

2. Réaction du sol en chaque noeud - res-

sort non linéaires t-z
3. Elément fini de plaque en flexion
4. Réaction du sol en chaque nceud du ra-

dier - ressort équivalent

5. Interaction pieu-sol-pieu calculée par
paire de neeuds (Solution de Mindlin)
6. Interaction pieu-sol-radier

7. Interaction radier-sol-radier

F1G. 1.8: Principe du modeéle “hybride” pour le calcul d’une fondation mizte (Clancy et
Randolph (1993) [20])

Les pieux de renforcement sont modélisés par des éléments finis de type barre ne tra-
vaillant qu’en traction-compression, et l’interaction avec le massif de sol est prise en
compte, tout comme dans le cas des fondations profondes, par I'intermédiaire de ressorts
schématisant le frottement latéral (courbe "t-z” de transfert de charge). Le massif de sol
n’est pas modélisé de fagon explicite, mais pris en compte en utilisant la solution de Mind-
lin qui donne, en élasticité linéaire, le champ de déplacement en tout point du massif sous
I’action d’une charge ponctuelle. Des améliorations de cette méthode ont été apportées
par Hong et al. (1999) [50], permettant de diminuer le temps de calcul lorsque le nombre

de pieux devient important.



12 Introduction bibliographique

Dans le méme esprit, Shen et Teh (2002a, 2002b) [70] |71] présentent une approche
variationnelle du probléme consistant & appliquer le principe du minimum de I’énergie
potentielle & un groupe de pieux quelconque, pouvant étre soumis a une sollicitation
verticale ou latérale. L’idée est d’effectuer cette minimisation & partir d’une décomposition
en séries de la déflexion des pieux. L’interaction entre les pieux et le sol est fondée sur
la méthode des modules de réaction, ’estimation de ces modules étant faite 14 encore a

partir de la solution de Mindlin en élasticité linéaire.

Small et Zhang (2000, 2002) [79] [73] proposent une méthode de calcul trés similaire a la
précédente, associant la méthode des éléments finis pour modéliser les pieux et le radier,
et la théorie des "couches finies” (finite layer theory) pour traiter le massif de sol dont
le module varie avec la profondeur. A titre d’exemple illustratif, la figure 1.9 représente
une série de couches donnant le déplacement vertical normalisé d’un radier connecté a un
groupe de 3x4 pieux en fonction de la longueur des pieux ainsi que de la rigidité relative

des pieux.

0.08 -
u,, = displacamant al the top of pile No. 5
Hy/D =25
| iz = U E DB L, E‘:Fé._féﬂ[.ﬂ]ﬂ
vy = 0,35
v, =015
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& \
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Pile-soil stifiness ratio, EXE,

F1G. 1.9: Calcul du déplacement vertical normalisé d’un groupe de pieux sous chargement
vertical (Zhang et Small (2000) [79])

Une approche variationnelle modifiée, tout a fait analogue aux deux précédentes, a été

récemment développée par Liang et Chen (2004) [56].
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1.3.1.2. Analyse de stabilité d’ouvrages renforcés par inclusions rigides

La modélisation mixte d’un sol renforcé par inclusions rigides se préte bien a ’analyse
de la stabilité des ouvrages correspondants. La figure 1.10 montre un exemple d’étude de

stabilité par surface de rupture d’'un talus renforcé par inclusions rigides.

F1G. 1.10: Analyse de la stabilité avec surface de rupture d’un talus renforcé par inclusions

rigides

Une telle analyse est conduite en ajoutant aux efforts résistants developpés par le sol
le long de la surface de rupture, ceux développés par chaque inclusion a ’endroit de son
intersection avec la surface de rupture, c’est-a-dire les efforts normal N et tranchant V/,
ainsi que le moment fléchissant. Tout comme pour le sol dont les capacités de résistance
sont classiquement exprimées par un critére de Mohr-Coulomb, la résistance des inclusions,
modélisées comme des poutres, se traduit par une condition du type (Anthoine (1989) [3];
de Buhan et Salencon (1993) [29]) :

N 2+ 1% 2+M
No Vo M

ou Ny, Vy et My désignent respectivement les résistances de 'inclusion vis-a-vis des sol-

~1<0 (1.2)

licitations d’effort axial, d’effort tranchant et de moment de flexion. D’autres critéres
similaires ont été proposés tels que le multicritére (figure 1.11), qui prend également en
compte la plastification du sol en butée, ainsi que la condition d’arrachement de I’inclusion
par défaut d’adhérence (Blondeau et al. (1983) [10]).

La théorie du calcul a la rupture et plus précisément ’approche cinématique par 1’ex-

térieur permet d’intégrer facilement et de facon parfaitement cohérente des critéres de
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Renforcemenl
A \ b

.";-__
Surfaca
de rupture

I résistance propre du renforcement

II frottement latéral sol-renforcement

III plastification préalable du renforcemeant

IV plastification préaleble du sol en butée sous le renforcement

Fi1G. 1.11: Multicritére d’une inclusion de renforcement a la traversée d’une surface de
rupture (Blondeau et al. (1983) [10])

rupture de type (1.1) dans l’analyse de stabilité d’ouvrages renforcés par inclusions ri-
gides. Elle permet en particulier de clarifier la question de savoir dans quelle mesure il
convient de prendre en compte les résistances au cisaillement et a la flexion des inclusions
dans les calculs de stabilité. La figure 1.12 extraite de de Buhan (2004) [26] et de de
Buhan et Salencon (1993) [29] montre les résultats d’une étude paramétrique obtenus par
la méthode cinématique du calcul & la rupture utilisant des mécanismes mettant en jeu

soit des surfaces de rupture, soit des zones en cisaillement (figure 1.12 (a))

K (1+1) inclusions arigides»

7

N irclusions qrigides»

% —
o [

\ ‘.- fans SRR

‘f | * L% . M /RJ

] A.:lusions N e

«SOrplesy ¥ -y . RatLITA

F1G. 1.12: (a) Mécanisme de rupture d’un ouvrage renforcé par inclusions rigides avec
zone de cisaillement, (b) Facteur de Stabilité d’un talus vertical renforcé évalué par le

biais de différents mécanismes
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L’exemple traité est celui d’un talus vertical de hauteur H en sol purement cohérent
(cohésion C) renforcé sur toute sa hauteur par une distribution uniforme d’inclusions ho-
rizontales, pour lequel les surfaces de rupture sont circulaires. La figure 1.12 (b) représente
les variations des différentes évaluations (majorants) du rapport K /(1+7), ot K est le
facteur de stabilité de 1'ouvrage et r = mNy/2CH (N : résistance en traction des inclu-
sions, m : nombre d’inclusions de renforcement). La courbe inférieure correspond au cas ol
les inclusions sont ”"souples”, c’est-a-dire que leur résistance au cisaillement et a la flexion
est négligée (Vo = My = 0 dans (1.2)), tandis que les courbes intermédiaires et supé-
rieures correspondent au calcul de stabilité prenant en compte ces résistances (inclusions

"rigides”).

Il ressort d’une telle analyse que dans le cas ou le diamétre des inclusions de renforce-
ment n’excéde pas quelques centimétres (exemple de la technique de clouage), le gain de
stabilité que I'on est en droit d’attendre des résistances en flexion et au cisaillement reste
relativement négligeable. Il est en revanche tout a fait significatif dans le cas d’ouvrages
renforcés par inclusions "rigides”, tels que les radiers de fondation sous sollicitation sis-
mique (voir figure 1.5). Dans ce dernier cas, I’approche cinématique du calcul a la rupture
mettant en ceuvre des mécanismes avec "bandes de cisaillement”, analogues & celui sché-
matisé sur la figure 1.12 (a), a permis de fournir des évaluations de la capacité portante
de telles fondations, qui se sont révélées en bon accord avec les résultats expérimentaux
relatifs & des essais a rupture sur des modéles réduits en centrifugeuse (Pecker (1998)
[60]) : figure 1.4 (b).

Signalons que, partant d’'une modélisation mixte d’un sol renforcé par une distribution
uniforme d’inclusions rigides, traitées comme des poutres en flexion, il est possible d’abou-
tir par homogénéisation a ’aide des puissances virtuelles, & un milieu homogénéisé de type
micropolaire (de Buhan et al. (1998) [28]). Nous verrons que le modéle multiphasique dé-
veloppé dans le présent travail pour ce type de renforcement, rejoint trés précisément un

tel point de vue, limité jusqu’a lors aux applications faites en calcul & la rupture.

1.3.2 Les méthodes de calcul par éléments finis

Nous avons vu que dans le cadre des méthodes de calcul en déplacements fondées sur
une modélisation mixte du sol renforcé par inclusions rigides (paragraphe 1.3.1), le sol
n’est pas modélisé en tant que tel, comme un milieu continu 3D. Il n’apparait le plus
souvent qu’a travers une modélisation simplifiée des actions qu’il exerce sur les inclusions
de renforcement traitées comme des poutres en flexion. Celles-ci sont appréhendées par
le biais des courbes de réaction "p-y” ou "t-z”, ainsi que, dans une version plus élaborée,

en s’appuyant sur la solution du probléme de Mindlin relatif & un milieu élastique, qui ne
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permet pas de rendre compte des interactions entre renforcements.

Il importe de souligner la difficulté a formuler de fagon cohérente une telle modélisa-
tion mixte, consistant & schématiser les inclusions de renforcement comme des milieux
unidimensionnels plongés au sein du massif du sol traité comme un milieu continu tridi-
mensionnel. Il n’est en effet pas possible de raccorder les distributions d’efforts intérieurs,
de type (N,V, M), le long des renforcements, aux champs de contraintes, de type g, ré-

gnant dans le sol.

Un tel raccord n’est possible que dans la situation ot les renforcements sont modélisés
comme des plaques continues, c’est-a-dire des milieux bidimensionnels (Anthoine (1989)
[3]; de Buhan (2004) [26]). Nous verrons au chapitre 4 (section 4.2.2) comment il est
possible dans ce cas de mettre en ceuvre numériquement, dans le cadre d’une méthode
des éléments finis appliquée a la résolution de problémes en déformations planes, une
telle modélisation mixte "1D-2D”, chaque file de pieux étant remplacée par une plaque

équivalente (poutre 1D dans le plan de la déformation).

La mise en ceuvre d’une technique de résolution par éléments finis pour la simulation du
comportement d’un ouvrage en sol renforcé par inclusions rigides, exige donc de traiter
les inclusions de renforcement tout comme des éléments tridimensionnels. Nous décrivons
ci-aprés un tel exemple de simulation réalisée par Vetter (1998) [78] sur la Messturm
de Francfort (figure 1.2 (b)), tour de 256 m de hauteur reposant sur une couche argi-
leuse épaisse relativement compressible, qu’il convenait donc de renforcer pour diminuer
les tassements de ’ouvrage, ainsi que les moments de flexion induits dans le radier de

fondation.

La figure 1.13 montre une vue de dessus du radier et de la disposition des inclusions
de renforcement constituées par des pieux en béton de diamétre 1,3 m. (64 pieux de

différentes longueurs ont été utilisés).

La figure 1.14 représente le maillage par éléments finis 3D utilisé par Vetter (compte
tenu des symeétries, seul un huitiéme de la structure est modélisé). Ce maillage comporte
8700 nceuds et 7859 éléments. Le calcul effectué porte sur I’évaluation du tassement de
Pouvrage en fonction du chargement (vertical) appliqué di au poids de la tour au fur
et & mesure de sa construction. De plus, les caractéristiques élastiques, mais également
plastiques, du sol, comme du béton de renforcement, ont été prises en compte dans la
simulation effectuée a ’aide du code de calcul ABAQUS.

Si les évaluations numériques du tassement obtenues par un tel calcul par éléments finis,
apparaissent en bon accord avec les mesures faites in situ (tassement final de I’ordre de
10 - 12 ¢m), c’est au prix d’un temps de calcul important : jusqu’a 75 heures, soit plus

de 3 jours! Cela s’explique évidemment par la taille du probléme & résoudre en raison du
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F1G. 1.13: Disposition des pieux de renforcement du radier de fondation de la Messturm
(d’aprés Sudret (1999) [75])

maillage tridimensionnel adopté.

Les analyses approfondies d’ouvrages renforcés par inclusions rigides, conduites par la
méthode des éléments finis, sont donc trés rares en raison de la complexité du probléme a
résoudre, engendré par la trés forte hétérogénéité du sol composite. Parmi les études les
plus récentes consacrées a la simulation par éléments finis tridimensionnels de ce type de

probléme, on peut citer :

e [’analyse du comportement d’un remblai sur sol renforcé par trois files de pieux forés
sous le bord du remblai (Borel et Freitag (2002) [12]). En dépit de P’exploitation de
certaines symétries du probléme, le maillage tridimensionnel adopté par les auteurs,

comportait 14500 nceuds et 3200 éléments.

e L’étude de l'interaction entre pieux relativement peu espacés, dans des essais de char-
gement vertical d’une fondation sur groupe de pieux (Comodromos et al., (2003) [22])
effectuée par le logiciel FLAC 3D fondée sur la méthode des différences finies (voir

maillage sur la figure 1.15 (a)).
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F1G. 1.14: Maillage tridimensionnel du sol renforcé (Vetter (1998) [78])

e De méme, la figure 1.15 (b) représente le maillage par éléments finis adopté par Liang

et al. (2003) [57] pour simuler le comportement d’un radier de fondation sur pieux en
présence d’un matelas de répartition placé entre le radier et les pieux (calcul élastique
avec le logiciel ANSYS).

Utilisant le logiciel ABAQUS, Reul (2004) [62]| a entrepris une étude paramétrique
relative au calcul du tassement d’un radier de fondation sur groupe de pieux, selon
que la semelle de fondation est en contact ou non avec le sol (figure 1.16). Les résultats
de ces calculs aboutissent & ’établissement d’abaques de dimensionnement de ce type
de fondation ou I'on peut faire varier des paramétres tels que la longueur des pieux,

leur espacement, ainsi que leur nombre, pouvant aller jusqu’a plus de 400.

Dans cette analyse, limitée & la configuration d’un chargement purement vertical,
le comportement des inclusions de renforcement, ainsi que du radier de fondation,
est supposé élastique, tandis que le sol (argile de Francfort) est modélisé comme un
milieu élastoplastique avec écrouissage ("cap model”), le module d’élasticité étant une

fonction croissante de la profondeur.
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(a) (b)
Fi1G. 1.15: (a) Maillage auz différences finies d’un radier sur pieuz (logiciel FLAC 3D :
Comdromos et al. (2003) [22]); (b) Maillage par éléments finis 8D (logiciel ANSYS :
Liang et al. (2003) [57])

Y i Centre pile Edge pile

J
YCsntw pile Edge pile YCantra pile Edge pile

FPG
n=49;e=6m

PR FPG
n=49,e=6m n=169;,e=3m

PR
n=169;e=3m

F1G. 1.16: Isovaleurs des tassements de radiers sur groupes de pieuz et de fondations
mixztes (Reul (2004) [62])
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A noter également que Reul et Randolph (2003) |63] font un usage intensif de la simu-
lation par éléments finis tridimensionnels pour analyser les tassements de fondations
mixtes et comparer les prévisions données par cette simulation avec celles provenant
d’autres méthodes ainsi qu’avec les mesures relevées in-situ sur un certain nombre de
cas réels de fondations de grandes tours & Francfort. Aucune indication n’est cepen-
dant donnée en ce qui concerne la taille numérique du probléme (nombre d’éléments
et de nceuds du maillage), ou encore les temps de calculs, que I’on peut supposer étre

du méme ordre de grandeur que ceux donnés par Vetter (1998) [78].

1.4 L’approche par homogénéisation et ses limites (de
Buhan (2005) [27])

Si la méthode des éléments finis dont nous venons de décrire plusieurs exemples de
mise en ceuvre, permet de procéder & une analyse systématique du comportement des
ouvrages renforcés par inclusions rigides, son utilisation en tant qu’outil de calcul et de
dimensionnement pratique accessible a l'ingénieur, se heurte a 'obstacle majeur de la
lourdeur des calculs auxquels elle donne lieu, notamment lorsque le nombre d’inclusions
de renforcement mises en jeu devient important et que le chargement de ’ouvrage est
complexe (cas des sollicitations latérales de radiers de fondation sur pieux). Il devient
alors préférable de recourir & une méthode d’homogénéisation qui consiste a appréhender
le sol renforcé composite comme un milieu homogéne, mais anisotrope en raison de la
direction préférentielle des inclusions de renforcement. Nous nous proposons de montrer,
comment une telle approche ne permet pas de rendre compte du caractére "rigide” des
inclusions, c’est-a-dire du fait que ces derniéres peuvent reprendre des efforts de flexion
et de cisaillement. L’exposé qui suit reprend trés largement ’analyse faite par de Buhan
(2005) [27].

1.4.1 Le sol renforcé comme milieu élastique anisotrope

En nous restreignant au cas ou les deux constituants (sol et inclusion) obéissent a
un comportement élastique linéaire, la détermination des propriétés élastiques macrosco-
piques d’un sol renforcé par des inclusions distribuées réguliérement au sein du massif de
sol, repose sur la résolution d’un probléme auxiliaire d’élasticité défini sur la cellule de
base du matériau renforcé, représentée sur la partie droite de la figure 1.17. On peut ainsi
montrer que, dans le cas ol la fraction volumique du matériau de renforcement notée 7,

définie comme le rapport :
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(1.3)

(avec s" : section droite de l'inclusion et d : espacement entre deux inclusions) est faible,
tandis que sa raideur représentée par son module d’Young E" est grande vis-a-vis de celle
du sol (module d’Young E*), le tenseur d’élasticité macroscopique du sol renforcé s’écrit
(Hashin (1983) [43]; Greuell (1993) [39]; Sudret (1999) [75]) :

n<l, E >E, C'"=(C"+ad'e,®ec,®e, e, (1.4)

avec " = nE" et C° est le tenseur d’élasticité du sol, tandis que e, désigne le vecteur

unitaire placé selon la direction des inclusions de renforcement.

F1G. 1.17: Volume élémentaire représentatif

Dans le cas ot le sol est modélisé comme un milieu élastique linéaire isotrope de coefhi-
cients de Lamé \° et 4, le sol renforcé apparait comme un milieu élastique orthotrope de

révolution autour de la direction de renforcement, soit :

ghom:)\5£®£+2M5£+ar§$®§m®§x®g$ (15)

ol encore en utilisant la notation matricielle de Voigt :
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N2 +a” A A* 0 0]
A+ 2p° A° 0 0
[Chom] _ A +2p% 0 0 0 (1.6)
20 0
sym. . 2uf
2u°

Exprimée sous la forme d’une relation contrainte-déformation, la lo: de comportement

macroscopique du sol renforcé s’écrit alors :

(1
I
R
g
3
lien
I
M

“reta'ege,Qe, =0 +0'e, Qe, (1.7)

c’est-a-dire que la contrainte "macroscopique” X peut étre additivement décomposée comme
la somme d’une contrainte relative au sol et d’'une contrainte uniaziale associée au renfor-
cement. La valeur de cette derniére, qui peut encore s’écrire, en tenant compte de (1.3)
et (1.4) :

S"E'epe N'

o' =a"e, =k, =
peut s’interpréter alors comme I’effort azial N" repris par les inclusions de renforcement,

par unité de surface transversale a ces derniéres.

1.4.2 Un exemple illustratif

Nous proposons d’illustrer ’application de la méthode d’homogénéisation précédente a
I’analyse d’un modéle trés simplifié, traitable analytiquement, de radier de fondation repo-
sant sur un massif de sol d’épaisseur égale & 2H, renforcé par un groupe de pieux de méme
longueur comme indiqué sur la figure 1.18. Nous placant dans un cadre bidimensionnel,
les pieux de renforcement sont modélisés comme des couches d’épaisseur e, réguliérement
espacées d’une distance d, de sorte que la fraction volumique du renforcement est tout

simplement égale & n = e/d (avec n < 1).

Les renforcements sont encastrés en téte dans le radier, considéré comme rigide, tan-
dis que le massif est délimité en partie inférieure par un substratum également supposé

indéformable.

Désignant par ¢ la contrainte de cisaillement exercée sur la radier, on appelle § le

déplacement correspondant.
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F1G. 1.18: Modéle simplifié de radier de fondation sur pieur sous chargement latéral

Le sol renforcé étant modélisé comme un milieu élastique homogéne anisotrope dont la
matrice d’élasticité est donnée par (1.6), on montre que la solution du probléme correspond
a des champs de contrainte et de déformation homogénes dans le massif renforcé ainsi

homogénéisé, de la forme :

4

=q(e,®e, +e,®¢,)

(1.9)

7 (ea®e, +e,®¢,)

Ien

Introduisant ces deux expressions dans la loi de comportement macroscopique (1.7), et

en tenant compte de (1.5), il vient :

)
=pu’— 1.10
¢=py (1.10)
de sorte que le facteur de renforcement de I’ouvrage vis-a-vis d’un chargement latéral que

I’on peut définir par :

h=—Jd (1.11)

p(0/H)

vaut selon la méthode d’homogénéisation :

khem =1 (1.12)

c’est-a-dire que, conformément & cette approche, le fait de renforcer le sol par des inclu-
stons verticales, ne contribue nullement a renforcer l’ouvrage vis-a-vis d’une sollicitation
horizontale, c’est-a-dire s’exercant latéralement aux inclusions de renforcement. Un tel

résultat, qui peut paraitre surprenant, provient du fait que le module macroscopique de
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hom

cisaillement longitudinal C}¥/5 (voir équation (1.6)) du sol renforcé se réduit a celui du

sol.

Le résultat différe trés sensiblement de celui donné par une simulation numérique par
éléments finis de la structure ci-dessus. La figure 1.19 (a) compare deux évaluations du
facteur de renforcement, en fonction du rapport entre les modules de cisaillement du ren-
forcement et du sol, tandis que celle donnée par la méthode d’homogénéisation ne dépend
pas de ce rapport, puisqu’elle ne prend en compte aucun effet du renforcement (k"™ =1 :
trait horizontal sur la figure 1.19 (a)). L’évaluation fournie par un calcul par éléments fi-
nis, fait clairement apparaitre cet effet du renforcement lorsque le rapport p”/p® devient
important (> 1000). Cet écart est confirmé par la figure 1.19 (b) qui représente les profils
de déplacement latéral associés aux deux types de calcul. La méthode d’homogénéisation
conduit & un déplacement linéaire qui correspond au champ de déformation de cisaille-
ment homogéne donné par (1.9), a la différence de la simulation par éléments finis qui

donne un profil analogue a celui de la déflexion d’une poutre bi-encastrée.

. iy

7 i \ :

s o i T
3 & |¢léments finis ,

: s L= ]

2 N [lllomogénélsatlon’*%\ !

1 oo a e 1 ¥

L \

n
F1G. 1.19: (a) Evaluations du facteur de renforcement par la méthode d’homogénéisation
et par la méthode des éléments finis; (b) Profils de déplacement latéral dans la couche

renforcée

Les limites de la méthode d’homogénéisation classique apparaissent donc clairement &
travers cet exemple. Tout se passe en effet dans cette méthode, comme si les inclusions de
renforcement ne travaillaient qu’en traction-compression, ce que confirme la décomposition
(1.7) du tenseur des contraintes macroscopiques et l'interprétation (1.8) de la contrainte
uniaxiale ¢” comme effort de traction par unité de surface transversale. I’approche par
homogénéisation classique ne permet pas de prendre en compte les effets de flexion et de

cisaillement des inclusions de renforcement.
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1.5 Vers une modélisation multiphasique des sols ren-

forcés par inclusions rigides

L’intérét majeur du modéle multiphasique au développement duquel le présent travail
est consacré, est de combiner I'avantage considérable de ’approche par homogénéisation
en termes de temps de calcul, notamment dans des configurations tridimensionnelles,
avec la possibilité de prendre explicitement en compte les effets de cisaillement et de
flexion caractéristiques des inclusions rigides, c’est-a-dire de remédier aux limitations de
la méthode d’homogénéisation que nous venons de souligner. L’intuition de départ qui
préside a une telle modélisation est de remplacer le réseau d’inclusions réparties de facon
discréte au sein du massif de sol (principe de la "modélisation mixte”), par une distribution
continue de ces inclusions présentes en tout point du massif. C’est cette idée qui est déja
présente dans le développement d’une modélisation micropolaire de la résistance d’un sol
renforcé par inclusions, effectué dans le cadre du calcul a la rupture (de Buhan et al. (1998)

[28]), et que le modéle multiphasique parvient & généraliser a tout type de comportement.
La suite du présent mémoire est organisée comme suit :

Le chapitre 2 est consacré a la description de la modélisation multiphasique des ou-
vrages renforcés par inclusions rigides, dans le cadre d’un comportement, élastique linéaire
des différents matériaux, sol et inclusions de renforcement. Le probléme de cisaillement
transverse d’une couche de sol renforcée est traité analytiquement. La solution obtenue
est comparée a la solution donnée par Sudret (1999) [75] lorsque les effets de cisaillement

sont négligés et a la solution donnée par un calcul d’homogénéisation.

Le chapitre 3 porte sur la mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique avec
flexion dans le cadre de la méthode des éléments finis. Partant du principe du minimum
de I’énergie potentielle, une formulation variationnelle puis une discrétisation spatiale du
probléme sont présentées. Le choix du type d’interpolation est discuté et la mise en ceuvre
numérique du modéle est validée par comparaison a des solutions analytiques, notamment

la solution développée au chapitre 2.

Ce code de calcul par éléments finis est utilisé dans le chapitre 4 pour simuler le compor-
tement d’une fondation sur radier de pieux soumise & un chargement combiné, vertical,
horizontal et de renversement. Une comparaison en termes de raideur structurelle est faite
suivant la prise en compte ou non des rigidités au cisaillement et & la flexion des inclu-
sions de renforcement et suivant le type de connection pieux-fondation. Ce probléme de
dimensionnement est abordé a la fin de ce chapitre par une modélisation du type milieu
multicouche dans un premier temps et par une modélisation mizrte dans un second temps.

Les résultats obtenus par les différentes méthodes sont confrontés et discutés.
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Le modéle multiphasique avec flexion est étendu au chapitre 5 a la prise en compte de
comportement élastoplastique des différents constituants (sol et inclusions de renforce-
ment). La solution analytique développée au chapitre 2, relative au probléme de cisaille-
ment transverse d’une couche de sol préalablement renforcée par inclusions rigides, est
étendue au cas ol aussi bien le sol que les inclusions ont un comportement élastoplastique
parfait. Le calcul & la rupture des systémes en milieux biphasiques est introduit et utilisé

pour retrouver la charge limite de la structure analysée par le calcul élastoplastique.

Le chapitre 6 est consacré a ’extension du code de calcul précédemment développé a la
prise en compte du comportement élastoplastique des constituants et a ses appplications.
Partant d’une discrétisation temporelle du processus de chargement et d’un algorithme de
plasticité modifié, obtenu par extension de 1’algorithme de "retour radial”, une procédure
itérative de recherche de la solution d’un probléme d’élastoplasticité est mise au point.
Cette procédure est ensuite intégrée dans le code de calcul développé. Ce dernier est validé
par la solution analytique développée au chapitre 5 et utilisé par la suite pour simuler
I’évolution élastoplastique d’une fondation mixte soumise a un chargement combiné et la

tenue d’un talus incliné renforcé par inclusions rigides.
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2.1 Introduction

e chapitre a pour but de présenter les équations générales du modéle multiphasique

déstiné a appréhender le comportement macroscopique d’un sol renforcé par une
famille d’inclusions "rigides”, dans le cadre de 1’élasticité linéaire. Reprenant les travaux
de Sudret (1999) [75] et de Buhan et Sudret (2000) |31], on explicite tout d’abord les efforts
intérieurs (contraintes) propres a chacune des phases représentant respectivement le sol
et les inclusions de renforcement. Ces contraintes prennent en compte, dans ce dernier
cas, les efforts de cisaillement et de flexion dans les inclusions traitées comme des poutres.
Les équations d’équilibre et conditions aux limites correspondantes sont alors explicitées

pour chacune des phases séparément.

Les équations constitutives du modéle sont ensuite développées dans le cas d’un com-
portement élastique linéaire des constituants, et donc des phases, associé a ’hypothése
de ’adhérence parfaite. Elles permettent alors d’introduire la formulation d’un probléme
d’élasticité pour le milieu biphasique en conditions de déformations planes parallélement

a la direction des renforcements.

Ce chapitre se termine par I’exposé d’un exemple illustratif de résolution d’un probléme
d’élasticité biphasique, consistant & soumettre une couche de sol renforcé par inclusions
rigides & un cisaillement transverse. Cet exemple met clairement en évidence le role es-
sentiel joué par les sollicitations de cisaillement et de flexion dans la réponse globale de ce
type de structure renforcée, montrant ainsi la capacité du modéle multiphasique & rendre

compte du caractére "rigide’des inclusions de renforcement.

2.2 Principe de la modélisation multiphasique (Sudret
(1999) [75]; de Buhan et Sudret (2000) [31])

Le modéle multiphasique consiste & décrire a une échelle macroscopique le comportement
global d’un sol renforcé par inclusions linéaires en homogénéisant séparément le sol et les
inclusions de renforcement. Une telle démarche aboutit, a ’échelle macroscopique, a une
superposition de plusieurs milieux, appelés phases, représentant le sol et les différentes
familles d’inclusions de méme direction, en interaction mutuelle. On se limitera dans ce
qui suit, pour alléger I’exposé, a la présentation du modéle biphasique avec flexion, c’est-
a-dire au cas ou une seule famille d’inclusions de renforcement de méme direction est

considérée.
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2.2.1 Description cinématique du modéle biphasique

On considére un volume §2 constitué d’un sol homogéne, modélisé comme un milieu

continu, renforcé par une famille d’inclusions de méme direction e, (Figure 2.1 a).

La description biphasique d’un tel milieu hétérogéne, ol interagissent le sol et les inclu-
sions de renforcement, consiste a supposer qu’en tout point géométrique x du volume ¢
coexistent deux particules en interaction mutuelle, formant sur tout le volume renforcé 2
deux phases nommées phase matrice et phase renforcement, représentant respectivement
le sol et les inclusions. Ces deux phases sont obtenues en “homogénéisant” séparément le

sol et les inclusions de renforcement sur tout le domaine ).
La cinématique d’un tel milieu biphasique est décrite pour chaque phase séparément :

e Phase matrice : La cinématique de la phase matrice est décrite par la donnée, en
tout point matériel, d’un vecteur déplacement {™. Une telle description cinématique
confére & ladite phase les caractéristiques d’un milieu de Cauchy que 1'on explicitera

par la suite.

o Phase renforcement : 1’idée étant de prendre en compte les caractéristiques de type
“poutre” des inclusions de renforcement ; La cinématique de la phase renforcement est

enrichie par la donnée, en tout point matériel, de trois degrés de liberté de rotations

supplémentaires. La cinématique de la phase renforcement est ainsi caractérisée par

le couple (§"w"), (Figure 2.1 (b)).

Z sol

inclusions “H“mmmHH“HH“HH“H

(a) (b)

F1G. 2.1: Cinématique d’un milieu biphasique modélisant un sol renforcé par une famille

d’inclusions
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2.2.2 Equations de la statique relatives au modéle

Partant de cette description cinématique, les équations constitutives du modéle peuvent
par exemple étre établies par la méthode des puissances virtuelles (Sudret (1999) [75]; de
Buhan et Sudret (2000) [31]).

Les équations d’équilibre et les conditions aux limites s’écrivent pour chaque phase sé-

parément :

e Phase matrice. On retrouve pour cette phase les équations classiques régissant, pour

un milieu de Cauchy, I’équilibre et les conditions aux limites :

dive™(z,t) + p"EF" (2, t) + L(z,t) =0  sur Q™ (2.1)
gm(g, vz, t) =17 (v) sur oy (2.2)
§M(z,t) = é:l”(g, t) sur o (2.3)
avec
o U o = o™ et OV N =10 (2.4)

ou g™ est le tenseur des contraintes dans la phase matrice, p™ ™ est la densité
volumique d’efforts extérieurs et [ est la densité volumique d’efforts d’interaction ap-
pliquée par la phase renforcement sur la phase matrice. 17" et §;” sont les données en
efforts et en déplacements sur les parties complémentaires OQ7 et I de Q™ et v

est le vecteur normal extérieur unitaire.

e Phase renforcement. L’introduction des degrés de liberté de rotation dans la cinéma-
tique de cette phase vise & traduire I’existence dans ce milieu, en plus des contraintes,
de couples de contraintes : il s’agit d’'un milieu de Cosserat, ou milieuw micropolaire.
Dans le cas général, les équations régissant ’équilibre d’un tel milieu sont données
par (Cosserat (1903) [24]; Salengon (2001) [66]) :

diva(z,t) +pL(z,t) =0 sur  Q (2.5)

divh(z,t) + 2a(z,t) + pG(2,t) =0  sur (2.6)
- o désigne le tenseur des contraintes, non symétrique, et o le vecteur associé a sa
partie antisymétrique,

- h est le tenseur des couples de contraintes,
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- pF désigne la densité volumique d’efforts extérieurs et pG est la densité volumique
de couples d’efforts.

Les conditions aux limites sur le bord 0f) d’un tel milieu de Cosserat sont données

par :
a(z,t)v(x,t) =Ty(r) sur  fr (2.7)

h(z,t).v(z,t) =Cylv) sur  9Qc (2.8)

o) =€ (e t)  sur 00 (2.9)

w(z,t) =wy(z,t) sur I, (2.10)

{ 00 U0 =00 et 90NN =0 (2.11)

00 U 0Q, = 00 et NN, =0

Dans le cas de la phase renforcement, pergue comme une distribution continue de
poutres, la modélisation & laquelle on aboutit est celle d’un milieu de Cosserat orienté
par la direction des inclusions, ou les tenseurs de contraintes et de couples de contraintes

ont la forme suivante :

or, 0O

gr = | o5 00 (2.12)
0%
[

Qr = hgx 00 (2.13)
h' 0

Se référant au modéle “poutre”, les termes de ¢” et h" peuvent étre exprimés en

fonction des densités d’efforts et de moments généralisés, soit :(Figure 2.2).

<

n" 0 0
g" = v; 00 (2.14)
v 0 0
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t" 0 0
L= 1| m; 0 0 (2.15)
m, 0 0

- n" est la densité d’effort normal par unité de surface transversale a la direction des
inclusions,

- v, est la densité d’effort tranchant suivant e, par unité de surface transversale a la
direction des inclusions,

- v] est la densité d’effort tranchant suivant e, par unité de surface transversale a la
direction des inclusions,

- 1" est la densité de couple de torsion par unité de surface transversale a la direction
des inclusions,

- my est la densité de moment de flexion suivant e, par unité de surface transversale
a la direction des inclusions,

- m. est la densité de moment de flexion suivant e, par unité de surface transversale
a la direction des inclusions.
t’l"

i

F1G. 2.2: Efforts intérieurs a la phase renforcement

Les efforts intérieurs dans la phase renforcement peuvent aussi étre exprimés sous

forme vectorielle par :

(2.16)
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(2.17)

ou X" et I'" représentent respectivement les vecteurs associés aux tenseurs des contraintes

o" et des couples de contraintes h", par les relations :

=X e, (2.18)

W=I"®e, (2.19)

En utilisant les notations introduites, les équations d’équilibre s’écrivent pour la phase
renforcement :

dive"(z,t) + p"F"(z,t) — L(z,t) =0  sur  QF (2.20)

divh"(z,t) + e, NX" =0 sur Q" (2.21)

La densité volumique des couples d’efforts pG apparaissant dans 1'équation (2.6), ex-
primant 1’équilibre d’un milieu de Cosserat, s’annule dans le cas étudié (renforcement
des sols par inclusions rigides) en raison de I’absence des couples d’efforts a distance.
Ces équations d’équilibre s’écrivent en fonction des densités d’efforts (n”, Uy, v7) et de
moments (", m;, m}) de la maniére suivante :

(dTLr [ nld _
%‘Fpr—]g{;—O

dv;
TEA P E —1,=0 (2.22)

dv | _
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et
( % 0
dg;; =0 (2.23)
| =0

les conditions aux limites (2.7) a (2.10) écrites sur le bord de la phase renforcement

sont données en fonction des densités d’efforts et de moments généralisés par :

n(z,t)(e,v) =T;(v)  sur 00
vp(z,t).(e,v) =T () sur O
vz, ). (e, v) = Td(v)  sur O
t'(z,1).(e,v) = Cf(v)  sur 90
my (z,t).(e,.v) = C’j(g) sur o0,
m(z,t).(e,v) = Cl(v)  sur OO
avec toujours :
0 MO =

O UO0L = 0 et
OO U, = 0 et

o0 MO, =10

Dans le cas d’un probléme bidimensionnel dans le plan (O, ¢, e

libre et les conditions aux limites se réduisent a :(voir figure 2.3).

I, =0

Y+ Fy—1,=0

( dnr (S nid
dr T
dv’

dx
dg;z —v, =0

) =x) =y

sur Qr

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

), les équations d’équi-

(2.31)
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et
n"(z,t).(e,.v) = T v) sur o,
vp(z,t).(e,v) = T(v) sur o, (2.32)
mi(z,t).(e,.v) = CL(v) sur 0N

pEn

F1G. 2.3: Efforts intérieurs pour un systéme biphasique (cas bidimensionnel)

2.2.3 Comportement élastique linéaire

Sous I’hypothése des petites perturbations, les déformations du milieu biphasique sont

décrites de la facon suivante :

e Pour la phase matrice, les déformations sont classiquement exprimées par le tenseur
des déformations de Green-Lagrange linéarisé, donné en fonction du champ de dépla-

cement de cette phase par :

1
em = é(gmdﬁm + grade™) (2.33)

et le comportement élastique linéaire s’exprime, sous I’hypothése d’isotropie, par :

o™ = N"tr(g") L+ 2u™me™ (2.34)

ou A" et u™ sont les coefficients de Lamé de la phase matrice.

e Pour la phase renforcement, on retrouve les variables de déformation analogues &

celles introduites pour les poutres, soit :
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(2.35)

- ¢" désigne la déformation aziale,
- 0, et 07 désignent les déformations de cisaillement,

- Xy et X} désignent les courbures et x; désigne la déformation de torsion.

Ces variables de déformation peuvent étre exprimées sous forme vectorielle par :

=10 (2.36)
97’

et

Xo
X = Xy (2.37)
X~

Dans le cas de problémes bidimensionnels, les variables de déformation de la phase

renforcement se réduisent & (¢”,0;,x7), que 'on notera désormais, pour simplifier,
(€™, 0", x").

Le comportement élastique linéaire de la phase renforcement s’exprime alors a travers

six équations reliant les efforts et les moments généralisés aux variables de déforma-

tion :
nT — aT‘E.T’ vr — 7‘07" ,UT — T@'f‘
r T yr yryr Zr Zrzr (238)
= VX My = YyXys ML = VX
soit sous forme tensorielle :
X" = QF'Q (2.39)
"=0C.x (2.40)
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ol g"F et Q"C sont les tenseurs de rigidité de la phase renforcement. Ils sont donnés,

dans ’hypothése d’absence de couplage entre les efforts, par :

a” 0 0
Q; =10 8 0 (2.41)
0 0 3
et
Y 00
C,=10 9 0 (2.42)
0 0 1y

Les termes de g; et g"c sont les différentes raideurs de la phase renforcement :
- o est la raideur a Ueffort azial,

- (3, est la raideur a Ueffort tranchant suivant e,

- [ est la raideur a l’effort tranchant suivant e,

- ~r est la raideur a la torsion,

- 7, est la raideur a la flezion suivant e,

. . . . .
- 7L est la raideur a la flexion suivant e,.

La variable de déformation qui apparait en dualité avec les efforts d’interaction est

I’écart des champs de déplacement des deux phases :

AL =" -¢ (2.43)
et la loi de comportement d’interaction est donnée, dans le cas de I’élasticité linéaire,
par :

I=CNAL (2.44)

ol gl désigne le tenseur de rigidité de la loi d’interaction entre les deux phases, dont
les termes peuvent étre évalués a partir de simulations numériques sur des volumes
élémentaires représentatifs du matériau renforcé (Sudret (1999) [75]; Bennis et de
Buhan (2003) [8]).

Le cas de ’adhérence parfaite correspond a I’hypothése ou les particules des deux

phases localisées au méme point sont animées de la méme cinématique :

Al=("-{ =0=E="=¢ (2.45)
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A noter que ce cas particulier peut étre retrouvé a partir de la loi d’interaction générale

(2.44) en faisant tendre vers ’infini les termes du tenseur de rigidité C'.

2.3 Position d’un probléme d’élasticité pour le milieu

biphasique en déformation plane

Soit €2 un volume de sol renforcé par des inclusions paralléles a la direction Ox et sollicité
en déformation plane parallélement au plan Oxy. La modélisation multiphasique d’un
tel systéme composite, sous [’hypothése d’adhérence parfaite entre phases (2.45), consiste
a supposer que la cinématique de tout point matériel est caractérisée par un vecteur

déplacement & et une rotation w”e, pour la particule renforcement.

Dans ces conditions, un champ de déplacement-rotation {§,w"} est dit cinématiquement

admissible s’il vérifie les conditions aux limites en déplacement-rotation :

d
= Q)
§=¢ sur 02 (2.46)
w d sur o,

ou 0% (resp. 0f),) est la partie du bord 9 ot un déplacement est imposé aux deux

phases (resp. rotation imposée a la seule phase renforcement).

Les efforts intérieurs sont représentés par le tenseur des contraintes ¢™ pour la phase
matrice et (n”,v", m") pour la phase renforcement. Un champ d’efforts intérieurs généra-
lisés {a™;n",v",m"} est dit statiquement admissible s’il vérifie les équations d’équilibre

et les conditions aux limites en efforts, soit :

div(g™ + n'e, @ e, +v7e, ®e,) + o+ pmE™ =0 (2.47)
div(im'e, ® e,) +v"e, =0 .
et
(™ +n"e, ®e, +ve, ®e,) v =T" sur - Oy = 00 — 0 (2.48)

La recherche de la solution d’un probléme d’élasticité formulé pour le milieu biphasique,

revient a la mise en évidence d’un champ d’efforts intérieurs {a"; n",v", m"} statiquement
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admissible avec les efforts extérieurs et d’'un champ de déplacement {§,w"} cinématique-

ment admissible, associés en tout point par la loi de comportement élastique :

o™ = \"(tre)l +2u™s  avec = g= %(gradﬁ +t grad§)

(2.49)

0 r
nr:ar%’ vr:ﬁr(%_wr)’ mr:,yr%%

2.4 Exemple d’application

En vue de se familiariser avec le modéle multiphasique avec flexion ainsi introduit,
I’exemple du cisaillement d’un milieu multicouche en déformation plane, étudié par de
Buhan et Sudret (2000) [31] dans le cas ou les déformations de cisaillement sont né-
gligées (0" = 0 dans (2.35) ou 3" — oo dans (2.38)) , c’est-a-dire sous I’hypothése de
Navier-Bernoulli, est repris ici en tenant compte des effets de cisaillement. Cet exemple
peut représenter une modélisation simplifiée d’un radier de fondation de grande extension

soumis & un chargement latéral.

2.4.1 Position du probléme

Une couche de sol d’épaisseur 2L, renforcée par un réseau de poutres orientées paral-

lelement a e,, et supposée infinie le long de (Oy), est assujettie en déformations planes

=T

dans le plan (Ozy) au chargement défini comme suit (Figure 2.4) :

e Les forces de volume sont négligées : F'™™" = F" =0
e Les deux phases, matrice et renforcement, sont encastrées dans le plan (Oyz), soit :

E(x=0,y,2)="(x=0,y,2) = (x=0,y,2) =0 et ' (x=0,y,2)=0 (2.50)

e On impose au plan (x = 2L) une rotation nulle :

w(x=2Ly,z) =w"(r =2L,y,2) =0 (2.51)

et un déplacement de la forme :

{(x=2L,y,2) ="(w=2L,y,2) = (v = 2L,y, z) = 20¢, (2.52)

La phase matrice, représentant le sol est supposée élastique, homogéne et isotrope, de

constantes de Lamé \™ et p™ :
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NN

2L

7 T IR ON N\

F1G. 2.4: Cisaillement en déformation plane d’une couche de sol renforcée transversale-

ment

a" = A"(tre) L+ 2u"e

(2.53)

Sous les mémes hypothéses de comportement élastique linéaire, d’homogénéité et d’isotro-

pie du matériau constitutif des inclusions de renforcement, le comportement de la phase

renforcement est donné par (2.49) :
n"=a"e" =a =

0
,UT‘ — /67"07" — /67"(% _ w?“)

T rT.T Tawr
m" =X =

2.4.2 Solution en déplacement

La solution en déplacement du probléme est recherchée sous la forme :

§(x,y,2) = f(a)e,

w'(z,y,2) =w(x)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)
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ou, d’aprés les conditions aux limites (2.50) a (2.51), les fonctions f et w vérifient les

conditions :
fle=0)=0, fz=2L)=2), wx=0)=w@=2L)=0 (2.59)
Les champs de déformation sont donnés par :
e=5fe.®e,+¢,®¢,) (2-60)
pour la phase matrice, et
(2.61)

pour la phase renforcement.

Reportant ces expressions dans les équations de comportement (2.53) & (2.56), il vient :

a"=p"fe, ®e,+e,Q¢€,)
(2.62)

En remplacant les expressions (2.62) des efforts intérieurs dans les équations d’équilibre

(2.1) et (2.31) des deux phases, écrites en 1’absence des forces de volume, on obtient :

Mmf/,§y+lzg
(2.63)

soit, en éliminant la densité d’efforts d’interaction par sommation des deux premiéres

équations de (2.63) :

ﬁr—F,um no__
P TH g —
’ (2.64)

T4 B ) =
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En dérivant la deuxiéme équation de (2.64) et en y substituant la premiére, on trouve :

ﬁr,umw/ _ (57’ + lum),.yrw/// — 0

(2.65)
fl=w-— %w//
Il est alors commode d’introduire les parameétres adimensionnels suivants :
m rL2
(wm + B)y

et

T2 =4/ Wﬂijﬁ” (2.67)

qui caractérisent respectivement, ’influence relative du module de cisaillement de la phase
matrice par rapport & la raideur en flexion et au cisaillement de la phase renforcement
pour 7y, et I'influence relative du module de cisaillement de la phase matrice par rapport

au module de cisaillement de la phase renforcement pour 7.

Le cas particulier, étudié par de Buhan et Sudret (2000a) [31], ou I’hypothése de Navier-
Bernoulli a été adoptée pour la phase renforcement, ne fait intervenir qu’un seul paramétre

adimensionnel :

,um L2
’YT

nm—n= , 1o — 0 lorsque (" — oo (2.68)
Dans le cas présent, ot les déformations de cisaillement sont prises en compte, le systéme
différentiel (2.65) s’écrit, en y substituant les expressions (2.66) et (2.67) des paramétres

adimensionnels n; et 7, :

O %w/ -0
, (2.69)
fl=w— 350"
T2

dont la solution, vérifiant les conditions (2.59), est donnée par Hassen (2002) [44] :
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(1= n3)[sinh(4) + tanh () (1 — cosh (42)] = =

T) = L L
fle) =39 (1 — n3)tanh(n) —m

[cosh(M) — tanh(m)sinh(w) —1]
w(z) = oM L, L
\ L (1 —mz)tanh(ni) —m

(2.70)

Dans le cas ou les déformations de cisaillement sont négligées, la solution donnée par de

Buhan et Sudret (2000a) [31], peut étre retrouvée a partir de (2.70) en y remplagant 7,

et 7o par leurs expressions (2.68), soit :

[Sinh(ﬁ) + tanh(n)(1 — cosh(ﬂ))] _nr
o=

n [cosh(%) — tanh(n)sinh(%) —1]
| tanh(n) —n

(2.71)

La contrainte de cisaillement totale T sur une facette de normale e, est définie par :

7(x) = v"(z) + oy (2)

yx

En faisant la somme des équations d’équilibre (2.1) et (2.31), on trouve :

dr(z) dv"(z) +doj; ()

dr dz =0
soit,
T(z) =T = cste
On définit alors le module de cisaillement apparent par :
LT v +oy()

SR C70 7 B Y07

qui s’écrit en fonction des expressions des efforts intérieurs (2.62) comme :

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)
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V@ o) U w)@) + )
(5/L) (5/L)

(2.76)

soit, en y substituant les expressions de la déflexion f et de la rotation w données par
(2.70) :

(2.77)

0 0.2 0.4 06 0.8 1

F1G. 2.5: Déplacement normalisé en fonction de la cote normalisée pour différentes valeurs

de ~" lorsque les effets de cisaillement sont négligés

La figure (2.5) représente différentes courbes donnant le déplacement normalisé f(z)/d
en fonction de I’abcisse normalisée /L pour différentes valeurs de la raideur en flexion ~"
de la phase renforcement (avec u™ et L pris égaux a 'unité), dans le cas ot les déformations
de cisaillement sont négligées (3" — o00). Comme déja signalé par de Buhan et Sudret
(2000 a), on retrouve, dans le cas ol la raideur en flexion des inclusions est négligée
(v = 0), un profil de déplacement linéaire, le module de cisaillement apparent se réduisant

alors a celui de la seule matrice (voir figure 2.6 a) :

p(y"=0)=p" (2.78)

A T'inverse, lorsque 7" — o0, le profil de déplacement transversal tend vers celui corres-

pondant & la déflexion d’une poutre élastique bi-encastrée.

La figure 2.6 (b) montre une série de courbes donnant la valeur du module de cisaillement

apparent en fonction de ~", paramétrées par la valeur du module de cisaillement (3" de
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la phase renforcement. Il apparait clairement sur cette figure que, toutes choses étant
égales par ailleurs, ce module apparent est une fonction croissante de 5. On peut donc
en conclure que le fait de négliger les déformations de cisaillement dans les renforcements,
c’est-a-dire de faire ’hypothése de Navier-Bernoulli, peut conduire & surestimer la raideur
globale du sol renforcé et de la structure, tout particuliérement dans le cas d’un chargement
latéral.

w/ w/ .
18 18 B —p

16 w’oﬂf i o , D
7 el

12 & x50 3}-&
XX 5
g e A
iy
T sl 0.1 o
1 2 e il T
1 P e 4 '||.=|||@l—+|—

)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 I0.1I 0.15 0.2
ol ol
(a) (b)

F1G. 2.6: Variation du module de cisaillement apparent en fonction de la raideur a la

B3

flexion de la phase renforcement lorsque les effets de cisaillement sont négligés (a) ou non

(b)

2.5 Conclusion : modéle multiphasique et homogénéi-

sation

Le modéle multiphasique présenté dans ce chapitre permet de rendre compte des effets
de cisaillement et de flexion des inclusions de renforcement, ce que ne permet pas une
approche par homogénéisation classique, qui est en fait, équivalente au modéle biphasique
sans prise en compte de la flexion et sous la condition d’adhérence parfaite. En effet, dans

ces conditions, les équations (2.49) s’écrivent :

o™ = \"(tre) L+ 2p"e
(2.79)

g =n"e, Ve, =a"e e, Ve,
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d’ou par sommation :

L=g"+g =\"(trg)L+21"e + o' eue, D e, (2.80)

soit :
B=ghme (2:81)

avec,
gwm =AN"I@I+2u"l+a"e, ®e, Pe, Ve, (2.82)

qui n’est autre que le tenseur d’élasticité macroscopique du sol renforcé calculé par la
méthode d’homogénéisation classique (voir section 1.4.1 du chapitrel). Le modéle multi-
phasique constitue donc en quelque sorte une généralisation de la méthode d’homogénéi-

sation.

Outre son caractére illustratif, I’exemple de la couche de sol renforcé soumise a une
sollicitation transversale, nous fournit une solution analytique de référence permettant
la validation de la formulation numérique du modéle multiphasique qui fait ’objet du

chapitre suivant.






Chapitre 3

Mise en ceuvre numérique du modéle

multiphasique en élasticité linéaire

Sommaire
3.1 Imtroduction . ... ....... ... ... 51
3.2 Energie potentielle d’un milieu biphasique ... ... ... .. 51
3.3 Principe du minimum de I’énergie potentielle pour un milieu
biphasique élastique . . . . . . . . . L L0000 e e e 53
3.4 Formulation variationnelle . .. ... ... ............ 57
3.5 Meéthode des éléments finis appliquée au systéme biphasique 57
3.5.1 Maillage . . . . . .. L 58
3.5.2 Approximation des champs de déplacement et de rotation . .. 59
3.5.3 Principe du minimum discrétisé . . . . . .. ... .o 61
3.5.4 Mise en oeuvre numérique du modeéle multiphasique en élasticité
linaire . . . . . . . . . ..o 63
3.5.5 Validation de 'outil numérique . . . . ... ... ... .. ... 69
3.6 Conclusion. . . . . ... .. ittt it 74

49






3.1 Introduction 51

3.1 Introduction

C e chapitre est consacré a la mise en oeuvre numérique du modéle multiphasique en
élasticité linéaire développé au chapitre précedent dans le cadre de la méthode des

éléments finis.

Le principe du minimum de I’énergie potentielle des systémes biphasiques est démontré

et utilisé pour développer une formulation variationnelle des problémes aux limites.

La méthode des éléments finis est présentée dans la section 3.5 dans le cadre d’un
comportement élastique linéaire des différentes phases et sous I’hypothése d’adhérence
parfaite. Cette présentation s’appuie sur celle donnée par Dhatt et Touzot (1984) |33]

dans le cas d’un milieu continu classique.

3.2 Energie potentielle d’'un milieu biphasique

L’énergie potentielle d'un milieu biphasique est fonction des champs de déplacement ™
et " des deux phases et du champ de rotation w" de la phase renforcement. Elle s’écrit
dans le cas général : (Sudret, (1999) [75])

E(émjgr’gr) = W(gmvgragr) - (D(gmagrvgr) (31)

ou W est I'énergie de déformation du milieu biphasique et ® est le potentiel des efforts

ertérieurs donnés qui lui sont appliqués, soit :

et

P, MW = /Q(me”.gm + p"FT.£")dQ +/

(T.€™ + Th.67)dS + / Cr wdS
QT

¢

(3.3)

ot Q7 (resp. J€¢) est la partie du bord 0f2 de la structure sur laquelle sont données les
densités surfaciques d’efforts pour la phase matrice (I = T7') et la phase renforcement

(I" =1T7) (resp. la densité de couples pour la seule phase renforcement : (C" = C7)).

U désigne la densité volumique d’énergie libre du systéme biphasique, qui s’écrit comme
la somme des énergies libres des deux phases et de leur interaction, soit avec les notations

introduites au chapitre 2 :
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U= () 4 () + (A (3.4)

- U™ est la densité volumique d’énergie libre de la phase matrice donnée par :

1 A"
: e = 7(757“;”)2 + pr(e™)? (3.5)

i<
3
ffon
3
I
Q)
3
Mo
3
1o

- U" est la densité volumique d’énergie libre de la phase renforcement donnée par :
\IIT' T T — 1 ‘A CT T T CT T 3 6
(§>X)—§(§-:F-§ +X':C'X) (3.6)
- Ul est la densité volumique d’énergie libre d’interaction donnée par :

V(A = %(Agg.Ag) (3.7)

Compte tenu des expressions des énergies libres des phases matrice et renforcement
et de leur interaction, I’énergie de déformation s’exprime en fonction des variables de

déformation (™,c", x", A) par :

e+ (O X CLXT) + (AL.CT.AL]AQ (3.8)

=
o
QS
1o
\.?
|2
\‘ﬁ
>
I
Il
S~
| =
ffon
3
e

Remplacant dans (3.1), ’énergie de déformation et le potentiel des efforts extérieurs par

leurs expressions (3.3) et (3.8), il vient :

- [erEner s orna- [ @renvmens- [ cruds
Q

soit, sous I'hypothése d’adhérence parfaite entre phases (§{ = §" = {") :
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1
E( w") = /Q 5 [(gm : gm ")+ (NCE +g.gg.g)} dQ — /Q(mem + p"F").£dQ
(3.10)

avec
T,=T7 +T, (3.11)

3.3 Principe du minimum de I’énergie potentielle pour

un milieu biphasique élastique

La fonctionnelle énergie potentielle définie par (3.10) vérifie le principe de minimum

suivant :

Soit (§,w") la solution en déplacement-rotation du probléme d’élasticité, alors :
V(é’,gr’) e C.A. B, w") < E(§',g"’) (3.12)

ou C.A. désigne ’ensemble des champs de déplacement-rotation cinématiquement admis-

sibles pour le probléme :

(3.13)

£ §d sur  OQ\0Qr
W' =wl sur 0Q\0Qc

Soient 0§ et dw les écarts des champs {' et W' aux champs de déplacement § et de

rotation w” solutions du probléme :

E=¢6-¢6 et dw=w'-uw (3.14)

[’écart de ’énergie potentielle du champ de déplacement-rotation (£',w"’) a celle de la

solution est donné par :
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0E = E(¢,w") — E(§,w") = E(§ + 6§, w" + dw) — E(§, ") (3.15)

soit, en tenant compte de (3.10) :

OF = / 1 [(gm +0og™) O™ (g™ +5§m)} dQ +/ 1 [(g +ET).CT(E +5§r)] 40
Q 2 B a = a - Q 2 =F

1 1
+/ 5 [0 +0x) € +ax)| e - / = [gm (O™ e O+ X CT .g] dQ
Q ==

(3.16)
- / (0" E™ + p" 7). (€ + 6£)dQ — / T (E+68)dS— | Ch(w +dw)dS
Q oQr 129701
+ / (0" E™ + p' E7).£dQ + / T,.£d4S + / Ch.w'ds
Q oQr 12,976}

et donc, aprés simplification :

]_ m . m . m m m . m l r r r r r .
5E:/Q§[2§ % pog™ +0g" O .5§]d9+/92[2§.gF.5§ +5§'£F'é€]d9

1
+ [ = [ X".C" 5"+ 6x".C" .5;{] dQ— [ (p"EF™ + p"F")5éd — T,.06dS  (3.17)
92 = =0 = - =0 = Q - 0T -

- / C".6wdS
Nc

ou 0™ et oc” désignent les champs de déformation de la phase matrice et de la phase
renforcement associés aux champs de déplacement 6&, et dx" est le champ de déformation

généralisé associé a dw.

Introduisant les champs de contraintes (¢™, X", I'") solutions du probléme, c’est-a-dire
associés aux champs de déformations (¢™,e", x") par les lois de comportement élastique

des deux phases :

(3.18)
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3
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S



3.3 Principe du minimum de I’E.P. pour un milieu biphasique élastique 55

Pexpression (3.17) devient :

§F = / (0™ 0e™ + X".6e" + I7.6x"] dQ — / (P E™ + p"F").06dQ) — / T,.6¢dS
Q - - Q - o -

Qr
- / C".6wdS + /
12,976} Q

(3.19)

N | —

Appliquant le théoréme des travaur virtuels aux champs cinématiques (6§, dw”) avec les

champs de contraintes (¢, X",I'") solutions du probléme, il vient :

/(g’” 10e™ 4+ X0 + L7.ox")dQL = /
= £ X

(o p a0 [ Tags
i 3 3

o0
(3.20)

+ / C"owdS
o9

Comme ¢ (resp. dw) est la différence de deux champs de déplacement (resp. rotation)

cinématiquement admissibles, alors :

- Q\ o
6§=0 sur  OO\OQr (3.21)
ow =10 sur OO\
d’ou
/(gm c0e™ + X0 + IM.ox")dQ = /(mem + p"F").66d02 —|—/ T,.0¢6dS
Q - - Q - oQr -
(3.22)

+ / C".5wdS
e

L’écart de I’énergie potentielle des champs (¢, w"™) a celle de la solution élastique s’écrit

finalement, compte tenu de (3.22) :

1
B¢ w") — E(&,w") = / SO+ O™ 0™ + 027 08T + 6x.Cr.0X )AL (3.23)
3% 3 c X" Cr-0x
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qui, du fait du caractére défini-positif des formes quadratiques associées a gm, g; et Q"C,

est positif ou nul :

V(¢ W) €C.A E(&,w") — B(¢,w") <0 (3.24)

Les champs de déplacement et de rotation, solutions du probleme, minimisent [’énergie

potentielle sur [’espace des mouvements cinématiquement admissibles.

La solution est par ailleurs unique. En effet, supposant 1’existence de deux solutions
(wha™ X" M) et (£, w', g™, X", I'"), ce principe du minimum de I'énergie potentielle

s’écrit pour ces deux solutions :

B w) <EE, W) et B W) <E( W) (3.25)

Etant donné que les formes quadratiques associées a C™, g; et gg sont définies, il

vient :

E(§,g7") < E(gl’gr/) Si gm’§7"’xr) 7& (gmlangxw) (3 26)
E(g,\w") <EEw) si (g X)# (™ e X '
Il en ressort que les champs de déformations des deux phases sont identiques :
gn’b — g7’11/
el =g (3.27)
XT — Kr/

L’unicité de la solution est ainsi vérifiée pour les déformations, elle est aussi vérifiée pour
les champs de contraintes. En revanche, elle n’est assurée pour les champs de déplacement

et de rotation qu’a un mouvement rigidifiant pres :

(3.28)



3.4 Formulation variationnelle 57

L’existence de la solution est par ailleurs assurée. La démonstration ne sera pas détaillée
ici, mais, a titre indicatif, elle repose sur le théoréme de Lax Milgram. (Ern et Guermond,
(2001) [35])

3.4 Formulation variationnelle

La recherche de la solution d’un probléme d’élasticité revient, de par le principe du

minimum établi ci-dessus, a la recherche du minimum de [’énergie potentielle :

Trouver (§,w") € C.A. tel que: (3.29)
V(W) e CA : E(,w) <EE, W) .
qui est équivalente & la recherche de la solution du probléme variationnel suivant :
Trouver (§,w") € C.A. tel que: (3.30)
V(g w) € C.A a((§w), (§,w")) = 2(¢,w") '

ou a(.,.) est la forme bilinéaire associée a la forme quadratique définie par la fonctionnelle

énergie potentielle, elle s’écrit par :

™) (e X".g”c.g"’)]dﬁ (3.31)

(&) € = [ 1

llli®

et ®(.,.) est une forme linéaire exprimant le travail des efforts extérieurs :

7,648 + / CrwdS (3.32)
- e

@(é’,gr,) :L(mem+prEr)§dQ+L

Qr

3.5 Meéthode des éléments finis appliquée au systéme

biphasique

La recherche de la solution d’un probléme d’élasticité par éléments finis consiste a trou-

ver les champs de déplacement-rotation qui minimisent la fonctionnelle énergie potentielle
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sur un espace d’approxrimation inclus dans l’ensemble des champs cinématiquement ad-
missibles, ou d’une maniére équivalente a résoudre le probléme variationnel (3.30) sur cet

espace d’approximation.

L’espace d’approximation est déterminé par la discrétisation géométrique de la struc-
ture en éléments finis (maillage), la donnée du degré d’approximation polynomiale n des

champs sur chaque élément fini et ’ordre de la continuité de ’approximation.

3.5.1 Maillage

Le recouvrement spatial ou maillage consiste a subdiviser la géométrie en un nombre
fini N, d’éléments polygonaux (triangles ou quadrilatéres), ayant en commun, s'ils sont

adjacents, un sommet ou une aréte :

Q= U (r.); (3.33)
ou (v,); désigne I’élément fini numéro i.

Pour les problémes biphasiques, le méme maillage est adopté pour les deux phases afin
de pouvoir aussi bien assurer la condition d’adhérence parfaite, qu’inclure une loi d’in-
teraction entre phases. La structure biphasique & étudier est alors remplacée par une

structure discrétisée équivalente.

On se limitera dans ce qui suit au cas d’un milieu biphasique sollicité en déformations
planes dans le plan (O,x,y). Les seuls degrés de liberté d’un tel systéme sont donc les
deux déplacements (&,,¢,) dans le plan et la rotation (w) autour de 'axe (Oz). Chaque
nceud du maillage étant ainsi muni de trois degrés de liberté, I’ensemble de ces degrés de

liberté relatifs a I’élément n°: peut étre écrit sous la forme matricielle suivante :

( )
i
{¢} = 2 k=1, .n (3.34)
Wi
\ J

ol n. désigne le nombre de noeuds sur chaque élément.
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3.5.2 Approximation des champs de déplacement et de rotation

Les champs de déplacement et de rotation sont continus sur chaque élément et aux
neceuds. Les polynémes d’interpolation n’assurant que cette continuité C° sont appelés po-
lynomes de Lagrange. D’autres polynomes d’interpolation permettent d’assurer une conti-
nuité plus stricte des champs d’approximations (C', C?) ...) : il s’agit des polynoémes
d’Hermite.

Les expressions littérales des champs de déplacement et de rotation peuvent étre re-
trouvées a partir du vecteur des déplacements et rotations élémentaires et de la matrice

des fonctions de forme par la relation :

{e}Ha,y) = [N] (2.9)-{¢}] (3.35)

avec
fm(l’, y)
{3 y) =1 &) (3.36)
w(z,y)
et
Ni(z,y) 0 0
[N]e(a:, y)=1 ... 0 Ni(z,y) 0 . (3.37)

ot Ni(z,y) est le polynome de degré n tel que :

1 au noeud k

Ni(z,y) = k=1,.,n, 3.38
) .
0 ailleurs

Les polynémes d’interpolation peuvent facilement se calculer sur chaque élément en
fonction des coordonnées de ses nceuds, mais par souci d’optimisation des programmes de
calcul, ils sont calculés sur I’ élément de référence associé aux éléments finis employés, puis
transformés pour obtenir les polynémes d’interpolation de I’élément donné. Par exemple,
pour des éléments triangulaires a trois neuds (T3), 'élément de référence est un triangle
isocéle rectangle ayant deux cotés unitaires (fig 3.1) (Dhatt et Touzot (1984) [33])
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n A Y A
/Te\\ 3
1
(0,1) ¢ 3 |
1 2
[ > >
(0,0) (1,0) § x

F1G. 3.1: Passage de l’élément de référence a I’élément réel (Dhatt et Touzot (1984) [33])

T. étant la transformation géométrique permettant de passer de 1’élément de référence
Vr a l’élément réel V, :
Te - (6777) - <$,y> (339)

on introduit la matrice jacobienne de la transformation 7, :

=13 o (3.40)
o€ In
et le jacobien de la transformation :
J=det[J] >0 (3.41)

Les dérivées des fonctions de forme peuvent aussi étre calculées & partir des dérivées des

fonctions de forme définies sur 1’élément de référence par :

ON. _ ON, O | ON, D
Jr — 0& Jx ' On Ox
(3.42)

Oy — 0 Oy " On Oy

L’intégration des fonctions de formes sur un élément quelconque peut ainsi étre calculée

sur 1’élément de référence par :

Ni(z, y)dedy = / NJ(€.m).J dedy (3.43)

Ve Vr

ou V. désigne un élément réel quelconque.
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3.5.3 Principe du minimum discrétisé

Les efforts intérieurs (o_; X", I'") et les déformations (¢ _:€", x"), en tout point du milieu

biphasique, peuvent s’ecrlre comme suit sous forme vectorlelle :

"2} = {om oy, 0 o, 0" m ) (3.44)

HE} = {enws eyyr €22, 260y, 67,07, X" } (3.45)

de sorte que la loi de comportement élastique peut s’écrire :

{=} =[] -{E} (3.46)
avec :
[\ 4 2™ A A 0 0 0]
A N4 2™ A 0 0 0
A A AN 42u™ 0 0 0 0
[D] = 0 0 0 pmo0 0 0 (3.47)
0 0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 0 8 0
I 0 0 0 0 0 0 4

L’énergie de déformation du milieu biphasique donnée par (3.8), peut s’écrire, compte
tenu de (3.44), (3.45) et (3.46), sous la forme :

W({E}) = / "E}- (D] {E} d9 (3.48)

qui est égale, compte tenu de (3.33), & la somme des énergies de déformation sur tous

les éléments du maillage, soit :
W({E)) - Z [ 1B D) (B ) oy (3.49

Utilisant la transformation 7, et la formule de transport (3.43), il vient :
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W({E}) =

Z / B} |

- {E}E, n) - I dedn

(3.50)

Les déformations s’écrivent comme suit en fonction des champs de déplacement-rotation

par élément :

{E}(z,y) =

81’1’

€ZZ

soit compte-tenu de (3.35) :

{E}(z,y) =

ou B, est une matrice formée de n. matrices [B]; de taille (7 x 3) :

Bo=| .. (Bl |

avec d’aprés (3.36) :

ou les expressions de N, , = e

_ ONg

_ 0Ny

2 0 0
0 a% 0
0 0 0 &,
PR}
Ir 0 0 w
0 £ -1
0 0 2 |
0] - [N] (=, ) - {&} = [B], - {&} (3.52)
k=1, . n (3.53)
[ Nk,:v 0 0 |
0 Ngy O
0 0 0
= | Nky New 0 (3.54)
Nk,x 0 0
0 Ngz —Ng
|0 0 Nia |

sont données par (3.42).
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On obtient finalement 1’expression discrétisée de 1’énergie de déformation :

WHEY = 5> [ e Bl D) (Bl 16 ded
- lit{é}i- [ / '(Ble (D] [B]. - 3 dédy | - {¢}' (8:55)
2 £ b e ¢ "

= 16 K-8

ou [K] est la matrice de rigidité globale de la structure biphasique obtenue par assemblage
des matrices de rigidité élémentaires [K ]:3 et {&} est le vecteur (matrice colonne) formé

de tous les déplacements et rotations des nceuds de la structure.

Le potentiel des efforts extérieurs s’écrit de maniére analogue comme la somme des

potentiels calculés sur chaque maille élémentaire :

Ne

o({e}) = {rFY - {e} ={F}-{¢} (3.56)

i=1

d’ou ’expression discrétisée de 1’énergie potentielle :

B({e}) = w({e}) —e({e}) = 316 [K] e —{F}-{e} (37

dont la recherche du minimum conduit au systéme linéaire classique :

(K] -{¢} ={F} (3.58)

3.5.4 Mise en oeuvre numérique du modéle multiphasique en
élasticité linéaire (Hassen et de Buhan (2002) [44])

Partant de la formulation variationnelle établie dans la section 3.4, une mise en oeuvre
numérique du modéle multiphasique dans le cadre de la méthode des éléments finis a été
développée aboutissant & un code de calcul bidimensionnel. Ce dernier permet de simuler
la réponse élastique de structures biphasiques sous chargements statiques en déformations

planes.
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Les éléments finis choisis étant triangulaires, la question qui reste posée est celle du

choix des fonctions d’interpolation Ny, linéaires (T3) ou quadratiques (T6) ou ...7?

3.5.4.1. Hypothése de Navier-Bernoulli

On peut, dans un premier temps, penser & diminuer la taille du systéme linéaire &
résoudre en adoptant ’hypothése de Navier-Bernoulli pour la phase renforcement, c’est-

a-dire a négliger les déformations de cisaillement dans les inclusions :

9%y

0" =0<—= w = o

(3.59)

de sorte que le nombre de degrés de liberté en chaque nceud du maillage passe de 3 & 2.

Un tel choix a été écarté pour deux raisons :

a) Sila condition de Navier-Bernoulli permet de réduire le nombre de degrés de liberté
en chaque noeud, il n’en est pas de méme en ce qui concerne le nombre de variables par
élément, puisqu’il convient d’assurer non seulement la continuité des déplacements d’un
tel élément a ’autre, mais également celle des rotations, et donc en vertu de la condition
de Navier-Bernoulli, des dérivées premiéres % Ceci impose l'utilisation de polynomes
de type Hermite qui aboutit & augmenter le nombre de variables de minimisation par

élément, perdant ainsi I’avantage initial de la réduction du nombre de degrés de liberté.

b) L’hypothése de Navier-Bernoulli revient a supposer infinie la rigidité au cisaillement
des inclusions de renforcement, (5" — 00). Nous avons vu au chapitre précédent, qu’une
telle hypothése conduit & ’rigidifier” le probléme, c’est-a-dire & surestimer de maniére
parfois non négligeable (voir figure 2.6 du chapitre 2) la raideur de la structure ou de
maniére équivalente, & sous-estimer les déplacements de cette derniére pour un niveau de

chargement donné.

3.5.4.2. Quelles fonctions d’interpolation ?

La variable rotation étant considérée comme indépendante des variables de déplacement,
il reste maintenant & choisir les fonctions d’interpolation les plus appropriées. Se limitant
aux fonctions linéaires ou quadratiques, trois choix possibles ont été considérés (voir figure
3.2) :

a) Choix d’une interpolation linéaire pour toutes les variables (les deux déplacements
et la rotation dans le plan ) : élément T3 dans le cas 2D (P1-Lagrange dans le cas 1D
(figure 3.2 (a))).
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b) Interpolation quadratique pour les déplacements et la rotation (figure 3.2 (b)).

c) Interpolation quadratique pour les déplacements, linéaire pour la rotation (figure

3.2 (c)).

Eas &y Es &y

!
! ! !

| | w
w !

i
J

(
%

L Lit1 Li Lit1

(b) ()

F1G. 3.2: (a) élément P1-Lagrange pour les déplacements et la rotation; (b) P2-Lagrange

pour les déplacements et la rotation; (c¢) P2-Lagrange pour les déplacements et P1-

Lagrange pour la rotation

Nous allons montrer que le choix a), c’est-a-dire celui d’éléments finis de type T3 (tri-
angle & 3 nceuds) dans le cas bidimensionnel, P1-Lagrange (segment a 2 nceuds) dans
le cas unidimensionnel, conduit & des problémes numériques bien connus sous le nom
de werrouillage numérique” ("shear locking”) (Frey, (1994) [37]; Zienkiewicz et Taylor,
(1994) [80]; Dhatt et Touzot, (1984) [33]) dans le domaine du calcul des poutres élas-
tiques. L’exemple trés simple que nous détaillons ci-aprés va nous permettre d’illustrer ce

point.

On considére une poutre console de longueur L encastrée en x = 0 et soumise & une

I

~x

charge concentrée () en x = L (voir figure 3.3).

NANAY
S

L

F1G. 3.3: Poutre console soumise a une charge concentrée

La distribution des efforts intérieurs est donnée par :

{ Vir) =@ (3.60)
M(x) = QL — )
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Compte tenu de la loi de comportement élastique et des conditions aux limites, les
distributions de fleche et de rotation sont données par :
2 3
o(z) = %x + @y -
(3.61)

2

wiz) = L(Le— %)

ol 7 et ( désignent respectivement les rigidités de la poutre a la flexion et au cisaillement.

La recherche de la solution de ce probléme par éléments finis linéaires (P1-Lagrange)
pour les deux champs cinématiques de déplacement et de rotation, consiste & minimiser

I’énergie potentielle discrétisée par rapport aux déplacements et rotations nodaux.

Dans le cas ou un seul élément fini est utilisé, une approximation linéaire est recherchée
pour les déplacements et les rotations, qui s’écrivent compte tenu des conditions aux

limites :

v(x) = Ul%

(3.62)

w(x) :wl%

ol v; et wy désignent respectivement le déplacement et la rotation a 'extrémité x = L.

L’énergie potentielle de la structure s’écrit alors :

2
= b g an s I 0 - g Pas - Qu 09

Sa minimisation par rapport aux variables v; et w; aboutit au systéme d’équations sui-

vant :

(3.64)
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et aux expressions correspondantes du déplacement et de la rotation en x = L :

_4QLB3y+ L) _ QL® 12(3+p) _
R (CRE T Ml S (v Bt

(3.65)
_ GQL2 _ QL2 12 EF
=Ty B i)
ou le parametre sans dimension p est défini par :
pL?
p=— 3.66
: (3.66)
Ces valeurs sont & comparer a celles dérivées de la solution analytique (3.61) :
_ QLY 3
(3.67)
2
w(L) =S

2y

Dans la pratique, le parameétre sans dimension p est grand devant ['unité, de sorte que
les valeurs déduites de la méthode des éléments finis deviennent beaucoup plus faibles
que les valeurs exactes, tendant méme a s’annuler lorsque p — oo , ce qui correspond a
I’hypothése de Navier-Bernoulli. Cet écart considérable entre la solution analytique et la
solution par éléments finis, utilisant des éléments P1-Lagrange (T3 en 2D) aussi bien pour
les déplacements que pour la rotation, est confirmé méme dans le cas ol la poutre est
discrétisée en plusieurs éléments. Ceci est illustré par la figure 3.4 qui donne les déformées
analytique et numérique de la poutre pour différentes valeurs du paramétre p, mettant

ainsi en évidence le caractére aberrant des résultats numériques.

Un tel résultat peut s’expliquer de la fagon suivante. L’énergie de déformation de ci-

saillement s’écrit sous la forme :

1 [E
Wes = 3 /0 BV —w)dz (3.68)
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0,45
0,35
0,25

v()
0,15
p =10% (EF - P1)
| | .
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F1G. 3.4: Déformées analytiques et numériques (P1-Lagrange) de la poutre-console

Le choix d’éléments finis P1-Lagrange pour la fléche et la rotation conduit & une approxi-
mation linéaire pour la rotation w sur chaque élément et a wvaleurs constantes pour la
dérivée de la fleche v' comme indiqué sur la figure 3.4. Dans le cas ou p > 1, le terme
relatif a la déformation de cisaillement devient prépondérant par rapport au terme de
flexion, et la recherche du minimum de I’énergie potentielle va conduire a annuler la dif-
férence v' — w (zone hachurée sur la figure 3.5) sur chaque élément, et donc de proche en

proche la fleche v elle méme, compte tenu de la condition d’encastrement v(0) = w(0) = 0.

Fi1G. 3.5: Déformée numérique (P1-Lagrange pour la rotation et la fleche) de la poutre-
console
3.5.4.3. Validation de la méthode

Afin de surmonter cette difficulté numérique, une approximation d’ordre deux au mi-

nimum, doit étre adoptée pour la fleche. Une telle approximation a été testée et validée
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(cas des éléments P2 de Lagrange pour la fléche et P1 de Lagrange pour la rotation) (voir
figure 3.6), mais a été délaissée au profit d’'une approximation quadratique pour les deux

champs cinématiques dont la mise en oeuvre numérique est plus simple.

La figure 3.6 montre une comparaison entre la solution analytique et les simulations

numeériques relatives & la mise en ceuvre numérique de la méthode des éléments finis.

0,4 ! |
p = 10° P1(rotation) - P2(déplacement)

0,3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x

F1G. 3.6: Déformées analytique et numériques (P2-Lagrange) et (P1-Lagrange) de la

poutre-console

3.5.5 Validation de I’outil numérique

Un outil de calcul numérique par éléments finis a été mis au point permettant de traiter
la résolution des problémes d’élasticité pour un milieu biphasique en déformations planes
dans un plan paralléle & la direction du renforcement. Ce code est fondé sur I'utilisation
d’éléments finis triangulaires de type T6 (six nceuds par élément fini) correspondant a
une approximation quadratique aussi bien pour les déplacements que pour les rotations,
de facon a éviter le phénoméne de verrouillage numérique décrit précédemment. Le code
ainsi élaboré est testé sur le probléme du cisaillement transverse d’une couche renforcée
décrit au paragraphe 2.4 du second chapitre, pour lequel une solution analytique a été
explicitée. La comparaison entre cette derniére et la solution numérique est effectuée en

deux temps pour une structure dont les caractéristiques sont données par :

L=10m, p" =1Pa, 87=100 Paet v" =10 N.m (3.69)
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(Ces valeurs n’ont aucun caractére réaliste, elles sont uniquement destinées a tester ’outil

numérique).

RN

@)

2L

F1G. 3.7: Modélisation unidimensionnelle de [’essai de cisaillement en déformation plane

d’une couche de sol renforcée transversalement.

Dans un premier temps, le probléme pouvant étre traité comme un probléme unidi-

mensionnel (figure 3.7), la géométrie de la structure, qui se réduit au segment [0,2L], est

discrétisée en 40 éléments P2-Lagrange.

2,5

15

\ \
o fleche/s : EF (P2)

A rotation: EF (P2)

rotation: An.
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W

-

e

12 16

20

F1G. 3.8: Distribution de fleche et de rotation. Comparaison résultats analytiques-EF P2

La figure 3.8 montre une parfaite concordance entre les résultats numériques (triangles

ou cercles) et la solution analytique représentée par les courbes en trait continu, tant pour
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ce qui concerne la fléche, que la rotation.

5
! |
2,5
0 n
20
-2,54+—
]
-5
0 20

F1G. 3.9: Distribution des efforts intérieurs. Comparaison résultats analytiques-EF P2

A partir des valeurs nodales des déplacements et des rotations, les deux champs ciné-
matiques de déplacement et de rotation sont complétement déterminés. Ils sont, dans le
cas des éléments unidimensionnels P2-Lagrange (resp. bidimensionnels T6), quadratiques
par élément (resp. quadratiques par rapport aux deux dimensions de 1’espace) assurant
une continuité C° aux nceuds. Les efforts intérieurs sont ainsi calculés par élément via les

équations exprimant le comportement élastique des deux phases :

o (2) = 1" f (@) et m'(z) = 7' () (3.70)
L’effort tranchant ne sera pas calculé a partir du comportement :

v'(x) = B7(f(x) — w(x)) (3.71)

pour éviter les problémes de verrouillage numérique dus & la différence des degrés des

polynémes f'(z) et w(z), mais a partir de ’équation d’équilibre :

v (z) = —m"'(z) (3.72)

Il vient ainsi que les distributions des efforts intérieurs dans les deux phases sont discon-

tinues aux nceuds. Les contraintes de cisaillement dans la phase matrice et le moment
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fléchissant dans la phase renforcement sont linéaires par morceaux et discontinus aux
neceuds, tandis que D'effort tranchant est constant par élément. Sur la figure 3.9 sont re-
présentées les distributions des efforts intérieurs dans les deux phases. Ces derniers sont
calculés analytiquement & partir de la solution développée au chapitre 2 (trait continu) et
numériquement par le biais du code de calcul biphasique décrit ci-dessus. Celui-ci utilise
des éléments finis du type P2-Lagrange aussi bien pour les déplacements que pour les
rotations (carrés, triangles et losanges), montrant une trés bonne concordance entre les
courbes analytiques et celles obtenues numériquement. Cette concordance est confirmée
par celle des valeurs du module de cisaillement apparent, introduit au chapitre précédent
(équation (2.75)) :

*EF(P2)

A 22y au cinquiéme chiffre significatif prés (3.73)
Le méme probléme peut étre traité comme un probléme bidimensionnel en considérant
une bande d’extension horizontale limitée comprise entre les plans d’équations y = y; et

y = y; comme indiqué sur la figure 3.10.

/j

F1G. 3.10: Maillage en éléments finis T6 d’une bande de sol renforcée transversalement.

On impose, pour ce faire, une condition de périodicité sur les faces horizontales de cette
bande, qui consiste a écrire que les déplacements et les rotations aux nceuds ¢ et j de

coordonnées (z;,y;) et (x;,y;) avec x; = x;, sont identiques :

=8, §=¢&, J=u (3.74)

Les efforts intérieurs sont calculés de maniére analogue au cas d’éléments de type P2-
Lagrange, par les lois de comportement élastique pour les contraintes de cisaillement dans
la phase matrice et le moment fléchissant dans la phase renforcement, tandis que ’effort

tranchant est calculé par I’équation d’équilibre en moment.

Les figures 3.11 et 3.12 montrent que 1’on retrouve bien les distributions de fléches, de
rotations et d’efforts intérieurs obtenues analytiquement, ainsi que la valeur du module

de cisaillement apparent :
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*EF(T6)  au cinquiéme chiffre significatif pres (3.75)

1 1

25 \ \
O fléche/s : EF (T6)

2 Jléche/d : An.
A rotation : EF (T6) Mﬁg

1,5 rotation: An.

e

F1G. 3.11: Distribution de fleche et de rotation. Comparaison résultats analytiques-EF T6
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F1G. 3.12: Distribution des efforts intérieurs. Comparaison résultats analytiques-EF T6
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3.6 Conclusion

Partant du principe de minimum de ’énergie potentielle d’un systéme en milieu bi-
phasique, une formulation variationnelle est établie sous I’hypothése d’adhérence parfaite
entre la phase matrice et la phase renforcement. Cette formulation est discrétisée et mise
en ceuvre numériquement dans le cadre de la méthode des éléments finis. Une attention
particuliére a été portée au choix du type d’approximation pour échapper au probléme de
verrouillage numérique. Le code de calcul numérique ainsi mis au point est validé par la
solution analytique du probléme de cisaillement transverse d’une couche de sol renforcée

détaillée au chapitre 2.

Le chapitre suivant est consacré aux premiéres applications de ce code de calcul multi-

phasique.
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4.1 Introduction

e code de calcul développé et validé est maintenant utilisé comme un outil de simula-
L tion de comportement de structures renforcées par inclusions rigides. On s’intéressera
dans le présent travail au probléme du dimensionnement d’une fondation sur radier de
pieux soumise a un chargement combiné, vertical, latéral et de renversement. En consi-
dérant une structure test, les effets de flexion et de cisaillement des inclusions sur la
raideur structurelle sont quantifiés dans le cas ot les inclusions sont encastrées en téte
dans le radier de fondation ou, au contraire, lorsque la connection pieux-fondation peut

étre schématisée par des rotules.

La derniére partie de ce chapitre porte sur la comparaison des raideurs structurelles
obtenues par la modélisation multiphasique avec celles données par une modélisation

mixte du méme probléme.

4.2 Dimensionnement d’une fondation sur radier de pieux
(Hassen et de Buhan (2005) [48])

4.2.1 Position du probléme

L’outil numérique est utilisé pour simuler le comportement global d’une fondation de
largeur B reposant sur deux couches de sol de caractéristiques mécaniques respectives
(E1,11) et (Fa, 1) et d’épaisseurs respectives H; et H,, préalablement renforcée par des

inclusions rigides de longueur L réguliérement espacées. (figure 4.1)

La fondation, supposée indéformable, est animée d’un mouvement de corps rigide carac-
térisé par une rotation d’angle ¢ dans le plan (Ozy) et d’une translation de composantes
verticale d, et horizontale ¢, au point O. Sous I’hypothése d’adhérence parfaite entre le sol

et la semelle de fondation, le déplacement de tout point de cette interface est donné par :

§(x=0,-B/2<y<B[2) =& =€ + e, Aye, = (6: — py)e, + e, (4.1)

Des conditions aux limites de contact lisse sont imposées aussi bien sur les bords latéraux

que sur le bas de la structure :

{ &z =—(Hi + Hy)) =0
§(y==+B'/2)=0
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F1G. 4.1: Fondation sur radier de pieuxr soumise & un chargement combiné

tandis que la surface du sol se trouvant de part et d’autre de la fondation, est libre en

contrainte :

T(r=0,-B/2<y<B/2)=T"=0 (4.3)

L’étude portera sur les deux types de connection pieux-fondation suivants :

- Les pieux sont encastrés dans la fondation c’est-a-dire qu’outre 'hypothése d’adhé-

rance parfaite (4.1), la rotation en téte des inclusions est égale a celle de la fondation :

Wir=0,y2=w=¢p (4.4)

- La rotation en téte des pieux reste libre, c’est-a-dire que la liaison pieux-fondation

est schématisée par des rotules, et le moment est nul en téte des inclusions :

m’(z=0,y,2) =C"=0 (4.5)
Négligeant alors les forces de volume,
F"=F" =0 (4.6)

la densité de puissance des efforts extérieurs par unité de longueur transversale selon Oz,

dans le champ de vitesse {£, "} C.A. est donnée par :
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. B2
PEo) = [ @ éroonay (47
—B/2
ou encore :
P.({&u"}) =Ry .+ Ry -0, + (M/B) - 6B (4.8)
ou

e R, désigne la résultante verticale des efforts extérieurs appliqués a la fondation dans

la direction e,, donnée par :

B/2
R, = / T,dy (4.9)

—B/2
e R, est la composante horizontale des efforts extérieurs appliqués a la fondation :
B/2
R, :/ T,dy (4.10)
—B/2

o M est le moment au point O des efforts extérieurs appliqués a la fondation, donné

par :

B/2
M = / (m" —yT,)dy (4.11)
B/2

qui se réduit dans le cas ou les pieux sont reliés a la fondation par des rotules & :

M= / 3/2 (4.12)

B/2

T T

&, M
0 \ R
O

F1G. 4.2: Parameétres de chargements et paramétres cinématiques associés du probléme
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Dans le cadre de I’élasticité linéaire, ces paramétres de chargement R,, R, et M /B sont

reliés aux parameétres cinématiques d,, d, et B par la relation linéaire suivante :

Rm A:B:B A:By Amz 5:1:
R, =| A Ay A |94, (4.13)
M/B A, Ay A, pB

ou [A;;] est la matrice de raideur structurelle, qui est symétrique définie positive et dont
les composantes ont la dimension d’une contrainte. Il est & remarquer que vis-a-vis d’un
chargement purement vertical (6, = ¢ = 0), étant donné la symétrie du probléme, la
résultante R, des efforts extérieurs et la résultante des moments M sont nuls, et par suite

les termes non diagonaux suivants sont nuls :

Apy = Ay = Ago = Ay =0 (4.14)

Le terme A,, = A., rend compte du moment engendré par une sollicitation latérale
0, ou d’une maniére équivalente de I’effort latéral engendré par une rotation imposée ¢,

tandis que :
- A, est la raideur verticale de la structure;
- Ay, est la raideur latérale de la structure;

- A,, est la raideur de la structure vis a vis d’un moment de renversement.

4.2.1.1. Données du probléme

Les caractéristiques géométriques de la structure sont données par :

Hy=15m, Hy=35m, B'=150m, L =20m, B=50m (4.15)

La couche de sol supérieure, d’épaisseur H;, est une couche d’argile molle de caracté-

ristiques élastiques :

El = 5MPa, V) = 0,3 (416)

reposant, sur une couche d’argile raide de caractéristiques :

E, = 30MPa, 15 = 0,3 (4.17)
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Par ailleurs, les inclusions de renforcement sont des tubes cylindriques creux de rayon
R = 1m et d’épaisseur e = 0,02m disposés dans le sol suivant un maillage carré de coté
d = 5m (voir figure 4.3). La longueurs de ces derniers est L = 20m, c’est-a-dire qu’il sont
enfoncés dans la couche raide jusqu’a une profondeur de 5m. Ces tubes sont en acier,
modélisé comme un matériau élastique dont les caractéristiques mécaniques sont données

par :

E, = 200GPa, v, = 0,3 (4.18)

On introduit alors la fraction volumique des inclusions de renforcement comme le rap-
port du volume occupé par une inclusion de renforcement divisé par celui du volume
élémentaire représentatif (figure 4.3), ou d’une maniére équivalente comme le rapport des
sections droites d’une inclusion et du volume élémentaire représentatif. Soit, en tenant

compte de la faible épaisseur des inclusions devant leur diamétre (e < R) :

= 27;];”6 ~ 0, 5% (4.19)
(&
&>
=
i d
I~

F1G. 4.3: Volume élémentaire représentatif

Les paramétres du modéle multiphasique sont déterminés a partir de ces caractéristiques
géométriques de la structure et des paramétres mécaniques des constituants, de la maniére

suivante.

e En ce qui concerne la phase matrice, compte tenu de la faible valeur de la fraction
volumique de renforcement et donc, a contrario, du fait que la fraction volumique du
sol est trés proche de I'unité, les caractéristiques mécaniques de la phase matrice sont

approximées par celles du sol qu’elle représente :
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ET=E =5MPa, v" =1, =0,3
(4.20)
ET' = Ey =30 MPa, v)' =15, =0,3

e Pour ce qui est de la phase renforcement, les rigidités en traction-compression o, au
cisaillement " et a la flexion +" sont obtenues en divisant les rigidités correspondantes
d’une inclusion de renforcement prise individuellement par I’aire de la section transversale

a la direction de renforcement du volume élémentaire représentatif. Soit :

= Fo = 1004MPa

= 55 = (k) = Fn = 193MPa (4.21)

a 2
| v =& = (Bd5)n = s02MPam®

ou k = 1/2 est le coefficient de correction de cisaillement pour une section tubulaire
mince (Frey, (1994) [37]), I = wR3e est 'inertie de la section par rapport & un diamétre

et u® est le module de cisaillement de Iacier.

Il est & noter que les rigidités a la traction-compression o” et au cisaillement (5" de
la phase renforcement ne dépendent pas de la taille des inclusions mais de la fraction
volumique de renforcement, c’est-a-dire qu’ils restent invariants par toute homothétie. En
revanche, la raideur a la flexion de la phase renforcement est une fonction croissante du
rayon des inclusions. Il s’agit d’un “effet d’échelle” montrant que, a fraction volumique
de renforcement fixée, plus le diamétre des inclusions employées est grand, plus grande
sera la raideur de la structure vis-a-vis d’'un chargement mettant en jeu la flexion des

inclusions. Ce point sera illustré ultérieurement.

4.2.1.2. Simulations numériques et résultats

Afin de simuler le comportement de la structure décrite ci-dessus utilisant le code de
calcul biphasique mis au point au chapitre 3, il faut tout d’abord remplacer la zone
renforcée par un milieu biphasique (figure 4.4). Les traits de délimitation de la zone

renforcée doivent faire partie du maillage de fagon & pouvoir distinguer les nceuds a 2
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I

F1G. 4.4: Modélisation biphasique d’une fondation sur radier de pieux

WA T 71 A

Zone
renforcée
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F1G. 4.5: Maillage de la structure par des éléments T6

(sol homogéne) et & 3 (biphasique) degrés de liberté. Le maillage adopté comporte 665

éléments triangulaires a 6 nceuds et 1386 nceuds (voir figure 4.5).
Les quatre termes non nuls de la matrice de raideur structurelle [A;;] sont calculés a
partir de trois simulations numériques définies comme suit :
e Chargement purement vertical (0, = 1,0, =0, =0) :

Le comportement linéaire de la structure (4.13) s’écrit alors :

R, A 00 1
R, = Ay A |40 (4.22)
M/B 0 A, A. 0

La raideur verticale de la structure n’est alors, dans ce cas, que la résultante des efforts
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extérieurs verticaux s’appliquant a la fondation, soit :

B/2 B/2
A =R, = / T, dy = / (o +n")dy (4.23)

—B/2 —B/2

et on vérifie d’ailleurs dans ce cas que :

B/2 B/2
Ay =R, = / T,dy = / (0yr +v")dy =0 (4.24)

—B/2 B/2

M 1 B/2 1 B/2
—B/2 —B/2

e Sollicitation latérale (6, = 0,0, =1, =0) :

Ce chargement permet d’évaluer les termes de la deuxiéme colonne de la matrice de

raideur structurelle donnés par :

B/2 B/2
Ay =R, = / T.dy = / (o0 +n")dy =0 (4.26)
~BJ2 ~B/2
B/2 B/2
Ay =R, = / T,dy = / (0 +v")dy (4.27)
~B/2 ~B/2
M= e b [ ity = o [ o ey a9
rm R, m" —yTz)dy = - e m" —y(ol +n"))dy :

e Sollicitation de renversement (6, = 0,6, =0,p =1):

B/2 B/2
A, =R, = / T.dy = / (ol +n")dy =0 (4.29)
_B/2 _B/2
B/2 B/2
A, =R, = / T,dy = / (0 +0")dy = Ags (4.30)
—B/2 —B/2
M 1 B2 1 B2
A,=—== —/ (m" —y.T,)dy = — (m" —y(om +n"))dy (4.31)
B> B* [ pp B? J_p

Un premier calcul effectué sur la structure non renforcée donne les valeurs suivantes des

termes diagonauz de la matrice de raideur structurelle :
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A), =18,39MPa A =7,83MPa A =2, 116MPa (4.32)
Pour la structure renforcée, on définit le coefficient de renforcement ry; par :

Akk

= — k=ux,9,2 (4.33)
A

qui rend compte de la raideur relative de la structure renforcée par rapport a la structure

non renforcée.
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F1G. 4.6: Coefficient de renforcement (a) vertical, (b) latéral, (c) au renversement calculés

par une modélisation biphasique

Les résultats des différentes simulations numériques menées sur la structure renforcée

sont représentés sur la figure 4.6 en termes de coefficients de renforcement. Les indices 1,
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2A et 2B font référence aux différentes hypothéses suivantes correspondant a une rigidi-

fication progressive de la structure :

- (1) Les raideurs des inclusions, et donc de la phase renforcement, au cisaillement et

a la flexion sont négligées : 3" =0et " =0

- (2A) Les raideurs a la flexion et au cisaillement de la phase renforcement sont prises

en compte, les inclusions sont reliées a la fondation par des rotules (m”(z = 0) = 0).

- (2B) Les inclusions raides (3" # 0 et 4" # 0) sont encastrées dans la fondation
(W'(z =0) = ¢).

4.2.1.3. Interprétation des résultats et commentaires

Il apparait d’aprés ces résultats que ’emploi des inclusions de renforcement augmente
la raideur de la structure vis-a-vis des trois modes de chargement et dans les trois confi-
gurations (1, 2A et 2B), puisque les coefficients de renforcement sont supérieurs a 'unité.

Cette augmentation est plus ou moins importante suivant le mode de chargement.
- Cas d’un chargement vertical :

Sur les figures 4.7 a 4.9 sont représentées les déformées de la structure et les isovaleurs
des déplacements verticaux, des rotations, de la contrainte verticale o,,, du moment de

flexion et de 'effort normal, dans les quatre cas suivants :
- (0) Structure non renforcée
- (1) Les effets de cisaillement et de flexion sont négligés : 3" =0et 4" =0

- (2A) Les raideurs a la flexion et au cisaillement de la phase renforcement sont prises

en compte et la rotation est libre en téte des inclusions.

- (2B) Les raideurs a la flexion et au cisaillement de la phase renforcement sont prises

en compte et les inclusions sont encastrées dans la fondation.

L’examen des différents graphiques montre que, contrairement a ce qui se passe dans le
cas d’une structure non renforcée, les tassements de la structure (déplacements verticaux)
sont plus importants dans la couche inférieure raide. En effet, la couche molle étant
solidarisée a la phase renforcement, la raideur verticale de la zone renforcée devient plus
importante que celle de la couche du bas qui se déforme plus vis-a-vis de ce mode de
chargement. Dans le cas d’une structure non renforcée, la contrainte o, est diffuse dans les
deux couches, vérifiant la propriété de continuité au front de la zone renforcée. Ce constat
n’est pas vérifié dans les configurations (1), (2A) et (2B) puisqu’il ressort clairement

des graphiques que la contrainte o,, est trés faible dans la couche molle et qu’elle est
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discontinue & la base de la zone renforcée, puisque la propriété de continuité du vecteur
contrainte fait intervenir les efforts intérieurs dans la phase renforcement. Elle s’écrit d’une

facon générale en tout point situé a l'interface entre la zone renforcée et le sol sous-jacent :

(" +a")e, =ae, (4.34)

ol ¢ et g désignent respectivement le tenseur des contraintes de Cauchy dans la phase
matrice et dans la couche de sol non renforcée, tandis que o” représente le tenseur des

efforts intérieurs a la phase renforcement.

Considérant uniquement la composante selon e, la continuité de la composante verticale

du vecteur contrainte s’écrit en tout point du bord inférieur de la zone renforcée par :

o™ 4 pr =g (4.35)

rxr

N

ot g® désigne le tenseur des contraintes de Cauchy dans la couche (2) (couche raide),

m(2) est le tenseur des contraintes dans la phase matrice formée par la couche (2), et n”

IS}

est la densité d’effort normal par unité de surface transversale dans la phase renforcement.

La rotation, degré de liberté supplémentaire de la phase renforcement lorsque les effets
de flexion et de cisaillement sont pris en considération (configurations (2A) et (2B)), est
antisymétrique dans ce cas de chargement (chargement vertical) et quasi-nulle sur toute la
zone renforcée sauf au voisinage de ses deux coins inférieurs dans les deux configurations
(2A) et (2B) et de ses deux coins supérieurs dans le cas ol la rotation est libre en téte des
inclusions (configuration (2A)). Le moment de flexion est aussi quasi-nul sur toute la zone
renforcée hormis prés des bords latéraux de la zone renforcée, au passage de la couche
molle & la couche raide. La figure 4.6 (a) montre clairement que, vis-a-vis d’un chargement
vertical, et en se limitant pour I'instant au cas d’'un comportement élastique, la prise en
compte des effets de flexion et de cisaillement dans les inclusions joue un role négligeable
puisque le coefficient de renforcement r;; passe de la valeur 4,15 dans la configuration 1
a 4,17 et 4,18 dans les configurations (2A) et (2B).
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(a) Structure non renforcée

Déformeée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o,

(b) Configuration (1)

Déformeée de la structure

Isovaleurs des efforts normaux

F1G. 4.7: Déformées de la structure sous chargement vertical et isovaleurs des déplace-

ments verticauz et de la contrainte o,,.(a) Structure non renforcée, (b) configuration (1)
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(a) Configuration (2A)

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformeée de la structure

Isovaleurs des rotations

(b) Configuration (2B)

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformeée de la structure

Isovaleurs des rotations

F1G. 4.8: Déformées de la structure sous chargement vertical et isovaleurs des déplace-

ments verticauz et des rotations. (a) Pieuz rotulés (2A), (b) encastrés (2B)
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(a) Configuration (2A)

Isovaleurs des efforts normaux

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des moments de flexion

(b) Configuration (2B)

Isovaleurs des efforts normaux

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des moments de flexion

F1G. 4.9: Isovaleurs de la contrainte o,,, des efforts normauz et des moments de flexion.

Structure sous chargement vertical :(a) Pieuz rotulés (2A), (b) encastrés (2B)
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- Cas d’un chargement latéral :

La figure 4.10 représente les déformées de la structure et les isovaleurs des déplacements
latéraux et de la contrainte de cisaillement o, dans le cas d’une structure non renforcée
et dans le cas ot les effets de flexion et de cisaillement sont négligés. Il apparait clairement
que les distributions des déplacements horizontaux et des contraintes de cisaillement sont
quasi-identiques, montrant que ce schéma de renforcement (inclusions souples) ne renforce
pas significativement la structure vis-a-vis d’un chargement latéral. Ceci est confirmé par
le fait que le coefficient de renforcement est égal & 1,01 correspondant & un gain de 1%

sur la raideur latérale de la structure, ce qui est négligeable.

Les résultats relatifs aux configurations (2A) et (2B) sont représentés sur les figures
4.11 et 4.12 qui montrent que les déplacements latéraux sont plus diffus que dans le cas
d’une structure non renforcée, ou dans le cas de la configuration (1). Ces déplacements
sont encore plus diffus dans le cas ou les inclusions sont encastrées en téte a la fondation,
mobilisant davantage la raideur de la couche inférieure. Quant aux rotations, elles pré-
sentent deux profils totalement différents. Dans le cas d’inclusions rotulées, la rotation est
maximale en téte et diminue progressivement le long de la zone renforcée, alors que dans
le cas d’inclusions encastrées (configuration (2B)), la rotation est nulle en téte (encastre-
ment) et augmente le long des inclusions jusqu’au point d’ancrage dans la couche raide.
Les distributions des moments fléchissants sont de méme différents suivant le type de
connection inclusions-fondation. Le moment de flexion est maximal en téte des inclusions
dans le cas (2B) alors qu’il est maximal aux points d’ancrage des inclusions dans la couche
raide dans le cas (2A). Toutefois, quelque soit le type de connection, le moment de flexion
est nul aux pieds des inclusions (bord inférieur de la zone renforcée). Cette propriété est

due a la continuité du vecteur couples de contraintes, qui s’écrit d’une fagon générale :

B n=nYn (4.36)

ou Qr(i) et Qr(j) désignent respectivement les tenseurs des couples de contraintes dans les
zones i et j séparés par une surface de normale n. Dans notre cas, le bord inférieur de la
zone renforcée sépare la couche raide, modélisée comme un milieu de Cauchy, de la zone
renforcée, modélisée comme milieu de Cosserat orienté. La continuité du vecteur couples

de contraintes est alors, compte tenu du caractére plan du probléme, équivalente a :

m” =0 sur le bord inférieur de la zone renforcée (4.37)

Par ailleurs, les contraintes de cisaillement sont, dans les deux configurations (2A) et

(2B), et aussi bien pour la phase matrice (0,) que pour la phase renforcement (v"),
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concentrées dans la couche inférieure de la zone renforcée. Elles mettent ainsi en évidence
une discontinuité de la contrainte o,, et de 'effort tranchant v" a la traversée du bord
inférieur de la zone renforcée, due a la propriété de continuité en “contraintes totales”

exprimée par 4.34.

Ces résultats sont en concordance avec ceux présentés sur la figure 4.6 (b), donnant
le coefficient de renforcement dans les trois configurations (1), (2A) et (2B). En effet, le
coefficient de renforcement passe de 1,01 (1% de gain) dans le cas d’inclusions "souples” a
1,36 (36% de gain) dans le cas d’inclusions "raides” montrant ainsi I'importance de la prise

en compte des effets de cisaillement et de flexion dans le calcul de la raideur structurelle.

Comparant les situations (2A) (la connection pieux-fondation est schématisée par des
rotules) et (2B) (pieux encastrés en téte dans le radier de fondation), il apparait que cette
condition aux limites joue un role décisif dans la mobilisation des raideurs au cisaillement
et surtout a la flexion des inclusions, comme analysé ci-dessus, dans la réponse globale de
la structure vis-a-vis d’un chargement latéral, puisque le coefficient de renforcement passe
de 1,36 a 2,36.
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(a) Structure non renforcée

Isovaleurs des déplacements latéraux

Déformeée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o

(b) Configuration (1)

Isovaleurs des déplacements latéraux

Déformeée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o,

F1G. 4.10: Déformées de la structure sous chargement latéral et isovaleurs des déplace-

ments horizontauz et de la contrainte o,,,. (a) Structure non renforcée, (b) configuration(1)
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(a) Configuration (2A)

Isovaleurs des déplacements latéraux

Déformeée de la structure

Isovaleurs des rotations

(b) Configuration (2B)

Déformeée de la structure

Isovaleurs des rotations

F1G. 4.11: Déformées de la structure sous chargement latéral et isovaleurs des déplace-

ments horizontauz et des rotations. (a) Pieux rotulés (2A), (b) encastrés (2B)
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(a) Configuration (2A)

Isovaleurs des efforts tranchants

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des moments de flexions

(b) Configuration (2B)

Isovaleurs des efforts tranchants

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des moments de flexions

F1G. 4.12: Isovaleurs de la contrainte 0,,, des efforts tranchants et des moments de flexion.

Structure sous chargement latéral : (a) Pieuz rotulés (2A4), (b) encastrés (2B)
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- Cas d’un chargement de renversement :

Dans le cas d’une structure non renforcée soumise a un chargement de renversement, les
déplacements verticaux sont plus importants dans la couche molle avec des concentrations
aux deux bords de la fondation qui sont les points de déplacements maxima mais aussi

les lieux de concentration de contraintes (figure 4.13).

Dans les trois configurations (1), (2A) et (2B), les déplacements verticaux sont diffus
dans les deux couches tandis que la contrainte verticale o, présente des concentrations
aux deux coins du bord inférieur de la zone renforcée en raison du fort contraste des ca-
ractéristiques mécaniques et de ’angle vif. Ceci montre que dans les trois cas, la raideur
de la couche raide est mobilisée, ce qui a pour conséquence d’augmenter la raideur struc-
turelle vis-a-vis de ce mode de chargement. La prise en compte des effets de cisaillement et
de flexion ne peut, elle aussi, qu’augmenter le coefficient de renforcement correspondant
r33. Comparant les deux conditions aux limites (2A) et (2B), les principales différences
apparaissent dans les distributions des rotations et des moments fléchissants. La raideur
structurelle r33 (figure 4.6 (b)) est plus importante dans le cas ou les inclusions sont
encastrées en téte dans la fondation mettant encore une fois en évidence, 'importance
du type de connection inclusions-fondation pour mobiliser les raideurs & la flexion et au
cisaillement des inclusions, méme si son role est ici moins significatif que dans le cas du

chargement latéral.
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(a) Structure non renforcée

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformeée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o,

(b) Configuration (1)

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformeée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o,

F1G. 4.13: Déformées de la structure sous chargement de renversement et isovaleurs des
déplacements verticauz et de la contrainte o,,. (a) Structure non renforcée, (b) configu-
ration (1)
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(a) Configuration (2A)

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformée de la structure | PN |

Isovaleurs des rotations

(b) Configuration (2B)

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformée de la structure

Isovaleurs des rotations

F1G. 4.14: Déformées de la structure sous chargement de renversement et isovaleurs des

déplacements verticauz et des rotations. (a) Pieuz rotulés (24), (b) encastrés (2B)
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(a) Configuration (2A)

Isovaleurs des efforts normaux

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des moments de flexion

(b) Configuration (2B)

Isovaleurs des efforts normaux

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des moments de flexion

F1G. 4.15: Isovaleurs de la contrainte o,,, des efforts normauz et des moments de flexion.

Structure sous chargement de renversement : (a) Pieuz rotulés (2A), (b) encastrés (2B)
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4.2.2 Validation et comparaisons avec d’autres méthodes

En vue de positionner le modéle multiphasique par rapport aux méthodes décrites au
chapitre 1, le méme probléme de calcul de fondation sur radier de pieux est traité en
faisant appel dans un premier temps & une modélisation directe et dans un second temps
a une modélisation mixte. L’emploi de la méthode d’homogénéisation pour le calcul de
la raideur structurelle de la fondation ne fera pas l'objet d’une étude supplémentaire
puisqu’elle constitue, dans I'hypothése d’'un comportement élastique, un cas particulier
du modéle multiphasique lorsque les rigidités a la flexion et au cisaillement des inclusions
sont négligées. Les résultats donnés par cette méthode sont représentés sur la figure (4.6)
et indexés par (1). On se focalisera pour la suite sur 'utilisation de la modélisation directe

et de la modélisation mixte.

4.2.2.1. Modélisation directe bidimensionnelle

Le traitement du probléme précédent dans le cadre d’une modélisation directe consiste-
rait a traiter les renforcements comme des inclusions cylindriques en interaction avec le sol
environnant, aboutissant ainsi & un probléme de nature tridimensionnelle. Ne disposant
dans le cadre de ce travail que d’un code de calcul par éléments finis pouvant aborder les
problémes bidimensionnels, il est donc nécessaire de pouvoir remplacer une file de pieux
dans la direction (Oz) par une couche équivalente ayant les mémes raideurs verticales «,

au cisaillement [ et a la flexion ~ (figure 4.16).

F1G. 4.16: Couche équivalente a une file de pieux dans la direction transversale

Ces raideurs sont déterminées a partir des raideurs respectives des inclusions de renforce-
ment et de la distance d séparant deux inclusions successives dans la direction transversale,

soit :
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(
o = Lel2The) _ g — 5020 MPa.m
§ = MalZTRAN _ g — 965 MPam (4.38)
v = Eél =~"d = 2510 MPa.m?

\

Elles sont fonctions des caractéristiques mécaniques et géométriques de la couche équiva-

lente et données par le systéme d’équations suivant :

( E.h
o -7 5020 MPa.m

_ 5 FEh _
b= 20+0) 965 MPa.m (4.39)

E.Rn? 2
= —=—- = 2510 MPa.
0 201 — 77 510 a.m

\

dans lesquelles les inconnues F, v et h désignent respectivement le module d’Young, le
coefficient de Poisson et ’épaisseur de la couche équivalente. La résolution de ce systéme

aboutit aux caractéristiques suivantes :

( E = 1454, 8MPa

v =0,54 (4.40)

h =2, 45m

\

ce qui n’est pas physiquement possible étant donné, notamment la valeur du coefficient de
Poisson (supérieur & 1/2), ce qui rejoint les remarques faites au premier chapitre. C’est la
raison pour laquelle nous abandonnerons une telle modélisation multicouche dont aucune

comparaison ne sera faite avec le modéle multiphasique.

4.2.2.2. Comparaison avec la modélisation mixte

La modélisation mixte des structures renforcées par inclusions consiste & modéliser
les inclusions de renforcement par des poutres représentées par leurs fibres moyennes
auxquelles sont attachées des raideurs a la compression-traction, au cisaillement et a la

flexion.
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Dans le cas présent, puisque nous ne sommes en mesure que de traiter des problémes
en déformations planes, chaque file de pieux sera modélisée comme une plaque équivalente
dont les caractéristiques «, [ et v sont données par les équations (4.39) en fonction des
caractéristiques géomeétriques et mécaniques de chaque inclusion prise individuellement et

de ’espacement d entre deux inclusions voisines.

Un code de calcul par éléments finis a été élaboré ot le sol et les plaques de renforcement
(schématisées par des segments sans épaisseur) sont discrétisés séparément comme illustré
sur la figure 4.17 (a).

Ce code de calcul est utilisé pour le calcul des différents coefficients de renforcement
rrk- Le maillage de la structure est représenté sur la figure (4.17 (a)). Il comporte 4499
neceuds, 2206 éléments T6 et 80 éléments poutre de type P2-Lagrange, c’est-a-dire trois a
quatre fois plus d’éléments et de nceuds que dans le cas de la modélisation multiphasique
(figure 4.17 (a)). A noter que le nombre d’éléments finis qui auraient été nécessaires pour

le calcul dans le cas d'une modélisation mixte 3D, aurait été encore bien plus important.

Les déformées de la structure sous les trois modes de chargement indépendants sont
représentés sur la figure (4.17) dans le cas ou les inclusions sont reliées par des rotules a
la fondation (m"(z = 0) = 0). Les résultats en termes de coefficients de renforcement sont

représentés sur la figure 4.18.
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(a) maillage de la structure

(2A) (2B)

(b) déformée sous chargement vertical

(c) déformée sous chargement latéral

(d) déformée sous chargement de renversement

F1G. 4.17: Maillage et déformées de la structure (modélisation mixte). Pieux rotulés (2A)
et encastrés (2B)
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F1G. 4.18: Coefficient de renforcement (a) vertical, (b) latéral, (c) et au au renversement

calculés par une modélisation mixte

[’analyse des différents résultats nous améne aux mémes conclusions que celles tirées a
partir de la modélisation biphasique de la structure. L’effet de renforcement est négligeable
dans le cas d’un chargement vertical, et peu sensible dans le cas d’un chargement de
renversement, cet effet étant au contraire important dans le cas d’un chargement latéral.
En effet, dans le premier cas, le coefficient de renforcement o5 passe de 1,006 (0,6% de
renforcement) dans le cas d’inclusions “souples” a 1,29 (29% de renforcement) dans le
cas d’inclusions raides reliées en téte a la fondation par des rotules, c’est-a-dire que la
structure est 50 fois mieux renforcée dans le dernier cas ou, en d’autre termes, la raideur
de la structure vis & vis de ce mode de chargement est 50 fois sous-estimée si 1’on néglige

les effets de flexion et de cisaillement.

La comparaison des deux situations (2A) et (2B) montre que le type de connection

inclusion-fondation est essentiel vis-a-vis d’un chargement de renversement, le coefficient
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de renforcement rs3 passant de 4,34 dans la configuration (2A) & 4,82 dans la configura-
tion (2B), c’est-a-dire que la structure est de 50% mieux renforcée si les inclusions sont
encastrées dans la fondation. Cet écart est encore plus prononcé dans le cas d’un charge-
ment latéral, puisque le coefficient de renforcement r,5 passe de 1,29 dans la configuration
(2A) a 2,3 dans la configuration (2B). Il apparait 1a encore que le type de connection
inclusion-fondation joue un réle trés important pour mobiliser les raideurs flexionnelle et

au cisaillement des inclusions.

Il ressort toutefois, que les raideurs structurelles vis-a-vis des trois modes de chargement,
vertical, latéral et de renversement, calculées par la modélisation mixte sont inférieures a
celles données par la modélisation multiphasique. Cet écart peut s’expliquer par les dis-
tributions différentes des efforts intérieurs dans la phase matrice et la phase renforcement
d’un co6té, le sol et les poutres de renforcement de ’autre. Sur les figures 4.19 a 4.21 sont
représentées les isovaleurs des déplacements verticaux, latéraux et des distributions des
contraintes ., et o,, obtenus par une modélisation mixte de la structure renforcée. Ces
distributions sont similaires & celles obtenues par une modélisation multiphasique et pré-
sentées sur les figures 4.7 & 4.15 hormis en ce qui concerne le voisinage du bord inférieur
de la zone renforcée. Afin d’illustrer ce point, on a représenté sur la figure 4.22 (b) les
distributions des efforts normaux rapportés & leurs valeurs maximales dans I'inclusion se
trouvant a 2,5 m de 'axe de symétrie de la structure pour la modélisation mixte, et au
droit d’une coupe de la zone renforcée a4 2,5 m du méme axe de symétrie pour la modéli-
sation biphasique. Les résultats sont donnés dans le cas oul la structure est soumise a un
chargement vertical, les raideurs a la flexion et au cisaillement des inclusions étant prises

en compte (configurations (2A) et (2B)).

Les figures 4.22 (b) montrent par exemple, que la distribution d’effort normal dans les
inclusions donnée par le calcul en modélisation mixte est tout a fait semblable a celle du
calcul multiphasique, mis & part prés du bord inférieur de la zone renforcée, c’est-a-dire
a lextrémité inférieure du pieux, ou l'effort a tendance & diminuer trés fortement, voire a
s’annuler en pointe si I'on raffine considérablement le maillage dans cette zone. Les figures
4.22 (c) et 4.22 (d) relatives aux distributions respectives d’effort tranchant et de moment
flechissant lorsque la structure est soumise respectivement & un chargement latéral et a
un chargement de renversement, montrent en revanche, une bonne concordance entre les
deux types de simulations. On observe par exemple, que dans les deux cas, le moment

fléchissant s’annule & extrémité inférieure des renforcements.



106 Applications du code de calcul multiphasique en élasticité linéaire

(a) Configuration (1)

Déformeée de la structure

(b) Configuration (2A)

Déformeée de la structure

(c) Configuration (2B)

Déformée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o,

F1G. 4.19: Déformées de la structure sous chargement vertical et isovaleurs des déplace-

ments verticauz et de la contrainte o,,. Modélisation mizte
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(a) Configuration (1)

Déformeée de la structure

(b) Configuration (2A)

Isovaleurs des déplacements horizontaux

Déformeée de la structure

(c) Configuration (2B)

Déformeée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o,

F1G. 4.20: Déformées de la structure sous chargement latéral et isovaleurs des déplace-

ments verticauzx et de la contrainte o,,. Modélisation mixte
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(a) Configuration (1)

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformeée de la structure

(b) Configuration (2A)

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformeée de la structure

(c) Configuration (2B)

Isovaleurs de la contrainte o,

Isovaleurs des déplacements verticaux

Déformeée de la structure

Isovaleurs de la contrainte o,

F1G. 4.21: Déformées de la structure sous chargement de renversement et isovaleurs des

déplacements verticaux et de la contrainte o.,. Modélisation mizte
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(b) Distributions des efforts normaux (Chargement vertical)
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(c) Distributions des efforts tranchants (Chargement latéral)
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(d) Distributions des moments fléchissants (Chargement de renversement)

F1G. 4.22: Effet de bord
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4.3 Conclusion

On s’est intéressé dans ce chapitre a I'application du code de calcul multiphasique a
I’estimation de la raideur structurelle d’une fondation sur radier de pieux dans le cadre
d’un comportement élastique linéaire des différents constituants. Cette analyse menée
dans différents cas de prise en compte ou non des raideurs & la flexion et au cisaillement
des inclusions et pour différents types de connection pieux-fondation, nous a permis de

tirer deux conclusions essentielles :

e Les raideurs a la flexion et au cisaillement des inclusions jouent un role négligeable
dans le cas d’un chargement purement vertical. Cependant, elles jouent un réle prépon-

dérant vis-a-vis d’un chargement latéral ou d'un chargement de renversement.

e Des différences significatives des valeurs des raideurs structurelles ont été observées
suivant le choix du type de connection pieux-fondation, montrant que, hormis dans le
cas d’un chargement vertical oul le type de connection joue peu, les raideurs structurelles
vis-a-vis d’un chargement latéral ou de renversement sont d’autant plus grandes que les
inclusions sont encastrées en téte dans la fondation, soulignant ainsi I'importance de ce

type de liaison pour mobiliser les raideurs a la flexion et au cisaillement des inclusions.

Ces conclusions sont par ailleurs retrouvées via des études analogues menées sur des
structures de caractéristiques géométriques et mécaniques différentes (Hassen et de Buhan
[45] [46] [48], mettant ainsi en évidence la nécessité de la prise en compte des effets de

flexion et de cisaillement dans le calcul des structures renforcés par inclusions rigides.

Une tentative de modélisation multicouche de la structure renforcée a été menée sans
succes parce qu’elle s’est révélée impossible pour ce type de structure. Une comparaison
avec les résultats donnés par une modélisation mixte de la structure renforcée a été ef-
fectuée, en termes de raideur structurelle et de distribution d’efforts intérieurs dans les
inclusions de renforcement. Elle a permis de valider les observations faites ci-dessus et de

faire apparaitre un effet de bord a I'extrémité de la zone renforcée.

La suite du présent mémoire porte sur ’extension du modéle multiphasique a la prise

en compte du comportement élastoplastique du sol et des inclusions de renforcement.
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5.1 Introduction

r e modéle multiphasique présenté dans le chapitre 2 est ici étendu au comportement

élasto-plastique des différentes phases, matrice et renforcement.

La phase matrice est supposée élastique parfaitement plastique comme le sol qu’elle

représente, obéissant a un critére mettant en jeu sa cohésion et son angle de frottement.

La phase renforcement obéit a un critére de type diagramme d’interaction portant sur

les efforts généralisés (n",v", m").

L’exemple d’application traité dans le cadre de 1’élasticité linéaire au chapitre 2 est repris
ici lorsque les phases matrice et renforcement sont élastoplastiques. Une introduction au
calcul & la rupture appliqué aux milieux biphasiques est présentée, se terminant par le
calcul de la charge limite de la méme structure de sol renforcé par inclusions, soumis a un

chargement de cisaillement traité par un calcul élastoplastique.

5.2 Comportement élasto-plastique d’un milieu bipha-

sique

5.2.1 Phase matrice

Supposant que la phase matrice est élastique parfaitement plastique, on définit classique-
ment le domaine d’élasticité C™ de ladite phase comme I’ensemble des états de contraintes,
a l'intérieur duquel toute évolution est réversible (élastique). Ce domaine est caractérisé

par la donnée de la fonction f™, appelée fonction de charge, vérifiant :

f™(@™) <0 sig™ est alintérieur de C™
f™(@™) =0 sig™ est sur la frontiere de C™ (5.1)
f™(@™) >0 sig™ est alextérieur de C™

Le critére de plasticité de la phase matrice s’écrit alors :
S

Les déformations se décomposent en la somme d’une partie élastique (réversible) et d’une

m) <0 (5.2)

IS}

partie plastique (irréversible) :

" =g+ (5.3)



114 Comportement élastoplastique et a la rupture du milieu multiphasique

La partie élastique du tenseur des déformations est reliée au tenseur des contraintes par
la loi de comportement élastique qui, sous ’hypothése d’isotropie de la phase matrice,

s’écrit :

(o™ = AT (em) L+ 2pmer
ou Am%v
2 = g — fmtre™)L

ol A" et u™ sont les coefficients de Lamé de la phase matrice, £™ son module d’Young

et 1™ son coefficient de poisson.

[OF

m __ .3@.\3:..3
=p |3 ngud NO

IS

QS VQ.S‘

fm(a) M\o

F1G. 5.1: Critére de plasticité de la phase matrice et régle d’écoulement plastique dans le

cas associé

Le taux de déformation plastique est donné par la régle d’écoulement qui s’écrit :

oy S R CORT
g = @SFS avec 1™ (5.5)

0 sinon

ou 1™ est le multiplicateur plastique et ¢ est le potentiel plastique qui se confond avec
la fonction de charge f™ dans le cas ot la phase matrice obéit au principe du travail plas-
tique mazimal (matériau standard). Dans ce cas, la régle d’écoulement est dite associée,
traduisant la normalité du taux des déformations plastiques par rapport a la frontiére du

domaine d’¢élasticité. (figure 5.1)
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5.2.2 Phase renforcement

De la méme maniére, on définit 'ensemble C" des états de contraintes généralisées
(X",I'"), a I'intérieur duquel toute évolution de la phase renforcement est réversible. A ce
domaine d’élasticité est associée la fonction de charge f”, d’arguments (X", I'"), définie

par :

X" I") <0 si(X",I") est a l'intérieur de C”

(X" I") =0 si (X", ") est sur la frontiére de C” (5.6)

(X" I") >0 si (X", I7) est a l'extérieur de C”

Le critére de plasticité de la phase renforcement, s’écrit ainsi :

f1(X7,I7) <0 (5.7)

Les variables de déformation £" et x" définies par dualité avec les efforts généralisés

X" et I'", se décomposent chacune en la somme d’une partie élastique et d’une partie
plastique :

e =¢ +¢g,
(5.8)
X =X TX,

Les parties élastiques des déformations sont reliées aux vecteurs efforts intérieurs X" et

['" par la loi de comportement élastique qui s’exprime par : (voir chapitre 2, 2.2.3)

X =Crel (5.9)
I"=C0x (5.10)

ou C" et U7, sont les tenseurs des rigidités de la phase renforcement. L’évolution des
parties plastiques obéit a une régle d’écoulement qui s’écrit :

o 2 0q" :
& =1"5% >0 si f1(X7I7) = fr(X ) =0

avec 1" (5.11)
v.Aﬁ — @1 @Qﬁ 0 sinon

Zp or”
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ou 7" est le multiplicateur plastique et ¢" est le potentiel plastique. Dans le cas ot la phase
renforcement obéit au principe du travail plastique maximal, la fonction de charge f" et

le potentiel g" sont identiques et la régle d’écoulement plastique sera dans ce cas associée.

Dans le cas de problémes bidimensionnels définis dans le plan (O, x,y), les efforts in-
térieurs sont donnés par les densités d’efforts et de moment généralisés, n",v" et m”, la

fonction de charge vérifie dans ce cas :

fr(n",v",m") <0 si(n",0",m") est & 'intérieur de C"
fr(n",v",m") =0 si(n",v",m") est sur la frontiére de C" (5.12)

fr(n",v",m") >0 si(n",v",m") est & l'extérieur de C"

N

La phase renforcement obéit ainsi & un critére portant uniquement sur les variables

généralisées qui s’écrit, :

fr(n"0",m") <0 (5.13)

La déformation longitudinale ", la déformation de cisaillement 0" et la courbure x”,
qui constituent les variables de déformation associées, se décomposent en la somme d’une

partie élastique et d’une partie plastique :

e =¢e+¢,
%ﬂ — %M l_l %M A@HQV
X" =Xe T Xp

La loi de comportement élastique s’exprime par 3 relations scalaires reliant les efforts

et le moment généralisés aux parties élastiques des variables de déformation, soit :

\3\% — Qﬂ.mﬁ.
N (5.15)
Sﬁ — \V\ﬁX%

ol o, 3" et " sont les raideurs de la phase renforcement & la compression-traction, au

cisaillement et & la flexion.

Les taux de déformation plastique sont donnés d’aprés la régle d’écoulement plastique

par :



5.2 Comportement élasto-plastique d’un milieu biphasique 117

( @.Q
p =1 on”

>0 si fr(n",0",m") = frn",v",m") =0

m. =7 Ww avec 1’ (5.16)

0 sinon

oy . 0g"
CXp = GmT

Le cas associé correspond & f" = g".

F1G. 5.2: Critére de plasticité de la phase renforcement et régle d’écoulement plastique

(cas associé)

5.2.3 Loi d’interaction

Dans le cadre de la plasticité parfaite, on introduit la fonction de charge f! ayant
pour seul argument la densité volumique d’efforts d’interaction, qui définit le domaine

d’élasticité CT a 'intérieur duquel les évolutions d’interaction sont réversibles :

fI(I) <0 sil estalintérieur de C7
fI(I) =0 si [ est sur la frontiére de C! (5.17)
(L) >0 sil est alextérieur de Cf
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Le critére de plasticité de la loi d’interaction est donné par :
I <0 (5.18)
La variable de déformation A, définie par dualité avec la densité volumique d’efforts

d’interaction, se décompose en la somme d’une partie élastique et d’une partie plastique,

comine suit :
Al = Dwm + Dw@ (5.19)
ou la partie élastique Dwm est reliée & [ par la loi de comportement :

I=CN AL (5.20)

—€

m~ désignant le tenseur de rigidité de la loi d’interaction.

N@: . N% N.

I~

”

i) =0

F1G. 5.3: Critére de plasticité de la loi d’interaction et régle d’écoulement plastique (cas

associé)

L’évolution de la partie plastique du déplacement relatif des deux phases DWn suit la

reégle d’écoulement qui s’écrit :

5! >0 st fi(D)=f"(D)=0
D.Wn = @~®|@~ avec 1" (5.21)

0 sinon

ot ! est le multiplicateur plastique et g’ est le potentiel plastique. Dans le cas ot la loi
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d’interaction obéit au principe du travail plastique maximal, la fonction de charge f! et

le potentiel g sont identiques et la régle d’écoulement plastique sera dans ce cas associée.

Nous supposons dans toute la suite que, tout comme dans le cas d'un comportement
élastique (chapitres 2 4 4), il y a adhérence parfaite entre les phases matrice et renforce-

ment, ce qui se traduit par la condition :

DwnglwsHm G.wwv
signifiant que les deux phases ont la méme cinématique de déplacement. Partant d’une
loi élastoplastique d’interaction définie par (5.17 & 5.3), une telle hypothése revient a
admettre que, d’une part les composantes du tenseur de rigidité d’interaction tendent
vers l'infini, ce qui annule Dwm“ et d’autre part que le domaine d’élasticité C! tend vers

I’infini, ce qui revient a annuler la composante plastique Dw@ :

Q~|yooHvam|yo
— AL — 0 (5.23)
Q~|v$va>w@|vo

5.3 Exemple d’application

Cette section est dédiée a présenter une premiére application du modéle multiphasique
avec flexion lorsque les deux phases, matrice et renforcement, sont élastoplastiques. On
reprend pour ce faire, ’exemple du cisaillement transverse d’une couche de sol déja traité
au chapitre 2 dans le cadre de I’élasticité linéaire des matériaux. On supposera, pour alléger
le développement de la solution, que les déformations de cisaillement sont négligeables

(0" =0 ou " — o0).
5.3.1 Position du probléme

Une couche de sol d’épaisseur 2L supposée infinie le long de (Oy) et préalablement ren-
forcée par un réseau de poutres de direction e, est soumise en conditions de déformations

planes dans le plan (Ozy) au chargement défini comme suit (Figure 5.4) :

e Les forces de volume sont négligées : F'™™" = F" =0
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e Les deux phases, matrice et renforcement, sont encastrées dans le plan (QOyz), soit :

MAHHO“@“NV Hmﬁ:A,&,HOv@va HMﬂA,&,HOv@vNV =0

(5.24)
w'(z=0,y,2) =0

e On impose aux deux phases en (z = 2L) un déplacement de valeur 20 et une rotation
nulle pour la phase renforcement :

f(x=2L,y,2)="(x=2L,y,2) = (v =2L,y,z) = 20¢,

(5.25)
w(x=2L,y,z) =w'(r =2L,y,2) =0

MM

NN

2L

7 T N O O =
F1G. 5.4: Cisaillement en déformation plane d’une couche de sol renforcée transversale-

ment

e La phase matrice, représentant le sol, est supposée élastique parfaitement plastique

de modules \™ et u'™, obéissant au critére de von Mises qui s’écrit :

(@) = Lom . sm—C™ <0 (5.26)

ot C™ est la cohésion de la matrice et s la partie déviatorique de la contrainte :

s"=g" - g(tr(g")1

e La phase renforcement, élastique parfaitement plastique, est supposée infiniment ré-

(5.27)

sistante a effort tranchant. Elle obéit a un critére de type diagramme d’interaction
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qui ne porte que sur la densité d’effort normal n" et la densité de moment de flexion

m” par unité de surface transversale a la direction des inclusions :

r\ 2 T
Fr(n",m’) = Aﬁv + §|ﬁ ~1<0 (5.28)

ng mg
ou n{, (resp. my) désigne la limite d’élasticité de la phase renforcement en traction-

compression pure (resp. flexion pure).

Dans la phase de comportement élastique, la solution de ce probléme a été développée
sous ’hypothése de Navier-Bernoulli (§ = 0) au chapitre 2. On obtient :

(5.29)
w(r) =w(z)e,
( sinh [ + tanh (1) (1 — cosh _
o ) i e (7))
(5.30)
cosh (12 — tanh (1) sinh Y g
o) = f(2) =} ?véz%g ()

ol n est un paramétre adimensionnel qui rend compte de 'influence relative du module
de cisaillement de la phase matrice par rapport a la raideur en flexion de la phase renfor-

cement :

tﬂ;hw
n= 5.31
" (5.31)
Les variables de déformation sont données par :
( . cosh A hav — tanh (1) sinh Adhav -1
" () = dg1, tanh (n) — n (e ®e te®c)
A m.ﬁ — %ﬂ — O AUWMV

2 sinh Asmuv — tanh (1) cosh A M\uv

v tanh (n) —n

@) = @) =5 (

s
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Compte tenu des lois de comportement (5.4) et (5.15), les efforts intérieurs sont donnés,

au cours de cette phase élastique, par : (figure 5.5)

\ W cosh A%v — tanh (n) sinh A%v -1
o™ () = oy fanh () =7 (e, ®e, +e,®¢,)

(5.33)

o sinh (22) - tanh (n) cosh Ll
SQAHVHQ% A%v A h vﬁm:w Ai w: A v

o () = ' _ 57 Amvw tanh (7)) sinh m%v — cosh A%v

15

: — &
g, \\ ¢/
7

05 Vﬁ

b~

08 12 1,6 2

05 ]

F1G. 5.5: Distributions des efforts intérieurs en phase élastique

La contrainte de cisaillement totale 7 est alors donnée par :

() = o (@) + " (x) = 6 (1) % — 7(9) (5.34)

apparaissant comme proportionelle au paramétre de chargement ¢.
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Le critére de plasticité de la phase matrice s’écrit, compte tenu de la forme du tenseur

des contraintes ¢ :

o (x) <C™ Vxel0,2L] (5.35)

yx
Concernant la phase renforcement, le critére de plasticité, qui ne fait intervenir que la
densité de moment de flexion, s’écrit simplement :

|m” (z)| <m{ VYae|0,2L] (5.36)

Les valeurs maximales de la contrainte de cisaillement dans la phase matrice et du

moment de flexion dans la phase renforcement sont données par : (voir figure 5.5)

m _ m — —_ \\33 1 — cosh Adv
(o = oy (v =1L) =07 sinh (1) — n.cosh (n) (e ®g +e,®c)

(5.37)
sinh (n)
n) — n.cosh (1)

3 2
1 = 7 (o = 0) = (2 = 20| = 57 (F)

L’évolution des deux phases reste élastique tant que les critéres de plasticité respectifs

sont satisfaits, c’est-a-dire tant que :

. 1™ 1 — cosh (n) m
AQN\LSQH =0 sinh () — n.cosh (n) =¢
(5.38)
) .
. e (N sinh (1) r
AS v3m§ - %Q\ AN\V sinh Adv - J.OOmT Adv = o
soit, en exprimant ces conditions sur le paramétre de chargement 0 :
mat __ @bmHST Adv — J.OOmT Adv
0 <0 T 1 — cosh (n)
(5.39)

5 < %ﬁmzx o 3@|m A$Vw sinh Adv — J.OOmT Adv

=t T A sinh (n)

57"} désigne la limite d’élasticité de la structure dans le cas ot la phase

ol 0" (resp.

matrice (resp. la phase renforcement) plastifie en premier.
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On obtient ainsi trois cas de figures possibles suivant la valeur du parameétre adimen-

sionnel p défini par :

&3& oOmrAiIHﬁm
| | 5.40
P &&i g A sinh (7) C™L (5.40)

e p >1: La limite d’élasticité en cission de la phase matrice est atteinte en z = L alors

que la phase renforcement reste élastique.

e p =1 : Ce cas correspond au cas ou les deux phases plastifient simultanément, les
deux limites d’élasticité des deux phases étant égales. Le moment limite est atteint
pour la phase renforcement aux deux extrémités de la structure et la contrainte de
cisaillement dans la phase matrice atteint la limite d’élasticité en cission (cohésion)

au point d’abcisse © = L.

e p <1 : Dans ce cas, la limite d’élasticité de la phase renforcement est inférieure a celle
de la phase matrice. Le moment limite est atteint aux deux extrémités de la structure
(par valeur positive en x = 0 et par valeur négative en x = 2L) tandis que la phase

matrice est élastique.

Dans ce qui suit, La solution élastoplastique de ce probléme va étre développée pour

chaque cas suivant la valeur du parameétre adimensionnel p.

5.3.2 1°" cas : p > 1 (plastification de la matrice en premier)

Le parameétre de chargement augmentant, une zone plastique dans la phase matrice,
ayant pris naissance au milieu de la structure (z = L), se propage vers les extrémités de
la structure. On définit 3 zones (figure 5.6) :

((Zonel: 0<z<al (matrice élastique)
§ Zone2: aL<z<(2-a)L (matrice plastique) (5.41)
(| Zone3: (2—a)L<x<2L (matrice élastique)

ol « est un paramétre sans dimension vérifiant 0 < o < 1 qui représente I’évolution de
la zone plastique dans la phase matrice. « = 1 correspond a I'apparition de la premiére

plastification, tandis que a = 0 correspond & la plastification de toute la phase matrice.
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x=«a.lL x=Q2-a).L
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F1G. 5.6: Distribution des efforts intérieurs avec plastification de la phase matrice dans la

zone centrale

Au cours de cette premiére phase élastoplastique, la zone 2, ol la phase matrice est

plastifiée, se propage en direction des deux extremités de la structure (o« — 0).

En combinant les équations d’équilibre, les lois de comportement des deux phases et
les régles d’écoulement plastique écrites pour chaque phase séparément, on aboutit a la

distribution de fléche suivante donnée dans chaque zone :

fi(z) = Ajexp Aﬁv + Biexp AI%V +Cix+D; si 0<z<al

w w
b@n%@f& +E) 4B -0)+5 s al<e<@-a)L (549

f3(x) = Azexp A%v +mm9€ AI%V +Csx+ D3y si 2—a)L<z<2L

\

Les constantes d’intégration sont déterminées a partir des conditions aux limites :

f1(0) = £1(0) =0
(5.43)

f3(2L) =26, f3(2L) =0

et des équations exprimant la continuité de la fléche, de la contrainte de cisaillement totale
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et du moment de flexion aux deux fronts de la zone plastique (r = oL et x = (2 — a)L).

Ces conditions s’écrivent respectivement par :

filal) = folal) et fo((2—a)L) = f5((2 =)L)

{ mi(al) =m(al) et m((2—a)l)=7((2—«)L) (5.44)

mi(al) =my(al) et m;((2—a)l)=ms((2 - a)l)

\

oul 7; désigne la contrainte de cisaillement totale dans la zone i, définie par :

7i(r) = ((oyz)i + 07) () (5.45)

yx

qui est constante le long de la structure en vertu des équations d’équilibre et qui peut
étre calculée, par exemple, par le comportement élastique des deux phases dans la zone
1, soit :
Ti(x) = " fiz) — v i (@) (5.46)
il vient, simplification faite :

m(z) = n(z) = i(x) = C* = ™ C1(6) = 7(J) (5.47)

Cette phase de propagation de la zone plastique ne peut se terminer par une plastifi-
cation totale de la phase matrice avant plastification de la phase renforcement. En effet,
tant que la phase renforcement est élastique, la condition d’encastrement de cette phase

aux deux extrémités de la structure implique :

wir=0)=w'(r=2L)=0 (5.48)

Flea=0)=f(z=2L)=0 (5.49)
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soit :
Oy = 0) = uf'(2 = 0) = 0
(5.50)
Oye(r=2L) = pf'(r=2L)=0

de sorte que la contrainte de cisaillement est figée a 0 tant que la phase renforcement est
élastique. Il est ainsi impossible de plastifier toute la phase matrice avant d’entamer la

plastification de la phase renforcement.

La plastification de la phase renforcement commence lorsque le moment limite m(, est

atteint aux deux bords de la structure (figure 5.7), c’est-a-dire lorsque :

m (@ = 0) = 7 f{ (¢ = 0) = —m}
(5.51)
(@ = 0) = yf§(x = 2L) = mj

Vu la symétrie du probléme, ces deux conditions sont équivalentes et peuvent étre rem-

placées, par exemple, par : (voir 5.42)

\»wdw
N\w

mwdw
N\w

vy exp (2n) + exp (—2n) | = my (5.52)

Remplagant 7 par son expression, on trouve :

T
Mo
W

As.exp (2L) + Bsexp (—2L) = (5.53)

Cette phase d’évolution élastoplastique de la phase matrice et élastique de la phase ren-
forcement s’achéve par la plastification de la phase renforcement. D’une maniére analogue
a ce qui se passe dans le cas du modéle poutre, on fait I’hypothése qu'une densité de ro-
tules plastiques se forme en x = 0 et en x = 2L. La phase renforcement reste élastique par
ailleurs, et une discontinuité de rotation se crée aux deux extrémités de la structure.(figure
5.7)

La solution (5.42) reste valable, les constantes d’intégration sont déterminées par les

conditions aux limites qui s’écrivent :

fi(0)=0, f32L)=0
(5.54)

VFI0) = mp,  vfI(2L) = —m
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et a partir des équations (5.44) exprimant la continuité de la fléche, de la contrainte de

cisaillement totale et du moment de flexion aux deux fronts de la zone plastique.

x=a.l x=0C2-a)l
rotule positive e pd
/ _ ﬂ 5 (x)
1 o
A1
: N/

0,75 Pl | ' () n
05 AL m V(] X
0,25 \ Z_/A , c” _ /

b~ =

— ~
_ / - rotule négative

1,25 ! l

F1G. 5.7: Distribution des efforts intérieurs (plastification des deuz phases)

Cette phase d’évolution élastoplastique s’achéve lorsque les deux fronts de la zone 2
(matrice plastifiée) atteignent simultanément les bords de la structure. La contrainte de
cisaillement totale, définie comme la somme de la contrainte de cisaillement dans la phase
matrice et 'effort tranchant dans la phase renforcement, devient alors constante (c’est-a-

dire n’évolue plus avec 0). Sa valeur est donnée par :

my

(@) = (70 + 0")(w) = O +

(5.55)

En effet, la phase matrice étant plastifiée, la contrainte de cisaillement est égale a sa
cohésion. La distribution de moments est alors linéaire, de valeurs respectives my et —my
aux deux extrémités (z = 0) et (z = 2L) de la structure. L’effort tranchant est ainsi
constant sur toute la structure prenant pour valeur la pente de la distribution de moments

Q\.
. NERE m
de flexion, c’est-a-dire v"(z) = 2.

La charge limite de la structure est alors donnée par :

T
Mo

JHQS I

(5.56)

La figure 5.9 donne I’allure de la courbe contrainte de cisaillement totale(7)-déplacement

(0). Elle fait clairement apparaitre une phase élastique jusqu’a la plastification de la ma-
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rotule
plastique
O cm
o @ tul uﬂ-
rotule 1
@ mo/L plastique .
o
0 Q== T 0 T
N,
" = mo(1 — /L) \r 2L
(a) — (b)

F1G. 5.8: Distribution des efforts intérieurs (a) et de vitesse de fleche (b) a la ruine
plastique de la structure

q.)

] RS

ﬂﬁm:\ ...............

mat }----

Smat Mﬁm:x %N
F1G. 5.9: Courbe effort de cisaillement total-déplacement (p > 1)

trice en x = L (point de coordonnées (6™, 7)), suivie d’une premiére phase élastoplas-
tique correspondant a la propagation d’une zone plastique centrale jusqu’a la plastification
de la phase renforcement en x = 0,2L (point (67", 77¢"/)). Une seconde phase élasto-
plastique se manifeste par la formation d’une densité de rotules plastiques en x = 0 et
x = 2L dans la phase renforcement et propagation de la plastification dans la matrice jus-
qu’a la charge limite (point (d;, 7)), & laquelle est associé le mécanisme de ruine plastique

représenté sur la figure 5.8 (b).

5.3.3 2°™¢ cas: p = 1 (plastification simultannée des deux phases)

Ce cas correspond a la plastification simultanée des deux phases, matrice et renforce-
ment. La limite d’élasticité de la phase matrice et le moment limite de la phase renforce-
ment sont atteints simultanément, respectivement au milieu et aux deux extrémités de la

structure.
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Le développement de la solution dans ce cas est analogue a celui exposé dans la seconde
phase élastoplastique du cas précédent (p > 1). Celle-ci est donnée par (5.42), satisfaisant

les conditions aux limites (5.54) et les conditions de continuité (5.44).

¢

fi(z) = Ajexp A%v + Biexp AI%V +Ciz+D; si 0<zxz<al

S p) =4 (B L ) B (e D)4 s al<z<@-a)l  (55)

f3(x) = Azexp A%v + Bsexp AI%V +Csx+ D3y si 2—a)L<z<2L

\

La contrainte de cisaillement totale, constante le long de la structure, peut étre calculée,
par exemple, dans la zone 2 ou la contrainte de cisaillement dans la phase matrice est
égale & C" et 'effort tranchant dans la phase renforcement est donné par le comportement

élastique de cette phase, soit :

Ti(z) = C" =1 (z) (5.58)

Il vient, tous calculs faits, ’expression suivante en fonction du paramétre de chargement

0

Cette solution reste valable tant que la phase matrice n’est pas totalement plastifiée, ce
qui correspond a la ruine plastique de la structure. La charge limite de la structure est

donnée par la méme expression :

T
Mo

dHQSAT I

(5.60)

L’allure de la courbe contrainte-déplacement correspondante est donnée par la figure 5.10.

5.3.4 3% cas : p < 1 (plastification de la phase renforcement en

premier)

Le cas ol p <1 correspond a la situation ol le moment limite de la phase renforcement
est atteint aux deux extrémités de la phase renforcement, alors que la phase matrice reste

élastique.
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qu\r

T

mat

T — Lrenf

%33 — %ﬁm:x %N

F1G. 5.10: Courbe effort de cisaillement total déplacement (p=1)

Etant donné que la plastification de la phase renforcement reste localisée aux extrémi-
tés de la structure, les deux phases matrice et renforcement sont élastiques en dehors des
extrémités de la structure et les équations d’équilibre combinées avec les lois de compor-
tement des phases nous aménent & une équation différentielle dont la solution est de la

forme :

f(z) = Aexp A%v + Bexp AI%V +Cz+ D (5.61)

ou A, B, C, D sont des constantes d’intégration & déterminer & partir des conditions aux

limites :

f(0)=0, f(2L)=0
(5.62)

1f"(0) = mg,  yf"(2L) = —myg

Cette solution reste valable jusqu’a plastification de la phase matrice en x = L, c’est-a-

dire lorsque :

0ya(L) = u f(L) = C™ (5.63)

A partir de ce moment, une zone plastique apparait dans la phase matrice et s’élargit en
direction des deux extrémités de la structure. La solution dans cette phase d’évolution est
donnée par zone, comme introduit en (5.41), et la démarche de résolution est analogue a
celle développée dans la seconde phase élastoplastique du cas (p > 1), dont la solution,
donnée par (5.42), satisfait les conditions aux limites (5.54) et les conditions de continuité
(5.44).
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T A

T

renf

mat ...

Y
(o}

Smat mmﬁ_m:x %.N
F1G. 5.11: Courbe effort de cisaillement total déplacement (p<1)

Cette solution est valable jusqu’a plastification totale de la matrice, tant que la phase
matrice n’est pas totalement plastifiée, ce qui correspond a la charge de ruine plastique

de la structure donnée, encore une fois, par :

n=Cm 4 % (5.64)

La courbe (7 — ¢) est représentée sur la figure 5.11.

5.4 Deétermination des parameétres élasto-plastiques

Tout comme les paramétres élastiques (voir chapitre 4), les parameétres élastoplastiques
du modéle multiphasique peuvent étre déterminés & partir des caractéristiques géomé-
triques de la structure renforcée et des propriétés mécaniques des deux constituants, sols

et inclusions de renforcement.

5.4.1 Phase matrice

Compte tenu du fait que la fraction volumique du sol est trés proche de I'unité, les
paramétres élastoplastiques de la phase matrice sont approximés par ceux du sol. La

phase matrice obéit ainsi au méme critére que le sol qu’elle représente :

= (5.65)

faisant ainsi intervenir dans le cas d’un critére de plasticité de Mohr-Coulomb, les mémes

parameétres élastoplastiques :

Cm a2 05 e P e ! (5.66)
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5.4.2 Phase renforcement

Les parameétres élastoplastiques de la phase renforcement sont, quant & eux, obtenus
en divisant les paramétres correspondants a chaque inclusion de renforcement, par 1’aire
de la section droite du volume élémentaire représentatif de sol renforcé associé a cette
inclusion. La phase renforcement obéit au méme critére qu’une inclusion de renforcement.

Il vient alors que :

(. N
=" (5.67)
ﬁ|>\§o

( 0T TS

ol S désigne la section transversale & la direction des inclusions du volume élémentaire
représentatif et ng, vy, mo désignent respectivement les limites d’élasticité d’une inclusion
de renforcement sous chargement de traction-compression pure, de cisaillement pure et

de flexion pure.

On supposera par la suite que les inclusions, et par suite la phase renforcement, sont

infiniment résistantes a l’effort tranchant, c’est-a-dire :

Vo 2 oo — v 2 o0 (5.68)

Les résistances des inclusions de renforcement en traction et flexion simples peuvent étre
déduites des caractéristiques géométriques de la section de ces inclusions et des propriétés
de résistance de leur matériau constitutif, par un raisonnement du Calcul & la rupture.

On obtient ainsi dans le cas ou les inclusions sont des tubes minces (voir par exemple

Challamel et de Buhan, (2004) [17]) :

nro— ﬁ@
-
(5.69)
2

ot R désigne le rayon de l'inclusion, e son épaisseur (avec e < R) et o est la résistance

en traction simple du matériau constitutif des renforcements (i.e. acier). Le critére de
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plasticité portant sur les efforts généralisés pour ce type d’inclusion, modélisée comme

une poutre, est donné par :

FON, M) = | 2L cos Amﬁv <0 (5.70)

Dans le cas ou de telles inclusions sont utilisées, le critére de plasticité de la phase

renforcement s’écrit tout simplement :

fr(n",m")=|—|—cos| z— | <0 (5.71)
my 2 ng

ot les limites d’élasticité en traction simple n| et en flexion simple mg de la phase renfor-

cement sont données par (5.69).

4 i\b\\o

+09
(a) (b)
F1G. 5.12: Diagramme d’interaction d’une inclusion de renforcement ayant la forme d’un

tube mince

Remarque : Dans le cas ot le matériau constituant les inclusions de renforcement obéit
a une loi de comportement élastique parfaitement plastique avec une régle d’écoulement
associée (cas des inclusions métalliques), le comportement de l'inclusion est lui-méme

élastoplastique avec une régle d’écoulement également associée, de sorte que :

-7 .%@.\mﬁ 7" s .ﬁ@\ﬁ
=15 0, =0, Xp =1 5 =

avec 1" >0 (5.72)

La question se pose, en revanche, dans le cas d’inclusions de renforcement telles que des
pieux en béton, matériau au comportement plus complexe, notamment en ce qui concerne
la régle d’écoulement plastique (angle de dilatance inférieur a I’angle de frottement). On
admettra toutefois ici, pour simplifier, que les relations 5.72 sont également valables dans

ce Ccas.
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5.5 Position d’un probléme du calcul a la rupture pour

les systémes en milieux biphasiques

5.5.1 Domaine des chargements potentiellement supportables

De fagon générale, le domaine K des chargements potentiellement supportables est
constitué des chargements @ tels qu'il existe un champ de contrainte ¢, une distribution
d’efforts généralisés (n",v",m") et une densité volumique d’efforts d’interaction I stati-
quement admissibles avec @ et vérifiant les critéres de résistance de la phase matrice, de

la phase renforcement et de l’interaction.

3 g™ (n",v",m");I S.A.avec Q

QeK & (5.73)
a"eGm (nv",m") e G et L€ e

ou G™, G" et G! désignent respectivement les domaines de résistance de la phase matrice,
de la phase renforcement et de la loi d’interaction. Ces trois domaines sont entiérement
déterminés par la donnée d’un critére de résistance pour chacune des deux phases et pour

la loi d’interaction analogue aux critéres de plasticité introduits précédemment’.

Tout comme dans le cas du comportement élastoplastique, nous nous placerons ici dans
I’hypothése ou l'effort d’interaction / entre phases n’est soumis & aucune limitation, de

sorte que le domaine caractérisant la résistance de cette interaction est infini :
Gl = (5.74)

5.5.2 Approche statique par l'intérieur de K

Cette approche consiste & mettre en ceuvre la définition (5.73) du domaine K des charge-
ments potentiellement supportables. Tout chargement () est potentiellement supportable,
s’il peut étre équilibré par un champ d’efforts intérieurs vérifiant les critéres de résistance
des deux phases. Elle permet d’approcher le domaine K par l'intérieur et donc les char-
gements extrémes situés sur la frontiére de K par valeurs inférieures, aboutissant & un

minorant de la charge extréme si ’on raisonne par trajets de chargements radiaux.

'Rappelons que dans le cadre de la théorie du Calcul  la rupture (Salengon, (1983) [65]), la notion de
critére de résistance généralise celle du critére de plasticité et que le raisonnement du Calcul a la rupture

ne fait plus référence a I’élasticité des matériaux.
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5.5.3 Approche cinématique par 'extérieur de K

Tout comme dans le cas d’'un milieu continu classique, cette approche repose sur la
dualisation des équations d’équilibre du milieu biphasique par le biais du principe des
puissances virtuelles. Désignant par ﬁw , @w un champ de vitesse virtuel? cinématiquement

admissible dans le mode de chargement, la puissance virtuelle des efforts extérieurs s’écrit, :

wmmbvn\@m.w%+\%@w+8v%n@@ (5.75)

ou () désigne le vecteur des parametres de chargement et w le vecteur des paramétres

cinématiques associés.

La puissance virtuelle de déformation s’écrit dans ce méme champ de vitesse virtuel :

Py AW“ @v = \ AME : W._. n"é" + vl + Eﬁvmﬁv dQ (5.76)
0

avec

. (5.77)
>ﬁ|©m.H »ﬁ|©.@ ~ >ﬁ|®%o
=T Umm e X =g,
Le principe des puissances virtuelles s’écrit alors :
v{¢, @} C.A. §
(g™ (n",0",m")) S.Aavec Q<& &) - (5.78)

= Q4= J, Amsnw+:ﬁmﬁ+@§+§£ﬁva@

On introduit alors la puissance résistante mazrimale d’un milieu biphasique dans le

champ de vitesse virtuel ﬁw ,w}, définie par :

~

Pon (£:0) = \D w (2) o+ \@ o (2,077 ) o+ \m 7™ (; [E)dE + \m i%._;mm:amv
5.79

Dans cette derniére expression, 7”(+) et 7" (-) désignent les fonctions d’appui des domaines

de résistance de la phase matrice G et de la phase renforcement G", définies par :

2La notation avec chapeau (%) est destinée a rappeler le caractére virtuel de ces champs.
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(&) = sup{c™ :§; o™ € G™}

(5.80)

ﬁ.ﬁﬁmﬁu %.ﬁu Xﬁv — mﬂﬁﬁﬁ\%mﬁ IT @ﬁ%.ﬁ |_| Sﬁvmﬁw Aﬁﬁ“ @ﬁ“ Sﬁv c Qﬁw

Y. représente I’ensemble des surfaces de discontinuité du champ ﬁw , &T de normale unitaire

n. Les fonctions d’appui correspondantes étant :

7 (n,) =sup{(e™ n) - [§ " € G}
(5.81)

~ ~ ~
~ 0 A

" ([€), [0]) = sup{n"[&] +vT[E,] +mT W]y (w7 0T, m") € GT)

([X] représente le saut de la variable X a la traversée de ¥ en suivant la normale n).

Cette puissance résistante maximale apparait alors comme un majorant de la puissance

de déformation pour les efforts intérieurs vérifiant les critéres de résistance.

La dualisation des équations d’équilibre du milieu biphasique, exprimée a travers ce
principe des puissances virtuelles, et des critéres de résistance des deux phases, permet

de caractériser I’ensemble K des chargements potentiellement supportables comme suit :

@mwﬂvﬁw&v Q-q< P Awev (5.82)

Une telle démarche est appelée approche cinématique par [’extérieur. Elle permet d’ob-

tenir des majorants des chargements extrémes.

5.5.4 Exemple de mise en ceuvre

On se propose ici de mettre en ceuvre les approches du Calcul a la rupture pour un milieu
biphasique sur ’exemple illustratif de la couche de sol renforcé sollicité en cisaillement
transverse, déja traité au paragraphe 5.3 dans un cadre élastoplastique, et en particulier
de calculer directement la charge limite. Les critéres de résistance ne sont autres que les

critéres de plasticité des phases.

e Approche statique par l'intérieur :

On considére le systéme d’efforts intérieurs suivant :
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a"(x) =C" AMH ®e,+6 Msv
n"(z) =0
i (5.83)
v (x) = %
| m(x) = Iﬁ& +mg

qui est bien statiquement admissible avec le mode de chargement et équilibre une

contrainte de cisaillement totale en x = 2L égale & :

T
Mo

RQ=1=C 7

(5.84)

m

Par ailleurs, ce champ de contrainte ¢ vérifie bien le critére de résistance de von

Mises. La distribution des efforts généralisés (n”,v", m") vérifie également le critére
de résistance de la phase renforcement (5.28). L’effort () équilibré par cette distribu-
tion d’efforts intérieurs est donc potentiellement supportable. La charge limite de la
structure, dans ce mode de chargement (cisaillement) est supérieure a @, soit :
Sﬂ,
Q> om (5.85)

e Approche cinématique :

On considére le champ de vitesse virtuel suivant : (voir figure 5.8 (b))

A~

w(x) =6 Yz €l0,2L]
{(r)=0xe, et (5.86)

~

w(0) =w(2L) =0
La puissance des efforts extérieurs dans ce champ de vitesse virtuel est donnée par :

P, Am ev —Qé(r=20)=Qd2L (5.87)

tandis que la puissance résistante mazximale calculée, tout comme P,, par unité de

surface dans le plan Oyz, s’écrit :
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~

P ﬁevn S @ de + [ wr (@6 %) da + 7 ([0)(0)) + 7 ([0](2L))

mW”thn_.wSm 0]

) (5.88)
= O™ (6] 2L 4 2 m |6
— AQ+ sov 6] 2L
d’ou .
QeK =Y Q%whonﬁj V_%_wh (5.89)
soit, en prenant m >0:
QeR&Q<Q)—=Q<C+ 2 (5.90)

L

La charge limite de la structure, dans ce mode de chargement (cisaillement) vérifie
donc :
My

QNMQSLIﬂ

Les deux approches, statique et cinématique, permettent en général d’avoir seulement

(5.91)

un encadrement de la charge limite de la structure. Dans le cas présent, les deux
inégalités (5.85) et (5.91) donnent la valeur exacte de la charge limite de la structure
sous un chargement de cisaillement, puisque les deux bornes coincident. On retrouve

ainsi la charge de ruine plastique déterminée en (5.3) :

Q=C"+— (5.92)

5.6 Conclusion

Une extension du modéle multiphasique a la prise en compte de comportements élasto-

plastiques des différents constituants a été réalisée. La solution analytique du probléme
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de cisaillement d’une bande de sol infinie soumise a un chargement de cisaillement ayant
été développée, cette solution de référence sera adoptée comme moyen de validation du

code de calcul numérique, que ’on présentera dans le chapitre suivant.

Le calcul a la rupture des milieux biphasiques a également été présenté. Cet outil d’es-

timation de la charge de ruine sera utilisé tout au long de ce travail comme moyen de

controle des résultats.



Chapitre 6

Mise en ceuvre numérique du modeéle

multiphasique en élastoplasticité

Sommaire

6.1 Introduction . . . . . . ¢ v v v v v v v v v vt e e e v v e 143

6.2 Position d’un probléme d’élastoplasticité pour le milieu bi-

pPhasique . . . . . . . .. L e e 143

6.3 Discrétisation temporelle du processus de chargement . . . . 144

6.4 Algorithme de plasticité implicite . . . . . . ... ... .. ... 151
6.5 Meéthode des éléments finis appliquée au calcul élastoplas-

tique des structures biphasiques. . . . . . . ... ... ... 153

6.5.1 Principe du minimum de 1’énergie potentielle . . . .. ... .. 153

6.5.2 Formulation variationnelle . . . . . .. ... ... .00 155

6.5.3 Principe du minimum discrétisé . . . . . .. .. ... ... ... 156

6.6 Mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique en élas-

toplasticité . . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e 158

6.7 Premiéres applications du code de calcul multiphasique en
élastoplasticité . . . . . . . . . 0 i i i i e e e e e e e 160
6.7.1 Dimensionnement d’une fondation mixte . . . . . . ... .. .. 160

6.7.2 Analyse de stabilité d’une pente renforcée par inclusions rigides 174

6.8 ConcClusion . . . & v v v i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 179

141






6.1 Introduction 143

6.1 Introduction

n s’intéresse dans ce dernier chapitre a la formulation par éléments finis du mo-
déle multiphasique dans le cadre d’un comportement élastoplastique des différents
constituants, a sa mise en cevre numérique dans le code de calcul multiphasique, et a son
application pour simuler I’évolution élastoplastique des structures renforcées par inclu-

sions rigides.

La validation du module "élastoplasticité” est faite par comparaison a différentes so-
lutions analytiques de problémes mettant en jeu des structures non renforcées dans un
premier temps (fondation sur sol homogéne par exemple), puis des structures renforcées

par inclusions souples et rigides.

La deuxiéme partie du présent chapitre s’intéresse a I’application de cet outil numérique
pour le calcul d’ouvrages renforcés par inclusions rigides. Un premier exemple de dimen-
sionnement, d’une fondation sur sol compressible, soumise & un chargement combiné est
traité. La deuxiéme étude concerne le renforcement des pentes par inclusions rigides, ol
I’analyse d’'un exemple montre la pertinence de ce type de renforcement et 'importance

des effets de flexion dans la stabilité de tels ouvrages.

6.2 Position d’un probléme d’élastoplasticité pour le

milieu biphasique

On considére un volume €2 occupé par un milieu multiphasique constitué de la super-
position d’une phase matrice et d’une phase renforcement parfaitement adhérentes entre
elles, et obéissant toutes deux a un comportement élastique parfaitement plastique. On
rappelle les équations régissant 1’évolution d’un tel systéme sous I’hypothése des défor-

mations planes dans (Oxy) :
e Equations d’équilibre :
div (a™(t) +n"(t)e, ® e, + V" (t)e, ® e,) + p"F™(t) + p"F'(t) = 0 (6.1)

div (m'(t)e, ® e,) +v"(t)e, =0 (6.2)

e Comportement élastoplastique :

=g (e~ g) (63
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n" =a" Amﬁ — mU
v" =37 (00— 0p) (6.4)

m" =" (7" =)

e Critéres de plasticité :

™ (e™(t) <0< a™(t) € C™(t)

(6.5)
frn7 (), 0" (t),m" (1)) < 0 == (n"(t),v"(t), m"(t)) € C"(t)
e Régles d’écoulement (cas associé) :
£ =1 mq|§ﬁ ) avec 7 (6.6)

- = (0 sinon

>0 s ff(n",0",m") = \Qsﬁeﬁﬁﬁv =0
Oy = i G (" w7 ) avee 1y (6.7)
=0 sinon

e Conditions aux limites :

(a™(t) +n"(t)e, ®e, +v"(t)e, ®e,) -v=T%t) sur OQr

(m"(te, ® e,) v = C*(t) sur 0Q¢

(v : normale unitaire extérieure)
6.3 Discrétisation temporelle du processus de charge-

ment

Compte tenu du caractére incrémental des équations décrivant le comportement élas-

toplastique du milieu biphasique, le processus du chargement est classiquement subdivisé
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en pas de chargement. Notant par {Q} le vecteur des paramétres de chargement total
appliqué au milieu biphasique, on désignera par {AQ} (i), 'incrément de chargement qui

lui est appliqué a 'instant t;, ¢ = 1, .., n, défini par :
{AQ>)} ={QG+ 1)} —{Q(>1)} (6.9)

Supposant connue la solution du probléme d’évolution a I'instant ¢;, sous le chargement,

{Q;}, en termes de champ de déplacement-rotation ﬁw , E@ (t;), de champs de contrainte

AMSV (n", 0", SJW (t;) et de champ de déformation plastique *msv (e, 0}, vaw (t), la re-
cherche de la solution du probléme d’évolution & l'instant ¢;,,; consiste & actualiser la
solution & l'instant ¢; par la donnée des incréments des champs de déplacement-rotation
{A&, Aw"} (t;) et des champs de contrainte {Ag™, (An", Av", Am")} (t;) tels que les

champs totaux vérifient les équations (6.1) a (6.5). Ces champs sont donnés par :

§(tiv1) = &(t:) + AE(L:)
(6.10)

w(tir1) = w(ti) + Aw(t;)

(

o™ (tiv1) = a™(ti) + Ac™(t:)

n"(tiy1) = n"(t:;) + An"(t;)
(6.11)
VT (tip1) = V" (t;) + Av"(t;)

m" (tip1) = m’"(t;) + Am’ (t;)

0™ (tiv1)

e (1) = " (i) —

1l
3

(i) = () — P lli1)

Q

(6.12)

07 (tisr) = 0" (tis1) — %

r r 3@1 ws
Xp(tiv1) = X" (tig1) — %
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Supposant connus les incréments de déformations plastiques définis par :

(A (tig) = WMQQTLV - mm@?.v

—p

Aey(tiv) = epltivr) — ep(ts)
(6.13)

A (ti1) = O3 (tip1) — 05 ()

L AXG (tir1) = X3 (i) — X5 (t:)

Dans ce qui suit, et pour alléger les notations, la dépendance du temps est omise.

La résolution du probléme d’élastoplasticité incrémental est équivalente & celle du pro-

bléme d’élasticité suivant :

{Ag™; (An", Av", Am")}
= Elas. TDQ : ?mw (Ae”, AGE, 5@: (6.14)
{Ae™; (Aem, A0", A7)}

c’est-a-dire d’'un probléme d’élasticité dans lequel le champ des incréments de déformations

plastiques est donné.

L’incrément des contraintes dans la phase matrice et les incréments des efforts intérieurs

dans la phase renforcement s’écrivent d’aprés (6.3) et (6.4) :

DME =

1l

(A - Agr) (6.15)

et,

a"(Ae" — Aep)
g (A0 DmJ (6.16)

Am" =~"(Ax" — DXEV

et les incréments des déformations plastiques ADWMNW (Aep, AGY, DXUW sont donnés par la
régle d’écoulement plastique (6.6) de la phase matrice et celle (6.7) de la phase renforce-

ment, écrites sous forme incrémentale comme suit :
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A\

\Dm

>0 si f"(g™+Ag™) =0
(@™ + Ag™) avec An™ (6.17)

=0 sinon

L Of™
Dm@ An™ 9o

a

) %

=(n" + An')

>0 si ff(n" 4+ An", 0" + Av",m" + Am")
A0y = Aqr 9L (o Avr) avee Ag
= (0 sinon

Ax) = @\ AS + Am’)

p

Pour chaque phase, deux cas se présentent suivant la nature de I’évolution subie, élas-

tique ou élastoplastique, ou d’une maniére analogue selon la position de I’état de contrainte

o™ +Ag™ (resp. (n" + An",v" + Av", m" + Am")) par rapport au convexe C"™ (resp. C") :

- Phase matrice :

1¢" cas : L’état de contrainte est & ’intérieur du convexe C™ :

fre™ +Ag™) <0 (6.19)

L’évolution subie par la phase matrice est élastique. L’incrément des déformations

plastiques Dmm@ est nul.

o 2fme cag - T6tat de contrainte est sur le bord du convexe C™ :

@™+ Ag™) =0 (6.20)

La phase matrice a subi une évolution élastoplastique. L’état de contrainte s’écrit
alors, en combinant (6.17) et (6.15) :

™ Ag™

=p

IS
3
_|_
g
19
3
I
IS
3
_|_
I}
3
L
1100
3
|
i}

avec An™ >0 (6.21)
LA™ %AQ + Ag™)

I
IS}
3
+
[l
E
>
[16n
3
|
[l

Par ailleurs, on désigne par o}’, I'état de contrainte défini comme suit :

a. I@Ho_ AQ +C™ DWSW (6.22)

=0

(6.18)
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ol proj représente la projection orthogonale sur le convexe C™ au sens du produit scalaire
Qs

défini a partir de la forme quadratique de l’énergie élastique de la phase matrice, soit :

(6.23)

IS
i}
3
o,

N —

(g.¢) =

Il en ressort que m@ , est la solution du probléme de minimisation :

-1
Min AQ + O™ A" — m\v : AWEV : AQ + O™ Ag™ Im\v (6.24)

m\mQS

qui équivaut au probléme de minimisation sous contraintes suivant :

I Z
/_\
q
_l’_
[l
3
l>
m
IIQ
v
VRS
|||IC§
SN—

L
/‘\
q
+
Il
S
l>
m
IIQ
v

(6.25)

Introduisant alors classiquement le Lagrangien L :

Qm\;vn|Aq o >ms|m\vﬂmm3@v'ﬁ? + O™ AT - v “Af™(g'), A >0
(6.26)

la solution ar. du probléme (6.25) vérifie en vertu du théoréme de Kuhn et Tucker, les

conditions suivantes :

@|h m *) — m - m *@ i 3
mm\ﬁ?;Tm |Am v “Aq +O" A |Ev —A @w (g ) =0
= - (6.27)
mﬂmw{é =0 fr(gr ) =0et X >0
d’ou,
o =g"+C"M A" = C" N (g ), [M(el ) =0et A" >0 (6.28)

—p.a.
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soit, par comparaison avec (6.21) :

g —Z" +AC”
(6.29)
A= An
il en ressort alors que :
o™ 4+ Ac™ = proj. AMS +Cm DMSW (6.30)
CA g el = s

De maniére analogue, on distingue, quant a I’évolution de la phase renforcement, deux
possibilités :
1¢" cas : La phase renforcement a subi une évolution élastique. L’incrément des efforts
intérieurs est tel que :

fr(n"+An" 0"+ Av",m" + Am") <0 (6.31)

et sont classiquement donnés, d’aprés (6.16) ou les déformations plastiques sont nulles,

par :

n"+An" =n" 4+ a"Ae"
v 4 Av" =" 4 BTAG" (6.32)
m"+ Am" =m" +~"Ax"

e 2°Mm¢ cags : La phase renforcement a subi une évolution élastoplastique. L’état de
contrainte dans ladite phase est sur le bord du convexe C". En combinant (6.18)
et (6.16), les efforts intérieurs sont donnés par :

9:

(

n"+An" =n"+a" A" — « F(n" + An”, 0" + Av",m" 4+ Am”)

T+ AYT =" +Qﬁ>%ﬁ Q% @.\qﬁ A\S% ITDQ@QJ\QQ; ITDQQ;“S% +>§ﬁv AmwwV

9:;

m"+ Am" =m" +y"Ax" IQﬁDd =(n" + An",v" + Av",m" + Am”)

\

Par ailleurs, on désigne par A:w.m; Vpas My, mv les efforts intérieurs définis par :

(12 s Vs T8, VIES {n" +a"Ae" 0" + TA", m" + " AX"(4) } (6.34)

p.a.’ “p.a.’
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oll proj désigne la projection orthogonale sur le convexe C" au sens du produit scalaire
Q?

associé a la forme quadratique de ’énergie élastique de la phase renforcement :

\Q%

ﬁ % ﬁ . ;
bas Upas Sv.m.v est donc la solution du probléme de

minimisation sous contraintes suivant :

() o) = 5 (4 25 ) (6.35)

Le systéme d’efforts intérieurs Az

Min AQ (n" 4+ a"Ae” — \vw + % (V" + BTADT — @\vw + % (m" +~"Ax" — S\vwv
(6.36)
..\.YA\B\\u \C\v S\v m O
de sorte que, introduisant le Lagrangien L :
L((n,v',m);\>0) = I% (n" + o Ae” —n')? — % (V" + BTAT — )
(6.37)
o (7 AT =) = Af (g )
cette solution Azm.m; Vpas M v vérifie les conditions de Kuhn et Tucker suivantes :
(5 (M Vs 0 ) XT) = 0
%Qﬁw‘m; @w.m; Sw.m‘vv v,*v =0
(6.38)
DL (1 s V0 ) A7) = 0
\ WWAA Um.u \cm.m; Sw‘m.vu v,*v = O
qui est équivalent au systéme suivant :
( T T T *m " T r
I% A: + a"Ae" — v A @M (n vm;e@.mgﬁvm.v =0
T T % *@ " T s
QFAG |_|Q AO" — v A @\. A Um“@@.mggv‘m.vno
S (6.39)
T r r * % " T r
I% AS +"AX" —m] v - A @M@ (n vm;e@.mgﬁvm.v =0

L f(nh vl mE ) =0 et A* >0

p.a.’ “p.a.’
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soit, aprés simplification :

x
Npa =n" +a"Ag" —a"\* WM (s Vpoas Mipa)
@W‘m =" + \Qﬁb%ﬂ \Qﬁy* @.\w A Um u\cm.m; Sw‘m.v
. (6.40)
r r s Of r r
Sv‘m =m" + DQ\ -7 A @Ms A Um.u\cw.mggv‘m.v
\ \Azw.m;@w.mggw.m.v =0et \*>0

Par identification avec (6.33), on obtient :

(n"+ An", 0" + Av",m" + Am") = A:m.m; Np.a.s :m.m‘v

(6.41)
An' =\ >0

6.4 Algorithme de plasticité implicite

La résolution du probléme d’évolution élastoplastique pour les deux phases matrice et
renforcement revient comme démontré en 6.3 a la résolution d’une succession de pro-
blemes élastiques G déformations anélastiques (plastiques) imposées. La difficulté consiste
a évaluer ces déformations anélastiques qui ne sont autres que les déformations plastiques
solutions du probléme. Dans I’algorithme de plasticité implicite ou algorithme de retour
radial (return mapping algorithm) (Owen, (1980) [58]; Crisfield, (1991) [25]; Simo and
Huges, (1998) [72]), la résolution du probléme d’évolution élastoplastique est faite par un
calcul itératif qui consiste a corriger progressivement les déformations plastiques calculées

jusqu’a la convergence.

Débutant la procedure itérative (k = 0) avec des valeurs nulles des déformations plas-
tiques des deux phases. Ces déformations sont ensuite estimées a l’itération (k + 1) a

partir de leurs valeurs a I'itération (k), comme suit :

a) Calcul de la solution par résolution d’un probléme d’élasticité a déformations anélas-

tiques imposées. Ces déformations sont les déformations plastiques estimées a l’'itération
(k) :
{Ac™; (An", Av", Am”)}

(k) = Elas. TD@ : *mem (Ael, AG, DXE Q& (6.42)
{Ag™; (Aem, A0, Ax")}
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b) Projection des états de contraintes des deux phases sur les convexes d’élasticité

respectifs :

—p.a. om

o™ (k) = proj. AMEQ& + ms : DWSA\&W (6.43)

(7 as U asmpa) (k) = Proj. {(n" +a"Ac")(k), (v" + B" A7) (k), (m" +7"AX")(k)}

p.-a.» Yp.a.y p.a.
(6.44)
¢) Calcul des déformations plastiques a l'itération (k + 1) :
-1
Aen(k+1) = A™ () + Am v (k) - g (1))
(6.45)

= = —p.a.

= Ag™(k) + AWSV h : Amgqs +Ag™ (k) —a™ Q&v

((Act(k+1) = Ac™(k) + 2 (07 (k) — 7, (k) = Ael(k) + 2 (07 (k) + An7 (k) —n7,, (k)

p Q

A\

Ay +1) = A (k) + o (07 () = . () = A () + e (07 () + D07 (h) = w5, (K)  (6.46)

| A+ 1) = AXT(R) + 5 (mr (k) = miy (B)) = Ax(k) + = (m (k) + A (k) = (k)

Cette procédure est poursuivie jusqu’a convergence, ce qui correspond au fait que les
champs plastiquement admissibles AMW% Asw‘m; em.mgﬁw‘m.vw (k) et les champs statique-
ment admissibles {ac™ + Ag™(k); (n" + An"(k),v" + Av"(k), m" + Am” (k))} convergent

vers la solution en contrainte :

( lim g™ = lim (¢ + Ag™(k)) = o™ + Ag™

i—+oo—P-2&- i—+oo “—

§ lim {(nl, o0, ml )} (k)= lim {(n" 4+ An"(k),v" 4+ Av"(k),m" + Am’(k))¥6.47)

i——400 p-a. i——+00

={(n"+An", 0" + Av",m" + Am")}

Il est & remarquer que les étapes b) et ¢) sont relatives au traitement local de la plasticité
pour chaque phase séparément, alors que la premiére étape correspond a un calcul élastique

global du systéme biphasique.
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6.5 Meéthode des éléments finis appliquée au calcul élas-

toplastique des structures biphasiques

6.5.1 Principe du minimum de I’énergie potentielle

Reprenant les notations du chapitre 3, on désigne par {£',w™} un champ de déplacements-
rotations cinématiques quelconque, et on introduit la fonctionnelle énergie potentielle de

ce champ, définie par :

H_. T T ‘s ‘s (s T @
+\@mT.Qm.m +y'.C .RT |\

- [ v pmgaa- [ reas- [ s
Q

A0 0c

—an.

”m:;ab

[l
3

|t

=F =an. ZLan.

Ot + X O, | 4O (6.48)

o)

généralisant ainsi la définition donnée au chapitre 3 dans le cas d’un état initial naturel,

a la situation ol un champ de déformations anélastiques *ms ; Amw_; X" v W doit étre pris

=an. —an.

en compte.

La fonctionnelle énergie potentielle ainsi définie vérifie le principe du minimum suivant :

Soit (&, w") la solution en déplacement-rotation du probléme d’élasticité a déformations

anélastiques imposées, alors :
V(¢ W) eCA B w") < E(,w") (6.49)

ou C.A. désigne ’ensemble des champs de déplacement-rotation cinématiquement admis-

stbles pour le probléme.

" aux champs de déplacement £ et de

Soient Qw et dw les écarts des champs w\ et w

rotation w" solutions du probléme :

=E6-6 et w=uw'-uw (6.50)
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L’écart de 1’énergie potentielle du champ de déplacement-rotation (£, w"’) a celle de la

solution est donné par :

0B =E( W) - E({w) =E({+0w +dw) — E(§,w") (6.51)

o \@ w Ts FOET) " (7 + %mi 0 — \@ w (& +6).C (e +620)] a0

|~u|

_l’_
:o\
—
§<\
+
[«%)
><
I
Q =
=
L
_l’_
[@%Y
=<
=
o
2
|
:o\
N | —
| — |
1o
3
Il

|\@Tms+%msfms“mﬁ %|\@Fﬁﬁvmw'mg%|\@Tmf@vmmu%a

(6.52)
+\ Tsnmsﬁmﬂ%+\ B Qw|ﬂ%+\ X, | 4o
Q = : Q - Q Xan.
- \ (" E™ + ' ET).(€ + 6€)dQ — \ Ty (€ +66)dS — \ C". (W' + dw)dS
Q oQr 12,97}
+ \ (" E™ + p FT).£dQ + \ T,.6dS+ [ Chw'dS
Q a0 000
et donc, aprés simplification :
1 N 1
umﬂ\l Tmsumsuumerum “DSKWL ab._.\l Tm Qﬁ 0" +0e".C" mmg d©2
Q 2 - = - - = - Q 2 =F
n :i%ii QQTM S M ™ | ) — T Qﬂ;s
2 X"-Cr0x X X g £ £ e ) £.CLEn
(6.53)
- [ g, Jao- [ s - [ rdes— [ Crowds
Q = Q - Qs - 900

ou 0™ et dg" désignent les champs de déformations de la phase matrice et de la phase
renforcement associés aux champs de déplacement 0§, et 0x" est le champ de déformation

généralisé associé a Jw.
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Introduisant les champs de contraintes (¢™, X", I'") solutions du probléme, c’est-a-dire

‘s

,X") par les lois de comportement élastoplas-

associés aux champs de déformations (¢™, ¢

tique des deux phases :

MSHW§“AmSImSVu X' =C".(g"—¢€.), ﬁaHQﬁ.AXﬁIXﬁ v (6.54)

— =F - =—C \& Zan.

Pexpression (6.53) devient :

5F = \ (o™ 2 0™ + X7 .6e" +I7.6x"] dQ — \ (p"E™ + prF7).66d9Q — \ T,.5€dS
Q - - Q - -

o o0
(6.55)

- C.owdS +\ w Tmﬁ O™ g™ + umﬁ.mw{%mﬁ +ox".C" .mX; de2
e 02| = - T -

qui n’est autre que 'expression (3.19) du méme écart de 1’énergie potentielle dans le cas
ou aucune déformation anélastique n’est imposée au milieu biphasique, et dont nous avons
montré dans la section 3.3 que le signe était toujours positif ou nul, d’ou le résultat.

6.5.2 Formulation variationnelle

La recherche de la solution {A{, Aw"} (i) du probléme incrémental (6.42) revient de

par le principe du minimum établi ci-dessus, a la résolution du probléme suivant :

Trouver (A, Aw") € C.A. tel que:

6.56
V(AL Aw™) € C.A.: E(AS, Aw") < E(AL', Aw™) (6.56)

qui est équivalent au probléme variationnel suivant :
Trouver (A, Aw") € C.A. tel que: (6.57)

V(AL Aw™) € C.A. : a((AE, Aw"), (AL, Aw™)) = L(AE, Aw™)
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oua(.,.) est la forme bilinéaire associée a la forme quadratique définie par la fonctionnelle

énergie potentielle, qui s’écrit :

a AAD@DQJ“ ADW\“ Dﬁivv _ \D ﬁADWS O™ DWS\V + Abmx.mw.b@i + DRx.mQ; .DXZVQ dQ2

(6.58)
et L(.,.) est une forme linéaire donnée par :
L(AE, Aw™) = (AL, Aw™) + D, (AL, Aw™) (6.59)
®(.,.) étant la forme linéaire exprimant le travail des efforts extérieurs :
DAL, AW = \QSDMS + p"AFT).AE'AQ +\ AT, AL'dS
- Q - o0 -
(6.60)

+ [ ACT.AWYdS
a0c

et ., (.,.) désigne la forme linéaire exprimant le potentiel des déformations anélastiques

imposées :

—an.

o (AL, M) = \ T%”mfsTf \ accr e, ] a0
Q = Q
(6.61)

an.

+\@ AxCrxr, | do

6.5.3 Principe du minimum discrétisé

Considérant une discrétisation spatiale de la structure biphasique en N, éléments, I'ex-

pression discrétisée de 1’énergie de déformation est, d’aprés (3.55), donnée par :

W({AG) = 5{AG) - [K] - {ag) (6.62)

ou [K] est la matrice de rigidité globale de la structure biphasique et ﬁbm w est le vecteur
formé de tous les incréments des déplacements et rotations des nceuds de la structure.
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Le potentiel des efforts extérieurs s’écrit de maniére analogue sous forme matricielle :

o({AE)) = {AFY - {AE) (6.63)

tandis que le potentiel des déformations anélastiques donné par (6.61), peut s’exprimer

sous la forme :
% (AFY) = [ {AEw)-D]-{AF} 40
3 \A OB} (D) (BB}, y) drdy

- M\ {AEuw} - D] - {AE}(E n) - I dédy

N (6.64)
=3 [ “HABwY (D] [B], - {Ac} T dedy
=3 | HaEL [ D1 [8], -3 agan | - {aey
) AR, ) i
="{AF,.}-{A¢}
On obtient ainsi |’expression discrétisée de ’énergie potentielle :
E({ag}) =w({Aag)) —o({Ag))
H (6.65)
= Lag) - [K] (a8 - {AF} - {A¢) - AR, } - {A¢)

dont la recherche du minimum conduit au systéme linéaire suivant :

(K] -{A&} = ({AF} + {AF.}) (6.66)
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6.6 Mise en ceuvre numérique du modéle multiphasique

en élastoplasticité

Le code de calcul des structures biphasiques par éléments finis décrit dans le chapitre 3
a été étendu a la prise en compte de comportement élastoplastique des différentes phases,
utilisant 'algorithme de plasticité implicite détaillé en 6.4 et représenté sur la figure 6.1.
Ce code permet de simuler le comportement des structures biphasiques en déformations
planes sous chargements statiques. Il utilise des éléments finis de type Lagrange, tri-
angulaire a six nceuds 76, permettant une approximation des champs cinématiques, de

déplacements et de rotation, quadratique par morceaux, avec une continuité C°.

Une premiére validation de I'outil numérique ainsi développé a été faite par compa-
raison a des solutions analytiques du problémes biphasiques élastoplastiques dans le cas
ou les effets de flexion et de cisaillement sont négligés dans un premier temps puis par
comparaison a la solution analytique du probléme de cisaillement transverse développée

au chapitre 5.
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Initialisation

A(0) =0, (Agj, Aby, Axg)(0) =0

Itération k

m T T T \ﬂ \ﬂ H_y
Dm@ (k), (Agy, AGy, Ax,)(k) connus | R
AF (k)
[K].AE(k) = AF (k) + AF,(k)
Test de convergence
oui non
FIN Projection

sur C" sur C™
(s Vs ) () a5 (k)
(Acy, A8y, A5 (k) Acr (k)

F1G. 6.1: Algorithme de plasticité pour le milieu biphasique
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6.7 Premiéres applications du code de calcul multipha-

sique en élastoplasticité

6.7.1 Dimensionnement d’une fondation mixte (Hassen et de Buhan
(2006) [49])

L’outil numérique ainsi développé est utilisé pour dimensionner une fondation de largeur
B reposant sur deux couches de sol purement cohérent de caractéristiques mécaniques
respectives (E1, v, Ch) et (Ea, 19, Cs) et d’épaisseurs respectives Hy et Hy (figure 6.2). La
fondation supposée infiniment rigide doit supporter un chargement vertical de service égal

a:

N =2,5 MN/m (6.67)

ainsi qu'un chargement latéral, d’origine sismique, s’appliquant & une hauteur Hj3 au

dessus de la base de la fondation et d’intensité proportionnelle & N :

H=V-N avec ¥ =0,15 (6.68)

F1G. 6.2: Fondation non renforcée
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Les caractéristiques géométriques de la structure sont données par :

H =15m, Hy=25m, H;=10m, B'=60m, B=20m (6.69)

La couche de surface, d’épaisseur H;, est une couche d’argile molle de caractéristiques

mécaniques :

Ey,=5MPa, 1, =03, C; =5 kPa (6.70)

reposant sur une couche d’argile raide de caractéristiques :

By = 200 MPa, vy = 0,3, C» = 100 kPa (6.71)

Un premier calcul élastoplastique de cette structure soumise uniquement au chargement
vertical NV, utilisant un maillage comportant 676 éléments triangulaires a six noceuds et
1397 neeuds (voir figure 6.3), a permis de tracer la courbe effort-déplacement, courbe du
bas de la figure 6.4 montrant que la charge limite de la structure (capacité portante) est
bien inférieure a la charge de service V.

F1G. 6.3: Maillage de la structure
Cette charge de ruine plastique de la structure correspond a la capacité portante théo-

rique d’une fondation reposant sur un sol semi-infini ayant les caractéristiques mécaniques

de la couche molle :

N* =0,514 MN/m 2 (1 + 2) BC; < 2,5 MN/m (6.72)
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N (MN/m
( g\ ) sans flexion -

l&.

4
avec flexion

2,5 = = = g

1 non renforcée
0514 A = = == L o La
[OELf - - 2lz b
0 0,065
0 0,05 0,1 0,15 0,20 0,25 0,3

d,(m)

F1G. 6.4: Evolution du déplacement vertical en fonction de ’effort vertical

Ceci est confirmé par le mécanisme d’écoulement plastique de la structure non renforcée
sous chargement vertical représenté sur la figure 6.5, ot la partie (a) représente la norme du
taux de déformation plastique au moment de la ruine plastique de la structure, tandis que
la partie (b) représente le champ de vitesse. Ces deux représentations mettent clairement
en évidence la formation d’'un mécanisme de Prandtl dans la couche supérieure du massif

de fondation.

A\ i

(a) norme du taux de déformation plastique (b) champ de vitesse
F1G. 6.5: Mécanisme d’écoulement plastique de la structure non renforcée sous chargement

vertical

Afin d’augmenter la capacité portante de cette fondation, on se propose de renforcer la
structure par des inclusions rigides de longueurs L, ayant la forme de tubes de rayon R et
d’épaisseur e disposées suivant un maillage carré de coté d (figure 6.6). Ces inclusions sont
encastrées en téte dans la fondation et sont constituées d’un acier, modélisé comme un

matériau élastique parfaitement plastique, obéissant au critére de von Mises de limite en
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traction simple of. Les caractéristiques géométriques et mécaniques de la structure ainsi

renforcée sont complétées par celles du volume élémentaire représentatif :

L=20m, R=1m, e=2cm, d=5m (6.73)

et celles de I'acier constitutif des inclusions :

E® =200 GPa, v* = 0,3, 0% = 200 MPa (6.74)

F1G. 6.6: Fondation renforcée sur radier de pieux

Pour simuler I’évolution élastoplastique de cette structure, la zone renforcée est rempla-
cée par un milieu biphasique obtenu par la superposition d’une phase matrice représentant
le sol et d’une phase renforcement représentant les inclusions de renforcement (figure 6.7).
Les caractéristiques mécaniques des deux phases sont déterminées a partir de celles du sol
et des inclusions de renforcement, comme détaillé au chapitre 4 pour les parameétres d’élas-
ticité, et au chapitre 5 pour les paramétres de plasticité, c’est-a-dire de la facon suivante :
La fraction volumique de renforcement, définie comme le rapport du volume occupé par
une inclusion de renforcement au volume de la cellule élémentaire représentative du sol

renforcé est égal a :

_ 2mRe
n= a2

>~ 0,5% (6.75)

En ce qui concerne la phase matrice, compte tenu du fait que la fraction volumique du

sol est trés proche de I'unité, les caractéristiques mécaniques des deux phases matrices
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peuvent étre approximées par celles du sol qu’elle représente :

E'=FE =5MPa, "=v, =03, C7"=C; =5kPa
(6.76)
E = FEy, =200 MPa, vJ' = vy, =0,3, C5* = (Cy = 30 kPa

Zone
biphasique Ey,n, Gy

.NNu 1, QN

F1G. 6.7: Modélisation biphasique de la zone renforcée

Pour ce qui est de la phase renforcement, les rigidités en traction-compression, au ci-
saillement et & la flexion sont obtenues en divisant les rigidités correspondantes d’une
inclusion de renforcement prise individuellement par la surface de la section transversale

a la direction de renforcement du volume élémentaire représentatif :

(o % — E%) = 1004 MPa

{ B = % = (u"k)n = $3 = 193 MPa (6.77)

m w
v = w% = Cms.mqv: = 502 MPa.m?

\

ou k = 1/2 est le coefficient de correction de cisaillement pour une section tubulaire mince
(Frey, (1994) [37]) et u® est le module de cisaillement de I’acier.

Le critére de plasticité de la phase renforcement est également déduit du critére d’in-

teraction d’une inclusion individuelle. Faisant I’hypothése que les inclusions, et par suite
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la phase renforcement, sont infiniment résistantes & 1’effort tranchant, un tel critére est

donné d’aprés (5.71) par :

m’” Tn’"
ff(n",m") = 7J — oS AIJV <0 (6.78)

my 2 ng
ol les limites d’élasticité en traction simple n; et en flexion simple m(, de la phase renfor-

cement sont données par (5.69), soit :

np = ﬁ@ = o2 = 1,0048 MPa
(6.79)
2 _a
mi = 3&% — 2450)R = 0,64MN/m

Dans un souci de simplification de la procédure de projection d’un état de contrainte
sur le convexe C", ce dernier sera approché par U'intérieur (figure 6.8 (a)) et par 'extérieur
(figure 6.8 (b)). Les simulations numériques seront menées en deux temps en adoptant a

chaque fois 'une des deux approximations.

m’ /my m”/my

n"/ng n'" /ng

(a) (b)

F1G. 6.8: Critére de plasticité de la phase renforcement

A chacun des deux convexes approchés est associée une fonction de charge. Celle-ci est

donnée dans le cas de la configuration (a) (convexe approché par l'intérieur) par :

n’ m”
"(n",m") = |— —]=-1<0 6.80
) = P+ 2] -1 < (6.80)

et dans le cas de configuration (b) (convexe approché par l'extérieur) par :

n

n” m”
"mM=|—]=-1<0et (M) =|—]-1<0 6.81
Filw) = 5| =1 <0 et fo(m) = ||~ 1 < (651
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Les calculs ont été effectués en adoptant le maillage de la structure non renforcée com-
portant 676 éléments triangulaires a six noeuds et 1397 nceuds, sans aucun raffinement

particulier.

Les résultats de la simulation du comportement élastoplastique de la structure renfor-
cée sous chargement purement vertical sont représentés sur la figure 6.4 sous la forme de
courbes effort-déplacement dans le cas ou les raideurs a la flexion et au cisaillement de la
phase renforcement sont prises en compte ou non. Ce graphique montre qu’on retrouve
quasiment la méme évolution, que de tels effets soient négligés ou non. Les deux configu-
rations d’approximation du convexe C'" sont aussi équivalentes dans ce cas de chargement,
puisque les effets de flexion jouent un role négligeable dans la réponse de la structure. Les
mécanismes d’écoulement plastique sont donnés dans les deux cas, en terme de taux de
déformation plastique et de champ de vitesse, représentés sur les figures 6.9 (a) et 6.9 (b),
montrant que le mécanisme d’écoulement plastique est le méme dans les deux situations.
Il est & noter que ce mécanisme ne fait intervenir que le sol, les renforcements restant

élastiques.

(a) norme du taux de déformation plastique (b) champ de vitesse
F1G. 6.9: Mécanisme d’écoulement plastique de la structure renforcée (effets de flexion et

de cisaillement négligés)

N

Il apparait aussi de ce graphique que la charge de service N est bien inférieure a la

capacité portante de cette fondation donnée par :

N' = 3,43 MN (6.82)

montrant qu’avec ce schéma de renforcement, la structure est tout a fait capable de

supporter la charge de service avec un coefficient de sécurité :

»2.&
N

Cy =— =1372 (6.83)
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(a) norme du taux de déformation plastique (b) champ de vitesse

F1G. 6.10: Mécanisme d’écoulement plastique de la structure renforcée sous chargement

vertical (effets de flexion et de cisaillement pris en compte)

A la charge de service N, est associé un tassement vertical de la structure dont la valeur
est :
d, = 6,5 cm (6.84)

Afin de valider ce calcul obtenu par le code de calcul multiphasique en élastoplasticité,
on se propose de développer un calcul analytique fondé sur ’approche cinématique par
I’extérieur du calcul & la rupture, d’'une borne supérieure du chargement extréme de la
structure renforcée (effets de flexion et de cisaillement pris en compte ou non). Pour ce
faire, on considére le champ de vitesse virtuelle constant par bloc représenté sur la figure
6.11 (a).

L’approche cinématique par 'extérieur du calcul & la rupture permet d’écrire :

~ ~

P.(8) < Pr(9) (6.85)

ou P, est la puissance des efforts extérieurs dans le champ de vitesse virtuelle défini ci-
dessus et paramétré par ¢, tandis que P,,, est la puissance résistante maximale développée

dans ce méme champ de vitesse. Elles sont données respectivement par :

~

P.(8) = N& (6.86)

et

Pon(§) = \b 7 (2)ao+ \m (s [€])d (6.87)
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Dans cette derniére expression, 7(-) représente la fonction d’appui du domaine de résis-

tance, 2 désigne I’ensemble des surfaces de discontinuité du champ de vitesse virtuelle et

n est la normale unitaire a cette surface. w(n, [£]) est la fonction d’appui de cette discon-

tinuité. Compte tenu du fait que le mécanisme proposé ne comporte que des blocs rigides

B
(A A 3
mol (s ; 4|l 5
L |9 c 2
1
- 0
e & —p)

w s‘f Hv ~ll w o
mw 7 7 ssss ¢/ \s coto %
ss‘s Nw ¢¢¢ ~~~ N oo'o 77
S e — - 1

m\

(a) (b)
FI1G. 6.11: (a) Mécanisme par blocs rigides de la fondation renforcée, (b) hodographe des

vitesses

en translation, le premier terme de la puissance résistante maximale, relatif au taux de

déformation virtuelle, est nul.

Les discontinuités des vitesses sont données par ’hodographe des vitesses représenté sur
la figure 6.11(b) :

(18),,= 04
(£, =092
@Z _ ww (6.88)
€],y =43

L [£],, =0
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~

ou [£];—; désigne la discontinuité de vitesse entre les deux blocs 7 et j. Désignant par 3;_;

la surface de discontinuité de vitesse entre les blocs i et j, et tenant compte de la symétrie

du mécanisme adopté, la puissance résistance maximale s’écrit comme suit :

~ ~ ~ ~ ~

Nuisav =2 |X12[]1-2C5 + Xo_3[E]a—3C5 + E1_5[E]1-3C + E1_4[E]1-4C4 (6.89)

~

Remplagant les surfaces de discontinuité X,_; et les discontinuités de vitesse [];—; par

leurs expressions, il vient :

~

Pon(8) = 2 |/ + Hy — D)7 + (B/2)20RC, + (L — HY)33C, + 53¢,

(6.90)

T+ = DP £ (B = B) /212020, | = 3,375.10%

Combinant (6.85), (6.86) et (6.90), il ressort que le chargement extréme N* vérifie

I’inégalité suivante :

N* < 3,375 MN/m (6.91)

La capacité portante N' calculée par le code de calcul par éléments finis est donc du
méme ordre de grandeur que la borne supérieure donnée par le raisonnement du calcul a la
rupture développé ci-dessus. Cependant, elle s’avere légérement au dessus de cette borne.
Ceci ne met pas en cause le bon fonctionnement du module plasticité du code de calcul
multiphasique développé, étant donné qu’il s’agit d’un mécanisme avec des discontinuités
de vitesse qu’il n’est possible de traduire par la méthode des éléments finis qu’avec un
maillage extrémement fin, ce qui n’est pas le cas ici puisque le maillage adopté pour le

calcul de cette structure est assez grossier.

Revenant & ’exemple du dimensionnement de la fondation sur pieux, les figures 6.12,
6.13 et 6.14 représentent la déformée de la structure, la norme du taux de déformation
plastique et la distribution des points plastiques dans la structure, aussi bien dans le
cas ou les rigidités a la flexion et au cisaillement sont pris en compte, que dans le cas
contraire, montrant qu’on retrouve les mémes distributions dans les deux cas sous char-
gement vertical et que ces effets jouent donc un role négligeable dans la réponse de la

structure.
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(a) effets de flexion négligeés (b) effets de flexion pris en compte

F1G. 6.12: Déformées de la structure sous chargement vertical de service

° o
00,
000

(a) norme du taux de déformation plastique (b) distribution des points plastiques

F1G. 6.13: Ftat de plastification de la structure sous le chargement N (effets de flexion et
de cisaillement négligés)

(a) norme du taux de déformation plastique (b) distribution des points plastiques

F1G. 6.14: Etat de plastification de la structure sous le chargement N (effets de flexion et
de cisaillement pris en compte)
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Partant de cet état préchargé (voir déformée figure 6.12), on fait croitre progressivement
le chargement latéral et par conséquent le moment de renversement, en maintenant le

chargement vertical constant.

On représente sur la figure 6.15 les évolutions du tassement ¢,, du déplacement latéral
0y, au centre de la fondation, et du produit ¢ B qui n’est autre que 1’écart des déplacements
verticaux des deux extrémités de la fondation couramment appelé tassement différentiel
de la fondation, dans le cas ou les effets de flexion et de cisaillement sont négligés, en

fonction du facteur de chargement adimensionnel H/N.

(m)
0,12 %m_
0,10 :
0,08 "
A A e e e S e e Ov
0,06 !
0,04 :
0,02 |pB
0 0,048
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
H/N

F1G. 6.15: Evolution des déplacements de la fondation sous chargement latéral (effets de

flexzion et de cisaillement négligés)

La charge limite de la structure vis a vis de ce mode de chargement est alors donnée

par :

H = 48%N (6.92)

montrant ainsi qu’un tel schéma de renforcement est insuffisant pour supporter la charge
latérale de dimensionnement. Le mécanisme de ruine plastique de la structure sous ce

mode de chargement est représenté sur la figure 6.16.

Il est & remarquer que dans ce cas ol les effets de flexion et de cisaillement négligés, le
domaine d’élasticité de la phase renforcement est réduit a sa projection sur ’axe des efforts
normaux. Les deux configurations d’approximation du convexe C” par valeur inférieure

ou supérieure sont alors équivalentes.
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A

(a) norme du taux de déformation plastique (b) champ de vitesse

FI1G. 6.16: Mécanisme d’écoulement plastique de la structure renforcée (effets de flexion et

de cisaillement négligés)

(m)

0,25
0,20
0,15
010p=======- —==-
0,05
0
E\.\\E\\
0 003 006 009 012 [0,05] 0,18 0,21

H/N
F1G. 6.17: Evolution des déplacements de la fondation sous chargement latéral (effets de

flexion et de cisaillement pris en considération)

FI1G. 6.18: Déformée de la structure sous chargement de dimensionnement (vertical et
latéral)
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Dans le cas ot les raideurs et résistances a la flexion et au cisaillement de la phase ren-
forcement sont prises en compte, les évolutions des déplacements vertical, horizontal et
différentiel sont représentés sur la figure 6.17, montrant que la charge latérale de dimen-
sionnement est tout & fait supportable par la structure ainsi renforcée et qu’elle conduit

aux déplacements suivants (figure 6.18) :

9, = 10 cm, 0, = 10 cm, B = 10 cm (6.93)
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6.7.2 Analyse de stabilité d’une pente renforcée par inclusions
rigides (Hassen et de Buhan (2005) [47])

L’outil numérique multiphasique est maintenant utilisé pour analyser la stabilité d’une
pente d’angle 3 sous ’effet de son poids propre (figure 6.19). La structure comporte deux
couches de sol de caractéristiques élastoplastiques respectives (Eq, v, Ch) et (B, 15, Cy)
et de poids volumiques 7; et 5. Les caractéristiques géométriques de la structure sont

données par :

1
gb\mﬂw“w?”HMEL.‘NMHHwa“mHHoEvm\Hﬂos“mHmos (6.94)

Fi1G. 6.19: Talus incliné soumis a son poids propre

La couche de surface est une couche d’argile molle purement cohérente de caractéris-
tiques mécaniques :
Ey = 5MPa, 1y = 0,3, Cy = 10 kPa, v, = 18 kN/m?, (6.95)
La couche profonde est, quant a elle, une couche d’argile plus raide de caractéristiques
élastoplastiques :
E, = 100 MPa, v, = 0,3, C5 = 100 kPa, v, = 25 kN/m®, (6.96)

Afin de simuler le comportement élastoplastique de cette structure sous son poids propre,
on a adopté le maillage représenté sur la figure 6.20 qui comporte 778 éléments de type

T6 (approximation quadratique) et 1615 nceuds.
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Fi1G. 6.20: Maillage de la structure par des éléments triangulaires quadratiques

Une premiére simulation de la tenue de cette pente sous chargement gravitationnel, a
permis de tracer la courbe effort-déplacement (figure 6.21) représentant ’évolution de la
fraction du poids appliquée en fonction de la norme du déplacement du point situé en
haut de la pente, mettant en évidence ’apparition d’un mécanisme d’écoulement plastique

libre lorsque 36% du poids propre de la structure lui est appliqué.

1,4

pieux raides”

T

et

pieux “souples”

non renforcée |

Facteur de chargement

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
déplacement (m)
F1G. 6.21: Déplacement d’un point caractéristique du talus en fonction du parameétre de

chargement

Le mécanisme d’écoulement plastique est représenté sur la figure 6.22 sous la forme

d’isovaleurs de la norme du taux de déformation plastique et de la distribution des vitesses.
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(a) norme du taux de déformation plastique (b) champ de vitesse

F1G. 6.22: Mécanisme d’écoulement plastique de la structure non renforcée

Etant donné que le mécanisme de ruine plastique de la structure a lieu essentiellement
dans la couche molle et au droit de la zone centrale de la structure, on se propose, pour
ameéliorer sa tenue, de la renforcer sur une largeur B” (figure 6.23) par des inclusions rigides
de longueur L, ayant la forme de tubes de section tubulaire de rayon R et d’épaisseur
e, disposées dans le sol suivant un maillage régulier de coté d et constituées d’acier de
caractéristiques élastiques (F%, v*) obéissant au critére de plasticité de von Mises de limite

d’élasticité en traction-compression égal a oy.

zone
biphasique
L

F1G. 6.23: Stabilisation d’une pente par inclusions rigides

Les caractéristiques géométriques de la section des inclusions de renforcement et les
caractéristiques mécaniques de leur matériau constitutif sont les mémes que celles adoptées

pour ’exemple précedent de dimensionnement d’une fondation sur radier de pieux, soit :

B =30m, R=1m, e=2cm, d=5m, L=15m (6.97)

ainsi que

E® =200 GPa, v* = 0,3, 0% = 200 MPa (6.98)
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Les caractéristiques de la phase renforcement sont alors données par les calculs déve-
loppés dans (6.75), (6.77) et (6.79), soit :

\ o = % = F% = 1004 MPa
B = % — (ur)n = Ln = 193 MPa
= w% — (E*&);) = 502 MPa.m? (6.99)
ngy = % =nog = 1,0048 MPa
| mp = % — 2527R = 0,64 N/m

En revanche, les caractéristiques élastoplastiques de la phase matrice sont tout simple-

ment égales & celles de la couche de sol qu’elle représente, soit :

E"~E =5MPa, v~y =03, C"=C,=5kPa (6.100)

pour la couche molle, et :

El' = FEy =100 MPa, vy' 21y =0,3, CF' = Cy =100 kPa (6.101)

pour la couche raide.

(a) norme du taux de déformation plastique (b) champ de vitesse

F1G. 6.24: Mécanisme d’écoulement plastique de la structure renforcée (effets de flexion et

de cisaillement négligés)

Dans un premier temps, les raideurs de la phase renforcement au cisaillement et a la

flexion sont négligées. La simulation par éléments finis du probléme d’évolution élasto-
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plastique du comportement de la structure sous son poids propre est mené avec le méme

maillage que celui de la structure non renforcée.

(b) champ de vitesse

(c) mécanisme d’écoulement plastique
F1G. 6.25: Mécanisme d’écoulement plastique de la structure renforcée (effets de flexion et

de cisaillement pris en compte)

Les résultats de ce calcul sont représentés sur les figures 6.21 et 6.24 montrant que la
charge de ruine plastique est encore en deca du chargement de service de la structure,
puisque la structure ainsi renforcée ne peut supporter que de 'ordre de 63% de son poids
propre. Le mécanisme d’écoulement plastique représenté sur la figure 6.24 montre que,
comme dans le cas non renforcé, seule la couche molle est mise en jeu. Un tel résultat
remet en question le choix de ce type d’inclusions “souples” dans le renforcement de la

pente.

Dans le cas ot les effets de flexion et de cisaillement sont pris en compte, la charge limite
de la structure est bien au dela de la charge de service (poids propre) de la structure (voir
figure 6.21) puisqu’elle peut étre supportée avec un coefficient de sécurité egal a 1,37.
Le mécanisme d’écoulement plastique est diffusé dans les deux couches (voir figure 6.25).
La phase renforcement est également plastifiée dans ce cas, les zones plastiques étant

représentées sur la figure 6.26.
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F1G. 6.26: Plastification de la phase renforcement

6.8 Conclusion

Un algorithme de plasticité implicite appliqué aux structures multiphasiques, basé sur un
découpage du trajet de chargement en un certain nombre de pas, a I'intérieur desquels un
calcul itératif par projections sur les critéres respectifs des différentes phases est effectué,
a été présenté. Sa mise en ceuvre numérique dans le cadre de la méthode des éléments
finis est ensuite développée, aboutissant & un code de calcul des structures multiphasiques

dans le cadre d’un comportement élastoplastique du sol et des inclusions de renforcement.

Cet outil numérique est utilisé par la suite pour le calcul du comportement élastoplas-

tique de deux exemples typiques d’ouvrages renforcés par inclusions rigides :

e (Calcul d’une fondation sur radier de pieux. L’analyse élastoplastique du comporte-
ment global d’une fondation sous chargement combiné est menée dans le cas ou la
structure est non renforcée dans un premier temps, montrant la nécessité de ’em-
ploi de renforcements. Le comportement de la structure renforcée est dans un second
temps simulé dans le cas ou les effets de flexion et de cisaillement sont pris en compte
ou non, montrant que le chargement de dimensionnement de la structure est tout a
fait supportable par la structure lorsque de tels effets ne sont pas omis, alors qu’elle
ne l'est pas si 'on les néglige.

e Analyse de la stabilité d’une pente. Cet exemple est centré autour de I’emploi des
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inclusions rigides pour la stabilisation des pentes. Un talus incliné instable sous son
poids propre est considéré. Une étude de stabilité de cette structure est faite lorsque
des inclusions "souples” ou "raides” sont utilisées montrant, encore une fois, I’impor-
tance des raideurs a la flexion et au cisaillement des inclusions de renforcement dans

la réponse élastoplastique globale de la structure.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont en parfait accord avec les conclusions
tirées au chapitre 4 sur 'importance de la prise en considération des effets de flexion et

de cisaillement dans le calcul des structures renforcées par inclusions rigides.
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7.1 Conclusions

résenté comme une modélisation alternative pour le calcul des ouvrages renforcés
_Hv par inclusions rigides, le modéle multiphasique est basé sur un changement d’échelle
permettant d’échaper a la lourde tache de traiter séparément le sol et les inclusions de
renforcement. Ainsi, le modéle tire profit des avantages de la méthode d’homogénéisation
sans en avoir les limites, puisqu’il permet de rendre compte, non seulement de la raideur
au cisaillement et a la flexion des inclusions, mais aussi des interactions sol-inclusions

toutes les deux inaccessibles par la méthode d’homogénéisation.

La solution analytique développée au chapitre 2 montre clairement 'importance de
la prise en compte des effets de flexion et de cisaillement sur la réponse globale de la
structure, quantifiée a travers le module de cisaillement apparent. Cette conclusion est
confirmée par les résultats fournis par le code de calcul par éléments finis, développé
dans le cadre de ce travail, puisqu’il apparait d’aprés les résultats obtenus des simulations
menées sur une structure test constituée d’une fondation reposant sur radier de pieux,
que, négliger les raideurs des inclusions a la flexion et au cisaillement conduit a une sous-
estimation des raideurs structurelles. Il ressort aussi de ces différentes simulations que le
choix du type de connection pieux-fondation est trés important pour mobiliser les effets de
cisaillement et de flexion, puisque la comparaison des différentes situations, quantifiée en
termes de raideur structurelle, est significative, surtout vis-a-vis d’un chargement latéral

ou de renversement.

Ces observations sont également retrouvées, au prix d’un maillage assez fin et d’un
temps de calcul conséquent, par une modélisation mixte de la structure renforcée, ou les
inclusions sont discrétisées individuellement et indépendamment du sol qui les entoure. On
valide ainsi les observations faites par la modélisation multiphasique qui, contrairement a

la modélisation mixte, n’est pas limitée aux problémes bidimensionnels.

La deuxiéme partie de ce travail porte sur le comportement élastoplastique des différents
constituants. Le modéle est donc étendu a la prise en compte de tels comportements en
adoptant pour la matrice le méme critére que le sol qu’elle représente et un critére du

type diagramme d’interaction pour la phase renforcement.

L’algorithme de plasticité implicite (algorithme de retour radial) est modifié pour prendre
en considération les deux phases en interaction, puis mis en ceuvre numériquement dans
le cadre de la méthode des éléments finis, aboutissant & un code de calcul des structures
biphasiques en élastoplasticité. Ce code de calcul, validé par la solution analytique du pro-
bléme de cisaillement de la couche de sol renforcée transversalement par une distribution

d’inclusions, est utilisé pour simuler le comportement de structures renforcées par inclu-
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sions raides. Deux exemples typiques de I’emploi des inclusions raides sont présentés dans
ce mémoire. Le dimensionnement d’une fondation sur radier de pieux et I’étude de la tenue
d’une pente stabilisée par un réseau d’inclusions, permettant de rejoindre les conclusions
tirées dans la premiére partie de ce travail sur I'importance de la prise en considération
des effets de flexion et de cisaillement, lorsque le comportement des différents constituants

est élastique linéaire.

7.2 Perspectives

La suite de ce travail peut étre envisagée dans trois directions principales :

e L’extension du modéle multiphasique avec flexion & la prise en compte de cinématiques
différentes des deux phases en adoptant une loi d’interaction entre elles. Ce travail
constitue aussi une suite de la thése de Bennis, 2002 |7], dans laquelle il s’est intéressé
a l’identification de cette loi d’interaction et & sa mise en ceuvre numérique dans le

cas ol des inclusions souples sont utilisées.

e [’analyse de 'effet de bord, souligné au chapitre 4, ayant lieu a 'extrémité de la zone
renforcée est & envisager. Ce travail, en cours, consiste a enrichir le modéle multi-
phasique a la prise en compte d’une interaction surfacique ayant lieu sur la frontiére
d’une zone renforcée et d’'une zone non renforcée. L’évaluation des paramétres carac-
térisant cette interaction de pointe se fait a partir de calculs sur une cellule de base
représentative du milieu renforcé (Gellée (2005) [38]; Rospars et al (2005) [64]).

e Concernant le développement de l'outil numérique proprement dit, I’extension du
code de calcul dont on dispose au traitement de problémes tridimensionnel est a
envisager. Un tel outil permettra de quantifier des effets non accessibles par le code
bidimensionnel comme, par exemple, les effets de la torsion mais aussi le calcul de
structures dans des configurations réelles. Cet outil pourra par la suite étre valorisé
en I'intégrant dans un code de calcul industriel comme cela a déja été fait pour la
version du modéle multiphasique sans flexion qui a fait I’objet d'un projet baptisé
CASTOR et qui consistait a intégrer cette version du modéle multiphasique dans le
logiciel CESAR-LCPC (Bourgeois et al. (2001) [13])
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Résumé

La technique de renforcement des sols par inclusions linéaires rigides, c’est-a-dire ca-
pables de reprendre des efforts de flexion et cisaillement, connait depuis quelques dé-
cennies un essor important bien que la simulation et le calcul de tels ouvrages reste un
probléme difficile, en raison de la trés forte hétérogénéité du sol renforcé combinée au
grand nombre d’inclusions mis en jeu dans de tels ouvrages. Une modélisation multi-
phasique a récemment été développée permettant d’aborder le dimensionnement de tels
ouvrages de géotechnique avec des temps de calcul considérablement réduits par rapport
a ceux d’une modélisation numérique classique, ot les inclusions de renforcement doivent

étre discrétisées individuellement.

On s’intéresse dans le cadre de ce travail & la mise en oeuvre de ce modéle dans le cadre
du comportement élastoplastique des différents constituants, lorsque les effets de flexion
et de cisaillement des inclusions sont pris en compte. Aprés avoir développé un certain
nombre de solutions analytiques de référence, un outil numérique basé sur la méthode
des éléments finis est mis au point, puis appliqué & la simulation du comportement de
différentes structures renforcées, telles que les radiers de fondation sur groupes de pieux,
ou la stabilisation de pentes instables par 'incorporation de telles inclusions.

Abstract

The reinforcement of soils by rigid linear inclusions, where shear and flexural behaviour
is to be accounted for, is becoming an increasingly used technique to enhance the servicea-
bility and stability of geotechnical structures, although the simulation and design of such
structures remains a very difficult task, due to the strong heterogeneity of the reinforced
soil combined with the relatively high number of inclusions involved in such reinforced
soil structures. A multiphase model has been recently developed, allowing to perform the
simulation of such structures with a considerably reduced computational effort, compared
with that required by a direct simulation, where the inclusions have to be discretized as

individual elements.

The present work is aimed at implementing such a model in the context of an elastoplas-
tic behaviour for both constituents, with a particular emphasis on the shear and flexural
effects prevailing in the rigid inclusions. Starting from the derivation of some analytical
solutions, a fem.-based numerical code is then developed and applied to simulating the
behaviour of some typical reinforced structures, such as piled raft foundations and slope

stabilization systems.



