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Introduction

Les structures tourbillonnaires dont la vorticit� caract�rise l�intensit� jouent un r�le fonda

mental dans de nombreux �coulements a�rodynamiques� Parmi les �coulements rencontr�s dans
le domaine a�ronautique� on peut citer par exemple le sillage des avions civils� Ce sillage est prin

cipalement constitu� de deux tourbillons parall�les et contrarotatifs tr�s intenses� Ces tourbillons
qui r�sultent de la portance contribuent � la tra�n�e de l�avion et sont d�autant plus intenses
que la masse de l�avion est importante� Au niveau des a�roports� ce sont ces tourbillons qui
conditionnent la distance� et donc l�intervalle de temps� qui s�parent deux avions au d�collage
ou � l�atterrissage�

Un autre exemple est donn� par l��coulement autour d�un h�licopt�re� Le rotor principal
assure en m	me temps les fonctions de sustentation et de propulsion� Pour certains r�gimes
de vol� les interactions entre le rotor et son sillage tourbillonnaire in�uencent consid�rablement
les performances a�rodynamiques de l�h�licopt�re� pouvant aller jusqu�� la perte de contr�le de
l�appareil� Ces interactions participent aussi au bruit externe qui p�nalise et freine l�usage de
l�h�licopt�re en milieu urbain�

Un exemple suppl�mentaire d��coulement o� les structures tourbillonnaires jouent un r�le
capital est fourni par les �coulements dans les turbomachines� Pour optimiser les performances
des turbor�acteurs� leurs composants sont exploit�s au voisinage du maximum de leurs capacit�s�
Les r�gimes de fonctionnement sont alors proches de r�gimes instables comme le d�collement
tournant dans les compresseurs axiaux�

La ma�trise de ces �coulements passe par la compr�hension des ph�nom�nes et des lois phy

siques qui r�gissent la dynamique tourbillonnaire� La simulation num�rique est alors un outil
pr�cieux et compl�mentaire de l��tude exp�rimentale� La principale d��cience des m�thodes nu

m�riques classiques� dont l�utilisation est largement r�pandue dans le milieu a�ronautique� est
la dissipation excessive de la vorticit� pour le calcul pr�cis de ces �coulements�

La repr�sentation pr�cise des sillages tourbillonnaires des voilures �xes ou tournantes a fait
l�objet de recherches importantes� principalement en r�gime incompressible� Les approches rete

nues pour atteindre cet objectif sont multiples�

Des m�thodes particulaires fond�es sur une mod�lisation du sillage par une distribution de
tourbillons discrets ont �t� d�velopp�es � l�onera �travaux de Cantaloube � Huberson ��� ��
! partir de la vorticit� discr�te� la loi de Biot
Savart permet de d�duire la vitesse induite et
donc d�advecter chaque tourbillon vers l�aval� Toutefois� la g�om�trie du sillage doit 	tre connue
au d�part� Cette m�thode peut 	tre am�lior�e en utilisant comme �l�ments discrets des �laments
tourbillonnaires non lin�aires� chaque �l�ment tenant compte de l�in�uence des autres �l�ments�
Le sillage se d�forme alors en cons�quence� Une autre approche est celle de la surface portante
propos�e � l�onera par Rehbach � Cantaloube ��� pour l��coulement autour d�un rotor
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Introduction

d�h�licopt�re en vol d�avancement� Une pale est mod�lis�e par une r�partition surfacique de
sources et de doublets et le sillage est repr�sent� par des tourbillons ponctuels �mis par la
pale et advect�s par le champ de vitesse induit� Cependant� ces m�thodes sont limit�es aux
�coulements comportant des sillages simples et ne faisant pas appara�tre d�ondes de choc�

Une m�thode de r�duction de la di"usion num�rique de port�e plus g�n�rale a �t� d�velopp�e
� l�onera par Nastasi dans sa th�se ���� �� � Il s�agit d�une m�thode de couplage entre une r�so

lution num�rique des �quations d�Euler sous forme conservative �en repr�sentation eul�rienne�
et un suivi lagrangien de particules dans les sillages tourbillonnaires� L�id�e est de b�n��cier � la
fois de la simplicit� et de l�e�cacit� des m�thodes compressibles classiques capturant les ondes
de choc et de la faible dissipation num�rique des sillages calcul�s en repr�sentation lagrangienne�
Dans un sillage� la pression est calcul�e par la m�thode eul�rienne et la vitesse et l�entropie sont
d�termin�es par la m�thode lagrangienne sous une forme qui revient � apporter une correction
aux r�sultats obtenus par la m�thode eul�rienne�

Une autre technique� e�cace quoique totalement empirique� a �t� propos�e par Steinhoff
et al� dans ��� et �tendue aux �coulements compressibles dans ��� � Elle consiste � contreba

lancer les e"ets de la di"usion num�rique par une reconcentration des zones tourbillonnaires du
sillage� Pour cela� un terme de con�nement de la vorticit� est ajout� � l��quation de quantit�
de mouvement avec un coe�cient d�pendant de la taille des cellules du maillage et s�annulant
en dehors des zones tourbillonnaires� L�analyse de ce terme par Costes � Kowani ��� et le
calibrage automatique qu�ils proposent permet de s�a"ranchir en partie de l�empirisme de la
m�thode�

Une approche di"�rente pour r�duire la di"usion num�rique consiste � augmenter l�ordre de
pr�cision du sch�ma de discr�tisation� g�n�ralement choisi d�ordre � en espace en maillage r�gulier
pour simpli�er la mise en #uvre dans le cadre des applications complexes� Pour les �coulements
rotationnels sans discontinuit�s� plusieurs sch�mas num�riques permettent d�atteindre des ordres
de pr�cision �lev�� comme les sch�mas centr�s avec �ltrage dans le domaine spectral ��� ��� ��� �� �
Cela est aussi vrai pour les sch�mas rbc ���� ��� �� �Residual�Based Compact�� les sch�mas
eno et weno ���� ��� ��� ��� � �	Weighted
 Essentially Non�Oscillatory�� et les m�thodes de
type Galerkin discontinu ���� ��� �� �� �� �� �

Une alternative aux approches pr�c�dentes est de ne pas modi�er la m�thode de r�solution
num�rique� mais d�adapter au mieux le maillage de calcul a�n de minimiser les erreurs dissipa

tives� Partant des id�es de ra�nement adaptatif de maillage �technique amr de Quirk ��� ��
Benoit a d�velopp� une m�thode d�adaptation de maillages dans le cadre de ses travaux de
th�se � l�onera �� � Cette m�thode utilise une superposition de grilles structur�es curvilignes
en mouvement relatif �m�thode Chim�re�� chacune ayant une forme et une vitesse adapt�es au

tomatiquement aux conditions locales de l��coulement� La m�thode de Benoit a �t� appliqu�e
avec succ�s � l�advection d�un tourbillon et � son interaction avec un pro�l� Pour ce probl�me�
une grille suit le mouvement du tourbillon� ce qui a pour e"et de r�duire consid�rablement les
erreurs associ�es � l�advection� Plus r�cemment� cette m�thode a �t� simpli��e par Benoit �
Jeanfaivre �� par l�utilisation de grilles cart�siennes d�adaptation en s�inspirant des travaux
de Meakin ��� et appliqu�e avec succ�s � une meilleure capture du sillage tourbillonnaire des
pales de rotor d�h�licopt�re en vol stationnaire � partir de la r�solution des �quations d�Euler�
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La question a r�cemment �t� abord�e d�une mani�re plus directe par Morton � Roe ��� 
en introduisant la notion de sch�ma pr�servant exactement la vorticit� discr�te� Ils ont �tabli la
th�orie pour le syst�me hyperbolique de lois de conservation le plus $simple% combinant � la fois
propagation d�ondes et vorticit� & l�acoustique lin�aire ��d� Ils ont aussi d�montr� qu�un certain
sch�ma de Lax
Wendroff pr�serve la vorticit� pour ce syst�me d��quations� Cette approche
originale a d�j� motiv� deux �tudes au sein du laboratoire sinumef de l�ensam� La premi�re a
permis de v�ri�er la th�orie par des calculs de tourbillons stationnaires en acoustique lin�aire
��d� La seconde a montr� qu�une forme de sch�ma bas� sur le r�sidu pr�serve aussi la vorticit�
pour l�acoustique lin�aire ��d et ��d�

Objectif de la th�se

L�objectif de la th�se est d�exploiter la notion de sch�ma pr�servant exactement la vorticit� en
s�appuyant sur la th�orie de Morton � Roe et les r�sultats obtenus � l�ensam a�n de proposer
un sch�ma num�rique d�ordre � pr�servant la vorticit� pour les �coulements tourbillonnaires
compressibles instationnaires� Le m�moire est organis� en quatre chapitres &

Chapitre � Le premier chapitre pr�sente les di"�rents mod�les physiques �acoustique� acous

tique avec advection et �quations d�Euler� sur lesquels porte l��tude� La d�marche et les
r�sultats th�oriques de Morton � Roe pour l�acoustique sont rappel�s� ainsi que le bilan
des �tudes ant�rieures� L�analyse est ensuite �tendue aux �quations de l�acoustique avec
advection pour lesquelles un sch�ma pr�servant la vorticit�� le sch�ma rbv� est pr�sent��

Chapitre � Dans le second chapitre sont analys�es en d�tail les propri�t�s de stabilit� et de
dissipation du sch�ma rbv� La m�thode de r�solution du sch�ma est d�crite ainsi que ses
propri�t�s� La pr�cision du sch�ma est �tudi�e de fa�on th�orique et v�ri��e par des essais
num�riques par des calculs d�advection de tourbillon en acoustique avec advection et pour
les �quations d�Euler�

Chapitre � Le troisi�me chapitre pr�sente l�extension du sch�ma rbv pour les maillages irr�

guliers� La pr�cision du sch�ma est �tudi�e th�oriquement pour ce type de maillage� Une
version simpli��e du sch�ma rbv� le sch�ma rbvs� est propos�e pour le calcul d��coule

ments stationnaires� Le sch�ma ainsi obtenu a la m	me discr�tisation spatiale et est utilis�
pour v�ri�er num�riquement l�ordre de pr�cision� Il est alors appliqu� � des calculs sta

tionnaires autour de pro�ls� Les capacit�s du sch�ma rbv � advecter des tourbillons sur
des maillages irr�guliers et � calculer des �coulements instationnaires autour de pro�l sont
ensuite �valu�es s�par�ment�

Chapitre � Le sch�ma rbv est appliqu� � la simulation d�une interaction pale
tourbillon
parall�le subsonique frontale � nombre de MachM� � �� � et incidence nulle pour laquelle
existent des donn�es exp�rimentales ��� � La co'ncidence des trajectoires du pro�l et du
tourbillon engendre une interaction complexe dont la simulation est d�licate� Une �tude
param�trique est r�alis�e ainsi qu�une comparaison avec les solutions de sch�mas classiques
d�ordre ��
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���� Introduction

��� Introduction

La voie de recherche explor�e pendant la th�se s�inscrit dans la continuit� des travaux de
Morton � Roe ��� sur les sch�mas de type Lax
Wendroff pr�servant la vorticit� pour les
�quations de l�acoustique� Les mod�les physiques �tudi�s pendant la th�se ne se r�sument pas
� celui de l�acoustique� nous pr�senterons donc dans un premier temps les di"�rents mod�les
pour lesquels la pr�servation de la vorticit� par les m�thodes num�riques a �t� �tudi�e� Dans un
deuxi�me temps� nous rappellerons la d�marche suivie par Morton � Roe� leur formalisme�
ainsi que leurs r�sultats th�oriques pour les �quations de l�acoustique�

Une �tude e"ectu�e � l�ensam a montr� qu�un autre sch�ma� n�appartenant pas aux sch�

mas de type Lax
Wendroff� pr�serve �galement la vorticit� pour les �quations de l�acous

tique� Ce sch�ma appartient � la classe de sch�mas bas�s sur le r�sidu introduite par Lerat �
Corre ���� �� � Il poss�de les m	mes propri�t�s envers la vorticit� que les sch�mas �tudi�s par
Morton � Roe� Nous pr�senterons donc cette classe de sch�mas� ses propri�t�s� ainsi que le
sch�ma bas� sur le r�sidu pr�servant la vorticit� pour les �quations de l�acoustique�

L�objectif poursuivi est d��tendre la pr�servation de la vorticit� des sch�mas aux cas des
�quations de l�acoustique avec advection� puis des �quations d�Euler� Nous �tudierons et ana

lyserons donc le transport de la vorticit� discr�te par les sch�mas existants� ! partir de r�sultats
th�oriques et des conclusions que nous formulerons� nous proposerons un sch�ma pr�servant la
vorticit� pour les �quations de l�acoustique avec advection�

��� Hyperbolicit�� acoustique et vorticit�

����� Hyperbolicit�

Les syst�mes de propagation d�ondes sont d�crits par des syst�mes d��quations aux d�riv�es
partielles de type hyperbolique �par rapport au temps t�� Rappelons qu�un syst�me de lois de
conservation de la forme &

wt � f�w�x � g�w�y � � �����

o� w est le vecteur d��tat� f�w� et g�w� sont respectivement les vecteurs �ux dans les directions
d�espace x et y� est dit $ hyperbolique% si� pour tout �tat physiquement admissible w� la ma

trice jacobienne du �ux A� dans la direction d�espace � a toutes ses valeurs propres r�elles et
est diagonalisable pour toute direction �� Dans le cas o� toutes les valeurs propres sont r�elles
et distinctes� le syst�me est dit $ strictement hyperbolique%�

La matrice A� est d��nie par la combinaison lin�aire &

A� � ��A� ��B �����

o� �� et �� sont les composantes du vecteur unitaire � ���� � ��� � ��� A et B sont les matrices
jacobiennes du �ux dans chaque direction &

A �
df

dw
�w� B �

dg

dw
�w� �����

Le syst�me hyperbolique ����� peut s��crire sous la forme d�velopp�e &

wt � Awx �Bwy � � �����
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����� �quations d�EULER

Les �quations d�Euler ��d entrent dans le cadre ����� avec &

w �

�
���

�

�u
�v

�E

�
��� � f�w�

�
���

�u

�u� � p
�uv

�uH

�
��� � g�w�

�
���

�v

�uv
�v� � p

�vH

�
��� �����

o� � d�signe la masse volumique� p la pression� u et v les composantes de la vitesse suivant les
directions x et y� E l��nergie totale et H l�enthalpie totale avec� pour un gaz thermodynamique

ment parfait &

p � �� � ���

�
E � u� � v�

�

�
et �H � �E � p �����

o� � est le rapport des chaleurs sp�ci�ques�

Comme on le sait� ce syst�me est hyperbolique� les valeurs propres de A� s��crivant &

���� � u� � a� ���� � u� � ���� � u� � a �����

o� a est la c�l�rit� du son et
u� � ��u� ��v �����

Vorticit�

L��quation d��volution du champ de vorticit� �� pour les �quations d�Euler peut 	tre obtenue
� partir de l��quation de conservation de la quantit� de mouvement sous forme non conservative &

d�u

dt
� ��

�
�rp �����

o� d�dt d�signe la d�riv�e particulaire� En prenant le rotationnel de cette �quation et en utilisant
la relation sur les op�rateurs di"�rentiels & �r���u��r� �u � ��u��r� ��������r� �u��� ��r��u�� on trouve &

d��

dt
� �����r� �u � ��r��u� �� � �r�

�
�

�
�rp
�

������

Dans le cas des �quations d�Euler ��d� le premier terme du membre de droite de l��qua

tion ������ est nul� L��quation sur la vorticit� est alors &

d��

dt
� ���r��u� �� � �r�

�
�

�
�rp
�

������

Le membre de gauche de cette �quation est la d�riv�e particulaire ou convective de la vorticit��
La vorticit� est transport�e par l��coulement � la r�serve des modi�cations induites par les
termes du membre de droite� Le premier terme du membre de droite traduit l�in�uence des
e"ets de compressibilit� sur la vorticit�� il ne peut que modi�er un champ de vorticit� existant�
Le second terme du membre de droite �r� �����rp� � �

��
�r�� �rp est appel� terme baroclinique�

Il est le seul � pouvoir cr�er de la vorticit�� Ce terme est nul dans le cas d�un �coulement
barotrope �p fonction seulement de �� et donc notamment pour un �coulement isentropique
��p�p�� � ������� implique �r�� �rp � ����
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���� Hyperbolicit�� acoustique et vorticit�

����� �quations de l�acoustique avec advection

En lin�arisant les �quations d�Euler autour d�un �coulement uniforme � vitesse �U�� V���
on obtient classiquement les �quations de l�acoustique �lin�aire� avec advection� Adimensionn�es
avec une c�l�rit� du son unitaire� ces �quations peuvent s��crire &

w �

�
� p
u
v

�
� � f �

�
� pU� � u
uU� � p
vU�

�
� � g �

�
� pV� � v

uV�
vV� � p

�
� ������

o� p est la �perturbation de� pression et �u� v� les composantes de la �perturbation de� vitesse�
Les matrices jacobiennes des �ux sont alors constantes et s��crivent &

A �

�
� U� � �

� U� �
� � U�

�
� � B �

�
� V� � �

� V� �
� � V�

�
� ������

de sorte que f � Aw et g � Bw� La matrice jacobienne A� est alors &

A� �

�
� U��� � V��� �� ��

�� U��� � V��� �
�� � U��� � V���

�
� ������

et a comme valeurs propres &

���� � U� � �� ���� � U� � ���� � U� � � ������

o� U� � U��� � V���� Le syst�me de l�acoustique avec advection est strictement hyperbolique�
Pour des d�veloppements ult�rieurs� �crivons aussi les valeurs propres a�i� et b�i� des matrices A
et B et leurs matrices de passage � la forme diagonale &�	



a��� � U� � �

a��� � U�
a��� � U� � �

�	



b��� � V� � �

b��� � V�
b��� � V� � �

������

A � TADiag�a�i�	T��A � B � TBDiag�b�i�	T��B ������

avec

TA �

�
� ��� � ���
���� � ���
� � �

�
� T��A �

�
� � �� �

� � �
� � �

�
� ������

TB �

�
� ��� � ���

� � �
���� � ���

�
� T��B �

�
� � � ��

� � �
� � �

�
� ������

Vorticit�

En prenant le rotationnel des �quations de la dynamique� on peut obtenir l��quation r�gissant
l��volution du champ de vorticit� &

� � vx � uy ������

L��quation de transport de la vorticit� pour le mod�le de l�acoustique avec advection s��crit &

�t � U��x � V��y � � ������

Contrairement au mod�le des �quations d�Euler� il ne peut pas y avoir cr�ation de vorticit��
Le champ de vorticit� initial est simplement advect� par l��coulement moyen�
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����� �quations de l�acoustique pure

Les �quations de l�acoustique pure �acoustique sans advection� s�obtiennent en lin�arisant
les �quations d�Euler autour d�un �tat au repos �U� � V� � ��� Elles correspondent donc �

w �

�
� p

u
v

�
� � f �

�
� u

p
�

�
� � g �

�
� v

�
p

�
� ������

Les matrices jacobiennes des �ux s��crivent &

A �

�
� � � �

� � �
� � �

�
� � B �

�
� � � �

� � �
� � �

�
� ������

La matrice jacobienne A� est &

A� �

�
� � �� ��
�� � �
�� � �

�
� ������

Les valeurs propres des matrices A� � A et B sont identiques &

���� � ��� ���� � �� ���� � � ������

�	



a��� � b��� � ��
a��� � b��� � �

a��� � b��� � �

������

Les matrices de passage TA et TB sont inchang�es par rapport au cas de l�acoustique avec ad

vection�

En �liminant la vitesse� les �quations de l�acoustique pure ������ ������ peuvent se mettre
sous la forme classique d�une seule �quation du second ordre� dite $ �quation des ondes% &

ptt � pxx � pyy ������

Toutefois� pour faciliter l�extension aux �quations d�Euler� nous conserverons dans la suite la
forme d�un syst�me hyperbolique d��quations du premier ordre�

Vorticit�

Pour l�acoustique pure� l��quation de la vorticit� ������ se r�duit � &

�t � � ������

c�est
�
dire que le champ de vorticit� est invariant dans le temps� Cette condition implique qu�il
n�y a pas d�interaction entre les ph�nom�nes de propagation d�onde et le champ de vorticit�
initial�

L�objectif du travail de Morton � Roe ��� a consist� � formaliser les conditions que doivent
satisfaire les sch�mas num�riques en acoustique pure pour pr�server exactement le champ de
vorticit��
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��� Sch�mas pr�servant la vorticit� en acoustique pure

����� Notations discr�tes

Le domaine de discr�tisation est ici cart�sien r�gulier dans les directions x et y� Les pas
d�espace 	x� 	y et le pas de temps 
t sont constants� On notera wn

j�k une approximation discr�te
de w au point �x� y� t� � �j	x� k	y� n
t�� Les op�rateurs discrets aux di"�rences standards 	�� 	�
et de moyenne 
�� 
� sont d��nis par &
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pour �j �Z� �k �Z ������

Les points de coordonn�es d�indices entiers correspondent aux centres des cellules du maillage�
Ceux dont un seul des deux indices est un demi
entier sont situ�s sur les faces des cellules et ceux
dont les deux indices sont des demi
entiers sont situ�s aux n#uds du maillage� Ces notations sont
visualis�es sur la �gure ���� Deux types de produits de ces op�rateurs discrets interviendront
fr�quemment dans ce qui suit &
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qui sont des approximations � l�ordre � des d�riv�es partielles

wx et wy estim�es au centre de la cellule d�indice �j� k��
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qui sont aussi des approximations � l�ordre � des

d�riv�es partielles wx et wy mais estim�es au n#ud d�indice �j � �
� � k �

�
���

Cellules ( j , k )

Noeuds ( j+1/2 , k+1/2 )

Faces ( j+1/2 , k )

Faces ( j , k+1/2 )

j

k

Fig� ��� 
 Conventions sur les indices
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Chapitre �� Sch�mas pr�servant la vorticit�

����� Sch�mas consid�r�s par MORTON 	 ROE

Dans leur �tude sur les sch�mas pr�servant la vorticit�� Morton � Roe concentrent leur
attention sur les sch�mas de type Lax
Wendroff parce que $ les d�veloppements de Taylor
de l�op�rateur d��volution �de ces sch�mas� semblent 	tre la m�thode la plus g�n�rale disponible
et applicable aux �quations de l�acoustique quelque soit l�ordre de pr�cision %� Ils consid�rent
plus particuli�rement des sch�mas sous forme conservative� Dans une approche volumes �nis
avec inconnues aux centres des cellules� un syst�me de lois de conservation discr�tis� par un
sch�ma conservatif peut s��crire sous la forme &

�
wn�� � wn


t

�
j�k

�

�
	�F

	x
�
	�G

	y

�n

j�k

� � ������

o� w est le vecteur des variables conservatives� les �ux num�riques F et G sont des approxima

tions consistantes des fonctions de �ux f et g�

Un sch�ma num�rique pr�servant la vorticit� pour les �quations de l�acoustique pure doit
laisser invariante une forme discr�te de la vorticit�� Morton � Roe ont retenu pour leur
analyse deux �valuations simples de la vorticit��

Vorticit� discr�te $ centr�e%

La vorticit� $centr�e%� not�e �nj�k� est une approximation � l�ordre � de la vorticit� au centre
d�une cellule� Elle est d��nie par &

�nj�k �

�
	�
�
	x

v � 	�
�
	y

u

�n

j�k

������

Vorticit� discr�te $ compacte%

La vorticit� discr�te $ compacte%� not�e ��n
j� �

� �k�
�
�

� est une approximation � l�ordre � de la

vorticit� aux n#uds du maillage� Elle est d��nie par la relation &

��n
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�n
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�k� �
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������

Les supports spatiaux des vorticit�s discr�tes $centr�e% et $compacte% sont repr�sent�s Fig� ����
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k

jj-1 j+1
j-1/2 j+1/2
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k+1/2

k-1/2

k

jj-1 j+1
j-1/2 j+1/2
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k-1

k+1/2

k-1/2

Fig� ��� 
 Supports spatiaux des vorticit�s discr�tes $ centr�e % �j�k 	�
gauche
 et $ compacte % ��j� �

�
�k� �

�
	� droite
 en deux dimensions d�espace�

Sch�ma de LAX�WENDROFF pr�servant la vorticit� $ centr�e%

Un sch�ma pr�servant la vorticit� $ centr�e% en acoustique pure doit satisfaire exactement
la relation �n��j�k � �nj�k� Une autre contrainte impos�e par Morton � Roe sur le sch�ma num�

rique tient � la sym�trie de sa solution� c�est
�
dire que la solution du sch�ma doit 	tre invariante
pour toutes translations ou rotations qui superposent le maillage � lui
m	me ��� � ce qui veut
dire que le sch�ma doit 	tre centr��

Morton � Roe montrent qu�il existe un sch�ma de type Lax
Wendroff qui pr�serve la
vorticit� centr�e� Il s�agit de la forme de Richtmyer du sch�ma de Lax
Wendroff ��� � Bien
qu�il ne soit pas donn� explicitement dans l�article de Morton � Roe� ce sch�ma s��crit sous
sa forme conservative &
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Comme le font remarquer les auteurs� cette d��nition de la vorticit� $centr�e% et le sch�ma
de Lax
Wendroff
Richtmyer sou"rent d�un d�couplage $pair
impair%� On constate en e"et
Fig� ��� que le support spatial de ce sch�ma n�implique que les points d�indices �j � k��mod��
pairs ou impairs� Cette consid�ration am�ne Morton � Roe � d�laisser la vorticit� discr�te
$ centr�e % pour s�int�resser � la vorticit� discr�te $ compacte %� Pourtant� il semble utile de
pousser un peu l�analyse des auteurs si l�objectif est de comprendre les m�canismes qui font qu�un
sch�ma num�rique pr�serve exactement une vorticit� discr�te en acoustique pure� notablement�
on peut remarquer que le sch�ma de Lax
Wendroff
Richtmyer peut s��crire sous la forme

��
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particuli�re &
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On montrera par la suite que la possibilit� d��crire le sch�ma de Lax
Wendroff
Richtmyer
sous cette forme joue un r�le essentiel quant � ses propri�t�s de pr�servation de la vorticit�
$ centr�e% pour les �quations de l�acoustique pure�

j-2 j-1 j j+1 j+2

k+2

k+1

k

k-1

k-2

j-2 j-1 j j+1 j+2

k+2

k+1

k

k-1

k-2

Fig� ��� 
 Supports spatiaux des versions de Richtmyer 	� gauche
 et de
Ni 	� droite
 du sch�ma de Lax�Wendroff en deux dimensions d�espace�

Sch�ma de LAX�WENDROFF pr�servant la vorticit� $ compacte%

! l�image de la m�thode suivie pour la d�termination du sch�ma pr�servant la vorticit� $cen

tr�e%� Morton � Roe ont impos� des conditions pr�alables pour la d�termination d�un sch�ma
pr�servant la vorticit� $compacte%� Ces conditions que doit satisfaire le sch�ma num�rique sont &

( qu�il s��crive sous la forme conservative ������ )

( qu�il satisfasse exactement ��n��
j� �

� �k�
�
�

� ��n
j� �

� �k�
�
�

)

( que la sym�trie de la solution pour les translations et rotations du maillage soit respect�e )

( que la matrice de l�adjoint de l�op�rateur discret du sch�ma soit sym�trique )

( que la pr�cision du sch�ma soit d�ordre ��
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En suivant ces consid�ration� le sch�ma pr�servant la vorticit� $compacte% auquel ils parviennent
est d��ni par &
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Ce sch�ma est connu sous deux appellations suivant qu�il est utilis� en formulation $ cell�
centered % ou $ cell�vertex %� La premi�re est d�sign�e sous le nom de rotation du sch�ma de
Richtmyer �$ rotated Richtmyer%� alors que la seconde est le sch�ma de Ni� A�n d��viter
toute confusion entre la forme de Richtmyer du sch�ma de Lax
Wendroff cit�e au para

graphe pr�c�dent et le sch�ma ������� ce dernier sch�ma sera d�sign� par la suite sous l�appella

tion de sch�ma de Lax
Wendroff
Ni ou sch�ma lwn� Son support spatial est illustr� Fig� ����
De la m	me fa�on que pour le sch�ma de Lax
Wendroff
Richtmyer� on peut appro"ondir
l��tude du sch�ma de Lax
Wendroff
Ni et montrer que lui aussi peut s��crire sous une forme
particuli�re &
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S�il est d�montr� dans ��� que le sch�ma lwn pr�serve par construction la vorticit� $ com

pacte % en acoustique� on se propose de v�ri�er cette propri�t� a�n d�illustrer la m�thode de
calcul de la vorticit� discr�te $ compacte%� En appliquant l�op�rateur ����

�x � la �e composante
de ������ et en soustrayant l�op�rateur ����

�y appliqu� � la �e composante de ������� on obtient &
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qui peut aussi s��crire &
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Or pour l�acoustique on a &
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Il ne reste donc que &
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Cette propri�t� du sch�ma lwn a �t� v�ri��e num�riquement au cours d�un projet �tu

diant ���� �� dirig� par Alain Lerat� Dans le cadre de leur projet de �n d��tude� Douay �
Lefebvre ��� ont montr� que parmi une classe de sch�mas de type Lax
Wendroff dont le
support spatial est � trois points par direction d�espace� seul le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni
ne dissipe pas une condition initiale correspondant � un tourbillon de Lamb pour les �quations
de l�acoustique�

Il a �galement �t� observ� que ce sch�ma ne dissipe pas une condition initiale correspondant
� un tourbillon de Lamb stationnaire pour les �quations d�Euler� Ces premiers r�sultats sont �
l�origine d�un second projet �tudiant� dirig� par Lerat � Corre qui a montr� qu�une discr�ti

sation spatiale particuli�re d�un sch�ma bas� sur le r�sidu proche de ceux pr�sent�s dans ���� �� 
pr�serve �galement la vorticit� $ compacte% en acoustique�

����� Sch�mas bas�s sur le r�sidu

D��nition

Un sch�ma bas� sur le r�sidu est un sch�ma dont la discr�tisation spatiale s�exprime en
fonction seulement d�une approximation consistante du r�sidu� Ce r�sidu peut 	tre le r�sidu
complet ou instationnaire &
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ou simplement le r�sidu � l��tat stationnaire &
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Sch�mas de LAX�WENDROFF�RICHTMYER et de LAX�WENDROFF�NI

�crits sous les formes ������ et ������� il est �vident que les sch�mas de Lax
Wendroff

Richtmyer et de Lax
Wendroff
Ni sont des sch�mas bas�s sur le r�sidu stationnaire� Ils
pr�sentent tous les deux la particularit� d�utiliser un op�rateur  appliqu� � la m	me approxi

mation consistante du r�sidu � la fois dans l�estimation consistante des �ux et dans la dissipation�
Il semble donc que cette particularit� soit un �l�ment d�terminant quant � la nature des sch�mas
pr�servant la vorticit��

Si le sch�ma de Lax
Wendroff
Richtmyer pr�sente un d�couplage entre les cellules d�in

dices �j�k��mod�� pairs ou impairs� le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni ne peut lui non plus 	tre
mis en #uvre dans l��tat et n�cessite l�ajout d�une viscosit� arti�cielle pour assurer la dissipation
d�oscillations parasites ���� �� � De plus� comme tous les sch�mas de type Lax
Wendroff� ces
sch�mas pr�sentent deux inconv�nients &

�� la solution d�un �coulement transsonique poss�de g�n�ralement une structure num�rique
de choc oscillante )

�� la solution d�un probl�me stationnaire d�pend du pas de temps utilis� pour atteindre l��tat
stationnaire�

D�autre part� comme beaucoup de sch�mas centr�s� les sch�mas de Lax
Wendroff
Richtmyer
et de Lax
Wendroff
Ni n�cessitent l�ajout d�une viscosit� arti�cielle pour 	tre appliqu� � des
calculs d��coulements a�rodynamiques r�gis par les �quations d�Euler� C�est � partir de ce
constat et pour pallier ces inconv�nients qu�a �t� construite par �tapes successives la famille de
sch�mas bas�s sur le r�sidu pr�sent�e dans la suite du m�moire�

Sch�ma de LAX�WENDROFF�LERAT

Les m�thodes centr�es� dont les sch�mas de type Lax
Wendroff� n�cessitent g�n�ralement
l�ajout de termes dissipatifs suppl�mentaires pour dissiper les instabilit�s num�riques� Une ex

ception est la m�thode implicite centr�e pr�sent�e par Lerat � Sid�s dans ��� �

Ce sch�ma de type Lax
Wendroff permet d�e"ectuer des calculs d��coulements transso

niques sans ajout de viscosit� arti�cielle� Il est inconditionnellement stable et dissipatif au sens
de Kreiss� Ces propri�t�s dissipatives sont obtenues en utilisant deux approximations distinctes
du r�sidu stationnaire suivant qu�elles interviennent dans l�estimation consistante des �ux ou
dans la dissipation� c�est
�
dire que le sch�ma est � deux pr�dicteurs� Sous forme conservative�
ce sch�ma s��crit &����������	
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o� p� et p� sont les deux pr�dicteurs calcul�s sur les faces de la cellule d�int�gration� Bien qu�il
ne n�cessite pas de viscosit� suppl�mentaire� la solution d�un probl�me stationnaire calcul�e avec
ce sch�ma� en particulier la structure num�rique des chocs� d�pend toujours du pas de temps
utilis��
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Sch�ma � pas de temps caract�ristique matriciel

Les �volutions et am�liorations apport�es � la m�thode implicite centr�e ������ ont conduit
au sch�ma � $pas de temps caract�ristique matriciel % propos� par Huang � Lerat ��� dont
la solution stationnaire est ind�pendante du pas de temps et dont les structures num�riques de
chocs stationnaires sont sans oscillations�

L�id�e consiste � associer dans un m	me sch�ma num�rique la pr�cision spatiale du sch�

ma ������ et les bonnes propri�t�s de capture de choc du sch�ma de Roe ��� � Cet objectif
est atteint en conservant la phase implicite et la discr�tisation spatiale du sch�ma ������ mais
en modi�ant les matrices de dissipation num�rique des sch�mas de type Lax
Wendroff� En
dimension deux� les matrices 
tA et 
tB sont alors remplac�es par les matrices 	x�� et 	y��

qui permettent de conserver une pr�cision d�ordre deux en plusieurs dimensions d�espace pour
des probl�mes stationnaires tout en introduisant un d�centrement du sch�ma en prenant en
compte les caract�ristiques de l��coulement� Le sch�ma conservatif propos� dans ��� s��crit &
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o� �� et �� les matrices de dissipation num�rique justi��es dans ��� sont d��nies par &

���	
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Ce sch�ma bas� sur le r�sidu stationnaire est r�ellement d�ordre deux pour une solution
stationnaire� En e"et pour une solution r�guli�re ind�pendante du temps on a &

f�w�x � g�w�y � � ������

et pour O�	x� � O�	y�� on obtient &
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en substituant ces termes par leurs expressions dans ������ on trouve &
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Contrairement au sch�ma de Lax
Wendroff initial� la solution stationnaire de ce sch�ma ne
d�pend pas du pas de temps�
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Sch�mas RBC

Les sch�mas rbc �pour residual�based compact� d�velopp�s par Lerat � Corre pour les
syst�mes hyperboliques de lois de conservation et les �quations de Navier
Stokes ���� �� sont
une extension des sch�mas � pas de temps caract�ristique matriciel� Les sch�mas rbc sont dits
compacts car ils permettent d�atteindre un ordre de pr�cision �lev�� ordre �� avec le m	me sup

port spatial que le sch�ma ������ d�ordre �� c�est
�
dire � trois points dans chaque direction� soit
�d points pour d dimensions d�espace� Ils peuvent aussi 	tre construits � des ordres sup�rieurs
en �largissant le support�

La pr�cision �lev�e de ces sch�mas n�est pas obtenue en corrigeant l�erreur de troncature sur
chaque d�riv�e d�espace suivant chaque direction mais en ajoutant des termes du second ordre
a�n d�exprimer l�erreur de troncature globale du sch�ma uniquement en fonction de d�riv�es du
r�sidu ���� �� � Par exemple le sch�ma rbc d�ordre � pour un syst�me hyperbolique de lois de
conservation s��crit &
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L�erreur de troncature de ce sch�ma sur un maillage cart�sien r�gulier de pas d�espace h est
donn�e par &
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rsxx �
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qui devient pour une solution stationnaire exacte &

� � O�h�� ������

Pendant la phase de convergence vers l��tat stationnaire� le sch�ma dissipatif est pr�cis � l�ordre ��
mais devient d�ordre � une fois l��tat stationnaire atteint� Comme nous le verrons par la suite�
il est aussi possible d�augmenter l�ordre de pr�cision temporelle des sch�mas rbc�
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Chapitre �� Sch�mas pr�servant la vorticit�

Sch�ma RBVs

L�approfondissement des travaux de Morton � Roe� c�est
�
dire la r��criture des deux
sch�mas pr�servant la vorticit� en acoustique pure� a mis en �vidence certaines propri�t�s des
sch�mas pr�servant la vorticit�� Les propri�t�s essentielles semblent &

�� un sch�ma pr�servant la vorticit� en acoustique pure est un sch�ma bas� sur le r�sidu� Ici
le r�sidu stationnaire su�t car la vorticit� est ind�pendante du temps�

�� un tel sch�ma ne doit utiliser qu�une seule approximation du r�sidu de mani�re � pouvoir
s��crire sous la forme

�
wn���wn

�t

�
� �rs� � ��

�� le support spatial de ce r�sidu discret doit co'ncider avec le support de la vorticit� discr�te
pr�serv�e par le sch�ma�

Il n�y a pas obligation qu�un sch�ma soit de type Lax
Wendroff pour qu�il pr�serve la
vorticit�� ! partir de ce constat� on applique au sch�ma de Lax
Wendroff
Ni les modi�ca

tions qui ont permis de passer du sch�ma de Lax
Wendroff
Lerat au sch�ma � pas de temps
caract�ristique matriciel� Nous appellerons par la suite sch�ma rbvs le sch�ma bas� sur le r�

sidu stationnaire pr�servant la vorticit� $ compacte % en acoustique pure� Ce sch�ma reprend
la discr�tisation spatiale du sch�ma lwn � laquelle sont associ�es les matrices de dissipation
num�rique des sch�mas rbc� Il peut s��crire sous la forme &
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Comme pour les sch�mas rbc� une solution stationnaire calcul�e avec ce sch�ma est ind�

pendante du pas de temps utilis�� Par contre� comme pour le sch�ma lwn� l�utilisation d�une
seule approximation consistante du r�sidu stationnaire ne permet pas au sch�ma de dissiper les
plus courtes longueurs d�onde pour les �coulements diagonaux�

Pour pouvoir appliquer ce sch�ma aux �quations de l�acoustique pure et prendre en compte
une valeur propre identiquement nulle� on doit modi�er l�g�rement les fonctions ��i� et �i�

intervenant dans les matrices de dissipation num�rique d��nies par ������� En e"et� le sch�ma
� pas de temps caract�ristique matriciel ������ est pr�sent� tel qu�il a �t� propos� et justi��
dans ��� pour les �quations d�Euler� Pour les �quations de l�acoustique pure� le minimum des
valeurs propres est nul� Il intervient au d�nominateur dans les fonctions de dissipation ce qui
conduit � ���� � ���� � ��� � ��� � � et � une ind�termination pour ���� et ���� On prend
alors &
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���� Sch�mas pr�servant la vorticit� en acoustique pure

En posant h � min�	x� 	y�� on obtient &�	
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On peut v�ri�er que le sch�ma rbvs pr�serve la vorticit� en acoustique en appliquant
l�op�rateur ����

�x � la �e composante de ������ et en soustrayant l�op�rateur ����
�y appliqu� �

la �e composante de ������� On trouve &�
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En utilisant les relations ������� ������ et ������ on obtient �nalement &
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Ce r�sultat th�orique a �t� v�ri�� dans ��� pour des conditions initiales correspondant � un
tourbillon de Lamb stationnaire pour les �quations de l�acoustique ��d et ��d� Il a �galement
�t� observ� que ce sch�ma ne dissipe pas une condition initiale correspondant � un tourbillon
stationnaire pour les �quations d�Euler� Par contre� l��tude ��� a mis en relief la perte de cette
propri�t� lorsque le sch�ma est appliqu� au transport d�un tourbillon par un �coulement moyen�
Une comparaison avec le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni montre que ce dernier ne conserve pas
non plus les tourbillons pour des probl�mes d�advection�

Les causes de non conservation des tourbillons pendant leur transport par le sch�ma rbvs
n�ont pas �t� analys�es � l��poque car l�objectif �x� �tait d��valuer les propri�t�s de ce nou

veau sch�ma sur des tourbillons tridimensionnels stationnaires pour l�acoustique et les �quations
d�Euler�

L�analyse de l��quation de transport de la vorticit� discr�te calcul�e par le sch�ma rbvs
pour l�acoustique avec advection et sa comparaison avec celle du sch�ma de Lax
Wendroff

Ni constituent le point de d�part du travail e"ectu� pendant la th�se� Elle doit permettre la
compr�hension des ph�nom�nes mis en jeu dans la dissipation de la vorticit� par ces sch�mas
num�riques pour les probl�mes d�advection de tourbillons�
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��� Sch�mas pr�servant la vorticit� en acoustique avec
advection

Contrairement au cas de l�acoustique pure o� le champ de vorticit� ne d�pend pas du temps�
on ne peut esp�rer r�soudre exactement l��quation de transport de la vorticit� pour l�acoustique
avec advection� On considerera donc par la suite qu�un sch�ma num�rique $ pr�serve% la vor

ticit� pour l�acoustique avec advection si le champ de vorticit� discr�te $ compacte% calcul� �
partir de la solution du sch�ma est une approximation consistante non dissipative de l��quation
de transport de la vorticit� �������

����� Transport de la vorticit� par le sch�ma RBVs

L��quation discr�te de la vorticit� $ compacte% calcul�e par le sch�ma rbvs ������ lorsqu�il
est appliqu� aux �quations de l�acoustique avec advection est obtenue en appliquant l�op�rateur
discret ����

�x de d�rivation suivant x � la troisi�me composante du sch�ma et en lui soustrayant
l�op�rateur discret ����

�y de d�rivation suivant y appliqu� � la deuxi�me composante�

L��quation discr�te sur la vorticit� $ compacte% calcul�e par le sch�ma rbvs ������ est &
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Le membre de gauche de l��quation ������ est une approximation consistante de la d�riv�e
convective de la vorticit�� Le membre de droite correspond au terme d�erreur sur le transport
de la vorticit� calcul� par le sch�ma bas� sur le r�sidu stationnaire� On v�ri�e facilement que le
membre de droite� c�est
�
dire le scalaire E	� �rs s�annule pour le cas particulier �U�� V�� � ��� ��
correspondant � l�acoustique pure�

En pr�sence d�un �coulement uniforme� ce produit scalaire ne s�annule plus et est directement
proportionnel � la composante stationnaire �ou spatiale� du r�sidu instationnaire �ou complet� &
plus l��coulement est instationnaire� plus l�erreur du sch�ma sur le transport de la vorticit� est
importante�

L�utilisation de la version totalement implicite du sch�ma ������ ne modi�e pas fondamen

talement l��quation discr�te d�advection de la vorticit� $ compacte % pour les �quations de
l�acoustique avec advection� Simplement� l�utilisation de pas de temps plus grands augmente la
valeur du terme d�erreur� La relation obtenue pour le sch�ma implicite est &
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���� Sch�mas pr�servant la vorticit� en acoustique avec advection

����� Transport de la vorticit� par le sch�ma de Lax
Wendro�
Ni

Bien qu�il soit bas� sur le r�sidu stationnaire� le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni est pr�cis
� l�ordre � en temps� L��quation discr�te sur la vorticit� $ compacte % calcul�e par le sch�ma
lwn ������ lorsqu�il est appliqu� aux �quations de l�acoustique avec advection est calcul�e de
fa�on identique au paragraphe pr�c�dent� L��quation discr�te de transport de la vorticit� est
grandement simpli��e du fait de l�utilisation des matrices jacobiennes des �ux dans la dissipa

tion num�rique du sch�ma�

L��quation discr�te sur la vorticit� $ compacte% calcul�e par le sch�ma lwn ������ est &
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Le membre de gauche de l��quation ������ est une approximation consistante de la d�riv�e
convective de la vorticit�� Le membre de droite correspond au terme d�erreur sur le transport de
la vorticit� calcul� par le sch�ma lwn� Comme pour le sch�ma rbvs on v�ri�e facilement que le
membre de droite s�annule pour le cas particulier �U�� V�� � ��� �� correspondant � l�acoustique
pure�

En pr�sence d�un �coulement uniforme� le membre de droite de l��quation ������ ne s�annule
plus et dissipe la vorticit� dans son transport� Pourtant des essais num�riques ��� d�advection
de tourbillons pour les �quations de l�acoustique avec advection montrent que le sch�ma de lwn
dissipe moins les tourbillons convect�s que le sch�ma rbvs� L�explication tient � la pr�cision
temporelle des sch�mas� le sch�ma lwn est pr�cis � l�ordre � en temps alors que le sch�ma rbvs
n�est pr�cis qu�� l�ordre ��

����� Propositions pour am�liorer le transport de la vorticit�

Les �quations ������ et ������ de transport de la vorticit� $ compacte % discr�te calcul�e
par les sch�mas rbvs et lwn nous indiquent clairement la marche � suivre pour am�liorer
le transport de la vorticit� num�rique� Le sch�ma que nous allons proposer doit satisfaire les
conditions suivantes &

�� faire tendre vers z�ro le membre de droite de l��quation ������ a�n de rendre l��quation
de transport de la vorticit� $ compacte % discr�te non dissipative� Cet objectif peut 	tre
atteint en rempla�ant l�approximation consistante du r�sidu stationnaire qui intervient
dans le produit scalaire E	� �rs par une approximation consistante du r�sidu instationnaire
ou complet quel que soit l�ordre de pr�cision temporelle de cette approximation )

�� augmenter la pr�cision temporelle globale du sch�ma bas� sur le r�sidu pour avoir un
sch�ma d�ordre � en temps� La m�thode g�n�ralement mise en #uvre pour �lever la pr�ci

sion temporelle des sch�mas rbc fait intervenir le r�sidu instationnaire ���� ��� �� � Cette
am�lioration doit aussi participer � la r�alisation de l�objectif pr�c�dent )

�� conserver une discr�tisation de type monopr�dicteur� c�est
�
dire qu�une unique approxima

tion consistante du r�sidu intervient dans la discr�tisation des �quations� a�n de conserver
un sch�ma qui puisse s��crire avec une formulation de type �r � � avec �r le r�sidu complet�
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Remarque

Il n�a pas �t� envisag� de modi�er l�op�rateur vectoriel discret E	 qui intervient dans le
membre de droite� Cet op�rateur d�pend � la fois des matrices de dissipation num�rique propres
aux sch�mas de type rbc et de la discr�tisation spatiale du sch�ma qui permet la pr�servation
de la vorticit� en acoustique pure�

����� Sch�ma pr�servant la vorticit�

Nous appellerons sch�ma rbv �Residual�Based Vorticity preserving� le sch�ma bas� sur le r�

sidu pr�sent� dans ce paragraphe qui satisfait les propositions �mises pour am�liorer le transport
de la vorticit� pour les �quations de l�acoustique avec advection� L�augmentation de la pr�cision
temporelle est obtenue en appliquant les matrices de dissipation num�rique du sch�ma � l�ap

proximation consistante du r�sidu complet au lieu du r�sidu stationnaire� Cette op�ration a pour
cons�quence de rendre le sch�ma implicite ���� ��� �� � La convergence vers l��tat instationnaire
au temps tn�� � tn � 
t est atteinte au moyen d�une m�thode de pas de temps dual qui sera
pr�sent�e plus loin dans l�expos��

Le sch�ma rbv s��crit en formulation �r � � &
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La discr�tisation temporelle classique � trois niveaux de temps� d�nomm�e parfois sch�ma
de Gear� qui intervient dans l��valuation du r�sidu complet au n#ud du maillage d�indices
j� �

� � k�
�
� o"re une approximation � l�ordre � de la d�riv�e temporelle au temps tn��� Le r�sidu

instationnaire� ou le pr�dicteur� qui est calcul� lui aussi aux n#uds du maillage est donc pr�cis
� l�ordre � en temps et en espace� Le sch�ma rbv approche donc les �quations de l�acoustique
avec advection avec une pr�cision d�ordre ��

L��quation discr�te sur la vorticit� $ compacte% calcul�e par le sch�ma rbv ������ est &
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Le membre de gauche de l��quation discr�te de transport de la vorticit� num�rique est une
approximation � l�ordre � en temps et en espace de la d�riv�e convective de la vorticit� continue�
Le membre de droite de l��quation ������ est proportionnel au r�sidu complet �r et s�annule avec
lui� Le sch�ma rbv pr�serve donc la vorticit� compacte pour la solution �r � � de �������
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���� Conclusion

��� Conclusion

Les syst�mes d��quations hyperboliques sur lesquels porte l��tude sur les sch�mas pr�ser

vant la vorticit� sont & les �quations d�Euler� les �quations de l�acoustique avec advection et les
�quations de l�acoustique pure� Ces trois syst�mes d��quations combinent des ph�nom�nes de
propagation d�onde et l�existence de vorticit��

La voie de recherche initi�e par Morton � Roe� la d��nition de la vorticit� discr�te qu�ils
proposent ainsi que les r�sultats th�oriques qu�ils obtiennent sont rappel�s� en particulier la
stricte pr�servation de la vorticit� par le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni pour les �quations de
l�acoustique pure� Une �tude dirig�e par Lerat a montr� qu�un sch�ma particulier bas� sur le
r�sidu pr�serve aussi exactement la vorticit� en acoustique pure� Une synth�se pr�sente l�origine
de cette classe de sch�mas et leurs similitudes avec les sch�mas de type Lax
Wendroff et Roe�

Une �tude th�orique de l��quation de transport de la vorticit� pour les �quations de l�acous

tique avec advection montre que les sch�mas propos�s jusqu�ici ne pr�servent pas la vorticit�
pendant son transport� L�analyse des �quations de transport de la vorticit� discr�te par les
sch�mas de Lax
Wendroff
Ni et le sch�ma particulier bas� sur le r�sidu permet de d��nir
les conditions que doit satisfaire un sch�ma num�rique pour pr�server la vorticit� discr�te en
acoustique avec advection� Le sch�ma rbv� pour $ Residual Based Vorticity preserving %� est
propos�� le champ de vorticit� discret de la solution de ce nouveau sch�ma est une approximation
consistante non dissipative de l��quation de transport de la vorticit� exacte�
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Analyse des propri�t�s du sch�ma

RBV
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���� Introduction

��� Introduction

Le sch�ma rbv pr�sent� au chapitre pr�c�dant a �t� d�termin� � partir de consid�rations sur
la pr�servation de la vorticit� en acoustique avec advection� Les propri�t�s de ce nouveau sch�ma
doivent 	tre analys�es avant son application� Nous �tudierons en premier lieu les propri�t�s de
stabilit� et de dissipation du sch�ma rbv� celles
ci conditionnent fortement sa mise en #uvre�
D�autre part� le sch�ma rbv est totalement implicite en temps� nous proposerons donc dans
une deuxi�me partie une m�thode de r�solution du sch�ma� Nous �tudierons ensuite la pr�cision
du sch�ma avec la m�thode dite du $ syst�me �quivalent%� puis avec une analyse de Fourier�
En�n� nous appliquerons le sch�ma � des calculs d�advection de tourbillons pour les �quations
d�Euler�

��� Analyse de stabilit� du sch�ma RBV

L��tude de stabilit� du sch�ma rbv fait appel � une analyse de type VonNeumann classique�
On consid�re le sch�ma appliqu� � une �quation lin�aire scalaire avec les fonctions de �ux
f�w� � aw et g�w� � bw et les notations �a � a�t

�x et �b � b�t
�x � Pour un syst�me d��quations

lin�aires� les matrices de dissipation num�rique des sch�mas bas�s sur le r�sidu sont donn�es par
les relations �� � sgn�a�min��� �yjaj�xjbj � et �� � sgn�b�min��� �xjbj�yjaj�� On rappelle les symboles de
Fourier de quelques op�rateurs discrets &
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o� � et � sont les variables de Fourier �nombres d�onde r�duits dans chaque direction�� Le
sch�ma rbv appliqu� � une �quation lin�aire scalaire s��crit &
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Sa transform�e de Fourier est alors &
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En multipliant par deux puis en introduisant le facteur d�ampli�cation g d��ni par �wn�� � g �wn�
on obtient &
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Le facteur d�ampli�cation g du sch�ma rbv est une des racines du polyn�me &
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avec &

����������������	
���������������


�� �
�

�


�cos��� � ���cos��� � ��� i sin����cos��� � ���� � i sin����cos��� � ����

�

�


sin��� sin���

�
��

�b��� �a
�
� �cos���� ���cos��� � ���� �a

��cos���� ���cos��� � ����
�b� i

�
sin����cos��� � �� �a� sin����cos��� � ���b

� �

�� � �

�cos��� � ���cos��� � ��� i sin����cos��� � ���� � i sin����cos��� � ����

�

�� �
�

�


�cos��� � ���cos��� � ��� i sin����cos��� � ���� � i sin����cos��� � ����

�

�����

Plus pr�cis�ment� le facteur d�ampli�cation g��� �� est la racine qui v�ri�e la condition de
consistance� c�est � dire g��� �� � �� Une sp�ci�cit� du sch�ma rbv est que le facteur d�ampli�

cation g n�est pas d��ni pour les couples de nombres d�onde r�duits ��������

Le module de g pour une advection diagonale �a � b� pour deux nombres cfl est pr�sent�
Fig� ���� La premi�re observation que l�on peut faire tient � la pr�sence d�une zone de faible
instabilit� o� l�on observe que jgj � �� Une �tude param�trique sur le nombre j �aj � j�bj montre
que cette zone de faible instabilit� dispara�t pour j �aj � ��� La valeur maximale du module de g
est observ�e pour j �aj � � avec max jgj � �� ��� La pr�sence de cette r�gion de faible instabilit�
n�est pas � mettre sur le compte de la discr�tisation de type monopr�dicteur du sch�ma rbv� En
e"et� de telles r�gions o� jgj est l�g�rement sup�rieur � � ont �galement �t� observ�es pour un
sch�ma rbv � deux pr�dicteurs pr�cis � l�ordre � en espace et � l�ordre � en temps sans que cela
pose de probl�mes pour la simulation des �quations de Navier
Stokes compressibles �voir ��� 
p� ���
�����

�




���� Analyse de stabilit� du sch�ma rbv

M	me si le facteur d�ampli�cation g du sch�ma rbv n�est pas d��ni pour les couples de
nombres d�onde r�duits �������� on observe clairement sur la �gure ����� que la limite de jgj
tend vers z�ro pour les nombres d�onde r�duits � � �� et � � �� correspondant aux plus courtes
longueurs d�onde dans les directions diagonales� � l�exception de la droite �� � � �� Cependant�
m	me si le chemin suivi pour atteindre la limite passe par la droite � � � � �� on observe que
la limite de jgj est strictement inf�rieure � �� Ce comportement du facteur d�ampli�cation du
sch�ma rbv est inattendu pour un sch�ma � un pr�dicteur a priori peu dissipatif� En e"et� le
sch�ma rbv � une discr�tisation spatiale proche des sch�mas de Lax
Wendroff
Ni et rbvs�
Or ces deux sch�mas sont stables mais non dissipatifs au sens de Kreiss� en particulier� leurs
facteurs d�ampli�cation valent identiquement � pour ��� �� � ������� dans le cas d��coule

ments diagonaux �que ces sch�mas soient explicites ou implicites�� ! l�inverse� le sch�ma rbv
est th�oriquement instable puisqu�il existe des couples de nombres d�onde r�duits pour lesquels
jgj � �� mais il dissipe les plus courtes longueurs d�onde quelque soit la direction de l��coule

ment puisque le module de g tend vers une valeur strictement inf�rieure � � pour les couples de
nombres d�onde r�duits appartenant � f��� �� � R�R�� � �� � � ���� �	g� f��� �� � R�R�� �
��� � � ���� �	g�f��� ��� R�R�� �� ���� �	� � � �g�f��� ��� R�R�� �� ���� �	� � � ��g�
L�origine de cette propri�t� doit 	tre �tudi�e�
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Fig� ��� 
 Isovaleurs du module du facteur d�ampli�cation du sch�ma rbv�
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��� Origine des propri�t�s dissipatives du sch�ma RBV

Le sch�ma rbv a le m	me support spatial que le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni ������ et
que le sch�ma rbvs ������� Or il est bien connu que les sch�mas � un pr�dicteur pr�sentent un
d�faut de dissipation pour les plus courtes longueurs d�onde� en particulier les sch�mas de Lax

Wendroff
Ni et rbvs ont comme propri�t� jgj � � pour ��� �� � �������� ce qui explique
qu�il faille leur adjoindre une viscosit� arti�cielle pour les mettre en #uvre ���� ��� �� �

Rappelons �galement que si un sch�ma explicite ne dissipe pas les plus courtes longueurs
d�ondes� son implicitation ne modi�e pas cette propri�t�� V�ri�ons le pour le sch�ma rbvs �������
En utilisant les notations habituelles 
wn � wn�� � wn� �� � 	x�
t� �� � 	y�
t� h�� h� les
�ux num�riques dans les directions j et k� le sch�ma explicite ������ peut s��crire &
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La version totalement implicite de ce sch�ma s��crit &


wn
j�k � ��Kwn���j�k �����

Elle est de la forme &
�H
wn�j�k � � �Kwn�j�k �����

avec ici &
H � Id� K ������

o� Id d�signe l�op�rateur identit��

Appliquons maintenant le sch�ma � une �quation lin�aire scalaire� Les op�rateurs K et H
deviennent lin�aires et� en notant K et H leurs symboles de Fourier respectifs� le facteur
d�ampli�cation du sch�ma s��crit &

g �
H �K

H
�

�

� �K
������

Rappelons que pour le sch�ma rbvs ������ le symbole de Fourier K de l�op�rateur explicite K
est donn�e par &

K �
�

�


sin��� sin���

�
��

�b��� �a
�
� �cos���� ���cos��� � ���� �a

��cos���� ���cos��� � ����
�b� i

�
sin����cos��� � �� �a� sin����cos��� � ���b

� �
������

et que le facteur d�ampli�cation du sch�ma explicite vaut &

g � ��K ������
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Nous retrouvons bien la propri�t� de stabilit� inconditionnelle des sch�mas implicites ��
savoir jgj � � pour tous ��� �� �a� �b��� Par contre� si le sch�ma explicite n�est pas dissipatif
au sens de Kreiss alors le sch�ma implicite correspondant n�est pas non plus dissipatif au
sens de Kreiss �en e"et� si K s�annule en �������� on retrouve pour le sch�ma implicite
jg�� � ��� � � ���j � ���

Trois caract�ristiques essentielles distinguent le sch�ma rbv de la version implicite du sch�ma
rbvs ������ &

�� l�op�rateur de di"�rentiation temporelle du sch�ma rbv est moyenn� en espace par l�op�

rateur discret 
��


�
� )

�� l�op�rateur de di"�rentiation temporelle du sch�ma rbv utilise trois niveaux de temps
rwn�� � ��wn�� � �wn � wn����� )

�� la d�riv�e de temps intervient dans la partie dissipative du sch�ma �utilisation du r�sidu
complet�� ce qui assure l�ordre � en temps du sch�ma rbv�

La question se pose alors de d�terminer laquelle ou lesquelles de ces caract�ristiques am�

liorent fondamentalement les propri�t�s dissipatives du sch�ma rbv� Pour r�pondre � cette ques

tion nous proposons d��tudier une suite de sch�mas permettant de passer du sch�ma rbc ������
au sch�ma rbv en passant successivement par les trois �tapes que nous venons d��num�rer�

����� In�uence de la moyenne spatiale de l�incr�ment temporel

Le premier sch�ma que nous consid�rons est la version implicite du sch�ma rbvs ������
sur lequel on e"ectue une moyenne spatiale des termes de discr�tisation temporelle� Le sch�ma
r�sultant de cette modi�cation s��crit &����������	
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Nous avons vu que pour un sch�ma classique� l�op�rateur implicite s��crit formellement H �
Id � K� Si on int�gre maintenant dans la phase implicite les pond�rations spatiales dues �
l�op�rateur 
��


�
� appliqu� � 
wn

j�k� l�op�rateur implicite devient &

H � 
��

�
� �K ������

o� K est l�op�rateur de la phase explicite telle qu�elle a �t� d��nie au paragraphe pr�c�dent� Le
symbole de Fourier de cet op�rateur implicite est &

H �
�

�
�cos��� � ���cos��� � �� �K ������

Le facteur d�ampli�cation g du sch�ma devient &

g �
�cos��� � ���cos��� � ��

�cos��� � ���cos��� � �� � �K
������

Pour ��� �� � �������� K est toujours identiquement nul� Par contre g n�est plus d��ni puisque
�cos��� � ���cos��� � �� s�annule �galement pour ces valeurs de � et �� Les instabilit�s que

��



Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

l�on observe avec les sch�mas monopr�dicteurs classiques se produisent pour les plus courtes
longueurs d�onde pour des advections diagonales� Nous nous pla�ons donc dans le cas d�une
advection diagonale� soit �a � �b� �� � � et �� � �� Sous ces hypoth�ses� le facteur d�ampli�cation
g��� �� se simpli�e en &������������	
�����������
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Sur la droite d��quation � � ��� g se simpli�e pour donner &�����	
����
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On remarque que K est identiquement nul quel que soit �� on en d�duit que g vaut identiquement
� en tout point de cette droite et par cons�quent &

lim
����
j�j��

jg��� ��j� � ������

Sur toute autre droite � � �� avec � 	� ��� les changements de variables � � � � x et
� � � � y nous permettent d�e"ectuer un d�veloppement limit� de l��quation de g au voisinage
de �� � �� � � ��� Ce changement de variables nous donne &�

cos��� � � cos�x�
sin��� � sin�x�

et lim
���
���

jg��� ��j� lim
x��
y��

jg�x� y�j ������

g est maintenant donn� par les relations &�������������	
������������
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en rempla�ant H par son expression� et en se pla�ant sur une droite d��quation y � �x� � 	� ���
la fonction donnant la valeur du module de g devient &
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! param�tre � �x�� cette fonction admet pour d�veloppement limit� en x au voisinage de z�ro &

jgj � �

�

��

j �aj��� ���
x� �O�x�� ������

Si � 	� �� alors limy��x
x��

jgj � � quel que soit le chemin par lequel on fait tendre ��� �� vers ��� ��
� l�exception de la droite � � ��� Ce comportement du module du facteur d�ampli�cation est
v�ri�� num�riquement et illustr� Fig� ���� On voit bien que pour � � ��� c�est
�
dire sur la
droite d��quation � � ��� le module de g vaut identiquement �� Par contre� le module de g est
nul au voisinage des couples de nombres d�onde ��� �� � ��� �� et ��� �� � ��������
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Fig� ��� 
 Isovaleurs du module du facteur d�ampli�cation du sch�ma rbc pr�servant la vorticit�
pour les �coulements stationnaires modi�� avec moyenne spatiale de l�op�rateur de di��rentiation
temporelle�

Conclusion sur la moyenne spatiale

L�op�rateur de moyenne spatiale 
��

�
� appliqu� aux termes de discr�tisation a une in�uence

majeure sur le module du facteur d�ampli�cation des sch�mas implicites sauf pour les ondes
telles que � � ���
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����� Ajout de l�incr�ment temporel  trois niveaux de temps

Le deuxi�me sch�ma que nous consid�rons est une modi�cation du sch�ma ������ dans lequel
on remplace l�incr�ment � deux niveaux de temps par un incr�ment � trois niveaux de temps qui
approche une d�riv�e temporelle � l�ordre � au temps tn��� Le sch�ma r�sultant de cette modi�

cation n�o"re pas une pr�cision temporelle � l�ordre � puisque c�est encore le r�sidu stationnaire
et non le r�sidu complet qui intervient dans la dissipation num�rique� Ce sch�ma s��crit &
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Appliqu� � un syst�me d��quations lin�aires scalaires� il devient &
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Une transformation de Fourier et les m	mes op�rations que pour le sch�ma rbv nous donnent &
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�cos��� � ���cos��� � ��

�
�g� � �g � �

�
�


sin��� sin���

�
��

�b� �� �a
�
� �cos���� ���cos��� � ���� �a� �cos���� ���cos��� � ����

�b

�i
�
sin����cos��� � �� �a� sin����cos��� � ���b

� �
g� � �

������
Le facteur d�ampli�cation g de ce sch�ma est la racine qui v�ri�e la condition de consistance
g��� �� � � du polyn�me ��g� � ��g � �� � � avec &
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Dans le cas d�une advection diagonale �cf� Fig� ����� le calcul num�rique du facteur d�am


pli�cation montre que toutes les ondes sont dissip�es� Dans ce cas� le sch�ma appara�t dissipatif
au sens de Kreiss�

Conclusion sur l�incr�ment total

L�utilisation d�un incr�ment temporel � trois niveaux de temps coupl� � une moyenne spatiale
de cette incr�ment conf�re d�excellentes propri�t�s dissipatives au sch�ma implicite�
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Fig� ��� 
 Isovaleurs du module du facteur d�ampli�cation du sch�ma rbc pr�servant la vorticit�
pour les �coulements stationnaires modi�� avec moyenne spatiale de l�op�rateur de di��rentiation
temporelle � trois niveaux de temps�

����� Ajout du r�sidu complet dans la dissipation num�rique

Il ne reste plus qu�� introduire les termes instationnaires dans la dissipation du sch�ma ������
pour aboutir � l�expression du sch�ma rbv� Cette op�ration a pour e"et de rendre le sch�ma
moins dissipatif suivant la direction de l�advection sans modi�er ses propri�t�s dissipatives pour
les plus grands nombres d�onde r�duits �cf� Fig� ����� Elle fait aussi appara�tre un l�g�re zone
d�instabilit� dans le milieu du spectre mais est indispensable pour garantir la pr�cision d�ordre �
en temps du sch�ma� Cette instabilit� disparait pour des cfl sup�rieurs � ���

Conclusion

Les caract�ristiques qui am�liorent fondamentalement les propri�t�s dissipatives du sch�ma
rbv sont la moyenne spatiale de l�incr�ment temporel et l�utilisation de l�incr�ment temporel
� trois niveaux de temps� Plus pr�cis�ment� c�est la moyenne spatiale de l�incr�ment temporel
� trois niveaux de temps qui modi�e en profondeur les propri�t�s dissipatives du sch�ma rbv�
L�utilisation du r�sidu complet dans la dissipation num�rique r�duit un peu les e"ets dissipatifs
et assure l�ordre deux en temps�
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��� R�solution du sch�ma RBV

La m�thode utilis�e pour r�soudre la phase implicite non lin�aire du sch�ma rbv repose
sur une technique dite de $ pas de temps dual % ou dts �pour Dual Time Stepping� parfois
appel�e m�thode de pas de temps �ctif� Cette technique a �t� propos�e pour la premi�re fois par
Peyret ��� et d�velopp�e dans ���� ��� �� pour la r�solution d��coulements incompressibles�
Elle a ensuite �t� adapt�e par Jameson ��� pour la r�solution d��coulements compressibles�
L�utilisation d�une m�thode de pas de temps dual pour augmenter la pr�cision temporelle des
sch�mas de type rbc a initialement �t� propos�e par Lerat � Corre ��� � �tudi�e dans la
th�se de Hanss ��� et publi�e dans ��� �

����� Formulation en pas de temps dual

La formulation en pas de temps dual du sch�ma rbv pr�sent�e dans ce paragraphe s�inspire
largement des travaux ���� �� � les notations et la pr�sentation sont toutefois di"�rentes de ma

ni�re � prendre en compte la formulation ��r� � � du sch�ma rbv�

On cherche w solution de wt�f�w�x�g�w�y � � comme solution stationnaire d�un probl�me
d��volution par rapport � un temps dual � &

w� � wt � f�w�x � g�w�y � � ������

En pratique on cherche � calculer la solution au temps physique tn�� � �n���
t comme l��tat
stationnaire du probl�me ������� Pour atteindre cet �tat stationnaire� on utilise une m�thode de
sous
it�rations sur le temps �ctif� La notation wn�m d�signe la valeur w au temps �ctif m
� dans
le processus de convergence vers l��tat stationnaire partant de l��tat initial wn� La valeur wn�m

est a"ect�e � wn�� lorsque la convergence en temps �ctif est atteinte� en th�orie lorsque m�
�
Bien �videmment on cherche en pratique � minimiser le nombre d�it�rations m pour atteindre
l��tat stationnaire en temps �ctif� c�est
�
dire w� � �� Une m�thode e�cace requiert l�utilisation
d�un sch�ma implicite en temps �ctif pour garantir une convergence rapide� En introduisant la
notation 
wn�m � wn�m�� � wn�m� le sch�ma implicite en temps �ctif de la formulation �r � �
du sch�ma rbv s��crit &
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���� R�solution du sch�ma rbv

����� Phase implicite sur le pas de temps dual

Une lin�arisation des �ux donne la phase implicite compl�te � � points d�espace du sch�ma
en pas de temps dual ������� Le solveur direct du sch�ma est alors &�
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On pose � � ���
��t � �A � ��A

�x � �B � ��B
�y � et on utilise les �galit�s 
�� � �I� 	������ 
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pour �crire la phase implicite sous la forme &�
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De m	me que pour les sch�mas rbc mis en #uvre pour les calculs d��coulements station


naires� la m�thode de r�solution de la phase implicite est une m�thode it�rative de relaxation
par lignes de type Gauss
Seidel � balayage sym�trique suivant les lignes horizontales puis ver

ticales �hvlgs � deux balayages�� Il a �t� montr� par Corre ���� �� que cette m�thode de
relaxation o"re l�e�cacit� optimale �rapport co*t de calcul 
 vitesse de convergence� pour une
phase implicite � � points� La phase implicite simpli��e � � points du sch�ma ������ devient &�
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Rappelons que la stabilit� et la convergence des algorithmes de relaxation d�pendent de
fa�on d�terminante du caract�re dominant diagonal de la matrice tridigonale � inverser� c�est
pourquoi on reprend les choix e"ectu�s et justi��s dans ��� de ne conserver que la contribution
sur la diagonale des op�rateurs discrets appliqu�s � � et de remplacer dans la phase implicite
les matrices de dissipation des sch�mas rbc �� et �� par les matrices signes des moyennes de
Roe des matrices jacobiennes des �ux sgn�AR� et sgn�BR��

La phase implicite r�solue en pratique est �nalement &
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����� Analyse de stabilit� en temps dual

Seuls les termes aux niveaux temporels n�m et n�m � � interviennent dans l�analyse de
stabilit� du sch�ma implicite en pas de temps dual� Le sch�ma peut alors s��crire formellement &

H
wn�m � �Kwn�m ������

Pour e"ectuer une analyse de Von Neumann du sch�ma en pas de temps dual� on introduit le
mode wn�m

j�k � �wn�meij�eik� et on suppose les �ux lin�aires de la forme f�w� � aw� g�w� � bw�
Soient K et H les transform�es de Fourier des op�rateurs explicite et implicite du sch�ma� le
facteur d�ampli�cation g du sch�ma en pas de temps dual est donn� par &
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Le facteur d�ampli�cation g du sch�ma en pas de temps dual d�pend du param�tre � � ���

��t

et des nombres cfl sur le temps dual �a � a��
�x et �b � b��

�y � On voit imm�diatement que pour
les couples de nombres d�onde r�duits critiques ��� �� � �������� la transform�e de Fourier
K de l�op�rateur explicite s�annule alors que celle de l�op�rateur implicite simpli�� H utilis� sur
le pas de temps dual reste strictement positive ce qui implique jg�������j� �� Nous avons vu
au paragraphe ��� que le solveur direct du sch�ma rbv dissipe les courtes longueurs d�ondes�
L��quation ������ montre que le sch�ma en pas de temps dual mis en #uvre pour approcher
le solveur direct perd cette propri�t�� ce que l�on peut observer Fig� ��� o� dans le cas d�une
advection suivant une diagonale du maillage avec a � � et b � �� le module de g prend pour
valeur � pour les couples de nombres d�onde r�duits critiques ��� �� � ������� quelles que soient
les valeurs de � et des nombres cfl en temps dual �a et �b�

Pour esp�rer retrouver les propri�t�s de dissipation du solveur direct� il faudrait que la
transform�e de Fourier de la phase implicite en pas de temps dual s�annule pour les plus
courtes longueurs d�onde� que la limite de K

H pour � � �� et � � �� soit d��nie et que le
module de

�
�� lim K

H

�
soit strictement inf�rieur � �� Des pistes de recherche allant dans ce

sens ont �t� explor�es pendant la th�se� sans aboutir� Une autre m�thode doit donc 	tre utilis�e
pour stabiliser le sch�ma de r�solution sur le pas de temps dual quand cela s�av�re n�cessaire et
assurer la convergence vers l��tat physique � l�instant tn���
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Fig� ��� 
 Isovaleurs du module du facteur d�ampli�cation du sch�ma de r�solution en pas de
temps dual du sch�ma rbv pour une advection diagonale�

����� Filtrage de la solution en pas de temps dual

L�ajout d�une viscosit� arti�cielle classique aurait pu 	tre envisag� pour amortir les insta

bilit�s num�riques pouvant d�stabiliser le calcul pendant l��tape de r�solution en temps �ctif
du sch�ma rbv� Cette m�thode fait intervenir des coe�cients dont la valeur d�pend du type
d��coulement calcul� et induit donc un calibrage de la m�thode par l�utilisateur� De plus� elle
est mal adapt�e � la formulation de type �r � � du sch�ma rbv et n�a donc pas �t� retenue�

La m�thode propos�e pour rendre dissipatif le sch�ma de r�solution en pas de temps dual
repose sur l�utilisation de �ltres spatiaux qui dissipent les hautes fr�quences� La possibilit� d�ap

pliquer des �ltres d�ordre de pr�cision �lev� doit permettre de ne pas alt�rer la qualit� de la
solution du sch�ma rbv tout en apportant la dissipation qui manque � la phase implicite du
sch�ma de r�solution sur le pas de temps dual�

Les �ltres spatiaux utilis�s en simulation num�rique des �coulements et en a�roacoustique
ont pour r�le de dissiper les instabilit�s aux hautes fr�quences� ce sont donc des �ltres passe

bas� Appliquer un �ltre F � une variable � continue suivant chaque direction d�espace revient �
e"ectuer un produit de convolution de cette variable � par une fonction F � support compact
telle que F ��� � F � �� Il s�agit donc de pond�rer la fonction � par la fonction F � Dans le cas
d�une variable � valeurs discr�tes sur un maillage cart�sien r�gulier� un �ltre peut 	tre assimil�
� la discr�tisation d�un produit de convolution�

Dans la pratique� un �ltre est un op�rateur lin�aire centr� qui e"ectue une moyenne spatiale
pond�r�e de la variable �ltr�e� Les coe�cients de cette pond�ration sont d�termin�s grace � des
d�veloppements de Taylor pour obtenir l�ordre de pr�cision� et une analyse de Fourier pour
assurer la dissipation des ondes aux hautes fr�quences� Suivant les conclusions de la th�se de
Guenanff ��� � le �ltrage est appliqu� au vecteur d��tat en �n d�it�ration� ce qui assure la
dissipation des plus grands nombres d�onde r�duits�
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Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

Filtres discrets

Soit ��x� une quantit� discr�tis�e sur un domaine �
D de dimension in�nie� On note �n
les valeurs des �chantillons de ��x�� Sur l�intervalle d��chantillonnage� tout signal �n peut se
d�composer comme une somme de Dirac translat�s &

�n �
��X

p
��
�n	n�p ������

Soit F un �ltre discret et Fn � F �	n� sa r�ponse impulsionnelle discr�te� Si F est un op�rateur
lin�aire stationnaire� alors il se calcule par la convolution discr�te &

F ��n� �
�X

p
��
�pFn�p � � � Fn ������

Lorsque la quantit� � est discr�tis�e sur un domaine � deux ou trois dimensions d�espace� les
�ltres sont appliqu�s de mani�re successive suivant chaque direction du domaine�

Filtres explicites

Un �ltre explicite d�ordre p � �N a un support spatial de ��N � �� points� Les valeurs de la
quantit� �ltr�e �� sont obtenues directement par&

��i �
NX

n
�N
an�i�n

������

Cet op�rateur est sym�trique lorsqu�il est appliqu� sur des maillages r�guliers� Il n�y a donc que
�N��� coe�cients an � d�terminer par la r�solution d�un syst�me lin�aire de �N��� �quations�
N �quations sont donn�es par des d�veloppements de Taylor � l�ordre �N �

�
BB�

� � � � �
� � �� � N�

� � � � �

� ���N��� � � N��N���
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�
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�
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�
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�
BBBB�
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�
�

�
�

�
CCCCA ������

La derni�re �quation vient d�une condition fr�quentielle sur le module de la fonction de transfert
du �ltre �ici un sch�ma centr� sym�trique�� Cette fonction de transfert s��crit &

HF �K� �
NX

n
�N
aneinK ������

Elle est strictement r�elle� paire et �� p�riodique du nombre d�onde exacte K� La sym�trie des
coe�cients an nous donne &

HF �K� � a� �
NX
n
�

�an cos�nK� ������
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Pour amortir les instabilit�s num�riques se produisant une maille sur deux� il faut annuler
le module de HF pour K � �� ce qui donne &

a� �
NX
n
�

����nan � � ������

Le syst�me lin�aire qui d�termine la valeur des coe�cients d�un �ltre explicite d�ordre �N
est donc & �

BBBB�
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Les coe�cients qui d��nissent les �ltres explicites d�ordre �� �� �� � et ��� que l�on peut
trouver dans ���� �� � sont rappel�s dans le tableau ���� Leur connaissance permet de calculer la
r�ponse impulsionnelle hF �x� de chacun des �ltres par transform�e de Fourier inverse de leur
fonction de transfert HF �K� &

hF �x� �
�

��

Z 	

�	
HF �K�eiKx dK ������

On remplace H�K� par son expression et on permute les op�rateurs de sommations et d�int�

gration &

hF �x� �
�

��

NX
n
�N

an

Z 	

�	
eiK�x�n�x� dK ������

La r�ponse impulsionnelle d�un �ltre explicite d�ordre N est alors &

hF �x� �
NX

n
�N
an

sin���x� n
x��

��x� n
x�
������

Les fonctions de transfert et r�ponses impulsionnelles de �ltres explicites d�ordre � � �� sont
repr�sent�es Fig� ����

Filtre a� a� a� a� a� a	 Ordre

F� ��� ��� � � � � �

F� ��� ��� ����� � � � �

F
 ����� ����� ����� ���� � � �

F� ������ 	��� �	��� ���� ������ � �

F�� ������� ������� ������� ������� ������ ������ ��

Tab� ��� 
 Coecients des �ltres explicites
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Fig� ��� 
 Fonctions de transfert et r�ponses impulsionnelles de �ltres explicites
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Filtres implicites

Pour les �ltres implicites utilis�s par Visbal � Gaitonde ���� �� � les valeurs de la quantit�
�ltr�e �� sont obtenues en r�solvant &

�f ��i�� � ��i � �f ��i�� �
NX
n
�

an
�
��i�n � �i�n�

������

Le param�tre �f permet d�ajuster la largeur de la bande passante du �ltre� Pour des raisons
de stabilit�� sa valeur doit 	tre comprise dans l�intervalle 	� �� �� �� �	� Faire tendre �f vers �� �
augmente la bande passante du �ltre et le rend moins dissipatif� + l�inverse� lorsque �f tend vers

��� la bande passante diminue et le �ltre dissipe une plus grande gamme de nombres d�onde�
Les coe�cients de ces �ltres sont donn�s dans le tableau ������

Filtre a� a� a� a� a� a	 Ordre

F�
�

�

 �f
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�
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���
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�	 
 ���f
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���



�f

��
� �

F��
��� 
 ����f

���

��� 
 ����f

���

����� 
 ��f �

��

����� ��f �

���

���� 
 ��f �

���

�� ��f

���
��

Tab� ��� 
 Coecients des �ltres implicites

Contrairement aux �ltres discrets pr�sent�s au paragraphe ������ on voit que les �ltres im

plicites peuvent s��crire sous la forme d�une �quation r�currente &

�X
k
��

�k ��i�k �
NX

n
�N
bn�i�n ������

avec ��� � �� � �f � �� � �� b� � a� et b�n � bn � an��� Soit F la r�ponse impulsionnelle
d�un �ltre implicite� �� � F � �� sa fonction de transfert s�obtient en calculant la transform�e
de Fourier de l��quation ������� La transform�e de Fourier de �n�i	 � ��i� n	 est ��n�K� �
���K�e�inK� donc

�F�K� �
����K�
���K� �

PN
n
�N bne�inKP�
k
�� �ke�ikK

������

Le �ltre est stable si sa r�ponse impulsionnelle �et donc sa fonction de transfert� est �nie�
Ceci implique que le d�nominateur de ������ ne s�annule jamais� c�est
�
dire que les racines du
polyn�me

P�
k
�� �ke�ikK ont un module di"�rent de �� Cette propri�t� est v�ri��e d�s que

�f �	� �� � � �� ��� Pour plus de pr�cisions sur les �ltres� les convolutions discr�tes et leur appli

cation � des signaux �nis �domaine spatial born�� on pourra se reporter � ���� pp� ��
�� �

��
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Choix du type de �ltre

Les �ltres implicites sont int�ressants en a�roacoustique parce que leur r�ponse peut 	tre
optimis�e suivant les di"�rents nombres d�onde en faisant varier le param�tre �f � Leur mise en
#uvre implique la r�solution sur chaque ligne de maillage et dans chaque direction d�un syst�me
lin�aire tridiagonal dont la dimension est le nombre de cellules sur la ligne dans la direction
consid�r�e�

Dans la mesure o� le sch�ma rbv est destin� en principe � des calculs d�a�rodynamique
et non d�a�roacoustique� les �ltres choisis pour stabiliser l��tape de sous it�ration en pas de
temps dual sont des �ltres explicites� Pour plus de pr�cisions sur les caract�ristiques des �ltres
implicites et leurs fonctions de transfert� on pourra se reporter entre autre � ���� ��� �� �

Filtrage en pas de temps dual

Lorsqu�il y a plus d�une dimension d�espace� l�op�rateur de �ltrage est appliqu� successive

ment suivant chaque direction de maillage� Un �ltrage suivant les deux directions du maillage
est appliqu� au sch�ma ������ dont la solution � l�instant �ctif �n�m�� est &

wn�m��
j�k � wn�m

j�k �
���r�n�m��
j�k ������

Un �ltre explicite d�ordre �N dans la direction j est appliqu� en tout point du domaine &

�wn�m��
j�k �

NX
l
�N

al

�
w
n�m
j�l�k �
���r�n�m��

j�l�k

�
������

Un �ltre explicite d�ordre �N dans la direction k est appliqu� en tout point � la solution pr�

c�demment �ltr�e suivant la direction j� La solution calcul�e � la �n d�une it�ration en temps
�ctif est donc &



w
n�m��

j�k �
NX

p
�N
ap

NX
l
�N

al

�
wn�m
j�l�k�p �
���r�n�m��

j�l�k�p

�
������

La solution �ltr�e


w
n�m��

j�k suivant les deux directions j et k du maillage est une approximation �
l�ordre �N de wn�m��

j�k � On peut r��crire l�expression pr�c�dente sous la forme d�une approxima

tion discr�te d�un probl�me d��volution en temps �ctif� L��quation discr�te e"ectivement r�solue
� chaque it�ration en temps �ctif lorsqu�on applique un �ltre � l��tape de convergence en pas de
temps dual du sch�ma rbv est alors &



w
n�m��

j�k �wn�m
j�k


�
�

NX
p
�N

NX
l
�N

apal��r�
n�m��
j�l�k�p � �w

n�m
j�k �Pp

P
l apalw

n�m
j�l�k�p


�
������
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! convergence� le terme instationnaire en temps �ctif est nul et le syst�me d��quations r�solu
par le sch�ma plus �ltre est &

NX
p
�N

NX
l
�N

apal��r�
n�m��
j�l�k�p � �

wn�m
j�k �Pp

P
l apalw

n�m
j�l�k�p


�

������

Le membre de gauche de l��quation ������ est une approximation � l�ordre �N de �r � ��
Le membre de droite est un terme d�ordre �N � � correspondant � une dissipation lin�aire du
m	me type que celle intervenant dans le sch�ma de Lax� Ce terme d�pend en toute rigueur
du pas de temps �ctif� L�utilisation de grand pas de temps �ctif et donc d�un sch�ma implicite
pour la convergence en temps �ctif permet de rendre ce terme n�gligeable devant les termes
d�erreur du sch�ma rbv lorsque l�ordre du �ltre est su�samment �lev�� d�ordre � et plus� Dans
ces conditions� on peut consid�rer que la solution physique au temps tn�� est pratiquement
ind�pendante du pas de temps �ctif utilis��

Filtrage pr�s des parois

Les �ltres d�ordre �lev� ont des supports spatiaux relativement �tendus� Plut�t que d�abaisser
l�ordre de pr�cision du �ltrage pr�s des parois� on utilise des �ltres d�centr�s du m	me ordre
que le �ltre centr� utilis� dans le reste du domaine de calcul� En reprenant les notations de ��� 
et en les simpli�ant pour des �ltres explicites� la formule de �ltrage perpendiculairement � une
paroi est &

��i �
P��

n
� an�i�n
i � f�� ���� �g ������

Les coe�cients correspondants� tir�s de ��� � sont donn�s pour les �ltres explicites Tab� ����
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��� �tude de l	erreur du sch�ma RBV par la m�thode du sys

t�me �quivalent

Les premiers travaux introduisant le concept de syst�me �quivalent sont les travaux de
Hirt ��� et de Yanenko � Shokin ���� ��� �� qui parlent de $ �rst di�erential equation %
pour une �quation � l�ordre de pr�cision du sch�ma� Warming � Hyett utilisent l�expression
$modi�ed equation % dans leurs travaux relatifs � la stabilit� des sch�mas alors que Lerat �
Peyret ont introduit la notion d��quation �quivalente � l�ordre r dans des travaux portant sur
le r�le des e"ets non lin�aires dans l�origine de certaines oscillations parasites ���� ��� ��� ��� �� �
La m�thode du syst�me �quivalent consiste � d��nir un syst�me d��quations aux d�riv�es par

tielles �dit syst�me �quivalent � l�ordre r� discr�tis� par le sch�ma � un ordre entier r sup�rieur
� l�ordre de pr�cision du sch�ma� Pour une bibliographie plus compl�te� on pourra se reporter �
l�ouvrage de Lerat ��� �

����� Syst�me �quivalent du sch�ma RBV

Nous nous int�ressons ici au premier terme d�erreur du sch�ma rbv� Le sch�ma est pr�cis
� l�ordre � en espace et en temps� nous allons donc �tudier le syst�me �quivalent � l�ordre ��
Ce syst�me �quivalent comporte donc les termes du syst�me exact� plus des termes d�erreur
d�ordre �� La contribution des termes dissipatifs du sch�ma rbv intervient � l�ordre � dans le
syst�me �quivalent� ce qui nous permet de ne consid�rer que le sch�ma simpli�� &�������	

������
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��r�
n��
j�k � �

�rn��
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�
�k� �
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f �
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j� �
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�
��rw


t
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j�k

�

�
�wn�� � �wn � wn��

�
t

�
j�k

������

On �crit les op�rateurs 
�� et 
�� sous les formes &


�� �

�
I�

	��
�

�
et 
�� �

�
I�

	��
�

�
������

Le produit �I�
���
� ��I�

���
� � donne un terme en 	��	

�
� dont les premiers termes d�un d�veloppe


ment de Taylor sont d�ordre O�	x�	y��� leur contribution dans le syst�me �quivalent est � un
ordre sup�rieur � l�ordre �� Le terme en 	��	

�
� n�est donc pas conserv�� Le sch�ma simpli�� pour

l��tude du syst�me �quivalent devient &

�
I�

	��
�

�
	��
�

� rwn��
j�k


t
�

�
I�

	��
�

�
	�
�
	x

f�w�n��j�k �

�
I�

	��
�

�
	�
�
	y

g�w�n��j�k � �

������

Rappelons que les d�veloppements de Taylor des op�rateurs discrets utilis�s donnent &

rwn��
j�k


t
� wt � 
t�

�
wttt �O�
t��

	�
�wj�k

	x
� wx �

	x�

�
wxxx �O�	x��

	�
�wj�k

	y
� wy �

	y�

�
wyyy �O�	y��

	��wj�k � 	x�wxx � O�	x��

	��wj�k � 	y�wyy �O�	y��

������

��
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On remplace dans ������ les op�rateurs de discr�tisation par leurs d�veloppements de Taylor
pour obtenir l��quation approch�e � l�ordre � par le sch�ma rbv &

wt � fx � gy �

t�

�
wttt � 	x�

�
�wt � gy�xx � 	y�

�
�wt � fx�yy � 	x�

�
fxxx � 	y�

�
gyyy ������

On modi�e l��criture du deuxi�me et du troisi�me terme du membre de droite de l��quation ������
en r�utilisant cette �quation et en n�gligeant toujours les termes d�ordre sup�rieur � �� Le syst�me
�quivalent � l�ordre � du sch�ma rbv pour un syst�me d��quations non lin�aires devient alors &

wt � fx � gy �

t�

�
wttt �

	x�

��
fxxx �

	y�

��
gyyy

������

Ce syst�me �quivalent est clairement de nature dispersive� A�n d�obtenir simplement des
informations quantitatives pour des probl�mes d�advection scalaire ou d�acoustique avec ad

vection� nous allons poursuivre l��tude en nous restreignant au cas lin�aire� Nous consid�rons
d�abord une �quation scalaire lin�aire et ensuite un syst�me hyperbolique lin�aire� en conservant
toujours deux variables d�espace�

����� �quation �quivalente pour une advection lin�aire scalaire

Dans un cas lin�aire scalaire� les fonctions de �ux f�w� � aw et g�w� � bw nous donnent
fxxx � awxxx et gyyy � bwyyy � D�autre part� on d�duit de l��quation ������ la relation &

wttt � �a�wxxx � �a�bwxxy � �ab�wxyy � b�wyyy �O�
t�� 	x�� 	y�� ������

L��quation �quivalente � l�ordre � du sch�ma rbv pour un probl�me d�advection lin�aire sca

laire ��d s��crit alors &

wt � awx � bwy �
	x�

��
a

�
�� �

�
a

t

	x

���
wxxx �

	y�

��
b

�
�� �

�
b

t

	y

��
�
wyyy

�
t�ab�awxxy � bwxyy�

������
Le cas le plus simple qui puisse se pr�senter est une advection suivant une direction propre du
maillage cart�sien �b � � ou bien a � ��� Par exemple� pour une advection suivant x �b � ���
l��quation �quivalent � l�ordre � s��crit &

wt � awx �
	x�

��
a

�
�� �

�
a

t

	x

��
�
wxxx ������

Dans ces circonstances� on voit imm�diatement que le premier terme d�erreur du sch�ma rbv�
c�est
�
dire le terme d�ordre �� s�annule pour a�t�x � �

� � soit cfl� �
� � Ainsi l��quation ������

devient &
wt � awx � � pour 	x � �a
t ������

Pour un passage � la limite 	x � �� 
t � � avec 	x � �a
t� le sch�ma est donc pr�cis �
l�ordre �� Pour l��tude de l�erreur dans les autres directions d�advection� nous allons e"ectuer
une projection de l��quation �quivalente dans le rep�re li� � la direction d�advection�

�	
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Projection de l��quation �quivalente dans le rep�re li� � la direction d�advection

On consid�re un maillage cart�sien carr� de pas d�espace h pour simpli�er la projection de
l��quation �quivalente dans le rep�re li� � la direction d�advection� Soit R le rep�re R�o� �ex� �ey�
orthonorm� li� au maillage cart�sien r�gulier et R� le rep�re R��o� �ex�� �ey�� orthonorm� li� � la
direction d�advection Fig� ���� Les relations de passage d�un rep�re � l�autre sont donn�es par &

�
�ex� � cos � �ex � sin � �ey
�ey� � � sin � �ex � cos � �ey

et
�

�ex � cos � �ex� � sin � �ey�

�ey � sin � �ex� � cos � �ey�
������

Soit �M le vecteur position d�un point M du plan &

�M � x�ex � y �ey � x� �ex� � y� �ey� avec
�

x� � x cos � � y sin �
y� � �x sin � � y cos �

������

M

θ
x

x’

y’

y

Fig� ��� 
 Rep�res li�s au maillage cart�sien r�gulier et � la direction d�advection

Chacun des termes de l��quation ������ va 	tre projet� dans le rep�re li� � la direction d�ad

vection� c�est
�
dire que l�on va op�rer un changement de variables dans l��quation �quivalente�
Le premier terme projet� est le membre de gauche de l��quation �quivalente qui est aussi celui
de l��quation exacte &

wt � awx � bwy �
�w

�t
� a

�
�w

�x�
�x�

�x
�
�w

�y�
�y�

�x

�
� b

�
�w

�x�
�x�

�y
�
�w

�y�
�y�

�y

�

� wt � �a cos � � b sin ��wx� � ��a sin � � b cos ��wy�

������

Par construction � est l�angle que fait le vecteur vitesse d�advection de composante �a� b� avec
l�axe �o� �ex� du rep�re R d�o� &

cos � �
ap

a� � b�
sin � �

bp
a� � b�

������

La projection de l��quation exacte d�advection lin�aire scalaire bidimensionnelle dans le rep�re
li� � la direction d�advection est alors &

wt � awx � bwy � wt �
p
a� � b��wx� ������

o�
p
a� � b� est la norme de la vitesse d�advection� Le membre de droite de l��quation �quivalente

������ est compos�e de quatre termes qui vont 	tre projet�s successivement�

�
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�� La projection du terme en wxxx donne &

wxxx � cos� �wx�x�x� � � cos� � sin �wx�x�y� � � cos � sin� �wx�y�y� � sin� �wy�y�y�

�
�

�a� � b���
�
�
a�wx�x�x� � �a�bwx�x�y� � �ab�wx�y�y� � b�wy�y�y�

� ������

�� La projection du terme en wxxy donne &

wxxy � cos� � sin �wx�x�x� � �cos� � � � cos � sin� ��wx�x�y�

� �sin� � � � cos� � sin ��wx�y�y� � cos � sin� �wy�y�y�

�
�

�a� � b���
�
�
a�bwx�x�x� � �a� � �ab��wx�x�y� � �b� � �a�b�wx�y�y� � ab�wy�y�y�

�
������

�� La projection du terme en wyyy donne &

wyyy � sin� �wx�x�x� � � cos � sin� �wx�x�y� � � cos� � sin �wx�y�y� � cos� �wy�y�y�

�
�

�a� � b���
�
�
b�wx�x�x� � �ab�wx�x�y� � �a�bwx�y�y� � a�wy�y�y�

� ������

�� La projection du terme en wxyy donne &

wxyy � cos � sin� �wx�x�x� � �sin� � � � cos� � sin ��wx�x�y�

� �cos� � � � cos� sin� ��wx�y�y� � cos� � sin �wy�y�y�

�
�

�a� � b���
�
�
ab�wx�x�x� � ��a�b� b��wx�x�y� � �a� � �ab��wx�y�y� � a�bwy�y�y�

�
������

Finalement� apr�s sommation et factorisation des projections des termes qui la composent�
l��quation �quivalente compl�te ������ projet�e dans le rep�re R� s��crit &

wt �
p
a� � b��wx� �

h�

���a� � b���
�

�
a� � b� � �


t�

h�
�
a� � b�

���
wx�x�x�

�
h�

���a� � b���
�
�
�ab

�
b� � a�

�
wx�x�y� � �a�b�wx�y�y�

�
�

h�

���a� � b���
�
ab
�
a� � b�

�
wy�y�y� � O�
t�� h��

������

��
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Advection scalaire suivant une direction propre du maillage

On v�ri�e bien que pour une advection suivant une direction propre du maillage� par exemple
si b � �� l��quation �quivalente projet�e dans le rep�re li� � l�advection restitue l��quation ������
avec x� � x�

Applications num�riques

Trois conditions initiales� repr�sent�es Fig� ���� sont utilis�es pour v�ri�er num�riquement
les propri�t�s de l��quation �quivalente du sch�ma rbv pour une advection suivant l�axe x d�un
maillage cart�sien r�gulier &

�� une gaussienne $cylindrique% suivant l�axe y d��quation w�
j�k � e��x� advect�e � la vitesse

�a� b� � ��� �� sur un domaine ��� �� discr�tis� par un maillage cart�sien ��� �� avec des
conditions aux limites de p�riodicit� )

�� une discontinuit� d��nie par la condition initiale w�
j�k � �

� pour x � �� et w�
j�k � ��

�
pour x � �� advect�e � la vitesse �a� b� � ��� �� sur un domaine ��� �� discr�tis� par un
maillage cart�sien ���� �� avec des conditions aux limites de report )

�� une gaussienne de r�volution d��quation w�
j�k � e���x��y�� advect�e � la vitesse �a� b� �

��� �� sur un domaine ����� discr�tis� par un maillage cart�sien ����� avec des conditions
aux limites de p�riodicit��
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Fig� ��� 
 Conditions initiales mises en �uvre pour l��valuation de l�erreur du sch�ma rbv pour
une advection scalaire suivant une direction propre du maillage

Le premier cas test permet de visualiser l�in�uence du pas de temps sur la pr�cision du
sch�ma� le second doit mettre en relief l�in�uence du pas de temps sur le caract�re plus ou moins
oscillant du sch�ma rbv pour les discontinuit�s en mouvement� le troisi�me utilise une condi

tion intiale dont la structure g�om�trique invariante azimutalement est proche des g�om�tries
de tourbillons analytiques� Le pas d�espace h vaut �� � et la vitesse d�advection vaut �� le pas de
temps minimisant l�erreur du sch�ma rbv pour ce calcul est donc 
topt �

�x
�a � �� ��

��
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La �gure ��� montre des coupes suivant la droite y � � des solutions du sch�ma � t � ��
pour les trois conditions initiales et pour trois pas de temps 
topt��� 
topt et �
topt soit

t � f�� �� � �� � � �� �g� Dans tous les cas� les solutions exactement positionn�es en abscisse par
rapport au temps de visualisation sont obtenues avec 
topt� Pour un pas de temps inf�rieur au
pas de temps minimisant l�erreur� les solutions calcul�es sont l�g�rement en avance par rapport
aux solutions exactes alors que les solutions calcul�es avec un pas de temps sup�rieur au pas de
temps optimum sont en retard par rapport aux solutions exactes�

Pour le calcul d�advection de la discontinuit�� la solution la mieux positionn�e est aussi la
moins oscillante� La d�formation spatiale de la condition initiale de r�volution non invariante
suivant la direction y est observable sur la �gure ����
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Fig� ��� 
 Coupe des solutions du sch�ma rbv � t � �� pour l�advection de di��rentes conditions
initiales suivant une direction propre de maillage� vitesse d�advection �a� b� � ��� ��� pas d�espace
du maillage h � �� �
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Fig� ��� 
 Isovaleurs de la solution du sch�ma rbv � t � �� pour une advection scalaire suivant
une direction propre du maillage d�une gaussienne de r�volution pour di��rents pas de temps�
vitesse d�advection �a� b� � ��� ��� pas d�espace du maillage h � �� �
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Advection suivant une diagonale du maillage

L�advection suivant une diagonale du maillage est un autre cas particulier o� l��quation ������
se simpli�e� Cette advection satisfait la condition jaj � jbj� Consid�rons par exemple le cas a � b�
a � �� qui conduit � l��quation �quivalente &

wt � a
p
��wx� �

h�

����a���
�

�
�a� � �


t�

h�
�
�a�
���

wx�x�x� � �a�wx�y�y�

�
������

qui se simpli�e en &

wt � a
p
��wx� �

ah�

��
p
�

�
�� ��


t�

h�
a�
�
wx�x�x� � �wx�y�y�

�

������

La forme de cette �quation nous invite naturellement � �tudier une famille de solutions parti

culi�res� compos�e de solutions w invariantes suivant la direction normale � la vitesse d�advection
pour laquelle l��quation �quivalente s��crit &

wt � a
p
��wx� �

ah�

��
p
�

�
�� ��


t�

h�
a�
�
wx�x�x� ������

Il est clair que pour ce type de solutions� le terme wx�y�y� est identiquement nul� Le terme
d�ordre � du membre de droite de l��quation ������ s�annule alors pour &

jaj
t
h

�
�

�

������

Pour la d��nition usuelle du nombre cfl�
p
a� � b��th � jajp��th � le pas de temps minimisant

l�erreur du sch�ma pour cette famille de solutions �quivaut � cfl� �
�
p
�
�

Applications num�riques

Comme pour les tests d�advection lin�aire scalaire suivant l�axe des x� trois conditions ini

tiales� repr�sent�es Fig� ����� sont utilis�es pour v�ri�er num�riquement les propri�t�s du sch�ma
rbv pour une advection suivant la diagonale y � x d�un maillage cart�sien r�gulier &

�� une gaussienne $cylindrique% suivant la droite y � ��x���� d��quation w�
j�k � e���x�y�����

advect�e � la vitesse �a� b� � ��� �� sur un domaine ��� �� discr�tis� par un maillage car

t�sien ���� ��� avec des conditions aux limites de report suivant la diagonale normale �
l�advection�

�� une discontinuit� d��nie par la condition initiale w�
j�k �

�
� pour y � ��x���� et w�

j�k � ��
�

pour y � ��x� ��� advect�e � la vitesse �a� b� � ��� �� sur un domaine ��� �� discr�tis�
par un maillage cart�sien ��� � ��� avec des conditions aux limites de report suivant la
diagonale normale � l�advection�

�� une gaussienne de r�volution d��quation w�
j�k � e���x��y�� advect�e � la vitesse �a� b� �

��� �� sur un domaine ����� discr�tis� par un maillage cart�sien ����� avec des conditions
aux limites de p�riodicit��

��
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Fig� ���� 
 Conditions initiales mises en �uvre pour l��valuation de l�erreur du sch�ma rbv
pour une advection scalaire suivant une diagonale du maillage

Pour les deux conditions initiales invariantes perpendiculairement � la direction d�advection�
on v�ri�e Fig� ���� que le pas de temps 
t � �� �� qui satisfait la relation a�th � �

� donne les
solutions les mieux positionn�es par rapport aux solutions exactes d�advection diagonale d�une
gaussienne $cylindrique% et d�une discontinuit�� Pour l�advection de la discontinuit�� la solution
calcul�e avec 
t � �� �� est aussi la moins oscillante�

Concernant l�advection diagonale de la gaussienne de r�volution� qui n�appartient pas � la
famille de solution qui satisfait l��quation ������� on observe que le pas de temps pour lequel la
solution est correctement positionn�e est 
topt �

h
�kuadk � �� ���� avec h � �� � et kuadk �

p
��

C�est
�
dire que le nombre cfl qui minimise l�erreur pour l�advection de ce type de solutions est
le m	me que pour une advection suivant une direction propre du maillage & cfl� �

� � La solution
calcul�e avec ce nombre cfl est aussi celle qui d�forme le moins la solution pendant l�advection
diagonale Fig� �����
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Fig� ���� 
 Coupe suivant y � x des solutions du sch�ma rbv � t � �� pour l�advection de
di��rentes conditions initiales suivant une diagonale du maillage� vitesse d�advection �a� b� �
��� ��� pas d�espace h � �� � et r � �x� � y���
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Fig� ���� 
 Isovaleurs de la solution du sch�ma rbv � t � �� pour une advection scalaire suivant
une diagonale du maillage d�une gaussienne de r�volution pour di��rents pas de temps� vitesse
d�advection �a� b� � ��� ��� pas d�espace h � �� �

Advection suivant une direction quelconque

Dans le cas g�n�ral d�une advection scalaire suivant une direction quelconque� on peut consi

d�rer dans un premier temps les solutions invariantes suivant la direction normale � l�advection�
c�est
�
dire les solutions pour lesquelles wy� � �� L��quation �quivalente ������ se simpli�e pour
donner &

wt �
p
a� � b��wx� �

h�

���a� � b���
�

�
a� � b� � �


t�

h�
�
a� � b�

���
wx�x�x� ������

Le terme du membre de droite s�annule alors pour &


t

h
�

�

�

s
a� � b�

�a� � b���
������

�
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����� Syst�me �quivalent pour un syst�me hyperbolique lin�aire

Dans le cas d�un syst�me hyperbolique lin�aire o� f�w� � Aw et g�w� � Bw avec des matrices
A et B constantes� le syst�me �quivalent ������ peut
	tre modi�� comme au paragraphe ������
On a maintenant & �����	

����


fxxx � Awxxx

gyyy � Bwyyy

wttt � �A�wxxx � �A�B �ABA � BA��wxxy

�B�wyyy � �AB� �BAB �B�A�wxyy

�O�
t�� 	x�� 	y��

������

Pour un maillage cart�sien carr� de pas 	x � 	y � h� le syst�me �quivalent devient &

wt �Awx �Bwy �
h�

��
A

�
I� �


t�

h�
A�

�
wxxx � 
t�

�

�
A�B � ABA �BA�

�
wxxy

�
t�

�

�
AB� �BAB � B�A

�
wxyy �

h�

��
B

�
I� �


t�

h�
B�

�
wyyy

������
Les matrices jacobiennes des �ux A et B n�ont en g�n�ral pas la propri�t� de commuter et ne
permettent pas de simpli�er l�expression �������

Acoustique ��D avec advection

Pour un probl�me d�acoustique ��d avec advection suivant une direction propre du maillage�
par exemple l�axe des x� le syst�me �quivalent � l�ordre � du sch�ma rbv se ram�ne au cas &

wt �Awx �
h�

��
A

�
I� �


t�

h�
A�

�
wxxx ������

On peut alors �crire ce syst�me �quivalent sous forme caract�ristique� On forme pour cela la
combinaison lin�aire du syst�me d��quations ������ &

l
�k�
A �wt �Awx� � l

�k�
A


h�

��
A

�
I� �


t�

h�
A�

�
wxxx

�
������

o� l
�k�
A est le vecteur propre � gauche correspondant � la valeur propre ��k�A de la matrice A�

Le syst�me �quivalent �crit sous forme caract�ristique est alors &

l
�k�
A

�
wt � �

�k�
A wx

�
�

h�

��
l
�k�
A �

�k�
A

�
I� �


t�

h�
�
�k��

A

�
wxxx

������

Pour annuler le premier terme d�erreur dispersive du sch�ma� on doit projeter le syst�me �qui

valent sur une caract�ristique dx

dt � �
�k�
A du champ d�advection� Si u� est la vitesse d�advection

par le champ moyen et c la vitesse du son� l�acoustique avec advection poss�de � caract�ristiques
se propageant aux vitesses u� � c� u� et u� � c� Il n�existe donc plus un unique pas de temps

topt donnant la meilleure solution du sch�ma rbv� mais � pas de temps 
t�� 
t� et 
t�
correspondant aux � caract�ristiques� Connaissant le champ moyen d�advection� il faut e"ectuer
un choix pour privil�gier une des caract�ristiques�

��
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�� Pour la caract�ristique c� correspondant � la valeur propre �� � u�� c� le terme dispersif
du syst�me �quivalent s�annule pour &

�� �

t�

h�
�u� � c�� � � � 
t� �

h

�ju� � cj  cfl� �
ju� � cj
�ju� � cj ������

La meilleure solution du sch�ma pour une onde se propageant sur la caract�ristique c� est
donc obtenue pour &


t� �
h

�ju� � cj  cfl� �
M� � �

�jM� � �j

������

o� M� est le nombre de Mach bas� sur la vitesse d�advection M� �
u�
c �

�� Pour la caract�ristique c� correspondant � la valeur propre �� � u�� le terme dispersif du
syst�me �quivalent s�annule pour &

�� �

t�

h�
u�� � � � 
t� �

h

�ju�j  cfl� �
ju� � cj
�ju�j ������

La meilleure solution du sch�ma pour une onde advect�e par le champ moyen et se propa

geant sur la caract�ristique c� est donc obtenue pour &


t� �
h

�ju�j  cfl� �
M� � �

�M�

������

�� Pour la caract�ristique c� correspondant � la valeur propre �� � u�� c� le terme dispersif
du syst�me �quivalent s�annule pour &

�� �

t�

h�
�u� � c�� � � � 
t� �

h

�ju� � cj  cfl� �
ju� � cj
�ju� � cj ������

La meilleure solution du sch�ma pour une onde se propageant sur la caract�ristique c� est
donc obtenue pour &


t� �
h

�ju� � cj  cfl� �
�

�

������

��
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Fig� ���� 
 Variation en fonction du nombre de Mach de l��coulement moyen du nombre cfl
annulant l�erreur dispersive du sch�ma pour les ondes se propageant sur la caract�ristique c� des
�quations de l�acoustique avec advection

Applications num�riques

Le cas test mis en #uvre pour v�ri�er les propri�t�s du syst�me �quivalent du sch�ma rbv
pour l�acoustique avec advection est une onde de discontinuit� droite se propageant � vitesse
constante U� suivant l�axe x du maillage cart�sien� Le sch�ma calcule alors la solution du pro

bl�me de Cauchy &

��	
�


�w

�t
�
�f�w�

�x
� � x � R� t � �

w�x� y� �� �

�
wg si x � x�
wd si x � x�

pour w �

�
� p
u

v

�
� et f�w� �

�
� pU� � u
uU� � p

vU�

�
� ������

Pour avoir une onde de discontinuit� qui se propage � vitesse constante� les conditions initiales
doivent satisfaire les relations de saut & � f�w� �� s � w � o� s est la vitesse de propagation
de l�onde� On obtient & �	



U��pd � pg� � ud � ug � s�pd � pg�
U��ud � ug� � pd � pg � s�ud � ug�
U��vd � vg� � s�vd � vg�

������

�� une discontinuit� simplement advect�e par l��coulement sur la caract�ristique c� est obte

nue en imposant la condition initiale pd � pg� ud � ug et vd 	� vg qui donne s � U� )

�� une discontinuit� se propageant sur la caract�ristique c� � la vitesse s � U��� est obtenue
en imposant la condition initiale ud � ug � ��pd � pg� et vd � vg )

�� une discontinuit� se propageant sur la caract�ristique c� � la vitesse s � U��� est obtenue
en imposant la condition initiale ud � ug � pd � pg et vd � vg�

Le champ moyen d�advection pour les calculs est d��ni par �P�� U�� V�� � ��� �� � ��� Le d�tail
des conditions initiales� maillages� tailles de domaine utilis�es pour les trois discontinuit�s est
donn� Tab� ����

�	
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Onde s Domaine Nb pts x� �pg� pd� �ug� ud� �vg� vd� 
topt

c� U� � � ��� �� ���� �� � �P� �
�
� � P� � �

�� ���
� �

�
�� ��� �� �� �

c� U� ��� �� ���� �� �� �P�� P�� ��� �� ��� ���
�� �� �

c� U� � � ��� �� ���� �� ��� �P� � �
� � P� �

�
�� ���

� �
�
�� ��� �� �� ���

Tab� ��� 
 Param�tres utilis�s pour la simulation de propagation d�ondes de
discontinuit� sur les caract�ristiques en acoustique avec advection

Les solutions � t � �� de propagation des trois conditions initiales sont pr�sent�es Fig� �����
Ces calculs permettent de valider les relations sur les pas de temps optimaux pour chaque
type d�ondes obtenues en projetant le syst�me �quivalent sur les caract�ristiques� Les solutions
correspondant � ces pas de temps 
t�� 
t� et 
t� sont trac�es en trait continu sur la �gure�
ce sont � chaque fois les solutions les mieux positionn�es par rapport � la solution exacte� ce
sont aussi les solutions les moins oscillantes� Comme pour les �quations d�advection lin�aires
scalaires� les solutions du sch�ma sont en avance sur la solution exacte quand le pas de temps
est inf�rieur au pas de temps qui minimise l�erreur dispersive et en retard quand le pas de temps
est sup�rieur au pas de temps optimum�
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Fig� ���� 
 Coupe suivant y � � des solutions du sch�ma rbv � t � �� d�advection de di���
rentes conditions initiales discontinues se propageant sur les caract�ristiques pour les �quations
de l�acoustique avec advection par un champ moyen �P�� U�� V�� � ��� �� � ��

Remarque� des calculs de propagation de discontinuit�s obliques� suivant la diagonale du
maillage� ont �t� e"ectu�s� Ils con�rment l�existence de pas de temps minimisant la dispersion
de la solution pour chacune des caract�ristiques consid�r�es� Ils sont donn�s par &
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���� �tude de l�erreur du sch�ma rbv par la m�thode du syst�me �quivalent

Acoustique ��D avec advection suivant une direction propre du maillage

Un tourbillon est bidimensionnel ou tridimensionnel� Il nous faut donc �tudier le syst�me
�quivalent ��d pour caract�riser les propri�t�s d�avection de tourbillons du sch�ma rbv pour les
�quations de l�acoustique avec advection� Le choix d�une direction d�advection suivant un axe du
maillage� par exemple l�axe x� permet de simpli�er la projection du syst�me �quivalent sur les ca

ract�ristiques� On e"ectue alors la combinaison lin�aire du syst�me �quivalent � l�ordre � ������ &

l
�k�
A

�
wt � �

�k�
A wx �Bwy

�
�

h�

��
l
�k�
A �

�k�
A

�
I� �


t�

h�
�
�k�
A

�
�
wxxx

� 
t�

�
l
�k�
A

�
A�B �ABA � BA�

�
wxxy

� 
t�

�
l
�k�
A

�
AB� �BAB �B�A

�
wxyy

�
h�

��
l
�k�
A

�
B � �
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h�
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�
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������

o� l
�k�
A est le vecteur propre � gauche correspondant � la valeur propre ��k�A de la matrice A� Pour

une advection suivant l�axe x� la matrice B n�est pas nulle mais reprend les valeurs de l�acoustique
pure� Pour les �quations de l�acoustique avec advection� un tourbillon advect� se comporte
comme une onde se propageant sur la caract�ristique c� de l��coulement� Cette caract�ristique
correspond au vecteur propre l

���
A � � � � � 	� Pour les trois derniers termes du membre de

droite de l��quation ������� un calcul alg�brique donne &

l
���
A

�
A�B � ABA �BA�

�
�

�
�U�

� � � �U� �
�
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� ������

Le premier terme de l�erreur dispersive du sch�ma rbv pour l�advection de tourbillon est
alors constitu� du membre de droite de l��quation ������ pour k � � &

vt � U�vx � py �
h�

��
U�

�
�� �


t�

h�
U�
�

�
vxxx �
t�U� �U�px � ux � vy�xy

�
h�

��
pyyy � 
t�

�
�pxxy � pyyy�

������

En r�utilisant la premi�re �quation du syst�me ������ pour simpli�er le second terme du
membre de droite et en n�gligeant toujours les termes d�ordre sup�rieur � � on obtient &

vt � U�vx � py �
h�

��
U�

�
�� �


t�

h�
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�

�
vxxx

�
t�U�ptxy �
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��
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�
�pxxy � pyyy�

�������

Pour une solution dont le champ de pression est invariant dans la direction normale � l�advec

tion �py � ��� la projection du syst�me �quivalent sur la caract�ristique advect�e par l��coulement
se simpli�e en &

vt � U�vx �
h�

��
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�� �
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�������
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Cas d�un tourbillon pour les �quations de l�acoustique avec advection

En acoustique avec advection� un tourbillon poss�de un champ de vitesse qui est une solution
stationnaire des �quations de l�acoustique pure� Il correspond donc � un tourbillon incompres

sible avec un champ de pression uniforme� L��quation du tourbillon utilis� pour les applications
num�riques est & ����	

���

p � �

u � � �

��
�y � y��e��x�x��

���y�y���

v �
�

��
�x� x��e��x�x��

���y�y���
�������

o� � � �� est la circulation du tourbillon� �x�� y�� � ��� �� les coordonn�es du c#ur du tourbillon
� l�instant initial� En acoustique avec advection� le tourbillon est purement et simplement trans

port�e par le champ moyen et n�a aucune interaction avec ce dernier� Le tourbillon se d�place
donc suivant la caract�ristique c� de l��coulement�

Pour les �quations de l�acoustique avec advection� un tourbillon a un champ de pression
uniforme et satisfait donc l�hypoth�se py � �� L��quation ������� montre que la meilleure solution
du sch�ma pour l�advection d�un tourbillon est attendue pour 
t� �

h
�ju�j � soit &

cfl� �
jM� � �j
�jM�j

�������

Il est tr�s int�ressant de remarquer que plus la vitesse d�advection est lente� plus CFL�
est grand �Fig� ����� ce qui va dans le sens de l�e�cacit� num�rique� Pour des probl�mes
d�advection rapide� le nombre cfl optimal d�cro�t mais ne tend pas vers z�ro puisque sa limite
est �gale � ��� quand la vitesse de l��coulement tend vers l�in�ni�

Rappelons que contrairement � ce que l�on observe pour le mod�le des �quations d�Euler
avec la focalisation des caract�ristiques� aucun ph�nom�ne ne vient contrebalancer l�e"et de la
dissipation num�rique des sch�mas pour le mod�le de l�acoustique avec advection� Bien que la
dissipation du sch�ma rbv n�intervienne pas dans l��quation de transport de la vorticit� dis

cr�te� cette �quation n�est r�solue qu�� l�ordre de pr�cision du sch�ma� Or la dispersion alt�re
la g�om�trie des structures advect�es� La variation de la vorticit� d�un tourbillon pendant son
transport d�pend fortement de la capacit� du sch�ma � pr�server sa structure axisym�trique�
donc de sa dispersion�

Les r�sultats d�advection d�un tourbillon par un �coulement moyen �P�� U�� V�� � ��� �� � ��
pour un temps d�int�gration t � �� sont repr�sent�s Fig� ���� et ����� Les dimensions du domaine
de calcul sont ��� ��� le maillage ��� �� et les conditions aux limites sont p�riodiques dans les
deux directions� Les coupes de la vitesse tangentielle suivant les deux axes du maillage passant
par le c#ur du tourbillon montrent que le pas de temps 
t� pr�serve le mieux l�axisym�trie du
champ de vitesse du tourbillon et donc l�axisym�trie du champ de vorticit� �Fig�� ������ Par
contre� la solution dont la norme de la vorticit� est maximale est obtenue pour un pas de temps
inf�rieur � 
t�� Il semble qu�une solution avec une avance de phase provoque un raidissement
du champ de vitesse suivant la direction d�advection ce qui a pour e"et d�augmenter la vorticit�
pendant le transport du tourbillon�

�
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 Coupe suivant y � � des solutions du sch�ma rbv � t � �� d�advection de di���
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 Isovaleurs du champ de vorticit� d�un tourbillon solution stationnaire des �quations
de l�acoustique advect� par le champ moyen �P�� U�� V�� � ��� �� � ��� Domaine ��� ��� maillage
��� ��� solution du sch�ma rbv � t � �� pour di��rents pas de temps�

����� Conclusion

L��tude de l��quation �quivalente du sch�ma rbv pour une advection scalaire a d�montr�
qu�il est possible d�annuler le premier terme d�erreur du sch�ma pour un nombre cfl � ����
Pour les passages � la limite & 	x � �� 
t � � avec 	x � �a
t� le sch�ma est donc pr�cis �
l�ordre �� Cette propri�t� a �t� v�ri��e num�riquement sur des cas d�advection scalaire de dis

continuit�s� de gaussiennes $cylindriques% et de gaussiennes de r�volution�

L��tude du syst�me �quivalent du sch�ma rbv pour l�acoustique ��d avec advection a d�

montr� que pour une solution se propageant sur une caract�ristique de l��coulement� il existe
un nombre cfl qui annule le premier terme d�erreur du sch�ma et donne une solution pr�cise �
l�ordre �� Des calculs de propagation de discontinuit�s sur chacune des trois caract�ristiques de
l�acoustique avec advection ont valid� ce r�sultat th�orique�

Concernant l�advection de tourbillon� l��tude du syst�me �quivalent du sch�ma rbv pour
l�acoustique ��d avec advection suivant une direction du maillage a d�montr� th�oriquement et
con�rm� du point de vue num�rique que pour cfl� � �M � ����M � o� M est le nombre de
Mach de l��coulement moyen� la solution d�advection d�un tourbillon par le sch�ma rbv est
pr�cise � l�ordre ��

�
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��� �tude de l	erreur de phase du sch�ma RBV par analyse de
FOURIER

L�analyse de Fourier doit permettre d�a�ner la compr�hension du comportement de l�erreur
dispersive du sch�ma rbv en fonction du nombre cfl� notamment pour les courtes longueurs
d�onde� Cette �tude a d�j� en partie �t� r�alis�e au paragraphe ��� pour l�analyse de stabilit� en
temps physique du sch�ma�

����� Rappels

Le facteur d�ampli�cation exact ge pour une �quation d�advection lin�aire scalaire est obtenu
en e"ectuant un transformation de Fourier de cette �quation qui donne &

d �w

dt
� i�kxa� kyb� �w � � �������

o� �w�kx� ky� t� � C est l�amplitude complexe de l�harmonique du couple de nombres d�onde
�kx� ky�� La solution de cette �quation � l�instant tn � n
t ou tn�� � tn � 
t est donn�e par &

�w�kx� ky� t� � �w�kx� ky� ��e�i�kxa�kyb�t

�w�kx� ky� t� 
t� � �w�kx� ky� t�e�i�kxa�kyb��t
�������

Le facteur d�ampli�cation exact ge est d��ni par & �wn�� � ge �w
n� avec �wn � �w�kx� ky� n
t��

Par identi�cation & ge � e�i� a��b�� avec � � kx	x� � � ky	y les nombres d�onde r�duits suivant les
directions x et y du maillage et �a � a�t�x � �b � b�t�y les nombres cfl suivant ces m	mes directions�
Comme tout nombre complexe� le facteur d�ampli�cation peut s��crire sous forme exponentielle &
ge � �ee

i�e � Pour la solution exacte� le gain �e � � et la phase �e � �� �a� � �b���

Pour une solution num�rique� on a �wn�� � g �wn o� g��� �� le facteur d�ampli�cation du
sch�ma rbv� est la solution de l��quation ����� d��nie au paragraphe ���� Sous forme exponen

tielle complexe� g � �ei�� L�erreur de phase du sch�ma est alors d��nie par &

e� � �� �e � �� �a� � �b� �������

����� Erreur de phase du sch�ma RBV

Une repr�sentation tridimensionnelle de l�erreur de phase du sch�ma dans le plan des nombres
d�onde r�duits pour une advection � vitesse �a� b� � ��� �� et di"�rents nombres cfl est donn�e
par la �gure ����� Bien que l�advection se fasse suivant une direction propre du maillage� on
remarque que l�erreur de phase n�est pas invariante dans la direction normale � l�advection�
Ce ph�nom�ne est d* � l�op�rateur spatial 
��


�
� appliqu� � l�op�rateur temporel rwj�k dont la

transform�e de Fourier introduit dans l��quation ����� un terme en �cos��� � ���cos��� � ��
ind�pendant de la vitesse d�advection �a� b��

On observe� Fig� ����� que pour le nombre cfl optimum cfl� � �
� l�erreur de phase du

sch�ma est faible sur l�ensemble du plan des couples de nombres d�onde r�duits ��� ��� En cons�

quence� lorsque cfl� est utilis� pour le calcul� toutes les longueurs d�onde pr�sentes dans l��cou

lement sont en moyenne advect�es � la m	me vitesse et sans d�phasage� Cette observation vient
conforter l�analyse e"ectu�e sur le syst�me �quivalent du sch�ma qui pr�dit une erreur dispersive
� l�ordre � pour ce nombre cfl�

�
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L��tude de l�erreur de phase par analyse de Fourier est aussi compl�mentaire de l��tude du
syst�me �quivalent puisqu�elle montre l��volution en fonction du cfl de l�erreur de phase pour
les di"�rentes longueurs d�onde� On voit ainsi que pour des pas de temps d�int�gration num�rique
inf�rieurs � 
topt� le premier terme d�erreur du sch�ma provoque une avance de phase des plus
grands nombres d�onde r�duits� qui correspondent aux plus courtes longueurs d�onde� mais reste
faible sur une plage de nombres d�onde � � ������ ���	� Pour des pas de temps d�int�gration
num�rique sup�rieurs � 
topt� la solution du sch�ma est � un retard de phase pour les plus
grands nombres d�onde r�duits mais l�erreur de de phase reste �galement faible sur la plage de
nombres d�onde � � ������ ���	�

a�t
�x � �

�
a�topt
�x � �

�
a�t
�x � �

Fig� ���� 
 Erreur de phase du sch�ma rbv dans le plan des nombres d�onde r�duits pour une
advection lin�aire scalaire � la vitesse �a� b� � ��� �� pour di��rents nombres cfl�

����� Conclusion

L�analyse de Fourier de l�erreur de phase du sch�ma rbv renforce les conclusions tir�es
� partir de l��quation �quivalente du sch�ma� � savoir que l�erreur dispersive du sch�ma rbv

est minimale pour cfl� ���� Elle montre m	me que l�erreur de phase est faible pour toutes les
longueurs d�onde�

Cette analyse montre aussi que la solution du sch�ma rbv est en avance de phase� principa

lement pour les grands nombres d�onde� si le nombre cfl utilis� est inf�rieur � ���� alors qu�elle
a un retard de phase si le nombre cfl utilis� est sup�rieur � ����
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�� Advection de tourbillon pour les �quations d	EULER

Les propri�t�s du sch�ma rbv ont �t� �tudi�es en d�tail� il s�agit maintenant de les �prou

ver au mieux pour le transport de tourbillon par les �quations d�Euler� Le probl�me mod�le
utilis� est l�advection d�un tourbillon analytique par un �coulement constant� Le premier point
� d�terminer est alors la discr�tisation minimale du tourbillon pour qu�il soit pr�serv� pendant
l�advection� Le deuxi�me point vise � observer l�in�uence du pas de temps sur la solution du tour

billon advect�� Le troisi�me test doit permettre d��valuer l�in�uence de la direction d�advection
par rapport aux directions propres du maillage cart�sien r�gulier� M	me si la phase de �ltrage
utilis�e pour stabiliser la m�thode d�int�gration sur le pas de temps dual n�est pas indispensable
pour l�advection de tourbillon sur des maillages cart�siens� nous �valuons dans un quatri�me
temps l�in�uence de l�ordre du �ltrage sur la solution instationnaire du sch�ma rbv� En�n�
la solution du sch�ma rbv sera compar�e avec les solutions de deux sch�mas d�ordre �� Lax

Wendroff
Ni qui est la r�f�rence en mati�re de pr�servation de la vorticit�� et le sch�ma centr�
avec viscosit� arti�cielle introduit par Jameson� Schmidt � Turkel� r�put� peu dissipatif et
dont l�utilisation est largement r�pandue pour le calcul d��coulements instationnaires�

����� Probl�me mod�le

Le probl�me mod�le retenu pour l�advection de tourbillon s�inspire largement d�un cas test
utilis� parYee et al� ���� �� � Un tourbillon bidimensionnel non visqueux isentropique est advect�
par un �coulement uniforme� Les conditions aux limites du domaine de calcul sont p�riodiques
dans les deux directions d�espace�

La pression p� et la masse volumique �� de l��coulement uniforme sont donn�es par p� � ��
�� � �� Le champ de vitesse �U� de l��coulement uniforme est �u�� v�� avec k�U�k � �

� � Le
nombre de Mach de l��coulement uniforme est M� � �� ����� ce qui conduit � une advection
subsonique� Le rapport des chaleurs sp�ci�ques est � � �� �� Les valeurs des perturbations
ajout�es au champ moyen sont celles donn�es dans ��� &
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o� la circulation du tourbillon � est �gale � �� T � p��� �x � x�x� et �y � y� y� avec �x�� y�� les
coordonn�es initiales du tourbillon et r� � �x� � �y�� Les variables conservatives de l��tat initial
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���� Advection de tourbillon pour les �quations d�Euler

La solution exacte pour les �quations d�Euler de ce probl�me aux conditions initiales est
w�t� x� y� � w���x� �y� avec �x � x� �x��u�t�� �y � y� �y��v�t�� Le tourbillon devrait donc 	tre
convect� $passivement% par l��coulement uniforme� c�est
�
dire sans d�vier de sa trajectoire ni
subir de d�formation au cours de son transport� On peut ainsi quanti�er directement l�erreur
dispersive et la dissipation du sch�ma num�rique�

Le domaine de calcul s��tend de �� � �� suivant les directions x et y� le champ de per

turbation induit par le tourbillon � d�croissance exponentielle tend rapidement vers z�ro ce
qui permet d�utiliser des conditions aux limites p�riodiques et d�advecter le tourbillon sur de
longues distances avec un domaine de calcul relativement restreint de dimensions ��� ��� soit
�x� y� � ���� �	� ���� �	�

Remarque� Le nombre cflfic est �x� � �� pour les sous
it�rations sur le temps dual� l�algo

rithme implicite sur le pas de temps �ctif utilise un pas de temps �ctif local pour acc�l�rer la
vitesse de convergence de la m�thode�
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Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

����� Discr�tisation n�cessaire pour l�advection de tourbillon

Des calculs d�advection de tourbillon suivant la direction x sont e"ectu�s sur trois maillages
a�n de d�terminer le nombre de points n�cessaires dans le c#ur du tourbillon pour qu�il soit
advect� par l��coulement moyen sans perte de vorticit�� Pour chaque simulation� on utilise le
pas de temps qui minimise l�erreur du sch�ma sur le maillage� soit 
topt �

h
�u�

� Les param�tres
de calcul correspondant aux di"�rents maillages sont r�sum�s Tab� ����

Maillage 	x Nombre de points dans le 
topt � cfl

c#ur du tourbillon 	x��U� � t � �

��� �� ��� � ��� ����
��� �� ��� �� ��� ����
���� ��� ��� �� ��� ����

Tab� ��� 
 Param�tres de calcul pour l�advection de tourbillons sur di��rents maillages

Les solutions du sch�ma rbv sur les di"�rents maillages sont compar�es � t � ���� ce qui
correspond � une distance parcourue par le tourbillon L � �� � la vitesse kU�k � ���� Le tour

billon a donc e"ectu� � passages successifs dans le domaine de calcul�

Les repr�sentations du champ de vorticit� des solutions Fig� ���� montrent qu�une discr�

tisation sur � points du c#ur permet de positionner correctement la solution du sch�ma par
rapport � la solution exacte mais pas de conserver intact le champ de vorticit� du tourbillon�
Pour des discr�tisations du c#ur sur �� et �� points� le tourbillon est advect� sans perte de vor

ticit� et est exactement positionn� par rapport � la solution exacte� On observe que la vorticit�
des solutions au centre du tourbillon est l�g�rement sup�rieure � celle du tourbillon initial pour
ces maillages� Bien qu�inhabituelle pour des sch�mas num�riques d�ordre �� on verra par la suite
que cette propri�t� n�est pas propre au sch�ma rbv�

Les coupes suivant y � � des solutions � t � ��� pour les trois maillages Fig� ���� montrent
que le tourbillon est tr�s bien conserv� sur le maillage �������� Pour la solution dans le maillage
������ l�erreur est de �� �� sur le maximum de vitesse tangentielle� de �� �� sur le minimum de
masse volumique et de �� �� au c#ur de la d�pression� Pour la solution dans le maillage ������
l�erreur est de ��� �� sur la vitesse tangentielle� de ��� �� sur la masse volumique et de ��� ��
sur la pression au c#ur du tourbillon�

Conclusion

L�erreur � t � ��� est inf�rieure � �� sur la pression et la masse volumique
et au maximum de �� sur la vitesse tangentielle pour �
 points dans le c�ur du
tourbillon� soit sur le maillage �� � ��� pour U� � �� �� Ce maillage sera donc utilis�
pour l��valuation de l�in�uence des autres param�tres de simulation & pas de temps� direction
d�advection� ordre de �ltrage quand un �ltre est adjoint � la m�thode de r�solution en pas de
temps dual�

�



���� Advection de tourbillon pour les �quations d�Euler
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Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

����� In�uence du pas de temps pour l�advection de tourbillon

Les calculs e"ectu�s pour �valuer l�in�uence du pas de temps sur la pr�cision des solutions
sont r�alis�s dans le maillage �� � �� qui correspond � une discr�tisation du c#ur du tour

billon sur dix points� L�advection est suivant l�axe x � vitesse u� � �

� � soit un nombre de Mach

M� � �� ����� La solution de r�f�rence est calcul�e avec le pas de temps 
topt � h
�U�

qui annule
l�erreur dispersive du sch�ma pour les structures advect�es par l��coulement moyen� Cette solu

tion est compar�e aux solutions obtenues avec un pas de temps deux fois plus petit et un pas de
temps deux fois plus grand�

Il a �t� d�montr� au paragraphe ����� que pour un pas de temps inf�rieur � 
topt� l�erreur
dispersive du sch�ma est une avance de phase pour les ondes se propageant sur la caract�ristique
advect�e par l��coulement alors que pour un pas de temps sup�rieur � 
topt� l�erreur dispersive
du sch�ma provoque un retard de phase�

En bon accord avec la th�orie� la solution obtenue avec 
topt donne un tourbillon qui est
exactement positionn� � t � ��� et dont le champ de vorticit�� repr�sent� Fig� ����� est proche
de la solution exacte�

La solution obtenue avec 
topt�� est en retard et d�cal�e vers le haut par rapport � la solution
exacte� La vorticit� dans la c#ur du tourbillon est l�g�rement sup�rieure � la vorticit� exacte�
Il est int�ressant de noter que pour l�advection d�un tourbillon par les �quations d�Euler� une
erreur dispersive correspondant � une avance de phase � pour e"et de $ retarder % la solution
num�rique par rapport � la solution exacte�

La solution calcul�e avec �
topt est en avance sur la solution exacte et d�cal�e vers le bas�
L�erreur dispersive du sch�ma pour ce pas de temps provoque une perte de vorticit� comparable
� celle observ�e avec les m�thodes num�riques classiques d�ordre �� Ces m�thodes classiques�
sch�mas de type Lax
Wendroff et centr�s avec viscosit� arti�cielle� ont g�n�ralement une er

reur dispersive correspondant � un retard de phase et positionne le tourbillon en $avance% par
rapport � la solution exacte�

Les coupes suivant y � � des solutions � t � ��� pour les trois pas de temps Fig� ����
montrent que l�utilisation d�un pas de temps inf�rieur � 
topt concentre le tourbillon� la d�pres

sion au c#ur a augment� de �� entre t � � et t � ���� La solution obtenue avec un pas de
temps � fois sup�rieur � 
topt � tendance � dissiper le tourbillon� la d�pression dans le c#ur du
tourbillon est inf�rieure de ��� �� � la solution exacte�

Conclusion

L�obtention de la solution optimale du sch�ma RBV est �x�e par 
t�	x � ���U��
Ce rapport permet d�annuler le premier terme d�erreur du sch�ma� Ce terme intervient � l�ordre
O�
t�� 	x�� 	y�� dans le syst�me �quivalent du sch�ma�
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Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

����� In�uence de la direction de l��coulement pour l�advection de tourbillon

De m	me que les sch�mas de type rbc� le sch�ma rbv est construit pour le calcul d��cou

lements multidimensionnels� On s�attend donc � ce que la solution d�advection de tourbillon
suivant une direction quelconque ne d�pende pas de fa�on sensible de l�angle � entre le champ
moyen et l�axe x du maillage cart�sien�

Un tourbillon est advect� suivant trois directions a�n d��valuer la sensibilit� de la solution
du sch�ma rbv en fonction de la direction d�advection� La solution de r�f�rence utilis�e pour la
comparaison est la solution calcul�e avec 
topt � h���u�� d�une advection suivant l�axe x d�un
maillage cart�sien carr� de pas d�espace h � �� �� Deux angles d�advection sont consid�r�s� un
angle � � ���� qui correspond � la direction a priori la moins favorable si le sch�ma � un carac

t�re directionnel et un angle � � ��� qui est un cas interm�diaire a priori moins d�favorable�
La norme de la vitesse d�advection est k�U�k � �� � �M� � �� ����� pour les trois calculs� Les
maillages sont cart�siens carr�s de pas d�espace h � �� � et le pas de temps 
topt est le m	me

topt � �� � de fa�on � observer l�in�uence de la direction d�advection sur l�erreur du sch�ma�

Les r�sultats sont pr�sent�s Fig� ���� sous forme d�isovaleurs instantan�es du champ de vor

ticit�� Les cercles trac�s en traits discontinus ont un rayon correspondant � la distance parcourue
par la solution exacte aux temps de visualisation� Les droites trac�es en traits discontinus in

diquent les trajectoires th�oriques des tourbillons� On observe que les solutions du sch�ma rbv
pour le pas de temps 
topt sont correctement positionn�es quelque soit la direction d�advection�
Le pas de temps 
topt annule donc le premier terme d�erreur quelque soit la direction d�advec

tion� il ne d�pend pas de celle
ci� D�autre part� la variation du champ de vorticit� des tourbillons
est identique quelle que soit la direction d�advection�

Conclusion

La solution du sch�ma RBV pour l�advection de tourbillon ne d�pend pas de la
direction d�advection� Sur un maillage donn�� la pr�cision ne d�pend que du pas de temps�
Pour un maillage donn� et une vitesse d�advection de norme �x�e� le pas de temps qui minimise
l�erreur du sch�ma pour l�advection ne d�pend que du pas d�espace h et de la norme de la vitesse
du champ moyen &


topt �
h

�
p
u�� � v��

�������

��



���� Advection de tourbillon pour les �quations d�Euler

X

Y

0 10 20 30 40 50

0

10

20

30

t=20

t=40

t=60

t=80

t=100
α=π/4

α=π/8

α=0

Fig� ���� 
 Champ de vorticit� de tourbillons advect�s 	�q� d�Euler
 suivant plusieurs directions
� la vitesse �u���v����
� � �� � 	M� � �� ����
� Solutions du sch�ma rbv pour �t

�x � � � t � ���
t � ��� t � ��� t � �� et t � ���� maillage de pas d�espace h � �� ��

��



Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

����� In�uence du �ltrage pour l�advection d�un tourbillon

Bien que le sch�ma utilis� pour la convergence en pas de temps dual ne dissipe pas les plus
courtes longueurs d�onde� l�adjonction de �ltre ne s�est pas av�r�e n�cessaire pour les calculs
d�advection de tourbillon mais elle sera indispensable par la suite a�n d�appliquer le sch�ma �
des con�gurations d��coulements a�rodynamiques plus r�alistes�

Les in�uences du �ltrage et de l�ordre de pr�cision du �ltre sur la solution du sch�ma rbv
sont �valu�es sur l�advection d�un tourbillon suivant l�axe x � la vitesse U� � �� � sur un do

maine de calcul p�riodique ��� �� discr�tis� avec un maillage ��� ���

Les visualisations du champ de vorticit� � t � ���� Fig� ����� montrent que l�ajout d�une
�tape de �ltrage sur les sous it�rations en temps �ctif ne modi�e pas la position du tourbillon
par rapport � la solution du sch�ma rbv sans �ltre� Cela con�rme que les �ltres ne font qu�in

troduire un terme dissipatif dans l��quation discr�tis�e�

Un �ltre d�ordre �� qui �quivaut � une dissipation lin�aire d�ordre �� n�est pas su�samment
pr�cis pour l�advection de tourbillon sur une longue distance� Bien que le sch�ma rbv ne soit
que d�ordre �� les �ltres utilis�s doivent 	tre au moins d�ordre � pour ne pas modi�er de fa�on
signi�cative la solution du sch�ma� Cette observation est con�rm�e par les coupes suivant y � �
des solutions � t � ���� Fig� ����� o� on voit que le sch�ma rbv et un �ltrage � l�ordre � dissipe
de moiti� le tourbillon pendant son advection� L�in�uence du �ltrage sur la solution du sch�ma
rbv pour l�advection de tourbillon devient minime d�s que l�ordre du �ltre est sup�rieur � ��
Bien que le �ltrage ajoute de la dissipation� on observe que le maximum de vorticit� des solutions
avec �ltrage est tr�s l�g�rement sup�rieur � la solution du sch�ma sans �ltre�

Conclusion

Il faut appliquer des �ltres d�ordre sup�rieur ou �gal �  pour ne pas alt�rer la
solution du sch�ma RBV pour l�advection de tourbillons� Des �ltrages � l�ordre � et � donnent
des solutions tr�s proches du sch�ma sans �ltre� La solution obtenue avec un �ltre d�ordre �� se
superpose � la solution du sch�ma rbv seul�

��
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Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

����� Comparaison avec d�autres sch�mas num�riques

Le but est de quanti�er l�apport du sch�ma rbv sur la pr�servation des tourbillons par
rapport � des sch�mas existants du m	me ordre de pr�cision� La solution du sch�ma rbv est
compar�e avec les solutions de deux sch�mas d�ordre � & le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni ���� �� �
qui est la r�f�rence actuelle en mati�re de pr�servation de la vorticit�� et le sch�ma centr� avec
viscosit� arti�cielle introduit par Jameson� Schmidt � Turkel��� � peu dissipatif si les valeurs
des coe�cients de viscosit� arti�cielle sont bien ajust�es�

Comparaison avec le sch�ma de LAX�WENDROFF�NI

Quelques pr�cisions s�imposent concernant le sch�ma de Lax
Wendroff
Ni �lwn� mis en
#uvre pour les calculs d�advection de tourbillons� La version du sch�ma lwn impl�ment�e dans
un code d�di� est explicite� La condition de stabilit� sur le nombre cfl impose donc l�utilisation
de pas de temps physiques 
t plus faibles que pour le sch�ma rbv� D�autre part� le sch�ma lwn
requiert l�ajout d�une dissipation arti�cielle pour des calculs d�a�rodynamique tels que l��coule

ments autour d�un pro�l� dans un canal avec bosse� etc��� Les calculs d�advection de tourbillon
avec le sch�ma lwn sont r�alis�s sans dissipation arti�cielle car celle
ci n�est pas n�cessaire dans
ce cas pr�cis o� le maillage est cart�sien� les conditions aux limites p�riodiques et l��coulement
sans discontinuit�s�

La solution d�advection de tourbillon pour le sch�ma lwn est obtenue avec un pas de temps

t � �� �� qui correspond � cfl� �t

h maxj�k�
p
u� � v��a�j�k � �� � avec �	x � 	y � h� pendant

toute la dur�e du calcul� L�advection se fait suivant la direction x� Le maillage utilis� contient
�� � �� cellules� La comparaison du champ de vorticit� � t � ��� des solutions des sch�mas
lwn et rbv� Fig� ����� montre que le sch�ma lwn sans viscosit� arti�cielle pr�serve aussi bien
la vorticit� que le sch�ma rbv� Par contre� le tourbillon est mal positionn� par rapport � la
solution exacte� Contrairement au sch�ma rbv� on ne peut pas minimiser l�erreur dispersive du
sch�ma lwn et donc garantir que le tourbillon suit la bonne trajectoire pendant son advection�

Les coupes des champs� Fig� ���� suivant une droite parall�le � l�axe des x et passant par
le c#ur des tourbillons con�rment que le sch�ma lwn sans dissipation arti�cielle conserve aussi
bien le tourbillon que le sch�ma rbv pendant son transport� On remarque que la solution du
sch�ma lwn a un maximum de vorticit� sup�rieur � la solution exacte� tout comme la solution
du sch�ma rbv�

Conclusion

Le sch�ma LWN sans dissipation arti�cielle pr�serve aussi bien la vorticit� que le
sch�ma RBV mais commet une erreur beaucoup plus importante sur la trajectoire
et la position du tourbillon� Rappelons que la version utilis�e du sch�ma lwn n�a pas la
dissipation arti�cielle requise pour des calculs d�a�rodynamique externe par exemple� L�ajout de
cette dissipation alt�re n�cessairement les propri�t�s de pr�servation de la vorticit� du sch�ma
lwn�
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Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

Comparaison avec un sch�ma centr�

Le sch�ma centr� avec viscosit� arti�cielle propos� initialement par Jameson� Schmidt �
Turkel��� est un sch�ma explicite avec int�gration temporelle de type Runge
Kutta� Pour
des calculs d�a�rodynamique instationnaire� ce sch�ma est g�n�ralement mis en #uvre sous une
forme implicite� On retient deux de ces m�thodes pour les comparaisons avec le sch�ma rbv&

�� une int�gration implicite avec lissage des r�sidus d�velopp�e initialement par Lerat� Sid�s
� Daru ��� pour le sch�ma de Lax
Wendroff� Elle est aussi appel�e irs �pour Implicit
Residual Smoothing� et est appliqu�e pour les calculs au sch�ma Runge
Kutta pour
lequel elle a �t� adapt�e par Jameson� Cette m�thode est souvent employ�e car elle est
assez peu couteuse en temps de calcul� La phase implicite permet l�utilisation de pas de
temps assez grands tout en conservant une pr�cision d�ordre � )

�� une m�thode de pas de temps dual dts �pour Dual Time Stepping� � trois niveaux de temps
pour une pr�cision d�ordre � similaire � celle employ�e pour la r�solution du sch�ma rbv�
L�int�gration pour la convergence sur le pas de temps dual ou �ctif fait appel � un sch�ma
Runge
Kutta implicite avec lissage des r�sidus� Cette m�thode est moins dissipative
que le sch�ma centr� irs mais le temps de restitution du calcul est plus important car il
faut converger vers la solution stationnaire en temps �ctif pour chaque it�ration en temps
physique�

Le logiciel employ� pour l�ex�cution des calculs de type Jameson est le logiciel elsA ��� � 
�Ensemble Logiciel de Simulation en A�rodynamique� d�velopp� � l�onera depuis ���� et valid�
en collaboration avec des industriels du secteur a�ronautique�

Pour les deux m�thodes d�int�gration temporelle� il faut �xer les coe�cients de dissipation
arti�cielle k��� et k���� Le coe�cient k��� permettant d�ajuster la dissipation non lin�aire d�ordre
� est �x� � z�ro car l��coulement du tourbillon advect� ne pr�sente aucune discontinuit�� Le
coe�cient ajustant la dissipation lin�aire d�ordre � est �x� � la valeur minimale g�n�ralement
recommand�e k��� � �� ����

La comparaison du champ de vorticit� � t � ��� des solutions des sch�mas rbv� Jameson
irs et Jameson dts Fig� ����� montre que les sch�mas centr�s avec viscosit� arti�cielle dissipent
plus la vorticit� que le sch�ma rbv� Les sch�mas de Jameson avec int�gration temporelle irs
et dts positionnent mal le tourbillon par rapport � la solution exacte car on ne peut minimiser
leur erreur dispersive et garantir que le tourbillon suit la bonne trajectoire� On remarque que le
sch�ma de Jameson dts donne une meilleure solution que le sch�ma de Jameson irs�

Les coupes des champs� Fig� ����� suivant une droite parall�le � l�axe des x et passant par
le c#ur des tourbillons con�rment que les sch�mas centr�s avec viscosit� arti�cielle dissipent
le tourbillon pendant son transport� L�impl�mentation en pas de temps dual du sch�ma de
Jameson permet d�avoir une meilleure advection du tourbillon au pris d�un co*t de calcul plus
�lev� que l�impl�mentation avec lissage des r�sidus�

Conclusion

Les sch�mas JAMESON IRS et JAMESON DTS dissipent plus la vorticit� que le
sch�ma RBV et commettent une erreur beaucoup plus importante sur la trajectoire
et la position du tourbillon�
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Chapitre �� Analyse des propri�t�s du sch�ma RBV

��� Conclusion

Malgr� un support spatial identique au sch�ma de Lax
Wendroff
Ni� le sch�ma rbv dis

sipe les plus grands nombres d�onde pour des �coulements diagonaux� Cette propri�t� d�coule
du caract�re fortement implicite du sch�ma coupl� � une pond�ration spatiale de l�incr�ment
temporel � trois niveaux de temps� Toutefois� il existe une gamme de nombres cfl �cfl � ��
environ� pour lesquels appara�t une zone d�instabilit� faible �facteur d�ampli�cation du sch�ma
l�g�rement sup�rieur � �� pour une petite plage de nombres d�onde dans le milieu du spectre� Le
sch�ma n�est donc pas stable au sens strict� mais en pratique� il ne n�cessite pas l�ajout d�une
dissipation arti�cielle�

La m�thode de pas de temps dual mise en #uvre pour r�soudre le sch�ma rbv utilise une
phase implicite simpli��e� Le sch�ma sous
it�ratif est alors stable� le module de son facteur d�am

pli�cation est inf�rieur ou �gal � �� mais n�est pas dissipatif au sens de Kreiss� en particulier les
plus grands couples de nombres d�onde r�duit ��� �� � ������� ne sont pas amortis pour des
�coulements diagonaux� Un �ltrage du sch�ma en pas de temps dual avec des �ltres explicites
d�ordre �lev� permet de pallier ce probl�me sans alt�rer la pr�cision du sch�ma rbv�

Par construction� le sch�ma rbv est pr�cis � l�ordre � en temps et en espace� De plus� la m�

thode du syst�me �quivalent a montr� qu�il est possible d�annuler le premier terme d�erreur du
sch�ma pour un certain nombre cfl� Le sch�ma donne alors une solution pr�cise � l�ordre �� Des
essais num�riques pour une advection scalaire bidimensionnelle et les �quations de l�acoustique
avec advection ont con�rm� clairement ce r�sultat th�orique�

L��tude de l�erreur de phase du sch�ma rbv par une analyse de Fourier con�rme �et com

pl�te pour toutes les longueurs d�onde� le comportement du premier terme d�erreur pr�dit par
l��tude du syst�me �quivalent� Pour le nombre cfl qui annule ce terme� l�erreur de phase du
sch�ma rbv est voisine de z�ro pour l�ensemble des couples de nombres d�onde r�duits� L�erreur
dispersive du sch�ma est alors minimale�

Les essais d�advection de tourbillons pour les �quations d�Euler ont permis de d�montrer
la capacit� du sch�ma rbv � preserver un tourbillon sur de grandes distances d�advection�
L�utilisation de cfl� � �M � ����M � o� M est le nombre de Mach de l��coulement moyen�
permet de garantir que le tourbillon ne d�vie pas de sa trajectoire th�orique� ce qui n�est pas le
cas pour d�autres m�thodes num�riques d�ordre �� Ce nombre cfl est d�autant plus grand que
l��coulement est lent ce qui autorise l�utilisation de grands pas de temps sans perte de pr�cision
pour le calcul d��coulement � faible nombre de Mach� Le sch�ma rbv est tr�s peu directionnel�
sa solution ne d�pend pas de la direction d�advection� L�utilisation de �ltres pendant l��tape de
sous it�rations en pas de temps dual n�alt�re pas la solution du sch�ma d�s lors que les �ltres
sont d�ordre � et plus� La comparaison du sch�ma rbv avec les sch�mas de Lax
Wendroff
Ni
et de Jameson a d�montr� la plus grande pr�cision du sch�ma rbv pour les probl�mes li�s �
l�advection de tourbillons�
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���� Introduction

��� Introduction

Les propri�t�s du sch�ma rbv en maillage cart�sien ont �t� �tudi�es de mani�re approfondie
au chapitre pr�c�dent� En vue de son application � des calculs d�a�rodynamique r�alistes� le
sch�ma doit maintenant 	tre formul� pour des maillages curvilignes� Cette extension sera r�alis�e
dans la premi�re partie de ce chapitre et suivie de l��tude des propri�t�s de ce nouveau sch�ma�

La plus grande partie du travail pr�sent� dans ce m�moire traite de probl�mes instationnaires�
Les simulations num�riques d��coulements instationnaires sont le plus souvent initialis�es � partir
d�une solution stationnaire calcul�e $ num�riquement %� A�n que la solution employ�e pour
l�initialisation soit coh�rente avec le sch�ma rbv� nous proposerons et �tudierons une version
simpli��e du sch�ma rbv adapt�e au calcul d��coulements stationnaires�

La capacit� du sch�ma rbv � advecter des tourbillons en maillages irr�guliers sera v�ri��e
par des essais num�riques� puis le sch�ma rbv sera appliqu� � un probl�me d�a�rodynamique
instationnaire autour d�un pro�l oscillant en translation�

��� Formulation du sch�ma RBV en maillage irr�gulier

����� Rappels et notations

Soit � un domaine de contour ferm� �� dont la fronti�re est not�e �� Un syst�me bidimen

sionnel de lois de conservation sous forme int�grale s��crit &

d

dt

ZZ
�
wd��

I
��

����nd� � � �����

o� w est le vecteur d��tat� �� � �f�w�� g�w�	 le vecteur de densit� de �ux et �n le vecteur unitaire
normal ext�rieur au domaine ��

Ω c
Cj+1,k

Cj-1,k+1
Cj,k+1 Cj+1,k+1

Cj,k

Cj-1,k-1 Cj,k-1
Cj+1,k-1
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Fig� ��� 
 Maillage irr�gulier� cellule �cj�k
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Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

L��criture des sch�mas de type rbc dans des maillages irr�guliers est bas�e sur une formu

lation int�grale en volumes �nis classique ��� � Soient �cj�k la cellule centr�e sur le point C du
maillage indic� �j� k�� ��cj�k son contour ferm�� �cj� �

� �k
� �cj� �

� �k
� �cj�k� �

�
et �cj�k� �

�
ses faces

�voir Fig� ��� pour la d��nition de la g�om�trie�� On a &

��cj�k � �cj� �
� �k
� �cj� �

� �k
� �cj�k� �

�
� �cj�k� �

�

On note wn
j�k la moyenne du vecteur d��tat w dans la cellule �cj�k au temps t � n
t &

wj�k �
�

S�c j�k

ZZ
�cj�k

w d� o� S�cj�k �

ZZ
�cj�k

d� �����

La formulation int�grale d�un syst�me de lois de conservation sur une cellule �cj�k peut alors
s��crire &

S�cj�k

d

dt
wj�k �

Z
�cj� �

� �k

����nd� �

Z
�cj� �

� �k

����nd� �

Z
�cj�k� �

�

����nd� �

Z
�cj�k� �

�

����nd� � � �����

Un sch�ma construit dans une approche volumes �nis classique approche alors le bilan exact �����
sous la forme ����� o� les �ux du syst�me de lois de conservation sont remplac�s par une ap

proximation discr�te�

����� Formulation du sch�ma RBV en maillage irr�gulier

La formulation volumes �nis classique n�est pas celle qui a �t� retenue pour la formulation du
sch�ma rbv en maillage irr�gulier� En e"et� la possibilit� d��crire le sch�ma rbv sous la forme
�r � � ������ joue un r�le essentiel pour la pr�servation de la vorticit�� il nous semble donc
indispensable que la formulation du sch�ma rbv en maillage irr�gulier puisse aussi s��crire sous
la forme �r � �� La formulation que nous proposons se d�compose ainsi en deux �tapes� une
premi�re �tape d��valuation du r�sidu complet suivie d�une seconde �tape o� est appliqu� un
op�rateur  adapt� pour les maillages irr�guliers�

Premi�re �tape

dΩ
j+1/2,k+1/2j-1/2,k+1/2

j-1/2,k-1/2 j+1/2,k-1/2

Fig� ��� 
 Maillage irr�gulier� cellule �dj� �
� �k�
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�
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���� Formulation du sch�ma RBV en maillage irr�gulier

Soit �dj� �
� �k�

�
�

la cellule d�cal�e dont le contour ferm� ��dj� �
� �k�

�
�

a pour sommets les
centres des cellules indic�s �j� k�� �j � �� k�� �j� k� �� et �j � �� k� �� �voir Fig� ����� Les faces
de la cellule �dj� �

� �k�
�
�

sont not�es �dj���k� �
�
� �dj�k� �

�
� �dj� �

� �k��
et �dj� �

� �k
� Le contour de la

cellule d�cal�e �dj� �
� �k�

�
�

est d��ni par &

��dj� �
� �k�

�
�
� �dj���k� �

�
� �dj�k� �

�
� �dj� �

� �k��
� �dj� �

� �k

On note rn
j� �

� �k�
�
�

la moyenne du r�sidu complet r dans la cellule d�cal�e �dj� �
� �k�

�
�

au temps

t � n
t &

rj� �
� �k�

�
�
�

�

Sdj� �
�
�k� �

�

ZZ
�dj� �

� �k�
�
�

r d� o� S�dj� �
� �k�

�
�
�

ZZ
�dj� �

� �k�
�
�

d� �����

On a alors sur la celulle �dj� �
� �k�

�
�

&

rj� �
�
�k� �

�
�

�
�

S�d

d

dt
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����n d�

�
j� �

�
�k� �

�

�����

La valeur moyenne du r�sidu complet est approch�e par une formulation volumes �nis classique &
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L�approximation �r du r�sidu complet r est donc donn�e par la relation &
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Deuxi�me �tape

La deuxi�me �tape de la formulation du sch�ma rbv en maillage irr�gulier consiste � ap

pliquer un op�rateur  aux approximations du r�sidu complet �valu�es aux centres des celulles
d�cal�es �d� Les r�les de l�op�rateur  sont d�apporter la dissipation n�cessaire au sch�ma et de
permettre le retour � une approximation du vecteur d��tat aux centres des cellules �c�

Ω r

Cj+1,k-1

Cj-1,k+1
Cj,k+1 Cj+1,k+1

Cj-1,k Cj,k Cj+1,k

Cj-1,k-1 Cj,k-1

ξ

η

Cj-1,k+1 Cj,k+1 Cj+1,k+1

Cj+1,kCj,kCj-1,k

Cj-1,k-1 Cj,k-1
Cj+1,k-1

Fig� ��� 
 Maillage irr�gulier� cellule �rj�k

Suivant une analogie avec les m�thodes volumes �nis classiques� l�op�rateur  a d�abord �t�
construit en consid�rant une cellule du maillage �c� Cet op�rateur est appliqu� aux r�sidus �r�
or on voit qu�en maillage irr�gulier� Fig� ���� les sommets des cellules du maillage ne co'ncident
pas avec les centres des cellules d�cal�es �d o� sont approch�s les r�sidus �r� A�n de pr�server
la pr�cision du sch�ma rbv et de conserver l��quivalence �r � �  �r � �� l�op�rateur  a �t�
modi�� en consid�rant une cellule �r� Fig� ���� dont les sommets sont les centres des cellules
d�cal�es �d� Des essais comparatifs ont montr� la plus grande pr�cision et la plus grande robus

tesse de cette deuxi�me approche� que nous avons donc retenue�

Soient �rj�k la cellule centr�e sur le point C du maillage indic� �j� k�� ��rj�k son contour
ferm�� �rj� �

�
�k� �rj� �

�
�k� �rj�k� �

�
et �rj�k� �

�
ses faces �voir Fig� ����� On d��nit &

S�rj�k �

ZZ
�cj�k

d� �����

Soit �� la normale ext�rieure sur la fronti�re ��rj�k � on d��nit une base orthonorm�e directe
���� ��� pour chaque face de la cellule �r �voir Fig� �����

Appliqu� au r�sidu exact� l�op�rateur  en maillage irr�gulier approche &ZZ
�rj�k

rd�� �

�

I
��r

h��
r d� � � �����

Cette formule int�grale peut aussi s��crire &ZZ
�rj�k

rd�� �

�

Z
�rj� �

� �k

h��
r d� � �

�

Z
�rj� �

� �k

h��
r d�� �

�

Z
�rj�k� �

�

h��
r d�� �

�

Z
�rj�k� �

�

h��
r d� � � ������

o� h est une distance et ��
une matrice de dissipation d�pendant de l�orientation de la face et

des caract�ristiques de l��coulement�

�



���� Formulation du sch�ma RBV en maillage irr�gulier

Appliqu� au r�sidu approch� �r� l�op�rateur  en maillage irr�gulier est d��ni par &

��r�j�k �
�
S�r 
�
� �r

�
j�k
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��������
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�

� j�������Cj�k��Cj�kj
�

�
j�rj��


� �r
�
j�k� �

�

������

o� les matrices de dissipation ��
sont celles propos�es dans la th�se de Huang ��� pour les

sch�mas � pas de temps caract�ristique matriciel� Elles sont �galement utilis�es pour les sch�mas
de type rbc en maillage irr�gulier� Par exemple� une matrice ��j� �

�
�k

est d��nie par &

����������	
���������


��j� �
� �k

�
�
TJ �

Diag
h
�
�i�

J �

i
T��J �

�
j� �

�
�k

�
�i�

J �j� �
� �k

� sgn
�
a
�i�

J �j� �
� �k

�
�
�i�

J �j� �
� �k

�
�i�

J �j� �
� �k

� min

�
���

j�rj� �
� �k
j

j��������Cj�kCj���kj
ja�i�J �

jj� �
� �k

��a
�i�
J ��j� �

� �k

�
A

������

avec TJ �
� TJ �

�� les matrices de passage � la forme diagonale et a�i�J �
les valeurs propres de la

matrice jacobienne du �ux suivant la direction du vecteur unitaire ��� ��a�i�J�� d�signe le rayon
spectral � de la matrice jacobienne du �ux suivant la direction du vecteur unitaire ���

�� Ceci n�est pas tout � fait la dissipation des sch�mas � pas de temps caract�ristique et de type rbc puisque
nous avons minimis� la dissipation en rempla�ant le minimum des valeurs propres au d�nominateur de ��i� par le
rayon spectral�
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Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

Formulation en pas de temps dual du sch�ma RBV en maillage irr�gulier

Le sch�ma rbv en maillage totalement irr�gulier est r�solu par une m�thode de pas de temps
dual� Le sch�ma enti�rement discr�tis� s��crit alors &

��������������������������������������������������������	
�������������������������������������������������������
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���� Filtrage en maillage irr�gulier

��� Filtrage en maillage irr�gulier

Les op�rateurs de �ltrage� pr�sent�s section ����� et mis en #uvre pour stabiliser le sch�ma
de r�solution en pas de temps dual� ne conservent pas leur ordre de pr�cision lorsqu�ils sont
employ�s sur des maillages irr�guliers� D�autre part� ces �ltres sont des op�rateurs ��d appliqu�s
successivement suivant chaque direction �j et k�� ils ne peuvent donc pas prendre en compte les
variations de courbure du maillage�

Dans le cas des �ltres explicites ������� il est toutefois possible de prendre en compte les dis

tances pour conserver l�ordre de pr�cision du �ltre sur un maillage cart�sien irr�gulier� Comme
en maillage r�gulier� un �ltre d�ordre p � �N a toujours un support spatial de ��N � �� points
mais la perte de sym�trie de l�op�rateur due aux irr�gularit�s du maillage impose de d�terminer
��N ��� coe�cients an contre �N � �� dans le cas r�gulier� Il faut alors r�soudre localement un
syst�me lin�aire de ��N � �� �quations pour chaque dimension du maillage�

Une �quation est donn�e par la condition sur le module de la fonction de transfert du �ltre &

NX
n
�N

����jnjan � � ������

�N �quations sont donn�es par des d�veloppements de Taylor � l�ordre �N &�
BBBBBBBB�

� � � � � � �
� h� �h�� h� �h�� � �

� h�� ��h���� h�� ��h���� � �
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� � � � � � �

� h�N��� h�N���� h�N��� h�N���� � �

�
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a��
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a��
�

�

�
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�

�
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�
�
�
�

�
�

�

�
CCCCCCCCA

������

o� hi � j�������Cj�kCj�i�kj �respectivement hi � j�������Cj�kCj�k�ij� pour un �ltre appliqu� suivant la direc

tion j �respectivement suivant la direction k�� Fig� ����

j,kCCCC C C

-3

Cj+1,k j+2,k j+3,kj-1,kj-2,kj-3,k

hh

h

h h

h

-1 1

-2 2

3

Fig� ��� 
 Support des �ltres en maillage irr�gulier

Ce traitement peut s�av�rer co*teux en temps de calcul si le �ltre est d�ordre �lev�� Il ne sera
donc appliqu� que sur des maillages fortement irr�guliers� La perte de pr�cision est peu e"ective
sur des maillages curvilignes assez r�guliers�

�	
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��� Pr�cision du sch�ma RBV en maillage irr�gulier

����� Pr�cision du sch�ma RBV en maillage cart�sien irr�gulier
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Fig� ��� 
 Maillage cart�sien irr�gulier

En maillage cart�sien irr�gulier� Fig� ���� l�approximation ����� du r�sidu complet sur la
cellule d�cal�e d�indice �j � �

� � k�
�
�� se simpli�e pour devenir &
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������

En posant h � max�	xj��� 	xj� 	xj��� 	yk��� 	yk� 	yk���� les d�veloppements de Taylor en
espace par rapport au centre d�une cellule d�indice �j� k� d�une quantit� � sont &
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����������
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Le d�veloppement � l�ordre � autour du point �j�k du r�sidu �rj� �
� �k�

�
�

est alors &
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De la m	me mani�re� on trouve &

�������������������	
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De m	me que �r� l�op�rateur  se simpli�e en maillage cart�sien irr�gulier� L�expression d�velop

p�e de �r est alors &

��r�j�k � 	xj	yk
�rj� �

� �k�
�
�
� �rj� �

� �k� �
�
� �rj� �

� �k�
�
�
� �rj� �

� �k� �
�

�

��

�

�	xj�� � 	xj�

�

�	yk�� � �	yk � 	yk���
�

�j� �
�

�rj� �
�
�k� �

�
� �rj� �

�
�k� �

�

�

�
�

�

�	xj � 	xj���
�

�	yk�� � �	yk � 	yk���
�

�j� �
�

�rj� �
� �k�

�
�
� �rj� �

� �k� �
�

�

��

�

�	yk�� � 	yk�

�

�	xj�� � �	xj � 	xj���
�

�k� �
�

�rj� �
� �k�

�
�
� �rj� �

� �k�
�
�

�

�
�

�

�	yk � 	yk���
�

�	xj�� � �	xj � 	xj���
�

�k� �
�

�rj� �
�
�k� �

�
� �rj� �

�
�k� �

�

�

������

Une multiplication des deux membres de l�expression ������ par l�inverse de la surface de la
cellule d�indice �j� k� et des d�veloppements de Taylor nous donnent l�erreur de troncature� au
sens des di"�rences �nies� du sch�ma rbv en maillage cart�sien irr�gulier� Elle s��crit &
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Pour une solution exacte d�un probl�me instationnaire� on a r � �� L�erreur de troncature du
sch�ma rbv en maillage cart�sien irr�gulier devient donc &

�� � O�
t�� h��

������

Le sch�ma RBV est strictement d�ordre � au sens des di��rences �nies� en
maillage cart�sien irr�gulier�
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����� Pr�cision du sch�ma RBV en maillage quelconque

La pr�cision du sch�ma rbv en maillage quelconque ne d�pend que de la pr�cision avec
laquelle le r�sidu complet est approch� sur les cellules d�cal�es� Par cons�quent� les d�velop

pements de Taylor e"ectu�s dans ce paragraphe seront calcul�s en consid�rant le centre de
la cellule d�cal�e �j� �

� �k�
�
�
� Le calcul de �rj� �

� �k�
�
�

est d�compos� en deux �tapes� L�int�gration

surfacique des termes temporels et l�int�gration de ����n sur le contour ��j� �
� �k�

�
�
�

�� Les d�veloppements de Taylor de l�int�gration surfacique des termes temporels donnent &
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Or par construction du maillage� nous avons &
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�� L�int�gration de ����n sur le contour de la cellule d�cal�e est d�compos�e pour les fonctions
de �ux f et g� Les d�veloppements de Taylor de l�int�gration de f
y sur le contour
donnent &
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Pour un quadrilat�re quelconque� l�int�grale de la fonction de �ux f par une m�thode de type
$cell�vertex % sur le contour d�une cellule est donc approch�e � l�ordre � au sens des di"�rences
�nies sauf si les coordonn�es des coins de la cellule satisfont les relations &�������	

������


xj���k � xj�k�� � xr
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yj�k�� � yj�k � yj���k�� � yj���k

������

Nous retrouvons ici un r�sultat d�montr� �et �tendu aux polygones r�guliers� par Roe ��� � pour
un quadrilat�re� une m�thode volumes �nis de type $cell�vertex% n�est d�ordre � que si la cellule
d�int�gration est un parall�logramme�

Le sch�ma RBV est strictement d�ordre � au sens des di��rences
�nies si les lignes du maillage sont des droites parall�les� Fig� ����
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Fig� ��� 
 Maillage parall�le irr�gulier

Cependant en s�appuyant sur des r�sultats sur l�ordre de convergence des m�thodes de vo

lumes �nis� on peut utiliser une d��nition plus pertinente de la pr�cision bas�e sur des travaux
de Gallou�t ��� et Rezgui ��� � Un sch�ma est $pr�cis � l�ordre p au sens des volumes �nis%
si le �ux num�rique F sur une face approche le �ux exact � l�ordre p� c�est
�
dire &

Fj� �
�
�k �

Z
�
j��

� �k

����n d� �O�hp� ������

Pour les choix des contours d�int�gration retenus pour le sch�ma RBV� celui

ci est pr�cis  l�ordre � au sens des volumes �nis en maillage quelconque�
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Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

��� Sch�ma simpli�� pour les probl�mes stationnaires

Les calculs de probl�mes instationnaires doivent 	tre initialis�s par une condition initiale�
Celle
ci est rarement analytique et provient donc g�n�ralement du calcul num�rique d�un pro

bl�me stationnaire� Ceci est particuli�rement vrai pour les calculs d�a�rodynamique�

La solution utilis�e pour initialiser les calculs d��coulements instationnaires e"ectu�s avec
le sch�ma rbv doit correspondre � la solution d�un probl�me stationnaire du sch�ma rbv� Le
sch�ma num�rique utilis� pour le calcul de la condition initiale doit donc avoir la m	me discr�ti

sation spatiale que le sch�ma rbv� Un tel sch�ma peut 	tre obtenu � partir de l�expression ������
en posant rw � �� Le pas de temps dual joue alors le r�le du pas de temps physique pour la
convergence vers un �tat stationnaire et le sch�ma obtenu est une extension �nouvelle� du sch�ma
rbvs ������ aux maillages irr�guliers� Le sch�ma rbvs n�est pas dissipatif au sens de Kreiss�
Comme pour le sch�ma en pas de temps dual� nous ajoutons un �ltrage du vecteur d��tat en
�n d�it�ration pour assurer la dissipation des plus grands nombres d�onde r�duits� La pr�cision
spatiale de ce sch�ma en maillage irr�gulier sera v�ri�er num�riquement� ainsi que l�in�uence du
�ltrage pour le calcul d�une solution stationnaire� Le sch�ma sera ensuite appliqu� � des calculs
d��coulements a�rodynamiques stationnaires�

����� Advection circulaire scalaire en maillages irr�guliers

Le cas test pour l��valuation de la pr�cision spatiale et de la vitesse de convergence des
sch�mas rbv et rbvs est tir� de ��� � Il s�agit d�une advection lin�aire circulaire autour du point
�x � �

� � y � ��
�� d�un pro�l gaussien sur un domaine carr� ���

� �
�
� 	� ���

� �
�
� 	� Plus pr�cis�ment�

nous cherchons une solution stationnaire du probl�me aux conditions aux limites &��������������	
�������������
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Sur la fronti�re �x � �
� ���

� � y � �
��� aucune condition n�est impos�e� les valeurs sur la fron


ti�re sont obtenues par extrapolation des valeurs � l�int�rieur du domaine de calcul� La solution
stationnaire exacte est w � const sur tout cercle de centre ��� ���

���

Trois types de maillages sont utilis�s pour les calculs &

�� une s�rie de maillages cart�siens carr�s doit permettre de con�rmer la pr�cision � l�ordre
� du sch�ma en maillage r�gulier et servir de r�f�rence )

�� une s�rie de maillages cart�siens al�atoires pour comparer la pr�cision e"ective du sch�ma
� la th�orie qui donne le sch�ma pr�cis � l�ordre � )

�� une s�rie de maillages ondulants pour �valuer la pr�cision du sch�ma sur des maillages
curvilignes�

Chaque s�rie comprend trois maillages de ��� ��� ��� �� et ���� ��� cellules�
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���� Sch�ma simpli�� pour les probl�mes stationnaires

Les isovaleurs des solutions du sch�ma rbvs pour l�advection circulaire ��d sur les trois
types de maillages sont repr�sent�es Fig� ���� La solution du sch�ma rbvs est r�guli�re pour
les trois maillages� notamment sur le maillage cart�sien irr�gulier o� les variations de taille des
cellules sont importantes et brutales� La pr�cision th�orique du sch�ma en maillage irr�gulier
est con�rm�e num�riquement� Les normes L� de l�erreur entre les solutions du sch�ma et la
solution exacte sont repr�sent�es Fig� ��� �� gauche� pour les maillages des trois s�ries & l�ordre
de pr�cision calcul� num�riquement correspond � l�ordre de pr�cision th�orique� c
�
d� �� sur les
trois s�ries de maillages�

La phase implicite du sch�ma est r�solue avec deux it�rations d�une m�thode de relaxation
par lignes et colonnes de type Gauss
Seidel� le cfl vaut ���� L��volution de l�erreur� Fig� ���
�au centre� montre que l��tat stationnaire est atteint au bout de �� it�rations sur les maillages
cart�siens carr�s et cart�siens irr�guliers� Par contre� l��volution de la norme L� de 
w�
t�
Fig� ��� �� droite�� montre que la vitesse de convergence en r�sidu est lente quand le sch�ma est
utilis� sans �ltre�
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 Advection circulaire ��d� isovaleurs de la solution du
sch�ma rbvs sur des di��rents maillages de ��� �� cellules�
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Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

����� In�uence du �ltrage pour le calcul de solutions stationnaires

La faible vitesse de convergence sur la norme L� de 
w�
t du sch�ma rbvs tient � sa non
dissipation de certains nombres d�onde� en particulier pour des �coulements diagonaux� L�adjonc

tion d�un �ltre appliqu� en �n d�it�ration doit permettre d�augmenter la vitesse de convergence
du sch�ma en lui apportant la dissipation qui lui manque� La conservation de l�ordre de pr�cision
du sch�ma est garantie par l�utilisation de �ltres d�ordre �lev��

On peut observer� Fig� ���� l�in�uence du �ltrage sur la vitesse de convergence et la pr�cision
du sch�ma rbvs pour un calcul d�advection circulaire scalaire ��d sur un maillage cart�sien carr��
Pour un nombre cfl �gal � ���� le �ltrage permet d�atteindre rapidement l��tat stationnaire alors
que la courbe de convergence du sch�ma sans �ltre pr�sente une stagnation autour de ����� Les
�ltres n�alt�rent pas la pr�cision de la solution stationnaire comme le montre l��volution de
l�erreur Fig� ����
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Fig� ��� 
 �volution du r�sidu 	vitesse de convergence
 et �volution de l�erreur pour le sch�ma
rbvs avec �ltres pour une advection circulaire ��d sur un maillage cart�sien carr� ��� ���

Remarques Il convient de prendre quelques pr�cautions lorsqu�un �ltrage du vecteur d��tat
en �n d�it�ration est mis en #uvre pour le calcul de solution stationnaire &

�� le terme dissipatif apport� par le �ltre� c�est
�
dire le membre de droite de l��quation ������
p� ��� fait intervenir le pas de temps au d�nominateur� En toute rigueur� une solution
stationnaire calcul�e avec un �ltrage explicite en �n d�it�ration d�pend donc du pas de
temps utilis� pour le calcul� En pratique� l�implicitation du sch�ma rbvs� qui permet
l�emploi de grand pas de temps� et le recours � des �ltres d�ordre �lev� rendent ce terme
n�gligeable devant le terme d�erreur du sch�ma rbvs pr�cis � l�ordre � )

�� le syst�me d��quations ������ r�solu par le sch�ma rbvs plus �ltre ne peut plus s��crire
sous la forme d�un sch�ma conservatif� On doit donc s�attendre � ce que les relations de
saut ne soient pas correctement calcul�es pour les solutions stationnaires avec choc� La
perte de conservation du sch�ma rbv bas� sur le r�sidu complet est moins �vidente� elle
sera �valu�e plus loin sur un calcul d��coulement instationnaire transsonique sur un pro�l
en mouvement de tamis�

	



���� Sch�ma simpli�� pour les probl�mes stationnaires

����� Application  un tourbillon stationnaire

Comme le sch�ma lwn� les sch�mas rbvs et rbv ont la particularit� de pr�server exactement
dans le temps une condition intiale correspondant � un tourbillon stationnaire pour les �quations
d�Euler� Ce type de condition initiale s�apparente � une onde $ lin�airement d�g�n�r�e% des
�quations d�Euler� l�absence de focalisation des caract�ristiques ne permet donc pas d��quili

brer la dissipation lin�aire des sch�mas num�riques classiques� Le probl�me stationnaire exact
est alors vu par les sch�mas num�riques classiques comme un probl�me d��volution temporelle�
le tourbillon est g�n�ralement dissip� au cours du temps�

Si les sch�mas lwn et rbvs pr�servent exactement les tourbillons stationnaires� nous avons
vu qu�ils ne sont pas su�samment dissipatifs pour 	tre appliqu�s tels quels � des calculs d�a�ro

dynamique autour de pro�ls� L�objet de ce paragraphe est d��valuer l�in�uence des �ltres sur les
propri�t�s de pr�servation des tourbillons stationnaires du sch�ma rbvs� La condition initiale est
donn�e par les �quations ������� et ������� p� �� pour une vitesse d�advection nulle� Le maillage
utilis� est cart�sien carr� avec ����� cellules� Le pas de temps est 
t � �� ��� soit cfl� ��� Pour
un sch�ma implicite� la pr�cision de la m�thode de r�solution de la phase implicite joue un r�le
non n�gligeable sur la pr�servation d�une condition initiale non entretenue par des conditions
aux limites� c�est pourquoi le nombre de balayages de la m�thode hvlgs a �t� port� � ��
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Fig� ���� 
 Champs exacts d�un tourbillon stationnaire 	�q� d�Euler
 et solutions du sch�ma
rbvs pour di��rents �ltres� Coupes suivant x des solutions apr�s ��� it�rations� maillage ������

t � �� �� 	cfl� ��
�

Les solutions du sch�ma rbvs avec et sans �ltre apr�s ��� it�rations� Fig� ����� con�rment
que le sch�ma rbvs sans �ltre pr�serve exactement la condition initiale� Le �ltre d�ordre �
��quivalent � une dissipation lin�aire d�ordre �� dissipe consid�rablement le tourbillon� Le �ltre
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Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

d�ordre � dissipe l�g�rement le champ de vitesse tangentielle mais accentue la pente du pro�l
de vitesse au c#ur du tourbillon� Cette accentuation est compens�e par une augmentation de
la d�pression dans le c#ur� La vorticit� du tourbillon apr�s ��� it�rations est alors sup�rieure
� celle de la condition initiale� Cet e"et est moins prononc� pour le �ltre d�ordre � alors que
la solution avec �ltrage � l�ordre �� est confondue avec la solution du sch�ma sans �ltre� Pour
les calculs d��coulements a�rodynamiques stationnaires� le sch�ma rbvs sera par la suite mis en
#uvre avec un �ltrage � l�ordre ���

����� �coulement subsonique stationnaire autour d�un pro�l

Comme pour l��valuation des sch�mas rbc ��� � nous consid�rons l��coulement autour d�un
pro�l naca ���� � une incidence � � �- et un nombre de Mach amont M� � �� ��� L�adi

mensionnement utilis� pour les calculs est & �� � �� j�u�j � �� p� � ���M��� Cet �coulement
subcritique est calcul� sur un maillage en C comprenant ��� � �� cellules� avec ��� cellules
sur le pro�l et des fronti�res en champ lointain situ�es � vingt cordes du pro�l� Fig� ����� Les
conditions aux limites en champ lointain sont bas�es sur les variables p� �� H � S o� H et S

d�signent respectivement l�enthalpie et l�entropie &���	
��


H �
�

� � �

p

�
�
j�uj
�

�

S �
p

��

������

Quand l��coulement entre dans le domaine de calcul� la direction de l��coulement �� l�enthal

pie H et l�entropie S sont impos�es de fa�on multidimensionnelle alors que la pression p est
extrapol�e� Quand l��coulement sort du domaine de calcul� p est impos�e alors que �� H et S
sont extrapol�es de fa�on multidimensionnelle� En pr�sence de paroi� la condition de glissement
�vitesse normale nulle � la paroi� est impos�e et la pression� la masse volumique ainsi que la
composante tangentielle de la vitesse sont extrapol�es�

Fig� ���� 
 �coulement subsonique autour d�un pro�l� � gauche � vue partielle du maillage en
C ���� �� � � droite � contours du nombre de Mach �
M � �� ����
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���� Sch�ma simpli�� pour les probl�mes stationnaires

La solution stationnaire est obtenue avec le sch�ma rbvs associ� au �ltre d�ordre ��� Les dis

tributions pari�tales du nombre de Mach et de la d�viation d�entropie sont pr�sent�es Fig� �����
La valeur maximale du nombre de Mach � la paroi est de �� ��� L�erreur sur l�entropie est faible�
Les valeurs des coe�cients a�rodynamiques globaux sont & CL � �� ���� pour le coe�cient de
portance et CD � ������ pour le coe�cient de tra�n�e� Le coe�cient de tra�n�e est proche de sa
valeur th�orique CD � �� Ces valeurs sont en bon accord avec les r�sultats de ��� � La courbe
de convergence vers l��tat stationnaire et l��volution du coe�cient de portance sont donn�es
Fig� �����

x/c

N
o

m
br

e
de

M
ac

h

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x/c

D
é

vi
at

io
n

d
’e

nt
ro

pi
e

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.001

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008

0.009

0.01

Fig� ���� 
 �coulement subsonique autour d�un pro�l� distribution pari�tale du nombre deMach

	� gauche
 et de la d�viation d�entropie 	� � S�S� � �� S � p���
 	� droite
�

Itérations

L
o

g
(r

é
si

d
u

)

C
oe

ff
ic

ie
nt

d
e

p
or

ta
n

ce

0 1000 2000 3000
-15

-14

-13

-12

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Fig� ���� 
 �coulement subsonique autour d�un pro�l� histoire de convergence 	cfl� ��
�

		



Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

����� �coulement transsonique stationnaire autour d�un pro�l

L��coulement transsonique � M� � �� �� et � � �- est calcul� sur le m	me maillage que
le probl�me pr�c�dent� La gestion des conditions aux limites et l�adimensionnement utilis� pour
le calcul sont identiques � ceux mis en #uvre pour les calculs d��coulements subsoniques� La
solution stationnaire est toujours obtenue avec le sch�ma rbvs � et �ltrage � l�ordre ��� elle est
repr�sent�e Fig� ���� et ����� Les structures num�riques de choc pr�sentent de faibles oscillations
mais la ligne de glissement en aval du pro�l est bien r�solue et la pression est continue � travers
cette ligne de glissement�

Les positions des chocs � l�extrados et � l�intrados sont respectivement xu�c � �� ��� et
xl�c � �� ��� Le choc � l�intrados est correctement positionn� en comparaison des r�sultats de
r�f�rence ��� �qui donne xl�c � �� ����� Le choc � l�extrados est situ� en amont de la solution
de ��� �qui donne xu�c � �� ����� Le coe�cient de portance calcul� vaut alors CL � �� ����
inf�rieur de ��. � la valeur de r�f�rence CL � �� ����� Le coe�cient de tra�n�e est correctement
�valu� & CD � �� ���� � comparer avec CD � �� ��� dans ��� � L�histoire de convergence du calcul�
pour cfl � �� est pr�sent�e Fig� �����

Fig� ���� 
 �coulement transsonique autour d�un pro�l� � gauche � contours du coecient de
pression �
Cp � �� ���� � � droite � contours du nombre de Mach �
M � �� ����

Ce calcul montre que le sch�ma rbvs associ� � un �ltre d�ordre �� est su�samment dissipatif
et robuste pour calculer des solutions d��coulements stationnaires transsoniques� Toutefois� la
perte de conservation due au �ltre engendre une erreur sur l��valuation des relations de saut
qui a pour cons�quence un positionnement imparfait des chocs� Au vue de l��tude men�e au
chapitre � sur les phases implicites couplant les termes spatiaux et temporels� il ne semble pas
impossible de rendre le sch�ma rbvs su�samment dissipatif pour se passer de �ltres� Par manque
de temps� cette voie n�a pas pu 	tre explor�e pendant la th�se� En l��tat actuel� il est clair que le
sch�ma bas� sur le r�sidu le mieux adapt� aux calculs d��coulements transsoniques stationnaires
est le sch�ma rbc ��� � la vocation des sch�mas rbv �tant le calcul d��coulements subsoniques
ou faiblement transsoniques mettant en jeu des tourbillons en mouvement�

�� Pour ce calcul� la dissipation utilis�e est celle d��nie pour les sch�mas rbc� cf� �	�
�� p� 	�� et non la variante
moins dissipative utilisant le rayon spectral des matrices jacobiennes des �ux� cf� �	��� p� ���

�





���� Sch�ma simpli�� pour les probl�mes stationnaires
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Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

��� Advection de tourbillons en maillages irr�guliers

Il a �t� d�montr� au chapitre pr�c�dant que sur un maillage cart�sien carr�� la meilleure
solution du sch�ma rbv pour l�advection de tourbillons est obtenue pour 
t � h�k�u�k� avec
h le pas d�espace et �u� la vitesse d�advection� D�autre part� nous avons montr� que le sch�ma
rbv a une pr�cision spatiale d�ordre � en maillage irr�gulier� L�objet de ce paragraphe est donc
d��valuer la sensibilit� du pas de temps optimum par rapport aux variations locales de taille des
cellules du maillage�

Nous consid�rons le probl�me mod�le d��ni au paragraphe ������ Le calcul d�advection de
tourbillon est e"ectu� sur un maillage cart�sien irr�gulier de ����� cellules g�n�r� � partir d�un
maillage cart�sien carr� dont l�espacement des lignes et des colonnes a �t� perturb� al�atoire

ment� Soit h le pas d�espace du maillage initial� soit h� la largeur d�une ligne ou d�une colonne
du maillage perturb�� on a h�� � h� � �h��� La valeur du pas de temps est 
t � �� �� il s�agit
de la valeur du pas de temps optimum pour ce probl�me dans un maillage cart�sien carr� ������

Les repr�sentations du champ de vorticit� � t � ���� Fig� ����� montrent que la solution est
correctement positionn�e par rapport � la solution exacte� Nous en d�duisons donc que l�annu

lation du premier terme d�erreur du sch�ma n�est pas sensible aux variations locales de taille de
cellules mais que c�est la taille moyenne des cellules qui doit 	tre prise en compte� On observe
�galement que l�extension des �ltres aux maillages irr�guliers ne modi�e pas leur comportement
en comparaison des �ltres pour maillages r�guliers� Un �ltrage � l�ordre �� est la meilleure solu

tion pour ne pas alt�rer la pr�cision du sch�ma rbv pour l�advection de tourbillons en maillages
irr�guliers Fig� �����
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Comparaison avec un sch�ma centr� classique

De m	me que pour l�advection de tourbillon en maillage cart�sien uniforme� la solution du
sch�ma rbv est compar�e avec la solution du sch�ma de Jameson� Ce sch�ma peut
	tre �tendu
aux maillages cart�siens irr�guliers en pond�rant les formules d�int�gration des �ux num�riques�
Cette extension a notamment �t� �tudi�e et mise en #uvre par Canonne ��� pour des calculs
de rotor d�h�licopt�re� Pour la comparaison� nous utilisons la version non pond�r�e du sch�ma de
Jameson� D�une part� cette version est la plus r�pandue dans les logiciels de calcul cfd� d�autre
part� le sch�ma rbv ne fait pas intervenir de pond�ration� il semble donc logique qu�il soit com

par� � un sch�ma non pond�r�� Les param�tres de simulation pour le sch�ma de Jameson avec
int�gration temporelle dts et irs sont identiques � ceux du paragraphe ������

La comparaison des champs de vorticit�s � t � ��� des solutions des sch�mas rbv� Jameson
irs et Jameson dts� Fig� ����� et les coupes des champs� Fig� ����� suivant une droite parall�le
� l�axe des x et passant par le c#ur des tourbillons con�rment les r�sultats de ��� & la perte
de pr�cision des sch�mas volumes �nis classiques� m	me d�ordre �� est importante si le maillage
est irr�gulier� La formulation retenue pour la g�n�ralisation du sch�ma rbv aux maillages quel

conques lui permet de conserver son ordre de pr�cision sans pond�ration particuli�re�
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���� �coulement autour d�un pro�l oscillant en translation

�� �coulement autour d	un pro�l oscillant en translation

Le calcul d�un �coulement transsonique autour d�un pro�l oscillant en translation �aussi
appel� mouvement de tamis� doit permettre d��valuer l�in�uence du �ltrage appliqu� aux sous

it�rations sur le pas de temps dual pour le calcul de la solution du sch�ma rbc dans le cas
d��coulements transsoniques instationnaires� La con�guration retenue est celle du rotor non
portant avec pale droite en vol d�avancement pour laquelle des essais en sou/erie ���� ��� �� et
des simulations num�riques bidimensionnelles ��� ont �t� r�alis�s � l�onera� Cette con�guration
$ irr�aliste % d�un rotor non portant pr�sente l�int�r	t de d�montrer la validit� de la m�thode
de calcul pour des �coulements relativement simples en comparaison d�un rotor portant o� la
section de pale est soumise � des variations simultan�es d�incidence et de nombre de Mach�

����� D��nition du mouvement de tamis

Un calcul instationnaire bidimensionnel correspond � une approximation de l�exp�rience ����
�� pour une pale de rotor d�h�licopt�re en rotation � la vitesse angulaire � dans un �coulement
� nombre de Mach M� � incidence nulle �voir Fig� ������ Le nombre de Mach Mr�� dans le
rep�re relatif � une section de pale � une distance R de l�axe de rotation est &

Mr�� �
�R

a�
�M� sin� ������

avec a� la vitesse du son et � � ��t l�angle de la pale avec la direction de l��coulement avan�ant
��t est le temps non adimensionn���

Fig� ���� 
 Rotor non portant en vol d�avancement

Une modi�cation du syst�me r�gissant les �quations du mouvement ��� permet d�e"ectuer
les calculs num�riques en maillage �xe dans le rep�re li� � une section de pale� Consid�rons le
cas d�un �coulement bidimensionnel compressible non visqueux autour d�un pro�l soumis � un
mouvement de corps solide par rapport au rep�re absolu �O��x� �y�� Soit �A� ��� ��� un rep�re li� au
pro�l� on peut d��nir le mouvement du point A par xA � xA�t�� yA � yA�t� et l�angle � � ��t�
entre l�axe x et l�axe � �voir Fig� ������ Les �quations d�Euler r�gissant l��coulement dans un
domaine ��t� de fronti�re ��t� dans l�intervalle de temps �t�� t�	 s��crivent dans le rep�re li� au
pro�l & Z

�
wd�d�

����t�
t�

� �
Z t�

t�

Z
�
�f�w� �� s��d�� g�w� �� s��d�	dt ������
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avec

f�w� �� s�� �

�
���

�ur
�uur � p cos�
�vur � p sin�
�Eur � pu�

�
��� � g�w� �� s�� �

�
���

�vr
�uvr � p sin�
�vvr � p cos�
�Evr � pv�

�
���

o�

u� � u cos�� v sin� � v� � �u sin �� v cos�
ur � u� � s� � vr � v� � s�
s� � �xA cos�� �yA sin�� � �� � s� � � �xA sin�� �yA cos�� � ��

sont respectivement les composantes dans le rep�re relatif de la vitesse absolue �V � de la vitesse
relative �Vr et de la vitesse �s de la fronti�re �� Les points indiquent des d�rivations temporelles�

A

O

θ

η

ξ

Y

X

Fig� ���� 
 Pro�l en mouvement de corps solide

Ces �quations sont appliqu�es � un mouvement de tamis autour d�une section de pale �
incidence nulle� Le nombre de Mach � l�in�ni est M� � �� ���� l�angle d�attaque � � � et le
nombre de Mach relatif au pro�l Mr�� suit la loi d��volution temporelle &

Mr�� � M� �M� sin kt ������

o� M� � �� ��� et la pulsation r�duite k � �� ��� �avec k � ��c��V� � c�R�� Le mouvement
suivi par le pro�l est un mouvement de translation horizontale � la vitesse �xA � �M�a� sin kt�
le d�placement du rep�re li� au pro�l est donc d��ni par &

�	



� � �
s� � ��M��M�� sin kt
s� � �

La condition de glissement du �uide sur les parois solides en mouvement est traduite par
�V ��n � �s��n� Le calcul est initialis� par la solution de l��coulement stationnaire autour d�un
pro�l naca ���� � incidence nulle avec comme conditions g�n�ratrices & M� � �� ���� �� � ��
u� � � et p� � ���M���
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���� �coulement autour d�un pro�l oscillant en translation

����� Description de l��coulement

La solution utilis�e pour la description de �coulement transsonique autour d�un pro�l oscillant
en translation a �t� calcul�e avec le sch�ma rbv avec �ltrage � l�ordre � sur les sous
it�rations
de la m�thode de pas de temps dual pour un maillage en C de ��� � �� cellules avec un pas
de temps adimensionn� 
t � �� �������� correspondant � une variation azimutale de ��� degr��
Le crit�re de convergence en norme L� du r�sidu �ctif est de ����� le nombre maximum de
sous
it�rations de �� et le nombre moyen de sous
it�rations au cours du calcul de ��

La �gure ���� montre l��volution instationnaire du coe�cient de pression relatif Cpr sur le
pro�l� Le coe�cient de pression relatif est d��ni en fonction de la vitesse relative � l�in�ni V�
par &

Cpr �
p� p�

�
��p�M

�
r��

Seule la premi�re moiti� du cycle de l��volution p�riodique est pr�sent�e Fig� ����� Pendant
ce demi
cycle� le nombre de Mach relatif Mr�� cro�t de ����� � ����� puis redescend � ������
Durant le second demi
cycle� Mr�� varie en dessous de ����� et l��coulement reste subsonique�
! kt � �o� l��coulement initial est subsonique� Mr�� � �� ���� Une zone supersonique appara�t
progressivement au fur et � mesure que Mr�� augmente� un choc se forme aux alentours de
kt � ��o et se d�place vers le bord de fuite du pro�l pour atteindre sa position la plus en aval
aux environs de kt � ���o �Mr�� � �� ����� Le choc revient ensuite vers le bord d�attaque o� il
�nit par s��vanouir vers kt � ���o �Mr�� � �� �����

30o0 1

20o0 1

10o0 1

40o0 1

50o0 1

60o0 1

70o0 1

80o0 1

90o0 1

90o0 1

100o0 1

110o0 1

12000 1

130o0 1

140o0 1

15000 1

160o0 1

170o0 1

180o0 1

0o0 1

C
p

r

-1

0

1

C
p

r

-1

0

1

kt

kt

Fig� ���� 
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Chapitre �� Sch�ma RBV en maillage irr�gulier

Les e"ets instationnaires jouent un r�le majeur puisque l��volution du Cpr est compl�tement
dissym�trique par rapport � l�azimut ��o� Les r�partitions pari�tales du Cpr � kt � ��o et
kt � ���o correspondent au m	me nombre du Mach relatif �Mr � �� ������ on obtient d�une
part une solution sans choc et d�autre part une solution transsonique comme on peut le v�ri�er
sur les repr�sentations des champs instantan�s du nombre de Mach relatif Fig� ���� �la ligne
correspondant � Mr � � est trac�e en trait discontinu sur les �gures��

kt � ��o kt � ��o kt � ���o

Fig� ���� 
 Lignes iso�nombre de Mach relatif instationnaire calcul�es avec le sch�ma
rbv et �ltre d�ordre �

����� In�uence de l�ordre du �ltre

En principe� le �ltrage occasionne une perte de conservation� L�objectif poursuivi dans ce
paragraphe est d��valuer l�in�uence du �ltrage sur la pr�cision et les propri�t�s de conservation
du sch�ma rbv en maillage curviligne pour des �coulements instationnaires avec chocs� Ce qui
nous int�resse particuli�rement est de savoir si le �ltrage en pas de temps dual a une in�uence
sur la position du choc� Les solutions du sch�ma rbv vont donc 	tre compar�es avec la solution
d�un sch�ma rbc d�ordre �� not� rbc�� qui ne n�cessite pas l�emploi de �ltre mais ne pr�serve
pas la vorticit�� En maillage cart�sien ce sch�ma s��crit sous forme conservative &

����������������	
���������������


�rw

t

�n��

j�k

�

�
	�F

	x
�
	�G

	y

�n��

j�k

� �

Fj� �
� �k

�



�f � 	x

�
��p�

�
j� �

�
�k

avec p�j� �
� �k

�

�

�rwn��


t
�
	�f

	x
�
	�
�
�g

	y

�
j� �

�
�k

Gj�k� �
�

�



�g � 	y

�
��p�

�
j�k� �

�

avec p�j�k� �
�
�

�

�rwn��


t
�
	�
�
�f

	x
�
	�g

	y

�
j�k� �

��rw

t

�n��

j�k

�

�
�wn�� � �wn � wn��

�
t

�
j�k

������

�
�



���� �coulement autour d�un pro�l oscillant en translation

Les calculs de mouvement de tamis avec le sch�ma rbv adjoint � des �ltres lin�aires d�ordre ��
�� � et � ont �t� r�alis�s dans un maillage en C de ���� �� cellules� Le pas de temps adimen

sionn� 
t est �x� pendant la simulation � �� �������� �soit une it�ration en temps pour �� �o

de variation azimutale de la section de pale�� La convergence vers l��tat instationnaire � chaque
pas de temps fait appel � une m�thode de pas de temps �ctif local avec un nombre cflfic �gal �
��� Les r�sultats sont compar�s � une solution de r�f�rence obtenue sans �ltrage avec le sch�ma
volumes �nis strictement conservatif rbc� d�ordre � en temps et en espace�

La distribution du nombre de Mach relatif pari�tal � kt � ��o et kt � ���o Fig� ���� permet
de v�ri�er que le sch�ma rbv avec �ltrage positionne le choc � la m	me abscisse que le sch�ma
rbc� quel que soit l�ordre de pr�cision du �ltre utilis�� L�ordre de pr�cision du �ltre� et par
cons�quent son support spatial� a une in�uence sur la structure num�rique du choc� Plus l�ordre
du �ltre augmente et plus il y a d�oscillations de part et d�autre du choc�
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Fig� ���� 
 Comparaison du nombre de Mach sur le pro�l naca ���� � kt � ��� et kt � ����

des solutions des sch�mas rbc� sans �ltre et rbv avec di��rents �ltres pour le mouvement de
tamis� 	 rbc�� rbvf�� rbvf�� rbvf�� rbvf��


L�ordre du �ltre ne modi�e pas la position du choc sur le pro�l mais il in�ue un peu sur la
pr�cision de la solution instationnaire du sch�ma rbv� En e"et� sur la repr�sentation des champs
du nombre de Mach relatif et du coe�cient de pression relatif �voir Fig� ����� � kt � ��o� les
solutions dans les r�gions o� le maillage est d�ra�n� ne se superposent rigoureusement que pour
les �ltrages � l�ordre � ou plus�
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Nombre de Mach relatif 
Mr � �� �� Coe�cient de pression relatif 
Cpr� �� ��

Fig� ���� 
 Solution du mouvement de tamis � kt � ��� pour le sch�ma rbv avec
di��rents �ltres� lignes iso�nombre de Mach et iso�coecient de pression relatif Cpr
	 rbvf�� rbvf�� rbvf�� rbvf��


����� Conclusion

L�emploi d�une �tape de �ltrage pendant la phase de convergence en temps �ctif du sch�ma
rbv n�alt�re pas la forme conservative du sch�ma� Les positions des chocs et les relations de
saut � travers ces derniers sont identiques � celles des solutions calcul�es avec le sch�ma rbc�
strictement conservatif� Moins l�ordre du �ltre est �lev� et moins il y a d�oscillations de part et
d�autre du choc� Le �ltre doit 	tre d�ordre � et plus pour qu�� grande distance du pro�l les lignes
isovaleurs des champs a�rodynamiques se superposent� Au voisinage du pro�l� les solutions du
sch�ma rbv se superposent� � l�echelle du trac�� pour tous les �ltres�

��




���� Conclusion

��� Conclusion

La m�thode utilis�e pour �tendre le sch�ma rbv aux maillages irr�guliers ne s�appuie pas
sur une extension volumes �nis $ classique%� mais sur une adaptation de la formulation �r en
maillage irr�gulier� Le sch�ma ainsi obtenu peut 	tre d�compos� en deux �tapes & une premi�re
�tape d��valuation du r�sidu complet �r sur les cellules d�cal�es du maillage par une int�gration
de type volumes �nis $ cell
vertex % puis une deuxi�me �tape d�application d�un op�rateur 
�adapt� aux g�om�tries curvilignes� au r�sidu �r� Les �ltres spatiaux sont eux aussi adapt�s aux
maillages irr�guliers�

L��tude th�orique de la pr�cision spatiale du sch�ma rbv �tendu aux maillages curvilignes
montre que ce sch�ma est naturellement pr�cis � l�ordre � en maillages irr�guliers alors qu�il ne
fait appel � aucune pond�ration particuli�re�

Une version simpli��e �rbvs� du sch�ma rbv est propos�e pour le calcul d��coulements
stationnaires� Une �tude num�rique con�rme la pr�cision spatiale d�ordre � des sch�mas rbv et
rbvs en maillages irr�guliers� Des calculs d��coulements stationnaires subsonique et transsonique
autour de pro�l montrent qu�un �ltrage � l�ordre ��� correspondant � une dissipation lin�aire
d�ordre �� apporte su�samment de dissipation au sch�ma rbvs pour l�appliquer � ce type de
calcul� Le �ltrage en �n d�it�ration engendre cependant une perte de conservation qui restreint le
champ d�application du sch�ma rbvs au calcul d��coulements subsoniques ou faiblement trans

soniques�

Les essais d�advection de tourbillons sur un maillage cart�sien fortement irr�gulier ont per

mis de d�montrer la capacit� du sch�ma rbv � preserver un tourbillon sur de grandes distances
d�advection malgr� les irr�gularit�s du maillage�

Contrairement au calcul d��coulement transsonique stationnaire autour d�un pro�l r�alis�
avec le sch�ma rbvs avec �ltre� la simulation de l��coulement instationnaire transsonique autour
d�un pro�l en translation avec le sch�ma rbv �ltr� a montr� que le �ltrage n�engendre pas
d�erreur sur la position des chocs lorsqu�il est appliqu� au sch�ma en pas de temps dual� L�ordre
du �ltre in�uence par contre la structure num�rique du choc�
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���� Introduction

��� Introduction

L�interaction pale
tourbillon ou bvi �pour Blade Vortex Interaction� est un ph�nom�ne for

tement instationnaire qui peut se produire dans les �coulements autour des rotors d�h�licopt�re�
Le rotor principal d�un h�licopt�re assure � la fois la propulsion et la sustentation de l�appareil�
Cette particularit� autorise une large gamme de r�gimes de vol & le vol stationnaire� le vol vertical�
le vol d�avancement� Contrairement au sillage des ailes d�avion qui est rapidement �vacu� vers
l�aval� la rotation des pales donne une forme h�lico'dale au sillage d�un rotor d�h�licopt�re� Dans
certaines conditions de vol� comme le vol de descente ou le vol d�avancement � faible vitesse�
l�interaction du rotor avec son sillage peut perturber fortement l��coulement au niveau des pales
et d�grader les performances a�rodynamiques� Elle est �galement une source importante du bruit
d�un rotor d�h�licopt�re� On distingue deux ph�nom�nes pr�pond�rants au cours de l�interaction
rotor
sillage �� � le bvi et l�interaction pale
sillage bwi �pour Blade Wake Interaction�� Ils sont
sch�matis�s Fig� ��� �extraite de ��� ��

Fig� ��� 
 �coulement autour d�une pale en interaction avec le sillage d�un rotor

Le bvi r�sulte de l�interaction entre une pale du rotor et un tourbillon d�extr�mit� �aussi
appel� tourbillon marginal� engendr� par une pale pr�c�dente� Le bruit de bvi est la source
dominante du bruit de rotor en vol de descente ��� � Sa nature impulsionnelle et basse fr�quence
le rend particuli�rement p�nalisant d�un point de vue acoustique� ce qui explique qu�il consti

tue un champ de recherche important� L�interaction la plus intense intervient lorsque l�axe du
tourbillon est perpendiculaire au d�placement de la pale� Dans cette con�guration� la section de
pale et le tourbillon se trouvent dans un m	me plan� ce qui permet de restreindre la simulation
du ph�nom�ne � un calcul d��coulement �d instationnaire�

Le bwi r�sulte de l�interaction entre une pale du rotor avec la turbulence de sillage du rotor�
avec les nappes tourbillonnaires� Il constitue avec le bruit propre du rotor ou $Self Noise% une
composante principale du bruit large bande du rotor� Contrairement au bvi le bwi est fonda

mentalement al�atoire et tridimensionnel�

L�interaction pale
tourbillon� retenue pour �valuer le sch�ma pr�servant la vorticit� reprend la
con�guration �tudi�e exp�rimentalement parLee � Bershader ��� � Il s�agit d�une bvi parall�le
subsonique frontale d�un tourbillon avec un pro�l naca ���� � incidence nulle� La complexit� des
ph�nom�nes mis en jeu pendant cette interaction ainsi que les donn�es exp�rimentales disponibles
font de cette exp�rience une r�f�rence pour l��valuation de m�thodes num�riques appliqu�es
au calcul d��coulements tourbillonnaires instationnaires� Parmi ces m�thodes� nous pouvons
citer les sch�mas num�riques d�ordre �lev� ��� � les m�thodes de ra�nement local de maillage
structur� ��� � l�adaptation de maillage non structur� ���� ��� �� � et plus r�cemment la m�thode
de con�nement de la vorticit� pour les �coulements compressibles ��� �

���
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��� Description de l	exp�rience

Dans l�exp�rience de Lee � Bershader� le tourbillon est engendr� par la rencontre d�un
choc avec un pro�l naca ���� en incidence �Fig� ����� Le choc est produit au moyen d�un tube
� choc de section carr�e �� � cm� Le pro�l naca ���� de corde ��� cm et d�envergure � cm est
mis en incidence et plac� � �� cm de la section de sortie du tube � choc� ! la sortie du tube�
le choc di"racte et perd sa plan�it�� les auteurs consid�rent toutefois que la section centrale du
choc qui interagit avec le g�n�rateur de tourbillon �le pro�l naca ����� est pratiquement plane�
Le pro�l naca ���� utilis� pour l�interaction a une corde de � cm� une envergure de � cm et est
situ� environ �� cm en aval du pro�l naca ����� Le tourbillon exp�rimental est donc introduit
dans l��coulement � environ deux longueurs de corde en amont du pro�l cible pour l�interaction�
Le nombre de Reynolds bas� sur la vitesse � l�in�ni et la corde du pro�l cible varie de �� �����

� �� ������

Fig� ��� 
 Sch�ma de la con�guration exp�rimentale de Lee et Bershader

Les donn�es exp�rimentales sont de deux types & tout d�abord des clich�s obtenus par inter

f�rom�trie holographique � di"�rents instants pendant la collision du tourbillon avec le pro�l
naca ����� ensuite des mesures instationnaires du coe�cient de pression �Cp� � l�extrados et
� l�intrados du pro�l au voisinage du bord d�attaque� Concernant le tourbillon� des mesures des
pro�ls de masse volumique� pression et vitesse sont donn�es�

��� Mod�le de tourbillon pour le BVI

La topologie du tourbillon qui impacte le pro�l joue un r�le fondamental dans la ph�no

m�nologie de l�interaction pale
tourbillon� Elle a donc �t� �tudi�e par Lee � Bershader a�n
d�obtenir un tourbillon analytique le plus proche possible du tourbillon r�el utilis� dans l�exp�

rience� Le mod�le retenu est le tourbillon du Scully ��� dont le champ de vitesse tangentielle
s�exprime &

v�
U�

�
��

��r

�
r�

r� � r��

�
�����

o� r� est le rayon du c#ur du tourbillon� r la distance � partir de son centre et �� la circula

tion maximale adimensionn�e par la vitesse de l��coulement � l�in�ni U� et la corde du pro�l
c ��� � ��U�c�� La vitesse d�advection du tourbillon �tant proche de ��� m�s�� �M� � �� ���
le mod�le donne un pro�l de vitesse tangentielle correspondant au tourbillon exp�rimental pour
�� � ��� ��� et r� � �� ��� �Fig� �����

Pour un tourbillon stationnaire� les �quations de la quantit� de mouvement exprim�es dans
un rep�re cylindrique li� au c#ur du tourbillon se r�duisent � l��quilibre radial &

dp
dr

�
�v��
r

�����

��
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Fig� ��� 
 Pro�l de vitesse tangentielle du tourbillon de Scully

Une hypoth�se suppl�mentaire est n�cessaire pour pouvoir int�grer cette �quation et d��nir
compl�tement un tourbillon qui satisfasse les �quations d�Euler stationnaires� Les hypoth�ses les
plus couramment retenues sont & soit un tourbillon stationnaire � enthalpie constante ���� ���
�� � soit un tourbillon stationnaire � entropie constante ��� � voire un tourbillon stationnaire �
temp�rature constante dans le c#ur et entropie constante en dehors du c#ur ��� �

����� Tourbillon  enthalpie constante

L��galit� de l�enthalpie � l�in�ni� o� la vitesse tangentielle du tourbillon est nulle� avec l�en

thalpie dans le tourbillon nous donne &

�

� � �

p

�
�
v��
�

�
�

� � �

p�
��

�����

Dans ��� � l��quation di"�rentielle ����� est int�gr�e en conjonction avec la relation ����� au
moyen d�un sch�ma Runge
Kutta� La relation qui lie la pression au champ de vitesse du tourbillon
peut cependant 	tre obtenue en rempla�ant � par son expression dans l��quation ����� &

dp
p

�
����

��p� � �� � ����v��r��
v��r�

�

r
dr �����

L�int�gration entre l�in�ni et z�ro de l��quation di"�rentielle ordinaire ����� donne alors
comme expression analytique sur le champ de pression &��������	
�������


p�r� � p� exp

�
�� �

A

�
��U�
��

��
�
B�arctan

�
B��p��� �r� � r���� ���

��

�
��U�
�	

��
A

�
CA� �

�

�
CA
�
��

A �

�
��U�
��

�r
� � �

��

vuut�r��
p�
��

� � � �

��

�
��U�
��

��
�����

���



Chapitre �� Interaction pale
tourbillon

����� Tourbillon  entropie constante

Dans le cas d�un tourbillon isentropique� la relation qui relie la pression � la masse volumique
est &

p

��
�

p�
���

�����

L��quation de l��quilibre radial ����� peut alors 	tre remplac�e par l��quation di"�rentielle ordi

naire &

����d� �
���
�p�

v��r�
�

r
dr �����

Le champ de masse volumique du tourbillon est donc donn� par l�expression analytique &

��r� �
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������ � � � �

��
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����� Comparaison des tourbillons isentropique et isenthalpique

Les deux types de tourbillons ont des champs de vitesse strictement identiques� Les �carts
observ�s �Fig� ���� sur les champs de pression et de masse volumique sont situ�s au voisinage
proche du c#ur du tourbillon� Ainsi le tourbillon isenthalpique a une valeur plus faible de la
masse volumique que le tourbillon isentropique au niveau du c#ur du tourbillon� Pour la pres

sion� on observe l�inverse� la d�pression au c#ur du tourbillon isentropique est plus importante
que celle du tourbillon isenthalpique� D�s que la distance par rapport au c#ur du tourbillon est
sup�rieure � �� �� r�c les deux tourbillons se superposent parfaitement�

Les mesures de masse volumique et de pression e"ectu�es par Lee � Bershader ��� sur le
tourbillon exp�rimental advect� � ��� m�s�� montrent que le mod�le de tourbillon isenthalpique
est en tr�s bon accord avec le tourbillon physique�

On peut expliquer le manque d�ad�quation du mod�le de tourbillon isentropique par le pro

cessus mis en #uvre pour engendrer le tourbillon exp�rimental� l�interaction d�un choc avec un
pro�l en incidence� ce qui va � l�encontre d�une entropie constante dans l��coulement�

La question de l�in�uence du mod�le retenu sur le d�roulement du bvi m�rite toutefois
d�	tre examin�e� En e"et� des �tudes ���� �� ont montr� la sensibilit� du bvi vis
�
vis du mod�le
de tourbillon utilis�� mais les comparaisons concernaient principalement des tourbillons avec
di"�rents pro�ls de vitesse tels que les mod�les de Scully� de Vasistas� de Povitsky ou de
Lamb� et non les choix d�int�gration qui conditionnent leurs champs de pression et de masse
volumique� Nous comparerons donc par la suite des simulations du bvi avec les deux types de
tourbillons dans un m	me maillage� tous les autres param�tres restant �gaux par ailleurs�
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Fig� ��� 
 Comparaison des champs de masse volumique� de pression� d�entropie
et d�enthalpie entre des tourbillons de Scully isentropique et isenthalpique ��� �
��� ��� � M� � �� � � r� � �� �����

��� Maillages pour le BVI

Les maillages utilis�s pour les calculs d�interaction pale
tourbillon ont �t� engendr�s avec le
mailleur alg�brique mesh�d ���� �� puis r�gularis�s avec une m�thode d�interpolation spatiale
d�ordre �� Ils sont de type maillage en h� compos�s d�un domaine sup�rieur et d�un domaine
inf�rieur �sym�trique au domaine sup�rieur�� avec demi
cellules � la paroi� Les dimensions ex

t�rieures sont ����� ��	� ����� ��	� le bord d�attaque du pro�l naca ���� de corde c � � est
positionn� en x � �� Une s�rie de quatre maillages a �t� construite &

�� un maillage $ grossier% de �� ���� �� cellules �� �� ��� points�)

�� un maillage $ moyen% de �� ���� �� cellules �� ��� ��� points�)

�� un maillage $ �n% de �� � ���� ��� cellules �� ��� ��� points�)

�� un maillage $ tr�s �n% de �� � ���� ��� cellules �� � ��� ��� points��

Tous ces maillages sont construits de mani�re � 	tre cart�siens r�guliers dans la zone d�advec

tion du tourbillon et au voisinage du pro�l� � l�exception des r�gions proches des bords d�attaque
et de fuite dont les variations de courbure imposent de forts resserrements� La r�gion o� la grille
est globalement cart�sienne uniforme est ���� �	� ���� �� �� �	� Les pas d�espace dans la r�gion

��	
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cart�sienne sont respectivement� du maillage le plus grossier au maillage le plus �n & h � �������
h � ����� h � ������ et h � �� ������� Des vues partielles du maillage $ moyen % autour du
pro�l et autour du bord d�attaque sont repr�sent�es Fig� ���� Une vue partielle plus �largie est
donn�e Fig� ��� pour le maillage $ grossier%�

Fig� ��� 
 Vues partielles du maillage $moyen % � pro�l et bord d�attaque
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Fig� ��� 
 Vue partielle du maillage $ grossier % pour le bvi
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��� Initialisation et param�tres du calcul

����� Superposition des champs

La condition initiale pour la simulation du bvi est obtenue en superposant le tourbillon
� une solution stationnaire d�un �coulement autour d�un pro�l� La superposition des champs
est e"ectu�e sur les variables primitives ��� u� v� p�� L��coulement stationnaire autour du pro�l
est obtenu avec le sch�ma pr�servant la vorticit� pour les �coulements stationnaires et �ltrage
� l�ordre ��� Les conditions � l�in�ni sont M� � �� � et incidence nulle� L�adimensionnement
utilis� est & U� � � � V� � � � �� � � � p� � ���M��� Le champ initial est donc donn� par &

���	
��


�ini�x� y� � �profil�x� y� � �tourb�x� y�� ��
uini�x� y� � uprofil�x� y� � utourb�x� y�
vini�x� y� � vprofil�x� y� � vtourb�x� y�
pini�x� y� � pprofil�x� y� � ptourb�x� y�� p�

�����

����� Position du tourbillon  l�instant initial

L��tendue de la r�gion cart�sienne des maillages permet de positionner le tourbillon en x�c �
��� �� y�c � � �Fig� ����� La m�thode de superposition des champs classiquement mise en #uvre
pour calculer la condition initiale donne un �tat initial qui n�est pas solution des �quations
d�Euler� Cette inexactitude est due d�une part � la non lin�arit� des �quations d�Euler et d�autre
part au mod�le de tourbillon de Scully� En e"et� la vitesse tangentielle d�un tel tourbillon a
un taux de d�croissance en ��r et modi�e de fa�on signi�cative le champ de vitesse autour du
pro�l avec pour principale cons�quence une condition de porosit� � la paroi pour la condition
initiale puisque le vecteur de vitesse n�y est plus tangent� La brutale imposition de la condition
de glissement pendant la premi�re it�ration du calcul engendre une onde qui doit 	tre �vacu�e
avant que le tourbillon n�atteigne le pro�l� Les simulations montrent que cette condition est
largement v�ri��e pour un tourbillon positionn� � ��� � cordes en amont du pro�l�
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Fig� ��� 
 Iso�valeurs du champ de masse volumique de la condition initiale pour
la simulation de l�interaction pale�tourbillon subsonique frontale
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����� Erreur de repr�sentation du tourbillon

La plus ou moins bonne repr�sentation du tourbillon � l�instant initial sur les di"�rents
maillages utilis�s pour la simulation du bvi d�pend de la taille du pas d�espace dans la r�gion
cart�sienne r�guli�re� Le c#ur du tourbillon a un diam�tre de ����� corde� ce qui nous alloue
� points de discr�tisation dans le c#ur pour le maillage $ grossier%� � points pour le maillage
$ moyen%� � points pour le maillage $ �n% et �� points pour le maillage $ tr�s �n% �Fig� �����
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Fig� ��� 
 Repr�sentation du tourbillon � l�instant initial sur les
di��rents maillages � $grossier %� $moyen%� $�n% et $ tr�s �n%�

����� Conditions aux limites

Les conditions aux limites utilis�es pour l�interaction pale
tourbillon sont les m	mes que
celles mises en #uvre pour les calculs d��coulements stationnaires sans incidence autour de
pro�l� c�est
�
dire &

( imposition de l�entropie� de l�enthalpie� de la direction de l��coulement et extrapolation
multidimensionnelle de la pression en entr�e �fronti�res inf�rieure et sup�rieure sont assi

mil�es � des conditions d�entr�e� )

( imposition de la pression et extrapolation multidimensionnelle de l�entropie� de l�enthalpie�
de la direction de l��coulement en sortie )

( imposition de la condition de glissement et extrapolation multidimensionnelle de la masse
volumique� de la pression et de la vitesse tangentielle sur les parois solides�

Les valeurs des cellules �ctives et des points � la paroi sont actualis�es apr�s chaque sous

it�ration sur le pas de temps �ctif� Une fois obtenue la convergence sur le temps �ctif� les �tats
de ces cellules correspondent bien au temps tn�� � tn �
t�
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���� Initialisation et param�tres du calcul

����� Temps physique et temps �ctif

Le pas de temps physique 
t est constant pour toute la dur�e du calcul num�rique� Il est
choisi pour chaque maillage de fa�on � minimiser le premier terme d�erreur du sch�ma rbv pour
l�advection du tourbillon dans la r�gion o� les maillages sont cart�siens� La relation qui d��nit
ce pas de temps optimum est &


topt �

�
� �M�
�M�

�
hcart

U� � c�
������

cette relation se simpli�e en &


topt �
hcart
�U�

������

Les pas de temps physiques et les maxima des nombres cfl locaux correspondant pour les
� maillages ainsi que les autres param�tres de calcul sont r�sum�s dans le tableau ������ La
d��nition du cfl est &

CFL � 
tmax
j�k

�
k�uk�p�p��

h

�
j�k

������

La m�thode de sous
it�rations employ�e pour converger vers la solution instationnaire du
sch�ma � t � 
t est implicite et met en #uvre un pas de temps ��ctif� local� Le pas de temps
�ctif pour chaque cellule est calcul� pour un nombre cflfictif � ��� La solution est estim�e
converg�e lorsque la norme L� du r�sidu sur le temps �ctif est inf�rieure � ����� le nombre
maximum de sous
it�rations est �x� � ���

Maillage nombre de hcart�c nombre de points dans le 
t cflmax

points c#ur du tourbillon initial
$grossier% �� ��� ������ � ���� ����
$ moyen% ��� ��� ���� � ������ ����

$ �n% ��� ��� ������ � �� ������ ����
$ tr�s �n% � ��� ��� �� ������ �� �� ������� ����

Tab� ��� 
 R�capitulatif des param�tres de simulation du bvi subsonique
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��� Description et analyse de la solution de r�f�rence

La solution de r�f�rence utilis�e pour la description de l�interaction pale
tourbillon subsonique
frontale en �uide parfait a �t� obtenue avec le sch�ma rbv dans le maillage de � ��� ��� points
avec un tourbillon de Scully � enthalpie constante positionn� � t��c�U�� � � en x�c � ��� ��
Le pas de temps adimensionn� est 
t � �� �������� un �ltre d�ordre �� est utilis� dans la phase
de convergence en temps �ctif �� L�exploitation des r�sultats de cette simulation pour l��tude du
d�roulement de l�interaction est justi��e par une �tude de convergence en maillage �pr�sent�e
au paragraphe ������ qui nous permet d�estimer raisonnablement que la solution de ce calcul est
proche de la solution converg�e du sch�ma rbv pour ce probl�me�

����� Solution non visqueuse du bvi subsonique frontal

Description macroscopique

Pendant la phase d�advection qui pr�c�de l�interaction� le tourbillon n�gatif �son sens de
rotation est celui des aiguilles d�une montre� reste positionn� sur une trajectoire passant par
la ligne de sym�trie du pro�l� Au fur et � mesure de l�approche� le champ de vitesse induit
par le tourbillon provoque une incidence n�gative au niveau du bord d�attaque ce qui entra�ne
un d�placement progressif du point d�arr	t vers l�extrados �Fig� ���� visualisations au temps
t��c�U�� � � � �����

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� ��

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� ��

Fig� ��� 
 Iso�valeurs du champ de masse volumique au cours du bvi� 
� � �� ���

�� La dur�e de la simulation est de �� � unit�s de temps adimensionn�� soit ���� it�rations en temps physique�
Le �ltre d�ordre 	� a �t� mis en �uvre pour ���� d�entre elles� pendant �� it�rations �it�ration ���� � ����� un
�ltrage � l�ordre 
 a d� �tre utilis� pour des raisons de robustesse pendant la formation d�un choc de grande
intensit� �nombre de Mach sup�rieur � ��� et pression adimensionn�e inf�rieure � ������
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���� Description et analyse de la solution de r�f�rence

Lorsque le tourbillon arrive au voisinage du pro�l� on observe la formation d�un choc � l�in

trados pr�s du bord d�attaque et l�apparition d�une zone de recirculation � la paroi en aval de
ce choc� Cette recirculation donne naissance � un deuxi�me tourbillon� positif� qui se d�tache de
la paroi pour 	tre convect� vers l�aval avec le tourbillon initial� Le point d�arr	t reprend rapide

ment sa position initiale en �y�c� � � apr�s le passage du tourbillon� On observe simultan�ment
la propagation d�une onde acoustique �Fig� ���� visualisations au temps t��c�U�� � �� �� � ������

Apr�s s�	tre d�tach�s de la paroi� les deux tourbillons entament une corotation dans le sens
indirect et s��loignent de la paroi jusqu�� avoir atteint une abscisse correspondant � la mi
corde
du pro�l �Fig� ����� visualisations au temps t��c�U�� � �� � � ������

Une fois pass�e la mi
corde� la paire de tourbillons contrarotatifs continue son mouvement
giratoire et se rapproche du pro�l jusqu�� ce que le tourbillon direct� cr�� par l�interaction� l�im

pacte puis se d�forme suite � cette collision et perde de son intensit�� Le tourbillon pr�sent en
aval du pro�l apr�s l�interaction est donc celui qui a �t� introduit initialement pour la simulation
num�rique �Fig� ����� visualisations au temps t��c�U�� � �� � � ������

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� ��

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� ��

Fig� ���� 
 Iso�valeurs du champ de masse volumique au cours du bvi� 
� � �� ���
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Trajectoire et d�formation des tourbillons

Une repr�sentation � di"�rents instants du champ de vorticit� pendant l�interaction pale

tourbillon� comme pr�sent�e Fig� ����� permet de bien identi�er les trajectoires des deux tour

billons et leur d�formation au cours du temps� Sur la �gure� la plage de couleurs allant du bleu
au vert indique un tourbillon tournant dans le sens indirect alors que la plage de couleur variant
du orange au blanc en passant par le rouge indique un tourbillon tournant dans le sens direct�

Le tourbillon moteur de l�interaction ne subit pratiquement pas de perte d�intensit� pendant
le bvi� Le second tourbillon� positif� se d�tache de la paroi apr�s sa formation et est entra�n�
vers l�aval avec le tourbillon initial� Pendant ce transport� la paire de tourbillons contrarotatifs
pivote dans le sens positif� la vitesse de ce pivotement d�pend de l�intensit� relative des deux
tourbillons� Au cours de ce pivotement� la paire de tourbillons suit une trajectoire non rectiligne
qui l��loigne puis la rapproche du pro�l jusqu�� entrer en contact avec la paroi � proximit� du
bord de fuite� Le tourbillon positif est alors fortement d�form�� le tourbillon initial retrouve une
structure circulaire et poursuit son advection en aval du pro�l�

La trajectoire remontante suivie par la paire de tourbillons� l�impact � l�intrados du pro�l
et l�advection du tourbillon initial en aval du pro�l correspondent � la solution non visqueuse
du bvi frontal subsonique� Dans le cadre des �quations de Navier
Stokes avec un nombre
de Reynolds de l�ordre de ���� la couche limite in�uence assur�ment la trajectoire de la paire
de tourbillons et leur d�formation si il y a collision avec l�intrados du pro�l pr�s du bord de fuite�

Fig� ���� 
 Trajectoire et d�formation du tourbillon au cours du bvi� iso�valeur du ro�
tationnel de la vitesse � t��c�U�� � ��� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��	�
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���� Description et analyse de la solution de r�f�rence

Acoustique du champ proche

L�acoustique du bvi obtenue � partir de la r�solution des �quations d�Euler est comparable
� celle issue d�une simulation des �quations de Navier
Stokes avec mod�le de turbulence ��� �
De plus� le maillage utilis� pour le calcul de la solution non visqueuse du bvi subsonique fron

tal avec le sch�ma rbv est su�samment �n pour capturer les ondes acoustiques en champ proche�

Les ondes de compressibilit� sont visualisables sur les champs de divergence de la vitesse et
de pression acoustique �Fig� ���� et Fig� ������ La pression acoustique correspond � la di"�rence
entre le champ de pression instantan� p��x� t� pendant le bvi et le champ de pression d�un pro�l
en �coulement non perturb� ��coulement stationnaire sans incidence�� Elle est adimension�e par
la pression � l�in�ni�

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � � t��c�U�� � �� ��

Fig� ���� 
 Champs instantan�s de la divergence de la vitesse

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � � t��c�U�� � �� ��

Fig� ���� 
 Champs instantan�s de la pression acoustique adimensionn�e

La forte directivit� du bruit de bvi est illustr�e par le champ de pression acoustique �
t��c�U�� � �� ��� ! cet instant� on distingue nettement trois lobes de pression�

Le lobe de d�pression �en bleu� c�t� intrados provient du d�tachement de la poche superso

nique engendr�e par le passage du tourbillon pr�s du bord d�attaque � l�intrados�

Le lobe de surpression �en rouge� c�t� extrados provient de la zone de surpression qui carac

t�rise le point d�arr	t� Pendant l�approche du tourbillon vers le pro�l� le champ de vitesse induit
par le tourbillon provoque un d�placement du point d�arr	t vers l�extrados� ce changement de
position s�accompagne d�une augmentation de la pression en ce point� Une fois le tourbillon pass�
sous le pro�l� le point d�arr	t reprend sa position au bord d�attaque� Ce d�placement rapide du
point d�arr	t vers l�amont provoque alors le d�tachement d�une zone de surpression�
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Le troisi�me lobe de pression acoustique visible sur la �gure correspond �galement � une
surpression� Une �tude a�roacoustique ��� � partir d�une solution visqueuse avec mod�le de
turbulence du bvi subsonique frontal con�rme la r�alit� de cette onde acoustique� Dans cette
�tude� l�origine de cette troisi�me onde tiendrait � la pr�sence du second tourbillon cr�� au cours
du bvi qui provoquerait une a"ectation de la zone de surpression qui caract�rise le point d�arr	t�
a"ectation dont r�sulterait le d�tachement d�une r�gion de surpression au bord d�attaque�

Dans le cas de la solution obtenue avec le sch�ma rbv� le second tourbillon joue un r�le quant
� l�origine de cette onde mais n�interagit pas directement avec la r�gion de surpression pr�s du
point d�arr	t� Des repr�sentations des champs instantan�s de pression adimensionn�e avant le
d�tachement de cette troisi�me onde sont donn�es Fig� ����� Sur cette �gure� les isocontours de
vorticit� �traits pleins noirs� permettent de positionner les deux tourbillons� ! t��c�U�� � �� �
une zone de surpression est comprise entre les deux tourbillons et attach�e � l�intrados du pro�l�
Une fois la paire de tourbillons �loign�e de la paroi� cette r�gion de surpression se d�place vers
l�amont en suivant l�intrados� jusqu�� interagir avec la zone de surpression du point d�arr	t et
former la troisi�me onde acoustique�

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� ��

Fig� ���� 
 Champs instantan�s de pression adimensionn�e et lignes iso vorticit�

La visualisation du champ de la divergence de la vitesse � t��c�U�� � � �Fig� ����� montre
que les deux principales ondes de compressibilit� subissent une di"raction lorsqu�elles atteignent
le bord de fuite du pro�l� La visualisation du champ de pression acoustique au m	me instant
�Fig� ����� montre que cette di"raction produit deux nouvelles ondes acoustiques se propageant
vers l�amont� l�une � l�intrados� l�autre � l�extrados�

Dans la solution du bvi calcul�e avec le sch�ma rbv� la paire de tourbillons contrarotatifs
entre en contact avec l�intrados du pro�l puis longe la paroi� Le champ de divergence de la
vitesse � t��c�U�� � �� �� �Fig� ����� avec des niveaux ad�quats met en relief l��mission d�ondes
acoustiques lorsque le tourbillon n�gatif et ce qu�il reste du tourbillon positif d�passent le bord
de fuite� Toutefois� les niveaux de pression acoustique au m	me instant �Fig� ����� indiquent
que ces ondes sont de faible intensit� en comparaison des cinq ondes identi��es auparavant�
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���� Description et analyse de la solution de r�f�rence

�volution des coe�cients a�rodynamiques

L��volution temporelle des valeurs des coe�cients de portanceCl et de tra�n�eCd �Fig� �����
con�rme que l�imposition de la condition initiale modi�e l��coulement au voisinage de pro�l� En
e"et� la valeur du coe�cient de portance passe brutalement de � � 
��� apr�s le commencement
de la simulation num�rique� On constate �galement que le bvi frontal a"ecte consid�rablement
les e"orts a�rodynamiques subis par le pro�l� Au fur et � mesure que le tourbillon s�approche� le
coe�cient de portance diminue pour atteindre une valeur minimale de ��� � � t��c�U�� � �� ���
Le coe�cient de tra�n�e diminue lui aussi pour atteindre sa valeur minimale de ��� �� un peu
plus t�t� � t��c�U�� � �� �� Les deux coe�cients r�augmentent ensuite fortement pour retrouver
des valeurs positives maximales pendant le bvi� �� �� pour Cl et �� ��� pour Cd avant de tendre
vers les valeurs correspondant � un �coulement stationnaire sans incidence quand t tend vers
l�in�ni�

Fig� ���� 
 �volution des coecients a�rodynamiques pendant le bvi
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����� Comparaison de la solution avec l�exp�rience

La comparaison des interf�rogrammes holographiques exp�rimentaux avec les champs de
masse volumique instantan�s issus de la simulation �Fig� ����� pour les r�sultats issus de la
simulation� les franges correspondent � une variation de masse volumique adimensionn�e 
�
de ����� montre que la solution non visqueuse du bvi calcul�e avec le sch�ma rbv et �ltre
d�ordre �� est qualitativement en bon accord avec les r�sultats exp�rimentaux�

t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� �� t��c�U�� � �� ��
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Fig� ���� 
 Comparaison des interf�rogrammes holographiques exp�rimentaux ���� avec
les champs instantan�s de masse volumique issus de la simulation num�rique�

La comparaison des coe�cients de pression �Cp� instationnaires sur la paroi avec les me

sures exp�rimentales est pr�sent�e Fig� ����� Les variations des Cp calcul�s � l�extrados sont tr�s
proches de l�exp�rience que ce soit au niveau des maxima atteints que des pentes des courbes�
! l�intrados� les Cp calcul�s sont qualitativement en bon accord avec l�exp�rience� bien que la
variation maximale du Cp en x�c � �� �� soit surestim�e� Cet �cart avec l�exp�rience est caract�

ristique d�une simulation non visqueuse et a d�j� �t� observ� avec des simulations faisant appel �
d�autres m�thodes num�riques ���� �� � Parmi les �tudes publi�es ���� ��� �� utilisant des simu

lations de type Navier
Stokes avec mod�le de turbulence� les �tudes ���� �� ne montrent pas
d�oscillations du Cp au cours du bvi alors que ��� � qui fait appel � une m�thode d�adaptation
de maillage� fait aussi �tat d�oscillations mais d�amplitude inf�rieure � celles observ�es Fig� �����

On remarque que les valeurs des Cp calcul�s sont di"�rentes avant l�interaction �t��c�U�� �
�� �� de celles obtenues exp�rimentalement� Suivant l�hypoth�se que le tourbillon physique fait
d�cro�tre localement l�angle d�attaque apparent pendant son passage sous le pro�l ��� �Morvant

et al� ��� ont r�alis� des simulations de bvi subsonique frontal avec de faibles angles d�incidence
��� � et �� �� degr�s�� Les r�sultats qu�ils obtiennent montrent une meilleure concordance entre les
Cp calcul�s et les valeurs exp�rimentales avant et pendant l�interaction� l�am�lioration est parti

culi�rement sensible pour les valeurs � l�intrados du pro�l� La trajectoire suivie par le tourbillon
pour les simulations avec angle d�attaque est l�g�rement modi��e et conduit � une interaction
moins intense que dans le cas d�une interaction � incidence nulle� Les auteurs ne pr�conisent
toutefois pas de valeur particuli�re pour l�angle d�attaque� On peut penser que celle
ci d�pend
de la distance entre le tourbillon et le pro�l � l�instant initial�
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Fig� ���� 
 �volution des Cp instationnaires en di��rents points du pro�l au cours du bvi�
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����� Processus de formation du second tourbillon

! notre connaissance� le processus de formation du second tourbillon positif au moment de
l�interaction entre le tourbillon n�gatif et le bord d�attaque du pro�l ne semble pas avoir �t�
�tudi� de fa�on pr�cise� Dans ��� � il est admis que le champ de vitesse induit par le tourbillon
n�gatif pourrait avoir comme e"et de d�placer le point d�arr	t vers l�extrados et d�engendrer une
zone de recirculation � l�intrados qui va ensuite se d�tacher de la paroi� Cette explication fait
jouer aux e"ets visqueux un r�le pr�pond�rant dans la ph�nom�nologie du bvi frontal� Elle n�est
pas con�rm�e par notre r�solution num�rique des �quations d�Euler� ni par celles de ���� �� 
qui reproduisent assez �d�lement le ph�nom�ne�

Les visualisations de la Fig� ���� des champs de masse volumique et des lignes de courant
instantan�es au voisinage du bord d�attaque pendant l�interaction permettent de constater �
t��c�U�� � �� �� le d�placement du point d�arr	t vers l�extrados� � t��c�U�� � �� �� la pr�sence
d�un choc � l�intrados en aval duquel on observe le recirculation� � t��c�U�� � �� �� l��loigne

ment de la paroi des deux tourbillons contrarotatifs� Sur la m	me �gure� les repr�sentations
des isovaleurs du nombre de Mach attestent du caract�re transitoire et de l�extr	me intensit�
du choc puisque la valeur maximale du nombre de Mach sur le pro�l est sup�rieur � ���� �
t��c�U�� � �� ��� Les conditions initiales utilis�es pour la simulation� en particulier un tourbillon
� enthalpie constante� font du champ de d�viation d�entropie ��S � S���S� avec S � p���� un
bon $marqueur% des tourbillons pour cet �coulement� La d�viation d�entropie permet de situer
pr�cis�ment la position du tourbillon qui interagit avec le pro�l� On v�ri�e qu�� t��c�U�� � �� ��
le choc et le tourbillon contrarotatif ne sont pas encore form�s puisque la d�viation d�entropie
est nulle dans tout l��coulement � l�exception de la r�gion occup�e par le tourbillon advect� en
amont du pro�l� ! t��c�U�� � �� ��� la d�viation d�entropie montre que le tourbillon n�gatif
n�impacte pas le pro�l mais se d�forme et le contourne en passant c�t� intrados� Elle met aussi en
�vidence la position du choc caract�ris�e par une variation brutale de l�entropie et la formation
du deuxi�me tourbillon juxtapos� en aval du choc� En�n� elle rend compte sur la derni�re vue
des positions et des g�om�tries respectives des deux tourbillons � t��c�U�� � �� ���

Les r�sultats pr�sent�s Fig� ���� soulignent que les e"ets de compressiblit� jouent un r�le ma

jeur dans le processus de formation du deuxi�me tourbillon� Rappelons que l��quation qui r�git
la dynamique du vecteur tourbillon par unit� de masse� ou vorticit� sp�ci�que ���� � ��r��u����
dans un �coulement compressible instationnaire tridimensionnel pour un �uide newtonien est &

d

dt
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Les termes appartenant au membre de gauche de l��quation constituent la d�riv�e particu

laire de la vorticit� sp�ci�que� Ils montrent que celle
ci est transport�e par l��coulement � la
r�serve des modi�cations induites par les termes du membre de droite�

Le premier terme du membre de droite� r�u�������� est appel� terme d��tirement ou de d�

formation �stretching en anglais�� Il s�annule dans le cas d��coulements bidimensionnels o� le
vecteur rotationnel est par d��nition orthogonal au vecteur vitesse� Dans le cas d��coulements
tridimensionnels� il d�crit les e"ets de d�formation� �tirement et basculement des tourbillons
produits par les variations de vitesse �cisaillement� dans la direction des lignes tourbillonnaires�
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���� Description et analyse de la solution de r�f�rence
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Fig� ���� 
 Lignes de courant et valeurs des champs de masse volumique� nombre deMach

et d�viation d�entropie pendant le bvi

Le deuxi�me terme du membre de droite est la di"usion de la vorticit� par la viscosit�
du �uide� La viscosit� a principalement pour e"et de dissiper les structures tourbillonnaires� �
l�exception des r�gions proches des parois o� elle peut cr�er de la vorticit�� Dans le cas d�une
simulation des �quations de Navier
Stokes et de l�exp�rience elle
m	me ce terme apporte in

d�niablement une contribution � la formation du deuxi�me tourbillon� notament en diminuant
l�intensit� du choc du fait de l�interaction avec la couche limite� Il doit aussi intervenir dans la
dynamique du couple de tourbillons contrarotatifs par la suite� Par contre� il n�est certainement
pas le terme qui amorce la cr�ation du second tourbillon� ni ne lui donne son intensit� puisque les
simulations des �quations d�Euler le permettent� D�autre part� la contribution de la viscosit�
num�rique du sch�ma rbv est quasiment nulle sur l��quation de la vorticit� discr�te� celle
ci ne
peut donc pas 	tre mise en avant pour expliquer la formation du deuxi�me tourbillon�

C�est donc le troisi�me terme du membre de droite� �r � �����rp� � �
��
�r� � �rp appel�

terme baroclinique� qui va produire de la vorticit� et donner naissance au tourbillon qui se d�

veloppe en aval du choc � l�intrados� Ce terme est nul dans le cas d�un �coulement isentropique
puisque �p�p�� � ������� implique que �r� � �rp � ��� sinon il traduit la perte de la relation
de d�pendance de la pression en fonction de la masse volumique p � p���� ceci � cause de la
cr�ation d�entropie � travers un choc par exemple� Ce ph�nom�ne est particuli�rement visible
sur la Fig� ����� � t��c�U�� � �� ��� on observe que les deux lignes de courant les plus proches
du pro�l repr�sent�es sur la �gure ont une g�om�trie de type convergent
divergent� l��coulement
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entre ces deux lignes de courant devient sonique � l�endroit qui correspondrait au col dans le cas
d�une tuy�re� puis se r�adapte avec un choc fort qui engendre une forte d�viation d�entropie et
permet la formation du deuxi�me tourbillon�

Mach �S � S���S�

Fig� ���� 
 Lignes de courant� champs du nombre de Mach et d�viation d�entropie au
voisinage du bord d�attaque � t��c�U�� � �� ���
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���� Sensibilit� de la solution aux param�tres num�riques

�� Sensibilit� de la solution aux param�tres num�riques

����� In�uence du �ltre

L�objet de ce paragraphe est de quanti�er les modi�cations induites par l�adjonction du �ltre
sur la solution du bvi calcul�e avec le sch�ma rbv� En e"et� un �ltre d�ordre �� est appliqu�
apr�s chaque sous
it�ration en temps �ctif pour amortir les instabilit�s num�riques non dissi

p�es par le sch�ma� D�autre part� pour �viter toute r��exion d�ondes parasites au niveau des
fronti�res du domaine de calcul� on fait d�cro�tre l�ordre du �ltre progressivement suivant les
deux directions ��x et �y� pour les fronti�res d�entr�e et de sortie et suivant la direction �x pour
les fronti�res sup�rieure et inf�rieure� Ces r�gions du domaine de calcul font alors o�ce de zone
$�ponge% � l�instar de ce qui se fait couramment pour des calculs num�riques d�a�roacoustique�

Le sch�ma rbv est su�samment dissipatif en maillage cart�sien r�gulier� il est donc tout
� fait envisageable de ne pas appliquer le �ltre dans la r�gion cart�sienne en amont du pro�l
naca ����� La comparaison � t��c�U�� � �� � entre les solutions de calculs e"ectu�s � avec et
sans �ltre dans cette r�gion montre �Fig� ����� que les champs de vitesse� masse volumique et
pression du tourbillon se superposent parfaitement�

Ces r�sultats montrent que l�alt�ration de la solution du sch�ma rbv par le �ltre d�ordre ��
est n�gligeable dans les zones cart�siennes du maillage� La mise en #uvre du �ltre s�en trouve
facilit�e� le �ltre est appliqu� � l�ensemble du domaine de calcul�
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Fig� ���� 
 Coupe � t��c�U�� � �� � suivant l�axe des X d�un tourbillon advect� sans
et avec �ltre d�ordre ��� � gauche � �u��y�U�� au centre � ����� � droite � p�p��

�� Param�tres des calculs � maillage �moyen�� tourbillon isentropique initialis� en x�c  ��� � et �t  �� ����
Le temps de visualisation t��c�U��  �� � correspond � �� it�rations en temps physique� le tourbillon advect�
par un �coulement uniforme �sans pro�l� aurait th�oriquement parcouru �� longueurs de corde
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����� In�uence du mod�le de tourbillon

Nous �valuons maintenant l�in�uence sur le d�roulement du bvi des deux mod�les de tour

billons pr�sent�s au paragraphe ���� � savoir un pro�l de vitesse de type Scully ��� associ� � des
champs de pression et de masse volumique initiaux calcul�s � partir d�hypoth�ses de constance
de l�entropie ou bien de l�enthapie� L�analyse qui suit s�appuie sur des simulations num�riques
r�alis�es sur le maillage $ moyen% avec des tourbillons positionn�s en x�c � ��� � � t � �� un
pas de temps adimensionn� 
t � �� �� et �ltrage de la solution � l�ordre ���

Une coupe suivant l�axe des X � t��c�U�� � �� � �Fig� ����� des solutions du bvi pour les
deux mod�les de tourbillons montre que les hypoth�ses d�isentropie et d�isenthalpie n�ont pas
d�in�uence sur l��volution du pro�l de vitesse du tourbillon pendant la phase d�advection� Les
pro�ls de vitesse tangentielle des deux solutions ont une amplitude inf�rieure aux tourbillons
initiaux mais elles se superposent parfaitement� Concernant les champs de masse volumique� le
tourbillon isenthalpique conserve une valeur inf�rieure dans le c#ur par rapport au tourbillon
isentropique� Les champs de masse volumique � t��c�U�� � �� � permettent donc toujours de
distinguer les deux mod�les de tourbillons� Bien qu�� l�instant initial le tourbillon isentropique
poss�de une d�pression plus forte que le tourbillon isenthalpique� les deux tourbillons pr�sentent
singuli�rement le m	me champ de pression � t��c�U�� � �� �� La question est alors de savoir si
cette perte de pression vient de la m�thode num�rique� du mod�le ou du maillage�

x/c

v/
U

∞

-1.2 -1.1 -1 -0.9 -0.8
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

H0=Cte
S0=Cte

x/c

ρ/
ρ ∞

-1.2 -1.1 -1 -0.9 -0.8
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

H0=Cte
S0=Cte

x/c

p/
p

∞

-1.2 -1.1 -1 -0.9 -0.8
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

H0=Cte
S0=Cte

Fig� ���� 
 Coupe � t��c�U�� � �� � suivant l�axe des X de solutions de calcul de bvi subsonique
pour des tourbillons initiaux isenthalpique et isentropique� � gauche � �u��y�U�� au centre � �����
� droite � p�p��

Un �l�ment de r�ponse � cette question peut 	tre propos� � l�aide de la �gure ������ qui
repr�sente des coupes des champs a�rodynamiques des deux tourbillons � t��c�U�� � � et
t��c�U�� � �� ��� Pour les deux mod�les de tourbillon� la perte de vitesse tangentielle est de
��. au bout de �� it�rations dans le maillage $ moyen % par rapport � la condition initiale�
L�amplitude de la perte de masse volumique au c#ur du tourbillon est de ��. pour le mod�le
isenthalpique et de ��. pour le mod�le isentropique ce qui montre que l��cart relatif des minima
de masse volumique entre les deux mod�les est relativement bien conserv� puisqu�il passe de
��. � l�instant initial � ����. � t��c�U�� � �� ��� L�amplitude de la perte de pression au c#ur
du tourbillon apr�s �� it�rations est de ����. pour le mod�le isenthalpique et de ����. pour le
mod�le isentropique� L��cart relatif des minima de pression entre les deux mod�les passe alors
de ���. � l�instant initial � ���. � t��c�U�� � �� ���

��



���� Sensibilit� de la solution aux param�tres num�riques

Les deux mod�les de tourbillon perdent de leur intensit� au cours de leur advection du fait
du maillage �qui n�est pas assez �n pour les repr�senter avec su�sament de pr�cision� et des
termes d�erreur du sch�ma� On peut raisonnablement estimer cette di"usion entre �� et ��. au
bout de �� it�rations� celle
ci s�applique indistinctement aux deux mod�les de tourbillons� On
sait gr�ce aux exp�riences de Lee � Bershader ��� que le tourbillon isenthalpique superpos�
� un �coulement uniforme �voir 0 ������ est tr�s proche de l��coulement r�el et par cons�quent
en bonne ad�quation avec les �quations d�Euler instationnaires� Il semble donc que la plus forte
dissipation du champ de pression du mod�le de tourbillon isentropique r�sulte d�une inad�qua

tion entre le champ a�rodynamique initial impos� et les �quations d�Euler� Cette att�nuation de
la d�pression au c#ur du tourbillon permettrait alors � l��coulement initial de s�adapter jusqu��
ce qu�il corresponde � une solution compatible avec les �quations d�Euler instationnaires�
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Fig� ���� 
 Coupe � t��c�U�� � � et t��c�U�� � �� �� suivant l�axe des X de solutions de
calcul de bvi subsonique pour des tourbillons initiaux isenthalpique et isentropique� � gauche �
�u��y�U�� au centre � ����� � droite � p�p��

Puisque les deux tourbillons arrivent au voisinage du pro�l avec des champs de vitesse et de
pression analogues� seul un l�ger �cart sur leurs champs de masse volumique permet encore de les
distinguer� on peut l�gitimement attendre qu�ils donnent des simulations du bvi tr�s semblables�
Ceci est con�rm� par les r�sultats obtenus� L��tude de l�histoire des coe�cients a�rodynamiques
globaux �Fig� ����� et des Cp instationnaires en di"�rents points du pro�l �Fig� ����� atteste
que les deux mod�les de tourbillon donnent des solutions de bvi tr�s proches� presque identiques�
! pro�l de vitesse tangentielle �gal� le mod�le de tourbillon a donc �nalement peu d�in�uence sur
le d�roulement du bvi� Notre analyse montre cependant que la solution obtenue est plus rigou

reuse lorsqu�un tourbillon � enthalpie constante est utilis� pour l�initialisation de la simulation
num�rique�
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Fig� ���� 
 In�uence du mod�le de tourbillon sur les coecients de portance 	� gauche

et de tra�n�e 	� droite
 au cours du bvi
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Fig� ���� 
 �volution des Cp instationnaires en di��rents points du pro�l pour des calculs de bvi
sur le maillage $moyen % avec des tourbillons initiaux isenthalpique et isentropique positionn�s
� t � � en x�c � ��� ��
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����� In�uence du ra�nement du maillage

Le pas de temps annulant le premier terme d�erreur du sch�ma rbv a �t� utilis� pour l��tude
de convergence en maillage� La solution non visqueuse du bvi subsonique frontal est donc la
meilleure solution atteignable avec le sch�ma rbv sur chaque maillage utilis�� Rappelons que
ces maillages� du plus grossier au plus �n� contiennent en moyenne �� �� � et �� points de dis

cr�tisation dans le diam�tre du c#ur du tourbillon�

L�utilisation du pas de temps optimum nous assure que le tourbillon conserve la droite �y�c �
�� comme trajectoire pendant toute la phase d�advection ce qui permet d��tudier l��volution de
ses champs au cours du temps sur les di"�rents maillages au moyen de coupes suivant cet axe
�Fig� ������

Ces coupes nous apprennent que pour les maillages $ grossier % et $ moyen %� la perte
d�intensit� du tourbillon est principalement due � l�erreur de repr�sentation sur le maillage� En
e"et� pour ces deux simulations� la perte d�amplitude de la d�pression et de la masse volumique
au c#ur du tourbillon est brutale entre t��c�U�� � � et t��c�U�� � �� � alors qu�elle est ensuite
beaucoup plus faible et lin�aire jusqu�� t��c�U�� � ��

La solution calcul�e dans le maillage $ �n% pr�sente une faible diminution de l�intensit� du
tourbillon� assez lin�aire en fonction du temps et de la distance d�advection�

En�n la solution de r�f�rence obtenue avec le maillage le plus �n donne une variation d�ampli

tude inf�rieure � ��. sur les valeurs maximales des champs du tourbillon� Les pertes d�amplitude
de pression� masse volumique� vitesse tangentielle et vorticit� du tourbillon pour les solutions
sur les � maillages pendant la phase d�advection sont r�sum�es Tab� ����

Variable Maillage Maillage Maillage Maillage
�� ��� points ��� ��� points ��� ��� points � ��� ��� points

���� 
��. 
��. 
��. 
�.
p�p� 
��. 
��. 
��. 
�.
v��U� 
��. 
��. 
��. 
�.
���� 
��. 
��. 
��. 
��.

Tab� ��� 
 Pertes de masse volumique� de pression� de vitesse tangentielle et
de vorticit� au c�ur du tourbillon pour t��c�U�� � ��� �	 pour les � maillages�

L�intensit� du tourbillon qui arrive sur le pro�l d�pend donc fortement du ra�nement du
maillage utilis� pour la simulation� De ce fait� on pourrait s�attendre � observer de fortes dis

parit�s sur l��volution des Cp instationnaires relev�s au voisinage du bord d�attaque� Or� on
voit Fig� ����� que les solutions donnent des r�sultats tr�s voisins pour les quatre maillages� Les
courbes retra�ant les variations des Cp se superposent pour les valeurs mesur�es � l�extrados
et sont tr�s semblables en x�c � �� �� � l�intrados pour les solutions des quatre maillages� Les
principaux �carts entre les solutions se retrouvent en x�c � �� �� et x�c � �� ��� � l�exception
des solutions sur maillages $ �n% et $ tr�s �n% qui sont tr�s proches quel que soit le point de
mesure� On peut expliquer la forte similitude de l��volution des Cp pr�s du bord d�attaque pour
les quatre solutions en revenant sur la trajectoire suivie par le tourbillon au d�but de l�inter

action� Nous avons vu en e"et que celui
ci n�impacte pas le pro�l mais le contourne par l�intrados�
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 Coupes suivant l�axe X des champs de vitesse tangentielle� masse volumique� pression
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Fig� ���� 
 �volution des Cp instationnaires en di��rents points du pro�l pour des calculs de bvi
sur les maillages $ grossier%� $moyen %� $�n% et $ tr�s �n % avec un tourbillon isenthalpique
positionn� � t � � en x�c � ��� ��
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De la m	me fa�on� l�intensit� du tourbillon au moment de l�interaction �qui d�pend du
maillage utilis�� n�a pas une grande in�uence sur les variations des coe�cients a�rodynamiques
globaux pendant le bvi� L�interaction a lieu � t��c�U�� � �� � et les courbes de variations du co

e�cient de portance �Cl� sont similaires jusqu�� t��c�U�� � �� � pour les trois solutions dans les
maillages les plus �ns� Fig� ����� et tr�s proche pour la solution obtenue avec le maillage $gros

sier% m	me si le minimum du coe�cient de portance atteint pendant le bvi � t��c�U�� � �� ��
n�est que de 
����� avec le maillage $ grossier% contre 
���� pour les autres solutions� La valeur
du Cl remonte ensuite � ��� � t��c�U�� � �� � pour les quatre simulations� Les l�g�res di"�

rences que l�on observe ensuite sur l��volution du Cl jusqu�� t��c�U�� � �� � sont la cons�quence
de trajectoires et de dynamiques du couple de tourbillons contrarotatifs di"�rentes suivant le
maillage avec lequel les simulations ont �t� r�alis�es�

Fig� ���� 
 In�uence du maillage sur les coecients de portance 	� gauche
 et de
tra�n�e 	� droite
 au cours du bvi

Ces di"�rences de trajectoires et de dynamiques de la paire de tourbillons contrarotatifs en
fonction du maillage utilis� pour le calcul sont observables sur le champ de vorticit� instantann�
Fig� ����� Sur la �gure� les couleurs bleu et vert indiquent un tourbillon n�gatif� les couleurs
rouge et blanc� un tourbillon positif� le jaune indique une faible valeur du rotationnel de la
vitesse et est masqu�� Les couleurs utilis�es pour les extrema sont le bleu et le blanc� Ces
visualisations montrent que l�intensit� du second tourbillon d�pend de fa�on signi�cative de celle
du tourbillon qui d�clenche le bvi� Il s�ensuit que la d�formation et la trajectoire du couple de
tourbillons contrarotatifs varient sensiblement d�une solution � l�autre� Le tourbillon secondaire
est pratiquement inexistant dans la solution calcul�e sur le maillage $ grossier %� le tourbillon
initial longe l�intrados du pro�l� Pour la solution obtenue avec le maillage $ moyen%� les deux
tourbillons s��loignent de la paroi et pivotent lentement l�un autour de l�autre dans le sens n�gatif
jusqu�� avoir atteint trois quarts de corde puis se rapprochent de la paroi� sans la rejoindre
en continuant leur pivot� Les solutions obtenues dans les maillages $ �n % et $ tr�s �n % sont
qualitativement tr�s comparables� les deux tourbillons s��loignent de la paroi en pivotant jusqu��
une abscisse proche de la demi
corde� puis s�approchent de la paroi� toujours en pivotant� Le
tourbillon positif s��crase alors sur l�intrados� le tourbillon initial reprend une g�om�trie circulaire
et est advect� vers l�aval avec ce qu�il reste du deuxi�me tourbillon� L��cart entre ces deux
solutions concerne les amplitudes des champs de vorticit�� Plus que les valeurs des coe�cients
a�rodynamiques �Cl� Cd� ou les valeurs des Cp instationnaires pr�s du bord d�attaque� c�est la
similarit� pour les solutions obtenues dans les deux maillages les plus �ns des trajectoires des
tourbillons et de leur dynamique qui illustre la convergence en maillage du sch�ma rbv pour ce
probl�me instationnaire�
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 In�uence du maillage sur la trajectoire et la d�formation du tour�
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����� In�uence du pas de temps

L��tude de convergence en maillage atteste que la solution obtenue sur le maillage $ �n %
�� points de discr�tisation dans le c#ur du tourbillon� ��� ��� points� et avec le pas de temps
annulant le premier terme d�erreur du sch�ma rbv approche la solution non visqueuse converg�e
en maillage pour le bvi subsonique frontal� Les calculs mis en #uvre pour examiner l�in�uence
du pas de temps� quand on s��loigne du pas de temps optimum� ont donc �t� r�alis�s dans
ce maillage� avec un tourbillon � enthalpie constante� toujours positionn� en x�c � ��� � �
t��c�U�� � �� Trois pas de temps ont �t� utilis�s� ��� 
topt � �� �������� 
topt � �� ������ et
��
topt � ������� Les valeurs maximales prisent par les nombres cfl � l�instant initial pour ces
� pas de temps sont respectivement & ����) ���� et �����

Des coupes suivant la droite y�c � � des champs instantann�s du tourbillon pendant la phase
d�advection sont pr�sent�es Fig� ����� La solution obtenue dans le maillage $ �n% avec un pas
de temps 
t � ��
topt dissipe autant le tourbillon pendant la phase d�advection que la solution
obtenue dans le maillage $moyen% avec le m	me pas de temps �
t � ������ est le pas de temps
optimum du sch�ma rbv dans le maillage $ moyen%��

La solution obtenue dans le maillage $ �n% avec un pas de temps 
t � ����
topt conserve
aussi bien le tourbillon pendant la phase d�advection que la solution obtenue dans le maillage
$tr�s �n% avec le m	me pas de temps �
t � �� ������� est le pas de temps optimum du sch�ma
rbv dans le maillage $tr�s �n%�� Ceci con�rme que l�utilisation d�un pas de temps inf�rieur au
pas de temps optimum� qui correspond dans le cas d��quations d�advection lin�aire � une avance
de phase de la solution� permet de concentrer un tourbillon pendant son advection� Ce compor

tement du sch�ma peut
	tre compar� � celui obtenu avec la m�thode de con�nement arti�ciel de
la vorticit� ��� o� les termes sources sont introduits dans les �quations dans le but de compenser
les erreurs des m�thodes num�riques sur le transport de la vorticit�� Il peut para�tre int�ressant
d�exploiter cette propri�t� pendant la phase d�advection du tourbillon� Durant cette p�riode� on
sait que le tourbillon doit rester inchang� pendant son transport tant qu�il n�interagit pas avec
le champ a�rodynamique autour du pro�l et on peut v�ri�er que la concentration du tourbillon
par la m�thode num�rique reste physiquement acceptable�

Comme dans le cas de l��tude de convergence en maillage� la comparaison des Cp instation

naires au voisinage du bord d�attaque du pro�l �Fig� ����� ne montre de di"�rences sensibles
entre les solutions qu�� l�intrados� particuli�rement pour le capteur positionn� en x�c � �� ���
Les courbes d��volution temporelle des Cp sont tr�s similaires pour les trois capteurs plac�s �
l�extrados� et assez proches pour les deux autres capteurs plac�s � l�intrados�

La m	me observation peut 	tre faite sur les coe�cients a�rodynamiques globaux Cl et Cd
�Fig� ������ Les variations d�intensit� des tourbillons pour les solutions obtenues avec les di"�

rents pas de temps n�ont pas d�in�uence signi�cative sur la portance et la tra�n�e au cour du
bvi subsonique frontal� Les trois solutions donnent des �volutions temporelles tr�s semblables
sur les coe�cients de portance et de tra�n�e�

L�in�uence du pas de temps sur la solution du bvi calcul�e avec le sch�ma rbv est mise en
�vidence �Fig� ������ Consid�rons dans un premier temps la d�formation et la trajectoire de la
paire de tourbillons contrarotatifs pour le pas de temps 
t � ������ soit ��
topt� La dynamique
des tourbillons est comparable aussi bien qualitativement que quantitativement avec celle de la
solution calcul�e avec le m	me pas de temps dans le maillage $ moyen% �Fig� ������ ce qui est
en bon accord avec les observations faites pr�c�demment puisque dans les deux cas� le tourbillon
approche le pro�l avec des champs de pression� masse volumique et vitesse �quivalents�
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Fig� ���� 
 �volution des Cp instationnaires en di��rents points du pro�l pour des calculs de
bvi avec les pas de temps ����
topt� 
topt et ��
topt sur le maillage $ �n % avec un tourbillon
isenthalpique positionn� � t � � en x�c � ��� ��
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 In�uence du pas de temps sur les coecients de portance 	� gauche
 et de
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 au cours du bvi calcul� sur le maillage $ �n %�
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���� Sensibilit� de la solution aux param�tres num�riques

Pour la solution calcul�e avec 
t � �� ������� dans le maillage $�n%� l�intensit� du tourbillon
� l�approche du pro�l est comparable � la solution en maillage $ tr�s �n% pour le m	me pas de
temps� Le clich� correspondant � t��c�U�� � �� � montre des similitudes quant � la g�om�trie
du couple de tourbillons peu apr�s la formation du tourbillon positif en aval du choc� Par contre�
on observe que ce tourbillon cr�� est bien plus intense pour le calcul avec 
t � �� ������� dans
le maillage $ �n% que celui produit pour le calcul en maillage $ tr�s �n% avec 
topt� Les deux
tourbillons s��loignent bien de la paroi mais la dynamique qui s�ensuit et la trajectoire suivie
par la paire de tourbillons� qui d�pendent fortement de leurs intensit�s relatives� sont assez
di"�rentes de la solution de r�f�rence� Si l�utilisation d�un pas de temps inf�rieur � 
topt permet
de contrebalancer la perte d�intensit� du tourbillon pendant la phase d�advection� exploiter
cette propri�t� devient plus di�cile quand il y a cr�ation de structures tourbillonnaires au sein
de l��coulement puisqu�elle semble engendrer une vorticit� excessive�
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Fig� ���� 
 In�uence du pas de temps sur la trajectoire et la d�formation du tourbillon au cours
du bvi calcul� dans le maillage $ �n %� iso�valeur du rotationnel de la vitesse � t��c�U�� �
��� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��	�
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����� Conclusion partielle

Cette section a pour but de r�sumer les observations principales sur la sensibilit� aux para

m�tres num�riques de la solution non visqueuse du bvi subsonique frontal calcul�e par le sch�ma
rbv avec �ltrage d�ordre ���

In�uence du �ltre

Nous avons montr� que le �ltre d�ordre �� n�a pas d�in�uence sur la solution dans les r�gions
cart�siennes du maillage o� il serait envisageable de s�en passer�

In�uence du mod�le de tourbillon

Le mod�le de tourbillon avec pro�l de vitesse de type Scully et enthalpie constante est en
bon accord avec le tourbillon exp�rimental et donc le plus appropri� pour cette simulation� Les
r�sultats ne montrent cependant pas d��cart signi�catif si un tourbillon isentropique est utilis��

In�uence du maillage

La pertinence du ra�nement de maillage d�pend de la �nalit� de la simulation &

�� si l�objectif est l��volution temporelle de la portance et de la tra�n�e alors le maillage
$moyen% qui comprend � points dans le rayon du c#ur du tourbillon initial est su�sant�
Il en va de m	me si le crit�re d��valuation porte sur l��volution temporelle de la pression
mesur�e par les capteurs positionn�s pr�s du bord d�attaque du pro�l )

�� si l�objectif est une �tude ph�nom�nologique de la solution non visqueuse du bvi subsonique
frontal� il faut au minimum un maillage avec � points et plus dans le rayon du c#ur du
tourbillon initial �maillage $ �n% ou $ tr�s �n%��

In�uence du pas de temps

Pour des probl�mes fortement instationnaires tel que le bvi� l�utilisation du pas de temps
optimum �tabli th�oriquement �formule ������� permet d�obtenir la solution la plus neutre du
sch�ma vis
�
vis du pas de temps� Un pas de temps sup�rieur va engendrer un retard de phase
qui va faire perdre de son intensit� au tourbillon pendant son transport� Un pas de temps
inf�rieur provoque une avance de phase qui a pour e"et de pr�server l�intensit� du tourbillon
pendant son transport mais cr�er trop de vorticit� l� o� il y a formation de nouvelles structures
tourbillonnaires�
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��� Comparaison avec des sch�mas d	ordre � classiques

Le choix d�une m�thode num�rique pr�cise � l�ordre � pour la comparaison avec le sch�ma
rbv doit pouvoir mettre en relief� � ordre de pr�cision �gal� l�apport du sch�ma rbv par rapport
� une m�thode dite classique� A�n de faciliter la comparaison et de la rendre concluante� le
sch�ma num�rique retenu doit 	tre peu dissipatif et son usage largement r�pandu en a�rody

namique compressible� Le logiciel employ� pour l�ex�cution des calculs est le logiciel elsA ��� � 
�Ensemble Logiciel de Simulation en A�rodynamique� d�velopp� � l�onera depuis ���� et valid�
en collaboration avec des industriels du secteur a�ronautique�

����� Sch�mas utilis�s pour la comparaison

Discr�tisation spatiale

Le sch�ma de discr�tisation spatial est un sch�ma volumes �nis centr� avec dissipation arti

�cielle� Deux types de dissipations arti�cielles sont utilis�es pour le calcul des �ux convectifs en
fonction de la m�thode d�int�gration temporelle mise en #uvre & la viscosit� num�rique scalaire
introduite initialement par Jameson� Schmidt � Turkel ��� en ���� et la variante matricielle
moins dissipative propos�e par Swanson � Turkel ��� en ����� Les coe�cients k��� �pour
la dissipation non
lin�aire d�ordre �� et k��� �pour la dissipation lin�aire d�ordre �� intervenant
dans les �ux de dissipation arti�cielle prennent des valeurs usuelles de ���� � � pour k��� et de
����� � ����� pour k���� Le senseur utilis� pour la d�tection des chocs est le senseur bas� sur la
pression�

Discr�tisation temporelle

Pour les probl�mes fortement instationnaires tel que le bvi� le sch�ma utilis� pour l�int�gra

tion temporelle est aussi important que le sch�ma de discr�tisation spatial� En e"et les solutions
varient sensiblement en fonction du type d�int�gration temporelle mis en #uvre� Nous avons
utilis� deux sch�mas di"�rents a�n d��valuer l�apport du sch�ma rbv par rapport aux m�thodes
d�ordre � utilis�es g�n�ralement pour ce type de calcul &

�� une int�gration implicite avec lissage des r�sidus d�velopp�e par Lerat� Sid�s �Daru ��� 
pour le sch�ma de Lax
Wendroff� Elle est aussi appel�e irs �pour Implicit Residual
Smoothing� et est appliqu�e pour les calculs au sch�ma Runge
Kutta pour lequel elle a
�t� adapt�e par Jameson)

�� une m�thode de pas de temps dual dts �pour Dual Time Stepping� � trois niveaux de
temps pour une pr�cision d�ordre � similaire � celle employ�e pour la r�solution du sch�ma
rbv� L�int�gration pour la convergence sur le pas de temps dual ou �ctif fait appel � un
sch�ma Runge
Kutta implicite avec lissage des r�sidus�

Param�tres num�riques

Pour un calcul instationnaire� la m�thode d�int�gration temporelle et le pas de temps utilis�s
modi�ent les propri�t�s dissipatives du sch�ma� Le type de viscosit� arti�cielle �matricielle ou
scalaire� et les valeurs des coe�cients associ�s �k� et k�� ont donc �t� ajust�s de fa�on � garantir
une dissipation juste n�cessaire pour amortir les ondes parasites sans trop d�grader les struc

tures tourbillonnaires pendant la simulation� Les types de viscosit� num�rique et les valeurs des
coe�cients sont donn�es Tab� ����
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Les m�thodes d�int�gration implicite en temps permettent l�emploi du m	me pas de temps
que celui des simulations r�alis�es avec le sch�ma rbv� Les pas de temps correspondant aux
di"�rentes m�thodes d�int�gration temporelle pour les di"�rents maillages sont donn�s Tab� ����

Sch�ma temporel type dissipation k� k�

IRS matricielle ���� �����
DTS scalaire ���� �����

Tab� ��� 
 Param�tres de viscosit� arti�cielle pour les sch�mas centr�s

Sch�ma 
t 
t 
t
temporel mail� $ grossier% mail� $ moyen% mail� $ �n%

IRS ���� ������ �� ������

DTS ���� ������ �� ������

Tab� ��� 
 Valeur du pas de temps pour les calculs de bvi avec les sch�mas centr�s

����� Comparaison des r�sultats

Le premier �l�ment utilis� pour comparer les trois sch�mas num�riques est l��volution tem

porelle des coe�cients de pression en x�c � �� ��� Les r�sultats sont pr�sent�s Fig� ���� pour
l�intrados et Fig� ���� pour l�extrados� Alors que le sch�ma rbv donne des �volutions des Cp
similaires pour les trois maillages �$grossier%� $moyen% et $�n%�� les solutions des sch�mas de
Jameson irs et Jameson dts varient sensiblement d�un maillage � l�autre� Ces variations des
solutions des sch�mas de type Jameson semblent montrer que ceux
ci ont une convergence en
maillage moins rapide que le sch�ma rbv pour le probl�me du bvi subsonique frontale� Cette as

sertion est con�rm�e par les courbes d��volution temporelle du coe�cient de portance au cours
du bvi� repr�sent�es Fig� ����� Les courbes obtenues avec le sch�ma rbv se superposent ��
l��chelle du trac�� pour les maillages $moyen% et $�n% alors que celles
ci sont distinctes pour
tous les maillages quand le bvi est calcul� avec des sch�mas de type Jameson�
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 �volution du coecient de portance au cours du bvi pour les di��rents sch�mas
num�riques sur trois maillages

Si les crit�res pour �valuer l�aptitude d�une m�thode num�rique � simuler le bvi sont les coef

�cients de pression pari�taux aux voisinage du bord d�attaque et le coe�cient de portance� alors
les sch�mas de type Jameson semblent donner une solution su�samment pr�cise si la simula

tion est r�alis�e sur le maillage $�n%� Par cons�quent� les trajectoires des tourbillons devraient
	tre semblables pour les trois m�thodes num�riques d�s lors que le maillage $ �n % est utilis�
pour le calcul� Les trajectoires des tourbillons au cours du bvi sont repr�sent�es Fig� ���� pour
le maillage $grossier%� Fig� ���� pour le maillage $moyen% et Fig� ���� pour le maillage $�n%�

Paradoxalement� c�est sur le maillage $grossier% que les trajectoires des tourbillons sont les
plus proches pour les trois sch�mas� le second tourbillon est d�intensit� tr�s faible et le tourbillon
initial suit une trajectoire qui longe l�intrados du pro�l� On v�ri�e cependant que le tourbillon
arrive moins dissip� au voisinage du pro�l pour la solution calcul�e avec le sch�ma rbv�

Dans le maillage $ moyen%� les trois m�thodes num�riques produisent un second tourbillon
au cours du bvi� Le couple de tourbillons se d�tache de la paroi pour la solution du sch�ma rbv
alors qu�il la suit pour les sch�mas de type Jameson�

Contrairement � ce que pouvait laisser penser l��tude des Cp instationnaires au voisinage
du bord d�attaque et l��tude des courbes d��volution temporelle du coe�cient de portance� les
trajectoires suivies par les tourbillons sur le maillage $�n% sont signi�cativement distinctes pour
les trois sch�mas utilis�s� Pour le sch�ma rbv� nous avons vu que les tourbillons s��loignent de la
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paroi puis s�en rapprochent � nouveau pour l�impacter� Pour le sch�ma Jameson irs� le couple
de tourbillons s��loigne plus lentement de la paroi mais la tendance ne s�inverse pas au cours du
temps� La trajectoire des tourbillons de la solution du sch�ma Jameson dts est qualitativement
proche de la solution du sch�ma rbv obtenue dans le maillage $moyen%� c�est
�
dire contenant
approximativement quatre fois moins de cellules� Si l��tude de convergence en maillage r�alis�e
pour le sch�ma rbv a permis de montrer que la solution qu�il donne ne maillage $ �n % est
proche de la solution converg�e du bvi subsonique frontal �non visqueux�� les fortes disparit�s
entre les solutions des trois sch�mas sur ce m	me maillage conduisent � la r�alisation d�un calcul
suppl�mentaire dans le maillage $ tr�s �n% avec un sch�ma de type Jameson a�n de trancher
d��nitivement en faveur de la solution du sch�ma rbv�
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Fig� ���� 
 Comparaison des trajectoires des tourbillons au cours du bvi des solutions de sch�ma
rbv� Jameson irs et Jameson dts sur le maillage $ grossier %� Iso�valeur du rotationnel de
la vitesse � t��c�U�� � ��� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��	�
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Puisque les trois m�thodes donnent des �volutions de pression � la paroi similaires et la
m	me �volution du coe�cient de portance� on pourrait 	tre tent� de se satisfaire des r�sultats
obtenus dans le maillage $ �n % et d�clarer les trois m�thodes aptes � la simulation du bvi�
Ce raisonnement est valable dans le cas d�un pro�l isol� car la trajectoire du tourbillon apr�s
l�interaction n�a aucune incidence sur l�interaction elle
m	me� Cependant� les simulations de bvi
��d sont fr�quemment utilis�es pour valider les m�thodes de calcul en vue de leur application �
des calculs de rotor complet� auquel cas� la d�termination de la trajectoire du tourbillon
pendant et apr�s le BVI est primordiale pour pr�voir l�interaction du rotor complet
avec son sillage tourbillonnaire�
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Fig� ���� 
 Comparaison des trajectoires des tourbillons au cours du bvi des solutions de sch�ma
rbv� Jameson irs et Jameson dts sur le maillage $moyen %� Iso�valeur du rotationnel de la
vitesse � t��c�U�� � ��� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��	�
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Lorsque le bvi est simul� dans le maillage le plus �n avec le sch�ma rbv� nous avons vu que
le tourbillon conserve ��. de son intensit� initiale lorsqu�il arrive � une demi
corde en amont du
pro�l� !�n de s�a"ranchir de la dissipation du tourbillon par les sch�mas de type Jameson pen

dant la phase d�advection pure� le calcul du BVI par le sch�ma de JAMESON IRS dans
le maillage $ tr�s �n% est initialis� par la solution du sch�ma RBV � t��c�U�� � ��
c�est
�
dire quand le tourbillon est positionn� en x�c � ��� �� Le tourbillon a d�j� parcouru ��.
du chemin qui le s�parait du pro�l � l�instant initial et doit 	tre advect� sans trop de perte sur
les ��. restants�

Les trajectoires des tourbillons pendant l�interaction pour les deux sch�mas sont repr�sent�es
Fig� ����� Cette �gure montre que dans un maillage su�samment �n et lorsque le tourbillon
arrive pr�s du pro�l sans avoir �t� dissip�� la solution du sch�ma de Jameson irs du bvi subso

nique frontale est tr�s proche de la solution du sch�ma rbv� En e"et� les couples de tourbillons
contrarotatifs suivent des trajectoires similaires pour les deux m�thodes� On remarque cependant
que malgr� la �nesse du maillage� le sch�ma de type Jameson dissipe toujours plus la vorticit�
que le sch�ma rbv puisque les deux tourbillons perdent de leur intensit� pendant l�interaction
alors que la solution du sch�ma rbv conserve leur intensit� au cours du bvi� La r�alisation
de ce calcul avec le sch�ma de Jameson con�rme que le sch�ma rbv approche beaucoup plus
pr�cis�ment la solution des �quations d�Euler pour ce probl�me que le sch�ma de Jameson�
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Fig� ���� 
 Trajectoire et la d�formation du tourbillon au cours du bvi� Solution du sch�ma
rbv calcul�e dans le maillage $ tr�s �n %� et solution du sch�ma de Jameson irs initiali�
s�e � t��c�U�� � �� par la solution du sch�ma rbv� Iso�valeur du rotationnel de la vitesse �
t��c�U�� � ��� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��� �� �� �� ��	�
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��� Conclusion

L�interaction pale
tourbillon retenue pour �valuer le sch�ma rbv est un probl�me dont la
simulation num�rique est di�cile� La trajectoire co'ncidente du tourbillon avec le pro�l est res

ponsable d�une ph�nom�nologie complexe de l��coulement avec apparition d�une onde de choc
de forte intensit� et cr�ation d�un second tourbillon au cours de l�interaction� La complexit� des
ph�nom�nes mis en jeu pendant cette interaction et l�existence de mesures exp�rimentales font
de ce probl�me un des cas de r�f�rence employ� pour la validation des m�thodes num�riques
d�di�es aux calculs d��coulements tourbillonnaires�

Une solution de r�f�rence est acquise au moyen d�une simulation e"ectu�e avec le sch�ma
rbv sur un maillage poss�dant �� points de discr�tisation dans le diam�tre du c#ur du tour

billon� Cette solution permet une description des ph�nom�nes a�rodynamiques qui se produisent
pendant l�interaction pale
tourbillon & �volutions temporelles des coe�cients de portance et de
tra�n�e� trajectoire des tourbillons au cours de l�interaction� La �nesse du maillage permet �ga

lement d��tudier les ph�nom�nes acoustiques en champ proche et leurs interactions avec l��cou

lement� Les r�sultats de cette simulation sont compar�s avec les r�sultats exp�rimentaux� La
solution du sch�ma rbv est en bon accord qualitatif avec les mesures exp�rimentales� Les �carts
observ�s entre le calcul num�rique et l�exp�rience sont� comme le con�rme les r�sultats obtenus
par d�autres auteurs� caract�ristiques d�une simulation avec un mod�le d��coulement de �uide
parfait� Alors que la cr�ation de vorticit� dans un �coulement est souvent associ�e � la visco

sit� du �uide� la simulation du bvi subsonique frontale par les �quations d�Euler pr�voit aussi
l�apparition d�un second tourbillon au moment de l�interaction� L��tude conjointe de l��quation
de transport de la vorticit� sp�ci�que et de l��coulement simul� montre que la cr�ation du se

cond tourbillon n�est pas due aux e"ets visqueux mais aux e"ets li�s au terme baroclinique�
c�est
�
dire � la perte de colin�arit� entre les vecteurs gradient de pression et gradient de masse
volumique au moment de la cr�ation du choc courbe � l�intrados au pro�l au voisinage du bord
d�attaque�

Les simulations r�alis�es avec une s�rie de quatre maillages con�rme que la solution de r�

f�rence utilis�e pour la description de l�interaction est bien la solution converg�e du probl�me�
Quand le pas de temps th�orique optimum est employ�� les trajectoires des tourbillons sont cor

rectement pr�vues par le sch�ma rbv dans le maillage poss�dant � points de discr�tisation dans
le c#ur du tourbillon� soit pratiquement quatre fois moins de cellules que le maillage � �� points
dans le c#ur du tourbillon� Si le crit�re d��valuation de la m�thode num�rique est la conver

gence sur l��volution instationnaire du coe�cient de portance� alors le sch�ma rbv donne une
solution converg�e pour ce crit�re dans le maillage poss�dant � points dans le c#ur du tourbillon
� l�instant initial� Des simulations e"ectu�es en faisant varier le pas de temps con�rme qu�il est
important d�utiliser le pas de temps optimum pour converger rapidement en maillage vers la
solution du probl�me� Ce pas de temps optimum est connu a priori par une formule th�orique�
Dans la mesure o� le sch�ma rbv est implicite et sans limitation sur la valeur du pas de temps�
rien n�emp�che l�emploi syst�matique du pas de temps optimum�

Les comparaisons des solutions du sch�ma rbv avec des sch�mas centr�s d�ordre � � viscosit�
arti�cielle de type Jameson montre l�apport de la m�thode rbv par rapport aux m�thodes
classiques pour le calcul d��coulements o� les tourbillons sont advect�s sur de grandes distances�
Les propri�t�s de pr�servation des tourbillons du sch�ma rbv aboutissent en pratique � une
convergence en maillage bien plus rapide que les sch�mas classiques d�ordre ��
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Ce travail de th�se a consist� dans un premier temps � �tendre aux �quations de l�acoustique
avec advection la notion de sch�ma pr�servant la vorticit� initialement introduite par Morton

� Roe pour l�acoustique pure� L��tude de l��quation de transport de la vorticit� discr�te par
di"�rents sch�mas pr�servant la vorticit� en acoustique pure a montr� qu�ils perdent cette pro

pri�t� lorsqu�ils sont appliqu�s aux �quations de l�acoustique avec advection� L�analyse du terme
d�erreur qui intervient dans l��quation de transport de la vorticit� pour ces sch�mas a permis de
d�gager les conditions que doit remplir un sch�ma num�rique pour pr�server la vorticit� en acous

tique avec advection� ! partir de cette analyse th�orique� un sch�ma bas� sur le r�sidu pr�servant
la vorticit� a �t� propos�� Ce sch�ma rbv �Residual�Based Vorticity preserving� d�ordre � sa

tisfait l�ensemble des conditions requises pour pr�server la vorticit� en acoustique avec advection�

Les consid�rations retenues pour l��laboration du sch�ma rbv portent uniquement sur la
pr�servation de la vorticit�� Dans un deuxi�me temps� l��tude des propri�t�s dissipatives du
sch�ma a montr� que celui
ci dissipe les plus courtes longueurs d�onde� Cette propri�t� est inat

tendue quand on sait que la discr�tisation spatiale du sch�ma rbv est du m	me type que celle
du sch�ma de Lax
Wendroff
Ni� dont la non dissipation des plus courtes longueurs d�onde
est bien connue� Une analyse th�orique d�taill�e a d�montr� que cette propri�t� du sch�ma rbv
vient du caract�re implicite du sch�ma et du couplage particulier des termes temporels et spa

tiaux utilis� pour am�liorer la pr�servation de la vorticit�� Toutefois� la m�thode sous
it�rative
en pas de temps dual� mise en #uvre pour r�soudre le sch�ma� pr�sente un d�faut de dissipation
de ces m	mes nombres d�onde r�duits� La m�thode retenue pour stabiliser le sch�ma en pas de
temps dual passe alors par le �ltrage du vecteur d��tat en �n d�it�ration au moyen de �ltres
explicites d�ordre �lev�� Ce choix permet de ne pas alt�rer la solution du sch�ma rbv�

Une analyse approfondie du syst�me �quivalent du sch�ma rbv pour l�acoustique avec ad

vection a d�montr� qu�il est possible d�obtenir une solution pr�cise � l�ordre � pour l�advection
de tourbillon si le nombre cfl est correctement choisi� Ce r�sultat a �t� con�rm� par une analyse
de Fourier de l�erreur de phase du sch�ma rbv� La formule th�orique permettant de calcu

ler ce nombre cfl est simple et ne d�pend que du nombre de Mach de l��coulement moyen�
Les essais d�advection de tourbillon ont prouv� que la formule est applicable pour les �quations
d�Euler� Le sch�ma rbv permet alors de transporter des tourbillons sur de grandes distances�
sans dissipation du champ de vorticit� et ce quelle que soit la direction de l��coulement moyen
par rapport aux axes du maillage� Des comparaisons avec les sch�mas de Lax
Wendroff
Ni
et de Jameson ont mis en �vidence l�int�r	t du sch�ma rbv pour le transport de tourbillons�

Dans un troisi�me temps� le sch�ma rbv a �t� �tendu aux maillages curvilignes quelconques�
L�extension a �t� e"ectu�e de mani�re � conserver la formulation du sch�ma sous la forme
d�un op�rateur  appliqu� au r�sidu instationnaire �r� Cette formulation particuli�re a permis
d��tendre aux maillages irr�guliers les propri�t�s de pr�servation de la vorticit� du sch�ma rbv�
Ainsi formul�� le sch�ma rbv est d�ordre � en maillage quelconque� Une version simpli��e du
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sch�ma� rbvs� a alors �t� propos�e pour le calcul d��coulements stationnaires et appliqu�e �
des �coulements autour de pro�l� La capacit� du sch�ma rbv � calculer des �coulements a�

rodynamiques instationnaires a ensuite �t� d�montr�e sur un cas d��coulement transsonique
instationnaire autour d�un pro�l oscillant en translation�

Le sch�ma rbv a �nalement �t� appliqu� � la simulation d�une interaction pale
tourbillon
parall�le subsonique frontale� Une simulation e"ectu�e dans un maillage su�samment ra�n� a
servi de solution de r�f�rence pour l�analyse ph�nom�nologique de l��coulement� En particulier
ont �t� �tudi�s les ph�nom�nes li�s � l�apparition d�un second tourbillon et l�acoustique r�sul

tant de l�interaction� Des calculs r�alis�s sur une s�rie de maillages pour les sch�mas rbv et de
Jameson ont montr� la plus rapide convergence en maillage du sch�ma rbv� Pour le sch�ma
rbv� la convergence est atteinte non seulement sur les coe�cients a�rodynamiques ou les cap

teurs de pression instationnaires� mais aussi sur la trajectoire du tourbillon pendant l�interaction�

Les r�sultats obtenus avec le sch�ma rbv sont tr�s encourageants et con�rment l�apport de
la m�thode compar�e � des sch�mas classiques d�ordre �� La premi�re suite � donner � ce travail
doit 	tre l�extension du sch�ma � la troisi�me dimension d�espace en s�inspirant des travaux d�j�
e"ectu�s pour les sch�mas rbc ���� ��� ��� �� � Le fait que le sch�ma rbv n�utilise qu�une seule
approximation du r�sidu devrait simpli�er cette extension au domaine ��d� Des calculs d�ailes
��d ou de rotors pourraient alors permettre d��valuer l�apport de ce sch�ma pour le calcul des
sillages tourbillonnaires� Sa pr�cision en maillage irr�gulier devrait �galement permettre de di

minuer les conditions de r�gularit� impos�es aux maillages pour les calculs avec des m�thodes
classiques�

La deuxi�me �volution � apporter � la m�thode est bien entendu son extension aux �quations
de Navier
Stokes pour le calcul d��coulements visqueux� Toujours en s�inspirant des r�sultats
ant�rieurs sur les sch�mas rbc� l�extension du sch�ma rbv aux �quations de Navier
Stokes
ne devrait pas poser de di�cult�s� Il s�agit alors d�int�grer les termes visqueux dans l��valuation
du r�sidu�

En�n� l�analyse de stabilit� du sch�ma rbv a mis au jour l�in�uence b�n��que sur les propri�

t�s de dissipation du sch�ma que peut apporter l�application d�un op�rateur spatial � la d�riv�e
temporelle� Cette �tude montre que la mise en #uvre des sch�mas rbv et rbvs sans �ltrage est
peut
	tre r�alisable�
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SCHÉMAS NUMÉRIQUES PRÉSERVANT LA VORTICITÉ
EN AÉRODYNAMIQUE COMPRESSIBLE

RÉSUMÉ: La réduction de la diffusion numérique des structures tourbillonnaires est un point clé
de la simulation de nombreux problèmes de Mécanique des fluides. S’appuyant d’une part sur la
notion définie par Morton et Roe de schéma numérique préservant exactement la vorticité pour les
équations de l’acoustique et d’autre part sur une forme de schémas basés sur le résidu introduits
par Lerat et Corre, cette thèse présente un schéma RBV (Residual-Based Vorticity preserving),
d’ordre 2 implicite basé sur le résidu qui préserve la vorticité pour les équations de l’acoustique, de
l’acoustique avec advection et les équations d’Euler. Le schéma RBV permet d’advecter un
tourbillon sur de longues distances avec très peu de diffusion numérique. Il a été formulé en
maillage curviligne dans l’approche des volumes finis et, par construction, conserve son ordre de
précision et ses propriétés de préservation de la vorticité en maillage irrégulier sans nécessiter de
termes correctifs. Le schéma RBV a été appliqué à des calculs d’écoulements stationnaires et
instationnaires autour de profil pour les équations d’Euler, puis au cas de l’interaction frontale,
subsonique instationnaire, entre un tourbillon de Scully et un profil NACA0012 à incidence nulle
pour lequel existent des données expérimentales. Ce problème modèle est représentatif de
l’interaction parallèle entre une pale de rotor d’hélicoptère et le tourbillon émis en extrémité d’une
pale précédente, qui est à l’origine du bruit BVI (« Blade Vortex Interaction noise ») dominant dans
le cas du vol de descente basse vitesse de l’hélicoptère. Les résultats obtenus avec le schéma
RBV sur ce cas d’interaction pale tourbillon 2D démontrent la capacité de la méthode à simuler des
écoulements aérodynamiques réalistes. Des comparaisons avec les solutions de schémas
classiques d’ordre 2 montrent l’apport de la méthode proposée.

Mots-clés: schéma basé sur le résidu, volumes finis, tourbillon, vorticité, aérodynamique,
écoulement compressible, écoulement stationnaire, écoulement instationnaire, interaction pale-
tourbillon.

VORTICITY PRESERVING NUMERICAL SCHEMES
IN COMPRESSIBLE AERODYNAMICS

ABSTRACT: The reduction of numerical diffusion of vortex structures is a key point in many
computational fluid dynamics problems. According to the notion of vorticity preserving numerical
schemes for the system wave equation, introduced by Morton and Roe, and on the residual-based
schemes family, introduced by Lerat and Corre, this thesis presents a RBV scheme (Residual-
Based Vorticity preserving). The RBV scheme is implicit and second order accurate. It preserves
the vorticity for the system wave equation with and without advection and for the Euler equations.
The RBV scheme has the capability of advecting vortex on large distances with very few numerical
dissipation. It has been formulated on irregular grids in the finite volume approach and it retains
naturally its accuracy and vorticity preserving properties without correction terms. The RBV scheme
has been used first for the calculation of steady and unsteady Euler flow around airfoils and then
for the simulation of subsonic head-on blade vortex interaction (BVI) between a Scully vortex and a
NACA0012 airfoil at zero angle of attack. Results are compared to experimental data. This case is
representative of the parallel interaction between a helicopter rotor blade and the preceding blade
tip vortex. The blade vortex interaction is the main noise source for helicopter in low speed descent
flight. The results obtained with the RBV scheme on this two-dimensional BVI case show the
capability of the method to simulate realistic aerodynamic flows. Comparisons made with solutions
of classical second order accurate schemes demonstrate the benefit of the proposed RBV scheme.

Keywords: residual-based scheme, finite-volume method, vortex capturing, aerodynamics,
compressible flow, steady flow, unsteady flow, BVI.


