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Nomenclature

| Abréviations | Définition

CM linéarisation du flux diffusif avec approche de type « couche mince »
Dest6 somme des termes de destruction de la sixiéme composante des équations du
modéle k-¢
Dest7 somme des termes de destruction de la septiéme composante des équations du
modéle k-¢
DF différences finies
FVC linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince »
MODLIN modéle de turbulence linéarisé
MUTFIG linéarisation & « py figé »
Prod6 somme des termes de production de la sixiéme composante des équations du
modéle k-
Prod7 somme des termes de production de la septiéme composante des équations du
modéle k-¢
| Symboles | Définition
0 bord d’un domaine (exemple : 99 est le bord de Q)
9,25 9,y> 9.~ | dérivée de la fonction g selon la variable z, y, 2
v opérateur gradient
VA opérateur rotationnel
V. opérateur divergence




| Lettres latines |

Définition

a
Cp
Cv
Cp
Cs
Cu; Cal; Ca?
CDg
C Dyt

vitesse du son

coefficient de chaleur spécifique & pression constante
coefficient de chaleur spécifique & volume constant
coefficient de pression

constante de la loi de Sutherland dépendant du gaz considéré
constantes du modéle k-¢

coefficient de trainée de champ lointain

coefficient de trainée de champ proche

coefficient de portance de pression

domaine de définition de o

tenseur des taux de déformation

fonction d’amortissement

énergie interne par unité de masse

énergie totale par unité de masse

énergie totale relative par unité de masse

tenseur du flux convectif

tenseur du flux diffusif

fonctions de correction bas Reynolds (modéle k-¢)
fonction de paroi (modéle k-¢)

flux visqueux discret

flux visqueux discret évalué sur l'interface frontiére b
fonction contrainte d’indice &

fonction contrainte d’indice &

grandeur relative exprimée dans le repére entrainé
grandeur relative & un état de référence donné
enthalpie totale par unité de masse

nombre complexe, racine carrée de —1 de partie imaginaire positive
tenseur ou matrice identité

fonction objectif

fonction objectif

constante de Karméan

énergie cinétique turbulente

coefficient de conductivité thermique turbulent
coefficient de conductivité thermique

somme des coefficients de conductivité thermique
longueur de mélange

nombre de Mach

vecteur normale non nécessairement unitaire

taille du vecteur champ aérodynamique W
nombre de fonctions contrainte

taille du vecteur de paramétres de forme o




P cell
bi

Prt

e e 3NN~ $

V17 V27 V3

X (a)
dX (o)
chll
Wg et Wy
Wi,

pression statique

terme de production du modéle k-¢

vecteur de variables primitives attaché & une cellule
pression totale ou pression d’arrét

nombre de Prandtl

nombre de Prandtl turbulent

vecteur flux de chaleur

vecteur flux de diffusion turbulente d’enthalpie
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vecteur des paramétres de forme

constante de la loi de Sutherland dépendant du gaz considéré
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Introduction

Un turboréacteur est un dispositif mécanique complexe destiné & propulser un aéronef en
accroissant la quantité de mouvement d’air ingéré. Les turboréacteurs récents se composent d’une
soufflante (ou fan), d’'un compresseur, d'une chambre de combustion et d’une turbine, disposés
suivant le méme axe. Le fan aspire l'air extérieur destiné, pour partie, & alimenter 1’entrée du
compresseur (flux primaire), pour partie a étre éjecté derriére le moteur sans étre passé par
le dispositif propulsif (flux secondaire). Le compresseur a pour fonction d’accroitre la pression
d’arrét du fluide avant son entrée dans la chambre de combustion. La chambre de combustion
est le siége d’'une réaction chimique qui éléve ’énergie thermique des gaz. La turbine a pour
fonction d’entrainer les arbres moteur en détendant les gaz brilés. Enfin, I'air expulsé par la
turbine contribue en plus du flux secondaire au gain de quantité de mouvement.

Le compresseur et la turbine se composent d’une succession d’étages, constitués d’un rotor
(roue mobile) et d’un stator (roue fixe). Des aubages, disposés suivant 1’azimut, sont montés sur
chaque roue. La performance d’une roue est appréciée par des fonctions plus ou moins classiques :
rendement isentropique, taux de compression, débit de blocage, pertes globales, profil d’angles en
sortie, marge au pompage. .. Ce type de fonctions, dépendant de ’écoulement et de la géométrie,
sera désigné par la suite par ’expression fonction aérodynamique. La forme des aubages est dé-
terminée de sorte que I’on obtienne la meilleure valeur des fonctions aérodynamiques pertinentes.

La recherche des formes aérodynamiques optimales a tout d’abord reposé sur le savoir-faire et
I’expérience des ingénieurs de conception. Depuis une trentaine d’années, la simulation numérique
en mécanique des fluides a permis d’analyser des écoulements internes avec une modélisation de
complexité croissante (équation du potentiel — 1970-1980 —, équations d’Euler — 1980-1985 —,
équations RANS 1985-). Ce savoir-faire a progressivement été utilisé pour la conception d’au-
bages de turbomachine en complément des techniques empiriques. Distinguons quatre étapes
dans la contribution des simulations numériques a ’optimisation de formes aérodynamiques :
I’'usage le plus rudimentaire consiste & évaluer la qualité d’'un nombre limité de formes par des
calculs d’analyse; cette méthode est aussi ancienne que la simulation numérique en mécanique
des fluides. Dés le milieu des années 1970, différents auteurs — notamment Hicks et al. [26] et
Vanderplaats et al. [75] — ont considéré des formes solides paramétrées et ont calculé par diffé-
rences finies les gradients des fonctions aérodynamiques par rapport aux paramétres de forme,
pour alimenter une méthode d’optimisation par descente. Une troisiéme étape a été initiée par
Jameson [28], qui a appliqué en 1988 la méthode du contréle optimal aux équations de la mé-
canique des fluides; dés lors, le calcul des gradients nécessaires & une méthode d’optimisation
locale pouvait étre réalisé en résolvant des problémes linéaires — équations adjointes, équation
linéarisée — plutdét qu'un grand nombre (au moins autant que de parameétres de forme) de cal-
culs d’analyse (probléme non linéaire). Enfin, la puissance des calculateurs modernes a permis
la réalisation d’optimisations aérodynamiques globales sur le domaine de paramétres [61]. Ces
travaux, encore réservés & la conception de formes simples, utilisent généralement un algorithme
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génétique comme minimiseur et des méthodes de régression pour compléter, durant ’optimisa-
tion, la connaissance des fonctions aérodynamiques sur le domaine de paramétres.

L’optimisation de formes tridimensionnelles complexes intéressant l’'industrie ne peut étre
réalisée usuellement par ces méthodes d’optimisation globale pour ’instant. Pour cette raison,
I'intérét des bureaux d’études industriels se focalise aujourd’hui sur les méthodes d’optimisation
par gradient. Leur mise en ceuvre nécessite le développement d’une triple compétence : para-
métrisation géométrique des formes solides et des maillages volumiques, méthode de descente,
simulation numérique des écoulements et calcul du gradient des fonctions aérodynamiques par
rapport aux paramétres de forme. La détermination de I’écoulement et des gradients autour de la
forme initiale permet de calculer par la méthode de descente un nouveau vecteur de paramétres
de forme auquel le module de remaillage permet d’associer un nouveau maillage volumique. Ces
opérations sont enchainées itérativement jusqu’a détermination d’un optimum local.
De ces trois étapes, la plus complexe est le calcul du gradient des fonctions aérodynamiques
par rapport aux paramétres de formes. En effet, les variables géométriques et aérodynamiques
de ces fonctions sont liées par les équations de la mécanique des fluides, si bien que le calcul des
gradients nécessite la résolution d’une équation linéarisée ou adjointe, c’est-a-dire 'inversion d’un
systéme linéaire de grande taille dont la matrice est la matrice jacobienne des équations de la
mécanique par rapport au champ aérodynamique. Par ailleurs, les effets visqueux (décollements,
pertes par frottement, pertes par mélange, écart flux-profil, modifications de la pente du dia-
gramme rapport de pression-débit et du débit de blocage...) jouent un rdle prépondérant dans
les écoulements autour des aubages de turbomachine. I1 convient donc de considérer les équa-
tions de Navier-Stokes moyennées (RANS) pour les calculs d’analyse et d’inverser la matrice
jacobienne de ces équations discrétisées par rapport au champ aérodynamique pour les calculs
de gradients.
Au début des années 1990, de nombreux auteurs ont mis en ceuvre ces calculs avec une mo-
délisation de fluide parfait. Ceux qui utilisaient une méthode dite discréte ont donc linéarisé le
bilan de flux de fluide parfait sur chacune des cellules de maillage par rapport au champ aérody-
namique. Ils ont remarqué que ’obtention de gradients précis était conditionnée par I'exactitude
de la linéarisation, les flux d’interfaces frontiére devant notamment étre dérivés exactement. Pour
I’étude d’écoulements modélisés par les équations RANS, la linéarisation exacte des équations
discrétes et des équations du modéle de turbulence est une tache extraordinairement ardue. Pour
cette raison, différents niveaux d’approximations ont été considérés dans la littérature pour le
calcul de la matrice jacobienne. Nous en distinguerons quatre :
— la linéarisation du flux visqueux est omise [36];
— le coefficient de viscosité turbulente et le coefficient du flux de chaleur turbulent sont
considérés constants (approximation dite « p figé ») [30], [67], [72];

— le coefficient de viscosité turbulente et le coefficient du flux de chaleur turbulent sont
considérés constants et seuls les termes de couche mince du flux visqueux sont dérivés [58],
[43];

— le modele de turbulence est linéarisé [2], [34], [22], [50], [32], [38]-

La deuxiéme approximation est si répandue qu’elle peut étre considérée comme un traitement
standard.

Snecma et ’TONERA développent depuis mi-2004 une chaine d’optimisation locale de formes,
pour laquelle un calcul de gradient avec approximation « p figé » a été retenu. Le support infor-
matique de ce travail est le logiciel elsA [9] développé au Département de Simulation Numeérique
des écoulements et Aéroacoustique (DSNA) de 'ONERA. En complément de ce travail contrac-
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tuel, Snecma a souhaité évaluer le bénéfice d’une linéarisation plus précise dans le cadre de la
présente thése en convention CIFRE. L’objectif de cette étude est de calculer des gradients de
fonctions aérodynamiques de maniére précise en se demandant s’il est nécessaire d’effectuer la
linéarisation du flux visqueux des équations de Navier-Stokes avec moins d’approximations. La
démarche a consisté a s’appuyer sur une linéarisation du flux visqueux simple (approximation
« i figé » et approche de type « couche mince ») qui offre un codage simple et a permis d’obtenir
de premiéres valeurs de gradients d’un ordre de grandeur correct mais pas exactement identiques
avec les valeurs de références obtenues par différences finies. La deuxiéme étape consiste & aban-
donner 'approche de type « couche mince » et & prendre en compte toutes les dérivées dans
le flux visqueux tout en conservant ’hypothése forte de modéle de turbulence figé. Cependant,
I’approche de « uy figé » peut étre pénalisante notamment pour certains modeéles de turbulence.
Certains auteurs qui prennent en compte le modéle de turbulence dans leurs linéarisations, par-
viennent & améliorer la précision de leurs résultats ([2], [34], [22], [50], [32], [38]). Envisageant
que l'absence de linéarisation du modéle de turbulence soit trop pénalisante pour certains cas
test, I’objectif de linéariser deux modéles de turbulence a été fixé afin de vérifier que c’est bien
la linéarisation de ces modéles de turbulence qui permet 1’obtention de gradients précis. Parmi
I’ensemble des modéles de turbulence utilisés par les départements de Conception de Snecma,
deux modeéles ont été retenus pour les calculs d’analyse et de gradients : un modéle algébrique
(Michel et al. [46]) et un modeéle & deux équations de transport (k-¢ de Launder-Sharma [37]).

Ces travaux ont fait 'objet de deux publications :

— J. Peter, D. Drullion & C.-T. Pham, Contribution to discrete implicit gradient and discrete
adjoint method for aerodynamic shape optimization, ECCOMAS, 2004 [58];

— J. Peter, C.-T. Pham & D. Drullion, Recent CFD Activities at ONERA : Implicit Stages
for Complex Flow Simulations and Gradient Computation for Shape Optimization, CFD
Journal Special Issue (Workshop Post SAROD’05), & paraitre [59].

Chacune de ces deux publications reprend des résultats des chapitres 3 et 4.

Ce manuscrit est organisé comme suit.

Dans le chapitre 1, le probléme mathématique d’optimisation de formes aérodynamiques est
présenté ainsi que la structure d’une chaine d’optimisation globale ou locale. La formulation des
équations de la mécanique des fluides en modélisation RANS et des modéles de turbulence utilisés
dans cette thése est ensuite rappelée. On décrit alors en détail ’optimisation par méthode de
gradients et en particulier les deux méthodes discrétes que sont la méthode de ’équation linéarisée
discréte et la méthode adjointe discréte, pour lesquelles un calcul de matrice jacobienne de
bilan de flux par rapport au champ aérodynamique doit étre réalisé. Une bibliographie détaillée
relative au traitement du flux diffusif et des modéles de turbulence pour le calcul de cette matrice
jacobienne termine ce chapitre.

Le chapitre 2 décrit la discrétisation des équations RANS par la méthode des volumes finis,
en particulier les flux convectif et diffusif, les modéles de turbulence, les spécificités de conditions
aux limites et de raccord. En outre, les éléments de résolution des méthodes de gradient discrétes
ainsi que le calcul des différents termes sont énoncés (mis a part le calcul de la partie diffusive
de la matrice jacobienne de bilan de flux par rapport au champ aérodynamique).

Dans le chapitre 3, les différentes approximations du flux diffusif et des termes des modéles
de turbulence de Michel et al. et k-¢ de Launder-Sharma, ainsi que leur dérivation par rapport
au champ aérodynamique sont décrites. Dans un premier temps, le flux diffusif est différentié
a « uy figé ». Une approximation de type « couche mince » est alors d’abord utilisée, puis on
explique la complexification des expressions en s’affranchissant de cette approximation, toujours
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a « uy figé ». Par la suite, la dérivation des modéles de turbulence est abordée.

Le chapitre 4 présente les résultats de différentes linéarisations du flux diffusif éventuellement
combinées & celle du modéle de Michel et al. sur deux cas d’épreuve : la tuyére C définie par
Déléry dite « bosse C » et ’aile ONERA M6. Des gradients de fonctions aérodynamiques et des
sensibilités d’écoulement & la paroi illustrent ces résultats pour chaque linéarisation.

Enfin, dans le chapitre 5, des résultats du méme type qu’au chapitre 4 sont présentés pour
deux cas de turbomachine. Il s’agit de deux cas d’aubes isolées de turbine : un Distributeur Basse
Pression et une Roue Basse Pression.



Chapitre 1

Optimisation de formes en mécanique
des fluides et calcul de gradients

Dans ce chapitre, les écoulements considérés sont régis par les équations RANS complétées
par des modéles de turbulence. En outre, dans tout ce qui suit, seules les approches discrétes
(équation linéarisée et méthode adjointe) sont considérées pour les méthodes de gradient, pas
l’approche continue introduite par Jameson en 1988 [28].

1.1 Position du probléme. Optimisation locale et globale en aé-
rodynamique

Il est possible de définir des formes ou des surfaces solides de plusieurs maniéres (splines,
B-splines, courbes et surfaces de Bézier...). Ces formes et le volume qui les entoure peuvent
ensuite étre maillées. On dispose ainsi du vecteur de coordonnées du maillage volumique X en
fonction des paramétres de forme.

1.1.1 Position mathématique du probléme, notations

Les notations adoptées sont :

a vecteur des paramétres de forme caractérisant la forme de I’'objet solide autour
duquel une simulation numérique est réalisée;

ng : taille du vecteur « (indice f pour parameétre de forme) ;

Dg :  domaine de définition de a, hyper-parallélépipéde de R™ ;

S(a) . vecteur de coordonnées du maillage surfacique, fonction supposée de classe C!;

X(a) : vecteur de coordonnées du maillage volumique construit & partir de la donnée de

S (), fonction supposée elle aussi de classe C'*.

La matrice jacobienne du maillage % est accessible soit directement, soit par produit de

différentielles :
dX dXdS§

da ~ dS da’
En désignant par W le champ aérodynamique (vecteur de taille n,), on note les équations de la
mécanique des fluides discrétisées sous la forme :

(1.1)

R(W,X)=0. (1.2)
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La fonction R, & valeurs dans R" est supposée de classe C'. Si X (maillage volumique)
est fixé & une valeur X; = X (o), ; € Dg, I’équation précédente définit ainsi un systéme non
linéaire en W de n, équations a n, inconnues. Considérons les vecteurs (W;, X;) tels que :

OR
R( WZ', XZ) =0et det[(a—W)(Wi, XZ)] 75 0. (1.3)

Le théoréme des fonctions implicites permet de définir W comme une fonction C' de X sur
un voisinage de X, puis, par continuité et régularité de X, comme une fonction C' de a sur un
voisinage de a;. On supposera désormais cette propriété vraie sur tout Dg,.

On peut alors noter W () (fonction C! de R™ dans R"=) et réécrire les équations de la méca-
nique :

R(W(a),X(a)) = 0. (1.4)

Soit J la fonction objectif que I’on souhaite minimiser (on se place dans le cas d'une opti-
misation mono-objectif). Elle peut s’écrire avec les mémes dépendances que les équations de la
mécanique des fluides discrétisées R :

J(a) =J(W(a), X (o). (1.5)

De méme, les fonctions contraintes Gy (o) peuvent s’exprimer sous la forme Gy (o) = g(W (o), X (ov)).
Soit ne, leur nombre. La forme définie par un nguplet o est admissible si et seulement si

vk € [Linc], gr(W(a), X(a)) <0. (1.6)

Objectif et contraintes apparaissent ainsi comme des fonctions des paramétres de forme.
Le probléme d’optimisation globale s’écrit finalement :

Chercher a* dans D, tel que
J(@*) = J(W(a*), X (a*)) = min J () sur Dy
avec Vk € [1,n.], gr(W(a*), X (a*)) <0.

Pour simplifier I’exposé, on supposera toujours dans la suite, d’un point de vue thérorique,
que les fonctions objectif et contraintes sont de classe C'!' et convexes. En pratique, ces fonctions
ne sont pas toujours convexes.

Définissons aussi le probléme de recherche d’un minimum local :

Chercher a* dans D, tel que
J(a")=J(W(a*), X (o)) = min J () sur Vg«
(Vo est un voisinage de a*)

avec Vk € [1,n.], gr(W(a®), X (a™)) < 0.

Dans les paragraphes qui suivent, une chaine d’optimisation ainsi que les modules qui la
composent et qui permettent d’aboutir & une forme optimisée sont décrites. Cette chaine permet
de construire une suite de formes paramétrées qui convergent vers la solution du probléme de
minimisation.

1.1.2 Modules de chaines d’optimisation aérodynamique locale ou globale

1.1.2.1 Code de simulation aérodynamique

Ce module calcule I’écoulement W («x) correspondant & un maillage volumique X () en résol-
vant les équations implicites non-linéaires pour la mécanique des fluides R(W (a), X (o)) = 0.
Il intervient dans toutes les méthodes d’optimisation locale et globale.
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1.1.2.2 Outil de maillage des surfaces solides et de maillage/remaillage des volumes

Cet outil permet de construire un maillage de surface S(a) pour tous les ng-uplets de para-
metres de forme o de Dg. Pour chaque maillage de surface S(a), un maillage de volume X (o),
coincidant avec S(a) sur les surfaces solides doit étre construit. Cette opération de reconstruction
d’un maillage volumique est délicate. Deux situations trés distinctes se présentent :

— le maillage de volume a été construit automatiquement par un logiciel de CAQ, utilisé aussi
pour la construction du maillage de surface. Dans ce cas, les paramétres de forme sont
naturellement les paramétres d’entrée du module de construction de maillage surfacique de
I'outil CAO. Une modification de parameétre de forme est alors reportée automatiquement
dans I’ensemble de la chaine de construction de maillages qui fournit successivement S(a)
et X (o).

— dans tous les autres cas, le maillage de volume X (a) est construit a partir du maillage
surfacique S(a), du maillage surfacique initial S(a®) et du maillage volumique initial
X (a). La déformation du maillage de surface est « transférée » dans le maillage de volume.
Plusieurs méthodes permettent de réaliser cette opération. Le rapport de Dugeai [17] fournit
de plus amples informations.

1.1.2.3 Outil de simulation aérodynamique et de calcul des gradients

Cet outil calcule I’écoulement discret W (o) correspondant & une forme X (o). Les valeurs
des fonctions objectif et contraintes ainsi que de leurs gradients par rapport aux paramétres de
forme doivent ensuite étre évalués. L’opération la plus complexe est de loin le calcul des gradients
des (n.+1) fonctions par rapport aux ng parameétres de forme.

Une méthode de différences finies peut étre utilisée pour ce calcul. C’était effectivement la
seule méthode mise en ceuvre depuis les débuts de la simulation numérique en mécanique des
fluides jusqu’a la fin des années 1980. Elle présente néanmoins un inconvénient majeur : elle néces-
site le calcul d’au moins ns écoulements sur des maillages dits décalés X (a+(0, ..., 0, dq;,0,...,0)).
Cette opération est extrémement colteuse, si bien que cette méthode a été supplantée par trois
méthodes (en pratique) permettant d’accéder aux dérivées des fonctions sans calcul supplémen-
taire d’analyse, mais en introduisant des résolutions de systémes linéaires. Ces trois méthodes,
utilisées & partir des années 1990, s’appellent :

— méthode de I’équation linéarisée (méthode discréte) *;

— méthode de I’équation adjointe discréte;

— méthode de I’équation adjointe continue.

Les deux méthodes discrétes sont décrites en détail dans la section 1.3.

1.1.2.4 Qutil de minimisation par algorithme de descente

Cet outil a pour paramétres d’entrée les évaluations des fonctions J (ax), G () et des dérivées
ag{i?)’ agalj.f:x), i € [1,n¢], k € [1,n.] dans le cas ott a et k sont tels que Gi(a) = 0. Il applique
un algorithme de minimisation locale & partir de ces grandeurs et détermine un nouveau jeu
de paramétres de forme a. Un maillage de surface et de volume correspondant aux nouveaux

paramétres de forme est ensuite construit par les outils de maillage.

LA priori, il n’y a pas d’impossibilité & avoir une méthode de ’équation linéarisée continue. Voir les travaux
de Turgeon et al. [71] pour des écoulements incompressibles.
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1.1.2.5 Modéle de bas niveau. Méthode de régression. Algorithme de minimisation
globale

Les modéles de bas niveau et les méthodes de régression permettent d’enrichir la connaissance
des fonctions objectif et contraintes sur le domaine de paramétres, complétant des évaluations
exactes de ces fonctions en un faible nombre de vecteurs de paramétres.

Des simulations aérodynamiques sur des grilles grossieres, des simulations avec un modéle
physique simplifié (équations d’Euler au lieu des équations de Navier-Stokes...) sont quelques
exemples de modéles aérodynamiques de bas niveau, pouvant fournir des évaluations de vecteurs
de parameétres & colt réduit pour le probléme de minimisation.

Les méthodes de régression sont utilisées dans de nombreux problémes de mathématiques
appliquées. Dans le contexte d’un probléme d’optimisation globale pour lequel 1’évaluation des
fonctions objectif et contraintes est coliteuse, elles permettent de calculer une approximation des
fonctions objectifs J et contraintes Gj, sur le domaine D, & partir d'un ensemble fini d’évalua-
tions exactes J(cm), Gr(au,) 2. On peut citer quelques méthodes de régression : interpolation
polynomiale, réseau de neurones, Kriging, support de vecteurs. La minimisation globale du pro-
bléme posé avec les fonctions approchées peut étre résolue par une méthode générale (algorithme
génétique par exemple) ou par une méthode particuliére au type de fonction approchée considéreé.
Plus d’informations sur le sujet figurent dans [56].

1.1.3 Chaines d’optimisation

On peut maintenant décrire ’enchainement des modules pour la réalisation d’une optimisa-
tion aérodynamique globale ou locale par méthode de gradient.

Dans toute la suite, on appelle indifféremment dérivée ou gradient de la fonction J (resp.
Gr,). Ces dérivées ou gradients seront notés tout aussi indifféeremment $Z (o) ou Vo7 (a!) (resp.

9 (al) ou VaGi(a)).

1.1.3.1 Minimisation locale par méthode de gradient. Méthode classique

Notons [ I'indice d’itération de la chaine de minimisation locale. Supposons qu’une approxi-
mation du paramétre optimal o ait été calculée, le module de maillage et remaillage définit les
maillages de surface et de volume S(a') et X (') ainsi que la dérivée du maillage de volume
au point considéré %(al). Ces données permettent au code d’aérodynamique et de calcul de
gradients d’évaluer le champ aérodynamique W (al), puis les fonctions objectif et contraintes
J(a!) et Gr(at), puis les gradients de ces fonctions dj L(al) et dg’“( D). Le calcul de ces gradients,
dj L(al) et dg’“ ’t (o), n’est pas un probléme aisé. 11 faut en effet effectuer le calcul des dérivées des
fonctlons obJectlf et contraintes J et G par rapport aux variables dépendantes W et X. C’est
un aspect du calcul de ces grandeurs qui fait 'objet de cette thése (ou étude de sensibilités).

Le choix fait & TONERA est de séparer strictement un code de calcul aérodynamique et un
code de post-traitement. Le code de simulation aérodynamique et de calcul des gradients est le
code elsA [9]. Le code de post-traitement métier est Xopt (resp. FFD41) pour les applications
aux turbomachines (resp. aux avions). L’enchainement des opérations est le suivant :

— calcul du champ aérodynamique W (a!) par le code de simulation ;

— calcul des fonctions objectif et contraintes J(a!) et Gi(a!) et de leurs dérivées partielles

2L (ah), 22 (alh), %(al% %(al) par le code de post-traitement ;

2Pour un probléme d’optimisation aérodynamique, ce qui est cotteux est le calcul du champ aérodynamique
W () a partir d’un maillage X (), et non pas I’évaluation des fonctions J(a) = J(W (), X () et Gi(ax) =
g (W (a), X (a)).
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— calculs des gradients g—g(al)

simulation aérodynamique.

Les grandeurs J (a!), Ge(at), 9L (al) et %(al) sont transmises a ’algorithme de descente qui

' do
détermine une nouvelle approximation du paramétre optimal a!*!.

dgy

» Ge (a!) par le module de calcul de gradients du code de

La figure 1.1 présente le schéma de fonctionnement d’une chaine d’optimisation locale.

Simulation Aérodynamique
Post—traitement. Calcul de gradient.

Calcul de W(@)
dXda (@ ) Caleul de JWE),X@')) et GK(W(0), X))
Calcul de dJ/do et dGk/da

xab)

J@) Gk(d)
dJ/da (o) dGk/dx ¢ )

<

Maillage / Remaillage Méthode de descente

Définition de S(o) et X( )

1+1
Calcul de dX/dx (0(5 Calcul de o

[ B

FiG. 1.1 — Schéma d’une chaine d’optimisation locale.

Un algorithme similaire mais utilisant une résolution imprécise des équations pour la méca-
nique des fluides et pour le calcul de gradients a été considéré. Il est appelé algorithme ONE-
SHOT ([62] et [70]).

1.1.3.2 Minimisation globale

Notons aussi [ 'indice d’itération de la chaine de minimisation globale. A chaque pas [, 1’al-
gorithme a connaissance de I’évaluation exacte des fonctions objectif et contraintes J et G pour
un ensemble de n; vecteurs de paramétres de forme !, m € [1,n;]. Le nombre de points n; pour
lesquels un calcul d’analyse précis a été réalisé est croissant avec [. Supposons que 1’ensemble des
vecteurs de paramétres ol vienne d’étre déterminé. Pour I’ensemble des nouveaux paramétres
de forme (les vecteurs al, qui n’étaient pas déja des al;1), le module de maillage/remaillage
définit les maillages S(adl,) et X (cd,). Pour chaque nouveau maillage volumique X (c!,,), le code
de simulation aérodynamique calcule 1’écoulement convergé correspondant W(afn) Les valeurs
exactes des fonctions objectif et contraintes J (), Gx () sont évaluées. Enfin des évaluations
de bas niveau et/ou une méthode de régression complétent la description des fonctions J et
G sur le domaine des paramétres. Un algorithme de minimisation globale détermine alors les
vecteurs de paramétres qu'il est utile d’ajouter aux ol pour constituer I'ensemble des ali.

Aprés un certain nombre d’itérations I¢, ’algorithme de recherche global peut étre arrété et la
recherche des optima peut étre achevée par des minimisations locales a partir de tout ou partie

des oi . La figure 1.2 présente le schéma de fonctionnement d’une chaine d’optimisation globale.

1.1.4 Meéthodes hiérarchiques pour ’optimisation de formes

L’équipe de Désidéri [19] et [20] a développé une technique d’enchainement de résolutions de
problémes d’optimisation de formes : le calcul d’analyse est toujours réalisé sur le méme maillage
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Simulation Aérodynamique
Post-traitement.

Calcul de W(ar)

xal) Calcul de J(W(a}),.X(@ 1)) et Gk(W(al).X(c.)) 1@') Gk
pour les nouveaux vecteurs de @} m

Méthode de regression
Modeéle de bas niveau

Maillage / Remaillage

Définition de S(a') et X(d' ) pour les Fonctions approchant J et Gk
m

m 1
nouveaux vecteursde al

Minimisation globale

a Calcul des minima locaux
P . 1+1
Définition des points a'm

Fi1G. 1.2 — Schéma d’une chaine d’optimisation globale.

mais la déformation géométrique peut étre décrite dans des espaces vectoriels de plus ou moins
grande dimension. Ces espaces sont notés By, Ba,..., B, (B C By C ... C By—1 C By,). Les
fonctions de déformation sont des produits tensoriels de polyndémes de Bézier. Les coordonnées
paramétriques des points susceptibles d’étre déformés doivent étre calculées pour la géométrie
initiale. La propriété intéressante de ces fonctions de déformation est la suivante : la solution du
probléme d’optimisation pour un espace By (degrés des polynomes de Bézier ni, no, n3) peut
étre prolongée exactement dans un espace plus riche (Bgt1 avec nf > ny, nfy > ng, nf > nas,
(n},nh,n%) # (n1,n2,n3)). Les points de contrdle correspondant & By sont évidemment diffé-
rents de ceux correspondant & Bj. Dans ce cadre, les auteurs envisagent des stratégies multigrilles.
Cette méthode trouve notamment des applications en simulation numérique des écoulements pour
Poptimisation d’une partie de fuselage d’un avion d’affaire transsonique [21].

1.2 Formulation des équations de la mécanique des fluides

1.2.1 Equations de Navier-Stokes

On suppose que les fluides considérés vérifient les équations de Navier-Stokes complétées par
des lois de comportement classiques et de la loi d’état des gaz parfaits. De plus, on admet que la
masse volumique du fluide est suffisamment faible pour que les effets de la gravité puissent étre
négligés (hypothése de fluide non pesant).

1.2.1.1 Equations de bilan

Ces équations sont présentées sous la forme d’équations aux dérivées partielles permettant de
déterminer ’évolution, a partir de conditions initiales données, des champs de la masse volumique
p, de la quantité de mouvement par unité de volume pU et de I’énergie totale par unité de volume
pE (Pénergie totale F étant égale a la somme de I’énergie interne e et de ’énergie cinétique
%U 2 toutes ces grandeurs étant homogénes & des énergies par unité de masse). Les équations
de Navier-Stokes s’écrivent :

dp

E-I-V-[pU} =0, (1.7)



19

opU
LAV [pUeU -1 =0, (1.8)
ot

OpE

W+v.[pEU+pU—T-U+q} = 0. (1.9)

Dans ces équations, U = (u,v,w)T désigne le champ de la vitesse absolue; p, T et q re-
présentent respectivement la pression, le tenseur des contraintes dues a la viscosité et le vecteur
du flux de chaleur da & la conductivité thermique. Pour fermer le systéme, il faut donc préciser
I’expression du scalaire p, du tenseur 7 et du vecteur gq.

Dans les équations locales (1.7), (1.8) et (1.9), la notation %—'t’ désigne la dérivée par rapport au
temps du champ q(M,t) en un point fixe M (description eulérienne).

1.2.1.2 Lois de comportement
Pour un fluide newtonien, le tenseur des contraintes 7 est donné par la loi :
T=A(V-U)I+2uD, (1.10)

ol D est le tenseur des taux de déformation, c’est-a-dire la partie symétrique du gradient de
vitesse (D = M), et ot A et p sont les deux coefficients de viscosité du fluide. En
supposant vérifiée I’hypothése de Stokes, 3\ + 21 = 0, le coefficient de viscosité volumique A est
donné en fonction de p par :

2
A= — . 1.11
5 M (1.11)

Le vecteur du flux de chaleur est donné ici par la loi de Fourier :
q= —krVT, (1.12)

ou k7 désigne le coefficient de conductivité thermique et 7' la température absolue.

On introduit ici le nombre de Prandtl, nombre adimensionné qui ne dépend pas de la tem-
pérature en pratique et qui permet de relier le coefficient de conductivité thermique krt et le
coefficient de viscosité moléculaire 1 (deux grandeurs qui dépendent de la température) :

T
kr

En pratique pour nos applications, Pr = 0,72.

Pr (1.13)

1.2.1.3 Lois d’état

Ces lois permettent d’exprimer 1’énergie interne e, la pression p et les coefficients de viscosité
et de conductivité thermique £t en fonction de la température 7. En supposant le gaz parfait,
a chaleurs spécifiques constantes de rapport v = ¢p/cy , 'énergie interne e et la pression p sont
données par :

e=cT, p=preT, (1.14)

ol Tgay représente le rapport de la constante universelle des gaz parfaits & la masse molaire du
gaz considéré (287 U.S.I.). Pour un gaz calorifiquement parfait, la pression p et la température
T sont donc données en fonction de I’énergie interne e par :

-1
T'gaz

p=(y—1)pe, T = e. (1.15)
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Le coefficient de viscosité moléculaire p dépend de la température. I1 est calculé par la loi de

Sutherland :
BsVT

w(T) = T+ O (1.16)

ou fs et Cs sont deux constantes qui dépendent du gaz considéré (pour l'air, on a (G5 ; Cs) =
(1,457.107% ; 110,4) U.S.L.).

1.2.2 Equations de Navier-Stokes moyennées (RANS)

A grand nombre de Reynolds, la turbulence rend les grandeurs physiques locales instation-
naires et les mesures non reproductibles dans une partie du domaine fluide. La modélisation de
la turbulence utilise une approche statistique dans laquelle un processus de champ g ( M, t) est
décomposé en un champ moyen et un champ fluctuant :

g(Mit)=9g+g", (1.17)

ol le champ moyen g est obtenu & ’aide d’une moyenne d’ensemble sur un grand nombre de
réalisations de I’écoulement.

On adopte ’hypothése d’ergodicité, qui permet d’assimiler la moyenne d’ensemble & la moyenne
temporelle pour une turbulence stationnaire (les propriétés statistiques sont indépendantes du
temps) ou aussi & la moyenne spatiale pour une turbulence homogéne (les propriétés statistiques
sont indépendantes du point d’observation). Pour les écoulements de fluide compressible, il est
commode d’introduire une moyenne pondérée par la masse volumique (dite moyenne de Favre).
Cette moyenne permet de retrouver formellement un systéme d’équations proche de celui ob-
tenu pour un écoulement compressible laminaire. En outre, elle permet de réduire le nombre de
corrélations dans les équations RANS. Par définition, la moyenne de Favre d’une quantité g est :

=_ P9
D
La quantité g peut alors se décomposer en :
g(M,t) = g+ g" avec pg” = 0 mais g” # 0. (1.19)

En effectuant ’opération de moyenne de Favre aux les équations de Navier-Stokes instanta-
nées (1.7), (1.8) et (1.9), on obtient les équations RANS (pour Reynolds Averaged Navier-Stokes) :

ap B
(%—UJFV-[;)U@ U—l—pI—T—Tr] —0, (1.21)
ot
Op(E+k
%Jrv-[p(EJrk) U+pU—(T—|—Tr)-U+q+qt] = 0. (1.22)

Pour simplifier les notations, les quantités moyennes n’ont pas été surlignées dans ces équa-
tions : p et p sont des grandeurs moyennes au sens de Reynolds, alors que U, E sont des grandeurs
moyennes pondérées par la masse et définies par (1.18). Pour le tenseur des contraintes 7 et le
vecteur du flux de chaleur g, on suppose que 1’on peut considérer les mémes expressions qu’aux
équations (1.10) et (1.12) en substituant aux grandeurs vecteur vitesse U et température 7" leurs
moyennes de Favre.

Parmi les termes de corrélations supplémentaires résultant de ’opération de moyenne, seuls
les termes principaux suivants ont été retenus dans (1.20), (1.21) et (1.22) :
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— D’énergie cinétique du mouvement turbulent : £k = %

— le tenseur de Reynolds : . = — pU" ® U",;

— le flux de diffusion turbulente d’enthalpie : ¢¢ = pU”h".

Pour fermer le systéme des équations RANS, il faut modéliser la turbulence, c’est-a-dire
exprimer ces nouvelles grandeurs (champ k, tenseur 7, et vecteur g;) en fonction de I’écoulement
moyen. La fermeture la plus utilisée pour le tenseur de Reynolds 7, est basée sur le concept de
viscosité turbulente, introduit par Boussinesq en 1877. Cette hypothése consiste & exprimer le
tenseur des contraintes de Reynolds par analogie avec le tenseur des contraintes visqueuses T,
modélisant ’effet de la turbulence sur le champ moyen par un accroissement de la viscosité. On
pose ainsi (en fonction de lois en gradients) :

2
(pkwtv-U)Hsz, (1.23)

Tr:—g

Cp Mt
= -—-————VT. 1.24
U Pr, \Y ( )

Dans ces deux expressions puy et Pry désignent respectivement le coefficient de viscosité dy-
namique turbulente et le nombre de Prandtl turbulent. Tout comme pour le nombre de Prandtl
(équation (1.13)), le nombre de Prandtl turbulent est une constante indépendante de la tempé-
rature. Il est pris en pratique égal & 0,9.

L’hypothése de Boussinesq permet donc de simplifier la modélisation de la turbulence en la
réduisant a la donnée d’expressions pour les trois grandeurs : k, u et Pry.

1.2.3 Equations de Navier-Stokes moyennées (RANS) dans le repére relatif

Pour les aubes de turbomachines en rotation, la préférence va a l’expression des équations de
Navier-Stokes dans le repére relatif mobile. Ces équations deviennent [54] :

ap B
E—FV'[pVE} =0, (1.25)
0p 'V
%tE + V- {(PV & V)E + pl — (T+Tr)E] = pfcor +pf(:en; (126)
Op(Er+k
%Jrv‘ |:p(Er+k) Ve+pVe—((T+7) - V)g+(@+@)g | = pVg fren, (1.27)

avec les notations :

S| vitesse d’entrainement du repére relatif Ry par
rapport au repére absolu Ra;

VE = U —sg vitesse relative;

JE grandeur relative exprimée dans le repére entrainé Ry ;
2

E. = e+ % énergie totale relative;

feor = —2wr(Re/Ra)A Vi force de Coriolis;

feen = — [8(?)_?)}3 +wi(Re/Ra) A SE] force centrifuge.

(1.28)



22

1.2.4 Modéles de turbulence

On se place ici uniquement dans ’hypothése de Boussinesq comme rappelée dans la sous-
section 1.2.2. Différents modéles de turbulence utilisés pour la simulation numérique d’écoule-
ments en turbomachine sont présentés dans cette sous-section, en particulier les deux modéles
retenus pour les calculs d’analyse et de gradients de cette thése. Les avantages et inconvénients
des différents modeéles sont également discutés. Cette synthése se base sur une publication de
Castillon et al. [10] et des conversations privées avec Gleize, Billonnet, Castillon, Burguburu et
Deck.

La viscosité dynamique turbulente 1, = % est construite & partir de deux échelles caracté-
ristiques, I'une de vitesse U, 'autre de longueur L. Ainsi,

w~UxXL. (1.29)

1.2.4.1 Modéles algébriques ou modéles a 0 équation

Le coefficient de viscosité turbulente u; est une fonction locale explicite ou implicite du champ
moyen & chaque instant ¢ et sans mémoire. L’avantage de tels modéles algébriques est leur faible
cotit. Néanmoins, leur valeur prévisionnelle est limitée (sauf peut-étre dans les cas de turbulence
en équilibre), mais les modeéles plus précis sont complexes et coliteux. Le modeéle de base est
dérivé des modéles de longueur de mélange. Cette classe de modéles est justifiée par ’existence,
au sein des couches cisaillées & grand nombre de Reynolds, d'une région assez étendue d’équilibre
approximatif entre les termes de production P et de dissipation d’énergie cinétique turbulente
D, considérées comme des échanges entre 1’écoulement moyen et ’écoulement fluctuant :

P
—~1. 1.30
’ (1.30)

Pour une couche cisaillée de paroi, on montre (argument de similitude ou asymptotique)
I’existence d’une région dite logarithmigque dans laquelle la vitesse tangentielle moyenne UtJr
s’exprime en fonction de la cote normale y* par UtJr = Alog(y™)+ B, dans le systéeme de grandeurs
adimensionnées de la couche limite compressible. La constante B est déterminée suivant les
conditions expérimentales et suivant le nombre de Reynolds; I'inverse de A, noté K, est au
contraire essentiellement invariable (en fluide incompressible) et est appelé constante de Karmén.
La valeur standard est K = 0,41.

Parmi ces modéles algébriques, les modéles de Baldwin-Lomax [4] et de Michel et al. [46],
[13], [47], sont tous deux disponibles dans elsA. Ces modéles étaient largement utilisés dans
les années 1980-1990 du fait de leur faible cott de calcul. Cependant, avec I’amélioration de la
puissance des calculateurs actuels, cet intérét tend & disparaitre et ces modéles sont moins utilisés
qu’auparavant. En outre, pour des configurations de turbomachine, ils ne donnent pas de bons
résultats pour certains effets technologiques (film cooling et interaction de jeu).

Modéle de Michel-Quémard-Durant C’est un modéle algébrique fondé sur une viscosité
turbulente définie d’aprés une longueur de mélange par Michel et al. [46]. Pour ce modéle, I’échelle
de longueur et 1’échelle de temps intervenant dans I’expression du coefficient de viscosité dyna-
mique turbulente p sont la longueur de mélange ¢ et I'inverse de la vorticité w = [|[V A U]||. Le
coefficient de viscosité dynamique turbulente est fonction de la vorticité de 1’écoulement moyen
@ = ||V A U|| et des grandeurs caractéristiques de la couche limite par I’équation non linéaire
suivante :

= p 2D ()@ (1.31)
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La longueur de mélange ¢ est donnée par Michel et al. par une expression universelle :

K n
= h —= 1.32
¢ =10,0850 tan <0,085 5) ) (1.32)

avec K = 0,41 constante de Karmén, 7 la distance & la paroi et § I’épaisseur de couche limite ou
épaisseur de la couche visqueuse pariérale. Pour les faibles et les fortes valeurs de 7, on admet
les développements asympotiques suivants :

14 Kn dans la zone « interne » de la couche limite, prés de la paroi;

14 0,0856 dans la zone « externe » de la couche limite.

1R

La fonction D est la fonction d’amortissement (ou correctrice) proposée par Michel-Quémard-
Durant et inspirée de celle de van Driest :

D) = 1—exp (_%Lfi) (1.33)
£ = plPrEo.

Cette fonction d’amortissement traduit la décroissance rapide de la turbulence au voisinage
de la paroi (n — 0). Nulle & la paroi, la fonction correctrice tend vers 1 en écoulement pleinement
turbulent. Elle intervient surtout dans la sous-couche visqueuse.

Ce modéle a d’abord été appliqué pour des couches limites turbulentes bidimensionnelles
en fluide incompressible puis compressible, puis étendu & des écoulements tridimensionnels. Les
expressions de longueur de mélange ¢ et de fonction correctrice D ont été déterminées de maniére
empirique, d’abord par une couche limite turbulente de plaque plane en fluide incompressible.
Elles ont été confirmées par l'expérience dans un large domaine de conditions aérodynamiques.

D’un point de vue numérique, ce modéle est fortement dépendant du parameétre intervenant
dans la détermination de 1’épaisseur locale de la couche limite § & partir du maximum de vorti-
cité sur chaque ligne de maillage. Un défaut qui limite 'utilisation de ce modéle de turbulence
est la dépendance & la topologie utilisée, en particulier & cause du calcul de la distance & la
paroi et de 1’épaisseur de couche limite & laquelle sont proportionnelles les échelles de longueur
caractéristiques. En outre, il faut définir un modéle de sillage lorsqu’il n’y a pas de paroi.

1.2.4.2 Modéles a équation de transport

Les modéles & équations de transport tiennent compte de ’effet d’histoire de la turbulence.
Parmi les plus utilisés figurent les modéles a deux équations de transport. Pour tous ces modéles,
I’échelle de vitesse est la méme : U = v/k. C’est la premiére grandeur k, Pénergie cinétique turbu-
lente, qui est convectée par la premiére équation de transport. La deuxiéme variable transportée
varie d’'un modéle & 'autre et permet de définir I’échelle de longueur. Un autre modéle & une
équation de transport est aussi largement utilisé; il est décrit dans le paragraphe 1.2.4.2.2.

1.2.4.2.1 Modéle k-c de Launder-Sharma Ce modéle fait partie d’une famille de variantes
de modeles k-£. On peut citer en exemple ceux de :

— Jones-Launder (la version originale du modéle k-¢) [31];

— Launder-Sharma (celui utilisé dans cette these) [37] ...

Patel et al. [55] ont fait un comparatif de différents modeéles k-c. Pour toutes ces variantes,
I’échelle de longueur caractéristique est donnée par :

3/2
L= L ) (1.34)
9
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Les quantités transportées dans le modeéle k-¢ de Launder-Sharma sont 1’énergie cinétique de
turbulence k et son taux de dissipation isotrope € = ¢ — %. Ceci permet de déduire une échelle

de temps 60 caractéristique de la turbulence : 8 = % Les équations de transport pour le modéle

k- peuvent s’écrire sous la forme conservative :

k
Ok | g. [Upk—<u+ﬂ> Vk] - P — (pE+ D),
ot Ok
Opé = =2
v \Upe— (u+B)VE| = CapiP  — Cafep>= +E,
ot oz k k
Production Dissipation Correction bas Reynolds
(1.35)
avec :
P = 7:VU= _P“;u;@—ZZ terme de production de k,
J
Oou; Ou; 20y 2
o= e = Gt e 3o ’> 3
n o= m(VU+(V U)t - 2(V- U)T) — 2pk, (1.36)
D = 2u(VVE)- (VVE),
Bo= 25X (V(VU)I(V (VD).

avec les fonctions correctives f et f, de proche paroi (ou de correction bas Reynolds turbulent) :

k2
fi=10, fo=1—-03e R  Re, = — . (1.37)
ve

Le terme D provient de la définition de la variable £ comme partie isotrope du taux de
dissipation de k. Il peut aussi s’écrire :

_ P .
D= Vk-Vk. (1.38)

Il permet d’imposer comme condition aux limites & la paroi € = 0, afin d’éviter les difficultés
numériques qui pourraient apparaitre lors de la définition de la condition aux limites sur . En
effet, € varie comme y% au voisinage de la paroi et tend vers l'infini. Par ailleurs, loin de la paroi,
€~ e.

Le terme E est un terme dit « bas Reynolds » comme le terme D 3. Il a été introduit par
Jones et Launder pour éviter I’apparition d'un pic de turbulence non physique autour de y™ = 20.
La forme intrinséque de E est une généralisation de la quantité (2271;)2 utilisée & 1’origine pour
une couche limite sur une paroi plane située en y = §. Il joue un role important dans la région
tampon des couches limites. Au voisinage de la paroi, le coefficient de viscosité turbulente py est
trés inférieur au coefficient de viscosité moléculaire u, tout comme loin de la paroi ainsi que dans
la zone logarithmique. Les termes bas Reynolds doivent adapter le comportement du modele de
turbulence dans la couche limite, ou les effets visqueux deviennent prépondérants. Un probléme
se pose dans les zones de couche de mélange ainsi que dans les sillages ol ces termes bas Reynolds
devraient disparaitre (on est alors loin des parois). Des fonctions correctrices fi et fo modifient
ainsi le comportement local des constantes Cyq et Ceo.

3en fait « bas nombre de Reynolds turbulent » en toute rigueur, introduit pour reproduire le comportement de
€ au voisinage de la paroi.
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Le terme de correction bas Reynolds F est un terme cotiteux a calculer (27 termes a priori,
dus au produit terme a terme de deux tenseurs d’ordre 3). Du fait de la symétrie des tenseurs
considérés, il n’y a « que » 18 termes a calculer.

. . 2, 2,,.
EZZN:U"E < 0 8”1 0 8114)) _2/“/4‘0( auz 8”1 >’

“p \Ozy 0z’ Oz O, drydx; Oxpd;

p

(1.39)

avec la convention de sommation pour les indices répétés, U = (uy,uz,u3)T et M de coordonnées

T
(71,9, 73)" .
La viscosité turbulente a pour expression :

2

pk
Mt = cufu? . (140)
La définition des termes D et E, celle de la fonction de paroi f, et celle des constantes oy, o,
C.1, Cso dépendent de la version du modeéle k-¢ considérée. Pour le modéle de Launder-Sharma,

la fonction f, est définie par :

34
Ju =exp <m> ) (1.41)

et les constantes de ce modéle sont :
C,=009; o0r,=10; o0.=13; Caq=144; Co=192 (1.42)

Le modeéle de Launder-Sharma ne différe de celui de Jones-Launder [31] que par les valeurs
numériques des constantes C.; et Co et par la formulation de la fonction f,. Ces modifications
résultent d’optimisations numériques sur diverses configurations et n’ont que peu de conséquences
sur les résultats de certains cas, d’aprés les auteurs en principe (I’exposant JL est mis pour les
constantes et fonctions qui différent dans la version Jones-Launder) :

7" = exp (H%}?/BO) ; O =155 ; O = 2,0. (1.43)
La fonction d’amortissement f,, joue le méme role que la fonction de van Driest dans la
formulation de longueur de mélange. Le nombre de Reynolds turbulent Re; remplace la distance
a la paroi pour f,. La fonction f, tend vers 1 loin de la paroi et est égale a 1 dans les sillages, sauf
trés prés du bord de fuite, qui fait transition avec la région de sous-couche des couches limites.
On peut vérifier que dans la région externe des couches limites et dans les sillages, le nombre
de Reynolds turbulent Re; peut redevenir petit, ce qui entraine une diminution des fonctions
correctrices, supposées n’agir que prés des parois, allant jusqu’a une annulation de .

A Torigine, ce modéle a été développé pour prévoir le phénoméne de relaminarisation des
couches limites turbulentes en présence de gradient de pression favorables. Il a une bonne ten-
dance & capturer les interactions onde de choc-couche limite (notamment pour des compresseurs
axiaux), les décollements, méme & en créer trop (par exemple dans les turbines). Pour des com-
presseurs centrifuges, des phénomeénes tridimensionnels (recirculation...) peuvent étre percus. Il
est & noter que la relaminarisation des écoulements est parfois prévue a tort.

Ce modéle souffre d’un probléme de robustesse. Les problémes numériques rencontrés pro-
viennent surtout du terme source, essentiellement sur ’équation sur €. En pratique, il n’est utilisé
que pour des configurations de compresseurs pour les turbomachines. En outre, la turbulence est
difficile & amorcer du fait de la tendance forte & la relaminarisation. Il faut en pratique forcer
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le coefficient de viscosité turbulente p; proportionnel au coefficient de viscosité moléculaire p
au début du calcul. Les hypothéses de Bradshaw sont alors utilisées pour en déduire les valeurs

des variables turbulentes (% = 2a; avec a; = /0,09 et donc pk = %/I\U”, €= L“F) Pour
avoir un calcul sur une turbine qui converge, il faut mettre beaucoup de turbulence en entrée
(condition non suffisante). Tout comme pour les modéles k-w, la taille de maille aux parois est
plus faible (y ~ 1). C’est un modeéle qui surestime les pertes pour des compresseurs centrifuges.

Un intérét du modele k- provient du fait que les fonctions correctrices de faible valeur du
nombre de Reynolds turbulent ne dépendent que de la quantité locale Rey = Z’f—z, ce qui autorise
un codage trés général, sans utiliser d’informations topologiques relatives au maillage ou & la po-
sition des parois, comme cela peut étre le cas pour le modeéle de Michel et al. D’un point de vue
numeérique, il y a un probléme & la paroi, a cause des fonctions d’amortissement et des termes bas
Reynolds. En effet, le terme de correction bas Reynolds E (resp. le terme D) introduit une dérivée
d’ordre 2 (resp. d’ordre 1), difficile & évaluer prés d'un bord du domaine. On a des dégénérescences
aux frontiéres, et en particulier aux parois. En outre, des problémes apparaissent dans les sillages.

D’autres modéles a équations de transport sont utilisés en pratique, en particulier pour des
configurations de turbomachine. Quelques exemples sont briévement présentés ci-dessous.

1.2.4.2.2 Le modéle 4 une équation de transport de Spalart et Allmaras Dans ce
modéle introduit par Spalart et Allmaras [68], la viscosité dynamique turbulente 14 est convectée,
(en fait, il s’agit d’une viscosité dynamique transformée 7 qui se confond avec 14 loin des parois).
Pour DPéchelle de vitesse, on prend U = vk, l’échelle de longueur étant déterminée par une
fermeture algébrique.

C’est un modéle simple et robuste et qui a de bonnes propriétés numériques, plus que les
modéles k-e. L’équation de transport est construite de maniére empirique par ajout de termes
successifs, pour prendre en compte de plus en plus de phénomeénes physiques. C’est un modéle
qui a été calibré sur un profil et qui donne de bons résultats pour certains cas. La viscosité
transformée 7 est linéaire de la zone logarithmique au voisinage de la paroi.

Pour des configurations de turbomachine, il est principalement utilisé pour des turbines
axiales, pour lesquelles ce modeéle décrit assez bien la physique. Il donne des résultats assez
proches du modéle k-l de Smith [66]. Pour les configurations de type compresseur, ce modéle
n’est pas trés bon. Il sous-estime les rendements et surestime les pertes. La prédiction du pompage
est plutot optimiste. I1 peut étre utilisé pour des compresseurs axiaux.

1.2.4.2.3 Les modéles k-w Plusieurs variantes pour ce modéle existent, entre autres :
— modele de Wilcox original de 1988 [76];
— modeéle de Wilcox avec termes de diffusion croisée de 1993 [77];
— modele de Kok [35];
— modele de Menter BSL (BaSeLine) [45];
— modele de Menter avec correction SST (Shear Stress Tensor) [44]. ..
Pour toutes ces variantes, 1’échelle de longueur cararactéristique est donnée par :

L=—. 1.44

i (144
Les quantités transportées dans le modeéle k-w sont 1’énergie cinétique de turbulence k et son taux
spécifique de dissipation isotrope w = ﬁ, avec 0* = 0,09 une constante identique a celle notée
C}, dans les modeles k-e. Les modéles k-w minimisent la modélisation. Le probléme principal de
ces modeles est la forte sensibilité aux conditions & la limite & la paroi, qui est une condition
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compliquée (w — o0) et o il n’a pas été possible comme pour le modéle k- de définir une
variable proche de w et permettant de simplifier la condition aux limites.

Un autre probléme des modéles k-w de base est qu’ils sont dépendants des grandeurs infinies.
Pour s’affranchir de 'influence de ces grandeurs, Menter a proposé une version bicouche dite BSL
(pour baseline) [45] qui garde le comportement du modéle k-w au voisinage de la paroi (robuste
et sans introduction de fonctions correctrices) et celui du modéle k- & l'extérieur de la couche
limite (indépendant donc de l'état weo).

La variante Menter avec correction SST [44] est celle recommandée : elle est meilleure que
la version de base de Wilcox (1988), néanmoins assez utilisée. Elle prévoit bien les interactions
onde de choc-couche limite, la position des chocs et répond bien aux gradients de pression. Les
modeéles k-w sont des modéles plus robustes que les modéles k-z.

La version de Wilcox dépend des valeurs de grandeurs turbulentes & I'infini. Pour des confi-
gurations de turbomachine, la version de Wilcox est un peu plus robuste que le modéle k-¢. Tout
comme pour les modéles k-¢, la taille de maille aux parois doit étre plus faible.

1.2.4.2.4 Les modéles k-l Historiquement, c’est le modeéle k-kl [65] qui a été développé par
Smith pour obtenir une dépendance linéaire de py & la distance & la paroi. Toutefois, Smith a
eu des difficultés pour exprimer les termes bas Reynolds de I’équation de transport sur kl. Cela
’a donc conduit & construire le modeéle k-1 de Smith [66], en simplifiant le modéle précédent. La
variable [ est une distance réduite a la paroi. C’est un modéle plutdt robuste, utile pour initier
des calculs turbulents. Ce modéle éprouve des difficultés dans le cas d’une configuration avec
coin, & cause du calcul de la distance & la paroi.

Concernant la physique résolue, les avis sont partagés. Certains considérent qu’elle n’est pas
bonne, du fait d’un probléme provenant du terme de production de la turbulence. Historiquement,
I’auteur insiste sur le bon comportement de son modéle en présence de décollements.

Du point de vue des turbomachines, ce modeéle est peu utilisé pour les configurations de calcul
de compresseurs. La physique résolue est un peu meilleure qu’avec le modéle de Spalart-Allmaras,
notamment pour le pompage. Cependant, il a tendance & surestimer les sillages, et donc les pertes.
Ce modéle est surtout utilisé pour des configurations de turbines axiales. Il donne des résultats
assez proches du Spalart-Allmaras. Pour les compresseurs centrifuges, ce modéle est robuste et
donne une bonne prévision des performances.

1.2.5 Conditions aux limites

Plusieurs types de conditions aux limites sont utilisées au cours de cette thése, & la fois
des conditions qui s’appliquent sur des surfaces matérielles et d’autres qui sont appliquées aux
frontiéres du domaine de calcul. Citons les principales :

— condition de paroi adiabatique (adhérence du fluide & la paroi et flux de chaleur g nul a la

paroi) ;

— condition de symétrie par rapport & une surface de normale n qui satisfait le systéme :

op B _

m

U-n = 0; (1.45)
Op B

% = 0.

— condition de non réflexion introduite pour éviter la réflexion des ondes transitoires sur la
frontiére ;
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— condition entrante subsonique dite « d’injection 1 » pour laquelle la direction de 1’écoule-
ment ainsi que 1’état d’arrét sont imposés ;
— condition sortante subsonique pour laquelle un profil de pression statique est imposé.

1.2.6 Relations aérodynamiques

Oun se place sous les hypothéses de gaz parfait (loi d’état (1.14)) et calorifiguement parfait
(coefficients ¢}, et ¢y constants). Dans ce cadre, définissons les grandeurs qui interviendront dans
la définition et ’analyse des écoulements :

— célérité duson:a = \/Yrg, T = P ;
P

U
— nombre de Mach : M = — (U, module du vecteur vitesse U) ;
a
o b P
— enthalpie : h = e+ = ;
p

— enthalpie totale : H = F —1-5 :

b 1 2
- pF=——+ —pU~*;
P 7_1"‘29 3

. A v—1 2 ﬁ
pression d’arrét : p; = p(1+TM ) ;

-1
température d’arrét : T; = T (1 + 7T M2) ,
et des grandeurs pariétales :
. . . D — Dref
— coefficient de pression : Cy, = ——5-,
3 Pref Uref
ol les quantités indicées par « ref » sont relatives & un état de référence donné, par exemple

I’écoulement non perturbé & I'infini pour ’aérodynamique externe.

1.3 Optimisation par méthodes de gradient discrétes

1.3.1 Introduction. Notations. Dépendances

Il s’agit ici de préciser le calcul du gradient des (n.+1) fonctions objectif et contraintes
J () et Gi(ax) par rapport aux ns paramétres de formes nécessaire a une optimisation locale.
Ces fonctions dépendent généralement du maillage X et du champ aérodynamique W. Dans ce
chapitre, on décrit toutes les méthodes classiques de calcul de gradients pour les dépendances
J(a) = J(X(a), W(a)), Gr(a) = gr(X (), W(a)). Par souci d’allégement des notations
et de simplification, on ne fait pas figurer dans les définitions précédentes, et pour toute la
suite, la dépendance de chaque grandeur au champ aérodynamique sur une frontiére du domaine
WyL(W(a), X (a), ), qui se calcule a partir du champ W et de la normale & la frontiére
correspondante (d’ou la dépendance en W et X). L’annexe B.2 fournit plus de précisions sur le
sujet. Le probléme posé est donc :

)) et Gi(ar) = gr(W (), X ()
avec la contrainte R(X(a), W(ax)) =0

les dérivées %, %, f—v‘{,, %, gﬂ étant connues.
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Les vecteurs (R, W, A vecteur adjoint) sont notés en colonne, les gradients de scalaire (g—)‘{,,

;—v{,, givf,, %. ..) sont notés en ligne.

En effet, les fonctions J et g, sont des fonctions explicites de W et X, si bien que leurs
dérivées par rapport au champ aérodynamique et au maillage sont accessibles. On ne précise pas
de quelle maniére la quantité ‘é—‘g est calculée. Ce calcul dépend des outils de maillage de surface
et de volume. S’ils ne fournissent pas les dérivées % et %, la sensibilité du maillage volumique

peut étre calculée par différences finies.

1.3.2 Calcul de gradients par différences finies

Cette méthode a été utilisée jusqu’au début des années 1990. Elle a tendance & disparaitre
au bénéfice des deux méthodes présentées ensuite (équation linéarisée et adjointe). Elle a en
effet I'inconvénient d’étre extrémement cofiteuse car elle nécessite ng + 1 calculs d’écoulement
(autant qu'il y a de paramétres de forme plus la forme initiale) pour une évaluation a l’ordre 1
des gradients g—‘g et (31%, soit la résolution de n¢ + 1 problémes non linéaires de taille n,, méme
si I'obtention de nf écoulements voisins est moins onéreuse que le calcul de ns écoulements indé-
pendants. Par opposition, les méthodes suivantes ne nécessiteront que la résolution de systémes
linéaires.

Soit dey; I'incrément choisi pour les différences finies pour le paramétre de forme «;. Les écoule-
ments W (a+(0,...,0,dq;,0,...,0)) correspondant aux maillages X (a+(0,...,0,0c;,0,...,0))
sont calculés et les dérivées de fonctions sont évaluées par les taux d’accroissement :

dJ N J(W(a+da;), X (a+ b)) — J(W(a),X(a))'

~ 1.46
dai 5041' ( )
On a de méme 'expression des dérivées des fonctions contraintes g par :

doy day

Ceci s’étend facilement & des formules & 'ordre 2 ou 3 en dcy, le nombre d’écoulements a
calculer étant multiplié par un facteur égal a I'ordre de précision. La quantité g—g ou VoJ (o)
est appelée sensitivity en anglais. Elle est appelée pente ou sensibilité en frangais.

Pour certaines applications, le résultat est trés sensible & ’amplitude de I'incrément, ce qui
rend la méthode impraticable. Cette question est discutée notamment dans la publication [24].
Cette méthode est aussi ancienne que la simulation numérique en mécanique des fluides. Des

exemples d’applications et une bibliographie appropriée figurent dans [15].

1.3.3 Calcul de gradients par la méthode de 1’équation linéarisée

Cette méthode ainsi que la suivante ont été tout d’abord étudiées, dans le contexte de 1’aé-
rodynamique, entre autre par Baysal et Eleshaky au début des années 1990 [5|. En dérivant les
équations discrétisées de la mécanique des fluides, on obtient :

OR dW  ORdX
ow dOéi N 8Xd047;’

(1.48)

avec «y, i-éme composante du vecteur a. Cette équation est appelée, dans le domaine de 'op-
timisation de formes, équation linéarisée. En la résolvant pour toutes les composantes de a, on
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accéde a la sensibilité de 1’écoulement %—2’. On peut alors calculer les dérivées totales de I'objectif

et des contraintes sous la forme directe :

0J dX
Valo) = 5% da
dgr, dX
Vali(@) = 5X Ga

oJ dW

W da’ (149)
8gk dw
Wd—a. (1-50)

La méthode de I’équation linéarisée permet donc d’accéder aux (n.+1)xng dérivées des fonc-
tions par rapport aux paramétres de forme en résolvant les ns systémes linéaires (1.48). Si 1’on

élimine le terme % dans les relations précédentes, le gradient de 'objectif et des contraintes
s’écrit : .
oJdX oJ [(OR\ ~ [(ORdX
o = —— | == — ), 1.51
Ved(@) = 5% da ~ oW <aw> <8X da> (1.51)
_ dg,dX g, (OR\ ' (ORdX
Valrl®) = 5% Ga ~ oW <—aw> 9X da ) (1.52)

1.3.4 Calcul de gradients par la méthode de 1’équation adjointe discréte

Les équations du calcul des gradients par la méthode adjointe peuvent étre obtenues par
différentes manipulations algébriques. Il n’est pas nécessaire de faire intervenir un lagrangien

pour les obtenir. Si l'on élimine le terme %

I’objectif et des contraintes s’écrit :

dJ ()  8JdX  dJ
dey  0Xday OW

dans les relations précédentes, le gradient de

OR\ ™' (ORdX
oW 0X dag )

(1.53)

La transposition des relations issues de la méthode de I’équation linéarisée (1.53) conduit & :

d7(@) dJ(w)" (87 dx\T [oR4X\T[0R N\ [ 0J\"
do;  da;  \0X do 0X da;) \OW oW

(formule équivalente pour une fonction contrainte).

(1.54)

Le vecteur adjoint A pour le calcul du gradient de l'objectif est défini par :

RN

T
%) . (1.55)

D’ou finalement 1’expression de la transposée du gradient puis du gradient de J par rapport

a I’ensemble des paramétres de forme :

87 dx\T  (ORdAX\T
T_ (944 htuhdninl
VaJ () _<8X da) +<8X da) A, (1.56)
ou pour I’écriture en ligne :
0J dX T (ORdX
Notons que 1’on doit résoudre une équation équivalente pour chaque contrainte :
OR\" dgr \ "
- === 1.
(5 ) »=-(55) (1.58)
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ce qui conduit a l’expression du gradient :
09 dX |\ (OR X
0X da " “F\0X da )
Une autre maniére, plus générale, pour obtenir les expressions précédentes est de procéder
comme suit. En multipliant I’équation linéarisée par un vecteur ligne arbitraire AT, on obtient :
AT OR dW AT 8_R dX
8W dOéZ' 0X dOéZ'

On peut additionner cette quantité nulle a I’expression du gradient :

Vabi = (1.59)

VA,

= 0. (1.60)

dJ(@) 8JdX 8J AW . OR AW . [ORdX
_ 97 97 i aid . 1.61
A e T 9Xda, oW da, T aW da; 59X do; (1.61)
D’ou la factorisation
dJ(a) (8] pOR\dIW 0JdX o (ORdX
N T T (a_X AW ) do; T X do Xda, ) 162

Le vecteur A est choisi de telle sorte que le premier terme de la somme s’annule. On retrouve
I’équation adjointe et la forme du gradient exposées précédemment.

Il est important de noter que I’équation adjointe est attachée & une fonction dont on veut
calculer le gradient mais pas & un parameétre de forme. Le vecteur adjoint permet de compléter
le calcul du gradient de la fonction qui lui est associée, par rapport a ’ensemble des paramétres
de forme. La méthode adjointe permet donc d’accéder aux (n.-+1)xng dérivées des fonctions en
résolvant (n¢+1) systémes linéaires.

1.3.5 Intérét et cofit relatif des méthodes adjointe et linéarisée discrétes

Chaque méthode présente des avantages. La méthode de I’équation linéarisée permet 1’ob-
tention des dérivées de toutes les quantités qui dépendent de 1’écoulement contrairement & la
méthode adjointe.

La résolution des systémes linéaires est ’opération la plus lourde du calcul des gradients. Leur
nombre permet de déterminer dans quel cas I'une ou l'autre méthode est plus efficace. Lorsque
le nombre de fonctions (ne+1) est supérieur au nombre de paramétres de forme ng, la méthode
de I’équation linéarisée est plus efficace que la méthode adjointe. Dans le cas contraire, c’est la
méthode adjointe qui est la plus efficace. Dans la plupart des problémes industriels, le nombre
de paramétres de forme est nettement supérieur au nombre de fonctions contraintes, si bien que
la méthode adjointe est privilégiée.

1.3.6 Dérivées d’ordre élevé

Grace a la méthode de I’équation linéarisée discréte (sous-section 1.3.3), la dérivée du champ
aérodynamique par rapport aux paramétres de forme peut étre calculée. Des dérivées d’ordre
plus élevé peuvent aussi étre évaluées en introduisant un processus récursif. Le calcul de ces
dérivées permet de représenter convenablement la fonction objectif ou contrainte sur un plus
grand domaine de l'espace Dy que le plan tangent. Guillaume et Masmoudi [23] ont travaillé
sur la méthode de calcul des dérivées d’ordre élevé d’un schéma numérique pour le calcul des
dérivées d’ordre élevé d’une fonction par rapport aux parameétres de forme. La société Fluorem
a mis en ceuvre cette technique. Cette méthode nécessite un outil de différentiation automatique
pour générer le code qui calcule les dérivées successives. Aubert et al. [3] présentent le principe
de la méthode et deux applications pour des configurations basse vitesse bidimensionnelles et
tridimensionnelles.
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1.4 Traitement du modéle de turbulence pour les écoulements
visqueux

Jusqu’alors, les méthodes adjointes et linéarisées discrétes ont été présentées de maniére
générale, en écrivant de maniére formelle le résidu des équations pour la mécanique des fluides
R(W (o), X (a)) = 0. Des propriétés de régularité des fonctions X, W et R ont été données
mais il n’a pas été nécessaire de préciser la modélisation retenue pour la mécanique des fluides.

Si la linéarisation des équations discrétes est réalisée sans approximation particuliére lors-
qu’une modélisation de fluide parfait est envisagée, il n’en va pas de méme lorsque des écoule-
ments turbulents de fluide visqueux sont considérés. La mise en ceuvre des méthodes discrétes est
alors extrémement ardue et diverses simplifications ont été envisagées dans la littérature. A I’op-
posé, quelques auteurs ont dérivé aussi précisément que possible les équations de Navier-Stokes
moyennées associées a celle(s) du modele de turbulence. Ces auteurs discutent le bénéfice d'une
linéarisation exacte et I'effet des approximations. On pourra notamment se reporter & ’introduc-
tion de l’article de Le Moigne et al. [38], aux discussions des articles de Kim et al. [34], [32], [33],
a lintroduction de l'article de Nemec et al. [50].

Quatre principaux niveaux d’approximation ont été envisagés :

— dans un trés grand nombre d’articles, le coefficient de viscosité turbulente et le coeffi-
cient du flux de chaleur turbulent sont considérés constants lors des linéarisations. Ces
approximations sont si fréquemment adoptées, qu’elles peuvent étre considérées comme le
traitement par défaut pour le calcul de gradients avec les équations RANS (se reporter
aux études de Jameson [30], Soemarwoto [67] et & la thése de Valentin [72]). Pour fixer les
idées, supposons qu’'un modeéle & deux équations de transport soit utilisé et, dans le para-
graphe qui suit, écrivons la taille des vecteurs associés a une cellule en indice. Le systéme
d’équations pour la mécanique des fluides est un systéme non linéaire a sept champs, posé
sur les cellules de calcul,

R:(Wr(a), X (o)) = 0, (1.63)
dont les équations linéarisées et adjointes discrétes exactes s’écrivent :
OR; dWy;  OR;dX OR; \ " 87 \"
=— A7 =— . (1.64)
0 W7 dOéi 0X dai 0 W7 0 W7

Pour décrire rigoureusement l’approximation classique mentionnée ci-dessus, écrivons le
résidu explicite comme une fonction (notée R%) du champ moyen (noté Ws), du champ
turbulent (noté W), du coefficient de viscosité turbulente g, du coefficient de flux de
diffusion d’enthalpie turbulente k; et du maillage X (les coefficients uy et ky ne sont donc
pas remplacés par leurs expressions en fonction des champs W5 et Wy).

R7(Ws(a), Wi(a), p(a), ke(a), X () = Re(W (o), X (o). (1.65)

Notons enfin R les cing premiers champs de R/. L’approximation classique « figeant les
coefficients de la turbulence » consiste & substituer aux équations exactes, les équations :

!/ ! T T
OR, dW;  OR;dX <8R5> s — _( 2 > 7 (1.66)

OWs da; 90X doy OWs OWs
Cette présentation sera facilement étendue au cas d’'un modéle de turbulence algébrique.

Cette approximation suppose que la fonction & dériver dépende principalement (et si pos-
sible exclusivement) du champ moyen. Pour la méthode linéarisée et la méthode adjointe
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dWs

da;

premiers champs des systémes complets % et A7. Lorsqu’un modéle algébrique est uti-
lisé, les systémes linéaires des méthodes linéarisée et adjointe discrétes ne changent pas de
taille, et la simplification consistant & figer u et ki est une approximation faite dans le
calcul de la matrice jacobienne g—% ;

— certains auteurs ont ajouté une hypothése de « couche mince » & celle qui vient d’étre
décrite. Cette hypothése consiste & ne prendre en compte, dans la linéarisation du flux
visqueux suivant une direction n, que les dérivées suivant la direction n. Tous les termes
de dérivation croisée sont négligés. On pourra se reporter par exemple aux articles [58] et
[43];

— dans un nombre limité d’articles, la linéarisation du flux visqueux est omise. C’est ce que
font les auteurs de article [36];

— un nombre limité d’études présente des calculs de gradients obtenus avec une linéarisation
compléte des équations de la mécanique (champ moyen et modeéle de turbulence). On pré-

sente en détail ces publications ci-dessous.

discrétes, les vecteurs & cinq champs et A5 ne sont évidemment pas égaux aux cing

A notre connaissance, trois types de modeéle de turbulence ont été linéarisés :

— le modéle algébrique de Baldwin-Lomax. Il a été différentié par Le Moigne et al. [38] et par
Kim et al. [34]. Le Moigne et al. présentent I’application de leur méthode & 'optimisation
d’un profil d’aile. Kim et al. présentent des calculs de gradients de fonctions aérodynamiques
(C1, C4, Cry) par rapport a un parameétre de forme (amplitude d’une bosse de Hicks-Henne).
Les cas d’application sont des écoulements transsoniques et subsoniques autour du profil
NACA0012;

— le modéle de Spalart-Allmaras. Il a été différentié par Giles et al. [22] %. 1l a aussi été
dérivé par I’équipe d’Anderson, Nielsen et Bonhaus a la NASA Langley ([2], [1], [52], [53])-
L’article [52] discute précisément de la validité de 'approximation « p figé », mais aussi
de l'effet d’une linéarisation approchée au premier ordre d’'un flux convectif du second
ordre (en pratique, dans le contexte de I’extension des schémas décentrés au second ordre
par approche MUSCL), et des approximations possibles pour le calcul de la sensibilité
géométrique du résidu. L’article [1] mentionne ce probléme de précision des gradients;
néanmoins, il est centré sur la description de la méthode adjointe discréte, la paramétri-
sation géométrique, le calcul de la sensibilité géométrique du résidu et la présentation de
cas tests (profil, profil volet). Il a enfin été linéarisé par Nemec et al. dont I’article [50]
présente des gradients trés précis et des optimisations complétes pour des profils d’aile. Les
méthodes adjointes discrétes et linéarisées discrétes sont considérées.

— des modéles & deux équations de transport. Les modéles k-¢, k-w SST et k-w standard de
Wilcox ont été différentiés, sans recours & un outil de différentiation automatique par Kim et
al. [32]-[33]. Dans la référence [32], les auteurs comparent les gradients de fonction obtenus
par différence finie et par méthode de gradients (adjointe et linéarisée discréte), pour des
profils (RAE 2822 et NACA4412), avec et sans ’hypothése de viscosité turbulente figée,
pour les modéles k-¢, k-w et k-w SST. Les écarts les plus importants sont obtenus pour une
configuration transsonique avec un choc fort. Dans [33], les auteurs présentent des calculs de
gradients et des optimisations de forme réalisés, avec les mémes modéles de turbulence, sur
le profil RAE 2822 (écoulement transsonique et écoulement subsonique) et la configuration
NLR 173 (profil + volet écoulement faible Mach). Comme dans ’article [32], ils observent
de fortes erreurs sur les gradients pour la configuration transsonique avec choc fort. Pour les

“mentionné dans [38], pas indiqué dans Particle
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optimisations complétes, ils observent que les erreurs sur les gradients, liées a I’hypothése
« g, figé » ralentissent — plus ou moins suivant les cas — le processus global d’optimisation
de forme. Les auteurs désignent cette hypothése par ’acronyme CTEV pour Constant
Turbulent Eddy Viscosity.

Signalons enfin les articles de Hou et al. [27] et Mohammadi [48] qui s’intéressent principa-
lement a la mise en ceuvre d’outils de différentiation automatique (pour la méthode linéarisée
discréte dans la premiére publication et pour la méthode adjointe discréte dans la seconde). Ils
ont appliqué cette technique & toutes les équations d’un probléme visqueux turbulent (modéle
de Baldwin-Lomax [27], modéle k- dans [48]), mais ne discutent pas de l'utilité de linéariser
I’ensemble des équations sans approximation. Mentionnons enfin ’article de Lund et al. [39] qui
s'intéressent au calcul de gradients par la méthode discréte directe, pour un probléme fluide-
structure (écoulement incompressible bidimensionnel + élasticité). Ils ont procédé a la linéarisa-
tion des équations du modele de turbulence (Baldwin-Lomax et k-w de Wilcox) et donnent des
indications sur la résolution des équations linéarisées du probléme.

1.5 Conclusion

Dans le cadre de cette thése et du plan de recherche concertée sur lequel elle s’appuie, le
choix s’est donc porté sur les deux méthodes discrétes d’optimisation locale que sont la méthode
de I’équation linéarisée discréte et la méthode adjointe discréte. La littérature nous montre donc
qu’il existe plusieurs approches pour le traitement du flux diffusif (« u4 figé », approche de type
« couche mince », modéle linéarisé) et de sa différentiation pour le calcul de la matrice jacobienne
qui intervient dans chacune des deux méthodes discrétes d’optimisation. La détermination de la
plus pertinente hypothése & adopter pour le calcul de gradients par méthodes discrétes pour des
applications turbomachines pour les équations RANS avec le modéle de turbulence de Michel et
al. ou le modéle k-¢ de Launder-Sharma est une question ouverte. Les équations du probléme
ont été présentées dans ce chapitre. Leur discrétisation est décrite dans le chapitre suivant.



Chapitre 2

Méthodes numériques

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la discrétisation des équations RANS pour un probléme sta-
tionnaire. Les équations sont formulées comme un systéme de lois de bilan, sous forme intégrale.
La méthode de discrétisation considérée et implémentée dans le logiciel elsA est la méthode des
volumes finis dans laquelle les inconnues sont des valeurs moyennes dans les cellules de discré-
tisation, lesquelles sont affectées au centre de ces cellules (approche cell-centered). En outre, on
fait I’hypothése que les grandeurs sont uniformes sur une interface et égales a la demi-somme
des valeurs dans les cellules adjacentes. Ces approximations sont compatibles avec la précision
d’ordre 2 des schémas numériques classiques.

Le domaine de calcul est défini par un maillage tridimensionnel multidomaine, structuré
éventuellement multiblocs. Les indices de maillage sont notés (i, j, k) (voir figure 2.1). On prend
pour convention d’orientation des vecteurs normaux aux surfaces une orientation suivant les

indices croissants.

Vo

FiG. 2.1 — Schéma de discrétisation pour la méthode des volumes finis.

<\

A

En plus de la présentation de la discrétisation des termes convectifs, diffusifs, des modéles de
turbulence utilisés dans cette thése, du traitement des conditions aux limites et des conditions
de raccord, le calcul des différents termes des équations a résoudre pour ’optimisation de formes
est présenté. Le chapitre s’achéve par une description des fonctions aérodynamiques utilisées et
des outils qui les calculent ainsi que leurs dérivées par rapport au champ aérodynamique et & la
métrique.
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2.1 Meéthode des volumes finis

2.1.1 Terminologie et notations

On considére un systéme de lois de bilan sous la forme intégrale suivante :
i/ WdQ+7§ |:FC[W |+ Fd[W,V W]] -ndX :/ TW,V W|dQ , (2.1)
dt Jq oY) 0
ou (2 est le domaine de calcul, de frontiére 02, de normale extérieure unitaire n.

Les équations de Navier-Stokes locales (1.7), (1.8) et (1.9) exprimées dans le repére absolu
s’écrivent :

% ana _—
82—:] + V- | pU® U—i—pI] — V'[T] = 0,
9L v._pEUerU} - V'[T'U—q} — 0 22
ot ]
taux de terme convectif terme diffusif pas de
variation terme source

En intégrant ces équations sur une partie du domaine de calcul (en pratique une cellule du
maillage structuré), on obtient une équation du type (2.1). Il apparait un terme source pour
les équations bilan de la quantité de mouvement et de ’énergie dans le cas ou l'on formule
ces équations en repére mobile (repére entrainé en rotation) — équations (1.25) a (1.27). Ce
terme source dépend de la vitesse d’entrainement, comme on a pu le voir aux équations de la
sous-section 1.2.3. Néanmoins, le méme formalisme que pour ’équation (2.1) peut étre donné.

Le domaine de calcul est constitué d’un ensemble de cellules hexaédriques élémentaires re-

présentées par la suite par 2. Chaque cellule élémentaire {2 est caractérisée par son volume
6

V(Q) = / dQ) et sa surface fermée 092 = J X; ou ¥; représente la face | de la cellule hexa-
Q =1
édrique considérée dans le maillage structuré.

2.1.2 Formulation semi-discréte en espace pour intégration temps/espace dé-
couplée

On considére I’écriture du systéme exact (2.1) dans une cellule élémentaire du domaine de
calcul :

%/QWdQ:— Lzﬁ;/& [Fc[W]+Fd[W,V W]} -ndZ—/QT[W,V W]dQ] . (2.3)

En définissant successivement :
— la valeur moyenne du vecteur des variables conservatives W dans la cellule €2 :

_ 1
Wao = 5 /Q Wdan ; (2.4)

— la valeur du vecteur flux a travers 3 :

(Fn)g, :/Z [Fc[W]—l—Fd[W,V W]} -ndY ; (2.5)
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— la valeur moyenne du vecteur terme source dans la cellule €2 :

- 1
To = S /Q T[W,V W1dQ ; (2.6)

on peut écrire le systéme exact (2.3) sous la forme d'un systéme d’équations différentielles ordi-
naires :

d o, _
Y (Fu)s, — V) Ta
=1

— (V@) Wo) = -

= 2.7)

On recherche alors une fonction flur numérique comme une approximation numeérique du fluz

exact (Fn)zp satisfaisant la propriété usuelle de consistance. On considére alors une méthode
numérique semi-discrétisée en espace suivante :

6
> F(Wo, Wo,) - Ny, — V(Q)Tq
=1

dvowy = -

I =-V(Q)Rq, (2.8)

ou :
— Wgq est une approximation numérique de la valeur moyenne Wgq ;
- F(Wgq, Wq,) est le flux numérique, fonction de Wq et des approximations numériques
Wy, calculées dans un certain nombre de cellules voisines a chacune des faces ¥;;
— Ny, est la normale extérieure (non unitaire) & ¥ :

Ny, :/ ndX .
b}

Enfin, R sera appelé le résidu numérique ezplicite de modélisation. Ce résidu discret au
centre de la cellule ) est un bilan de flux de cette cellule auquel on ajoute un terme source.
Lorsque le maillage multibloc est fixe au cours du temps, le volume de chaque cellule élémentaire
V(§2) ne dépend pas du temps. Dans ce cas, on considérera donc la méthode semi-discrétisée en
espace (2.8) sous la forme suivante :

6
) F(Wq, Wo,) - Ny, — V(Q) Tq

d 1

aWQ = _W =—Rq . (2.9)

2.2 Flux de convection. Schémas décentrés

Dans les méthodes de calcul de gradients discrets pour ’optimisation locale, le choix des flux
numériques pour le calcul d’analyse est 1ié au choix de la méthode de gradient : les méthodes
discretes (adjointes ou linéarisées) nécessitent 'inversion de la matrice jacobienne g—% (section
1.3). Pour assurer un bon conditionnement de cette matrice, il est connu qu’une discrétisation
du flux convectif du champ moyen par une formule décentrée est préférable & une discrétisation

utilisant des flux centrés (voir par exemple Cormery [12]).

2.2.1 Introduction

Notons Fc = Fc - n le flux physique dans la direction n = (n4, ny, n.)T et Fscheme un flux
numérique consistant avec le flux physique Fe. On définit des états gauche et droit W, et Wy
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sur la facette ¥; définis respectivement & gauche et & droite de cette facette, et le flux s’écrit
alors :

FScheme = FScheme( Wg7 Wd)' (2'10)

Dans le cas du schéma précis au premier ordre, on définit les états gauche et droit par
Wy = Wq et Wy = Wy,. Dans la sous-section 2.2.3, nous décrirons la méthode MUSCL [74]
permettant d’étendre au second ordre d’approximation en espace le schéma décentré utilisé.

2.2.2 Schéma de Roe

Dans la sous-section 1.1.1, on a défini le champ aérodynamique W. Le flux physique s’écrit
dans le cas d’un systéme & cinq équations dans la direction n = (ng, n,,n.)T

pu pU pw
,ou2 +p puv puw
Fc=Fc-n= puv ng+ | p>+p |[n,+ poW n,, (2.11)
puUwW pLw pw2 +p
puH pvH pwH

ou I’enthalpie totale H est définie dans la section 1.2.6. Soient deux états Wy et Wy de I'espace
des états, le flux numeérique de Roe FRree [63] est défini par :

Fc(Wy) + Fe(W, 1
FRoe(Wg7 Wd) = ( g) D) ( d) - E |A’ (Wd — Wg) s (2.12)

ot |A| = M diag(|A\4]) M}, la matrice diag(|\4|) étant la matrice diagonale des modules des
valeurs propres Ay de A. Ici A = A(W,, Wy) est une matrice satisfaisant les trois propriétés
suivantes :

A(Wy, Wy) est diagonalisable & valeurs propres réelles;

A( W, Wa)(Wy — Wg) =Fc(Wy) — Fc( Wg) ; (2.13)

AW, W) = dwFc(W) différentielle de Fc par rapport & W.

ol X désigne la moyenne de Roe :

5 VPeXgt VpaXa
VPs+Vpa

pour X =u, v, w, H et éventuellement k, ¢, et p = /pgpd-

Dans le cas des équations d’Euler, la matrice A est exactement la matrice jacobienne de Fc
en 1'état moyen de Roe W. Pour éviter le calcul de la valeur absolue d’une matrice et ainsi
réduire le cotit de calcul du produit |A| (Wgq — W), on utilise 'expression simplifiée du terme
précédent donnée par Collercandy dans [11].

Pour obtenir la solution physique du probleme, il faut rendre le schéma de Roe compatible
avec la condition d’entropie. Harten [25] a montré que la solution vérifie la condition d’entropie
si le flux de Roe (2.12) est modifié de la maniére suivante :

(2.14)

Fc(Wy) + Fc(Wy)
2

Fivoe (W, Wa) = ~ S U(AD (Wa- Wy (215)
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ot U(J]A|) = M diag((Aa)) ML, avec la fonction 1 est définie par (voir figure 2.2) :
|z si |z] >0,
= 2.16
A (2.16)
si |z] <o
20

\J

-0 0 O

FiG. 2.2 — La fonction ¢ de la correction de Harten.

La fonction v s’applique aux valeurs propres de la matrice jacobienne A. Le paramétre de
correction entropique o est proportionnel 4 un majorant de la vitesse maximale des ondes :

o =€ (Ju| + o] + |w| + a). (2.17)

Avec cette formulation, le flux de Roe reste toujours dissipatif aux points ol une vitesse
caractéristique s’annule. L’inconvénient de cette correction est qu’elle introduit le paramétre ¢,
qui doit étre ajusté en fonction des conditions d’écoulement.

Ces formules sont différentiées pour la linéarisation du flux convectif dans le logiciel elsA.

2.2.3 Extension au second ordre d’approximation en espace (méthode MUSCL)

La procédure permettant une extension au second ordre d’approximation en espace est la
méthode MUSCL de van Leer [74] qui repose sur une reconstruction linéaire par morceaux de
la solution approchée. Cette méthode est indépendante du schéma décentré mis en ceuvre et est
appliquée en maillage structuré successivement dans les trois directions de maillage. L’extrapo-
lation est réalisée sur un ensemble de variables « primitives » Pq en bijection avec les variables
conservatives Weey. On fait le choix suivant pour les variables Peey :

Pcell = (MU»anap)T . (218)

Pour simplifier la présentation, on écrit les formules dans le cas particulier d’'un maillage
structuré en particularisant la direction curviligne décrite par I’indice de maillage 4, les indices j
et k étant fixés. On repére ici une cellule de maillage par les indices (i, j, k).

Deux états, respectivement notés Pirl /2.0.k et PidJr]L /2,5.k sont définis pour chaque facette
(i4+1/2,4,k) de la maniére suivante :
P73g+1/2,j,k - Pi,j,k + 0,5 SlOpi(i,j, k)v
(2.19)
Pl ok Pii1;k— 0,5 % slopi(i+ 1,5, k),
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ou slopt désigne la pente calculée dans la direction de maillage ¢ de la maniére suivante :

slopi(i,j, k) = ¢(Pijr — Pi—1jk Piv1jk — Pijk) - (2.20)

La fonction ¢ désigne une des fonctions « limiteur de pente ». Comme le limiteur de pente
de van Albada [73] est le seul limiteur différentiable qui soit disponible dans elsA, c’est celui qui
est utilisé pour les calculs et la linéarisation du flux convectif. Son expression est donnée par :

(P’ +€)a + (a*+e€)b

Ovala,b) = 20 T 2 , avec € trés petit fixe. (2.21)
Les états VVZ.il /2.0.k et Wz.‘il 12,5k intervenant dans les formules de flux sont déduits des
d
valeurs de Pzg+1/2,j,k et Pi+1/2’j7k.
2.3 Flux de diffusion discret
Dans toute cette section, on note :
o=t
C 2.22
k‘ = ]€T + k’t . ( )
Si ’on note :
0 0 0
Fdy Fdyy Fdas
Fd=| Fd3; Fdss Fdsz |, (2.23)

Fdyy Fdys Fdyg
Fdsy Fdsy Fdss

la matrice Fd fait intervenir le gradient de la vitesse et le gradient de la température :

0 0 0
((3ue = 3vy — Jw.z) f(uy +v.z) Au,y +w )
Fd = Aluy +0) Al=gue + vy —gws) (Vs wy)
/J/(U z + ’U)’x) M(UVE + W,y M(—gu,r N 30y + zW z)
kT’x kT’,y kT,z
+Fdoyiu+ Fdoov + Fdosw +Fdsju+ Fdsov + Fdszw +Fdgu + Fdgov + Fdgzw

(2.24)
avec g (resp. g, g,.) les dérivées de la grandeur g par rapport & x (resp. y, z), g € {u,v,w,T}.
Il faut donc établir un schéma de discrétisation de ces gradients. Un choix se pose pour la
localisation de I’évaluation de ces gradients (composantes de vitesse u, v, w et température 7T') :

— gradients évalués aux centres des cellules de discrétisation ;
— ou bien gradients évalués aux centres des interfaces.
Soit g la grandeur scalaire dont on veut évaluer le gradient au centre de la cellule d’indices

(2,3, k).

99
gl’ 9
Vo= ¥ | = 9, | (2.25)
oy g
@ 2
0z

On traite en exemple dans ce qui suit le cas de la dérivée d'une grandeur par rapport a x.
Pour obtenir la dérivée de cette méme grandeur par rapport & y ou z, il suffit de substituer y ou
zawx.
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2.3.1 Gradients évalués aux centres des cellules

Par la formule de Green, on a :

<@> ~ L / @dV = 1 %gnrds,
ox i3,k VJ]C 8:17 V@jyk S (2.26)

1
- 45,
Vijk 729

avec V; ;i le volume de la cellule d’indice (i, j, k) (indiqué en pointillés sur la figure 2.3).
Soit

dg 1
= | = ~ —Jg._ 1 .,.5% S*
(9.2)i,j.k (8:17 ik Viin [9z+573,k itk JimdikPiol ik
T _— . .
F9i+3 057t~ 9ig—3 57 Lk
xr _ . X
9, k+§S',j,k+l 9i.j, k—lSi,j,k—%]
1

12

[ (Givrgk + 9igk)SE 1 50— 3(9ijk + 9i-150)57_1 1

’

V
+3 (gz,]-i-l k+ 9ijk)ST 5(Gijk + 9ij1 Kk)SY gLk
_|_

7,]+ k
(gz,],k-l—l + i, k)Si,j,k—i- (gz,] k+ Gijk— 1)SZ J, k—%]
(2.27)
avec :
Sf+ ik projection suivant la direction x du vecteur surface de l'interface (i + 2, J k),
27 K

gz,] k + gz—l—l,] k

gz+2,g k— f

(2.28)

Les signes moins qui apparaissent dans les formules ci-dessus s’expliquent par la convention

de surfaces orientées dans le sens des indices croissants comme signalé au début de ce chapitre.
Les grandeurs (excepté les surfaces) avec uniquement des indices entiers sont évaluées aux
centres des cellules (matérialisées par des croix x sur les figures), alors que celles comportant au
moins un indice demi-entier sont extrapolées comme des moyennes faisant intervenir des cellules
adjacentes (matérialisées par des cercles o sur les figures). On obtient ainsi un stencil pour la
discrétisation de gradients évalués aux centres des cellules de six points (resp. quatre points)
pour un probléme tridimensionnel (resp. bidimensionnel) comme on peut le voir sur la figure
2.3 pour le cas bidimensionnel. Ce sont bien des stencils de six (resp. quatre) points pour un
probléme tridimensionnel (resp. bidimensionnel) et non pas sept (resp. cinq) points, car une fois
développée la relation donnant le gradient évalué au centre de la cellule (7, j,k), le coefficient

multiplicatif de g; ;1 est : (S Lk - 57 Lk + 5 i1k Si,j—%,k + 5 et d S 7],]6—7) Or, ce

dernier terme est la projection sur x de l'intégration du vecteur surface elementalre sur la surface
fermée du volume de controle. Il est donc nul. Dans le cas de la formulation gradients évalués
aux centres des cellules de discrétisation, on utilise une discrétisation centrée pour 1’évaluation
du flux diffusif sur l'interface interne S, il

Fdz‘,j,k S+ ]k—i-FdH_ij S+ ]k
Fd- S, . +igk = 5

(2.29)

On obtient ainsi un stencil pour la discrétisation du flux diffusif avec gradients évalués aux
centres des cellules de douze points (resp. huit points) pour un probléme tridimensionnel (resp.
bidimensionnel) comme on peut le voir sur la figure 2.4 pour le cas bidimensionnel.
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X
(i.j+1)
(i, j+1/2)
X & ) ¢ X
-1y 20 RN
AP =1
@.3-112) I_ 1 Volume de discrétisation
(i X 1) X Centres de cellules
LY

O Centres d’interfaces ot les grandeurs sont extrapolées

FiaG. 2.3 — Stencil du gradient d’un scalaire évalué au centre des cellules.

X +
(i, j+1) (i+1, j+1)
X + X +
(i-1,J) @i.J) (i+1,J) (i+2,j)
X . +_ X Centres de cellules pour le calcul de Fd i
(i,j-1) (i+1,j-1)

+  Centres de cellules pour le calcul de Fd i+1

F1a. 2.4 — Stencil du flux diffusif a U'interface d’indices (i + %, Jj) avec gradients évalués au centre

des cellules.

2.3.2 Gradients évalués aux

centres des interfaces des cellules

On a ainsi, par la formule de Green :

1 1
(8) | s Fa - s
02 )ivtgn Viedar Iy, 0 Vit gk /s

avec VH%J»’k

i+5,7

1 (2.30)
= v j{ gds®,
it4.4k /S

le volume de controle utilisé pour le calcul de ce gradient V, 1k = %(V@M +Vit1,5k)

(indiqué en pointillés sur la figure 2.5).

Soit

(9.2) <ag>
. '+l7',k = o
T3] or Ty

. . x .. €T
[gl+1y]7kSz’+1,j,k g%J,kSi,j,k

1 ST g1 18T, (2.31)
Tty gtk e b e T It G- L

x _ . . x
REGIE RS CHERTNE R (RS WY S Ao I

Vi+% gk
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avec par exemple :

ST ST
ge g+ k + i+1,5+3.k
itgitek 2 ’
X X
" _ Sz‘+%,j,k + i+3,5,k
i+1,j.k i 2 ' (2.32)
S, 1 - + S01 -
Sx _ Z_§7J7k Z+§7]7k
7:7j’k - 2 ’
p L = gk ¥ Gikljk T Gijaik T Jitljt1k
S01 - = .
Z+§7]+§7k 4

Les grandeurs (excepté les surfaces) avec uniquement des indices entiers sont évaluées aux centres
des cellules (matérialisées par des croix X sur les figures), alors que celles comportant au moins un
indice demi-entier sont extrapolées comme des moyennes faisant intervenir des cellules adjacentes
(matérialisées par des cercles o sur les figures).

Dans le cas de la formulation gradients évalués auz centres des interfaces, on a directement
le flux diffusif évalué sur une interface par Fd- S, 1k Les valeurs de ju et du vecteur vitesse U
qui apparaissent dans ’expression de Fd sont égales aux moyennes arithmétiques de ces mémes
grandeurs aux centres des deux cellules d’indices (i, j, k) et (i + 1,7, k).

On obtient ainsi un stencil pour la discrétisation de gradients évalués aux interfaces et du flux
diffusif de dix points (resp. six points) pour un probléme tridimensionnel (resp. bidimensionnel)
comme on peut le voir sur les figures 2.5 et 2.6 pour le cas bidimensionnel.

X X
(i, j+1) (i+1, j+1)
T
G+1/24j+172) 1
! J
X X
(@il (i+3 1)
1
1 -
(+1/2} j-1/2) I_ a Volume de discrétisation
X X

o S X Centres de cellules
(i.j-1) (i+1,j-1)

O Noeuds ou les grandeurs sont extrapolées

F1a. 2.5 — Stencil du gradient d’un scalaire évalué au centre des interfaces.

Un surcolt mémoire apparait dans le cas de 1'utilisation de gradients de fonctions évalués
aux centres des interfaces. En effet, il faut stocker trois (resp. deux) fois plus de champs dans ce
cas-1a que pour des gradients évalués aux centres des cellules pour un probléme tridimensionnel
(resp. bidimensionnel), car il y a trois (resp. deux) fois plus d’interfaces que de cellules dans
un maillage structuré. Néanmoins, comme le stencil est plus compact, la linéarisation des flux
visqueux des interfaces intérieures et des interfaces frontiéres est plus simple. C’est pour cette
derniére raison que cette formulation a été retenue pour la suite.
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X X

(i, j+1) (i+1, j+1)
X X
()] (i+1,§)
X X

(i,j-1) (i+1,j-1)

FIG. 2.6 — Stencil du flux diffusif & l'interface d’indices (i + 3, ) avec gradient évalué au centre
des interfaces.

2.4 Discrétisation du modéle de Michel et al. Calcul de I’épaisseur
de couche limite

L’expression de la longueur de mélange donnée précédemment a 1’équation (1.32) est rappelée
ici :
n

K

avec : K = 0,41, la constante de Karmén, 7, la distance & la paroi et d, I’épaisseur de couche
limite.

Dans les sous-sections suivantes, lorsqu’une rangée de cellules est décrite, elle est désignée
par son indice de maillage commun & toute la rangée de cellules. Dans elsA, il n’est pas prévu
de programmation générale pour la détermination de 1’épaisseur de couche limite ¢ dans le
cadre de la mise en ceuvre du modéle de Michel et al. Suivant la topologie/configuration d’un
sous-domaine donné (nombre et position relative des parois les unes par rapport aux autres),
il peut exister une implémentation particuliére. Les topologies utilisées dans cette thése sont
traitées dans elsA, que ce soit pour les applications d’aérodynamique externe ou interne. Pour
Papplication d’aérodynamique externe (aile ONERA M6), il n’y a qu’une paroi & considérer, un
seul domaine de maillage dit « CO ». Pour les écoulements en turbomachine, ’espace & traiter
est partagé en sous-domaines qui peuvent avoir des topologies différentes. Trois configurations
sont envisagées :

— deux parois en vis-a-vis correspondant & l'intégralité de deux plans de maillage opposés
(maillage en H, les deux parois étant le carter et le moyeu). Appelons-la configuration 2;

— trois parois correspondant & l'intégralité de trois plans de maillage et donc formant deux
coins (maillage en O, qui entoure l'aube, les deux parois en vis-a-vis étant aussi le carter
et le moyeu, la troisiéme étant la surface externe de ’aube). Appelons-la configuration 3;

— pas de paroi : une valeur d’épaisseur de couche limite uniforme est imposée sur ’ensemble
du sous-domaine considéré car la notion de couche limite perd toute signification (cas du
jeu pour une aube de turbomachine).
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2.4.1 Calcul de I’épaisseur de couche limite pour les configurations 4 deux et
trois parois

L’épaisseur de couche limite § est déterminée & partir de 1’évaluation des distances en des
points particuliers situés sur la frontiére de la couche limite. Le principe de la détermination de
cette frontiére de couche limite est de parcourir un ensemble de cellules du maillage de la région
extérieure & la couche limite vers la paroi. Une fois qu’une certaine valeur qui répond & un critére
est atteinte au centre d’une cellule, on obtient 1’épaisseur de couche limite § comme étant la
distance & la paroi du centre de cette cellule. Le parcours considéré dépend de la configuration
traitée, alors que le critére de détermination de la frontiére en est indépendant. Deux choix sont
disponibles dans elsA comme critére :

— la valeur du module local de la vorticité vaut une valeur introduite en donnée;

— la valeur du rapport entre le module local de la vorticité et le maximum du module de la

vorticité (sur I’ensemble de cellules parcourues sur une ligne de maillage orthogonale a la
paroi) vaut une valeur introduite en donnée.

=]
direction Z

direction Z

F1G. 2.7 — Schéma de détermination de 1’épaisseur de couche limite pour la configuration 2.

Pour la configuration 2 (voir figure 2.7), on délimite deux zones distinctes I et II correspondant
aux zones d’'influence de chacune des deux parois. La limite entre ces deux zones est en pratique
définie comme étant & mi-distance des deux parois en indice de maillage. La recherche de la
frontiére de couche limite s’effectue dans la direction de maillage sensiblement perpendiculaire
& la paroi en se déplacant dans I'espace des indices du sous-domaine de I'extérieur de la couche
limite vers la paroi. Pour chaque rangée de cellules de maillage (notée ici Z) perpendiculaire a la
paroi, on détecte le point P oul le module de la vorticité atteint la valeur du critére. Dans le cas
du second critére, la valeur du maximum de module de vorticité est déterminée préalablement sur
chaque ligne de maillage. La valeur de ’épaisseur de couche limite § en chaque centre de cellule
est bornée & dpyax et est prise uniforme le long de la rangée de cellules Z jusqu’a mi-distance des
deux parois, et égale & la distance du point P & la paroi.

Pour la configuration 3 (voir figure 2.8), la frontiére de la couche limite est déterminée comme
suit. La limite entre ces deux zones est en pratique définie comme étant & mi-distance des deux
parois. Les régions I, II et IIT sont déterminées & partir de l'intersection des deux diagonales
dans le plan des indices. La recherche de la couche limite s’effectue le long de chacune des deux
diagonales en direction de chacun des deux coins; on recherche sur chaque diagonale le point B
ou le module de la vorticité devient supérieur au critére et ou la valeur de J est inférieure & dmax.
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C2

R Y

Fi1G. 2.8 — Schéma de détermination de 1’épaisseur de couche limite pour la configuration 3.

L’épaisseur de couche limite a une valeur uniforme, définie comme la valeur de la distance du
point B & la paroi. Une valeur de § uniforme est alors définie dans chacune des régions de coin.
Dans les trois autres régions, la recherche est effectuée selon les directions quasi-perpendiculaires
aux parois. Dans la région I, on recherche pour chaque rangée de cellules de maillage Y = cste et
en allant vers la paroi, le point P ol le module de la vorticité atteint la valeur du critére. Dans la
région II, on procéde de facon analogue pour les rangées de cellules de maillage Z = cste. Dans la
région III, on procéde de facon analogue pour les rangées de cellules de maillage Y = cste. Pour
chaque centre de cellule des régions I, II ou III, on affecte la valeur trouvée sur chaque rangée
de cellules de maillage perpendiculaire & la paroi. Par exemple, ’épaisseur de couche limite sur
le « segment » QR est uniforme et correspond a la distance du point P & la paroi.

2.4.2 Calcul de I’épaisseur de couche limite pour une configuration & une
paroi

La recherche de la frontiére de la couche limite s’effectue dans la direction de maillage sensi-
blement perpendiculaire & la paroi. De méme que pour la configuration 2, pour chaque rangée de
cellules de maillage perpendiculaire a la paroi, on détecte le point P ol le module de la vorticité
atteint la valeur du critére. Pour le second critére la valeur du maximum de module de vorticité
est déterminée préalablement sur chaque ligne de maillage. La recherche de la frontiére de la
couche limite s’effectue ensuite toujours par ligne de maillage sensiblement perpendiculaire & la
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paroi en partant de la cellule oil le maximum de vorticité est atteint vers ’extérieur de la couche
limite. S’il n’y a pas de paroi sur une ligne de maillage orthogonale & la paroi (par exemple
dans le cas du sillage de ’aile), il n’y a pas d’épaisseur de couche limite calculée et la viscosité
turbulente est laissée nulle (voir figure 2.9).

Epaisseur de couche limite calculée Pas d’épaisseur de couche limite calculée

F1G. 2.9 — Schéma de détermination de 1’épaisseur de couche limite pour la configuration 0.

2.5 Discrétisation du modéle k-¢ Launder-Sharma

2.5.1 Flux convectif

Pour les cing premiéres équations, qui correspondent aux équations d’inconnue le champ
moyen, on utilise le méme flux convectif que pour le cas d’un systéme & cing équations (flux de
Roe approche MUSCL avec correction entropique de Harten).

Dans le cas du modéle k-¢ de Launder-Sharma, pour les deux équations de transport, on utilise
aussi un schéma de Roe, mais d’ordre 1 avec une correction de Harten : ’expression du flux de
Roe est du méme type que (2.15), en prenant W = (pk, p&)T, U(|A|) = M diag(y(]\a])) ML,
avec la fonction 1) définie comme en (2.16). Le paramétre o vaut ¢,.@", ol on désigne par XL
une moyenne pondérée par les densités volumiques :

XL _ ngg + paXa

, pour X € {u,v,w, E}. 2.34
o {u,v,0,F) (230

Soit av, la vitesse du son associée aux grandeurs moyennées par cette moyenne pondérée :

i = \/7(7 S 1)(EL - (TL2). (2.35)

Les valeurs propres sont égales 3 A = |U" - n.
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2.5.2 Flux diffusif

Tout comme pour le flux convectif, pour les cinq premiéres équations, le méme flux diffusif
que pour le cas d’un systéme a cinq équations est utilisé (avec gradients évalués aux centres des
interfaces). Pour les équations de transport, on utilise également la méme discrétisation avec

gradients des variables k et € évalués aux centres des interfaces.

2.5.3 Terme source

On donne ici la discrétisation de trois parties du terme source :

— terme de production P;

— terme de destruction D ;

— terme de correction bas Reynolds FE.

Comme on ’a vu dans la série d’équations (1.36), le terme de

o0 = )-

8ui
0z

ou;
ox;

2 811,[

3 8.73[

2
3

P =

Pk5ij>

production P s’écrit :

8ui

e (2.36)

avec la convention de sommation pour les indices répétés. Les gradients de composantes de vitesse
sont évalués aux centres des cellules. Leur discrétisation se fait comme dans la section 2.3.1. Pour

g € {u,v,w} et o € {x,y,z} :

T
9i+%,j,k5¢+%,j,k gz—njksz——,gk

(9,2)ij.k V'l' - +gi,j+%,k’SZj+%,k — Y- kSz,j—l k
" +9i,j,k+%s¢j k+1 i, k—§Sf,j7k—§
(gz+1 gk T i, k‘)SH_ gk
= 1 +§(gz,]+1k+gl,] k)Sij—i-— k (gZ]k—'_
Vijk c

+l(gz,] k+1 + 3i.j, k)S;E,j,k+% -

On a des formules similaires pour des dérivées par rapport a
coordonnées y ou z.

Le terme de destruction D peut s’écrire de deux maniéres (cf.
mellement, ces deux expressions sont les mémes. Néanmoins, dans
expression D = 2u(VVk) - (VVk) qui est discrétisée. On extrait
d’évaluer le gradient de cette quantité aux centres des cellules. Dans
2.3.1, la grandeur ¢ vaut alors vk :

5(9ijk + 9i1 k)T 1k

5(9igk + 9ig—1)ST

(2.37)

gzg lk)Szj —k

.7, k——
y ou z en substituant a x les

équations (1.36)-(1.38)). For-
le code elsA, c’est la premiére
d’abord le radical de k avant
les formules de la sous-section

(\/E) Q,Jk Z+2,jk (\/E)i—%,j k’Sf—%,j,k
(VE) 2)ijr = Vl-k +(\/E)z,]+2,k w+ P (\/E)w__ kS’ 1k
h +(\/E)z,],k w,k+% - (\/E)i,j,k—%sijvk_%
%((\/E)i—i-l,ch + (\/E)i,j,k)sﬁr; ik S(VE)ijr+ (VE)iz1, k)SZ__J i
_ Vljk +%((¢E)i,j+1,k + (VE)iga)SE s = (VR + (VR8T
P\ AR+ (VRG0S o~ 5 (VRge+ (VR)igao1) ST
(2.38)

et des formules similaires pour des dérivées par rapport & y et z.
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Le terme F est calculé par la relation rappelée ici :

E =2 v (vUu))i(v(VU)) =211 ( (2.39)

82Ui 82ui >
P P '

01,0z, ‘ 0x1,0x;
La formule développée est :

2 2 2 2 2 2 2 2 2

U,Qw:v""u,wy""uém+u2,yz+u2,yy+1;,yz+12L,zr+g,zy+;‘,zz

; —|—U7m—|—v7xy—|—vzz+vyx+vyy—I—U,yz—l—vzx—l—vzy—l—vzz . (2.40)
+w?xx+w +wm+w +w2 +w +wm+w +w

B — ol

Il reste 4 exprimer la discrétisation des dérivées d’ordre 2 g 4y, g € {u, v, w}, (z,y) € {z,y,2}%
Notons qu’une fois discrétisées, les relations de Schwarz ne sont plus strictement vérifiées :
a’L’k 8.73j (9:L’j (9:L’k '

(2.41)

On donne ici 'expression de la discrétisation de la dérivée d’ordre 2 de la grandeur g par
rapport & la variable d’espace y puis = (on obtient des formules similaires pour toutes les autres
combinaisons dans ’ensemble {x,y, z}?) :

(Q,y)z+2,]k 2+ ik (gy)z——,] kSZ__Jk

1
(g,ry) i,5.k = ((g, y) ),j,k: = v +(9,y) 7]+2,k z,g+ k (gvy)i,j—§7ksz‘,j—5,k )
P\ ), — (9)i 152,
Y ,],k-i— z ] k+ Y7,5, k’—* i, k—§
(g y)1+1jk+(9y)z]ksx (gy)zjk+(gy)z 1,5,k
2 7,+2,j ko 27] k
— ]' _|_(g’y)zj+1 k+(gy)z]k (g’y)z]k""(gy)ZJ 1,k
V. . 2 7]+%7k ij—3.k
4,5,k
+ (9,9)i g k+11+(g,0)i gk S _ (99)i, k+(g y)igk—1 ST
2 ivjvk"’_g 2 7] k_7

(2. 42)

A nouveau, il faut évaluer des dérivées de grandeurs par rapport aux directions spatiales,

cette fois-ci aux centres de cellules adjacentes & la cellule courante (i, 7, k), soit en les cellules

(Z + 17j7 k)a (2 - 17j7 k)a (Za] + 17k)7 (Za] - 1’k)a (Za]ak + 1)a (Zaj7k - 1) On obtient ainsi la

discrétisation de la dérivée d’ordre 2 de g par rapport & la variable y puis x, en tenant compte

des simplifications du type intégration du vecteur surface élémentaire sur la surface fermée du
volume de controle) :

AzyijkTigk T Aeyivejkdivegk + Aeyi—2,j.k9i—2,jk
+ Apyiij+2,k9i 542k T Avyij—2,kGi -2,k
+ Auy,ij k295, k+2 T Azy,i g k—29i,5,k—2
1 + Azy,it1,j+1,k9i+1,j+1,k T Aayit1,j—1,kGi+1,j—1,k
v + Apy,it 1, k+19i41,5,k+1 T Azyit1,jk—19i4+1,j,k—1 ;
CIR 4 Npyim 11 ki1 41k Awyio1j—1kGi— 11k
+ Apyic1,j,k+19i—1,j,k+1 + Azyio1,j,k—19i—1,j,k—1
+ Azyi 41,5419+ 1,k+1 T Azyi jt1,k—19ij+1,k—1
+ Apy,ij—1, k41905 —Lk+1 T Azy,ij—1,k—19i,j—1,k—1

(g,ry) i,5.k ((9 y) )i gk

(2.43)
Dans les cellules adjacentes & une frontiére, on utilise les valeurs des quantités U et vk données
par la condition aux limites. Pour le calcul de V(V U) dans une cellule adjacente a la frontiére,
il faut évaluer VU dans les cellules fictives. Pour cela, U est extrapolé & ’ordre 0.
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Les coefficients de la page précédente sont donnés ci-apres :

7

)‘wy,i

Ay, i+2,j,k
Azy,i—2,j.k
Azy,ij+2.k
Azyi -2,k
Azy,i g k+2
)\zy7i7j,k—2
Azy,it1,j+1,k
Azy,it1,j—1k
Azyit1,5,k+1
Azy,it1,jk—1
Azy,i—1,j+1,k
Azy,i—1,j—1,k
Azy,i—1,j,k+1
Azyi—1,j,k—1
Azy,ij+1,k+1
Azyij+1,k—1

Azyij—1,k+1

Azyij—1,k—1

S* Sy sz . sY . s 8Y
H’Q 2 + ]"'2 J+2 k+2 k+2
Vit Vit Vit1
S”’C 8¢ 58T L8V, S]f Sli’__
+ 3 i 2 4 J732 J73 +
Vi1 Vi1 Vk—l
S:c Yy
itsitd
bl
Vi1
Sz . SY
=5 1—3
V-_ly ’
S* 57
Jts i+
)
S* 87
i—5 J—3
)
Rep
Sk+lsk+g
)
N
Sk—%sk—g
)
S Vkéé Se , SY
X xX
i+5 i1+ 5 J+3 i+l
bl
5 Vlfgly 5o
xX X
it3 i+l j—% it+3.5-1
- )
}J}z+1 y7 1
S* .S S* S
it i+ k42 ktg it d k41
)
Vit Mg
SH—QSH—lk—— S—fSH— k=1
- )
;}H—l }fk—l
S* 87 ST .87,
7‘_% 7’_17J+% + ]+% 7’_%7.]"’_1
bl
S* S* 8¢
_ Z_% 2_1’]_% _ ]_% 7’_;7]_1
)
yict Yj-1
xr X
Si—%si—l,k+% Sk+QSz—f k+1
)
vaély vak?f
1 1 1 1
i3 i—1,k—3 _ k—3 Ti—5,k—1
)
]y/ 1 lék 1
S* .S S* .S
J+3 ikt kt+5 7 j+5.k+1
M
ng Vk+%/
S* .S S% S
j+3 i1k _ -3 jt+ik—1
}J}Hl Zk 1
S 1 S° S% S
J—3 j-Lk+3 k457 5—1 k41
b
xX xX
Sj—%Sj—Lk:—% Sk_fS —3.k—1

Vi1 Vi—1

(2.44)
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2.6 Conditions aux limites

Un état a la frontiére qui intervient dans le calcul discret du flux convectif et du flux diffusif
a la frontiére est déterminé ici. Le flux convectif du champ moyen sur 'interface frontiére est
notamment égal au flux physique de 1’état wy. Les grandeurs sur la frontiére portent ’indice b
alors que celles au centre de la cellule adjacente & l'interface frontiére portent 'indice 0 comme
on peut le voir sur la figure 2.10.

ou:x \@ X X X

Fia. 2.10 — Notations pour les indices de quantités au voisinage d’une frontiére.

2.6.1 Paroi adiabatique
En chaque point M de la paroi, on a adhérence du fluide et nullité du flux de chaleur g. Ces
conditions s’expriment donc par les deux relations suivantes :
U,=0c¢et g, =0. (2.45)
Pour les autres grandeurs :
pb = po et pp = po. (2.46)

Pour les variables turbulentes du modéle k-¢ de Launder-Sharma, on a en plus les relations :

wp = 0,kp =0 et &, = 0. (247)

2.6.2 Symétrie

On suppose 'existence d’une cellule fictive notée g, miroir de la cellule adjacente & la frontiére
et notée 0. La vitesse en g a une composante normale opposée a la composante normale de
la vitesse en 0, Up et une composante tangentielle (vecteur du plan tangent a la frontiére de
symétrie), identique & la composante tangentielle de Uj soit :

Ug=—(Up-n)n + U, (2.48)

avec n normale extérieure a la frontiére de symétrie. En définissant la vitesse sur la face de la
cellule 0 portée par la frontiére ¥y, U comme moyenne arithmétique des vitesses Up et Uy, il
vient :

Ub = Uo — (U() . n) n. (2.49)

Pour les autres grandeurs :
Pb = Po €t Pb = Po- (2.50)



52

Pour le modéle k- de Launder-Sharma, il faut également écrire la nullité de la dérivée normale
des deux quantités turbulentes sur la frontiére de symétrie :

ok

am

% (2.51)
on

Les trois types de conditions aux limites suivantes utilisent le concept de relations caracté-
ristiques non détaillé ici. Pour plus d’informations, on pourra se référer par exemple au Manuel
Théorique elsA [54]. Le principe de la méthode consiste & déterminer un état frontiére permettant
le calcul des flux numériques sur l'interface frontiére. On résout un systéme de cing équations
composé des conditions aux limites imposées (qui remplacent les relations caractéristiques avec
vitesse entrante) et des relations caractéristiques utilisables (qui correspondent aux relations
caractéristiques avec vitesse sortante).

2.6.3 Non réflexion

Pour cette condition aux limites, on utilise toutes les relations caractéristiques associées &
des directions caractéristiques sortantes pour relier wp & wyp et les caractéristiques entrantes pour
relier wy, & woo, ’état & l'infini. Dans le cas des modéles k-¢, les deux variables turbulentes & et
€ sont extrapolées.

2.6.4 Frontiére sortante subsonique — Condition de pression. Profil de pres-
sion statique imposée

En chaque point de la frontiére My, la pression statique pp, est imposée. Les quatre autres
variables définissant 1’écoulement moyen sont déterminées a ’aide des quatre relations caracté-
ristiques discrétes utilisables. On obtient ainsi :

Pb = Pimp;

po = po+ PR,

U = Up+BEete, (2.52)
Utlb = U1;017

Soit le systéme d’équations de variables primitives dans le repére cartésien (z,y,z) :

( Pimp—P0 Pimp—P0

Pb = pot Ty = po+ =5 Po;

up = ug+ PR, = ug + =00,

vp = vo+ piz’;gfo ny = v+ %%)ny’ (2.53)
wp = wo -+ Pi?;);;)—fo n, = wo+ P\i/r?yppT—pp(;) Nz,

Pb = Pimp;

avec n = (ng,ny,n,)T
Dans le cas des modéles k-¢, les deux variables turbulentes k et € sont extrapolées :

ky, = kg et &y = &p. (2.54)
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2.6.5 Frontiére entrante subsonique — Condition d’injection 1

En un point My d’une frontiére d’injection subsonique, pour l’écoulement moyen, il faut
imposer quatre conditions aux limites. La direction de 1’écoulement moyen déterminée par la
donnée du vecteur unitaire dy,, la pression d’arrét p;j, et I’enthalpie d’arrét h;p, sont imposées. La
détermination de ’écoulement est complétée a ’aide de la seule relation caractéristique discréte
& vitesse sortante :

pb + (pa)oUs(ds - m) = po + (pa)oUo(dp - m), (2.55)

avec Uy = Updy, vitesse qui est donc paralléle au vecteur unitaire imposé dy,.
On utilise la méthode de Newton pour déterminer les inconnues py, et Up. On a les relations
suivantes :

7 Pob 1. 5
hy = 1 fb - 2.56
ib v — 1 b + 92 b> ( )
1 1
Db\ Y DPib [ Po\”
— N — . B[ b . 2.57
Pr pib <p1b> v —1hip <p1b> (2:57)

En éliminant la masse volumique py, entre (2.56) et (2.57), la pression s’exprime en fonction
du module de la vitesse Uy, par :

,
U2\
Pb = Dib (1 - 2th> : (2.58)

La pression py, et le module Uy, de la vitesse sont alors solutions du systéme non linéaire consti-
tué des relations (2.55) et (2.58), résolu par une méthode de Newton, puis la masse volumique
est déduite de la relation (2.57).

On a ainsi deux relations implicites équivalentes du fait de la relation (2.58) entre les gran-
deurs (po, Uo, po, pv) et les grandeurs (po, Ug, po, Up) :

1—1
p ad
f1(po, Uo, po, Pb) = Pb + /YP0p0 | 2hib <1 - <]Tt;> )(db “m) —po — /YPopo Uo(dy - n) = 0,
(2.59)
2\
f2(po, Uo, po, Ub) = pib <1 - 2h'b> ++/7P0po U (dp - 1) —po — v/7Popo Uo(dy - m) = 0. (2.60)

Dans le cas des modeéles k-, les deux variables turbulentes k et £ sont imposées.

2.6.6 Traitement numérique des conditions aux limites pour le flux diffusif

On ne s’intéresse ici qu’au traitement numérique des conditions aux limites pour le flux
diffusif, pour le cas o les gradients de vitesse et de température sont évalués aux centres des
interfaces (seul cas qui nous intéresse pour la linéarisation du flux diffusif, comme on va pouvoir
le voir dans la section 3.3).

La formulation des conditions aux limites de paroi exposée au chapitre précédent indique que
le calcul des flux sur l'interface frontiére ¥ du volume de controle nécessite la connaissance du ten-
seur des contraintes et du flux de chaleur dans le cas d’un fluide visqueux. Notons respectivement
ces quantités 7 et gqp.

Les gradients de vitesse et de température (VU )p et (VT')p sont déja calculés sur les interfaces
de bord, les conditions aux limites étant déja prises en compte. Ils sont toujours calculés par
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formule de Green sur la moitié du volume de contrdle de la cellule adjacente & la frontiére. La
valeur sur l'interface frontiére est égale a la valeur vérifiant la condition aux limites (état avec
I'indice b).

La viscosité moléculaire est calculée sur I'interface frontiére & partir de 1’état calculé par la
condition aux limites toujours par la loi de Sutherland (1.16) :

Bsv/'Ty

= 2.61
M= T (2.61)

Sur les frontiéres, le tenseur des contraintes 7 et le vecteur flux de chaleur g, la viscosité
turbulente up et donc le tenseur de Reynolds 7y, le vecteur flux de chaleur turbulent g, et les
grandeurs turbulentes ki, et € dans le cas du modéle k-¢ de Launder-Sharma, sont calculés par
extrapolation & l'ordre 0 de la valeur de la grandeur correspondante au barycentre de la cellule
réelle adjacente a la frontiére :

Th =T0, Gb= qo, [b = [t0, Trb = Tr0, Gtb = G0, kb = ko, &b = €. (2.62)

Dans le cas d’une frontiére d’entrée subsonique, les variables k et € sont imposées.

Dans le cas d’une paroi adiabatique, la viscosité turbulente est annulée sur les interfaces de
paroi, tout comme le flux de chaleur et le vecteur vitesse (condition d’adhérence & la paroi) et
les variables turbulentes k et £ (dans le cas du modéle k-¢ de Launder-Sharma) :

Th=70, @=0, (VI), =0, Up,=0, iy =0, 77p =0, g =0, kp, =0, &, =0. (2.63)

La cinquiéme composante du flux diffusif est donc annulée sur une interface de paroi.

2.7 Conditions de raccord entre domaines

2.7.1 Définition des frontiéres de raccord

La figure 2.11 montre que la décomposition en sous-domaines ajoute aux frontiéres matérielles
et physiques des frontiéres de raccord, qui sont des frontiéres perméables artificielles de part
et d’autre desquelles ’écoulement est discrétisé. Nous appelons alors frontiére une portion de

>
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Fi1G. 2.11 — Domaine de calcul avec une frontiére de raccord.

surface qui borne le sous-domaine de calcul et qui est représentée par un rectangle dans I’espace
des indices. Les points de la frontiére sont les noeuds du maillage qui appartiennent & cette
frontiére. Les traitements de raccord concernent les cellules de discrétisation pour lesquelles, du
fait de la proximité d’une frontiére de raccord, les traitements numériques courants ne sont pas
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applicables. L'objectif de ces traitements spéciaux est d’assurer une précision de discrétisation
de V’écoulement dans chaque voisinage de raccord, proche (voire identique, si ¢’est possible) de
celle que 'on obtiendrait si un seul sous-domaine recouvrait largement ce voisinage.

Des frontiéres de raccord de plusieurs types existent. En pratique, pour les cas de calculs

considérés, seuls les types suivants de frontiére de raccord sont utilisés :

— frontiére adjacente non coincidente : dans ce cas, la frontiére est confondue avec une fron-
tiére d’un autre sous-domaine, mais les points de maillage sur les deux surfaces ne coin-
cident pas. Le trait gras de la figure 2.12 signale les deux frontiéres de raccord, chacune
bornant un sous-domaine en étant adjacente a 'autre sous-domaine ;

Fi1a. 2.12 - Frontiéres adjacentes non coincidentes.

— frontiére adjacente non coincidente & ligne coincidente : il s’agit d’'un cas particulier de
frontiéres adjacentes non coincidentes ; dans la surface de maillage séparant les deux sous-
domaines, il y a non-coincidence de la distribution des points le long de lignes de maillage
correspondant a une direction donnée, mais il y a coincidence de ces lignes de maillage.
L’intérét de ce cas particulier est qu’il permet de simplifier considérablement les interpola-
tions nécessaires et qu’il correspond & une topologie de maillage couramment utilisée dans
le cadre des écoulements de turbomachine (il s’agit alors de frontiéres périodiques dont le
traitement est identique & celui des frontiéres adjacentes, & I’adjonction prés d’une condi-
tion de périodicité). La figure 2.13 montre une vue partielle d’un maillage avec raccord
périodique 4 points non coincidents & lignes coincidentes;
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— frontiére adjacente coincidente : on appelle ainsi une frontiére d’un sous-domaine dont tous
les points coincident avec ceux d’une frontiére d'un autre sous-domaine (figure 2.14).

F1G. 2.14 — Frontiéres adjacentes coincidentes.

2.7.2 Traitements numériques des raccords. Cas d’un raccord a points coin-
cidents

Les variables sont connues aux barycentres des cellules du sous-domaine considéré (1,2,3...)
et sont calculées & partir des valeurs connues dans le sous-domaine opposé dans une ou plusieurs
rangées de cellules fictives (0, —1...) du sous-domaine considéreé.

Dans le cas d’un raccord & points coincidents, le nombre de cellules fictives utiles dépend
de l'ordre du schéma considéré, de maniére & obtenir une discrétisation de type point courant,
identique & celle qui existerait s’il n’y avait pas de raccord multidomaine & cet endroit. Les
valeurs des variables aux barycentres des cellules fictives sont prises égales aux variables des
cellules correspondantes du sous-domaine D2 qui est adjacent & la cellule 1 du sous-domaine D1.

Des formules de type point courant sont alors appliquées aprés avoir extrait dans le sous-
domaine opposé les valeurs sur le nombre de couches de maillage nécessaires au traitement
numérique considéré.

2.8 Calcul des gradients

2.8.1 Reésolution des systémes linéaires des méthodes adjointe et linéarisée
discrétes

Le calcul de gradients par les méthodes linéarisée ou adjointe nécessite la résolution de sys-
témes linéaires sur le domaine de calcul :

OR dW ORdX

— — =0, Vie]|l 2.64
OW day T 9K day 0 Vi€ [, (2.64)
ou T .
OR T oJ ORT Agu,
La matrice a inverser est la matrice jacobienne du résidu discret des équations pour la méca-

nique des fluides, g—vlf,. C’est une matrice creuse impossible & inverser par une méthode directe

pour des problémes de grande taille. Différentes méthodes itératives ont été utilisées pour l'in-
version de ce systéme, notamment une méthode s’apparentant trés fortement & celle utilisée pour
le calcul d’écoulements stationnaires : une différentielle approchée apparait a gauche du signe
égal et la différentielle exacte ou aussi exacte que possible apparait & droite du signe égal. La
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premiére matrice sera notée (g—vl‘z,)(APP), la seconde, précédemment notée g—ﬁ,, sera désormais
notée (g—vlf,)(EXA). Soit l'algorithme itératif pour la résolution de ’équation adjointe :
T (APP) T (EXA)
OR (Aaﬂ) _ ,\u)) __[9R AD (O yr (2.66)
ow ow ow ’

et pour la méthode de 1’équation linéarisée :

(APP) (EXA) )
R <(dw)(l+l> B (dW)(l)> - ({;9‘1:’ dw® oR dX) | 2.67)

oW day day - doy toax doy;

Conservant le vocabulaire usuel des schémas numériques pour le calcul d’écoulements sta-
tionnaires, on appelle le membre de gauche phase implicite, alors que le membre de droite est
appelé phase explicite. On peut considérer les deux équations précédentes comme celles d'une
méthode de relaxation. La précision de la solution ne dépend que de la phase explicite s’il y a
bien convergence. La vitesse de convergence dépend, elle, de la phase implicite.

Notons que de nombreux codes de simulation numérique implémentent des schémas numé-
riques appelés backward-FEuler, ou Euler rétrograde en francais, pour la simulation d’écoulements
stationnaires. Ce sont des schémas implicites dont 1'utilisation est motivée par de bonnes proprié-
tés de stabilité et de convergence, qui ont été introduits indépendamment par Beam et Warming
[6] d’une part, Briley et Mac Donald [8] d’autre part, dans les années 1970 et sont de la forme :

(l + a—R(APP))(W’"L+1 - W") = -R(W") (2.68)
At OW B ' '

Lorsque l'on fait tendre le pas de temps At vers l'infini, il apparait des itérations de type
Newton, d’ou "autre nom des schémas backward-FEuler : méthode quasi-Newton. Une adaptation
simple des routines résolvant ce systéme peut donc étre utilisée pour la résolution itérative de
I’équation linéarisée. Pour la résolution de I’équation adjointe, une opération de transposition est
nécessaire.

L’algorithme itératif de résolution définit, & chaque pas [, un grand systéme linéaire creux qui
ne peut, lui non plus, étre résolu par une méthode directe pour des configurations bidimension-
nelles ou tridimensionnelles. Ce systéme est généralement résolu de maniére approchée par une

méthode de relaxation ou de gradient conjugué. Le choix s’est porté sur une méthode de relaxa-

. . APP ..
tion LU : la matrice g—vlf,( ) _ sa transposée pour la méthode adjointe — est décomposée en

trois matrices blocs, une matrice diagonale par bloc D, une matrice triangulaire inférieure stricte
par bloc L et une matrice triangulaire supérieure stricte par bloc U. L’algorithme de relaxation
est défini par les relations suivantes :

dq° = 0

(L + D)dq? = rhs

(U + D)dg? = rhs — Ldqg!

. (2.69)
(L +D)dg?*~! = rhs - Udg?* 2

(U+D)dg?* = rhs—Ldg*!

qn+1 — qn + dq2k

I+1 !
avec dg qui vaut (%) — (%) dans le cas de I'équation linéarisée et A1 — X! dans le

cas de ’équation adjointe. En pratique, pour le calcul de gradients, comme la méthode itérative
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ne nécessite pas de solution particuliérement bien convergée en sortie du schéma de relaxation,
quatre pas de relaxation seulement sont réalisés (2k = 4). Pour nos applications, ce choix a
semblé un compromis satisfaisant conduisant au plus faible coiit de la méthode itérative (défini
comme le colit d’une itération multiplié par le nombre d’itérations nécessaires a la convergence).

On pourra se référer & l'annexe B.1 pour trouver un critére de convergence de l’algorithme
itératif.

2.8.2 Définition des matrices jacobiennes exacte et approchée

2.8.2.1 Reésidu des équations pour la mécanique des fluides. Matrice jacobienne
exacte

Le calcul de gradients par les méthodes directe ou adjointe discrétes nécessite l'inversion par
une méthode itérative de la matrice jacobienne g—% ou de sa transposée. Pour que le condi-
tionnement de cette matrice soit satisfaisant, I’expérience a conduit les auteurs & choisir un flux
convectif du champ moyen décentré [12]. Pour le flux diffusif du champ moyen, elsA propose
un flux diffusif centré avec évaluation des gradients de vitesse et de température aux centres
des cellules ou aux centres des interfaces. Pour manipuler une différentielle plus compacte, on a
retenu le flux visqueux avec gradients évalués aux centres des interfaces.

En résumé, le résidu exact R est linéarisé en cohérence avec la discrétisation spatiale du
calcul stationnaire; les formules de flux linéarisées sont les suivantes :

— flux convectif du champ moyen :

— flux de Roe d’ordre 1 (peu utilisé en pratique) avec correction entropique de Harten ;
— flux de Roe d’ordre 2, avec approche MUSCL, limiteur de pente de van Albada et cor-
rection entropique de Harten.

— flux diffusif du champ moyen :

— flux centré avec gradients évalués aux centres des interfaces.
La linéarisation du flux convectif est rigoureusement exacte, méme aux interfaces de bord et
interfaces voisines des bords. La linéarisation du flux diffusif est réalisée, par défaut, avec une
hypothese dite de « couche mince » et en figeant les coefficients de viscosité (voir section 1.4).
On reviendra en détail sur ces hypothéses, et la maniére de s’en affranchir dans le chapitre 3.

2.8.2.2 Matrice jacobienne approchée

La matrice jacobienne approchée est définie a partir des linéarisations approchées des flux
convectif et visqueux définies dans [57] et décrites briévement ci-dessous :
— flux convectifs : linéarisation d’un flux décentré d’ordre 1 de Steger et Warming :

dF; 1 = AT(W)AW; + A~ (Wi1)d Wiis; (2.70)

— flux visqueux : linéarisation centrée avec approximation de type « couche mince », «
figé », gradients évalués aux centres des interfaces :

dFU MU(WZ'_H)d Wz’—i—l — MU(WZ)d Wi; (2.71)

z+% =
avec la matrice M définie par :

0 0 0 0 0
_é-:c ,Y:c ,yzy ,Y:cz 0
R Y . I (2.72)
_é-z ,yzz ,sz ,Yz 0
mb51 mb2 mb3 mbd ~F

M'l)
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ses coefficients sont définis par les relations suivantes :

QoA = 4 o 4
v=Jr(gng +ng+n2)S Y=l +gng +n2)S A = Jp(nd +nj+5n2)S
Ty _ %(%nrny)s ATE = p%(%nrnz)s AYE = p%(%nzny)s

€ = PuA AT € = AT bV €8 = AP Y 4 7 (2.73)
mbl = —E%u — &V — Ew — 7F (B~ U?)
m52 = y"u + ¥ + 4w — yFu
m53 = "+ Y0 + P w — 7

mb4 = Y2y + Y + y*w — yrw

S représente la norme de la moyenne de deux éléments de surface consécutifs dans la
direction dans laquelle on considére le flux, (ng,ny, n.)T désigne le vecteur normal corres-

pondant, L est une évaluation de la longueur de la cellule dans la méme direction

. APP . R . EXA
Les termes de bord de la matrice g—% ( ), contrairement a ceux de la matrice g—vlf, ( ),

sont définis par troncature des formules au point courant, sans tenir compte des conditions aux
limites.

2.8.2.3 Ameélioration de la convergence

On a vu que les équations adjointes et linéarisées sont résolues par les algorithmes itératifs
(2.66) et (2.67). Pour des applications industrielles, il est d'usage de considérer qu’une réduction
du résidu du membre de droite de trois ordres de grandeurs (entre la valeur obtenue pour une
initialisation par une valeur nulle de vecteur adjoint ou de sensibilité d’écoulements et la valeur
obtenue avec la solution approchée courante) conduit & des valeurs de gradients suffisamment
précises [12].

Quelques artifices classiques, dans la définition de g—% (APP) ont une influence significative sur
la robustesse et la vitesse de 1'algorithme de résolution itérative [16]. Citons les trois principaux :

— lorsqu’un flux convectif d’ordre 2 est utilisé (flux de Roe combiné avec le limiteur de

van Albada dans la méthode MUSCL), la convergence est améliorée si ’on multiplie tous
les termes convectifs de la matrice jacobienne approchée par un facteur 3/2. Cet artifice
est une prise en compte trés grossiére dans la matrice jacobienne approchée des formules
d’extrapolation MUSCL utilisées dans la construction du résidu R et dérivées dans la
matrice jacobienne exacte. Cette technique est utilisée dans nos calculs;

— la pseudo-intégration temporelle consiste & rajouter un terme en temps ﬁ a la matrice
oOR (APP)

jacobienne approchée g3 . Le systéme & résoudre pour la méthode adjointe devient
ainsi :
1 OR T (APP) OR T (EXA) a.J
2 (+1) _»®O) = _ [ 22 ) L (ZLN\T
(At+8W (x A") oW AMrGw) ) @™

et pour la méthode de I’équation linéarisée :

APP EXA I
L_’_a—R( ) (ﬂ)(lﬂ) _(ﬂ)(l) = — 8_R( )ﬂ()_’_(a_Rg) .
At ow dOéZ' dai ow dai 8X dai
(2.75)

Gréce & ce biais, la diagonale dominance de la matrice implicite est augmentée. Cette
technique est surtout utilisée pour augmenter la robustesse des résolutions itératives. Elle
dégrade généralement la vitesse de convergence;
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— une correction de type Harten est appliquée aux valeurs propres de la valeur absolue de la
matrice jacobienne approchée

—pctrad® A —petrad® A

Fia. 2.15 — La fonction 9 de la correction de Harten.

|2] si |z| > pctrad x p
= . 2.
v { pctrad x p  si |z| < petrad X p (2.76)

ol p est le rayon spectal de la matrice A et z une de ses valeurs propres. Cette correction
limite inférieurement les valeurs du spectre de |A|. Elle s’applique donc aussi indirectement
a4 AT et A™. Elle a pour conséquence d’accentuer la diagonale dominance de la matrice
implicite. La correction de type Harten et I’ajout d’un terme en temps jouent en général
des roéles équivalents.

2.8.3 Calcul de la sensibilité du résidu par rapport au maillage

Le terme —g—g% pour tout i € [1,n¢], appelé sensibilité géométrique du résidu, doit étre

calculé pour les deux méthodes discrétes (linéarisée et adjointe). Pour la méthode de 1’équation
linéarisée, il apparait dans le membre de droite du systéme linéaire a résoudre, alors que pour la
méthode adjointe, c’est dans ’assemblage du gradient que ce terme apparait.

Le choix qui est fait dans elsA est d’évaluer ce terme par différences finies en figeant le
champ aérodynamique. Ce choix a été motivé par le fait qu'une linéarisation & la main du bilan
de flux R(W,X) par rapport au maillage introduit bon nombre de complications. En effet,
cela implique les notions de métriques (surfaces, volumes, normales) et d’état a la frontiére (les
normales interviennent dans leur définition). Il faut donc tout d’abord dériver le bilan de flux
R par rapport aux vecteurs surfaces, volumes de cellules, états frontiéres, normales..., puis
exprimer les dérivées de ces derniéres grandeurs par rapport aux coordonnées du maillage, ce qui
est trés lourd.

Ainsi, dans le cas d’une évaluation par différences finies centrées d’ordre 2, en prenant pour
pas de discrétisation da;, on fait 'approximation de la dérivée partielle :

ORdAX R(W(a), X(a+da;)) — R(W(a), X (ax — da;))
a—XdOéi o 20cy; '

(2.77)

On peut également obtenir des formules d’ordre plus élevé, notamment celle d’ordre 3 dis-
ponible dans elsA. La principale difficulté des différences finies est la bonne détermination du
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pas de discrétisation : il faut choisir un petit incrément h pour minimiser ’erreur de troncature,
mais il faut aussi que h ne soit pas trop petit pour éviter les erreurs dues a la soustraction de
nombres presque égaux : on obtiendrait alors comme dérivée la valeur 0 due au zéro machine du
calculateur.

Une autre maniére d’évaluer cette quantité, qui a été testée par auteur [60], est d’utiliser les
nombres complexes. Cette approche, reposant sur 'utilisation de développements en variables
complexes pour le calcul des dérivées a d’abord été proposée par Lyness [40] et Lyness et Moler
[41], puis par Squire et Trapp [69], ainsi que Newman et al. [51] pour évaluer les sensibilités
avec un solveur d’écoulements de type Navier-Stokes en maillage non structuré. Cette technique
a 'avantage d’étre directe a appliquer et de donner des dérivées & 1’ordre 2 sans les problémes
numériques dus & la détermination du pas da : elle évite les soustractions de nombres presque
égaux contrairement aux approximations de dérivées avec des différences finies classiques. L’ex-
pression de I’évaluation du terme de sensibilité du résidu par rapport au maillage en utilisant les
variables complexes est :

ORAX _ Im(R(W (a), X (e +i6a:)))
0X doy da;

: (2.78)

(formule d’ordre 2). Pour plus de détails, on pourra se référer a ’annexe A.3.

2.9 Outils de post-traitement pour le calcul de dérivées de fonc-
tions aérodynamiques

2.9.1 Outil de post-traitement pour les configurations d’aérodynamique ex-
terne

L’outil utilisé pour fournir des fonctions objectifs ou contraintes, ainsi que leurs dérivées par
rapport au champ aérodynamique et & la métrique, est ’outil FFD41, développé par Destarac
au Département d’Aérodynamique APpliquée DAAP) de 'TONERA. Les fonctions retenues dans
le cadre de notre étude pour les configurations d’aérodynamique externe sont des coefficients de
portance ou de trainée (trainée de champ proche Dyf et trainée de champ lointain Dg) définis a
partir de la portance de pression L, la trainée de pression D, la trainée de choc Dy, la trainée
induite Dj, la trainée visqueuse Dy et la trainée de frottement Dg. Destarac définit ces derniéres
grandeurs dans [14]. Les deux trainées de champ proche Dy et de champ lointain Dg sont définies
comme des sommes de termes précédents :

Dot =Dp+D; et Dg=Dy+ Dy + D. (2.79)

Les fonctions dont la dérivée par rapport au paramétre de forme est évaluée sont des coef-
ficients basés sur ces grandeurs (coeflicient de portance C'Ly, le coefficient de trainée de champ
proche C Dy et le coefficient de trainée de champ lointain CDg) :

L D D
CLy=—2_ (Dy=-—"%__ (CDg= i

- , 2.80
%poo Ugo Sref ( )

1 ’ 1 ’
§poo Ugo Sref §poo Ugo Sref

avec pPoo masse volumique a linfini, U, module du vecteur vitesse a 'infini et Syer surface de
référence de la configuration.
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2.9.2 Outil de post-traitement pour les configurations d’écoulements confinés

L’outil utilisé pour fournir des fonctions objectifs ou contraintes, ainsi que leurs dérivées par
rapport au champ aérodynamique et & la métrique, est ’outil Xopt, développé par Castillon au
Département d’Aérodynamique APpliquée (DAAP) de 'TONERA. Les fonctions retenues dans le
cadre de notre étude pour les configurations d’écoulements confinés sont des moyennes surfaciques
de grandeurs aérodynamiques dans le plan de sortie. Si g désigne une grandeur dont on souhaite
évaluer la moyenne surfacique :

Ninterfaces
a5
o =1
< g > = Ninterfaces ’ (281)

l
=1

avec < g > qui désigne 'opérateur moyenne surfacique et g; la grandeur au centre de l'interface
de surface S;. Pour alléger les notations, on ne fera pas figurer les crochets de moyenne par la
suite. Ces grandeurs aérodynamiques considérées sont prises parmi la :

— masse volumique p;
densité de vitesse dans la direction x : pu;
— densité de vitesse dans la direction y : pv;
— densité de vitesse dans la direction z : pw;
densité d’énergie totale pFE.

Une fois ces moyennes établies, on peut définir de nouvelles fonctions, qui dépendent de ces
moyennes surfaciques telles que :

— pression statique p = (y — 1)(pE — $pU?);

_ 4 : _ _p
température statique T' = Preas

— pression totale ou pression d’arrét p; = p (1 + VT_lM 2)# avec M nombre de Mach ;
et d’autres fonctions non calculées pour le moment par Xopt :

— le rendement ;

— le débit;

— la marge au pompage. ..

Rappelons que le rendement isentropique ;s est défini par les quotients de variations de
températures comme on peut le voir sur les figures 2.16 et 2.17. Les indices 1 correspondent &
des moyennes dans un plan amont, alors que les indices 2 correspondent & des moyennes dans

un plan aval.
On peut également exprimer le rendement insentropique par la formule :

a1
1Ry (2.82)
= T Ry :
ou les deux rapports I, et R7; sont donnés par :
Pi2 Tio
R, =—, Ry = —. 2.83
P Ti (2.83)

2.10 Conclusion

On a maintenant défini toutes les méthodes numériques ainsi que le calcul des termes inter-
venant dans le calcul de gradients par méthodes discrétes, a ’exception du calcul de la partie
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FiG. 2.16 — Caractéristique d’un compresseur.
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Ti

Til

Ti2 |----
Ti2is

Ds s

Fi1a. 2.17 — Caractéristique d’une turbine.

diffusive de la matrice jacobienne 7. C’est ce calcul, en particulier la discrétisation de diffe-
rentes approximations du flux diffusif ainsi que leur linéarisation, qui font 1’objet du chapitre
suivant. Aprés avoir décrit les différentes linéarisations du flux diffusif, on s’intéressera aussi &
la linéarisation de deux modéles de turbulence : le modéle de Michel et al. et le modéle k- de
Launder-Sharma.
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Chapitre 3

Linéarisation du flux diffusif

3.1 Remarques liminaires et notations

Comme expliqué dans la discussion de la section 1.4, différentes approximations sont cou-
ramment utilisées dans la linéarisation du terme diffusif du résidu discret R. Rappelons que le
résidu au centre d’une cellule €2 est un bilan de flux et de terme source :

6
S (Fe+Fd) -3, — T
=1

Ry = Q) , (3.1)

avec Fc + Fd la somme des flux convectifs et diffusifs et T le terme source évalué dans cette
cellule. Il est bien entendu que le résidu discret R et en particulier son terme diffusif Fd ne
sont pas évalués durant le calcul d’analyse avec les approximations que 1’on va décrire dans tout
ce chapitre. Seule la différentielle de ces approximations de flux diffusif apparait dans le code
source.

On cherche donc & calculer la matrice jacobienne % de la maniére la plus précise possible
pour le calcul du membre de droite des équations (2.66) et (2.67). L’approximation la plus
classique est celle dite « py figé » présentée dans la section 3.2. La mise en ceuvre d’autres
linéarisations est décrite dans les sections suivantes.

Dans toute la suite, les deux notations suivantes sont utilisées :

- =t

— k=kr+ k.

En outre, comme dans le chapitre précédent, la convention d’orientation des surfaces indice
croissant est adoptée. Enfin, les gradients de vitesse et de température, les grandeurs fi, k et les
composantes du vecteur vitesse u, v, w, qui apparaissent dans ’expression des différentes formules
de flux diffusif données par la suite, sont évalués aux centres des interfaces . Ce choix a été motivé
par plusieurs raisons. Théoriquement (calcul de l’erreur de troncature), cette discrétisation est
plus précise que I’évaluation des gradients aux centres des cellules. Par ailleurs, le stencil des
formules & discrétiser est plus compact. De maniére générale, les résultats de calculs d’analyse
obtenus avec une évaluation des gradients et des flux aux centres des cellules ne différent presque
pas de ceux avec une évaluation aux centres des interfaces d’aprés Ben Khelil et al. [7] et Jameson
[29]. Enfin, la plupart du temps, indépendamment du choix de I’évaluation des gradients, c’est
une linéarisation a trois points de flux visqueux basée sur ’approche de type « couche mince »

1a valeur d’une grandeur évaluée au centre d’une interface vaut la moyenne arithmétique des valeurs au centre
des cellules adjacentes a cette interface (cas des composantes de vitesse, de i et k).
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qui est utilisée pour construire des matrices implicites de schémas backward-FEuler jacobiennes
approchées (g—%)APP. Le seul inconvénient du choix de cette évaluation est le cotit de calcul et
du stockage mémoire (trois fois plus de données & évaluer et éventuellement a stocker que dans
Papproche évaluant les gradients aux centres des cellules pour un maillage structuré).

Dans ce chapitre, on reviendra souvent sur le passage du systéme de variables dites primitives

Py = (p,u,v,w,p) au systéme de variables dites conservatives Ween = (p, pu, pv, pw, pE). Si

besoin, la matrice jacobienne g—% est exprimée en passant par l'intermédiaire de la matrice
jacobienne %, puis en multipliant celle-ci par les matrices locales de changement de variables
a1:)ce11 .
m avec
1 0 0 0 0
1
- = 0 0 0
P P )
aI’cell _ —E 0 - 0 0 (32)
aI/Vcell 5] P 1
—— 0 0 — 0
v P
——U? ~(y-Du —(y-1v —(v—w y-1

2

Dans toute la suite, on parle indifféeremment de flux diffusif, de flux visqueux des équations
de Navier-Stokes ou de flux visqueux. Par défaut, ces expressions désignent le flux visqueux

du champ moyen dans les équations RANS. On note Fz'v+ 1k le flux diffusif discret évalué sur
27 K

. v _ discret
+3.k Fz‘+%,j,k =Fd Sz’+%,j,k'

une interface frontiére d’indice b, on note Fy/ le flux diffusif discret évalué sur 'interface frontiere
b associée a la surface Sy, : F = Fddiscret | S,

Vinterface d’indices (i + 3, j, k) associée & la surface S, Pour

3.2 Approximation « p; figé »

L’approximation dite « p¢ figé » considére que la valeur du coefficient py au centre d’une
cellule est invariante lors de la modification de la forme et du maillage. La variation des quantités
turbulentes pour la linéarisation du flux diffusif n’est alors pas prise en compte et le coefficient
est considéré comme indépendant du champ conservatif. En pratique, chaque fois qu’apparaissent
W, k1, py ou ki dans une expression & dériver par rapport au champ conservatif W, ces grandeurs
sont considérées comme des constantes, d’ou 'appellation de « uy; figé ». La bibliographie de la
section 1.4 a montré que cette approximation est trés courante. Son intérét principal est que le
choix et la complexité du modeéle de turbulence n’interviennent pas pour la linéarisationa du flux

R

diffusif. On a ainsi une linéarisation approchée mais générale de la matrice jacobienne 53;-.

3.3 Approche de type « couche mince »

3.3.1 Approche « couche mince » physique

Les hypothéses pour se situer dans cette approche sont que le nombre de Reynolds Re est
élevé, et de se trouver au voisinage d’une paroi dans la couche limite (soit I’équation de la paroi :
y = 0). Par contre, cette approche n’est pas satisfaisante dans le cas de forts décollements.
Dans les régions ol I’hypothése de « couche mince » est valide, la partie diffusive des équations
de Navier-Stokes vérifie les équations de la couche limite (équations de Prandtl) : dans le flux
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visqueux suivant les directions x et y, les dérivées dont ’amplitude est prépondérante sont les
dérivées en y (perpendiculaire & la paroi).

3.3.2 Extension de ’approche « couche mince » physique a la linéarisation
du flux diffusif

La linéarisation exacte du bilan de flux visqueux de la phase explicite étant plutdét complexe,
une différentielle approchée en se plagant dans une hypothése de type « couche mince » (voir
[42]) est calculée, i.e. en négligeant la contribution des termes de dérivation croisée. Pour cela, on
consideére le flux continu dans une direction donnée Vi = (ng,ny, n.)T et pour chaque expression
faisant intervenir une dérivée spatiale, seule la partie correspondant & une dérivée suivant V7 est
conservée. En pratique, chaque composante de Fd- V7 est réécrite sous la forme f1 v, + f2,v5,+ f3,15
ou V3 et V3 sont deux vecteurs orthogonaux a Vi et seul le premier terme f7y, est conservé.

On obtient ainsi la formule :

0
—(4,2 2 2 1 1
N((gnz + ny + nz)u7V1 + 3NNy Vv + §nu’cnzw,v1)
=1 2 4,2 2 1
M(gnz”yu,vl + (nx + §ny + nz)v7VI + gnynzw,vl)
Fd- Vi =~ _ 1 1 2 .2, 4.2
M(gnz”yu% + §”x”yv,\/1 + (nm + ny + §”z)w,V1)
1. —1(4,,2 2 2 1 1
kT’yvl +:u'[(1§nm + Ty + nzgu,v14+2§n:cgyv,vl + ?n:cnzw,\/l]u
"H_‘[?nwnyuyl + (lnac + 3Ny + nzgv,vl ;_ 523/727“210,‘/1]”
+la[§n$nzu7V1 + 3NyN2V v, + (nz + ny + §nz)w,vl]w

3.3.3 Détail du calcul de la formule de flux diffusif dans ’approximation de
type « couche mince »

La matrice de flux diffusif (2.24) est rappelée ici :

0 0 0
e — Fvy — Jw.z) fi(uy +vz) Alu, +wy)
Fd — Aty +vz) f(—3uy + 3v, — 2w.) (v +wy)
ﬂ(u,g + W) ,a(U,g +wy) ﬂ(_%u,r - 3Uy T+ 3W,2)
kT’x kT’,y kT,z
+Fdoyiu+ Fdoov + Fdosw +Fdziju+ Fdsov + Fdszw +Fdgu + Fdgov + Fdgzw
(3.4)
Soit
nl’
Vl = ny ’ (35)
Ny

et soient V5 et V3 des vecteurs orthogonaux & V; (pas nécessairement normés). On peut prendre
par exemple :

—Ty 0
Vo= Ny et Vs=| —n, |. (3.6)
0 Ny

On n’écrit ici que les trois composantes liées a la vitesse.
ﬂ((%u,x - %v,y - %w,Z)":c + (Uy + va)ny + (U +wz)n:)
Fdos- Vi=| a((uy+vg)ng + (—%uw + %U,y - %112),2)713, —; (v —|—4w7y)nz) . (3.7)
P((uz +wa)ng + (v +wy)ny, + (_§u,w —3Vy + 3“’&)”2)
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On écrit la deuxiéme composante de Fd - Vi sous la forme fi v, + fo v, + f3,v; et on suppose
que les f; peuvent se mettre sous la forme :

fi = Ainu + Aigv + Agw. (3.8)
Comme on a :
Uy, = UgNg + UyNy + U Nz, (3.9)
on trouve :
(Fd- Vi), = (Mg + A2vz + Aosw o )ng + (Aa1uy + Aoy + Aagw y)ny + (A21u . + Aaov 2 + Aaszw 2 )n,

—(Aglu,z + )\322),95 + Aggw,x)ny + ()\3111,73/ + )\327)73/ + Aggw,y)nx
—()\41u,y + )\4211,34 + )\43w7y)nz + ()\41u,z + )\4211,2 + )\43w7z)ny.
(3.10)

et 'on obtient ainsi le systéme (puisque cela doit étre vrai pour tout champ de vitesse

(u,v,w)T) :
A21ng — )\3lny = %ﬂnz7
A22My — 327y = [Ny,
A3z — >\33ny = png,
)\any + A31np — A1, = 1y,
)\QQTLy + Agong — Agon, = —%[mr, (3.11)

A23ny + Azgng — Agzn, = 0,
A21n; + Aa1ny = [ng,
Aoon, + )\42ny = 0,
A2z + Aazny = —Zn,.
On trouve donc :
4.2 2 2
3N, +ny, +n NgN NgN
)\ — 3'"x Y Z*, )\ — 7y 7, >\ — Tz 77 3.12
BT 2z P TRmz ez 4 BT 3m 12 1) (3:12)
soit, en prenant un vecteur V7 normé :
4 , 9 9 — 1, _ 1 _ 1 _
Ao1 = (gng +ny +nz)i=(gng + i, Ao = gngnyfi, Aoz = Snansi, (3.13)

3* 3" 3 3
et des formules du méme type pour les composantes 3 et 4 de Fd - V;. Pour la cinquiéme

composante de Fd - V7, on écrit qu’elle vaut :
(Fd- V)§M = kT, + (Fd - V})§Mu+ (Fd - V)§Mu + (Fd - Vi) §Mw. (3.14)

On obtient ainsi ’expression d’'une approximation du flux visqueux donnée en (3.3), que
I’on va dériver par rapport au champ conservatif W pour obtenir une évaluation de la matrice
jacobienne %.
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3.3.4 Gradients évalués aux centres des interfaces

On écrit ici la discrétisation de la formule (3.3), avec des notations plus précises pour indiquer
la localisation de I’évaluation des grandeurs aux interfaces :

0
/-_}’z'—i-% (1+ %ni)(u,vl)zq-l + lnrny(UM)H% + %nan(w,‘/&)H%
Fips (gnany(un)is + (14 3ng) (i) + gryna(win) g
ja ﬂi—i—% % nz(v, Vl) +1 + §nynZ(”,V1)i+% + (1 + %ng)(w,Vl)H-%) 1
z+2,]k’ ];; l(T\/l)' R (3 5)

Fhiy 1 ((1 +5n2) (), i+ T 3ty (v, Vl)z+1 + gnanz (W),

D=

—H_‘z'—i-% <§nrny(u,vl)z‘+% + (1 + §ny)(v V1)7,+1 + nynz(w V1)

M\»—‘

1
2

)§u

Soit ¢ une grandeur parmi

L +ﬂz+% (%nznz(u,vl)H-% + %nynz(vyl)z,r% + (1 + gn w V1 it

S 1.
_ i+5,4k P
avec Vi = o—2—, S'+%,j,k étant la norme du vecteur SJr ik

i+dak
{u,v,w,T}. Le gradient de g dans la direction V} est évalué en approximation de type « couche
mince » par :

_ 9i+1Si41 — 9iS;

(912)ir1 v , (3.16)
i+3
avec les notations :
S’LJ’_%?]vk + S’LJ’_%?]vk SZ_f?] k + SZ_'_ 7] k
Si+1 5 ;o Si= 5 ,
Git1 = Gitljks Gi = Yijks (3.17)
9ijk + Git+1,5k _ =
gi-i—% = 9 ’ g€ {U,’U,’U),ILL,]C,V}.
On obtient ainsi :
_ 0 _
i 1(1+%n?g)(ui+1si+1—“isi)+%nzny(vi+15i+1—'Uisi)'i‘%nznz(wi+15i+1—wi5i)
Z+§ VH—Q-
ﬂ ) %nmny(quSHl—uiSi)—i—(l—k3ny)(vz+131+1—vZS-)+%nynz(wi+1SZ~+1—wiSi)
Z+§ Vz+2
M1 %nznz(ui+1si+1_uzs )= nynz('Uz+1SH—l_Uzsz)+(1+%ng)(wi+lsi+1_wisi)
FV Z+§ ;z+'2' S S
7. T; L1
i+1 ,]k: k. 1M i+1 5k
2 it+i VH_? 2
_ (U gn2) (uit1 Sit1—uiSi)+ 3 nany (vit1 Sit1—0iSi)+ 5 nans (Wit1 Sip1—wiSs)
+’u’i+l Yy ’L'-i-l
2 i+% 2
+i %nzny(ui+15i+1_ui5i)+(l+%ng)(vH—lSH—l_visi)+%nyn2(wi+1si+1_'wisi)
'u/i‘i‘% V. 1 ,Ui—i-%
1+2-
_ %nznz(uz‘+13i+1—ui3i)+%nynz(vi+13i+1—UiSi)-l-(l-i-%ng)(wiJrlSiH—wiSi)
T+, 1 W, 1
i+3 V.. 1 i+3
L z+§
(3.18)

Cette formulation fait intervenir moins de cellules (deux) que la formulation « gradient aux
centres » (quatre) pour ’expression du gradient suivant une direction, et par extension, pour
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I’expression du flux visqueux avec approximation de type « couche mince ». On obtient aussi
directement les dérivées de la grandeur (g, ), 41 par rapport & g; et gi41 :
2

Koy _ Sin\ O9M)iny _ s, (3.19)
0gi+1 Vz'—i—% dg; Vz'—i—% : .

3.3.5 Dérivation par rapport au champ conservatif

A\
Chaque composante de Fi+ Lk
)T

est d’abord dérivée par rapport au systéme de variables

primitives Peen = (p, u, v, w,p)* puis multipliée par la matrice de passage gﬁ,—celll] pour obtenir
ce

les dérivées de chaque composante par rapport au champ de variables conservatives Weo =
(p, pu, pv, pw, pE)T. Ainsi, dans le cas d’une interface intérieure, on note :

v

( )
Lk~ (Flains | (3.20)
( )
( )

Les coefficients de conductivité thermique kt et k; sont liés aux coefficients de viscosité
moléculaire p et turbulente yy via les nombres de Prandtl Pr et Prandtl turbulent Pry :

k=kr+k =cp (ﬁr+ﬁ> (3.21)

Ainsi, par la loi des gaz parfaits :

T = , 3.22
PTgaz ( )
on obtient :
- nooom\ Y P
K= —+——) ——=. 3.23
<Pr+Prt>7—1p (3:23)

En pratique, Pr = 0,72 et Pry = 0,9.
La matrice jacobienne au centre de la cellule d’indice (i + 1, j, k) pour la composante de flux
diffusif discrétisé approché Fiv—i- 1, bar rapport au systéme de variables primitives P; 1 au
27 b

centre de la cellule d’indices (i + 1, j, k) est :

0 0 0 0 0

oFY , 0 " 9™ % 0
1+5,7, _ 0 ,_)/xy ,.Yy ,me 0 ) (324)

8Pz'—l—l,j,k 0 ’sz ,yyz ’}/Z 0

ms1  Mps2  Ms3 M54 155
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avec :
7= Hi (1 1"2)S§/+.1'?k5i+1dvk’
S; ijk 2
W= fi s (144 )ifi—ésﬁé,xka
RTIRER e o
Y = QH%%nwny SG:J; SZ'.;.%,j,k’
7 = hmen Sk
VYE = ,az—i-g énynz S{)H Lk G 1529

i+5.0:k

_ S,
ms, = <% + F’f—; il ﬁ/zl ppzl {ji;’“SH-Q,J k>
m52:’yu 1+'7 UH-I—’_’Y Wit (F;,"'z’]k) 7
Mz = 7Y 1+ 1 w1+ (FZVJ'_Q’] e
Mmsq = ’eruzﬂr% + ’Vyzvﬂr% * ’yzw”% + %(Fiv+§vjvk)4

_ [ ® Ut v 1 Sit1,5.k
M55 = (Pr + Prt) il Y7L pita V+1 Si+%7j,k'
2

et les notations de (3.17). La dérivation par rapport au systéme de variables primitives P; ; ;, au
centre de la cellule d’indices (7, j, k) donne des formules similaires & la précédente, en changeant
les Si+1,j7k en _Si,j,k’-

3.3.6 Traitement des conditions aux limites

Dans cette sous-section, pour alléger les notations, I'indice 0 désigne le triplet (0, j, k).

Pour le flux diffusif en approche de type « couche mince », seule la condition aux limites
de paroi adiabatique avec adhérence a la paroi est linéarisée précisément. Cette condition aux
limites impose les relations : py = 0, U = 0 et VT = 0 a l'interface (voir section 2.6). Le volume
de contrdle d’intégration pour le calcul du gradient & l'interface frontiére b vaut la moitié du
volume de la cellule adjacente a la paroi (d’ou W, = %VO).

L’approximation de flux discrétisé, donnée dans la relation (3.18) devient alors, en tenant
compte de la nullité de la vitesse U, de uy et de VT’ a la paroi, en prenant p = ug sur la paroi
et toutes les normes de surface qui apparaissent égales & Sy, :
[ 0

(1+%ni)uOSb—i-%nznyvosb—l—%nznzwosb

240 Vo
1 1 1
By = | ap st dibus, s, | g, 826
0
2% %nmnzuosb-i—%nynzvosb-‘r(l—ﬁ—%ng)wo&,
0 Vo
0

La matrice jacobienne au centre de la cellule d’indice 0 adjacente a la paroi, pour la compo-
sante de flux diffusif approché F} par rapport au systéme de variables primitives Py = Py j
dont les valeurs sont prises au centre de la cellule d’indices (0,7, k) est :

0 0 0 0 0
0 (1+4in2) inmn ingn 0
OFy 25 swl o 8 .
OB P 0 @t dnne 0| s, (3.27)
0.3:k 10  gngm. smynz  (143n2) 0
0 0 0 0 0
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N

— a Volume de discrétisation

X' Centres de cellules

Paroi MIN Paroi MAX

Fig. 3.1 — Stencils de lapproximation du flux diffusif discrétisé a une interface paroi (b, )
d’indices MIN et MAX avec gradient évalué au centre des interfaces, avec approximation de type
« couche mince ».

Pour le cas d’une frontiére autre qu’une paroi adiabatique, une matrice jacobienne est construite
comme celles provenant de la linéarisation d’une condition aux limites au bord par troncature.
Le volume de controle de la cellule vaut celui de la cellule adjacente 0, la somme des viscosités
vaut celle au centre de la cellule 0; de méme pour k. La vitesse & 'interface frontiére b est prise
égale a la vitesse au centre de la cellule 0 pour la cinquiéme composante de F}/ et est considérée
comme constante par rapport aux composantes de vitesses dans la cellule adjacente (pour la
dérivation).

Le flux visqueux discrétisé donné dans la relation (3.18) devient alors, en prenant g1 = fig :

0

/_L (1+%ng)uoSb-i-%nznyvosb—k%nmnzwo&o
0 Vo

i %nmnyuoSb—i-(l—i—%ng)voSb—i-%nynzwosb
0 Vo

,l_l lnznzuosb—i-%nynzvosb—i-(l—l—%ng)wosb

3

0
FY l?:o ngb Sh. (3.28)
0

(1+%ng)u05b+%nznyvosb—i-%nznzwosb

o
Il

tho 1 1 Vo 1
_ gnznyuosb—i-(l—i-§n§)v05b+§nynzw05b

+Ho v Vo

0
%nznzuosb—l—%nynzvosb—l—(l—&—%nz)wosb

| —l—ﬂo Vo

On obtient alors la matrice jacobienne au centre de la cellule d’indice 0 adjacente a la frontiére,
pour la composante de flux diffusif approché F} par rapport au systéme de variables primitives
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Py ;1. dont les valeurs sont prises dans la cellule d’indices (0, j, k) est :

0 0 0 0 0
OFY S 0 fo(l+ %’I’L%) ﬂO%nrny ﬂOlnxnz 0
b b 0 TR fo(1+1in2)  foinyn. 0 | Sh, (3.29)
0Py Vo /ito‘i’ v ,uoil syl P3N
> 0 fogngn. fognyn.  jo(l1+3n7) 0
ms1 ms2 ms3 M54 mss
avec :
ms = fio((1 + 3n2)ug + Fnanyvo + 3nzn.wo),
mss = fio(3nanyuo + (1 + %nz)vo + 3nynwo), (3.30)

M5y = ﬂo(%nxnzuo + %nynzvo +(1+ %ng)wo),

— (ko o) v 1
M55 = (Pr+Prt) y—1po"°

\

3.4 Linéarisation du flux diffusif sans approximation de type « couche
mince » & « g figé »

Dans la section précédente, grace a ’approximation de type « couche mince », une approxima-
tion du flux diffusif simple & dériver par rapport au champ conservatif ainsi qu'une linéarisation
du flux visqueux ont été construites, ce qui nous a permis d’obtenir une évaluation de la matrice

jacobienne %. Dans cette section, pour le calcul des termes % intervenant dans la matrice

jacobienne g—vlf,, on supprime toute hypothése simplificatrice de type « couche mince » concernant
I’expression du flux diffusif mais en conservant I’hypothése forte de « 4 figé ». En particulier, au-
cun terme de dérivation croisée n’est négligé. L’approche retenue pour I’évaluation des gradients

est toujours une évaluation aux interfaces. Des résultats plus précis sont donc attendus.

3.4.1 Premiére formulation

On procéde comme pour la discrétisation et la dérivation du flux visqueux en approche de type
« couche mince ». On considére le flux visqueux dans une direction donnée Vi = (ny1, ny1, n.1)T.

Soient trois vecteurs formant une base (en pratique, on prendra ici les trois directions de
maillage, leur sens étant toujours choisi suivant les indices croissants ; dans ce cas-1a, les vecteurs
de base ne sont pas nécessairement orthogonaux deux a deux) :

Mgl Uz Ng3
V1 = nyl s V2 = nyQ s V3 = ny3 . (331)
nz1 Nnz2 23

On écrit les composantes de Fd - V; sous la forme f1 1, + f2.1, + f3,1; et on suppose que les
fi s’écrivent sous la forme :

fi = Ainu + Aigv + Agw. (3.32)
Notons (u,v,w)T la vitesse a I'interface (i + %, J, k) sur laquelle on calcule le flux diffusif.
Ainsi :
0
ﬂ((%u,r - %U,y - %wz)nwl + (U,y + U,w)nyl + (U2 +wz)n.1)
Fd -V, = (Uy + va)na1 + (—3uz + Fvy — 2w )y + (v +wy)na) |- (3.33)

2

1
ﬂ((u,z + w,r)nrl + (U,z + w,y)nyl + (_%U,x —3Vy+ %w,z)nzl)
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En développant les gv;,.,9 € {u,v,w} et m € {1,2,3} sous la forme :

9V = 9.xNazm + 9 yNym + 9,:Mz2m, (334)

par identification, on obtient ’expression d’une approximation du flux visqueux sans approxima-
tion de type « couche mince » :

A(A211u,y; + A2120, 1, 4+ A213w, vy, FA221U v, + 222015 + A223W v
+A2311, 15 + X320 15 + Aazzw vs)

A(As11u,y; + A3120,v; + A13w,y; FA321U. v, + A3220, 1, + Ag23W 15
+A3310,v5 + A3320 15 + Azzzw,v3)

A(Aa1w, v, + Ai2v vy + dsw vy FA 21w v, + 2201, + Aa2sw v,
g1, v + A3 vs + Aazzw,vs)

Fd -V, = . (3.35)

ETv, + @ [ Xoniuy, + A2ievy, + Aaisw v,
+A221U v, + X222V 15 + A223w v,

+A231U, 15 + A232v v + Aozzw v u
+ [ Astiuy, + Azievy; + Azisw v,
+A321U, 1, + A3220, v, + A323W 1,

+ 331,15 + A3320 15 + Asszw vy ]v
+ 0 [ Aniuy; + Aoy, + Adsw
FAa21U, v, + X220 v, + Ag23w 15

+A4310,v; + Aa32v,v; + Aazszw vz |w

ott les A\jmn, (I, m,n) € {1,2,3}3 sont solutions de systémes linéaires de type :

Ail1Ne1 + Ai21Ma2 + Niz1nes = i,
Ai2Nz1 + NioaNz2 + Aizang3 B,
Ai13Nz1 + Ai23Nz2 + Aiz3Nes 3,
Ai1My1 + Ai21My2 + Aiz11y3 Ba,
Ai2Ny1 + NigaNy2 + Nizangg = G, (3.36)
Ai13ny1 + Ni23ng2 + Aizangs = G,
Ail1Mz1 + Ai21n22 + Ai31m23 B,
Ai12n21 + Ai2anz2 + Aizanz3 s,
Ai13nz1 + Ai2gnz2 + Aiggnzz = B,

avec (1)1=1,...,9 fonctions de nz1,ny1 et n.1.

Dans Ay, ! désigne le numéro de composante du flux diffusif, m la direction de dérivation
(parmi Vi, Vo, V3) et n la composante directionnelle (1 pour z, 2 pour y, 3 pour z2).

Ainsi, pour la premiére composante (puisque cela doit étre vrai pour tout champ de vitesse

(u,v,w)") -

A211Mg1 + A221 M2 + A31Ma3 =  3Mat,

A212Mz1 + A222Ma2 + A232Ma3 = My,

A213Mz1 + A223Ng2 + A233Nzz = N,

A211My1 + A221My2 + A2311y3 = Ny,

A2127y1 + A2227y2 + A23any3 = _%n:cly (3.37)
A213My1 + A223ny2 + A233ny3 = 0,

A211M21 + A221M2 + A231M23 = N,

A212M21 + Ag22mz2 + Aogomzz = 0,
2
A2137M21 + A223M2 + A2a3gnzg = — 35N
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On a en fait pour chaque composante non pas un systéme de 9 équations a 9 inconnues, mais
trois systémes découplés de trois équations & trois inconnues.
Pour la premiére composante, on a ainsi :

4
A211Mg1 + A221Mz2 + A231M23 = 3041,
A211My1 + A221My2 + A2311y3 = Ny, (3.38)
A211721 + A221Mz2 + A231mz3 = N,
A212721 + A222Mz2 + A232Mye3 = My,
2
A212ny1 + A22aMy2 + Aasanys = —ENa, (3.39)
A212M21 + Ag22mz2 + Aogamzz = 0,
A213N41 + A223Na2 + A233Naz = N,
)\glgnyl + )\223ny2 + )\Qggnyg = 0, (340)
2
A2137M21 + A223M22 + Aoa3gNzg = — 3N
Chaque systéme a pour déterminant :
Ng1 TNax2 Ng3
det(ni,n2,m3) = | ny1 Ny2 Ny3 (3.41)
Nzl Nz Ne3
On trouve ainsi (formules de Cramer) :
4
3Nzl Nz2 Ng3 Zyl Ng2  Nx3 Uz Ng2  Ng3
Nyl Ny2  Ny3 —5Ng1 Ny2 Ny 2O Nyo  MNy3
Moty — Nzl Nz2 N3 Moty — 0 MNz2 123 Mot = —3Nz1 N2 7Mz3
211 det(mi, ng, n3) 212 det(mi, ng, n3) 213 det(mi, no, n3)
Nzl 3Nzl MNg3 Nzl Ny1 Nz3 Nzl Nz1 N3
2
’I’Lyl nyl ny3 nyl —gnrl ny3 nyl 20 ny3
A Mzl Mzl Me3 A _nxn 0 123 A I Nz1 —3Ng1 Mgy
221 det(nl, no, 71,3) ’ 222 det(nl, no, n3) ’ 223 det(nl, no, n3) ’
Nzl MNgz2 3Nzl Nzl MNg2 Ny1 Nzl MNg2 Nnz1
2
Nyl Ny2 Ty1 Tyl Ny2 —gnxl Nyl Ny2 0
2
A _ PNz Mgz Nl A Nz N2 0 A Nz N2 —3MNg1
231 = ,  A232 = y  A233 = )

det(nl, ng,ng) det(nl,ng,ng) det(nl, n2,n3)

(3.42)
et des formules du méme type pour les composantes 2 et 3. Pour alléger les notations, on conserve
dans ce paragraphe les notations Ay, pour exprimer Fd- S, 1k L’expression des flux visqueux
(3.3) et (3.35) fait intervenir les gradients de grandeurs dans la direction V; (mais aussi Vs et
V3 pour le cas (3.35)).

3.4.1.1 Dérivation de gradients de grandeurs évalués aux interfaces

Maintenant que ’on a déterminé les coefficients Aj,.p, il reste & donner les formules de déri-
vation des gradients de composantes de vitesse et de température. Soit g, une grandeur parmi
{u,v,w, T} dont on souhaite évaluer le gradient sur l'interface (i 4+ %, J, k) (on procéde de méme
a une permutation d’indice prés pour une interface (i,7 + %, k) ou (i,7,k + %))

Les notations utilisées sont les mémes que pour la figure 2.5, figure reproduite ci-contre.
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X X
(i, j+1) (i+1, j+1)
| q
| (+1/24j+172) |
|
X X
('i )] (i+3 §)
! |
(+1725-172) I_ 4 Volume de discrétisation
.><. . ><_ X' Centres de cellules
(i,j-1) (i+1,j-1)

O Noeuds ot les grandeurs sont extrapolées

F1G. 3.2 — Stencil de 'approximation du flux diffusif discrétisé a l'interface d’indices (i + %, 7)
avec gradient évalué au centre des interfaces. Pas d’approximation de type « couche mince ».

On a les expressions suivantes, pour la discrétisation du gradient de g, g € {u,v,w, T} évalué
a U'interface (i + %,j, k) dans la direction V,,,n € {1,2,3} :

Gi+1,jkSi+15k " Vo — GijkSijk- Va
T 9t et kSt it Voo — 9t 1St Ly Vi

2 2
gvn = (3.43)
1%
avec Y = Ll thLIL
g . Si+%,j,k+si+%,j,k g N S‘f%,j,k"_sw%,j,k
i+1,5,k = ) ) 1,5,k - 2.
S i Si,j+%,k+si+l,j+%,k S i Si,j—l,k+si+l,jf%,k (3 44)
it g+g.k T 2 ) it g5k T 2 ) :
S i Si,j,k+%+si+1,j,k+% S i Si,j,k—%+si+l,j,k7%
7’+%7]7k+% - 2 ? 7’+%7]7k_% - 2 ’
et

Gt 1. = 9ijk T Git15k T Jig+1k + Jit1,j+1k
7'+§7]+§7k - 4 ’
Gt _ Gigk t Git1 5k T Gij—1k T Git1, -1k
7'+§7]_§7k - 4 ) 4
Gijk T Git+1,5k T 9ijk+1 + Git1,5,k+1 (3.45)

- Y

Jit+Ljk+d

9ijk + Git1jk + éz’,j,k—l + Git1,5,k—1
9it+3,5,k—3 1 :

On a donc le méme type de formules pour les directions Vi, V5 et V3, en substituant a n
les indices 1, 2 ou 3. Pour le gradient d'une grandeur évalué au centre d’une interface, le méme
volume de contrdle V est utilisé pour les trois directions de dérivation Vi, V5 et Vj.

La dérivation du gradient de g évalué a linterface (i + %, Jj, k) par rapport au champ aéro-
dynamique dépend donc de dix cellules en croix (resp. six) pour un probléme tridimensionnel



7

(resp. bidimensionnel), comme on a pu le voir & la sous-section 2.3.2. Ainsi :

89,Vn
99ij.k
9g9,vn
99iv1,5k
9g9,vn
09ij 11,k
9g9,vn
89@;’—1714:
ag,Vn
99 j k+1
ag,Vn
89i,j,k—1

<= <le

P Sitlirle = Sipli-lk I Sivljprt = Sipt -l v

Sivtint Sivljete— Siplj 1y 1‘ Sitlikd = Sitd -1 v
Sz'—l—%,j-i—%,k -~V 09,vn B Si+%,j+%,k Va
4V ’ 09i+1,j+1,k 4y ’
Sz‘+%,j—%,k' Va 9g9,vn B Sz’—i—%,j—%,k' Vi
T B T L W
Si-l-%,j,k—i—% . Vn a‘g"/n B SZ""%J,/H—% . Vn
4V ’ 09i+1,5,k+1 4y ’
Si-i-%,j,k—% . Vn ag,Vn B SH-%J,k—% . Vn

4V ’ 0git1,jk—1 4y
(3.46)

Ainsi, en gardant les notations précédentes, on a les expressions des dérivées du flux diffusif

discrétisé appliqué a la surface d’indices (i + %, J, k) avec la notation g, 1 =g,
2

A\
0 i+3.0k i
Oucen o
A\
8F¢+§,j,k —z
Ovcen o

[N

N|=

P
+ [A311

+ [)\411

ou ou

V1

Qucen
u vy

Qucen

A211

Ou v,
+ )\321 Qucen

A311

u_yvl u=V2
M1l gy T Mgt + M3

ou
[)\211

Vi

) U,V
OQucen

0
+ X221 ’21+

OQucel

u}vl
Oucen

8u)v2
+ )\321 Oucen

Ou,v,
Oucen

+

Ou, v,
Oucen + )\421 +

0

o v,
QUcen

(Y

v vy
QVeell + )\222

(Y

A212

A312

'l)_yvl 'l)_yv2 Ve

)\412 Vel + )\422 Ovcenl + )\432 Ovcen
8v7v1 81;7‘/2 81;,‘/3

[)\212 Ovcel + Aoz Ovcell + A2z Fvcarr | it
8v7v1 81;,‘/2 81;,‘/3

+ [)\312 Foeen T A322 Doeen T A332 Fvcenr | Vit3

v vy O v,
+ [Mum + A2z, + Aas2

, Ve
+ A1 705 + A2zt
+ A331

+ A232

V1 Vo
a'Ucell + )\322 a'Ucell + )\332

1

27j7k )

Ou, v,
Qucen
U v,
Qucen
u=V3

Oucen S. 1
1+ 2 Jvk ?

i+

| ;

2
o

(3.47)

8u1V3
OQucen

ou

A231

,V3
Oucen

A331 Uiyl
Ou, vy
Oucen

A431

O, v,
QUcen

’l)’v3

Qucell
() Vd

S.

i1,k

(3.48)

1
2

2

v vy
Ovcen

Wiyl

]
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OF" ,
i+3 .0,k i
_— = L1
Oween i3

sicell € {(i,7+1,k),(i,5 —

1L, k+1),i+1,5,k—1
Par contre, si cell € {
\'2
8FZ+ 55 k _
OUcell 2
\4
8F2+2 I,k _
_ "o -
OUcell IMH_E
\%
8F2+2 I,k _
T = i1
Oween 2

O

ow W vy
3w 11 T )\223 3w 11 bt A Oweell

w V3
Qween
'LU’V3
Oween

>\213

A313 —8wcen + A323 —8wcen + A333

A413

'Ll)’v1 'Ll)’v2
Oween + )\423 Oween + )\433

8w}v1 8w,V2 awaB
[)\213m + >\223m + X233 gy | Uit

W, vy
+ [)\313 T A 3w 2+ As33 0 I } Uiyl

w, v
+ [)\413 Jwcer T pPRAAC) 8w =2+ 33 RIS 3} w,,

LE),G+ 1,5+ 1,k),0GE+1,7—

1
2

)}
(1,7,k), (1 +1,5,k)}, on a:

0
P E duv.
A211 5+ Aot 52 + \ggp gsd
OUcell

Qucen Qucen

ou y.
2+ \33q 50

Ve
Jug 11 Qucen

ou ou'v,
L+ \j21 3u =+ A1,

ou.y;
[Azu Gucas T Aoa1 o au =+ Aoz gy 3] Uit

)y,
A311 uc 111 + Az21

A1

8u ell

1

U,y U, Vo V3
+ |:)\311 a“cell + )\321 a“cell + )\331 a'Ulce11:| vi+§

8u}v1 8u}v2 (9'u4’v3
+ |:)\411 Oucen + )\421 Oucen + )\431 Oucen wi"‘%
1 discret
+5(Fd Myl k)2

0

v,y RV, RV,
Azlzav—lll + )\22237,—]21 + Aaza gt
vy,

As125,+ 37, a L+ A3ga5,-2 37, a 24 X332y
() Vd

Ucell

M2 5, av o T )\422 av 2+ Mza gt

|:>\212 81} ell + >\22 81} ell + )\232 8’0’ 3] ui+%

+ [)\312 OVce Vl + Az2 V2 + Ass Bv 11} vi-i—%
+ [)\4123vvl + A4 V2 + A3 av 11] Wiy 1
_|_§( ddlscret . ni—i—%,j,k)?’

0
ow vy ow v, ow v,
)\213 OWeell + )\223 Oweell + )\233 Oweell
'LU’V3
Oween
'LU’V3
Oweell

'Ll)’v1 'Ll)’v2
A313 7 T A323 55,0 1 As33

'Ll)’v1 'Ll)’v2
AM13 g + Mesgpit + Auss

ow,y; ow v ow v
[A213W111 + >‘223W121 + A3 g | Uiy

ell
+ {)\313

N[

+)\33

w,v3
8w ell 8w ell +)\3 8w }UH-%

+ {)\41331” perialivr 3aw’ 2 4 A3 3awv3}w

1
ell i+

discret
+§( Fd : ni—i—%,j,k)‘l

1ak)7 (Zvjak + 1)7 (’L,],k‘ -

Sitdgk

Sitdik:

it+1,5k0

i35,k

(3.49)

1), (i +

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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Pour la dérivation par rapport & p et p, seule la dérivée de la cinquiéme composante est
non nulle. Comme dans la section précédente, on utilise la relation (3.23). On a alors, pour tout
triplet d’indices cell,

A\

M: ﬁ ﬁ Y —DPcell aT,Vl L (3 53)
Opcell Pr Pry/)vy—-1 pgell OTeen i+5,0,k .
v

OFSind (i m\ v 1 0Tmg -
Opcen Pr Pry ) v —1 peen 0T el i+35.0k " :

Une fois obtenues ces dérivées dans le systéme de variables primitives P, il reste & repasser

en variables conservatives via la matrice de passage g ﬁ,cellll.
ce.

3.4.1.2 Traitement des conditions aux limites

Pour le flux diffusif, tout comme dans ’approche de type « couche mince », seule la condition
aux limites de paroi adiabatique avec adhérence a la paroi est linéarisée précisément.

Pour tous les types de frontiéres, les notations suivantes sont adoptées; elles sont inspirées
du traitement des interfaces intérieures. Soit g, une grandeur parmi {u, v, w, T} dont on souhaite
évaluer le gradient sur 'interface frontiére b dans la direction i.

D X X CD/

o

,J+1) (0, j+1) (imax-1, j+1) (by)
o e
i e
X X

L J) : ©.j) (imax—{, NG %))

o o -
A= A4 1
+1/4, -1/2) (b—1/4,j-|/ 1

R
— a Volume de discrétisation
%) X X O/

-1 (0.j-1) (imax-1, j-1)(a/3-1)

X Centres de cellules

O Lieux ot les grandeurs sont extrapolées

Paroi MIN Paroi MAX

Fia. 3.3 — Stencils de 'approximation du flux diffusif discrétisé a une interface paroi (b, j)
d’indices MIN et MAX avec gradient évalué au centre des interfaces, sans approximation de type
« couche mince ».

On se place dans le cas d’une frontiére d’indices « MIN » (voir figure 3.3) ; dans le cas d'une
frontiére d’indices « MAX », on substitue & tous les indices 0 de premiére composante, ’indice
imax — 1. On a les expressions suivantes, pour la discrétisation du gradient de g, € {u,v,w,T}
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évalué a linterface b dans la direction V,,,n € {1,2,3} :

90,j,k80,4.k - Vi — 9b,j k8 - Vi
1 1
+gb+i’j+%’kiso’j+%’k ’ Vn B gb-i—%,j—%,kis(),j—%’k ’ Vn

1 1
00111250041 Vi~ b4t jk-1350 61 Vn

9V, = - ’ (3.55)
avec V = %VO_
Sy, + S
S, = b obit (3.56)
2
et
_ b4kt 904k + 9bj+1k t G041k
Iotqityk = 4 ,
Govr o1, = Toudk G0k F Go—1k + G051k
bt lj—d k= 1 ,
_ 9b4,k Tt 90,5,k T Ib,j,k+1 T G0,5,k+1 (3.57)

Ibo+ijh+i = 4 ’
X 9k + 90,5,k T 9b,j,k—1 + 90,5,k—1
gb+Z7]’k_§ 4 :

On a donc le méme type de formules pour les directions Vi, V5 et V3, en substituant a n
les indices 1, 2 ou 3. Tout comme pour les interfaces intérieures, on peut remarquer que pour
I’évaluation du gradient d’une grandeur au centre d’une interface, on utilise le méme volume de
contrdle V pour les trois directions de dérivation Vi, Vs, et V.

La dérivation du gradient de g évalué a l'interface frontiére (b, j, k) par rapport au champ
aérodynamique dépend donc de cing cellules en croix, comme on a pu le voir & la sous-section
(2.3.2). On obtient ainsi les formules de dérivées :

99.v;, _ i S + SO,j—i—%,k - So,j_%Jf + So,j,k+% — SO,j,k—%) v
990,k y 7P 3 s
%9.. biegk Voo Ogw,  _ Sogga Ve (3.58)
990,541,k 8V D901k YR
99,vx, S0k+1 " Vi dg.v, So k-1 Vn
99o,j,k+1 8V D90 k1 Y, :

Les conditions imposées a la frontiére, ainsi que le choix des volumes de controle sont les
mémes que dans le cas de I'approche de type « couche mince ». On prend Vi, = (up, vy, wp)t =
(0,0,0)" a la frontiére (adhérence & la paroi), d’olt 1es gbjk, Gb.j+1.ks Gbj—1.ks b jk+1s Gbjk—1
qui sont nuls si g € {u,v,w}. Pour les notations utilisées, on pourra se référer a la figure 3.3.
L’approximation du flux diffusif a discrétiser puis différentier, donnée dans la relation (3.35)

devient alors :

X211, v, + A2120, v, + Ao13w, vy

Fd.S - A311u,v; + A3120,v; + As13w 1,
i+ Lk = HO

A1y, + A0y, + Aqzw, v,

0

+A221U, v, + A2220 v + A223w 1
+A231U, 15 + A2320,v5 + A233w v
+A321U, v, + A3220 15 + A323W 15
+A331U,v5 + A3320,15 + A333W,15
FAa21U, v, + A4220 v, + Ag23w 15
+A431U, 15 + Aa320,v5 + Adzzw, v
0

(3.59)
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Ainsi, en gardant les notations précédentes, on a les expressions des dérivées :
0
Ou, vy Ou, v, Ou vy
A211 (8uce11)b + A2z <8uce11 b + A2zt ucen ),

ou ou ou.y.
V7 , Ve V3

=po | Asul (8u—ce111)b + Az21 <8u—ce121>b + Asa1 (8uceu)b Sb, (3.60)
8u,v auyv a'u,’vf
Ad11 (—a“celll)b + Aa21 <—8uce121 )b + Aa31 (auce;)b
0

si cell € {(0,7,k),(0,5 +1,k),(0,5 —1,k),(0,5,k+1),(0,5,k — 1)} (cas d’une frontiere d’indices
MIN) et des formules similaires pour les dérivées par rapport & wveen et weenn, €n permutant les

OF k‘)/
OUcen

)\lmn-
Pour le cas d’une frontiére autre qu’une paroi adiabatique, une matrice jacobienne est construite

comme celles provenant de la linéarisation d’une condition aux limites au bord par troncature.
Les mémes hypothéses que dans ’approche de type « couche mince » sur les choix de volume
de controle, des viscosités, des coefficients de diffusion thermique et des composantes de vitesse
a l'interface sont utilisées. Ainsi, en gardant les notations précédentes, on a les expressions des
dérivées :

0
dan (i), e (7 ), + e (53),
A311 (ng;)b + As21 (ZZ’ n) + As3 (gzév]ﬂb
aaulzgl — g 11 (a%Zc‘e/lll>b + 21 (agZ’c ll)b + Aaz1 (agZ'c‘;l>b Sp, (3.61)
D (i), + 2o (), + oo (i), o
+ [A?,n <8u 111)b + A321 (gz 11)b + A331 <8u H)J 0

Ou, v, ou v Ou v
+ P (), +dem (i), + e ()| oo
sicell € {(0,5 +1,k),(0,5 — 1,k),(0,7,k +1),(0,5,k — 1)} et des formules similaires pour les

dérivées par rapport & vcen et Ween, en permutant les A, (n = 2 (resp. 3) pour dérivation par

rapport & veen (resp. Weel))-
Par contre, si cell = (0,7, k) :

0
811/’\/1 8’[1,7\/2 8“7‘/3
Aa11 (auceu)b + A2z (8uce11 o A G ),
811/’\/1 8’[1,7\/2 8“7‘/3
As11 (au u)b + As21 (au ar )y T 331 { Fugan b
811/’\/1 8’[1,7\/2 8“7‘/3
aFV )\411 Ocell + )\421 OUcenl + )\431 OUcell
b _ g, b b b Sh (3.62)
= ou, v, Ou, v, Ou,vy ’ -
OUcell [)\211 ( T )b + Aogp <8ucen b + X231 Dutcen ), UuQ
ou \%1 au,VQ du V3
* [)\311 <auce11>b +Aa (aucell b + A3 Fticen ), Yo
ou, v, Ou vy O, vy
+ | M Oucen + A2 Oucen + Azt Oucen wo
b b b

_‘_%(Fddiscret X nb)2

On a des formules similaires pour les dérivées par rapport & veen €t ween €n permutant les
Aimn €t les termes %(FddIscret ) Sp avec (FAYS® . py), . n-iéme composante de FA4seet . py
n € {1,2,3}.
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Pour la cinquiéme composante de Fy/, on a les formules :

O(Fy)s < ot > Y —DPeell <8Tv1>
(e Vi) og, 3.63
apcell Pr Pry 07— 1 P?eu OTcen b b ( )
O(Fy)s ( o > v 1 <8TV1>
=l =+ = ’ Sh. 3.64
Opeen Pr Pri /v —1pcen \OTcen /)y, b (3.64)

3.4.2 Deuxiéme formulation

Dans cette sous-section, le flux diffusif est exactement dérivé tel qu’il est discrétisé dans le
bilan de flux R, mais toujours en conservant I’hypothése « u figé ». L’expression du flux diffusif
s’écrit toujours :

0 0 0
ﬂ(%u,w :%,U,y - %w,z) fi(uy +vg) fi(u,z + we)
Fd = luy +v.a) A—Fua + gvy — Fwz) v,z +wy) , (3.65)
fi(u,z +wge) v,z +wy A(—Fug — 3vy +3w0,.:)
KT, + KT, + KT, + ...
et
0
ﬂ((%u,w - %Uyy - %w,Z)nr + (u,y + U,w)ny + (U +wg)ns)
A((u y + V)N + (_%u,w + %U,y - %w,Z)ny + (v + w&/)nz)
Fd. V; = (s +wa)ne + (vz +wy)ny + (=3 = vy + Fwz)ne) . (3.66)
l;?(Tz”:v + Tyny + T 2n2)
+ﬂ((§u,x - %v,y - %w,Z)nx + (uy +vz)ny + (v + w,x)HZ)ui+%
Fi(y +ve)n + (—3ug + 5oy — Fws)ny + (Vs + Wy )Nz )01
(s + wa)ne + (v, +wy)ng + (—Fue — Juy + 3w e)n)w; 1
T Sl 3,k . . T 1
avec Vi = (ng,ny,n,)" = g—=— et U vitesse sur l'interface d’indice (i + 7, j, k)
itk

3.4.2.1 Dérivation de gradients de grandeurs évalués aux interfaces

A i, pue, ket k; constants, il ne reste plus qu’a dériver la discrétisation des gradients de
vitesse et de température qui apparaissent dans ’expression (3.66) par rapport au systéme de
variables primitives P puis de passer en variables conservatives par la matrice de passage
9Pcal (gquation (3.2)). Dans ce qui suit, on utilise les notations :

oW cell

Wi jk + Wit jk

Uipd = Uirljik T T o5

v v Vijk + Vit jk

“+a 30k 2 ’ (3.67)

Wi 5k T Witl jk '

Wil = Witlje = ) ,

m J— 17 'Ltlmjyk M74+17]7k

Fivl = Hitlje = — o5

les grandeurs d’indices 4,7,k (resp. i + 1, j, k) étant les grandeurs dans la cellule gauche (resp.
droite) de linterface (i + 3, j, k).
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Pour la dérivation des composantes de vitesse u,v,w et de la température 7', on utilise les
mémes formules que dans la section précédente, sachant qu’ici, les vecteurs V,, sont les vecteurs
des directions cartésiennes e, e, e,. En effectuant le produit scalaire de vecteur surface par e,
par exemple, on obtient alors les formules :

O _ 1 (g St S e~ )
09i j k % 0] 1

# - 2 Sf+1jk+8f+2’]+2’k Si?’ *’k+Sx+2J’“+2 Sirzvﬂk

Git+1,5,k 1% > 4 )

_ 99z _ Sf+%vj+%7k 09 _ Sf+%,j+%,k

0Gij+1,k 4V 7 0141k v (3.68)
89@ _ S;:'z’] 5.k ag,r . Szz—i-Q,] k

Ogij—1k A gk _T’

A YR T A

0gijrer vV 7 gk 4y

99z _ Sfﬂ Jok—3 094 B Szx+2 ok~

0gigh—1 AV Ogingaa _T’

et des formules similaires pour les dérivées par rapport a y et z.

On a ainsi les expressions des dérivées si cell € {(i,j + 1, k), (4,5 — 1L,k), (i + 1,5+ 1,k), (i +
1 J— 17k)7 (Z7jvk + 1)7 (Zaj7k - 1)7 (Z + 17j7k + 1)7 (Z + 17j7k - 1)} :

0
— 4 Oupg Ou .y ou, -
Mi+% (3 a'“‘cellanx Oucen nay Oucen nz)
_ U,y 2 0ug
8FV 'u’i'f‘l ( 8ucen nz 3 aucen ny)
2+2,]k‘ (8uzn _ 2 0ug )
ou 1 3 Qucen ; 3 Oucen
ce — 4 u ,T U,y 2
Pt L (3 Feen ' T Fuy v Tt Buy ”z)“z’+§

Lk (3.69)

_ .y 2 Oug

+ MZ+% (8uce11 N 3 %’U«cell ny)vi'i'%
= U,z _ g U, x

+ M7‘+% (a“cell N 3 a'“'cell nz)w?""%

0
— 2 Bv,y v,z
Ni-i-l( 3 Vel Ng + Ove un )
_ a0 4 Ovy Ov, -
OF , it 3 G & 5 gy ™ T T =)

i+t 5.k 2 Ovy
3’072 = Hiyd (8vce11 ny 3 Jucen nz) Sz‘+l,j,k ) (3.70)
cell _ 2 51} 2
MZ"F%( 3 8vce11 x + 8’0 un ) Z+1
_ ov ov,
+ /‘z‘+;(av et 3av ny + 8vce11nz)vi+%
v . 2

+ ’LLZ"F% (8vce11 ny - 3 81}0611 nz) ’L+%
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FY ,
9 z+2,]k .

Oween

0
= 2 Jw \Z
'ul“r 1 ( 3 8wceu :L‘ +
2 Ow, 8w,y
ng- ( 3 8wce(191 ny OWeell Z)
_ W, W,y 4
Mgl (cheu zt+ OWee ’I’Ly + 3 cheunz)
_ W,
Nz’+;( Fouea e T ucy ”z)“i+l
+ — ( 8w 2z 8 )
Fit 21373 Buwgen 'Y aw Vipl

W, x 4 a'w 2z
T Ryl 1 (5w Ty + 3 B 2 ) Wit

Mg + awcell %

Par contre, si cell € {(4,7,k),(i +1,4,k)} :

8 v
7,+2,]k’

OUcen

oFY |

z+2,]k

OVcen

FY ,
9 z+2,]k .

0 Weell

0
_ 4 8u,z 8u Ouy
it 3 (§ Ditcerr " T Duigen " T aucell )
— (8u7yn_28uzn)
'ui'"l 8auce11 z 3 %ucell Y
U,z 2 Oug
MZ‘;_ (8ucell nr o gaucellglz)
_ 4 Ou. g U,z
l‘z’+§(3aauceu zt+ ag LNy o+ ) Uy
— Uy 2 Oug
+ NZ_"% (aaucell Nz 3 %“cell ny)vi"‘%
— U, 2 Oug
+ NZ"‘% (auceu nx 3 8uceu nz)wl‘i‘%

1 discret
+ 3(Fd 'ni—i-%,j,k)?

1
2

0

i _20uy Ovz

Mz'g : ( 3 Ovgenl Zw + Ovcell Zy)
— 4 'U’y 'U,z
Ni+l (8v e +3 Feen 'Y + Oveen nz)

v 2 Ovy
MZ+§ ( a'Ucell My —3 Ovcell nz)
_ v,y vz
M’H_% ( 3 8vce11 z + 8vce11 ny)ui_'_%

Ayl (Fots +3 Torsty + 8vce11 ”Z)UH%

U, 2 Ov
+ luz-l— (avceu Ny — g(’?vcen ’I’LZ)ZUH_%
discret
+3(F d "n’z‘+%,j,k)3

0
_ 2 Ow,, 811)1
'ui—i-%(_ﬁawc 1 Ny + OWee )

_ 2 ow, » wyy
'ui"_ ( 3 Oween ny - OWeen nz)
_ w z ow y 4 ow -
NZ_'_% (aw(%eu Nz + OWeell ny + 3 Qween nz)
W, 2

= 2 8’[1}}1
iy} (__ Dween & + Oween nz)u“‘%

_ W, » w,y
+ IU’H-;( 3 8wceun 8w n ) H-*
_ ow 4 8“) 2
T 'ui—i_%(awcell z + 8wce1] y + 3 awcell nz)wi"'l

+ %(Fddlscret ‘n ?

7«+§7]’k)4

Sz’—i—%,j,k‘ (3.71)
Si—i—%,j,k: ) (3.72)
Si—'—%,j,k’ (3.73)

S (3.74)

Tout comme dans la sous-section précédente, pour la dérivation par rapport a p et p, seule la
dérivée de la cinquiéme composante est non nulle. Comme dans la section précédente, on utilise
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la relation (3.23). On a alors, pour tout triplet d’indices cell,

OFY 1 . \)5
z+2,]k Y —Peet { .z aTy oT .
p (Pr * Prt) L 71 et (g e + o M+ AT )54 L e
Pcell i+3 ce
Bl (3.75)
i+35.0.k . ( Ty ) v o1 ( 0T n. + 8T,y + T, )S )
OPeell Pr " Pry it+1 V=T Peett \OToen & T TToen "W T OToen ' # i+5.9,k

Une fois obtenues ces dérivées dans le systéme de variables primitives Pee, il reste & repasser
en variables conservatives via la matrice de passage gﬁ,—cellll (équation (3.2)).
ce

3.4.2.2 Traitement des conditions aux limites

Tout comme pour la premiére formulation et I’approximation de type « couche mince », pour
le flux diffusif, seule la condition aux limites de paroi adiabatique avec adhérence & la paroi est
linéarisée précisément.

Les mémes notations (équations (3.56) et (3.57)) que pour les conditions aux limites de la
premiére formulation (figure 3.3), celles inspirées du traitement des interfaces intérieures de la
deuxiéme formulation, ainsi que les mémes choix quant aux conditions & imposer aux frontiéres
(coefficient de viscosité, composantes de vitesse, gradient de température, volume de controle)
sont adoptés.

Placons-nous dans le cas d’une frontiére d’indices « MIN » (voir figure 3.3). On a les expres-
sions suivantes, pour la discrétisation du gradient discrétisé d’une grandeur g,g9 € {u,v,w,T}
évalué a linterface b dans la direction = par exemple (on obtient la dérivée par rapport a y ou
z en permutant les composantes de vecteur surface) :

gOJkSO,jk ~ b5 k5%
T 9p4d ,J+2,k2SO,J+ K _gb+471 k2 Oj——k
+9b+4,1k+ 2SO,jk+1 gb+4uk 72 0,_]](}——

(9,2)p = ¥ : (3.76)

avec V = %Vo et avec les notations des relations 3.56 et 3.57.

On prend Vi, = (up,vp, wp)T = (0,0,0)T & la frontiére (adhérence a la paroi et troncature
pour une frontiére générale), d’ott les gb j ks Gbj+1,k> Ib,j—1k> Ibjk+1> Gbjk—1 qui sont nuls si
g € {u,v,w}.

On a donc le méme type de formules pour les directions y et z. Tout comme pour les in-
terfaces intérieures, on peut remarquer que pour le gradient d’une grandeur évalué au centre
d’'une interface, on utilise le méme volume de contréle V pour les trois directions de dérivation
T,y ou z.

La dérivation du gradient de g évalué a l'interface frontiére (b, j, k) par rapport au champ
aérodynamique dépend donc de cing cellules en croix, comme on a pu le voir & la sous-section
2.3.2. On obtient ainsi les formules de dérivées (par exemple par rapport a z) :

(g2 )b _ 1 g 4 Sg,j+%, Sg -1k + Sg, jk+1 Sg,j,k—%

8907%]C V b 8 ’

0ga)y & a+2,k’ 9wy _ _S J—3 k7 (3.77)
090,j+1,k SISV 090,j—1,k SISV

ga)p  Pogk+l 9(9.2)b 0.j,k—1

d90jk+1 g8y 90,5 k—1 8y
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Pour les notations utilisées, on pourra se référer & la figure 3.3. On a ainsi les expressions des
dérivées si cell € {(0,5,k),(0,7 +1,k),(0,5 — 1,k),(0,5,k +1),(0,4,k — 1)} dans le cas d’une
frontiére d’indices MIN :

0
ou, gz ) du.
A(FY) MO(% (a;jce“)b @zt (3uuceyu) y T (8uuceu)bnz)
v
b/ _ au,y>n_gzau,z)n s 578
aucell MO(<8;:€H b r Z’ Cr:;‘«ucell b y) b ( . )
NO((auceu)b z 3 <a“ce11>b z)
0
0
6] v
NO( % (8vzileyu>b z+ <a:c’e11>bny)
O(Fﬁ') o vz 4 ( Ov, 9. S .
8” B MO( Iucell e T 3 Vel ny + Ovcell nz) b» ( . )
cell b o0 ; o b
z y
MO((avce“>bny -3 a"’(:ell)b Z)
0
0
2 [ Ow, Ow z
o(FY) fo(—3 (awcen)bnx + (8wceu)b 2)
b 2 [ Ow, ow,
Oween B /LO(_g <8wce11)b Ny + (811)c:11)bn2’) Sh. (3_80)
Owz Ow,y 4 [ Ow, .
MO((awceu)bnx T <8wce11)bny + 3 <8wce11)bnz)
0

Une fois obtenues ces dérivées dans le systéme de variables primitives P, il reste & repasser
en variables conservatives via la matrice de passage gﬁ,—ccee}lll (équation (3.2)).

Pour le cas d’une frontiére autre qu’une paroi adiabatique, une matrice jacobienne est construite
comme celles provenant de la linéarisation de phases implicites aux bords. Les mémes hypothéses
que dans la premiére formulation sont aussi utilisées, et donc dans ’approche de type « couche
mince » sur les choix de volume de controdle, des viscosités, des coefficients de diffusion thermique
et des composantes de vitesse & l'interface.

On obtient des formules du méme type que ci-dessus avec la cinquiéme composante modifiée.

3.5 Conclusion partielle sur la linéarisation du flux diffusif et de
Papproche « u figé »

Dans les premiéres sections de ce chapitre, on a donné des expressions du flux diffusif &

« py figé » afin d’écrire une approximation de la matrice jacobienne g—%. Dans les deux sections

qui suivent, on va donner des expressions de la matrice g—% en tenant compte du fait que le

coefficient de viscosité turbulente py dépend du champ aérodynamique W (et donc aussi le

coefficient ky = %) tout comme le coefficient de viscosité moléculaire u (et donc aussi le
coefficient kr = %). On va voir, dans les deux sections suivantes, les changements qu’apportent

ces hypothéses pour deux modéles de turbulence : le modéle de Michel et al. et le modéle k- de
Launder-Sharma.
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3.6 Linéarisation du modéle de Michel et al.

Ce modéle de turbulence est un modéle algébrique pour lequel le coefficient de viscosité
dynamique turbulent p est donné par une relation implicite liant py au champ moyen.

3.6.1 Reésolution de I’équation définissant i

La relation (1.31) est une relation implicite. Cette équation est résolue dans elsA [9] & 1'aide
d’une méthode de point fixe. Cette méthode utilise la valeur de iy au pas précédent n — 1 pour
calculer la valeur de ¢ au pas n :

m” = p D (") w, (3.81)

avec les mémes notations que dans la relation implicite (1.31). A convergence, on doit avoir
,uén) ~ ,ugn_l) et donc la relation (1.31) est vérifiée. Cependant, comme ce qui intéresse I’étude
de la linéarisation du modeéle de Michel est la dérivée de la viscosité turbulente par rapport au
champ aérodynamique (soit gva,), de maniére rigoureuse, il doit étre impératif d’avoir la relation
implicite (1.31) vérifiée en tout point.

Une autre méthode qui semble plus rigoureuse, quoique moins stable, a donc été testée : un
algorithme de Newton est utilisé pour la résolution de ’équation (1.31). L’annexe A.2 présente
une courte introduction sur ’algorithme. L’intérét principal de cette méthode est que lorsqu’il
y a convergence, celle-ci se fait de maniére quadratique, donc rapide. Cependant, cette méthode
n’est pas trés stable et la localisation de la solution est trés fortement dépendante de 1’élément
initial. S’il ne se situe pas dans le bassin d’attraction de la solution cherchée, ’algorithme ne
converge pas vers la solution. En pratique, quelques problémes de convergence de la résolution
de I’équation (1.31) pour quelques cellules isolées apparaissent sur l’aile ONERA MS6.

3.6.2 Dépendances du coefficient de viscosité turbulente ;i

Pour le modéle de Michel et al. avec gradients évalués aux centres des interfaces pour le
flux diffusif et les gradients de vitesse, I’'objet de la linéarisation du modéle de Michel est la
dérivation du coefficient de viscosité dynamique turbulente py par rapport au champ conservatif
W = (p, pu, pv, pw, pE)", la métrique X étant constante. Soit le calcul de la matrice ligne

g 7 - 11 faut dériver le flux diffusif discrétisé Fiv—i- 1k a « pt figé » comme dans les sous-sections
27 b
précédentes. En plus de cela, il faut additionner la partie ot 'on dérive les facteurs (u + pt) et

(k1 + k), le reste de l'expression de F étant considéré comme constant, tout comme on

i+1..k
dérive le produit de deux fonctions. D’aprQés l’équation (1.31), le coefficient uy; dépend de :

— la masse volumique p;
la vorticité w;
— la longueur de mélange ¢ et donc ’épaisseur de couche limite J et de la distance a la paroi n;
— la viscosité moléculaire p via la fonction d’amortissement D.

D’apres la relation vérifiée par uy dans (1.31), on peut écrire la relation implicite :

f(p7€7“_ja/l>,ut) = 07 (382)

avec
f RS — R

- _ _ 3.83
(pvngnu’ﬂut) — f(p7€7wau7ut) :pgzpz(ut)w_,ut' ( )
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On utilise un corollaire du théoréme des fonctions implicites (voir annexes A.2) pour calculer
la dérivée de py par rapport & chacune des grandeurs dont dépend gy :

of 9 9 of
O _ G Om_ g Omo_ gy Om_ G (3.8)
- of - of” P o o9f” :
Op Opg ot Ot ow O Op O
avec o7 )
_ 2 VE
g—? =, T WD(Mlt)\/EeXP(—%—K),
_ 2~ - VE
g_ﬁ = 2plD(py)*w + 226—KPEUJD(M)\/EGXP(—26—K)7
1
_ 2 2 2 VE
% - pl=D(e)* + ﬁpg D () vVEexp(—o55 ), (3.85)
of 1 _D(p) B+ 24 VE
Y 2 Y
%/} 26K Yy D(u J)r it vEep(=aiic).
1 - ot VE
9 - 2 _YEy
O T 36K’ wM + pg veexp(=stk)
Etant donné que l’on cherche & calculer %—‘:j, g—";&, g—‘p‘;, (%L, %, il reste & exprimer les dérivées

de £,& et p en fonction du champ conservatif W = (p, pu, pv, pw, pE)™.

3.6.3 Linéarisation du coefficient de viscosité moléculaire u

L’expression du coefficient de viscosité moléculaire p, calculé par la loi de Sutherland (1.16),
est rappelée ici :
= M (3.86)
1+ Cs/T’ )
ol (5 et Cg sont deux constantes qui dépendent du gaz considéré. Le coefficient de viscosité
moléculaire p est donc directement fonction de la température T et donc du champ conservatif
Ween via la formule :
-1 -1
r=2""c=1""(B--U?. (3.87)
Tgaz Tgaz 2

D’aprés la loi d’état des gaz parfaits, on a vu précédemment :

p TgazT
e= = , (3.88)
(v=1p -1
et
o \T opor \ T
dp oT 9dp
op Op o1
) oT D
Op_ | G | _| owor (3.89)
8‘/Vcell %’ZJ gff %’%? ’
Ppw T Dpw
w ou OT
pE 9T 9pF
On obtient ainsi -
Cs
LG+ TYCS)%UQ —e€)
o _ﬁ(? N T?z%s)u
F— = —L (3 + 75 )0 (3.90)
cell [’a! Cs
Tt
%(i + T+SCS)
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Oyt _ Op

. O . T o Ot
Pour obtenir O O il suffit de multiplier le vecteur oW, Par 5, en chaque cellule.

Dans ce cas, toutes les grandeurs sont prises au centre de la méme cellule et que I’expression de
%—’g % ne fait pas intervenir de valeurs du champ conservatif Wee dans les cellules adjacentes.
ce - e, - A
Ceci n’est pas le cas pour les deux dépendances suivantes : vorticité w et longueur de mélange /.

3.6.4 Discrétisation et dérivation de la vorticité

La vorticité @ = [V A U|| dépend de la vitesse et de la métrique (via les surfaces et les
volumes). La vorticité @ s’exprime plus facilement dans le systéme de variables dites primitives
Pen. Le passage des variables primitives en variables conservatives s’effectue via la matrice de
passage gﬁ,—cceelll] (équation (3.2)).

Vis-a-vis de la vorticité w, il n’y a pas de dépendance en la cinquiéme variable primitive p

ou o
t op

of
8]9 O

On ne s’intéressera donc a la dérivée partielle (& métrique constante) de w que par rapport
aux quatre premiéres variables primitives (p, u, v, w).

3.6.4.1 Approximation

Une premiére approximation trés précise dans la couche limite a été tentée pour linéariser la
norme de la vorticité.

Notons es la direction de maillage perpendiculaire & la paroi dans la cellule courante, e; =
(nxl,nyl,nzl)T et eg = (nxg,nyg,nzg)T les directions de maillage dans le plan tangent & la
paroi et d3 la distance entre les centres des cellules ol sont prises les composantes des vitesses
tangentielles a la paroi U, et Uy :

Un  _ Upp=Upim

oxs - d. ’

U _ Uppp~Uppm

Oxs - ds ’

Upp = Up-er, (3.92)
Upim = Uns - e,

Upgp = Ups- e,

U||2m = Um3 - €.

On a ainsi 'approximation de @ par :

B GLof U\ U2 \*
w=|VAU| =|+—I = - |-
Ox3 Ox3 Ox3 (3.93)

1
= n (Upz-e1 — Upsz-€1)>+ (Ups - €2 — Ups - €2)°.

C’est cette derniére expression qui est dérivée par rapport & chaque composante de vitesse :

0w 0w 1

Ouys T ou 3 Y] ((Ups — Ums) - €1na1 + (Upz — Unms) - €2na2) ,
P m 3

O 0w 1

% = ~ 5 : = Sk ((Upz — Ups) - e1ny1 + (Upz — Upn3z) - €2ny2) (3.94)
P m 3

Ow 0w 1

Owy3 - Cw 3 - od2 ((Up3 — Un3) - e1nz1 + (Up3 — Uns) - €ean.2) .
p m 3
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2
d3 1

uli2

X e
m3 \

‘
unt

Projection de V3 dans le plan (el,e2)

Vue de coté Vue de dessus

F1G. 3.4 — Stencil de 'approximation de la vorticité.

La dérivée de cette approximation de la vorticité par rapport & la vitesse en une cellule ne
fait pas intervenir la vitesse en cette cellule, mais celle au centre des deux cellules adjacentes a
la cellule de calcul, dans la direction orthogonale a la paroi. Le stencil de cette évaluation fait
donc intervenir deux points.

L’analyse d’un champ de viscosité uy autour de ’aile M6 montre que la relation implicite
définissant uy dans la couche limite est bien vérifiée, mais que celle-ci n’est plus bonne loin de la
paroi. Ceci est confirmé pour les champs de vorticité calculés de maniére exacte et de maniére
approchée par la formule ci-dessus, dans tout le domaine. I’approximation est bonne dans la
couche limite, prés de la paroi donc, mais devient complétement fausse loin de la paroi (plus de
2000 % d’erreur relative a une distance d’une corde au dessus de ’extrados). On doit pouvoir se
contenter d’une viscosité turbulente calculée comme en (3.81), qui, de toute facon, devient trés
petite loin de la paroi. L’influence de cette approximation sur le calcul de gradients n’est pas
forcément négligeable.

Un autre point est limitant pour 'implémentation de cette formulation. De maniére pratique,
ceci est assez facilement implémentable s’il n’y a qu’une paroi, ou alors si deux parois sont en
vis-a-vis dans les mémes plans d’indices de maillages (ils partagent une direction de maillage
normale commune). Dans le cas, d’'une configuration avec coin (par exemple la configuration dite
trois au paragraphe 2.4), 'implémentation ne peut se faire de maniére simple et générique.

C’est principalement ce manque de généricité du codage, ainsi que les doutes sur 'influence
de cette approximation qui expliquent le choix d’effectuer la dérivation de la discrétisation exacte
de la vorticité par rapport au champ aérodynamique exprimé en variables primitives Peey.

3.6.4.2 Discrétisation exacte

La norme de la vorticité est discrétisée telle qu’elle est effectivement discrétisée dans le résidu
explicite R. Par définition, la vorticité vaut :

B=VAU]=/(wy —v2)2+ (1~ w2) + (00 — uy)? (3.95)
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ou les u, (resp. u;,v 4,0 ., w4, w,) désignent les gradients de composante de vitesse u (resp.
u,v,v,w,w) dans la direction y (resp. z,x, z,x,y). Ceux-ci sont évalués aux centres des cellules.

Ainsi, si g € {u,v,w} désigne la grandeur dont on souhaite calculer le gradient discrétisé
au centre de la cellule d’indices (i, j, k) et si 'on note gi1,k, Gi—1,jk> Gij+1,k Gij—1,k> Gijkt1,
Gi,jk—1 les valeurs de g dans les cellules adjacentes a la cellule d’indices (4, j, k) comme sur la
figure 3.5 pour le cas bidimensionnel, on a :

x _ T x _ x x _ T
R R TR Y SR R

3
(g,(l?)i,j,k = V k
ZM]Y
o) 9isdikSipr ~9i-bikS 1 T il kS ~ 9015 1 T 9k Sp 1~ Gige-1% s
wligk T v
g1 :18% 1 —¢g._1..58 1+g .. 1,5 —]gl-lsz 4+g 1,18 1 —¢g. .. 157
(g ) 7’+§7]7k Z+% Z_Eﬂvk ’L—% Z7J+§7k ]+% Z?]_ivk ]—% Z?]vk+§ k+% Z7jyk_§ k—%
7z i7j7k
Vijk
(3.96)
avec
N 9ij.k t Git1,45k R 9ijk t gi-1,4k
g7'+§7]7k 2 ’ gl_§7]7k 2 ?
= ik + 9ij+1k = ik + 9ij-1k (3.97)
g7'7‘7+§7k 2 ’ gl7j_§7k 2 ’ :
= ijk T Gkt = 9ijk T Gijk-1
gz7j7k+§ 2 ’ gZJ’k_E 2 ’
et, pour alléger les notations :
xr — xr €T — €T
Sz‘+% a Sz‘+%,a,k’ Si—% - Si—é,j,k’
xr €T €T — €T
Sii =Saw S =5 1 (3.98)
xr — €T SCC — SI X
k+% Z7jyk+%’ k_% Zm]yk_%
Les notations sont similaires pour les composantes suivant y et z.
Ainsi,
S, =8 48587 [ -8  +57 ,—-57
09.» _ 1743 i1 j+i j—3% k+1 k—1
i,k 2 g Vijk ’
0 1%+
9,z _ 2 Z+27 (3.99)
0Gi+1,j.k 2 stlggc
_ 9. _ 17
9
99i—1,5.k 2Vijk

avec des formules similaires pour les cellules d’indices (i, + 1,k) et (4,7,k £ 1), ainsi que pour
3 3 xr €T €T xr xr €T S

les directions y et z. Le terme (ST , — SZ._% + Sj+% - Sj_% + Sk+% - Sk_%) correspond & la

projection sur ’axe des abscisses de l'intégration du vecteur surface élémentaire sur une surface

fermée; il est donc nul. Il reste donc les dérivées de chaque composante de vitesse dans chaque
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direction par rapport & la composante de vitesse considérée dans les cellules adjacentes.

Jw 1 Sf+%(u,z —wg) + Sir%(u,y — V)
Quitrjr 2w Viik ;
O 1 SEa (e —wy) + 57 (Ve —uy)
avi+17j7k a 2w y Vi jk ’
8(;) 1 S’L-‘r% (w7y - 'U’z) + Sf+%(w7x — u’z)
- ik 3.100
O 1 STy (s —wa) £S5 (uy —ve) (3.100)
Oui—1jp 20 Viik )
82}2‘—1,j,k B 20w Vijk )
0w 1 SZZ.J_% (’w,y — v,z) + Sf_% (ww,c — U,z)
ow;_1j5 2w Vijk

On a des formules similaires pour des dérivées de la vorticité w par rapport aux composantes de
vitesse dans les cellules d’indices (i,7 + 1,k), (i,7 — 1,k), (i,7,k + 1) et (i,5,k — 1).

La dérivée du gradient de vitesse au centre d’une cellule dépend donc de la valeur de cette
vitesse en six (resp. quatre) cellules adjacentes a la cellule courante pour un probléme tridimen-

sionnel (resp. bidimensionnel) comme on peut le voir sur la figure 3.5. Le calcul de % 8%‘_’ - dans
ce

X

@i, j+1)
<4

G, j+172)

' @ X
(-1, j) -¥2D @09 (41, j)

N 1
@, j=1/2) — a Volume de discrétisation

X

Ea X Centres de cellules
(i,j-1)

O Centres d’interfaces ot les grandeurs sont extrapolées

FiG. 3.5 — Stencil du gradient de vitesse discrétisé évalué au centre des cellules.

la cellule d’indice (i, j, k) fait donc également intervenir six (resp. quatre) cellules adjacentes pour
un probléme tridimensionnel (resp. bidimensionnel). En outre, il faut faire le passage du systéme

de variables primitives Pge & celui de variables conservatives Wee, c’est-a-dire faire le calcul de
Ops 0w OPcen . s 9w OPiy14k  Ops 0w OP;_1;k
9% OP e OW eap” Il faut donc calculer les expressions DPs s OWirson? 00 0P, 1 n W o
oy O OP; i1k O 0w OP; ;i 1k Ow 0o OP; jky1 et oy Ow OP; ;1

0w 8Pi,j+1,k 8Wi,j+l,k’ 0w 8Pi,j71,k 8Wi,j71,k’ 0w 8Pi,j,k+1 8Wi,j,k+1 0w aP’L,j,k*l 8Wi,j,k—l .
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3.6.5 Dérivation de la longueur de mélange

La longueur de mélange ¢ dépend de la distance a la paroi 7 qui est une grandeur purement
géométrique (le champ aérodynamique W n’intervient pas dans son calcul) et de ’épaisseur de
couche limite ¢ calculée en recherchant un maximum de vorticité (possibilité de deux critéres,
voir la sous-section 2.4). Par conséquent, du point de vue aérodynamique, la longueur de mélange
¢ dépend de la vitesse U = (u,v,w)T. Tout comme la vorticité @, § et donc £ s’expriment plus
naturellement dans le systéme de variables dites primitives Pgej-

L’expression de la longueur de mélange a été donnée précédemment (1.32),

£ = 0,0856 tanh(——"), (3.101)

0,085 9

avec K = 0,41 la constante de Karméan, n la distance & la paroi et § I’épaisseur de couche limite.
En pratique, afin d’avoir une épaisseur de couche limite ¢ et donc une longueur de mélange déri-
vable, on ne considére que le second critére, le premier critére ne donnant pas de relation explicite
entre I’épaisseur de couche limite et le champ aérodynamique (voir section 2.4). L’épaisseur de
couche limite § est obtenue par interpolation de la maniére suivante. Notons sur une méme ligne
de maillage (figure 3.6) Wmax le maximum de vorticité, w; la vorticité au centre de la cellule 1,
w9 la vorticité au centre de la cellule 2, 7; la distance & la paroi du centre de la cellule 1, 1y la
distance & la paroi du centre de la cellule 2.

En outre, notons cqit le pourcentage du deuxiéme critére. Les points 1 et 2 dépendent de
cette valeur de cqiq. C’est le pourcentage de vorticité maximal qui détermine 1’épaisseur de couche
limite. Lorsque la valeur cgitmax €St atteinte, ’épaisseur de couche limite 0 est trouvée (voir
figure 3.6) :

CeritW —w
0 = m+ i — ),
2T (3.102)
CeritWmax — W2
= M+ —"(2—m).
w9 — W1

On connait maintenant les expressions de la longueur de mélange ¢ en fonction de 1’épaisseur
de couche limite 4. On sait également exprimer cette derniére en fonction de la vorticité au centre
de trois cellules. D’ou les dérivées :

or ! Kn 1
% - g - 0708550,08552 COShQ(O’{)(S%é) 9
ﬁ N W2 — CeritWmax ( _ )
0w B (QQ —@1)2 R (3 103)
ﬁ N W1 — CeritWmax ( _ ) )
8(112 - ((DQ — @1)2 72 m),

d0 22—

- = = — Cerit -
awmax W2 — w1

I1 reste alors & exprimer les dérivées de type :
o , avec [ € {1,2, max}, (3.104)

OWi 41 jy 41 k41

et avec Wit1,j1k+1 € { Witk Witk Wigirtko Wisgi—vk Wigikir1, Wi k—1} de
la méme maniére que dans la sous-section 3.6.4.
ol ol

. P 24 R 03 . [sln)}
Pour obtenir le résultat final oW 5 ©St multiplié par do PUIS par gy

avec

OP; 41 5,41,k £1

I € {1,2,max} et enfin par 7 — S5, pour le passage du systéme primitif au systéme
2 »J1 L)

conservatif.



94

X
O X | X | X
cl
Corit®max T ______ Corit®max | —
K==+ X X X
2 c2
X
n2 |6 |nl X
w
w max
mex | S X Aemax | X
max
X
F1G. 3.7 — Stencil de la linéarisation de I’épais-
FiG. 3.6 — Notations pour le calcul de I’épais-  seur de couche limite en fonction du champ
seur de couche limite 9. aérodynamique.

La dérivation de la longueur de mélange ¢ par rapport au champ aérodynamique au centre
d’une seule cellule fait intervenir 3 x 6 = 18 (resp. 3 x 4) cellules pour un probléme tridimen-
sionnel (resp. bidimensionnel). Ce sont trois ensembles de six (resp. quatre) cellules « en croix »
centrés autour des cellules notées c1, c2, cmax par la suite. Ces cellules c1, ¢2, cmax sont les
mémes pour toutes les cellules d’'une méme ligne de maillage qui possédent le méme maximum
de vorticité, et donc la méme épaisseur de couche limite. On note ainsi un caractére non compact
et non local de la dépendance en ces cellules ¢1, ¢2, cmax (voir figure 3.7).
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3.7 Linéarisation du modéle k-¢ de Launder-Sharma

On rappelle ici les équations du modéle k- Launder-Sharma données dans le paragraphe
1.24.2.1:

Opk
9PE Ly [Upk—<u+ﬂ> Vk] - P — (p5+ D),
ot Ok
Opé ~ ~ = =2
LAV \Upe— (p+22)VE| = CahpP  — Cafp™ +E,
ot oz k k
Production Dissipation Correction bas Reynolds
(3.105)
avec :
/ /aui . .. T
P = 7:VU-= —puiuj% terme de production de k, avec ici U = (uy,u2,us)",
J
ou; Ou; 20w 2
A el _58_:1:152']') 3
7 = w(VU+(V U)”iZ — 2(V- U)I) — 2pkI,
D = 2 (VVE)- (VVE),
Bo= 25X (V(VU)I(V(VD)),
(3.106)
avec les fonctions correctives fi et fo de proche paroi :
R 2 ]{:2
fi=10, fo=1-0,3e "% | Rey = ) (3.107)
pk? -34
Ht = Cﬂfﬂ? , avec f“ = exp m s (3108)
et les constantes de ce modéle sont :
C,=009; o0,=10; o0.=13; Ce=144; Co =192 (3.109)
Notons :
Dest6 = —(pé+ D),
=2
Dest?7 = -— ngg%
’ A1
Prod6 = P, (3.110)

Prod7 = Cslfl%P'

3.7.1 Dérivation des coefficients de viscosité

Pour le coefficient de viscosité moléculaire, on utilise, tout comme pour la linéarisation du
modeéle de Michel et al., la loi de Sutherland (1.16). On obtient la méme dérivée qu’en (3.89).
Le coefficient de viscosité turbulente est donné par :

—3.4

pk?
— bl - G = . 11
pe = Cufy R fu=-exp <(1 Ret/50)2>’ C, =0,09 (3 )
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On a ainsi la dérivée de py par rapport aux variables u, pk, pé :

8,ut Ref

2= 01360, f——

O ' “f“(1 + Reg/50)3

8,&1; k Ret

= 20, fus [140,136——— 3.112
Dk C“f“52< +0, 36(1+Ret/50)3> ’ (3:-112)
O k Rey

= = — (1 136———

dpe Cnliza < +9 36(1+Ret/50)3>

On obtient alors les dérivées de y; par rapport au systémes de variables W5 = (p, pu, pv, pw, pE)T
par :

O _ O Op
8W5 8p 8W5.

(3.113)

3.7.2 Dérivation du flux visqueux

Par rapport & un systéme a cinq équations, le modéle k-¢ de Launder-Sharma rajoute deux
équations supplémentaires ol apparait & nouveau un terme visqueux :

=V (p+58) VE|,

(3.114)
=Vl (p+E) Vel

Pour les cinq premiéres équations, on procéde comme dans les sections 3.3 et 3.4. En outre, on
additionne & chacun des termes respectifs la dérivée w soit par exemple, si ’on se place dans

I’approche de type « couche mince » , la dérivée de ’approximation du flux diffusif FY Lk par

rapport au champ aérodynamique dans une cellule d’indices cell, pour cell € {(z, j, k), (z+1 gy k)}

v v
8FZ+2’],€ B an+2,gk
0 chll 0 chll -
Ak
0
Oficen 1,2 1 1
mﬁuﬂ+gwwmﬂw~mwmmwywwmwMM%

n
( )H-l + (1 + )(U \%t )z’+1 + lnyn?«’(w,Vl)i+

n(vn)igy + mns )iy + (L End) i) )

+ 1 v ( 1 Cr’Ncell 1 Opy cell)(p) Si+%7j7k7
2 Y Pr 8WC€H PI’t 8WC€H i+ 5 2 7V1
% U,

(3. 115)

ML

N— N Nl
® Q)
= S
2 o
. o
— =
ool»—- wl»—t
N

2 (14 $n2) (i) + Snxnyw Wirs + Snanawa),
+ (1 + )(U Vl)i+1 + nynz(w Vi)ig
ﬁcell 1

awen (3nen=(uw); 1 + Tnyn. (v, Vi)ips +(1 + in2)(ww) s

N

l\’)l»—l
l\')lH

1

T3
1 Oficenn (1

+3awe ( gnany(uv)
10

T3

1
2
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Pour la dérivation par rapport aux deux variables turbulentes, pour g € {pk, p} on a :

0

)
3 e (14 3n2) (ui)ig 1 + gnany(Vy)ig 1 + gnans(wy); 1
)
% ggtcjlu %nrny(uvvl)i-i-% + (1 + %nz)(l},‘/l )H-% + %nynz(w,vl )H-%
10 1 1 1,2
0 z’v—i-%,j,k - . {;Cz;ll gnznz(uvl)i_'_% + gnynz(vyl)H% +(1+ gnz)(w,vl)ﬂr% S
B P lLLaHtcell(ﬂ)‘ L ;
Jeell 2y—=1Pry Ogeen ‘p’it3,V1
3
+% 52;?1” ((1 + %n?v)(u,vl)pr% + %nrny(vyl)H% + %nmnz(wyl)H% Uiyl
3
e (S (u1q)ig s + (L4 $n2)000)ia1 + Bnyna(wia)igy ) vigs
2]
"‘%ﬁ %HIHZ(U,Vl)i+% + %nynZ(v,Vl)H% + (1 + %nz)(w,vl)i-i-%) wi+%
(3.116)

Pour les composantes 6 (resp. 7), on a les relations suivantes avec h = k (resp. £) si ’on note

(Fi"+%7j’k)6 (resp. ( ;’+%7j’k)7) la discrétisation du flux (,u + 5—;) Vk:'SiJr%’j’k (resp. (u + ’UL—Z) Vé-
SH%J’,C) sur l'interface (i + §,7,k) :
8(1,'"\7 1. )67
Lk 0 1 0 1 heell S
i+3.J _ H 4+ I V15¢+1 - i He ceuinSiJrl L (3.117)
Opeenl Opcen 0 Opeen ) 2 20 On) Peen V 20
Pour g € {pu, pv, pw, pE} :
Oy _ (o pLom L, g (3.118)
Bgeett  \Ogeetl 04 Ogeen ) 2 V1T BIE '

Enfin, pour les dérivées par rapport aux grandeurs turbulentes pk et pé :
O(FY

ks 1 op 1 < m) 1 Sea

-2 = " T kvS. 1., + + = =S 1., 3.119
O(pk)cen o O(pk)een 2V gk T AP G ) Y Ttk ( )
AR ET S N T LS (3.120)

= = — — — 01 g, .

8(Pf)cell Ok 5(p€)ce11 2 i gk
o(F? 1 )7 1 1

cpak? 1 Om 1. g (3.121)

A N T T a7 a8 ViRial ik,
9(pk)cen 0z 0(pk)enn 2720k

8(F¢V+%J,k)7_ 1 Oug 1. (M*l'ﬂ) 1 Scen

8(pg)cell B J_é 8(pg)cell 567‘/1 SH_%J’k * 0z) peen V ity gk (3'122)

Pour les conditions aux limites, on fait I’hypothése de « ut figé » pour toutes les composantes
du flux visqueux. Pour les cinq premiéres composantes, on utilise les mémes conditions aux
limites que pour le cas d’un systéme a cing équations, & « pt figé ». Pour les sixiéme et septiéme

composantes, on a les dérivées suivantes :

O(Fy)e B k .\ Sb
Opcen B _; (,U * %) VSb ’
oFy)s 1(%&) % g
8élgk)cell P 7wV ’ (3.123)
oFy): £ (lﬁﬁ) g
it faxg) AR
b /7 _ Lt b
Ope)cen P (M " "5) y?

i+3.5k
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Dans le cas d’'une paroi adiabatique, le volume V est pris égal & la moitié du volume de la
cellule adjacente a la paroi, alors que dans les autres cas, le volume est pris égal au volume de la
cellule adjacente a la frontiére.

3.7.3 Dérivation du terme de dissipation

Il s’agit de dériver les termes Dest6 et Dest7 par rapport au champ aérodynamique a sept
équations Wy = (p, pu, pv, pw, pE, pk, pé)T.

D D
O avvEwE= 2 (3.124)
ou L
Pour cell € {(i + 1,5, k), (i — 1,5,k), (i,§ + 1, k), (i,j — L, k), (i, 5,k + 1), (i, j,k — 1)} :
oD "
- et (VE) x + Seen (VE tn(VE) ), 12

Okcen V\/Ecell( et (VE) x + St (VE) y + Seen(VE) ) (3.125)
soit, comme Dest6 = —(pé + D) :

aDae;tG = —2VVk-VVk = —% : (3.126)

et
0Dest6 B

,u
akcell B V \/Ecell

Pour obtenir les dérivées de Dest6 par rapport aux variables (p, pu, pv, pw, pE, pk)T | les deux

expressions ci-dessus sont multipliées par aa—v/[%’ g—]; ou g_;ﬁf :

ODest6  ODest6 Ou
8W5 N 8p 8W5.

(Stn(VE) x + S

cell

(V) y + Szan(VE) 2) - (3.127)

(3.128)

On a directement :

ODest6 0 et ODest6
opk opé
Pour cell € {(i +1,4,k), (i — 1,7,k), (4,5 + 1,k), (i,5 — 1, k), (4,5, k + 1), (4,5, k — 1)} :
0Dest6  9Dest6 Ok k
=0 SRRl Sl L (g2 (VE) s+ St (VE)y + San(VE)a)
Opcen Okcen Opcen Pcell V\/Ecell (3.130)
ODest6  0Dest6 Okcen 1 m :

= = — 2 a(VE) x + 8% (VE) y + 2 (VE) ) -
8Pkcell akcell 8pkcell Peell V \/Ecell( cell( ), cell( ),y cell( ), )

Pour la dérivée du terme Dest7, on a :

~1. (3.129)

ODest7 3
O 0,6C22(2)Red exp(—Red). (3.131)
ou k
Pour obtenir la dérivée partielle de Dest7 par rapport aux variables W5 = (p, pu, pv, pw, pE)7,

il suffit ensuite de multiplier ’expression ci-dessus avec aa—v“%, soit :

ODest7  ODest7 Ou
8W5 N 8p 8W5‘
Les deux autres dérivées de Dest7 par rapport aux variables pk et pé s’obtiennent aussi
directement :

(3.132)

ODest7 g
Tk SQ(E)Q (f2 — 1,2Ref exp(—Re})) , (3.133)
ODest7 3
82‘2 :2052%(—f2+0,3Refexp(—Ref)). (3.134)
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3.7.4 Dérivation du terme de correction bas Reynolds

Pour la dérivation du terme FE, on passe également par le systéme de variables primitives
Pepp- On a directement la dérivée du terme E par rapport & p exprimé en variables primitives :

OF _ ol (v (vU)) i (V (VD)) = (3.135)

E

Opprim p P’

Pour les composantes de vitesse, si g désigne une de ces composantes dans {u, v, w} et cell €

{(Z7]7 k)a (Z+27j7 k)? (1_27j7 k)? (Z7j+27k)7 (Zaj_za k)v (Zaja k+2)7 (17]7 k_2)7 (l+1,]+1,k), (Z+

17j - 1ak)a (2 + 17j7k7 + 1)7 (Z + 17j7k - 1)7 (Z - 17j + 1ak)7 (Z - 17j - 17k)7 (Z - 1ajak + 1)7 (Z -
1L,5,k—=1),06,j+1,k+1),06,5+1,k—1),0,7—1,k+1),(4,5j—1,k—1)},ona:

OF L )‘acac,cellg,ww + )‘wy@ellg@y + Amz,cellg,rz
0g. - oV +Ayzcellgye + Ayycelgyy + Ayzcelldyz | (3.136)
cell F A2z celld,zz + Azycell,zy + Azz celld, 2z

avec les \g, g, cell, (31, 32) € {x,y, 2}* définis lors de la discrétisation du terme E, formules (2.44).

Pour la dérivation du terme FE, par rapport aux coefficients de viscosité u et ug, on a direc-
tement :

oF  2uy : E

—=—(V(VU)):(V(VU)) = —, (3.137)

o p W

OF  2u . E

—=—(V(VU)):(V(VU)) = —. 3.138

o (V(VU)):(V(VU)) " (3.138)
On repasse aprés dans le systéme de variables conservatives W7 par la matrice de passage g %;:111
pour les composantes du champ moyen, par les vecteurs 88—‘}‘% et par les vecteurs aaﬁ}?.

Pour cell € {(Z+2a]7 k)v(i_Qaja k’),(Z,] +2ak)¢(i7j _271{7)’ (i7j7k+2)7(i¢j7k_2)7(i+17j+
17]€),(l+ 17] - 17k)7(l+ 1,],k+1),(l+ 17]7k - 1)7 (Z_ 17] +17k)7 (Z - 17] - 17k)7(2 - 17j7k+
),6—-1,5,k—=1),0G,j+1L,k+1),06,j+1,k—-1),06,5—1,k+1),06,5—1,k—1)}

0B 1<8Eu+8Ev+8Ew>
8pcell B Pcell OUcell cell OUcell cell OWeell cell ]
OE 1 0E
Opucen Peell OUcell
E 1 E
0 _ OF (3.139)
Opveen Peell OVcell
OE 1 OE
Opween Peell OWeell
0E_ _

\ 8pEcell
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Sinon, pour la cellule courante (i, j, k) :

(08 _ OB _1(0E, 05 05 050 05
op im ou ov ow O dp Oy Op’
OE 5E o Op, OB O
dpu  p 8u op dpu 8u dpu’
dE _ 1oE 0By  oF o
dpv  p 82} dp dpv 8 dpv
@ B 18E+8 g,u é% 5;&
opw ow | Ou dpw 8 dpw’
OE OB ou OB op "
OpE — OudpE ' Oy OpE E
e yE mo
apk 8,u pk’
OE  OE o
\ 8ps N Om ape
3.7.5 Dérivation du terme de production
Posons : ) )
ol = Ht(2u,m—§(v' U)) — 5ok,
o = w20y —3(V-U))— 3pk,
o33 = 2w, —3(V-U))— 3pk,
o2 = m(uy+va),
o3 = puz+wy),
o2z = vzt wy),
on a alors :
P = (203 + 2v?y + 2uw?, — E(V-UP 4 (uy+v2)2+ (us+we)? + (v, +wy)?)

= (VU -VU+VU -VUT-2(V-U)?) - 2pk(V-U).

On a directement :

(3.140)

(3.141)

— 2pk(V - U)

(3.142)

(3.143)

(3.144)
(3.145)

(3.146)

(3.147)

P P 2
Orods _ 9P _ Gy .vut+vu.-vuT-i(v.U),
O Ot 3
OProd6\ ([ 0P \ 8_P Ot
8W5 N 8W5 _8/Lt8W5’
OProd6 0P 2 OP O
ook ok~ 3V Ut e
dProd6  OP  OP 8/%
Opé 8p5 8ut 8p£
Pour les cellules adjacentes (i+1, j, k), (i—1, 4, k), (i, 7+1,k), (i, j—1, k), (i, j, k+1), (4, 7, k—1),
on a:
OProd6  OP (011 + p?k)sfeu/z + Ul?Sgeu/z + 01355112
OUcell OUcenl K oy v ’
dProd6 9P (0224 5)Sq 0 T 012580 + 0235500
OVcell OVeell " 1% ’
O0Prod6 _ or (o33 + %)Sczell/2 + 0135, cell/2 T 023Sce11/2
OWeel OWeel 1% ’
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avec par exemple si cell = (i + 1, j, k), Sécell/2 = f+%]k Et donc,
1 oP n OP n oP
Peell \ OUcell Heell OVeell el Oween Heell
1 0P
Peell OUcell
Obrods _ 0P 1 0P . (3.148)
0 W5cell 0 W5cell
Peell OVeell
1 oP
Peell OWeell
Pour le terme Prod7, on a facilement :
OProd7 g OP
ow, ~ kows’ (3.1
OProd7 5 g OP
=—-Csq—P 1, 1
ok C lpk:2 +C 1k8pk (3.150)
OProd7 1 g OP
= —P - 151
8pé: el pk‘ + Oslk 8p€ ’ (3 5 )
et pour les cellules adjacentes (i+1, 7, k), (i—1,7, k), (¢,5+1,k), (4,1 —1, k), (4, 4, k+1), (i, 5, k—1),
on a :
1 <8Pu +8Pv +8Pw >
Peell \ OUcell cell OVeen cel Oween cell
1 oP
Prod c P s Pcell OUcen
OProd7 _ . ¢ oP _ ., ¢ 1 OP . (3.152)
0 WScell ko WScell k
Peell OVcell
1 9P
Peell OWeell

Lors de ’évaluation du gradient d’une quantité dans le terme source au centre d’une cellule
adjacente a un bord du maillage, on prend pour valeurs de champ (composante de vitesse, racine
carrée de I’énergie cinétique. ..) dans la cellule adjacente qui se trouve a 'extérieur du maillage,
celle de la cellule courante. Dans le cas du terme bas Reynolds F, si l'on se trouve sur une cellule
adjacente au bord du maillage d’indice (3, j, k), par exemple dans le cas d’une frontiére d’indices
MIN dans la direction des 7, on prend pour valeur de g;_o ;1 la valeur dans la cellule courante

gi7j7k'

3.8 Bilan

Dans ce chapitre sont présentées les différentes formules de discrétisation et de différentiation
du flux diffusif et de modeéles de turbulence. Trois linéarisations du flux diffusif existent main-
tenant dans elsA et sont & comparer : avec approche de type « couche mince » et sans (pour
laquelle on a deux formulations possibles). Nous allons évaluer I'influence de cette approche pour
le calcul de gradients de fonctions aérodynamiques.
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En outre, la linéarisation du modéle de Michel et al. a été décrite. Certains facteurs (en
particulier la vorticité) peuvent étre différentiés de maniére plus ou moins précise. Pour la linéa-
risation du modéle k-, on a profité de ’expérience de la linéarisation du modéle de Michel et al.
Certaines voies explorées et non concluantes lors de la linéarisation de ce modéle algébrique n’ont
pas été tentées & nouveau. Néanmoins, des problémes informatiques ne nous permettent pas de
présenter & cette date des résultats issus de la linéarisation du modéle k-¢. On va donc pouvoir
évaluer l'influence de la linéarisation du modéle de turbulence par rapport & une linéarisation a
« py figé », notamment pour les calculs utilisant le modele de Michel et al.

Dans les deux chapitres qui suivent, les résultats des linéarisations les plus pertinentes et signi-
ficatives sur différents cas d’épreuve vont étre présentés : des cas académiques d’aérodynamique
(tuyere dite de Déléry « bosse C », aile ONERA M6) au chapitre 4 et des cas de turbomachine
au chapitre 5.



Chapitre 4

Application a des géométries fixes de
référence

4.1 Introduction. Résultats présentés. Commentaires communs

Les géométries et conditions aérodynamiques des différents cas d’épreuve sont tout d’abord
présentées. L’écoulement stationnaire autour de la géométrie de base est briévement décrit. Pour
le cas d’aérodynamique externe (aile ONERA MG6), on trace notamment les lignes iso-valeurs de
I'opposé du coeflicient de pression défini par :

P — Po
Oy = - T 4.1
P U2 *1)

0l Poo, Poo €t U sont des grandeurs & U'infini. Aprés avoir défini les paramétres de forme, les
résultats obtenus pour le calcul de gradients de fonctions aérodynamiques sont présentés. En
pratique, pour chaque cas test, on montre des résultats pour un unique paramétre de forme,
d’ou 'usage du singulier pour paramétre de forme (tandis que dans les chapitres précédents, a
désigne un vecteur de parameétres de forme). Deux types de résultats sont exposés :
— les gradients de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme (méthode
de I’équation linéarisée et méthode adjointe) ;
— les sensibilités de 1’écoulement par rapport au champ aérodynamique (ou dérivée du champ
aérodynamique par rapport au parameétre de forme) dans les cellules adjacentes a la paroi
dd—‘;lv (méthode de I’équation linéarisée).
La valeur des fonctions aérodynamiques ainsi que leurs dérivées par rapport au maillage et au
champ aérodynamique sont fournies par les outils de post-traitement FFD41 et Xopt développés
au Département d’Aérodynamique APpliquée de 'ONERA (voir la section 2.9). Dans tous les
cas, les résultats issus du module de calcul de gradients sont comparés & ceux obtenus par diffé-
rences finies d’ordre 2 en faisant converger deux calculs d’analyse sur les déformations « plus »
et « moins » , i.e. en effectuant un calcul d’analyse sur les maillages de la forme déformée corres-
pondant au parameétre de forme « + da. Les champs de variables conservatives W en sont alors
extraits. Cela permet, d’une part de construire une sensibilité d’écoulement de référence calculée
par différences finies :
dW _ W(a+da) - W(a—do)
da 20c ’

d’autre part, en mettant ces champs conservatifs en entrée des outils de post-traitement FFD41 et
Xopt, d’obtenir les valeurs de fonctions aérodynamiques sur les maillages déformés, et tout comme

(4.2)
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ci-dessus, de construire une référence calculée par différences finies de gradients de fonctions
aérodynamiques par rapport au paramétre de forme.
Dans les chapitres 4 et 5, les abréviations suivantes seront utilisées :

DF : différences finies;

CM : linéarisation du flux diffusif avec approche de type « couche mince » ;

FVC : linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince »,
(pour Flux Visqueux Complet) ;

MUTFIG : linéarisation & « py figé » ;

MODLIN : modéle de turbulence linéarisé.

Pour la linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince », ce sont les ré-
sultats issus de la deuxiéme formulation (voir sous-section 3.4.2) qui sont présentés. Les résultats
issus de la premiére formulation donnent en pratique des valeurs de gradients de fonctions aéro-
dynamiques quasiment identiques a ceux de la deuxiéme formulation (différence d’une unité sur
le troisiéme chiffre significatif, pour certaines). C’est cette derniére formulation qui a été retenue
car elle utilise la discrétisation des gradients de vitesse codée dans elsA et pas une hypothése a
priori d’écriture particuliére du flux diffusif, ce qui semble plus juste.

Dans le cas de I'utilisation du modéle de Michel et al., les résultats de différentes linéarisations
sont présentés :

linéarisation du flux diffusif avec approche de type « couche mince » & « ug figé » (courbe
rouge) ;
— linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince » (Flux Visqueux Com-
plet) & « p figé » (courbe magenta);

— linéarisation du flux diffusif avec approche de type « couche mince » et modéle de turbulence
linéarisé (courbe bleue);
linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince » (Flux Visqueux Com-
plet) et modele de turbulence linéarisé (courbe cyan).
La référence obtenue par différences finies apparait sur les courbes en vert. Les résultats présentés
sous la dénomination modéle de turbulence linéarisé correspondent & une linéarisation la moins
approchée pour 1’évaluation de la matrice jacobienne g—g,. La vorticité est alors linéarisée en
utilisant 1’écriture de sa discrétisation dans elsA (voir sous-section 3.6.4) tout comme la longueur
de mélange (voir sous-section 3.6.5).

Dans le cas de l'utilisation du modéle k-¢, seuls les résultats des linéarisations & « py figé »
sont présentés.

— linéarisation du flux diffusif avec approche de type « couche mince » (courbe rouge) ;
— linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince » (Flux Visqueux Com-
plet) (courbe magenta).
Tout comme pour le modele de Michel et al., la référence obtenue par différences finies apparait
sur les courbes en vert.

4.2 Tuyére dite de Déléry : bosse C

4.2.1 Géométrie

11 s’agit d’une section de soufflerie transsonique & nombre de Mach nominal avant le choc de
1,36. Des études en soufflerie [18] ont été effectuées sur ce cas, dans le canal transsonique S8A
de 'ONERA & Chalais-Meudon, afin d’étudier le phénoméne d’interaction onde de choc-couche
limite. La paroi supérieure est plane et rectiligne. Un demi-profil, ou bosse, est disposé sur la paroi
inférieure du canal afin d’accélérer ’écoulement jusqu’a des vitesses légérement supersoniques.
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Un second col sonique de section réglable, placé en sortie de veine permet :

— d’une part, de produire par effet de blocage une onde de choc dont la position et 'intensité
peuvent étre réglées a la valeur souhaitée;

— d’autre part, d’isoler I’écoulement étudié des perturbations pouvant provenir des canalisa-
tions aval.

La figure 4.1 précise la géométrie du canal dans la zone de mesure. La paroi supérieure présente
une légére convergence de 0,33°. Le demi-profil a une épaisseur de 12 mm pour une largeur de
286,37 mm. Son contour est formé d’une partie amont rectiligne de 4° de pente qui se raccorde
4 un arc de cercle s’étendant jusqu’au bord de fuite. Deux arcs de cercle de 20 mm assurent la
continuité des pentes avec les parois rectilignes situées en amont et en aval.

97,84 mm| 95,05 mm

z=0mm T I
x=-30mm  x=0mm //x:286,37mm x =450 mm

F1G. 4.1 — Bosse C. Domaine de calcul dans le canal transsonique de la soufflerie S8A.

Cette configuration est usuellement appelée « bosse C » car elle fait partie d’une série de trois
essais (A, B et C) effectués dans la soufflerie S8A et faisant intervenir des géométries de bosses
différentes avec des pentes plus ou moins fortes. Parmi ces trois expériences, ’écoulement C est
celui qui présente le décollement de la couche limite le plus important.

Le domaine de calcul a une longueur de 480 mm. La frontiére amont est située 30 mm avant
lorigine du profil. La hauteur du domaine correspond & la hauteur de la veine d, en tenant
compte de la légére inclinaison de la paroi supérieure.

Le paramétre de forme choisi est I’amplitude d’une petite bosse ajoutée sur le convergent de
la tuyére, amplitude qui ne dépasse pas au total la hauteur de la bosse elle-méme comme on peut
le voir sur la figure 4.2 pour une déformation cent fois plus grande que dans notre cas d’épreuve.
Pour nos simulations, le paramétre de forme vaut donc 0,05 fois la hauteur de la bosse.

Fi1G. 4.2 - Bosse C. Paroi inférieure. En rouge, paroi initiale. En bleu, paroi suite a la modification
de forme « plus » d’amplitude maximale 0,5 fois la hauteur de la bosse. En vert, paroi suite & la
modification de forme « moins » d’amplitude maximale 0,5 fois la hauteur de la bosse.
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4.2.2 Conditions aérodynamiques

Les conditions aérodynamiques sont :

— nombre de Reynolds Rejy = %iéod = 2,078.10° ;

— température d’arrét Tigp = 300 K

pression d’arrét pig = 96 000 Pa;

rapport entre la pression statique et la pression d’arrét en sortie 1% = 0,627 (resp. 0,669;
0,652) pour V'expérience (resp. le modeéle de Michel et al., le modéle k-¢ de Launder-

Sharma) ;

— parois adiabatiques.

Le nombre de Reynolds est ici basé sur les grandeurs d’arrét (ou génératrices) : masse volumique
APio
pio
Sutherland, et ramené & la hauteur d du canal.

La comparaison des calculs avec l'expérience (notamment pour les répartitions de pression
sur les deux parois) nécessite que le choc soit situé a sa position expérimentale. L’usage pour les
simulations numériques sur ce cas test est de choisir la pression sur la frontiére aval de maniére 4
obtenir un choc au bon endroit sur la paroi inférieure (saut de pression bien positionné) afin de
prévenir les défauts des modéles de turbulence sur le comportement du fluide dans 'interaction
(figures 4.8 et 4.9). Conformément a I’étude d’une tuyére de Laval en modélisation quasi-1D, la
position du choc recule suivant 2 si la contre-pression (rapport entre la pression statique et la
pression d’arrét en sortie) est augmentée, et avance suivant 2 si elle est diminuée.

d’arrét pio, vitesse du son d’arrét a;p = , viscosité d’arrét pyo calculé a partir de la loi de

4.2.3 Simulation numérique de I’écoulement stationnaire

D’un point de vue numérique, I’écoulement est considéré comme bidimensionnel.

Les conditions aux limites sont les suivantes :

— condition d’injection subsonique a la frontiére amont (1’écoulement est subsonique);

— pression statique imposée sur la frontiére aval ;

— condition de paroi adiabatique avec adhérence & la paroi sur les frontiéres supérieure et

inférieure.

Le maillage est construit avec le mailleur MESH3D. 1l comporte 153 x 65 points (voir figure
4.3). D’autre part, il posséde deux plans dans la direction dégénérée. Le nombre total de points
est donc de 19890 points (153 x 65 x 2). Les mailles sont raffinées prés des parois et dans la zone

g
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Fia. 4.3 — Bosse C. Vue du maillage.

d’interaction au voisinage du bord de fuite du profil. Les mailles longitudinales suivent globale-
ment ’évolution du profil. Les mailles transversales sont perpendiculaires aux parois planes dans
tout le domaine de calcul.

Les courbes de lignes iso-nombre de Mach (figures 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7) montrent I’apparition
d’une onde de choc au voisinage du bord de fuite du demi-profil pour les deux modeéles de
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turbulence. L’interaction onde de choc-couche limite reste naissante pour le calcul avec le modéle
de Michel et al. Pour les deux modéles considérés, en amont du choc, les lignes iso-nombre de
Mach sont identiques.

F1g. 4.6 — Bosse C. Lignes iso-nombre de  Fi1a. 4.7 — Bosse C. Lignes iso-nombre de
Mach. Zoom sur le choc. Modele de Michel e¢  Mach. Zoom sur le choc. Modéle k- de
al. Launder-Sharma.
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Pour les deux modéles de turbulence, les courbes iso-valeur du rapport pression statique sur
pression d’arrét %, ne montrent pas trop de différences par rapport a l'expérience en amont
du choc, ce qui n’est pas le cas en aval (figures 4.8 et 4.9). Le modéle k-¢ de Launder-Sharma
donne des résultats plus proches des résultats expérimentaux que le modéle de Michel et al. Ils
n’influencent donc pas trop la position du point de décollement.
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FiG. 4.8 — Bosse C. Courbe du rapport 1% a
la paroi. Modeéle de Michel et al. (points expé-
rimentaux en carrés blancs, résultats de calcul
en trait continu rouge).
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Fi1G. 4.9 — Bosse C. Courbe du rapport 1% ala
paroi. Modéle k-¢ de Launder-Sharma. (points
expérimentaux en carrés blancs, résultats de
calcul en trait continu rouge).

Sur les figures 4.10 et 4.11, la turbulence est plus développée et se propage plus loin dans le
cas du modéle k-¢ de Launder-Sharma. En outre, en amont du choc, la turbulence n’est que peu
développée (le coefficient de viscosité turbulente py est moins de cent fois inférieur au coefficient

de viscosité moléculaire p, figures 4.12 et 4.13).
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viscrap| L
1200

F1a. 4.10 — Bosse C. Zoom. Lignes iso-rapport  F1G. 4.11 — Bosse C. Zoom. Lignes iso-rapport
%. Modele de Michel et al. % Modéle k- de Launder-Sharma.
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F1a. 4.12 — Bosse C. Lignes iso-rapport % Modéle de Michel et al.

14
viscrap|

F1a. 4.13 — Bosse C. Lignes iso-rapport % Modéle k-¢ de Launder-Sharma.
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4.2.4 Calcul des sensibilités. Modéle de Michel et al.

Aucun résultat sur les gradients de fonctions aérodynamiques n’est présenté ici car ’outil
de post-traitement développé au Département d’Aérodynamique APpliquée de 'TONERA n’est
actuellement adapté qu’a des configurations tridimensionnelles.

Les dérivées des composantes du champ conservatif (ou sensibilités) a la paroi (p, pu, pv,
pE) par rapport au paramétre de forme sont représentées ici. Les résultats présentés sous la
dénomination modéle de turbulence linéarisé correspondent & une linéarisation avec le moins
d’approximations possibles. La vorticité telle qu’elle est discrétisée dans elsA (voir sous-section
3.6.4) ainsi que la longueur de mélange (voir sous-section 3.6.5) sont linéarisés. Pour la linéari-
sation du flux diffusif sans approche de type « couche mince », ce sont les résultats issus de la
deuxiéme formulation (voir sous-section 3.4.2) qui sont présentés. Les dérivées de p et pE (figures
4.14 et 4.15) sont d’amplitude plus forte que celles des composantes de vitesses, mais aussi sur
celle de pv (figure 4.17), toutes les courbes (références obtenues par différences finies et différentes
linéarisations) se superposent avant le choc. Ceci est encore vrai aprés le choc si le modeéle de
turbulence est linéarisé. Pour la dérivée de pu (figure 4.16), les courbes se superposent encore
si le modéle de turbulence est linéarisé aprés le choc. Néanmoins, une légére différence apparait
avant le choc entre les courbes de référence obtenues par différences finies et celles obtenues par
les différentes linéarisations. Par contre, avec une linéarisation du flux diffusif & « p figé », quelle
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Fi1G. 4.15 — Bosse C. %
de Michel et al.

FiG. 4.14 — Bosse C. g—opl 4 la paroi. Modéle de
Michel et al.

4 la paroi. Modéle

que soit la dérivée de la composante du champ W, il apparait des écarts importants aprés le
choc, le maximum de différences se trouvant au niveau du choc.

Avant le choc, la turbulence est peu développée (le coefficient de viscosité turbulente py est
moins de cent fois inférieur au coefficient de viscosité moléculaire p, figure 4.12). Par contre,
aprés le choc, au voisinage des parois, la turbulence se développe. La viscosité turbulente est
significative dans cette zone. Les figures 4.18 et 4.19 montrent les dérivées des coefficients de
viscosité turbulente et moléculaire par rapport au paramétre de forme avec les mémes échelles.
Les amplitudes de la dérivée de la viscosité turbulente p sont les plus grandes dans la zone
autour du choc, principalement au voisinage des parois, et dans des zones moins étendues au
voisinage des deux parois aux abscisses ou la paroi inférieure a été déformée. Les amplitudes de
la dérivée de la viscosité moléculaire p sont plus petites que celles de la viscosité turbulente
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Fi1G. 4.16 — Bosse C. % a la paroi. Modéle de  Fi1G. 4.17 — Bosse C. % a la paroi. Modéle de
Michel et al. Michel et al.

(figure 4.19 avec la méme échelle que la figure 4.18), la déformation de la forme modifie donc
plus la viscosité turbulente que la viscosité moléculaire.

Les sensibilités dans une cellule adjacente a la paroi (figures 4.14 a 4.17) différent le plus
entre une linéarisation a « py figé » et une linéarisation du flux diffusif et du modéle au niveau du
choc et entre le choc (abscisse z = 250 mm) et l’abscisse = 280 mm (resp. 340 mm, 340 mm,
de fin du domaine) pour pv (resp. p, pE, pu). C’est bien a ces endroits que ’hypothése de « pu
figé » est mise en défaut.
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Fia. 4.18 — Bosse C. Lignes iso—%. Modéle de Michel et al.
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Fia. 4.19 — Bosse C. Lignes iso—g—’of. Modele de Michel et al.
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4.2.5 Calcul des sensibilités. Modéle k- de Launder-Sharma

Pour ce modéle de turbulence, les mémes remarques que celles faites pour le modéle de Michel
et al. (sous-section 4.2.4) pour des linéarisations a « p figé » peuvent étre émises. Sur les dérivées
de p et pE (figures 4.20 et 4.21), elles aussi d’amplitude plus forte que les composantes de vitesses,
mais également sur celle de pv (figure 4.23), avant le choc, toutes les courbes (références obtenues
par différences finies et différentes linéarisations) se superposent. Ceci est n’est plus vrai aprés le
choc & « py figé », quelle que soit la dérivée de la composante du champ W. Des écarts importants
apres le choc apparaissent alors, le maximum de différence se trouvant au niveau du choc. Sur la
dérivée de pu par rapport au paramétre de forme, (figure 4.22) les différences avant le choc sont
encore plus importantes que dans le cas de l'utilisation du modele de Michel et al.
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Fi1a. 4.20 — Bosse C. g—g a la paroi. Modéle k-¢
de Launder-Sharma.
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4.2.6 Conclusion partielle

Pour la bosse C, des dérivées de composantes du champ aérodynamique W dans une cellule
adjacente a la paroi ont été présentées pour valider les linéarisations du flux diffusif et du modéle
de Michel et al. quand celui-ci est utilisé pour le calcul d’analyse. Avant ’apparition du choc, les
résultats des différentes linéarisations ne difféerent pas ou peu (pour la dérivée de la variable pu)
de ceux de référence obtenus par différences finies. Par contre, seule la linéarisation du modéle de
turbulence (dans le cas du modéle de Michel et al.) permet d’avoir les mémes résultats que ceux
de référence. Pour une linéarisation du flux diffusif & « u figé », c’est & ’aval et a la position du
choc que les différences apparaissent, exactement 13 ol le coefficient de viscosité turbulente
varie le plus en fonction du paramétre de forme.

Ces remarques ont été faites sur un cas bidimensionnel et exclusivement sur des sensibilités
d’écoulement. La section suivante présente des résultats & la fois de sensibilités d’écoulement et
de valeurs de gradients de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme sur une
aile.

4.3 Aile ONERA M6

4.3.1 Géométrie

11 s’agit d’une aile tridimensionnelle définie &8 'TONERA. En 1972, le département d’Aérody-
namique de 'ONERA a dessiné cette aile bien adaptée comme cas d’épreuve pour des études
d’écoulements tridimensionnels & haut nombre de Reynolds, en régimes subsoniques et transso-
niques. Les essais ont été réalisés a la soufflerie S2MA de ’ONERA &4 Modane pour des nombres
de Mach compris entre 0,7 et 0,92, des angles d’attaque pouvant aller jusqu’a six degrés et des
nombres de Reynolds de I'ordre de douze millions, et ont conduit & des écoulements subsonique
et transsonique. Ils font I’objet d'un rapport expérimental [64]. La campagne d’essais a contri-
bué & la compréhension de différents phénomeénes comme 'interaction choc-couche limite ou les
décollements.

Cette aile est issue des séries de modéles de calibration M de 'ONERA et représente le
tiers externe d’une aile industrielle. Elle a un rapport d’aspect de 3,8 et n’est pas vrillée. La
corde moyenne vaut 0,646 07 m et son envergure vaut 1,196 3 m. Un seul profil a été utilisé pour
définir Daile, issue d’une extrusion conique. Le saumon de 'aile est une troncature paralléle &
I’emplanture complétée par ’addition d’un demi-corps de révolution.

La déformation considérée ici est un vrillage angulaire du maillage de tous les plans paralléles
au plan de symeétrie (y = 0), vrillage qui croit linéairement de I’emplanture au saumon. Le centre
de la rotation est situé sur le bord d’attaque de l’aile. Le paramétre de forme est ’angle de
vrillage maximal dans le plan du saumon. Celui-ci vaut 0,01° pour nos simulations.

4.3.2 Conditions aérodynamiques et mesures expérimentales

Les conditions aérodynamiques sont :

— nombre de Mach & 'infini M., = 0,836 ;

— nombre de Reynolds & l'infini Res, = 1,47.10° ;

— incidence o = 3,06°.
Le nombre de Reynolds a ’infini est basé sur la pression statique a 'infini, le module de vitesse a
I’infini et la corde & ’emplanture. Une condition de paroi adiabatique est appliquée & la surface
de laile. Des conditions de non réflexion sont imposées sur les frontiéres « & I'infini » ainsi qu’une
condition de symétrie dans le plan de I’emplanture.
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Les résultats obtenus lors de cette campagne d’essais et qui nous permettent de valider les
calculs sont des distributions de pression. Deux cent soixante et onze orifices de pression de 0,8
mm de diameétre étaient situés sur sept sections (a 20 %, 44 %, 65 %, 80 %, 90 %, 95 %, 99 %).
La précision sur les coefficients de pression est de £0,02. Des relevés de forces et de moments
ont aussi été effectués.

4.3.3 Simulation numérique de I’écoulement stationnaire

On utilise un maillage & 614 705 points (193 x 49 x 65) monobloc, maillage de type C-O (le
maillage se referme sur lui-méme sur une frontiére de raccord a points coincidents (figure 4.24)).

Zz

b

F1G. 4.24 — Aile M6. Vue partielle du maillage (maillage en jaune, aile en noir).

Comme écrit plus haut, des mesures expérimentales de coefficients de pression & la paroi
dans sept plans de coupe de l'aile sont disponibles. Cela va permettre de confronter les résultats
issus des calculs (résultats en traits continus en rouge) aux mesures (résultats symbolisés par des
carrés). Sur 'intrados, le modeéle de turbulence n’a normalement pas d’influence sur la physique
de I'écoulement. En revanche, sur 'extrados, il faut retrouver la position du choc en toute rigueur.
Les deux modeles de turbulence utilisés (Michel et al. et k-¢ de Launder-Sharma) donnent des
résultats trés similaires : les courbes & I'intrados sont toujours bien positionnées quelle que soit
la coupe; pour I'extrados, les limites des deux modéles de turbulence sont atteintes, cohérentes
avec celles retrouvées classiquement lors de leur utilisation. Les coupes & 20 et 44 % (figures
4.25, 4.26, 4.27 et 4.28), montrent une légére surévaluation de —C), avant le choc, et une légere
sous-évaluation apres. Dans les coupes & 65 %, 90 % et 95 % (figures 4.29, 4.30, 4.33, 4.34, 4.35 et
4.36), le dernier point avant le choc est sous-évalué. Pour la coupe a 80 % (figures 4.31 et 4.32),
le double choc n’est pas retrouvé par les deux modéles. Néanmoins, les modéles percoivent une
irrégularité. Enfin, dans la coupe a 99 % (figures 4.37 et 4.38), le décollement en bout d’aile n’est
pas du tout prédit par les deux modéles. Cela n’a rien de surprenant et fait partie des limites de
ces deux modéles de turbulence.
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F1G. 4.25 - C), ala paroi dans le plan de coupe  FI1G. 4.26 — C), a la paroi dans le plan de coupe
20 %. Modeéle de Michel et al. 20 %. Modéle k-¢ de Launder-Sharma.
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F1G. 4.27 - C), ala paroi dans le plan de coupe  F1G. 4.28 — (), a la paroi dans le plan de coupe
44 %. Modele de Michel et al. 44 %. Modéle k- de Launder-Sharma.
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F1G. 4.29 - (), ala paroi dans le plan de coupe  FI1G. 4.30 — C), a la paroi dans le plan de coupe
65 %. Modeéle de Michel et al. 65 %. Modeéle k-¢ de Launder-Sharma.
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F1G. 4.31 - C), ala paroi dans le plan de coupe  F1G. 4.32 — C), a la paroi dans le plan de coupe
80 %. Modéle de Michel et al. 80 %. Modéle k- de Launder-Sharma.
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F1G. 4.33 - C), ala paroi dans le plan de coupe  FIG. 4.34 — C), a la paroi dans le plan de coupe
90 %. Modeéle de Michel et al. 90 %. Modeéle k- de Launder-Sharma.
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F1G. 4.35 - C), a la paroi dans le plan de coupe  F1G. 4.36 — C), a la paroi dans le plan de coupe
95 %. Modéle de Michel et al. 95 %. Modéle k- de Launder-Sharma.
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F1G. 4.37 - C), ala paroi dans le plan de coupe  FIG. 4.38 — C), a la paroi dans le plan de coupe
99 %. Modéle de Michel et al. 99 %. Modéle k-¢ de Launder-Sharma.
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L’écoulement autour de Daile est transsonique avec un choc a ’extrados comme on peut le
voir sur les figures 4.39, 4.40, 4.41 et 4.42 pour les deux modéles de turbulence. Seuls deux plans
de coupe significatifs & 20 % et 80 % d’envergure sont retenus ici.

Fic. 4.39 — Aile M6. Lignes iso-nombre de  Fic. 4.40 — Aile M6. Lignes iso-nombre de
Mach dans le plan de coupe 20 %. Modéle de  Mach dans le plan de coupe 20 %. Modéle k-¢
Michel et al. de Launder-Sharma.
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Fic. 4.41 — Aile M6. Lignes iso-nombre de  Fic. 4.42 — Aile M6. Lignes iso-nombre de
Mach dans le plan de coupe 80 %. Modéle de Mach dans le plan de coupe 80 %. Modéle k-¢
Michel et al. de Launder-Sharma.
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Sur les figures représentant le rapport des viscosités turbulente et moléculaire % (figures 4.43,
444, 4.45 et 4.46), la turbulence se développe surtout sur extrados aprés le choc. Dans le cas
de l'utilisation du modeéle de Michel et al., il n’y a pas de modele de sillage (figures 4.43 et 4.45) ;
dans ce cas, pour les lignes de maillage qui ne s’appuient pas sur la paroi, la viscosité turbulente
est annulée. Par contre, lors de l'utilisation du modéle k-¢ de Launder-Sharma, la turbulence
continue & se propager dans le sillage (figures 4.44 et 4.46).
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Fig. 4.43 — Aile M6. Lignes iso-rapport %
dans le plan de coupe 20 %. Modeéle de Mi-
chel et al.
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Fig. 4.45 — Aile M6. Lignes iso-rapport %
dans le plan de coupe 80 %. Modéle de Mi-
chel et al.
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Fic. 4.44 — Aile M6. Lignes iso-rapport %
dans le plan de coupe 20 %. Modéle k-¢ de
Launder-Sharma.
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Fic. 4.46 — Aile M6. Lignes iso-rapport %
dans le plan de coupe 80 %. Modele k- de
Launder-Sharma.
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4.3.4 Calcul des sensibilités. Modéle de Michel et al.
4.3.4.1 Gradients de fonctions aérodynamiques

4.3.4.1.1 Calcul de uy par méthode de point fixe et linéarisation du modéle de
turbulence la moins approchée Les fonctions étudiées sont les coefficients de portance
CL,, de trainée de champ proche C' Dy de trainée de champ lointain C'Dg définis par Destarac
[14] et présentés dans la sous-section 2.9.1. Leurs gradients par rapport au paramétre de forme
sont donnés dans le tableau 4.1 pour la méthode de ’équation linéarisée et dans le tableau 4.2
pour la méthode adjointe. Les valeurs de gradients de fonctions aérodynamiques trouvées par les
deux méthodes discrétes (& iso-niveau d’approximation pour la linéarisation du flux diffusif et
éventuellement du modeéle de turbulence) sont les mémes.

DF CM+ | FVC+ | CM+ | FVC+
MUTFIG | MUTFIG | MODLIN | MODLIN

ALy | 0,356 | -0,302 20,302 -0,352 -0,353
dDus | .0,0312 | -0,0284 | -0,0284 | -0,0307 | -0,0307
d%Dg | 0,0287 | -0,0258 | -0,0258 | -0,0281 | -0,0281

TaB. 4.1 — Aile M6. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au parameétre de forme.
Méthode de I’équation linéarisée. Modeéle de Michel et al.

DF CM+ | FVC+ | CM+ | FVC+
MUTFIG | MUTFIG | MODLIN | MODLIN
ALy | 0,356 | -0,302 -0,302 -0,352 -0,353
d@Dur | 10,0312 | -0,0284 | -0,0284 | -0,0307 | -0,0307
d€Ds | 0,0287 | -0,0258 | -0,0258 | -0,0281 | -0,0281

TAB. 4.2 — Aile M6. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au parameétre de forme.
Méthode adjointe. Modéle de Michel et al.

Les valeurs de gradients de fonctions obtenues par linéarisation du flux diffusif & « py figé »
s'écartent des valeurs de référence calculées par différences finies de 9 % a 15 % suivant les
fonctions. Par contre, si le flux diffusif et le modéle de turbulence sont linéarisés tous les deux,
Perreur relative est limitée & moins de 2,1 % et la valeur de gradient de fonction se trouve entre
celle de référence et celle trouvée par linéarisation a « py figé ».

Sur ce cas d’épreuve, on obtient donc de trés bonnes valeurs de gradients de fonction en
linéarisant le plus précisément possible le modéle de turbulence de Michel et al.

4.3.4.1.2 Utilisation d’une méthode de Newton pour le calcul du coefficient de
viscosité turbulente uy pour dans le calcul d’analyse Dans le paragraphe 3.6.1, un autre
choix de méthode pour la résolution de I’équation implicite donnant le coefficient de viscosité
turbulente p; par le modeéle de Michel et al. est présenté. Il s’agit d'une méthode de Newton.
En pratique, quelques problémes de convergence de la résolution de l’équation (1.31) pour
quelques cellules isolées apparaissent sur ’aile ONERA M6. Le tableau 4.3 (resp. 4.4) donne les
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valeurs de gradients de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme obtenus par
différences finies et par linéarisation du flux diffusif et éventuellement du modéle de turbulence
pour la méthode de I’équation linéarisée (resp. pour la méthode adjointe).

DF CM+ | FVC+ | CM+ | FVC+
MUTFIG | MUTFIG | MODLIN | MODLIN

e | 0,355 | -0,302 -0,306 0,352 -0,356
dCDu | 00308 | -0,0284 | -0,0286 | -0,0307 | -0,0309
d@Dg | 0,0282 | -0,0256 | -0,0259 | -0,0278 | -0,0281

TaB. 4.3 — Aile M6. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme.
Méthode de I’équation linéarisée. Equation implicite pour le calcul de p résolue par méthode de
Newton. Modéle de Michel et al.

DF CM+ | FVC+ | CM+ | FVC +
MUTFIG | MUTFIG | MODLIN | MODLIN

Ly | 0355 | -0302 | -0,306 0,352 | -0,356
dCDu | 00308 | -0,0284 | -0,0286 | -0,0307 | -0,0307
dCDg | 10,0282 | -0,0256 | -0,0256 | -0,0278 | -0,0278

TaB. 4.4 — Aile M6. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme.
Méthode adjointe. Equation implicite pour le calcul de j; résolue par méthode de Newton. Modéle
de Michel et al.

Les valeurs de gradients obtenues avec la méthode de Newton employée différent seulement de
2 a4 3 % par rapport a celles obtenues par méthode de point fixe, que ce soit par différences finies
ou par linéarisation du flux diffusif avec éventuellement linéarisation du modéle de turbulence.
Comme les différences ne sont pas flagrantes et que surtout, la méthode de point fixe est plus
stable, c’est cette derniére qui a été retenue pour calculer le coefficient de viscosité turbulente

Ht-

4.3.4.1.3 Linéarisation partielle du modéle de Michel et al. Différents niveaux de
linéarisation du modéle de Michel ont été testés pendant cette thése. Seuls les résultats de
ces différents essais avec une linéarisation du flux diffusif avec approximation de type « couche
mince » pour la méthode de I’équation linéarisée sont reproduits ici. Lorsqu’un terme est dit figé,
les autres termes sont différentiés. Les différentes approximations sont :

— modéle de turbulence non linéarisé (approximation « 4 figé ») pour comparaison ;

— modele de turbulence linéarisé (formulation la moins approchée) pour comparaison ;

— vorticité @ et longueur de mélange £ figés;

— vorticité @ approchée par la formule du paragraphe 3.6.4.1 et longueur de mélange ¢ figée;

— vorticité w figée;

— longueur de mélange /¢ figée;

— viscosité moléculaire p figée.
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DF CM + CM + CM + CM + CM + CM + CM +
MUTFIG | MODLIN | MODLIN | MODLIN | MODLIN | MODLIN | MODLIN

w et ¢ figés | w approché w figé { figé u figé

WLy | 0,355 | -0,302 -0,353 -0,331 -0,333 -0,369 -0,336 -0,353
dDut | 00312 | -0,0284 | -0,0307 | -0,0294 -0,0295 -0,0313 | -0,0297 | -0,0307
d€Da 10,0287 | -0,0258 | -0,0281 | -0,0267 20,0267 | -0,0286 | -0,0271 | -0,0281

TAB. 4.5 — Aile M6. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au parameétre de forme.
Méthode de 1’équation linéarisée. Linéarisation partielle. Modéle de Michel et al.

La prise en compte de la dépendance en la viscosité moléculaire n’a pas d’influence sur
la précision des gradients trouvés. Les erreurs relatives trouvées pour la linéarisation la moins
approchée du modeéle de Michel et al. sont de moins de 2,1 % pour les trois coefficients. I faut
donc a la fois différentier le coefficient de viscosité turbulente uy par rapport a la vorticité w et la
longueur de mélange ¢. L'un sans ’autre ne donne pas de résultats précis sur les trois fonctions
aérodynamiques. Si la vorticité est différentiée sans la longueur de mélange, les erreurs relatives
pour les trois fonctions sont de moins de 6 %, avec moins de 0,5 % d’erreur relative pour les deux
coefficients de trainée. La valeur du gradient du coefficient de portance C'L, n’est pas comprise
entre la valeur de référence et la valeur issue de la linéarisation & « p figé ». Si la longueur de
mélange est différentiée sans la vorticité, les erreurs relatives pour les trois fonctions sont de moins
de 4 %. Cette fois-ci, les trois valeurs sont comprises entre les valeurs de référence et les valeurs
issues de la linéarisation & « uy figé ». Si la longueur de mélange ¢ est figée pour la linéarisation
du modéle de turbulence, le fait de linéariser la vorticité @, de linéariser une approximation de
son expression ou sa discrétisation exacte ne change pas significativement les valeurs de gradients
de fonctions aérodynamiques trouvés (moins de 1,5 % d’erreur relative). Visiblement, la prise en
compte de la longueur de mélange pour la linéarisation du modéle de Michel et al. est cruciale
pour la précision des gradients.

4.3.4.2 Sensibilités d’écoulement

On présente ici les dérivées des composantes du champ conservatif (p, pu, pv, pw, pE) a la
paroi (ou sensibilités & la paroi), par rapport au paramétre de forme dans les plans de coupe o
des mesures de coefficients de pression —C}, ont été effectuées (voir sous-section 4.3.2).

Notons tout d’abord que 'amplitude des courbes de sensibilités augmente lorsque le plan de
coupe se rapproche du saumon '. Ceci est logique, compte tenu de la nature de la déformation
(vrillage angulaire, l’angle de vrillage croissant linéairement de ’emplanture vers le saumon).

Pour les dérivées de p et pE (figures 4.47 a 4.50 et 4.51 & 4.54), les courbes de référence
obtenues par différences finies et de linéarisation du modéle de turbulence se superposent a la
paroi pour les différents plans de coupe. Quant aux courbes liées & la linéarisation du flux diffusif
a « g figé », elles se superposent également aux courbes précédentes, excepté au niveau du choc
ou apparait un léger décrochage.

attention aux changements d’échelle verticale suivant les plans de coupe.
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Fi1G. 4.47 — Aile M6. g—g 4 la paroi dans le plan
de coupe 20 %. Modéle de Michel et al.
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FiG. 4.49 - Aile M6. $2 ala paroi dans le plan
de coupe 65 %. Modéle de Michel et al.
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F1G. 4.48 — Aile M6. g—g 4 la paroi dans le plan
de coupe 44 %. Modéle de Michel et al.
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FiG. 4.50 — Aile M6. $2 ala paroi dans le plan
de coupe 80 %. Modéle de Michel et al.
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Fia. 4.51 — Aile M6. d(%E a la paroi dans le
plan de coupe 20 %. Modéle de Michel et al.
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Fic. 4.53 — Aile M6. ‘%{E a la paroi dans le
plan de coupe 65 %. Modeéle de Michel et al.
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FiGg. 4.52 — Aile M6. d(i%f 4 la paroi dans le
plan de coupe 44 %. Modele de Michel et al.
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Fic

. 4.54 — Aile M6. d(f—aE & la paroi dans le
plan de coupe 80 %. Modele de Michel et al.
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Pour les dérivées des composantes du vecteur quantité de mouvement pv et pw (figures 4.55
a 4.58 et 4.59 a 4.62), du bord d’attaque jusqu’a avant le choc, que ce soit sur 'extrados ou
I'intrados, les différentes courbes se superposent. Ceci reste vrai dans le cas de la linéarisation
du modéle de turbulence aprés le choc. En revanche, pour une linéarisation du flux diffusif & « p
figé », ce n’est plus vrai. Des différences sensibles apparaissent, surtout a 'approche du bord de

fuite.
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Pour la dérivée de pu par rapport au parameétre de forme (figures 4.63 a 4.66), les différences
sont plus notables. Lorsque le modéle de turbulence est linéarisé, les courbes se superposent
avant le choc. Par contre, les résultats sont 1égérement différents apreés le choc, et meilleurs pour
le calcul avec linéarisation du modéle de turbulence. La linéarisation & « uy figé » donne, elle, de
moins bons résultats sur cette sensibilité, quelle que soit la zone, et en particulier vers le bord
de fuite.
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Les figures 4.67 & 4.70 présentent les lignes is&%% dans les plans de coupe 20 %, 44 %, 65 %
et 80 %. Les amplitudes de la dérivée du coefficient de viscosité de turbulence fi, par rapport
au paramétre de forme %% sont les plus élevées au voisinage de la paroi, surtout sur l'extrados
sur I'aile externe (au niveau du choc et du bord de fuite), et un peu moins, mais toujours de
maniére significative sur 'intrados au bord de fuite, et sur l'extrados sur la premiére partie
de l'aile, lorsque la hauteur de coupe augmente. C’est donc dans ces zones que ’hypothése de
« couche mince » est mise en défaut, comme constaté sur les courbes de sensibilités du champ
aérodynamique entre des linéarisations du flux diffusif & « yy figé » ou en linéarisant le modéle
de turbulence. La dérivée du coefficient de viscosité moléculaire par rapport au paramétre de
formes n’a pas été tracée ici car les figures sont semblables 4 la figure 4.19 : le champ de dérivée
est tracé a une échelle uniforme, pour des valeurs comprises entre —5.107% et 5.1075.
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4.3.5 Calcul des sensibilités. Modéle k-¢ de Launder-Sharma
4.3.5.1 Calculs de gradients

Les résultats obtenus sur les gradients des coefficients de portance C'Ly,, de trainée de champ
proche C Dyt de trainée de champ lointain C'Dg sont donnés dans le tableau 4.6 pour la méthode
de I’équation linéarisée et dans le tableau 4.7 pour la méthode adjointe.

DF CM+ | FVC +
MUTFIG | MUTFIG
ALy | 0,359 0,333 0,333
dCDus | 00315 | 0,0301 | 0,0301
dCDg | 0,0209 | 0,0275 | 0,0275

TaB. 4.6 — Aile M6. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme.

Méthode de I’équation linéarisée. Modéle k- de Launder-Sharma.

DF CM+ | FVC +
MUTFIG | MUTFIG
ALy | 0,359 | -0,333 -0,333
d@Dur | _0,0315 | -0,0301 | -0,0301
d€Ds | .0,0299 | -0,0276 | -0,0275

TaB. 4.7 — Aile M6. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme.
Méthode adjointe. Modéle k-¢ de Launder-Sharma.

Pour les valeurs de gradients de fonction, 1’erreur relative entre la référence obtenue par
différences finies et la linéarisation & « pug figé » est comprise entre 4 et 8 %, soit une erreur
inférieure au cas d’utilisation du modeéle de Michel et al. (voir sous-section 4.3.4.1).

4.3.5.2 Sensibilités d’écoulement

Comme pour le modéle de Michel et al., on présente ici les dérivées des composantes du
champ conservatif (ou sensibilités) a la paroi (p, pu, pv, pw, pE) par rapport au parameétre de
forme dans les plans de coupe ot des mesures de coefficients de pression —C}, ont été effectuées
(voir sous-section 4.3.2).

L’amplitude des courbes de sensibilités augmente lorsque le plan de coupe se rapproche du
saumon (méme explication que précédemment).

Tout comme dans le cas de I'utilisation du modéle de Michel et al., pour les dérivées de p et
pE (figures 4.71 & 4.74 et 4.75 4 4.78), les courbes de référence obtenues par différences finies et
de linéarisation du flux diffusif & « uy figé » se superposent a la paroi pour les différents plans de
coupe, sauf au niveau du choc ol un léger décrochage apparait.
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Pour la dérivée de la composante du vecteur quantité de mouvement pv par rapport au
parameétre de forme (figures 4.79 & 4.82), les courbes se superposent sur l'intrados sauf au bord
de fuite et en amont du cho sur I’extrados.
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Fig. 4.79 - Aile M6. dd% a la paroi dans le  Fi1G. 4.80 — Aile M6. % a la paroi dans le
plan de coupe 20 %. Modéle k-¢ de Launder-  plan de coupe 44 %. Modéle k-e de Launder-
Sharma. Sharma.
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Pour la dérivée de la composante du vecteur quantité de mouvement pw par rapport au
paramétre de forme (figures 4.83 & 4.86), les différences les plus notables se trouvent au choc et

au bord de fuite.
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Pour la dérivée de pu par rapport au parameétre de forme (figures 4.87 & 4.90), les différences
sont plus notables que pour les autres composantes. Les courbes différent presque partout.
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4.3.6 Conclusion partielle

Pour I'aile ONERA M6, des dérivées de composantes du champ aérodynamique W dans une
cellule adjacente a la paroi ainsi que les gradients de trois fonctions aérodynamiques par rapport
au parameétre de forme ont été présentés pour les deux modéles de turbulence de Michel et al. et
k-¢ de Launder-Sharma. Dans le cas de ’emploi du modeéle de Michel et al., la linéarisation du
modéle a été validée.

Les linéarisations du flux diffusif avec ou sans approche de type « couche mince », avec ou
sans linéarisation du modéle de turbulence donnent des gradients de fonctions et des sensibilités
d’écoulement & la paroi plutét précis. A niveau d’approximations équivalents, les deux méthodes
discrétes (équation linéarisée et adjointe) donnent des valeurs de gradients identiques. Les linéa-
risations avec ou sans approche de type « couche mince » donnent les mémes résultats. Pour
obtenir des gradients de fonctions précis, il est nécessaire de linéariser tous les termes du modéle
de Michel et al.

Pour les sensibilités d’écoulements, les dérivées de grandeurs isotropes (dérivées de p et pE)
par rapport au paramétre de forme sont peu sensibles au niveau d’approximation de la linéari-
sation, sauf aux voisinages du choc et du bord de fuite. Cela est moins vrai pour les dérivées
des composantes de quantité de mouvement, en particulier entre le choc et le bord de fuite sur
I’extrados.

4.4 Conclusion

Les résultats obtenus sur ces deux géométries fixes nous permettent de tirer un certain nombre
de conclusions. Deux modeles de turbulence (Michel et al. et k-¢ de Launder-Sharma) sont utilisés
ici. Les résultats de la linéarisation du flux diffusif & « pg figé » ont été présentés pour les deux
modeéles de turbulence, ainsi que ceux issus de la linéarisation du modeéle de Michel et al.

Sur les exemples proposés, la méthode de ’équation linéarisée discréte et la méthode adjointe
discréte donnent les mémes valeurs de gradients de fonctions aérodynamiques par rapport &
un paramétre de forme, quelle que soit la fonction. Le fait de linéariser le flux diffusif avec ou
sans approche de type « couche mince » n’induit que trés peu de différences (sur le calcul de
gradients de fonctions aérodynamiques ou sur les sensibilités d’écoulement & la paroi). Les deux
formulations pour la linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince » donnent
des valeurs de gradients identiques. L’approche de type « couche mince » est donc suffisante pour
la linéarisation du flux diffusif.

La linéarisation & « py figé » donne des résultats convenables (valeurs de gradients et sen-
sibilités), sans étre complétement précis (de 4 & 15 % d’erreur relative), mais offre une bonne
tendance pour le calcul de la direction de gradient & suivre pour ’algorithme de descente. Elle
doit étre suffisante pour une optimisation grossiére.

En revanche, la linéarisation du modéle de Michel et al. a montré que, pour atteindre les
résultats présentés (moins de 2,1 % d’erreur relative) et cette précision sur les gradients de fonc-
tions, il était nécessaire de différentier de maniére exacte tous les termes qui apparaissent dans
Pexpression de ce modéle de turbulence (en particulier la vorticité et la longueur de mélange).
Cet effort permet d’améliorer grandement la précision des valeurs de gradients de fonctions ainsi
que les sensibilités d’écoulement, jusqu’a obtenir des résultats quasiment superposés avec la ré-
férence obtenue par différences finies.

Dans la section 2.8, on a vu que la précision de la méthode (adjointe ou linéarisée) dépendait
de la phase explicite. Les différences qui demeurent par rapport a la linéarisation du modéle de
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Michel et al. peuvent trouver leur explication dans plusieurs causes :

— un traitement générique plus précis pour les conditions aux limites autres que de paroi

pourrait étre adopté lors de la linéarisation du flux diffusif et de modéles de turbulence;

— le probléme du choix du pas optimal pour le paramétre de forme reste posé (pour le calcul

de la référence obtenue par différences finies ou le calcul du terme de sensibilité par rapport
au maillage g—g%) ;

— I'hypothése de nullité du bilan de flux discrétisé pour les équations de Navier-Stokes

R(W,X) n'est en pratique pas rigoureusement vérifiée (difficulté pour obtenir une so-
lution d’un calcul d’analyse bien convergée).

Aucune conclusion pour la linéarisation du modéle k-¢ de Launder-Sharma ne peut malheu-
reusement étre établie, des résultats satisfaisants n’ayant pas été obtenus a cette date.

Pour une linéarisation & « ug figé », les zones ol les sensibilités de 1’écoulement sont les plus
éloignées de celles de référence (obtenues par différences finies) se situent 1a o le coefficient de
viscosité turbulente a son amplitude la plus forte (qui est aussi 'endroit ou il varie le plus). C’est
souvent le cas aprés un choc pour une configuration transsonique. A l'inverse, dans les zones ol
la turbulence n’est pas ou peu développée (par exemple en amont du choc ou a l'intrados dans
le cas d’une aile), 'approximation « pg figé » se justifie tout a fait, le coefficient de viscosité
turbulente u¢ y variant trés peu.

Les différentes linéarisations ayant été testées sur ces deux géométries simples, nous allons
maintenant les appliquer sur des configurations de turbomachine.
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Chapitre 5

Application aux aubes isolées de
turbomachine

5.1 Introduction. Résultats présentés. Commentaires communs

Ce travail de these a pour but de calculer des gradients de fonctions aérodynamiques de
maniére précise. Différentes linéarisations du flux diffusif et du modéle de Michel et al. ont été
proposées dans le chapitre 3. Elles ont été testées dans le chapitre précédent sur des configura-
tions classiques (une tuyeére et une aile). Dans ce chapitre, des résultats sont présentés pour deux
aubes de turbine.

Les conditions aérodynamiques et 1’écoulement stationnaire autour de la géométrie de base
des différents cas d’aubes isolées de turbomachine sont briévement décrits. Aprés avoir défini
les paramétres de forme, les résultats obtenus pour le calcul de gradients de fonctions aérodyna-
miques sont présentés. En pratique, pour chaque cas test, des résultats pour un unique paramétre
de forme sont montrés, tout comme dans le chapitre 4. Deux types de résultats sont exposés :

— les gradients de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de forme;

— les sensibilités de ’écoulement par rapport au champ aérodynamique (ou dérivée du champ

aérodynamique par rapport au paramétre de forme) dans le plan de sortie %.

La valeur des fonctions aérodynamiques ainsi que leurs dérivées par rapport au maillage et au
champ aérodynamique sont fournis par ’outil de post-traitement Xopt développé au Département
d’Aérodynamique APpliquée de 'ONERA (voir la section 2.9). On rappelle ici que ces fonctions
aérodynamiques sont soit des moyennes surfaciques de composantes du champ aérodynamique
(p, pu, pv, pw, pE) dans le plan de sortie, soit des fonctions qui dépendent de ces moyennes
(ps, p, T). Les grandeurs les plus significatives & observer sont donc les moyennes des grandeurs
conservatives p, pu, pv, pw, pE.

Dans tous les cas, les résultats issus du module de calcul de gradients sont comparés & ceux
obtenus par différences finies d’ordre 2. La procédure d’obtention de ces différences finies d’ordre 2
est rappelée & la section 4.1. Les abréviations introduites au chapitre 4 (DF, CM, FVC, MUTFIG,
MODLIN) sont utilisées.

Pour la linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince », ce sont les
résultats issus de la deuxiéme formulation (voir sous-section 3.4.2) qui sont présentés. Les résul-
tats issus de la premiére formulation donnent en pratique des valeurs de gradients de fonctions
aérodynamiques quasiment identiques & ceux de la deuxiéme formulation. C’est cette derniére
formulation qui a été retenue car elle utilise la discrétisation des gradients de vitesse codée dans
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elsA et pas une hypothése a priori d’écriture particuliére du flux diffusif, ce qui semble plus juste.

Dans le cas de 'utilisation du modéle de Michel et al., on présente les résultats de différentes
linéarisations :

— linéarisation du flux diffusif avec approche de type « couche mince » & « g figé » ;

— linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince » (Flux Visqueux Com-

plet) a « py figé » ;

— linéarisation du flux diffusif avec approche de type « couche mince » et modéle de turbulence

linéarisé ;

— linéarisation du flux diffusif sans approche de type « couche mince » (Flux Visqueux Com-

plet) et modeéle de turbulence linéarisé.

Les résultats présentés sous la dénomination modéle de turbulence linéarisé correspondent &
une linéarisation la moins approchée pour I’évaluation de la matrice jacobienne g—%. La vorticité
est alors linéarisée en utilisant 1’écriture de sa discrétisation dans elsA (voir sous-section 3.6.4)
tout comme la longueur de mélange (voir sous-section 3.6.5).

On verra que les résultats obtenus avec ou sans approche de type « couche mince » (valeurs
de gradients de fonctions ou courbes de dérivée de composantes du champ conservatif dans le
plan de sortie), sont trés proches voire identiques & la précision ou aux échelles choisies, et en
particulier lorsque 'hypothése de « ug figé » est ajoutée.

Dans ce chapitre, comme les résultats présentés sont uniquement sur des aubes de turbines,
seul le modele de Michel et al. est utilisé, ce dernier n’étant pas utilisé au sein des équipes de
conception de compresseurs.

5.2 Distributeur Basse Pression

5.2.1 Géométrie

Il s’agit d’une aube isolée de distributeur d’une turbine basse pression désignée par la suite
sous le sigle DBP. Aucune donnée expérimentale n’est disponible & ce jour pour controler les
résultats issus des simulations numériques.

La déformation considérée est un déplacement linéaire de l’axe d’empilage. Le paramétre
de forme est I’angle que fait la ligne d’empilage avec la verticale. Celui-ci vaut 0,1° pour nos
simulations. Sur les figures 5.1 et 5.2, la déformation est représentée pour un angle de +1°, pour
des vues respectives au bord d’attaque et au bord de fuite.

5.2.2 Conditions aérodynamiques

Les conditions aérodynamiques utilisées sont :
— température d’arrét Tig = 345 K;

— pression d’arrét pjp = 64 200 Pa;

— parois adiabatiques.

5.2.3 Simulation numérique de 1’écoulement stationnaire

Les conditions aux limites sont :

— condition d’injection subsonique & la frontiére amont (I’écoulement est subsonique) ;

— profil de pression statique imposé sur la frontiére aval qui respecte un équilibre radial ;

— condition de paroi adiabatique avec adhérence & la paroi sur 'aube, le moyeu et le carter.
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Fig. 5.1 — DBP Turbine. Déformation de  Fig. 5.2 — DBP Turbine. Déformation de
l’aube de 1°. Vue au bord d’attaque. En rouge,  l'aube de 1°. Vue au bord de fuite. En rouge,
I'aube de base, en vert l'aube déformée. I'aube de base, en vert I’aube déformeée.

On utilise un maillage multibloc (cing domaines) pour une topologie de maillage dite O4H
comme on peut le voir dans une coupe en K sur la figure 5.3. Le bloc maillé en O est en rouge,
autour de 'aube. Les raccords périodiques sont a points coincidents.

Y

L.

F1G. 5.3 — DBP Turbine. Vue du maillage & mi-hauteur de veine sur une coupe en K.

Les champs présentés en figures 5.4 4 5.6 sont des plans de coupe situés a trois hauteurs de
veine : 10 %, 50 %, et 90 %.

On observe un décollement sur 'extrados dans la coupe & 90 % de hauteur de veine, prés du
bord de fuite (figure 5.6) et un léger décollement en pied, & 10 % de hauteur de veine (figure
5.4). Sur les trois coupes, il comporte des zones de survitesse a 'extrados, notamment & 90 %
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de hauteur de veine ol 'incidence est importante. Il n’y a pas a priori d’écart flux-profil, ce qui
est confirmé par la figure de profil d’angle absolu « (figure 5.8).

Sur les courbes de 1 — % a la paroi (figure 5.7), la coupe a 10 % apparait en rouge, celle a
50 % en vert et celle a 90 ‘%) en bleu. Les commentaires faits sur les lignes iso-nombre de Mach
(figures 5.4, 5.5 et 5.6) concordent avec ces courbes. Sur la coupe a 90 %, I’écoulement est d’abord
accéléré (survitesse a lextrados) puis la vitesse reste constante sur la suite du profil.

On controle en outre des profils radiaux dans les plans d’entrée et de sortie de ’angle absolu
a (figure 5.8), du nombre de Mach absolu Mpyys (figure 5.9), de la pression statique p (figure
5.11) et de la pression totale p; (figure 5.10) représentative des pertes. Les moyennes dans le
plan d’entrée figurent en noir, alors que celles dans le plan de sortie figurent en rouge. Dans
le plan de sortie, ’écoulement suit une loi d’équilibre radial, la pression statique est plus faible
en pied qu’en téte. Les relevés d’angle absolu (figure 5.8) sont cohérents avec ’observation des
courbes de lignes iso-nombre de Mach (figure 5.4 4 5.6) en entrée. A 10 % de hauteur a = 107, &
mi-hauteur « = 15° et & 90 % de hauteur o = 20°. La baisse d’angle absolu « en pied en sortie
est sans doute un effet tridimensionel. Les pertes ( z%io’ figure 5.10) sont plus fortes en téte qu’en
pied. En pied, la pression totale p; est conservée, alors qu’en téte, on a une perte de 3-4 %. Le
fait d’étre & un rapport supérieur a 1 vient de la valeur fournie dans le profil de pression imposée
en entrée. Pour la répartition du nombre de Mach absolu (figure 5.9), il y a uniformisation en
sortie. L’écoulement est accéléré a la traversée de la roue (taux d’accélération d’environ 1,7).
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F1G. 5.4 — DBP Turbine. Lignes iso-nombre de
Mach a 10 % de hauteur de veine. Modéle de
Michel et al.
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F1G. 5.6 — DBP Turbine. Lignes iso-nombre de
Mach a 90 % de hauteur de veine. Modéle de
Michel et al.
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F1G. 5.5 — DBP Turbine. Lignes iso-nombre de
Mach a 50 % de hauteur de veine. Modele de
Michel et al.
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Fic. 5.7 — DBP Turbine. 1 — ]fTi a la paroi a
10 % (en bleu), 50 % (en vert) et 90 % (en
rouge) de hauteur de veine. Modeéle de Michel
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5.2.4 Calcul des sensibilités
5.2.4.1 Gradients de fonctions aérodynamiques

Les fonctions étudiées sont, pour les cinq premiéres, des moyennes surfaciques de composantes
du champ aérodynamique : p, pu, pv, pw, pE. Les grandeurs moyennes de pression statique
moyenne p, température statique T et pression totale p; sont fonctions de moyennes surfaciques
des composantes p, pu, pv, pw et pE, comme présenté dans la sous-section 2.9.2. Les gradients des
fonctions aérodynamiques étudiées sont donnés dans le tableau 5.1 pour la méthode de I’équation
linéarisée.

DF CM + FVC + CM + FVC +
MUTFIG | MUTFIG | MODLIN | MODLIN
1 571.107° | 151.107% | 1,51.107% | 3,00.107* | 1,42.10~*
dou | 3781073 | 3,89.107% | 3,80.107% | 3,87.107% | 3,87.1073
dov 2,82.1073 | 2,04.107% | 2,05.107% | 2,07.107% | 2,08.1073
dow | 6,70.1073 | 6,25.1073 | 6,23.107% | 6,25.107% | 6,23.1073
doB 5131074 | —7,63.107° | —=7,78.107% | —1,32.10~% | —1,03.10~*
dp 2,49.107° | 7,21.107° | 7,21.107° | 7,07.107° | 7,20.107°
df’ | _902.107° | —4,28.107° | —4,22.107° | —2,10.10* | —3,24.10~°
doi | _6,92.1074 | —2,51.1074 | —2,53.1074 | —3,18.10~4 | —2,84.10~4

TaAB. 5.1 — DBP Turbine. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de
forme. Méthode de I’équation linéarisée. Modeéle de Michel et al.

Comme observé dans le chapitre précédent, les linéarisations du flux diffusif avec (CM) ou sans
(FVC) approximation de type « couche mince » & « py figé » donnent des résultats identiques,
ici & deux chiffres significatifs pres, parfois trois (sur les moyennes surfaciques de p et pu). Il
en est de méme dans le cas de la linéarisation du modeéle pour les moyennes de composantes
de quantité de mouvement (pu, pv, pw). De maniére générale, quelle que soit la linéarisation
entreprise, toutes les valeurs de gradients de fonctions ont le bon signe par rapport a la référence
calculée par différences finies.

En comparant les grandeurs obtenues par ces différentes linéarisations entre elles, on constate
que sur les moyennes surfaciques de pu, pv, pw, les différentes linéarisations fournissent des valeurs
de gradients presque égales (moins de 1,5 % d’écart relatif). En outre, les valeurs de gradients de
fonction trouvées pour ces trois composantes sont en accord avec celles de la référence obtenue
par différences finies sans étre exactement égaux. Néanmoins, le fait de linéariser le modéle de
turbulence donne une valeur sensiblement meilleure pour les moyennes de pu et pv, ce qui ne se
généralisera pas, sur la moyenne de pw.

Pour la moyenne de pFE, la linéarisation du modeéle de turbulence améliore le résultat, avec
un résultat encore meilleur pour la combinaison {linéarisation du modeéle + approche de type
« couche mince » }. Néanmoins, les valeurs trouvées suite aux diverses linéarisations sont sous-
estimées par rapport a la référence calculée par différences finies.

En revanche, sur la moyenne de p, il y a peut-étre une incohérence quant a la linéarisation du
modéle associée & ’approche de type « couche mince ». En outre, quelle que soit la linéarisation,
la valeur de gradient trouvée ne correspond pas & la valeur de référence attendue.
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Cependant, ’ordre de grandeur des valeurs des gradients des moyennes de pu, pv et pw est
supérieur d’un voire deux ordres par rapport a celui des valeurs de gradients de moyennes de
p et pE. On calcule assez précisément les forts gradients de fonctions, alors que les valeurs de
gradients faibles trouvées ne sont pas conformes & la référence obtenue par différences finies.

Les écarts déja observés entre les différentes linéarisations et la référence obtenue par diffé-
rences finies se répercutent sur les résultats des trois derniéres fonctions (pression totale moyenne
pi, température statique moyenne 7', pression statique moyenne p), fonctions qui sont issues des
moyennes surfaciques de grandeurs du champ aérodynamique.

5.2.4.2 Calcul des sensibilités

Les champs des dérivées des composantes du champ conservatif W par rapport au parameétre
de forme — ou sensibilités — (g—g, %, %, dé%”, d(%ﬂ) sont représentés dans le plan de sortie.
Ces grandeurs de champ sont évaluées aux centres des cellules. Le plan de sortie ou les champs de
dérivées sont extraits est dupliqué deux fois selon ’azimut, afin de rendre compte de la périodicité
du résultat. La zone en blanc s’explique par le fait que la visualisation est faite aux centres des
cellules pour le maillage initial, 1a ol sont évaluées les variables d’état.

Sur les planches de sensibilités, les résultats obtenus avec ou sans approche de type « couche
mince » sont également trés proches voire identiques (& niveau de linéarisation du modeéle de
turbulence équivalent), quelle que soit la composante observée, mis & part sur la variable pw a
un endroit.

Pour la sensibilité de p (figures 5.12 & 5.16), la linéarisation du modeéle de turbulence améliore
sensiblement les résultats en pied (zone de g—g comprise entre 0,0025 et 0,0035). En outre, vers
50-60 % de hauteur de veine, la connexité du domaine de 3—5 compris entre —0,0015 et —0,0005
est mieux reproduite.

Pour la sensibilité de pE (figures 5.17 a 5.21), la linéarisation du modéle de turbulence
améliore trés légérement les résultats en téte, au voisinage de la paroi. Néanmoins, quelle que

soit la linéarisation effectuée, les variations de dé%E sont mal reproduites en téte et en pied. En

outre, dans ce cas, les lignes iso—d(fff sont décalées en azimut (zone de d(%E autour de 0,004).

Pour la sensibilité de pu (figures 5.22 & 5.26), la linéarisation du modéle de turbulence améliore
légérement les résultats en téte (zone de % comprise entre 0,0021 et 0,0023 est connexe comme
pour la référence obtenue par différences finies). En revanche, vers une hauteur de veine de
50-60 %, aucune linéarisation ne reproduit la répartition de %.

Pour la sensibilité de pv (figures 5.27 & 5.31), vers la mi-hauteur de veine, les deux compo-
santes connexes de zone de % comprise entre —0,006 et —0,002 sont mieux reproduites pour
une linéarisation a « pg figé ».

Pour la sensibilité de pw (figures 5.32 & 5.36), les différentes linéarisations donnent des ré-
sultats quasiment identiques, excepté peut-étre a 30 % de hauteur de veine, au voisinage du
raccord. Par rapport aux résultats de référence obtenus par différences finies, on peut signaler
trois différences notables : en pied, a 30 % de hauteur de veine au voisinage du raccord et en

téte.

5.2.5 Conclusion partielle

Les linéarisations du flux diffusif et du modéle de Michel et al. ont été validées pour la
méthode de 1’équation linéarisée pour ce Distributeur Basse Pression de turbine. Ces différentes
linéarisations donnent des résultats conformes a la référence obtenue par différences finies : les
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sensibilités d’écoulement dans le plan de sortie reproduisent globalement ce qui est attendu;
les valeurs de gradients de fonctions aérodynamiques sont assez bien calculées, surtout celles de
plus forte amplitude, et ont toujours le bon signe. L’approximation de type « couche mince »
pour la linéarisation du flux diffusif donne des valeurs de gradients quasiment identiques & la
linéarisation avec prise en compte des dérivées croisées (moins de 2 % d’erreur relative pour
la plus grosse différence, moins de 0,5 % sinon). Cette tendance se retrouve également sur les
courbes de sensibilités d’écoulement par rapport au parameétre de forme. Les valeurs de gradients
qui sont de plus forte amplitude sont légérement mieux calculées si le modéle de turbulence est
linéarisé.
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FiG. 5.12 — DBP Turbine. £ dans le plan de
sortie. DF. Modéle de Michel et al.

F1c. 5.13 - DBP Turbine. 9 dans le plan de  FIc. 5.14 — DBP Turbine. 22 dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et sortie. FVC + MUTFIG. Modeéle de Michel et
al. al.

F1c. 5.15 - DBP Turbine. 9 dans le plan de  FIc. 5.16 — DBP Turbine. 22 dans le plan de
sortie. CM + MODLIN. Modéle de Michel et sortie. FVC - MODLIN. Modeéle de Michel et
al. al.
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FIG. 5.17 — DBP Turbine. %2 dans le plan de

sortie. DF. Mod¢éle de Michel et al.

FIG. 5.18 — DBP Turbine. %2 dans le plan de  Fic. 5.19 — DBP Turbine. %Z dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et  sortie. FVC + MUTFIG. Modéle de Michel et
al. al.

FIG. 5.20 - DBP Turbine. %2 dans le plan de  FiG. 5.21 -~ DBP Turbine. %Z dans le plan de
sortie. CM + MODLIN. Modéle de Michel et  sortie. FVC + MODLIN. Modéle de Michel et
al. al.
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FI1G. 5.22 - DBP Turbine. % dans le plan de
sortie. DF. Modéle de Michel et al.

Fic. 5.23 - DBP Turbine. % dans le plan de  Fia. 5.24 - DBP Turbine. %2 dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et  sortie. FVC + MUTFIG. Modéle de Michel et
al. al.

Fia. 5.25 — DBP Turbine. % dans le plan de  Fic. 5.26 — DBP Turbine. % dans le plan de

(8]

sortie. CM 4+ MODLIN. Modeéle de Michel et  sortie. FVC - MODLIN. Modéle de Michel et
al. al.
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FI1G. 5.27 — DBP Turbine. % dans le plan de
sortie. DF. Modéle de Michel et al.

F1c. 5.28 — DBP Turbine. % dans le plan de  FIc. 5.29 - DBP Turbine. 4 dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et  sortie. FVC + MUTFIG. Modéle de Michel et
al. al.

Fia. 5.30 — DBP Turbine. % dans le plan de  Fia. 5.31 — DBP Turbine. % dans le plan de
sortie. CM + MODLIN. Modéle de Michel et  sortie. FVC - MODLIN. Modéle de Michel et
al. al.
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FIG. 5.32 - DBP Turbine. %% dans le plan de
sortie. DF. Modéle de Michel et al.

F1G. 5.33 - DBP Turbine. %% dans le plan de  FIG. 5.34 — DBP Turbine. %% dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et  sortie. FVC + MUTFIG. Modéle de Michel et
al. al.

FIG. 5.35 - DBP Turbine. %% dans le plan de  FIG. 5.36 - DBP Turbine. %% dans le plan de
sortie. CM + MODLIN. Modéle de Michel et  sortie. FVC - MODLIN. Modéle de Michel et
al. al.
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5.3 Roue Basse Pression

5.3.1 Géomeétrie

1l s’agit d’'une aube isolée de roue mobile d’une turbine basse pression, désignée par la suite
sous le sigle RBP. On ne dispose pas de données expérimentales pour contréler les résultats issus
des simulations numériques.

Tout comme pour le Distributeur Basse Pression de la section précédente, la déformation
considérée est un déplacement linéaire de I’axe d’empilage. Le paramétre de forme est I’angle que
fait la ligne d’empilage avec la verticale. Celui-ci vaut 0,1° pour nos simulations. Sur les figures
5.1 et 5.2, la déformation est représentée pour un angle de +1°, pour des vues respectives au
bord d’attaque et au bord de fuite.

. A

Fia. 5.37 — RBP Turbine. Déformation de  Fia. 5.38 — RBP Turbine. Déformation de
l’aube de 1°. Vue au bord d’attaque. En ma-  'aube de 1°. Vue au bord de fuite. En magenta,
genta, aube de base, en vert 'aube déformée.  'aube de base, en vert I’aube déformeée.

5.3.2 Conditions aérodynamiques

Les conditions aérodynamiques utilisées sont, :
— température d’arrét Tig = 1 740 K ;

— pression d’arrét pjg = 1 500 000 Pa;

— parois adiabatiques.

5.3.3 Simulation numérique de ’écoulement stationnaire

Les conditions aux limites sont :

— condition d’injection subsonique & la frontiére amont (’écoulement est subsonique) ;

— pression statique imposée uniforme sur toute la hauteur de la frontiére aval ;

— condition de paroi adiabatique avec adhérence a la paroi sur l’aube, le moyeu et le carter.

On utilise un maillage multibloc (cing domaines) pour une topologie de maillage dite O4H
comme on peut le voir dans une coupe en K sur la figure 5.3. Le bloc maillé en O est en rouge,
autour de 'aube. Les raccords périodiques sont a points coincidents.
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F1a. 5.39 — RBP Turbine. Vue du maillage & mi-hauteur de veine.

Tout comme pour le DBP Turbine, les champs présentés dans des plans de coupe sont situés
a trois hauteurs de veine : 10 %, 50 %, et 90 %. Sur les coupes & mi-hauteur (figure 5.41) et en

téte (figure 5.42), il apparait des zones de survitesse a 'extrados. Sur les courbes de 1 — % ala

paroi (figure 5.43), la coupe & 10 % apparait en rouge, celle & 50 % en vert et celle a 90 % en
bleu. On observe une incidence fortement négative en téte.

On peut en outre regarder les profils radiaux dans les plans d’entrée et de sortie de différentes
grandeurs. Les moyennes dans le plan d’entrée figurent en noir, alors que celles dans le plan de
sortie figurent en rouge. Dans le plan de sortie, la pression statique p (ici adimensionnée par pio)
est quasiment constante, ce qui est normal car on a imposé une condition de pression en sortie
uniforme (figure 5.44). On vérifie ainsi qu'il ne subsiste quasiment pas de giration résiduelle. 1l
y a un déficit de pression d’arrét L= (figure 5.49) en téte (entre 75 % et 100 % de hauteur de
veine), déficit qui devrait &tre récupéré en travail (représenté par l'évolution de la température
d’arrét T;, figure 5.50), ce qui n’est pas le cas. Une chute de nombre de Mach absolu apparait au-
dessus de 75 % de hauteur de veine (figure 5.48) correspondant & un tourbillon tridimensionnel
important. L’effet de ce tourbillon est observé sur les angles relatifs et absolus (figures 5.45 et
5.46).



h/H=10 %

F1G. 5.40 — RBP Turbine. Lignes iso-nombre
de Mach & 10 % de hauteur de veine. Modéle
de Michel et al.

h/H =90 %

F1G. 542 — RBP Turbine. Lignes iso-nombre
de Mach 3 90 % de hauteur de veine. Modéle
de Michel et al.
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h/H =50 %

Fic. 5.41 — RBP Turbine. Lignes iso-nombre
de Mach a4 50 % de hauteur de veine. Modéle
de Michel et al.
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Fig. 5.43 — RBP Turbine. 1 — % a la paroi
a 10 % (en bleu), 50 % (en vert) et 90 % (en
rouge) de hauteur de veine. Modéle de Michel
et al.
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et al.
100 r 100 r - mn“‘ﬁ.““—o—."‘
F 90 F J/.:’
o o e
80 80 - /
oF ’1& 0F '\\
60 b 60 F 3
z T, b :
< 50 < 50 4
S = § & H
40 ;— 40 ;— :
r - :
30 30F b
F F $
20 : 20F ’}
C : C
10F K 10f j
L L oeele s L1 . L ) OO | . !
0 50 0 50 0 50 0 50
beta alpha

F1G. 5.45 - RBP Turbine. Distribution d’angle  F1G. 5.46 — RBP Turbine. Distribution d’angle
relatif en sortie. Modéle de Michel et al. absolu en sortie. Modéle de Michel et al.
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Fig. 5.47 — RBP Turbine. Distribution de FiGg. 5.48 — RBP Turbine. Distribution de
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Michel et al. Michel et al.
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Fig. 5.49 — RBP Turbine. Distribution de  FiaG. 5.50 - RBP Turbine. Distribution de tem-
pression d’arrét en sortie. Modéle de Michel — pérature d’arrét en sortie. Modéle de Michel et
et al. al.
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5.3.4 Calcul des sensibilités
5.3.4.1 Gradients de fonctions aérodynamiques

Les fonctions étudiées sont les mémes que pour le Distributeur Basse Pression, a savoir,
des moyennes surfaciques des composantes du champ aérodynamique et des fonctions de ces
moyennes (pressions statique et totale, température statique), comme présenté dans la sous-
section 2.9.2. Les gradients des fonctions aérodynamiques étudiées sont donnés dans le tableau
5.2 pour la méthode de I’équation linéarisée. Seuls les résultats issus de linéarisations & « p figé »

sont présentés ici.

DF CM + FVC +

MUTFIG | MUTFIG

do 2,62.107% | 3,21.107* | 2,84.107*
dou | _327.107* | —6,80.107* | —7,93.10~*
dov 1 _1,95.1073 | —2,73.107% | —2,73.1073
dow | _1,69.1072 | ~1,80.1072 | —1,83.1072
DE 1 551107 | 4,68.107* | 5,52.107%
P 1201107 | 3,06.107* | 3,32.107*
ar 5,69.107° | 1,87.107% | 2,89.1074
| 6,29.107% | —4,61.107* | —4,49.107*

TAB. 5.2 — RBP Turbine. Dérivées de fonctions aérodynamiques par rapport au paramétre de
forme. Méthode de I’équation linéarisée. Modéle de Michel et al.

Comme pour le Distributeur Basse Pression (tableau 5.1), toutes les valeurs de gradients de
fonctions aérodynamiques ont le bon signe par rapport & la référence calculée par différences
finies. C’est le seul cas testé qui présente des différences marquées entre des linéarisations avec
ou sans approximation de type « couche mince » & « ug figé ». Néanmoins, sur les grandeurs a
fort gradient (moyennes de pv notamment et pw), on obtient les mémes valeurs pour les deux
linéarisations.

Les gradients de moyennes surfaciques de variables p et pE sont assez précisément calculés
par les deux linéarisations (avec ou sans approximation de type « couche mince ») & « py figé »
(15-20 % avec approximation de type « couche mince », moins de 9 % sans approximation de
type « couche mince »). Par contre, pour la moyenne surfacique de pu, il y a un écart supérieur
de 100 % d’erreur pour les linéarisations du flux diffusif. Toutefois, sur les moyennes surfaciques
a fort gradient (moyennes de pv notamment et pw), les résultats obtenus par les différentes
linéarisations sont meilleurs (40 % sur la moyenne de pv, mais surtout moins de 9 % d’erreur sur
celle de pw qui est la valeur de gradient de valeur absolue la plus grande).

Comme il a été dit pour le cas du Distributeur Basse Pression, on calcule bien les forts
gradients de fonctions (ici, celui de la moyenne surfacique de pw), alors que les gradients faibles
sont moins bien calculés. En outre, comme précédemment, les trois derniéres fonctions (moyennes
de pressions totale et statique, et température statique) sont des fonctions des cinq moyennes
précédentes. A nouveau, les écarts observés entre les différentes linéarisations et la référence
obtenue par différences finies se répercutent sur les résultats de ces fonctions.
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5.3.4.2 Calcul des sensibilités

Les champs des dérivées des composantes du champ conservatif W par rapport au parameétre
de forme — ou sensibilités — (g—g, %, %, dd’%, %) sont représentés ici dans le plan de sortie.
Ces grandeurs de champ sont évaluées aux centres des cellules. Ces champs de dérivées dans un
plan de sortie sont représentés dupliqués deux fois selon l'azimut, afin de rendre compte de la
périodicité du résultat.

En régle générale, les résultats obtenus par les différentes linéarisations du flux diffusif & «
figé » ne sont pas trés bien reproduites entre 70 et 100 % de hauteur de veine. Aux endroits ou
les sensibilités sont les plus fortes, les deux linéarisations amplifient encore plus les différences.

Pour la sensibilité de p (figures 5.51, 5.53 et 5.55), aucune des deux linéarisations & « pu figé »
ne reproduit la connexité de la zone inférieure a -0,001; la linéarisation avec approche de type
« couche mince » donne une tendance légérement meilleure que la linéarisation de base. Pour
la sensibilité de pE (figures 5.52, 5.54 et 5.56), la zone & mi-hauteur comprise entre -0,0025 et
0,002 5 n’est pas bien reproduite par les deux linéarisations, celle & « ut figé » donnant alors une
tendance légérement meilleure. Pour la sensibilité de pu (figures 5.57, 5.59 et 5.61), le domaine
compris entre -0,005 et 0,005 (en vert) n’est pas bien reproduit par les deux linéarisations. Pour
la sensibilité de pw (figures 5.63, 5.64 et 5.65), le pic de sensibilité qui apparait en pied n’apparait
pas dans les deux linéarisations. La ligne iso—d(%’ 4 -0,0175 est mal positionnée pour les deux
linéarisations.

Les deux linéarisations & « p figé » donnent néanmoins une bonne tendance de variations de
champ conservatif. L’apport de la linéarisation du modéle de turbulence aurait peut-étre amélioré
les résultats.

5.3.5 Conclusion partielle

Les linéarisations du flux diffusif ont été validées ici pour la méthode de I’équation linéarisée
pour cette Roue Basse Pression de turbine. Les commentaires de la conclusion partielle pour le
Distributeur Basse Pression peuvent étre en grande partie repris ici, concernant la linéarisation
du flux diffusif & « py figé ». Ces différentes linéarisations donnent aussi des résultats conformes
a la référence obtenue par différences finies : les sensibilités d’écoulement dans le plan de sortie
reproduisent globalement ce qui est attendu, surtout dans la partie basse de la veine; les valeurs
de gradients de fonctions aérodynamiques sont assez bien calculées, surtout celle de plus forte
amplitude (moins de 9 % d’erreur), et ont toujours le bon signe. L’approximation de type « couche
mince » pour la linéarisation du flux diffusif donne des valeurs de gradients du méme ordre de
grandeur & la linéarisation avec prise en compte des dérivées croisées (moins de 17 % d’erreur
relative pour les plus grosses différences, jusqu’a moins de 2 % dans le cas le plus favorable).
Cette tendance se retrouve également sur les courbes de sensibilités d’écoulement par rapport au
paramétre de forme.
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Fic. 5.51 — RBP Turbine. g—g dans le plan de
sortie. DF. Modéle de Michel et al.

Fic. 5.53 — RBP Turbine. $2 dans le plan de
sortie. CM 4+ MUTFIG. Modéle de Michel et
al.

F1c. 5.55 — RBP Turbine. $2 dans le plan de
sortie. FVC 4+ MUTFIG. Modéle de Michel et
al.
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Fic. 5.52 — RBP Turbine. ‘{f—f dans le plan de
sortie. DF. Modéle de Michel et al.
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FIG. 5.54 - RBP Turbine. %22 dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et
al.
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FIG. 5.56 — RBP Turbine. %£ dans le plan de
sortie. FVC 4+ MUTFIG. Modele de Michel et
al.
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F1G. 5.57 - RBP Turbine. % dans le plan de
sortie. DF. Mod¢éle de Michel et al.

Fic. 5.59 - RBP Turbine. % dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modeéle de Michel et
al.

Fic. 5.61 — RBP Turbine. % dans le plan de
sortie. FVC + MUTFIG. Modéle de Michel et
al.
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FIG. 5.58 — RBP Turbine. % dans le plan de
sortie. DF. Modeéle de Michel et al.

Fic. 5.60 - RBP Turbine. %2 dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et
al.

Fic. 5.62 - RBP Turbine. % dans le plan de
sortie. FVC + MUTFIG. Modéle de Michel et
al.
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FIG. 5.63 - RBP Turbine. %% dans le plan de
sortie. DF. Mod¢éle de Michel et al.
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F1G. 5.64 - RBP Turbine. %% dans le plan de
sortie. CM + MUTFIG. Modéle de Michel et
al.
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FIG. 5.65 — RBP Turbine. %2 dans le plan de

da

sortie. FVC 4+ MUTFIG. Modeéle de Michel et
al.
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5.4 Conclusion

Un certain nombre de conclusions énoncées a la fin du chapitre précédent peuvent étre re-
produites ici. Le fait de linéariser le flux diffusif avec ou sans approche de type « couche mince »
n’induit que peu de différences (sur le calcul de gradients de fonctions ou sur les sensibilités
d’écoulement). L’approche de type « couche mince » est donc suffisante pour la linéarisation du
flux diffusif.

La linéarisation a « py figé » donne des résultats convenables (valeurs de gradients et sen-
sibilités), proches de la référence obtenue par différences finies. Certes, elle manque parfois de
précision mais elle offre une bonne tendance pour le calcul de la direction de gradient & suivre
pour ’algorithme de descente pour les fonctions aérodynamiques de plus fort gradient seulement.

La linéarisation du modéle de Michel et al. utilisée dans ce chapitre est celle qui donne les
meilleurs résultats pour les cas d’épreuves du chapitre précédent : tous les termes qui apparaissent
dans l'expression de ce modeéle de turbulence sont différentiés de maniére exacte (en particulier
la vorticité et la longueur de mélange). Elle améliore la précision des valeurs de gradients de
fonctions ainsi que les sensibilités d’écoulement mais de maniére moins significative que pour les
cas du chapitre précédent.

Dans la section 2.8, on a vu que la précision de la méthode (adjointe ou linéarisée) dépendait
de la phase explicite. Les différences qui demeurent par rapport a la linéarisation du modéle de
Michel et al. peuvent trouver leur explication dans plusieurs causes :

— un traitement générique plus précis pour les conditions aux limites autres que de paroi

pourrait étre adopté lors de la linéarisation du flux diffusif et de modéles de turbulence;

— le probléme du choix du pas optimal pour le parameétre de forme reste posé (pour le calcul

de la référence obtenue par différences finies ou le calcul du terme de sensibilité par rapport
au maillage 3—2%—5) ;

— I'hypothése de nullité du bilan de flux discrétisé pour les équations de Navier-Stokes

R(W,X) n'est en pratique pas rigoureusement vérifiée (difficulté pour obtenir une so-
lution d’un calcul d’analyse bien convergée).



164



Conclusion générale

Parmi les méthodes d’optimisation locale de formes, les deux méthodes discrétes de gradient
(méthode de 1’équation linéarisée discréte et méthode adjointe discréte) ont été choisies pour
calculer les gradients de fonctions aérodynamiques. Pour ces deux méthodes, la précision des
résultats est conditionnée par celle du calcul de la matrice jacobienne du bilan de flux des équa-
tions de Navier-Stokes par rapport au champ aérodynamique, matrice évaluée par linéarisation
des flux convectifs, diffusifs et le cas échéant du terme source. Différents niveaux de précision
sont mentionnés dans la littérature : figeage ou linéarisation du modéle de turbulence notam-
ment. L’objectif de cette thése était ’étude des linéarisations du flux diffusif et de modéles de
turbulence pour 'optimisation de formes aérodynamiques en turbomachine.

Dans le cadre de cette thése, deux modéles de turbulence ont été considérés : le modéle algé-
brique de Michel et al. basé sur un schéma de longueur de mélange et le modéle & deux équations
de transport k-¢ de Launder-Sharma.

Le détail des calculs menant & la linéarisation du flux diffusif avec ou sans terme de dériva-
tion croisée, ainsi que la linéarisation des deux modéles de turbulence utilisés, ont été décrits.
En particulier, la dérivation de la vorticité et de la longueur de mélange pour la linéarisation du
modéle de Michel et al. et 1a dérivation des termes sources de production, dissipation et de cor-
rection bas Reynolds pour la linéarisation du modéle k-¢ de Launder-Sharma ont été explicitées.
L’ensemble de ces développements a été implémenté dans le code de simulation numérique elsA
développé & 'ONERA. Ces développements ont été validés pour des configurations bidimension-
nelles et tridimensionnelles, d’aérodynamique externe ou d’écoulements confinés, et aussi sur des
configurations industrielles d’aube isolée de turbomachine. La linéarisation du flux diffusif avec
ou sans terme de dérivation croisée pour les méthodes linéarisée discréte et adjointe discréte, de
la linéarisation du modéle de Michel et al. pour la méthode de ’équation linéarisée discréte pour
des géomeétries fixes (référence et industrielle) et pour la méthode de 1’équation adjointe pour des
géométries fixes de référence sont disponibles.

L’influence du niveau d’approximations de la linéarisation du flux diffusif et de modéles de
turbulence sur la précision du calcul de gradients est étudiée. Des résultats sur les gradients de
fonctions aérodynamiques et des sensibilités de 1’écoulement par rapport & la forme sont présen-
tés sur les différents cas d’épreuve. Ce travail a permis de dégager plusieurs réponses quant &
I’obtention de gradients de fonctions aérodynamiques précis. La linéarisation du flux diffusif avec
prise en compte des termes de dérivation croisée n’est pas nécessaire pour obtenir des valeurs
de gradients de fonctions aérodynamiques plus précis. Une dérivation avec approche de type
« couche mince » est donc suffisante pour la linéarisation du flux diffusif. En revanche, il faut
linéariser le modéle de turbulence de maniére précise pour obtenir des valeurs de gradients de
fonctions plus précis.

Certains points techniques restent & améliorer aprés ce travail de thése. La validation de la
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linéarisation du modéle de Michel et al. pour une roue mobile de turbomachine, la linéarisation
du modéle de Michel et al. pour la méthode adjointe pour des géométries de turbomachine et
celle du modéle k-¢ de Launder-Sharma sont & achever.

Par ailleurs, 'effet de la linéarisation de modéles de turbulence sur efficacité de la chaine
d’optimisation compléte peut étre testé. L’optimisation d’une aube avec une direction de descente
plus précise est possible, ce qui peut réduire le nombre d’itérations de la boucle d’optimisation
nécessaire pour atteindre un optimum local.

Le calcul de gradients de fonctions aérodynamiques avait été envisagé au début de cette thése
comme un composant d’une chaine d’optimisation locale. L’optimisation aérodynamique globale
sur un domaine de parameétres est en forte expansion, de sorte que ’on peut envisager d’utiliser
des gradients de fonctions aérodynamiques comme entrée complémentaire d’une méthode de
régression de fonction intervenant dans un algorithme d’optimisation globale.

Cette thése permet le calcul de gradients de fonctions pour I'optimisation aérodynamique. La
perspective de certaines équipes d’ingénieurs et chercheurs est de pousser plus loin 'optimisation
en ’étendant & des problémes multidisciplinaires : aéro-élasticité, aéro-thermique, aéro-thermo-
meécanique, aéro-acoustique... Dans ce contexte, le calcul de gradients aérodynamiques est un
composant d’algorithmes itératifs pour le calcul de gradients multidisciplinaires.

Les premiéres géométries d’aubes isolées de turbomachine donnant des résultats intéressants,
I’extension du calcul de gradients & un voire plusieurs étages de turbomachine peut étre envisagée.
Enfin, 'optimisation sur toute une ligne de fonctionnement et non pas juste pour un point de
fonctionnement de la turbomachine peut étre envisagée avec une chaine d’optimisation compléte.
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Annexe A

Annexes mathématiques

Pour plus de renseignements sur les annexes A.1 et A.2, on pourra se référer a [49].

A.1 Théoréme des fonctions implicites

Soit W un ouvert de R" x R, f : W — R, (z1,...,2n,y) — f(x1,...,2Zpn,y). On sup-
pose que f est de classe C!, que a = (ay,...,a,,b) € W est tel que f(a1,...,a,,b) = 0 et
0,
8_£(a17 s 7an7b) 7é 0.

Alors, il existe un ouvert U de R" contenant (ai,...,ay), V un ouvert de R contenant b tel que :

V(x1,...,xn,y) € U,y € V tel que f(x1,...,2p,,y) =0.

(A1)
Si 'on note y o(1,...,2,), application ¢ est de classe C' sur un ouvert Uy tel que
(at,...,an) €Uy CU.

Il en découle ’expression des dérivées partielles :
of
ay 890 %(alv 7an7b) .
A1y, Up) = al,...,a : 0 € 1, n|. A2
8$i( n) axi( ) g—i(al,...,an,b) [1,7] (A-2)

A.2 Algorithme de Newton

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R, dérivable sur
I. On suppose que f admet un zéro isolé sur I (i.e. 3 x,, f(24) = 0 avec f strictement monotone
sur I). Pour z suffisamment proche de la solution z,, la suite de réels construite de la maniére
suivante :

F(wn) (A.3)

converge de maniére hyperexponentielle vers la solution z,

Tpn4l = Tp —

: en gros, le nombre de décimales
double & chaque itération dans la limite de la précision de la machine.

A.3 Calcul de dérivées par passage en variables complexes

Cette annexe est basée sur un article de Squire et Trapp [69].
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Placons-nous dans le cas d’une fonction réguliére I’ & valeurs réelles dont on souhaite évaluer
la dérivée en un point. Ecrivons le développement de Taylor & ’ordre 2 de F en g :

h2
F(xo+ h) = F(xo) + hF'(z0) + 7F"(aso) + o(h?). (A.4)
Si l'on remplace h par ih (i étant la racine carrée de —1 a partie réelle positive), si 'on suppose

de plus que F' est analytique et si ’on note Im(F') la partie imaginaire de la fonction F', on peut
écrire I'approximation :

Im(F(xzo + ih))

A .
L’intérét de cette formulation est qu’elle élimine le probléme de la soustraction de nombres
presque égaux. Une maniére de retrouver cette expression est de considérer le probléme en terme
de fonctions d’une variable complexe. Soit F'(z) une fonction analytique de la variable complexe
z. Le développement de F' en série de Taylor autour du point xg s’écrit :

F'(z0) ~ (A.5)

h? in3
F(xo +ih) = F(zq) + ihF'(x) — EF”(xO) - §F<3> (z0) + o(R®). (A.6)

En prenant les parties imaginaires de chaque coté de 1’équation ci-dessus, et en divisant
chaque membre par h, on obtient :
Im(F(zo +ih)) h?

- = F'(x0) — §F<3><x0> ... (A.7)

Le coté gauche de ’équation est une approximation de F'(xq) a l’ordre 2. Le nombre w

est bien réel et n’introduit plus la soustraction de deux nombres presque égaux, ce qui évite les
erreurs d’arrondi et permet de choisir h aussi petit que I’on veut. On peut alors choisir des pas
de discrétisation trés petits sans pertes de précision. Ainsi, en choisissant i tel que les termes
d’ordre élevés soient plus petits que le zéro machine, on a 1’égalité :

Im(F(JIO + lh)) '

F'(z9) = h

(A.8)

Cette approximation est d’ordre 2 bien qu’une seule évaluation de la fonction soit utilisée. Cela
vient du fait que la partie imaginaire du résultat est une fonction paire par rapport a 'incrément
imaginaire pur.



Annexe B

Annexes d’optimisation de formes

B.1 Condition de convergence de ’algorithme itératif

On rappelle (voir aussi annexes A.2) que l'algorithme de Newton pour la résolution d'une
équation de type :

avec f une fonction numérique & valeurs dans R, dérivable sur un bon intervalle s’écrit :

F@™) @) = 2y = — f(a), (B.2)
L’équation linéarisée est un systéme linéaire d’inconnue %—2’. Par analogie avec le cas scalaire,
on peut écrire que ’on veut résoudre :

dw OR v OR dX

F étant alors une fonction & valeur vectorielle. On approche la différentielle de F' par une ap-
proximation de g—%. Pour la méthode de I’équation linéarisée, on obtient la méthode de type

Newton :

APP EXA
OR (APP) <(dW)(l+1) B (dW)(l)> . (aR( ) dW)(z) OR dX) ' (B.A)

oW da da - oW (da 00X da

A chaque pas de l'algorithme itératif /, on définit un systéme linéaire différent (le membre de
droite de I’équation étant différent), mais on conserve la méme matrice. Ce systéme est résolu

en effectuant des pas de relaxation LU. On se restreint ici au cas d’un probléme bidimensionnel.
OR (APP)

La matrice 537 est creuse et pentadiagonale. On décompose :
OR (APP)

avec D matrice diagonale par blocs,
U matrice triangulaire supérieure par blocs
(correspond aux termes d’indices (i + 1,j) et (i,7 + 1)), (B.6)
L matrice triangulaire inférieure par blocs
(correspond aux termes d’indices (i — 1,j) et (7,7 — 1)).
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Pour résoudre le systéme (B.4) que l’on écrit pour simplifier
q b 1%

OR (APP)

on effectue un nombre fini de cycles de type :

D+U)XxO = vy,
(D + L)X(l) = Y-UX0O), (B.3)
D+U)X® = y-LxO, '
D+L)X® = v -Ux®,
Dans cet exemple, c’est un cycle de quatre pas de relaxation.
On peut écrire :
O+L)x™ = Yy-Uxr-b
D+U)Xet) = ¥y _LX®, (B.9)
D+ L)X = y-_uUuxeth,
Ainsi :
(X(+) — x(-1)) = _(D+U)" 1L (XM — x(-2)), B.1
X (n+2) _ x(n) = D+ 1u(x®t+td) _ x(h-1)) ( : 0)
( ) (D+L) ( )
Soit
(X2 X)) = D+L)'UD+U)LXM - X02), (B.11)
et
(X)) — x(=D)y = D+ U)'L(D+L) U (XY - x(3), (B.12)

On obtient ainsi deux suites (X (?P)) et (X P*+1)) qui sont des suites de Cauchy sous les condi-
tions :

I(D+L)'UM+U) 'L <let [D+U)'LMD+L) Ul < 1. (B.13)

Ces suites sont donc convergentes sous ces mémes hypothéses. Posons l; et I, leurs limites res-
pectives. On a alors :

D+U)l =Y —Lb, (B.14)

et

On obtient ainsi, en soustrayant membre & membre, I; = l; sous I’hypothése que D soit inversible.

B.2 Equations du probléme d’optimisation de formes avec toutes
les dépendances

On rappelle briévement les équations du probléme.
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B.2.1 Notations. Dépendances

Notons « le vecteur des paramétres de contrdle caractérisant la forme de 'objet autour
duquel on réalise une simulation aérodynamique. L’entier n; désigne la taille du vecteur a.
Les coordonnées du maillage sont notées X (), on suppose accessible la dérivée du module de
maillage ‘31—{:. On note W le champ aérodynamique (vecteur de taille n,). La variable Wy, désigne
les valeurs du champ aérodynamique aux frontiéres du domaine. L’introduction de cette variable
Wy, est justifiée car lors de l'intégration sur des surfaces frontiéres, c’est 1’état Wi, et non pas
I’état W qui intervient. En outre, cet état frontiére Wy, est fonction a la fois de W mais aussi
de la métrique X par le biais des normales.

Soit J la fonction objectif. Dans le cas le plus général, les dépendances de cette fonction
sont :

I(@) = J(Wo(W (@), X(a)), W(a), X (@)). (B.16)

De méme, les fonctions contraintes Gy (a) s’écrivent de la méme maniére avec dépendances com-
plétes :
Gr(a) = gr(Wp(W(a), X (o)), W(a), X (a)). (B.17)

L’entier n. désigne le nombre des contraintes. Il est indispensable de faire apparaitre explicitement
la dépendance en W}, pour que figurent des produits de dérivées dont les facteurs sont calculés
dans différents modules.

Enfin, les équations de 'aérodynamique sont notées :

R(W,X) =0, (B.18)

(systéme non linéaire & n, inconnues et n, équations). Sous réserve des hypothéses du théoréme
des fonctions implicites, cette relation définit 1’écoulement comme une fonction implicite du
maillage. On peut désormais noter W () et récrire les équations de l'aérodynamique et leur
différentielle :

R(W(a), X(a)) =0, (B.19)

OR AW _ R AX
OW da 90X da’

(soit nf systémes linéaires de méme matrice).

(B.20)

Précisons enfin que les vecteurs (R, W, A vecteur adjoint...) sont notés en colonne, les

gradients de scalaire (%, ;—v{,, givf,. ..) sont notés en ligne.

B.2.2 Equations de la méthode de 1’équation linéarisée
En dérivant les équations de ’aérodynamique, on obtient :

OR dW OR dX
= —(x=—). (B.21)
oW da 0X da

En résolvant cette équation, on accéde a la sensibilité de ’écoulement %—I;V. On peut alors exprimer
les dérivées totales de I'objectif et des contraintes pour la fonction J avec dépendances complétes.
Soit, pour 'objectif :

_0JdXx 0J O0WpdX oJ oJ OWy dW

VaI(®) = 554 T oW, 90X da oW T oW, oW ) dar” (B.22)
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On a une formule équivalente pour les contraintes. Compte-tenu de la difficulté a inverser une
matrice pentadiagonale par direction de maillage ! et de conditionnement incertain, la résolu-
tion de ’équation linéarisée se fait sous une forme itérative faisant intervenir une différentielle
approchée & gauche du signe égal et une différentielle aussi exacte que possible & droite du signe
égal. Cet algorithme peut étre considéré comme une méthode de relaxation. Il est défini par :

(APP) (EX A) ) X
OR (ﬂ)(lﬂ) _ (ﬂ)(l) - _ IR iaw + (ﬁ_Rd_) ) (B.23)
ow da da oW da 0X da

Le systéme linéaire posé a chaque pas de cette méthode itérative, est résolu de maniére approchée
par relaxation LU.

B.2.3 Equations de la méthode adjointe

Par différentes manipulations algébriques (transposition des formules précédentes, lagran-
gien...), on peut obtenir les formules du calcul de gradient par méthode adjointe. Le vecteur
adjoint A pour le calcul du gradient de ’objectif est défini par :

— = — B.24
Gw) Gwy ow Taw) (B-24)
0J dX 0J OWpdX T, ORdX
o = — — — ). B.2
Vol (@) = 5% da T W, 09X da "> (9X da) (B-25)
Notons que I’on doit résoudre une équation équivalente pour chaque contrainte :
S B.2
Gw) M=~ Gw,aw Taw) (B-26)
On obtient ainsi les expressions des gradients de fonctions :
0J dX 0J OWpdX T, ORdX
o = —=——— — — ), B.2
Vol = 5x da " oW, 9% da > (9X da (B-27)
Ogr dX Ogr OWydX o, ORdX
oG =% — — — ). B.2
Voit = 53X da oWy 9% da T M (5X da (B-28)

Comme précédemment, la résolution de I’équation adjointe se fait sous une forme itérative faisant
intervenir une différentielle approchée a gauche du signe égal et une différentielle aussi exacte
que possible & droite du signe égal :

OR OR o7 oWy, | 0J
(Sre)JAPPIT(A(+) _ x0) = ((W)(APP)T)‘(U + Gy et aW)T> . (B29)

Le systéme linéaire posé a chaque pas de cette méthode itérative est résolu de maniére approchée
par relaxation LU au pas [.

!pour un schéma décentré d’ordre 2 en espace avec méthode MUSCL. Pour un schéma décentré d’ordre un en
espace la matrice est tridiagonale par direction de maillage






LINEARISATION DU FLUX VISQUEUX DES EQUATIONS DE NAVIER-
STOKES ET DE MODELES DE TURBULENCE POUR L'OPTIMISATION
AERODYNAMIQUE EN TURBOMACHINES

RESUME : Le calcul de gradients de fonctions aérodynamiques par rapport a des paramétres
géométrigues de la forme solide est une sous-discipline de la simulation numérique en mécanique
des fluides. Cette dérivation par rapport a deux variables dépendantes, le champ aérodynamique et
le maillage, liés par les équations discretes de la mécanique des fluides, nécessite l'inversion d'un
systéme linéaire dont la matrice est la matrice jacobienne des équations de la mécanique des fluides
discrétisées par rapport au champ aérodynamique (méthode de I'équation linéarisée) ou la
transposée de cette matrice jacobienne (méthode adjointe). La précision du calcul de cette matrice
jacobienne fait débat lorsque les équations de la mécanique des fluides sont modélisées avec
I'approche RANS.

L'objectif de cette thése est de déterminer le degré d'exactitude de la linéarisation d'un flux visqueux
discret et des équations discrétes de certains modéles de turbulence, nécessaire a l'obtention de
gradients précis de fonctions métiers des concepteurs de turbomachines par rapport a des
parameétres géométriques d'une aube.

L'écriture de linéarisations approchées du flux visqueux (avec ou sans approche dite de « couche
mince ») et de deux modeéles de turbulence (modéle algébrique de Michel et al. et modéle a deux
équations de transport k-¢ de Launder-Sharma) est détaillée. Pour le modele de Michel et al.,
plusieurs approximations pour la linéarisation des équations du modele ont été testées et
comparées. Des résultats (valeurs de gradients de fonctions aérodynamiques, sensibilités
d'écoulement pour la méthode linéarisée) sont présentés pour la tuyere de Déléry dite C, l'aile
ONERA M6 et deux configurations d'aube isolée de turbine. Des recommandations sont formulées
pour le calcul de gradients pour des configurations de machine tournante avec modélisation RANS.

Mots-clés : optimisation de formes, méthodes de gradient discrétes, méthode de I'équation
linéarisée discréte, méthode adjointe discréte, flux visqueux, modéles de turbulence, turbomachine

VISCOUS FLUX AND TURBULENCE MODELS LINEARIZATION FOR
AERODYNAMIC SHAPE OPTIMIZATION FOR TURBOMACHINERIES

ABSTRACT: The computation of derivatives of aerodynamic functions, with respect to design
parameters of the solid shape is now a branch of computational fluid dynamics. This differentiation
with respect to two dependent variables, the flow field and the mesh, bound by the discrete fluid
dynamics equations, needs the resolution of a linear system. Its matrix is the Jacobian matrix of the
fluid dynamics equations with respect to the flow field (direct differentiation method) or the tranposate
of this Jacobian matrix (adjoint method). The accuracy of the computation of this Jacobian matrix is
discussed when the RANS equations are used.

The aim of this PhD thesis is to determine the level of accuracy for the linearization of a discrete
viscous flux and the discrete equations of some turbulence models, needed to reach accurate
gradients of functions used by the conceptors of turbomachineries, with respect to some design
parameters of a blade.

Approximate viscous flux linearizations (with or without a thin layer approach) and the linearization of
two turbulence models (algebraic Michel et al. model and Launder-Sharma k-¢ two-equation model)
are described. Several approximations for the linearization of Michel et al.'s model are tested and
compared. Results (values of gradients of aerodynamic functions, flow sensibilities for the direct
differentiation method) are shown for Déléry's C nozzle, ONERA M6 wing and two turbine isolated
blades. Recommendations for the computation of derivatives are given for turbomachinery flows with
RANS equations.

Keywords: shape optimization, discrete gradient-based methods, direct differentiation method,
discrete adjoint method, viscous flux, turbulence models, turbomachinery
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