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Introduction

Le Radar à Synthèse d'Ouverture (RSO) est un système d'imagerie active aux appli-
cations multiples de télédétection (surveillance de territoire, études des mouvements de
terrain, océanographie, glaciologie, détection de cibles...). Installés à bord d'aéronefs ou
de satellites, les systèmes actuels permettent d'imager des zones à haute résolution. Les
volumes de données générés sont très importants et les capacités limitées des canaux de
transmission et/ou de stockage forment un sous-ensemble critique des systèmes d'obser-
vation. De ce fait, la solution classiquement retenue est derecourir à la compression des
données.

Le système radar cohérent génère des données de forte dynamique où les pixels issus
de la formation de l'image sont des données complexes au sensmathématique du terme,
c'est-à-dire constitués d'une valeur d'amplitude et de phase. Historiquement, les applica-
tions thématiques portaient principalement sur l'exploitation de l'image d'amplitude qui
fournit l'essentiel de l'information visuelle. Néanmoins, le développement récent de tech-
niques d'interférométrie et de polarimétrie, s'appuie surl'exploitation de l'information de
phase des images RSO.
L'acquisition des "données brutes" permet la formation d'une image RSO à partir du
signal rétro-di�usé vers l'antenne du capteur. Le processus de formation d'une image
nécessite un traitement long et complexe des données. C'estla raison pour laquelle, la
synthèse de l'image n'est pas réalisée en temps réel mais seulement après transmission
des données brutes du capteur vers la station au sol. Compte-tenu des volumes élevés de
données mis en jeu, de nombreuses études ont été consacrées àla compression des don-
nées brutes de manière à réduire le débit de transmission. Citons notamment le célèbre
algorithme BAQ (Bloc Adaptive Quantization) utilisé sur la sonde Magellan.

Désormais, les progrès technologiques en terme de puissance de calcul et d'algorith-
mie permettent d'envisager la synthèse de l'image à bord du capteur. La conception d'un
algorithme de compression sur les images synthétisées permettra alors un dimensionne-
ment des canaux de transmission adapté au débit requis pour la transmission des données
compressées. Bien qu'il soit possible de compresser séparemment les images d'amplitude
et de phase, la prise en compte du caractère complexe de l'image ouvre de nouvelles pers-
pectives peu explorées jusqu'alors.
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Il existe deux grandes classes de méthodes de compression/décompression (CoDec) : les
méthodes de compression sans perte qui permettent de reconstruire l'image sans dégrada-
tion mais avec un faible taux de compression, se distinguentdes méthodes de compression
avec pertes qui introduisent une dégradation irréversiblesur les pixels de l'image. Les
méthodes de compression avec pertes autorisent cependant des taux de compression bien
plus élévés.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéresserons aux méthodes de compression
avec pertes pour lesquelles la problématique principale consiste à trouver le meilleur com-
promis entre le taux de compression et la dégradation introduite sur l'image décompressée.
Dans le cadre des images RSO, l'évaluation de la qualité reste un problème ouvert car
dépendant de l'application et des scénarii d'utilisation de l'image. En outre, le rendu
psycho-visuel ne su�t pas à apporter une réponse pertinenteet satisfaisante pour l'en-
semble des applications visées.

Les propriétés des images RSO sont fondalement di�érentes de celles des images op-
tiques car a�ectées par le "chatoiement" résultant du processus de formation d'imagerie
cohérente. Ce phénomène donne un aspect poivre et sel à l'image et est à l'origine d'une
composante de bruit multiplicatif qui dégrade fortement lalisibilité de l'image. La faible
corrélation spatiale des pixels rend les techniques de compression répandues dans le do-
maine optique beaucoup moins e�caces. L'objectif de cette étude consiste à proposer un
système de compression avec pertes adapté aux images RSO et prenant en compte le
caractère complexe des pixels. Nous disposons à cet e�et d'un jeu d'images acquises par
le capteur RAMSES de l'ONERA en bande X de résolution métrique à sub-métrique.

L'étude présentée dans ce mémoire s'articule autour de 6 chapitres :

� Nous consacrons en particulier lechapitre 1 à la description des principes de l'ima-
gerie RSO. La caractérisation de ces images nous permet d'aborder la problématique
de la compression avec une palette d'approches spéci�ques.Nous évoquons les prin-
cipes de la formation de l'image RSO avant de nous intéresserplus spéci�quement
aux modèles statistiques de caractérisation des images. Nous abordons par exemple
les principes de l'interférométrie radar, utilisée dans lecadre de cette thèse comme
un outil d'évaluation de la qualité de reconstruction de l'image de phase après dé-
compression.

� Le chapitre 2 est dédié à l'introduction des principales méthodes de compression
d'images �xes présentées dans la littérature avec un état del'art ponctuel sur les
méthodes de compression appliquées à l'imagerie RSO. Nous ydéveloppons en der-
nière partie les principes de la transformée en ondelettes qui sera la clé de voûte des
techniques de compression que nous proposons.

� Le chapitre 3 présente d'une manière générale les méthodes de compression propo-
sées dans le cadre de cette étude. Nous suggérons di�érents schémas de compression
dépendants de la répresentation du signal dans le plan complexe. Nous nous fo-
calisons essentiellement sur des techniques basées sur la transformée en ondelettes
discrètes et un ensemble de modèles statistiques spéci�ques à la caractérisation des



images RSO.

� Le chapitre 4 s'incrit directement dans la continuité du chapitre 3. En outre, nous
décrirons trois algorithmes portant sur la quanti�cation polaire des coe�cients d'on-
delettes ainsi que sur la quanti�cation de l'image de phase conditionnellement aux
pixels de l'image d'amplitude. Nous y étudions également l'adaptation d'une tech-
nique de quanti�cation progressive à la compression d'images complexes.

� Dans le chapitre 5 , nous proposons d'étendre les techniques développées au chapitre
4 à la transformée en paquets d'ondelettes. A cet e�et, deux algorithmes correspon-
dant à deux approches de quanti�cation di�érentes sont présentés. Nous verrons que
cette transformée adaptative permet d'obtenir les meilleurs résultats en terme de
qualité de reconstruction de l'image.

� En�n, le chapitre 6 est consacré à l'évaluation des algorithmes présentés dansce
manuscrit. Nous proposons en particulier un panel de critères objectifs indépen-
damment de toute application thématique. La dernière partie de ce chapitre traite
plus spéci�quement de l'évaluation de la qualité des imagesdécompressées sur la
construction d'interférogrammes.





Chapitre 1

Imagerie Radar RSO : généralités

Ce chapitre est consacré à la présentation de concepts liés àl'imagerie Radar à Syn-
thèse d'Ouverture (RSO). Il s'agit de prendre en compte les caractéristiques de ce type
d'images a�n de s'orienter vers des méthodes de compressionspéci�ques. La connaissance
des propriétés particulières des images RSO nous permettraégalement de proposer un
ensemble de critères objectifs nécessaires pour évaluer laqualité de reconstruction des
images après décompression.

La formation des images RSO est un processus de traitement dusignal traitant des
données issues de phénomènes physiques liés à la propagation d'ondes électromagnétiques.
Nous présenterons ainsi dans un premier temps le principe dela formation d'images RSO
avant de décrire certaines propriétés caractéristiques comme le chatoiement et les modèles
statistiques associés. En�n, nous aborderons succintement les principes de l'interférométrie
que nous utiliserons dans le cadre de ce manuscrit comme un outil permettant d'évaluer
la qualité de compression des images de nature complexe.
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1. Imagerie Radar RSO : généralités

1.1 Principe du radar à synthèse d'ouverture

Le principe du radar (Radio Detection And Ranging) consisteà utiliser des ondes élec-
tromagnétiques émises par une antenne dans une direction donnée et à capter en retour
l'onde ré�échie par l'obstacle. La vitesse de propagation des ondes électromagnétiques
pouvant être raisonnablement considérée comme une constante dans le milieu de propa-
gation, toute mesure de temps de vol se traduit par une mesureen distance. Lorsque l'onde
est rétrodi�usée par un objet, la di�érence entre le temps d'émission et de réception de
l'onde fournira alors une information sur la position de cetobjet.
Le radar est un système actif qui envoie lui-même ses propresfaisceaux d'ondes électro-
magnétiques et dispose donc de la possibilité de réaliser des acquisitions de jour comme de
nuit. Ce système est constitué d'une antenne positionnée sur une plateforme aéroportée
ou satellitaire suivant une trajectoire rectiligne. L'antenne à visée latérale émet des trains
d'impulsions électromagnétiques suivant un certain angled'incidence par rapport au sol.
Les échos ainsi renvoyés à l'antenne par la surface terrestre permettront la formation de
l'image.

Le système imageur a pour but de cartographier avec la meilleure résolution possible
la position des rétrodi�useurs. Le train d'onde ré�echi et enregistré par le capteur à partir
de l'instant t0 et durant une durée� T permet de dé�nir la fauchée, c'est à dire la largeur
de l'image. La zone au sol imagée est alors dé�nie par une distance relative au capteur
comprise entre leNear RangeNR = ct0 et le Far Range F R = c(t0 + � T) où c est la
vitesse de la lumière dans le vide. Entre deux émissions d'impulsions, le capteur se dé-
place d'une distance v

P RF où PRF (Pulse Repetition Frequency) correspond à la fréquence
d'émission des impulsions etv à la vitesse du capteur. Comme l'illustre la �gure 1.1, le
déplacement du capteur dans la direction azimutale permet une acquisition ligne à ligne
de la scène à imager.

Fig. 1.1 � Principe du radar imageur à vidée latérale suivant la direction de vol (A). La
projection perpendiculaire au sol forme le nadir (B). La zone imagée est illuminée par le
faisceau suivant la direction en distance (D)(perpendiculaire à la trajectoire de vol) et en
azimut (E)(parallèle à la trajectoire de vol). La fauchée (C) dé�nie la largeur de l'image.
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1.1. Principe du radar à synthèse d'ouverture

1.1.1 Longueurs d'onde

Les formes d'ondes propagées sont centrées autour d'une fréquence porteuse comprise
entre 300MHz et 100GHz correspondant à des longueurs d'ondes centimétriques. L'at-
mosphère pouvant être considérée comme pratiquement transparente pour ces longueurs
d'onde, les acquisitions sont indépendantes des conditions météorologiques (pluie, nuages)
contrairement aux capteurs optiques et proche infra-rouge. Les bandes de fréquences cou-
ramment utilisées sont présentées dans la table 1.1. Les grandes longueurs d'onde per-
mettent une meilleure pénétration de la canopée mais les plus faibles longueurs sont plus
sensibles à la rugosité. Dans le cadre de cette thèse, nous disposons plus spéci�quement
de données acquises en bande X par le capteur RAMSES de l'ONERA.

Bande Fréquence(GHz) Longueur d'onde(cm)
P 0.225-0.390 133-76.9
L 0.390-1.550 76.9-19.3
S 1.550-4.20 19.3-7.1
C 4.200-5.75 7.1-5.2
X 5.750-10.90 5.2-2.7

K u 10.90-22.00 2.7-1.36
K a 22.00-36.0 1.36-0.83

Tab. 1.1 � Bandes de fréquences et longueurs d'ondes utilisées par les systèmes imageurs
RSO.

1.1.2 Résolution en distance avant synthèse de l'image

Le résultat de l'acquisition étant une image, le capteur se caractérise par 2 paramètres
physiques très importants que sont les résolutions en distance et en azimut, c'est à dire
la capacité du capteur à séparer deux cibles voisines dans ces deux directions.

La résolution en distance dépend uniquement de la durée de l'impulsion de l'onde
� . Pour que deux cibles ponctuellesC1; C2 soient distinguées, il faut que l'écart entre la
réception des deux échos associés àC1 et C2 soit supérieur à la durée de l'impulsion.
Cette condition s'écrit sous la formet2 � t1 � � , où t i est l'instant de réception du signal
rétrodi�usé par la cible Ci . La traduction en distance de cette condition conduit à la
dé�nition de la résolution en distance dans le cas limite de l'égalité :

� d =
c�
2

La résolution obtenue au sol dépend de l'angle d'incidence� du train d'onde suivant
la formule trigonométrique� dsol = � d

sin � . Soit :

� dsol =
c�

2sin�
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1. Imagerie Radar RSO : généralités

t

x

z

q dd

FRNR

Fig. 1.2 � Emission de l'onde par l'antenne suivant un angle d'incidence � . Tout point
appartenant à la même case "distance" de largeur� dsol = c�

2sin� sera confondu avec le même
échantillon temporel.c enst.

1.1.3 Résolution en azimut avant synthèse de l'image

La résolution en azimut� a dépend de la distance radialeR et de l'ouverture du dia-
gramme d'antenne. La résolution est calculée pour un angle d'ouverture du diagramme
d'antenne à 3 dB ou plus précisemment à 3.92 dB pour avoir un coe�cient multiplicateur
entier.

� a = � 3:92 dB R =
�
L

R (1.1)

où L est la longueur de l'antenne comme illustré sur la �gure 1.3.
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Fig. 1.3 � (a) Résolution azimutale sans synthèse d'ouverture obtenue à partir du dia-
gramme d'antenne du capteur radar. (b) Antenne plane du capteur AMI d'ERS. c ENST.

Les résolutions en distance et en azimut seront ainsi conditionnées par une durée brève
d'émission du train d'ondes et une grande antenne.
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1.2. Synthèse de l'image

Exemple d'application numérique :

Dans le cas du satellite Radarsat, on dispose des paramètressuivants :
� � = 5:66cm (Bande C)
� � = 49 (mode S7)
� � = 20 �s
� Antenne : 15m � 1:5m

Dans le cas satellitaire, on choisitR ' 1000km. La résolution en distance au sol est alors
donnée par� dsol = 3:9km et en azimut par � a = 3:77km. Ces résolutions sont donc en
pratique insu�santes car limitées techniquement par la durée de l'impulsion et une taille
réduite des antennes embarquées. La résolution en distancepeut être améliorée par la tech-
nique de compression d'impulsion à partir de l'émission d'une forme d'onde particulière
appelée "chirp". Quant à la synthèse d'ouverture, elle permet d'améliorer la résolution
azimutale en exploitant le déplacement du capteur pour simuler une antenne "virtuelle"
de plus grande longueur.

1.2 Synthèse de l'image

1.2.1 Synthèse en distance : compression d'impulsion

Le signal émis par le radar est un "chirp" modulé linéairement en fréquence autour
d'une fréquence porteusef 0. Son expression est donnée par :

f (t) = A0 ej 2�t (f 0+ K
2 t ) ; 8t 2 [�

�
2

;
�
2

] (1.2)

où K est le taux de modulation dé�ni à partir de la bande passanteBchirp du "chirp"
et de la durée de l'impulsion� .

K =
Bchirp

�
Après intéraction avec le sol, une partie de l'énergie de l'onde est rétrodi�usée vers le

capteur avec un coe�cient � et un retard tc dû au temps de trajet aller-retour de l'onde
du radar à la cible.

s(t) = �:f (t � tc)

� est un paramètre dépendant essentiellement de la nature et la ré�ectivité du terrain
(rugosité), du signal émis (fréquence, polarisation, orientation), ainsi qu'aux pertes dues
à la propagation du signal et au gain émission-réception de l'antenne.

Pour retrouver la réponse de la cible, le signal reçu est traité par �ltrage adapté de
réponse impulsionnelleh(t) = f � (� t) :

stc (t) =
Z + 1

�1
f � (u � t)s(u)du (1.3)

Après intégration, le signal détecté d'une cible ponctuelle située à une distancec:tc du
capteur a pour expression approchée :

stc (t) ' �A 2
0ej 2�f 0(t � tc ) �sinc (�K� (t � tc)) t 2 [tc � �; t c + � ] (1.4)
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1. Imagerie Radar RSO : généralités

Le signal obtenu est de naturecomplexe avec un module mis en forme par un terme
en sinus cardinal et un terme de phase dépendant de la fréquence porteuse du chirp et du
retard tc.

La résolution en distance dépend directement du sinus cardinal de l'expression (1.4).
L'atténuation du lobe principal à 3.92 dB est obtenue pour unécart temporel�t = t � tc = 1

K� .
Traduit en distance, cet écart temporel permet d'obtenir larésolution en distance après
compression d'impulsion :

� d =
c�t
2

=
c
2

1
K�

=
c
2

1
Bchirp

La résolution radiale dépend donc directement de la bande passante du chirp et non
plus uniquement de la durée de l'impulsion� . Elle sera d'autant meilleure que la bande
passante du chirp sera élévée.

Application Numérique :

Le système Radarsat dispose d'une émission de 3 types de chirp de bandes passantes
Bchirp = f 11:6; 17:3; 30gMHz . A l'aide de l'expression précédente et l'équation (1.1), les
résolutions en distance possibles sont alors respectivement � dsol = f 17; 11:5; 6:6gm pour
un angle d'incidence� = 49�(mode S7).

1.2.2 Synthèse en azimut

Le radar émet un train d'onde tout en suivant une trajectoirerectiligne. En tenant
compte du diagramme du lobe d'antenne, un même point sera donc illuminé plusieurs
fois. On obtient ainsi une série de données pour chaque pointde la scène. En combinant
la variation d'amplitude et de phase de ces retours, le traitement de synthèse d'ouverture
permet d'obtenir des images des zones observées comme si on utilisait une antenne large
à très grande résolution.
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Fig. 1.4 � A gauche : empreinte au sol traduisant la résolution en distance et en azimut
du capteur avant synthèse azimutale. A droite : en combinantles échos reçus à partir de
plusieurs acquisitions, la synthèse d'ouverture permet d'obtenir une résolution azimutale
proche de la dimension de l'antenne réelle.c ENST.
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1.2. Synthèse de l'image

En considérant le déplacement du porteur dans l'axe azimutal Oy du plan (Oxy) et
sous la condition d'une PRF convenablement choisie, un mêmepoint sera illuminé plu-
sieurs fois car le lobe de l'antenne est large. La distance duporteur à la cible s'exprime
sous la formeDc = ctc

2 . On peut désormais considérer que cette distanceDc = Dc(y) varie
au cours du déplacement du porteur.

On introduit le paramètre D0 correspondant à la distance la plus courte du capteur à
la cible, c'est à dire celle obtenue lorsque le radar vise perpendiculairement à sa trajectoire
(voir �gure 1.4). La distance Dc s'écrit alors :

Dc(y) =
p

D0 + y2 ' D0 +
y2

2D0
(1.5)

En reprenant l'expression (1.4) pour une cible située à la distanceDc = c:tc
2 , on peut

réécrire :

sD c (t) � ej 2�f 0(t � 2D c
c ) �sinc (�K� (t �

2Dc

c
)) (1.6)

Le terme � sinc (�K� (t � 2D c
c )) atteint son maximum pour t = tc = 2D c

c et ne varie
pratiquement pas. En revanche, le termeej 2�f 0(t � 2D c

c ) induit une variation de la phase au
cours du temps et qui dépendra de la distanceDc du capteur à sa cible.

En remplaçant Dc = Dc(y) dans l'équation (1.6) et en négligeant l'e�et du sinus car-
dinal, le terme prépondérant relatif au signal reçu est de laforme :

sD c (t) � ej 2�f 0 (t � 2D c
c ) = ej 2�f 0 (t � 2D 0

c )ej 2� f 0y 2

cD 0 (1.7)

En considérant la vitesse de déplacement azimutalev du porteur, la position y s'écrit

y = vt. La phase du second termeej 2� f 0 y 2

cD 0 s'exprime alors comme une fonction quadratique
du temps :

� = 2�
f 0v2

cD0
t2 (1.8)

La fréquence instantanéef = 1
2�

d�
dt = 2v2

�D 0
t est donc une fonction linéaire du temps.

Le déplacement du radar recrée de manière naturelle un "chirp" qui peut être traité par
�ltrage adapté comme dans le cas de la compression d'impulsion en distance.
Par analogie avec le chirp temporel donné par la formule (1.2), on dé�nit la constante du
chirp en azimut K a = 2

�D 0
. A partir de l'expression de la résolution en azimut (formule

1.1), on introduit alors la valeurY = �
L D0 comme étant la longueur de l'antenne adaptée

à une largeur du lobe d'antenne à 3.92 dB d'atténuation. En reportant cette valeur dans
le sinus cardinal issu de l'antenne synthétique obtenue par�ltrage adapté en azimut, on
en déduit la résolution azimutale :

� a =
1

K a Y
=

L
2

Etrangement, plus l'antenne est petite, meilleure sera la résolution en azimut. En ef-
fet, une antenne plus petite dispose d'un lobe plus large. Tant qu'elle se trouvera dans le
faisceau du radar, une cible ponctuelle fournira donc une série d'échos. L'antenne ainsi
synthétisée par �ltrage adapté est plus longue et par conséquent de meilleure résolution.

21



1. Imagerie Radar RSO : généralités

Application Numérique :

Pour le système Radarsat, l'application numérique directedu résultat obtenu préce-
demment nous permet de déduire la résolution azimutale après synthèse d'ouverture. En
prenant L = 15m, on obtient � a = 7:5m.

1.2.3 Migration et dépointage

Migration

La migration illustre le fait qu'avant synthèse d'ouverture, une cible se trouve sur
une courbe parabolique et non sur une ligne droite. Comme le montre la �gure 1.5, ces
décalages en distance créent parfois des changements de case distance au niveau des pixels
et doivent être corrigés avant synthèse.

P

R

y

O

Fig. 1.5 � Illustration de la migration. En fonction de la position du capteur, le point P
n'appartient pas à la même case distance par rapport au référentiel du CPA (point 0 tel
que la distance OP soit minimale).c ENST.

Le problème de migration est délicat car il interdit l'application directe d'un �ltrage
adapté dans la direction azimutale. Plusieurs travaux ont ainsi consisté à transposer le
�ltrage adapté dans le domaine de Fourier de manière à pouvoir ramener le �ltrage azi-
mutal à un simple produit. Citons notamment, le changement de variable de Stolt, ou
l'algorithme 
 � K .

Dépointage et Doppler Centroïd

En reprenant le calcul correspondant à la synthèse d'ouverture, nous avons supposé
que l'antenne visait perpendiculairement à la trajectoiredu porteur. En pratique, cette
hypothèse n'est pas toujours véri�ée, en particulier dans le cas aéroporté à cause des
variations de trajectoire de l'avion. Ce dépointage caractérisé par un angle traduit le
fait que le lobe d'antenne pointe sur une cible d'abscisseyc = D0 sin  comme l'illustre
la �gure 1.6.
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1.2. Synthèse de l'image

D0

yc

y

Dc(y)

 

Fig. 1.6 � Dépointage de l'antenne suivant un angle . Le changement de distance entre
le capteur et la cible implique que la fréquence instantanéedu signal reçu n'est plus à
Doppler nul.

En tenant compte du dépointage de l'antenne, l'équation (1.5) est remplacée par :

Dc(y) =
p

D0 + ( y � yc)2 ' D0 +
(y � yc)2

2D0
(1.9)

L'expression (1.7) du signal reçu se réécrit donc :

sD c (t) � ej 2�f 0(t � 2D c
c ) = ej 2�f 0(t � 2D 0

c )ej 2� f 0 ( y � y c ) 2

cD 0 (1.10)

Le point central de référence dans le répère (Oxy) n'est doncplus à Doppler nul (c'est
à dire que la fréquence instantanée du chirp en azimut n'est pas nulle pour la position
y = 0). Cette fréquence appelée "Doppler centroïd" est donnée par :

f DC = �
2v yc

�D 0
= �

2v
� sin  

(1.11)

Si la valeur exacte du dépointage n'est pas connue, la reconstruction s'e�ectuera sans
ambiguité si f DC � P RF

2 , sous peine de créer des cibles fantômes. D'autre part, le "Dop-
pler centroïd" implique une translation du spectre dans le sens azimutal comme le montre
la �gure 1.8. En ce qui concerne l'application à la compression, nous verrons au chapitre
3 qu'il est indispensable de recentrer le spectre si possible autour de la fréquence nulle de
façon à s'adapter aux transformées multi-résolutions de type ondelettes.
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1. Imagerie Radar RSO : généralités

Fig. 1.7 � Amplitude d'une image RSO issue du capteur ERS après synthèse d'ouverture
c ESA.

Fig. 1.8 � Module (en dB) de la transformée de Fourier de l'image complexe : le spectre
est décentré dû à un dépointage de l'antenne par rapport à la trajectoire du porteur (la
fréquence nulle est au centre de l'image).
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1.3 Les données issues du radar à synthèse d'ouverture

1.3.1 Données brutes

Ce signal de nature complexe et bi-dimensionnelle est issu directement de l'échantillo-
nage des échos reçus en distance et en azimut par le capteur après démodulation. A�n de
respecter le théorème d'échantillonnage de Shannon, il convient de choisir en distance une
fréquence d'échantillonnage supérieure à la bande passante du chirp d'impulsion f e � 1

K� .
A titre d'exemple, le système satellitaire ERS-1 dispose d'une fréquence d'échantillonnage
f e = 18:96MHz pour un chirp de bande passanteBchirp = 15:55MHz .
En azimut, cette condition s'applique sur la PRF :P RF � Bdoppler avec Bdoppler = 2 v

L
dé�nie comme étant la bande passante du chirp créé par le déplacement du porteur. Soit
pour ERS-1 une PRF variant de 1640 à 1720 Hz.

Les données sont ensuite quanti�ées pour être transmises à une station de réception
au sol en vue du traitement de synthèse. Par exemple, dans le cas d'ERS-1, 10 bits
par échantillon complexe sont alloués (5 bits pour la partieréelle et 5 pour la partie
imaginaire), soit un débit de 100 Mbit/s. De nombreuses méthodes de compression ont
été appliquées sur ce type de données. Citons notamment les travaux de D.Lebede� [50]
sur la quanti�cation vectorielle algébrique des données brutes. Cependant dans le cadre
de cette thèse, nous nous intéresserons plus spéci�quementaux données complexes après
synthèse RSO.

1.3.2 Les images SLC (Single Look Complex)

Il s'agit de l'image complexe obtenue après le traitement desynthèse d'ouverture des
données brutes. L'image obtenue est orientée suivant la direction du porteur, c'est-à-dire
parallèle à la trace de ce dernier. Le caractère complexe desdonnées permet d'envisager
des techniques d'interférométrie utilisant l'information portée par la phase. L'image d'am-
plitude est notamment utilisée dans un contexte de détection-reconnaissance-identi�cation
(DRI) bien que la phase soit également une information utilesur la signature des points
ou zones d'interêt.

La dimension d'un pixel dépend en azimut de la PRF et de la vitesse du porteur. En
distance, la dimension du pixel sur un sol plat dépend de l'angle d'incidence� de l'onde
et de la fréquence d'échantillonnage en distance. On obientainsi :

� a = v=P RF

� dsol plat =
c

2Fe sin �

A titre d'exemple, les données ERS sont codées par valeur entière sur 16 bits par partie
réelle et imaginaire, soit 32 bits par pixel complexe. Le pixel est de dimension rectangu-
laire, fortement allongé en distance (5x25m).

Les techniques et les progrès technologiques en terme de puissance de calcul per-
mettent désormais d'envisager une synthèse à bord même du porteur. C'est donc sur ce
type de données que s'inscrivent les travaux de cette thèse.Nous travaillerons plus parti-
culièrement sur la compression d'images SLC en bande X issues du capteur RAMSES de
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1. Imagerie Radar RSO : généralités

l'ONERA. La �gure 1.9 montre une image SLC issue de ce capteursuivant sa représen-
tation amplitude/phase.
Les pixels de ce type d'images sont codés à 64 bits par pixel complexe (32 pour la partie
réelle et 32 pour la partie imaginaire) en valeur de type "�oat". Par exemple, une image
de taille 3600x3000 représente un volume de données de 82.4Mo.

(a) (b)

Fig. 1.9 � (a) : Image d'amplitude du capteur RAMSES de l'ONERA (zone extraite des
Baux de Provence 1024x1024). (b) : Image de Phase.c ONERA.

1.3.3 Les données multivues

Les images SLC sont a�ectées par le phénomène de chatoiement(présenté à la section
1.4) qui altère la lisibilité de l'image et son interprétation. Les images multivues (multilook
en anglais) ont subi un traitement de façon à réduire l'e�et du chatoiement et à ramener
le pixel carré à la géométrie du sol. Deux étapes majeures sont nécessaires :

� un �ltrage azimutal permettant une réduction du chatoiement et permettant un
sous-échantillonnage.

� une étape de suréchantillonnage en distance, prenant en compte la variation le long
de la fauchée de l'angle d'incidence.

Les images multivues sont en général construites à partir des images d'intensité (am-
plitude au carré) : l'image en intensité "L-vues" est obtenue en moyennantL images en
intensité 1-vue décorrélées. CesL images s'obtiennent en découpant l'ouverture synthé-
tique en L sous-ouvertures. Le moyennage e�ectué entre plusieurs sous-images lors du
premier traitement réduit la résolution de l'image, ce qui permet également de réduire
le volume de données nécessaire à l'encodage de l'image. On perd cependant le caractère
complexe de l'image puisque l'image obtenue est sous forme d'amplitude PRI ( Precision
Image).
Dans le cadre de cette thèse, nous souhaitons cependant conserver l'information de phase
et donc le caractère complexe de l'image. En conséquence, nous ne nous intéresserons pas
à la compression d'images PRI multivues.
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1.4 Chatoiement et modélisation statistique

1.4.1 Chatoiement pleinement développé

Les images RSO représentent la réponse du terrain à l'onde hyperfréquence émise par
le radar. La radiométrie du pixel est donc une fonction de l'interaction onde-matière et
dépend de deux ensembles de paramètres :

� les paramètres propres du radar (longueur d'onde, polarisation, loi d'antenne..)
� les paramètres liés à la nature du sol (ré�ectance, humidité, rugosité par rapport à

la longueur d'onde, inclinaison du sol..) et à la nature des cibles.

Ainsi, même si les caractéristiques physiques de rétrodi�usion sont stationnaires (ré-
gion dite "homogène"), les valeurs des pixels sont extrêmement dispersées, ce qui donne
aux images un aspect granuleux. Ce phénomène est appelé "chatoiement" (ou speckleen
anglais) dont les caractéristiques particulières le font quali�er de bruit multiplicatif. Le
chatoiement des images monovues (SLC) rend très di�cile la lisibilité de l'image, la détec-
tion d'objets et également la compression, en raison de la très faible corrélation des pixels.

Le modèle le plus couramment utilisé pour caractériser le chatoiement provient du
formalisme de Goodman [39]. On considère que le sol est constitué de petits di�useurs
ponctuels dont le nombre est important et la localisation aléatoire à l'intérieur de la cellule
de résolution (zone du sol dont la rétrodi�usion contribue au signal mesuré en un pixel).
La réponse d'une cellule de résolution est la somme deN réponses de cibles ponctuelles
si = � i ej� i :

S =
NX

i =1

� i ej� i = aej� = i + jq (1.12)

où i et q représentent respectivement la partie réelle (i pour in phase) et imaginaire
(q pour in quadrature) du signal complexe démodulé (fréquence porteuse àf 0 = 5:3GHz
pour ERS par exemple).

Les hypothèses de Goodman caractérisant le chatoiement ditpleinement développé
sont les suivantes :

� � i et � i sont des variables aléatoires indépendantes entre elles etindépendantes des
autres di�useurs.

� La surface est considérée comme rugueuse par rapport à la longueur d'onde� et la
taille de la cellule de résolution grande devant� . Il en résulte que les phases� i sont
indépendantes entre elles et suivent une loi uniforme sur[0; 2� ].

� N est grand.
� Les variables aléatoires� i sont identiquement distribuées avec des moments d'ordre

1 et 2 respectivement égaux àE(� ) et E(� 2) = � 2.

En utilisant le théorème central limite, on peut en déduire que les variables aléa-
toires S : (i; q) sont distribuées selon une loi gaussienne. En outre,i et q sont décorré-
lées (E(iq) = 0 ) et donc indépendantes. Le chatoiement est en conséquence un processus
gaussien circulaire. Il est alors aisé de montrer que la densité de probabilité de l'image
d'intensité I = i2 + q2 suit une loi exponentielle.
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1. Imagerie Radar RSO : généralités

p(I ) =
1
� I

e� I
� I (1.13)

avec� I = R, R = 2� 2 étant le coe�cient de rétrodi�usion.

On en déduit la loi d'amplitude suivant la distribution de Rayleigh (ou loi de Rayleigh-
Nagakami de paramètreL = 1 d'après J.M. Nicolas [69]).

p(A) =
2

� A

�
A
� A

�
e� ( A

� A
)2

(1.14)

avec� 2
A = � I .

Le chatoiement perturbant notamment la lisibilité des images, il est possible de construire
des images "multivues" dont la résolution plus faible est compensée par un lissage du cha-
toiement. Le moyennage multivue d'une image en intensité véri�ant une loi exponentielle
implique une distribution en intensité de l'image "L-vues"caractérisée par une loi Gamma
généralisée (suivant les notations de Nicolas [69]) et dontla densité de probabilité (d.d.p)
est donnée par :

pL (I ) =
1

�( L)
L
� I

(
LI
� I

)L � 1e� LI
� I (1.15)

où � est la fonction Gamma. Le paramètreL, qui est ici par construction le nombre
de vues, peut être vu comme un facteur de forme.

La distribution d'amplitude A =
p

I est donnée par la loi de Rayleigh-Nagakami :

pL (A) =
2

�( L)

p
L

� A

 p
LA

� A

! 2L � 1

e� (
p

LA
� A

)2

(1.16)

Pour L = 1, on retrouve en particulier l'expression de la d.d.p d'une loi de Rayleigh. La
�gure 1.10 illustre ces familles de distributions.
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Fig. 1.10 � A gauche : Distribution en intensité du chatoiement pour une image "L-vues"
suivant la loi Gamma de paramètre� I = 1 et L = 1; 3; 5; 7; 9. A droite : Distribution en
amplitude du chatoiement pour une image "L-vues" suivant laloi de Rayleigh-Nagakami
de paramètre� A = 1 et L = 1; 3; 5; 7; 9.
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1.4. Chatoiement et modélisation statistique

D'après le modèle gaussien circulaire considéré ci-dessus, la phase� a donc une dis-
tribution uniforme sur [0 : 2� ] :

p(� ) =
1

2�
; � 2 [0; 2� ] (1.17)

Le modèle de Goodman convient bien aux milieux naturels pourles images de faible
résolution. A haute résolution, C.Tison [99] a montré que les propriétés du signal changent
avec notamment des textures qui tendent à disparaître, des échos forts qui dominent. Le
formalisme de Goodman n'est ainsi pas forcément le meilleurmodèle qui soit adapté à la
caractérisation statistique du chatoiement.

1.4.2 Modèles non-gaussiens

De nombreux modèles ont été proposés, basés sur des formulations des phénomènes
physiques comme par exemple :

� la loi K [27] [71] souvent adaptée pour représenter les surfaces hétérogènes mais peu
adaptée aux surfaces très hétérogènes.

� la loi Beta [1] ou autres distributions U; B; W issues du système de Pearson [41],
bien adaptées par exemple pour les réponses de surface océanique.

D'autres modèles se fondent plus sur des approches mathématiques, issues d'un choix
empirique :

� les lois Log-normale [115] adaptées aux surfaces très hétérogènes ou urbaines.
� la loi de Weibull [72] pouvant être vue comme de Rayleigh-Nagakami "généralisée".
A partir de ses travaux, C. Tison [99] précise que ces modèlesne sont pas toujours

adaptés car ne modélisant bien souvent qu'une partie de la scène. Les pixels d'image
RSO à haute résolution en milieu urbain présentent de fortesprobabilités d'avoir une
forte intensité due à la présence de forts ré�ecteurs. Les histogrammes présentent alors
une "queue lourde" à faible décroissance1 mal représentée par les modèles mentionnés
ci-dessus.

Le modèle statistique issu des phénomènes de rétrodi�usioncomplexes utilisés dans
le cadre de cette thèse correspond à un compromis de tous ces modèles, suivant un cri-
tère mathématique et empirique, indépendamment de toute considération physique. Nous
avons ainsi choisi la distribution de Fisher à 3 paramètres (autrement appelée loi Beta de
seconde espèce ou loi Pearson de type VI) et dont l'expression est donnée par :

pI (x) =
�( L + M )
�( L)�( M )

L
M�

( Lx
M� )L � 1

(1 + Lx
M� )L + M

(1.18)

Cette densité de probabilité est facilement exploitable par le formalisme des statis-
tiques de seconde espèce dont nous donnerons une courte présentation au chapitre 3. La
loi de Fisher à 3 paramètres (une grandeur proche de la valeurmoyenne� et deux autres
paramètres de formeL et M ) dispose de propriétés de modélisation fort intéressanteset
permet d'approcher toutes les lois mentionnées précédemment et de caractériser un grand
ensemble de textures. On montre ainsi, que pourM tendant vers + 1 , la loi Fisher tend
vers la loi Gamma dite "à tête lourde". A l'opposé, pourL tendant vers l'in�ni, on montre

1Ces lois ne possèdent pas de moments à partir d'un certain ordre.
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1. Imagerie Radar RSO : généralités

que la loi Fisher tend vers la loi Gamma Inverse "à queue lourde".

Ce modèle de distribution de Fisher a été notamment validé sur des données réelles
au cours des travaux de C. Tison [99]. Grâce à sa capacité à modéliser les distributions
à tête lourde ou queue lourde, la distribution de Fisher permet de caractériser aussi
bien les surfaces homogènes, hétérogènes (mileu urbain parexemple), naturelles ou non
naturelles. Nous ferons ultérieurement appel à cette loi a�n de construire une stratégie
de compression adaptée aux statistiques du signal. Quelques exemples de distribution de
Fisher sont illustrés par la �gure (1.11).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

M = 1

M = 3

M = 5 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

L = 1 

L = 3 

L = 5 

(a) (b)

Fig. 1.11 � (a) : Distribution de Fisher pour � = 1; L = 2 �xé et M=1,3,5. (b) : Distri-
bution de Fisher pour� = 1; M = 2 �xé et L=1,3,5.

1.5 Interférométrie

Dans le cadre de cette thèse, la compression avec pertes d'images RSO SLC nous
contraint à encoder conjointement l'information d'amplitude et de phase portée par les
images. L'interférométrie radar est une technique relativement récente largement utilisée
par la communauté radar et qui utilise en particulier l'information de phase comme un
moyen de mesure sensible aux variations de distance. Cette technique propose ainsi de
coupler deux images de la même zone avec des angles d'incidence légèrement di�érents.
L'analyse �ne de la di�érence de phase entre deux images RSO SLC permettra alors de
restituer le relief du terrain ou de mesurer les mouvements du sol. Les images peuvent
être acquises simultanément en mono-statique (cas d'une plateforme contenant deux cap-
teurs avec un seul émetteur), ou bi-statique (plateforme survolant la scène à deux dates
distinctes ou d'une plateforme avec deux émetteurs).

Nous nous limiterons à exposer brièvement les principes de l'interférométrie radar car
les traitements associés à cette technique dépassent le cadre de cette thèse. Pour plus de
précisions concernant la théorie appronfondie et l'application de l'interférométrie radar,
nous renvoyons le lecteur à [99], [100], [85].
Dans un contexte de compression avec pertes, l'informationde phase de chaque image
RSO sera irréversiblement dégradée. En considérant l'image de di�érence de phase et en
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comparant l'interférogramme issu du couple d'images originales avec l'interférogramme
issu du couple d'images après compression-décompression,il est alors possible d'obtenir
une mesure de la qualité de reconstruction. Une étude plus détaillée sur l'introduction de
cette mesure d'"écart interférométrique" sera faite au chapitre 7.

1.5.1 Information de Phase

Un pixel d'une image de phase est constitué de deux informations :

� = � propre + � D (1.19)

� une phase propre� propre issue de l'interaction entre l'onde et le sol. Ce terme déter-
ministe dépend de la nature physique du sol et de l'incidencede prise de vue.

� une phase géométrique� D qui dépend du trajet aller-retour de l'onde :� D = 4�
�

!
jD j

où
!

jD j représente la distance du capteur au centre du pixel.
De manière à pouvoir exploiter le terme de phase géométrique, il est nécessaire d'éli-

miner le terme de phase propre. Pour cela, il su�t de calculerla di�érence de phase entre
deux images acquises dans des conditions quasi-identiques. En faisant l'hypothèse que la
nature du terrain n'a pas changé entre deux acquisitions, leterme de phase propre s'éli-
mine. En choissisant un angle d'incidence légèrement di�érent pour le second capteur de
manière à obtenir une di�érence de phase géométrique non nulle, la phase interféromé-
trique a donc pour expression :

� � = � pixel 1 � � pixel 2 = ( � propre + � D 1 ) � (� propre + � D 2 )

=
2k�
�

(
!

jD1j �
!

jD2j) (1.20)

où k est égal à 1 dans le cas mono-statique et à 2 dans le cas bi-statique.
La phase interférométrique n'est cependant connue qu'à un multiple de � près. Ceci

implique des "sauts" de phase dans une représentation modulo 2� qui laissera apparaître
des franges. L'image ainsi formée constitue l'interférogramme. Il s'agit ensuite de remonter
à la di�érence de marche à partir de l'interférogramme en déroulant les franges. Nous ne
traiterons pas du déroulement des franges par la suite et nous nous limiterons dans le
cadre de cette étude à la formation du produit interférométrique.

1.5.2 Construction de l'interférogramme

La formation d'un interférogramme nécéssite plusieurs étapes :

1. le recalage local : il s'agit de superposer un pixel de l'image 1 avec celui de l'image
2 de façon à ce que les ré�ecteurs élémentaires, ayant contribué à la formation de
l'image 1, soient identiques à ceux de l'image 2. Par di�érence de phase, on s'assure
alors de l'élimination du terme de phase propre.

2. le recalage subpixellaire en tous points de la scène : une transformation globale doit
être trouvée en étendant par exemple les recalages locaux. Diverses méthodes [100]
basées sur des techniques de corrélation, utilisation de fréquences locales, calcul des
valeurs de paramètres d'une fonction de côut globale, sont possibles.

3. la construction de l'interférogramme et de l'image de cohérence.
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L'interférogramme est constitué de l'ensemble des pixels� � (x; y) en tout point de
l'image. En pratique, on calcule le produit hermitien des 2 images complexesz1 et z2 :

d(x; y)ej � � (x;y ) =
z1(x; y)z�

2(x; y)
q

jz1(x; y)j2 jz2(x; y)j2
(1.21)

Les images RSO sont a�ectées par le phénomène de chatoiementqui perturbe l'esti-
mation de la di�érence de phase� � (x; y) et de la cohérenced(x; y). De manière à limiter
l'e�et du chatoiement, le produit hermitien est moyenné surune fenêtre deL pixels voisins
suivant la formule :

dej � � =

P L
i =1 z1i z

�
2iq P L

i =1 jz1i j
2 P L

i =1 jz2i j
2
; d 2 [0; 1] (1.22)

d est alors appelée cohérence empirique et� � la di�érence de phase empirique. La
cohérence re�ète la capacité des parcelles de la scène imagée à fournir des phases compa-
rables. Une cohérence faible peut être synonyme d'un changement d'angle d'incidence trop
important, de changement dans la nature du sol, ou de zones detrès faible rétrodi�usion
(ombres par exemple) avec une domination du bruit thermique.

Les distributions de la cohérence empirique et di�érence dephase empirique s'ex-
priment en fonction du paramètreL et de la cohérence réelleD [85] :

p(djD; L ) = 2( L � 1)(1 � D 2)L d(1 � d2)L � 2
2F1(L; L ; 1;d2D 2)

p(� � jD; L ) =
(1 � D 2)L

2�
1

2L + 1 2F1

�
2; 2L; L +

3
2

;
1 + D cos(� � )

2

�

La �gure 1.12 montre les distributions de la cohérence et de la phase d'un interférogramme
complexe monovue (L = 1) pour diverses valeurs de la cohérence vraieD. On remarque
ainsi que plus la cohérenceD est élévée, plus l'écart-type de la densité de probabilité de
la phase empirique est faible, ce qui est en accord avec l'idée que la cohérence demeure
un critère de qualité et de stabilité sur la mesure de la phaseinterférométrique.
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Fig. 1.12 � Distribution de la cohérence de l'interférogramme complexe monovue (à
gauche) et de la di�érence de phase (à droite) pourD = 0; 0:2; 0:5; 0:8; 0:95. On remarque
que pour D = 0, c'est à dire en l'absence de cohérence, la phase est équidistribuée sur
[0; 2� ]. c ENST.
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Fig. 1.13 � Distribution de la cohérence de l'interférogramme complexe multi-
vues (à gauche) et de la di�érence de phase (à droite) pourD = 0:8 et pour
L = 1; 9; 32; 64. c ENST.

La �gure 1.13 illustre les densités de probabilité de la phase empirique pour plusieurs
valeurs deL et en fonction de la cohérence réelle. Plus le paramètreL de moyennage est
élévé plus la densité de probabilité de la cohérence empirique a�che un écart-type faible
et centré sur la valeur réelle de la cohérence.

D'après sa construction, l'interférogramme dispose d'informations à l'origine d'appli-
cation de mesure d'élévation, de mesure de mouvement de terrains :

1. information sur l'élévation : le relief crée des déformations entre les deux images si
les orbites ne sont pas identiques. Ces déformations impliquent un déphasage entre
les deux images proportionnel à l'élévation du terrain permettant ainsi d'estimer
une possible di�érence d'altitude en un point considéré.

2. information sur le mouvement de terrain : l'utilisation de plusieurs capteurs permet
la mise en oeuvre de l'interférométrie di�érentielle. Entre deux acquisitions non si-
multanées, un glissement de terrain ou un tremblement de terre a pu déplacer des
points de l'image. La variation de la distance par rapport auradar entraîne donc une
di�érence de phase proportionnelle au déplacement radial suivant l'équation (1.20).
L'interférogramme traduit donc avec une précision centimétrique, les mouvements
de terrain. Les franges observées sont alors les courbes d'iso-déplacement.

3. information de cohérence : un changement dans la nature physique ou géométrique
du sol (surface liquide, croissance de végétation, variation d'incidence) modi�e la
phase propre des pixels (hypothèse interférométrique non véri�ée). Dans ce cas, la
phase du pixel varie d'une acquisition à l'autre donnant à l'interférogramme un as-
pect localement bruité. La cohérence étant le re�et de la stabilité de l'information
de phase, il est possible de détecter les changements survenus sur le sol.

En conclusion, bien que la compression d'image RSO SLC avec pertes impacte de
manière indirecte les méthodes d'exploitation des donnéesinterférométriques, nous nous
limiterons ici à la construction et à l'évaluation de qualité d'interférogrammes. L'interfé-
rogramme est considéré ici comme un outil de base nécessaireaux applications présentées
ci-dessus.
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1.6 Conclusion

A�n de proposer une méthodologie de compression des images RSO SLC, il demeure
indispensable de caractériser et de modéliser au mieux ce type d'images. La présence du
chatoiement introduit une forte décorrélation des pixels rendant les méthodes classiques
adaptées aux images optiques beaucoup moins e�caces. L'étude du chatoiement et de la
modélisation statistique des scènes RSO permettent dans unpremier temps d'envisager
deux orientations possibles :

� la conservation du chatoiement comme une information utile avec une modélisation
statisque des données adaptée à l'algorithme de compression.

� la réduction du chatoiement avant compression de l'image a�n d'améliorer la qualité
visuelle des images. Cela a également pour e�et de réduire l'entropie de l'image (voir
chapitre 2) et permet donc des taux de compression plus élevés.

Nous avons privilégié la première approche consistant à conserver le chatoiement avant
compression. Les chapitres 4 et 5 de ce manuscrit sont ainsi dédiés à la compression
d'images sans pré-traitement.

D'autre part, comme nous le verrons dans le chapitre 2, la compression d'une image
avec pertes fait souvent intervenir une projection de l'image dans un espace transformé
(transformée en ondelettes par exemple) présentant des propriétés intéressantes pour la
compression. La modélisation statistique des images RSO SLC dans l'espace transformé
devient alors une étape nécessaire dans l'élaboration d'unalgorithme de compression ef-
�cace. C'est pour cette raison que nous introduirons le formalisme des statistiques de
seconde espèce et de l'estimation des paramètres de la distribution de Fisher dans le cha-
pitre 3, dédié à la méthodologie et aux di�érentes approchesenvisagées concernant les
systèmes de compression des images RSO SLC.

L'exploitation de l'information de phase trouve notammentson utilité dans les tech-
niques de traitement interférométriques permettant de remonter sur des grandeurs liées
au relief. Nous avons ainsi brièvement présenté les principes de cette approche et introduit
l'interférogramme comme étant l'outil de travail de base pour les applications interféromé-
triques. Tout en mesurant l'impact de la compression avec pertes sur les images traitées
individuellement, il peut s'avérer également intéressantde caractériser la dégradation in-
troduite sur les données complexes après formation du couple interférométrique issu des
images décompressées. Cette approche sera étudiée plus en détails au chapitre 6 de ce
manuscrit, lors de l'évaluation des performances des algorithmes de compression.
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Chapitre 2

Compression d'images, état de l'art et
application aux images RSO

Ce second chapitre se concentre sur les outils utilisés en compression d'image. Le co-
dage de source ou compression des données a pour objectif de fournir une représentation
e�cace des données tout en préservant l'information essentielle. Nous envisageons dans
ce chapitre une présentation des principaux concepts de base et techniques associés à
la compression d'image en général. Toutes ces méthodes ne sont pas forcément dédiées
spéci�quement à la compression d'images RSO. Il n'en demeure pas moins que ces outils
de compression forment le socle de base sur lequel nous pourrons nous appuyer pour dé-
velopper une méthode spéci�que. Nous évoquerons notammentquelques algorithmes de
compression appliqués aux images RSO récemment publiés dans la littérature.
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2. Compression d'images, état de l'art et application aux images RSO

2.1 Introduction à la compression et critères d'évalua-
tion

La compression consiste à réduire le volume de données nécessaire à la description de
l'image. L'exploitation de la redondance spatiale et des faiblesses du système psychovi-
suel ont permis de développer des méthodes où la quantité de données nécessaires pour
représenter l'image est réduite. Il existe deux types bien distincts de compression : la
compression sans perte et avec pertes.
Dans le cas d'une compression sans perte, l'image reconstruite après décompression est
identique à l'image originale. Aucune pertubation n'est introduite sur les valeurs des
pixels. Ainsi, tout traitement e�ectué fournira les mêmes résultats, que l'image soit com-
primée ou non. Au contraire, la compression avec pertes consiste à introduire une per-
tubation irréversible mais qui autorise une compression bien plus importante que celle
obtenue par des méthodes sans perte.
Il existe une grande variété de techniques de compression d'images. A�n de pouvoir com-
parer ces méthodes, di�érents critères sont nécessaires. Quatre critères globaux permettent
d'evaluer les performances d'un système de compression :

� Le taux de compression mesure la réduction du volume de données par rapport à la
taille du �cher initial.

� La distorsion, dans le cadre de méthode de compression avecpertes, permet de
mesurer la qualité de l'image restituée par rapport à l'image originale.

� La complexité de l'algorithme et sa facilité de mise en oeuvre.
� La robustesse du code due aux erreurs de transmission introduites par le canal de

transmission.

2.1.1 Taux de compression

Ce critère est d'importance puisqu'il est directement dépendant de la technique de
compression utilisée. Certaines méthodes proposent des taux de compression �xes (entré
par exemple par l'utilisateur) ou non. On parlera alors de codage progressif où il est pos-
sible d'encoder mais surtout de décoder une image avec divers taux de compression. A�n
de dé�nir le taux de compression à proprement dit, nous introduisons au préalable la no-
tion de débit comme étant le nombre moyen de bits par pixels nécessaires à la description
de l'image.

debit =
Taille duf ichier (bits)

nombre de pixels
en bits par pixel (bpp) (2.1)

Une image numérique est composée d'un ensemble de pixels présentant un nombre �xe
d'états (niveaux de gris par exemple). A chacun de ces éléments est attribué un symbole
ou code binaire. Pour les données RSO issues du capteur RAMSES, chaque pixel est
composé de 2 réels, ce qui requiert 64 bits par pixel.

Le taux de compression� est dé�ni comme le rapport entre le nombre de bits par
pixels de l'image initiale et l'image comprimée (rapport des débits).

� =
debit de l0image avant compression
debit de l0image apres compression

(2.2)
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Pour les méthodes de codage sans perte, le taux de compression est de l'ordre de 2 à
3 sur des images naturelles. Concernant les images RSO, le taux obtenu est encore plus
faible à cause d'une plus forte décorrélation des pixels. Enrevanche, les méthodes de
compression avec pertes permettent d'obtenir des taux de compression plus élévés.

2.1.2 Distorsion et critère qualité

Pour les méthodes de compression avec pertes, un taux de compression n'a de sens
que s'il est mis en correspondance avec la dégradation introduite sur l'image reconstruite.
La qualité est une notion très di�cile à dé�nir. Pour un photo -interprète, une bonne
qualité est synonyme d'images où les défauts sont imperceptibles à l'oeil. Sur une image
RSO, des critères comme la restitution des points brillants, des textures, des contours
sont évalués au moyen de tests subjectifs et spéci�ques. Pour les images de télédétection,
le problème est d'autant plus délicat que la notion de qualité dépend avant tout de l'in-
formation utile et de l'application envisagée.
Néanmoins, un critère largement utilisé en traitement d'images est la distorsion qui per-
met de mesurer une di�érence entre l'image originale et reconstruite. L'Erreur Quadra-
tique Moyenne (EQM) dé�nie à partir de la normeL2 est le critère le plus courant. SoitI
l'image originale de dimension NxM et̂I l'image reconstruite après décompression, l'EQM
est dé�nie par :

EQM =
1

M N

MX

i =1

NX

j =1

[ I (i; j ) � Î (i; j ) ]2 (2.3)

Plus explicite, on préférera utiliser le rapport Signal surBruit RSB (ou SNR pour
Signal to Noise Ratio) :

RSB = 10 log10

P M
i =1

P N
j =1 I (i; j )2

P M
i =1

P N
j =1 [ I (i; j ) � Î (i; j ) ]2

(2.4)

Suivant ce critère, la qualité ainsi mesurée sera d'autant meilleure que le SNR sera
grand et donc que la distorsion sera petite. Si l'image reconstruite après décompression
est identique à l'image originale, le RSB est in�ni.
Dans le cadre de cette thèse, nous proposerons au chapitre 6 de ce manuscrit un en-
semble de critères de mesure spéci�ques à la caractérisation de la qualité des images RSO
complexes reconstuites.

2.1.3 Complexité

La complexité d'un algorithme ou d'une méthode de compression est di�cile à évaluer.
Elle recouvre le volume du dispositif, sa rapidité, l'existence de composants intégrés, la
charge de calcul. La complexité fait également intervenir les contraintes spéci�ques à
l'application, les performances des processeurs qui évoluent et le coût économique. Il est
important de noter que la charge de calcul n'est pas forcément identique entre le codeur
et le décodeur. On parlera alors de complexité assymétrique.
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2.1.4 Robustesse

La robustesse caractérise la sensibilité de l'algorithme de compression-décompression
à des altérations du code comprimé : une erreur binaire sur latrame doit être la moins
perturbatrice possible. On ajoute alors un codage supplémentaire (codage de canal) qui
permet de sécuriser et réduire le taux d'erreur binaire lorsde la transmission des données.
Notons que le rajout de cette redondance va bien entendu à l'encontre de la compression.
Cette étape n'est cependant pas prise en compte dans notre étude.

2.2 Système de compression avec pertes

D'une manière générale, un système de compression avec pertes se décompose en trois
modules que sont la transformation de l'image originale, laquanti�cation des données de
l'image transformée et le codage entropique des données quanti�ées. La �gure 2.1 illustre
le principe général d'un système de compression avec pertes.

Image originale

Quantification

Fichier compressé

Décodage entropique

Quantification inverse

Transformée inverseTransformée

Image reconstruite

Codage entropique

Fig. 2.1 � Principe général des algorithmes de compression/décompression d'image. A
gauche : la chaîne de compression classique : transformée del'image, quanti�cation et
codage entropique. A droite : la chaîne de décompression e�ectue les traitements dans
l'ordre inverse.

La transformée a pour objectif de projeter les données originales dans un espace plus
propice à la compression. En d'autres termes, il s'agit de décorréler le signal de manière
à minimiser l'information redondante. Les pertes irréversibles sont introduites lors de la
phase de quanti�cation qui consiste à "réduire" l'espace dereprésentation des données.
Le codage entropique (ou codage sans perte) permet d'encoder les données issues de
la quanti�cation suivant un code binaire à longueur variable dépendant de la "quantité
d'information" portée par le message.
Les sections suivantes sont consacrées à dresser l'état de l'art non exhaustif de ces trois
blocs de traitement dans l'ordre suivant : codage entropique, quanti�cation et codage par
transformée.
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2.3 Compression sans perte et codage entropique

La théorie de l'information, développée par Shannon dans les années 1940-1950, fournit
des idées fondamentales pour la conception d'un grand nombre de techniques de codage
de source. L'idée est que des messages numériques peuvent être comprimés en associant
les mots de code les plus courts aux messages les plus probables. Le taux de compression
maximum que l'on peut atteindre sans avoir de perte peut êtredéterminé à partir d'une
description statistique des messages.
Cette stratégie conduira à un codage à débit variable et à destechniques de codage
sans perte (ou codage entropique), c'est à dire tel que les données reconstituées soient
identiques aux données sources.

2.3.1 Entropie

Pour �xer les idées, on considère une source discrèteX à valeurs dans un alphabet �ni
A = f a1 ; a2; :::aM g. On suppose connue (ou estimée) la loi de probabilité des symboles
de l'alphabet :

P : f p(a1); p(a2); p(ai ):::; p(aM )g (2.5)

où p(ai ) est la probabilité d'occurrence du symboleai tel que
P M

i =1 p(ai ) = 1 .

Une source est dite sans mémoire si les symboles émis par la source X correspondent à
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. En d'autres termes,
une suite de symbolesf at1 ; at2 ; :::atn g correspondant à des symboles émis aux instants
t1; :::; tn suit une loi :

p(at1 ; at2 ; :::atn ) = p(at1 )p(at2 ):::p(atn )

Dans ce cas, l'information propre associée au symboleai est dé�nie par :

I (ai ) = � log2 p(ai ) en bits: (2.6)

Cette dé�nition implique que l'information transportée est d'autant plus importante
lorsqu'un symbole peu probable est généré. L'entropie d'ordre zéro d'une source discrète
sans mémoireX traduit la quantité d'information moyenne. Elle est dé�nie par l'expres-
sion :

H (X ) = �
MX

i =1

p(ai )log2 p(ai ) (2.7)

La notion d'information est ainsi reliée à la notion d'incertitude par l'intermédiaire
de la distribution de probabilité de la source. L'incertitude la plus grande concerne une
source dont les symboles suivent une loi P uniforme, c'est à dire que les symbolesai sont
équiprobables. L'entropie y est donc maximale :

8i 2 1; 2; ::::M p(ai ) =
1

M
) H (X ) = log2(M ) (2.8)

L'entropie sera d'autant plus faible que la loi sera "étroite". Une source déterministe
(n'apportant pas d'incertitude) aura une entropie nulle etn'apportera donc pas en soit
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d'information.
L'entropie d'ordre zéro d'une image donne donc la limite minimale théorique du nombre
moyen de bits par symbole nécessaire pour coder sans ambiguïté une source de variables
aléatoires indépendantes.

Si l'on considère deux sources discrètesX et Y , prenant leur valeur respectivement
dansA = f a1; :::aM g et B = f b1; :::bN g, leur probabilité conjointe s'écrit :

pXY (ai ; bj ) = P robf X = ai ; Y = bj g (2.9)

L'entropie du premier ordre ou conjointe des deux sources X et Y s'exprime en fonction
de l'information conjointe I (ai ; bj ) = � log2 pXY (ai ; bj ) des deux événements :

H (X; Y ) = �
MX

i =1

NX

j =1

pXY (ai ; bj ):log2 pXY (ai ; bj ) (2.10)

De même, il est possible de dé�nir l'entropie conditionnelle de la sourceY sachantX :

H (Y=X) = �
MX

i =1

NX

j =1

pY=X (bj =ai ):log2 pY=X (bj =ai ) (2.11)

En combinant les expressions précedentes en fonction des probabilités conditionnelles
et conjointes, on obtient alors la relation suivante :

H (X; Y ) = H (X ) + H (Y=X) � H (X ) + H (Y) (2.12)

L'égalité est réalisée siX et Y sont des variables indépendantes. Par conséquent, si les
sources ne sont pas indépendantes alors on en déduit facilement que :H (Y=X) � H (Y).
Ceci montre en particulier que la "connaissance réduit l'incertitude" et qu'il est donc plus
intéressant d'utiliser l'information apportée conjointement par les sources plutôt que de
les considérer séparemment.
Dans le contexte de compression d'images RSO, les pixels sont a�ectés par le phénomène
de chatoiement qui a tendance à introduire une certaine incertitude et indépendance entre
les pixels. L'entropie y est donc plus élevée par rapport à des images naturelles, ce qui
explique en partie qu'elles soient plus di�ciles à compresser.

2.3.2 Condition du pré�xe et Inégalité de Kraft

Un codeur entropique a pour objectif de coder la sourceX sans perte. Le codeur fait
correspondre à chaque symbole d'entréeai (réalisation de la variable aléatoireX à valeurs
possibles dans l'alphabetA), un mot de code binairec(ai ) de longueurl(ai ) (mesurée en
bits). Le décodeur reconstruit les symboles de source à partir de la séquence binaire des
mots de codes. Le but du codage est de garder un nombre de bits transmis aussi faible
que possible c'est à dire que l'on cherche à minimiser la longueur moyenne~l du code (le
nombre moyen de bits codés par symbole de source) dont l'expression est donné par :

~l =
MX

i =1

p(ai ):l(ai ) (2.13)

Pour que le codage n'introduise pas de perte, il faut que le décodage ait lieu sans
ambiguïté. En d'autres termes, une séquence codée donnée doit pouvoir être interprétée
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de façon unique comme une succession (concaténation) de mots de code déterminés. Un
code permettant un tel décodage est quali�é d'uniquement décodable (u.d).

Pour satisfaire cette condition sans introduire de séparateurs entre les mots de code,
le code doit satisfaire la condition dite du pré�xe. Cette dernière stipule qu'aucun mot de
code ne doit être le pré�xe d'un autre mot de code.

Exemples :
f 0; 10; 101; 0101g n'est pas un code à pré�xe.
f 0; 10; 110; 111g est un code à pré�xe.

La plus importante propriété des codes uniquement décodables (codes à pré�xes) est
donnée par l'inégalité de Kraft.

Inégalité de Kraft

Une condition nécéssaire et su�sante pour qu'un code binaire correspondant à la
source d'alphabetA = f a1 ; a2; :::aM g et constitué de mots de code de longueur
f l(a1) ; l(a2); :::l(aM )g soit uniquement décodable est que :

MX

i =1

1
2l (ai )

� 1 (2.14)

Cette inégalité fournit la base théorique pour calculer desbornes inférieures et su-
périeures à la longueur moyenne d'un code uniquement décodable. Ce résultat permet
également de montrer qu'une sourceX d'entropie H (X ) peut être codée sans ambiguïté
de décodage, à l'aide d'un codeC de longueur moyenne~l satisfaisant l'inégalité suivante :

H (X ) � ~l � H (X ) + 1 (2.15)

Il est donc possible de trouver un code à un bit près de l'entropie. Nous verrons qu'on
ne peut pas améliorer cette distance pour des codes "scalaires". En revanche, on peut
diminuer cette imprécision en appliquant les résultats précédents à la source "étendue",
c'est-à-dire en formant des vecteurs aléatoiresXN groupant N variables aléatoires.

XN = f X 1; :::; X N g

En généralisant l'expression (2.11), l'entropie conjointe de la source est donnée par :

H (XN ) = �
X

aN

pXN (aN ) log2(pXN (aN )) (2.16)

où aN représente un N-uplet de valeurs prises dans l'alphabetA.
Il y a donc M N possibilités pour la valeur deaN . Ces probabilités sont généralement
di�ciles à établir sauf dans le cas où les sourcesX i sont indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d), auquel cas on a :

pXN (aN ) =
Y

ai 2 aN

pX (ai ) ) H (XN ) = N:H (X ) (2.17)

Si on associe un mot de code à chaque groupe de N symbolesaN , alors d'après l'in-
égalité (2.15), la longueur moyenne du code véri�e :

H (XN ) � ~lN � H (XN ) + 1 (2.18)
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avec~lN =
P

aN pXN (aN ):l(aN ).

Le nombre de bits moyen par symbole~l =
~lN
N véri�e alors :

H (XN )
N

� ~l �
H (XN ) + 1

N
(2.19)

Soit pour une source i.i.d :

H (X ) � ~l � H (X )
1
N

(2.20)

Dans tous les cas, ce résultat nous indique implicitement qu'il n'est pas possible de
trouver un codeur qui permette de comprimer la source X, sansperte avec un débit
~l inférieur à l'entropie. En particulier, le théorème de Shannon démontre de manière
théorique, qu'il est possible de construire un code uniquement décodable de sorte que la
longueur moyenne des mots de code s'approche de l'entropie de la sourceH (X ). La prise
en compte du codage vectoriel de symboles garantit donc l'existence d'un code dont la
longueur moyenne dispose d'une borne maximale permettant de se rapprocher encore plus
de l'entropie de la source.

2.3.3 Algorithme de Hu�man

L'algorithme de codage de Hu�man permet de construire un code à longueur variable
uniquement décodable dont la longueur moyenne s'approche de l'entropie de la source. Le
principe illustré par la �gure 2.2 est le suivant :

1. Les symboles sont classés par ordre de probabilité décroissante. On assigne alors
aux deux symboles de probabilité les plus faibles les bits 0 et 1.

2. Les deux symboles sont combinés en un symbole �ctif dont laprobabilité est la
somme des probabilités des symboles élémentaires. On attribue arbitrairement un
nouveau bit 0 et 1 à chaque branche.

3. La procédure 1) et 2) est réitérée jusqu'à ce que la liste necomporte plus que deux
éléments auxquels on a�ecte les bits 0 et 1.

Le code pour chaque symbole initial est alors obtenu en partant de la racine de l'arbre
jusqu'aux feuilles.

0.24

Symbole

a1

a2

a4

Probabilité

0.04

0.10

a3

0.30

0.32

a5

0.24

0.14

0.38

0.62

1

0

1

0

1

0

1

0

Code

01

001

000

11

10

Fig. 2.2 � Principe du codage d'Hu�man
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Dans cet exemple, l'entropie d'ordre zéro de la source est deH (X ) = 2 :06 bits par
symbole. A titre de comparaison, la longueur moyenne du codeobtenu après codage de
Hu�man est donnée par :

~l = 2p(a1) + 2 p(a2) + 2 p(a3) + 3 p(a4) + 3 p(a5) = 2 :14 bits=symbole

Contrairement au codage de Shannon-Fano qui part de la racine et opère par divisions
successives, le code de Hu�man commence par les feuilles de l'arbre en construisant les
mots de code par fusions successives des événements les moins probables. Le décodage
nécessite de connaître la table de correspondance symboles-code. Une solution consiste à
utiliser une table précalculée universelle ou adaptée à uneapplication comme c'est le cas
pour la norme JPEG [75].

Le code de Hu�man est couramment utilisé et peu complexe. Cependant, il n'est pas
optimal car il ne s'approche que de la partie entière de l'information portée par chaque
symbole (l'optimalité étant alors obtenue pour un jeu de probabilité du type p(ai ) = 2 � l ).
On peut, dans le cas général, s'approcher davantage de l'entropie en employant le code de
Hu�man appliqué à une source étendue, c'est à dire en regroupant les symboles par bloc.
Cependant, la complexité de mise en oeuvre croit très rapidement.

2.3.4 Codage Arithmétique

Le codage arithmétique [109] a connu un succès grandissant depuis les 20 dernières
années. A l'aide d'opérations arithmétiques simples, cet algorithme permet de construire
un seul mot de code à partir d'une longue séquence arbitrairede symboles. Le décodage
est progressif, c'est-à-dire qu'il n'est pas nécessaire delire le mot de code en entier pour
pouvoir décoder une partie du message. On évite ainsi de garder en mémoire une collec-
tion gigantesque de mots de code.
Le codage arithmétique permet de se rapprocher de la limite de Shannon à partir de
la connaissance des probabilités des symbolesP : f p(a1); p(a2); :::; p(aM )g de l'alphabet
A = f a1 ; a2; :::aM g. La construction du code étant incrémentale, ce code est également
adapté aux sources de Markov (avec mémoire). Les probabilités conditionnelles peuvent
en e�et, être estimées de manière adaptative à partir des données précédemment encodées.
Le principe du codage arithmétique est le suivant :

� Il traite un message composé de N symboles comme un mot unique (au sens de la
source étendue de Hu�man).

� Le principe consiste à remplacer ce mot unique par un nombreréel compris dans
l'intervalle [0; 1[ en précision �nie. Ce nombre réel est dé�ni dans l'algorithme par
un intervalle compris dans[0; 1[, que l'on appellera intervalle courantI c et dont la
longueur est égale à la probabilité de la suite des symboles du message.
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Algorithme d'encodage

1. Conditions initiales :

� Chaque symboleai 8i 2 f 1; 2; :::M g se voit attribuer un intervalle dans [0; 1[ de
longueur égale à sa probabilité. Par exemple, pour un alphabet à M = 2 sym-
boles avecA = f a1; a2g et P : f p(a1) = 7 =8; p(a2) = 1 =8g, on dé�nit la longueur
de l'intervalle associél(a1) = p(a1) = 7 =8 et l(a2) = p(a2) = 1 =8.

� On dé�nit les limites de chaque intervalle par des bornes inférieures et supé-
rieures notées respectivementB inf et Bsup. Dans notre exemple,B inf (a1) = 0 ,
Bsup(a1) = 7 =8 et B inf (a2) = 7 =8, Bsup(a2) = 1 .

� On initialise la longueur de l'intervalle courant l(I c) = 1 avec B inf (I c) = 0 et
Bsup(I c) = 1 .

2. Tant qu'il reste des symboles dans le message à coder :

� on considère le nouveau symbole émisa(n)
i . On associe à chaque symbole émis, un

sous intervalle dont la longueur est proportionnelle à sa probabilité d'occurence.
A partir de l'intervalle courant, le nouvel intervalle est calculé de la manière
suivante :

� B inf (I c) = B inf (I c) + B inf (a(n)
i ) � l (I c)

� Bsup(I c) = B inf (I c) + Bsup(a(n)
i ) � l (I c)

� l (I c) = Bsup(I c) � B inf (I c)

3. On code l'intervalle courantI c par un mot binaire de longueurd� log2( l(I c) )e bits.

D'un point de vue implémentation, au lieu de subdiviser l'intervalle courant en un
nouvel intervalle plus restreint, le sous-intervalle correspondant au symbole à coder est
"dilaté" à l'intervalle [0; 1[. La di�culté de cet algorithme réside principalement dans
la gestion de la précision numérique croissante du code, limité en pratique par la préci-
sion �nie des machines. Pour plus de détails concernant cet aspect de l'algorithme, nous
recommandons le lecteur de se référer à la publication de Witten et al [109].

Algorithme de décodage

� On traduit le code binaire reçu en nombre compris appartenant à l'intervalle [0; 1[
appelé nombre courantNbC associé au n-ième symbole.

� Tant qu'il reste des symboles à décoder :

1. On recherche un symbolea(n)
i tel que NbC 2 [ B inf (a(n)

i ); Bsup(a(n)
i ) ]

2. On extrait le symbolea(n)
i .

3. Mise à jour du nombre courant dans l'intervalle[0; 1[ : NbC = NbC� B inf (a( n )
i )

l (a( n )
i )
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Exemple

En considérant la sourceX à 2 symboles avecP : f p(a1) = 7 =8; p(a2) = 1 =8g et d'en-
tropie H (X ) = 0 :546 bits/symbole, la table 2.3.4 illustre le principe du codagearithmé-
tique pour une séquence donnée. Suivant la procédure décrite précédemment, l'encodage
d'une séquence de symboles associés à la loi P se déroule de lamanière suivante :

Symboles B inf (I c) Bsup(I c) l(I c) Longueur du code
a1 0:0000:100 8:7500:10� 1 8:7500:10� 1 1
a1 0:0000:100 7:6562:10� 1 7:6562:10� 1 1
a1 0:0000:100 6:6992:10� 1 6:6992:10� 1 1
a1 0:0000:100 5:8618:10� 1 5:8618:10� 1 1
a2 5:1290:10� 1 5:8618:10� 1 7:3272:10� 2 4
a1 5:1290:10� 1 5:7702:10� 1 6:4113:10� 2 4
a1 5:1290:10� 1 5:6900:10� 1 5:6099:10� 2 5
a2 5:6199:10� 1 5:6900:10� 1 7:0124:10� 3 8
a1 5:6199:10� 1 5:6813:10� 1 6:1358:10� 3 8
a1 5:6199:10� 1 5:6736:10� 1 5:3688:10� 3 8
a1 5:6199:10� 1 5:6669:10� 1 4:6977:10� 3 8
a1 5:6199:10� 1 5:6610:10� 1 4:1105:10� 3 8
a1 5:6199:10� 1 5:6559:10� 1 3:5967:10� 3 9
a1 5:6199:10� 1 5:6514:10� 1 3:1471:10� 3 9
a1 5:6199:10� 1 5:6474:10� 1 2:7537:10� 3 9
a1 5:6199:10� 1 5:6440:10� 1 2:4090:10� 3 9

Tab. 2.1 � Exemple d'un encodage arithmétique d'une séquence de symboles

La séquence émise de 16 symboles nécessite donc un mot de codede 9 bits, soit un
débit de 0.5625 bits par symbole ce qui est proche de l'entropie de 0.546 bits par symbole.
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En supposant que l'on s'arrête après le sixième symbole, le code émis sur 4 bits vaut
f 1001g (0.5625). Le décodage se déroule de la manière suivante :

� le nombre courant NbC lu à partir du code f 1001g est 0.5625
� NbC = 0:5625< B sup(a1) donc le premier symbole esta1

� NbC = (0 :5625� 0)=0:875 = 0:6429< B sup(a1)
donc le symbole suivant esta1

� NbC = (0 :6429� 0)=0:875 = 0:7347< B sup(a1)
donc le symbole suivant esta1

� NbC = (0 :7347� 0)=0:875 = 0:8397< B sup(a1)
donc le symbole suivant esta1

� NbC = (0 :8697� 0)=0:875 = 0:9596> B sup(a1)
donc le symbole suivant esta2

� NbC = (0 :9596� 0:875)=0:875 = 0:6768< B sup(a1)
donc le symbole suivant esta1

Nous retrouvons donc bien les six premiers symbolesf a1; a1; a1; a1; a2; a1g de la sé-
quence avant compression.
Notons qu'il existe une version adaptative de cet algorithme où la table de probabilité est
mise en fonction de la fréquence empirique d'occurence des symboles et ne nécessite pas
forcément la connaissance a priori des tables de probabilité. En raison de sa simplicité
et de ses performances, cet algorithme est présent dans les techniques de compression
récentes notamment JPEG2000 [93].

2.3.5 Algorithme LZW

D'autres systèmes de codage de source sans perte ont été proposés pour prendre en
compte les dépendances temporelles (d'un symbole à l'autre) de la source avec mémoire.
Ces systèmes de codage permettent de coder une source quelconque sans connaître a priori
ses statistiques mais sont plus complexes à mettre en oeuvre.
L'un des plus connus est l'algorithme LZW proposé par Ziv, Lempel et Weilch [117] [111].
Le principe est de coder des chaînes de caractères, c'est-à-dire de rassembler une suite
de caractères en une chaîne et d'y associer un mot de code binaire. Il s'agit de chercher
à découper les données en des chaînes les plus longues possibles. Ces dernières sont sto-
ckées dans une table de traduction, identi�ées par leur adresse dans la table. Le mot de
code transmis est alors simplement l'adresse (mot de code delongueur constante). L'al-
gorithme d'encodage a l'inconvénient d'être très gourmanden temps de calcul à l'inverse
du décodage.

2.3.6 Codage RLE (Run Length Encoding)

Lorque l'alphabet est restreint, le codage RLE permet d'encoder de manière e�cace
les longues suites de symboles répétitives. Toute suite de bits ou de caractères identiques
est remplacée par un couple (nombre d'occurrences/bit ou caractère répété).

2.3.7 Conclusion

Les quelques méthodes de codage sans perte présentées sont loin d'être exhaustives.
Les techniques présentées ci-dessus ont l'avantage de comprimer les données sans distor-
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sion. En contrepartie, les taux de compression obtenus ne sont pas importants car limités
par l'entropie de la source beaucoup trop élévée. Ce taux estd'ailleurs di�cilement maî-
trisable dans le sens où la distribution et l'entropie des symboles relatifs à la description
d'une image sont di�érents d'une image à l'autre. Néanmoinssi les caractéristiques sta-
tistiques de l'image sont considérées comme stables, les distributions varieront peu et il
sera d'autant plus facile de modéliser et d'associer des modèles de probabilité adaptés à
la source.
Appliqué à des techniques de compression avec pertes, le codage entropique n'est pas
appliqué directement sur les pixels de l'image. D'une manière générale, il s'agit d'encoder
sans perte l'index des symboles issus de la quanti�cation des données. Nous consacrerons
ainsi la prochaine section à décrire les principes de la quanti�cation.

2.4 Quanti�cation

L'étape de quanti�cation apparaît dans les méthodes de compression avec pertes en
réduisant le nombre de paramètres associés à la descriptiondu signal. Lorsqu'il y a ré-
duction de la dimension de l'espace des paramètres, on parlede quanti�cation et celle-ci
s'accompagne d'une dégradation irréversible du signal. Onassocie ainsi à l'ensemble des
paramètres un ensemble �ni de valeurs constituant un dictionnaire de représentants (co-
debooken anglais). L'ensemble des représentants du dictionnaireest répertorié par un
index.
A la suite de la quanti�cation, l'index, correspondant à chaque représentant du diction-
naire, peut être encodé par un codage à longueur �xe, soit un codage entropique à longueur
variable de manière à améliorer la réduction du débit. La quanti�cation peut être opé-
rée indépendamment échantillon par échantillon (quanti�cation scalaire), ou e�ectuée par
blocs d'échantillons (quanti�cation vectorielle).

2.4.1 Quanti�cation scalaire

La quanti�cation scalaire est l'application qui permet d'associer à un scalairex d'un
ensembleU (R par exemple) un autre scalaireyi d'un ensembleY = f yi ; i = 1; ::::Lg
correspondant au dictionnaire. L'application est ainsi dé�nie de la manière suivante :

U 7�! Y = f y1; y2; ::; yi ; :::yL g � R

x 7�! yi = Q(x)

Les valeursyi sont appelées valeurs de quanti�cation ou représentants. Dans la pra-
tique, le nombre de représentantsL est �ni et peut être une puissance de 2 tel queL = 2 b.
Dans ce cas, on peut lors du codage, spéci�er une valeur quanti�ée yi par son indexi sur b
bits. Si l'on utilise un codage entropique, on associera auxL valeurs d'index i des chaînes
binaires (mot de code) à longueur variable. On obtiendra alors une longueur moyenne des
mots tendant vers l'entropie de l'index.

On associe à un quanti�cateur deL représentantsyi une partition des valeursx en
cellules ou intervallesUi tel que :
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x 2 Ui ) Q(x) = yi

[ Ui = U

Ui \ Uj = 0 8i 6= j

Chaque celluleUi est de la forme]x i � 1; x i ] avec yi 2 Ui . On dé�nit alors le pas de
quanti�cation par la taille de chaque cellule� i = x i � x i � 1. Si les valeurs d'entrée sont
bornées,x0 et xL représentent les bornes de variations dex. Une cellule qui n'est pas
bornée est appelée cellule de saturation ou surcharge.

La construction d'un quanti�cateur se résume par la question suivante : comment
dé�nir le nombre de régions, leur partition (c'est à dire lesniveaux de décisionsx i ), et les
représentantsyi ? Une réponse possible consiste à dé�nir un critère de qualité comme la
distorsion. La quanti�cation est alors optimale si le quanti�cateur est conçu de sorte que
la mesure de distorsion soit minimale.

Mesure de performance d'un quanti�cateur

Quand une valeur d'entréex est quanti�ée par Q(x) = yi , on introduit une erreur de
quanti�cation e = x � Q(x). Cette grandeur est bien sûr aléatoire puisquex l'est. Pour
mesurer la performance du quanti�cateur, on évalue généralement la distorsion moyenne
comme la distance quadratique moyenne :

D = E[(X � Q(X ))2] =
LX

i =1

Z

Ui

(x � yi )2f X (x)dx (2.21)

où f X (x) est la distribution de probabilité de la sourceX .
L'utilisation de ce critère est simple et motivé par son sensimmédiat de puissance

moyenne d'un signal d'erreur bien qu'il ne corresponde pas àune mesure subjective de
qualité. On distingue deux types d'erreur de quanti�cation:

� l'erreur de granulation qui est l'erreur pour une entréex appartenant à l'une des
cellules bornéesU2::::UL � 1 et qui est inférieure ou égale au demi-pas de quanti�cation
de la cellule correpondante.

� l'erreur de saturation lorsque x < x 0 ou x > x L .
En principe, l'erreur de granulation est relativement faible en comparaison à l'erreur de

saturation mais intervient pour presque toutes les valeursd'entrées. L'erreur de saturation
est plus rare mais peut avoir une très grande amplitude.

Quanti�cation uniforme

La quanti�cation uniforme est la plus répandue et la plus simple. Il s'agit d'un quan-
ti�cateur régulier pour lequel les niveaux de décisionsx i sont également espacés et les
représentantsyi se situent au milieu des intervallesUi . En d'autres termes :

(
x i � x i � 1 = � ; 8i = 1::::L

yi = x i � 1+ x i

2 ; 8i = 1::::L
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Lorqu'une sourceX , à valeurs uniformément réparties dans l'intervalle[x0; xL ], est
quanti�ée par une quanti�cation scalaire uniforme, la distorsion introduite au sens de
l'erreur quadratique moyenne est donnée par :

D = E[(X � Q(X ))2] =
� 2

12
(2.22)

Lorsque la source est uniformément distribuée, le quanti�cateur uniforme est optimal
et permet d'obtenir le minimum de l'erreur quadratique moyenne. En revanche, lorsque la
distribution du signal n'est pas uniforme, le quanti�cateur optimal n'est pas uniforme. En
adaptant ainsi les seuils de quanti�cation aux caractéristiques statistiques de la source, il
est possible de réduire notablement la distorsion.

Quanti�cation non-uniforme

On suppose que l'on cherche à quanti�er de façon optimale surL niveaux une réa-
lisation d'un processus aléatoire stationnaire de loif X (x) connue (ou estimable). Intui-
tivement, la longueur des intervalles[x i � 1; x i ] sera d'autant plus petite quef X (x) sera
importante sur ces intervalles.

Ce problème n'admet pas de solution simple. Si l'on connaît les représentantsyi , on
peut trouver la meilleure partition Ui = [ x i � 1; x i [. A l'inverse, si l'on se donne la partition,
on peut en déduire les représentants. Il exite alors deux conditions d'optimalité :

1. Condition du plus proche voisin :

Etant donné le dictionnaireY = y1; ::::yL , la partition Ui est donnée par l'ensemble
desx i tels que :

x i =
yi + yi +1

2

En d'autres termes, la frontière se situe au milieu des représentants.
Ceci correspond à larègle du plus proche voisin

Ui = f x=(x � yi )2 � (x � yj )2 8j 2 f 1; ::::Lgg

2. Condition du centroïde :

Etant donné une partition Ui : [x i � 1; x i ] 8i 2 f 1; ::::Lg, on recherche les représen-
tants yi qui minimisent la distorsion quadratique moyenneD dé�nie par la formule
(2.21). On montre alors que la solution optimale est donnée par :

yi =

Rx i

x i � 1
xf X (x)dx

Rx i

x i � 1
f X (x)dx

, yi =
Z + 1

�1
xf X=U i (x)dx

En d'autre termes :
yi = E(X=X 2 Ui ) (2.23)

Le représentantyi est donc lecentroïdede la celluleUi , c'est à dire la valeur moyenne
moyenne dex dans l'intervalle ]x i � 1; x i ].
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Algorithme de Lloyd-Max

Dans la pratique, on ne connaît généralement pas la densité de probabilité de la source
f X (x). Pour construire le quanti�cateur, on utilise une base d'apprentissage composée d'un
grand nombreN (N � L) d'échantillons représentatifs de la source que l'on veut quanti-
�er. L'algorithme de Lloyd-Max est un algorithme itératif qui véri�e alternativement les
deux conditions d'optimalité.

1. On initialise le dictionnaireY = f y1; ::yL g de manière aléatoire (ou uniforme).

2. Connaissant le dictionnaire, on classe tous les échantillons x(n) suivant leur cellule
d'appartenance. En appliquant la règle du plus proche voisin (Condition du plus
proche voisin), on détermine ainsi implicitement les ensembles x(n) 2 Ui tel que :

Q(x(n)) = yi ) x(n) 2 Ui

On calcule la distorsionD associée à cette classi�cation.

3. A partir de ces classes, on calcule de nouveaux représentants yi qui sont les moyennes
des échantillons appartenant à une classe (Condition du Centroïde).

4. On reprend les étapes 2) et 3) tant que la distorsion ne décroît plus de manière
signi�cative ou qu'un nombre d'itérations maximum n'a pas encore été atteint.

Performances d'un quanti�cateur scalaire optimal en haute résolution

En se plaçant sous l'hypothèse haute-résolution1, on peut démontrer que la distorsion
quadratique moyenne de quanti�cation (quanti�cateur de type Lloyd-Max) d'une source
i.i.d de moyenne nulle est donnée par [30] :

D(R) =
1
3

� Z + 1

�1
f 1=3

X (x)dx
�
:2� 2R (2.24)

où R = log2(L) correspond au débit et est en général un nombre entier de bitspar
symbole. La taille du dictionnaireL est donc choisie comme une puissance de deux.

Soit � 2 =
R+ 1

�1 x2f X (x)dx, le moment centré d'ordre 2 associé à la densité de proba-
bilité de la source. La table 2.2 récapitule l'expressionD(R) pour des sources de d.d.p
Uniforme, Laplacienne et Gaussienne.

Avec l'augmentation du débit R, on en déduit facilement que la distorsion décroît
de 6.02dB par bit supplémentaire. Shannon a montré que la fonction de débit-distorsion
D(R) est bornée par une limite théoriquement atteignable. En particulier pour un pro-
cessus gaussien i.i.d de variance� 2, la limite théorique est donnée par :

D(R) = � 2:2� 2R (2.25)

Pour R �xé, il existe donc un écart d'un facteur
p

3�
2 soit 4:35dB entre le quanti�cateur

de Lloyd-Max optimal et la borne de Shannon.

1c'est à dire un nombre de cellules de quanti�cation su�sament important pour considérer la densité
de probabilité f X (x) comme une constante à l'intérieur de la cellule de quanti�cation
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d.d.p D(R)

Uniforme D(R) = 1
12� 2:2� 2R

Laplacienne D(R) = 1
9 � 2:2� 2R

Gaussienne D(R) =
p

3�
2 � 2:2� 2R

Tab. 2.2 � Expression de la fonction débit-distorsion d'un quanti�cateur scalaire optimal
associé à trois d.d.p.

2.4.2 Quanti�cation scalaire à contrainte entropique

Le quanti�cateur scalaire de Lloyd-Max a pour objectif de minimiser l'erreur quadra-
tique moyenne sous une contrainte liée à la résolution du quanti�cateur �xée à L cellules,
soit un débit correspondant deR = log2(L) bits/symbole. Le code permettant d'encoder
les indices est alors à longueur �xe.
En considérant un codage entropique à longueur variable desindices de quanti�cation,
le débit théoriquement accessible en sortie du codeur est proche de l'entropie des repré-
sentants du dictionnaire de quanti�cation Y. Le codage entropique o�re donc un intérêt
si :

R ' H (Y) � log2(L) (2.26)

Dans le cas oùH (Y) < log2(L), l'algorithme de Lloyd-Max n'est donc pas optimal.
Pour un budget R �xé, le quanti�cateur optimal consiste à minimiser la distorsion qua-
dratique moyenneE[(X � Y)2] de l'équation (2.21) sous la contrainte entropique :

H (Y) = �
LX

i =1

pi log2 pi � b (2.27)

avec

pi = p(yi = Q(x)) =
Z

Ui

f X (x)dx (2.28)

A l'aide de la technique des multiplieurs de Lagrange, ce problème se résoud par une
minimisation sans contrainte de la fonctionJ (� ) telle que :

J (� ) = E[(X � Y)2] + �: (H (Y) � R) (2.29)

On montre alors que sous l'hypothèse haut-débit (R important) le quanti�cateur sca-
laire optimal à contrainte entropique est uniforme [36]. Ensupposant un codage entropique
tel que R ' H (Y), le pas de quanti�cation du quanti�cateur optimal est donnépar :

� = 2 h(X )� R (2.30)

La fonction de débit-distorsion est donnée par :

D(R) '
1
12

22h(X )2� 2R (2.31)
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où

h(X ) = E[log2f X (X )] = �
Z

f X (x) log2 f X (x)dx (2.32)

est l'entropie di�érentielle de la source2. En particulier, l'entropie di�érentielle peut être
négative et est maximale pour une source de d.d.p gaussienneavech(X ) = 0 :5 log2(2�e� 2).

A l'aide de la formule (2.31), on en déduit l'expression de lafonction débit-distorsion
pour une variable aléatoire gaussienne i.i.d de variance� 2 :

D(R) =
�e
2

� 2:2� 2R

Comparé à la borne de Shannon (formule 2.25), le quanti�cateur scalaire optimal à
contrainte entropique a�che un écart d'un facteur �e

2 soit 1:53dB. Par rapport au quanti-
�cateur scalaire optimal, le gain apporté par le quanti�cateur avec contrainte entropique
est de(

p
3�= 2)=(�e=2) � 1:91 soit 2.81dB.

Quanti�cateur scalaire à zone morte

Sous l'hypothèse faible-débit, le quanti�cateur scalaireà contrainte entropique uni-
forme n'est cependant plus optimal. En supposant la source centrée, il est possible d'amé-
liorer légèrement la courbe débit-distorsionD(R) en "élargissant" l'intervalle de quanti�-
cation autour de 0 appelé zone morte (deadzoneen anglais). La dé�nition des intervalles
de quanti�cation :

Ui =

8
><

>:

[� (1 � � )� ; (1 � � )�[ i = 0

[(i � � )� ; (i + 1 � � )�[ i > 0

[(i � � )� ; (i � 1 + � )�[ i < 0

où � détermine la largeur de l'intervalle de quanti�cationU0.

En choisissant� = 1=2, on retrouve un quanti�cateur uniforme. Un autre cas intéres-
sant consiste à prendre� = 0 en référence à la �gure 2.3. Ce type de quantifcateur permet
notamment une quanti�cation progressive par plan de bits.

y1 y2 y3y� 1y� 2y� 3 0

� 2� 3�� �� 2�� 3�

Fig. 2.3 � Quanti�cateur scalaire uniforme à zone morte (� = 0).

2.4.3 Quanti�cation scalaire progressive

Certains systèmes de compression permettent de reconstruire de plus en plus �dè-
lement les données à mesure que la chaîne binaire est décodée. Il s'agit de fournir une
approximation grossière des données reconstruites après avoir décodé seulement une pe-
tite partie du �chier compressé. En augmentant la lecture etle décodage de la chaîne

2extension de la dé�nition de l'entropie pour les variables aléatoires continues.
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binaire, la qualité des données reconstruites s'améliore progressivement jusqu'à ce que
tout le �chier ait été décodé. La quanti�cation associée à cetype de codeur est appelée
en anglaisEmbedded Quantization.

0 1

0,0 0,1 1,0 1,1

0,0,10,0,0 0,1,0 0,1,1 1,0,11,0,0 1,1,11,1,0

Q0

Q1

Q2

Fig. 2.4 � Quanti�cateur scalaire progressifQ0; Q1; Q2 à 1,2 et 3 bits/symbole

Dans le principe, ce type de quanti�cation consiste à imbriquer les intervalles de quan-
ti�cation de plusieurs quanti�cateur scalaires f Q0; :::; Qk ; :::; QK � 1g comme le montre la
�gure 2.4. Dans le cas binaire, le passage d'un niveauk au niveau de quanti�cation suivant
k + 1 s'e�ectue en comparant la valeur de la donnée à quanti�er avec un seuilTk situé dans
l'intervalle de quanti�cation précédent. Les indices de quanti�cation une fois concaténés
peuvent être interprétés comme étant la réprésentation binaire d'entiers naturels.

Codage par plan de bits

En supposant, y = Q(x) et un quanti�cateur uniforme à zone morte de paramètre
� = 0, l'indice de quanti�cation est donné par :

i = sign(x)
�

jxj
�

�
(2.33)

En reprenant la représentation binaire surK bits, i peut se décomposer sous la forme :

i = QK � 1(x) = s; b0; b1; b2; :::; bk ; :::bK � 1 (2.34)

où s correspond au signe dei et bk le k-ième bit associé à la représentation binaire de
i .

Tronquer la séquence binaire de l'équation (2.34) en éliminant lesp derniers bits, nous
permet d'introduire l'index i (p) tel que :

i (p) = s; b0; b1::::bK � 1� p (2.35)

On peut alors véri�er que l'index i (p) est issu d'un quanti�cateur scalaire progressif à
K � p étages. Chaque quanti�cateur est uniforme à zone morte de paramètre � = 0 et de
pas de quanti�cation 2(p) � . On obtient ainsi :

i (p) = QK � 1� p(x) (2.36)
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Chaque étage de quanti�cationk consiste donc à déterminer la décomposition binaire
de l'index i . Le premier étageQ0 est le plus important car il permet de déterminer le bit de
poids fort b0 (en anglaisMost Signi�cant Bit ). Les bits issus des étages de quanti�cation
b1; :::BK � 1� p suivant permettent d'améliorer progressivement la qualité de reconstruction
(en anglaisre�nement bits).
Les plans de bits sont introduits en représentant les imagessous forme d'un ensemble
d'images binaires correspondant chacun à la décompositionsous forme binaire des valeurs
de pixels. Généralement, le plan de bits le plus représentatif (c'est à dire l'ensemble des
bits de poids forts des pixels) est transmis en priorité avecle signe correspondant. Les
plans de bits suivants sont ensuite transmis de façon à "ra�ner" la quanti�cation.
Ce type de représentation s'avère très utile pour les imagesde télédétection (en particulier
RSO) à cause de leur grande taille. Les premiers plans de bitspermettent de visualiser
grossièrement le contenu de l'image pour un faible débit. L'utilisateur peut alors choisir
de poursuivre la lecture des plans de bits sur une partie de l'image de manière à accroître
progressivement la qualité de la zone décodée.

2.4.4 Allocation de bits

On se place dans le cadre où l'on dispose d'un nombre de bits à répartir sur un en-
semble de sources (sous-bandes d'une image par exemple) et l'on recherche la meilleure
répartition du débit au sens du minimum de la distorsion globale.
Supposons que l'on dispose d'un ensemble de sourcesX 1; X 2; ::::X k de moyenne nulle et
de variance� 2

i = E(X 2
i ) i = 1:::k. Si l'on considère la densité de probabilitéf X i connue,

on peut concevoir un quanti�cateur optimal pour chaque source X i pour n'importe quel
nombre de niveaux de quanti�cationsL i . Sans codage entropique, il est souvent souhai-
table d'avoir L i = 2 bi pour pouvoir coderX i sur bi = log2(L i ) bits.

Soit D(bi ) la distorsion (au sens de l'erreur quadratique moyenne) obtenue en quanti-
�ant de façon optimale la sourceX i sur bi bits. La distorsion totale s'ecrit :

D = D(b) =
kX

i =1

D(bi ) b= ( b1; :::::bk ) (2.37)

Le problème d'allocation peut se formuler de la manière suivante : trouver lesbi i = 1:::k
qui minimisent D(b) sous la contrainte

P k
i =1 bi � B où B correspond au nombre de bits

disponibles (budget).
Il n'est pas évident de trouver un algorithme exact qui puisse résoudre ce problème

dans le cas général. Une recherche exhaustive sur les combinaisons possiblesb pourrait
être envisagée (avecbi entiers et satisfaisant

P k
i =1 bi � B ) mais le nombre de calculs

rendrait cette méthode ine�cace. En revanche, en faisant l'hypothèse de haute résolution,
on peut obtenir une solution exacte et optimale (mais avecbi non forcément entiers).

Dans ce cas, les performances d'un quanti�cateur scalaire optimal à haute résolution
permettent d'approcher la distorsion suivant une expression de la formeD(bi ) ' hi � 2

i 2� 2bi

avechi une constante dépendant de la densité de probabilitéf X i (x) de la variable norma-
lisée X i

� i
.

Encore une fois, la technique des multiplieurs de Lagrange permet de trouver l'en-
semble desbi tel que D =

P
i hi � 2

i 2� 2bi soit minimale sous la contrainte
P

i bi = B. Le
problème se reformule de la manière suivante :
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bi = arg min f bi g J (� ) =
kX

i =1

D(bi ) + � (
kX

i =1

bi � B ) i = 1::k

En dérivant l'expression précédente par rapport àbi , on obtient la relation :

dD(bi )
dbi

= � � i = 1::k

L'optimum est obtenu lorsque la dérivée des fonctionsD(bi ) associées à un quanti�ca-
teur est la même pour tous les quanti�cateurs. La pente optimale � (en anglaisdistortion
slope) doit être déterminée de manière à satisfaire la contrainte

P
i bi = B (en anglais

equal-slope method).
L'allocation optimale est alors donnée par :

bi = b+
1
2

log2
� 2

i

� 2
+

1
2

log2
hi

H
(2.38)

avecb= B=k, le nombre moyen de bits par source et� 2 la moyenne géométrique des� 2
i

et H la moyenne géométrique des coe�cientshi :

� 2 =
kY

i

(� 2
i )1=k

H =
kY

i

(hi )1=k

L'expression (2.38) montre ainsi qu'il faut allouer plus debits aux sources de plus
grande variance.

La distorsion totale vaut alors :

D = kH� 22� 2b

Chaque quanti�cateur apporte la même contribution à la distorsion globaleD. Cette
contribution s'exprime par :

D(bi ) = H� 22� 2b

Ce résultat est équivalent à celui qu'on obtiendrait pour unensemble dek sources de
même variance� 2, de même distribution de constanteH , quanti�ées chacunes surb bits.
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2.4.5 Quanti�cation vectorielle

Le principe est de grouper plusieurs échantillons dans un vecteur et de quanti�er
l'ensemble. Cette technique permet ainsi de prendre directement en compte la corrélation
contenue dans le signal. Soit un vecteur d'entréex = ( u1; u2; :::::uN ) de dimensionN
appartenant à l'ensembleU = f x 2 RN g.
Ce vecteur sera représenté par un vecteuryi = f v1; v2; ::::; vN g appartenant à un autre
ensembleY = f yi 2 RN ; i = 1::::Lg.
L'ensemble des vecteurs de reconstructionY = f y1; :::yL g � RN constitue le dictionnaire
des représentants.

On appelle quanti�cateur vectoriel de dimensionN et de taille L une applicationQ :

U ! Y = f y1; y2; ::::yL g � RN

x ! Q(x) = yi

(2.39)

L'espaceRN est alors partitionné enL classes :

Ui = f x=Q(x) = yi g i = 1; 2::::L (2.40)

Le quanti�cateur vectoriel prend en entrée le vecteurx 2 RN comprenant par exemple
un groupe de pixels. Ce vecteur est quanti�é et encodé par un index binaire i associé
au vecteur de reconstructionyi 2 RN . Tout comme la quanti�cation scalaire, les indexi
peuvent être transmis par un code à longueur �xe. Le débit binaire en bit par échantillon
(c'est à dire une composante du vecteur) est donné par :

b=
1
N

dlog2 Le (2.41)

L'image compressée étant représentée par les indicesi , l'opération de décodage est donc
complètement décrite une fois que le dictionnaireY a été spéci�é. L'expression du débit
(formule 2.41) montre que contrairement à la quanti�cationscalaire qui n'autorise que
des débits d'au moins 1 bit par échantillon, la quanti�cation vectorielle permet d'obtenir
des débits inférieurs, donc fractionnaires et sans codage entropique.

Soit d(x; yj ) � 0 une mesure de distorsion entre le vecteur d'entréex, réalisation
d'un vecteur aléatoireX de distribution conjointe f X (x) et un vecteur de reproduction
yi ; i = 1::::L. La distorsion moyenne est donnée par :

D = E[d(X; Q(X ))] =
Z

RN
d(x; Q(x))f X (x)dx

=
LX

i =1

Z

Ui

d(x; yi )f X (x)dx

Le quanti�cateur vectoriel optimal sélectionne le vecteuryi associé à la régionUi tel
que d(x; yi ) � d(x; yj ) 8j = 1:::L. C'est la règle du plus proche voisin. La partitionUi

ainsi obtenue est appelée cellule de Voronoï.

La théorie de l'information assure que la quanti�cation vectorielle o�re des perfor-
mances meilleures en terme de compromis débit-distorsion que la quanti�cation scalaire.
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Considérant ainsi les vecteurs dans un espace de dimensionN , les vecteurs de reproduc-
tion peuvent être adaptés en s'a�ranchissant du partionnement rectangulaire inhérent aux
quanti�cateurs scalaires. En particulier, on démontre quepour N tendant vers l'in�ni, la
fonction de débit-distorsion quadratique d'un quanti�cateur vectoriel optimal s'approche
de la limite théorique de la fonction débit-distorsion de Shannon.
En revanche contrairement au cas scalaire, il est presque impossible de disposer d'un mo-
dèle analytique de la distorsion, ne connaissant pas en général la probabilité conjointe de
la source. C'est la raison pour laquelle la construction du dictionnaire est généralement
abordée à partir d'une séquence d'apprentissage représentative des données susceptibles
d'être quanti�ées par la suite. Par ailleurs, cela rend la construction du dictionnaire et/ou
l'encodage beaucoup plus complexe que dans le cas scalaire,la charge de calcul augmen-
tant sensiblement avec la dimension.

L'algorithme de Lloyd généralisé

L'algorithme GLA ( Generalized Lloyd Algorithm) a été largement étudié et généralise
à l'espace de dimensionN l'algorithme de Lloyd présenté à la section 1.4.1. Cet algo-
rithme est semblable à l'algorithme de classi�cation des K-moyennes [55](ouK-means).
Sont appliquées de manière itérative :

1. La condition du plus proche voisin : étant donné un dictionnaire Y (t ) , il s'agit de
classer chaque vecteur d'entrée d'une suitef xng autour du vecteuryi , choisi comme
étant le plus proche au sens de l'erreur quadratique moyenne.

d(xn ; yi ) � d(xn ; yj ) 8j = 1:::L (2.42)

avecd(xn ; yi ) = ( xn � yi )T (xn � yi ).

2. La condition du centroïde appliquée sur les cellules de Voronoï Ui pour déterminer les
représentants du nouveau dictionnaireY (t+1) . Pour l'erreur quadratique moyenne,
les centroïdes sont déterminés en calculant le vecteur moyen des vecteurs d'entrée
appartenant à la partition Ui .

L'algorithme est réitéré avec le nouveau dictionnaire jusqu'à ce que la distorsion
moyenne converge vers un minimum et ne varie plus de manière signi�cative. Considérant
queM i vecteurs de la suite de vecteur d'entréef xng appartiennent à la cellule de Voronoï
Ui , l'erreur quadratique est calculée suivant la formule :

D =
LX

i =1

M iX

k=1

(xk � yi )T (xk � yi ) xk 2 Ui (2.43)

Il est cependant important de noter que l'évolution du dictionnaire va dépendre du
dictionnaire initial. Si le dictionnaire est mal choisi initialement, l'algorithme convergera
vers un minimum local.
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L'algorithme LBG (Linde, Buzo Gray) [53] est une variante del'algorithme GLA qui
permet de :

� de résoudre le problème du choix du dictionnaire initial.
� de construire des dictionnaires de taille2k qui se prêteront à une quanti�cation

vectorielle arborescente.
� d'accélérer la construction du dictionnaire mais aussi laquanti�cation (si l'on utilise

la structure arborescente des dictionnaires successifs).
L'algorithme est itératif :

1. Le dictionnaire initial est formé d'un seul vecteury(0)
1 comme étant le centroïde de

toute la base.

2. On éclate le vecteur en deux par une perturbation aléatoire vectorielle de faible
énergiey(1)

1 = y(0)
1 + � et y(1)

2 = y(0)
1 � � .

3. On applique l'algorithme GLA sur ce nouveau dictionnaire.

4. Retour à 2) puis 3) jusqu'à ce que la taille du dictionnaireL = 2 k soit atteinte.

L'algorithme LBG converge vers un minimum local mais dont onpeut penser qu'il est
peu éloigné du minimum global avec une construction proche du dictionnaire optimal à
partir d'une base d'apprentissage.

Quanti�cateurs vectoriels structurés

Bien qu'o�rant des performances supérieures à la quanti�cation scalaire, l'algorithme
LBG ou autres techniques basées sur les méthodes d'apprentissage, sont gourmandes en
ressources calculatoires. La répartition irrégulière desvecteurs de reproduction n'o�rent
pas de structure simple exploitable par le quanti�cateur. Ces techniques de quanti�cation
nécessitent par conséquent une recherche exhaustive du motde code le plus proche dans
le dictionnaire. La taille du dictionnaire augmentant exponentiellement avec le débit et la
dimension (L = 2Nb), la complexité de calcul devient prohibitive sans compterla mémoire
nécessaire au stockage du dictionnaire.

Certaines méthodes de quanti�cation structurées ou avec contraintes permettent alors
d'accélérer l'encodage sans pour autant toujours avoir la garantie d'optimalité sur le mi-
nimum de distorsion. Citons notamment :

"Tree-structured Vector Quantization"

Le principe consiste à sélectionner le mot de code par une séquence de décisions bi-
naires basées sur le minimum de distorsion obtenues en comparant le vecteur d'entréex
aux vecteurs de reproduction disponibles à chaque noeud. Lemot de code est alors une
séquence binaire représentant la séquence de décisions du noeud racine jusqu'au noeud
terminal. L'arbre peut être "équilibré" avec des indices demême longueurb correspon-
dant à un code à longueur �xe, ou au contraire "déséquilibré"avec des codes à longueur
variable.
En comparaison d'une méthode à recherche exhaustive, la complexité de recherche d'un
arbre "équilibré" est linéaire en fonction du débit au prix d'un coût en capacité de mé-
moire doublée. En ce qui concerne un arbre "déséquilibré", la complexité reste linéaire en
fonction du débit moyen mais avec toujours en contrepartie un coût de mémoire beaucoup
plus important [80].
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"Multistage Vector Quantization"

L'idée est de réduire la complexité de recherche en utilisant des dictionnaires de petite
taille. Cette technique divise ainsi l'étape d'encodage encascadant des quanti�cateurs
indépendants [45] [4]. La première étape consiste ainsi à quanti�er "grossièrement" le
vecteur x d'entrée à partir d'un dictionnaire à faible nombre de représentants. L'étape
suivante opère une quanti�cation sur le vecteur d'erreur (aussi appelé résidus) entre le
vecteur original et le vecteur de reproduction sélectionnéà la sortie du premier quanti�-
cateur. Les étapes suivantes permettent d'obtenir une quanti�cation de plus en plus �ne
en requanti�ant les résidus.

Application aux images RSO :

Dans le cadre de la compression d'images d'amplitude RSO, M.Venkatraman [106] a
développé une méthode de compression où l'image est d'abordsegmentée en objets à l'aide
d'un algorithme de détection automatique de cibles. L'information de fond a ensuite été
encodée à l'aide d'une quanti�cation vectorielle multi-étages. Celle-ci permet alors de res-
tituer les textures avec un débit variable dépendant du nombre d'étages dans le processus
de quanti�cation des vecteurs d'erreurs résiduels. La quanti�cation itérative des vecteurs
d'erreurs résiduels est réalisée sur des blocs de taille di�érente à chaque itération. A la
manière d'un quad-tree cette technique permet de s'adapterlocalement au contenu du
signal (textures, points brillants) et de préserver la structure de "fond" de l'image. Le
nombre d'étages de quanti�cation est alors déterminé en fonction de la variation relative
de la distorsion lors du passage d'un nombre d'étagesN à N + 1.
Les dictionnaires sont construits à partir de l'algorithmede Lloyd généralisé à contrainte
entropique appliqué à une séquence d'apprentissage. Les résultats montrent des perfor-
mances en terme d'erreur quadratique moyenne équivalente aux résultats obtenus par des
techniques de transformée en ondelettes.

"Trellis coded vector quantization"

Il s'agit de la technique analogue à la modulation codée introduite par Ungerboeck
[101] pour le codage canal (contrôle d'erreur) mais adaptéeà la problématique du codage
source. La quanti�cation codée en trellis peut être vue comme le fait de disposer d'un
super-dictionnaire partitionné en un ensemble de sous-dictionnaires. L'encodeur dispose
alors d'un ensemble d'états et de transitions autorisées etnon autorisées entre ces états.
Chacune de ces transitions correspond à l'un des sous-dictionnaires. L'encodeur transmet
ainsi dans un premier temps au décodeur, l'index correspondant à la transition d'état
choisie. L'index du mot de code appartenant au sous-dictionnaire sélectionné complète le
mot de code [58] [33].

Application aux images RSO :

L'étude menée par Eckstein [20] a montré que la quanti�cation en trellis des coe�-
cients d'ondelettes d'images d'amplitude (voir section suivante) a donné de bien meilleurs
résultats que des méthodes basées sur la norme standard JPEGen terme de qualité de
speckle, de remontée des lobes secondaires autour des cibles et de lissage introduit par la
compression.
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Owens [73] a également appliqué cette technique sur les données brutes considérées comme
une source de nature gaussienne. En terme de rapport signal sur bruit, cette méthode
donne de meilleurs résultats que l'algorithme BAQ [47] (Bloc Adaptive Quantization)
basé sur une quanti�cation scalaire de type Lloyd-Max.

"Lattice vector quantization (LVQ)"

Les dictionnaires optimaux ne présentent pas en général de structure simple, ce qui
rend la quanti�cation vectorielle gourmande en temps de calcul. A l'opposé, la quan-
ti�cation vectorielle par lattices, consiste à prendre un dictionnaire constitué de points
régulièrement répartis dans l'espace. On dé�nit ainsi un réseau régulier de points (oulat-
tice en anglais)� n � Rn composé de l'ensemble des combinaisons linéaires d'un ensemble
de vecteurs linéairement indépendants et qui engendrent l'espace. En dimension 1, le ré-
seau de points correspond à un quanti�cateur uniforme. En dimensionn, l'arrangement
régulier des points dans le plan est donné par :

L = f y 2 Rn : y = A:m 8m = ( m1; m2; :::mn ) 2 Zng

où A est une matricenxn non singulière appélée matrice génératrice etm un vecteur
d'entiers.

Convay et Sloane [2] [14] ont déterminé les meilleures lattices pour plusieurs dimen-
sions associées à des algorithmes rapides de codage et décodage exploitant la structure
régulière du réseau. Il n'est alors plus nécessaire d'e�ectuer de recherche exhaustive du
meilleur représentant.
Quelques réseaux importants sont lesroots latticesAn (n � 1), Dn (n � 2) et En (n = 6; 7; 8),
"The Barnes-Wall lattice" � 16 en dimension 16 et "The leech lattice"� 24 en dimension
24. Ces réseaux correspondent au meilleur empilement des sphères dans un espace de
dimension den, c'est à dire au réseau le plus dense. Par exemple, pourn = 2, le réseau
optimal A2 est donné par un arrangement hexagonal régulier des points dans le plan.

L'aspect critique de cette quanti�cation concerne la troncature du réseau de points
(englobant ainsi un nombre �ni de points pour un débit donné)et le facteur d'échelle
appliqué au réseau de points (de manière à s'adapter à la nature statistique des données
d'entrée). La région tronquée est la région de support, c'est à dire un sous-ensemble du
réseau qui sera e�ectivement encodé. Il convient donc de trouver le compromis entre dis-
torsion granulaire (obtenue à l'intérieur du réseau tronqué) et de saturation (distorsion
obtenue à l'extérieur du réseau). Le facteur d'échelle appliqué ou de manière équivalente
à la source doit être adapté de manière à minimiser la distorsion globale.

Application aux images RSO :

Ce type de quanti�cation a été en particulier utilisée pour la compression de données
brutes. Citons notamment les travaux de D. Lebede� [50] qui utilise une quanti�cation
vectorielle algébrique sur les parties réelle et imaginaire avant synthèse RSO. La source est
modélisée par un vecteur circulaire gaussien. L'image est alors découpée en un ensemble
de blocs et projetés sur une lattice en fonction de la variance du bloc.
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Quanti�cateurs à contrainte entropique

La quanti�cation vectorielle s'évertue à minimiser la distorsion moyenne sous la contrainte
du nombreL de mots de code. Si aucun codage entropique n'est envisagé, le débit �xe du
codeur est obtenu par la formule (2.41). Cependant, en considérant un codage entropique
sur les index des vecteurs de reproduction, il parait plus sensé de minimiser la distor-
tion moyenne sous la contrainte dudébit après codage entropiqueque la contrainte du
nombre de mot de codes. Citons par exemple, la modi�cation del'algorithme GLA par
Chou et al [11] en introduisant la contrainte de codage entropique. La mesure d'erreur
quadratique est modi�ée en rajoutant un multiplicateur de Lagrange associé à la quantité
d'information qu'apporte le représentantyi de la cellule de Voronoï (c'est à dire le nombre
de bits nécessaires pour transmettre le mot de code). La condition du plus proche voisin
permettant de classer un vecteur d'entréexn comme appartenant à la cellule de Voronoï
Ui est alors donnée par l'expression :

d(xn ; yi ) � d(xn ; yj ) 8j = 1:::L (2.44)

avecd(xn ; yi ) = ( xn � yi )T (xn � yi ) � �:log 2[P rob(yi 2 Ui )].

La quanti�cation à contrainte entropique améliore le compromis débit-distorsion quand
la quanti�cation est suivie par un codage entropique des index de quanti�cation. A par-
tir des résultats obtenus sur la quanti�cation scalaire à contrainte entropique, la géné-
ralisation vectorielle de ces résultats sous l'hypothèse de haute-résolution, suggère que
l'optimum est obtenu par une généralisation du quanti�cateur uniforme au cas multi-
dimensionnel [35] (en d'autres termes un réseau régulier depoints).
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2. Compression d'images, état de l'art et application aux images RSO

2.5 Codage par Transformée

La plupart des algorithmes de compression avec pertes opèrent une transformation
de l'image qui projète les données dans un espace plus propice à la quanti�cation et au
codage entropique. L'idée est qu'en e�ectuant une transformée linéaire sur l'image origi-
nale, on obtient un ensemble de coe�cients dans l'espace transformé dont les composantes
sont moins corrélées entre elles, plus compactes (c'est à dire que l'énergie du signal est
concentrée sur un faible nombre de composantes au lieu d'être uniformément répartie).
Les données transformées sont ensuite quanti�ées et les index des représentants encodés
entropiquement.

L'intérêt du codage par transformée réside entre autres dans le fait que la quanti�cation
des coe�cients entraîne une perte d'information "répartie" sur les données initiales. Cela
permet de se référer plus facilement aux outils perceptifs humains et donc à l'évaluation
subjective de la qualité de reconstruction de l'image.

2.5.1 Transformée orthogonale

Supposons que l'on ait un bloc deN échantillons (vecteur) d'un processus aléatoire
stationnaire X = f x0; x2; ::::xN � 1gT . D'après l'hypothèse de stationnarité, ces échantillons
ont la même variance et peuvent présenter une corrélation importante. Cette corrélation
entraîne une certaine redondance qui est conservée dans leséchantillons quanti�és.

On introduit alors le vecteur Y = f y0; y2; ::::yN � 1gT obtenu par transformée orthogo-
nale linéaireT de sorte de queY = T X . On quanti�era alors les composantes du vecteur
transformé a�n d'obtenir le vecteur Ŷ = Q(Y). Au décodage, le vecteur̂X sera reconstruit
par transformation inverse du vecteur quanti�éX̂ = T � 1Ŷ .

La mesure de distorsion pour un codage par transformée est alors donnée par :

D =
N � 1X

i =0

E[(X i � X̂ i )2] = E[(X � X̂ )T (X � X̂ )]

Puisque X̂ = T � 1Ŷ , l'erreur de quanti�cation X � X̂ dépend à la fois de l'erreur
de quanti�cation Y � Ŷ et de la transforméeT � 1 qui risque d'accentuer les erreurs (si
le déterminant est supérieur à 1). On impose donc à la transformation T , la condition
d'orthogonalité T � 1 = T T pour que la norme soit préservée par la transformation.

On obtient les propriétés suivantes :

� Norme conservée :E[X T X ] = E[Y T TTT Y] = E[Y T Y]
� Distorsion conservée :E[(X � X̂ )T (X � X̂ )] = E[(Y � Ŷ )T (Y � Ŷ )]
� Matrice de covariance :RY = E[Y YT ] = TE[XX T ]TT = TRX TT

La transformation qui permet d'obtenir un ensemble de coe�cients non-corrélés et qui
minimise la distorsion est la transformation de Karhunen-Loeve (TKL). Cette transfor-
mation est formée par les vecteurs propres de la matrice de covarianceRX du signalX et
est donc dépendante du signal traité.
D'autre part, il n'existe pas d'algorithme rapide pour le calcul de la TKL qui nécessite
par ailleurs l'évaluation de la matrice d'auto-corrélation pour des signaux qui ne sont pas
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2.5. Codage par Transformée

stationnaires (en particulier pour les images RSO) et pour lesquels il faut actualiser régu-
lièrement la matrice de covariance et donc la matrice de transformation. On recherchera
le plus souvent une transformation "sous-optimale" du point de vue de la décorrélation
et/ou de la concentration des coe�cients.

Les transformées de Fourier discrètes (TFD) et en cosinus discret(DCT) sont souvent
mise en oeuvre en pratique car il existe des implémentationspar des algorithmes rapides
(FFT : Fast Fourier Transform) qui ont l'avantage d'être indépendantes du signal d'entrée.
Les coe�cients sont décorrellés (la TFD permet d'approximer la TKL lorsque le support
sur lequel elle est e�ectuée tend vers l'in�ni). L'énergie des coe�cients est bien localisée
en fréquence mais pas en temps (ou dans le domaine spatial pour les images).

D'autre part, la transformation est séparable : une DCT en deux dimensions se cal-
cule comme deux DCT mono-dimensionnelles successives. Dans le cas 1D, le vecteur
Y = f y0:::yN � 1gT issu de la DCT appliquée au vecteurX = f x0:::xN � 1gT s'exprime par :

y0 =
1

p
N

N � 1X

k=0

xk et yp =

r
2
N

N � 1X

k=0

xkcos(p(k +
1
2

)
�
N

) p = 1::::N � 1

L'hypothèse de stationnarité du signal oblige à e�ectuer ces transformations non pas
sur toute l'image mais sur des petits blocs de taille réduitenon recouvrants (une DCT
sur des blocs 8x8 est utilisée pour la norme du standard JPEG [75]). La conséquence de
ce codage par bloc est que la quanti�cation des coe�cients issus des blocs transformés
par DCT introduisent la présence d'e�ets de blocs génants pour des quanti�cations à très
bas-débit.
Le fait de traiter l'image en blocs indépendants est une limitation des méthodes de trans-
formée par bloc. En e�et, les échantillons des blocs "voisins" ne sont pas forcément dé-
corrélés avec les autres blocs, bien au contraire. On peut donc s'attendre à ce que les
coe�cients transformés issus de blocs adjacents présentent une certaine corrélation.

Application aux images RSO :

L'algorithme de compression JPEG est basé sur une quanti�cation scalaire en blocs de
découpage 8x8 de l'image et présuppose une certaine stationnarité locale du signal. Outre
l'e�et du chatoiement qui induit un contenu en hautes fréquences bien plus important
que pour les images naturelles, l'hypothèse de stationnarité est di�cile à retenir pour les
images RSO.
Plusieurs auteurs ont ainsi testé des méthodes de compression basées sur l'application de
l'algorithme JPEG [31], [86], [17]. Les critères de qualitéessentiellement retenus n'étant
alors que l'erreur quadratique moyenne ou le rapport signalsur bruit (RSB), ces méthodes
o�rent des performances inférieures aux techniques baséessur la transformée en ondelettes
(abordée à la section suivante) ou certaines quanti�cations vectorielles.
L'e�et de bloc crée des structures arti�cielles particulières avec des zones fortement lissées
dues à la quanti�cation des coe�cients DCT. Kuperman [46] montre ainsi une augmen-
tation du taux de fausses alarmes d'algorithmes de détection de cibles-fond.

Concernant la compression d'images RSO complexe, P. Eichelet al [21] propose d'uti-
liser la transformée de Fourier Discrète sur l'image SLC. Laforme particulière du module
de l'image dans le domaine de Fourier permet d'identi�er certaines zones où les coe�cients
ont une valeur négligeable ou proche de zéro par rapport à la bande centrale. L'approche
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2. Compression d'images, état de l'art et application aux images RSO

proposée par Eichel consiste alors à remplacer les coe�cients de faible module3 par des
zéros (zero padding) et à quanti�er par un quanti�cateur de type Lloyd-Max le reste des
coe�cients complexes considérés comme une source gaussienne circulaire i.i.d dans le plan
complexe.
Il convient cependant de rester prudent face à ce type de traitement. En e�et, le "zero-
padding" introduit une distorsion non négligeable. Bien qu'en ne conservant intacts (i.e
sans quanti�cation) que 40% des coe�cients, le rapport signal sur bruit ne dépassera pas
20-25 dB après zero-padding. La �gure 2.5 montre ainsi le principe de cette méthode sur
les coe�cients de Fourier d'une image issue du capteur RAMSES de l'ONERA.

(a) (b)

Fig. 2.5 � (a) : module des coe�cients de Fourier d'une image SLC issue du capteur
RAMSES (échelle logarithmique). (b) : les coe�cients de bordure (hautes fréquences)
ont été mis à zéro (zero padding). Sans quanti�cation des coe�cients complexes de la
bande centrale, le rapport signal sur bruit est de 21.9 dB pour un taux de compression
de � = 2:5 : 1.

3Cette information n'a pas de sens physique et correspond à dubruit.
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2.5.2 Transformée en sous-bandes et transformée en ondelet tes

Les transformations du type DCT ou FFT réalisées par blocs proviennent du désir
de conserver une information de "localisation" qui semble mieux adaptée aux signaux
non-stationnaires. C'est pour prendre en compte cet aspectlocal que la transformée par
ondelettes a été introduite et a connu un succès grandissantpour les applications liées
à la compression. Cette transformée réalise une analyse multi-résolution et permet une
représentation adaptée aux signaux non-stationnaires en considérant que le signal peut
être approché localement par des polynômes. Les travaux de Mallat ont permis de donner
un écho particulier à la théorie mathématique de l'analyse par ondelettes qui trouve son
équivalent dans l'approche multi-résolution par bancs de �ltres.
Cette transformée sera largement utilisée au cours des méthodes proposées dans le cadre
de nos travaux. C'est la raison pour laquelle, nous introduirons de manière plus détaillée
les principes associés à ce type de transformée à travers la théorie des bancs de �ltres.

Bancs de �ltres à reconstruction parfaite

On considère la décomposition suivante où apparaît un banc de �ltres à deux sous-
bandes et à reconstruction parfaite.

H0 et H1 sont respectivement des �ltres passe-bas et passe-haut permettant de donner
une représentation dans deux domaines fréquentiels suivisd'une étape de décimation par
un facteur 2. A partir du signal d'entréea(0) , l'étape d'analyse donne lieu à l'apparition de
coe�cients a(1) et d(1) . En considérant la transformée enz dé�nie par H (z) =

P
k h[k]:z� k

du �ltre de réponse impulsionnellef h[k]g2 Z , il est alors possible d'établir la relation entre
les sorties du �ltre d'analyse après décimation :

2

+

2

2 2

a(0)
0

â(0)
0

a(1)
0

d(1)
1

H0

H1

G0

G1

Fig. 2.6 � Banc de �ltres d'analyse et de synthèse à 2 canaux et à reconstruction parfaite.
H0 et H1 correspondent respectivement aux �ltres passe-bas et passe-haut d'analyse suivis
d'une décimation par 2 (on ne garde qu'un échantillon sur 2 ensortie). G0 et G1 corres-
pondent respectivement aux �ltres passe-bas et passe-hautde synthèse précédés d'une
insertion d'un zéro entre 2 échantillons).

a(1) (z2) =
1
2

[H0(z)a(0) (z) + H0(� z)a(0) (� z)]

d(1) (z2) =
1
2

[H1(z)a(0) (z) + H1(� z)a(0) (� z)]

La sortie du banc de �ltres s'exprime en fonction de l'entréepar :

â(0) (z2) =
1
2

[H0(z)G0(z) + H1(z)G1(z)]a(0) (z) +
1
2

[H0(� z)G0(z) + H1(� z)G1(z)]a(0) (� z)
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2. Compression d'images, état de l'art et application aux images RSO

Le second terme correspond au terme de repliement de spectre(aliasing) qu'il convient
d'éliminer. Cette condition se traduit par :

1
2

[H0(� z)G0(z) + H1(� z)G1(z)] = 0

A�n d'obtenir une reconstruction parfaite, il est nécéssaire d'avoir :

1
2

[H0(z)G0(z) + H1(z)G1(z)] = z� k (2.45)

si l'on tolère un retard pur z� k .
Pour annuler les recrouvrements, une solution des �ltres miroirs en quadrature [16]

consiste à choisir :

H0(z) = G0(z) = f (z)

H1(z) = � G1(z) = f (� z)

En remplaçant les expressions des �ltres ci-dessus dans l'équation (2.45), on obtient
alors :

H0(z)2 � H0(� z)2 = 2:z� k

Il reste alors un degré de liberté dans le choix deH0. Malheureusement, il n'existe pas
d'implémentation sous forme de �ltre à réponse impulsionnelle �nie (FIR) qui satisfasse
cette condition (mis à part le cas trivial du �ltre de Haar avec h0[0] = h0[1] = 1=

p
2).

Une autre solution permettant d'obtenir un système de banc de �ltres à reconstruction
parfaite est donnée par :

H0(z) = G0(z� 1) = f (z)

H1(z) = G1(z� 1) = zf (� z� 1)

De manière équivalente la réponse impulsionelle satisfait:

h0[k] = g0[� k]

h1[k] = g1[� k] = ( � 1)k+1 h0[� (k + 1)] (2.46)

En remplaçant ces expressions dans l'équation (2.45), le terme d'aliasing est également
dans ce cas annulé. Il reste alors la relation suivante traduisant la reconstruction parfaite
sans retard de groupe :

H0(z)H0(z� 1) + H0(� z)H0(� z� 1) = 2

Dans le domaine temporel, la relation précédente s'exprimeen fonction des coe�cients
issus de la réponse impulsionnelle du �ltreh0[k] :

X

k

h0[k]h0[k � n](1 + ( � 1)n ) = 2 � [n] (2.47)

Cette relation illustre la condition d'orthonormalité entre la séquenceh0[k] et la même
séquence translatée par des multiples de 2 :h0[k � 2n].

X

k

h0[k]h0[k � 2n] = 0 n 6= 0
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2.5. Codage par Transformée

Analyse multirésolution

A partir du banc de �ltres de la �gure 2.6, il est possible de cascader le même schéma
de décomposition sur les sorties du �ltre passe-bas :a(1) ; a(2) ; :::. On introduit ainsi res-
pectivement aj et dj avec j � 1 comme les coe�cients d'approximationa(j ) et de détails
d(j )

1 entre les niveauxj � 1 et j .
Les coe�cients d'approximation successifs sont des versions lissées et sous-échantillonnées

de a0. A chaque niveau de décomposition, le signal est caractérisé par la somme de l'ap-
proximation et des détails aux résolutions précédentes.

2

2

2

2 2 2 222

2

2

2

a(0)a(0)

a(1)a(1) a(2)a(2) a(3)

d(1) d(1)

d(2)d(2)

d(3)

H0H0 H0

H1

H1

H1

G0G0G0

G1

G1

G1

Fig. 2.7 � Analyse et synthèse multirésolution implémentée par banc de �ltres

On dé�nit ainsi l'analyse multirésolution de L2(R) comme un ensemble de sous-espaces
encapsulésVj permettant d'écrire une fonctionf de L2(R) comme une limite d'approxi-
mations successives. La résolution augmente quand l'indexj décroit.

::: � V2 � V1 � V0 � V� 1 � V2 � ::: (2.48)

Ces sous-espaces satisfont aux propriétés suivantes :

1.
T

j 2 Z Vj = f 0g et
S

j 2 Z Vj = L2(R)

2. f (t) 2 V0 , f (2� j t) 2 Vj . Une version dilatée du signal dans l'espaceV0 par un
facteur 2j engendre un signal appartenant à l'espace de plus faible résolution Vj .

3. x(t) 2 V0 , x(t � n) 2 V0 n 2 Z. En d'autres termes, la résolution d'un signal n'est
pas a�ectée par translation.

4. Il existe une base orthonorméef ' ngn2 Z tel que ' n (t) = ' (t � n) 2 V0. La fonction
' (t) est appelée fonction d'échelle.

Une famille de sous-espaces satisfaisant à ces conditions permet d'obtenir une analyse
multi-échelles. Le paramètrej est assimilé à un paramètre d'échelle puisqu'il décroît à
mesure que la résolution du signal augmente.

Fonction d'échelle

Les propriétés 3) et 4) permettent ainsi de dé�nir un ensemble de fonctionsf ' j
ngn2 Z

formant une base orthonormée deVj à partir d'une simple et unique fonction d'échelle
' (t) et de ses translatées entières.

' j
n (t) = 2 � j= 2' n (2� j t � n)
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La propriété d'orthonormalité qui s'exprime sous la forme :



' j

n ; ' j
p

�
=

Z
' j

n(t)' j
p(t)dt = � np [0] 8n; p 2 Z (2.49)

PuisqueV0 � V� 1, tous les espacesVj sont engendrés par une fonction' de L2(R). En
conséquence,' (t) s'exprime comme une combinaison linéaire des fonctions' � 1

n (t) =
p

2' (2t � n).
On dé�nit ainsi l'équation de dilatation permettant de relier la fonction ' d'un espace de
résolution à un autre.

' (t) =
p

2
X

n

g0[n]' (2t � n) (2.50)

où f g0g 2 R.
Il est important de remarquer que nous ne disposons pas d'expression explicite de la

fonction ' . En revanche, il existe un lien entre l'analyse multirésolution par transformée en
ondelettes et la théorie des bancs de �ltres. Une première analogie apparaît sur la condition
d'orthonormalité des fonctions d'échelle. A partir des expressions (2.49) et (2.50), on
montre ainsi facilement que :



' 0

0; ' 0
n

�
= � [n] )

X

k

g0[k]g0[k � 2n] = � [n]

On en déduit que la séquencef g0[n]g translatée d'un facteur multiple de 2 est ortho-
gonale à elle-même. On retrouve ainsi la condition de l'équation (2.47) caractérisant une
propriété du �ltre passe-bas d'un banc de �ltres à reconstruction parfaite.

Fonction d'ondelettes

Le passage d'un sous-espaceVj à un sous-espace de résolution inférieureVj � 1 permet
de dé�nir l'espace orthogonal complémentaireWj à Vj dansVj � 1 :

Wj � Vj = Vj � 1 et Wj ? Vj

L'espace complémentaireWj contient la di�érence d'information entre une approxi-
mation de f à la résolutionj et une approximation def à la résolutionj � 1.
L'analyse par fonction d'échelle' j

n (t) 2 Vj étant implicitemement reliée au �ltre passe-bas
de la séquenceg0 dans le banc de �ltre multirésolution de la �gure (2.7), on peut alors
dé�nir la séquence du �ltre passe-haut complémentairef g1[k]g. D'après l'équation (2.46),
on peut �xer g1[k] = ( � 1)k+1 g0[� (k + 1)] .

De manière analogue à la fonction d'échelle, on introduit lafonction d'ondelettes  
dé�nie par l'équation de dilatation :

 (t) =
p

2
X

n

g1[n]' (2t � n) (2.51)
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Il est alors aisé de montrer que la fonction (t) satisfait aux propriétés suivantes :

1. h 0;  n i =
P

k g1[k]g1[k � 2n] = � [n]. En d'autres termes, (t) et ses versions trans-
latées d'un nombre entier sont orthonormées.

2. h n ; ' pi =
P

k g1[k � 2n]g0[k � 2p] = 0. On peut voir que la fonction  (t) et ses
translatées par nombre entier sont orthogonales au sous-espaceV0. En prenant en
compte le fait que (t) et ses translatées sont des combinaisons linéaires des fonctions
de bases' � 1

n 2 V� 1, on peut en déduire naturellement que la fonction (t) appartient
au complément deV0 dansV� 1, c'est à dire que (t) 2 W0.

3. Les propriétés d'orthogonalité mutuelle entre les fonctionsf  ngn2 Z deW0 et f ' ngn2 Z

de V0 permettent d'engendrer l'espaceV� 1. En d'autre termes, pourx 2 V� 1 :

x =
X

n2 Z

a(� 1)[n]' � 1
n

=
X

n2 Z

a(0) [n]' 0
n +

X

n2 Z

d(0) [n] 0
n

(2.52)

En conclusion,f  ngn2 Z est une base orthonormale qui engendre l'espaceW0. Cette
propriété s'étend également aux versions dilatées de (t) de sorte quef  j

ngn2 Z soit une
base orthonormale de l'espaceWj complémentaire àVj .

Si l'on considère l'analyse multirésolution dans laquellela cascade de �ltres s'étend
à l'in�ni, le signal est entièrement caractérisé par les coe�cients de détails d(j ) , c'est-
à-dire par les projections def sur Wj . Ainsi, f  j

ngn;j 2 Z forme une base orthonormée
d'ondelettes deL2(R) avec la propriété :

� Wj = L2(R)

Les fonctions d'échelle et d'ondelettes sont décrites implicitement par les coe�cients
de l'équation de dilatation. Dans le cadre de l'analyse multirésolution, il existe un parallèle
entre l'analyse par ondelettes et celle par banc de �ltres à reconstruction parfaite. Ceci
implique qu'il n'est pas possible de choisir une forme d'onde quelconque pour en faire une
fonction d'ondelettes. La reconstruction parfaite implique des conditions et impose de ce
fait une contrainte sur les coe�cients des �ltres G0 et G1.

Transformée en ondelettes discrètes (DWT)

L'analyse multirésolution et les transformées en sous-bandes forment le coeur de l'ana-
lyse par transformée en ondelettes.

� On identi�e alors la séquencef g0[n]g de l'équation de dilatation (2.50) associée à la
fonction d'échelle comme les coe�cients du �ltre de synthèse (passe-bas) d'un banc
de �ltres à 2 canaux.

� Le �ltre de synthèse passe-haut est associé à la séquencef g1[n]g de l'équation de
dilatation (2.51).
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Les travaux de Mallat [56] ont permis de montrer que le banc de�ltres à reconstruction
parfaite constitue le support de l'implémentation de la transformée en ondelettes discrètes.
En supposant que le signal d'entréex(t) est caractérisé dans l'espace de résolutionV0, il
s'exprime comme une combinaison linéaire des fonctions de la base orthonorméef ' ngn2 Z.

x(0) (t) =
X

n2 Z

a(0)
0 [n]' (t � n) (2.53)

aveca(0) [n] =
D

x(0) ; ' (0)
n

E
.

La séquence de coe�cientsa(0) [n] peut se redécomposer en 2 séquencesa(1) [n] et d(1) [n]
issues de la sortie du banc de �ltres d'analyse et formant respectivement les coe�cients
de deux sous-bandes basses et hautes fréquences.

a(1) [n] =
X

k2 Z

h0[k � 2n]a(0) [k]

d(1) [n] =
X

k2 Z

h1[k � 2n]a(0) [k] (2.54)

La synthèse qui permet de reconstruirea(0) [n] à partir des coe�cients des sous-bandes
a(1) [n] et d(1) [n] s'écrit après interpolation et convolution :

a(0) [n] =
X

k2 Z

a(1) [k]g0[n � 2k] +
X

l2 Z

d(l ) [j ]g1[n � 2j ] (2.55)

En remplaçant cette expression dans l'équation (2.53), on obtient :

x(0) (t) =
X

n2 Z

 
X

k2 Z

a(1) [k]g0[n � 2k] +
X

j 2 Z

d(1) [j ]g1[n � 2j ]

!

' (t � n)

=
X

k2 Z

a(1) [k]

 
X

n2 Z

g0[n]' (( t � 2k) � n)

!

+
X

j 2 Z

d(1) [j ]

 
X

n2 Z

g1[n] (( t � 2j ) � n)

!

=
X

k2 Z

a(1) [k]' (1)
n (t)

| {z }
x (1) (t )2 V1

+
X

j 2 Z

d(1) [j ] (1)
n (t)

| {z }
w (1) (t )2 W1

aveca(1) [n] =
D

x(0) ; ' (1)
n

E
et d(1) [n] =

D
x(0) ;  (1)

n

E
.

La transformée en sous-bandes permet de décomposerx(0) (t) en une somme de deux
signauxx(1) (t) 2 V1 et w(1) (t) = x(0) (t) � x(1) (t) 2 W1 dans les deux espaces de résolution
inférieure. En appliquant ainsi recursivement la même décomposition par banc de �ltres
au niveau des coe�cients d'approximationa(1)

0 [n], a(2)
0 [n] .., on réalise une analyse multi-

résolution sur L niveaux. Le signalx(0) 2 V0 est représenté par son approximation dans
l'espaceVL et par la somme des coe�cients d'ondelettes manquants pour la reconstruction
parfaite : V0 = VL � L

j =1 Wj .
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x(0) =
X

n2 Z

a(L ) [n]' (L )
n +

LX

l=1

X

n2 Z

d(l )  (l )
n

x(0) =
X

n2 Z



x(0) ; ' (L )

n

�
' (L )

n +
LX

l=1

X

n2 Z



x(0) ;  (l )

n

�
 (l )

n

En généralisant les équations (2.54) et (2.55), on obtient les équations de �ltrage in-
hérents au banc de �ltres d'analyse et de synthèse de la �gure2.7 :

Analyse : passage de l'échelle l � 1 à l
8
><

>:

a(l ) [n] =
P

k2 Z h0[k � 2n]a(l � 1) [k]

d(l ) [n] =
P

k2 Z h1[k � 2n]a(l � 1)[k]

a(0) [n] = x(0)

Synthèse : passage de l'échelle l à l � 1

a(l � 1)[n] =
X

k2 Z

a(1) [k]g0[n � 2k] +
X

j 2 Z

d(l ) [j ]g1[n � 2j ]

avecg1[k] = ( � 1)kh0[1 � k] et h1[k] = ( � 1)kg0[1 � k].

En résumé, les équations de dilatation (2.50) et (2.51) inhérentes à l'analyse multi-
résolution permettent respectivement d'identi�er les �ltres passe-bas et passe haut de
synthèse d'un banc de �ltres à 2 canaux. La transformée discrète en ondelettes (DWT :
Discrete Wavelet Transform) peut être vue comme une transformée implémentée sous
forme d'une cascade de banc de �ltres où les échantillons obtenus en sortie des �ltres
passe-haut correspondent aux coe�cients d'ondelettes. Les coe�cients d'approximation
a(L ) [n] de faible résolution issus du �ltrage passe-bas apparaissent uniquement au dernier
niveau de décomposition.

Bi-orthogonalité

Jusqu'à présent l'analyse multi-résolution impliquait l'introduction d'une base d'on-
delettes orthonormée. La transformée en ondelettes permettant d'obtenir les coe�cients
issus de la projection du signal sur cette base est associée àun banc de �ltres à structure
arborescente. Malheureusement la propriété d'orthogonalité des sous-espacesV0 et W0

intoduit des contraintes sur la construction des ondelettes.
Ainsi, il n'est pas possible d'implémenter une transforméeorthogonale par décomposi-
tion en sous-bandes et dont les �ltres de synthèse sont symétriques et de support �ni
(hormis le cas particulier du �ltre de Haar, à 2 coe�cients avec g0[0] = g0[1] = 1p

2
). La

symétrie des �ltres est une propriété intéressante pour lesapplications de compression
car elle implique un �ltrage à phase linéaire. Or les �ltres àphase non-linéaire (donc non
symétriques) introduisent une distorsion visuelle sur lescontours des images [51].

Dans le cas orthonormal et d'après l'équation (2.46), les �ltres d'analyseh0[n] et h1[n]
correspondent aux �ltres g0[n] et g1[n] "retournés" temporellement. L'analyse par banc
de �ltres assure la projection du signal d'entréex(0) sur les espaces de résolutionVj et Wj

par le produit scalaire :
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a(j )
0 [n] =



x(0) ; ' (j )

n

�
et d(j )

1 [n] =


x(0) ;  (j )

n

�

Dans le cas non-orthogonal, on s'a�ranchit de la contrainted'orthogonalité en introdui-
sant les fonctions duales~' et ~ des fonctions d'échelle et d'ondelettes' et  permettant
d'assurer la reconstruction parfaite. Le produit scalaires'exprime alors :

a(j )
0 [n] =



x(0) ; ~' (j )

n

�
et d(j )

1 [n] =
D

x(0) ; ~ (j )
n

E

Sous certaines conditions, l'ensemble des fonctionsf ~ j
ngn2 Z constitue alors une base

d'ondelette duale pourL2(R). La condition de biorthogonalité est alors donnée par :
D

 (j )
n ; ~ (k)

m

E
= � [n � m][j � k]; 8n; m; j; k 2 Z

L'ensemble des fonctionsf ~' j
ngn2 Z et f ~ j

ngn2 Z doit former respectivement les bases des
sous-espaces duaux~Vj et ~Wj tel que ~Wj soit le complément non-orthogonal de~Vj dans

~Vj � 1. L'analogie avec les bancs de �ltres conduit alors à ce que les �ltres d'analyse et de
synthèse véri�ent la relation (2.46).
La fonction d'analyse-synthèse surL niveau de résolution permet de représenterx(0) 2 V0

comme la somme de son approximation dans l'espaceVL et des détails nécessaires à la
reconstruction parfaite :

x(0) =
X

n2 Z



x(0) ; ' L

n

�
~' L

n +
LX

l=1

X

n2 Z



x(0) ;  l

n

� ~ (l )
n

Quelques propriétés des fonctions d'ondelettes

L'analyse multirésolution nous a donc amené à la transformée en ondelettes associée
à une transformée en sous-bande arborescente caractériséepar l'introduction de �ltres
d'analyse et de synthèse. Cette analyse dépend implicitement du choix des fonctions d'on-
delettes et d'échelle et de certaines propriétés souhaitables a�n de rendre la transformée
e�cace pour des applications liées à la compression.

Support :

La propriété de support compact des fonctions d'échelle et d'ondelettes garantit une
localisation spatiale précise dans l'analyse des signaux.Les �ltres d'analyseH et synthèse
G associés sont alors des �ltres à réponse impulsionnelle �nie (FIR) facilement implémen-
tables d'un point de vue algorithmique.

Orthogonalité, Bi-orthogonalité et Symétrie :

Les fonctions d'échelle et d'ondelettes symétriques ou antisymétriques sont impor-
tantes parce qu'elles permettent de construire des bases d'ondelettes régulières sur un
intervalle, et non plus sur tout l'axe réel. Cependant, mis àpart le cas particulier de
l'ondelette de Haar, la symétrie des �ltres permettant d'obtenir une phase linéaire est
incompatible avec l'orthonormalité.

Le fait qu'il n'existe pas d'ondelettes orthogonales qui véri�ent à la fois les propriétés
de support compact et de symétrie, a amené Cohen, Daubechies, Feauveau [12] à intro-
duire une famille de transformées bi-orthogonales impliquant des �ltres à phase linéaire
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qui n'introduisent pas de distorsion de phase à la reconstruction.

Moments nuls :

Une ondelette ak + 1 moments nuls si et seulement si, sa fonction d'échelle restitue les
polynômes de degré inférieur ou égal àk. Mathématiquement, cette propriété se traduit
par :

Z
t j  (t)dt = 0 8j = 0::::k

En d'autres termes tous les polynômesp(t) =
P

0� j � k aj t j ont des coe�cients d'onde-
lettes ou de détails nuls. Cette propriété est intéressantedu point de vue de la compression
car plus la fonction d'ondelettes aura de moments nuls, meilleure sera la capacité d'ap-
proximation de la transformée.

Régularité :

La régularité d'une fonction d'ondelettes est identique à celle de la fonction d'échelle
correspondante. Elle est liée à un certain degré de continuité et de di�érentiabilité des
fonctions d'ondelettes et d'échelle. Notons tout de même les deux résultats essentiels
suivants :

� Il n'existe pas d'ondelette orthogonale indé�niment dérivable à support compact.
� Pour de nombreuses classes d'ondelettes orthogonales, l'augmentation de la régula-

rité passe par une augmentation du nombre de moments.

Quelques ondelettes :

L'orthonormalité étant imcompatible avec les �ltres à phase linéaire, nous restrein-
drons nos exemples de construction de fonction d'ondelettes au cas bi-orthogonal.

Etant donné les �ltres de synthèse d'un banc de �ltres à reconstruction parfaite, les
transformées de Fourier des fonctions d'échelle et d'ondelettes notées respectivement� (! ),
	( ! ) véri�ent les équations suivantes obtenues à partir de la transformée de Fourier des
équations de dilatation (2.50) et (2.51) :

� (! ) = �
1Y

j =1

G0(
!
2j

) (2.56)

 (! ) = �e � j !
2 G1(

!
2

)
1Y

j =1

G0(
!
2j

) (2.57)

où G0(! ) =
P

n2 Z g0[n]e� jn! et G1(! ) =
P

n2 Z g1[n]e� jn! sont les transformées de
Fourier discrètes des séquencesg0[n] et g1[n]. � est une constante de normalisation dé-
pendante du facteur de normalisation des fonctions d'échelle et d'ondelettes.

Les séquencesm0[n] = 1p
2
g0[n] et ~m0[n] = 1p

2
h0[� n] sont soumises à la contrainte de

bi-orthogonalité permettant la reconstruction parfaite :

M0(z) ~M0(z� 1) + M0(� z) ~M0(� z� 1) = 1
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où de manière équivalente dans le domaine de Fourier :

M0(! ) ~M0
�
(! ) + M0(! + � ) ~M0

�
(! + � ) = 1 (2.58)

La contrainte du nombre de momentsN de la fonction d'ondelettes est directement
reliée dans le domaine de Fourier au nombre de zéros à! = � pour le polynôme trigono-
métrique G0(! ) (ou de manière équivalenteG0(z) doit avoir autant de zéro àz = 1 que
possible). Il s'en suit que l'on peut écrireM0(! ) et ~M0(! ) sous la forme :

M0(! ) =
�

1 + e� j!

2

� N

r (! ) et ~M0(! ) =
�

1 + e� j!

2

� N

~r (! )

Le fait de choisirm0[n] et ~m0[n] comme des �ltres à phase linéaire symétrique autour
de n = 0 implique que le transformée de Fourier est une fonction polynômiale encos! .
En notant N = 2L et ~N = 2 ~L, on peut alors réécrire l'expression des �ltres sous la forme :

M0(! ) =
�

1 + e� j!

2

� 2L

p0(! ) et ~M0(! ) =
�

1 + e� j!

2

� 2~L

~p0(! )

La condition de biorthogonalité de l'équation (2.58) s'écrit alors :

�
cos2

!
2

� L + ~L
p0(cos! )~p0(cos! ) +

�
cos2

! + �
2

� L + ~L

p0(cos(! + � ))~p0(cos(! + � )) = 1

(2.59)
La solution de cette équation a été trouvée par Daubechies [18] en utilisant le théorème

de Bezout et en posantp0(x) ~p0(x) = Q( 1
2(1 � x)) . On a alors :

Q(x) =
L + ~L � 1X

n=0

�
L + ~L � 1

n

�
xn + xM R

�
1
2

� x
�

où R(x) est un polynôme de degré impair.
Pour des �ltres à phase linéaire de longueur minimale, il su�t de choisir R(x) = 0 ce

qui amène à la construction de �ltres biorthogonaux. Di�érentes familles d'ondelettes sont
ainsi obtenues en choisissant les paramètresL et ~L (le nombre de moments nuls que l'on
souhaite obtenir pour la fonction d'ondelettes) et la façondont on répartit les facteurs du
polynômeP(x) = p0(x) ~p0(x) entre p0(x) et ~p0(x).

En prenant par exempleL = ~L = 1 de telle sorte queM0(! ) et ~M0(! ) aient cha-
cun 2 zéros à! = � , on obtient la transformée "Spline 5/3" car la fonction d'échelle
correspondante est une B-spline. Les �ltres passe-bas et passe-haut d'analyse ont 5 et
3 coe�cients ce qui en fait une transformée populaire notamment recommandée par la
norme JPEG2000 en raison de sa simplicité en terme d'implémentation et la possibilité
d'obtenir des coe�cients "entiers"(propriété intéressante pour le codage sans perte) sous
la forme d'implémentation "Lifting" [42]. Les fonctions d'échelle d'analyse et de synthèse
' (t) et ~' (t) ainsi que les ondelettes (t) et  (t) sont illustrées sur la �gure 2.8.

Antonini et al [5] ont proposé d'introduire un nombre de zéros équivalent entreM0(! )
et ~M0(! ) avec une répartition la plus équilibrée possible des facteurs deP(x) entre p0(x)
et ~p0(x). En choisissantL = ~L = 2 de telle sorte qu'il ait N = ~N = 4 zéros à� , on obtient
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2.5. Codage par Transformée

en particulier la transformée bi-orthogonale 9/7 en référence respectivement au nombre
de coe�cients du �ltre passe-bas et passe-haut d'analyse.
Les fonctions d'échelle d'analyse et de synthèse' (t) et ~' (t) ainsi que les ondelettes (t)
et  (t) sont tracées sur la �gure 2.9. Les fonctions d'analyse et de synthèse sont ici beau-
coup plus proches les unes des autres que dans le cas de la transformée 5/3, ce qui tend à
montrer que cette transformée est approximativement orthogonale avec d'autre part une
fonction d'ondelettes très peu oscillante. Pour des forts taux de compression l'oscillation
de la fonction d'ondelettes est à l'origine d'une impression d'ondulation lors de la restitu-
tion de seuils francs, ce que prévient la transformée 9/7. Latransformée biorthogonale 9/7
connaît ainsi un large succès pour de nombreuses applications dédiées à la compression.

' (t)  (t)

~' (t) ~ (t)

Fig. 2.8 � Fonctions d'échelles et d'ondelettes pour la transformée biorthogonale 5/3.

k h0[k]=
p

2 ~h0[k]=
p

2
0 0.75 0.50

+
� 1 0.25 0.25
+
� 2 -0.125 0

Tab. 2.3 � Coe�cients des �ltres d'ondelettes pour la transformée biorthogonale spline
5/3.
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' (t)  (t)

~' (t) ~ (t)

Fig. 2.9 � Fonctions d'échelle et d'ondelettes pour la transformée biorthogonale 9/7.

k h0[k]=
p

2 ~h0[k]=
p

2
0 0.602949 0.557543

+
� 1 0.266864 0.295635
+
� 2 0.078223 0.028771
+
� 3 0.016864 0.045635
+
� 4 0.026748 0

Tab. 2.4 � Coe�cients des �ltres d'ondelettes pour la transformée biorthogonale spline
9/7.
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Application aux images RSO :

Dans le cadre de traitement de signaux de nature complexe, les ondelettes de Daube-
chies orthogonales, symétriques et à valeurs complexes ontété introduites par Lawton [49]
et détaillées par Lina [52]. Les coe�cients du �ltreh0[k] de cette famille d'ondelettes SDW
(pour Symmetric Daubechies Wavelets) sont donnés par la table 2.5 en fonction de la lon-
gueur 2J + 2 du �ltre.
Ives [43] a tenté de déterminer s'il existait un réel avantage à utiliser des ondelettes à
valeurs complexes pour la compression d'images SLC. Ses travaux ont consisté à étudier
les di�érences de qualité de l'algorithme de quanti�cationpar arbre de zéros EZW [82] ap-
pliqué séquentiellement sur les parties réelle et imaginaire à partir de familles d'ondelettes
symétriques complexes de Daubechies à 6 et 10 coe�cients et d'ondelettes orthogonales de
Zang et al [114]. Il apparait alors que l'introduction d'ondelettes de nature complexe n'ap-
porte aucun gain particulier par rapport aux ondelettes de Daubechies à valeurs reélles
et à 4,6,10 coe�cients.

k J = 2 J = 4 J = 6
+ 1=0 0.662912 + 0.171163i 0.643003 + 0.182852i 0.633885 + 0.179835i

+ 2= � 1 0.110485 - 0.085581i 0.151379 - 0.094223i 0.171512 - 0.094452i
+ 3= � 2 -0.066291 - 0.085581i -0.080639 - 0.117947i -0.086478 - 0.130859i
+ 4= � 3 0 -0.017128 + 0.008728i -0.030746 + 0.014044i
+ 5= � 4 0 0.010492 + 0.020590i 0.017651 + 0.037601i
+ 6= � 5 0 0 0.003238 - 0.001300i
+ 7= � 6 0 0 -0.001956 - 0.004869i

Tab. 2.5 � Coe�cients des �ltres d'ondelettes symétriques SDW à valeurs complexes.

DWT en 2 dimensions

Jusqu'à présent nous avons considéré la décomposition d'unsignal mono-dimentionel
par DWT en deux sous-bandes par application d'un banc de �ltres à 2 canaux. De manière
similaire aux transformées en bloc du type DCT, la DWT peut être étendue au cas bi-
dimensionnel en appliquant les �ltres de manière séparablesur les dimensions de l'image.

Plus spéci�quement, le �ltrage mono-dimentionnel est appliqué sur chaque ligne de
l'image. Les coe�cients �naux sont obtenus en réappliquantla transformée sur les co-
lonnes. Il en résulte une décomposition en 4 sous-bandes classiquement dénotées LL,LH,HL,HH.
Ces sous-bandes sont implicitement associées à une analysepar une fonction d'échelle à
deux dimensions et trois fonctions d'ondelettes :

� ' LL (x; y) = ' (x)' (y)
�  HL (x; y) = ' (x) (y)
�  LH (x; y) =  (x)' (y)
�  HH (x; y) =  (x) (y)

La sous-bande "LL" est une version �ltrée passe-bas et sous résolue de l'image origi-
nale. La sous-bande "HL" apporte le contenu haute-fréquence dans la direction horizontale
et basse-fréquence dans la direction verticale. En d'autres termes, les lignes et contours
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horizontaux y sont principalement mis en valeur. A l'inverse, la sous-bande "LH" répond
plus fortement aux contours et lignes verticales alors que la sous-bande "HH" contient
principalement les structures diagonales.

Les �gures 2.10 et 2.11 illustrent respectivement la décomposition séparable en deux
dimensions par banc de �ltres et la représentation des sous-bandes sous la forme classique
pyramidale dans l'espace fréquentiel.

colonnes

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

lignes colonnes lignes

x

a(1)
LL

d(1)
LH

d(1)
HL

d(1)
HH

a(2)
LL

d(2)
LH

d(2)
HL

d(2)
HH

H0

H0
H0

H0

H0
H0

H1

H1

H1

H1

H1

H1

Fig. 2.10 � Implémentation de la DWT (analyse) en 2D par banc de �ltres sur L=2
niveaux de décomposition.

0

LH (1)

HL (1)

HH (1)

LL (2)

LH (2)

HL (2)

HH (2)

�

�
! l

! c

Fig. 2.11 � Représentation des sous-bandes dans le plan fréquentiel après DWT bi-
dimentionnelle sur 2 niveaux

Quelques algorithmes de compression basés sur la transform ée en ondelettes

Dans son principe l'image est représentée en termes de coe�cients d'ondelettes dans
l'espace transformé surL niveaux de décomposition (donc 3L+1 sous-bandes). La struc-
ture approximative de l'image a une représentation très compacte qui autorise alors plu-
sieurs stratégies de quanti�cation des coe�cients. Appliquée à la compression d'images
RSO, il est important de noter que ces méthodes ont été principalement appliquées sur
l'image d'amplitude.
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Quanti�cation scalaire des coe�cients d'ondelettes

Cette méthode a été proposée par J. Mvogo [65] pour la compression d'image RSO
d'amplitude. La transformée en ondelettes est appliquée sur l'image d'amplitude. Le choix
de la base d'analyse est alors déterminée par la fonction quiminimise l'entropie des coef-
�cients d'ondelettes. La quanti�cation des coe�cients réalisée scalairement dépendra de
quanti�cateurs scalaires uniformes, à zone morte autour de0 ou multicouches [91].
Le codage des indices de quanti�cation est assuré par un codeur arithmétique de type
adaptatif à partir d'un modèle statistique des coe�cients d'ondelettes basé sur la loi
gaussienne généralisée. Une procédure d'allocation dynamique permet alors de détermi-
ner le meilleur compromis débit-distorsion à répartir sur les sous-bandes des coe�cients
d'ondelettes.

Quanti�cation Vectorielle

La quanti�cation vectorielle algébrique des coe�cients d'ondelettes a été étudiée no-
tamment par Blain et Fisher [8], P. Mathieu M. Barlaud et al [59] [7]. La modélisation
des coe�cients d'ondelettes par une distribution laplacienne les amène à considérer une
projection des coe�cients sur des surfaces d'energie constante du réseau de lattices appe-
lées "Pyramides" et dé�nie à partir de la normeL1.
Appliquée aux images RSO, G. Mercier [61] propose quant à luiune méthode de quanti�-
cation vectorielle en arborescence. La construction du dictionnaire est basé sur une carte
auto-organisatrice de Kohonen de vecteurs arborescents.

Quanti�cation par Arbres de zéros : EZW et SPIHT

L'algorithme EZW (Embedded Zerotrees on Wavelets coe�cients) a été introduit par
Shapiro [82]. Le principe est d'utiliser la structure hiérarchique de la transformée en on-
delettes et consiste à exploiter les redondances entre di�érentes sous-bandes associées à
la capture d'une information de même orientation à des niveaux d'échelles adjacents (par
exemple les sous-bandesLH 3; LH 2; LH 1).
Il est ainsi possible de dé�nir des relations parents-enfants entre les coe�cients de même
orientation et issus de sous-bandes adjacentes. Les sous-bandes doublant de résolution
à mesure que l'échelle diminue, un coe�cient de la sous-bande LH l disposera de 4 co-
e�cients "descendants" à la même localisation spatiale dans la sous-bandeLH l � 1. Ces
relations sont également dé�nies pour les sous-bandes d'orientation HL , HH et pour les
niveaux de décompositionl = 2:::L.

L'algorithme de EZW tire fortement pro�t de la structure pyr amidale de la décompo-
sition en ondelettes a�n de réaliser une compression e�cacede l'image. La compression
provient principalement de deux processus :

� Le premier consiste en l'encodage itératif des coe�cientsdont les valeurs sont �xées
par rapport au seuil lors de l'itération considérée. Si la valeur absolue du coe�cient
est supérieure ou égale à ce seuil, le coe�cient est dit "signi�catif"( signi�cant ), et
"non-signi�catif"( unsigni�cant ) dans le cas contraire.

� Le second processus de compression réside dans l'utilisation d'arbres de zéros. Lors
qu'une racine d'arbre est identi�ée, tous les coe�cients descendants ne sont plus
encodés.
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En divisant par deux le seuil à chaque itération, il existe une équivalence entre les
comparaisons des valeurs de coe�cients par rapport à un seuil et une quanti�cation sca-
laire avec zone morte. Ces comparaisons donnent alors lieu àun codage progressif des
coe�cients par plan de bits. Les indices représentant les valeurs de comparaisons sont
ensuite encodés entropiquement à l'aide d'un codeur arithmétique.

L'algorithme populaire SPIHT (Set Partionning In Hierarchical Trees) de Said et
Pearlman [81] s'inspire et améliore la stratégie de Shapiroen o�rant plus de degrés de
liberté pour dé�nir l'arborescence en introduisant deux ensembles de coe�cients non si-
gni�catifs. La �gure 2.12 illustre la dépendance parents-descendants entre les sous-bandes
de l'image pour l'algorithme SPIHT. Dans cet arbre, chaque noeud consiste en un groupe
de 2*2 pixels et chaque pixel dans le noeud possède 4 descendants excepté au plus haut
niveau de décomposition, où un pixel en un noeud indiqué par "`*"' n'a pas de descen-
dants.

Fig. 2.12 � Relation parents-enfants permettant de dé�nir l'arborescence de coe�cients
non-signi�catifs dans l'algorithme SPIHT.

L'algorithme SFQ proposé par Xiong [118] propose une approche hybride consistant
en deux étapes :

� Quanti�cation par arbre de zéros de coe�cients qui sont groupés dans la structure
d'arborescence parents-enfants de l'algorithme EZW.

� Quanti�cation scalaire des coe�cients survivants à la quanti�cation par arbre de
zéros.

Le but de l'algorithme SFQ est alors d'optimiser conjointement ces deux modes de
quanti�cation au sens du meilleur compromis débit-distorsion. Cet algorithme amène ainsi
à chercher le meilleur compromis entre un grand sous-ensemble de coe�cients quanti�és
avec une faible précision et un plus petit sous-ensemble de coe�cients quanti�és avec
une meilleure précision. Le meilleur pas de quanti�cation est alors celui qui minimise le
compromis débit-distorsionJ = D + �R dont le paramètre optimal � est recherché par
un algorithme d'allocation optimale de débit de Shoham et Gersho [83].

Application aux images RSO

Gleich [37] a étudié les performances des algorithmes EZW, SPIHT et SFQ sur les
images RSO d'amplitude. En outre, il propose l'algorithme PSFQ introduit comme une
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extension de l'algorithme SFQ au codage par plan de bits. Ce codage progressif permet
ainsi d'adapter spatialement le débit de la quanti�cation scalaire, ce qui permet notam-
ment de représenter les points brillants avec une très bonnequalité radiométrique. En
utilisant l'ondelette biothogonale 9/7 comme support pourla DWT, les auteurs ont dé-
montré l'intérêt de la quanti�cation par arbres de zéros pour les images RSO d'amplitude
en termes de rapport signal sur bruit global sur toute l'image. La méthode SPIHT pré-
sente tout de même des performances légèrement inférieuresà la méthode PSFQ en terme
de rapport sur bruit mais o�re un meilleur compromis d'un point de vue complexité de
calcul.

2.6 Conclusion

Nous avons vu au cours de ce chapitre, les principales techniques mises en oeuvre pour
la compression d'images. De par la nature même du signal, lesimages RSO sont cependant
fondamentalement di�érentes des images naturelles :

� L'amélioration des technologies liées au capteur qui permet d'imager des zones avec
une résolution métrique ou sub-métrique implique un volumede données considé-
rable, d'autant plus que les pixels sont codés sur une dynamique importante de 64
bits par pixel complexe (32 bits pour la partie réelle et 32 pour la partie imaginaire
pour le capteur RAMSES de l'ONERA).

� L'entropie des images RSO est plus importante que celle desimages naturelles. Ceci
est dû en particulier aux e�ets de chatoiement donnant un aspect texturé et granu-
leux à l'image avec une faible corrélation inter-pixellique.

� Contrairement aux images naturelles dont l'énergie est essentiellement concentrée
dans les basses fréquences, les images RSO ont des composantes hautes fréquences
plus énergétiques qu'il convient de traiter avec précaution.

Les techniques classiques de compression ne donnent pas desrésultats aussi perfor-
mants une fois appliquées aux images RSO. La transformée en cosinus discret (DCT)
introduit à fort taux de compression des artéfacts d'e�ets de blocs dues à la forte dyna-
mique des blocs capturant beaucoup d'informations hautes fréquences.
Avec une quanti�cation vectorielle structurée (trellis, multi-étage), la qualité des images
reconstuite est supérieure à celle obtenue par DCT avec une bonne préservation des tex-
tures et des points brillants due au codage par blocs à taillevariable.
La transformée en ondelettes o�re néanmoins des avantages certains en terme de concen-
tration de l'énergie, de décorrélation tout en s'adaptant àla non-stationnarité des signaux.

Nous proposons ainsi un axe de recherche portant sur des algorithmes de compression
d'images RSO SLC basées sur la transformée en ondelettes en se focalisant plus spéci�-
quement sur la nature complexe du signal.
La représentation sous forme d'image d'amplitude est nécessaire pour la photo-interprétation
et autres applications liées à un contexte de détection-reconnaissance-identi�cation. Pour
des applications interférométriques, l'information de phase conserve toute son importance.
A priori, il semble naturel de penser que la compression appliquée aux données de module
et de phase plutôt que sur partie réelle et imaginaire, permette de mieux contrôler la
qualité de restitution de l'information de phase et de module.
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Il se pose ainsi la problématique de la représentation et de la compression d'une source
à valeur complexe, considérée comme un vecteur à 2 dimensions. A cet e�et, le chapitre
suivant est consacré à l'élaboration de plusieurs techniques de compression dépendantes
de la projection de l'image SLC dans le plan complexe.
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Chapitre 3

Vers une méthodologie de compression
adaptée à la représentation des données
complexes

Ce chapitre a pour objectif de tirer partie des chapitres 1 et2 a�n de proposer une
méthodologie de compression basée sur la transformée en ondelettes et spéci�quement
dédiée aux données de natures complexes des images RSO SLC. Ainsi, nous procéderons
à l'étude de problèmes concernant :

� Le choix des techniques de compression. En référence à l'état de l'art du chapitre 2,
nous proposerons quatre méthodes de compression basées surdi�érentes possibilités
de représentation des données de nature complexe dans l'espace de l'image originale
mais également dans l'espace transformé.

� La caractérisation des statistiques des coe�cients d'ondelettes à valeurs complexes
après DWT sur l'image RSO SLC. Une connaissance précise permettra d'aboutir
à une modélisation statistique �dèle au comportement des coe�cients d'ondelettes.
Nous pourrons en déduire une méthode de quanti�cation et d'allocation des débits
adaptées au modèle de représentations des données. Nous aborderons ainsi plus en
détails la distribution de Fisher déja introduite lors du chapitre 1.
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3. Vers une méthodologie de compression adaptée à la représentation des données
complexes

3.1 Représentation dans le plan complexe et mesure de
distorsion

3.1.1 Représentation cartésienne et polaire

Soit z(m; n) = i (m; n) + j q(m; n) 2 C un pixel complexe de l'image SLCZ de taille
M � N où f i; qg correspondent respectivement à la partie réelle et imaginaire (i pour In
Phaseet q pour In Quadrature). La représentationcartésienne de l'image dans le plan
complexe s'exprime sous la formeZ = I + jQ .
On introduit également la représentationpolaire où z(m; n) = a(m; n)ej� (m;n ) et f a; � g
sont respectivement associés au module (amplitude) et à la phase. La représentation po-
laire de l'image dans le plan complexe s'exprime alors sous la formeZ = Aej � .

Le module et la phase sont reliés aux parties réelle et imaginaire par les relations :

i = acos� 2 R

q = asin� 2 R

a =
p

i2 + q2 2 [0; + 1 ]

� = arctan (
q
i
) 2 [0; 2� ]

On notera de manière analoguêz(m; n) = ~i (m; n) + j ~q(m; n) = â(m; n)ej �̂ (m;n ) 2 C le
pixel de l'imageẐ reconstruit après décompression.

La compression avec pertes introduit une dégradation irréversible. De manière à pou-
voir évaluer une méthode de compression, il est donc nécessaire de comparer la qualité
de l'image décompressée avec l'image originale. Dé�nir un critère de qualité reste très
di�cile car il dépend de l'application. Une bonne qualité peut être synonyme de défauts
imperceptibles à l'oeil nu, de préservation des contours, des structures géométriques... Les
critères à mettre en oeuvre sont alors spéci�ques à l'utilisation ultérieure des images.
Néanmoins, un critère largement utilisé est la distorsion qui est une mesure de di�érence
entre les deux images. De l'avis de la communauté radariste,ce critère global ne permet
pas à lui tout seul d'évaluer la qualité d'un système de compression d'images RSO. Nous
proposerons ainsi au chapitre 6, un ensemble de critères plus spéci�ques à la caractérisa-
tion de la qualité d'images RSO SLC. Cependant, le critère dedistorsion est une mesure
pour laquelle il existe un certain nombre de résultats connus d'un point de vue théorie de
l'information. Les techniques de quanti�cation s'appuient en général sur la minimisation
de la distorsion a�n d'optimiser le système de compression.Citons en particulier la distor-
sion quadratique basée sur la normeL2 à partir de laquelle on dérive la mesure d'"Erreur
Quadratique Moyenne"(EQM).
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3.1. Représentation dans le plan complexe et mesure de distorsion

3.1.2 Distorsion quadratique

Soit le vecteur aléatoire complexe à 2 dimensionsZ = f I; Q g = f A; � g suivant les
notations introduites précédemment etẐ le vecteur quanti�é. La distorsion quadratique
s'écrit :

D = EZ (jZ � Ẑ j2)

= E I;Q (jI � ~I j2 + jQ � ~Qj2)

=
Z + 1

�1

Z + 1

�1
[(i � ~i )2 + ( q � ~q)2]pI;Q (i; q)didq;

=
Z 2�

0

Z + 1

0
[(acos� � â cos�̂ )2 + ( asin� � â sin �̂ )2]p� ;A (�; a ):dad�

=
Z 2�

0

Z + 1

0
[a2 � 2aâcos (� � �̂ ) + â2]p� ;A (�; a )dad�

=
Z + 1

0
(a � â)2pA (a)da+

Z + 1

0

Z 2�

0
2aâ[1 � cos(� � �̂ )]p� ;A (�; a )dad�

D = EA [ (A � Â)2 ] + 2EA; � [AÂ(1 � cos(� � �̂ )]

(3.1)

Si l'on suppose une distribution circulaire du vecteur Z telles que les variables aléa-
toires A et � soient indépendantes, la distribution conjointe s'exprime en fonction des
distributions marginales suivant la relation :

p� ;A (a; � ) = pA (a)p� (� ) (3.2)

avecp� (� ) = 1
2� ; � 2 [0; 2� ]

A partir de cette hypothèse, la distorsion quadratique s'écrit alors :

D =
Z + 1

0
(a � â)2pA (a)da +

Z + 1

0
2aâpA (a)da

Z 2�

0
[1 � cos(� � �̂ )]p� (� )d�;

= EA [ (A � Â)2 ] + 2E � [1 � cos(� � �̂ )]:EA [AÂ];

D = DA + D � =A (3.3)

Le passage en coordonnées polaires permet donc de séparer deux termes distincts :

� la distorsion quadratique associée au module :DA = EA [(A � Â)2].

� un terme de distorsion associé à la phase et pondéré par un terme quadratique d'am-
plitude : D � =A = 2E � [1 � cos(� � �̂ )]:EA [AÂ]. Nous introduisons la notationD � =A

dans le sens où la distorsion de phase est conditionnée par leterme produit sur
l'amplitude (bien que d'un point de vue statistique, la phase et l'amplitude soient
considérées comme des variables indépendentes).

En ne considérant que le terme2E � [1 � cos(� � �̂ )] et un développement limité au 1er
ordre sur une analyse haute-résolution (� � �̂ ), on retrouve la distorsion quadratique sur
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la phase :

2E � [1 � cos(� � �̂ )] � E � [(� � �̂ )2] = D �

D'après les caractéristiques statistiques du chatoiementétudiées au chapitre 1, on
considère que les parties réelles et imaginaire de l'image SLC forment un vecteur gaussien
circulaire où l'amplitude est indépendante de la phase. La distorsion dans le plan complexe
peut donc s'exprimer de deux manières di�érentes suivant que l'on considère l'image SLC
par le couple partie réelle/imaginaire où par le couple amplitude/phase :

D = D I + DQ = DA + D � =A (3.4)

avecD I = E I [jI � ~I j2] et DQ = EQ [jQ � ~Qj2].
L'estimation empirique de la distorsion sur les données aboutit à la dé�nition de

l'erreur quadratique moyenne. Dans le plan complexe, elle s'exprime par :

EQM =
1

M � N

MX

m=1

NX

n=1

jz(m; n) � ẑ(m; n)j2

=
1

M � N

MX

m=1

NX

n=1

�
[ i (m; n) � ~i (m; n) ]2 + [ q(m; n) � ~q(m; n) ]2

�

EQM =
1

M � N

MX

m=1

NX

n=1

( a(m; n) � â(m; n) )2

+
2

M � N

MX

m=1

NX

n=1

a(m; n) â(m; n)[1 � cos(� (m; n) � �̂ (m; n) ) ] (3.5)

d'après l'équation (3.3).
Une mesure plus explicite est le rapport signal sur bruit (RSB) donné par l'expression

suivante :

RSB = 10 log10

" P M
m=1

P N
n=1 jz(m; n)j2

P M
m=1

P N
n=1 jz(m; n) � ẑ(m; n)j2

#

(3.6)

(3.7)
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3.2 Représentation des données SLC et méthodologies
d'approches pour la compression

Le chapitre 2 nous a permis d'avoir une approche globale sur diverses techniques
de compression. Dans le cadre de ce manuscrit, la compression fait intervenir 3 étapes
essentielles que sont :

� La représentation du signal dans un espace propice à la compression des données
(transformée).

� La quanti�cation des données issues de la transformée.
� Le codage entropique des symboles représentatifs des coe�cients quanti�és.

L'utilisation des ondelettes comme modèle de représentation des données détectées
en imagerie RSO a permis de donner des résultats très intéressants de par les propriétés
d'approximation liées à leur support compact, leur régularité, leurs moments nuls, leur
symétrie. Dans un contexte de compression de données de nature complexe, il convient
de se poser la question suivante : sous quelle forme représenter les données avant et après
transformée ?

La stratégie de quanti�cation constitue également un pointclé sur l'e�cacité de la
compression puisque c'est à ce niveau que seront introduites les pertes sur les données.
Cette quanti�cation doit donc être adaptée aux caractéristiques des données, c'est à dire
en particulier à leur représentation dans le domaine complexe. Quelle stratégie adopter ?

Le cas du codeur entropique est plus simple à régler. En e�et,le codeur entropique uti-
lisé sera le codeur arithmétique car il permet rapidement deconverger vers l'entropie des
symboles à encoder pour peu que l'estimation des probabilités dépendante d'un contexte
(prise en compte de l'information apportée par les pixels voisins par exemple) et associées
aux index soit �able. Le codeur arithmétique contextuel estnotamment utilisé dans les
codecs classiques que sont JPEG2000 [93], SPIHT [81] et autres nombreux algorithmes
de compression.

3.2.1 Approche 1 : Représentation cartésienne avant et aprè s
transformée

Il s'agit de considérer l'image RSO complexeZ comme formée d'une partie réelle et
imaginaire Z = I + jQ . Il est alors naturellement possible de dé�nir une transformée en
ondelettes sur les pixels complexesz = i + jq 2 C. Le signal étant complexe, on se peut
naturellement se poser la question suivante : y aurait-il unavantage particulier à utiliser
une transformée en ondelettes complexes pour analyser des données de nature complexe ?

Pour répondre à cette question, nous avons vu (Ÿ 2.5.2) que Ives et al ont étudié
les di�érences de qualité de l'algorithme de quanti�cationpar arbre de zéros EZW [82]
appliqué séquentiellement sur partie réelle et imaginaire[43]. La comparaison portait sur
l'utilisation d'une famille d'ondelettes symétriques complexes de Daubechies à 6 et 10
coe�cients et d'ondelettes orthogonales de Zang et al [114]. La conclusion de cette étude
montre que la transformée en ondelettes à valeurs complexe n'apporte pas de gain en terme
de qualité de reconstruction pour des taux de compression de12 :1 à 4 :1. On notera par
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ailleurs que l'utilisation d'ondelettes complexes augmente sensiblement la complexité de
calcul de la transformée à cause des termes croisés. De par les propriétés de linéarité de
la transformée en ondelettes et si les coe�cients des �ltresf g0[n]g 2 R et f g1[n]g 2 R
respectivement représentatifs des fonctions d'échelle etondelettes sont à valeurs réelles,
on a de manière évidente :

DW T (I + jQ ) () DW T (I ) + j:DW T (Q) = I DW T + j:Q DW T

où I DW T et QDW T correspondent à l'ensemble des coe�cients d'ondelettes issus respecti-
vement de la DWT de la partie réelle et imaginaire de l'image originale.

Nous obtenons donc deux images transformées. La première méthode de compression
que nous proposons concerne la quanti�cation progressive des coe�cients des images de
partie réelle et imaginaire suivant une approche similairede celle proposée par Ives [43].
Les di�érences majeures entre les approches de quanti�cation des coe�cients d'ondelettes
par plan de bits reposent sur la capacité à prédire ou à estimer au mieux le comporte-
ment local des coe�cients. Citons par exemple les algorithmes par arbres de zéros qui
exploitent la corrélation des coe�cients inter-échelles (du type EZW [82] de Shapiro ou
SPIHT de Said et Pearlman [81]). En fonction du comportementdes coe�cients voisins,
d'autres méthodes consistent à introduire un codage contextuel des coe�cients d'onde-
lettes (ECECOW de X. Wu [110] ou EBCOT de D. Taubman [92]).
Ordentlich et al [22] ont introduit une classi�cation des coe�cients basée sur le prin-
cipe qu'il faut transmettre en priorité les coe�cients o�ra nt le meilleur compromis débit-
distorsion (c'est à dire les coe�cients qui apportent la plus forte décroissance de distor-
sion moyennant un coût de codage le plus faible possible). Enfonction des plans de bits
considérés, l'algorithme TCE (Tarp-�lter-based system and Classi�cation of coe�cients
to achieve Embedding) de C. Tian and S. S. Hemami [98] s'inspire de cette approche en
introduisant une classi�cation des coe�cients d'ondelettes suivant leur "potentiel" à de-
venir signi�catif par rapport au plan de bit considéré.
Avec l'algorithme SPIHT, nous avons sélectionné l'algorithme TCE pour son e�cacité
comparable à JPEG2000 [93] et sa faible complexité. Une description plus détaillée de
l'algorithme TCE sera faite au chapitre 4.

Indépendamment de toute stratégie de quanti�cation, la transformée en ondelettes
a pour particularité de concentrer l'énergie des coe�cients dans les sous-bandes basses
fréquences. Il est donc important que le spectre de l'image SLC à compresser soit centré
autour de la fréquence nullef = 0. Or, nous avons vu qu'au chapitre 1 un dépointage
de l'antenne du capteur entraîne un décalage fréquentiel duspectre de l'image complexe
dans le sens azimutal ("Doppler Centroïd"). Il convient donc de recentrer le spectre de ces
images en estimant le décalage fréquentiel sur le spectre del'image obtenue après transfor-
mée de Fourier Discrète (DFT). Une fois le spectre rencentré, la transformée de Fourier
Discrète Inverse (IDFT) permettra ensuite de revenir dans l'espace image. Le recalage
fréquentiel du "Doppler Centroïd" sera bien entendu réappliqué après décompression de
l'image.

La �gure 3.1 illustre ainsi le synoptique de la chaîne de traitement proposée et que
l'on notera TCE-IQC ou SPIHT-IQC (IQC pour In Phase and In Quadrature Coding)
en fonction de l'algorithme de quanti�cation choisi.
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FFT

Estimation du Doppler Centroid

Translation de spectre

IFFT FFT

IFFT

Image SLC
Image SLC
reconstruite

Translation de spectre Inverse

DWT DWT IDWTIDWT

QuantificationQuantification

Fichier binaire Fichier binaire
Canal de transmission

Decodage Entropique Decodage Entropique 

SPIHT, TCE SPIHT, TCE SPIHT, TCE SPIHT, TCE 

et  codage cntropique et  dequantification et  dequantificationet  codage cntropique

I Q ~I ~Q

Fig. 3.1 � TCE-IQC : principe de la compression d'une image SLC basée sur transformée
en ondelettes de la partie réelle et imaginaire. Les coe�cients issus des images de partie
réelle et imaginaire sont codés de manière indépendante parune méthode basée sur les
arbres de zéros (SPIHT [81]) ou par classi�cation des coe�cients (TCE [98]).
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3.2.2 Approche 2 : Représentation cartésienne avant transf ormée
et polaire après transformée

Comme nous l'avons vu précédemment, la transformée en ondelettes d'une image com-
plexe appliquée séquentiellement sur la partie réelle et imaginaire permet une représenta-
tion des coe�cients dans le plan complexe. Chaque coe�cientest ainsi obtenu au départ
sous sa représentation cartésiennec = x + j:y; f x; yg 2 R2. Représenté sous sa forme po-
laire, un coe�cient d'ondelette est noté suivant l'expression :

c = a:ej� a 2 [0; +1 ] � 2 [0; 2� ]

où a et � correspondent respectivement au module et à la phase du coe�cient c.

La représentation polaire des coe�cients d'ondelettes permet d'envisager une quanti-
�cation polaire adaptée à ce type de représentation. Citonsnotamment la technique UPQ
(Unrestricted Polar Quantization) [108] où les données complexes sont quanti�ées suivant
leur module et leur phase. La particularité de cette méthode(qui peut être vue comme
une quanti�cation vectorielle de dimension 2) est d'attribuer un pas de quanti�cation aux
données de phase di�érent suivant le niveau d'amplitude correspondant. Si l'on se �xe
une contrainte de débit, la quanti�cation polaire optimaleconsiste à trouver le meilleur
compromis débit-distorsion au sens du minimum de l'erreur quadratique moyenne. En
introduisant une contrainte entropique sur les index de quanti�cation, nous proposons
d'utiliser une Quanti�cation Polaire Non-restreinte à Contrainte Entropique (ECUPQ :
Entropy Constrained Unrestricted Polar Quantization [103]) appliquée aux sous-bandes
de l'image transformée.
Comme nous le verrons au chapitre 4, la construction d'un quanti�cateur polaire optimal
nécessite de connaître la distribution du module et de la phase des coe�cients d'onde-
lettes complexes. En conséquence, il conviendra dans un premier temps de chercher à
caractériser ces densités à partir de modèles de distribution adaptés aux statistiques des
coe�cients. Cette étape sera abordée à la section 3 de ce chapitre.
La �gure 3.2 illustre ainsi le principe de cet algorithme quel'on notera WECUPQ (Wa-
velet and Entropy Constrained Unrestricted Polar Quantization).
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FFT
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Fig. 3.2 � Méthode WECUPQ : principe de la compression d'une imageSLC basée sur
DWT à partir de la représentation module/phase des coe�cients d'ondelette et quanti�-
cation polaire par la méthode ECUPQ.
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3.2.3 Approche 3 : représentation polaire avant transformé e et
compression indépendante module/phase

La troisième approche consiste à considérer l'image RSO SLCsous sa réprésenta-
tion polaire Z = Aej � . Les données d'amplitude ont la particularité d'avoir un spectre
beaucoup plus concentré en basses fréquences avec une décroissante en1=f [38]. Des
algorithmes classiques du type SPIHT peuvent ainsi être appliqués sur l'image d'ampli-
tude après transformée en ondelettes. A titre de comparaison par rapport aux méthodes
de quanti�cation par arbres de zéros, nous avons choisi l'algorithme TCE de Tian et
Hemami [98]. Il est utile de remarquer que la compression desdonnées d'amplitude ne
nécessite pas une translation du spectre de l'image SLC, le spectre de l'image d'amplitude
étant centré autour de la fréquence nulle.
La question relative à la représentation amplitude/phase de l'image SLC dépend plus
spéci�quement de la compression de l'image de phase. Celle-ci étant considérée comme
une source fortement décorrélée sans structure géométrique exploitable par une analyse
multi-résolution, nous proposons en particulier une quanti�cation vectorielle à l'aide de
l'algorithme GLA décrit au chapitre 2. L'image d'amplitude étant comprimée séparem-
ment de l'image de phase, cette méthode ne prend pas compte lanature complexe de
l'image. Il parait donc illusoire d'espérer obtenir une qualité globale de l'image SLC qui
soit meilleure que les approches précédentes. Néanmoins, cette approche o�re l'interêt
de pouvoir contrôler séparemment la qualité de reconstruction de l'image de phase et
de l'image d'amplitude. Le synoptique de la �gure 3.3 illustre cette approche où images
d'amplitude et de phase sont compressées indépendamment l'une de l'autre. Nous ferons
référence à cette technique par l'acronymeTCEAC-IPQ (TCE Amplitude Coding and
Independant Phase Quanti�cation).

92



3.2. Représentation des données SLC et méthodologies d'approches pour la compression

Image SLC
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Fig. 3.3 � TCEAC-IPQ : Principe de la compression d'une image SLC àpartir d'une
quanti�cation indépendante du module et de la phase. L'image d'amplitude est encodée
par un algorithme de quanti�cation des coe�cients d'ondelettes (SPIHT ou TCE). La
phase est quanti�ée vectoriellement.
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3.2.4 Approche 4 : Représentation polaire avant transformé e et
compression de la phase dépendante du module

Si l'on souhaite se placer dans le cadre d'une minimisation de l'erreur quadratique
moyenne du pixel à valeur complexe, la formule (3.3) montre que la distorsionD � =A as-
sociée à la phase est pondérée par un terme dépendant du niveau d'amplitude. Ce terme
est d'autant plus important que le pixel est de forte énergie.

La minimisation de ce terme implique que la phase d'un pixel de forte amplitude (point
brillant par exemple) doit être quanti�ée avec une dégradation plus faible que la phase
d'un pixel de faible amplitude (zone d'ombre par exemple) demanière à "compenser"
l'e�et du terme de pondération. Ce choix peut paraître arbitraire mais il est cohérent
avec les quanti�cateurs polaires non restreints où la phasedes pixels d'amplitude élevée
est quanti�ée avec une distorsion réduite.

Dans le cas de �gure qui nous intéresse, l'image d'amplitudepeut être comprimée par
des algorithmes spéci�ques. De manière analogue à la méthode TCEAC-IPQ proposée
précédemment, nous utiliserons l'algorithme TCE pour comprimer l'image d'amplitude.

Concernant la phase de l'image, nous proposons une méthode dénommée CSPQ (Condi-
tionnal Scalar Phase Quantization) où les données de phase sont quanti�ées scalairement
et conditionnellement au niveau d'amplitude du pixel, de manière à minimiser la fonc-
tion de distorsion associée au termeD � =A . Cette méthode di�ère de l'approche précédente
où la quanti�cation de la phase est réalisée indépendammentde toute considération sur
le niveau d'amplitude du pixel.

Un argument supplémentaire permet de justi�er les fondements de cette approche :
la construction d'un interférogramme multivue (formule 1.22) consiste à moyenner le
produit hermitien sur une fenêtre de pixels. Dans le repère complexe, ceci correspond par
conséquent à réaliser une marche aléatoire par une sommation des vecteurs complexes.
Intuitivement, il est naturel de penser que plus le module d'un vecteur particulier de cette
somme sera élevé, plus ce dernier in�uera sur la direction globale du vecteur somme. En
d'autres termes, la phase approximative du vecteur somme sera fortement in�uencée par
la phase des vecteurs de forte énergie. Ce raisonnement est illustré par la �gure 3.4. Il
parait donc naturel de privilégier une distorsion plus faible concernant la quanti�cation
de la phase des pixels de forte amplitude.

La phase étant quanti�ée conditionnellement à l'amplitudedu pixel, il est évident que
le quanti�cateur et le déquanti�cateur de phase doivent avoir pour argument une valeur
d'amplitude identique . Le décodeur n'ayant accès qu'à la version quanti�ée de l'image
d'amplitude, il convient donc de baser la quanti�cation de la phase une fois que l'image
d'amplitude compressée a étéreconstruite . Le chapitre 4 est en partie consacré à la
construction et à l'optimisation d'un tel quanti�cateur.

La �gure 3.5 illustre le principe de ce codeur que l'on nommera TCEAC-CSPQ
(TCE Amplitude Coding and Conditionnal Scalar Phase Quantization).
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Fig. 3.4 � Illustration de l'importance de la phase en fonction duniveau d'amplitude des
vecteurs formant une marche aléatoire. Le trait bleu représente un ensemble de vecteurs
dans le plan complexe. Le vecteur noir représente la somme des vecteurs élémentaires. La
phase du vecteur somme (i.e l'argument) est beaucoup plus dépendante de la phase des
vecteurs de forte amplitude que de la phase des vecteurs de faible amplitude.
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ÂDW TÂDW T
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Fig. 3.5 � TCEAC-CSPQ : Principe de compression de l'image d'amplitude indépen-
damment de la phase par l'algorithme TCE. L'image d'amplitude reconstruite permet de
quanti�er scalairement la phase en fonction du module du pixel reconstruit (CSPQ).
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3.2.5 Conclusion

Nous avons proposé 4 méthodes de compression d'image basée sur la transformée en
ondelettes et la représentation des données à adopter pour l'algorithme de quanti�cation.
A�n de pouvoir construire les quanti�cateurs adaptés aux diverses sources à quanti�er, il
est nécessaire par la suite de connaître avec précisions leur densité de probabilité. Nous
nous attacherons en particulier à caractériser dans la section suivante :

� La d.d.p. des données d'amplitude de l'image SLC, nécessaire à la construction du
quanti�cateur de phase conditionnellement à l'amplitude de l'algorithme TCEAC-
CSPQ.

� La d.d.p. du module et de la phase des coe�cients d'ondelettes intervenant dans
l'algorithme WECUPQ.
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3.3 Loi de Fisher pour les données SLC et caractérisa-
tion avant/après DWT

Nous avons introduit au chapitre 1, une présentation succinte des modèles utilisés pour
caractériser le chatoiement pleinement et non pleinement développé de l'image d'inten-
sité (amplitude au carré). La distribution de Fisher ne présente pas de lien direct avec la
physique de propagation des ondes mais demeure un outil mathématique qui modélise de
manière adéquate plusieurs zones d'images RSO détectées (intensité, amplitude).
La souplesse de cette distribution permet ainsi d'approcher une large palette de distribu-
tions comme la loi Gamma, Gamma Inverse, Log-Normale ou encore loi K classiquement
utilisées comme modèles associés à l'amplitude ou l'intensité de l'image.
En complément des distributions de type Gaussienne Généralisée ou Laplacienne clas-
siquement retenues pour modéliser la distribution des coe�cients d'ondelettes à valeurs
dansR [57], nous verrons également que la distribution de Fisher permet de caractériser
la distribution du module des coe�cients d'ondelette à valeurs dansC.
L'intérêt de cette approche est de pouvoir dé�nir un modèle �able de distribution qui sera
ensuite utilisé pour optimiser la quanti�cation des coe�cients suivant la minimisation de
la distorsion quadratique .
L'estimation des paramètres de la loi de Fisher est cependant délicate voire impossible
par les méthodes statistiques classiques (maximum de vraisemblance, méthodes des mo-
ments). La solution proposée par J.M. Nicolas consiste à utiliser les statistiques de seconde
espèce dé�nies à partir de la transformée de Mellin [69].

3.3.1 Caractérisation statistique de l'image d'amplitude

Loi de chatoiement et transformée de Mellin

Le modèle gaussien circulaire du chatoiement abordé au chapitre 1 suppose que la zone
observée est homogène tant à l'échelle du pixel qu'à l'échelle de la fenêtre d'analyse. Nous
avons vu alors que l'image en intensité suivait une loi Gammagéneralisée dont l'expression
est donnée par (� = 1 une fois normalisé) :

S(x) =
L

�( L)
(Lx )L � 1e� Lx L � 0 (3.8)

Si la zone observée n'est pas homogène, il convient de prendre en compte la texture
de la scène sous-jacente. Connaissant la loiG(xj� ) correspondant à la zone homogène (x
étant la variable aléatoire d'amplitude ou intensité), et la loi de texture sous -jacenteP(� )
de paramètre� , on peut écrire la loi suivie par les pixels de l'image à partir de la formule
de Bayes :

Q(x) =
Z + 1

0
G(xj� )P(� )d� (3.9)
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La loi du chatoiement peut alors s'écrireG(xj� ) = 1
� S( x

� ) avec S correspondant à la
loi de probabilité normalisée (� = 1). On retrouve alors la caractérisation du bruit de type
multiplicatif. La distribution Q(x) s'écrit alors :

Q(x) =
Z + 1

0
S(

x
�

)P(� )
d�
�

= ( S�̂ P)

(3.10)

où �̂ représente la convolution de Mellin ou convolution "multiplicative". L'opérateur de
transformée de Mellin notéM a pour propriété :

M (Q) = M (S�̂ P) = M (S):M (P) (3.11)

A l'instar de la première fonction caractéristique de première espèce dé�nie par la
transformée de Fourier de la fonction de densité de probabilité, la première fonction ca-
ractéristique de seconde espèce est dé�nie par la transformée de MellinM . Il s'agit d'une
fonction dé�nie sur R+ . Son expression est donnée par [76] :

� x (s) =
Z + 1

0
us� 1px (u)du (3.12)

où s est un nombre complexe appelé variable de Mellin. Pours = 1, on retrouve
l'expression

R+ 1
0 px (u)du = 1.

Les lois utilisées en imagerie RSO permettant de modéliser le chatoiement et la texture
sous-jacente ont des transformées de Mellin déja calculéeset tabulées. On peut supposer
que la texture sous-jacente suit une loi Gamma de paramètre� et M telle que :

P(x) =
1

�( M )
M
�

�
Mx
�

� M � 1

e� Mx
� (3.13)

A partir du modèle de chatoiement distribué suivant une loi Gamma telle queS � G [1; L],
on montre alors que l'image RSO en intensité suit une loi K largement utilisée en imagerie
RSO et d'expression :

K[�; L; M ](x) = G[1; L](x)�̂G [�; M ](x) =
1

�( L)�( M )
2LM

�

�
LMx

�

� L + M
2 � 1

K M � L

"

2
�

LMx
�

� 1
2

#

(3.14)
où K est la fonction de Bessel modi�ée de seconde espèce.

On peut également utiliser une loi de scène sous-jacente dite à "queue lourde" comme
la loi Gamma InverseIG dont la d.d.p est donnée par :

P(x) =
1

�( M )
1

M�

�
Mx
�

� M +1

e� Mx
� ; M � 0 (3.15)

En conservant le modèle de chatoiement suivant la loi Gamma,on en déduit par
convolution de Mellin (formule 3.10) la d.d.p de la loi de Fisher à 3 paramètres :

F [�; L; M ](x) = G[1; L](x) �̂ IG [�; M ](x) =
�( L + M )
�( L)�( M )

L
M�

( Lx
M� )L � 1

(1 + Lx
M� )L + M

(3.16)
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Comme nous l'avons mentionné dans le chapitre 1, cette loi issue d'une "combinaison"
d'une loi Gamma à "tête lourde" et d'une loi Gamma Inverse à "queue lourde" semble
bien adaptée expérimentalement au tissu urbain mais également à la caractérisation du
chatoiement en zone homogène. Il est cependant di�cile d'estimer expérimentalement les
paramètres d'une telle loi à partir des statistiques classiques de première espèce. Il convient
donc de poursuivre l'analyse basée sur la transformée de Mellin à partir de laquelle il est
possible de dé�nir les statistiques de seconde espèce (ou log-statistiques).

Statistiques de seconde espèce

Pour une variable aléatoirex à valeur dansR et de densité de probabilitépx (x), la
première fonction caractéristique est par dé�nition et si celle-ci existe, sa transformée de
Fourier :

Fx (v) =
Z + 1

�1
ejvu px (u)du

A partir des propriétés bien connues de la transformée de Fourier, on en déduit une
dé�nition équivalente des moments classiques d'ordren :

mn =
Z + 1

�1
unpx (u)du = ( � j )n dn Fx (v)

dvn

�
�
�
�
v=0

(3.17)

En appliquant une démarche identique pour les variables à valeurs dansR+ , on dé�nit
les moments de seconde espèce (ou log-moments) [23] à l'aidede la fonction caractéristique
de seconde espèce donnée par la transformée de Mellin� x (s) de la densité de probabilité
(formule 3.12) :

~mn =
Z + 1

0
(log x)n p(x) dx =

dn � x (s)
d sn

�
�
�
�
s=1

(3.18)

On dé�nit également la seconde fonction caractéristique deseconde espèce :

 x (s) = log(� x (s)) (3.19)

A l'aide des propriétés de la transformée de Mellin, la seconde fonction caractéristique
de seconde espèce permet d'obtenir les cumulants de secondeespèce ou log-cumulants :

~� r =
dr  (s)

dsr

�
�
�
�
s=1

(3.20)

Les relations entre log-moments et log-cumulants sont similaires à celles obtenues avec
les moments et cumulants de première espèce [26] :

~� 1 = ~m1

~� 2 = ~m2 � ~m2
1

~� 3 = ~m3 � 3 ~m1 ~m2 + 2 ~m3
1
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En appliquant la dé�nition 3.20, le tableau 3.1 donne les 3 premiers log-cumulants
concernant les distributions de type GammaG[�; L ], Gamma InverveIG [�; M ] et Fisher
F [�; L; M ].

Loi Paramètres ~� 1 ~� 2 ~� 3

G �; L L � 0

log(� ) + 	( L) � log(L) 	(1 ; L) 	(2 ; L)

IG �; M M � 0

log(� ) � 	( M ) + log( M ) 	(1 ; M ) � 	(2 ; L)

F �; L; M

log(� ) + (	( L) � log(L))

� (	( M ) � log(M ))

	(1 ; L)

+	(1 ; M )

	(2 ; L)

� 	(2 ; M )

Tab. 3.1 � Expression des 3 premiers log-cumulants correspondant aux loi Gamma,
Gamma Inverse et Fisher.	 est la fonction Digamma [29] et	( n; L ) la fonction n-
Polygamma [29].

L'estimation empirique des 3 premiers log-cumulants se déduit des 3 équations précé-
dentes. En considérantN échantillonsx i , les estimateurs ont pour expression :

~̂� 1 =
1
N

NX

i =1

logx i

~̂� 2 =
1
N

NX

i =1

(log x i )2 �
�

1
N

NX

i =1

logxi

� 2

~̂� 3 =
1
N

NX

i =1

(log x i )3 �
1

N 2

� NX

i =1

logx i

�� NX

i =1

(log x i )2

�
+ 2

1
N 3

� NX

i =1

logx i

� 3

(3.21)
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Diagramme log-cumulants et caractérisation de la loi de Fis her

Il existe un système de classi�cation des densités de probabilité du système de Pear-
son obtenu à partir du diagramme(� 1 � � 2) où � 1 = m2

3
m3

2
correspond au biais (skewnessen

anglais et � 2 = m4
m2

2
à l'aplatissement (curtosis en anglais). Ces expressions sont dérivées

des moments centrés classiquesmn d'ordre n.
Malheureusement pour certaines distributions comme la loide Fisher à 3 paramètres, les
moments classiques ne sont pas dé�nis à partir de l'ordreM + 1 et conduisent à des ex-
pressions ayant une certaine "lourdeur mathématique", ce qui ne les rend pas facilement
exploitables.

J.M. Nicolas [69] a ainsi proposé une représentation suivant le diagramme (~� 2 � ~� 3)
comme le montre la �gure 3.6. Ce diagramme permet de caractériser une distribution
en fonction de l'ensemble décrit par les log-cumulants associées à la loi de probabilité
recherchée.
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k3

k2

Loi de Nagakami Inverse 

Loi Gamma Inverse Loi Gamma 

Loi de Nagakami 

Loi Log-normale 

Loi de Fisher 

Fig. 3.6 � Diagramme Log-cumulants(~� 2 � ~� 3). A partir des ensembles décrits par les
log-cumulants, il est possible de caractériser les distributions classiquement utilisées en
imagerie RSO.

Les log-cumulants caractéristiques des lois Log-Normale,K, Gamma, Gamma Inverse,
Rayleigh-Nagakami ne couvrent qu'une partie du diagramme(~� 2 � ~� 3). En revanche, l'en-
semble des log-cumulants de la loi de Fisher à 3 paramètres couvre un espace plus large
dont les limites correspondent aux log-cumulants de lois Gamma et Gamma Inverse. Ceci
conforte le potentiel de cette densité de probabilité et sa capacité à se conformer empiri-
quement à plusieurs modèles de distributions classiques.
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Estimation des paramètres

La prise en compte d'une loi pour la texture conduit à des distributions pouvant avoir
3 paramètres comme c'est la cas pour la loi de Fisher. L'estimation des paramètres peut se
faire de plusieurs manières mais de nombreux problèmes surviennent quant aux di�érentes
méthodes classiquement utilisées.

� La méthode du maximum de vraisemblance est souvent inappliquable en particulier
pour les lois K et Fisher [69] car les expressions n'existentpas.

� Les moments de la loi de FisherF [�; L; M ] d'ordre M + 1 ne sont pas dé�nis, ce
qui rend di�cile l'utilisation de la méthode des moments.

En revanche, la méthode des log-moments semble pouvoir s'utiliser dans de nombreux
cas et en particulier pour la loi de Fisher. Le tableau 3.1 montre ainsi clairement que les
log-cumulants d'ordre 2 et 3 ne dépendent que du paramètre deforme L ou M des lois
Gamma ou Gamma Inverse. Cette dépendance est néanmoins implicite. En revanche, la
monotonie des fonctions polygamma	 permet de résoudre numériquement des équations
car il n'existe pas d'expression analytique [26].

La méthode des Log-moments appliquée au modèle de FisherF [�; L; M ] nécessite
ainsi la résolution numérique d'un système de deux équations à deux inconnues (̂L et
M̂ ) à partir des log-cumulantsf ~̂� 2; ~̂� 3g empiriquement estimés sur une région de l'image.
D'après les équations 3.21 et les expressions du tableau 3.3.1, le système à résoudre est
donné par :

(
~̂� 2 = 	(1 ; L̂ ) + 	(1 ; M̂ )

~̂� 3 = 	(2 ; L̂ ) � 	(2 ; M̂ )

La méthode numérique proposée par J.M. Nicolas [69] est la suivante :

1. Initialiser les valeursLo et Mo :

	(1 ; L̂o) =
~̂� 2

2
	(1 ; M̂o) =

~̂� 3

2

2. Choisir L̂ < M̂

3. Itérer jusqu'à convergence :
� calculer 	(2 ; L i ) � 	(2 ; M i )
� incrémenter M i selon le gradient dê~� 3 : on obtient M i +1 .
� calculer L i +1 tel que 	(1 ; L i +1 ) + 	(1 ; M i +1 ) = ~̂� 2.

La convergence de cet algorithme est très rapide. Connaissant les valeurs estimées
L̂ et M̂ , le log-cumulant ~̂� 1 permettra de déterminer le paramètrê� par résolution de
l'équation :

~̂� 1 = log( �̂ ) + (	( L̂ ) � log(L̂ )) � (	( M̂ ) � log(M̂ ))
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Distribution de Fisher Généralisée

Concernant la loi de Fisher, le diagramme Log-cumulants(~� 2 � ~� 3) montre que la
limite de caractérisation est donnée par l'ensemble des log-cumulants ~̂� 2 et ~̂� 3 associés
aux distributions Gamma et Gamma Inverse. Ainsi, il n'est pas possible d'approcher la
distribution d'une variable distribuée suivant une loi de Rayleigh-Nagakami à l'aide d'une
distribution de Fisher. En e�et, comme le montre la �gure 3.6, les log-cumulants d'ordre
2 et 3 associés à la loi de Rayleigh-Nagakami se trouvent en dehors de la zone couverte
par les les log-cumulants de la loi de Fisher.

Nous cherchons donc dans un premier temps à modi�er ou à généraliser la distribution
de Fisher de manière à "élargir" l'espace de caractérisation de cette loi. Soitu une variable
aléatoire distribuée suivant la loi de Fisheru � F [�; L; M ]. Il est tout à fait possible
de dé�nir une variable v correspondant à une puissance quelconque deu et telle que
v = g(u) = u� . Cette transformation peut être vue comme une "généralisation" de la loi
de Fisher suivant l'approche de McDonald [60].

Par changement de variable, on exprime ainsi facilement le passage de la d.d.pp(u) à
p� (v) :

p� (u) =
d g� 1(u)

d u
p(g� 1(u)) =

1
�

u( 1
� � 1):p(u

1
� ) (3.22)

En remplaçant p(u) par l'expression de la d.d.p de la loi Fisher (formule 3.16) dans
l'équation (3.22), on obtient la loi de Fisher Généralisée à4 paramètresFG[�; L; M; � ] :

p� (x) = FG[�; L; M; � ](x) =
1
�

x( 1
� � 1):

�( L + M )
�( L)�( M )

L
M�

( Lx
1
�

M� )L � 1

(1 + Lx
1
�

M� )L + M
(3.23)

A priori, aucune expression générale simple ne peut être obtenue avec les fonctions
caractéristiques de première espèce. Cependant, à partir des propriétés suivantes de la
transformée de Mellin, il est possible d'exprimer les relations entre les premières fonctions
caractéristiques de seconde espèce :

M [xap(x)](s) = �( s + a)

M [p(xa)](s) =
1
a

�(
s
a

)

où �( s) = M [p(x)](s) est la transformée de Mellin de la fonctionp(x)

A partir des deux propriétés précédentes, on en déduit alorsla relation suivante :

� � (s) = �( �s + 1 � � ) (3.24)

avec� � (s) = M [p� (x)](s) et �( s) = M [p(x)](s).
L'expression de la seconde fonction caractéristique de seconde espèce est obtenue par

dérivation logarithmique de l'expression (3.24). Nous pouvons alors en déduire la relation
entre les log-cumulants~� p� ;n d'ordre n associés à la distribution de Fisher Généralisée et
les log-cumulants de la loi de Fisher~� p;n :

~� p� ;n = � n :~� p;n (3.25)
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A partir de l'expression des log-cumulants associée à la loide Fisher (cf formules du
tableau 3.3.1), on en déduit :

~� p� ;1 = �: [ log(� ) + (	( L) � log(L)) � (	( M ) � log(M )) ]

~� p� ;2 = � 2:[ 	(1 ; L) + 	(1 ; M ) ]

~� p� ;3 = � 3:[ 	(2 ; L) � 	(2 ; M ) ] (3.26)

où 	 est la fonction Digamma [29] et	( n; L ) la fonction n-Polygamma [29].

L'ensemble des log-cumulants de la loi de Fisher à 4 paramètres couvre un espace
dépendant de la valeur du paramètre� et dont les limites correspondent aux caustiques
obtenues pourM ! + 1 et L ! + 1 . La �gure 3.7 représente ainsi l'espace de carac-
térisation de cette loi dans le diagramme(~� 2 � ~� 3). Cette généralisation de la loi Fisher
permet ainsi d'accroître la capacité à approcher empiriquement plusieurs modèles de dis-
tributions classiques, et en particulier les lois d'amplitude (en choississant� = 0:5).
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Fig. 3.7 � Ensemble des log-cumulants de la loi de Fisher Généralisée dans le diagramme
(~� 2 � ~� 3). Le domaine de caractérisation s'élargit en fonction de la décroissance du para-
mètre � .

La loi Fisher Généralisée permet ainsi de retrouver en particulier :

� La loi de Fisher pour � = 1 :
F [�; L; M ] � FG [�; L; M; � = 1] .

� La loi Gamma pour � = 1 et M ! + 1 :
G[�; L ] � FG [�; L; M ! + 1 ; � = 1] .

� La loi Gamma Inverse pour � = 1 et L ! + 1 :
IG [�; M ] � FG [�; L ! + 1 ; M; � = 1].

� La loi de Rayleigh-Nagakami pour� = 0:5 et M ! + 1 :
RN [�; L ] � FG [�; L; M ! + 1 ; � = 0:5].
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� La loi de Rayleigh-Nagakami Inverse pour� = 0:5 et L ! + 1 :
RN I [�; M ] � FG [�; L ! + 1 ; M; � = 0:5].

Estimation des paramètres

En observant le diagramme(~� 2 � ~� 3), on peut remarquer que le système 3.26 admet
une solution tant que les log-cumulants estimés empiriquement sur les données appar-
tiennent à l'espace de caractérisation. Nous utilisons ainsi la méthode suivante :

1. Fixer une valeur de� telle que j~̂� 3j < ~� p� ;3 et ~̂� 2 > ~� p� ;2. Cette condition stipule
simplement qu'il faut choisir � tel que les cumulants empiriques d'ordre 2 et 3
appartiennent à la zone de caractérisation de la loi Fisher Généralisée.

2. Trouver �; L; M véri�ant le système (3.26). La résolution de ce système se fait de
manière analogue à la méthode décrite précedemment pour lesparamètres de la loi
de Fisher.

Modèles de loi de Fisher et Fisher Généralisée sur les donnée s d'amplitude

Bien qu'une étude plus approfondie soit abordée par C.Tison[99] quant à la valida-
tion du modèle de Fisher sur divers types de textures extraites d'images RSO monovues
détectées, nous apporterons au lecteur ici quelques illustrations sur la modélisation des
données d'amplitude (ou intensité) par une distribution deFisher ou Fisher Généralisée
et dont les paramètres ont été estimés par la méthode des Log-moments.

Les �gures 3.8, 3.9, 3.10 représentent les histogrammes mesurés sur les zones analysées
ainsi que les fonctions de densité de probabilité des lois deFisher et Rayleigh-Nagakami
estimées suivant la méthode des Log-cumulants. On observe ainsi que le modèle de Fisher
est proche de la loi réelle des données d'amplitude.
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(a) (b)

Fig. 3.8 � (a) Image d'amplitude extraite de la ville d'Istres et acquise par le cap-
teur RAMSES (512x512).c ONERA. (b) Histogramme de l'image et modélisation par
une distribution de Fisher (en rouge). Paramètres :� = 0:067; L = 2:200; M = 7:492. La
courbe bleue représente l'estimation par la distribution de Fisher Généralisée. Paramètres :
� = 0:010; L = 1:1344; M = 2:075; � = 0:6.
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Fig. 3.9 � (a) Image d'amplitude extraite de la ville de Hyères et acquise par le cap-
teur RAMSES (512x512). c ONERA. (b) Histogramme de l'image et modélisation par
une distribution de Fisher. Paramètres :� = 0:158; L = 2:394; M = 3:702. La courbe
bleue représente l'estimation par la distribution de Fisher Généralisée. Paramètres :
� = 0:024; L = 0:9070; M = 1:115; � = 0:5.

La �gure 3.11 projette sur le diagramme(~� 2 � ~� 3) l'ensemble des Log-cumulants es-
timés empiriquement sur les images 3.8, 3.9 et 3.10. Les zones analysées correspondent
à des zones de végétation ou des zones urbaines contenant desbâtiments et plusieurs
forts ré�ecteurs. On peut remarquer que les log-cumulants estimés sur la dernière image
n'appartiennent pas au domaine de caractérisation par la loi Fisher. En introduisant le
paramètre � = 0:5 de la loi de Fisher Généralisée, il est alors possible de caractériser la
distribution des pixels de cette image.

En résumé, la loi de Fisher modélise �dèlement la distribution des images RSO d'am-
plitude (ou intensité). L'approche des statistiques de seconde espèce a permis de fournir
les expressions simples et facilement exploitables des Log-cumulants associées aux lois à
valeurs dansR+ . La méthode des Log-moments dérivées des statistiques de seconde espèce
donne ainsi la possibilité d'avoir une estimation �able desparamètres de la loi de Fisher.
Dans le cadre de la compression d'image RSO complexe, nous avons proposé une quanti-
�cation de l'information de phase directement dépendante de l'amplitude du pixel corres-
pondant (méthode TCEAC-CSPQ). Nous utiliserons en particulier le modèle de Fisher
a�n d'optimiser la construction du quanti�cateur scalaire de la phase conditionnellement
à l'amplitude. L'étude détaillée de cet algorithme sera présentée au chapitre 4 de ce ma-
nuscrit.
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Fig. 3.10 � (a) Image d'amplitude d'une zone agricole issue du capteur RAMSES
(512x512). c ONERA. (b) Histogramme de l'image et modélisation par une distribution
de Fisher Généralisée. Paramètres :� = 0:022; L = 0:978; M = 3:862; � = 0:5 (courbe en
bleu). Paramètres :� = 0:016; L = 0:547; M = 1:1759; � = 0:3 (courbe en rouge).
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Fig. 3.11 � Log-cumulants estimés sur les images des �gures 3.83.9 et 3.10. La caractéri-
sation de l'amplitude par la loi de Fisher est possible pour les images d'Istres et Hyères.
En revanche, pour la dernière image, il convient d'élargir le domaine de caractérisation
par l'intermédiaire de la loi de Fisher Généralisée.
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3.3.2 Modèle de Fisher appliqué après DWT de l'image SLC

La méthode de compression WECUPQ proposée dans le cadre de cechapitre consiste
à réaliser une transformée en ondelettes sur les parties réelle et imaginaire de l'image SLC.
Les coe�cients ainsi obtenus sont de nature complexe, ce quiimplique qu'il est possible
de les représenter sous forme polaire avec un module et un argument.

A�n de construire un quanti�cateur polaire adapté aux sous-bandes de la DWT, il
est important dans un premier temps de fournir un modèle de distribution �able sur le
module et la phase des coe�cients d'ondelettes. La �gure 3.12 montre ainsi le module des
coe�cients d'ondelettes de l'image d'Istres suivant la représentation pyramidale.

Fig. 3.12 � Ensemble des sous-bandes représentant le module des coe�cients d'ondelettes
issus d'une DWT sur 4 niveaux d'échelles de l'image SLC d'Istres c ONERA. (Ondelette
bi-orthogonale 9/7 [5]).

A�n de caractériser les distributions du module des sous-bandes, nous suggérons d'uti-
liser les propriétés de modélisation de loi de Fisher. Les �gures 3.13 et 3.14 montrent en
particulier que le modèle de distribution de Fisher semble caractériser �dèlement la distri-
bution du module des coe�cients des sous-bandes issues d'une transformée par ondelettes
biorthogonales 9/7. On retrouve aussi le fait que la phase des coe�cients d'ondelettes est
uniformément distribuée entre[0 : 2� ].
La �gure 3.15 montre en particulier la distribution des coe�cients issus d'une transformée
orthogonale et symétrique par une ondelette de Daubechies àvaleurs complexes SDW4
(voir chapitre 2). Une fois encore, le modèle de Fisher semble être bien adapté à la carac-
térisation statistique du module des coe�cients. On remarquera que la phase est toujours
uniformément répartie sur[0; 2� ]. Conformément aux conclusions énoncées par Ives [43],
l'utilisation d'ondelettes de nature complexe sur les données SLC ne semble pas apporter
de di�érence notable, du moins en terme de comportement statistique.
D'autre part, une transformée en ondelettes homomorphiquede l'image d'amplitude per-
met de considérer le bruit multiplicatif associé au chatoiement comme un bruit additif.
Quelques méthodes de réduction de chatoiement basées sur unseuillage des coe�cents on-
delettes s'appuient sur ce modèle [3] [116] [70]. C. Valade et J.M Nicolas ont ainsi montré
que la loi de Fisher correspondait à la caractérisation des coe�cients d'ondelettes associés
aux sous-bandes de l'image RSO d'amplitude [104]. Citons également les travaux récents
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