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Enfin, je dédie ce mémoire à toute ma famille pour leurs encouragements précieux, à
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1.3.1 Modèles stochastiques de Bachelier et de Samuelson . . . . . . . . . 42
1.3.2 Modélisation de cours financiers par des processus de Lévy . . . . . 44
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5.1.1 Représentation intégrale des moments généralisés . . . . . . . . . . . 152
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6.4.2 Propriétés de la différence des fonctions d’autocovariance empiriques 189
6.4.3 Application au logarithme de la mesure MRM log-normale . . . . . 190
6.4.4 Application au logarithme du processus MRW log-normal . . . . . . 192
6.4.5 Application aux données journalières . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192





III Prédiction des risques 195

7 Prédiction de volatilité 197
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9.3.1 Volatilité saisonnière multiplicative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
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‘Contrariwise,’ continued Tweedledee, ‘if it was so,
it might be ; and if it were so, it would be ; but as
it isn’t, it ain’t. That’s logic.’

‘Through the Looking Glass’ by Lewis Carroll

’In fact, the more head-downwards I am, the more
I keep inventing new things.’

‘Through the Looking Glass’ by Lewis Carroll
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de l’échelle m et de l’horizon h

ζ(q) exposant multifractal

X(t) processus MRW

M(t) = M([0, t]) mesure MRM de l’intervalle [0, t]







Introduction

Modélisation de cours boursiers

La théorie de la finance concerne l’étude des prix des produits financiers et plus précisé-
ment de leurs évolutions temporelles. Un modèle financier repose le plus souvent sur une
représentation des prix d’actifs financiers (ou des niveaux de taux d’intérêt). Une telle
représentation peut être recherchée dans une perspective de meilleure compréhension
des marchés financiers, ou encore dans une perspective d’élaboration d’outils permettant
d’améliorer la gestion financière : gestion des risques, allocation d’actifs, création de
nouveaux produits financiers.

Une modélisation financière réalise toujours un compromis entre adéquation aux observa-
tions dans les marchés financiers et commodité d’utilisation. Une modélisation qui charche
à reproduire toutes les propriétés statistiques des observations conduit généralement à
un modèle compliqué qui se révèle souvent difficile à utiliser, les calculs théoriques étant
généralement difficile à mener. A l’inverse, une simplification excessive du modèle permet,
certes, de mener à bout de nombreux calculs, par exemple, pricing des options et gestion
du portefeuille, mais risque de ne pas être cohérent avec la réalité financière. Notre travail
se situe entre les deux approches, bien que plus proche de la première. Nous analysons les
principales propriétés statistiques des séries financières et nous proposons une modélisation
cohérente de la plupart de ces propriétés. Cependant, nous ne nous contentons pas d’un
modèle purement descriptif : la majeure partie de ce travail est motivée par l’utilisation
du modèle ainsi construit pour la prédiction de risque.

Une caractéristique des prix des produits financiers est que leur évolution ne peut s’ex-
pliquer par des modèles déterministes simples. La plupart des modélisations financières
reposent sur une représentation probabiliste. Ainsi, le problème de la détermination du
prix à une date future revient à déterminer la loi de probabilité du prix de l’actif, ce
dernier étant vu comme une variable aléatoire.

En statistique, une des lois les plus utilisées est la loi gaussienne. Ses différentes propriétés,
comme la stabilité, le fait que deux paramètres (moyenne et variance) suffisent à la
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caractériser ou bien encore le théorème central limite font que cette loi s’adapte bien dans
de nombreuses études, et notamment dans le domaine des séries chronologiques financières.

La première modélisation des cours boursiers, proposée en 1900 par Bachelier [Bac00],
a consisté à modéliser les cours financiers par des mouvements browniens (cf. section
1.3.1). Il faut attendre plus de 60 ans pour qu’un autre modèle voit le jour et s’installe.
En 1960, Samuelson [Sam65] propose de retenir cette modélisation pour les rendements,
plutôt que pour les cours eux-mêmes. Il est important de souligner que cette modélisation
de Samuelson est à la base de la théorie très populaire de Black et Scholes [BS73]. Il
faut noter que les propriétés très spécifiques de la modélisation gaussienne permettent de
faciliter beaucoup de calculs théoriques dans la théorie financière.

Dans les années 60, Mandelbrot étudie des fluctuations boursières, pour lesquelles il était
tout à fait clair que le modèle gaussien ne convenait pas. En effet, l’analyse des queues de
distribution des rendements des actifs financiers, a priori indispensable pour une mesure
fine des risques, montre que les valeurs des exposants de queues sont beaucoup trop grandes
pour correspondre à des distributions normales. Mandelbrot utilise alors les lois de Pareto
pour mettre en évidence un nouveau modèle de variation des prix basé sur les ”lois α-
stables” (cf. section 2.1.2) dont la variance est infinie. Dans l’article [Man63] Mandelbrot
affirme que son modèle décrit de façon réaliste la variation des prix observés sur certaines
bourses des valeurs. Deux ans plus tard, Fama [Fam65] valide ce modèle pour le marché
des actions.

Avec l’importance croissante des marchés et de leur volatilité, en particulier sur le marché
des changes depuis la disparition des accords de Bretton-Woods en 1971, l’évaluation dy-
namique de portefeuilles a fait objet de très nombreuses recherches. A la fin des années 80,
un grand nombre de travaux semblent rejeter la modélisation en finance par des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées quelle que soit leur loi, on remet en
question l’hypothèse d’indépendance des rendements. On s’intéresse alors au processus
de volatilité qui a toujours été un paramètre essentiel pour la gestion de portefeuille.
La formalisation par Engle d’une corrélation à courte portée (exponentielle) des volatilités
a conduit à la modélisation ARCH [Eng82] (cf. section 1.3.3) et plus tard aux modèles à
volatilité stochastique [Tay86, Tay94, GHR95, Hes93, BNS01] (cf. section 1.3.4).

Avec la mise en évidence de la mémoire longue de la volatilité (cf. section 1.2.5) (décrois-
sance lente de la fonction d’autocovariance), une autre classe de processus a suscité depuis
peu un intérêt croissant en finance, la classe des processus invariants d’échelle. Ces pro-
cessus sont essentiellement des processus dont les trajectoires présentent des irrégularités
à toutes échelles.

Dans le domaine des processus stochastiques, les idées d’invariance d’échelle ont donné
naissance à la vaste classe des processus autosimilaires (cf. section 2.1) et, plus générale-
ment, aux processus multifractals.

La notion de ”fractale” a été introduite la première fois par Mandelbrot pour décrire le
phénomène de turbulence et elle est devenue très populaire dans ce domaine notamment
à la suite des travaux de Frisch et Parisi [FP85, PF85, Fri95]. L’analyse multifractale





(cf. section 2.2) permet de caractériser finement la structure singulière d’un objet fractal.
L’importance de l’invariance d’échelle en finance a été mise en évidence assez récemment.

Historiquement, les premiers objets multifractals proposés dans la littérature ont été
les mesures multifractales construites à partir de cascades qui ont été développées par
l’école russe [Yag66] pour la modélisation en turbulence. Après les premiers travaux de
Mandelbrot [Man74a, Man74b, Man89, Man03], de nombreuses études ont été consacrées
aux cascades aléatoires multiplicatives discrètes (cf. section 2.4). Cependant, les processus
obtenus à l’aide de ces cascades ne sont pas satisfaisant pour une modélisation financière,
leur défaut majeur concerne la non stationnarité des accroissements et l’introduction d’un
rapport d’échelle privilégié arbitraire.

Les notions relatives aux cascades continues infiniment divisibles ont été abondamment
utilisées, dans de nombreux domaines, avant même que l’existence de tels objets ait été
prouvée [CGH90, Nov94, Cas96, AMR97]. Au cours des années 90, l’urgence de construire
de tels processus se faisait de plus en plus pressante. Ce n’est qu’en 2001, que l’utilisation de
cônes dans le demi-plan supérieur, en vue de construire des cascades continues infiniment
divisibles, apparâıt pour la première fois dans [SM01]. Cependant, dans ce travail, aucune
construction de processus ou de mesure stochastique n’est encore réellement proposée.
Peu de temps après, une construction effective unidimensionnelle (court-circuitant donc
l’approche standard bi-dimensionnelle des cascades multiplicatives) de la mesure MRM
log-normale (cf. chapitre 3) est décrite dans [BDM01]. Aucune preuve d’existence n’est
donnée, mais plusieurs calculs formels sont effectués et, notamment, l’invariance d’échelle
exacte est démontrée sous condition d’existence. Nous étudions cette construction dans la
section 3.4.1.

Parallèlement, Barral et Mandelbrot [BM02] ont explicité la construction de mesures
MRM dans le cas log-poisson composé. Ces auteurs ne se sont cependant pas intéressés
aux propriétés d’invariance d’échelle de ces mesures et se sont attachés à l’étude de
leurs spectres de singularités. Les mesures MRM ainsi construites n’ont d’ailleurs pas
d’invariance d’échelle exacte, elles possèdent une invariance d’échelle asymptotique.

En 2003, Bacry et Muzy ont formulé [BM03] une description commune a tout ces modèles,
permettant une généralisation au cas log-infiniment divisible ainsi que le choix du type
d’invariance d’échelle souhaitée (exacte ou asymptotique).

Notons que Chainais, Riedi et Abry ont publié un travail [CRA03] effectué indépendam-
ment du travail de Bacry et Muzy, dans lequel ils construisent les mesures MRM log-
infiniment divisibles dans un cadre moins générale que [BM03] (notamment convergence L2

et pas d’invariance d’échelle exacte).

Lorsque nous avons commencé notre travail, plusieurs travaux avaient déjà été effectués
dans le domaine de modélisation financière avec des processus multifractals, par exemple,
[MDB00, CF01, Bou01, BMP01, CF02, Poc03, CF04].
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Plan de la thèse

Dans la première partie de ce travail nous commençons par rappeler (chapitre 1) les
propriétés statistiques, ou faits stylisés, généralement observées dans les marchés finan-
ciers. Nous les illustrons, principalement, sur des données issues de marchés des changes
(le taux de change GBP/USD) et nous décrivons les modèles classiques d’évolutions des
cours financiers. Dans le chapitre 2, après avoir effectué une brève revue des processus
autosimilaires, nous introduisons des méthodes de base de l’analyse multifractale en nous
appuyant sur la notion d’invariance d’échelle et, dans la suite, nous étudions les faits
stylisés fractals observés dans les marchés financiers et nous décrivons brièvement des
modèles multifractals.

Dans la seconde partie, plus mathématique, nous étudions en détail les propriétés du
modèle MRW log-normal qui permet de reproduire la plupart des faits stylisés. Nous
effectuons cette étude en plusieurs étapes. Dans un premier temps, dans le chapitre 3,
nous introduisons et étudions les propriétés du modèle plus général MRW log-infiniment
divisible, et notamment ses propriétés d’invariance d’échelle. Dans ce chapitre, notre
contribution originale se résume aux résultats présentés dans les sections 3.1.3 et 3.3 qui
concernent les propriétés d’existence des moments d’ordre négatifs de la mesure MRM et
d’invariance d’échelle par changement du temps intégral.

Le grand avantage du modèle MRW log-normal est qu’il dépend de trois paramètres
seulement : le coefficient d’intermittence λ2, qui quantifie à la fois la multifractalité du
processus (l’écart au mouvement brownien) et la force des corrélations de la volatilité, le
temps intégral T , qui caractérise l’échelle au delà de laquelle le processus cesse de posséder
l’invariance d’échelle, et la variance σ2, qui joue le rôle d’un facteur multiplicatif.

Tous les résultats des chapitres suivant le chapitre 3 sont entièrement originaux.

Dans le chapitre 4 nous nous intéressons au problème de l’estimation de l’exposant de
queues des distributions du processus MRW log-normal. En finance, de nombreux travaux
semblent prouver que les moments des rendements logarithmiques d’ordre 3 ou 4 explosent.
Le modèle MRW log-normal quant à lui prédit une explosion à l’ordre 30 ! Les résultats
de ce chapitre montrent que les estimateurs les plus couramment utilisés sont extrême-
ment instables et ont besoin d’une quantité faramineuse de données pour atteindre le
régime asymptotique. Quantité qui n’est pas accessible en pratique. Les estimateurs ainsi
obtenus sont a priori très fortement biaisés et permettent d’expliquer les écarts observés
(cf. section 4.3).

Les études du comportement de la mesure log-normale et du processus MRW log-normal,
effectuées dans le chapitre 5, nous conduisent à énoncer, dans ce chapitre, une série
de théorèmes qui montre la validité d’une approximation log-normale de la volatilité
(stochastique) du processus MRW log-normale, sous condition de faible intermittence
(λ2 ¿ 1), ce qui est le cas des séries financières, comme nous le verrons dans le chapitre 6.
Les résultats théoriques obtenus dans ce chapitre sont essentiels au reste de ce travail,
puisque tous les chapitres suivants les utilisent.





Dans un premier temps, ils permettent d’expliquer la structure de corrélation de la vo-
latilité entièrement régis par le coefficient d’intermittence λ2 et le temps intégral T .
La connaissance d’une telle structure de corrélation nous permet, dans le chapitre 6, de bien
poser le problème d’estimation des paramètres du modèle MRW log-normal, et notamment
de montrer que, en pratique, le régime asymptotique ”historique infini”n’est pas atteint, et
que le paramètre T n’est pas réellement un paramètre, il peut être choisi arbitrairement.
Les résultats théoriques, à la fin de ce chapitre 6, permettent de montrer que le coefficient
d’intermittence peut être estimé dans une limite asymptotique ”haute fréquence”, ce qui, en
pratique explique pourquoi les estimations, obtenues par la régression linéaire, sont souvent
bonnes même si la limite asymptotique ”historique infini” est loin d’être atteinte. Un des
résultats principaux de ce chapitre montre que dans le cas des séries financières il ne reste
que deux paramètres effectifs du modèle MRW log-normal : le coefficient d’intermittence
λ2 et la variance ”locale”.

Dans le troisième partie, nous utilisons les résultats des précédents chapitres afin de
construire des prédicteurs de risque : prédicteurs de volatilité, dans le chapitre 7, et de
Valeur à Risque (VaR), dans le chapitre 8. Nous effectuons les comparaisons entre ces
différentes méthodes de prédiction de volatilité et de VaR avec les prédicteurs, classique-
ment utilisées en économétrie, basés sur les modèles GARCH(1,1). Afin de favoriser les
prédictions obtenues dans le cadre des modèles GARCH(1,1), nous avons choisi d’effectuer
les prédictions pour ces modèles en in-sample et celles pour le modèle MRW log-normal
en out-of-sample. De plus, seul le paramètre de variance σ2 est réellement estimé, le temps
intégral T est fixé arbitrairement à l’échelle d’observation et le coefficient d’intermittence
λ2 est fixés pour tous les cours. Notons que les résultats de prédiction sont peu dépendants
de la valeur choisie de λ2. Les résultats obtenus à l’aide des méthodes développées dans
le cadre du modèle MRW log-normal (cf. sections 7.5 et 8.6) sont systématiquement plus
performants que ceux obtenus dans le cadre des modèles GARCH(1,1).

La quatrième partie de ce travail est constitué d’un chapitre de prospective (chapitre 9)
qui montre qu’on peut construire un modèle basé sur le modèle MRW log-normal qui
permet de reproduire les structures de dépendance saisonnière des données financières
intra-journalières. La saisonnalité est modélisée en utilisant une subordination du processus
MRW log-normal par un temps physique qui porte l’intégralité de la structure saisonnière
journalière.

Dans le cadre de ce modèle nous proposons (cf. section 9.5) une méthode de prédiction de
volatilité qui utilise à la fois les données journalières (prix de clôture) et les données intra-
journalières. Cette méthode permet d’améliorer les résultats obtenus dans le chapitre 7.







Première partie

Modélisation des cours boursiers







Chapitre 1

Faits stylisés et modèles classiques

La section 1.1 de ce chapitre présente les données réelles que nous utilisons tout au long de
ce travail. Les données journalières sont issues du marché des actions de Paris et du marché
des changes Forex. Les données à haute fréquence sont issues du marché des contrats à
terme sur les taux de changes.

Dans la section 1.2, nous présentons les faits stylisés, c’est-à-dire les propriétés statis-
tiques observées dans la plupart des marchés financiers. Nous les illustrons, en général,
sur les données journalières du taux de change GBP/USD et, dans certains cas, sur
l’ensemble des données journalières. Les principaux faits stylisés sont la non normalité
ou les queues épaisses de la distribution des rendements, la lente décroissance de la
fonction d’autocorrélation des rendements logarithmiques absolus (des valeurs absolues
des logarithmes des rendements) et le phénomène d’accumulation des volatilités. Les faits
stylisés observés indique le caractère non gaussien des rendements logarithmiques et la
présence de dépendances très particulières entre eux.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, dans la section 1.3, nous effectuons une brève
revue des modèles d’évolution des prix des actifs financiers utilisés traditionnellement
en finance : les modèles de Bachelier et de Samuelson, le modèle exponentielle-Lévy, les
modèles de type ARCH, les modèles à volatilité stochastique. Pour chacun de ces modèles
nous indiquerons les faits stylisés qui sont reproduits et ceux qui ne le sont pas.

1.1 Description des données réelles

Deux types de données seront utilisées tout au long de ce travail : des cours journaliers et
des cours intra-journaliers (intraday). Dans cette section nous les décrivons en détails.





Chapitre 1 Faits stylisés et modèles classiques

1.1.1 Données journalières

Composantes de l’indice français CAC 40

Le CAC 40 est le principal indice boursier sur la place de Paris. Créé par la Compagnie
des Agents de Change, il est déterminé à partir des cours de 40 actions cotées en continu
sur le Premier Marché parmi les 100 sociétés les plus capitalisées sur Euronext Paris.

Ces valeurs, représentatives des différentes branches d’activités, reflètent en principe la
tendance globale de l’économie des grandes entreprises françaises et leur liste est revue
régulièrement pour maintenir cette représentativité.

L’indice CAC 40 est mis à jour toutes les 30 secondes pendant la journée de 9h00 à
17h30. CAC, qui signifiait Compagnie des Agents de Change, signifie aujourd’hui Cotation
Assistée en Continu : l’indice donne donc, en continu, une idée de l’évolution du marche.

Chacune des 40 sociétés pondère l’indice en fonction de la quantité de titres disponibles
sur le marché. Les pondérations varient d’une société à l’autre en fonction de l’importance
de sa capitalisation et des échanges survenus sur la valeur.

Quand une société n’est plus cotée, elle est remplacée par une des valeurs du CAC Next 20
répondant aux exigences financières de cotation dans l’indice CAC 40 (liquidité du titre,
capitalisation boursière suffisante, échange de titres quotidiens important...)

Il ne faut pas confondre l’évolution à long terme du CAC 40 et celle à long terme de
l’ensemble des valeurs cotées sur cette bourse, puisque les valeurs qui se comportent mal
finissent par être remplacées dans sa liste par d’autres ayant pris l’avantage sur elles. Ainsi
un portefeuille comprenant les 40 valeurs du CAC 40 du jour se dégradera progressivement
et son évolution ne sera plus celle du CAC 40 trois mois plus tard et ainsi de suite au fil
du temps.

Dans le cadre de cette thèse nous utilisons les prix de clôture d’un ensemble des cours de
29 actions qui entraient dans la composition de l’indice CAC 40 au 11 avril 2005 et qui
avaient le plus long historique de cotation. Ces cours étaient fournis par la base de donnée
de DataStream. Tous les cours utilisés comprennent environ 3770 points de 1990 à 2005
et ils sont ajustés afin de tenir compte des dividendes et des divisions1 (splits).

Taux de change Forex

Issu de la contraction des termes anglais Foreign Exchange, Forex est le surnom uni-
versellement donné au marché des changes. Ce marché mondial, qui est essentiellement
interbancaire, est le deuxième marché financier de la planète en terme de volume global,
derrière celui des taux d’intérêt. C’est néanmoins le plus concentré et le premier pour la
liquidité des produits les plus traités, comme la parité euro/dollar.

1Une société peut décider de diviser la valeur nominale de ses actions. Dans ce cas, le nombre d’actions
composant le capital se multiplie dans la même proportion.
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Fig. 1.1 – Valeurs du clôture du taux de change (GBP/USD) de la livre britannique par rapport
au dollar américain, du 01 juillet 1977 au 20 mars 2006, 7208 points. Son comportement présente
un caractère erratique.

Le marché des changes existe sous sa forme actuelle, dite régime des changes flottants,
depuis mars 1973 et l’abandon de la fixité des taux de change des diverses monnaies
par rapport à l’étalon dollar issue des accords de Bretton Woods en 1944. Malgré le fort
développement de l’euro, le dollar reste le pivot dominant.

Le marché Forex est le plus grand marché financier du monde, avec un chiffre d’affaire
quotidien de plus de 2 trillons de dollars. C’est un marché de gré à gré, ce qui signifie
qu’il n’y a aucun lieu physique, pas de bourse et d’horaires où les ordres sont appariés. Au
contraire, ce marché est ouvert vingt-quatre heures par jour grâce à un réseau électronique
de banques, d’entreprises et d’individus qui négocient une monnaie contre une autre.

Pour nos études nous utilisons les valeurs du clôture des taux de change journaliers sur
la période de 1977 à 2006 des différentes devises par rapport au dollar américain (USD) :
du dollar canadien (CAD), du yen japonais (JPY), du franc suisse (CHF) et de la livre
britannique (GBP), présenté sur la figure 1.1. Toutes ces séries ont été téléchargées de la
page Web de Federal Reserve Bank of St. Louis http ://research.stlouisfed.org/.

Dans nos études basées sur des données journalières nous négligeons les effets saisonniers
provoqués par les week-ends et les jours fériés. Les séries financières journalières sont donc
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considérées comme étant uniformément échantillonnées.

Dans la section 9.2 nous étudions en détails les effets saisonniers.

1.1.2 Données à haute fréquence

La disponibilité récente de données financières à haute fréquence, c’est-à-dire ayant des
fréquences correspondantes aux échelles inférieures à un jour, permet de réaliser l’étude
des propriétés statistiques des marchés de façon très fine. Il est actuellement possible de
disposer de bases de données très détaillées pour certaines grandes devises du marché des
changes, où toutes les transactions (prix et volume) et les cotations (cours acheteur bid et
cours vendeurs ask 2) sont enregistrés.

Contrats à terme sur taux de change

Un future ou contrat à terme est un contrat standardisé négocié sur un marché organisé
permettant de s’assurer ou de s’engager sur un prix pour une quantité déterminée d’un
produit donné (le sous-jacent) à une date future. La particularité des contrats à terme est
d’aboutir à la livraison physique de la matière première à l’échéance. Les gérants indiciels
ont donc pour mission de repositionner leur portefeuille avant l’échéance pour éviter la
livraison physique. Cette procédure appelée roll-over, consiste à vendre le contrat que
le gestionnaire détient en portefeuille et qui est en général le contrat d’échéance la plus
proche pour acheter le contrat d’échéance suivante. Le roll-over s’effectue le dernier jour
ou la dernière semaine du mois précédant le début de la période de livraison sur un critère
de liquidité.

Afin de tenir compte de la procédure de roll-over, il est courant d’utiliser les prix des
contrats à terme ajustés : au moment du changement de contrat on calcule le rapport
entre le prix de l’ancien contrat à terme et celui du nouveau, et on utilise ce coefficient
pour pondérer le cours du nouveau contrat à terme.

Dans ce travail, nous utilisons les prix intra-journaliers ajustés échantillonnés à 10 minutes
de 7h20 à 13h50 sur la période de 1999 à 2005 des contrats à termes sur le taux de change
des différentes devises par rapport au dollar américain (USD) : de la livre britannique
(GBP), du yen japonais (JPY) et du franc suisse (CHF).

1.2 Faits stylisés

Nous passons en revue les principales propriétés des séries financières de prix et de ren-
dement. Ce qui nous permettra au passage d’introduire un certain nombre de définitions
essentielles.

2Il existe toujours l’écart entre le cours acheteur et le cours vendeur, appelé la fourchette bid-ask .
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Fig. 1.2 – Rendements logarithmiques journaliers du taux de change GBP/USD. On peut noter
les pics aigus et des cycles semblent apparâıtre.

1.2.1 Notations

Nous noterons S(t) le cours en fonction du temps t d’un actif financer qui pourra être une
action, un indice financier, un taux de change ou un contrat à terme. Nous définissons son
logarithme X(t) = ln(S(t)) et de même, nous définissons le rendement logarithmique du
cours pour une échelle de temps τ donnée

δτX(t) = X(t)−X(t− τ) = ln
(

S(t)
S(t− τ)

)
. (1.1)

Notons qu’en pratique les modèles considèrent que les rendements logarithmiques des cours
peuvent prendre un continuum des valeurs dans l’ensemble R que nous supposerons muni
d’une probabilité P, la probabilité historique, sous laquelle nous observons les cours. Ce
n’est pas le cas dans les marchés financiers à cause de l’existence d’une valeur minimale
de modification des prix. En effet, les prix auxquels les opérations sont réalisées (et les
prix cotés) sont modifiés par une grandeur minimale, qui dépend du marché : le tick .
Cependant, nous ne cherchons pas à modéliser cette discontinuité.

La figure 1.2 montre les rendements journaliers du taux de change GBP/USD.
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1.2.2 Stationnarité et ergodicité des rendements logarithmiques

Nous devons souligner que la plupart des études statistiques de séries chronologiques sont
basées sur les hypothèses de stationnarité et d’ergodicité. En termes simples, le problème
est de savoir si les propriétés probabilistes des séries financières que nous étudions restent
stables dans le temps et si chaque réalisation contient toute l’information statistique. Si ce
n’est pas le cas, il est clair que les estimations statistiques par des moyennes temporelles
ne peuvent pas être réellement utilisées.

Définition 1.1
Un processus stochastique {X(t)}t est dit strictement stationnaire si pour tout n, tous
t1 < . . . < tn et tout h on a l’égalité en loi suivante :

(X(t1), . . . , X(tn)) L= (X(t1 + h), . . . , X(tn + h)) (1.2)

Définition 1.2
Un processus stochastique {X(t)}t stationnaire est dit strictement ergodique si tous les
moments généralisés empiriques calculés sur une réalisation convergent vers les moments
théoriques, ainsi pour tout nombre entier n et tous décalages h1, . . . , hn, nous avons

lim
T→∞

1
T

T∑

t=1

X(t + h1) · · ·X(t + hn) = E
[
X(h1) · · ·X(hn)

]
. (1.3)

Les notions de stationnarité et d’ergodicité au sens strict sont rarement nécessaires en
pratique, il suffit généralement à requérir la stationnarité et l’ergodicité au sens faible
du processus étudié.

Définition 1.3
Un processus stochastique {X(t)}t est dit faiblement stationnaire si :
– l’espérance E

[
X(t)

]
ne dépend pas de t,

– les moments du second ordre sont finis et la fonction d’autocovariance Cov
[
X(t), X(s)

]
ne dépend que de la différence t− s.

Cette dernière propriété implique, en particulier, que la variance de X(t) est constante en
fonction du temps.

Définition 1.4
Soit {X(t)}t un processus aléatoire stationnaire au sens faible. Si la moyenne temporelle
converge en probabilité vers l’espérance

lim
T→∞

X̄T = E
[
X

]
, où X̄T =

1
T

T∑

t=1

X(t) (1.4)

et la covariance temporelle converge en probabilité vers la covariance

lim
T→∞

1
T

T∑

t=1

(X(t)− X̄T )(X(t + h)− X̄T ) = Cov
[
X(t), X(t + h)

]
(1.5)

lorsque T tend vers l’infini, alors le processus {X(t)}t est ergodique au sens faible.
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En fait, nous n’avons pas de raison de supposer que les propriétés statistiques des séries
financières restent constantes au cours du temps. Néanmoins la plupart des tests statis-
tiques effectués pour vérifier la stationnarité des rendements logarithmiques ne rejettent
pas cette hypothèse (voir [Pag96] dans le cadre d’un modèle ARMA).

De plus, dans le cadre de ce travail nous nous intéressons à des séries financières sur des
périodes de l’ordre 10-20 ans. Sur ces séries, plusieurs travaux [Lo91, CKW95, TTW99]
mettent en évidence l’existence de corrélations temporelles à longue portée, corrélations
qui ne permettent pas d’effectuer de façon efficace des tests statistiques de stationnarité
et d’ergodicité. Nous étudions l’existence de corrélation temporelle à longue portée dans
les sections 1.2.4 et 1.2.5.

Nous admettons les hypothèses de stationnarité et d’ergodicité, alors que la taille des
séries financières est parfois trop petite pour pouvoir assurer une convergence des moments
empiriques. Notons que, la consistance des résultats de prédiction des risques, qui sont pré-
sentés dans la partie III, justifie a posteriori l’hypothèse de stationnarité. En conséquence
nous pouvons raisonnablement faire des statistiques par des moyennes temporelles sur nos
données financières.

1.2.3 Distribution des rendements

Loi de probabilité et exposants de queues

La première modélisation des cours boursiers par un mouvement brownien, décrite dans la
section 1.3.1, repose sur l’hypothèse que les rendements (logarithmiques) suivent une loi
normale3. Cette modélisation reste encore aujourd’hui au cœur de la théorie financière.

En pratique, on observe des distributions de rendements logarithmiques ayant des queues
plus épaisses que des distributions normales. Ce fait a été remarqué pour la première fois
par Mandelbrot dans [Man63] pour les prix du coton et a été depuis lors observé pour
différents marchés. Ce sera encore plus flagrant si l’on considère les rendements sur de
petits intervalles de temps, ce qui n’est possible que grâce aux données à haute fréquence.

La décroissance d’une loi de distribution peut être décrite grâce à son exposant de queue.

Définition 1.5
On définit l’exposant de queue de la loi de distribution X par le nombre réel qc, qui peut
prendre la valeur infinie, tel que

qc = sup
{

q; lim sup
x

P[X > x
]
xq < +∞

}
. (1.6)

Le résultat classique suivant permet de relier l’existence des moments et l’exposant de
queue de distribution.

3Egalement appelée loi gaussienne.
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Proposition 1.1
Soit X une variable aléatoire positive. L’exposant de queue qc vérifie la relation suivante

qc = sup
q

{
q;E

[
Xq

]
< +∞}

. (1.7)

On peut classer les distribution en trois types :
– les distribution à queue légère, qc = ∞, où tous les moments de la distribution existent,

et la fonction de répartition décrôıt exponentiellement dans les queues,
– les distributions à queue lourde (ou épaisse), qc < ∞, caractérisées par une fonction

de répartition qui décrôıt comme une certaine loi de puissance,
– les distributions bornées, prenant des valeurs contenues dans un ensemble borné, et ne

possédant donc pas de queue.
De récentes études (voir par exemple [GMAS98]) semblent indiquer que l’exposant de
queue caractérisant le comportement en loi de puissance des queues de la distribution des
rendement serait ”universellement” dans l’intervalle [3, 4] (cf. chapitre 4).

On a également observé le fait que les queues de la distribution des rendements deviennent
de moins en moins épaisses lorsque l’échelle de temps considéré (pour le calcul des rende-
ments) augmente, jusqu’à se rapprocher d’une loi normale pour de grands intervalles de
temps.

La figure 1.3 représente les densités empiriques obtenues pour différents rendements loga-
rithmiques, de haut en bas : journaliers, à 5 jours, à 10 jours et à 20 jours. En guise de
comparaison, nous avons tracé sur le même graphique la courbe correspondant à la densité
gaussienne standard. La déformation de la distribution empirique des rendements a été
étudiée dans [GBP+96].

De façon générale, il existe beaucoup de modèles différents pour les distributions des
rendements. Certains supposent que les actifs financiers ont des rendements assez proches
de distributions stables, d’autres, de distributions de Student, qui ne font pas partie de
la classe des distributions stables (cf. section 2.1.2). Il existe également la classe ARCH
des modèles conditionnels hétéroscédastiques [Eng82, Bol86, BCK92] (cf. section 1.3.3),
et beaucoup d’auteurs présument que ces modèles décrivent mieux les données que des
modèles non conditionnels. Tout ces modèles s’accordent sur le caractère à queue épaisse
des distributions des rendements. On est donc loin d’une modélisation par un processus
gaussien [Man73a, Man73c, Man73b, Orl99, Wal03].

Skewness et kurtosis

Une manière de quantifier plus précisément les déviations par rapport à une loi normale
est de calculer la skewness et la kurtosis des rendements logarithmiques.

Définition 1.6
Soit X une variable aléatoire. La skewness, définie comme le troisième moment centré
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Fig. 1.3 – Déformation de la distribution empirique des rendements logarithmiques normalisés
par leur écart-type du taux de change GBP/USD en fonction de l’échelle, de haut en bas :
τ = 1 jour, 5 jours, 10 jours et 20 jours. L’échelle est logarithmique et les courbes sont décalées
arbitrairement pour une meilleure lisibilité. Le tracé montre clairement (voir, par exemple, le
changement de convexité des queues) que les distributions qui correspondent aux petites échelles
(en haut) possèdent un caractère leptokurtique, alors que celles qui correspondent aux grandes
échelles (en bas) sont proches de la distribution gaussienne standard, représentée par le trait plein.

normalisé par le cube de l’écart-type,

Skew(X) =
E

[
X − E[

X
]]3

(
E

[
X − E[

X
]]2

)3/2
, (1.8)

permet de mesurer l’asymétrie de la distribution. La kurtosis, ou le quatrième moment
centré normalisé par le carré de la variance,

Kurt(X) =
E

[
X − E[

X
]]4

(
E

[
X − E[

X
]]2

)2 , (1.9)

mesure la leptokurticité, ou non gaussianité, de la distribution.

Pour une variable gaussienne la skewness est nulle et la kurtosis égale à 3. Une variable
aléatoire ayant un excès de kurtosis a une distribution plus large que la gaussienne et elle
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Moyenne Variance Skewness Kurtosis Test de JB

CAD/USD 0.0013 0.1054 -0.0065 5.7243 0.0000

JPY/USD -0.0115 0.4624 -0.4802 6.9016 0.0000

CHF/USD -0.0090 0.5680 -0.0192 5.6205 0.0000

GBP/USD -0.0003 0.3856 0.1011 6.2693 0.0000

Tab. 1.1 – Forex. Moyenne, variance, skewness, kurtosis et p-valeur du test statistique de Jarque
et Bera des rendements logarithmiques journaliers. Le test de normalité de Jarque et Bera est rejeté
pour chacun des cours puisque la p-valeur est presque nulle.

est susceptible de donner naissance à des événements de plus grande amplitude.

Le test de Jarque et Bera [JB87] est un test de normalité fondé sur les propriétés de
symétrie et d’aplatissement de la loi normale. La statistique du test est donnée par

JB(X) =
n

6

(
Skew(X)2 +

(Kurt(X)− 3)2

4

)
, (1.10)

où n est la taille d’échantillon. Sous l’hypothèse de normalité, la statistique de Jarque et
Bera (1.10) est asymptotiquement distribuée selon la loi du χ2(2). Notons que, la présence
de mémoire longue dans les séries (cf. section 1.2.5), peut fausser ses résultats.

Dans les tableaux 1.1 et 1.2 nous donnons les statistiques : moyenne, variance, skewness,
kurtosis et p-valeur du test statistique de Jarque et Bera, pour les rendements logarith-
miques journaliers des données de Forex et CAC 40. Certaines composantes du CAC 40,
notamment ”Alcatel”, ”Saint Gobain” et ”Vivendi Universal”, présentent un très fort excès
de kurtosis. Cependant, il faut noter que dans le chapitre 4, sur les événements extrêmes,
nous mettons en évidence que la petite taille des séries financières ne permet pas d’assurer
la convergence de moments empiriques d’ordre élevé. L’asymétrie des rendements est aussi
visible.

Quantiles empiriques

Une autre façon de tester, visuellement, l’adéquation ou non des rendements avec une
distribution donnée, par exemple gaussienne, est de faire une analyse des quantiles, en
traçant les quantiles empiriques contre les quantiles théoriques d’une loi donnée. Si les
distribution sont identiques, le tracé doit cöıncider approximativement avec la droite y = x.
Si au contraire elle sont différentes, on doit observer des déviations.

Dans la figure 1.4, nous avons soumis à cette analyse les rendements logarithmiques à
plusieurs échelles. La déviation de la normalité, qui se traduit par un tracé non linéaire,
est plus forte aux petites échelles. Les déviations diminuent lorsque l’échelle crôıt mais
elles le font lentement et restent considérables même au bout de vingt jours.
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Moyenne Variance Skewness Kurtosis Test de JB

Accor 0.0164 4.1302 -0.1946 6.5537 0.0000

Air Liquide 0.0351 2.9136 0.0965 5.3988 0.0000

Alcatel -0.0140 9.2631 -0.8909 28.2650 0.0000

Axa 0.0311 5.0735 0.0287 7.5109 0.0000

Bouygues 0.0426 5.2142 0.1934 7.2622 0.0000

Capgemini -0.0173 8.7527 -0.0704 8.3784 0.0000

Carrefour 0.0504 3.4422 -0.0804 6.1774 0.0000

Casino Guichard 0.0356 3.5825 0.2289 5.4663 0.0000

Danone 0.0314 2.3257 -0.0291 6.6562 0.0000

Essilor International 0.0580 3.9690 0.0948 7.9286 0.0000

L’Oréal 0.0585 3.8911 -0.0182 5.0729 0.0000

Lafarge 0.0209 4.0134 -0.0058 4.8109 0.0000

Lagardere 0.0278 6.2287 0.1995 7.2883 0.0000

LVMH 0.0314 4.1532 0.2594 6.4667 0.0000

Michelin 0.0280 4.4332 0.0279 5.9599 0.0000

Pernod Ricard 0.0429 3.6197 0.0807 6.0166 0.0000

PSA Peugeot Citroën 0.0263 3.6814 -0.0151 6.5678 0.0000

Pinault Printemps 0.0489 4.5730 0.2025 8.4324 0.0000

Publicis 0.0398 5.9546 0.1334 6.4795 0.0000

Saint Gobain 0.0280 4.2504 -0.4348 12.0470 0.0000

Sanofi-Aventis 0.0583 4.1524 -0.0258 5.4426 0.0000

Schneider Electric 0.0176 5.1456 -0.2732 8.7748 0.0000

Société Générale 0.0445 4.5186 0.0363 6.8456 0.0000

Suez 0.0102 4.2901 -0.0742 9.9460 0.0000

TF1 0.0495 6.2216 0.1541 8.2373 0.0000

Thales 0.0197 5.7341 0.0075 5.5864 0.0000

Total 0.0622 3.2843 -0.1098 4.9802 0.0000

Vinci 0.0375 4.4338 0.2606 5.7971 0.0000

Vivendi Universal 0.0009 5.8363 -1.2667 26.1106 0.0000

Tab. 1.2 – CAC 40. Moyenne, variance, skewness, kurtosis et p-valeur du test statistique de
Jarque et Bera des rendements logarithmiques journaliers. Le test de normalité de Jarque et Bera
est toujours rejeté puisque la p-valeur est presque nulle.
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−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

Quantile gaussien

R
en

de
m

en
ts

 lo
ga

rit
hm

iq
ue

s

Quantile empirique des rendements logarithmiques journaliers
du taux de change GBP/USD

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−6

−4

−2

0

2

4

6

8

Quantile gaussien

R
en

de
m

en
ts

 lo
ga

rit
hm

iq
ue

s

Quantile empirique des rendements logarithmiques à 5 jours
du taux de change GBP/USD

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−6

−4

−2

0

2

4

6

Quantile gaussien

R
en

de
m

en
ts

 lo
ga

rit
hm

iq
ue

s

Quantile empirique des rendements logarithmiques à 10 jours
du taux de change GBP/USD

−3 −2 −1 0 1 2 3
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Quantile gaussien

R
en

de
m

en
ts

 lo
ga

rit
hm

iq
ue

s

Quantile empirique des rendements logarithmiques à 20 jours
du taux de change GBP/USD

Fig. 1.4 – Quantiles empiriques des rendements logarithmiques normalisés par leur écart-type
du taux de change GBP/USD, aux échelles journalière (en haut à gauche), à 5 jours (en haut à
droite), à 10 jours (en bas à gauche) et à 20 jours (en bas à droite). Les tracés montrent clairement
la convergence de la distribution vers la gaussienne, présentée par le trait plein, lorsque l’échelle
crôıt.

1.2.4 Autocorrélation des rendements logarithmiques

Il est naturel de s’intéresser à la fonction d’autocorrélation de la série des rendements
logarithmiques

γ(h) = Corr
[
δτX(t), δτX(t + h)

]
(1.11)

Nous avons représenté la fonction d’autocorrélation empirique des rendements logarith-
miques journaliers du taux de change GBP/USD sur la figure 1.5. Sur ce tracé, la fonction
d’autocorrélation décrôıt extrêmement rapidement avec h et peut être significativement
considérée comme nulle dès que h est différent de 0.

La structure institutionnelle du marché, dite microstructure, notamment les principes
d’organisation du marché, tels que l’existence des ticks (cf. section 1.2.1), les modes de





Faits stylisés Section 1.2

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

h (jours)

γ(
h)

Fonction d’autocorrélation empirique des rendements
logarithmiques journaliers du taux de change GBP/USD

Fig. 1.5 – Fonction d’autocorrélation empirique des rendements logarithmiques journaliers du
taux de change GBP/USD. Les traits tiretés représentent l’intervalle de confiance à 95%.

cotation, de transmission et d’exécution des ordres, peut avoir un impact sur les propriétés
statistiques des actifs financiers.

Néanmoins, les études de la fonction d’autocorrélation sur les données à haute fréquence
[Goo89, GF91, Eve95b, GO95], montrent qu’elle décrôıt exponentiellement vite avec le
temps et peut être considérée comme nulle dès que h est supérieur à 5 minutes, temps au
delà duquel les effets de microstructure [Lyo01] deviennent négligeables.

La justification la plus fréquente de cette absence de corrélation invoque le principe
d’absence d’arbitrage des marchés liquides. Si de telles corrélations, faciles à détecter,
existaient, il serait aisé pour un intervenant de concevoir une stratégie d’arbitrage qui
en moyenne lui permettrait de gagner de l’argent. Or la mise en œuvre de ces stratégies
devrait éliminer mécaniquement ces corrélations, au moins pour des temps supérieurs au
temps de réaction du marché, qui typiquement est de l’ordre de quelques minutes, pour
revenir à l’équilibre. Néanmoins, ce type d’arguments mérite un examen statistique plus
approfondi car des subtilités existent [WB03].
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1.2.5 Mémoire longue des marchés financiers

Une autre observation importante est celle de longue mémoire. Cette notion est apparue
dans les années 1950 à partir des travaux en hydrologie de Hurst, voir la section 2.1.6,
et depuis, cette notion a été appliquée dans divers autres domaines tels que le domaine
de l’économie, de la météorologie, de la géophysique, de la finance. A titre d’exemple, la
présence d’une composante de mémoire longue a été détectée dans des séries du taux de
change [Che93, BO99, Vel99], dans des séries de prix d’actions en Bourse [CL95, CDFN95].

Si le processus des rendements logarithmiques semble effectivement non autocorrélé, ce qui
est mis en évidence dans la section 1.2.4, il n’en est pas de même pour celui des rendements
logarithmiques absolus (c-à-d. la valeur absolue des rendements logarithmiques) ou carrés
dont la fonction d’autocorrélation semble faiblement décrôıtre dans le temps.

Les études empiriques [MDD+95, CPB97, PS00] effectuées sur des données financières
différentes conduit aux fonctions d’autocorrélation γa(h) des rendements logarithmiques
absolus significativement non nulle avec une décroissance en loi de puissance, dite décrois-
sance hyperbolique,

γa(h) ∼
h→∞

c

hα
, (1.12)

avec l’exposant α compris entre 0.2 et 0.4.

Une telle fonction a la propriété de ne pas présenter d’échelle caractéristique : les corréla-
tions ne possèdent pas de durée typique au delà de laquelle elles décrôıtraient rapidement.
Une autre façon de le voir est qu’il est impossible de décrire correctement ces corrélations
par une fonction exponentielle.

Nous aborderons le sujet de l’absence d’échelle caractéristique et de la propriété d’inva-
riance d’échelle dans la section 2.2.1.

La faible valeur de l’exposant α se traduit par une décroissance des autocorrélations qui
ne sont pas absolument sommable

∞∑

h=1

|γa(h)| = +∞. (1.13)

On parle dans ce cas de mémoire longue ou de corrélations à longue portée [Ber94].
Leur existence conduit à des problèmes délicats de statistique et la plupart des résultats
classiques ne peuvent plus s’appliquer simplement. En particulier, le comportement d’une
somme de variables ainsi corrélées n’obéit plus en général au théorème de la limite centrale
classique [Ros61, DM79, Taq79, GS85, MBK06]. Dans le chapitre 4 nous étudions en détails
le comportement des estimateurs classiques de l’exposant de queue de distributions.

Contrairement à la fonction d’autocorrélation des rendements logarithmiques, tracée sur
la figure 1.5, la fonction d’autocorrélation des rendements logarithmiques absolus reste
très longtemps significativement positive et indique donc l’existence d’une dépendance
entre les différents rendements logarithmiques. Une régression ”log-log” de cette fonction
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Fig. 1.6 – Fonction d’autocorrélation empirique des rendements logarithmiques journaliers absolus
du taux de change GBP/USD. Le trait pointillé (vert) correspond à la courbe d’ajustement par
une loi de puissance γa(h) = 0.27

h0.38 qui est en accord avec (1.12). Le trait tireté (rouge) correspond à
la courbe d’ajustement γa(h) =

(
550
h

)0.027 − 1 dont la forme provient du modèle MRW log-normal
(cf. équation 3.139).

d’autocorrélation contre le temps indique qu’elle peut être bien approximée par une loi de
puissance comme le montre le tracé sur la figure 1.6.

1.2.6 Volatilité réalisée

Une mesure de l’agitation du marché au cours du temps peut-être obtenue grâce à la
volatilité réalisée définie comme suit.

Définition 1.7
Supposons donnés des rendements logarithmiques uniformément échantillonnés {X[t]}t =
{X(tτ)}t. La volatilité réalisée ou volatilité historique au temps t et à l’échelle τ est
définie par

v[t] =
[ n∑

j=1

∣∣δ1X[t− n + j]
∣∣2

]1/2
, (1.14)

où n est le nombre d’observations que l’on fait intervenir. En d’autres termes, nτ est la
fenêtre de temps sur laquelle on se place.
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Si les rendements ont une moyenne fort différente de zéro, c’est-à-dire en présence d’une
tendance, on peut également centrer la volatilité réalisée en la définissant par

vc[t] =
[

1
n− 1

n∑

j=1

∣∣∣δ1X[t− n + j]− 1
n

δnX[t]
∣∣∣
2
]1/2

, où n > 1. (1.15)

Dans un cas particulier, où n est égal à 1, les volatilités réalisées sont données par les
rendements logarithmiques absolus.

En pratique, les séries des rendements logarithmiques ne sont pas uniformément échan-
tillonnés, et le carré de la volatilité réalisée v2[t, t′] correspondant à l’intervalle de temps
[t, t′] est calculée en sommant les carrés des rendements logarithmiques

v2[t, t′] =
m∑

k=1

(
X[sk]−X[sk−1]

)2
, avec t = s0 < . . . < sm = t′, (1.16)

où s0, . . . , sm est la grille d’échantillonnage.

Par exemple, dans le cas de données à haute fréquence la volatilité réalisée journalière est
souvent calculée par une somme de rendements logarithmiques intra-journaliers au carré.

1.2.7 Accumulation des volatilités

Une propriété importante observée universellement sur les séries financières est le phéno-
mène d’accumulation des volatilités (volatility clustering) : le fait qu’il semble y avoir
des périodes de forte volatilité et d’autres de volatilité plus faible. Ce regroupement des
volatilités par paquets est entièrement dû aux corrélations des séries financières. A cause
de celles-ci, un grand mouvement, correspondant à une forte volatilité, a des chances d’être
suivi par un mouvement de même ampleur (mais pas nécessairement dans le même sens), de
même pour un mouvement de faible amplitude. Par ailleurs, à cause de l’absence d’échelle
caractéristique dans les corrélations, ces périodes de forte ou faible volatilité n’ont pas non
plus de longueur typique.

Sur la figure 1.7 nous avons représenté la volatilité réalisée des rendements logarithmiques
journaliers du taux de change GBP/USD. Le comportement intermittent des rendements
logarithmiques est très visible, on voit clairement que les fortes variations se rassemblent
en paquets.

1.2.8 Corrélation entre le rendement et la volatilité instantanée

Les asymétries dans la dynamique de la volatilité sont souvent référencées dans la littéra-
ture sous le vocable effet de levier depuis que Black [Bla76] avait noté que les rendements
sont négativement corrélés avec les variations de leur volatilité, au sens où la volatilité a
tendance à augmenter en réponse à des ”mauvaises nouvelles” (rendements nets moins
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Fig. 1.7 – Volatilité réalisée obtenue par les carrés des rendements logarithmiques journaliers du
taux de change GBP/USD. On observe le regroupement des volatilités par paquets.

élevés que prévu) et à chuter en réponse à des bonnes nouvelles (rendements nets plus
élevés que prévu). Le levier financier peut en effet expliquer cette corrélation négative
entre rendement d’aujourd’hui et volatilité de demain mais quel que soit le signe de cette
corrélation, celle-ci introduira un certain type d’asymétrie dans la distribution observée.
L’existence d’un effet de levier introduit souvent un effet de skewness dans la distribution
des rendements.

Par ailleurs, autant les corrélations de la volatilité sont largement documentées, autant
les études empiriques qui se sont intéressées aux corrélations entre le rendement et la
volatilité sont peu nombreuses. Récemment, Bouchaud et al. [BMP01] se sont penchés sur
ce problème. Ils ont étudié la fonction de levier

L(t, s) =
E

[
δτX(t)(δτX(s))2

]

E
[
(δτX(t))2

] (1.17)

pour plusieurs actions et indices.

Empiriquement, cette fonction, pour les actions, est nettement négative, dans le cas t < s,
et peut être bien reproduite par une fonction exponentielle. Tandis que la même fonction
calculée entre volatilités passées et rendements futurs, ce qui correspond au cas t > s, est
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à peu près nulle. Les auteurs présentent ensuite un modèle qui permettrait d’expliquer le
phénomène. Selon eux, cette asymétrie n’aurait pas d’origine économique mais apparâıtrait
mécaniquement, par le simple retard des agents à prendre en compte les niveaux de prix.

Pour les indices, la situation est différente. L’effet de levier semble à la fois plus important
mais décrôıt aussi beaucoup plus vite. Dans l’article [BMP01], les auteurs pensent que des
effets de panique sur les marchés peuvent toucher les indices financiers, à propos desquels
l’information est la plus vite transmise, et être à l’origine de cette asymétrie plus forte.

1.2.9 Conclusion

Toutes ces observations ont conduit à des modèles d’évolution des cours plus généraux
que ceux comportant un mouvement brownien ou une semi-martingale, par exemple, les
modèles de type ARCH ou ceux contenant des processus multifractals. Ce genre de modèle
semble alors mieux tenir compte des propriétés statistiques précitées, mais nombreux
problèmes deviennent trop difficile à résoudre théoriquement ou deviennent mal posé. Par
exemple, jusqu’à aujourd’hui, on ne sait pas définir une intégrale stochastique satisfaisante
par rapport à ce type de processus ou évaluer le prix de l’option européenne standard.
Il existe donc de ce côté grand nombre de questions ouvertes en probabilité, mais nous ne
les aborderons pas dans ce travail.

1.3 Modèles classiques

Dans cette section nous effectuons une brève revue des modèles d’évolution des prix des
actifs financiers. Pour chaque modèle nous présentons les faits stylisés, étudiés dans la
section 1.2, qui sont reproduits et nous expliquons ses principales faiblesses.

1.3.1 Modèles stochastiques de Bachelier et de Samuelson

Mouvement brownien

Historiquement, le mouvement brownien est associé à l’analyse de mouvements qui
évoluent au cours du temps de manière si désordonnée qu’il semble difficile de prévoir
leur évolution, même dans un intervalle de temps très court. Il joue un rôle central dans
la théorie des processus aléatoires, parce que dans de nombreux problèmes théoriques ou
appliqués, le mouvement brownien ou les diffusions que l’on en déduit fournissent des
modèles limites simples sur lesquels de nombreux calculs peuvent être faits.

Le mouvement brownien a été nommé en hommage au botaniste écossais Robert Brown.
Au cours de ses études en 1827 [Bro28], il avait observé au microscope des grains de pollen
en suspension dans de l’eau. Ces grains de pollen étaient animés de mouvements erratiques
incessants.
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En 1900, Louis Bachelier [Bac00] introduit le mouvement brownien pour modéliser la
dynamique des prix des actions à la Bourse. En 1905, Albert Einstein [Ein05, Ein56]
construit un modèle probabiliste de mouvement brownien.

Définition 1.8
Un mouvement brownien (standard) est un processus aléatoire réel {B(t); t ∈ R+} à
trajectoires continues, tel que
– B(0) = 0,
– Tout accroissement B(t)−B(s) suit une loi gaussienne centrée de variance |t− s|,
– Pour tous t1 < . . . < tn, les accroissements {B(ti+1)−B(ti)} sont indépendants.

Notons que cette définition suffit à garantir que les accroissements du mouvement brownien
sont stationnaires. Le mouvement brownien possède la propriété d’invariance suivante.

Proposition 1.2
Si {B(t); t ∈ R+} est un mouvement brownien, pour tout c > 0, il en est de même du
processus {Bc(t); t ∈ R+} défini comme Bc(t) = c−1B(c2t).

Preuve - 1.2 -
Par construction, Bc est un processus à trajectoires continues dont les accroissements
{Bc(t)−Bc(s)} sont indépendants de variance |t− s|, ce qui conduit au résultat. ¥

Modélisation de cours boursiers par le mouvement brownien

Afin de prendre en compte le comportement très erratique des cours des actifs financiers,
Bachelier les modélise à l’aide d’un mouvement brownien avec tendance

S(t) = S(0) + µt + σB(t), (1.18)

où µ est la tendance et σ est la volatilité de l’actif. Dans une telle modélisation la variable
S(t) peut prendre des valeurs négatives, ce qui n’a pas de sens financier.

En 1960, Samuelson [Sam65] propose de retenir cette modélisation pour les rendements,
plutôt que pour les cours eux-mêmes

dS(t)
S(t)

= µdt + σdB(t) (1.19)

Il est important de souligner que cette modélisation de Samuelson est à la base de la
théorie de Black et Scholes [BS73]. A l’aide du lemme d’Itô on a la solution de cette
équation différentielle stochastique

S(t) = S(0) exp
((

µ− σ2

2

)
t + σB(t)

)
(1.20)

Il est évident que dans ce cas les cours des actifs financiers restent toujours positifs.
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Faits stylisés

Les modèles de Bachelier et de Samuelson permettent de reproduire l’absence de corrélation
temporelle des rendements logarithmiques (cf. section 1.2.4), mais ils ne permettent pas
de reproduire les queues épaisses et la déformation de la distribution des rendements
logarithmiques en fonction de l’échelle (cf. section 1.2.3), la mémoire longue (cf. section
1.2.5), l’effet de levier (cf. section 1.2.8) et, en conséquence, le phénomène d’accumulation
des volatilités (cf. section 1.2.7).

Grâce à leur simplicité, les modèles de Bachelier et de Samuelson sont devenus des outils
incontournables en mathématiques financières, en particulier pour l’évaluation des options.

1.3.2 Modélisation de cours financiers par des processus de Lévy

Processus de Lévy

Mandelbrot dans ses travaux a montré que les rendements des actifs financiers à un jour,
ou une semaine ne sont clairement pas statistiquement gaussiens, en particulier que la
probabilité de grands mouvements de ces rendements est plus grand que celle que le monde
gaussien quantifie (cf. section 1.2.3). En fait, la loi des variations des rendements des cours
boursiers se rapproche plutôt des distributions dites de Lévy α-stable qui allie une forte
densité de probabilité autour de zéro à la prise en compte des valeurs extrêmes, les queues
de distribution très étirées [LVW02].

Définition 1.9
Un processus en temps continu {X(t); t > 0} est un processus de Lévy si ses incréments
sont stationnaires et indépendants.

Autrement dit, si {X(t); t > 0} est un processus de Lévy, les accroissements X(ti)−X(si)
sur des intervalles disjoints (si, ti] sont des variables aléatoires indépendants et leur loi ne
dépend que de ti − si.

Malgré cette simplicité apparente, les processus de Lévy ont des nombreuses propriétés in-
téressantes et constituent un domaine d’étude en plein développement : plusieurs ouvrages
ont été publiés récemment [Ber96, Sat99] et une série de conférences internationales dédiées
aux processus de Lévy et leurs applications a rencontré un grand succès [BNMR01]. Nous
étudions plus en détail le mouvement de Lévy α-stable dans la Chapitre 2.1.

Modèle exponentielle-Lévy

On obtient le modèle exponentielle-Lévy de cours des actifs financiers en remplaçant dans
le modèle de Samuelson (1.19) le mouvement brownien par un processus de Lévy.
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Mandelbrot [Man63] a proposé un modèle pour les prix du coton selon un processus α-
stable à variance infinie. Ce modèle a été fort critiqué à cause de la non existence des mo-
ments du second ordre du processus (cf. proposition 2.6). Voir également [Wal90, Wal95].

La tentative de résolution du problème d’observation de rendements non gaussiens, étudié
dans la section 1.2.3, par la conservation de l’hypothèse d’indépendance des rendements et
l’utilisation de distributions α-stables, ne permet pas de reproduire tous les faits stylisés.
En particulier ces lois décroissent selon une loi de puissance avec un indice compris entre
0 et 2, tandis que des distributions empiriques des rendements décroissent selon une loi de
puissance d’exposant plus élevé.

Plusieurs modèles, plus en accord avec ces observations, ont été proposés faisant intervenir
distribution de Student [BG74], distributions hyperboliques [EKP98, Rai00, CGMY03],
distribution normal inverse gaussien [BN98] ou distributions hyperboliques généralisées
[Rai00, CGMY03]. Ces lois parviennent relativement bien à reproduire la distribution des
rendements à une échelle de temps donnée mais elles sont en général incapables de les
représenter simultanément pour chaque échelle de temps. De plus elles ne permettent pas
de reproduire la présence de corrélation temporelle de volatilité.

Faits stylisés

Le modèle exponentielle-Lévy permet de reproduire l’absence de corrélation temporelle
(cf. section 1.2.4) et les queues épaisses de la distribution des rendements logarithmiques
(cf. section 1.2.3), mais il ne permet pas de reproduire la déformation de la distribution des
rendements logarithmiques en fonction de l’échelle (cf. section 1.2.3), la mémoire longue
(cf. section 1.2.5), l’effet de levier (cf. section 1.2.8) et le phénomène d’accumulation des
volatilités (cf. section 1.2.7).

1.3.3 Modèles de type ARCH

Dans cette section nous considérons les modèles à temps discret.

Dans les années 70 s’est développée la classe des modèles ARMA, (AutoRegressive
Moving Average). Ces modèles sont dits linéaires car sont fondés sur la représentation
de la valeur présente de la série temporelle comme fonction linéaire de ses valeurs passées
et de la valeur présente d’un certain bruit blanc.

Les modèles ARCH (AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity) ont été introduits
par Engle en 1982 [Eng82]. Dans ces modèles, ce sont les seconds moments conditionnels
qui varient en fonction du temps suivant un certain modèle de régression. Cela correspond
au fait que l’on s’est rendu compte que les moments du second ordre de séries temporelles
issues des marchés spéculatifs dépendent du temps, et les chercheurs en finance ont donc
commencé à modéliser cette dépendance [BCK92].
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Puisque la variance conditionnelle d’un processus du type ARCH varie dans le temps, ces
processus sont appelés conditionnellement hétéroscédastiques. Néanmoins, incondi-
tionnellement, ces processus sont homoscédastiques. En d’autres termes, la variance non
conditionnelle est identique à chaque instant du processus.

Pour un bon aperçu des modèles de type ARCH, on peut consulter le livre [Gou92]. Nous
rappelons les notions d’homoscédasticité et hétéroscédasticité en appendice A.

Modèle ARCH

Dans la définition qui suit, nous supposons que la variance conditionnelle σ[t] du processus
{r[t]}t peut prendre des valeurs dans l’ensemble R+ que nous supposerons muni d’une
probabilité P et d’une filtration Ft. Typiquement, cet ensemble d’information contient
tous les éléments indicés par t− 1 et par les périodes précédentes.

L’absence de corrélation des rendements logarithmiques et la présence de structures de
dépendance non linéaires conduit naturellement à une classe de modèles où les rendements
logarithmiques {r[t]}t s’écrivent comme le produit de deux variables aléatoires

r[t] = σ[t]ε[t]. (1.21)

Le processus {ε[t]}t est un bruit blanc, non obligatoirement gaussien, qui assure la décor-
rélation des rendements

E
[
ε[t]

]
= 0, Var

[
ε[t]

]
= 1, (1.22)

Le processus de la variance conditionnelle {σ[t]}t, indépendant de {ε[t]}t, contrôle la
volatilité et, à travers lui, toute la complexité de la structure de dépendance. Le processus
des rendements {r[t]}t est univarié dans la plupart des applications financières.

Définition 1.10
Le modèle linéaire ARCH(q), introduit par Engle [Eng82], suppose la paramétrisation
suivante pour σ2[t],

σ2[t] = E
[
r2[t]

∣∣Ft

]
= ω +

q∑

k=1

αkr
2[t− k], (1.23)

où les paramètres satisfont ω > 0 et αj > 0 pour tout j.

La version la plus simple de (1.23) est le processus ARCH(1),

σ2[t] = E
[
r2[t]

∣∣Ft

]
= ω + α1r

2[t− 1]. (1.24)

Il est simple de déduire la condition sur les paramètres ω et α1 pour qu’un modèle ARCH(1)
soit stationnaire.

Proposition 1.3
Si α1 < 1 alors le processus ARCH(1) est asymptotiquement stationnaire.
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Par conséquent, la limite σ2 de la variance non conditionnelle Var
[
r[t]

]
lorsque t tend vers

l’infini dépend des paramètres du processus ARCH(1) et, en général, elle est différente de
la variance conditionnelle σ2[t].

Le moment du quatrième ordre est donné par

lim
t→∞E

[
r[t]4

]
=

3ω2(1 + α1)
(1− 3α2

1)(1− α1)
. (1.25)

La condition d’existence de ce moment est 3α2
1 < 1. On en déduit l’expression de la kurtosis

lim
t→∞Kurt(r[t]) = lim

t→∞
E

[
r[t]4

]

E [r[t]2]2
= 3

1− α2
1

1− 3α2
1

> 3. (1.26)

Elle est toujours supérieure à celle de la loi normale. Les queues de la distribution d’un
processus ARCH(1) sont donc plus épaisses que pour un processus gaussien.

Modèle GARCH

Le modèle ARCH a parfois du mal à se calibrer sur les données réelles et le nombre
de paramètres αj nécessaires est souvent trop important. Plusieurs variantes du modèle
ARCH ont été proposées. Une variante particulièrement populaire est le modèle ARCH
généralisée, ou GARCH (Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity),
suggéré par Bollerslev [Bol86] et Taylor [Tay86] indépendamment.

Définition 1.11
Le modèle GARCH(p,q) peut s’écrire

σ2[t] = E
[
r2[t]

∣∣Ft

]
= ω +

p∑

k=1

αkr
2[t− k] +

q∑

k=1

βkσ
2[t− k], (1.27)

Dans le modèle GARCH, la variance conditionnelle σ2[t] dépend aussi bien de ses propres
valeurs passées que des valeurs retardées de r2[t]. Cela signifie que σ2[t] dépend effective-
ment de toutes les valeurs passées de r2[t].

Le modèle GARCH avec très peu de paramètres permet de rendre compte des principaux
faits stylisés souvent aussi bien qu’un modèle ARCH ayant de nombreux paramètres.
En particulier, un modèle simple souvent utilisé est le modèle GARCH(1,1)

σ2[t] = E
[
r2[t]

∣∣Ft

]
= ω + α1r

2[t− 1] + β1σ
2[t− 1]. (1.28)

En pratique, nous pouvons éliminer les termes de variance conditionnelle dans la partie
droite de l’expression (1.28), par une procédure récursive, pour pouvoir estimer les pa-
ramètres du modèle GARCH(1,1). Le problème ressemble essentiellement à l’estimation
d’un modèle à moyenne mobile ou d’un modèle ARMA avec une composante moyenne
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mobile. Le modèle GARCH(1,1) peut être représentée récursivement, comme le modèle
ARCH(∞), de la même manière qu’un processus AR(1) peut être vu comme un MA(∞),
pour donner

σ2[t] =
ω

1− β1
+ α1

∞∑

k=0

βk
1r2[t− 1− k] (1.29)

Il est possible de démontrer [Bol86] que sous la condition α1 + β1 < 1 le processus
GARCH(1,1) est asymptotiquement stationnaire au sens faible. De plus, la variance non
conditionnelle est donnée par

σ2 =
ω

1− α1 − β1
. (1.30)

Dans le cas d’un processus GARCH(1,1), il est possible de montrer que la kurtosis est de
la forme

Kurt(r[t]) =
1− (α1 + β1)2

1− (α1 + β1)2 − α2
1(µ4 − 1)

Kurt(ε[t]), où µ4 = E
[
ε[t]4

]
. (1.31)

Modèle HARCH

Le modèle HARCH a été introduit dans [MDD+97].

Définition 1.12
Le modèle HARCH(n) peut s’écrire

σ2[t] = γ0 +
n∑

j=1

γj

( j∑

k=1

r[t− k]
)2

, (1.32)

où γ0 > 0, γn > 0 et γj 6 0 pour tout j = 1, . . . , n− 1.

La somme
∑j

k=1 r[t−k] n’est rien d’autre que le rendement sur un intervalle de longueur j.
On fait donc intervenir le carré des rendements sur des intervalles de longueurs différentes.
Ce qui différencie ce modèle des modèles ARCH et GARCH.

Les auteurs de [ESDM96] étudient les conditions sous lesquelles ce processus est station-
naire et admet des moments finis.

Notons que ce modèle peut rendre compte de l’hypothèse d’hétérogénéité des marchés,
décrite dans la section 2.3.1.

Estimation des paramètres du modèle GARCH(1,1)

Les modèles ARCH/GARCH sont classiquement estimés par la méthode de quasi-maximum
de vraisemblance. Différentes hypothèses peuvent être retenues concernant des alea anté-
rieurs à ceux de l’échantillon. La plus simple est de supposer qu’ils sont nuls, mais il est plus
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GARCH(1,1) gaussien GARCH(1,1) Student

ω α1 β1 α1 + β1 ν ω α1 β1 α1 + β1

CAD/USD 0.0020 0.135 0.845 0.980 6.686 0.0015 0.116 0.868 0.984

JPY/USD 0.0215 0.091 0.863 0.954 3.877 0.0114 0.104 0.888 0.992

CHF/USD 0.0160 0.090 0.888 0.978 5.805 0.0116 0.077 0.909 0.986

GBP/USD 0.0134 0.066 0.905 0.971 4.915 0.0021 0.072 0.928 1.000

Tab. 1.3 – Forex. Résultats de l’estimation de paramètres des modèles GARCH(1,1)
gaussien (à gauche) et Student (à droite) par la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance pour les séries des rendements logarithmiques journaliers. On observe que
la somme α1 + β1 est toujours assez proche 1, qui correspond à la limite de stabilité.

réaliste de supposer qu’ils sont égaux à leur espérance non conditionnelle. La convergence
des estimateurs de quasi-maximum de vraisemblance est démontrée dans [LH94].

En supposant que le bruit blanc {ε[t]}t est gaussien la fonction de vraisemblance s’écrit

L(ω, α1, β1) =
T∏

t=1

1√
2πσ[t]2

exp
(
− y[t]2

2σ[t]2

)
, (1.33)

où la variance conditionnelle σ[t] est donnée par la dynamique (1.28). Si le bruit blanc
{ε[t]}t suit une loi de Student à ν > 2 degrés de liberté la fonction de vraisemblance prend
la forme suivante

L(ν, ω, α1, β1) =
T∏

t=1

Γ
(

ν + 1
2

)
Γ

(ν

2

)−1 1√
(ν − 2)σ[t]2

(
1 +

y[t]2

(ν − 2)σ[t]2

)− ν+1
2

. (1.34)

Notons que lorsque ν tend vers l’infini la distribution de Student (1.34) converge vers la
distribution gaussienne (1.33).

Résultats de l’estimation des paramètres pour les données journalières

Dans les tableaux 1.3 et 1.4 nous représentons les résultats de l’estimation de paramètres
des modèles GARCH(1,1) avec un bruit blanc (1.21) gaussien et t-Student par la mé-
thode de quasi-maximum de vraisemblance pour les séries des rendements logarithmiques
journaliers. Pour réaliser ces estimation nous avons utilisé toutes les données disponibles.
Pour assurer la stabilité de la routine de minimisation les rendements journaliers ont été
multipliés par le facteur 100. Par ailleurs, nous n’avons pas mis les intervalles de confiance
pour ne pas charger les tableaux.
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GARCH(1,1) gaussien GARCH(1,1) Student

ω α1 β1 α1 + β1 ν ω α1 β1 α1 + β1

Accor 0.127 0.085 0.883 0.967 6.527 0.066 0.086 0.901 0.987

Air Liquide 0.036 0.068 0.920 0.988 8.721 0.030 0.070 0.921 0.991

Alcatel 0.128 0.150 0.850 1.000 5.161 0.067 0.114 0.886 1.000

Axa 0.080 0.097 0.886 0.984 7.795 0.057 0.095 0.895 0.990

Bouygues 0.053 0.072 0.919 0.991 5.491 0.048 0.080 0.915 0.995

Capgemini 0.153 0.086 0.899 0.985 5.235 0.173 0.121 0.870 0.991

Carrefour 0.043 0.061 0.926 0.987 7.372 0.037 0.061 0.929 0.990

Casino Guichard 0.070 0.050 0.930 0.981 5.159 0.093 0.079 0.900 0.979

Danone 0.050 0.072 0.907 0.979 6.344 0.037 0.074 0.912 0.986

Essilor 0.311 0.110 0.812 0.922 4.122 0.152 0.098 0.873 0.971

L’Oréal 0.072 0.092 0.891 0.983 13.689 0.061 0.086 0.900 0.986

Lafarge 0.043 0.049 0.940 0.989 8.215 0.035 0.051 0.941 0.992

Lagardere 0.166 0.092 0.885 0.977 5.063 0.067 0.112 0.888 1.000

LVMH 0.050 0.070 0.918 0.988 7.028 0.033 0.079 0.917 0.995

Michelin 0.061 0.060 0.927 0.987 6.589 0.057 0.059 0.929 0.988

Pernod Ricard 0.108 0.087 0.885 0.971 5.925 0.100 0.089 0.886 0.976

Peugeot Citroën 0.122 0.098 0.870 0.968 6.448 0.082 0.086 0.894 0.981

Pinault Printemps 0.071 0.057 0.927 0.985 4.152 0.034 0.075 0.925 1.000

Publicis 0.150 0.103 0.874 0.977 4.377 0.160 0.135 0.855 0.990

Saint Gobain 0.070 0.099 0.890 0.989 6.989 0.062 0.078 0.908 0.986

Sanofi-Aventis 0.083 0.085 0.897 0.982 6.716 0.075 0.087 0.899 0.986

Schneider Electric 0.101 0.098 0.887 0.984 6.469 0.131 0.111 0.869 0.980

Société Générale 0.106 0.109 0.870 0.979 5.903 0.077 0.107 0.881 0.989

Suez 0.189 0.089 0.857 0.946 5.792 0.108 0.093 0.879 0.972

TF1 0.103 0.092 0.891 0.984 4.613 0.093 0.116 0.881 0.997

Thales 0.069 0.067 0.922 0.989 6.871 0.062 0.074 0.918 0.993

Total 0.019 0.054 0.941 0.995 9.633 0.015 0.052 0.945 0.997

Vinci 0.005 0.018 0.981 0.999 4.719 0.016 0.046 0.954 1.000

Vivendi Universal 0.063 0.079 0.907 0.986 6.152 0.065 0.089 0.899 0.989

Tab. 1.4 – CAC 40. Résultats de l’estimation de paramètres des modèles GARCH(1,1)
gaussien (à gauche) et Student (à droite) par la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance pour les séries des rendements logarithmiques journaliers. On observe que
la somme α1 + β1 est toujours assez proche de 1, qui correspond à la limite de stabilité.
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Fait stylisés

Les modèles ARCH, GARCH et HARCH ont joué (et jouent encore) un rôle important
dans la modélisation des séries financières. Ces modèles peuvent reproduire l’absence de
corrélation temporelle (cf. section 1.2.4). Il est possible de montrer en utilisant des résultats
des [Kes73, Gol91] que les queues de distributions suivent une loi de Pareto ce qui permet
de reproduire la non gaussianité observée des rendements logarithmiques (cf. section 1.2.3).
Ces modèles peuvent reproduire le phénomène d’accumulation des volatilités des données
financières, décrit dans la section 1.2.7.

Cependant, les processus de type ARCH sont mal adaptés à la modélisation de longues sé-
ries. En particulier, ils ne permettent de reproduire que partiellement la longue dépendance
observée dans les séries financières. En effet, ils présentent des corrélations à courte portée,
qui décroissent exponentiellement avec le temps et sont donc incapables de reproduire le
phénomène de mémoire longue (cf. section 1.2.5). Par ailleurs, ces modèles ne permettent
pas de reproduire l’effet de levier (cf. section 1.2.8).

On peut voir dans les tableaux 1.3 et 1.4 que la somme des paramètres estimés α1 + β1

est toujours assez proche de 1. Cela se traduit par une grande sensibilité des prédictions
de volatilité et de Valeur à Risque (cf. partie III) à une variation des paramètres.

Lorsque l’on utilise des séries chronologiques sur de longues périodes les chocs de volatilité
semblent être fortement persistants [FSS87, Akg89], et la somme α1 + β1 du modèle est
proche de 1. Si cette somme est égale à 1, alors le modèle GARCH est appelé IGARCH
[EB86], qui est à la frontière de la non stationnarité. En effet, un choc sur la variance
conditionnelle a un effet qui ne s’élimine pas asymptotiquement [Bol86], de même la
variance non conditionnelle n’existe pas.

Par ailleurs, sur de courtes périodes les paramètres du modèle GARCH semblent être
sensiblement plus faible [LL90].

De même, les modèle de type ARCH ne rendent pas compte des comportements des queues
de distribution en fonction de l’échelle (cf. section 1.2.3). Pour tenter de résoudre ces
imperfections, de nombreuses généralisations ont été proposées : FIGARCH [BBM96],
EGARCH [Nel91], LM-ARCH [DG96]. L’inconvénient de la majorité de ces extensions
est que dans la plupart des cas les processus construits ne sont pas stationnaires, ce qui
traduit inévitablement, en pratique, par des difficultés numériques.

Enfin, rappelons que ces modèles sont à temps discret et ne sont pas stables par agrégation
temporelle [DN93]. Cela limite l’utilisation de ces modèles en pratique.

1.3.4 Modèles à volatilité stochastique

Dans le modèle de Samuelson-Black-Scholes, les rendements logarithmiques vérifient

r[t] = µ + σε[t], (1.35)
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avec µ et σ constants et ε[t] indépendantes et identiquement distribuées de loi normale
standard. On peut généraliser ceci en supposant que σ n’est plus constante mais est lui-
même un processus stochastique. On parle alors de modèle à volatilité stochastique.

Comme dans le cas des modèles de type ARCH nous considérons la représentation du
processus des rendements par le produit de bruit blanc ε[t] et de processus de volatilité σ[t].
Le plus souvent la volatilité s’écrit sous une forme exponentielle

σ2[t] = σ2 exp(h[t]) (1.36)

Le modèle le plus simple [Tay86, Tay94, GHR95] suppose une dynamique autorégressive
pour le processus h[t]

h[t] = αh[t− 1] + λη[t], (1.37)

avec α ∈ [0, 1) afin d’assurer la stationnarité. Les bruits ε[t] et η[t] sont, dans la plus
simple formulation du modèle, des bruits blanc gaussiens, indépendants l’un de l’autre.
La supposition que ε[t] suit une loi non gaussienne permet d’augmenter la leptokurticité
des rendements. La relaxation de l’hypothèse d’indépendance des bruits blancs ε[t] et η[t]
permet introduire l’asymétrie dans le processus r[t].

Même dans le cas le plus simple où les deux innovations sont gaussiennes et indépendantes,
la loi de distribution des rendements possède des queues épaisses. Par exemple, la kurtosis
peut être calculée explicitement

Kurt(r[t]) = 3 exp
(

λ2

1− α2

)
, (1.38)

elle est toujours supérieur à 3.

Contrairement aux modèles du type ARCH, dans un modèle à volatilité stochastique il
existe deux ”source aléatoires” ε[t] et η[t]. En conséquence, ce modèle est largement plus
difficile à estimer que les modèles ARCH, ce qui restreint, en pratique leur utilisation.
Récemment de nouvelles méthodes d’estimation sont apparues qui les rendent plus com-
pétitifs [FH98, SK98].

Les modèles à volatilité stochastique peuvent être construits à temps continu

dSt

St
= µdt + σtdBt (1.39)

dσt = α(σt)dt + β(σt)dB̃t (1.40)

Plusieurs dynamiques ont été proposées pour la volatilité. Ainsi, le modèle le plus connu
a été proposé par Heston [Hes93], il correspond à la limite du modèle GARCH (1.27),

dσ2
t = κ(ν − σ2

t )dt + θσtdB̃t (1.41)

Les mouvements browniens Bt et B̃t peuvent être corrélés pour introduire de l’asymétrie.
Comme leur analogue en temps discret, ces processus possèdent des queues épaisses,
qui peuvent encore être alourdies si le processus Bt est remplacé par un processus de
Lévy [BNS01].
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Faits stylisés

Les modèles à volatilité stochastique permettent de reproduire des lois plus réalistes pour
les rendements logarithmiques, les queues de ces distributions sont plus épaisses que celles
de la loi normale, de même ils permettent d’introduire l’asymétrie dans les distributions
(cf. section 1.2.3).

Ces modèles permettent de reproduire l’absence de corrélation temporelle (cf. section 1.2.4)
et le phénomène d’accumulation des volatilités des données financières (cf. section 1.2.7).
En relaxant l’hypothèse de l’indépendance des ”sources aléatoires”, il est ainsi possible de
reproduire l’effet de levier, étudié dans la section 1.2.8.

La longue mémoire qui présente dans les cours financiers, (cf. section 1.2.5) reste le
principal élément que cette modélisation ne permet pas d’écrire.

1.4 Conclusion

D’un point de vue statistique les séries financières sont donc des objets complexes, qui
possèdent nombre de propriétés aujourd’hui bien connues et résumées sous le nom de
”faits stylisés”. Les rendements logarithmiques sont décorrélés (cf. section 1.2.4), sans être
pour autant indépendants. Leur volatilité exhibe en effet des dépendances à longue portée
(cf. section 1.2.5) qui rendent non triviales les propriétés d’agrégation temporelle des
rendements logarithmiques. En particulier, ils sont distribués selon une loi asymétrique
avec des queues épaisses qui persiste sur une large échelle de temps (cf. section 1.2.3).

Assez étrangement ces propriétés semblent vérifiées sur la plupart des marchés suffisam-
ment liquides (actions, indices, change), ce qui laisse penser que des mécanismes sous-
jacents communs pourraient régir leur fonctionnement. A l’interface de l’économie, des
mathématiques se développent actuellement des recherches sur des modèles simples de
marchés [Lux98, Hor01, KT02, GB03] visant à reproduire les caractéristiques observées
empiriquement, avec le but ultime de mieux mâıtriser le comportement d’un marché
financier.

Les modélisations classiques : processus ARCH (cf. section 1.3.3), à volatilité stochastique
(cf. section 1.3.4), de Lévy (cf. section 1.3.2) ne rendent compte que partiellement des
propriétés que nous venons de décrire. C’est pourquoi nous présentons une autre classe de
processus qui permettrait de combler ces lacunes, les processus multifractals.
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Chapitre 2

Multifractalité

Le terme de fractale a été proposé pour la première fois par Benoit Mandelbrot en 1974,
sur la racine latine fractus qui signifie brisé, pour décrire la géométrie des objets pouvant
être caractérisés par une dimension non entière [Man77, Man82]. Une des propriétés
fondamentales de ces objets fractals est la présence d’une autosimilarité qui se résume
par le fait qu’il existe des transformations impliquant des dilatations qui laissent l’objet
invariant (éventuellement dans un sens statistique).

Les objets fractals ont l’originalité de présenter des détails à toutes les échelles de longueur,
ce qui explique les difficultés rencontrées pour les caractériser. Un des grands mérites
de Mandelbrot est d’avoir su reconnâıtre que de nombreuses structures ou dynamiques
complexes multi-échelles observées dans de nombreux domaines des sciences fondamentales
et appliquées, possédaient des propriétés d’invariance d’échelle.

Aujourd’hui, les idées résultant de cette notion de fractale sont utilisées dans bien des
domaines scientifiques et techniques, au nombre desquelles nous pouvons citer : la physique,
la chimie, la biologie, la médecine, la finance, la géographie, l’informatique, la synthèse
d’images (graphisme informatique), . . .

Des exemples mathématiques de fractales sont très nombreux : les ensembles de Julia et de
Mandelbrot, l’ensemble de Cantor, le triangle et le tapis de Sierpinski ou le flocon de Koch.
Les fractales peuvent être des fractales déterministes ou stochastiques. Elles apparaissent
souvent dans l’étude des systèmes chaotiques.

Le succès des différents ouvrages de Mandelbrot a donné un élan expérimental à de
nombreuses branches de la physique, de la chimie, de la biologie, de l’astronomie, de
la science des matériaux, de la géologie [Man89], de la météorologie [MSL96], de l’étude
de trafic Internet [LTWW94, RCRB99] ainsi qu’en mathématiques financières [Man88,
Eve95a, MDB00]. Les riches propriétés des processus multifractals en font des candidats
idéaux à la modélisation de phénomènes complexes.

On dit qu’un objet ou un phénomène présente une invariance d’échelle lorsqu’aucune
échelle (de temps ou d’espace) n’est privilégiée. Un objet monofractal est un objet
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Fig. 2.1 – Chou romanesco (à gauche), sa géométrie autosimilaire fait qu’il est souvent cité comme
un exemple de fractale naturel. Suite qui tend vers la flocon de Koch (à droite), c’est un exemple
de fractale numérique.

invariant par des transformations géométriques de dilatation : sans plus d’information sur
l’objet, on est incapable de distinguer l’objet lui-même de l’un de ses détails, convenable-
ment dilaté, comme des flocons de neige, naturels ou mathématiques, ou les trajectoires du
mouvement brownien (dans un sens statistique). Un objet multifractal est plus complexe
dans le sens où il est toujours invariant par dilatation, mais le facteur de dilatation
nécessaire pour ne pouvoir distinguer le détail de l’objet entier dépend du détail observé.

En pratique, la propriété d’invariance d’échelle ne s’étend pas à l’infini, le plus souvent
elle est vérifiée sur un domaine d’échelles fini mais suffisamment grand pour être observée.
L’invariance d’échelle a acquis une place centrale en physique statistique dans l’étude des
phénomènes critiques.

L’importance de l’invariance d’échelle en finance a été mise en évidence assez récemment.

Ce chapitre commence par une brève revue des processus autosimilaires (cf. section 2.1).
En nous appuyant sur la notion d’invariance d’échelle (cf. section 2.2.1), nous exposons
l’approche de l’analyse multifractal (cf. section 2.2) et nous présentons de manière simple
et relativement intuitive les processus multifractals, qui peuvent être vue comme une
généralisation des processus autosimilaires (cf. section 2.2.2). Nous présentons, enfin (cf.
section 2.3), les faits stylisés fractals, c’est-à-dire les propriétés statistiques fractales
observés dans la plupart des marchés financiers et décrivons brièvement, à la fin de ce
chapitre (cf. section 2.4), des modèles multifractals d’évolution des cours financiers.
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2.1 Processus autosimilaires

Dans cette section nous rappelons les propriétés des lois infiniment divisibles et, en particu-
lier, des lois stables. Puis nous abordons les processus autosimilaires et, un cas particulier,
les processus autosimilaires à accroissements stationnaires.

2.1.1 Lois infiniment divisibles

Lorsque nous faisons du traitement des séries chronologiques, il nous arrive fréquemment
d’utiliser la moyenne et la variance empiriques.

Définition 2.1
Soit {X(t)}t un processus tel que la variance Var[X(t)] = σ2 est indépendante du temps t.
Considérons la série d’observations {X[t]}t=1,...,T du processus {X(t)}t, alors la variance
empirique est donnée par

σ̂2 =
1

T − 1

T∑

t=1

(
X[t]− X̄T

)2
, (2.1)

où X̄T est la moyenne empirique définie par

X̄T =
1
T

T∑

t=1

X[t]. (2.2)

Comme le nombre d’observations T est fini, la variance empirique σ̂2 est évidemment finie.
Dans certains cas cependant, elle est très grande. La question se pose alors de savoir si la
variance théorique σ2 est finie ou infinie.

Dans le cadre des distributions à variance infinie sont souvent utilisées les lois α-stables,
dont le moment d’ordre 2 est infini dès que α est strictement inférieur à 2, le cas de α égal
à 2 correspond à la loi normale. Ces lois sont utilisées dans de nombreux domaines tels
que la finance [BEK98], la télécommunication [BCT98], . . .

Avant de définir les lois α-stables, nous allons introduire une famille de lois plus générale :
les lois infiniment divisibles. C’est à partir de ces lois que sera précisée la forme de la
fonction caractéristique des lois stables. De même, les lois infiniment divisibles sont à la
base de la construction des mesures multifractales log-infiniment divisibles (cf. section 3.1).

Définition 2.2
Une variable aléatoire réelle a une distribution infiniment divisible si et seulement si
pour tout n ils existent des variables aléatoires X1, . . . , Xn indépendantes et de même loi
telles que

X
L= X1 + · · ·+ Xn. (2.3)
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Les variables aléatoires Xi n’ont pas la même loi que X. En revanche, comme nous verrons
dans les exemples suivants, elles appartiennent à la même famille de loi.

L’intérêt principal de telles lois réside dans la solution du problème suivant : Comment
détermine-t-on toutes les distributions qui s’expriment comme limite d’une somme de n
variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées ? En effet, on a le
théorème suivant.

Théorème 2.1
Une variable aléatoire réelle X est la limite d’une somme de n variables aléatoires réelles
indépendantes et identiquement distribuées si et seulement si X est infiniment divisible.

Preuve - 2.1 -
La démonstration est détaillée dans [Shi84]. ¥

Théorème 2.2 (Lévy-Khintchine)
Si X a une distribution infiniment divisible, alors sa fonction caractéristique s’écrit

ϕX(t) = exp
(

iµt +

+∞∫

−∞

eitx − 1− it sinx

x2
ν(dx)

)
, (2.4)

où µ est un réel et ν est une mesure qui attribue une masse finie à tout intervalle fini et
telle que les deux intégrales suivantes

+∞∫

x

ν(dy)
y2

et

−x∫

−∞

ν(dy)
y2

(2.5)

sont convergentes pour tout x > 0

Preuve - 2.2 -
La démonstration est détaillée dans [Fel71]. ¥

Proposition 2.3
Les accroissement d’un processus de Lévy, défini dans la section 1.3.2, sont infiniment
divisibles, et réciproquement une loi infiniment divisible correspond à un processus de Lévy.

Preuve - 2.3 -
Soit X(t)−X(s) un accroissement du processus de Lévy, alors pour tout n entier

X(t)−X(s) =
(
X(t)−X(t− τ)

)
+ · · ·+ (

X(s + τ)−X(s)
)
, où τ = (t− s)/n. (2.6)

Les accroissements
(
X(t− kτ)−X(t− (k +1)τ)

)
sont indépendants identiquement distri-

bués, d’après la définition du processus de Lévy 1.9, et donc ils peuvent jouer le rôle des
variables X1, . . . , Xn dans la définition 2.2.
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La démonstration de la deuxième partie de l’affirmation est détaillée dans [Bre92]. Elle
repose sur le théorème de Kolmogorov pour les familles cohérentes de lois de probabilités.

¥

Une des caractérisations des lois infiniment divisibles est que leur fonction caractéristique
peut s’écrire comme puissance nième d’une autre fonction caractéristique.

Exemple 1
Beaucoup de lois connues sont infiniment divisibles. Si une variable aléatoire X suit :
– la loi normale N (

m,σ2
)

: sa fonction caractéristique s’écrit

ϕX(t) = exp
(

imt− t2σ2

2

)
=

[
exp

(
i
m

n
t− t2 σ2

n

2

)]n

(2.7)

comme puissance nième de la fonction caractéristique d’une loi normale N
(

m
n , σ2

n

)
,

– la loi de Cauchy C(c) : sa fonction caractéristique s’écrit

ϕX(t) = exp (−c|t|) =
[
exp

(
− c

n
|t|

)]n
(2.8)

comme puissance nième de la fonction caractéristique d’une loi de Cauchy C (
c
n

)
,

– la loi de Poisson P(λ) : sa fonction caractéristique s’écrit

ϕX(t) = exp
(
λ(eit − 1)

)
=

[
exp

(
λ

n
(eit − 1)

)]n

(2.9)

comme puissance nième de la fonction caractéristique d’une loi de Poisson P (
λ
n

)
,

– la loi Gamma Γ(r, λ) : sa fonction caractéristique s’écrit

ϕX(t) =
(

1− it

λ

)−r

=
[(

1− it

λ

)− r
n
]n

(2.10)

comme puissance nième de la fonction caractéristique d’une loi Gamma Γ
(

r
n , λ

)
,

– Il en va de même pour la loi exponentielle, égale à Γ(1, λ), et la loi du χ2(m), égale à
Γ

(
m
2 , 1

2

)
,

– une loi à support borné n’est pas infiniment divisible,
– un mélange fini1 de lois normales n’est pas infiniment divisible.

2.1.2 Lois stables

Nous allons introduire une famille de lois stables [Lév37, TS94, Tsa97].

1Une loi dont la distribution est donnée par la somme des densités des composantes du mélange.
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Définition 2.3
Une variable aléatoire réelle a une distribution stable si et seulement si pour tout k et
toute famille X1, . . . , Xk indépendantes et identiquement distribuées de même loi que X,
il existe ak > 0 et bk, deux réels, tels que

X1 + · · ·+ Xk
L= akX + bk. (2.11)

Lorsque bk = 0, on parle de distribution strictement stable.

On peut montrer qu’il existe une constante α, 0 < α 6 2, telle que ak = k1/α pour k ∈ N.
La démonstration est détaillée dans [Fel71].

Proposition 2.4
Si X est stable, X est infiniment divisible.

Preuve - 2.4 -

Il suffit de prendre des variables aléatoires Yj = Xj− bk
k

ak
, pour j = 1, . . . , k. Comme les Xj

sont indépendantes, les Yj sont aussi indépendantes et

Y1 + · · ·+ Yk =
X1 + · · ·+ Xk

ak
− bk

ak
. (2.12)

Or X1 + · · ·+ Xk
L= akX + bk, d’où Y1 + · · ·+ Yk

L= X. ¥

La réciproque est fausse, voir le contre exemple, ci-dessous, la loi de Poisson.

Théorème 2.5 (Lévy-Khintchine)
Si X a une distribution stable, alors sa fonction caractéristique s’écrit :

ϕX(t) =

{
exp

{
iµt− γ|t| [1 + iβ sign(t) 2

π ln |t|]} , si α = 1,

exp
{
iµt− γ|t|α [

1− iβ sign(t) tan απ
2

]}
, si α 6= 1

(2.13)

Preuve - 2.5 -
La démonstration est détaillée dans [GK68]. ¥

Une loi stable est définie par quatre paramètres :
– α : paramètre principal, 0 < α 6 2. Il caractérise les queues de distribution. Plus α

diminue, plus les queues sont épaisses. C’est pourquoi on parle de lois α-stables. Le cas
de α égal à 2 correspond à la loi normale,

– µ : paramètre de position. Il caractérise la moyenne de loi (lorsque α > 1),
– γ : paramètre de dispersion. Dans le cas gaussien c’est la moitié de la variance.
– β : paramètre de symétrie, −1 6 β 6 1. Attention : il ne faut pas confondre symétrie et

symétrique par rapport à 0. Si β = 0, la loi est symétrique par rapport au paramètre µ.
Si de plus, µ est égal à 0, la loi est dite symétrique α-stable, de fonction caractéristique
ϕX(t) = exp (−γ|t|α).
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Par convention, Sα(µ, β, γ) représentera une loi stable de paramètres α, µ, β et γ. Il est
assez courant dans la littérature de noter γ = σα.

Exemple 2
Là aussi, certaines des lois connues appartiennent à cette classe

– la loi normale N (
m,σ2

)
est la loi S2

(
m,β, σ2

2

)
et réciproquement la loi S2(µ, β, γ) est

la loi normale N (µ, 2γ),
– la loi de Cauchy généralisée de densité f(x) = 1

π
σ

σ2+(x−m)2
est la loi S1(m, 0, σ),

La loi de Poisson n’est pas stable. En effet, soient X1 et X2 deux variables aléatoires
suivant une loi de Poisson. Supposons que X1 et X2 soient stables, alors il existe α > 0 et
b, tels que

X1 + X2
L= aX1 + b (2.14)

Par égalité des moyennes et des variances, nous pouvons voir que
{

2λ = aλ + b

2λ = a2λ
=⇒

{
b = (2−

√
(2))λ

a =
√

2
, (2.15)

ce qui entrâıne une contradiction car X1 + X2 a ses valeurs uniquement dans N alors que√
2X1 + (2−√2)λ n’a pas des valeurs dans N.

Proposition 2.6
Si X suit une loi Sα(µ, β, γ), alors

1. Si α = 2, X suit une loi normale et donc pour tout p, E
[|X|p] < +∞,

2. Si 0 < α < 2,

{
E

[|X|p] < +∞, pour 0 6 p < α,

E
[|X|p] = +∞, pour p > α.

Dès que α est strictement inférieur à 2, la variance d’une loi α-stable est infinie. Dès que α
est strictement inférieur à 1, c’est la moyenne qui devient infinie. D’après la proposition 1.1
l’exposant de queue qc est égal à α.

2.1.3 Processus stables

Définition 2.4
Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) est α-stable si pour tout k et pour toute famille
X(1), . . . , X(k) de même loi que X, il existe ak > 0 et B(k), tels que

X(1) + · · ·+ X(k) L= akX + B(k) (2.16)

Lorsque B(k) est le vecteur nul, on parle de loi strictement stable.

Une conséquence de la proposition suivante est que le paramètre ak joue le même rôle que
dans le cas univarié. Il existe une constante α, 0 < α 6 2, telle que ak = k1/α.
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Proposition 2.7
Pour X un vecteur α-stable, toute combinaison linéaire des composantes de X est une
variable aléatoire réelle α-stable.

Définition 2.5
Un processus {X(t); t ∈ T ⊂ R} est α-stable si pour tout n ∈ N et pour tout t1, . . . , tn ∈ T
le vecteur aléatoire (X(t1), . . . , X(tn)) est α-stable.

Les processus stables sont une généralisation des processus gaussiens. Ils ont joué un rôle
important en modélisation en finance, voir la section 1.3.2.

2.1.4 Processus autosimilaires

Définition et exemples

Les processus autosimilaires sont des processus de distribution invariante par certains
changements d’échelle de temps et d’espace. Ils ont été introduits et étudiés par Kolmo-
gorov à l’occasion de ses études sur les fluides turbulents. Le terme ”autosimilaire” est dû
à Mandelbrot, et est devenu standard.

Définition 2.6
Un processus {X(t); t ∈ R} est un processus autosimilaire d’indice de Hurst2 H > 0 si
pour tout a > 0, on a

{X(at)}t
L= {aHX(t)}t. (2.17)

Un théorème de Lamperti [Lam62] assure qu’un tel indice H, lorsqu’il existe, est unique.
Une conséquence immédiate de la définition 2.6 est qu’un processus autosimilaire vérifie
nécessairement la condition

X(0) = 0 p.s. (2.18)

Proposition 2.8
Un processus autosimilaire non dégénéré ne peut pas être stationnaire.

Preuve - 2.8 -
En effet, si le processus {X(t)}t était stationnaire, pour tout t1, . . . , tn et pour tout h nous
aurions la suite d’égalités en loi

X(t) = X(at + (1− a)t) L= X(at) L= aHX(t). (2.19)

Nous arrivons à une contradiction lorsque a tend vers l’infini. ¥

2Cette notion a été introduite par Hurst dans ses travaux en hydrologie [Hur65].
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Exemple 3
– Un mouvement brownien standard est autosimilaire d’indice H = 1/2,
– Un mouvement de Lévy α-stable est autosimilaire d’indice H = 1/α.

En conséquence, on peut dire que l’exposant H mesure la déviation d’un processus autosi-
milaire par rapport au mouvement brownien, qui correspond au cas de base d’un exposant
égal à 1/2.

Dans la définition de processus autosimilaire, on demande que les vecteurs aléatoires, de
dimension finie, (X(at1), . . . , X(atn)) soient invariants en loi par changement d’échelle.
Contrairement à l’autosimilarité déterministe, on ne demande pas que les réalisations, les
trajectoires du processus se répètent lorsqu’on agrandit certaines parties. C’est ”l’allure”
générale des trajectoires qui sera invariante par changement d’échelle (c-à-d. leurs proprié-
tés statistiques).

2.1.5 Processus autosimilaires à accroissements stationnaires

Parmi les processus autosimilaires, la classe la plus étudiée est celle des processus à
accroissements stationnaires 3. Pourtant, il n’existe pas de représentation générale pour
cette classe de processus. Par conséquent, beaucoup de travaux portent sur des exemples
particuliers comme le mouvement de Lévy α-stable et le mouvement brownien fractionnaire
introduits dans la section 2.1.7 qui interviennent dans de nombreux domaines d’applica-
tion.

Nous allons nous intéresser à l’existence des moments de ce genre de processus. Le résultat
suivant montre que si l’on désire l’existence de certains moments, cela limite les valeurs
admissibles pour H.

Proposition 2.9
Soit {X(t); t ∈ R} un processus autosimilaire à accroissements stationnaires, supposons
que P[X(1) 6= 0] > 0, alors la relation

E
[|X(1)|γ]

< ∞ (2.20)

implique {
H ∈ (0, 1/γ), si 0 < γ < 1,

H ∈ (0, 1], si γ > 1.
(2.21)

Preuve - 2.9 -
La preuve de cette proposition 2.9 est très technique et détaillée dans [TS94]. ¥

3Rappelons que la définition des processus stationnaires est donnée dans la section 1.2.2.
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Proposition 2.10
Soit {X(t); t ∈ R} un processus autosimilaire à accroissements stationnaires d’indice de
Hurst H, et soit t1 < t2 < t3 < t4, alors la covariance Cov

[
X(t4)−X(t3), X(t2)−X(t1)

]
est négative si 0 < H < 1

2 , dans ce cas on parle de persistance, est nulle si H = 1
2 et est

positive si 1
2 < H < 1, dans ce cas on parle de anti-persistance.

Preuve - 2.10 -
On peut se ramener facilement au cas du lemme 2.11. ¥

Lemme 2.11
Soit {X(t); t ∈ R} un processus autosimilaire à accroissements stationnaires d’indice de
Hurst H, et soit t1 < t2 < t3, alors la covariance Cov

[
X(t3) −X(t2), X(t2) −X(t1)

]
est

négative si 0 < H < 1
2 , est nulle si H = 1

2 , est positive si 1
2 < H < 1.

Preuve - 2.11 -
En utilisant l’identité

2Cov
[
X(t3)−X(t2), X(t2)−X(t1)

]

= Var
[
X(t3)−X(t1)

]− Var
[
X(t3)−X(t2)

]− Var
[
X(t2)−X(t1)

]
(2.22)

et la définition du processus autosimilaire à accroissement stationnaires, nous avons

2Cov
[
X(t3)−X(t2), X(t2)−X(t1)

]

=
(
(t3 − t1)2H − (t3 − t2)2H − (t2 − t1)2H

)
Var

[
X(1)

]

= (t3 − t1)2H

(
1−

(
t2 − t1
t3 − t1

)2H

−
(

1− t3 − t2
t3 − t1

)2H)
Var

[
X(1)

]
. (2.23)

Ce qui, d’après la propriété de convexité de la fonction f(x) = 1 − x2H − (1 − x)2H ,
où 0 < x < 1, conduit au résultat annoncé. ¥

2.1.6 Analyse des étendues normalisées

Plusieurs méthodes statistiques existent pour estimer l’indice de Hurst (2.17). En 1965,
Hurst [Hur65] a proposé une méthode appelée analyse des étendues normalisées, ou
Rescaled Range Analysis (R/S Analysis). Notons que l’objectif initial de l’auteur était de
modéliser la série temporelle de la hauteur des crues du Nil, de l’antiquité à nos jours.

La méthode consiste à estimer, pour un intervalle de taille donné, le rapport entre l’étendue
R de la série centrée et intégrée, et l’écart-type S de la série originale. En d’autres termes,
la série est considérée comme la ”cause” générant le déplacement d’une particule (dont
rend compte la série centrée et intégrée). On s’intéresse à la différence entre les limites





Processus autosimilaires Section 2.1

minimale et maximale du déplacement, dans un certain intervalle temporel, normalisé par
l’écart-type de la cause ayant généré le déplacement.

La méthode préconisée par Hurst est construite sur la statistique Q(n) = R(n)
S(n) , dite

étendue normalisée, où n désigne la taille de l’échantillon, elle permet de détecter des
cycles non périodique. On obtient ainsi l’estimation de l’indice de Hurst H avec

R(n) = max
16k6n

k∑

j=1

(
X[j]− X̄n

)− min
16k6n

k∑

j=1

(
X[j]− X̄n

)
, l’étendue, (2.24)

S2(n) = n−1
n∑

j=1

(
X[j]− X̄n

)2
, la variance empirique, (2.25)

X̄n = n−1
n∑

j=1

X[j], la moyenne empirique. (2.26)

Hurst a montré que l’étendue normalisée Q(n) est liée à la taille n de l’intervalle considéré
par la relation suivante

Q(n) = anH , (2.27)

où H est le paramètre de Hurst, équivalent à l’indice d’autosimilarité (2.17), et a est une
constante.

En pratique, cette méthode se fait en plusieurs étapes :
– Tout d’abord, on détermine une suite des entiers (kj)j=1,...,m de longueur m, telle que

1 < km < . . . < k1 = n. En pratique, on choisit la longueur m telle que km est de l’ordre
de 10. Souvent on utilise la suite définie par Davies et Harte [DH87] telle que

kj =

{⌊
n
j

⌋
, pour 1 6 j 6 6,⌊ kj−1

1.15j

⌋
, pour 6 < j 6 m,

(2.28)

– Ensuite, pour chaque kj , on considère une série de subdivisions indépendantes de taille kj ,
et pour chaque subdivision, on détermine la statistique Q(kj),

– Puis, on procède à la pondération moyenne Q̄(kj) des statistiques Q(kj) par nombre de
subdivisions,

– Enfin, l’exposant H peut être estimé par la méthode des moindres carrés, ou par
l’estimation de la pente de la régression de ln(Q̄(kj)) sur ln(kj).

L’analyse de Hurst est délicate pour les séries brèves. Des fluctuations importantes peuvent
être obtenues avec des séries de moins de 500 données. Ceci explique pourquoi les subdi-
vision les plus faibles utilisées ne sont par inférieures à 10. Enfin l’exposant de Hurst est
sensible à la taille de l’échantillon [lFMAV98].

Le seul avantage de cette méthode c’est qu’elle permet d’obtenir un estimateur qui possède
des bonnes propriétés de robustesse [MT79].

Sur la figure 2.2 nous avons tracé la dépendance de l’étendue normalisée Q̄(k) en fonction
de k, aux échelles logarithmiques, pour la série des rendements logarithmiques journaliers
du taux de change GBP/USD. Nous avons tracé également la droite d’ajustement qui
permet d’estimer l’indice de Hurst pour cette série.
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Fig. 2.2 – Analyse des étendues normalisées des rendements logarithmiques journaliers du taux de
change GBP/USD. Le trait tireté correspond à l’ajustement Q̄(k) = 0.4k0.5142. Puisque l’exposant
est proche de 0.5 les rendements logarithmiques sont décorrélés (voir la proposition 2.10).

2.1.7 Exemples

Mouvement de Lévy α-stable

Nous allons présenter l’exemple d’un processus stable autosimilaire d’indice de Hurst
H = 1/α à accroissements stationnaires indépendants.

Définition 2.7
Un processus stochastique {X(t); t > 0} est un mouvement de Lévy α-stable standard
s’il vérifie les propriétés suivantes
– X(0) = 0,
– Tout accroissement X(t) − X(s), suit une loi α-stable Sα(0, β, |t − s|),

où 0 < α 6 2 et −1 6 β 6 1,
– Pour tous 0 = t0 < t1 < . . . < tn, les accroissements {X(ti+1)−X(ti); 0 6 i < n} sont

indépendants.

Pour α = 2 le mouvement de Lévy α-stable correspond au mouvement brownien standard.
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Mouvement brownien fractionnaire

L’exemple d’un processus autosimilaire gaussien à accroissements stationnaires, mais non
nécessairement indépendants est un mouvement brownien fractionnaire. Il s’agit
d’un type de processus très important au niveau des applications, surtout à cause de
son caractère à longue mémoire.

Le mouvement brownien fractionnaire a été introduit par Kolmogorov pour l’étude de la
turbulence [Kol40]. Cependant, l’étude et l’utilisation des processus gaussiens autosimi-
laires a réellement commencé avec l’article fondateur de Mandelbrot et Van Ness [MN68]
sur les mouvements browniens fractionnaires. Ces processus sont utilisés en sciences de
la terre (hydrologie, géophysique), en physique (turbulence [Kol41, Shi99]) mais aussi en
économie dans différents modèles.

Définition 2.8
Un mouvement brownien fractionnaire (standard) de l’indice de Hurst H, où H est
un nombre réel appartient à l’intervalle (0, 1), est un processus {BH(t); t ∈ R+} gaussien
centré dont la covariance est donnée par

Cov
[
BH(s), BH(t)

]
=

1
2

(
s2H + t2H − |t− s|2H

)
. (2.29)

Le résultat suivant [TS94] implique que tout processus gaussien autosimilaire d’indice
H < 1 à accroissements stationnaires est un mouvement brownien fractionnaire, grâce à
la caractérisation des processus gaussiens par leurs fonctions de moyenne et de covariance.

Proposition 2.12
Supposons que {BH(t); t ∈ R} soit un processus autosimilaire d’indice H à accroissements
stationnaires non dégénéré et de variance Var[BH(t)] finie, alors l’indice H ∈ (0, 1],
BH(0) = 0 p.s. et

Cov
[
BH(s), BH(t)

]
=

1
2

(|s|2H + |t|2H − |t− s|2H
)
Var

[
BH(1)

]
. (2.30)

De plus, pour tout t ∈ R
{
E

[
BH(t)

]
= 0, si H < 1,

BH(t) = tBH(1) p.s., si H = 1.
(2.31)

Le mouvement brownien fractionnaire présente des accroissements dépendants. Lorsque
1/2 < H < 1 les corrélation sont positives et à longue portée, tandis que la condition
0 < H < 1/2 conduit à des corrélations négatives. Pour H = 1/2, les accroissements sont
indépendants. Dans le cas 1/2 < H < 1, en raison des corrélation positives qui ont pour
effet de favoriser une tendance haussière ou baissière (le processus est dit persistant).

Les processus gaussiens autosimilaires ou localement autosimilaires introduits simulta-
nément dans [BJR97, PLV96] constituent des généralisations naturelles des mouvements
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browniens fractionnaires. En particulier, on a introduit les processus aléatoires avec facteur
d’autosimilarité variable au cours du temps, cette variabilité pouvant être au choix très
régulière ou au contraire extrêmement brutale. Des estimateurs statistiques des paramètres
de ces processus aléatoires sont à chaque fois construits et étudiés [BBCI98, BBCI99].

Lors de l’application du modèle du mouvement brownien fractionnaire à un cas concret,
il est nécessaire d’estimer aussi précisément que possible le paramètre de Hurst H. Il existe
de nombreuses méthodes qui permettent de réaliser cette tâche et il est difficile d’en
choisir une a priori. Théoriquement, même si des résultats d’efficacité asymptotique sont
démontrés pour certains estimateurs [Dah89, Pog95, JHJ01], rien ne permet de connâıtre
leur comportement dans toutes les circonstances (signaux de longueur réduite, bruit, . . . )

Parmi les processus à longue mémoire, les mouvements browniens fractionnaires ont beau-
coup de succès à cause de leur autosimilarité qui en facilite l’analyse. Cependant, il a
été souligné [Rog97, Che03] que le processus {BH(t)}t n’est ni une semi-martingale ni un
processus de Markov4, et qu’il existe des opportunités d’arbitrages, ce qui signifie que le
mouvement brownien fractionnaire ne peut pas être un modèle financièrement cohérent
pour les rendements logarithmiques.

2.1.8 Conclusion

Nous avons présenté deux types de processus autosimilaires : les mouvements de Lévy
α-stable et les mouvements browniens fractionnaires, le mouvement brownien standard
appartient simultanément aux deux classes. D’autres processus autosimilaires existent
[PT02a, PT02b], par exemple les processus stables qui généralisent les mouvements de
Lévy α-stables en autorisant des incréments dépendants. L’autosimilarité est une propriété
mathématique très agréable car la connaissance du processus à une échelle suffit pour en
déduire son comportement à toutes les échelles. En revanche, cette propriété entrâıne des
contraintes qui la rendent mal adaptée à la modélisation de phénomènes réels et complexes
où les propriétés à grande échelle diffèrent notablement de celles à petite échelle. Les
processus multifractals ont pour but de restituer cette richesse de comportement.

2.2 Analyse multifractale

L’analyse multifractale a été introduite par des physiciens [FP85, Fri95, HJK+86] au
milieu des années 80. Le but était de proposer une interprétation de certains phénomènes
observés dans les écoulements de fluides en régime turbulent. L’utilisation de processus
multifractals s’est largement développée et s’est imposée dans de nombreux domaines :
géophysique [Man89], climatologie [MSL96], traitement d’images [TP00], étude de trafic
Internet [LTWW94, AV98, RCRB99], turbulence [CAP99, CLAB00], finance [Eve95a,
Man88, MDB00]. Les riches propriétés de ces processus en font des candidats idéaux à

4Sauf dans le cas H = 1/2 ou BH(t) se réduit au mouvement brownien standard.
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la modélisation de multiples phénomènes complexes. Sur le plan plus théorique, ils ont
également intéressé les mathématiciens et leur étude rigoureuse est un sujet particulière-
ment riche [Jaf97a, Jaf97b].

Mathématiquement, l’analyse multifractale étudie des processus et des mesures singulières
à travers leurs comportements singuliers.

Dans cette section, nous présentons de manière simple et relativement intuitive les pro-
cessus multifractals en nous appuyant sur la notion d’invariance d’échelle. La propriété
d’autosimilarité au sens stochastique, vérifiée par les processus multifractals, nous permet,
dans la suite, d’étudier les densités de probabilité de leurs accroissements en fonction de
l’échelle. Puis, nous aborderons les principaux outils de l’analyse multifractale, tels que
l’exposant de Hölder et le spectre de singularités, et le lien avec des processus multifractals,
qui s’exprime par le moyen du formalisme multifractal.

2.2.1 Invariance d’échelle

Lois de puissance

On dit qu’un phénomène présente une invariance d’échelle lorsqu’aucune échelle n’est
privilégiée, ce qui se traduit par l’absence d’échelle caractéristique. En d’autres termes,
on ne peut pas identifier dans le système ou le signal étudié des échelles jouant un rôle
spécifique.

Le paradigme de l’absence d’échelle caractéristique est la loi de puissance. En effet, si une
quantité f(τ) qui décrit à l’échelle τ un phénomène présentant une invariance d’échelle,
varie en loi de puissance

f(τ) = Cτ ζ , (2.32)

alors, le rapport des valeurs de f(τ1) et f(τ2) associées à deux échelles τ1 et τ2 ne dépend
que du rapport de ces deux échelle τ1/τ2 :

f(τ1)
f(τ2)

=
(

τ1

τ2

)ζ

. (2.33)

En conséquence aucune échelle ne peut être privilégiée, comme, par exemple, dans le cas
des corrélations à longue portée, étudié dans la section 1.2.5.

Fonction de structure, moments et processus monofractals et multifractals

Le plus souvent la quantité f(τ) correspond à un moment empirique d’ordre q à l’échelle τ .
Dans le contexte de l’étude de la turbulence pleinement développée, en particulier de
l’étude de la nature singulière du champ de vitesse d’un écoulement turbulent, Parisi et
Frisch [PF85] ont proposé une description multifractale basée sur l’étude du comportement
en lois de puissance des fonctions de structure [Fri95, ASM75].
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Définition 2.9
Pour une série d’observations {x[t]; t = 0, l, . . .} à l’échelle τ et de taille d’observation L
la fonction de structure est donnée par

S(τ, q) =
1

bL/τc
bL/τc∑

k=1

∣∣x[kτ ]− x[kτ − τ ]
∣∣q. (2.34)

Cette fonction évoquera les fonctions de partition rencontrées en physique statistique. Elle
peut être aussi interprétée comme un moment empirique absolu d’ordre q des accroissement
à l’échelle τ . Dans ce cadre, dire qu’un processus {X(t)}t à accroissements stationnaires
est invariant d’échelle revient à dire que les moments absolus de δτX(t) suivent une loi de
puissance

E
[|δτX(t)|q] ∼ C(q)τ ζ(q). (2.35)

Définition 2.10
Nous allons distinguer deux classes de processus selon la linéarité de l’exposant ζ(q), appelé
exposant multifractal :
– si ζ(q) est une fonction linéaire, alors on parle de processus monofractal,
– si ζ(q) est une fonction non linéaire, alors on parle de processus multifractal.

Les processus autosimilaires à accroissements stationnaires, décrits dans la section 2.1.5,
caractérisés par un indice de Hurst H, sont monofractals. En effet, en utilisant la station-
narité des accroissements et la définition de l’autosimilarité, nous trouvons que

E
[|δτX(t)|q] = E

[|δτX(τ)|q] = E
[|δ1X(1)|q]τ qH , pour tout τ positif, (2.36)

et donc C(q) = E
[|δ1X(1)|q] et ζ(q) = qH correspond alors à une fonction linéaire de q.

En conséquence, le processus {X(t)}t est monofractal.

Les faits stylisés, que nous étudierons dans la section 2.3, mettent en évidence le caractère
multifractal des séries financières. Il est donc naturel de chercher à construire des processus
multifractals et d’étudier précisément leurs propriétés.

Propriété de l’exposant multifractal ζ(q)

Proposition 2.13
Si la loi d’échelle (2.35) est valide lorsque τ tend vers zéro, c-à-d. si

E
[|δτX(t)|q] ∼

τ→0
C(q)τ ζ(q), (2.37)

alors la fonction ζ(q) est concave.
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Preuve - 2.13 -
L’application de l’inégalité de Hölder permet de mettre en évidence la concavité de l’ex-
posant multifractal ζ(q). En effet, supposons que les moments d’ordre q1 et q2 sont finis,
alors pour tout α ∈ [0, 1], nous avons

E
[
|δτX(t)|αq1+(1−α)q2

]
6 E [|δτX(t)|q1 ]α E [|δτX(t)|q2 ]1−α (2.38)

en prenant le logarithme et en notant q = αq1 + (1− α)q2, nous avons

ln(C(q))+ζ(q) ln(τ) 6 α
(
ln(C(q1))+ζ(q1) ln(τ)

)
+(1−α)

(
ln(C(q2))+ζ(q2) ln(τ)

)
. (2.39)

Ensuite, en divisant par ln(τ) et en faisant tendre τ vers 0, ce qui est légitime puisque par
l’hypothèse la loi d’échelle est valide lorsque τ tend vers zéro, nous trouvons que

ζ(q) > αζ(q1) + (1− α)ζ(q2), (2.40)

ce qui prouve que ζ(q) est une fonction concave. ¥

La relation (2.39) permet également de montrer que le caractère multifractal d’un processus
ne peut pas s’étendre à tout l’ensemble des valeurs positives R+ de l’échelle.

Proposition 2.14
Si l’exposant ζ(q) est non linéaire, alors la loi d’échelle (2.35) ne peut pas être valide au
voisinage de zéro et l’infini simultanément, c’est-à-dire qu’on ne peut pas avoir à la fois

E [|δτX(t)|q] ∼
τ→0

C(q)τ ζ(q), (2.41)

E [|δτX(t)|q] ∼
τ→∞ C(q)τ ζ(q), (2.42)

Preuve - 2.14 -
En effet, si l’on suppose que l’invariance d’échelle (2.11) est vérifiée lorsque τ tend vers +∞,
en divisant la relation (2.39) par ln(τ) et en faisant tendre, cette fois-ci, τ vers +∞, on
trouvera que

ζ(q) 6 αζ(q1) + (1− α)ζ(q2), (2.43)

ce qui est en contradiction avec la concavité et la non linéarité de la fonction ζ(q). ¥

En conséquence, si nous supposons que le comportement des moments absolus est décrit
par une loi de puissance (2.35) lorsque l’échelle τ appartient à un intervalle I qui contient
zéro et si, de plus, l’exposant ζ(q) est non linéaire, alors l’intervalle I doit être forcément
borné.
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Invariances d’échelle

Pour conclure cette section nous allons définir rigoureusement les différentes propriétés
d’invariances d’échelle que nous serons amenés à utiliser.

Définition 2.11
Soit {X(t); t > 0} un processus à accroissements stationnaires. On distingue trois types
d’invariance d’échelle.
– Le processus {X(t)}t possède une invariance d’échelle exacte caractérisée par l’ex-

posant multifractal ζ(q) si les moments absolus des accroissements δτX(t) à l’échelle τ
inférieure à certaine échelle T , dit temps intégral, varie en loi de puissance

E
[|δτX(t)|q] = C(q)τ ζ(q), pour 0 6 τ 6 T , (2.44)

où le facteur C(q) égale au moment absolu d’ordre q à l’échelle τ = 1.
– Le processus {X(t)}t possède une invariance d’échelle asymptotique si les moments

absolus des accroissements δτX(t) à l’échelle τ sont caractérisés par un comportement
en loi de puissance au voisinage de zéro

E
[|δτX(t)|q] ∼ C(q)τ ζ(q), pour τ → 0+. (2.45)

– Le processus {X(t)}t possède une invariance d’échelle discrète si les moments
absolus des accroissements δτX(t) à l’échelle τ sont caractérisés par un comportement
en loi de puissance pour un sous-ensemble discret {τn}n d’échelles

E
[|δτnX(t)|q] ∼ C(q)τ ζ(q)

n , pour τn → 0+. (2.46)

Notons que dans le cas d’invariance d’échelle exacte au delà du temps intégral T le
processus cesse de présenter un caractère multifractal.

2.2.2 Autosimilarité au sens stochastique

Nous avons déjà fait remarquer dans la section 2.1.8 que les processus autosimilaires à ac-
croissements stationnaires, étudiés dans la section 2.1.5, sont mal adaptés à la modélisation
de phénomènes réels observés sur les marchés financiers. Il existe de nombreuses raisons à
cela. Le caractère multifractal (que nous étudierons précisément dans la section 1.2.3) des
séries financières en est une. Le fait que les distributions des rendements ont des profils
différents aux différentes échelles (queues épaisses à petites échelles, loi presque gaussienne
à grandes échelles), alors que, comme le montre la proposition suivante, dans le cas de
processus autosimilaires, ces distributions ne varient que par un facteur de dilatation, en
est une autre.

Proposition 2.15
Un processus autosimilaire à accroissements stationnaires est un processus monofractal,
il possède une invariance d’échelle exacte pour toute échelle positive, et la densité de
probabilité de ses accroissements dépend de l’échelle de la façon suivante

PδlX(x) = (L/l)HPδLX

(
(L/l)Hx

)
, (2.47)
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pour toutes échelles l et L.

Preuve - 2.15 -
Nous avons déjà mis en évidence le caractère monofractal des processus autosimilaires à
accroissements stationnaires à l’aide de la relation (2.36). La même relation montre qu’ils
possèdent une invariance d’échelle exacte (2.44). Il reste à étudier le comportement de la
distribution de leurs accroissements en fonction de l’échelle.

La définition d’un processus autosimilaire à accroissements stationnaires implique

δlX
L= (l/L)HδLX (2.48)

ce qui entrâıne directement le résultat annoncé (2.47). ¥

La démonstration précédente est basée sur le fait que la variable (l/L)H est déterministe.
Une façon naturelle de rendre compte de la variation du profil de la densité de probabilité
des rendements logarithmiques en fonction de l’échelle (cf. section 1.2.3) ainsi que de la
multifractalité de ces rendements (étudié dans la section 2.3 décrivant les faits stylisés
multifractals) consiste, comme nous allons le voir, à supposer que dans la définition 2.6
aH n’est plus une constante mais une variable aléatoire. Cela nous amène à la définition
suivante.

Définition 2.12
Un processus {X(t); t ∈ R} est un processus autosimilaire au sens stochastique si
pour tout 0 < a 6 1, il existe une variable aléatoire positive Wa, indépendante du processus
{X(t)}t, dont la loi dépend seulement de a, et une échelle intégrale T > 0, telles que

{X(at)}06t6T
L= {WaX(t)}06t6T . (2.49)

Proposition 2.16
La densité de probabilité des accroissements PδlX(x) d’un processus autosimilaire au sens
stochastique à accroissements stationnaires, vérifie la relation suivante

PδlX(x) =

∞∫

−∞
Gl/L(u)PδLX(e−ux)e−udu, (2.50)

pour toutes échelles l 6 L 6 T , où le noyau autosimilaire Gl/L(u) est la densité de
probabilité de la variable aléatoire ln(Wl/L).

Preuve - 2.16 -
La définition 2.12, un processus autosimilaire à accroissements stationnaires implique

δlX
L= Wl/LδLX, (2.51)
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qui est une généralisation de la relation (2.48). On en déduit que

P
[
δlX ∈ [x, x + dx]

]
= P

[
Wl/LδLX ∈ [x, x + dx]

]

= E
[
P
[
δLX ∈ [e−ux, e−ux + e−udx]

∣∣ ln(Wl/L) = u
]]

, (2.52)

ce qui entrâıne directement le résultat annoncé (2.50). ¥

L’équation (2.50) est une généralisation directe de l’équation (2.47). Elle a été introduite
dans le cadre de la théorie de la turbulence développée par Castaing et al. [CGH90]. On
peut l’interpréter de la façon suivante : la densité de probabilité PδlX(x) correspondant à
la petite échelle l s’écrit comme la pondération par le noyau autosimilaire Gl/L(u) de la
densité de probabilité PδlX(e−ux)e−u correspondant à la grande échelle L.

Théorème 2.17
Si le processus {X(t)}t, qui possède une invariance d’échelle exacte (2.44), est multifractal
et autosimilaire au sens stochastique, alors le noyau autosimilaire Gl/L(u), introduit par
l’équation (2.50), est relié à l’exposant multifractal ζ(q) par la relation

ζ(q) = ln
(
Ĝl/L(−iq)

)/
ln(l/L), (2.53)

où Ĝl/L(k) est la fonction caractéristique de ln(Wl/L) obtenue par la transformée de
Fourier du noyau autosimilaire Gl/L(u)

Ĝl/L(k) = E
[
eik ln(Wl/L)

]
=

∞∫

−∞
Gl/L(u)eikudu. (2.54)

Preuve - 2.17 -
En utilisant un simple raisonnement de semi-groupe, nous pouvons démontrer que la
transformée de Fourier Ĝl/L(k) est de la forme suivante

Ĝl/L(k) = (l/L)F (k), (2.55)

ce qui implique que la variable ln(Wl/L) est infiniment divisible, voir la section 2.1.1.

En faisant le calcul du moment d’ordre q de l’accroissement absolu δlX(t), nous pouvons
déduire que

E
[|δlX(t)|q] = Ĝl/L(−iq)E

[|δLX(t)|q] = E
[|δLX(t)|q]

(
l

L

)F (−iq)

. (2.56)

La comparaison avec (2.44) montre que le préfacteur C(q) est donné par

C(q) = E
[|δLX(t)|q]/LF (−iq) (2.57)
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et que l’exposant multifractal est relié au noyau autosimilaire par la relation

ζ(q) = F (−iq). (2.58)

Finalement, en utilisant l’équation (2.55) nous pouvons déduire le résultat souhaité (2.53).
¥

Remarque sur les processus monofractals et multifractals

Dans le cas d’un processus monofractal, la variable aléatoire Wl/L, qui intervient dans
la définition 2.12 de l’autosimilarité au sens stochastique, est dégénérée puisque toute la
masse de probabilité est concentrée en un seul point (l/L)H . En conséquence, la densité
de probabilité de ln(Wl/L), donnée par le noyau autosimilaire Gl/L(u), est simplement une
δ-fonction de Dirac

Gl/L(u) = δ (u−H ln(l/L)) . (2.59)

En utilisant la relation (2.50), on déduit que les densités de probabilité PδlX et PδLX

des accroissements δlX et δLX correspondant aux échelles l et L ont le même profil
(cf. équation (2.47)).

Dans le cas d’un processus multifractal, le profil de distribution varie en fonction de l’échelle
et peut être, par exemple, gaussien pour les grandes échelles, ce qui correspond aux fait
stylisés décrits dans la section 1.2.3. D’après le théorème 2.53, la non linéarité de l’exposant
multifractal ζ(q) entrâıne que le noyau Gl/L(u) est différent d’une δ-fonction de Dirac.
En conséquence, la variable aléatoire ln(Wl/L) est non dégénérée.

Mesure d’intermittence

La plus simple mesure du caractère aléatoire de la variable ln(Wl/L) est donnée par sa
variance (quand celle-ci est finie). Un calcul simple basé sur la relation (2.53) donne

Var
[
ln(Wl/L)

]
= −ζ ′′(0) ln(l/L). (2.60)

Définition 2.13
Le coefficient d’intermittence5 λ2 est défini par

λ2 = −ζ ′′(0), (2.61)

ce qui correspond à la courbure de l’exposant multifractal ζ(q) autour de zéro.

5Cette notion a été introduite dans le cadre de la théorie de turbulence développée.
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Notons que les processus monofractals sont caractérisés par λ2 égal à zéro, et les proces-
sus multifractals sont caractérisés par λ2 positif. Ainsi le coefficient d’intermittence λ2

”mesure” en quelque sorte l’écart au cas monofractal.

Dans le cas le plus simple du modèle log-normal, décrit dans la section 3.4, l’exposant
multifractal ζ(q) correspond à une parabole entièrement définie par le coefficient d’inter-
mittence λ2. En conséquence Gl/L est une loi gaussienne et donc la variable aléatoire Wl/L

suit une loi log-normale.

2.2.3 Régularité locale, exposant de Hölder

Commençons par définir les espaces de Hölder homogènes.

Définition 2.14
Soit α > 0. Une fonction f : R 7→ R appartient à la classe Cα(R) s’il existe une constante
C > 0 et un polynôme P de degré inférieur à bαc tels que pour tout t, t′ ∈ R,

|f(t)− P (t− t′)| 6 C|t− t′|α. (2.62)

On va par ailleurs définir la régularité ponctuelle à partir de cette notion. La régularité
ponctuelle d’une fonction autour d’un point t0 se mesure à l’aide de l’exposant de Hölder
ponctuel.

Définition 2.15
Soit t0 ∈ R et soit α > 0. Une fonction localement bornée f : R 7→ R appartient à la classe
Cα(t0) s’il existe une constante C > 0 et un polynôme P de degré inférieur à bαc tel que
sur un voisinage de t0,

|f(t)− P (t)| 6 C|t− t0|α. (2.63)

L’exposant de Hölder de f en t0 est

hf (t0) = sup{α|f ∈ Cα(t0)}. (2.64)

Si l’exposant de Hölder hf (t0) est strictement supérieur à un nombre entier m alors la
fonction f(t) est m fois dérivable en t0, tandis qu’une discontinuité de la fonction f(t)
en t0 implique hf (t0) = 0. L’exposant de Hölder peut également prendre des valeurs non
entières, ainsi les trajectoires du mouvement brownien sont caractérisées par un exposant
hf (t) égal presque partout à 1/2.

2.2.4 Spectre de singularités

L’exposant de Hölder est un outil théorique puissant pour la caractérisation du comporte-
ment singulier d’un objet. Cependant, en pratique, il reste difficile à utiliser. Son estimation
est souvent très instable, voire n’a pas de sens. En effet, rien n’oblige cet exposant à varier
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lentement d’un point à l’autre. On peut construire, par exemple, des fonctions qui sont
continues et dont l’exposant de Hölder est partout discontinu [Jaf97a, Jaf97b].

Dans le cas de processus autosimilaires au sens stochastique, l’exposant de Hölder varie
généralement sur un continuum de valeurs [α∗, α∗] et cela au voisinage de tout point
(α∗ et α∗ ne dépendent pas du point considéré), voir la section 2.2.5 sur le formalisme
multifractal. Dans ce cas, essayer d’associer un exposant de Hölder à chaque point d’une
réalisation échantillonnée n’a aucun sens.

Il est donc naturel, pour décrire le comportement singulier d’un objet, d’introduire une
nouvelle notion moins locale que l’exposant de Hölder mais dont on peut espérer que son
estimation sur une réalisation échantillonnée ait un sens et soit robuste.

Définition 2.16
Soit f : R 7→ R. On note Ef (α) l’ensemble de niveau α, qui peut prendre la valeur +∞,

Ef (α) = {t|hf (t) = α}, (2.65)

l’ensemble des points où l’exposant de Hölder vaut α.

En général les ensembles de niveau α présentent une structure extrêmement complexe,
impossible à décrire simplement par une forme euclidienne : ils sont des objets typiques
de la géométrie fractale [HJK+86, Fal90].

Définition 2.17
Soit f : R 7→ R. Le spectre de singularités de f , noté D(α), est l’application qui à α
associe la dimension de Hausdorff de l’ensemble de niveau α.

Pour que cette définition soit complète, nous rappelons la notion de dimension de Haus-
dorff [Fal90] en appendice B.

Le spectre de singularités D(α) représente en quelque sorte la fréquence avec laquelle une
singularité d’ordre α apparâıt dans la fonction. Une interprétation non rigoureuse mais in-
tuitive consiste à décomposer l’intervalle [0, T ], où T est le temps intégral, en intervalles de
taille τ . Le nombre d’intervalles N(τ, α), où l’accroissement δτf(t) se comporte comme τα

est [HJK+86]
N(τ, α) ∼ τ−D(α). (2.66)

Donc, le spectre de singularités décrit comment ”l’histogramme” N(τ, α) varie lorsque τ
tend vers zéro.

2.2.5 Formalisme multifractal

La définition du spectre de singularités reste difficile à utiliser en pratique : elle nécessite
en effet la détermination de la mesure de Hausdorff, tâche difficile, d’ensembles présentant
eux-mêmes une structure très complexe. Beaucoup d’auteurs [MBA91, BMA93, MBA94,
Jaf97a, Jaf97b], et tout particulièrement en physique [FP85], ont donc cherché une méthode





Chapitre 2 Multifractalité

pratique pour déterminer ce spectre. Ces travaux ont aboutit à l’analyse multifractale que
nous allons présenter dans cette section.

Dans la suite nous présentons un calcul non rigoureux mais intuitif qui relie le spectre de
singularités et l’exposant multifractal.

Si la loi d’échelle (2.35) est vérifiée au voisinage de zéro, il est possible d’exprimer le
moment E

[|δτX|q
]

en faisant intervenir le spectre de singularités, lorsque τ tend vers zéro.
Au voisinage d’une singularité d’ordre α on a, dans l’intervalle de taille τ

|X(t)−X(t− τ)|q ∼ ταq. (2.67)

Si la dimension de cette singularité est D(α), il existe environ τ−D(α) de tels intervalles,
chacun de taille τ . La contribution totale de cette singularité à l’espérance est donc environ

ταq+1−D(α). (2.68)

D’après la méthode du col, l’ordre de grandeur de l’espérance est donné par la plus grande
contribution qui correspond à l’exposant le plus faible, lorsque τ tend vers 0, d’où la
relation

ζ(q) = inf
α

(qα + 1−D(α)). (2.69)

L’exposant multifractal ζ(q) est la transformée de Legendre de D(α) − 1. Sous certaines
conditions, essentiellement sous condition de concavité, le spectre de singularité D(α) peut
alors être déduite de ζ(q) par la transformation de Legendre inverse.

Définition 2.18
On dit que le formalisme multifractal est vérifié si et seulement si l’exposant multi-
fractal ζ(q) est relié au spectre de singularités D(α) par une transformation de Legendre.

Plus précisément le spectre de singularités D(α) est donné par

D(α) =

{
D∗(α), pour tout α tel que α∗ 6 α 6 α∗,
−∞, sinon,

(2.70)

où D∗(α) est la transformée de Legendre de ζ(q)

D∗(α) = 1 + min
q

(qα− ζ(q)), (2.71)

ζ(q) = 1 + min
α

(qα−D∗(α)), (2.72)

et α∗ et α∗ définis par

α∗ = inf{α|D(α) = 0}, (2.73)
α∗ = sup{α|D(α) = 0}. (2.74)
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Fig. 2.3 – Exemple de l’exposant multifractal ζ(q) (trait pointillé) et la transformée de Legendre
ζ∗(q) du spectre de singularités (trait solid).

Le formalisme multifractal a été démontré sur plusieurs classes de fonctions déterministes
[Jaf97a, Jaf97b] ou stochastiques [BM02]. Dans ce dernier cas, le formalisme multifractal
a été démontré au sens presque sûr, c-à-d. qu’il est valide sur presque toute réalisation.

Grâce à la concavité de l’exposant multifractal ζ(q), il est possible d’interpréter l’exposant
de Hölder α comme la valeur de la dérivée de ζ(q) et réciproquement q comme la valeur
de la dérivée de D∗(α). En effet, étant donné la valeur fixée de q = q0, on a

D∗(α0) = 1 + q0α0 − ζ(q0), (2.75)

α0 =
dζ

dq
(q0), (2.76)

q0 =
dD∗

dα
(α0). (2.77)

Ce que nous présentons sur la figure 2.4.

Notons de même que le spectre de singularités D(α) peut être vu comme la transformée
de Legendre de la fonction ζ∗(q), définie comme

ζ∗(q) =





1 + α∗q, pour q < q∗,
ζ(q), pour q∗ 6 q 6 q∗,
1 + α∗q, pour q∗ < q,

(2.78)
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Fig. 2.4 – Exemple du spectre de singularités D(α) (trait pointillé) et la transformée de Legendre
D∗(α) de l’exposant multifractal (trait solid).

où q∗ et q∗ donnés par

q∗ =
dD

dα
(α∗), (2.79)

q∗ =
dD

dα
(α∗). (2.80)

Il est important de noter qu’en pratique, sous les conditions usuelles, on ne peut estimer
que la fonction ζ∗(q) et non pas l’exposant multifractal ζ(q) [Mol96, LAC04, MBK06].

Une interprétation probabiliste des dimensions fractales négatives en termes de grandes
déviations a été proposée par Mandelbrot [Man90, MR97].

Cas monofractal et multifractal

Lorsque l’exposant multifractal ζ(q) = qH est une fonction linéaire, il est facile de voir
que le formalisme multifractal conduit à un spectre réduit au point H, et D(H) = 1
(D(α) = −∞ pour α 6= H). En revanche lorsque l’exposant multifractal ζ(q) est une
fonction non linéaire, le spectre de singularités n’est plus dégénéré presque sûrement.
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2.3 Faits stylisés multifractals

L’intérêt pour les processus multifractals en finance est relativement récent, la littérature
dans ce domaine est encore peu abondante mais plusieurs études [VA98, PS99, PS00,
SSL00, MDB00, CF01, CF02] ont déjà mis en évidence les faits stylisés multifractals dans
plusieurs séries financières à l’aide de différentes méthodes : ondelettes [AMS98] ou fonction
de structure [FCM97, CF01, CF02].

2.3.1 Hétérogénéité du marché

Une hypothèse classique en économie est celle d’un marché homogène, où tous les
investisseurs se comportent de la même façon, en investisseurs rationnels maximisant leur
fonction d’utilité. Les investisseurs réagissent donc tous de la même façon aux événements.

L’hypothèse de marché hétérogène est une nouvelle idée en modélisation. Cette hypo-
thèse suppose que les agents ont des perceptions du marché, des degrés d’information
et des règles de comportement différents, ce qui peut expliquer l’absence de l’échelle
caractéristique.

Pour le marché des changes, il apparâıt que les agents ont des profils de risques, des
localisations géographiques et des contraintes institutionnelles différents. Il y a eu un
certain nombre d’articles dans les années 1990 rejetant l’hypothèse traditionnelle d’agents
rationnels interprétant toutes les informations de la même manière et n’ayant aucune
raison d’avoir des horizons de temps différents, et ce, pas uniquement pour le marché des
devises.

Dans les travaux [MDD+95, MDD+97], il est montré que c’est l’horizon de temps sur lequel
les investisseurs influencent le marché qui est l’aspect le plus important des différences de
comportement et de perception du marché. Pour eux, les différences entre agents vont
essentiellement se traduire par des horizons de temps différents. Ils tentent d’observer cela
pour le marché des devises. L’idée est que les agents agissant à court terme évaluent le
marché à de plus hautes fréquences et ont une plus courte mémoire que ceux travaillant à
plus long terme. Une augmentation rapide de 0.5% suivie par une baisse rapide de 0.5% est
un événement important pour un agent à court terme, mais pas pour une banque centrale
ou un autre investisseur à long terme. Les agents à long terme s’intéressent, quant à eux,
plus à la tendance générale sur de longs intervalles. Ils regardent le marché (et sa volatilité)
sur un maillage plus grossier. Les agents à court terme et à long terme n’auront donc pas
les mêmes ensembles d’opportunités, ils réagiront différemment à une même information.

2.3.2 Invariance d’échelle des rendements

Comme nous avons noté dans la section 1.2.3, la distribution des rendements change avec
l’échelle de temps en se rapprochant d’une loi normale pour de grands intervalles de temps.
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Fig. 2.5 – Fonction de partition (2.81) des rendements logarithmiques du taux de change
GBP/USD, pour l’ordre q variant de 0.5 à 5 et l’échelle τ variant de 1 jour à 15 jours. Le
comportement linéaire des moments aux échelles logarithmiques confirme que les rendements
logarithmiques possède une invariance d’échelle.

Pour mettre en évidence le caractère multifractal d’une série financière il est naturel
d’évaluer les différents moments des rendements logarithmiques E [|δτX(t)|q] par leurs
moyennes empiriques

M(τ, q) =
1

bN/τc
bN/τc∑

k=1

∣∣X(kτ)−X(kτ − τ)
∣∣q, (2.81)

où N est la longueur de la série. La fonction M(τ, q) devrait se comporter en fonction
de τ comme une loi de puissance si la série est multifractale. Pour le vérifier, en pratique,
on trace les logarithmes des moyennes empiriques ln(M(τ, q)) en fonction de ln(τ) pour
détecter le comportement linéaire.

Pour des moments supérieurs à 5, les fluctuations statistiques sont assez élevées, ce qui
introduit une grande incertitude de la signification statistique des résultats.

Sur la figure 2.5 nous avons évalué les différents moments absolus des rendements loga-
rithmiques du taux de change GBP/USD par leur moyenne empirique (2.81). L’hypothèse
de l’invariance d’échelle doit se traduire par un tracé linéaire aux échelles logarithmiques,
ce qui est confirmé au moins pour les premières valeurs de q. Pour les ordres q supérieurs
à 5 et pour les échelles supérieures à 15 jours, les fluctuations statistiques sont amplifiées,
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c’est-à-dire que seulement quelques termes dominent la fonction de partition (2.81), et,
si les tracés conservent une allure qualitativement linéaire, l’incertitude est grande et la
signification statistique des résultats obtenus est sujette à caution.

2.3.3 Autocorrélation des magnitudes

Dans la section 1.2.5 nous avons déjà mis en évidence la présence de mémoire longue dans
les séries financières en calculant des autocovariances des rendements absolus ou quadra-
tiques. Une autre observation importante est celle de l’autocovariance des logarithmes des
rendements (logarithmiques) absolus, appelés magnitudes. Une étude effectuée sur des
données réelles montre que cette fonction d’autocovariance se comporte comme

γln(h) = Cov
[
ln |δτX(t)|, ln |δτX(t + h)|] ∼

{
−λ2 ln T

h , pour l ¿ h 6 T ,

0, pour h > T ,
(2.82)

où le facteur λ2 est de l’ordre de 0.02 et le coefficient T peut varier entre quelques mois et
quelques années. Une propriété remarquable de cette fonction d’autocovariance est qu’elle
ne dépend pas du choix de l’échelle τ .

La figure 2.6 représente la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes journaliers
du taux de change GBP/USD. Elle reste très longtemps significativement positive et
indique donc l’existence d’une autocorrélation des magnitudes. Une régression effectuant
de cette fonction d’autocovariance contre le logarithme du temps indique qu’elle peut être
bien approximée par une fonction décroissante logarithmiquement jusqu’à zéro, comme le
montre le tracé tireté sur la figure.

2.4 Modèles multifractals

Les premiers objets multifractals proposés dans la littérature ont été les mesures multi-
fractales construites à partir de cascades qui ont été développées par l’école russe [Yag66]
pour la modélisation en turbulence. Après les premiers travaux de Mandelbrot [Man74a,
Man74b, Man89, Man03], de nombreuses études ont été consacrées aux cascades aléatoires
multiplicatives discrètes. Leurs convergence et propriétés de régularité ont été extensive-
ment étudiés notamment dans les travaux suivants [KP76, Gui87, Mol96, Mol97]. A notre
connaissance, les constructions précises des processus multifractals à temps continus à
accroissements stationnaires sont apparues initialement dans les travaux de Bacry et Muzy
[MDB00, BDM01, MB02, BM03] et de Barral et Mandelbrot [BM02]. Dans ces travaux
les processus multifractals sont obtenus comme des limites de processus stochastiques.
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Fig. 2.6 – Fonction d’autocovariance empirique des magnitudes journalières du taux de change
GBP/USD. Le trait tireté correspond à la régression par une fonction décroissante logarithmique-
ment 0.025 ln(1000/h)1{h61000}.

2.4.1 Modèles en cascade discrète

Mesure binomiale

L’exemple de cascade le plus simple, non aléatoire, est la mesure binomiale, ou mesure de
Bernoulli, sur l’intervalle [0, 1], introduite par Mandelbrot [Man74a, Man89].

La mesure binomiale µ sur l’intervalle [0, 1] est définie comme la limite d’une suite de
mesures µk. Considérons la mesure de probabilité uniforme µ0 sur l’intervalle [0, 1] et deux
réels positifs m0 et m1, tels que m0 + m1 = 1.

A la première étape, on divise l’intervalle [0, 1] en deux intervalles [0, 1/2] et [1/2, 1]. La
mesure µ1 est construite en répartissant uniformément la masse m0 sur l’intervalle [0, 1/2]
et la masse m1 sur l’intervalle [1/2, 1] :

µ1([0, 1/2]) = m0, µ1([1/2, 1]) = m1.

A la seconde étape, l’intervalle [0, 1/2] est à nouveau divisé en deux intervalles [0, 1/4] et
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Fig. 2.7 – Construction de la mesure binomiale

[1/4, 1/2] qui reçoivent respectivement une fraction m0 et m1 de la mesure µ1([0, 1/2]) :

µ2([0, 1/4]) = µ1([0, 1/2])m0 = m0m0, µ2([1/4, 1/2]) = µ1([1/2, 1])m1 = m0m1.

La même procédure est appliquée à l’intervalle [1/2, 1] :

µ2([1/2, 3/4]) = µ1([1/2, 1])m0 = m1m0, µ2([3/4, 1]) = µ([1/2, 1])m1 = m1m1,

ce qui conduit à la construction d’une mesure µ2.

On continue dans la suite par itération : à l’étape k + 1, étant donnée la mesure µk et
l’intervalle [t, t+2−k], où t est un nombre diadique, la masse µk([t, t+2−k]) est répartie selon
respectivement les fractions m0 et m1 sur deux intervalles [t, t+2−k−1] et [t+2−k−1, t+2−k].

L’application de cette procédure à tous les intervalles [t, t + 2−k] permet construire la
mesure µk+1. Comme nous avons noté ci-dessus la mesure binomiale µ est définie comme
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la limite (au sens de la topologie faible) des mesures µk :

µ = lim
k→∞

µk. (2.83)

Il est assez naturel d’étendre la construction binomiale. Ainsi, on peut considérer la mesure
multinomiale, où les intervalles sont divisés en n > 2 sous-intervalles à chaque étape.
Chacun d’entre eux reçoit une fraction mj (pour j = 1, . . . , n) de la masse totale. Pour
assurer la conservation de la mesure totale, il est nécessaire d’imposer la condition de
normalisation

∑n
j=1 mj = 1.

Cascades multiplicatives

Il est possible de généraliser les constructions précédentes en considérant la classe plus
vaste des cascades multiplicatives qui ne possèdent plus de caractère déterministe. L’idée
consiste à considérer comme générateur de la cascade une variable aléatoire W , positive,
d’espérance 1, plutôt que des valeurs discrètes déterministes.

On part de la distribution uniforme de l’intervalle [0, 1]. En utilisant la même division
diadique comme dans le cas de la cascade binomiale, à la nième étape de construction,
si l’on introduit des adresses diadiques k1 · · · kn, où kj = 0, 1, on multiplie les densités
des sous-intervalles Ik1···kn par des variables aléatoires positives Wk1···kn indépendantes et
distribuées de même loi que W . En conséquence, la masse de l’intervalle diadique Ik1···kn

est simplement égale à

Mn(Ik1···kn) = 2−n
n∏

j=1

Wk1···kn . (2.84)

Théorème 2.18 (Kahane-Peyrière)
Sous la condition

E
[
W ln(W )

]
< 1, (2.85)

la construction d’une cascade multiplicative converge presque sûrement vers un processus
non dégénéré M , qu’on appelle la mesure multiplicative.

Preuve - 2.18 -
La démonstration est détaillée dans [KP76]. ¥

Par construction, la mesure multiplicative vérifie la propriété suivante

M [Ik1···kn ] L=
1
2
WM [Ik1···kn−1 ]. (2.86)
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Propriétés de la mesure multiplicative

Proposition 2.19
La mesure multiplicative M vérifie l’identité en loi

M
L=

W1

2
M1 +

W2

2
M2, (2.87)

où M1 et M2 sont des copies de M , W1 et W2 sont des copies de W , et M1, M2, W1 et
W2 sont toutes indépendantes.

Cette identité appelée star equation de Mandelbrot [Man01], peut être vue comme une
généralisation de l’équation définissant les lois stables, étudiées dans la section 2.1.2. Elle
a fait l’objet de multiple travaux en probabilité [KP76, DL83, Gui90, Liu02].

Le caractère multifractal de la cascade multiplicative est démontré, par exemple, dans le
travail de Molchan [Mol96].
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Proposition 2.20
La mesure multiplicative possède l’invariance d’échelle discrète (2.46), dont l’exposant
multifractal ζM (q) est donnée par

ζM (q) = q − log2

(
E

[
W q

])
. (2.88)

Preuve - 2.20 -
Par itération de l’équation (2.86), il est possible de calculer le moment d’ordre q

E
[(

M [Ik1···kn ]
)q] = 2−nq

(
E

[
W q

])nE [(M [0, 1])q] = E [(M [0, 1])q] |Ik1···kn |ζM (q), (2.89)

où |Ik1···kn | = 2−n. La fonction ζM (q) est alors donnée par l’équation (2.88). Et donc le
comportement des moments présente le caractère multifractal. ¥

Un résultat important concerne les queues des lois de probabilités solutions de la star
equation de Mandelbrot :

Théorème 2.21 (Guivarc’h)
Si E

[
W ln(W )

]
< 1, alors la distribution de probabilité de M solution de la star equation

de Mandelbrot est unique, à une homothétie près, et il existe un constante K telle que :

P
[
M > x

] ∼
x→+∞ Kx−qc , (2.90)

où qc est l’unique solution de ζM (q) = 1 telle que qc > 1.

Preuve - 2.21 -
La démonstration est détaillée dans [Gui87, Gui90]. ¥

Ce théorème implique en particulier que les moments de M divergent pour un ordre q plus
grand que qc.

Une autre quantité intéressante est la structure de covariance de la mesure multiplicative.
La proposition suivante montre la présence de la structure compliquée de corrélations dans
les cascades multiplicatives.

Proposition 2.22
Considérons deux intervalles disjoints Ik1···kn1

et Il1···ln2
, et supposons que les premiers m

indices des adresses diadiques soient identiques k1 · · · km = l1 · · · lm, alors nous avons

E
[
M [Ik1···kn1

]q1M [Il1···ln2
]q2

]
=

E [(M [0, 1])q1+q2 ]
2mζM (q1+q2)−mζM (q1)−mζM (q2)+n1ζM (q1)+n2ζM (q2)

. (2.91)
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Preuve - 2.22 -
En utilisant la relation (2.86) nous pouvons déduire que

E
[(

M [Ik1···kn1
]
)q1

(
M [Il1···ln2

]
)q2

]

=
1

2n1q1+n2q2
E

[
(M [0, 1])q1+q2

] (
E

[
W q1+q2

])m (E [W q1 ])(n1−m) (E [W q2 ])(n2−m) (2.92)

En exprimant les moments de W à l’aide de l’équation (2.88), on déduit l’expression (2.91).
¥

Exemple d’une cascade multiplicative, cascade log-normale

Dans le cas le plus simple, W est distribuée selon une loi log-normale

ln(W ) ∼ N (−2λ2 ln(2), 4λ2 ln(2)
)
, (2.93)

où la moyenne est définie par la condition E
[
W

]
= 1. Un calcul gaussien montre que

E [W q] = 22q(q−1)λ2
, (2.94)

et alors l’exposant multifractal est donné par

ζ ln
M (q) = q(1 + 2λ2)− 2λ2q2. (2.95)

L’expression (2.95) de l’exposant multifractal permet d’interpréter le paramètre 4λ2 comme
le coefficient d’intermittence défini par (2.61).

Par ailleurs, d’après la théorème 2.21, les moments divergent au delà du seuil qc = 1
2λ2 > 1

tel que ζ ln
M (qc) = 1.

Qualités et défauts des cascades discrètes

Notons que l’extension des cascades binomiales et multiplicatives à un intervalle quel-
conque [0, T ] est immédiate en suivant les mêmes étapes décrites ci-dessus.

La construction de la mesure binomiale peut être généralisée. On obtient alors une vaste
classe de mesures multifractales construites par cascades multiplicatives qui conduisent à
des mesures aléatoires dont les moments divergent à partir d’un certain ordre.

Cependant, il est facile de montrer à partir de l’expression (2.91) que ces mesures multi-
plicatives ne sont pas stationnaires ce qui peut limiter leur application. La construction
utilise une discrétisation diadique de l’intervalle dont la rigidité est le principal défaut
de la mesure multiplicative. En effet, l’invariance d’échelle n’est pas strictement continue
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mais restreinte aux sous-intervalles diadiques, ce qui correspond à une invariance d’échelle
discrète (2.46). Nous verrons plus loin comment il est possible de résoudre ce problème.

Une autre limitation provient de la construction non causale, ”de haut en bas”, de la
cascade construite sur un intervalle [0, t] il sera nécessaire de recommencer entièrement la
construction pour l’avoir sur l’intervalle [0, t + τ ].

2.4.2 Modèle MMAR de Mandelbrot, Fisher et Calvet

Définition

Pour construire une classe de processus multifractals à partir d’une mesure qui possède des
caractéristiques multifractales, Mandelbrot, Fisher et Calvet [MFC97, CFM97, FCM97]
proposent d’utiliser la subordination (voir [MT67, Fel68]) d’un mouvement brownien frac-
tionnaire. Leur modèle MMAR (Multifractal Model of Asset Return) est destiné à la
modélisation de séries financières. Dans ce modèle, on suppose que le processus de prix
logarithmiques X(t) = ln (P (t)/P (0)) est donné par

X(t) = BH(θ(t)) (2.96)

où BH est un mouvement brownien fractionnaire et θ la fonction de répartition d’une
mesure aléatoire multifractale sur [0, T ], appelée le temps physique ou trading time,
indépendante de BH . Les auteurs sous-entendent que la mesure multifractale est une
mesure multiplicative décrite précédemment.

Remarque sur la notion de ”trading time”

Notons qu’en finance l’utilisation d’un processus subordinateur est une vieille suggestion
qui remonte à Clark [Cla73]. Plus récemment, pour mieux rendre compte du fonctionne-
ment du marché qui connâıt des périodes de hausse ou de baisse d’activité (”lunch effect”,
”end-of-the-day effect”), certains proposent d’utiliser un temps déformé, calibré sur une
mesure de cette activité, à la place du temps physique [MDD+95, AG00].

Moments

Il est clair que les propriétés du processus X(t) en grande partie dépendent de celles de la
fonction θ(t). Ainsi, si l’on note {Fθ

t ; t ∈ [0, T ]} la filtration engendrée par le processus θ(t),
le moment d’ordre q de processus X s’écrira comme :

E [|X(t)|q] = E
[|BH(θ(t))|q] = E

[
E

[
|BH(θ(t))|q

∣∣Fθ
t

]]

= E
[
E

[
|θ(t)HBH(1)|q∣∣Fθ

t

]]
= E

[
θ(t)qH

]
E

[|BH(1)|q] , (2.97)
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où nous avons utilisé l’indépendance entre BH et θ. D’après ce calcul, la finitude du
moment d’ordre q du processus X dépend de l’existence du moment E

[
θ(t)qH

]
. Comme

les moments de θ(t) divergent au delà d’un ordre qc alors le moment E [|X(t)|q] diverge
pour q > qc/H. Notons que la condition de divergence ne dépend pas de t.

Invariance d’échelle

En utilisant la relation (2.97) on peut relier les exposants multifractals des processus θ(t)
et X(t) par la formule

ζX(q) = ζθ(qH) (2.98)

En effet, en utilisant la définition de l’exposant multifractal (2.11) et la relation (2.97),
on a

CX(q)tζX(q) ∼ E [|X(t)|q] = E
[
θ(t)qH

]
E

[|BH(1)|q] ∼ E [|BH(1)|q]Cθ(q)tζθ(qH) (2.99)

Par exemple, dans le cas, où la fonction θ est la fonction de répartition d’une mesure
multiplicative log-normale (2.93), l’exposant s’écrit

ζ ln
X (q) = ζ ln

θ (qH) = qH(1 + 2λ2)− 2λ2q2H2. (2.100)

En particulier, lorsque H = 1/2, l’expression devient

ζ ln
X (q) =

q

2
(1 + 2λ2)− λ2q2

2
. (2.101)

Corrélations

Lorsque H = 1/2 (on compose avec un mouvement brownien standard B), les accroisse-
ments du processus MMAR sont décorrélés mais ils ne sont pas indépendants :

E
[
(δτX(t))2q (δτX(t + τ))2q ]

= E
[
(δτθ(t))

q (δτθ(t + τ))q ] (
E

[
(B(1))2q

])2
. (2.102)

La structure de corrélation de la mesure multifractale permet au processus MMAR de
tenir compte du phénomène de longue mémoire observé sur les marchés financiers.

Choisir H différent de 1/2 permet d’avoir des accroissements corrélés, positivement si
H > 1/2 et négativement si H < 1/2.

Faits stylisés

La construction du processus MMAR repose sur la subordination d’un mouvement brow-
nien fractionnaire par une mesure multifractale. C’est à travers ce changement de temps
que le processus acquiert la dépendance des incréments et les propriétés de multifractalité.
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Le modèle MMAR permet de modéliser la plupart des faits stylisés classiques décrits dans
la section 1.2 à l’exception de la corrélation entre le rendement et la volatilité instan-
tanée ainsi qu’il permet de reproduire les faits stylisés multifractals grâce au caractère
multifractal de la mesure.

Cependant, le modèle MMAR possède au moins un défaut majeur. Il dépend de la mesure
multifractale construite d’avance, autrement dit ce modèle n’est pas causal ce qui limite
son utilisation pour modéliser des comportements des actifs financiers.

De même, nous devons noter que sans préciser la mesure multifractale le modèle MMAR
reste incomplet. Dans les articles [MFC97, CFM97, FCM97] les auteurs sous-entendent
implicitement l’utilisation de la mesure multiplicative, étudiée dans la section 2.4.1. Dans ce
cas, le modèle MMAR hérite tous les défauts de la mesure multiplicative, et, en particulier,
l’invariance d’échelle restreinte aux intervalles diadiques.

2.4.3 Modèle MSM de Calvet et Fisher

Dans [CF01], Calvet et Fisher présentent une extension très intéressante du modèle MMAR.
Leur but est de s’affranchir des contraintes de la mesure multiplicative dans la construction
initiale du processus MMAR.

Au lieu de diviser à chaque étape un intervalle en sous-intervalles de manière détermi-
niste, ils proposent d’utiliser des instants aléatoires, où les multiplicateurs changent. Ces
instants suivent une loi de Poisson dont l’intensité progresse à chaque étape. Le processus
PMM (Poisson Multifractal Model) obtenu possède des propriétés comparables à celles du
processus MMAR mais possède en plus un caractère stationnaire et causal. Par ailleurs,
grâce au choix du processus de Poisson, la construction de Calvet et Fisher hérite d’une
structure markovienne. Ceci leur permet de bâtir un processus discret qui converge vers
le processus PMM précédent mais dont la construction est causale et peut se faire lorsque
le temps progresse.

Nous considérons une série {X[t]; t ∈ N} définie en temps discret, qui sert à modé-
liser des prix logarithmiques espacés régulièrement dans le temps, avec k̄ composants
M1[t], . . . , Mk̄[t] caractérisés par les fréquences γ1, . . . , γk̄. Les rendements logarithmiques
journaliers s’écrivent comme

δ1X[t] = X[t]−X[t− 1] = σ (M1[t] · · ·Mk̄[t])
1/2 ε[t], (2.103)

où le paramètre σ est une constante positive et ε[t] est un bruit blanc gaussien. Les
multiplicateurs ou les composantes de volatilité Mk[t] sont stationnaires, non négatifs
d’espérance 1. De plus, nous supposons qu’ils sont indépendants à tout instant t. En
conséquence, σ2 correspond à la variance non conditionnel des rendements logarithmiques
journaliers δ1X[t].

L’équation (2.103) définit le modèle à volatilité stochastique δ1X[t] = σ[t]ε[t] avec la struc-
ture multiplicative de volatilité σ[t] = σ (M1[t] · · ·Mk̄[t])

1/2. Les propriétés de volatilité
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sont gouvernées par la dynamique stochastique des multiplicateurs Mk[t], pour lesquels
nous admettons la construction récursive. Si nous supposons qu’ils sont connus à l’instant
t − 1 alors pour tout k ∈ {1, . . . , k̄} le multiplicateur Mk[t] correspondant à la période
suivante est tiré indépendamment selon une loi fixée à l’avance M avec la probabilité γk

et reste égal à sa valeur présente Mk[t− 1] avec la probabilité 1− γk.

Les probabilités de transition γ1, . . . , γk̄ sont spécifiées dans [CF01] de telle façon que

γk = 1− (1− γ1)(bk−1) = 1− (1− γk̄)
(bk̄−k), (2.104)

où γ1 ∈ (0, 1) et b ∈ (1,∞). Pour les petites valeurs de k les probabilités de transition
satisfont les approximations suivantes

γk ' γ1b
k−1 ' γk̄b

k̄−k. (2.105)

La construction décrite impose seulement deux restrictions sur la loi fixée M : M > 0 et
E

[
M

]
= 1. Calvet et Fisher proposent deux types de modèles les plus simples. Dans le

premier cas M est distribuée selon une loi binomiale qui prend deux valeurs équiprobables
m0 et 2−m0, dans le deuxième M suite une loi log-normale ln(M) ∼ N (

m0,−m2
0/2

)
.

Le processus X[t] construit de cette façon, dit le processus MSM(k̄), (Markov-Switching
Multifrequency), dépend de cinq paramètres : m0, σ, b, γk̄ et k̄. Calvet et Fisher proposent
d’utiliser la méthode de maximum de vraisemblance pour estimer ces paramètres. L’utili-
sation de cette méthode est critiquée dans [Lux04], la matrice de transition de taille 2k̄×2k̄,
où la valeur de k̄ peut monter jusqu’à 10, entrâıne des calculs d’une grande complexité.

De même, il est impossible d’appliquer la méthode de maximum de vraisemblance dans le
cas de la loi log-normale. Pour éviter ces inconvénients Lux dans [Lux03] suggère d’utiliser
la méthode GMM (Generalized Method of Moments).

Faits stylisés

Le modèle MSM de Calvet et Fisher à travers la structure multiplicative de la volatilité
permet de reproduire la plupart des faits stylisés classiques et multifractals : l’absence
de corrélation temporelle (cf. section 1.2.4), les queues de distribution des accroissements
sont plus épaisses que celles de la loi normale, le phénomène d’accumulation des volatilités
(cf. section 1.2.7), la présence de la mémoire longue (cf. section 1.2.5), la variation de
distribution des accroissements en fonction de l’échelle 1.2.3 et la variation des moments
absolus en loi de puissance (cf. section 2.3.2).

La construction du processus MSM est explicitement symétrique, en conséquence, ce
modèle ne permet pas de reproduire l’asymétrie observée dans les données financières
(cf. section 1.2.8).

Bien qu’à accroissements stationnaires, le modèle MSM de Calvet et Fisher est formelle-
ment proche d’une cascade discrète avec un nombre fini d’étapes de construction : b joue
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le rôle du facteur d’échelle, comme le facteur 2 dans le cadre des cascades binomiales, et k̄
correspond aux nombre d’étapes de construction. En d’autres termes, le processus MSM
ne possède, au mieux (dans la limite où le paramètre k̄ tend vers l’infini), que l’invariance
d’échelle discrète (2.46), puisque le facteur b introduit un rapport d’échelles privilégié.
Le fait de choisir le paramètre k̄ fini se traduit par une absence théorique d’invariance
d’échelle.

Outre l’absence théorique d’invariance d’échelle due à la finitude du paramètre k̄, l’incon-
vénient principal du modèle MSM de Calvet et Fisher réside dans l’impossibilité d’estimer
ce paramètre. En d’autres termes, comme l’expliquent Calvet et Fisher eux-mêmes, il existe
autant de modèles que de choix de k̄. A noter que Calvet et Fisher proposent d’estimer les
autres paramètres par une méthode de maximum de vraisemblance. Cependant, pour ce
faire, ils sont obligés de simplifier à l’extrême la loi des multiplicateurs {Mk[t]}k de façon
à ce qu’ils aient un nombre fini d’états.

2.4.4 Modèles en cascade continue

L’idée générale de cette section est de trouver une manière de rendre continue les construc-
tions ”classiques” par cascades discrètes. L’outil principal, qui préserve une certaine in-
tuition géométrique, consiste à intégrer une mesure aléatoire bi-dimensionnelle sur un
domaine conique.

Représentation bi-dimensionnelle des cascades discrètes

Dans cette section nous allons montrer que la cascade multiplicative et la cascade dans
le modèle MSM de Calvet et Fisher peuvent être obtenues par des constructions bi-
dimensionnelles sur un demi-plan (t, s), où la variable t représente le temps et la variable
s représente l’échelle.

Dans le cas d’une mesure multiplicative, nous considérons un ensemble de masses aléatoires
Wk1···kn , placées aux points (tk1···kn , sk1···kn) avec

tk1···kn =
1

2n+1
+

n∑

j=1

kj

2j
, (2.106)

sk1···kn =
1
2n

. (2.107)

où k1 · · · kn sont des adresses diadiques. Ce qui est représenté sur la figure 2.9.

Si nous définissons le cône C(t) par

C(t) =
{

(t′, s′); 0 6 s′, |t′ − t| 6 1
2
s′

}
, (2.108)
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Fig. 2.9 – Représentation 2D de la cascade multiplicative de Mandelbrot

alors la valeur de la mesure multiplicative est simplement égale à

dM(x) =
∏

(tj ,sj)∈C(x)

Wj = e
∑

(tj ,sj)∈C(x) ln(Wj)
. (2.109)

Dans le cas du modèle de Calvet et Fisher, nous considérons tout d’abord les instants
de transitions {tjk}j des multiplicateurs Mk avec 1 6 k 6 k̄. Ensuite nous considérons
un ensemble de masses aléatoires Mk[t

j
k], placées aux points (tjk/2, tjk). La figure 2.10

représente cette construction.

En utilisant la même définition (2.108) du cône C(t), il est simple de voir que la volatilité
stochastique du modèle de Calvet et Fisher est égale à

σ[t]2 = σ2
∏

(tj ,sj)∈C(t)
Mj = σ2e

∑
(tj ,sj)∈C(t) ln(Mj)

. (2.110)
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Fig. 2.10 – Représentation 2D de la cascade dans le modèle MSM de Calvet et Fisher

Cascades continues

La généralisation naturelle des représentations (2.109) et (2.110) consiste à remplacer les
masses ponctuelles par une distribution continue de masse aléatoire sur un demi-plan (t, s),
ce qui conduit à une représentation intégrale

dM(t) = e
∫
C(t) dω(t′,s′)

. (2.111)

Cette représentation, introduite initialement par Schmitt et Marsan [SM01] utilise la
notion d’un champ aléatoire dispersé indépendamment dω(t, s) (independently scattered
random measure) introduite par Rajput et Rosinski [RR89]. Elle est à la base de toutes
les constructions de processus multifractals autosimilaires au sens stochastique connus à
ce jour.
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2.4.5 Modèle MPCP de Barral et Mandelbrot

La première construction d’une cascade continue a été réalisée par Barral et Mandelbrot
dans [BM02]. Dans leur modèle MPCP (Multifractal Product of Cylindrical Pulses) la
mesure aléatoire dω(t, s) à tout niveau de l’échelle s est donnée par un processus de Poisson
composé d’intensité r(s) = s−1.

Il faut noter que Barral et Mandelbrot n’ont pas étudié les propriété d’invariance d’échelle
de leur construction. Ils ont focalisé leur travail sur les propriétés de régularité [Bar03]. Ils
ont démontré la validité du formalisme multifractal, introduit dans la section 2.2.5, dans
le cadre du modèle MPCP.

2.4.6 Modèle MRW de Bacry et Muzy

Modèle MRW log-gaussien

Les spécialistes de la modélisation financière sont plus habitués à raisonner en termes de
volatilité qu’en termes de temps déformé, ce qui est le cas dans les modèles MMAR et
MSM, étudiés dans les sections 2.4.2 et 2.4.3.

Dans l’article [BDM01] Bacry, Delour et Muzy ont proposé une construction du processus
multifractal MRW log-gaussien qui n’est pas basée sur un modèle de cascade. La
multifractalité y est introduite par la dynamique de la volatilité, ce qui rend le modèle plus
proche, dans l’esprit, des processus ARCH (cf. section 1.3.3) ou des modèles à volatilité
stochastique (cf. section 1.3.4).

Modèle MRW log-infiniment divisible

Bacry et Muzy s’inspirent [BM03] des travaux de Barral et Mandelbrot [BM02] sur les
produits de ”pulses”multifractals, qui font appel à un processus de Poisson, et des travaux
de Schmitt et Marsan [SM01] sur les cascades multiplicative continues, pour tenter de
présenter une version unifiée de la construction des différents processus multifractals. Leur
modèle MRW log-infiniment divisible gagne en généralité puisqu’il englobe notamment
le modèle MPCP de Barral et Mandelbrot [BM02] et MRW log-gaussien de Bacry, Delour
et Muzy [BDM01]. De même il permet d’étudier l’existence de processus limites considérés.

Notons que Chainais, Riedi et Abry ont publié un travail [CRA03] effectué indépendam-
ment du travail de Bacry et Muzy, dans lequel ils construisent les mesures MRM log-
infiniment divisibles dans un cadre moins générale que [BM03] (notamment convergence L2

et pas d’invariance d’échelle exacte).

Notons que les processus multifractals log-infiniment divisible font l’objet de plusieurs
études en turbulence [CAP99, CLAB00, Cha06].
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Dans la partie suivante, nous étudions en détail le modèle MRW log-infiniment divisible,
et le cas particulier correspondant au modèle MRW log-normale.





Deuxième partie

Modèle MRW







Chapitre 3

Modèle MRW log-infiniment divisible

Ce chapitre traite des processus originalement définis dans [BM03]. Ces processus cor-
respondent à des processus stochastiques stationnaires, multifractals qui possèdent une
invariance d’échelle exacte (2.44) et qui permettent de reproduire fidèlement les faits
stylisés étudiés dans les sections 1.2 et 2.3.

La construction s’effectue en deux temps. Dans un premier temps (cf. définition 3.3), la
mesure MRM log-infiniment divisible est définie au moyen d’un champs log-infiniment
divisible défini sur le demi-plan supérieur de R2 et d’une famille de cônes sur ce demi-
plan. Cette construction peut être vue comme une généralisation continue des cascades
discrètes présentées dans la section 2.4.1 du chapitre précédent. Cette mesure existe
(cf. théorème 3.1), n’est pas dégénérée (cf. théorème 3.3), est multifractale et possède
une invariance d’échelle exacte (cf. proposition 3.7).

Dans un second temps, la subordination du mouvement brownien par la mesure MRM log-
infiniment divisible, comme dans le cadre du modèle MMAR introduit dans la section 2.4.2,
permet de définir le processus MRW log-infiniment divisible (cf. définition 3.4). C’est à
travers la subordination que le processus MRW acquiert ses propriétés de multifractalité.

Après un exposé relativement détaillé de la construction de la mesure MRM et du processus
MRW log-infiniment divisibles, nous abordons ses propriétés principales. Notre contribu-
tion originale se résume aux résultats présentés dans les sections 3.1.3 et 3.3 qui concernent
les propriétés d’existence des moments d’ordre négatifs de la mesure MRM et d’invariance
d’échelle par changement du temps intégral.

Dans la section 3.4.1, le cas particulier du modèle MRW log-normale et introduit en
utilisant la construction effective unidimensionnelle décrite dans [BDM01]. C’est à l’aide
de cette construction que nous pouvons calculer des moments d’ordres entiers des accrois-
sements du processus MRW log-normal (cf. équations (3.130) et (3.131)).

A la fin de ce chapitre, nous étudierons en détails (cf. section 3.4.4) les faits stylisés que
le modèle MRW log-normal permet de reproduire.
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3.1 Mesure multifractale MRM

3.1.1 Construction et non dégénérescence de la mesure MRM

Champ aléatoire infiniment divisible

Le champ aléatoire infiniment divisible étudié dans cette section a été introduit par Rajput
et Rosinski, nous suivons donc essentiellement leur article [RR89].

Nous considérons l’espace mesuré (S+, µ(dt, dl)), où S+ est le demi-plan

S+ =
{
(t, l); t ∈ R, l ∈ R+

}
(3.1)

muni de la mesure, dite mesure de Haar à gauche (invariante par le groupe translations-
dilatations),

µ(dt, dl) = l−2dtdl. (3.2)

Nous noterons B(S+, µ), l’ensemble des parties A du demi-plan S+ qui sont µ-mesurables.

Définition 3.1
Le champ aléatoire infiniment divisible P défini sur le demi-plan (S+, µ(dt, dl)) et
associé à la mesure de Lévy ν(dx) est défini comme l’application de B(S+, µ) dans R qui
vérifie les propriétés suivantes
– pour tout élément A de B(S+, µ), la variable P(A) est une variable aléatoire infiniment

divisible dont la fonction caractéristique est donnée par

E
[
eiqP(A)

]
= eϕ(q)µ(A), (3.3)

où la fonction ϕ(q) est égale au logarithme de la fonction caractéristique associée à la
mesure de Lévy ν(dx), par la formule de Lévy-Khintchine (2.4)

ϕ(q) = imq +

+∞∫

−∞

eiqx − 1− iq sinx

x2
ν(dx), (3.4)

– pour toute famille {An}n d’éléments disjoints de B(S+, µ), les variables {P(An)}n sont
des variables aléatoires indépendantes qui vérifient

P( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

P(An) p.s. (3.5)

Il est possible d’introduire la fonction convexe ψ(q) telle que pour tout q réel positif et
pour tout élément A de B(S+, µ), nous avons

{
ψ(q) = +∞, si E

[
eqP(A)

]
= +∞,

E
[
eqP(A)

]
= eµ(A)ψ(q), sinon.

(3.6)
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De même, si l’on définit q̃ par

q̃ = sup
q
{q > 0;ψ(q) < +∞} , (3.7)

il est possible de réaliser un prolongement dans le plan complexe de la fonction ϕ(q), défini
sur l’axe réel par (3.3), de telle façon que

ψ(q) = ϕ(−iq), (3.8)

pour tout complexe q tel que 0 6 <e[q] < q̃.

Pour conclure nous définissons la filtration Fl de l’espace de probabilité Ω sur lequel le
champ aléatoire P est défini

Fl = σ{P(dt, dl′); l′ > l}. (3.9)

Cônes et mesure MRM

Définition 3.2
Pour tout l et T réels positifs tels que 0 < l < T , nous définissons le cône Al,T (t) par

Al,T (t) =
{

(t′, l′); l 6 l′, |t′ − t| 6 1
2

min(l′, T )
}

. (3.10)

C’est à l’aide de ces cônes que nous définissons la mesure MRM (Multifratal Random
Mesure) log-infiniment divisible.

Définition 3.3
Soit T réel positif. Le processus {ωl,T (t); t ∈ R} est défini par

ωl,T (t) =
1
2
P(Al,T (t)), (3.11)

où {Al,T (t)}t la famille de cônes donnée par (3.10) et P le champ aléatoire infiniment
divisible défini sur le demi-plan S+ (cf. définition 3.1).

La mesure MRM MT (dt) est définie comme la limite des mesures Ml,T (dt) lorsque l tend
vers 0, si elle existe

MT (dt) = lim
l→0+

Ml,T (dt), (3.12)

où la mesure Ml,T (dt) est donnée par

Ml,T (dt) = e2ωl,T (t)dt, pour l > 0. (3.13)

Ainsi, pour tout ensemble I Lebesgue-mesurable, on a

Ml,T (I) =
∫

I
e2ωl,T (t)dt. (3.14)
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Fig. 3.1 – Cônes Al,T (t1), Al,T (t2) et Al,T (t1, t2) intervenant dans la construction du modèle
MRM log-infiniment divisible (cf. définition 3.3). Le paramètre T joue le rôle du temps intégral.
La mesure MRM est obtenue à limite lorsque l tend vers zéro.

On peut remarquer que l’addition au champ P d’une densité uniforme mène à la même
mesure MRM à un facteur près. Ainsi, sans perte de généralité, on peut supposer que la
fonction ψ(q), définie par (3.6), satisfait

ψ(1) = 0. (3.15)

Ce qui nous mène à la représentation suivante de la fonction ψ(q) à l’aide de la formule (3.4)

ψ(q) =

+∞∫

−∞

eqx − 1− q(ex − 1)
x2

ν(dx) (3.16)

Le théorème suivant démontre l’existence de la mesure MRM comme limite des mesures
(3.13).

Théorème 3.1 (Bacry-Muzy)
– la suite des mesures Ml,T (dt) converge faiblement vers la mesure MT (dt) lorsque l tend

vers zéro avec la probabilité 1,
– pour tout t réel, MT ({t}) = 0,
– pour tout ensemble K borné dans R, MT (K) < +∞ et E[MT (K)] 6 |K|.
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Preuve - 3.1 -
De l’identité ψ(1) = 0 on déduit que E[e2ωl,T (t)] = 1. Il est facile de montrer que pour tout
ensemble I mesurable par rapport à une mesure de Lebesgue la suite {Ml,T (I)}l est une
martingale, par rapport à la filtration Fl définie par (3.9), positive et continue à gauche.
En utilisant la théorie générale de [Kah87], on démontre le théorème 3.1. ¥

Non dégénérescence de la mesure MRM

Proposition 3.2 (Bacry-Muzy)
Soit q > 0 tel que ζM (q) > 1, alors supl E [Ml,T ([0, t])q] < +∞. La mesure Ml,T est alors
uniformément intégrable.

Preuve - 3.2 -
La démonstration est détaillée dans [BM03], inspirée des travaux [BM02, KP76]. ¥

D’après ce résultat, la suite {Ml,T ([0, t])q}l est uniformément intégrable s’il existe ε > 0
tel que ζM (q + ε) > 1. En effet, pour x > 0, on a

xεE
[
Ml,T ([0, t])q1{Ml,T ([0,t])>x}

]
6 E

[
Ml,T ([0, t])q+ε1{Ml,T ([0,t])>x}

]

6 E
[
Ml,T ([0, t])q+ε

]
6 sup

l
E

[
Ml,T ([0, t])q+ε

]
< +∞ (3.17)

et donc

lim
x→∞E

[
Ml,T ([0, t])q1{Ml,T ([0,t])>x}

]
6 lim

x→∞
1
xε

sup
l
E

[
Ml,T ([0, t])q+ε

]
= 0. (3.18)

Théorème 3.3 (Bacry-Muzy)
Soient q > 0 et ε > 0 tels que ζM (q + ε) > 1, alors

lim
l→0+

E[Ml,T ([0, t])q] = E[MT ([0, t])q]. (3.19)

Preuve - 3.3 -
La suite {Ml,T ([0, t])q}l converge en loi vers MT ([0, t])q et la condition ζM (q + ε) > 1
entrâıne l’intégralité uniforme de {Ml,T ([0, t])q}l. On peut donc passer à la limite sous le
signe espérance. La démonstration est détaillée dans [Bil68]. ¥

Dans le cas particulier du théorème 3.3, où l’ordre du moment q est égal à 1, nous avons

lim
l→0+

E[Ml,T ([0, t])] = E[MT ([0, t])] = t, (3.20)

ce qui signifie que la mesure MRM log-infiniment divisible n’est pas dégénérée.
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3.1.2 Propriétés de la mesure MRM

Dans cette section nous étudions les propriétés d’invariance d’échelle de la mesure MRM
et les conditions d’existence de ses moments d’ordre q. Pour cela, nous devons d’abord
étudier plus en profondeur le processus {ωl,T (t)}t.

Fonction caractéristique du processus {ωl,T (t)}t

Rappelons que le processus {ωl,T (t)}t est défini par la relation (3.11).

La relation (3.3) permet d’obtenir l’expression analytique des quantités de la forme

E
[
e
∑n

m=1 pmP(Am)
]
,

où les {Am}m sont des sous-ensembles disjoints de S+ et {pm}m sont des nombres com-
plexes arbitraires. Dans le cas général, où les sous-ensembles {Am}m ne sont pas disjoints,
il est alors naturel d’introduire des intersections

Al,T (t, t′) = Al,T (t) ∩ Al,T (t′) (3.21)

qui permettent de faire une décomposition de {Am}m en des sous-ensembles disjoints.

Proposition 3.4 (Bacry-Muzy)
Pour tout n ∈ N, pour tous points t1 6 . . . 6 tn et toutes valeurs p1, . . . , pn la fonction
caractéristique du vecteur {ωl,T (tm)}16m6n s’écrit comme

E
[
e
∑n

m=1 ipmωl,T (tm)
]

= e
∑n

k=1

∑k
j=1 α(k,j)ρl,T (tj−tk), (3.22)

où la fonction ρl,T (t) est donnée par

ρl,T (t) = µ(Al,T (0, t)) (3.23)

et les coefficients α(k, j) sont définis par

α(k, j) = ϕ(rj,k) + ϕ(rj+1,k+1)− ϕ(rj,k−1)− ϕ(rj+1,k), (3.24)

avec

rj,k =

{
1
2

∑k
m=j pm, pour j 6 k,

0, pour j > k.
(3.25)

De plus, on a l’identité suivante

n∑

k=1

k∑

j=1

α(k, j) = ϕ
(1

2

n∑

k=1

pk

)
. (3.26)

Preuve - 3.4 -
La preuve de cette proposition 3.4 est très calculatoire et est détaillée dans [BM03]. ¥
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Propriétés d’invariance d’échelle de la fonction ρl,T (t)

Les propriétés d’invariance d’échelle de la mesure MRM reposent sur le comportement de la
fonction ρl,T (t), définie par l’équation (3.23), lorsque l’on varie l’échelle l et le paramètre T .

Le calcul direct de la fonction ρl,T (t) donne

ρl,T (t) =





ln
(

T
l

)
+ 1− t

l , si 0 < t 6 l,

ln
(

T
t

)
, si l < t 6 T ,

0, si T < t.

(3.27)

Il est simple de voir que ρl,T (t) satisfait les relations suivantes :

ρλl,T (λt) = ρl,T (t)− ln λ, pour t 6 T et λ ∈ (0, 1), (3.28)
ρl,T (t) = ρl,λT (t)− ln λ, pour t 6 λT et λ ∈ (0, 1). (3.29)
ρλl,λT (λt) = ρl,T (t), pour tout λ positif. (3.30)

Ces relations permettent d’établir les diverses propriétés d’invariance d’échelle de la mesure
Ml,T (t) puis celles de la mesure MRM limite.

Propriété d’autosimilarité stochastique de la mesure Ml,T (t)

Proposition 3.5 (Bacry-Muzy)
La mesure Ml,T (dt) vérifie la propriété d’autosimilarité stochastique, pour λ ∈ (0, 1)

{Mλl,T ([0, λt])}t
L= Wλ{Ml,T ([0, t])}t, pour t < T , (3.31)

avec Wλ = λe2Ωλ, où Ωλ est une variable aléatoire infiniment divisible dont la fonction
caractéristique est donnée par

E
[
eiqΩλ

]
= λ−ϕ( q

2). (3.32)

Preuve - 3.5 -
En utilisant la proposition 3.4 et la relation (3.28), on a

E
[
e
∑

k ipkωλl,T (λtk)
]

= λ−ϕ
(

1
2

∑
k pk

)
E

[
e
∑

k ipkωl,T (tm)
]

= E
[
e
∑

k ipk(Ωλ+ωl,T (tk))
]
. (3.33)

où la variable aléatoire Ωλ est indépendante du processus {ωl(t)}t et sa fonction caracté-
ristique s’écrit comme

E
[
eiqΩλ

]
= λ−ϕ( q

2). (3.34)
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Finalement, il reste à calculer l’intégrale

{Mλl,T ([0, λt])}t =
{ λt∫

0

e2ωλl,T (u)du
}

t
= λ

{ t∫

0

e2ωλl,T (λu)du
}

t

L= λe2Ωλ

{ t∫

0

e2ωl,T (u)du
}

t
= Wλ{Ml,T ([0, t])}t (3.35)

où les variables Wλ et Ωλ sont liées par la relation Wλ = λe2Ωλ . ¥

Invariance d’échelle exacte, multifractalité et autosimilarité stochastique de MT (dt)

Avant d’énoncer le théorème général, nous démontrons une propriété d’invariance d’échelle
de la mesure MRM dont nous aurons besoin par la suite.

Proposition 3.6
La mesure MT (dt) vérifie la propriété d’invariance suivante

{MλT ([0, λt])}t
L= λ{MT ([0, t])}t, (3.36)

pour tout λ positif.

Preuve - 3.6 -
En utilisant la propriété (3.30), vérifiée par la fonction ρl,T (t), et la proposition 3.4, on a

E
[
e
∑

k ipkωλl,λT (λtk)
]

= E
[
e
∑

k ipkωl,T (tm)
]
. (3.37)

Le calcul de l’intégrale (3.14) conduit à

{Mλl,λT ([0, λt])}t =
{ λt∫

0

e2ωλl,λT (u)du
}

t
= λ

{ t∫

0

e2ωλl,λT (λu)du
}

t

L= λ
{ t∫

0

e2ωl,T (u)du
}

t
= λ{Ml,T ([0, t])}t. (3.38)

Pour démontrer la relation (3.36) il suffit de passer à la limite l → 0. ¥
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Théorème 3.7 (Bacry-Muzy)
La mesure MRM vérifie la propriété d’autosimilarité stochastique (2.49), pour λ ∈ (0, 1)

{MT ([0, λt])}t
L= Wλ{MT ([0, t])}t, pour t 6 T , (3.39)

avec Wλ = λe2Ωλ, où Ωλ est une variable aléatoire infiniment divisible dont la fonction
caractéristique est donnée par

E
[
eiqΩλ

]
= λ−ϕ( q

2). (3.40)

De plus, pour tout t 6 T , s’il existe ε > 0 tel que ζM (q + ε) > 1, en d’autres termes, si le
moment d’ordre q existe, alors la mesure MRM possède une invariance d’échelle exacte

E [MT ([0, t])q] =
(

t

T

)ζM (q)

E [MT ([0, T ])q] , pour q > 0 (3.41)

s’il existe ε > 0 tel que ζM (q + ε) > 1. De plus, si la mesure de Lévy ν(dx) n’est pas
identiquement nulle alors ζM (q) n’est pas linéaire et la mesure MT est multifractale.

Preuve - 3.7 -
Le résultat est une conséquence directe de la proposition 3.5. Il suffit de calculer l’espérance

E [Mλl,T ([0, t])q] = E
[
W q

λ

]
E [Ml,T ([0, T ])q] = λq−ψ(q)E [Ml,T ([0, T ])q] , (3.42)

avec λ = t/T et passer à la limite sous le signe espérance d’après le théorème 3.3. ¥

Finitude des moments de MT (dt). Exposant de queue

Théorème 3.8 (Bacry-Muzy)
1. Soit q > 0. Si ζM (q) > 1 alors E

[
MT ([0, t])q

]
< +∞.

2. Soit q > 1. Si MT 6= 0 alors E
[
MT ([0, t])q

]
< +∞ entrâıne ζM (q) > 1.

Preuve - 3.8 -
La preuve de la première affirmation est relativement technique et se trouve dans [BM03].
C’est essentiellement une conséquence de la proposition 3.2 et du fait que Ml,T ([0, t])q est
une sous-martingale par rapport à la filtration Fl définie par (3.9).

Pour démontrer la deuxième affirmation notons que si la mesure MRM est non dégénérée
M 6= 0 et si le moment d’ordre q positif est fini E [MT ([0, t])q] < +∞ alors en utilisant le
théorème 3.7, il est simple de voir que ψ(q) 6= +∞ ou ζM (q) 6= −∞. En divisant l’intervalle
[0, t] en deux sous-intervalles, on a

E
[
MT ([0, t])q

]
> E [MT ([0, t/2])q] + E [MT ([t/2, t])q] = 2E [MT ([0, t/2])q] . (3.43)

L’application de l’invariance d’échelle exacte (3.41) mène à

E [MT ([0, t])q] > 21−ζM (q)E [MT ([0, t])q] , (3.44)
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Fig. 3.2 – Cône Bl,T (t) et domaine CT (t) qui interviennent dans la démonstration de l’existence
des moments d’ordres négatifs de la mesure MRM log-infiniment divisible.

et en conséquence ζM (q) > 1. ¥

D’après la proposition 1.1 l’exposant de queue qc de la mesure MT ([0, t]) est donné par la
solution de l’équation ζM (qc) = 1 telle que qc > 1.

3.1.3 Moments d’ordre négatif de la mesure MRM

Les résultats de cette section sont originaux.

Dans cette section, nous allons montrer que si le coefficient d’intermittence λ2 est assez
petit, certains moments d’ordre négatif de la mesure MRM log-infiniment divisible sont
finis.

Notations

On décompose (cf. figure 3.2) le cône Al,T (t) en deux parties : Al,T (t) = Bl,T (t) ∪ CT (t)
où Bl,T (t) désigne le cône centré en t, qui s’arrête en l aux petites échelles et en T aux
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grandes échelles

Bl,T (t) =
{

(t′, l′); l 6 l′ 6 T, |t′ − t| 6 l′

2

}
(3.45)

et où CT (t) désigne le complémentaire :

CT (t) =
{

(t′, l′);T 6 l′, |t′ − t| 6 T

2

}
. (3.46)

On pose

ηl,T (t) =
1
2
P(Bl,T (t)). (3.47)

et
δT (t) =

1
2
P(CT (t)). (3.48)

On a donc ωl,T (t) = ηl,T (t) + δT (t). Nous définissons également la mesure NT (dt) comme
la limite des mesures Nl,T (dt)

NT (dt) = lim
l→0+

Nl,T (dt), (3.49)

où la mesure Nl,T (dt) est donnée par

Nl,T (dt) = e2ηl,T (t)dt, pour l > 0 (3.50)

ou au sens de Lebesgue, pour tout ensemble mesurable I, on a

Nl,T (I) =
∫

I
e2ηl,T (t)dt. (3.51)

Existence des moments d’ordres négatifs

La proposition suivante relie l’existence d’un moment de la mesure MT (dt) à celui de la
mesure NT (dt).

Proposition 3.9
Pour tout q ∈ R tel que ψ(q) 6= +∞, l’existence du moment d’ordre q de la mesure
NT ([0, t]) entrâıne l’existence de celui de la mesure MT ([0, t]), où t est fixé,

E[NT ([0, t])q] < ∞ =⇒ E[MT ([0, t])q] < ∞. (3.52)

Preuve - 3.9 -
Dans le lemme 4 de [BM03], ce résultat est démontré pour q > 0. Démontrons le pour q
négatif. Nous avons, directement d’après les définitions ci-dessus,

MT ([0, t]) > NT ([0, t]) inf
u∈[0,t]

eδT (u) (3.53)
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Remarquons, comme dans la démonstration du lemme 5 de [BM03], que pour u ∈ [0, t],
nous pouvons décomposer δT (u) en trois termes

δT (u) = δ0
T (t) + δg

T (u, t) + δd
T (u, t), (3.54)

où δ0
T (t), δg

T (u, t) et δd
T (u, t) sont des variables aléatoires indépendantes définies par

δ0
T (t) =

1
2
P(C0

T (t)), où C0
T (t) =

⋂

u∈[0,t]

CT (u), (3.55)

δg
T (u, t) =

1
2
P(Cg

T (u, t)), où Cg
T (u, t) = (CT (u) ∩ CT (0)) \ C0

T (t), (3.56)

δd
T (u, t) =

1
2
P(Cd

T (u, t)), où Cd
T (u, t) = (CT (u) ∩ CT (t)) \ C0

T (t). (3.57)

Ce qui permet de déduire

MT ([0, t]) > NT ([0, t])e2δ0
T (t) inf

u∈[0,t]
e2δg

T (u,t) inf
u∈[0,t]

e2δd
T (u,t) (3.58)

et donc pour q < 0

MT ([0, t])q 6 NT ([0, t])qe2qδ0
T (t) sup

u∈[0,t]
e2qδg

T (u,t) sup
u∈[0,t]

e2qδd
T (u,t). (3.59)

Les variables e2δg
T (u,t) et e2δd

T (t−u,t) sont des martingales par rapport à u. Comme la fonction
f(x) = 1/x est convexe e−2δg

T (u,t) et e−2δd
T (t−u,t) sont des sous-martingales. D’après le

théorème de Doob sur les moments du supremum de sous-martingale [Doo01]

E [MT ([0, t])q] 6 E [NT ([0, t])q]E
[
e2qδ0

T (t)
]
E

[
e2qδg

T (t,t)
]
E

[
e2qδd

T (0,t)
]
, (3.60)

ce qui implique directement la proposition. ¥

Pour montrer la finitude des moments négatifs de MT ([0, t]) il suffit donc de montrer la
finitude des moments négatifs de NT ([0, t]). Avant d’énoncer le théorème principal 3.11
nous avons besoin de la proposition suivante

Proposition 3.10
Pour tout t < T , on a presque sûrement la minoration suivante

NT ([0, t]) > Y1N1 + Y2N2, (3.61)

où les variables Y1 et Y2 sont de mêmes loi que Y , indépendantes de N1 et N2 et vérifient

ψ(−q) < +∞ implique E
[
Y −q

]
< +∞, pour q > 0, (3.62)

et où N1 et N2 sont indépendantes et de même loi que NT ([0, t]).
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Preuve - 3.10 -
Remarquons tout d’abord que

ηsl,sT (st) L= ηl,T (t), pour tout s, (3.63)

ce qui peut se voir par un simple changement de variable dans l’intégrale qui définit η.
Nous en déduisons que

Nsl,sT ([0, st]) L= sNl,T ([0, t]) (3.64)

et donc en passant à la limite l → 0+

NsT ([0, st]) L= sNT ([0, t]). (3.65)

Pour s positif inférieur à t/2 la mesure Nl,T vérifie l’inégalité suivante

Nl,T ([0, t]) > Nl,T ([0, s]) + Nl,T ([t− s, t]). (3.66)

Les frontières des domaines coniques Bl,T (s) et Bl,T (t−s) s’intersectent au point (t/2, t− 2s).
Nous décomposons alors la variable ηl,T (u) en deux termes

ηl,T (u) = ηl,t−2s(u) + ηt−2s,T (u), (3.67)

où ηl,t−2s(u) et ηt−2s,T (u) sont indépendants. De plus, ηl,t−2s(u) pour u ∈ [0, s] est indé-
pendant de ηl,t−2s(v) pour v ∈ [t− s, t]. En conséquence,

Nl,T ([0, t]) > inf
u∈[0,s]

eηt−2s,T (u)Nl,t−2s([0, s]) + inf
u∈[t−s,t]

eηt−2s,T (u)Nl,t−2s([t− s, t]). (3.68)

et en passant à la limite l → 0+, nous avons

NT ([0, t]) > inf
u∈[0,s]

eηt−2s,T (u)Nt−2s([0, s]) + inf
u∈[t−s,t]

eηt−2s,T (u)Nt−2s([t− s, t]). (3.69)

En prenant s = t2

T+2t , nous avons la minoration souhaitée (3.61) avec

N1 =
T + 2t

t
Nt−2s([0, s]), (3.70)

N2 =
T + 2t

t
Nt−2s([t− s, t]), (3.71)

Y1 =
t

T + 2t
inf

u∈[0,s]
eηt−2s,T (u), (3.72)

Y2 =
t

T + 2t
inf

u∈[t−s,t]
eηt−2s,T (u), (3.73)

grâce à l’identité s
t = t−2s

T et l’égalité en loi (3.65). Par un argument de sous-martingale
comme dans la proposition 3.9, nous avons de plus l’implication (3.62). ¥
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En appliquant la minoration (3.61) une deuxième fois à N1 et N2, nous avons

NT ([0, t]) > Y1N1 + Y2N2 + Y3N3 + Y4N4, (3.74)

où les variables {Nj}4
j=1 sont indépendantes entre elles et de même loi que NT ([0, t]) et

les variables {Yj}4
j=1 sont de même loi et indépendantes de {Nj}4

j=1.

Nous sommes maintenant prêts à énoncer le théorème principal de cette section qui va
donner une condition d’existence des moments d’ordre négatif.

Théorème 3.11
Supposons qu’il existe λ2

0 et q0 positifs tels que le moment d’ordre négatif E [Y −q0 ] est
borné uniformément en le coefficient d’intermittence λ2 < λ2

0. De plus, supposons que la
mesure NT (dt) converge vers la mesure de Lebesgue uniformément lorsque le coefficient
d’intermittence λ2 tend vers 0. Il existe donc h > 0 tel que pour tout intervalle I, on a

E
[
NT (I)−h

]
< +∞, pour tout λ2 < λ2

0. (3.75)

Preuve - 3.11 -
Nous suivons de très près la démonstration de Molchan [Mol96].

Soit ϕ(s) = E
[
e−sNT (I)

]
, alors nous avons

∞∫

0

sh−1ϕ(s)ds = Γ(h)E
[
NT (I)−h

]
(3.76)

ce qui signifie qu’il suffit de démontrer l’existence de h tel que l’intégrale de gauche (3.76)
est finie uniformément en λ2.

En utilisant l’inégalité (3.74) et l’inégalité de Jensen, nous avons

ϕ(s) 6 E
[ 4∏

j=1

e−sYjNj

]
= E

[ 4∏

j=1

ϕ(sYj)
]

6 E
[
ϕ4(sY )

]
=

∞∫

0

ϕ4(sx)dF (x), (3.77)

où F (x) est une loi de Y .

Ensuite, en fixant le point x0 = s−1/2 il est possible d’effectuer la majoration suivante

ϕ(sx) 6
{

1, si x 6 x0,

ϕ(s1/2), si x > x0,
(3.78)

alors, nous avons

ϕ(s) 6
x0∫

0

ϕ4(sx)dF (x) +

∞∫

x0

ϕ4(sx)dF (x) 6 F (s−1/2) + ϕ4(s1/2). (3.79)
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A l’aide de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous pouvons majorer le premier terme

ϕ(s) 6 F (s−1/2) + ϕ4(s1/2) 6 E
[
Y −q0

]
s−q0/2 + ϕ4(s1/2). (3.80)

ce qui implique l’inégalité

ϕ(s) 6
(
E

[
Y −q0

]
s2q−q0/2 + ϕ2(s1/2)

)(
s−2q + ϕ2(s1/2)

)
, (3.81)

pour tout q < q0/4.

La fonction ϕ(s) tend vers zéro quand λ → 0+ et s → +∞, en effet, nous avons

ϕ(s) =

|I|/2∫

0

e−sxdPNT (I)(x) +

∞∫

|I|/2

e−sxdPNT (I)(x) 6 P
[
NT (I) 6 |I|

2

]
+ e−s|I|/2. (3.82)

La probabilité P
[
NT (I) 6 |I|

2

]
converge vers zéro uniformément lorsque λ → 0+, puisque

par hypothèse la mesure NT (I) converge vers |I| uniformément en λ2.

En conséquence, on peut fixer λ2
0 et s0 > 1 tels que

ϕ(s) 6 1√
2

(
s−2q + ϕ2(s1/2)

)
, pour s > s0 et λ2 < λ2

0. (3.83)

Le lemme 3.12 montre que la fonction caractéristique peut être minorée par

ϕ(x) 6 1√
2

(
x−α + x−β

)
, pour tout x > x0, (3.84)

où α et β sont des réels positifs et x0 est supérieur à s0.

Pour terminer la démonstration du théorème 3.11, il suffit de choisir h inférieur à α et β,
qui sont uniformes en λ2 < λ2

0, pour assurer la finitude de l’intégrale (3.76). ¥

Lemme 3.12
Supposons qu’il existe q et λ2

0 positifs et s0 supérieur à 1, tels que

ϕ(s) 6 1√
2

(
s−2q + ϕ2(s1/2)

)
, pour s > s0 et λ2 < λ2

0, (3.85)

alors ils existent α > 0, β > 0 et x0 > s0 tels que

ϕ(x) 6 1√
2

(
x−α + x−β

)
, pour tout x > x0. (3.86)
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Preuve - 3.12 -
Par récurrence, nous trouvons

ϕ
(
s2n)

6 1√
2

(
an+1s

−2n+1q + ϕ2n+1
(s1/2)

)
, où a1 = 1, an+1 = 1 + a2

n. (3.87)

Si l’on prend Q > 1+
√

5
2 alors on a Q2 − Q − 1 > 0, et nous avons donc la majoration

Q2n > Q + an. En effet, pour n = 1 nous avons

Q2 > Q + 1 = Q + a1, (3.88)

en supposant que l’inégalité est valide pour n nous allons la démontrer pour n + 1

Q2n+1
=

(
Q2n)2 > Q2 + a2

n = Q + an+1 + (Q2 −Q− 1) > Q + an+1. (3.89)

Si l’on fixe s = s0 + Q1/q, alors pour tout x supérieur à s il existe un entier n tel que

s2n 6 x < s2n+1
, ou 2n 6 ln(x)

ln(s)
< 2n+1, (3.90)

nous avons donc

ϕ(x) 6 ϕ(s2n
) 6 1√

2

((
Q

sq

)2n+1

+ ϕ2n+1
(s1/2)

)
6 1√

2

(
x−α + x−β

)
, (3.91)

avec α = q − ln(Q)
ln(s) > 0 et β = − ln(ϕ(s1/2))

ln(s) > 0. ¥

3.1.4 Exemples

Dans cette section, nous allons illustrer la construction de la mesure MRM pour différentes
mesures de Lévy ν(dx).

Mesure de Lebesgue

Dans le cas le plus simple, où la mesure de Lévy ν(dx) est égale à zéro. La mesure
MRM associée est réduite alors à la mesure de Lebesgue, c’est-à-dire que M(dt) = dt
et ζM (q) = q. Dans ce cas, le coefficient d’intermittence λ2 (2.61) est égal à zéro.
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MRM log-normale

Si la mesure de Lévy ν(dx) représentée par une masse à l’origine

ν(dx) = 4λ2δ(x)dx, avec λ2 > 0, (3.92)

alors il est facile de montrer, à partir de (3.16) que ψ(q) est la fonction génératrice des
cumulants de la loi normale ψ(q) = −2λ2q + 2λ2q2. Ainsi, l’exposant q̃ défini par (3.7) est
q̃ = +∞ et l’exposant multifractal est une parabole

ζ ln
M (q) = q(1 + 2λ2)− 2λ2q2. (3.93)

L’exposant de queue est, d’après le théorème 3.8, par qc = 1
2λ2 .

Ce modèle correspond au celui proposé par Bacry, Delour et Muzy [BDM01]. Il est par-
ticulièrement intéressant car il n’utilise que deux paramètres : le temps intégral T et le
coefficient d’intermittence λ2. Une section lui est consacrée (cf. section 3.4) car il sera
utilisé dans toute la suite de ce travail.

MRM log-Poisson

Nous considérons la mesure de Lévy

ν(dx) = 4λ2δ(x− c)dx (3.94)

qui représente une masse au point c. Cette distribution correspond à la loi de Poisson de
paramètre d’échelle 4λ2/c2 et d’intensité c. Dans ce cas l’exposant multifractal est donné
par

ζ lp
M (q) = q

(
1 +

λ2

c2
(ec − 1)

)
− λ2

c2
(eqc − 1) . (3.95)

et on a de nouveau q̃ = +∞. Ce modèle correspond au cadre proposé par She et Lévêque
des champs de turbulence [SL94]. Notons, cependant, que ce cadre de travail ne donnait
aucune construction explicite de mesure multifractale, l’existence même de ce type de
processus n’avait pas encore été démontrée. On peut noter que l’exposant ζ lp

M (q) converge
vers ζ ln

M (q) quand c tend vers zéro, ainsi que l’exposant de queue est infini lorsque c est
négatif et assez petit.

MRM log-Poisson composée

Il est possible de généraliser le cas précédent. Considérons la mesure canonique de Lévy
ν(dx) qui vérifie

∞∫

−∞

ν(dx)
x2

= C < +∞, (3.96)
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c’est-à-dire que la distribution de ν(dx) n’est pas concentrée à l’origine. Il est simple de
voir que F (dx) = ν(dx)

Cx2 est une mesure de probabilité. La loi infiniment divisible dans ce
cas est une loi de Poisson d’échelle C composée avec la distribution F [Fel71]. En faisant
le calcul de l’exposant multifractal, on a

ζ lpc
M (q) = q (1 + C (E[W ]− 1))− C (E[W q]− 1) , (3.97)

où la variable W telle que ln(W ) est distribuée selon la loi F (dx). La mesure obtenue par
cette construction correspond (cf. section 3.1.5), après troncature à l’échelle T des cônes
Al,T , et donc, perte de l’invariance d’échelle exacte, au produit des pulsations cylindriques
de Barral et Mandelbrot [BM02]. Dans ce travail, les auteurs se sont attachés à démontrer
la validité du formalisme multifractal (cf. section 2.2.5).

Dans cet exemple, q̃ = supq{E[W q] < +∞} > 1.

MRM Log-α-stable

Nous considérons le cas où la mesure de Lévy ν(dx) correspond à la densité α-stable

ν(dx) =

{
C|x|1−α, si x 6 0,

0, si x > 0,
(3.98)

où C > 0 et 0 < α < 2. Le calcul direct mène à q̃ = +∞ et

ζ ls
M (q) = q(1 + σα)− σα|q|α. (3.99)

De telles distributions ont été utilisées dans le contexte de la turbulence et de la géophy-
sique [SLSL92].

MRM Log-gamma

La famille des distributions Gamma correspond à la mesure de Lévy de la forme

ν(dx) = Cγ2xe−γxdx, pour x > 0. (3.100)

Pour cette classe de distributions, on a q̃ = γ, d’où l’on déduit la condition nécessaire pour
construire la mesure MRM γ > 1. Dans ce cas l’exposant multifractal est donné par

ζ lg
M (q) = q

(
1 + Cγ2 ln

(
γ

γ − 1

))
− Cγ2 ln

(
γ

γ − q

)
. (3.101)

Notons que si C = 4λ2 l’exposant ζ lg
M (q) tend vers ζ ln

M (q) quand γ tend vers +∞. L’expo-
sant de queue qc est donné par la solution de l’équation W (q)eW (q) = q, où W (q) est la
fonction de Lambert.
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3.1.5 Construction pour une invariance d’échelle asymptotique

La construction de la mesure MRM peut être généralisée en modifiant arbitrairement la
forme des cônes à grande échelle. Dans ce cas, on peut montrer que la mesure construite
possède l’invariance d’échelle asymptotique (2.45) et non plus exacte (2.44).

Plus de détails sur la construction MRM dans le cas général, peuvent être trouvés dans
l’article de Bacry et Muzy [BM03].

3.2 Construction du processus multifractal MRW

3.2.1 Construction d’un mouvement brownien subordonné

Les premières tentatives de construction d’une marche1 aléatoire multifractale MRW
(Multifractal Random Walk) en utilisant la subordination d’un mouvement brownien
fractionnaire, étudié dans la section 2.1.7, apparaissent dans [BDM01, MB02]. La mul-
tifractalité y est introduite par la dynamique de la volatilité ce qui rend le modèle plus
proche, dans l’esprit, des processus à volatilité stochastique, voir la section 1.3.4.

Dans la suite, Bacry et Muzy ont porté leur attention sur le cas de la subordination d’un
mouvement brownien standard.

L’approche la plus simple consiste à subordonner un mouvement brownien B(t) à l’aide
d’un processus croissant M([0, t]). La subordination du mouvement brownien à un pro-
cessus croissant a été introduite par Mandelbrot et Taylor [MT67] et ce sujet a été
intensivement étudié dans la littérature mathématique. La subordination multifractale a
été considérée par Mandelbrot et al. [Man99] ainsi que dans le modèle MMAR (cf. section
2.4.2) et est largement utilisée pour construire des processus multifractals.

Définition 3.4
Soient {B(t); t > 0} un mouvement brownien de variance σ2 et MT (dt) une mesure MRM
non dégénérée indépendante de B(t). Le processus MRW subordonné est défini par

X
(s)
T (t) = B(MT ([0, t])). (3.102)

Une construction alternative consiste à intégrer la mesure Ml,T par rapport au processus
de Wiener et ensuite passer à la limite l → 0.

Définition 3.5
Soient dB(u) un processus de Wiener de variance σ2 et ωl(u) un processus introduit par
(3.11) indépendant de dB(u). Le processus MRW est défini comme la limite

XT (t) = lim
l→0+

Xl,T (t), (3.103)

1Attention, le mot ”marche” peut prêter à confusion ici. Les processus MRW correspondent, comme
nous le verrons, à des processus à temps continu.
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où Xl,T (t) est donné par

Xl,T (t) =

t∫

0

eωl,T (u)dB(u). (3.104)

Notons que le processus Xl,T (t) est bien défini, car

t∫

0

E
[ (

eωl,T (u)
)2 ]

du =

t∫

0

E
[
e2ωl,T (u)

]
du = t. (3.105)

L’équivalence des deux dernières définition est énoncée dans le théorème suivant :

Théorème 3.13 (Bacry-Muzy)
S’il existe ε > 0 tel que ζM (1 + ε) > 1, alors

XT (t) = lim
l→0+

Xl,T (t) L= lim
l→0+

B(Ml,T ([0, t])) = B(MT ([0, t])) = X
(s)
T (t), (3.106)

où B(t) et dB(u) sont un mouvement brownien et un processus de Wiener correspondant
de variance σ2 indépendants de la probabilité P. De même,

E
[
XT (t)2

]
= σ2t. (3.107)

Preuve - 3.13 -
La preuve de théorème 3.13 est détaille dans [BM03]. ¥

En pratique, pour modéliser des séries temporelles réelles, nous avons besoin d’une repré-
sentation à temps discret (échantillonnage uniforme) du processus MRW.

Proposition 3.14
L’échantillonnage uniforme {XT (nτ)}n à l’échelle τ du processus MRW peut être repré-
senté comme

{δτXT (nτ)}n
L= {ε[n]

√
δτMt([0, nτ ])}, (3.108)

où {ε[n]}n est un bruit blanc gaussien centré de variance σ2.

Preuve - 3.14 -
La représentation (3.108) est une conséquence de l’équation (3.102). ¥
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3.2.2 Propriété du processus MRW

Théorème 3.15 (Bacry-Muzy)
Le processus XT (t) vérifie les propriétés suivantes :

1. Autosimilarité stochastique, étudiée dans la section 2.2.2, pour λ ∈ (0, 1)

{XT (λt)}t
L= Wλ{XT (t)}t, pour t 6 T , (3.109)

avec Wλ = λ1/2eΩλ, où Ωλ est une variable aléatoire infiniment divisible indépen-
dante de {XT (t)}t dont la fonction caractéristique est donnée par

E
[
eiqΩλ

]
= λ−ϕ( q

2), (3.110)

2. Invariance d’échelle exacte (2.44) et multifractalité. On pose ζX(q) = ζM ( q
2). S’il

existe ε > 0 tel que ζX(q + ε) > 1, en d’autres termes, si le moment d’ordre q/2 de
la mesure MT existe, alors pour tout t 6 T ,

E
[|XT (t)|q] =

(
t

T

)ζX(q)

E
[|XT (T )|q], pour q > 0. (3.111)

De plus, si la mesure de Lévy ν(dx) n’est pas identiquement nulle alors ζM (q) et
donc ζX(q) n’est pas linéaire et la processus XT est multifractal.

3. Existence de moments d’ordres positifs de XT (t) :
(a) Si ζX(q) > 1 alors E

[|XT (t)|q] < +∞,

(b) Soit q > 1. Si E
[|XT (t)|q] < +∞ alors ζX(q) > 1.

Preuve - 3.15 -
Ce théorème est une conséquence directe des théorèmes de la section 3.1.2. ¥

3.3 Invariance par changement du temps intégral

Les résultats de cette section sont originaux.

Dans les sections 3.1.2 et 3.2.2 nous avons fait remarquer que la mesure MRM et le
processus MRW possèdent les propriétés d’autosimilarité stochastique, données par les
équations (3.39) et (3.109). Ces propriétés reposent sur le comportement (3.28) de la
fonction ρl,T (t) lorsque t varie.

Il est donc naturel d’utiliser la relation (3.29), qui exprime le comportement de la fonction
ρl,T (t) lorsque le temps intégral T varie, pour étudier les propriétés d’invariance par
changement du temps intégral. Comme nous allons le voir, celles-ci ont la même forme que
les propriétés d’invariance d’échelle (cf. théorème 3.7) de la mesure MRM ou du processus
MRW log-infiniment divisibles.
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Théorème 3.16
La mesure MRM vérifie la propriété suivante pour λ ∈ (0, 1)

{MT ([0, t])}t
L= Wλ{MλT ([0, t])}t, pour t 6 λT (3.112)

avec Wλ = e2Ωλ, où Ωλ est une variable aléatoire infiniment divisible dont la fonction
caractéristique est donnée par

E
[
eiqΩλ

]
= λ−ϕ( q

2). (3.113)

De plus, pour tout t 6 T1 6 T2, s’il existe ε > 0 tel que ζM (q + ε) > 1, en d’autres termes,
si le moment d’ordre q existe, alors la mesure MRM vérifie la propriété suivante

E [MT2([0, t])
q] =

(
T1

T2

)ζM (q)−q

E [MT1([0, t])
q] , pour q > 0. (3.114)

Preuve - 3.16 -
En utilisant la proposition 3.4 et la relation (3.29), on obtient

E
[
e
∑

k ipkωl,T (tk)
]

= λ−ϕ
(

1
2

∑
k pk

)
E

[
e
∑

k ipkωl,λT (tm)
]

= E
[
e
∑

k ipk(Ωλ+ωl,λT (tk))
]
, (3.115)

où la variable aléatoire Ωλ est indépendante du processus {ωl(t)}t et sa fonction caracté-
ristique s’écrit comme

E
[
eiqΩλ

]
= λ−ϕ( q

2). (3.116)

Il suffit de calculer l’espérance

E [Mλl,T ([0, t])q] = E
[
W q

λ

]
E [Ml,T ([0, T ])q] = λq−ψ(q)E [Ml,T ([0, T ])q] , (3.117)

avec λ = t/T et passer à la limite sous le signe espérance d’après le théorème 3.3. ¥

Théorème 3.17
Le processus X(t) vérifie la propriété suivante pour λ ∈ (0, 1)

{XT (t)}t
L= Wλ{XλT (t)}t, pour t 6 λT , (3.118)

avec Wλ = eΩλ, où Ωλ est une variable aléatoire infiniment divisible indépendante de
{XT (t)}t dont la fonction caractéristique est donnée par

E
[
eiqΩλ

]
= λ−ϕ( q

2). (3.119)

De même, pour tout t 6 T1 6 T2, s’il existe ε > 0 tel que ζX(q+ε) > 1, en d’autres termes,
si le moment d’ordre q existe, alors le processus MRW vérifie la propriété suivante

E [|XT2([0, t])|q] =
(

T1

T2

)ζM (q)−q

E [|XT1([0, t])|q] , pour q > 0. (3.120)

Preuve - 3.17 -
Ce résultat est une conséquence directe du théorème 3.16 ¥
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3.4 Modèle MRW log-normal

Dans les sections précédentes, nous avons étudiés les propriétés communes à toutes les
mesures MRM ou tous les processus MRW, quelle que soit la loi infiniment divisible ν(dx)
utilisée. Le cas log-normal va jouer un rôle central dans notre travail, nous étudions donc
dans cette section les propriétés qui lui sont propres.

Dans la suite nous allons travailler avec un temps intégral T fixé. Afin d’alléger le texte,
nous nous permettrons parfois d’omettre l’indice T dans les notations Al,T (t), ωl,T (t),
Ml,T (dt) et MT (dt).

3.4.1 Construction alternative de la mesure MRM log-normale

Dans le cas log-normal, le processus {ωl(t)}t étant normal, il peut être directement dé-
fini par sa moyenne et sa fonction d’autocovariance. Il n’est pas nécessaire de passer
par la représentation bi-dimensionnelle introduite dans le cas général infiniment divisible
(cf. définition 3.3). La construction de la mesure MRM log-normale s’en trouve simplifiée.
Notons que cette représentation unidimensionnelle avait été découverte [BDM01] avant
la construction générale bi-dimensionnelle. Certaines propriétés de cette mesure limite, et
notamment son existence, n’avait pas alors été démontrée. L’existence peut, en fait, être
prouvée à partir de la théorie du chaos gaussien de Kahane [Kah87] ou encore découle de
la construction générale bi-dimensionnelle des sections précédentes.

Le processus gaussien {ωl(t)}t est entièrement déterminé par sa moyenne

E[ωl(t)] = −λ2

(
ln

(
T

l

)
+ 1

)
(3.121)

et par sa fonction d’autocovariance

ρl(τ) = Cov
[
ωl(t), ωl(t + τ)

]
=





λ2
(
ln

(
T
l

)
+ 1− τ

l

)
, si 0 6 τ < l,

λ2 ln
(

T
τ

)
, si l 6 τ < T ,

0, si T 6 τ < +∞,

(3.122)

la construction de la mesure MRM donnée par la définition 3.3 reste alors valide. La mesure
MRM MT (dt) est définie comme la limite des mesures Ml,T (dt)

MT (dt) = lim
l→0+

Ml,T (dt), (3.123)

où la mesure Ml,T (dt) est donnée par

Ml,T (dt) = e2ωl,T (t)dt, pour l > 0 (3.124)

ou au sens de Lebesgue, pour tout ensemble mesurable I, on a

Ml,T (I) =
∫

I
e2ωl,T (t)dt. (3.125)
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3.4.2 Propriétés du processus MRW log-normale

Paramètres du modèle

Le modèle MRW log-normal fait intervenir trois paramètres : σ, T et λ2.
– Le premier, σ, correspond simplement à la volatilité moyenne (variance non condition-

nelle) du modèle.
– Le deuxième, T , correspond au temps de décorrélation du processus {ωl(t)}t. Ainsi, les

variables ωl(t) et ωl(t′) éloignées de plus de T sont indépendantes. En conséquence,
les accroissements du processus MRW éloignés de plus de T sont aussi indépendants.
Ce paramètre T correspond aussi au temps intégral du processus au delà duquel le
comportement multifractal cesse d’exister (cf. proposition 2.14)

– Le troisième, λ2, est sans doute le plus important. Il gouverne la force des corrélations
des variables ωl(t) : plus λ2 est élevé, plus celles-ci sont importantes. Il correspond aussi
au coefficient d’intermittence (cf. définition 2.13). Lorsque λ2 est égal à zéro le processus
{ωl(t)}t est dégénéré et devient nul, en effet E[ωl(t)2] = 0. Dans ce cas le processus MRW
se réduit au mouvement brownien de volatilité σ2. Le paramètre λ2 mesure donc ”l’écart”
au mouvement brownien ou encore la ”quantité” de multifractalité.

Choix de la fonction d’autocovariance et stationnarité

Le choix (3.122) d’une fonction de covariance décroissant logarithmiquement avec la dis-
tance n’est pas anodin. Elle est, en effet, de la même forme que celle observée dans certains
modèles de cascade multifractale [ABM98, BDM01]. Seul ce choix permet de garantir
l’invariance d’échelle exacte (2.44) d’une mesure MRM.

En physique statistique, plusieurs travaux se sont récemment intéressés à des modèles de
désordre présentant la même structure de corrélation. Ils mettent en évidence le caractère
marginal de ces corrélations notamment en ce qui concerne l’étude des valeurs extrêmes
[CD01].

Plutôt que de définir le processus {ωl(t)}t par leur structure de corrélation, il est possible
de le donner sous une forme intégrale, à la manière de la représentation de Mandelbrot et
Van Ness du mouvement brownien fractionnaire

ωl(t) = −E[ωl(t)] +
∫ t

−∞
Kl(t− u)dB(u), (3.126)

avec le noyau Kl causal, vérifiant l’équation de convolution

Kl ∗Kl(t) = Cov
[
ωl(0), ωl(t)

]
. (3.127)

Une transformée de Fourier de l’équation précédente montre que dans le régime l ¿ t ¿ T
le noyau Kl doit se comporter comme

Kl(t) ∼ K0√
t
. (3.128)
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Une telle représentation met en évidence le caractère très particulier de la mesure MRM
log-normale. La lente décroissance du noyau en 1/

√
t apparâıt comme un cas marginal

puisque une décroissance du noyau plus lente conduirait à un processus non stationnaire.
Formellement, le processus {ωl(t)}t représente la limite d’un mouvement brownien frac-
tionnaire lorsque le paramètre de Hurst H tend vers zéro.

Calculs des moments d’ordres entiers

Le théorème 3.15 montre que le processus MRW log-normal possède une invariance d’échelle
exacte (2.44). Il est possible d’établir une formule explicite des moments d’ordre entiers
des accroissements du processus MRW log-normal et d’obtenir ainsi le coefficient C(q),
pour q entier.

Le moment d’ordre entier q du processus X(t) s’écrit grâce à l’indépendance des mouve-
ment brownien B(t) et mesure M(dt)

E
[
X(t)q

]
= E

[
B(M([0, t]))q

]
= E

[
B(1)q

]
E

[
M([0, t])q/2

]
, pour tout q positif, (3.129)

d’où l’on déduit que les moments impairs du processus MRW log-normal sont nuls.

Notons q = 2p. Le théorème de Wick [Wic50] conduit à la formule

E
[
X(t)2p

]
= E

[
B(1)2q

]
E

[
M([0, t])q

]
=

(2p)!σ2p

2pp!

t∫

0

du1 . . .

t∫

0

duq

∏

16i<j6q

T 4λ2

|ui − uj |4λ2

=
(2p)!σ2ptp

2pp!

(
T

t

)2p(p−1)λ2 1∫

0

du1 . . .

1∫

0

duq

∏

16i<j6q

1
|ui − uj |4λ2 = K2pt

ζln
X (2p), (3.130)

où le préfacteur K2p fait intervenir une intégrale, dite intégrale de Selberg [Sel44], dont le
calcul explicite est donné dans [BDM01]

K2p =
(2p)!σ2pT 2p(p−1)λ2

2pp!

p−1∏

k=0

Γ(1− 2(k + 1)λ2)Γ(1− 2kλ2)2

Γ(2− 2(p + k − 1)λ2)Γ(1− 2λ2)
. (3.131)

et l’exposant ζ ln
X (2p) est précisé ci-dessous (3.136).

Finitude des moments et queues de distribution

D’après le calcul précédent et le fait que la fonction Gamma est divergente pour tout réel
négatif ou nul, pour que le moment d’ordre q = 2p ne diverge pas il est nécessaire que

{
λ2 < 1

2 ,

q < qc = 1
λ2 .

(3.132)
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Notons que ce résultat s’étend aux moments d’ordre quelconque (non forcément entier). En
effet, c’est une conséquence directe du théorème 3.15 qui montre que l’exposant critique qc

correspondant à l’explosion des moments est donné par l’équation ζ ln
X (qc) = 1. En insérant

(3.136) dans cette dernière relation, on montre bien que qc = 1
λ2 .

En utilisant la proposition 1.1, on montre donc que pour tout q strictement supérieur à
qc = 1

λ2 , il existe une constante C réelle positive, telle que pour tout x0 réel positif, il
existe x supérieur à x0, tel que

P
[
M([0, t]) > x

]
> Cx−q/2, (3.133)

P
[
X(t) > x

]
> Cx−q. (3.134)

Exposant multifractal

Nous avons vu dans le théorème 3.15 que, de façon générale, quelle que soit ν(dx), les
exposants multifractals de la mesure MRM et du processus MRW vérifient

ζX(q) = ζM

(q

2

)
. (3.135)

Dans le cas log-normal, en utilisant l’équation (3.93), nous obtenons :

ζ ln
X (q) = ζ ln

M

(q

2

)
=

q

2
(1 + 2λ2)− λ2q2

2
. (3.136)

Nous pouvons préciser quelques valeurs remarquables de cette fonction. Notons tout d’abord
que ζ ln

X (2) = 1, puisque les accroissements sont décorrélés (cf. proposition 2.10). En d’autres
termes le moment d’ordre 2 du MRW log-normal présente un exposant, typique du mou-
vement brownien standard.

Autocovariance de volatilité et mémoire longue

Dans le modèle MRW log-normal, les accroissements sont décorrélés mais non indépen-
dants. Il est aisé de calculer les covariances entre les valeurs au carré des incréments. Dans
[MDB00, BDM01] il est montré que pour des intervalles disjoints [t−τ, t] et [t+h−τ, t+h]
éloignés l’un de l’autre de moins de T , on a pour h > τ

E
[
δτX(t)2δτX(t + h)2

]
= σ4T 4λ2 (h + τ)2−4λ2

+ (h− τ)2−4λ2 − 2h2−4λ2

(1− 4λ2)(2− 4λ2)
. (3.137)

Dans le cas particulier, où τ ¿ h < T , cette espérance peut être approximée par

E
[
δτX(t)2δτX(t + h)2

] ∼ σ4τ2

(
T

h

)4λ2

, (3.138)

c’est-à-dire une loi de puissance en h.
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Il est possible de montrer, en utilisant l’approximation de petit intermittence (cf. cha-
pitre 5) et le théorème 5.17, que la fonction d’autocovariance des accroissements absolus
s’écrit

Cov
[|δτX(t)|, |δτX(t + h)|] =

2
π

(
Te3/2

τ

)−λ2 ((
T

h

)λ2

− 1

)
, pour τ ¿ h < T , (3.139)

ce qui correspond au comportement observés dans les marchés (cf. section 1.2.4).

Stricto sensu, ce processus n’est pas à mémoire longue puisque sa mémoire est de taille
finie, au delà d’une distance T , ses incréments sont indépendants. Cependant, la fonction
d’autocovariance des carrés des accroissements décrôıt très lentement vers la valeur zéro.
En pratique, si T est assez grand, par exemple, quelques années, le processus MRW log-
normal permet de reproduire le phénomène de mémoire longue (cf. section 1.2.5) observée
dans les séries financières. Nous renvoyons le lecteur à la section 3.4.4 qui porte sur l’étude
de la reproduction des faits stylisés par le modèle MRW log-normal.

3.4.3 Simulation numérique

Toutes les définitions précédemment énoncées du processus MRW log-normal X(t) consistent
à le définir comme processus limite, lorsque l tend vers zéro, d’un processus à temps continu
Xl(t). A ce jour, il n’existe pas de construction directe de cet objet limite. La seule manière
de réaliser des simulations numériques de ce processus est donc de fixer l ”assez” petit et
de simuler un échantillonnage du processus Xl(t). En pratique, l représente une échelle en
dessous de laquelle le processus Xl(t) est très régulier. Pour que la simulation soit bonne,
il suffira donc de choisir l assez petit devant le pas d’échantillonnage.

Soit τ le pas d’échantillonnage. Nous fixons l’échelle l, qu’on appelle échelle de sur-
échantillonnage, telle que τ = nl, avec n À 1 de façon à ce que l ¿ τ .

Pour simuler N points d’une trajectoire d’un MRW, il suffit de générer un processus
gaussien {ωl[t]; t = l, . . . , Nnl} de moyenne (3.121) et de fonction d’autocovariance (3.122).
La proposition 3.14 suggère alors de simuler

M̃l,τ ([0, kτ ]) = l
kn∑

j=1

e2ωl[jl], (3.140)

X̃l,τ (kτ) =
√

M̃l,τ ([0, kτ ])ε[k], (3.141)

où {ε[k]; k = 1, . . . , N} est un bruit blanc gaussien centré de variance σ2.

La simulation du processus {ωl[t]; t = l, . . . , Nnl} n’est pas totalement triviale. La méthode
que nous utilisons fait appel à sa représentation spectrale et utilise une transformation de
Fourier rapide, en conséquence elle autorise la simulation de très longues séries. L’algo-
rithme est expliqué en détail dans l’appendice C.
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Il est possible de démontrer [BDM01, MB02, BM03] que les processus {M̃l,τ ([0, kτ ])}k et
{X̃l,τ ([0, kτ ])}k convergent en moyenne quadratique vers {M([0, kτ ])}k et {X([0, kτ ])}k

lorsque l’échelle de sur-échantillonnage l tend vers zéro.

Notons que l’expression (3.141) correspond exactement au processus MRW log-normal
introduit dans [MDB00, BDM01].

3.4.4 Faits stylisés

Tout d’abord il faut noter que, par construction (3.4), le processus MRW est un processus à
accroissements stationnaires. Les propriétés du processus MRW log-normal proviennent de
la forme très particulière de la fonction de corrélation ρl(t) (3.122). Il est possible de mener
beaucoup de calculs explicitement avec ce modèle. En particulier, nous sommes capables
de donner une formule explicite des moments d’ordre entiers positifs (cf. les équations
(3.130) et (3.131)).

Le modèle MRW log-normal est d’un grand intérêt en finance puisque, comme nous allons le
voir dans cette section, il reproduit fidèlement la majeure partie des faits stylisés classiques
étudiés dans la section 1.2, ainsi que l’intégralité des faits stylisés multifractals étudiés dans
la section 2.3.

Pour mener à bien cette étude, nous n’allons utiliser qu’une seule réalisation du processus
MRW log-normal, présentée sur la figure 3.3, dont les paramètres sont les suivants

N = 218, nombre d’échantillon de la réalisation, (3.142)
τ = 1, échelle d’échantillonnage, (3.143)

l = 2−4, échelle de sur-échantillonnage, (3.144)
T = 2000, échelle intégrale, (3.145)

λ2 = 0.02, coefficient d’intermittence, (3.146)

σ2 = 1, variance. (3.147)

Notons que les simulations numériques plus approfondies montrent qu’il est inutile de
prendre une échelle de sur-échantillonnage inférieure à l = 2−4, les corrections apportées
par l’utilisation d’une échelle plus fine sur les propriétés statistiques que nous étudions ici
sont du second ordre.

Accroissements, skewness et kurtosis

Pour une meilleure lisibilité, la figure 3.4 ne représente que les 15000 premiers accroisse-
ments à l’échelle τ = 1 de la réalisation de la figure 3.3. On observe l’allure qui est très
différente de celle d’un bruit blanc gaussien : la variabilité des accroissements est plus
importante et des cycles semblent apparâıtre, comme dans la figure 1.2 représentant les
accroissements d’une série financière.
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Fig. 3.3 – Réalisation comportant 218 échantillons du processus MRW log-normal simulé en
utilisant les paramètres donnés par les équations (3.142) à (3.147). Son comportement présente un
caractère erratique, similaire à celui du taux de change GBP/USD, représenté dans la figure 1.1.
Cette réalisation sera utilisée pour tous les calculs empiriques de cette section.

Echelle Moyenne Variance Skewness Kurtosis Test de JB

1 -0.0000 (0) 1.0388 (1) -0.0114 (0) 6.1597 (6.2394) 0.0000 (0.0000)

10 -0.0004 (0) 10.4027 (10) -0.0427 (0) 5.1307 (5.1897) 0.0000 (0.0000)

50 -0.0005 (0) 52.3994 (50) 0.0481 (0) 4.8509 (4.5628) 0.0000 (0.0000)

100 -0.0010 (0) 105.3465 (100) 0.0487 (0) 4.2418 (4.3166) 0.0000 (0.0000)

500 0.0518 (0) 506.6979 (500) 0.0685 (0) 3.9481 (3.7951) 0.0000 (0.1001)

1000 0.1036 (0) 1010.0620 (1000) 0.1744 (0) 3.6811 (3.5904) 0.0409 (0.5302)

Tab. 3.1 – Moyenne, variance, skewness, kurtosis et p-valeur du test statistique de Jarque et
Bera des accroissements de la réalisation de la figure 3.3 à différentes échelles. Pour des échelles
inférieures à 500, la normalité est rejetée puisque la p-valeur est très proche de zéro. Les chiffres entre
les parenthèses représentent les valeurs théoriques qui ont été calculées en utilisant les équations
(3.130) et (3.131).
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Fig. 3.4 – 15000 premiers accroissements de la réalisation de la figure 3.3. On observe l’allure
très différente de celle d’un bruit blanc gaussien, alors qu’elle ressemble à celle des rendements
logarithmiques journaliers du taux de change GBP/USD, voir la figure 1.2.

Dans le tableau 3.1 nous donnons les statistiques : moyenne, variance, skewness, kurtosis
et p-valeur du test statistique de Jarque et Bera (1.10), pour les accroissements de la réali-
sation de la figure 3.3 à différentes échelles. On observe un très fort excès de kurtosis pour
les petites échelles, la p-valeur du test statistique de Jarque et Bera est significativement
non nulle pour l’échelle 1000 seulement.

Variation de la distribution des accroissements en fonction de l’échelle

Dans le théorème 3.17, nous avons vu que le processus MRW est autosimilaire au sens
stochastique. La proposition 2.16 montre alors que le profil des distributions des accrois-
sements change en fonction de l’échelle. La figure 3.5 représente les densités empiriques
obtenues à partir de la réalisation de la figure 3.3, pour différentes échelles. On observe
effectivement que les queues de la distribution des accroissements du processus MRW log-
normal sont plus épaisses que celles de la distribution normales (trait plein). On observe
également que les queues deviennent de moins en moins épaisses lorsque l’échelle de temps
considéré (pour le calcul des accroissements) augmente, jusqu’à se rapprocher d’une loi
normale pour de grands intervalles de temps.

Sur la figure 3.6, nous avons tracé les quantiles empiriques versus les quantiles théoriques
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Fig. 3.5 – Déformation de la distribution empirique des accroissements normalisés par leur écart-
type de la réalisation de la figure 3.3 en fonction de l’échelle. De haut en bas : τ = 1, 10, 50 et 150.
L’échelle est logarithmique et les courbes sont décalées arbitrairement pour une meilleure lisibilité.
Le tracé montre clairement (voir, par exemple, le changement de convexité des queues) que les
distributions qui correspondent aux petites échelles (en haut) possèdent un caractère leptokurtique,
alors que celles qui correspondent aux grandes échelles (en bas) sont proches de la distribution
gaussienne standard, représentée par le trait plein. Un tel comportement est similaire à celui des
rendements logarithmiques journaliers du taux de change GBP/USD, représenté dans la figure 1.3
de la section 1.2.3 sur l’étude de la distribution des rendements.

d’une loi normale, des accroissements de la réalisation de la figure 3.3 à différentes échelles.
La déviation à la normalité, qui se traduit par un tracé non linéaire, est plus forte
aux petites échelles. Les déviations diminuent avec l’échelle mais elles le font lentement
et restent considérables même à l’échelle de vingt jours. Ce comportement ressemble
beaucoup à celui des données du taux de change GBP/USD étudié dans la section 1.2.3.

Décorrélation des rendements

Sur la figure 3.7 nous avons représenté la fonction d’autocorrélation empirique des ac-
croissements de la réalisation de la figure 3.3. Sur ce tracé, la fonction d’autocorrélation
décrôıt extrêmement rapidement lorsque le décalage h crôıt et peut être considérée comme
nulle dès que h est différent de zéro. Ce qui permet de reproduire l’absence de corrélation
temporelle des séries financières étudiée dans la section 1.2.4.
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Quantile empirique des accroissements à l’échelle 1 
du processus MRW log−normal
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Quantile empirique des accroissements à l’échelle 10 
du processus MRW log−normal
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Quantile empirique des accroissements à l’échelle 50 
du processus MRW log−normal
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Fig. 3.6 – Quantiles empiriques des accroissements normalisés par leur écart-type de la réalisation
de la figure 3.3, aux échelles 1 (en haut à gauche), 10 (en haut à droite), 50 (en bas à gauche) et
150 (en bas à droite). Les tracés montrent clairement les queues épaisses des distributions. Il est
aussi possible d’observer la convergence de la distribution vers la gaussienne, présentée par le trait
plein, lorsque l’échelle crôıt.

Dépendance non linéaire à décroissance lente

Nous avons montré (cf. équation (3.138)) que les carrés des accroissements d’un processus
MRW log-normal ont des corrélations présentant une décroissance lente (en loi de puis-
sance). Un calcul analogue montrerait que c’est aussi le cas des accroissements absolus.
Comme le montre la figure 3.8, la fonction d’autocorrélation empiriques des accroissements
absolus reste très longtemps significativement positive. Une régression ”log-log” de cette
fonction d’autocorrélation en fonction du temps indique qu’elle peut être bien approximée
par une loi de puissance. Ce comportement montre donc que le modèle MRW log-normal
permet de reproduire le phénomène de mémoire longue, étudiée dans la section 1.2.5.
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Fig. 3.7 – Fonction d’autocorrélation empirique normalisée des accroissements de la réalisation
de la figure 3.3. Les traits tiretés représentent l’intervalle de confiance à 95%. Pour une meilleure
lisibilité, la variance n’est pas représentée.

Accumulation des volatilités

Sur la figure 3.9 nous avons représenté les carrés des accroissements de la réalisation de la
figure 3.3 dont le comportement intermittent ressemble celui de la volatilité réalisée obtenue
par les carrés des rendements logarithmiques journaliers du taux de change GBP/USD,
voir la figure 1.7. Le modèle MRW log-normale permet donc de reproduire le phénomène
d’accumulation des volatilités, étudié dans la section 1.2.7.

Comportement des moments des accroissements

Le processus MRW log-normal possède une invariance d’échelle exacte et est multifractal
(cf. théorème 3.17). Sur la figure 3.10 nous avons évalué les différents moments des ac-
croissements absolus de la réalisation de la figure 3.3 par leur moyenne empirique (2.81).
L’invariance d’échelle se traduit par un comportement linéaire aux échelles logarithmiques,
ce qui est confirmé au moins pour les premières valeurs de q. Le fait que les pentes de ces
comportements linéaires varient non linéairement en fonction de l’ordre du moment indique
la multifractalité de la réalisation.
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Fig. 3.8 – Fonction d’autocorrélation empirique normalisée des accroissements absolus de la
réalisation de la figure 3.3. Le trait tireté correspond à la courbe régression par une loi de puissance
γa(h) =

(
T
h

)0.02 − 1.

Autocovariance des magnitudes

La figure 3.11 représente la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes de la
réalisation de la figure 3.3. Elle reste très longtemps significativement positive et indique
donc l’existence d’une autocorrélation des magnitudes. Une régression de cette fonction
d’autocovariance versus le logarithme du temps indique qu’elle peut être bien approximée
par une fonction décroissante logarithmiquement jusqu’à zéro, comme le montre le tracé
tireté sur la figure. Un tel comportement de la fonction d’autocovariance des magnitudes
est justifié (cf. proposition 5.19) dans le cadre de l’étude de l’approximation limite de petit
intermittence (cf. section 5.2). Le modèle MRW log-normal permet donc de reproduire le
fait stylisé observé (cf. section 2.3.3).

Notons qu’une procédure semblable de régression permet d’estimer le coefficient d’inter-
mittence λ2, (cf. section 6.4).





Modèle MRW log-normal Section 3.4

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
5

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

V
ol

at
ili

té
 r

éa
lis

ée

Volatilité réalisée des accroissements
du processus MRW log−normale

Fig. 3.9 – Carrés des accroissements de la réalisation de la figure 3.3. On observe le comportement
intermittent qui ressemble à celui de la volatilité réalisée du taux de change GBP/USD, voir la
figure 1.7.

3.4.5 Résumé de la section

Le modèle MRW log-normal permet de reproduire les queues épaisses (leptokurticité)
des distributions des rendements logarithmiques observées dans les séries financières. Les
queues varient en fonction de l’échelle et elles deviennent proche de gaussiennes pour
les grandes échelles. Ce modèle permet donc de reproduire les comportements d’échelle
(cf. section 1.2.3).

Ce modèle permet de reproduire l’absence de corrélation temporelle des rendements lo-
garithmiques (cf. section 1.2.4) ainsi que les corrélations temporelles à longue portée. Il
permet donc de reproduire le phénomène de mémoire longue (cf. section 1.2.5) et, en
conséquence, le phénomène d’accumulation des volatilités (cf. section 1.2.7).

Grâce à son caractère multifractal, ce modèle permet de reproduire les faits stylisés mul-
tifractals observés dans les marchés, étudiés dans la section 2.3, tels que le comportement
des moments absolus en fonction de l’échelle et de l’ordre (cf section 2.3.2) et la corrélation
des magnitudes des rendements logarithmiques (cf. section 2.3.3).

Le modèle MRW log-normal permet de reproduire la plupart des faits stylisés observés dans
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Fig. 3.10 – Fonction de partition (2.81) des accroissements de la réalisation de la figure 3.3, pour
l’ordre q variant de 0.5 à 5 et l’échelle τ variant de 1 à 15. Le comportement linéaire des moments
aux échelles logarithmiques confirme que les rendements logarithmiques possède une invariance
d’échelle.

les marchés financiers. Cependant, il existe certains faits stylisés qui ne sont pas reproduits
à l’aide de ce modèle. Ces faits stylisés caractérisent l’asymétrie dans les rendements
observés.

Puisque le processus MRW log-normal est construit à l’aide de la subordination (3.102)
d’un mouvement brownien la loi de distribution d’accroissements ne possède pas de skew-
ness (1.8). De même, puisque le mouvement brownien est indépendant de la mesure MRM,
le modèle MRW log-normal ne permet pas de reproduire l’effet de levier observé dans les
marchés financiers (cf. section 1.2.8).

Bouchaud et Pochart dans [PB02] ont proposé de la construction d’une généralisation du
mouvement MRW, le processus SMRW (Skewed Multifractal Random Walk), qui prend en
compte l’effet de levier sans pour autant perdre ses propriétés multifractales. Néanmoins,
le processus SMRW n’est pas un processus à temps continu, c’est un processus à temps
discret. Le principal problème rencontré lorsque l’on fait tendre le pas de discrétisation vers
0 étant qu’à cette limite toutes les propriétés d’asymétrie (skewness et levier) disparaissent.
La construction de processus à temps continu, autosimilaires au sens stochastique, à
accroissements stationnaires et présentant skewness et effet de levier reste encore un
problème ouvert aujourd’hui.
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Fig. 3.11 – Fonction d’autocovariance empirique des magnitudes de la réalisation de la figure 3.3.
Le trait tireté correspond à la courbe de régression par une fonction décroissante logarithmiquement
0.02 ln(2000/h)1{h62000}. On observe la décroissance de même type que celle de la fonction
d’autocovariance empirique des magnitudes des rendements logarithmiques journaliers du taux
de change GBP/USD, voir la figure 2.6.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la construction (cf. sections 3.1, 3.2 et 3.4) et les
propriétés des processus MRW log-infiniment divisibles (cf. section 3.1.2, 3.2.2 et 3.4.2)
qui forment à ce jour la seule classe de processus à accroissements stationnaires, invariants
d’échelle et multifractals.

Il apparâıt clairement que les processus MRW log-infiniment divisibles et, en particulier,
les processus MRW log-normaux, ouvrent de très nombreux horizons tant à un niveau
théorique (propriétés de régularité, caractérisation du spectre de singularités) qu’à un
niveau applicatif (simulations numériques, estimation des paramètres).

Il est naturel d’utiliser le modèle MRW log-normal pour modéliser les variations des
séries chronologiques financières, puisqu’il a de nombreux avantages par rapport aux
autres modèles couramment utilisés en finance : il est à accroissements stationnaires,
peut être vu comme un processus limite de marches aléatoires (d’où un caractère causal),
rend compte parfaitement des propriétés multifractales des séries financières (sans faire
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intervenir de rapport d’échelle privilégié) ainsi que de la structure complexe de corrélation
des accroissements aux différentes échelles.

Ce processus permet avec trois paramètres uniquement de rendre compte de très nom-
breuses propriétés statistiques de séries financières (cf. section 3.4.4).





Chapitre 4

Evénements extrêmes

La théorie des valeurs extrêmes classique cherche à décrire le comportement des occur-
rences maximales ou minimales d’un ensemble de variables aléatoires tel que, par exemple,
les valeurs d’un processus temporel sur une période de temps fixe. Cette théorie a des
applications pertinentes dans plusieurs domaines : en physique statistique dans l’étude des
systèmes désordonnés à très basse température, en géologie dans l’étude des tremblements
de Terre, en météorologie dans l’étude des averses, des inondations, des tempêtes et des
canicules, en finance, dans l’étude des risques des marchés financiers [LLR83, EKM97,
Sor03]. Les événements extrêmes sont particulièrement significatifs (car notablement
probables) pour les phénomènes caractérisés par des densités de probabilité dont les queues
décroissent en loi de puissance.

On se propose de considérer le problème important qui consiste à estimer et interpréter
des exposants des queues de distributions dans le cas de processus de type cascades où,
comme nous l’avons vu, les corrélations sont importantes. Cela nous permettra notamment
d’identifier la présence de corrélations importantes sur un échantillon comme l’un des
mécanismes possibles qui conduisent à l’observation de ”queues épaisses”. Ce type problème
a déjà été abordé dans les travaux [Bou01, Sor03, New05, MBK06].

La théorie des valeurs extrêmes [Bor22, Mis23, FT28, Mis54] a été développée sous l’hy-
pothèse que les variables aléatoires considérées sont indépendantes et identiquement dis-
tribuées. Une extension de cette théorie aux processus stationnaires (ou suites station-
naires) a été développée avec un affaiblissement de l’hypothèse d’indépendance, celle-ci
étant remplacée par une hypothèse de dépendance ”courte portée” [LLR83]. Dans le cas
Gaussien, cela revient à supposer que la covariance du processus décrôıt suffisamment vite.
Néanmoins, très peu de résultats théoriques sont connus si les corrélations ne décroissent
pas de façon assez rapide ou si le régime asymptotique n’est pas atteint.

En finance, connâıtre (estimer) les exposants de queues des lois de probabilité des rende-
ments est important en pratique pour évaluer le risque, mais aussi pour la modélisation en
général, car beaucoup de modèles reposent sur l’hypothèse de l’existence de la variance des
rendements [MF00]. La BIS (Bank for International Settlements) a par exemple établi des
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règles à suivre par les banques pour contrôler leurs risques, mais la plupart des modèles
utilisés dans ces règles sont encore basés sur l’hypothèse que les actifs financiers sont
distribués suivant une distribution normale. Avoir plus d’information sur l’exposant de
queue des séries financières est donc une question d’intérêt en soi.

Ce chapitre commence par une brève revue des propriétés des exposants des queues des
distributions et notamment des méthodes classiques d’estimation (cf. section 4.1). Puis
nous effectuons une étude statistique des valeurs extrêmes dans le cadre d’un modèle
multifractal (cf. section 4.2).

Plusieurs études récentes [GMAS98, PGA+99, GPA+99, BP03] trouvent que les exposants
de queues sont proches de 3, alors que le modèle MRW prédit un exposant de queue
supérieur de l’ordre de 30. Dans les sections 4.2.3 et 4.3, nous montrons que les séries
financières ne sont pas de taille suffisante pour atteindre les régimes asymptotiques des
estimateurs de queues de distributions et que cela suffit pour expliquer un tel écart.

4.1 Exposants des queues des distributions

Nous rappelons que l’exposant de queue de distribution est introduit par la définition 1.5.

4.1.1 Estimation des exposants des queues

Estimer les exposants de queue (sans distribution connue a priori) est une tâche difficile et
est un sujet actif de recherche en statistique. Pour déterminer l’exposant de queue d’une
distribution, il faut énormément d’observations (puisque lié aux valeurs extrêmes de la
distribution). Diverses méthodes issues de la théorie des valeurs extrêmes existent, et ce
sujet est assez vaste.

Nous considérons un échantillon de N observations Z1, . . . , ZN indépendantes et iden-
tiquement distribuées de fonction de répartition F inconnue. Nous supposons que cette
distribution est à queue lourde. Nous noterons les statistiques d’ordre décroissantes par
X1 > . . . > XN . Décrivons brièvement différents estimateurs classiques de l’exposant de
queue qc associé à F . Soient j et k tels que 1 6 j 6 k ¿ N ,
– l’estimateur de Zipf ou la méthode de rang-fréquence [Zip29, Man97] est basé sur le

comportement de la fonction de répartition

1− F (Xj) ∼ j

N
, et alors Xj ∼

(
j

N

)−1/qc

(4.1)

d’où on déduit que l’exposant de queue peut être estimé comme la pente q̂c
Z(k, N) de

la courbe rang-fréquence [ln(Xj), ln(j)]j , pour j = 1, . . . , k.
Dans [New05], on démontre que l’estimateur de Zipf est biaisé, c’est pourquoi on utilise
les estimateurs alternatifs comme ceux de Hill et Pickands [EKM97].

Soit k dépendant de N tel que k(N) = o(N),
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– l’estimateur de Hill est défini par

q̂c
H(k, N) =

k − 1∑k−1
j=1 ln(Xj/Xk)

, (4.2)

– l’estimateur de Pickands est donné par

q̂c
P (k,N) =

ln(2)

ln
(

Xk−X2k
X2k−X4k

) . (4.3)

Concernant les estimateurs donnés ci-dessus et leurs propriétés, on peut aller voir les
références suivantes [Hil75, Pic75].

4.1.2 Loi de distribution de maximum

L’étude mathématique des estimateurs, introduits dans la section précédente 4.1.1, telle
que la consistance, le biais, la normalité asymptotique, repose sur la théorie des valeurs
extrêmes [LLR83, EKM97]. Le résultat fondamental de cette théorie est le théorème de
Fisher et Tippett [FT28] qui caractérise toutes les formes possibles de la distribution de
la plus grande valeur YN d’un échantillon de taille N . A mesure que la dimension de
l’échantillon augmente, la fonction de répartition FN (x) = P

[
YN 6 x

]
de se rapproche

asymptotiquement d’une distribution de Fréchet, Weibull ou Gumbel. Plus précisément,
il existe deux suites, aN > 0 et bN telles que

lim
N→+∞

FN

(
x− bN

aN

)
= FY (x) (4.4)

où FY (x) est une distribution de Fréchet,

FY (x) =

{
exp (−x−qc) , si x > 0,

0, sinon
(4.5)

de Weibull

FY (x) =

{
exp

(−(−x)−1/qc
)
, si x < 0,

1, sinon
(4.6)

ou de Gumbel
FY (x) = exp(−e−x). (4.7)

L’existence des suites aN , et bN , dans la définition (4.4) d’une loi des valeurs extrêmes
repose en fait sur des propriétés vérifiées par la loi F . Des conditions nécessaires et
suffisantes sur F ont été obtenues [Gal87] pour l’existence de la loi limite FY (x).

Ces trois distributions peuvent être incorporées en une classe plus générale qui peut être
représentée à la normalisation près sous la forme suivante, dite représentation de Jenkinson

F ξ
Y (x) =

{
exp(−(1 + ξx)−1/ξ), si 1 + ξx > 0,

1, sinon.
(4.8)
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Le paramètre ξ est appelé indice de queue. Le cas ξ > 0 correspond à la loi de Fréchet, le
cas ξ < 0 correspond à la loi de Weibull et le cas limite lorsque ξ tend vers zéro correspond
à la loi de Gumbel.

Si la loi du maximum Y (normalisé comme ci-dessus) de N variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées de loi F converge vers F ξ

Y alors on dit que le
maximum est attiré par F ξ

Y et, par extension, on dit que la loi F appartient au domaine
d’attraction de F ξ

Y [Mis54]. On dispose de caractérisations très précises du domaine
d’attraction de chaque loi F en fonction de comportement de ces queues [BGT87]. Ces
caractérisations sont souvent très techniques et difficilement vérifiables par le praticien,
voir par exemple [Gal87, Res87], aussi nous n’entrerons pas dans les détails.

On peut, par exemple, montrer que la loi normale, la loi exponentielle et la loi log-normale
appartiennent au domaine d’attraction de la loi de Gumbel. Cette propriété est due au
fait que toutes ces lois possèdent des queues de distribution peu épaisses.

Les lois de Pareto, de Cauchy, de Student appartiennent au domaine d’attraction des lois
de Fréchet. Ces lois se caractérisent par la présence de queues de distribution lourdes (non
exponentielle) ayant tendance à générer de grandes valeurs.

La loi uniforme et les lois qui ont un support fini mais avec une asymptote en leur
point terminal, par exemple les lois bêta, appartiennent au domaine d’attraction de la
loi de Weibull.

4.2 Statistique des valeurs extrêmes multifractales

4.2.1 Résultats dans le cas des processus stationnaires

Les résultats de l’étude mathématique des estimateurs de l’exposant de queue, intro-
duits dans le cas des variables indépendantes et identiquement distribuées, restent valides
lorsque l’on utilise l’extension de la théorie des valeurs extrêmes aux processus aléatoires
stationnaires autocorrélés dans les conditions qui assurent l’indépendance asymptotique
des maximums [LLR83]. La différence principale est que l’on remplace le nombre des
variables indépendantes N par le nombre ”effectif” θN avec 0 < θ < 1, où la valeur θ, dit
l’indice extrême, quantifie l’effet de dépendance. Dans le cas d’un processus Gaussien,
les résultats théoriques restent valides lorsque la fonction d’autocovariance ρ(x) décrôıt de
façon suffisamment rapide

ρ(x) ln(x) −→
x→+∞ 0. (4.9)

Une justification intuitive de ce résultat est proposée dans [CD01].

Le but principal de cette partie est d’étudier le comportement des estimateurs de queue
appliqués aux échantillons provenant des processus multifractals. Nous suivons essentiel-
lement l’article de Muzy, Bacry et Kozhemyak [MBK06].
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4.2.2 Limite asymptotique

La fonction d’autocovariance ρ(x) d’un processus multifractal décrôıt très lentement jus-
qu’à l’échelle intégrale T au delà de laquelle les valeurs du processus deviennent indépen-
dantes. Ainsi, nous admettons que la condition (4.9) n’est pas vérifiée entre l’échelle de
l’observation τ et l’échelle intégrale T . En revanche, elle est vérifiée au delà de l’échelle
intégrale T . Pour être plus précis, la condition (4.9) se présente lorsque le nombre d’obser-
vation N tend vers l’infini. Cependant, il existe plusieurs possibilités d’atteindre la limite
asymptotique N → +∞.

Soit L la taille de l’intervalle d’observation (dans un certaine unité de temps) et τ l’échelle
d’échantillonnage (dans la même unité). Le nombre d’échantillons est alors égal à

N =
L

τ
, (4.10)

et le nombre d’échelles intégrales contenues dans la fenêtre d’observation NT et le nombre
d’échantillons contenus dans l’échelle intégrale Nτ sont donnés respectivement par

NT =
L

T
, Nτ =

T

τ
, N = NτNT . (4.11)

Introduisons l’exposant χ pour relier les valeurs NT et Nτ

NT ∼ Nχ
τ . (4.12)

Notons que cet exposant χ a été interprété par Mandelbrot comme ”embedding dimension”
dans [Man90].

Plus précisément, quand N tend vers l’infini
– le régime χ = 0, ”haute fréquence”, correspond au cas limite τ → 0, tandis que L et

T restent fixées. Dans ce cas, nous admettons que la condition (4.9) n’est pas vérifiée.
– le régime χ = +∞, ”historique infini”, correspond au cas limite L → +∞, tandis que

τ et T restent fixées. Dans ce cas la condition (4.9) est satisfaite.
Comme nous allons voir dans la section suivante, le comportement des estimateurs de
queues dépend fortement de la valeur de χ. Dans la premier cas (χ = 0), rien ne garantit
que les méthodes classiques puissent être appliquées pour estimer les exposants de queue,
alors que dans le deuxième cas (χ = +∞), nous espérons que les résultats de la théorie
des valeurs extrêmes restent valides et que les estimateurs soient consistants.

4.2.3 Comportement des estimateurs classiques

Le but de cette section est l’étude statistique des estimateurs classiques appliqués aux
k(N) valeurs extrêmes observées dans le régime asymptotique N → +∞ et k(N) → +∞.
La limite N → +∞ est considérée conformément aux régimes décrits dans la section
précédente par l’exposant χ. Une paramétrisation commode pour k(N) est

k(N) ∼ Nν , (4.13)
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avec 0 6 ν 6 1, la valeur ν = 0 sera interprétée comme k(N) ∼ ln(N). Nous notons
q̂c(ν, χ) les valeurs de l’estimateur de l’exposant de queue en fonction de ν et χ.

Nous considérons l’exemple de l’estimateur de Pickands, les mêmes arguments pouvant
être appliqués aux autres estimateurs tels que l’estimateur de Hill.

Théorème 4.1
Nous supposons que le formalisme multifractal, étudié dans la section 2.2.5, est vérifié.
Définissons αν,χ tel que

k ∼ Nν ∼ NT

( τ

T

)−D∗(αν,χ)
, (4.14)

où D∗(α) est la transformée de Legendre de l’exposant multifractal. Dans ce cas, l’estima-
teur de Pickands q̂c

P (ν, χ) vérifie la relation

q̂c
P (ν, χ) ' qν,χ, (4.15)

où qν,χ est la valeur de la dérivée de D∗(α) en αν,χ

qν,χ =
dD∗

dα
(αν,χ). (4.16)

Preuve - 4.1 -
Nous donnons ici simplement une preuve basée sur des arguments ”heuristiques”. Nous
renvoyons à la référence [MBK06], pour une approche mathématique plus rigoureuse fondée
sur la résolution d’équations itératives non-linéaires en termes de fronts progressifs.

Puisque le formalisme multifractal est vérifié, la partie positive de la transformée de
Legendre D∗(α) de l’exposant multifractal ζ(q) correspond au spectre de singularité D(α),
voir la définition 2.18. En accord avec la définition (4.12) de χ, nous avons

NT ∼ Nχ
τ =

( τ

T

)−χ
, (4.17)

N ∼ N1+χ
τ =

( τ

T

)−(1+χ)
, (4.18)

et donc nous pouvons déduire que αν,χ vérifie la relation suivante

D∗(αν,χ) ∼ ν(1 + χ)− χ. (4.19)

Considérons ensuite α′ν,χ = αν,χ + ε1, tel que

2k ∼ NT

( τ

T

)−D∗(α′ν,χ)
' NT

( τ

T

)−D∗(αν,χ)−qν,χε1
, (4.20)

où qν,χ est la valeur de la dérivée de D∗(α) en αν,χ

qν,χ =
dD∗

dα
(αν,χ). (4.21)
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Dans le même genre d’idée, nous définissons α′′ν,χ = αν,χ + ε2, tel que

4k ∼ NT

( τ

T

)−D∗(α′′ν,χ)
' NT

( τ

T

)−D∗(αν,χ)−qν,χε2
. (4.22)

Grâce aux relations

Xk −X2k ∼ Xk

(
1−

( τ

T

)ε1)
, (4.23)

X2k −X4k ∼ Xk

(( τ

T

)ε1 −
( τ

T

)ε2)
, (4.24)

l’estimateur de Pickands, défini par (4.3), vérifie la relation suivante

q̂c
P (ν, χ) ' ln(2)

/
ln

(
1− 2−1/qν,χ

2−1/qν,χ − 4−1/qν,χ

)
= qν,χ. (4.25)

¥

Notons ce le même résultat peut être obtenu pour l’estimateur de Hill.

Exemple log-normal

Considérons le cas d’un processus MRW log-normal dont l’exposant ζ(q) est donné par

ζ ln
X (q) =

q

2
(1 + 2λ2)− q2λ2

2
. (4.26)

et la transformée de Legendre D∗(α) correspondante

D∗(α) = − α2

2λ2
+ α

(
1 +

1
2λ2

)
− λ2

2

(
1− 1

2λ2

)2

. (4.27)

Pour calculer l’estimateur de queue q̂c(ν, χ), on doit résoudre les équations (4.19) et (4.16),
ce qui amène au résultat suivant

q̂c
ln(ν, χ) =

√
2(1 + χ)(1− ν)

λ2
. (4.28)

Notons que la valeur estimée q̂c
ln(ν, χ) de l’exposant de queue, qui est de l’ordre 1

λ , est
différente de la valeur non conditionnelle, qui est de l’ordre 1

λ2 , d’après l’équation (3.134).
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Fig. 4.1 – L’étude par la méthode de Monte Carlo du comportement de l’estimateur de Zipf
appliqué à la mesure MRM log-normale en fonction du coefficient d’intermittence. Le nombre de
tirages de Monte Carlo est égal à 104, la taille d’échantillon N est égale à 214, le temps intégral
T est égal à 210 et le nombre de valeurs maximales utilisées k est égal à 24, ce qui correspond
aux coefficients ν égal à 2/7 et χ égal à 2/5. En haut, le trait bleu correspond aux résultats de
l’estimation, le trait pointillé correspond aux valeurs théoriques (4.29) de l’estimateur de queue et
le trait tireté correspond aux valeurs théoriques corrigées (voir dans le texte). En bas, les écarts
entre les résultats de l’estimation et les valeurs théoriques sans correction (le trait pointillé) et avec
la correction (trait tireté).

4.2.4 Expériences numériques

Dans la figure 4.1 nous avons représenté le comportement de l’estimateur de Zipf, introduit
dans la section 4.1.1, appliqué à la mesure MRM log-normale en fonction du coefficient
d’intermittence λ2. Le tracé a été obtenu par la méthode de Monte Carlo de 104 tirages.
Sur la même figure nous avons représenté les valeurs théoriques de l’estimateur de queue

q̂c
ln(ν, χ) =

√
(1− ν)(1 + χ)

2λ2
. (4.29)

Cette dernière formule est une conséquence directe de l’équation (4.28).

Les valeurs obtenue par les expériences numériques sont assez proches de celles théoriques.
Néanmoins, nous avons observé un biais dépendant de la taille d’échantillon N et du temps
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Fig. 4.2 – Les diagrammes rang-fréquence pour les carrés des rendements logarithmiques
journaliers du taux de change GBP/USD (le trait plein) et pour une réalisation de la mesure
MRM log-normale de paramètres T = 213 et λ2 = 0.05 (le trait tireté rouge). On observe que les
graphiques ont les comportements très similaire l’un à l’autre. La régression donne l’estimation de
l’exposant de queue q̂c

Z ' 2.5 (le trait tireté vert).

intégral T . Nous expliquons la présence de ce biais par le fait que dans la démonstration du
théorème 4.1 nous avons supposé que l’échantillon contient les observations indépendantes
par paquets de taille T , ce qui n’est pas vérifié par la mesure MRM log-normale.

Pour corriger ce biais observé, il est nécessaire d’utiliser, dans le calcul du coefficient χ, une
valeur effective du temps intégral qui est approximativement égale à 2T , ce qui correspond
au coefficient χ égal à 4/11, dans le cas représenté dans la figure 4.1. Les traits tiretés
visualisent ces corrections.

4.3 Application aux séries financières

Plusieurs études récentes [GMAS98, PGA+99, GPA+99, BP03] de données financières
à haute fréquence trouvent que les queues de la distribution cumulée des rendements
logarithmiques d’actions et d’indices sont représentées par une loi de puissance avec un
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exposant de queue proche de 3. C’est la célèbre ”loi cubique”. Ces observations semblent
contredire le modèle multifractal pour les rendements des actifs financiers.

Cependant, une simple application numérique du résultat obtenu précédemment montre
que, dans le cadre du modèle MRW log-normal, la valeur de l’exposant de queue théorique
et celle obtenue à l’aide d’un estimateur classique diffèrent d’un ordre de grandeur. En
effet, Les valeurs typiques en finance sont τ ∈ [10−2, 1] jour et T ' L ' 10 ans, ce qui
correspond, grossièrement, à la valeur de χ ' 0. En prenant ν ' 0.5, l’estimateur classique
de queue (4.28) est approximativement égal à

q̂c
ln(ν, χ) ' 1√

λ2
' 5, (4.30)

où nous avons utilisé la valeur typique 0.04 du coefficient d’intermittence λ2 (voir les résul-
tats d’estimations dans la section 6.2.3). Par ailleurs, la loi distribution des accroissements
du processus MRW log-normale possède des queues épaisses (voir (3.134)) dont l’exposant
est donnée par

qc =
1
λ2

' 50. (4.31)

Il y a donc bien une différence significative entre l’exposant de queue estimé typiquement
sur un échantillon et la valeur théorique non conditionnelle.

Dans la figure 4.2 nous avons représenté les diagrammes rang-fréquence (voir la définition
de l’estimateur de Zipf dans la section 4.1.1) pour les carrés des rendements logarithmiques
journaliers du taux de change GBP/USD et pour une réalisation de la mesure MRM log-
normale. Il est simple de voir que les graphiques ont les comportements très similaires l’un
à l’autre. La mesure MRM log-normale est de paramètres L = T = 213, ce qui est proche
de la taille de la série financière, et λ2 = 0.05, ce qui correspond à l’exposant de queue
qc = 1

λ2 = 20. Néanmoins, l’estimateur de Zipf q̂c
Z donne la valeur de l’exposant de queue

égale à 2.5.

Notons que pour les petites valeurs de ln(Xk), nous pouvons observer l’écart entre les
graphiques. En fait, l’approximation de la volatilité réalisée journalière par le carré du
rendement logarithmique journalier devient très bruitée pour les petites valeurs des ren-
dements.

4.4 Conclusion

Le but principal de ce chapitre était de mettre en évidence le fait que l’analyse d’exposants
de queue des distributions des rendements logarithmiques d’actifs financiers est sensible à
la présence de corrélation de la volatilité à longue portée. Les valeurs observées ne corres-
pondent pas aux valeurs des exposants de queue des lois de distribution non conditionnelles.
Autrement dit, on observe le comportement non ergodique des quantités dépendant des
valeurs extrêmes, par exemple des moments d’ordre élevé des rendements.
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L’étude de ce chapitre repose ici sur une approche phénoménologique. Elle a été menée
de façon parallèle à partir de la résolution de l’équation d’itération de la cascade par une
méthode de fronts progressifs [MBK06].
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Chapitre 5

Approximation limite de petite
intermittence

Les résultats de ce chapitre sont essentiels au reste de ce travail puisqu’ils sont la base de
tous les chapitres qui suivent.

L’autosimilarité (déterministe ou stochastique) est une propriété très utile car la connais-
sance du processus à une échelle suffit pour en déduire son comportement à toutes échelles.
Le théorème 3.15 met en évidence le caractère autosimilaire stochastique de la mesure
MRM et du processus MRW. Ce qui signifie que, ces objets possèdent des propriétés de
stabilité par changement d’échelle. Cependant, le théorème 3.15 n’a pas d’intérêt pratique,
car il ne fournit pas de distribution à l’échelle l mais indique seulement comment elle peut
varier avec l’échelle. En d’autres termes, il est très difficile de travailler avec le processus
MRW ou avec la mesure MRM puisque on ne contrôle pas, en pratique, leurs distributions.

Comme nous le verrons dans le chapitre 6, les valeurs du coefficient d’intermittence λ2

couramment observées pour les séries financières sont autour de 0.02. Rappelons que cette
valeur quantifie la courbure de ζ(q) et ”mesure” donc l’écart du processus MRW log-
normal (resp. de la mesure MRM log-normale) au mouvement brownien (resp. mesure de
Lebesgue). Il est donc naturel d’étudier les propriétés de ce processus sous condition de
faible intermittence λ2 ¿ 1.

Dans ce chapitre, après une série de propositions techniques sur les moments de la mesure
MRM log-normale (cf. section 5.1) et du logarithme de cette mesure (cf. section 5.2), nous
montrons que, sous condition de faible intermittence λ2 ¿ 1, la mesure MRM log-normale
peut être approximée par un processus log-normal, la magnitude renormalisée {Ω(t)}t

(cf. section 5.3), dont la fonction d’autocovariance admet des formules explicites. Le sens
de cette approximation est multiple.

Le théorème 5.12 (et son corollaire 5.13) montre que le logarithme de la mesure MRM
normalisée par λ converge en loi vers la magnitude renormalisée dans la limite où λ2 tend
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vers 0 : {
1
2λ

ln
(

δτM(t)
τ

)}

t

L−→
{

δτΩ(t)
τ

}

t

. (5.1)

Le théorème 5.14 compare les moments généralisés de ces deux quantités et montrent qu’ils
sont proches lorsque λ2 est petit. Plus précisément introduisons la notation suivante :

Définition 5.1
Soient {Xλ(t)}t et {Yλ(t)}t des processus dépendant du paramètre λ2. Si les ordres zéro et
les premiers ordres non triviaux qui suivent des développements en série de Taylor en λ2

de leurs moment généralisés cöıncident alors nous écrivons

Xλ(t)
λ' Yλ(t). (5.2)

Le théorème 5.14 établi la relation

ln
(

δτM(t)
τ

)
λ' 2λ

δτΩ(t)
τ

. (5.3)

Enfin le théorème 5.16 établi une relation similaire non plus sur les moments généralisés
du logarithme de la mesure mais sur les moments généralisés de la mesure elle-même.

Dans la section 5.5, des résultats similaires sont établis sur les moments généralisés du
processus MRW log-normal (théorème 5.17) et de son logarithme (théorème 5.18). Ce
premier théorème est à la base des méthodes de prédiction linéaire et quadratique des
chapitres 7 et 9. Quant au second théorème, il est à la base des méthodes d’estimation
des paramètres présentées dans le chapitre 6 et est à la base de la méthode de prédiction
logarithmique des chapitres 7, 8 et 9.

A la fin de ce chapitre, nous présentons des résultats d’expériences numériques qui per-
mettent d’apprécier la précision de l’approximation log-normale au sens des distributions.

5.1 Moments d’ordre généralisés de la mesure MRM log-normale

5.1.1 Représentation intégrale des moments généralisés

Dans le cadre de l’étude des propriétés du processus MRW log-normale, nous avons effectué
le calcul de moments d’ordres positifs (à un point) de leurs accroissements (3.130). Ces
moments admettent une forme analytique obtenue à l’aide de la formule de Selberg [Sel44].

Dans cette section, nous considérons les moments généralisés d’ordres positifs (à n points)
de la mesure MRM log-normale. Dans le cas général, à notre connaissance, ces moments
n’ont pas de forme analytique. La proposition suivante fournit une représentation intégrale
de ces moments généralisés.
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Proposition 5.1
Soit n un nombre entier positif. Le moment généralisé de la mesure MRM log-normale
correspondant aux intervalles I1, . . . , In possède la représentation intégrale

E
[
M(I1)
|I1| · · · M(In)

|In|
]

=
∫

I1

du1

|I1| . . .

∫

In

dun

|In| fλ2(u1, . . . , un), (5.4)

où la fonction fλ2(u1, . . . , un) est donnée par

fλ2(u1, . . . , un) = exp
(

4λ2
∑

16i<j6n

ln
(

T

|ui − uj |
)

1{|ui−uj |6T}

)
. (5.5)

Preuve - 5.1 -
Tout d’abord nous supposons que tous les intervalles ont la forme Ij = [0, tj ].

Une simple généralisation du théorème 3.3, permet d’évaluer les moments généralisés
comme la limite suivante

E
[
M(I1)
|I1| · · · M(In)

|In|
]

= lim
l→0+

E
[
Ml(I1)
|I1| · · · Ml(In)

|In|
]
. (5.6)

La représentation discrète (3.140) conduit à la formule

E
[
Ml(I1)
|I1| · · · Ml(In)

|In|
]

=
ln

|I1| · · · |In|

⌊
|I1|/l

⌋
−1∑

k1=0

. . .

⌊
|In|/l

⌋
−1∑

kn=0

E
[
e2ωl(k1l) · · · e2ωl(knl)

]
. (5.7)

Par ailleurs, grâce au fait que Var
[
ωl(t)

]
= −E[

ωl(t)
]
, on peut facilement calculer

E
[
e2ωl(k1l) · · · e2ωl(knl)

]
= exp

( ∑

16i<j6n

ρl(kil − kjl)
)
. (5.8)

Dans l’expression (5.7), on reconnâıt une somme de Riemann (positives) qui converge,
lorsque l tend vers zéro, vers l’intégrale multiple impropre (5.4) dans le cas où celle ci est
finie, c-à-d si le coefficient d’intermittence λ2 est inférieur à 1

2n .

En fait, on rencontre une petite difficulté pour montrer la convergence de la somme
de Riemann vers l’intégrale impropre. En effet, lorsque l’on fait tendre l vers 0, des
singularités apparaissent correspondant au cas où m indices parmi k1, . . . , kn cöıncident.
Ces singularités sont de l’ordre de l−2m(m−1)λ2

. Le nombre de ces singularités est borné
par Clm−1−n. Nous pouvons donc bien les négliger dans les sommes (5.7) pour λ2 inférieur
à 1

2m , ce qui est vérifié si l’intégrale converge.

Dans le cas, où tous les intervalles I1, . . . , In cöıncident les uns avec les autres, l’intégrale
multiple peut être évaluée à l’aide de la formule de Selberg [Sel44]. Néanmoins, dans le cas
général cette intégrale n’a pas de forme analytique.
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En utilisant la linéarité des intégrales, nous pouvons voir que la représentation intégrale
reste valide même si l’on enlève la contrainte de la forme des intervalles I1, . . . , In, qui a
été faite au début de cette démonstration. ¥

5.1.2 Développement en série de Taylor des moments généralisés centrés

Pour alléger les calculs de cette section nous introduisons les ensembles d’indices ordonnés

Im = {i1, . . . , im} ⊂ In = {1, . . . , n}. (5.9)

Théorème 5.2
Soit n un nombre entier positif. Le moment généralisé centré de la mesure MRM log-
normale correspondant aux intervalles I1, . . . , In admet le développement en série de Taylor
autour de la valeur 0 du coefficient d’intermittence λ2

E
[(

M(I1)
|I1| − 1

)
· · ·

(
M(In)
|In| − 1

)]
= K(I1, . . . , In)λn + o(λn), (5.10)

où la constante K(I1, . . . , In) est donnée par

K(I1, . . . , In) =





2n
∑

P (In)

[ n/2∏
k=1

∫
Iik

duik
|Iik

|
∫

Ijk

dujk
|Ijk

| ln
(

T
|uik

−ujk
|
)
1{|uik

−ujk
|6T}

]
, si n pair,

0, sinon,

(5.11)
où P (In) est l’ensemble de toutes les partitions à deux éléments (non ordonnés) de l’en-
semble In. Un élément de P (In) s’écrit donc de la forme {(ik, jk)}k=1,...,n/2.

Preuve - 5.2 -
Pour alléger les calculs de cette démonstration nous introduisons les variables aléatoires

Mj =
M(Ij)
|Ij | , pour j = 1, . . . , n. (5.12)

Nous considérons le moment centré généralisé correspondant aux intervalles I1, . . . , In.
Il est égal à une combinaison linéaire des moments généralisés

E
[
(M1 − 1) · · · (Mn − 1)

]
=

n∑

m=0

(−1)n−m
∑

Im⊂In

E
[
Mi1 · · ·Mim

]
. (5.13)

En utilisant la représentation intégrale, donnée par la proposition 5.1, des moments géné-
ralisés, nous avons

E
[
(M1 − 1) · · · (Mn − 1)

]
=

n∑

m=0

(−1)n−m
∑

Im⊂In

∫

Ii1

dui1

|Ii1 |
. . .

∫

Iim

duim

|Iim |
eλ2S(Im), (5.14)
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où S(Im) est la somme symétrique définie par

S(Im) =
∑

ij ,ik∈Im

ij<ik

Xijik , (5.15)

avec

Xijik = 4 ln
(

T

|uij − uik |
)

1{|uij
−uik

|6T}. (5.16)

Il est simple de voir qu’il est possible d’effectuer l’intégration par rapport à toutes les
variables u1, . . . , un sous les signes intégrales dans l’expression (5.14)

∫

Ii1

dui1

|Ii1 |
. . .

∫

Iim

duim

|Iim |
eλ2S(Im) =

∫

I1

du1

|I1| . . .

∫

In

dun

|In| e
λ2S(Im). (5.17)

En utilisant la linéarité, nous pouvons changer l’ordre d’intégration et de sommation, et
donc l’expression (5.14) devient

E
[
(M1 − 1) · · · (Mn − 1)

]
=

∫

I1

du1

|I1| . . .

∫

In

dun

|In|
n∑

m=0

(−1)n−m
∑

Im⊂In

eλ2S(Im). (5.18)

Nous supposons que les moments généralisés de la mesure MRM log-normale appartiennent
à la classe des fonctions n/2 fois continuement dérivables par rapport à λ2. Ce résultat
découle du lemme 5.3 qui suit cette preuve1. La kième dérivée du moment généralisé centré
par rapport à λ2 en 0 est alors donnée par

( ∂

∂λ2

)k
E

[
(M1 − 1) · · · (Mn − 1)

]∣∣∣
λ2=0

=
∫

I1

du1

|I1| . . .

∫

In

dun

|In|
n∑

m=0

(−1)n−m
∑

Im⊂In

(S(Im)
)k (5.19)

Fixons l’indice j arbitrairement, il est alors possible de regrouper les termes de la somme
sous le signe intégrale dans l’expression (5.19)

n∑

m=0

(−1)n−m
∑

Im⊂In

(S(Im)
)k =

n−1∑

m=0

(−1)n−m
∑

Im⊂In\{j}

(S(Im)
)k − (S(Im ∪ {j}))k (5.20)

En remarquant que la somme symétrique S(Im ∪ {j}) s’écrit

S(Im ∪ {j}) = S(Im) + C(j, Im), (5.21)

1Les conditions du lemme sont vérifiées puisque nous considérons le régime où λ2 tend vers zéro.
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où C(j, Im) est défini par
C(j, Im) =

∑

ik∈Im

Xjik , (5.22)

nous pouvons voir que

(S(Im)
)k − (S(Im ∪ {j}))k = −C(j, Im)

k∑

i=1

k!
i!(k − i)!

(C(j, Im)
)i−1(S(Im)

)k−i
. (5.23)

Cette dernière relation signifie que chaque terme de la somme (5.20) contient au moins un
facteur du type Xjim . Puisque l’indice j a été fixe arbitrairement, les ensembles d’indices
des facteurs de chaque terme de la somme (5.20) doivent contenir tous les indices 1, . . . , n.
En donc, si l’ordre de la dérivée k est inférieur à n/2 la somme (5.20) est forcément égale
à zéro.

En conséquence, le premier terme non trivial du développement en série de Taylor en λ2 du
moment généralisé centré est au moins de l’ordre n+1

2 si l’ordre du moment n est impair, et
de l’ordre n

2 si l’ordre du moment n est pair. Dans ce dernier cas, les termes d’ordre minimal
en λ2 du développement en série de Taylor en λ2 sont proportionnels à λnXi1j1 · · ·Xin/2jn/2

,
où l’ensemble d’indices {i1, j1, . . . , in/2, jn/2} contient toutes les valeurs 1, . . . , n. Les termes
de ce type peuvent être générés seulement par le développement de eλ2S(In), ce qui nous
amène au résultat annoncé. ¥

Lemme 5.3
Soit n un nombre entier positif. Supposons que λ2 < 1

2n − 2δ, où δ est un nombre réel
tel que 1

2n − 2δ > 0. Le moment généralisé de la mesure MRM log-normale correspondant
aux intervalles I1, . . . , In appartient donc à la classe des fonctions n fois continuement
dérivables par rapport à λ2. En d’autres termes la dérivation par rapport à λ2 sous le
signe intégrale dans (5.4) est licite

(
∂

∂λ2

)k

E
[
M(I1) · · ·M(In)

]
=

(
∂

∂λ2

)k ∫

I1

du1 . . .

∫

In

dunfλ2(u1, . . . , un)

=
∫

I1

du1 . . .

∫

In

dun

(
∂

∂λ2

)k

fλ2(u1, . . . , un), (5.24)

où la fonction fλ2(u1, . . . , un) est définie par l’équation (5.5).

Preuve - 5.3 -
La condition λ2 < 1

2n−2δ permet d’assurer l’existence du moment généralisé (5.4), puisqu’il
est majoré par le moment d’ordre n qui est fini sous cette condition, voir le théorème 3.8

E
[
M(I1) · · ·M(In)

]
6 E

[
M

( n⋃

j=1

Ij

)n
]
. (5.25)
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La fonction fλ2(u1, . . . , un), définie par l’équation (5.5), et qui apparâıt sous le signe
d’intégrale (5.4) est positive et sa kième dérivée par rapport à λ2 s’écrit

(
∂

∂λ2

)k

fλ2(u1, . . . , un) =
(

4
∑

16i<j6n

ln
(

T

|ui − uj |
)

1{|ui−uj |6T}

)k

fλ2(u1, . . . , un). (5.26)

Il est simple de voir qu’il est possible de la majorer uniformément en λ2. En effet, en
utilisant l’inégalité (D.20) de l’appendice D on déduit la borne supérieure

(
4

∑

16i<j6n

ln
(

T

|ui − uj |
)

1{|ui−uj |6T}

)k

6
( p

eε

)k
fε(u1, . . . , un). (5.27)

En conséquence, en prenant ε égal à δ on trouve la majoration uniforme en λ2 de la kième

dérivée de la fonction fλ2(u1, . . . , un) par rapport à λ2

(
∂

∂λ2

)k

fλ2(u1, . . . , un) 6
(

k

eδ

)k

fλ2+δ(u1, . . . , un) 6
(

k

eδ

)k

f 1
2n
−δ(u1, . . . , un), (5.28)

où nous avons utilisé le fait que la fonction fλ2(u1, . . . , un) est croissante en λ2.

La partie droite de l’inégalité (5.28) est intégrable, puisque l’intégrale est proportionnelle
au moment d’ordre n, qui est fini, de la mesure MRM log-normale dont le coefficient d’in-
termittence est égale à 1

2n − δ. La majoration uniforme (5.28) implique donc l’intégrabilité
de la kième dérivée de la fonction fλ2(u1, . . . , un).

Finalement, la dérivation sous le signe intégrale (5.24) est licite, d’après le théorème de
convergence dominée. ¥

5.2 Moments généralisés du logarithme de la mesure MRM log-
normale

5.2.1 Existence des moments

Proposition 5.4
Soit n un nombre entier positif. Il existe λ2

0 tel que le moment généralisé du logarithme de la
mesure MRM log-normale correspondant aux intervalles I1, . . . , In est borné uniformément
en le coefficient d’intermittence λ2, pour λ2 inférieur à λ2

0

∃C > 0, E
[

ln
(

M(I1)
|I1|

)
· · · ln

(
M(In)
|In|

)]
< C, pour tout λ2 < λ2

0. (5.29)
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Preuve - 5.4 -
L’inégalité de Jensen nous conduit à la majoration suivante

E
[

ln
(

M(I1)
|I1|

)
· · · ln

(
M(In)
|In|

)]
6 1

n

n∑

j=1

E
[ ∣∣∣∣ln

(
M(Ij)
|Ij |

)∣∣∣∣
n ]

. (5.30)

La fonction ψ(q), définie par (3.6), dans le cadre du modèle MRW log-normal, est égale
à ψ(q) = −2λ2q + 2λ2q2. Pour q0 et λ2

0 réels positifs, ψ(−q0) est finie pour tout λ2 < λ2
0.

En utilisant la proposition 3.10 et le théorème de Doob [Doo01], on peut démontrer que
l’espérance E

[
Y −q0

]
est bornée uniformément pour tout λ2 < λ2

0.

D’après la définition (3.49) de la mesure NT (dt), elle tend vers la mesure de Lebesgue,
puisque son espérance est égale à la mesure de Lebesgue et sa variance tend vers zéro
uniformément en le coefficient d’intermittence λ2.

D’après le théorème 3.11, dont les conditions sont vérifiées, il existe h < 0 et λ2
0 tel que

les moments d’ordre h de la mesure MRM log-normale sont finis et bornés uniformément
en λ2, pour λ2 < λ2

0. En utilisant l’inégalité (D.22), pour tout x et h positifs et tout n
entier ∣∣∣∣ln

(
M(Ij)
|Ij |

)∣∣∣∣
n

6
(n

e

)n
[
h−n

(
M(Ij)
|Ij |

)−h

+
M(Ij)
|Ij |

]
, (5.31)

il est simple de déduire la majoration (5.29) uniforme en λ2 du moment généralisé du
logarithme de la mesure MRM log-normale. ¥

5.2.2 Développement en série de Taylor

Théorème 5.5
Soit n un nombre entier positif. Le moment généralisé centré du logarithme de la mesure
MRM correspondant aux intervalles I1, . . . , In admet le développement en série de Taylor
autour de la valeur 0 du coefficient d’intermittence λ2

E
[

ln
(

M(I1)
|I1|

)
· · · ln

(
M(In)
|In|

)]
= K(I1, . . . , In)λn + o(λn), (5.32)

où l’expression de K(I1, . . . , In) est donné dans l’énoncé du théorème 5.2 (équation (5.11)).
Rappelons que K(I1, . . . , In) = 0 si n est impair.

Preuve - 5.5 -
Pour alléger les calculs nous introduisons les variables aléatoires

Mj =
M(Ij)
|Ij | , pour j = 1, . . . , n. (5.33)
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La difficulté principale de la démonstration vient du fait que le développement du loga-
rithme ln(1+x) en série de Taylor en x autour de zéro converge seulement pour les valeurs
de x comprises dans l’intervalle (−1, 1).

Soit ε un réel positif inférieur à 1. Nous considérons le vecteur M = (M1, . . . ,Mn) et
l’ensemble compact Bε dans Rn définie par

Bε =
{

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn; max
16k6n

(|xk − 1|) 6 ε
}

. (5.34)

Nous définissons les deux restes Rln(λ) et Rc(λ) par les deux relations suivantes

Rln(λ) = E
[
ln(M1) · · · ln(Mn)

]− E[
ln(M1) · · · ln(Mn)

∣∣M ∈ Bε

]
, (5.35)

Rc(λ) = E
[
(M1 − 1) · · · (Mn − 1)

]− E[
(M1 − 1) · · · (Mn − 1)

∣∣M ∈ Bε

]
. (5.36)

En appliquant le lemme 5.7 aux restes Rln(λ) et Rc(λ), nous pouvons déduire que

∣∣Rln(λ)
∣∣ 6

√
E

[
ln(M1)2 · · · ln(Mn)2

]√
P
[
M 6∈ Bε

]
+ | ln(1− ε)|nP[M 6∈ Bε

]
, (5.37)

∣∣Rc(λ)
∣∣ 6

√
E

[
(M1 − 1)2 · · · (Mn − 1)2

]√
P
[
M 6∈ Bε

]
+ εnP

[
M 6∈ Bε

]
. (5.38)

Puisque nous nous intéressons au régime lorsque le coefficient d’intermittence λ2 tend vers
zéro, d’après les théorèmes 3.8 et 5.5, il existe λ2

0 positif tel que les deux espérances dans
les inégalités (5.37) et (5.38) sont bornés uniformément en λ2, pour λ2 inférieur à λ2

0.

En appliquant le lemme 5.6 avec m égal à n, nous pouvons majorer les deux restes
∣∣Rln(λ)

∣∣ 6 Cλn+1, (5.39)∣∣Rc(λ)
∣∣ 6 Cλn+1, (5.40)

où la constante C dépend de ε.

D’après le lemme 5.8, les définitions (5.35) et (5.36) et les majorations (5.39) et (5.40),
nous avons

E
[
ln(M1) · · · ln(Mn)

]− E[
(M1 − 1) · · · (Mn − 1)

]
= o(λn). (5.41)

Le résultat du théorème découle alors directement du théorème 5.2. ¥

Lemme 5.6
Soient ε un réel positif inférieur à 1 et m un nombre entier positif, alors nous avons la
majoration suivante

P
[
M 6∈ Bε

]
6 o(λ2m), (5.42)

où l’ensemble compacte Bε est défini par (5.34) et o(λ2m) dépend de ε.
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Preuve - 5.6 -
Puisque nous nous intéressons au régime où λ2 tend vers zéro, alors sans perte de généralité
on peut supposer que le moment centré d’ordre 2m + 2 de la mesure MRM log-normale
existe, grâce au théorème 3.8. En utilisant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous avons

P
[
M 6∈ Bε

]
6

n∑

j=1

P
[ |Mj − 1| > ε

]
6

n∑

j=1

1
ε2m+2

E
[
(Mj − 1)2m+2

]
= o(λ2m). (5.43)

¥

Lemme 5.7
Soit ε un réel positif inférieur à 1. Pour toute fonction f(M) continue sur l’ensemble
compacte Bε, défini par (5.34), nous avons la majoration suivante

E
[
f(M)

]− E[
f(M)

∣∣M ∈ Bε

]

6
√
E

[
f(M)2

]√
P
[
M 6∈ Bε

]
+

(
sup

M∈Bε

|f(M)|
)
P
[
M 6∈ Bε

]
. (5.44)

Preuve - 5.7 -
En appliquant la loi des probabilités totales, nous avons

E
[
f(M)

]− E[
f(M)

∣∣M ∈ Bε

]

= E
[
f(M)

∣∣M 6∈ Bε

]
P[M 6∈ Bε] + E

[
f(M)

∣∣M ∈ Bε

](
P[M ∈ Bε]− 1

)

= E
[
f(M)

∣∣M 6∈ Bε

]
P
[
M 6∈ Bε

]− E[
f(M)

∣∣M ∈ Bε

]
P
[
M 6∈ Bε

]
, (5.45)

où le premier terme est majoré à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwartz

E
[
f(M)

∣∣M 6∈ Bε

]
P
[
M 6∈ Bε

]
= E

[
f(M)1{M 6∈Bε}

]
6

√
E

[
f(M)2

]√
P
[
M 6∈ Bε

]
, (5.46)

tandis que le deuxième est majoré par le supremum sur l’ensemble compact Bε

E
[
f(M)

∣∣M ∈ Bε

]
P
[
M 6∈ Bε

]
6

(
sup

M∈Bε

|f(M)|
)
P
[
M 6∈ Bε

]
. (5.47)

¥

Lemme 5.8
Soit n un nombre entier positif. Sur l’ensemble compacte Bε, avec ε inférieur à 1, les deux
développements en série de Taylor autour de la valeur 0 du coefficient d’intermittence λ2

E
[ n∏

j=1

ln(Mj)
∣∣∣M ∈ Bε

]
= E

[ n∏

j=1

(Mj − 1)
∣∣∣M ∈ Bε

]
+ o(λn) (5.48)

cöıncident jusqu’à l’ordre n.
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Preuve - 5.8 -
Grâce à l’identité ln(x) = x− 1− (x− 1− ln(x)), nous avons

n∏

j=1

ln(Mj) −
n∏

j=1

(Mj − 1) =
n∏

j=1

(
Mj − 1 − (Mj − 1 − ln(Mj))

) −
n∏

j=1

(Mj − 1). (5.49)

Le développement du premier produit de la partie droite nous amène à une combinaison
linéaire de termes du type

∏k
j=1(Mij − 1 − ln(Mij ))

∏n
j=k+1(Mij − 1) avec 1 6 k 6 n

dont l’espérance conditionnelle est majorée à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwartz et
de l’inégalité (D.28)

E
[ k∏

j=1

(Mij − 1− ln(Mij ))
n∏

j=k+1

(Mij − 1)
∣∣∣M ∈ Bε

]

6 E
[ k∏

j=1

(Mij − 1− ln(Mij ))
2
∣∣∣M ∈ Bε

]1/2
E

[ n∏

j=k+1

(Mij − 1)2
∣∣∣M ∈ Bε

]1/2

6 CεE
[ k∏

j=1

(Mij − 1)4
∣∣∣M ∈ Bε

]1/2
E

[ n∏

j=k+1

(Mij − 1)2
∣∣∣M ∈ Bε

]1/2
. (5.50)

En appliquant la majoration (5.40), avec n égal à 2 et à 4, il est possible d’enlever les
conditionnements M ∈ Bε

E
[ k∏

j=1

(Mij − 1− ln(Mij ))
n∏

j=k+1

(Mij − 1)
∣∣∣M ∈ Bε

]

=
(
O(λ4k) + o(λ4n)

)1/2(
O(λ2n−2k) + o(λ2n)

)1/2 = O(λn+k) = o(λn). (5.51)

¥

5.3 Magnitude renormalisée

Nous avons établis deux théorèmes dans la limite de petite intermittence : le théorème 5.2
qui donne une approximation des moments de la mesure MRM log-normale et le théo-
rème 5.5 qui donne une approximation des moments du logarithme de cette mesure. Ces
deux résultats vont permettre d’établir, dans les sections 5.4 et 5.5, les approximations
log-normales de la mesure MRM log-normale et du processus MRW log-normal.

Le processus gaussien à accroissements stationnaires qui intervient dans ces approxima-
tions log-normales est le processus de magnitude renormalisée que nous introduisons dans
cette section.
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5.3.1 Définition

Définition 5.2
Nous définissons le processus de magnitude renormalisée {Ω(t)}t comme la limite, si
elle existe,

Ω(t) = lim
l→0+

Ωl(t) (5.52)

où le processus Ωl(t) est donné par

Ωl(t) =
1
λ

t∫

0

(
ωl(s)− E

[
ωl

])
ds, (5.53)

et où le processus gaussien stationnaire {ωl(t)}t est défini dans la section 3.4.1.

Dans la suite, si I = [t0, t1] est un intervalle, nous utiliserons la notation Ω(I) pour désigner
l’accroissement de la magnitude renormalisée sur l’intervalle I

Ω(I) = Ω(t1)− Ω(t0), (5.54)

et la notation δτΩ(t) pour désigner l’accroissement sur l’intervalle [t− τ, t]

δτΩ(t) = Ω(t)− Ω(t− τ). (5.55)

5.3.2 Existence de la magnitude renormalisée

Les deux propositions suivantes démontrent respectivement la convergence des lois finies
dimensionnelles du processus {Ωl(t)}t et la tension des processus {e2Ωl(t)}t. L’existence du
processus limite {Ω(t)}t en découle.

Proposition 5.9
Soient t1, . . . , tn, n réels, alors le vecteur gaussien

(
Ωl(t1), . . . ,Ωl(tn)

)
converge, lorsque l

tend vers zéro, vers un vecteur gaussien centré
(
Ω(t1), . . . ,Ω(tn)

)
, qui ne dépend pas de λ

et dont la matrice de variance-covariance Σ est donnée par

(Σ)jk = Cov
[
Ω(tj), Ω(tk)

]
=

1
λ2

tj∫

0

du

tk∫

0

dvρ(u− v), (5.56)

où la fonction ρ(t) est définie par

ρ(t) =

{
λ2 ln

(
T
|t|

)
, si |t| < T,

0, si T 6 |t|.
(5.57)
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Preuve - 5.9 -
La fonction ρl(t) étant définie (cf. section 3.4.1) comme la fonction d’autocorrélation du
processus ωl(t), le vecteur

(
Ωl(t1), . . . , Ωl(tn)

)
est un vecteur gaussien centré dont la matrice

de variance-covariance Σl est donnée par

(Σl)jk = Cov
[
Ωl(tj), Ωl(tk)

]
=

1
λ2

tj∫

0

du

tk∫

0

dvρl(|u− v|), (5.58)

où la fonction ρl(t) est définie par la relation (3.122).

La matrice Σl converge vers la matrice Σ (dont tous les coefficients sont finis) lorsque l
tend vers zéro. Il suffit donc de démontrer que la matrice Σ est semi-définie positive. Dans
l’appendice F, nous montrons que la fonction ρ(t) peut s’écrire comme (F.7)

ρ(t) =

∞∫

−∞
ρ̃(t− s)ρ̃(s)ds. (5.59)

Si l’on définit le vecteur V (s) par

V (s) =
( t1∫

0

ρ̃(u1 − s)du1, . . . ,

tn∫

0

ρ̃(un − s)dun

)T
(5.60)

alors la matrice Σ s’écrit comme

Σ =

∞∫

−∞
V (s)V T (s)ds, (5.61)

grâce à l’identité ρ̃(s) = ρ̃(−s). En conséquence, la matrice Σ est semi-définie positive. ¥

Etant donné que les variables Ωl(t) et Ω(t) sont gaussiennes, pour montrer la tension de
la suite {e2Ωl(t)}t, il suffit de montrer que

Proposition 5.10
Il existe ε ∈ [0, 1[ tel que

E
[(

e2Ω(t) − e2Ω(s)
)2

]
= o

(
(t− s)2−ε

)
, ∀t, s. (5.62)

Preuve - 5.10 -
Un calcul simple nous amène à l’équation suivante

E
[(

e2Ω(t) − e2Ω(s)
)2

]
= e8Var[Ω(t)] + e8Var[Ω(s)] − 2e2Var[Ω(t)+Ω(s)]

=
(
e4Var[Ω(t)] − e4Var[Ω(s)]

)2
+ 2e4Var[Ω(t)]+4Var[Ω(t)]

(
1− e−2Var[Ω(|t−s|)]

)
. (5.63)
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Le premier terme de (5.63) peut être estimé comme
(
e4Var[Ω(t)] − e4Var[Ω(s)]

)2

= 64t2e8t2 ln
(

Te3/2

t

)
(t− s)2 + o((t− s)2) = o

(
(t− s)2−ε

)
. (5.64)

Le deuxième terme de (5.63) peut être estimé comme

2e4Var[Ω(t)]+4Var[Ω(t)]
(
1− e−2Var[Ω(|t−s|)]

)

= 2e8t2 ln
(

Te3/2

t

)
ln

(
Te3/2

|t− s|
)

(t− s)2 + o((t− s)2) = o
(
(t− s)2−ε

)
. (5.65)

¥

5.3.3 Autocovariance des accroissements de la magnitude renormalisée

A partir de l’expression (5.56), il est facile de montrer que la magnitude renormalisée est
un processus gaussien à accroissements stationnaires. Comme nous allons le montrer dans
les sections suivantes, ses accroissements vont permettre d’approximer les accroissements
d’une mesure MRM log-normale ou d’un processus MRW log-normal. Afin de mieux les
caractériser, donnons une expression explicite de leur fonction d’autocovariance 2.

Proposition 5.11
Soient τ > 0 et h ≥ τ . Pour tout t, on a
– si h + τ 6 T ,

Cov
[
δτΩ(t)

τ
,
δτΩ(t + h)

τ

]
= ln

(
Te3/2

τ

)
+ f

(
h

τ

)
, (5.66)

où la fonction f(u) est donnée par

f(u) =





− ln(u)− (u+1)2

2 ln
(
1 + 1

u

)− (u−1)2

2 ln
(
1− 1

u

)
, si u > 2,

−2 ln(2), si u = 1,

0, si u = 0,

(5.67)

– si h > T + τ ,
Cov

[
δτΩ(t), δτΩ(t + h)

]
= 0. (5.68)

Preuve - 5.11 -
Ces résultats sont simples à obtenir à partir des relations (5.56) et (5.57). ¥

2Nous n’expliciterons pas la fonction d’autocovariance sur tout son domaine, les formules deviennent
rapidement assez compliquées à écrire et sans grand intérêt. Nous nous contenterons de l’écrire lorsque les
deux accroissements appartiennent à une même échelle intégrale ou lorsqu’ils sont distants de plus d’une
échelle intégrale.
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5.4 Approximation log-normale de la mesure MRM

5.4.1 Convergence en loi vers la magnitude renormalisée

Théorème 5.12
Soient I1, . . . , In, n intervalles quelconques. Lorsque λ2 tend vers zéro, on a la convergence
en loi suivante

(
1
2λ

ln
(

M(I1)
|I1|

)
, . . . ,

1
2λ

ln
(

M(In)
|In|

))
L−→

(
Ω(I1)
|I1| , . . . ,

Ω(In)
|In|

)
. (5.69)

Preuve - 5.12 -
Un calcul simple, basé sur le théorème de Wick [Wic50] et sur l’expression (5.56) de la
matrice de covariance de Ω(t), permet de montrer que

E
[
Ω(I1)
|I1| , . . . ,

Ω(In)
|In|

]
=

1
2n

K(I1, . . . , In), (5.70)

où la constante K(I1, . . . , In) est donné par (5.11). En utilisant le théorème 5.5, on obtient
immédiatement que, pour tout n,

lim
λ→0

E

[
n∏

j=1

1
2λ

ln
(

M(Ij)
|Ij |

)]
= E

[
Ω(I1)
|I1| , . . . ,

Ω(In)
|In|

]
. (5.71)

Le lemme G.1, permet de conclure : il suffit juste de remarquer que la condition (G.1) est
vérifiée pour une variable gaussienne X quelconque. ¥

On peut énoncer un corollaire du théorème 5.12 portant sur le processus formé par les
accroissements successifs de la mesure :

Corollaire 5.13
Si τ est un réel strictement positif, alors

{
1
2λ

ln
(

δτM(t)
τ

)}

t

L−→
{

δτΩ(t)
τ

}

t

. (5.72)

A la fin de ce chapitre, dans la section 5.6, nous effectuons la comparaison de la distribution
empiriques du logarithme de l’accroissement de la mesure MRM log-normale avec la
distribution de l’approximation log-normale.

5.4.2 Approximation des moments généralisés logarithmiques

Théorème 5.14
Soit τ un réel strictement positif. Le processus {2λδτΩ(t)/τ}t permet de reproduire l’ordre
zéro ainsi que le premier ordre non trivial qui suit du développement de Taylor du moment





Chapitre 5 Approximation limite de petite intermittence

généralisé du logarithme des accroissements de la mesure MRM log-normale

ln
(

δτM(t)
τ

)
λ' 2λ

δτΩ(t)
τ

. (5.73)

Preuve - 5.14 -
Ce résultat est une conséquence directe du théorème 5.5 et du théorème de Wick [Wic50]
appliqué à l’espérance du produit de variables gaussiennes {δτΩ(tj)}j centrées dont la
matrice de variance-covariance est donnée dans la proposition 5.9 par l’équation (5.56). ¥

Notons qu’un résultat analogue mais plus général, portant non plus sur des accroissements
de M disjoints et de même taille mais sur des accroissements non forcément disjoints et
de tailles différentes peut être démontré tout aussi simplement.

Une application de ce théorème consiste à calculer une approximation de la fonction
d’autocovariance des accroissements de la mesure MRM log-normale

Proposition 5.15
Pour tout τ > 0 et h > 0, on a, pour tout t

Cov
[

ln
(

δτM(t)
τ

)
, ln

(
δτM(t + h)

τ

)]
= 4λ2Cov

[
δτΩ(t)

τ
,
δτΩ(t + h)

τ

]
+ o(λ2), (5.74)

où la fonction d’autocovariance des accroissements de la magnitude renormalisée est ex-
plicitée dans la proposition 5.11. De plus dès que h+τ 6 T alors le terme o(λ2) ne dépend
pas de l’échelle intégrale T et ne dépend de τ qu’à travers le rapport h/τ .

Preuve - 5.15 -
La relation (5.74) est une conséquence directe du théorème précédent. Il reste juste à
montrer que si h + τ 6 T alors o(λ2) ne dépend que de h/τ .

En utilisant la propriété d’invariance par changement du temps intégral, donnée par le
théorème (3.16), puis la propriété d’invariance, donnée par la proposition 3.6, nous avons
l’égalité en loi {

δτMT (t)
}

τ6t6h

L= Wh/T

{
δτMh/τ (t/τ)

}
τ6t6h

, (5.75)

où Wh/T est une variable log-normale qui vérifie

E
[
eiq ln(Wh/T )

]
=

(
h

T

)−ϕ(q)

. (5.76)

En utilisant (3.4) et (3.6), on obtient ϕ(q) = −2iλ2q + 2λ2q2. Nous avons donc

Var
[
ln(Wh/T )

]
= 4λ2 ln

(
T

h

)
. (5.77)
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Nous pouvons déduire de l’équation précédente (5.77) et de (5.75) que la différence
Cov

[
ln(|δτMT (t)|), ln(|δτMT (t + h)|)] − Var

[
ln(Wh/T )

]
ne dépend que de λ2 et de h/τ .

Or, en utilisant (5.56) et (5.57), on obtient, si h + τ 6 T ,

4λ2Cov
[
δτΩ(t)

τ
,
δτΩ(t + h)

τ

]
=4λ2

t∫

t−τ

du

τ

t+h∫

t+h−τ

dv

τ
ln

(
h

|u− v|
)

+ Var
[
ln(Wh/T )

]
. (5.78)

En faisant le changement de variable u′ = u/τ et v′ = v/τ on montre que l’intégrale double
ci-dessus ne dépend que de h/τ . En insérant cette expression dans l’équation (5.74), on
montre donc que le o(λ2) qui apparâıt dans cette équation ne dépend que de h/T . ¥

Notons qu’un calcul analogue permet de calculer l’espérance

E
[

ln
(

δτM(t)
τ

)]
= −2λ2 ln

(
Te3/2

τ

)
+ o(λ2), (5.79)

où le terme o(λ2) ne dépend ni de T et ni de τ .

5.4.3 Approximation des moments généralisés

La relation (5.73) précédemment démontrée pousserait à écrire que les moments généralisés
des accroissements δτM(t) de la mesure MRM sont reproduits, à l’ordre zéro et au premier
ordre non trivial, par ceux du processus τe2λ

δτ Ω(t)
τ . Il est facile de voir que cela est faux : les

moyennes (c-à-d. l’ordre zéro) ne sont pas les mêmes. Cela est dû au fait que la moyenne
de l’exponentielle d’une variable aléatoire n’est pas l’exponentielle de la moyenne de cette
variable. Il est donc nécessaire de modifier légèrement le processus δτΩ(t)

τ en le décentrant.

Théorème 5.16
Soit τ un réel strictement positif. Le processus

{
τe2λδτΩ(t)/τ−2λ2Var[δτΩ(t)/τ ]

}
t

permet de
reproduire l’ordre zéro ainsi que le premier ordre non trivial qui suit du développement de
Taylor du moment généralisé des accroissements de la mesure MRM log-normale

δτM(t)
λ' τe2λ

δτ Ω(t)
τ

−2λ2Var
[

δτ Ω(t)
τ

]
. (5.80)

Preuve - 5.16 -
Le moment à n points du processus intervenant dans le terme de droite de (5.80) peut
s’écrire :

m(t1, . . . , tn) = τne−2nλ2Var
[

δτ Ω
τ

]
E

[
e2λ

∑n
i=1

δτ Ω(ti)

τ

]
= τne2λ2Var

[∑n
i=1

δτ Ω(ti)

τ

]
. (5.81)
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En faisant un développement en série de Taylor de cette expression, et en remplaçant la
variance de

∑n
i=1 δτΩ(ti) par son expression (en utilisant l’équation (5.56)), on obtient

m(t1, . . . , tn) = τn + 4τn

tn+τ∫

tn

du1 · · ·
tn+τ∫

tn

dun

∑

16j6k6n

ρ(uj − uk) + o(λ2), (5.82)

où ρ est défini par (5.57). En rapprochant cette dernière équation des équations (5.4)
et (5.5), on montre que

m(t1, . . . , tn) = E
[
δτM(t1), . . . , δτM(tn)

]
+ o(λ2), (5.83)

ce qui démontre le résultat énoncé. ¥

Notons qu’un résultat analogue mais plus général, portant non plus sur des accroissements
de M disjoints et de même taille mais sur des accroissements non forcément disjoints et
de tailles différentes peut être démontré tout aussi simplement.

5.5 Approximation du processus MRW

Le processus MRW log-normal étant obtenu par subordination d’un mouvement brownien
par la mesure MRM log-normale, il est clair que les moments généralisés des accroissements
du MRW log-normal ou de leur logarithme (après avoir pris la valeur absolue) sont liés à
ceux de la mesure MRM log-normale. Dans la section précédente, nous avons obtenu une
approximation de ces moments dans le cas de la mesure MRM log-normale, nous pouvons
donc déduire de ces approximations des approximations de ces moments dans le cas MRW
log-normal.

5.5.1 Approximation des moments généralisés

Théorème 5.17
Soit τ un réel strictement positif. Soit {ε[n]}n un bruit blanc gaussien de variance σ2. Le
processus à temps discret

{
τ1/2ε[n]eδτΩ(nτ)/τ−λ2Var[δτΩ/τ ]

}
n

permet de reproduire l’ordre
zéro ainsi que le premier ordre non trivial qui suit du développement de Taylor du moment
généralisé des accroissements du processus MRW log-normal X(t)

δτX(nτ)
λ' τ1/2ε[n]eλ

δτ Ω(nτ)
τ

−λ2Var
[

δτ Ω
τ

]
. (5.84)

De plus, le premier ordre non trivial qui n’est pas l’ordre 0 est de l’ordre de λ2.

Preuve - 5.17 -
Ce résultat est une conséquence immédiate du fait que X(t) L= B(M(t)), où B(t) est un
mouvement brownien de variance σ2 et du théorème 5.16. ¥
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5.5.2 Approximation des moments généralisés logarithmiques

Théorème 5.18
Soit τ un réel strictement positif. Soit {ε[n]}n un bruit blanc gaussien de variance σ2.
Le processus à temps discret

{
ln(τ1/2) + ln(|ε[n]|) + λδτΩ(nτ)/τ

}
n

permet de reproduire
l’ordre zéro ainsi que le premier ordre non trivial qui suit du développement de Taylor du
moment généralisé du logarithme des accroissements du processus MRW log-normal X(t)

ln |δτX(nτ)| λ' 1
2

ln(τ) + ln(|ε[n]|) + λ
δτΩ(nτ)

τ
. (5.85)

De plus, le premier ordre non trivial et qui n’est pas l’ordre 0 est de l’ordre de λ2.

Preuve - 5.18 -
Ce résultat est une conséquence immédiate du fait que X(t) L= B(M(t)), où B(t) est un
mouvement brownien de variance σ2 et du théorème 5.14. ¥

On peut énoncer la propriété suivante sur la covariance

Proposition 5.19
Pour tout τ > 0 et h > 0, on a, pour tout t

Cov
[
ln(|δτX(t)|), ln(|δτX(t + h)|)]

=
π2

8
δ(m) + λ2Cov

[
δτΩ(t)

τ
,
δτΩ(t + h)

τ

]
+ o(λ2), (5.86)

où la fonction d’autocovariance des accroissements de la magnitude renormalisée est ex-
plicitée dans la proposition 5.11. De plus dès que h+τ 6 T alors le terme o(λ2) ne dépend
pas de l’échelle intégrale T et ne dépend de τ qu’à travers le rapport h/τ .

De plus, on a

E
[
ln(|δτX(nτ)|)] = −γ + ln(2)

2
− λ2 ln

(
Te3/2

τ

)
+ o(λ2), (5.87)

où γ est une constante d’Euler et le terme o(λ2) ne dépend ni de T et ni de τ .

Preuve - 5.19 -
La relation (5.86) est une conséquence directe du théorème précédent. Pour démontrer que
si h + τ 6 T alors o(λ2) ne dépend que de h/τ , on peut utiliser le même raisonnement
que dans la preuve de la proposition 5.15. L’expression de l’espérance (5.87) est une
conséquence directe de l’équation (5.79). ¥
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Fig. 5.1 – En haut, les densités de probabilité du logarithme de la mesure MRM log-normale.
L’une est obtenue par la méthode Monte Carlo de 4 · 109 tirages de paramètres T = 1, λ2 = 0.02
et σ2 = 1, et l’autre est donnée par l’approximation normale. En bas, l’écart entre les densités de
probabilité.

Notons que si m est tels que τ ¿ (m + 1)τ 6 T alors le terme dominant de l’équation
(5.86) est

Cov
[
ln(|δτX(nτ)|), ln(|δτX((n + m)τ)|)] ' λ2 ln

(
T

mτ

)
, (5.88)

ce qui permet d’expliquer le comportement (cf. figure 3.11) de la fonction d’autocovariance
empirique des magnitudes, étudiée dans la section 3.4.4 sur les faits stylisés dans le cadre
du modèle MRW log-normal.

5.6 Simulations numériques

Le théorème 5.12 démontre la convergence de l’approximation log-normale de la mesure
MRM log-normale lorsque le coefficient d’intermittence λ2 tend vers zéro. Dans cette
section nous effectuons des comparaisons des distributions empiriques, obtenues par la
méthode de Monte Carlo, de l’accroissement de la mesure MRM log-normale est du loga-
rithme de l’accroissement de la mesure MRM log-normale avec les distributions théoriques.
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Fig. 5.2 – En haut, les densités de probabilité de la mesure MRM log-normale. L’une est obtenue
par la méthode Monte Carlo de 4 · 109 tirages de paramètres T = 1, λ2 = 0.02 et σ2 = 1, et l’autre
est donnée par l’approximation log-normale. En bas, l’écart entre les densités de probabilité.

Les figures 5.1 et 5.2 représentent les résultats des simulations de Monte Carlo de la
mesure MRM log-normale MT (1) et du logarithme ln(MT (1)). Nous avons effectué 4 · 109

tirages de l’accroissement à l’échelle 1 de la mesure MRM log-normale de temps intégral
T = 1, de coefficient d’intermittence λ2 = 0.02, de variance σ2 = 1 et d’échelle de sur-
échantillonnage l = 2−4. Les figures 5.3 et 5.4 représentent les même distributions lorsque
le temps intégral T = 250.

Il est simple de voir que les approximations, log-normale et normale, permettent de
reproduire fidèlement les vraies distributions, les écarts entre les densités de probabilité
sont de l’ordre 10−2, dans le cas où le temps intégral T = 1, et 10−3 dans le cas T = 250.

Notons que la distribution du logarithme de la mesure MRM log-normale du temps intégral
T = 250, représentée dans la figure 5.3 théoriquement peut être obtenue à partir de celle
du temps intégral T = 1, représentée dans la figure 5.1 par une convolution avec un noyau
gaussien, d’espérance −λ2 ln(T ) et de variance λ2 ln(T ), grâce à la propriété d’invariance
par changement du temps intégral, donnée par le théorème 3.16.
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Fig. 5.3 – En haut, les densités de probabilité du logarithme de la mesure MRM log-normale.
L’une est obtenue par la méthode Monte Carlo de 109 tirages de paramètres T = 250, λ2 = 0.02
et σ2 = 1, et l’autre est donnée par l’approximation normale. En bas, l’écart entre les densités de
probabilité.
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Fig. 5.4 – En haut, les densités de probabilité de la mesure MRM log-normale. L’une est obtenue
par la méthode Monte Carlo de 109 tirages de paramètres T = 250, λ2 = 0.02 et σ2 = 1, et l’autre
est donnée par l’approximation log-normale. En bas, l’écart entre les densités de probabilité.





Chapitre 5 Approximation limite de petite intermittence





Chapitre 6

Estimation des paramètres

Malgré le grand nombre d’études consacrées aux modèles multifractals, très peu de travaux
se sont intéressés à l’estimation de paramètres, voir néanmoins [OW00].

Nous rappelons que le modèle MRW log-normale, étudié en détails dans la section 3.4, est
entièrement défini par l’ensemble de trois paramètres : la variance σ2, le temps intégral T
et le coefficient d’intermittence λ2.

L’estimation de la variance σ2 semble a priori ne pas poser de problèmes. Elle peut être
estimée par la variance empirique des accroissements du processus MRW

σ̂2 =
1

Nτ

N∑

k=1

(
δτX(kτ)

)2 (6.1)

En revanche, l’estimation des deux autres paramètres n’est pas triviale.

Une méthode näıve d’estimation de λ2 consiste à obtenir l’exposant multifractal ζ(q) (2.37)
par régression du logarithme des moments empiriques des accroissements absolus contre
le logarithme de l’échelle (cf. figure 2.5) puis à effectuer l’ajustement de l’exposant mul-
tifractal estimé ζ̂(q) par une fonction quadratique. Cette méthode manque de robustesse
puisque il n’est pas possible de contrôler quantitativement les fluctuations statistiques des
moments empiriques. Elle est néanmoins suffisante pour justifier l’approximation λ2 ¿ 1,
[MDB00, BDM01].

Les résultats du chapitre 5 sur l’approximation limite de petite intermittence peuvent
donc être appliqués. Notamment l’espérance et la fonction d’autocovariance du logarithme
des accroissements du processus MRW log-normal à une échelle de temps quelconque
sont données par la proposition 5.19. Il est donc naturel d’effectuer l’estimation des
paramètres λ2 et T du modèle MRW log-normal au moyen de la régression de la fonction
d’autocovariance empirique correspondante.

Après avoir étudié les propriétés statistiques de ces estimateurs dans le cas du régime





Chapitre 6 Estimation des paramètres

asymptotique ”historique infini”1 (cf. section 6.1), c’est-à-dire dans le cas où l’échelle
d’observation L (la longueur totale de la série) est telle que L À T , nous utilisons la
méthode des moments généralisés (GMM) pour résoudre le problème d’estimation des
paramètres du modèle log-normal (cf. section 6.2). L’étude des intervalles de confiance
des paramètres par Monte Carlo (cf. section 6.2.3) montre que le paramètre T peut être
considéré comme étant du même ordre de grandeur que l’échelle d’observation L. Le
régime asymptotique L À T ”historique infini” n’est donc pas atteint. Les intervalles de
confiance théoriques donnés par GMM ne sont donc pas utilisables. En fait, nous montrons
(cf. section 6.3) que si T est de l’ordre de L, alors le paramètre T n’est pas réellement
un paramètre et peut en fait être choisi arbitrairement. Il ne reste donc plus que deux
paramètres à estimer : σ2 et λ2. Les théorèmes 6.8 et 6.9 à la fin de ce chapitre montrent
que le coefficient d’intermittence λ2 peut être estimé dans une limite asymptotique ”haute
fréquence”2, c’est-à-dire lorsque τ < T ' L (où τ est l’échelle d’échantillonnage) ce qui,
en pratique, explique pourquoi les estimations GMM de λ2 sont souvent bonnes même si
la limite asymptotique ”historique infini” est loin d’être atteinte.

6.1 Régression de la fonction d’autocovariance des magnitudes

6.1.1 Fonction d’autocovariance empirique

Définition 6.1
La fonction d’autocovariance empirique des observations {Yτ [k]; k = 1, . . . , N}, à
l’échelle d’échantillonnage τ et à l’échelle d’observation L = Nτ , est donnée par

γ̂τ,N [h] =
1
N

N−h∑

k=1

(Yτ [k]− µ̂τ,N )(Yτ [k + h]− µ̂τ,N ), (6.2)

où la moyenne empirique µ̂τ,N est donnée par

µ̂τ,N =
1
N

N∑

k=1

Yτ [k]. (6.3)

Le lemme suivant permet de relier de façon statistique les estimateurs de la fonction
d’autocovariance (6.2) et de l’espérance (6.3).

Lemme 6.1
La fonction d’autocovariance empirique et la moyenne empirique, définies par les équations
(6.2) et (6.3), vérifient la relation suivante

E
[
γ̂τ,N [h]

]− γτ [h] = −Var
[
µ̂τ,N

]− h

N

(
γτ [h] + Var

[
µ̂τ,N

]− 2Cov
[
µ̂τ,h, µ̂τ,N

])
. (6.4)

1Nous avons introduit la notion du régime asymptotique ”historique infini” dans la section 4.2.2.
2Nous avons introduit la notion du régime asymptotique ”haute fréquence” dans la section 4.2.2.
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Preuve - 6.1 -
La fonction d’autocovariance empirique (6.2) peut s’écrire de la façon suivante

γ̂τ,N [h] =
1
N

N−k∑

k=1

(
(Yτ [k]− µτ )− (µ̂τ,N − µτ )

)(
(Yτ [k + h]− µτ )− (µ̂τ,N − µτ )

)
, (6.5)

Nous avons alors

E
[
γ̂τ,N [h]

]
=

N − h

N

(
γτ [h] + Var

[
µ̂τ,N

])− 2E
[ 1
N

N−h∑

k=1

(Yτ [k]− µτ )(µ̂τ,N − µτ )
]

=
N − h

N

(
γτ [h] + Var

[
µ̂τ,N

])− 2
(
Var

[
µ̂τ,N

]− h

N
Cov

[
µ̂τ,h, µ̂τ,N

])
. (6.6)

Ce qui nous conduit au résultat annoncé. ¥

Puisque la variance et la covariance qui interviennent dans la relation (6.4) ne dépendent
pas du décalage h, la fonction d’autocovariance empirique est a priori biaisée.

Dans la suite, nous allons étudier le comportement du biais (6.4) dans le cadre du modèle
MRW log-normal en régime asymptotique ”historique infini”, introduit dans la section
4.2.2, qui correspond au cas limite où l’échelle d’observation L = Nτ tend vers l’infini,
alors que l’échelle d’échantillonnage τ reste fixée.

6.1.2 Régime asymptotique ”historique infini”

Dans le régime asymptotique ”historique infini”, défini ci-dessus, nous avons le résultat
classique suivant.

Proposition 6.2
Le biais (6.4) de la fonction d’autocovariance empirique tend vers zéro

lim
N→∞

E
[
γ̂τ,N [h]

]
= γτ [h], (6.7)

lorsque N tend vers l’infini et que τ et h sont fixés, si la limite suivante est égale à zéro

lim
N→∞

1
N

∑

|k|<N

(
1− |k|

N

)
γτ [k] = 0. (6.8)

Dans le cadre du modèle MRW log-normal, la condition (6.8) est vérifiée puisque la
fonction d’autocovariance γτ [h] s’annule pour les grandes valeurs du décalage h supérieures
à T/τ en valeur absolue. La loi des grands nombres assure la convergence de la fonction
d’autocovariance empirique vers celle théorique.

La figure 6.1 représente le comportement de la fonction d’autocovariance empirique dans
le régime asymptotique ”historique infini”. Il est simple de voir que l’écart entre les traits
empirique et théorique est assez faible, ce qui est en accord avec la proposition 6.2.
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Fig. 6.1 – En haut, la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes obtenue à partir
d’une réalisation du processus MRW log-normal (N = 219 points, τ = 1) de paramètres T = 250,
λ2 = 0.02 et σ2 = 1. Le trait tireté correspond aux valeurs théoriques. En bas, l’écart entre les
fonctions d’autocovariance empirique et théorique est très faible, ce qui est en accord avec la
proposition 6.2.

6.2 Estimation des paramètres par la méthode GMM

Il est simple de voir que tous les paramètres sont directement liés à certains moments des
accroissements du processus MRW ou de leur logarithme. Il semble donc naturel d’utiliser
la méthode des moments généralisés (GMM).

Les premières applications de la méthode GMM en finance ont été faites dans le cadre des
modèles à volatilité stochastique (cf. section 1.3.4) [Tay86, MT90, JPR94, AS96, AS97,
ACS99]. Dans le cadre des modèles multifractals, Calvet et Fisher ont utilisé [CF01, CF04]
cette méthode pour estimer les paramètres de leur modèle MSM (cf. section 2.4.3), dans
le cas où les composantes de volatilité suivent une loi binomiale. Dans le cadre du modèle
MSM avec composantes de volatilité log-normale, Lux a effectué [Lux01, Lux03, Lux04]
une comparaison de la méthodes GMM avec la méthode du maximum de vraisemblance.

Les résultat préliminaires de cette section ont été publiés dans [BKM06].
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6.2.1 Méthode des moments généralisés

La méthode des moments généralisés ou GMM (de l’anglais Generalized Method of
Moment) a été initialement proposé par Hansen dans [Han82], mais l’idée de base remonte
à Sargan [Sar58].

Nous considérons le processus {YΘ[k]}k caractérisé par le vecteur de paramètres Θ de
dimension p. Etant donné une observation {YΘ0 [k]}k, notons f(YΘ0 [k], Θ) la fonction de
dimension r, supérieure à p, qui vérifie la condition sur les moments

E
[
f(YΘ0 [k], Θ)

]
= 0, si et seulement si Θ = Θ0. (6.9)

La condition sur les moments peut être approximée en utilisant la moyenne empirique

gN (Θ) =
1
N

N∑

k=1

f(YΘ0 [k], Θ). (6.10)

Définition 6.2
L’estimateur GMM est défini par

Θ̂ = argmin
Θ

(
gT
NWNgN

)
, (6.11)

où WN est une suite de matrices de pondération qui converge vers une matrice W∞
symétrique définie positive lorsque N tend vers +∞.

Théorème 6.3 (Hansen)
Si les propriétés suivantes sont vérifiées
– le processus {Y [k]}k est ergodique,
– la série {f(YΘ0 [k],Θ)}k vérifie le théorème central limite, c’est-à-dire

1√
N

N∑

k=1

f(YΘ0 [k],Θ) → N (0, VΘ), (6.12)

où la matrice VΘ est définie par

VΘ = lim
K→+∞

K∑

k=−K

E
[
f(YΘ0 [k],Θ)f(YΘ0 [k],Θ)T

]
. (6.13)

– la matrice (r × p)-dimensionnelle DgN = ∂gN
∂Θ a un rang p et elle converge vers

Df = E
[
∂f(YΘ0 [k],Θ)

∂Θ

]
, (6.14)
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alors l’estimateur GMM Θ̂ est consistent et
√

N
(
Θ̂−Θ

) → N (0,Σ), (6.15)

où
Σ =

(
DfT W∞Df

)−1
DfT W∞VΘ0W∞Df

(
DfT W∞Df

)−1
. (6.16)

Preuve - 6.3 -
La démonstration est détaillée dans [Han82]. ¥

Proposition 6.4
L’estimateur GMM est optimal si la limite W∞ des matrices de pondération WN (6.11) est
égale à V −1

Θ0
, définie par l’équation (6.13). Dans ce cas la matrice de variance-covariance

de l’estimateur GMM est donnée par

Σopt =
(
DfT V −1

Θ0
Df

)−1
. (6.17)

Preuve - 6.4 -
La démonstration est détaillée dans [Han82]. ¥

En pratique, il est bien évidemment impossible d’utiliser la matrice de pondération op-
timale V −1

Θ0
, puisque le vecteur Θ0 est inconnu. On suit donc généralement la procédure

récursive suivante :

1. On choisit la matrice de pondération WN quelconque, on peut prendre par exemple
la matrice IdN ou encore la matrice V −1

Θ̂
, où Θ̂ est un estimateur a priori de Θ0,

2. On calcule (6.11) l’estimateur GMM Θ̂ en utilisant la matrice de pondération WN ,

3. On fixe la matrice de pondération WN = V −1

Θ̂
, où Θ̂ est l’estimateur GMM obtenu

à l’étape 2,

4. On répète les étapes 2 et 3 jusqu’à ce que les valeurs successives de Θ̂ soient
suffisamment proches l’une de l’autre.

Les intervalles de confiance de l’estimation Θ̂ peuvent être déterminés à l’aide de l’équa-
tion (6.15). Sous condition que le régime asymptotique est atteint. Si ce n’est pas le cas,
seule une méthode de Monte Carlo permet d’obtenir ces intervalles de confiance.

6.2.2 Estimation des paramètres du modèle MRW log-normal

Soit {Zτ [k]}k=1,...,N la suite de logarithmes des accroissements absolus du processus MRW
log-normale à l’échelle d’échantillonnage τ . Considérons le vecteur de paramètres

Θ = {ln(σ), λ2, ln(T )}. (6.18)
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Pour les conditions sur les moments (6.9), il parâıt naturel de choisir la variance du
processus {e2Zτ [k]}k, pour l’estimation de σ2, et la fonction d’autocovariance empirique du
processus {Zτ [k]}k à différents décalages, pour l’estimation de λ2 et de T (cf. section 6.1).

Ainsi nous considérons

gN (Θ) =
1
N

N∑

k=1




exp(2Zτ [k])
(
Zτ [k]− µτ

)(
Zτ [k − h1]− µτ

)
...

(
Zτ [k]− µτ

)(|Zτ [k − hK ]− µτ

)



−




σ2τ

Ch1

...

ChK




, (6.19)

où

µτ = E
[
Zτ [k]

]
=

1
2

ln(τ) + E
[
ln(|ε[k]|)] + λE

[
δτΩ(kτ)

τ

]
(6.20)

et
Ch = Cov

[
Zτ [k], Zτ [k − h]

]
, (6.21)

et h1, . . . , hK sont K différents décalages positifs et {Ω(t)}t est la magnitude renormalisée
(cf. section 5.3). Notons que les expressions analytiques de µ et Ch en fonction de σ, λ2 et
T sont données par la proposition 5.19.

6.2.3 Application aux données journalières

Dans cette section, nous présentons les résultats d’estimation par la méthode GMM des
paramètres du modèle MRW log-normal pour les séries financières journalières.

Notons que pour unifier la procédure d’estimation des paramètres, les rendements journa-
liers ont été multipliés par un facteur 100, comme dans le cadre du modèle GARCH (cf.
section 1.3.3).

L’application de la méthode GMM aux données financières pose le problème de traitement
des accroissements nuls. Il arrive en effet que le prix de clôture du marché soit le même d’un
jour sur l’autre. Il n’est pas alors possible de calculer le logarithme de tels accroissements.
Pour éviter ce problème, nous utilisons la valeur du tick (cf. section 1.2.1) pour remplacer
les accroissements du prix égaux à zéro. La valeur du tick peut être estimée par la valeur
minimale d’accroissement absolu de prix observée.

Dans les tableaux 6.1 et 6.2 nous avons représenté les résultats de l’estimation des pa-
ramètres du modèle MRW log-normal par la méthode GMM. Pour l’estimation, nous
avons utilisé les décalages hk = k jours, pour 1 6 k 6 100. Nous pouvons remarquer
que, très souvent, les estimations des temps intégrals T conduisent à des valeurs d’un
ordre comparable à la taille de l’échantillon (29 ans, soit ' 7200 points, pour les taux de
change et 15 ans, soit ' 3770 points, pour les composants de l’indice CAC 40). Le régime
asymptotique ”historique infini” n’est donc pas atteint. L’échelle d’observation des séries
n’est pas suffisamment grande. Les intervalles théoriques prévus par GMM ne sont donc
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GMM

ln(σ) λ2 ln(T ) σ T (jours)

CAD/USD -1.121 0.0254 8.593 0.3260 5394

JPY/USD -0.381 0.0224 5.579 0.6832 265

CHF/USD -0.278 0.0186 5.074 0.7574 160

GBP/USD -0.473 0.0193 6.975 0.6234 1070

Tab. 6.1 – Forex. Résultats de l’estimation des paramètres du modèle MRW log-normal. Les trois
premières colonnes présentent les estimations par la méthode GMM. Les deux colonnes suivantes
présentent les valeurs calculées à partir des trois premières. Pour l’estimation nous avons utilisé les
décalages hk = k jours, pour 1 6 k 6 100.

pas utilisables. Seul une méthode de Monte Carlo permet donc d’obtenir ces intervalles de
confiance.

Une expérience de Monte Carlo avec 15000 tirages du processus MRW log-normal de λ2

égal à 0.02 et de temps intégral égal à l’échelle d’observation des données journalières,
montre que les intervalles de confiance pour l’estimateur du coefficient d’intermittence λ2

sont de l’ordre ±35% et les intervalles de confiance pour l’estimateur du logarithme du
temps intégral ln(T ) sont de l’ordre ±40%. En d’autres termes, l’estimation du coefficient
d’intermittence par la méthode GMM vérifie la propriété suivante :
– si le coefficient d’intermittence λ2 = 0.02 alors son estimateur λ̂2 ∈ [0.013, 0.027],
et l’estimation du temps intégral par la méthode GMM vérifie les propriétés suivantes :
– si le temps intégral T = 3770 (' 15 ans) alors son estimateur T̂ ∈ [140, 100000],
– si le temps intégral T = 7200 (' 29 ans) alors son estimateur T̂ ∈ [200, 250000].
Ces résultats montrent que l’on peut considérer que, pour tous les taux de change et
pour toutes les composantes du CAC 40, le temps intégral est de l’ordre de l’échelle
d’observation.

Il est donc important de bien comprendre les problèmes d’estimation lorsque le temps
intégral T est du même ordre que (voire supérieur à) l’échelle d’observation.

6.3 Estimation des paramètres lorsque le temps intégral est grand

Il faut noter que rien n’assure, en pratique, que l’échelle d’observation L est supérieure au
temps intégral T . Ainsi, si le temps intégral T est supérieur à l’échelle d’observation L,
d’après le théorème 3.17, le processus MRW log-normal {XT (t)}t6L vérifie l’égalité en loi
suivante {

XT (t)
}

t6L

L=
{
WL/T XL(t)

}
t6L

, (6.22)

où WL/T est une variable aléatoire log-normale dont la loi de probabilité est précisée dans
le théorème 3.17 et qui est indépendante du processus MRW log-normal {XL(t)}t6L de
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GMM

ln(σ) λ2 ln(T ) σ T (jours)

Accor 0.711 0.0327 6.792 2.0363 891

Air Liquide 0.533 0.0157 8.183 1.7039 3580

Alcatel 1.122 0.0157 19.817 3.0718 404145504

Axa 0.812 0.0303 7.796 2.2529 2430

Bouygues 0.823 0.0228 8.341 2.2774 4193

Capgemini 1.093 0.0283 8.936 2.9834 7605

Carrefour 0.624 0.0183 8.220 1.8665 3716

Casino Guichard 0.626 0.0338 5.340 1.8707 209

Danone 0.420 0.0126 8.808 1.5218 6687

Essilor International 0.684 0.0266 6.384 1.9822 592

L’Oréal 0.675 0.0108 9.265 1.9641 10561

Lafarge 0.692 0.0156 7.343 1.9968 1546

Lagardere 0.908 0.0613 6.186 2.4800 486

LVMH 0.715 0.0275 7.602 2.0440 2003

Michelin 0.739 0.0174 6.579 2.0934 720

Pernod Ricard 0.639 0.0169 6.546 1.8945 697

PSA Peugeot Citroën 0.643 0.0251 5.737 1.9015 310

Pinault Printemps 0.761 0.0555 6.380 2.1411 590

Publicis 0.895 0.0473 8.317 2.4484 4092

Saint Gobain 0.720 0.0231 7.153 2.0554 1278

Sanofi-Aventis 0.709 0.0219 6.983 2.0326 1078

Schneider Electric 0.821 0.0216 6.874 2.2719 967

Société Générale 0.757 0.0219 7.993 2.1324 2959

Suez 0.719 0.0290 6.774 2.0518 875

TF1 0.920 0.0294 8.865 2.5094 7079

Thales 0.875 0.0272 6.250 2.3995 518

Total 0.594 0.0181 8.930 1.8116 7553

Vinci 0.727 0.0197 7.103 2.0688 1215

Vivendi Universal 0.888 0.0233 10.491 2.4294 35983

Tab. 6.2 – CAC 40. Résultats de l’estimation des paramètres du modèle MRW log-normal.
Les trois premières colonnes présentent les estimations par la méthode GMM. Les deux colonnes
suivantes présentent les valeurs calculées à partir des trois premières. Et la dernière colonne contient
les résultats de la régression de la fonction d’autocovariance empirique non centrée. Pour les deux
méthodes nous avons utilisé les décalages hk = k jours, pour 1 6 k 6 100.
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temps intégral égal à l’échelle d’observation L.

Etant donné une réalisation de taille L du processus MRW, la variable WL/T prend donc
une valeur unique pour cette réalisation, et elle peut être considérée comme un simple
facteur multiplicatif qui ne fait que modifier la variance du processus. En conséquence, il
n’existe pas de possibilité d’estimer, dans ce cas, ni le temps intégral T , ni la variance σ2,
sans information a priori sur ces valeurs.

Il est donc important, dans un premier temps, de comprendre à quelles estimations la
méthode de régression de la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes (cf. sec-
tion 6.1) ou la méthode GMM (cf. section 6.2) conduisent.

6.3.1 Estimation du temps intégral

Afin d’alléger les calculs, nous considérons le régime asymptotique ”haute fréquence”,
introduit dans la section 4.2.2, qui correspond au cas limite où l’échelle d’échantillonnage
τ tend vers zéro, alors que l’échelle d’observation L = Nτ inférieure au temps intégral T ,
reste fixée.

Proposition 6.5
Fixons L = Nτ l’échelle d’observation, où τ est l’échelle d’échantillonnage et N est le
nombre d’observations. Supposons que L < T . Fixons un réel positif h et considérons le
régime asymptotique ”haute fréquence” (de telle façon que h/τ prend des valeurs entières),
alors l’espérance de la fonction d’autocovariance empirique (6.2) est donnée par

E
[
γ̂τ [h/τ ]

]
= λ2

[
ln

(
L

he3/2

)
− h

L
ln

(
L

he3/2

)]

+ λ2

[
h2

L2
ln

(
h

L

)
+

(L− h)2

2L2
ln

(
1− h

L

)]
−

(
1− h

L

)
π2

8L
+ o(λ2), (6.23)

où o(λ2) ne dépend que de λ2.

Preuve - 6.5 -
Dans le régime asymptotique ”haute fréquence”, sous condition de grand temps intégral,
L 6 T , la fonction d’autocovariance γτ [h/τ ] est donnée par

γτ [h/τ ] = λ2 ln
(

T

h

)
+ o(λ2), (6.24)

où o(λ2) ne dépend que de λ2 (cf. proposition 5.15).
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En utilisant la définition 6.3 de la moyenne empirique et la proposition 5.19, il est simple
de voir que les approximation intégrales suivantes sont valides

Var
[
µ̂τ,N

]
= λ2

L∫

0

du

L

L∫

0

dv

L
ln

(
T

|u− v|
)

+
π2

8L
+ o(λ2)

= λ2 ln

(
Te3/2

L

)
+

π2

8L
+ o(λ2), (6.25)

et

Cov
[
µ̂τ,h/τ , µ̂τ,N

]
= λ2

h∫

0

du

h

L∫

0

dv

L
ln

(
T

|u− v|
)

+
π2

8L
+ o(λ2)

= λ2 ln

(
Te3/2

L

)
− λ2 h

2L
ln

(
h

L

)
+ λ2 (L− h)2

2Lh
ln

(
1− h

L

)
+

π2

8L
+ o(λ2) (6.26)

Ce qui conduit au résultat annoncé (6.23), d’après le lemme 6.1. ¥

L’espérance de la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes (6.23) ne dépend
pas du temps intégral. Le terme dominant de l’équation (6.23) est

E
[
γ̂τ [h]

] ' λ2 ln
(

N

he3/2

)
= λ2 ln

(
Le−3/2

h

)
, (6.27)

ce qui signifie que les valeurs de l’estimation du temps intégral obtenue par la régression
de la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes sont de l’ordre de Le−3/2 in-
dépendamment de la vraie valeur du temps intégral. En d’autres termes, nous pouvons
faire confiance au résultat de l’estimation de T seulement si cette estimation est beaucoup
plus petite que l’échelle d’observation. A l’inverse, les estimations qui sont du même ordre
de grandeur3 que l’échelle d’observation peuvent être considérées comme l’indication d’un
grand temps intégral, ce qui est le cas de beaucoup données financières (cf. tableaux 6.1
et 6.2).

6.3.2 Estimation de la variance

Comme nous l’avons vu (introduction de la section 6.3), il n’est pas possible d’estimer le
paramètre de variance σ2, lorsque l’échelle d’observation L est inférieure au temps intégral
T , à partir d’une seule réalisation. En effet, une seule réalisation du processus MRW log-
normal de grand temps intégral peut être vue comme une réalisation du processus MRW

3Voir l’ordre de grandeur des intervalles de confiance dans la section 6.2.3.
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log-normal de temps intégral égal à l’échelle d’observation multiplié par un facteur WL/T

constant, que l’on ne peut pas estimer.

Si nous fixons arbitrairement le paramètre du temps intégral T égal à l’échelle d’observa-
tion L alors il est possible d’estimer le produit σ2WL/T , qui joue le rôle d’une variance
”locale” du processus MRW log-normal, par la variance empirique (6.1).

6.3.3 Estimation du coefficient d’intermittence

L’équation (6.23) montre que le comportement de la fonction d’autocovariance empirique
des magnitudes en fonction du décalage h reste correcte, même si le temps intégral est
supérieur à l’échelle d’observation. Ainsi, seul le coefficient d’intermittence λ2 semble
pouvoir être estimé de façon robuste à partir d’une seule réalisation du processus MRW
log-normal.

Dans la section 6.4 nous démontrons que l’estimateur du coefficient d’intermittence λ2

correspondant à la régression de la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes
est consistent.

6.3.4 Modèle MRW log-normal n’a que deux paramètres effectifs

Comme nous l’avons vu si l’on fixe arbitrairement le paramètre du temps intégral T à
l’échelle d’observation L il ne reste que deux paramètres du modèle : la variance locale
σ2WL/T , que l’on peut estimer à partir de la variance empirique, et le coefficient d’in-
termittence λ2, que l’on peut estimer à partir de la fonction d’autocovariance empirique,
comme nous le verrons dans la section suivante.

Pour effectuer les prédictions de volatilité et de la Valeur à Risque (cf. chapitres 7, 8 et 9)
nous fixerons, en pratique, le temps intégral T à l’échelle d’observation L.

6.4 Estimation du coefficient d’intermittence

Tout au long de cette section nous supposons que l’échelle d’observation L est inférieure
au temps intégral T . Dans la section précédente nous avons montré qu’il n’est pas possible
d’estimer le temps intégral T et la variance σ2 à partir d’une seule réalisation. Rien
n’empêche par contre d’estimer le coefficient d’intermittence λ2.

La figure 6.2 représente le comportement de la fonction d’autocovariance empirique lorsque
l’échelle d’observation est inférieure au temps intégral. Il est simple de voir que l’écart entre
les traits empirique et théorique change peu en fonction du décalage h. Cette observation
donne à penser qu’il est possible d’estimer le coefficient d’intermittence λ2 par la régression
de la fonction d’autocovariance empirique.
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Fig. 6.2 – En haut, la fonction d’autocovariance empirique des magnitudes obtenue à partir
d’une réalisation du processus MRW log-normal (N = 219 points et τ = 1) de paramètres T = 222,
λ2 = 0.02 et σ2 = 1. Le trait tireté correspond aux valeurs théoriques. En bas, l’écart entre les
fonctions d’autocovariance empirique et théorique qui semble peu varier en fonction du décalage h.

Pour effectuer un calcul formel, nous fixons deux différents décalages h et h′ tels que les
intervalles de temps hτ et h′τ , où τ est l’échelle d’échantillonnage, sont inférieurs à l’échelle
d’observation L, et en conséquence, ils sont inférieurs au temps intégral T . Considérons la
suite {Zτ [k]}k=1,...,N , qui peut représenter, dans cette section, soit la série des logarithmes
de la mesure MRM log-normale soit la série des logarithmes des accroissements absolus
du processus MRW log-normal.

D’après les théorèmes 5.16 et 5.17, pour h entier différent de zéro, nous avons

Cov
[
Zτ [k], Zτ [k + h]

]
= λ2

(
ln

(
Te3/2

τ

)
− f [h]

)
+ o(λ2), (6.28)

où o(λ2) dépend du coefficient d’intermittence λ2 et ne dépend ni du temps intégral T , ni
de l’échelle d’échantillonnage τ , et la fonction f [h] est donnée par la proposition 5.11. En
conséquence, il est simple de voir que la différence entre les covariances (6.28) pour deux
décalages h et h′ ne dépend ni du temps intégral T , ni de l’échelle d’échantillonnage τ .
Ce qui nous conduit naturellement à l’estimation du coefficient d’intermittence λ2 par la
régression.
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Définition 6.3
L’estimateur du coefficient d’intermittence est donné par

λ̂2 =
γ̂0

τ,N [h]− γ̂0
τ,N [h′]

f [h]− f [h′]
, (6.29)

où la fonction d’autocovariance empirique non centrée γ̂0
τ,N [h] est donnée par

γ̂0
τ,N [h] =

1
N

N−k∑

k=1

Yτ [k]Yτ [k + h]. (6.30)

Le but de cette section est d’étudier les propriétés statistiques de l’estimateur (6.29) dans
le régime asymptotique ”données à haute fréquence”.

6.4.1 Représentation matricielle de la fonction d’autocovariance empirique

Définition 6.4
Nous définissons la matrice de décalage de dimension N ×N

S =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0




, (6.31)

dont la nième puissance est donnée par ses éléments

(
Sn

)
jk

=

{
1, si k − j = n,

0, sinon.
(6.32)

Lemme 6.6
La fonction d’autocovariance empirique non centrée γ̂0

τ,N [h], définie par l’équation (6.30),
admet la représentation matricielle suivante

γ̂0
τ,N [h] =

1
N

N∑

j,k=1

(
Sh

)
jk

Yτ [j]Yτ [k]. (6.33)

Preuve - 6.6 -
Notons que la multiplication du vecteur d’observations

(
Yτ [1], . . . , Yτ [N ]

)
par la matrice
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de décalage S effectue le décalage des indices



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0







Yτ [1]

Yτ [2]
...

Yτ [N − 1]

Yτ [N ]




=




Yτ [2]

Yτ [3]
...

Yτ [N ]

0




. (6.34)

Ce qui conduit directement à la représentation (6.33) de la fonction γ̂0
τ,N [h]. ¥

Définition 6.5
Nous définissons la différence des fonctions d’autocovariance empirique (6.30)

γ̂0
τ,N [h, h′] = γ̂0

τ,N [h]− γ̂0
τ,N [h′]. (6.35)

Notons que, d’après le lemme 6.6, γ̂0
τ,N [h, h′] s’écrit sous forme matricielle

γ̂0
τ,N [h, h′] =

1
N

N∑

j,k=1

(
Sh − Sh′)

jk
Y τ [j]Yτ [k]. (6.36)

6.4.2 Propriétés de la différence des fonctions d’autocovariance empiriques

Proposition 6.7
Si la suite {Yτ [k]}k est d’espérance µ, alors la différence des fonctions d’autocovariance
empiriques non centrées (6.35) est asymptotiquement non biaisée

E
[
γ̂0

τ,N [h, h′]
]

= γτ [h]− γτ [h′] + O

(
1
N

)
, (6.37)

et sa variance est donnée par la représentation matricielle suivante

Var
[
γ̂0

τ,N [h, h′]
]

=
1

N2

N∑

j,k,l,m=1

(
DShh′)

jk

(
DShh′)

lm
Cov

[
Yτ [j]Yτ [k], Yτ [l]Yτ [m]

]
, (6.38)

où DShh′ désigne la différence
DShh′ = Sh − Sh′ . (6.39)

Preuve - 6.7 -
Il est simple de voir que l’espérance de γ̂0

τ,N [h, h′] est donnée au premier ordre en 1
N par

E
[
γ̂0

τ,N [h]
]

=
N − h

N

(
γτ [h] + µ2

)
= γτ [h] + µ2 + O

(
1
N

)
. (6.40)
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En conséquence, γ̂0
τ,N [h, h′] est asymptotiquement non biaisée

E
[
γ̂0

τ,N [h, h′]
]

= E
[
γ̂0

τ,N [h]
]− E[

γ̂0
τ,N [h′]

]
= γτ [h]− γτ [h′] + O

(
1
N

)
. (6.41)

La variance s’exprime en terme de covariance comme

Var
[
γ̂0

τ,N [h, h′]
]

= Cov
[
γ̂0

τ,N [h, h′], γ̂0
τ,N [h, h′]

]
, (6.42)

et la représentation (6.36) nous conduit au résultat souhaité. ¥

6.4.3 Application au logarithme de la mesure MRM log-normale

Dans cette section, appliquons la proposition 6.7 au cas où

Zτ [k] =
1
2

ln
(

M([(k − 1)τ, kτ ])
τ

)
. (6.43)

Théorème 6.8
Dans le régime asymptotique ”données à haute fréquence”, l’estimateur (6.29) est un
estimateur asymptotiquement non biaisé dont la variance est de l’ordre de

Var
[
λ̂2

]
= λ4O

(
ln(N)

N

)
+ o(λ4). (6.44)

Preuve - 6.8 -
En utilisant la proposition 6.7, il est simple de voir que l’espérance de l’estimateur est
asymptotiquement non biaisée

E
[
λ̂2

]
=

γτ [h]− γτ [h′]
f [h]− f [h′]

+ O

(
1
N

)
= λ2 + O

(
1
N

)
+ o(λ2). (6.45)

Dans le régime asymptotique ”données à haute fréquence” le terme O
(

1
N

)
devient nulle.

Pour majorer la variance de l’estimateur, nous utilisons la représentation (6.38) et l’identité

Zτ [j]Zτ [k] =
(
Zτ [j]− µτ

)(
Zτ [k]− µτ

)
+ µτ

(
Zτ [j]− µτ + Zτ [k]− µτ

)
+ µ2

τ . (6.46)

Comme nous l’avons vu (cf. théorème 5.16) les moments généralisés des variables {Zτ [k]}k=1,...,N

sont égaux au premier ordre non trivial en λ2 aux moments généralisés de variables
gaussiennes, d’après le théorème de Wick [Wic50], nous avons

Cov
[(

Zτ [j]− µτ

)(
Zτ [k]− µτ

)
,
(
Zτ [l]− µτ

)(
Zτ [m]− µτ

)]

= γτ [j − l]γτ [k −m] + γτ [j −m]γτ [k − l] + o(λ4). (6.47)
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En effectuant le contrôle des éléments
(
DShh′)

jk
non nuls, d’après la proposition 5.15 nous

avons

Var
[
γ̂0

τ,N [h, h′]
]

=
1

N2

N−h∑

j=1

N−h∑

k=1

(
γτ [j − k]2 + γτ [j − k + h]γτ [j − k − h]

)

− 2
N2

N−h∑

j=1

N−h′∑

k=1

(
γτ [j − k]γτ [j − k + h− h′] + γτ [j − k + h]γτ [j − k − h′]

)

+
2

N2

N−h′∑

j=1

N−h′∑

k=1

(
γτ [j − k]2 + γτ [j − k + h′]γτ [j − k − h′]

)
+ o(λ4), (6.48)

où nous avons utilisé le fait que µτ = O(λ2).

En prenant les limites de sommation (6.48) de 0 à N , nous introduisons une erreur de
l’ordre de 1

N . Dans ce cas la variance de γ̂0
τ,N [h, h′] s’écrit

Var
[
γ̂0

τ,N [h, h′]
]

=
1

N2

∑

|k|<N

(N − |k|)(γτ [k + h]− γτ [k + h′])(γτ [k − h]− γτ [k − h′])

+
2

N2

∑

|k|<N

(N − |k|)γτ [k](γτ [k]− γτ [k + h− h′]) + O

(
1
N

)
+ o(λ4). (6.49)

Dans le régime asymptotique ”données à haute fréquence” le premier terme de (6.49) se
comporte comme

1
N2

∑

|k|<N

(N − |k|)(γτ [k + h]− γτ [k + h′])(γτ [k − h]− γτ [k − h′])
) ∼ λ4K

(1)
hh′

1
N3

, (6.50)

où K
(1)
hh′ est une constante qui ne dépend que des décalages h et h′. Le deuxième terme

de (6.49) se comporte comme

2
N2

∑

|k|<N

(N − |k|)γτ [k](γτ [k]− γτ [k + h− h′]) ∼ λ4K
(2)
hh′

ln(N)
N

. (6.51)

où K
(2)
hh′ est une constante qui ne dépend que des décalages h et h′. En conséquence, le

premier terme de l’équation (6.49) est d’un ordre plus petit que le deuxième, et nous
pouvons donc le négliger.

Le comportement asymptotique de la variance Var
[
γ̂τ,N [h, h′]

]
est entièrement gouvernée

par le deuxième terme de l’équation (6.49), ce qui nous conduit à (6.44). ¥
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6.4.4 Application au logarithme du processus MRW log-normal

Dans cette section nous supposons que les observations {Zτ [k]}k=1,...,N sont égales aux
logarithmes des accroissements absolus du processus MRW log-normal

Zτ [k] = ln
(∣∣δτX(kτ)

∣∣). (6.52)

Théorème 6.9
Dans le régime asymptotique ”données à haute fréquence”, l’estimateur (6.29) est un
estimateur asymptotiquement non biaisé dont la variance est majorée par

Var
[
λ̂2

]
= λ4O

(
ln(N)

N

)
+ o(λ4). (6.53)

Preuve - 6.9 -
Sous condition de faible intermittence, λ2 ¿ 1, la suite {Z[k]}k peut être approximée par
une somme d’une suite gaussienne et d’un bruit blanc non gaussien, grâce à l’approximation
log-normale du processus MRW log-normal, donnée par l’équation (5.84).

En utilisant la proposition 6.7, il est simple de voir que l’espérance de l’estimateur est non
biaisée au premier ordre en 1

N et λ2

E
[
λ̂2

]
=

γτ [h]− γτ [h′]
f [h]− f [h′]

+ O

(
1
N

)
= λ2 + O

(
1
N

)
+ o(λ2). (6.54)

Dans le régime asymptotique ”données à haute fréquence” le terme O
(

1
N

)
devient nulle.

La variance de l’estimateur s’exprime par la somme de la variance (6.38), due à la mesure
MRM log-normale, et la variance due au bruit qui n’est pas nulle que si deux ou plus
indices parmi j, k, l et m cöıncident. L’impact total dans la variance (6.38) de tels termes
est de l’ordre de 1

N . En conséquence, dans le régime ”asymptotique” nous pouvons négliger
le bruit blanc non gaussien et utiliser la démonstration du théorème 6.8. ¥

6.4.5 Application aux données journalières

En effectuant une simple régression de la fonction d’autocovariance empirique (cf. sec-
tion 6.1) ou en appliquant la méthode GMM (cf. section 6.2), nous nous sommes aper-
çus que, pour la plupart des séries financières, la valeur du temps intégral T peut être
considérée comme étant de l’ordre de (voire supérieur à) l’échelle d’observation L. Ainsi,
par exemple, la figure 2.6 représente le comportement de la fonction d’autocovariance
empirique des rendements logarithmiques journaliers du taux de change GBP/USD. Dans
ce cas, le temps intégral obtenu par la régression est égal à T̂ = 1000 jours qui appartient
à l’intervalle de confiance (à 95%) dans le cas où T = L = 29 ans (cf. section 6.2.3). Ce qui
signifie que le régime asymptotique ”historique infini” n’est pas atteint.
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Il est simple de voir que les données journalières que nous disposons vérifient les conditions
du régime asymptotique ”haute fréquence” τ ¿ T ' L, alors le résultat théorique sur la
convergence de l’estimateur du coefficient d’intermittence, donné par le théorème 6.9 est
valide. En d’autres termes, les estimations du coefficient d’intermittence obtenues par la
méthode GMM (cf. tableaux 6.1 et 6.2) sont correctes. Cela nous permet, d’un côte,
de justifier a posteriori la validité de l’utilisation de l’approximation limite de petite
intermittence pour l’étude des propriétés des estimateurs des paramètres du modèle MRW
log-normal. De l’autre côté, ces résultats montrent qu’il est aussi possible d’utiliser cette
approximation limite pour les prédictions de risques, que nous étudierons dans la partie III.







Troisième partie

Prédiction des risques







Chapitre 7

Prédiction de volatilité

La mesure du risque joue un rôle clé dans la recherche du prix des produits financiers. Une
caractérisation précise et une prédiction des mouvements des prix des marchés financiers
et des niveaux des taux d’intérêts permet de quantifier efficacement les risques de mana-
gement. Le plus souvent, la notion de risque se résume à la variabilité des rendements.
L’indicateur le plus courant est la volatilité.

De nombreuses modélisations de la volatilité des rendements ont été effectuées pour repré-
senter sa dynamique et tenter de la prévoir. Parmi celles-ci, on trouve très fréquemment
des modèles de type ARCH [BCK92] et, en particulier, le modèle le plus populaire GARCH
introduit par Bollerslev en 1996 [Bol86] (cf. section 1.3.3).

Après la position du problème de prédiction de volatilité (cf. section 7.1), nous effectuons
l’étude des différentes méthodes de prédiction de volatilité, qui sont toutes basées sur
une prédiction linéaire. Nous utiliserons comme les modèles de référence les modèles
GARCH(1,1) gaussien et Student dont les prédictions sont étudiées dans la section 7.2.

Dans le cadre du modèle MRW log-normal, nous proposons trois méthodes (cf. section 7.3),
qui sont basées sur les résultats théoriques du chapitre 5 et notamment sur les approxima-
tions log-normales données par le théorème 5.17, pour les méthodes linéaire et quadratique,
et le théorème 5.18 et la proposition 5.19, pour la méthode logarithmique.

Suivant les résultats du chapitre 6, nous allons choisir arbitrairement le temps intégral T
égal à l’échelle d’observation L, qui est égale à la taille de la série pour les données
journalières. Nous allons choisir pour le coefficient d’intermittence λ2 une valeur typique
0.02 (cf. tableaux 6.1 et 6.2). Seule la variance σ2 sera donc réellement estimée.

Afin de favoriser les prédictions obtenues dans le cadre des modèles GARCH(1,1), nous
avons choisi d’effectuer les prédictions pour ces modèles en in-sample et celles pour le
modèle MRW log-normal en out-of-sample. Comme nous le verrons dans la section 7.5, les
méthodes de prédiction de volatilité, proposées dans le cadre du modèle MRW log-normal,
sont systématiquement plus performantes que celles des modèles GARCH(1,1).
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7.1 Position du problème de prédiction de volatilité

Néanmoins, il est important de souligner que la notion de volatilité dépend du modèle.
Par exemple, dans le cadre du modèle GARCH, étudié dans la section 1.3.3, la volatilité
conditionnelle au passé est déterministe (1.27) mais n’est pas directement observée, tandis
que dans le cadre des modèles à volatilité stochastique, étudiés dans la section 1.3.4, ou
dans le cadre du modèle MRW, étudier dans la section 3.4, la volatilité (non conditionnelle
et conditionnelle au passé) est une variable aléatoire. En conséquence, le problème de
prédiction de volatilité est a priori mal posé puisqu’il dépend du modèle.

Ainsi, afin de comparer les différents modèles nous devons tout d’abord poser un problème
commun. La problématique naturelle consiste à prédire la volatilité réalisée, voir la section
1.2.6, sur la période considérée.

Pour simplifier le problème, nous supposons que les données financières sont espacées
régulièrement dans le temps, ce qui nous permet d’introduire le processus des rendements
logarithmiques d’un actif financier {δ1X[t]; t = 1, 2, . . .} à temps discret

δ1X[k] = X(kτ)−X((k − 1)τ), avec k=1,2,. . . , (7.1)

où X(t) est le logarithme du prix à l’instant t et τ est le pas d’échantillonage. De même
façon, nous notons la mesure MRM log-normale de l’intervalle [t + hτ −mτ, t + hτ ]

δmM [t + h] = δmτM(t + hτ) (7.2)

et l’accroissement de la magnitude renormalisée sur l’intervalle [t + hτ −mτ, t + hτ ]

δmΩ[t + h] = δmτΩ(t + hτ). (7.3)

En supposant l’absence de corrélation des rendements logarithmiques (cf. section 1.2.4), et
la présence de structures de dépendance non linéaires (cf. section 1.2.5), nous considérons
un modèle générique, dans lequel les rendements logarithmiques δ1X[t] s’écrivent comme
le produit de deux variables aléatoires

δ1X[t] = σ[t]ε[t], (7.4)

où le processus {ε[t]}t est un bruit blanc indépendant du processus de volatilité {σ[t]}t et
où la volatilité σ[t] conditionnellement au passé peut être déterministe, comme dans le cas
du modèle GARCH (cf. section 1.3.3), ou stochastique, comme dans le cadre du modèle
MRW (cf. section 3.4).

L’indépendance entre le bruit blanc {ε[t]}t et le processus de volatilité {σ[t]}t nous permet
d’introduire la représentation du rendement logarithmique à l’échelle m et à l’horizon h

δmX[t + h] = σ[t,m, h]ε[t,m, h], (7.5)

où l’innovation ε[t,m, h] est indépendante de la volatilité σ[t,m, h].
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Définition 7.1
Le problème de prédiction de volatilité consiste à déterminer (prévoir) à l’instant t la
volatilité réalisée à l’échelle m et à l’horizon h

RV [t,m, h] =
m∑

j=1

(
δ1X[t + h−m + j]

)2
, pour m 6 h, (7.6)

sachant toute l’information disponible {δ1X[t− j]}j>0 à l’instant t. On note σ̂2[t,m, h] le
prédicteur correspondant.

7.2 Prédiction de volatilité dans le cadre du modèle GARCH

7.2.1 Prédiction

La prédiction de la volatilité correspondant à l’échelle 1 et à l’horizon 1 est donnée, grâce
à la représentation (1.29) du modèle GARCH(1,1) comme le modèle ARCH(∞), par

σ̂2[t, 1, 1] =
ω

1− β1
+ α1

Lf∑

k=0

βk
1 (δ1X[t− k])2 . (7.7)

où Lf est une longueur du filtre linéaire.

En appliquant un raisonnement par récurrence, il est possible de déduire que la prédiction
de volatilité correspondante à l’horizon h s’écrit comme [ABCD05]

σ̂2[t, 1, h] = σ2 + (α1 + β1)h−1
(
σ̂2[t, 1, 1]− σ2

)
, (7.8)

où σ2 représente la variance non conditionnelle donnée par l’équation (1.30). De plus, grâce
à la non corrélation d’accroissements, la variance conditionnelle correspondant à l’échelle
m est égale à la somme des variances conditionnelles intermédiaires

σ̂2[t,m, h] = mσ2 +
m∑

k=1

(α1 + β1)h−k
(
σ̂2[t, 1, 1]− σ2

)
. (7.9)

7.2.2 Paramètres utilisés

Il est très important de noter que dans le cadre du modèle GARCH(1,1), nous effec-
tuons la prédiction de volatilité en utilisant les paramètres obtenus par la méthode de
quasi-maximum de vraisemblance, appliquée à toutes les données disponibles. En d’autres
termes, la prédiction que nous effectuons correspond donc à une prédiction in-sample. Ce
choix permet d’améliorer (par rapport à une prédiction out-of-sample) très notablement
les prédictions et d’avoir ainsi un modèle de référence plus exigeant.

Les paramètres des modèles GARCH(1,1) gaussien et Student sont rapportés dans les
tableaux 1.3 et 1.4.
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7.3 Prédiction de volatilité dans le cadre du modèle MRW

Les résultats de cette section sont basés sur les propriétés théoriques du modèle MRW
log-normale sous condition de faible intermittence λ2 ¿ 1, étudiées dans le chapitre 5.

Nous considérons l’approximation log-normale de la mesure MRM log-normale, (cf. équa-
tion (5.80)), ce qui permet de représenter la volatilité stochastique σ[t, h, m] par une
dynamique log-normale à l’aide de la magnitude renormalisée (cf. section 5.3)

σ2[t, h, m]
λ' mτe2λ

δmΩ[t+h]
mτ

−2λ2Var
[

δmΩ[t+h]
mτ

]
. (7.10)

où Ωm[t + h] est une variable gaussienne centrée dont la fonction d’autocovariance est
donnée par les équations (5.56) et (5.57).

L’approximation log-normale du processus MRW, introduite par l’équation (5.84), permet
de représenter les rendements logarithmiques δmX[t + h] de la façon suivante

δmX[t + h]
λ' ε[t + h](mτ)1/2eλ

Ωm[t+h]
mτ

−λ2Var
[

δmΩ[t+h]
mτ

]
, (7.11)

où ε[t+h] est une variable gaussienne centrée de variance σ2 et Ωm[t+h] est définie comme
ci-dessus.

Dans le cadre du modèle MRW log-normal nous présentons trois méthodes de prédiction
de volatilité fondées sur la régression linéaire stationnaire1, ce qui consiste à prédire
une certaine fonction f de la volatilité σ[t,m, h] par une combinaison linéaire des valeurs
de la fonction f appliquée aux valeurs passées des rendements logarithmiques

f̂(σ)[t,m, h] = E
[
f(σ[t,m, h])

]
+

Lf−1∑

k=0

αk

(
f(δ1X[t− k])− E[

f(δ1X[t− k])
])

, (7.12)

où Lf est la taille du filtre linéaire donné par les coefficients {αk}k=0,...,Lf−1 qui peuvent
être déterminés à l’aide de la fonction d’autocovariance du processus {f(δ1X[t])}t.

A priori dans le cas de processus à mémoire longue (cf. section 1.2.5) il est préférable
d’utiliser un long historique pour réaliser une prédiction performante. Des expériences
numériques montrent que, en pratique, pour le cas des processus MRW, l’utilisation de
filtres de taille Lf égale à 100 jours est suffisante.

Chacune des deux premières méthodes de prédiction de volatilité, linéaire et quadratique,
décrites dans la section suivante 7.3.1, fournit une valeur de la prédiction. La troisième
méthode, décrite dans la section 7.3.2, fournit une prédiction de la loi conditionnelle de
distribution de la volatilité σ[t,m, h], ce que nous utiliserons, dans le chapitre 8, pour
l’évaluation de la Valeur à Risque.

1Dans l’appendice A nous faisons un rappel sur la régression linéaire.
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7.3.1 Prédiction de volatilité linéaire et de volatilité quadratique

Prédiction de volatilité linéaire

La méthode de prédiction de volatilité linéaire σ̂[t,m, h] consiste à utiliser la combinaison
linéaire des rendements logarithmiques absolus

{∣∣δ1X[t−k]
∣∣}

k=0,...,Lf−1
, ce cas correspond

au choix de la fonction f(x) = |x| dans l’équation (7.12).

Pour déterminer les coefficients du filtre linéaire {αk}k=0,...,Lf−1, on utilise :
– la variance de

∣∣δ1X[s]
∣∣

Var
[∣∣δ1X[s]

∣∣
]

λ'
(

1− 2
π

e−λ2Var
[

δ1Ω[s]
τ

])
σ2τ, (7.13)

– la covariance entre
∣∣δ1X[s]

∣∣ et
∣∣δ1X[s′]

∣∣, où s 6= s′

Cov
[∣∣δ1X[s]

∣∣, ∣∣δ1X[s′]
∣∣
]

λ' 2
π

e−λ2Var
[

δ1Ω[s]
τ

](
eλ2Cov

[
δ1Ω[s]

τ
,
δ1Ω[s′]

τ

]
− 1

)
σ2τ, (7.14)

– la covariance entre σ[t,m, h] et
∣∣δ1X[s]

∣∣, où s 6 t

Cov
[
σ[t,m, h],

∣∣δ1X[s]
∣∣
]

λ'
√

2
π

e−
λ2

2
Var

[
δmΩ[t+h]

mτ

]
−λ2

2
Var

[
δ1Ω[s]

τ

](
eλ2Cov

[
δmΩ[t+h]

mτ
,
δ1Ω[s]

τ

]
− 1

)
σm1/2τ. (7.15)

Prédiction de volatilité quadratique

La méthode de prédiction de volatilité quadratique σ̂2[t,m, h] consiste à utiliser la com-
binaison linéaire des rendements logarithmiques carrés

{(
δ1X[t − k]

)2}
k=0,...,Lf−1

, ce cas

correspond au choix de la fonction f(x) = x2 dans l’équation (7.12).

Pour déterminer les coefficients du filtre linéaire {αk}k=0,...,Lf−1, on utilise :
– la variance de

(
δ1X[s]

)2

Var
[(

δ1X[s]
)2

]
λ'

(
3e4λ2Var

[
δ1Ω[s]

τ

]
− 1

)
σ4τ2, (7.16)

– la covariance entre
(
δ1X[s]

)2 et
(
δ1X[s′]

)2, où s 6= s′

Cov
[(

δ1X[s]
)2

,
(
δ1X[s′]

)2
]

λ'
(

e4λ2Cov
[

δ1Ω[s]
τ

,
δ1Ω[s′]

τ

]
− 1

)
σ4τ2, (7.17)

– la covariance entre σ2[t,m, h] et
(
δ1X[s]

)2, où s 6 t

Cov
[
σ2[t,m, h],

(
δ1X[s]

)2
]

λ'
(

e4λ2Cov
[

δmΩ[t+h]
mτ

,
δ1Ω[s]

τ

]
− 1

)
σ2mτ2. (7.18)
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7.3.2 Prédiction de volatilité logarithmique

La dernière méthode de prédiction que nous étudions ici est celle de prédiction de volatilité
logarithmique l̂n(σ)[t, m, h]. Elle consiste à utiliser la combinaison linéaire des logarithmes
des rendements logarithmiques absolus

{
ln

(∣∣δ1X[t− k]
∣∣)}

k=0,...,Lf−1
, ce cas correspond

au choix de la fonction f(x) = ln(|x|) dans l’équation (7.12).

Pour déterminer les coefficients du filtre linéaire {αk}k=0,...,Lf−1, on utilise :
– la variance de ln

(∣∣δ1X[s]
∣∣)

Var
[
ln

(∣∣δ1X[s]
∣∣)

]
λ' π2

8
+ λ2Var

[
δ1Ω[s]

τ

]
, (7.19)

– la covariance entre ln
(∣∣δ1X[s]

∣∣) et ln
(∣∣δ1X[s′]

∣∣), où s 6= s′

Cov
[
ln

(∣∣δ1X[s]
∣∣), ln (∣∣δ1X[s′]

∣∣)
]

λ' λ2Cov
[
δ1Ω[s]

τ
,
δ1Ω[s′]

τ

]
, (7.20)

– la covariance entre ln(σ)[t, m, h] et ln
(∣∣δ1X[s]

∣∣), où s 6 t

Cov
[
ln(σ)[t,m, h], ln

(∣∣δ1X[s]
∣∣)

]

' Cov
[
ln(mτ) + Ωm[t + h], ln

(∣∣ε[s]∣∣τ1/2
)

+ Ω1[s]
]

= Cov
[
Ωm[t + h],Ω1[s]

]
. (7.21)

Puisque la variable Ωm[t + h] est gaussienne sa loi de distribution est entièrement définie
par sa moyenne, qui peut être approximée par la prédiction σ̂[t,m, h], et par sa variance,
qui peut être approximée par la variance des résidus de la régression linéaire

Var
[
ln(σ)[t,m, h]− l̂n(σ)[t,m, h]

]

= Var
[
Ωm[t + h]

]−
Lf−1∑

k=0

αkCov
[
Ωm[t + h], ln

(∣∣ε[t− k]
∣∣τ1/2

)
+ Ω1[t− k]

]
(7.22)

7.3.3 Paramètres utilisés

Notons que, en suivant les résultats du chapitre 6, nous effectuons la prédiction de vo-
latilité en utilisant le temps intégral T fixé arbitrairement à l’échelle d’observation L
(cf. section 6.3). Le coefficient d’intermittence λ2 est fixé à 0.02 pour tous les cours, ce qui
correspond à la valeur typique obtenue par estimation (cf. tableaux 6.1 et 6.2). Seule la
variance σ2 restent à estimer.

Les espérances E
[
f(σ[t,m, h])

]
et E

[
f(δ1X[t−k])

]
, qui interviennent dans la régression li-

néaire 7.12, dépendent de la variance σ2 du processus MRW log-normal, qui est approximée
à chaque instant à l’aide de l’estimation historique

σ̂2[t] =
1
tτ

t−1∑

k=0

(
δ1X[k]

)2
. (7.23)
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La prédiction que nous effectuons correspond donc à une prédiction out-of-sample. Notons
que les résultats de prédiction sont très robustes par rapport au choix de la valeur typique
λ2 = 0.02.

7.4 Evaluation des méthodes de prédiction de volatilité

Dans cette section nous allons décrire les critères d’évaluation de prédiction de volatilité
au sens de la définition 7.1 qui fait intervenir la volatilité réalisée.

Il faut noter que pour les petites échelles de prédiction m la volatilité réalisée donne
une approximation très bruitée de la volatilité théorique (GARCH ou MRW) qui est non
observée. En conséquence, l’utilisation de la volatilité réalisée comme valeur de référence
peut donner une vision erronée des performances de prédiction.

La majorité des évaluations de prédiction de volatilité qui sont proposées dans la littérature
reposent sur un critère d’erreur quadratique moyenne mettant en jeu des rendements
logarithmiques au carré, ou en valeur absolue, calculés sur l’horizon de prédiction.

7.4.1 Mesures MAE, MSE, R2

Commençons par citer les critère classiques de pertinence de prévisions de volatilité :
– l’erreur en moyenne absolue MAE (de l’anglais Mean Absolute Error)

MAE[t,m, h] =
1
n

n∑

t=1

∣∣∣RV [t,m, h]− σ̂2[t,m, h]
∣∣∣, (7.24)

– l’erreur en moyenne quadratique MSE (de l’anglais Mean Squared Error)

MSE[t,m, h] =
1
n

n∑

t=1

(
RV [t, m, h]− σ̂2[t,m, h]

)2
, (7.25)

– le coefficient de détermination R2[t,m, h]

R2[t,m, h] = 1− MSE[t,m, h]
TSS[t,m, h]

, (7.26)

où TSS[t,m, h] (de l’anglais Total Sum of Squares) est une variance empirique de la
volatilité réalisée [CFA04]

TSS[t,m, h] =
1
n

n∑

t=1

(
RV [t, m, h]− 1

n

n∑

s=1

RV [s,m, h]
)2

. (7.27)

Notons que l’erreur MSE est plus sensible aux événement extrêmes que l’erreur MAE.
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7.4.2 Régression de Mincer-Zarnowitz

Une évaluation particulièrement populaire est obtenue par la régression de la série de
volatilité réalisée sur la série de la volatilité prédite.

RV [t,m, h] = γ0 + γ1σ̂2[t,m, h] + η[t], (7.28)

où {η[t]}t sont les résidus de la régression linéaire.

Cette équation de régression est l’analogue d’une procédure courante pour évaluer les
prédictions d’une moyenne conditionnelle, appelée régression de Mincer-Zarnowitz à
la suite de [MZ69].

L’évaluation typique d’efficience des marchés consiste à vérifier que le coefficient γ1 n’est
pas significativement différent de 1 et la constante γ0 de 0 pour démontrer l’absence de biais
dans les anticipations. Puisque les erreurs de prévision doivent être nulles en espérance,
c’est-à-dire orthogonales à n’importe quelle prévision formé rationnellement.

La méthode de la régression de Mincer-Zarnowitz est devenue couramment utilisée dans
la littérature économétrique [PS90, WC95, ABM02]. Les intervalles de confiance des co-
efficients γ0 et γ1 sont étudiés dans [NW87, NW94, WM98]. Cependant, ces études ont
été effectuées pour le régime asymptotique ”historique infini” qui n’est pas atteint, en
pratique (voir le chapitre 6 sur l’estimation des paramètres du modèle MRW log-normale).
Par conséquent, nous n’utilisons cette régression pour évaluation de différentes méthodes
de prédiction de volatilité qu’à titre indicatif.

7.5 Applications aux données journalières

Dans cette section nous représentons les résultats de prédiction de volatilité.

Les prédictions de volatilité pour des données des taux de change Forex ont été effectuées
sur la période de 1990 à 2006. Les données de la période de 1977 à 1989 ont été utilisées pour
initialiser les procédures de prédiction2. Les prédictions de volatilité pour les données de
l’indice CAC 40 ont été effectuées sur la période de 1992 à 2005. Les données de la période
de 1990 à 1992 ont été utilisé pour initialiser les procédures de prédiction.

Le tableau 7.1 représente pour le taux de change GBP/USD les résultats d’évaluation
des prédictions de volatilité aux différentes échelles et aux différents horizons obtenues en
utilisant les modèles GARCH(1,1) gaussien et Student (cf. section 7.2) et les méthodes
linéaire, quadratique et logarithmique (cf. section 7.3) dans le cadre du modèle MRW log-
normal. Pour évaluer les différentes approches nous avons utilisé les mesures MAE (7.24)
et MSE (7.25), le coefficient de détermination R2 (7.26) et les coefficients γ0 et γ1 de la
régression de Mincer-Zarnowitz (7.28).

2Ces périodes ont été utilisée dans [CF04].
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Echelle Horizon nGARCH tGARCH MRW Lin MRW Quad MRW Log

MAE

1 jour 1 jour 0.368 0.360 0.339 0.353 0.331

5 jours 5 jours 1.083 1.052 0.992 1.023 1.008

10 jours 10 jours 1.786 1.734 1.593 1.635 1.653

20 jours 20 jours 3.334 3.231 2.833 2.913 2.938

1 jour 6 jours 0.379 0.369 0.341 0.360 0.331

5 jours 10 jours 1.131 1.098 1.004 1.048 1.013

10 jours 20 jours 2.042 1.994 1.717 1.800 1.726

20 jours 40 jours 4.163 4.154 3.185 3.363 3.146

MSE, R2

1 jour 1 jour 0.416, 0.076 0.419, 0.071 0.417, 0.074 0.414, 0.081 0.428, 0.049

5 jours 5 jours 2.771, 0.212 2.854, 0.189 2.775, 0.211 2.715, 0.228 2.985, 0.151

10 jours 10 jours 6.944, 0.280 7.351, 0.238 6.853, 0.290 6.674, 0.308 7.577, 0.215

20 jours 20 jours 21.748, 0.266 24.350, 0.178 20.622, 0.304 20.011, 0.325 22.640, 0.236

1 jour 6 jours 0.426, 0.055 0.430, 0.045 0.425, 0.058 0.423, 0.061 0.432, 0.040

5 jours 10 jours 2.919, 0.171 3.039, 0.137 2.876, 0.183 2.842, 0.193 3.045, 0.135

10 jours 20 jours 8.397, 0.132 9.351, 0.033 7.894, 0.184 7.789, 0.194 8.269, 0.145

20 jours 40 jours 29.540, 0.007 36.367, -0.222 24.853, 0.165 24.989, 0.160 25.610, 0.139

γ0, γ1

1 jour 1 jour -0.054, 1.028 0.056, 0.761 0.032, 0.956 -0.002, 0.957 0.044, 1.013

5 jours 5 jours -0.293, 1.026 0.336, 0.720 0.147, 0.935 -0.026, 0.958 0.223, 0.955

10 jours 10 jours -0.798, 1.064 0.724, 0.694 0.254, 0.935 -0.092, 0.964 0.421, 0.941

20 jours 20 jours -2.040, 1.090 1.827, 0.624 0.776, 0.881 0.051, 0.922 1.081, 0.881

1 jour 6 jours -0.074, 1.045 0.079, 0.674 0.029, 0.967 -0.004, 0.948 0.043, 1.031

5 jours 10 jours -0.518, 1.108 0.391, 0.669 0.122, 0.951 -0.053, 0.962 0.209, 0.972

10 jours 20 jours -1.286, 1.126 1.117, 0.554 0.542, 0.844 0.174, 0.872 0.673, 0.865

20 jours 40 jours -4.714, 1.318 2.868, 0.437 1.476, 0.771 0.845, 0.790 1.683, 0.791

Tab. 7.1 – Résultats d’évaluation des différentes prédictions de volatilité : in-sample
GARCH(1,1) gaussien (”nGARCH”), Student (”tGARCH”), out-of-sample MRW log-normal
linéaire (”MRW Lin”), quadratique (”MRW Quad”) et logarithmique (”MRW Log”), du taux de
change GBP/USD aux différentes échelles et aux différents horizons. Les paramètres des modèles
sont précisés dans les sections 7.2.2 et 7.3.3. La table haute correspond à la mesure MAE, la table au
milieu correspond à la mesure MSE et au coefficient R2 et la table basse représente les coefficients γ0

et γ1 de la régression de Mincer-Zarnowitz. Lorsque les résultats des modèles MRW sont meilleurs
que ceux des deux modèles GARCH, ceux-ci apparaissent en gras. On observe nettement que les
modèles MRW sont plus performants que les modèles GARCH.
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Rappelons que dans le cadre du modèle GARCH(1,1) nous avons effectué la prédiction
in-sample dont les paramètres sont précisés dans la section 7.2.2, alors que dans le cadre
du modèle MRW log-normale nous avons effectué la prédiction out-of-sample dont les
paramètres sont précisés dans la section 7.3.3.

Notons que le modèle GARCH(1,1) gaussien fournit de meilleures prédictions que le modèle
GARCH(1,1) Student pour la mesure MSE, alors que pour la mesure MAE la situation
est inverse.

Il est simple de voir que les trois méthodes basées sur le modèle MRW log-normal sont plus
performantes que les deux méthodes GARCH(1,1) pour la mesure MAE. Pour la mesure
MSE, la meilleure méthode est la prédiction quadratique, ce qui n’est pas surprenant,
puisque le calcul du filtre linéaire, dans ce cas, est basée sur la minimisation de la norme L2.
Les deux autres méthodes donnent des résultats meilleurs que ceux des modèles GARCH
aux grandes échelles et aux grands horizons.

On observe un comportement similaire pour toutes les séries de taux de change, comme
le montre les tableaux tableau 7.2 et 7.3, et les séries des composants de l’indice CAC 40,
comme le montre le tableau 7.4.

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié différentes méthodes de prédiction de volatilité dans
le cadre du modèle MRW log-normal. Nous avons effectué la comparaison des prédictions
out-of-sample obtenues par les méthodes linéaire, quadratique et logarithmique avec celles
in-sample obtenues dans le cadre des modèles GARCH(1,1) gaussien et Student.

Les prédictions de volatilité données par le modèle MRW log-normal sont systématique-
ment plus performantes. Dans le prochain chapitre, afin d’affiner la comparaison, nous
allons étudier le problème de prédiction de la Valeur à Risque.
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nGARCH tGARCH MRW Lin MRW Quad MRW Log

Echelle = 1 jour, Horizon = 1 jour

CAD/USD 0.064 0.064 0.063 0.063 0.064

JPY/USD 1.299 1.320 1.296 1.288 1.327

CHF/USD 0.824 0.822 0.820 0.815 0.832

GBP/USD 0.416 0.419 0.417 0.414 0.428

Echelle = 5 jours, Horizon = 5 jours

CAD/USD 0.380 0.370 0.356 0.352 0.380

JPY/USD 9.632 10.394 9.292 9.330 9.636

CHF/USD 5.114 5.081 4.931 4.876 5.136

GBP/USD 2.771 2.854 2.775 2.715 2.985

Echelle = 20 jours, Horizon = 20 jours

CAD/USD 2.791 2.691 2.548 2.565 2.884

JPY/USD 59.638 77.832 54.955 56.065 59.363

CHF/USD 33.897 34.544 31.223 30.334 34.684

GBP/USD 21.748 24.350 20.622 20.011 22.640

Echelle = 10 jours, Horizon = 20 jours

CAD/USD 1.028 1.006 0.995 0.996 1.093

JPY/USD 24.743 29.827 23.788 23.958 25.238

CHF/USD 13.161 13.477 12.390 12.240 13.150

GBP/USD 8.397 9.351 7.894 7.789 8.269

Echelle = 20 jours, Horizon = 40 jours

CAD/USD 3.925 3.824 3.441 3.471 3.692

JPY/USD 70.788 109.035 67.282 66.691 71.121

CHF/USD 41.435 44.130 36.185 36.382 38.192

GBP/USD 29.540 36.367 24.853 24.989 25.610

Tab. 7.2 – Forex. Résultats d’évaluation en utilisant la mesure MSE des différentes prédictions
de volatilité (voir la légende du tableau 7.1). Chaque table correspond aux différentes échelles
et horizons. Les paramètres des modèles sont précisés dans les sections 7.2.2 et 7.3.3. Lorsque
les résultats des modèles MRW sont meilleurs que ceux des deux modèles GARCH, ceux-ci
apparaissent en gras. On observe que les prédictions out-of-sample linéaire (”MRW Lin”) et
quadratique (”MRW Quad”) du modèle MRW log-normal sont plus performants que celles in-
sample des modèles GARCH(1,1) gaussien (”nGARCH”), Student (”tGARCH”). La prédiction
out-of-sample logarithmique (”MRW Log”) est plus performant pour les grandes échelles et les
grands horizons.
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Echelle Horizon MRW Lin MRW Quad MRW Log

MAE

1 jour 1 jour 4 4 4

5 jours 5 jours 4 4 4

10 jours 10 jours 4 4 4

20 jours 20 jours 4 4 4

10 jours 20 jours 4 4 4

20 jours 40 jours 4 4 4

MSE, R2

1 jour 1 jour 3 4 0

5 jours 5 jours 3 4 0

10 jours 10 jours 4 4 1

20 jours 20 jours 4 4 1

10 jours 20 jours 4 4 2

20 jours 40 jours 4 4 3

Tab. 7.3 – Forex. Nombre de cours, parmi les quatre taux de change Forex, pour lesquels les
prédictions out-of-sample linéaire (”MRW Lin”), quadratique (”MRW Quad”) et logarithmique
(”MRW Log”) du modèle MRW log-normal sont plus performants que celles in-sample des deux
modèles GARCH(1,1) : gaussien (”nGARCH”) et Student (”tStudent”). On observe que pour la
mesure MAE tous les modèles MRW sont toujours meilleurs. Pour la mesure MSE les modèles
MRW linéaire et quadratiques donnent toujours une meilleure prédiction que les modèles GARCH
et le modèle MRW logarithmique est plus performant à grandes échelles et grands horizons.
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Echelle Horizon MRW Lin MRW Quad MRW Log

MAE

1 jour 1 jour 28 26 29

5 jours 5 jours 28 24 26

10 jours 10 jours 27 24 19

20 jours 20 jours 26 23 17

10 jours 20 jours 28 24 25

20 jours 40 jours 28 20 23

MSE, R2

1 jour 1 jour 13 22 2

5 jours 5 jours 17 19 2

10 jours 10 jours 16 19 4

20 jours 20 jours 21 19 8

10 jours 20 jours 22 22 8

20 jours 40 jours 17 16 8

Tab. 7.4 – CAC 40. Nombre de cours, parmi les vingt neuf composantes de l’indice CAC 40,
pour lesquels les prédictions out-of-sample linéaire (”MRW Lin”), quadratique (”MRW Quad”) et
logarithmique (”MRW Log”) du modèle MRW log-normal sont plus performants que celles in-sample
des deux modèles GARCH(1,1) : gaussien (”nGARCH”) et Student (”tStudent”). On observe que
pour la mesure MAE tous les modèles MRW sont toujours meilleurs. Pour la mesure MSE les
modèles MRW linéaire et quadratiques donnent toujours une meilleure prédiction que les modèles
GARCH et le modèle MRW logarithmique est plus performant à grandes échelles et grands horizons.
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Chapitre 8

Prédiction de Valeur à Risque

Les mesures du risque ont beaucoup évolué depuis que Markowitz a énoncé sa célèbre
théorie de la diversification de portefeuille à la fin des années 1950, théorie qui devait
révolutionner la gestion de portefeuille moderne. L’écart-type était alors la mesure du
risque d’un portefeuille efficient. Mais pour un titre, cette mesure n’est pas appropriée.
En effet, dans le cas d’un titre individuel, l’écart-type du rendement comprend les risques
diversifiable et non diversifiable. Or, seul le risque non diversifiable, le risque présentée par
la covariance entre le rendement du titre et les rendements des titres qui constituent un
portefeuille hautement diversifié, est rémunéré par le marché. Une des difficultés fonda-
mentales de la modélisation concerne l’estimation des facteurs du risque. Si l’on suppose
que le nombre de titres qui compose le portefeuille est de N , le modèle de Markowitz
exige l’estimation de N variances et N(N−1)

2 covariances. Quand N devient important,
l’estimation de la matrice variance-covariance se présente comme un exercice très laborieux
et les risques d’erreurs d’estimations sont loin d’être négligeables.

Durant les années 60, Sharp a proposé le modèle CAPM (Capital Asset Pricing Model) de
l’évaluation es actifs financiers. Ce modèle est monofactoriel en ce sens qu’il ne distingue
qu’un seul facteur explicatif du risque d’un titre, soit la corrélation entre le rendement de
ce titre et celui du portefeuille du marché.

Au début des années 90, la VaR (de l’anglais Value-at-Risk), une nouvelle mesure du
risque, a fait son entrée. Cette notion, originaire du secteur de l’assurance, a été importée
sur les marchés financiers aux Etats-Unis par la banque Bankers Trust et popularisée
par la banque JP Morgan en 1993 et son service (gratuit et public) Riskmetrics. La
VaR sert à quantifier le risque de marché auquel sont soumis les portefeuilles bancaires.
L’Accord de Bâle a imposé aux banques, en 1997, de détenir un montant de capital
réglementaire pour palier les risques de marché. Or, ce capital est calculé à partir de
la VaR. Cette mesure est ensuite devenue de plus en plus populaire pour évaluer le risque
de portefeuilles institutionnels ou individuels. Elle permet entre autres d’évaluer les risques
de type asymétrique, comme celui qui est associé aux options, l’écart-type et le ratio de
Sharp ne permettent pas de prendre en compte ce risque de façon satisfaisante.
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Par analogie avec la prédiction de volatilité (cf. chapitre 7), dans ce chapitre, nous utilisons
les modèles GARCH(1,1) comme les modèles de référence. Nous étudions les méthodes de
prédiction de VaR dans les sections 8.3, pour les modèles GARCH(1,1), et 8.4 pour le
modèle MRW log-normal. Ces prédictions sont basées sur les prédicteurs de volatilité
présentés dans la section précédente. Ainsi, pour le modèle GARCH(1,1), des résultats de
prédictions in-sample sont présentés. Dans le cadre du modèle MRW, les prédictions sont
out-of-sample et seul le paramètre σ2 est estimé (T est fixé à L et λ2 = 0.02 pour tous les
cours). Après avoir effectué une brève revue des méthodes d’évaluation de prédiction de
VaR (cf. section 8.5), nous présentons les résultats d’application de la prédiction de VaR
aux données journalières (cf. section 8.6).

8.1 Définitions

La VaR correspond au montant de pertes maximum sur un horizon temporel donné et
avec un niveau de confiance choisi. Elle dépend essentiellement de 4 paramètres :
– la distribution des résultats des portefeuille,
– le niveau de confiance choisi, 95% ou 99% en général,
– l’horizon temporel choisi,
– l’échelle choisie.
Nous allons distinguer deux types de VaR : non conditionnelle et conditionnelle.

Définition 8.1
Soit X(t) le logarithme du cours d’un actif financier. La VaR non conditionnelle du
niveau p à l’échelle l est donnée par la relation

P
[
δlX(t + l) < −VaRp(l)

]
= p, ∀t. (8.1)

Définition 8.2
Soit X(t) le logarithme du cours d’un actif financier. La VaR conditionnelle à l’instant t
du niveau p à l’échelle m et à l’horizon h est donnée par la relation

P
[
δmX(t + h) < −VaRp(t, m, h)

∣∣X(s), s 6 t
]

= p. (8.2)

8.2 Prédiction de VaR

8.2.1 Différentes méthodes de prédiction de VaR

Il existe essentiellement quatre méthodes pour prédire la VaR d’un actif : la méthode
paramétrique, la méthode historique, la méthode de Monte Carlo et la méthode semi-
paramétrique.

La méthode paramétrique repose souvent sur des hypothèses de normalité des rendements
logarithmiques. Or, comme nous avons fait remarquer dans le chapitre 1, les distributions
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des rentabilités historiques des variables de marché sont souvent très éloignées de la loi
normale. On observe en particulier des distributions dissymétriques et présentant des
queues épaisses. Il est évidemment possible de postuler une loi de distribution permettant
de rendre compte de l’existence de queues de distribution épaisses (loi de Student, loi de
Pareto, etc.), mais la nécessité d’imposer un choix a priori conduit à un fort risque de
spécification appelé risque de modèle.

La méthode historique, au contraire, ne fixe pas a priori d’hypothèse sur la forme de la
distribution des rendements logarithmiques et ne prend alors en compte que les données
de l’échantillon pour prédire la VaR. Dans ce cas, la qualité des séries historiques est
importante. En effet, il existe ainsi un risque non négligeable d’échantillon et il suffit de
quelques données manquantes ou aberrantes pour rendre non pertinent le résultat obtenu.
Comme pour la méthode paramétrique, cette méthode est rapide à mettre en œuvre.

La méthode de Monte Carlo reprend le principe de la VaR historique mais les données
utilisées sont obtenues par simulation stochastique. Cette méthode est lourde à mettre
en œuvre car elle nécessite de réaliser beaucoup de simulations pour obtenir une bonne
précision. Elle est surtout utilisée dans le cadre de la prédiction de VaR sur des instruments
complexes (options) proposant comme flux des fonctions non linéaires des actifs de base.
Notons que cette méthode possède aussi le risque de modèle.

Il est possible de mettre en place une méthode de prédiction de la VaR basée sur une
approche ”intermédiaire” et qui réalise un bon compromis entre l’approche VaR historique
(pas de risque de modèle) et l’approche paramétrique (limitation du risque d’échantillon),
il s’agit d’une VaR semi-paramétrique, dans un environnement de queues de distribution
épaisses. Un exemple de cette méthode de détermination de la perte potentielle maximale
consiste d’abord à calculer une VaR en utilisant une formule de distribution normale puis
en la corrigeant avec un développement dit de Cornish-Fisher [CF37] pour prendre en
compte la skewness et la kurtosis (moments d’ordre 3 et d’ordre 4 de la distribution des
rentabilités).

Les méthodes de prédiction que nous étudierons dans le cadre de ce travail sont toutes les
méthodes semi-paramétrique.

8.2.2 Calcul implicite de la VaR

Pour simplifier le problème, comme dans le chapitre 7 sur la prédiction de volatilité, nous
supposons que de données financières sont espacées régulièrement dans le temps, ce qui
nous permet d’introduire le processus des rendements logarithmiques d’un actif financier
{δ1X[k]; k = 1, 2, . . .} à temps discret

δ1X[k] = X(kτ)−X((k − 1)τ), avec k=1,2,. . . , (8.3)

où X(t) est le logarithme du prix à l’instant t et τ est le pas d’échantillonage.
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L’indépendance entre le bruit blanc {ε[t]}t et le processus de volatilité {σ[t]}t nous permet
d’introduire la représentation du rendement logarithmique à l’échelle m et à l’horizon h

δmX[t + h] = σ[t,m, h]ε[t,m, h], (8.4)

où l’innovation ε[t,m, h] est indépendante de la volatilité σ[t,m, h].

Lemme 8.1
La VaR conditionnelle vérifie la relation suivante

E
[
Φε

(−VaRp[t,m, h]
σ[t,m, h]

)∣∣∣∣δ1X[s], s 6 t

]
= p, (8.5)

où Φε(x) est la fonction de répartition de la variable aléatoire ε[t,m, h].

Preuve - 8.1 -
Il est simple de voir que la fonction de répartition du rendement logarithmique δmX[t+h]
conditionnellement aux passé est donnée par

P
[
δmX[t + h] < z

∣∣δ1X[s], s 6 t
]

= P
[
σ[t, m, h]ε[t,m, h] < z

∣∣δ1X[s], s 6 t
]
. (8.6)

En utilisant la loi des espérances itérées et la définition de la VaR conditionnelle, on a

P
[
δmX[t + h] < −VaRp[t,m, h]

∣∣δ1X[s], s 6 t
]

= E
[
P
[
σ[t,m, h]ε[t,m, h] < −VaRp[t,m, h]

∣∣σ[t,m, h]
]∣∣∣δ1X[s], s 6 t

]

= E
[
Φε

(−VaRp[t,m, h]
σ[t,m, h]

)∣∣∣∣δ1X[s], s 6 t

]
= p. (8.7)

¥

Les méthodes de prédiction de VaR conditionnelle dans le cadre des modèles GARCH(1,1)
et MRW log-normal sont basées sur l’inversion de la relation 8.5.

8.3 Prédiction de VaR dans le cadre du modèle GARCH

Dans le cadre du modèle GARCH(1,1), étudié dans la section 1.3.3, la volatilité σ[t,m, h],
sachant le passé, est déterministe. En appliquant, dans ce cas, le lemme 8.1, nous avons

Φε

(−VaRp[t,m, h]
σ[t, m, h]

)
= p, (8.8)

ce qui nous conduit à la relation suivante

VaRp[t, m, h] = −σ[t,m, h]Φ−1
ε (p), (8.9)
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où Φ−1
ε (p) est la quantile de la loi de probabilité de la variable ε[t,m, h].

La prédiction (7.9) de la volatilité σ2[t,m, h] nous amène à l’estimateur de la VaR condi-
tionnelle suivante

V̂aRp[t, m, h] = −
√

σ̂2[t,m, h]Φ−1
ε (p). (8.10)

Pour la prédiction de VaR, dans le cadre du modèle GARCH(1,1), nous utilisons les même
paramètres que pour la prédiction de volatilité (cf. section 7.2.2). Il est très important de
noter que cette prédiction correspond à une prédiction in-sample.

8.4 Prédiction de VaR dans le cadre du modèle MRW

Les résultats de cette section sont basés sur les propriétés théoriques du modèle MRW
log-normale sous condition de faible intermittence λ2 ¿ 1 (cf. chapitre 5).

L’utilisation du lemme 8.1 pour le calcul de la VaR conditionnelle, dans le cadre du modèle
MRW log-normal, nécessite la connaissance de la loi de la variable σ[t, m, h] qui est égale à
la loi conditionnelle de la mesure MRM log-normale conditionnellement aux accroissements
passés du processus MRW log-normal.

Puisque la vraie loi conditionnelle n’a pas de forme analytique, nous utilisons, en pratique,
son approximation log-normale obtenue par la méthode de la prédiction logarithmique de
la volatilité (cf. section 7.3.2).

L’approximation de la VaR conditionnelle est donnée, dans le cas du modèle MRW log-
normal, par l’inversion numérique de l’équation (8.5), où l’espérance dans la partie gauche
peut être évaluée numériquement à l’aide de la méthode de quadrature de Gauss-Hermite
[PTVF88].

Pour la prédiction de VaR, dans le cadre du modèle MRW log-normal, nous utilisons les
même paramètres que pour la prédiction de volatilité (cf. section 7.3.3). Notons que cette
prédiction correspond à une prédiction out-of-sample.

8.5 Evaluation des différentes méthodes de prédiction de VaR

Le but de cette section est de présenter les différentes méthodes d’évaluation des modèles
de prédiction de VaR, décrites ci-dessus dans les section 8.3 et 8.4.

Il est bien connu qu’il existe beaucoup d’erreurs non systématiques de prédiction de VaR
souvent liées au traitement de données financières, comme, par exemple, l’échantillonnage
uniforme ou l’absence de certaines cotations. Ces erreurs non systématiques ont souvent
un impact important sur les prédicteurs de VaR, qui deviennent biaisés.
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Cependant, il est important de noter que la VaR conditionnelle théorique est inobservable.
La seule évaluation envisageable consiste à vérifier que la suite de prédictions de VaR est
consistante avec les rendements logarithmiques réalisés.

Nous présentons, par la suite, des tests statistiques de Kupiec (cf. section 8.5.1) et de
Christoffersen (cf. section 8.5.2) basés sur l’étude de suite d’exception.

Définition 8.3
Nous définissons la suite d’exceptions {Ip[t]}t par la comparaison de rendements loga-
rithmiques réalisés avec la prédiction de VaR conditionnelle

Ip[t] =

{
1, si δmX[t + h] < −VaRp[t,m, h],
0, si δmX[t + h] > −VaRp[t,m, h].

(8.11)

8.5.1 Test statistique de Kupiec

Soit n le nombre d’exceptions dans un échantillon de taille N

n =
N∑

t=1

Ip[t], (8.12)

le nombre d’exceptions voulant dire le nombre de fois que la perte réalisée excède la VaR
estimée. Si le modèle de prédiction de VaR est correctement spécifié, n suit une distribution
binomiale B(N, p). L’hypothèse nulle du test de Kupiec [Kup95] (ou test statistique de
Markov [Qua93a, Qua93b, BB03]) indique que les prévisions du modèle VaR sont justes.
En d’autres termes, ce test est basé sur le fait que la probabilité de l’exception est égale à p

P
[
Ip[t] = 1

]
= p. (8.13)

Le test de Kupiec est le test du rapport de vraisemblance suivant

LK = 2n ln
(

n

Np

)
+ 2(N − n) ln

(
N − n

N −Np

)
, (8.14)

où p est le niveau de VaR. La statistique de Kupiec LK , donnée par l’expression (8.14), est
asymptotiquement distribuée selon la loi du χ2(1). Cependant, pour des courts échantillons
et des petite valeurs de probabilité p, le nombre d’exception n est petit (voire quelques
unités) et la limite asymptotique n’est pas atteinte, et nous utilisons, en pratique, la vraie
distribution de la statistique de Kupiec qui peut être déterminer à l’aide de la relation
suivante

P
[ N∑

t=1

Ip[t] = n
]

=
Cn

N

pN
=

N !
pNn!(N − n)!

. (8.15)

Ce test peut rejeter des modèles qui sous-estime ou sur-estime de façon importante la VaR,
Kupiec a fait, cependant, remarquer dans [Kup95] que la puissance statistique de ce test
est en général très faible.
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8.5.2 Test statistique de Christoffersen

Le test statistique de Kupiec, étudié dans la section 8.5.1, ne permet pas de détecter si
les observations sont indépendantes l’une de l’autre. Par exemple, la suite définie comme
Ip[t] = I{t6Np} est acceptée par le test de Kupiec.

Christoffersen dans l’article [Chr98] a proposé un test statistique plus avancé qui est
capable de vérifier si la procédure de la prédiction de VaR est uniformément performante
au cours du temps. Il permet donc de détecter si le modèle prend en compte le phénomène
de l’accumulation des volatilités, étudiée dans la section 1.2.7.

Le test de Kupiec est basé seulement sur le fait (8.13) que la probabilité de l’exception
est égale à p, alors que le test de Christoffersen est basé sur le fait que la probabilité de
l’exception conditionnellement à la valeur précédente de la suite d’exceptions est égale à p

P
[
Ip[t] = 1

∣∣Ip[t− 1] = 0
]

= P
[
Ip[t] = 1

∣∣Ip[t− 1] = 1
]

= p. (8.16)

Le test de Christoffersen est un test du rapport de vraisemblance dont la statistique est
donnée par l’expression suivante

LC = 2
(
n00 ln(p̂00) + n01 ln(p̂01) + n10 ln(p̂10) + n11 ln(p̂11)

− n ln(p)− (N − n) ln(1− p)
)
, (8.17)

où n est le nombre d’exceptions, donné par l’équation (8.12), njk est le nombre d’obser-
vations de valeur j suivies par la valeur k et les probabilités empiriques p̂jk sont définies
comme

p̂jk =
njk

N
, (8.18)

où j et k peuvent prendre les valeurs 0 et 1.

La statistique de Christoffersen LC , définie par l’expression (8.17), est asymptotiquement
distribuée selon la loi du χ2(2). La puissance statistique du test de Christoffersen pour les
courtes suites d’exceptions a été étudié dans [CP04].

8.5.3 Quantiles empiriques

Une façon d’évaluer visuellement les différents modèles de prédiction de VaR est de re-
présenter les moyennes empiriques p̂ des suites d’exceptions correspondant aux différents
niveaux de probabilité p versus les niveaux de probabilité p. Si le modèle de prédiction
de VaR est correctement spécifié, le tracé doit cöıncider approximativement avec la droite
y = x. L’avantage de cette méthode est qu’elle permet d’obtenir visuellement des plages de
valeurs de niveau de probabilité p pour lesquels le modèle considéré fournit des résultats
satisfaisants.

Pour une meilleure lisibilité, nous représentons dans les figures 8.1 et 8.2 les excès de
moyennes empiriques p̂− p versus les niveaux de probabilité p.
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8.6 Applications aux données journalières

Dans cette section nous représentons les résultats de prédiction de VaR conditionnelle.

Comme dans le cas de prédiction de volatilité, les prédictions de VaR conditionnelle pour
les données des taux de change Forex ont été effectuées sur la période de 1990 à 2006,
les données de la période de 1977 à 1989 ont été utilisé pour initialiser les procédures
de prédiction. Les prédictions de volatilité pour les données de l’indice CAC 40 ont été
effectuées sur la période de 1992 à 2005, les données de la période de 1990 à 1992 ont été
utilisé pour initialiser les procédures de prédiction.

Tout d’abord, nous effectuons la comparaison des résultats de prédiction de VaR condi-
tionnelle du taux de change GBP/USD obtenus dans le cadre des différents modèles.
Le tableau 8.1 représente les résultats d’évaluation des prédictions de volatilité à différentes
échelles, horizons et niveaux de probabilité obtenues en utilisant les modèles GARCH(1,1)
gaussien et Student (cf. section 7.2) et le modèle MRW log-normal. Pour évaluer les
différentes approches nous avons utilisé le test statistique de Kupiec (cf. section 8.5.1).

Il est simple de voir que la prédiction de VaR conditionnelle out-of-sample, obtenue par
le modèle MRW, est plus performant que celles in-sample, obtenues par les deux modèles
GARCH(1,1) gaussien et Student. Notons, de plus, que les prédiction de VaR conditionnelle
obtenues à l’aide du modèle GARCH(1,1) Student ne sont jamais acceptées par le test
statistique de Kupiec.

Comme le montre les tableaux récapitulatifs 8.2 et 8.3, on observe un comportement
similaire pour toutes les séries de taux de change et pour toutes les composantes de l’indice
CAC 40.

Dans les figures 8.1 nous avons représenté les quantiles empiriques (cf. section 8.5.3) de
la prédiction de VaR du taux de change GBP/USD à l’échelle 1 jour et à l’horizon 1 jour
(à gauche) et à l’échelle 5 jours et à l’horizon 5 jours (à droite). Il est simple de voir que
les prédictions de VaR conditionnelle obtenues à l’aide du modèle MRW log-normal sont
plus performantes que celles obtenues par les deux modèles GARCH : gaussien et Student.

On observe un comportement similaire pour les quantiles empiriques moyennes des pré-
dictions de VaR des composante de l’indice CAC 40.

8.7 Conclusion

De nombreux travaux s’intéressent au problème de prédiction de risques et notamment
de Valeur à Risque. De nombreux modèles existent déjà et sont couramment utilisés.
Cependant des travaux numériques sur de très grandes quantités de données (réalisés par
plusieurs équipes internationales) ont montré qu’aucune de ces modèles ne surpasse les
autres de façon systématique.
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nGARCH tGARCH MRW

Echelle = 1 jour, Horizon = 1 jour

0.5% 0.006 (0.321) 0.001 (0.000) 0.006 (0.231)

1% 0.010 (0.844) 0.002 (0.000) 0.013 (0.089)

5% 0.039 (0.000) 0.024 (0.000) 0.055 (0.151)

10% 0.077 (0.000) 0.061 (0.000) 0.106 (0.222)

20% 0.161 (0.000) 0.156 (0.000) 0.203 (0.606)

Echelle = 1 jour, Horizon = 6 jours

0.5% 0.005 (0.762) 0.000 (0.000) 0.005 (0.939)

1% 0.008 (0.210) 0.002 (0.000) 0.010 (0.837)

5% 0.038 (0.000) 0.023 (0.000) 0.053 (0.452)

10% 0.072 (0.000) 0.058 (0.000) 0.103 (0.563)

20% 0.153 (0.000) 0.151 (0.000) 0.204 (0.527)

Echelle = 1 jour, Horizon = 11 jours

0.5% 0.004 (0.447) 0.000 (0.000) 0.004 (0.599)

1% 0.007 (0.053) 0.002 (0.000) 0.010 (0.795)

5% 0.034 (0.000) 0.021 (0.000) 0.052 (0.529)

10% 0.071 (0.000) 0.056 (0.000) 0.103 (0.479)

20% 0.151 (0.000) 0.145 (0.000) 0.202 (0.719)

Echelle = 5 jours, Horizon = 5 jours

0.5% 0.005 (0.972) 0.000 (0.004) 0.005 (0.972)

1% 0.010 (0.961) 0.001 (0.001) 0.012 (0.527)

5% 0.039 (0.147) 0.027 (0.001) 0.060 (0.195)

10% 0.079 (0.035) 0.066 (0.001) 0.117 (0.150)

20% 0.182 (0.161) 0.172 (0.033) 0.212 (0.423)

Echelle = 5 jours, Horizon = 10 jours

0.5% 0.004 (0.579) 0.000 (0.004) 0.007 (0.369)

1% 0.007 (0.431) 0.000 (0.000) 0.011 (0.763)

5% 0.034 (0.031) 0.022 (0.000) 0.053 (0.708)

10% 0.074 (0.009) 0.063 (0.000) 0.114 (0.180)

20% 0.173 (0.044) 0.165 (0.008) 0.226 (0.078)

Tab. 8.1 – Résultats des prédictions de VaR conditionnelle à différentes échelles, horizons et
niveaux de probabilité pour le taux de change GBP/USD en utilisant les modèles : GARCH(1,1)
gaussien (”nGARCH”), GARCH(1,1) Student (”tGARCH”) et MRW log-normal (”MRW”). Pour
chaque prédiction on précise la probabilité empirique et la p-valeur du test statistique de Kupiec.
Les résultats apparaissent en gras si le test de Kupiec est accepté pour le niveau de confiance de 95%.
On observe que le modèle MRW est nettement plus performant que les deux modèles GARCH.
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nGARCH tGARCH MRW

Echelle = 1 jour, Horizon = 1 jour

0.5% 1, 1 0, 0 3, 2

1% 1, 1 0, 0 3, 2

5% 3, 3 0, 0 2, 3

10% 2, 2 0, 0 4, 4

20% 1, 1 0, 0 4, 4

Echelle = 1 jour, Horizon = 6 jours

0.5% 1, 1 0, 0 3, 2

1% 2, 1 0, 0 3, 2

5% 3, 2 0, 0 4, 2

10% 1, 0 0, 0 3, 3

20% 1, 0 0, 0 3, 3

Echelle = 1 jour, Horizon = 11 jours

0.5% 1, 1 0, 0 3, 3

1% 2, 1 0, 0 3, 2

5% 3, 1 0, 0 4, 3

10% 1, 1 0, 0 3, 2

20% 1, 0 0, 0 3, 3

Echelle = 5 jours, Horizon = 5 jours

0.5% 3, 3 3, 3 3, 4

1% 3, 3 2, 2 3, 4

5% 4, 4 0, 0 3, 3

10% 3, 4 1, 1 3, 3

20% 4, 4 1, 2 4, 4

Echelle = 5 jours, Horizon = 10 jours

0.5% 3, 3 3, 3 3, 3

1% 3, 4 0, 1 3, 3

5% 3, 4 1, 1 3, 4

10% 2, 2 1, 1 4, 4

20% 3, 4 1, 1 4, 4

Tab. 8.2 – Forex. Nombre de cours, parmi les quatre taux de change Forex, pour lesquels les tests
statistiques : de Kupiec (chiffre à gauche) et de Christoffersen (chiffre à droite) sont acceptés pour
le niveau de confiance de 95%. Le chiffre apparâıt en gras si le modèle MRW (”MRW”) log-normal
donne un meilleur résultat que les deux modèles GARCH(1,1) : gaussien (”nGARCH”) et Student
(”tGARCH”).
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nGARCH tGARCH MRW

Echelle = 1 jour, Horizon = 1 jour

0.5% 11, 15 2, 4 24, 23

1% 21, 21 0, 2 21, 20

5% 16, 13 0, 0 22, 13

10% 3, 5 0, 0 24, 20

20% 2, 2 0, 0 25, 24

Echelle = 1 jour, Horizon = 6 jours

0.5% 7, 10 2, 7 26, 20

1% 22, 15 1, 1 22, 16

5% 11, 7 0, 0 20, 10

10% 2, 3 0, 0 21, 12

20% 0, 1 0, 0 25, 18

Echelle = 1 jour, Horizon = 11 jours

0.5% 9, 10 5, 9 26, 19

1% 22, 15 1, 1 24, 14

5% 11, 6 0, 0 20, 8

10% 2, 3 0, 0 22, 9

20% 0, 0 0, 0 26, 19

Echelle = 5 jours, Horizon = 5 jours

0.5% 22, 21 22, 22 23, 21

1% 23, 24 14, 19 26, 24

5% 23, 24 4, 4 21, 24

10% 19, 18 4, 4 23, 24

20% 14, 17 2, 7 21, 22

Echelle = 5 jours, Horizon = 10 jours

0.5% 25, 20 23, 18 26, 18

1% 26, 25 14, 17 24, 23

5% 22, 19 3, 4 23, 24

10% 15, 18 1, 4 24, 24

20% 10, 14 0, 4 21, 22

Tab. 8.3 – CAC 40. Nombre de cours, parmi les vingt neuf composantes de l’indice CAC 40, pour
lesquels les tests statistiques : de Kupiec (chiffre à gauche) et de Christoffersen (chiffre à droite)
sont acceptés pour le niveau de confiance de 95%. Le chiffre apparâıt en gras si le modèle MRW
(”MRW”) log-normal donne un meilleur résultat que les deux modèles GARCH(1,1) : gaussien
(”nGARCH”) et Student (”tGARCH”).
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Fig. 8.1 – Quantile empirique de la prédiction de VaR conditionnelle du taux de change GBP/USD
à l’échelle 1 jour et à l’horizon 1 jour (à gauche) et à l’échelle 5 jours et à l’horizon 5 jours (à droite).
Les traits pointillés représentent l’intervalle de confiance à 95% du test statistique de Kupiec. Le
trait plein bleu correspond au modèle MRW log-normal et les traits rouges correspondent aux
modèles GARCH(1,1) gaussien (plein) et Student (tireté). Les paramètres des modèles GARCH
et MRW sont précisés dans les section 8.3 et8.4. On observe que le modèle MRW log-normal est
nettement plus performant que les deux modèles GARCH.

Les résultats des tests extensifs, qui ont été effectués sur les données journalières de Forex et
du CAC 40, montrent que le modèle MRW log-normal semble surpasser assez nettement
toutes les autres méthodes. Ceci est rendu possible, car le processus MRW log-normal
permet une modélisation des cours multi-échelles. Contrairement à la plupart des autres
modèles, le modèle MRW log-normal ne se cale pas sur une unique échelle de temps.





0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

Niveau de VaR

E
xc

ès
 d

e 
la

 p
ro

ba
bi

lit
é 

em
pi

riq
ue

Quantile empirique moyenne de la prédiction de VaR à l’échelle 1 jour
à l’horizon 1 jour des composantes de l’indice CAC 40

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

Niveau de VaR

E
xc

ès
 d

e 
la

 p
ro

ba
bi

lit
é 

em
pi

riq
ue

Quantile empirique moyenne de la prédiction de VaR à l’échelle 5 jours
à l’horizon 5 jours des composantes de l’indice CAC 40

Fig. 8.2 – Quantile empirique moyenne des prédictions de VaR conditionnelle des composantes
de l’indice CAC 40 à l’échelle 1 jour et à l’horizon 1 jour (à gauche) et à l’échelle 5 jours et à
l’horizon 5 jours (à droite). Les traits pointillés représentent l’intervalle de confiance à 95% du test
statistique de Kupiec. Le trait plein bleu correspond au modèle MRW log-normal et les traits rouges
correspondent aux modèles GARCH(1,1) gaussien (plein) et Student (tireté). Les paramètres des
modèles GARCH et MRW sont précisés dans les section 8.3 et8.4. On observe que le modèle MRW
log-normal est nettement plus performant que les deux modèles GARCH.





Quatrième partie

Vers une modélisation de séries
financières à haute fréquence
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Données à haute fréquence

Depuis le début des années 1990, on s’intéresse aux données intra-journalières, ce qui a
permis de mettre en évidence des nouveaux comportements qui n’apparaissaient pas dans
l’analyse des données journalières.

Le marché de changes produit des données intra-journalières ayant joué un rôle central en
finance à haute fréquence. Contrairement aux autres marchés, ces données peuvent être
disponibles sur de longues périodes et à de hautes fréquences, pour certaines devises on
enregistre toutes les transactions. Ce marché est également très liquide.

Le marché des devises est caractérisé par une répartition géographique des différents
marchés et différents types d’agents, avec des profils de risques différents et des contraintes
institutionnelles différentes. Avant l’étude des données à haute fréquence, ces caracté-
ristiques structurelles n’étaient pas apparentes dans les données, et peu considérées en
modélisation.

On peut diviser ce marché en essentiellement deux parties : le marché au comptant (spot
market) et le marché à terme (forward market)1. On ne parlera que du marché à terme.

De façon générale, le traitement des données à haute fréquence nécessite la mise en oeuvre
de toute une série de méthodes (filtrage, interpolation, désaisonnalisation,. . . ). Le récent
livre [DGM+01] donne une bonne idée des méthodes couramment utilisées .

Ce chapitre de prospective montre que l’on peut construire un modèle basé sur le modèle
MRW log-normal qui permet de reproduire les structures de dépendance saisonnière des
données financières intra-journalières.

Nous illustrons les qualités de ce nouveau modèle sur les données intra-journalières du
contrat à terme sur le taux de change GBP/USD échantillonnées à l’échelle 10 minutes.
Notons que l’on peut montrer qu’à cette échelle, les effets de microstructure (cf. section
1.2.4) sont négligeables.

1Il existe encore le marché des produits dérivés sur devises, mais c’est une plus petite partie du marché
(en développement cependant)
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Après avoir étudié les effets saisonniers (cf. section 9.2) nous introduisons deux modèles
d’évolution des cours boursiers intra-journaliers (cf. section 9.3) : multiplicatif et subor-
donné. Ces deux modèles, construits à partir du modèle MRW log-normal, permettent
de prendre en compte les effets saisonniers. Dans le premier modèle (cf. section 9.3.1),
la saisonnalité journalière est traitée de façon ”classique” : un facteur multiplicatif porte
l’intégralité de la structure saisonnière journalière [TX95, CT96, DGM+01, BG01]. Dans
le second (cf. section 9.3.2) la saisonnalité est modélisée en utilisant une subordination du
processus MRW log-normal. Le temps physique (cf. section 2.4.2) porte alors l’intégralité
de la structure saisonnière journalière.

Nous abordons le problème du choix du modèle qui permet de mieux reproduire les
propriétés statistiques des séries à haute fréquence (cf. section 9.3.3). Dans la section 9.4,
nous étudions brièvement l’estimation du coefficient d’intermittence λ2, dans le cadre des
deux modèles introduits. A la fin du chapitre, nous présentons les résultats des prédictions
de risque obtenus à l’aide de ces deux modèles.

Les résultats de ce chapitre montrent la supériorité sur bien des rapports du modèle
subordonné par rapport au modèle multiplicatif.

9.1 Présentation des séries intra-journalières

Nous rappelons que nous disposons de séries de prix de contrats à terme sur les taux de
change. Ces séries sont uniformément échantillonnées à l’échelle 10 minutes à l’aide d’une
interpolation linéaire. De plus, elles sont ajustées pour tenir compte de la procédure de
roll-over (cf. section 1.1.2).

Dans la figure 9.1 nous avons représenté les cours du contrat à terme sur le taux de
change GBP/USD (données intra-journalières) et le taux de change lui-même (données
journalières) pour la même période. Il est simple de voir que les dynamiques des deux
séries se ressemblent beaucoup.

9.2 Effets saisonniers

De nombreuses études réalisées à partir de données de taux de change journalières et
intra-journalières ont révélé la présence d’effets saisonniers dans la volatilité [MD+90,
DMNP93, ER98, DGM+01, BG01]. Ainsi, par exemple, les rendements logarithmiques
absolus moyens sont très élevés à l’ouverture des marchés où l’activité est grande. Au
Japon, la période d’activité la plus faible a lieu autour du repas (vers midi), c’est à ce
moment que l’on retrouve la plus faible valeur des rendements logarithmiques moyens
absolus.
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Fig. 9.1 – Prix intra-journaliers du contrat à terme sur le taux de change GBP/USD (en haut),
valeurs de clôture du taux de change GBP/USD (en bas) pour la même période.

9.2.1 Mise en évidence des effets saisonniers

Dans la figure 9.2 nous avons représenté la fonction empirique d’autocorrélation des
rendements logarithmiques intra-journaliers du contrat à terme sur le taux de change
GBP/USD. Elle met en évidence un effet saisonnier avec un cycle de 24 heures.

Une autre méthode classique de détection des cycles saisonniers consiste à étudier l’ampli-
tude de la transformée de Fourier de la série d’observations. Si les données présentent un
effet saisonnier avec une période T la transformée de Fourier doit posséder les amplitudes
plus élevées pour les fréquences multiple de 2π

T .

Dans la figure 9.3 nous avons représenté l’amplitude de la transformée de Fourier de la
série des rendements logarithmiques intra-journaliers du contrat à terme sur le taux de
change GBP/USD2. L’effet saisonnier avec un cycle de 24h précédemment observé est de
nouveau visible.

Notons que l’on n’observe pas d’effet saisonnier correspondant à la période de 7 jours, en

2Pour ne pas introduire le changement de phase, en effectuant la transformation de Fourier, nous avons
copié les rendements logarithmiques du jour précédent ouvert si le marché a été fermé (hors week-ends).
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Fig. 9.2 – Fonction d’autocorrélation empirique des rendements logarithmiques intra-journaliers
(à l’échelle 10 minutes) carrés du contrat à terme sur le taux de change GBP/USD. On observe
de fortes corrélations pour les décalages proportionnel à 40, ce qui correspond à un jour ouvert
(40× 10 minutes = 6 heures 30 minutes).

d’autres termes c’est l’activité journalière qui est responsable de l’effet saisonnier observé.

9.2.2 Etude de l’activité intra-journalière

Afin d’étudier plus précisément les saisonnalités journalières, mises en évidence dans la
section précédente, nous allons calculer les volatilités réalisées en fonction de l’heure dans
la journée. On considère Np périodes {∆j}j=1,...,Np dans la journée, par exemple, pour les
données des contrats à terme sur les taux de change, on peut considérer Np = 39 périodes
à l’échelle 10 minutes de 7h20 à 13h50, et on calcule les variances empiriques {σ̂2

j}j=1,...,Np

des rendements logarithmiques sur ces périodes.

Dans la figure 9.4 nous avons représenté les volatilités réalisées moyennes {σ̂2
j} en fonction

de j pour les contrats à terme sur les taux de change GBP/USD et JPY/USD.
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Fig. 9.3 – Amplitude de la transformée de Fourier de la série des rendements logarithmiques carrés
intra-journaliers (à l’échelle 10 minutes) du contrat à terme sur le taux de change GBP/USD. On
observe de fortes amplitudes pour les fréquences multiples de celle qui correspond à la période 40,
ce qui correspond à un jour ouvert (40× 10 minutes = 6 heures 30 minutes).
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Fig. 9.4 – Structure de volatilité saisonnière intra-journalière des contrat à terme sur les taux de
change GBP/USD et JPY/USD. On peut observer la haute activité à l’ouverture du marché, ainsi
que la baisse de l’activité à midi.
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σ̂2
n/σ̂2 σ̂2

w/σ̂2 σ̂2
jf/σ̂2 σ̂2

lw/σ̂2

GBP/USD 0.517 0.520 0.629 1.495

JPY/USD 0.590 0.770 1.055 1.186

CHF/USD 0.448 0.542 0.654 1.272

Tab. 9.1 – ”Durées empiriques” (en jours ouvrés) des différentes périodes : nuits (”n”), week-ends
(”w”), jours fériés (”jf”) et longs week-ends (”lw”) (voir la note en bas de page 232).

9.2.3 ”Durées empiriques” des nuits, des jours fériés et des week-ends

On observe des différences entre les prix d’ouverture et ceux de clôture, il est donc naturel
de supposer que les cours continuent à évoluer, quand le marché est physiquement fermé,
mais avec une ”activité” plus faible que dans la journée.

Nous allons distinguer quatre type de périodes lorsque le marché est fermé : les nuits ∆n,
les week-ends ∆w, les jours fériés ∆jf et les longs week-ends ∆lw

3. On note σ̂2
n, σ̂2

w, σ̂2
jf

et σ̂2
lw les variances empiriques des rendements logarithmiques sur ces périodes.

Dans le tableau 9.1 nous avons représenté les ”durées empiriques” des différentes périodes
où le marché est fermé. Ces valeurs ont été obtenues par le calcul des variances empiriques
des rendements logarithmiques normalisées par la variance empirique correspondant au
jour complet

σ̂2 =
Np∑

j=1

σ̂2
j + σ̂2

n. (9.1)

Notons que l’on peut observer des différences entre les valeurs obtenues pour les contrats
à terme sur les taux de changes correspondant aux différentes zones géographiques :
européennes (la livre britannique (GBP) et le franc suisse (CHF)) et asiatique (le yen
japonais (JPY)).

9.3 Deux modèles d’évolution des prix intra-journaliers

Le modèle MRW log-normal, tel qu’il a été introduit dans la section 3.4, n’intègre pas
de saisonnalité journalière. Néanmoins, de simples modifications permettent de rendre le
modèle MRW log-normal adapté à la représentation des données intra-journalières. Dans
cette section nous étudierons deux modèles d’évolution des prix qui prennent en compte
les effets saisonniers intra-journaliers.

3 En fait, il arrive que le marché soit fermé trois jours de suite le week-end et le lundi ou le vendredi.
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9.3.1 Volatilité saisonnière multiplicative

Etant donné un modèle à temps continu de séries financières journalières, le problème
qui consiste à comprendre comment modifier ce modèle afin d’en faire un modèle intra-
journalier et donc de rendre compte des saisonnalités journalière observées précédem-
ment est un problème classique qui est pratiquement toujours traité de la même façon
[TX95, CT96, DGM+01, BG01]. La saisonnalité est modélisée par un facteur multiplicatif
(périodique de période un jour) qu’il est facile d’estimer par des moyennes empiriques.
Diviser par ce facteur multiplicatif revient à ”désaisonnaliser” la série intra-journalière afin
qu’elle puisse être bien modélisée par le modèle initiale.

Il est naturel d’appliquer cette méthode au modèle MRW log-normal. Le logarithme du
prix s’écrit alors comme

ln(P (t)) = B

( t∫

0

θ2(s)dM(s)
)

, (9.2)

où θ(s) est une fonction à variation lente (voire constante par morceaux), qui peut être
estimée par

θ̂2(s)=
Np∑

j=1

σ̂2
j

|∆j |1{s∈∆j}+
σ̂2

n

|∆n|1{s∈∆n}+
σ̂2

w

|∆w|1{s∈∆w}+
σ̂2

jf

|∆jf|1{s∈∆jf}+
σ̂2

lw

|∆lw|1{s∈∆lw}. (9.3)

9.3.2 Volatilité saisonnière subordonnée

Dans le cadre du modèle MMAR (cf. section 2.4.2), nous avons introduit la notion de temps
physique (ou trading time), il est possible alors de prendre en compte les effets saisonniers
à travers le changement de temps. Plus précisément, la volatilité du marché peut être
modélisée par une représentation sous forme de processus stochastique subordonné, le
logarithme du prix s’écrit alors comme

ln(P (t)) = B

(
M

( t∫

0

θ2(s)ds

))
, (9.4)

où θ(s) est une fonction à variation lente (voire constante par morceaux), qui peut être
estimée par (9.3).

9.3.3 Choix du modèle

Pour détecter quel modèle de volatilité saisonnière permet de mieux modéliser les données
financières, nous étudions le comportement théorique des moments des accroissements
absolus en fonction de l’ordre. Si nous supposons que l’intervalle [t − τ, t] appartient à
un des intervalles {∆j}j=1,...,Np , ∆n, ∆w, ∆jf et ∆lw, en d’autres termes si la fonction
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3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8
0

2

4

6

8

10

12

14

q=0.5

q=1

q=1.5

q=2

q=2.5

q=3

ln(σ2)

ln
(σ

q )

Régression de la fonction de structure intra−journalière
du contrat à terme sur le taux de change GBP/USD

Fig. 9.5 – Résultats de l’étude de la dépendance de la fonction de structure intra-journalière du
contrat à terme sur le taux de change GBP/USD. Les traits tiretés représentent les régressions
linéaires des traits correspondant aux différentes valeurs de l’ordre q. On observe la dépendance
linéaire, ce qui favorise le choix du modèle de la volatilité subordonnée.

θ(s) ne change pas de valeur sur cet intervalle, alors le moment d’ordre q du rendement
logarithmique absolu est donné :
– dans le cadre de la volatilité multiplicatif, par

σq([t− τ, t]) = E

[∣∣∣∣ ln
(

P (t)
P (t− τ)

)∣∣∣∣
q
]

= C(q)θq(t)τ ζM ( q
2
), (9.5)

– dans le cadre de la volatilité subordonnée, par

σq([t− τ, t]) = E

[∣∣∣∣ ln
(

P (t)
P (t− τ)

)∣∣∣∣
q
]

= C(q)θ2ζM ( q
2
)(t)τ ζM ( q

2
). (9.6)

Notons que les seconds moments théoriques sont égaux pour les deux modèles (9.5) et (9.6).

Nous introduisons la fonction de structure intra-journalière

σ̂q =
(
σ̂q(∆1), . . . , σ̂q(∆Np), σ̂q(∆n), σ̂q(∆w), σ̂q(∆jf), σ̂q(∆lw)

)
, (9.7)

définie par les moments absolus empiriques de l’ordre q des rendements logarithmiques sur
les intervalles {∆j}j=1,...,Np , ∆n, ∆w, ∆jf et ∆lw.
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Il est possible de comparer visuellement les deux modèles de volatilité saisonnière décrits ci-
dessus en vérifiant si le logarithme de la fonction de structure intra-journalière de l’ordre q
dépend linéairement du logarithme de la fonction de structure intra-journalière du second
ordre. Si les données à haute fréquence suivent le modèle subordonné alors on doit observer
la dépendance linéaire, sinon on doit observer celle non linéaire.

Dans la figure 9.5 nous avons représenté les résultats de la comparaison des deux modèles
de volatilité saisonnière. Il est simple d’observer la dépendance linéaire, ce qui favorise le
choix du modèle de la volatilité subordonnée.

Puisque nous n’avons pas effectué de tests statistiques qui peuvent réfuter un des deux
modèles, dans la suite nous allons effectuer l’estimation des paramètres et la prédiction de
volatilité et Valeur à Risque dans le cadre des deux modèles. Ces résultats nous permettront
de confirmer a posteriori que le modèle de volatilité saisonnière subordonnée est mieux
adapté à la représentation des données intra-journalières.

9.4 Estimation des paramètres

9.4.1 Volatilité saisonnière multiplicative

Dans le cadre du modèle de volatilité saisonnière multiplicative les accroissements d’un pro-
cessus MRW log-normal uniformément échantillonné modélisent les rendements logarith-
miques désaisonnalisés, c-à-d. les rendements logarithmiques normalisés par les écart-types
empiriques

(
σ̂2

)1/2 correspondants. En conséquence, tous les estimateurs des paramètres
du modèle MRW log-normal, introduits dans le chapitre 6, peuvent être appliqués à la
série des rendements logarithmiques désaisonnalisés.

Dans la figure 9.6 nous avons représenté la fonction d’autocovariance empirique des magni-
tudes des rendements logarithmiques désaisonnalisés. Il est simple de voir qu’elle décrôıt
plus lentement que la loi logarithmique, ce qui ne correspond pas au cas du modèle
MRW log-normal (cf. figure 3.11). Strictement dit, une telle décroissance de la fonction
d’autocovariance empirique indique un caractère non stationnaire de la série, ce qui met
en doute la validité de l’approche classique de la désaisonnalisation (cf. section 9.3.1).

9.4.2 Volatilité saisonnière subordonnée

Régression de la fonction d’autocovariance du logarithme des volatilités agrégées

La première méthode d’estimation du coefficient d’intermittence, dans le cadre du modèle
de volatilité saisonnière subordonné, consiste à étudier la fonction d’autocovariance du
logarithmes des volatilités réalisées journalières (cf. section 1.2.6) obtenues par l’agrégation
des rendements logarithmiques intra-journaliers au carré (cf. équation (1.16)). Dans cette
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Fig. 9.6 – Fonction d’autocovariance empirique des magnitudes des rendements logarithmiques
désaisonnalisés du contrat à terme sur le taux de change GBP/USD. On observe la décroissance
plus lente que logarithmique, ce qui ne correspond pas au cas du modèle MRW log-normal.

approche, nous nous permettrons de négliger la présence des week-ends et des jours fériés,
puisque nous ne cherchons ici que l’ordre de grandeur du coefficient d’intermittence.

La figure 9.7 représente les résultats de la méthode décrite appliquée aux prix du contrat
à terme sur le taux de change GBP/USD. L’estimation du coefficient d’intermittence,
obtenue par la régression linéaire, est égale à 0.0042. Il faut noter que même si l’esti-
mation obtenue correspond à une intermittence assez faible les intervalles de confiance
sont très larges, vue que la série est assez courte (1800 jours). Néanmoins, la décroissance
logarithmique de la fonction d’autocovariance empirique donne un argument en faveur du
modèle de volatilité saisonnière subordonnée.

Régression de la fonction d’autocovariance des magnitudes

La deuxième méthode d’estimation du coefficient d’intermittence, dans le cadre du même
modèle, consiste à étudier le comportement de la fonction d’autocovariance obtenue par la
moyenne des fonctions d’autocovariance empiriques des magnitudes correspondant aux dif-
férents intervalles dans la journée {∆j}j=1,...,Np , ce qui permet de diminuer les fluctuations
statistiques.
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Fig. 9.7 – Fonction d’autocovariance empirique des logarithmes de la volatilité agrégée du contrat
à terme sur le taux de change GBP/USD. Le trait tireté correspond à la courbe de régression par
une fonction décroissante logarithmiquement 0.0042 ln(425/h), ce qui correspond au cas du modèle
MRW log-normal.

Dans la figure 9.8 nous avons représenté le résultat de la méthode décrite ci-dessus. Il est
simple de voir que le tracé possède une décroissance logarithmique, ce qui est consistent
avec le modèle MRW log-normal de volatilité saisonnière subordonnée. La faible valeur
d’intermittence 0.0061 peut être expliquée par la petite taille de la série (1800 jours) ou
par le fait de négliger les jours fériés qui introduisent les décalages dans le calcul des
fonctions d’autocovariance empiriques que nous n’avons pas contrôlé.

9.5 Prédiction de volatilité

Les résultats obtenus dans les sections 9.3.3 et 9.4.2 nous permettent de choisir le modèle
de volatilité saisonnière subordonnée pour reproduire des effets saisonniers. Dans cette
section nous représentons la comparaison les résultats de la prédiction de volatilité obtenus
en utilisant les modèles MRW log-normaux journalier et intra-journalier.

Dans le tableau 9.2 nous avons représenté les résultats d’évaluation des différentes prédic-
tions de volatilité à l’aide des modèles MRW log-normal standards utilisant des données
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Fig. 9.8 – Fonctions d’autocovariance empirique obtenue par la moyenne des celles des magnitudes
du contrat à terme sur le taux de change GBP/USD correspondant aux différents intervalles dans
la journée {∆j}j=1,...,Np . Le trait tireté correspond à la courbe de régression par une fonction
décroissante logarithmiquement 0.0061 ln(4685/h), ce qui correspond au cas du modèle MRW log-
normal.

journalières et ceux de volatilité saisonnière subordonnée. La volatilité réalisée est calculée
par les rendements logarithmiques intra-journaliers au carré.

Les méthodes basées sur le modèle standard utilisent des filtres linéaires de taille 100 jours
calculés une fois au début de la procédure d’évaluation de la prédiction de volatilité. Alors
que, les méthodes basées sur le modèle à haute fréquence utilisent des filtres linéaires de
taille 4 jours recalculés à chaque étape de la procédure d’évaluation pour tenir compte la
grille du temps non uniforme.

Suivant les résultats du chapitre 6, nous allons choisir arbitrairement le temps intégral T
égal à l’échelle d’observation L = 1800 jours. Nous allons choisir pour le coefficient
d’intermittence λ2 la valeur typique des séries financières égal à 0.02.

On observe que les deux méthodes ont des performances plus ou moins équivalentes, ce
qui ne permet pas de choisir la meilleure méthode de prédiction de volatilité. Alors qu’il
est naturel de construire les méthodes mixtes de prédiction de volatilité qui consistent à
rendre la valeur moyenne des deux premières méthodes, en espérant de réduire la variance
d’erreur de la prédiction. Il est simple de voir que toutes les nouvelles méthodes : linéaire,
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Journalière Intra-journalière Mixte

Echelle Horizon Lin Quad Log Lin Quad Log Lin Quad Log

MAE

1 jour 1 jour 0.167 0.169 0.165 0.160 0.165 0.163 0.157 0.165 0.156

5 jours 5 jours 0.497 0.493 0.508 0.499 0.526 0.532 0.451 0.492 0.461

10 jours 10 jours 0.852 0.851 0.885 0.852 0.928 0.928 0.760 0.861 0.787

20 jours 20 jours 1.598 1.578 1.662 1.537 1.645 1.704 1.385 1.571 1.418

1 jour 6 jours 0.165 0.170 0.161 0.154 0.166 0.156 0.155 0.165 0.152

5 jours 10 jours 0.504 0.513 0.509 0.487 0.531 0.516 0.463 0.508 0.468

10 jours 20 jours 0.944 0.958 0.931 0.904 0.939 0.976 0.859 0.932 0.857

20 jours 40 jours 1.826 1.835 1.788 1.598 1.680 1.713 1.594 1.731 1.589

MSE

1 jour 1 jour 0.070 0.070 0.072 0.072 0.070 0.072 0.067 0.067 0.067

5 jours 5 jours 0.452 0.436 0.494 0.499 0.518 0.530 0.399 0.431 0.418

10 jours 10 jours 1.198 1.138 1.375 1.374 1.504 1.514 1.014 1.160 1.094

20 jours 20 jours 3.982 3.699 4.585 4.278 4.820 4.883 3.180 3.708 3.452

1 jour 6 jours 0.069 0.069 0.071 0.069 0.069 0.071 0.066 0.067 0.068

5 jours 10 jours 0.454 0.448 0.499 0.500 0.525 0.543 0.418 0.451 0.446

10 jours 20 jours 1.414 1.370 1.529 1.460 1.539 1.636 1.235 1.337 1.318

20 jours 40 jours 5.363 5.102 5.748 4.638 5.048 5.303 4.340 4.705 4.631

Tab. 9.2 – Résultats d’évaluation des prédictions de volatilité du contrat à terme sur le taux de
change GBP/USD aux différentes échelles et aux différents horizons, en utilisant les différentes
méthodes : linéaire (”Lin”), quadratique (”Quad”) et logarithmique (”Log”), en appliquant les
méthodes : journalière (”Journalière”), intra-journalière (”Intra Journalière”) et mixte (”Mixte”),
basées sur le modèle MRW log-normal. Les méthodes journalières utilisent le filtre linéaire de taille
100 jours, et celles intra-journalières utilisent le filtre linéaire de 4 jours. On observe les performances
équivalentes des deux premières méthodes, alors que la méthode mixte est systématiquement plus
performante.

quadratique et logarithmiques sont systématiquement les plus performantes.

9.6 Prédiction de VaR conditionnelle

Dans le tableau 9.3 nous avons représenté les résultats des prédiction VaR conditionnelle à
différentes échelles, horizons et niveaux de probabilité obtenues à l’aide des modèles MRW





Chapitre 9 Données à haute fréquence

MRW MRW Intra

Echelle = 1 jour, Horizon = 1 jour

0.5% 0.003 (0.375) 0.010 (0.032)

1% 0.007 (0.351) 0.019 (0.005)

5% 0.050 (0.958) 0.076 (0.000)

10% 0.107 (0.436) 0.136 (0.000)

20% 0.196 (0.740) 0.213 (0.278)

Echelle = 1 jour, Horizon = 6 jours

0.5% 0.002 (0.172) 0.006 (0.696)

1% 0.007 (0.214) 0.012 (0.409)

5% 0.047 (0.579) 0.066 (0.012)

10% 0.111 (0.195) 0.126 (0.003)

20% 0.194 (0.582) 0.208 (0.509)

Echelle = 1 jour, Horizon = 11 jours

0.5% 0.004 (0.676) 0.003 (0.384)

1% 0.006 (0.117) 0.011 (0.772)

5% 0.053 (0.684) 0.058 (0.241)

10% 0.107 (0.434) 0.122 (0.015)

20% 0.195 (0.685) 0.207 (0.605)

Echelle = 5 jours, Horizon = 5 jours

0.5% 0.000 (0.121) 0.004 (0.847)

1% 0.000 (0.028) 0.004 (0.301)

5% 0.025 (0.050) 0.050 (0.988)

10% 0.075 (0.179) 0.120 (0.306)

20% 0.195 (0.746) 0.202 (0.974)

Echelle = 5 jours, Horizon = 10 jours

0.5% 0.000 (0.122) 0.004 (0.851)

1% 0.004 (0.307) 0.004 (0.304)

5% 0.029 (0.112) 0.037 (0.353)

10% 0.087 (0.388) 0.112 (0.526)

20% 0.204 (0.974) 0.203 (1.000)

Tab. 9.3 – Résultats des prédictions de VaR conditionnelle à différentes échelles, horizons et
niveaux de probabilité pour le contrat à terme sur le taux de change GBP/USD en utilisant les
modèles MRW log-normal journalier (”MRW”) et à haute fréquence (”MRW Intra”). Pour chaque
prédiction on précise la probabilité empirique et la p-valeur du test statistique de Kupiec. Les
résultats apparaissent en gras si le test de Kupiec est accepté pour le niveau de confiance de 95%.
On observe que les deux modèles ont les performances équivalentes.
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log-normal : journalier et à haute fréquence.

Pour effectuer la prédiction de VaR, Nous avons utilisé les mêmes filtres linéaires que pour
la prédiction de volatilité (cf. section 9.5).

On observe que les deux modèles ont les performances plus ou moins équivalentes, la
plupart des tests statistiques de Kupiec (cf. section 8.5.1) sont acceptés. Pour choisir le
meilleur modèle, il est donc nécessaire d’effectuer une étude plus fine de comparaison des
modèles MRW log-normaux proposés.

9.7 Conclusion

D’après ce qui précède, le modèle MRW log-normal à volatilité saisonnière subordonnée
semble assez bien reproduire les données intra-journalières. Notre étude laisse pourtant
beaucoup de questions sans réponse comme autant de sujets de recherches futures. Sur
un plan théorique, il serait intéressant de mieux comprendre la structure générale des
données intra-journalières. Ainsi, dans nos études nous n’avons utilisé que les prix d’actifs
financiers, alors qu’il est possible d’utiliser aussi l’information disponible sur les volumes
de transactions intra-journalières.

Comme nous avons fait remarquer dans la section 9.5, l’application des méthodes mixtes
de prédiction de volatilité qui utilisent à la fois les données de clôture et les données intra-
journalières, permet d’améliorer les erreurs de prédiction. Par conséquent, il est très naturel
d’étudier de près les méthodes mixtes de prédiction de volatilité, d’aborder le problème
d’optimalité de telles méthodes. De même, il est envisagé de construire des prédicteurs
mixtes de VaR.

Toujours en vue d’une utilisation pratique, il est nécessaire de développer des techniques
robustes d’estimation du coefficient d’intermittence adaptées aux données financières intra-
journalières. Le problème est extrêmement délicat en raison des effets saisonniers qui ne
permettent pas de considérer les données comme étant uniformément échantillonnées, ce
qui empêche d’appliquer directement le résultat du théorème 6.9.

Une autre direction de recherche porte sur la modélisation des données financières intra-
journalières aux échelles inférieures à 5 minutes, c’est-à-dire les échelles pour lesquelles on
ne peut pas négliger les effets de microstructure des marchés.
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La modélisation des nombreuses propriétés statistiques des séries financières (décorréla-
tion des rendements mais dépendances à longue portée des volatilités, accumulation des
volatilités, distributions à queues épaisses à petites échelles et quasi-gaussiennes à grandes
échelles, . . . ) nécessite l’utilisation de modèle relativement complexe.

Récemment a été proposée l’utilisation de la classe des processus multifractals et en
particulier des processus MRW log-normaux. Ces processus sont bien adaptés pour la
modélisation en finance : ils permettent de reproduire la plupart des faits stylisés classiques,
ainsi que les faits stylisés fractals (invariance d’échelle exacte et la structure cohérente
d’autocovariance des magnitudes).

Pour démontrer la plupart des propriétés du processus MRW log-normal, il nous a fallu
utiliser sa généralisation log-infiniment divisible. De cette façon, nous avons obtenu les
conditions d’existence des moments négatifs (et donc des moments du logarithme) de la
mesure MRM et démontré la propriété d’invariance par changement du temps intégral.

Un des points souvent critiqués du modèle MRW log-normal concerne la valeur théorique
des exposants de queues de distribution, valeur bien supérieure à celle estimée par de nom-
breux travaux économétriques. Une partie de notre travail, basée sur un calcul qualitatif,
permet d’expliquer cette différence, qui provient essentiellement des dépendances à longue
portée de la volatilité.

Une grande partie de notre travail est consacrée à l’approximation log-normale de la mesure
MRM et du processus MRW sous condition de faible intermittence, λ2 ¿ 1. Les résultats
théoriques, que nous avons obtenus, nous ont conduit à élaborer des méthodes d’estimation
des paramètres du modèle et des méthodes de prédiction de risques.

Notre étude sur l’estimation des paramètres a permis de montrer que le nombre de
paramètres effectifs du modèle se réduit à deux : le coefficient d’intermittence λ2, qui
est en pratique fixé à la valeur typique 0.02, et la variance ”locale”, seul paramètre
réellement estimé lors des applications. Nous avons également démontré que l’estimateur
du coefficient d’intermittence λ̂2, obtenu par la régression de la fonction d’autocovariance
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des magnitudes, est asymptotiquement non biaisé et consistent.

L’utilisation du modèle MRW log-normal pour la prédiction des risques a été développé
dans deux cadres : prédiction de volatilité et prédiction de Valeur à Risque. Les résultats
empiriques obtenus montrent que le modèle MRW est systématiquement plus performants
que les modèles du type GARCH(1,1), et ce, même si l’on favorise les modèles GARCH
en estimant, pour chaque cours individuel, leur paramètres sur l’intégralité des données
disponibles.

Il faut noter que les résultats théoriques, qui concernent l’approximation log-normale
de la mesure MRM et du processus MRW, permettent de justifier rigoureusement les
méthodes de prédiction de volatilité. Néanmoins, plusieurs quantités mériteraient d’être
étudiées plus finement pour justifier rigoureusement la méthode de prédiction de Valeur
à Risque conditionnelle qui repose sur l’approximation log-normale conditionnelle de la
mesure MRM. Une approche possible consiste à étudier la validité du développement de
Cornish-Fisher en le coefficient d’intermittence λ2 de la distribution conditionnelle de la
mesure MRM qui permet de justifier l’approximation que nous avons utilisée.

Dans le cadre de l’étude des données intra-journalières, nous avons montré que les mé-
thodes mixtes de prédiction de volatilité, qui utilisent à la fois les filtres journaliers et
intra-journaliers, permettent d’améliorer la performance de la prédiction. Il semble donc
intéressant d’étudier l’optimisation de la méthode mixte pour la prédiction de volatilité, en
effectuant l’analyse de filtres linéaires correspondant à différentes échelles d’échantillonnage
de données. Il semble naturel d’envisager d’élaborer des méthodes mixtes de prédiction de
Valeur à Risque.

L’intérêt applicatif de notre travail est multiple. Ainsi, la gestion des risques fait de plus
en plus appel à des modèles perfectionnés, qui repose sur des hypothèses réalistes sur
les distributions des rendements de produits financiers de base, pour mieux contrôler
ses positions. Nous espérons que les résultats, que nous avons obtenus dans le cadre du
problème de prédiction de Valeur à Risque, et notamment la méthode performante de
prédiction de la distribution de la volatilité conditionnelle, pourront être utilisés pour la
meilleure gestion dynamique des risques de produits financiers ”complexes”, par exemple,
produits dérivés.

Dans le cadre du problème de couverture d’une option, il est intéressant d’étudier si
l’utilisation de la modélisation des cours des actifs sous-jacents par les processus MRW
log-normaux permet d’améliorer la performance de la couverture. De cette façon, il est
naturel d’effectuer l’étude de prédiction de Valeur à Risque de la volatilité implicite
conditionnellement à la volatilité historique de l’option.





Annexe A

Eléments de l’économétrie linéaire

Modèle linéaire et estimateur des moindres carrés ordinaires

On considère une variable d’intérêt y appelée variable dépendante et un ensemble de K
variables dites explicatives auquel on adjoint une constante. On dispose de N observa-
tions. On note y = (y1, . . . , yN ) l’empilement des N observations de la variable dépendante.
On définit de même les vecteurs x1, . . . , xK et x la matrice des variables explicatives à
laquelle on adjoint le vecteur constant e = (1, . . . , 1)T

x =




1 x11 . . . x1K

...
...

. . .
...

1 xn1 . . . xnK


 . (A.1)

Donc x est une matrice de dimension N × (K + 1).

Définition A.1
Le modèle linéaire s’écrit sous forme matricielle

y = xb + u, (A.2)

avec un vecteur des résidus ou perturbation u = (u1, . . . , uN )T .

Définition A.2
L’estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO) est défini comme le vecteur
b = (b0, b1 . . . , bK)T de dimension K + 1, des coefficients de la combinaison linéaire de
e, x1, . . . , xK réalisant le minimum de la distance de y à l’espace vectoriel de RN engendré
par e, x1, . . . , xK , pour la norme euclidienne

b̂mco = argmin
b

‖y − xb‖2. (A.3)
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Proposition A.1
Sous l’hypothèse

H1 : les vecteurs e, x1, . . . , xK sont indépendants,

l’estimateur des moindres carrés ordinaires existe, est unique et a pour expression

b̂mco = (xT x)−1xT y. (A.4)

Définition A.3
On dit qu’un estimateur b̂(y, x) est sans biais lorsque

E
[
b̂(y, x)

]
= b. (A.5)

Proposition A.2
Sous l’hypothèse

H2 : l’espérance des résidus conditionnellement aux variables explicatives est nulle,

E
[
un

∣∣x]
= 0, pour tout n. (A.6)

l’estimateur des moindres carrés ordinaires est sans biais.

Proposition A.3
Sous les hypothèses H1, H2,

H3 : les résidus sont conditionnellement aux variables explicatives des variances identiques

Var
[
un

∣∣u]
= σ2, pour tout n, (A.7)

H4 : les résidus sont non corrélées les unes avec les autres

E
[
unum

∣∣x]
= 0, pour tout n 6= m, (A.8)

la variance de l’estimateur des moindres carrés ordinaires conditionnellement au variables
explicatives est données par

Var
[
b̂mco

∣∣x]
= σ2(xT x)−1. (A.9)

La variance non conditionnelle est donnée par

Var
[
b̂mco

∣∣x]
= σ2E

[
(xT x)−1

]
. (A.10)

Théorème A.4 (Gauss-Markov)
Sous les hypothèses H1-H4 l’estimateur des moindres carrés ordinaires du modèle linéaire
(A.2) est optimale dans la classe des estimateurs sans biais conditionnellement aux va-
riables explicatives.





Homoscédasticité et hétéroscédastisité

Définition A.4
On appelle modèle linéaire hétéroscédastique le modèle dans lequel un vecteur de va-
riables aléatoires y dépend linéairement de K + 1 variables explicatives x

y = xb + u, (A.11)

avec les hypothèses
H1 : E

[
u
∣∣x]

= 0,
H2 : Var

[
u
∣∣x]

= Ω inversible,
H3 : xT x est inversible.
Le modèle est dit homoscédastique si l’hypothèse H2 est remplacée par l’hypothèse
H2 bis : Var

[
u
∣∣x]

= σ2IdN .

Proposition A.5
Sous les hypothèses H1-H3, l’estimateur des moindres carrés ordinaires est sans biais

E
[
b̂mco

∣∣x]
= E

[
(xT x)−1xT y

∣∣x]
= 0, (A.12)

et sa variance conditionnelle aux variables explicatives est donnée par

Var
[
b̂mco

∣∣x]
= (xT x)−1xT Ωx(xT x)−1. (A.13)

Rappel sur la régression linéaire

La régression est une méthode de prédiction très utilisée en plusieurs domaines scienti-
fiques : économie, statistique, traitement du signal, . . .

Dans le cadre de la régression linéaire, nous cherchons à prédire, avec le plus de précision
possible, la valeur Y [t] prise par un processus stochastique faiblement stationnaire Y ,
dite variable endogène, à partir d’une série de variables explicatives {X[t− k]}k=1,...,n

données par les valeurs prises par un processus faiblement stationnaire X.

Y [t]− E[
Y

]
=

n∑

k=1

αk

(
X[t− k]− E[

X
])

+ η[t], (A.14)

où η[t] est une erreur de la régression qui exprime l’information manquante dans l’expli-
cation linéaire et {αk}k=1,...,n sont les coefficients du filtre linéaire à estimer.

Nous supposons que les variables explicatives {X[t − k]}k=1,...,n et l’erreur de la régres-
sion η[t] sont décorrélées, ce qui nous conduit au système d’équations linéaires suivant




ρX [0] ρX [1] · · · ρX [n− 1]

ρX [1] ρX [0] · · · ρX [n− 2]
...

...
. . .

...

ρX [n− 1] ρX [n− 2] · · · ρX [0]







α1

α2

...

αn




=




ρY,X [1]

ρY,X [2]
...

ρY,X [n]




, (A.15)
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où ρX [·] est la fonction d’autocovariance du processus X

ρX [k] = Cov
[
X[t], X[t− k]

]
, pour tout entier k, (A.16)

et ρx,Y [·] est la fonction de covariance croisée entre les processus Y et X

ρY,X [k] = Cov
[
Y [t], X[t− k]

]
, pour tout entier k. (A.17)

Les coefficients {αk}k=1,...,n peuvent être calculés en inversant la matrice de Toeplitz,
qui intervient dans le système (A.15), à l’aide de l’algorithme rapide de Levinson-Durbin
[Lev47, Dur60, BD96] dont la complexité est de l’ordre de O(n2).





Annexe B

Dimension de Hausdorff

Définition B.1 (Mesure de Hausdorff s-dimensionnelle)
Soit E est un sous ensemble de R et s > 0. Pour tout δ > 0 on définit

Hs
δ(E) = inf

{ ∞∑

j=1

|Uj |s
∣∣∣{Uj} est un recouvrement de E tel que |Uj | 6 δ

}
(B.1)

La mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de E est une limite

Hs(E) = lim
δ→0

Hs
δ(E). (B.2)

Cette mesure s-dimensionnelle est décroissante en s. De plus, elle vérifie les propriétés
suivantes. Si Hs(E) > 0 alors pour tout s′ < s, Hs′(E) = ∞ et si Hs(E) = 0, pour tout
s′ > s, Hs′(E) = 0. Il existe alors une valeur critique de s pour laquelle Hs(E) passe de
+∞ à 0, c’est la dimension de Hausdorff de E.

Définition B.2 (Mesure de Hausdorff)
Soit E ⊂ R. La dimension de Hausdorff ou la dimension fractale de E est

dimH(E) = sup
{
s
∣∣Hs(E) = ∞}

= inf
{
s
∣∣Hs(E) = 0

}
. (B.3)
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Annexe C

Simulation de variables gaussiennes
corrélées

Cet appendice est consacré à la présentation détaillée de la méthode de simulation utilisée
pour générer les variables gaussiennes corrélées {ωl[k]}k dans la construction de MRW
log-normal. Bien que la méthode soit déjà décrite dans certains ouvrages, il nous a semblé
intéressant pour le lecteur de la rappeler brièvement ici. Nous supposerons connue une
méthode de génération de variables gaussiennes indépendantes. Si ce n’est pas le cas, nous
renvoyons le lecteur à l’ouvrage [VTPF93]. Le problème est donc de trouver une méthode
efficace pour générer des variables corrélées à partir des variables indépendantes.

Soit {X[k]}k=0,...,n−1 un échantillon gaussien dont la matrice de variance covariance Σ,
symétrique semi-définie positive, s’écrit au moyen de la fonction d’autocovariance γ

Σ =




γ(0) γ(1) . . . γ(n− 1)

γ(1) γ(0) . . . γ(n− 2)
...

...
. . .

...

γ(n− 1) γ(n− 2) . . . γ(0)




. (C.1)

Une première méthode consiste à utiliser la décomposition de Cholesky de la matrice de
covariance [LL97]. Toutefois, cette méthode est bien adaptée à la simulation de petits
échantillons, car facile à mettre en œuvre. En revanche, elle l’est beaucoup moins pour de
grandes séries, car très lente, sa complexité est de l’ordre de O(n2) [Kai86], et nécessite
aussi un très grand espace mémoire.

Nous décrivons un algorithme,proposé par Wood et Chen [WC94], qui est très précis
numériquement. Cet algorithme dont la complexité est de l’ordre de O(n log2(n)), est
basé sur une transformation de Fourier rapide [CT65]. Il permet en toute généralité la
simulation de longues séries de variables gaussiennes corrélées selon la structure souhaitée.





Annexe C Simulation de variables gaussiennes corrélées

Nous considérons la matrice circulaire de Toeplitz C de dimension m ×m, où m est un
nombre pair, tel que m > 2(n− 1),

C =




c0 c1 . . . cm−1

cm−1 c0 . . . cm−2

...
...

. . .
...

c1 c2 . . . c0




, (C.2)

où

cj =

{
γ(j), si 0 6 j 6 m

2 ,

γ(m− j), si m
2 < j 6 m− 1.

(C.3)

Si la matrice C est semi-définie positive, c’est une matrice de variance-covariance d’un
échantillon circulaire de taille m. Notons que

C = QΛQ∗, (C.4)

où Λ est une matrice diagonale des valeurs propres de la matrice C et Q est une matrice
unitaire composée des vecteurs propres de la matrice C.

La matrice Λ est donnée par

Λ =




λ0 0 . . . 0

0 λ1 . . . 0
... 0

. . . 0

0 0 . . . λm−1




, (C.5)

où

λj =
1√
m

m/2−1∑

k=0

γ(k) exp
(
i
2π

m
jk

)
+

1√
m

m−1∑

k=m/2

γ(m− k) exp
(
i
2π

m
jk

)
, (C.6)

par construction les valeurs propres λ0, . . . , λm−1 sont réelles. Et la matrice Q est indé-
pendante de la matrice C et elle donnée par

Q =
1√
m




1 1 1 . . . 1

1 ei 2π
m ei 4π

m . . . ei
2(m−1)π

m

1 ei 4π
m ei 8π

m . . . ei
4(m−1)π

m

...
...

...
. . .

...

1 ei
2(m−1)π

m ei
4(m−1)π

m . . . ei
2(m−1)2π

m




. (C.7)





Il est simple de voir que les valeurs propres λ0, . . . , λm−1 est une transformée de Fourier
discrète de la première ligne de la matrice C. De plus, pour tout vecteur v le produit
Qv est une transformée de Fourier discrète du vecteur v. En conséquence le vecteur
Y = QΛ1/2Q∗Z, où Z est un vecteur gaussien centré de matrice de variance-covariance
identité d’ordre m, peut être calculé à l’aide de deux transformations de Fourier si la
matrice C est semi-définie positive, (c-à-d. que sa valeur propre minimale est non négative).

Ensuite, nous présentons l’algorithme de simulation d’un échantillon gaussien {X[k]} :

1. On choisit la dimension1 m = 2g > 2(n− 1).

2. On définit les valeurs propres λ0, . . . , λm−1 de la matrice C, en utilisant la transfor-
mation de Fourier rapide de la première ligne de la matrice C.

3. Si la valeur propre minimale est négative alors on augment de 1 la valeur de g et
revient à l’étape 1, sinon on calcule les racines carrés des valeurs propres.

4. On simule directement, voir ci-dessus, le vecteur gaussien centré Q∗Z, où Z est un
vecteur de m variables gaussiennes indépendantes standards.

5. On définit le vecteur Y comme la transformée de Fourier de Λ1/2Q∗Z.

6. On extrait n éléments successifs de vecteur Y pour former l’échantillon souhaité.

Pour que cet algorithme soit complet, il faut décrire la simulation du vecteur Q∗Z en
étape 4. Il est simple de voir que les éléments du vecteur Q∗Z vérifient

=m
[
(Q∗Z)0

]
= =m

[
(Q∗Z)m/2

]
= 0, (C.8)

(Q∗Z)j = (QZ)m−j , pour 1 6 j < m/2. (C.9)

De plus, (Q∗Z)0, (Q∗Z)m/2,
√

2<e
[
(Q∗Z)1

]
, . . . ,

√
2<e

[
(Q∗Z)m/2−1

]
,
√

2=m
[
(Q∗Z)1

]
, . . .,√

2=m
[
(Q∗Z)m/2−1

]
sont les variables gaussiennes indépendantes standards. Pour simuler

le vecteur Q∗Z, tirons alors deux séries U0, . . . , Un−1 et V1, . . . , Vn−2 des variables gaus-
siennes indépendantes standards et construisons les variables complexes

(Q∗Z)j =





Uj , si j = 0,m/2,
Uj+iVj√

2
, si j = 1, . . . , m/2− 1,

Um−j−iVm−j√
2

, si j = m/2 + 1, . . . , m− 1.

(C.10)

Pour conclure nous présentons deux conditions sur la forme de la fonction d’autocova-
riance γ(h) pour que la matrice C de dimension minimale possible m = 2(n − 1) soit
semi-définie positive :
– La fonction γ(h) est non négative et convexe pour h positifs [DN97, Gne98].
– La fonction γ(h) devient nulle pour h > h0, où h0 est quelconque, et de plus n > h0

[DN97, CD99, Gne00].

1La dimension égale à une puissance de 2 permet d’augmenter l’efficacité de l’algorithme grâce à
l’utilisation de la transformation de Fourier rapide.
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Annexe D

Inégalités

Proposition D.1
Pour tout réel x, on a

ex > 1 + x. (D.1)

Preuve - D.1 -
La fonction f(x) = ex − 1 − x est strictement convexe et atteint son minimum au point
x0 = 0, où la dérivée s’annule

f ′(x0) = ex0 − 1 = 0. (D.2)

Sa valeur minimale est égale à f(x0) = ex0 − 1− x0 = 0, donc

f(x) = ex − 1− x > f(x0) = 0, (D.3)

d’où l’on déduit l’inégalité souhaitée (D.1). ¥

Proposition D.2
Pour tout ε positif strictement inférieur à 1 et pour tout entier positif N , il existe mε(N)
et Mε(N) positifs tels que

mε(N)|x|N+1 6
∣∣∣ ln(1 + x) +

N∑

k=1

(−1)k

k
xk

∣∣∣ 6 Mε(N)|x|N+1, pour x ∈ [−ε, ε]. (D.4)

De plus, pour N impair, on a

ln(1 + x) +
N∑

k=1

(−1)k

k
xk 6 0, pour x ∈ (−1, +∞). (D.5)

Preuve - D.2 -
On considère la fonction f(x) définie par

fN (x) = (−1)N ln(1 + x) +
∑N

k=1
(−1)k

k xk

xN+1
. (D.6)
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Lemme D.3
La fonction fN (x) est continue décroissante sur l’intervalle (−1, +∞).

Preuve - D.3 -
Elle vérifie la propriété limite

lim
x→0

fN (x) =
1

N + 1
, (D.7)

donc la fonction fN (x) est continue sur l’intervalle (−1,+∞). Sa dérivée s’écrit

f ′N (x) = (−1)N
[
− (N + 1) ln(1 + x)

xN+2
+

1
(1 + x)xN+1

−
N∑

k=1

(−1)k(N − k + 1)
k

xk−N−2
]
,

(D.8)

On considère la fonction gN (x) définie par

gN (x) = xN+2f ′N (x) = (−1)N
[
− (N + 1) ln(1 + x) +

x

1 + x
−

N∑

k=1

(−1)k(N − k + 1)
k

xk
]
.

(D.9)
Elle vérifie la propriété limite

lim
x→0

g(x) = 0, (D.10)

et donc la fonction gN (x) est continue sur l’intervalle (−1, +∞). Sa dérivée s’écrit

g′N (x) = − xN+1

(1 + x)2
. (D.11)

En conséquence, la dérivée f ′N (x) est négative

f ′N (x) 6 0, pour x ∈ (−1,+∞), (D.12)

et donc, la fonction fN (x) est décroissante. ¥

Lemme D.4
La fonction fN (x) est positive sur l’intervalle (−1,+∞).

Preuve - D.4 -
On donne la démonstration par récurrence.

La fonction f0(x) = ln(1+x)
x est positive.

Supposons qu’on a déjà démontré que la fonction fN (x) est positive.

Pour x négatif la fonction fN (x) est positive puisque sa dérivée est négative.

Pour x positif la fonction fN (x) vérifie

fN (x) 6 1
1 + N

(D.13)





en conséquence, on a

(−1)N
[
ln(1 + x) +

N∑

k=1

(−1)k

k
xk

]
6 xN+1

N + 1
, pour x > 0, (D.14)

et donc

(−1)N+1
[
ln(1 + x) +

N+1∑

k=1

(−1)k

k
xk

]
> 0, (D.15)

ce qui signifie que la fonction fN+1(x) est positive. ¥

D’après les deux lemmes, on a

fN (−ε) > fN (x) > f(ε) > 0, pour x ∈ [−ε, ε], (D.16)

Et donc

fN (ε)|x|N+1 6
∣∣∣ ln(1 + x) +

N∑

k=1

(−1)k

k
xk

∣∣∣ 6 fN (−ε)|x|N+1, pour x ∈ [−ε, ε]. (D.17)

De plus, si N est impair, on a

− xN+1fN (x) = ln(1 + x) +
N∑

k=1

(−1)k

k
xk 6 0. (D.18)

¥

Proposition D.5
Pour tout réel x supérieur à −1, on a

ln(1 + x) 6 x. (D.19)

Preuve - D.5 -
L’inégalité (D.19) est une conséquence directe de l’inégalité (D.5) pour N égal à 1. ¥

Proposition D.6
Soit p un nombre entier, alors pour tout réel x et tout positif ε, on a

xp 6
( p

eε

)p
eεx (D.20)
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Preuve - D.6 -
En appliquant l’inégalité (D.1) à εx

p − 1, on a

εx

p
6 e

εx
p
−1

. (D.21)

En calculant la pième puissance on en déduit l’inégalité souhaitée. ¥

Proposition D.7
Soit n un nombre entier, alors pour tout positifs x et h, on a

| ln(x)|n 6
(n

e

)n (
x−hh−n + x

)
. (D.22)

Preuve - D.7 -
Il suffit de démontrer que

| ln(x)|n 6
{(

n
e

)n
x−hh−n, si x ∈ (0, 1),(

n
e

)n
x, si x > 1.

(D.23)

Pour démontrer la première affirmation, appliquons l’inégalité (D.19) à 1
ex−

h
n − 1

ln
(

1
e
x−

h
n − 1 + 1

)
= −h

n
ln(x)− 1 6 1

e
x−

h
n − 1, (D.24)

ce qui nous amène, pour x ∈ (0, 1)

|ln(x)|n = (− ln(x))n 6
( n

he
x−

h
n

)n
=

(n

e

)n
x−hh−n. (D.25)

Tandis que pour la deuxième affirmation, appliquons l’inégalité (D.19) à 1
ex

1
n − 1

ln
(

1
e
x

1
n − 1 + 1

)
=

1
n

ln(x)− 1 6 1
e
x

1
n − 1, (D.26)

et en conséquence,
ln(x) 6 n

e
x

1
n , (D.27)

d’où nous pouvons déduire l’inégalité souhaitée, pour x > 1.

¥





Proposition D.8
Pour tout ε positif strictement inférieur à 1, on a

ε− ln(1 + ε)
ε2

x2 6 x− ln(1 + x) 6 −ε + ln(1− ε)
ε2

x2, pour x ∈ [−ε, ε]. (D.28)

Preuve - D.8 -
L’inégalité (D.28) est une conséquence directe de l’inégalité (D.5) pour N égal à 1. ¥

Proposition D.9
Pour tout ε positif strictement inférieur à 1, il existe Mε tel que

∣∣∣ ln(1 + x)− x +
1
2
x2

∣∣∣ 6 Mε|x|3, pour x ∈ [−ε, ε]. (D.29)

Preuve - D.9 -
L’inégalité (D.29) est une conséquence directe de l’inégalité (D.4) pour N égal à 2. ¥
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Annexe E

Fonction d’autocovariance de la
magnitude renormalisée

On note

ρT (t) = λ2 ln
(

T

|t|
)

1{|t|6T}, (E.1)

la limite des fonctions d’autocovariance (3.122), utilisée pour la construction de la mesure
MRM log-normale, lorsque l tend vers zéro.

La fonction d’autocovariance de la magnitude renormalisée, introduite dans la section 5.3,
est donnée par l’expression suivante

ρΩ(τ, ∆1, ∆2) = Cov[Ω(∆1)− Ω(0),Ω(τ + ∆2)− Ω(τ)] =

∆1∫

0

du

τ+∆2∫

τ

dvρT (u− v). (E.2)

Il est simple de voir que la fonction d’autocovariance (E.2) de la magnitude renormalisée
est proportionnelle au coefficient d’intermittence λ2, alors pour alléger les calculs, sans
perdre en généralité, on peut considérer λ2 égal à 1.

Cas ∆1 = ∆2 = ∆ 6 T

ρΩ(0,∆1, ∆2) = ∆2 ln

(
Te3/2

∆

)
. (E.3)
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Cas ∆1 6 ∆2 6 T

ρΩ(0, ∆1, ∆2) =
∆2

1

2
ln

(
Te3/2

∆1

)
+

∆2
2

2
ln

(
Te3/2

∆2

)
− (∆2 −∆1)2

2
ln

(
Te3/2

∆2 −∆1

)
(E.4)

Cas ∆1 6 T 6 ∆2 6 T + ∆1

ρΩ(0, ∆1, ∆2) =
H2

2
ln

(
Te3/2

H

)
− (∆2 − T )2

2
ln

(
Te3/2

∆2 − T

)
+ T∆2 − T 2

4
. (E.5)

Cas ∆1 6 T 6 T + ∆1 6 ∆2

ρΩ(0, ∆1, ∆2) =
∆2

1

2
ln

(
Te3/2

∆1

)
+ T∆1. (E.6)

Cas T 6 ∆1 = ∆2 = ∆

ρΩ(0,∆1, ∆2) = 2T∆− T 2

2
. (E.7)

Cas T 6 ∆1 6 ∆2

ρΩ(0, ∆1, ∆2) = T∆1 + T∆2 − T 2

2
− (∆2 −∆1)2

2
ln

(
Te3/2

∆2 −∆1

)
. (E.8)

Cas τ 6= 0

ρΩ(τ, ∆1,∆2) = ρΩ(0, ∆1, τ + ∆2)− ρΩ(0, ∆1, τ). (E.9)
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Fonction d’autocovariance de
magnitude

Nous rappelons la définition de la fonction ρ(t)

Définition F.1
La fonction ρ(t) est définie comme une limite

ρ(t) = lim
l→0

ρl(t) =

{
λ2 ln

(
T
t

)
, si 0 6 t < T ,

0, si T 6 t,
(F.1)

où la fonction ρl(t) est définie par (3.122)

Proposition F.1
La transformée de Fourier ρ̂(ω) de la fonction ρ(t)

ρ̂(ω) =

∞∫

−∞
ρ(t)eiωtdt (F.2)

est réelle et positive et elle est une fonction paire.

Preuve - F.1 -
La fonction ρ(t) est paire ρ(−t) = ρ(t) alors sa transformée de Fourier est réelle. Considé-
rons la partie réelle de la transformée de Fourier de la fonction ρ(t)

ρ̂(ω) = <e[ρ̂(ω)] =

∞∫

−∞
ρ(t) cos(ωt)dt = 2

T∫

0

ln
(

T

t

)
cos(ωt)dt (F.3)

en appliquant l’intégration par partie, nous avons

ρ̂(ω) = <e[ρ̂(ω)] =
2
ω

T∫

0

sin(ωt)
t

dt =
2
ω

ωT∫

0

sin(t)
t

dt =
2
ω

Si(ωT ) > 0, (F.4)
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où nous avons utilisé le fait que la fonction Si(x) s’annule seulement en zéro [AS65].

De plus, il est simple de voir que la transformée de Fourier vérifie

ρ̂(−ω) = ρ̂(ω), (F.5)

et donc elle est paire. ¥

Proposition F.2
Soient t1, . . . , tn réels, alors la matrice Σ définie comme

(Σ)jk = ρ(tj − tk) (F.6)

est symétrique semi-définie positive, c’est-à-dire que pour tout vecteur a = (a1, . . . , an), le
produit aT Σa est non négatif.

De plus, la fonction ρ(t) peut être représentée comme une convolution

ρ(t) =

∞∫

−∞
ρ̃(t− s)ρ̃(s)ds. (F.7)

Preuve - F.2 -
Nous pouvons définir la fonction ρ̃(t) comme

ρ̃(t) =

∞∫

−∞
ρ̂1/2(ω)e−iωt dω

2π
. (F.8)

puisque la transformée de Fourier ρ̂(ω) est positive. La valeur en tj− tk de la fonction ρ(t)
peut être alors représentée sous forme de la convolution

ρ(tj − tk) =

∞∫

−∞
ρ̃(tj − s)ρ̃(s− tk)ds, (F.9)

puisque la transformée de Fourier d’une convolution est égale au produit des transformées
de Fourier

f̂ ◦ g(ω) = f̂(ω)ĝ(ω). (F.10)

La matrice Σ peut être donc représentée comme

Σ =

∞∫

−∞
R(s)RT (s)ds, (F.11)





où le vecteur R(s) de dimension n est défini par

R(s) =




ρ̃(t1 − s)
...

ρ̃(tn − s)


 . (F.12)

Pour tout vecteur a = (a1, . . . , an) le produit aT Σa est donné par

aΣaT =

∞∫

−∞
aT R(s)RT (s)ads =

∞∫

−∞

(
aT R(s)

)2
ds > 0. (F.13)

¥
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Annexe G

Lemme auxiliaire

Lemme G.1
Soit X une variable aléatoire d-dimensionnelle telle que les moments m(k)(p) (k entier)
des produits scalaires (p, X) sont finis et vérifient la condition limite

lim
k→∞

1
k!

m(k)(p) = 0, pour tout p ∈ Rd. (G.1)

Si {Xj}j une suite de variables aléatoires d-dimensionnelles telles que les moments m
(k)
j (p)

des produits scalaires (p, Xj) sont finis. Alors

lim
j→∞

m
(k)
j (p) = m(k)(p) =⇒ Xj

L→ X. (G.2)

Preuve - G.1 -
Cette démonstration est une généralisation multidimensionnelle du cas mono-dimensionnel
traité dans [Chu74].

Pour p fixé, le développement en série de Taylor de ei(p,x) autour de zéro s’écrit

ei(p,x) =
2n−1∑

k=0

ik(p, x)k

k!
+

i2n(p, x)2n

(2n)!
ei(p,x)ξ, avec ξ ∈ [0, 1]. (G.3)

En conséquence, nous avons

E
[
ei(p,Xj)

]
=

2n−1∑

k=0

ik

k!
E

[
(p,Xj)k

]
+

i2n

(2n)!
E

[
(p, Xj)2nei(p,x)ξ

]
, avec ξ ∈ [0, 1]. (G.4)

La différence des fonctions caractéristiques est donnée par

∣∣∣∣E
[
ei(p,Xj)

]
− E

[
ei(p,X)

]∣∣∣∣ 6
2n−1∑

k=0

∣∣∣m(k)
j (p)−m(k)(p)

∣∣∣
k!

+
m

(2n)
j (p) + m(2n)(p)

(2n)!
. (G.5)
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Etant donné ε > 0, il existe un nombre entier n = n(ε) tel que

2m(2n)(p) + 1
(2n)!

6 ε

2
. (G.6)

Etant donné n(ε), il existe un nombre entier j0 = j0(ε) tel que, pour tout j > j0

m
(2n)
j (p) 6 m(2n)(p) + 1, (G.7)

et de même
max

06k62n−1

∣∣∣m(k)
j (p)−m(k)(p)

∣∣∣ 6 ε

2e
. (G.8)

Finalement, la partie gauche de l’équation (G.5) peut être majorée par

∣∣∣∣E
[
ei(p,Xj)

]
− E

[
ei(p,X)

]∣∣∣∣ 6 ε

2e

2n−1∑

k=0

1
k!

+
(2m(2n)(p) + 1)

(2n)!
6 ε, (G.9)

et donc la suite {Xj}j converge en loi vers X. ¥
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Article

L’article [MBK06] qui suit porte sur le problème de l’estimation de la probabilité d’obser-
vation des événements extrêmes dans des réalisations de certains processus multifractals.
Il est consacré également à l’étude du comportement des distributions de probabilité à
queues épaisses associées à telles données. Le résultat crucial de cet article est que, dans
le cadre des processus multifractals, l’approche classique des valeurs extrêmes n’est pas
valide, à cause de corrélations à longue portée présentées dans ces processus. Le calcul
quantitatif, qui fait appel à des outils de l’analyse multifractal, et notamment au spectre des
singularités, justifié par les expériences numériques, permet de montrer que les valeurs des
exposants de queues obtenues à l’aide des estimateurs classiquement utilisés (estimateur
de Zipf, Hill ou Pickands) peuvent être différentes à celles théoriques. Les applications aux
séries financières permettent d’expliquer l’écart observé entre les valeurs des exposants des
queues indiquées par plusieurs travaux économetriques et les valeurs théoriques obtenues
dans le cadre du modèle MRW log-normal.

Il s’agit du premier article publié dans le cadre de cette thèse. Plusieurs des résultats de
cet article sont présentés au chapitre 4.
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