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INTRODUCTION

En 1857, en traduisant dans une langage moderne, Riemann a montré que ’équa-
tion hypergéométrique peut étre reconstruite, & isomorphisme prés, & partir de la
connaissance de ses monodromies aux points 0, 1 et oco. Dans une langage moderne,
on dit que I’équation hypergéométrique est rigide et que son systéme local est physi-
quement rigide. Katz, dans son livre Rigid Local Systems [11], donne une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un systéme local £ sur P! soit physiquement rigide
(Théoréme 1.1.2 page 14). Dans la section 3.1 on étend cette définition au cadre des
Dpi-modules en utilisant la notion d’extension minimale, laquelle est présentée dans
le chapitre 2.

Katz montre, cf. [11] Théoréme 3.0.2 page 91, que la transformation de Fourier, en
caractéristique positive, préserve I'indice de rigidité des faisceaux pervers irréductibles,
pourvu que ni le faisceau ni sont transformé de Fourier soient & support ponctuel.
D’autre part Katz pense aussi que la transformation de Fourier dans le cadre des D-
modules doit préserver 'indice de rigidité, cf. [11] page 10. En utilisant ces conditions
comme guide, on infére I’énoncé du théoréme 3.2.1, cf. section 3.2, et on le démontre
dans le cas oil le module de départ est régulier sur P'. Pendant la préparation de
cette these, S. Bloch et H. Esnault ont montré ce résultat en toute généralité dans
[2]. Nous proposons ici une démonstration différente lorsque le module de départ est
a singularités réguliéres sur P'.

La démonstration est faite en comparant 'indice de rigidité d’un Dpi-module, cf.
Théoréme 3.1.1, et de son transformé de Fourier, cf. Théoréme 3.1.7. L’expression
de l'indice de rigidité du Dpi-module de départ fait appel a la connaissance de la
monodromie sur chacun de ses points singuliers et ’expression de I’indice de rigidité
de son transformé de Fourier fait appel & la connaissance de la monodromie en 0 et des
monodromies de la décomposition de Turrittin a I'infini. Les notions de transformation
de Fourier et de décomposition de Turrittin sont présentées dans le chapitre 1. Dans
son livre Equations différentielles a coefficients polynomiauxz Malgrange montre, d’une
fagon analytique, que ces monodromies ne sont pas indépendantes, cf. [16] Théoréme
XII.2.9 page 203. Dans le chapitre 3 on le démontre d’une fagon algébrique en utilisant
aussi la notion de couples d’espaces vectoriels, notion présenté dans le chapitre 2.






CHAPITRE 1

MODULES SUR LES ANNEAUX D’OPERATEURS
DIFFERENTIELS

Le but de ce chapitre introductif est de rappeler, tantot au niveau des germes tantot
au niveau de l'algébre de Weyl, les notions d’holonomie, de localisation, de connexion
méromorphe, de régularité / irrégularité, de transformation de Fourier, d’inversion,
de dualité et la notion de irréductibilité, (laquelle va jouer un role important dans
la préservation de l'indice de rigidité par transformation de Fourier notion qui sera
présentée dans le chapitre 3).

Le résultat important de ce chapitre est le Théoréme 1.9.5 (décomposition de Tur-
rittin & I'infini du transformé de Fourier d’un A;-module holonome régulier, y compris
I'infini), lequel est un cas particulier d’un résultat déja connu — le Théoréme 1.9.1,
mais ici on donne une démonstration directe, sans avoir besoin de ramifier, car la
pente a 'infini du polygone de Newton est égale a 1.

Dans ce chapitre on s’intéresse aux anneaux d’opérateurs différentiels & coefficients
sur un des trois anneaux suivants : Clxy,...,z,] (polyndmes a n variables), C{z}
(séries convergentes), C[z] (séries formelles) et aux modules sur ces anneaux.

1.1. Anneaux d’opérateurs différentiels

Dans cette section on présente la définition de 'algébre de Weyl de dimension n et
la définition des algébres D et D. Ensuite on présente des algorithmes de division, en
dimension 1, pour ces trois algébres, grace auxquels on peut caractériser les idéaux
de ces trois anneaux (A, D et 73) cf. section 1.2.

1.1.1. L’algébre de Weyl

On va définir I'algébre de Weyl comme un anneau d’opérateurs dans un C-espace
vectoriel de dimension infinie. Pour cela, on commence par fixer quelques notations.
Dans ce mémoire C[X] désigne 'anneau des polynomes C[xy,...,z,]. Son algébre
d’opérateurs linéaires est notée Endc(C[X]) et ses opérations sont l'addition et la
composition des opérateurs. L’algébre de Weyl sera définie comme une sous-algébre
de Endc(C[X]).
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Définition 1.1.1 (Algébre de Weyl). Soient Z1, ..., T, les opérateurs de C[X] dé-
finis par les formules Z;(f) = x; f, pour chaque f € C[X] et J,, les opérateurs définis
par O, (f) = g%_, pour chaque f € C[X]. On note 4, la sous-algébre de Endc(C[X])
engendrée par les Z; et les 0, et on lappelle l'algébre de Weyl d’ordre n.

Seulement dans la section 2.6 on aura besoin de travailler avec des algébres de Weyl
d’ordre plus grand que 1. Dorénavant, dans ce chapitre, on va étudier, avec plus de
détail, I'algébre de Weyl A;.

Proposition 1.1.2. Tout élément P € A1\ {0} peut étre écrit, de fagon unique, sous
la forme Zg:o a;(z)0%, ot a;(x) € Clz] et ag # 0.

Démonstration. Cf. Proposition 1.2.3 [13] page 3. O
Définition 1.1.3. Soit P = Z?:o a;(z)0% un élément de A;. On appelle exposant de
P, et on note exp(P), le couple (d = deg, P,d(P) = degaq(x)).

Cet exposant est additif par rapport au produit :

exp(PQ) = exp(P) + exp(Q)

(somme en N2.) En effet, si Q = b, (2)0™ + --- + bo(x), on peut écrire PQ =
ad(2)bm (2)0F™ + R, R = ¢, (2)0" + -+ + co(x), ot n < d + m. On en déduit
de cela une "assertion de division"

Théoréme 1.1.4. Soient A, P € A; tels que exp(P) = (d,0). 1l existe un seul couple
(Q, R) d’éléments de Ay tel que :

1. A=QP+R,
deg A5—1

2. R= Z Zrklg;ka; + 8, ot degS < d et ry € C.
I=d k=0

Démonstration. Existence) Soit (n, m) = exp(A). Dans ce cas on peut écrire
- A=az™I 4+ a(x)0r + A’, ot a € C*, dega(x) < m et deg A’ < n,
- P =B2°0% +b(z)0¢ + B, ot B € C*, degb(z) < J et deg B’ < d.

Si exp(P) + N2 5 exp(A) alors :

A =A— (gxm—éa;;—d) P=cp(2)0F + -+ co(x),

ou ¢y (x),...,co(x) € Clz] et degen(z) < m ou ¢p(z) = 0.
En particulier on a exp(4;) + N2 3 exp(4). Par récurrence
on montre qu’il existe un seul couple (@, R) qui vérifie les
propriétés 1 et 2. Les couples (k,l) qui apparaissent dans : L
I’expression de R sont ceux qui sont contenus dans la partie deg P deg A

pointée de la figure 1. FIGURE 1
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Unicité) Soient (Q1,R1), (Q2, R2) deux couples qui vérifient les propriétés 1 et
2. Etant donné que A = Q1P+ Ry = Q2P+ Ry, (Q1 — Q2)P + (Rl — Rg) =0.Si
Q1—Q2 # 0 alors exp((Q1—Q2)P) € exp(P)+N2. Vu qu’aucun "monéme" de Ry — Ry
appartient & exp(P) + N2, le "mondéme" associé a exp((Q; — Q2)P) ne peut pas étre
annulé par aucun "mondéme" de Ry — R et pourtant (Q1 — Q2)P + (R1 — Rg) # 0,
alors Q1 = Q)2 et donc R; = Ro. O]

1.1.2. Les algébres D et D

De fagon analogue a l’algébre de Weyl, on va définir les algébres D et D comme
des anneaux d’opérateurs sur un C-espace vectoriel de dimension infinie.

Définition 1.1.5. Soit « lopérateur de C{z} (resp. C[z]) défini par la formule
xz(f) = «f, pour chaque f € C{x} (resp. f € C[z]) et 9, 'opérateur défini par
0:(f) = %, pour chaque f € C{z} (resp. f € C[z]). On note D (resp. D) la sous-
algebre de Endc(C{z}) (resp. Endc(C[x])) engendrée par C{z} et 9, (respectivement
Clx] et 0.,).

Proposition 1.1.6. Tout élément P € D (resp. P € ﬁ) peut étre écrit, de fagon
unique, sous la forme Zj:o a; ()0, ot a;(x) € D (resp. ai(x) € D) et ag # 0 en tant
qu’opérateur.

Démonstration. Cf. Proposition 1.2.3 [13] page 3. O

Définition 1.1.7. Soit P = Z?:o a;(z)0. un élément de D (resp. ﬁ) On appelle
exposant de P, et on note exp(P), le couple (d = deg, P, val(P) = val (aq)).

Cet exposant est additif par rapport au produit :

exp(PQ) = exp(P) + exp(Q)

(somme en N2.) En effet, si Q = by, (2)0" + - + bo(x), on peut écrire PQ =
ad(2)bm (2)0F™ + R, R = ¢, (2)0" + -+ + co(x), ot n < d + m. On en déduit
de cela une "assertion de division" :

Théoréme 1.1.8. Soient A, P € D (resp. A,P € 13) tels que exp(P) = (d,v). Il
existe un seul couple (Q, R) d’éléments de D (resp. D) tels que :

1. A=QP + R,
v—1deg A

2. R= Z Z rkl(z):z:k(?iJrS, oudeg S < d et les r(x) sont des unités ou nulles.
k=0 l=d

Démonstration. Cf. Proposition 2.1.1 [13] page 5. O
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1.2. Idéaux a gauche d’opérateurs différentiels

Dans cette section on va étudier en détail la structure des idéaux a gauche de A,
D et D. On montre que tous ces idéaux sont engendrés par deux éléments.

1.2.1. Structure des idéaux de A;

Etant donné un idéal I, I’ensemble Exp(I) est, par
définition, le sous-ensemble de N? formé par tous les
exp(P), P € I'\ {0}. En particulier

Exp(I) + N? = Exp(I)

car I est un idéal de A;. Cet ensemble a la forme indiquée
dans la figure 2. La partie pointée du bord de Exp(I) est

dénotée par ES(I) et on l'appellera [’escalier de I. On
utilisera la notation suivante :

ES(I) = {(p7 5?)7 (p + 17 51)-‘1-1)’ HERE (Q75q)}
ou p = min{deg P | P € I\ {0}} et pour chaque j 6; = min{6(P) | j = deg(P) et
P €1\ {0}}. En plus (comme on peut voir dans la figure 2)

Exp(1) = |J {(.8;) +{0} x N} U {(q,6,) + N}

p<j<q

Ficure 2

Définition 1.2.1. Une base de division de I consiste de la donnée pour chaque
(4,0;) € ES(I) d’un élément P; € I tel que exp(P;) = (J, ;).

Proposition 1.2.2. Soit I un idéal propre de Ay et {P,,...,P,} une base de division
de I. Alors :

1. Pour chaque élément A € A; il existe une famille unique d’éléments

Qp, .., Qq—1 €Clz], Qg € A1 et R € Ay tels que
A=QpP,+-- QP +R

ol
min{q,deg A} §;—1 deg A d4—1
R = E E cklxkﬁlm + E E Ckll’kai + S
l=p k=0 l=q+1 k=0

et deg S < p et les ¢ € C.
2. Avec ces notations on a A € I si et seulement si R = 0.

Démonstration. L’existence de la famille décrite en 1 est une conséquence de 1’asser-
tion de division -Théoréme 1.1.4. Pour commencer on divise A par P,. Aprés on divise
le reste par P,_;. Vu que les monoémes du reste touchés par la division par P,_; sont
de degré inférieur ou égale & ¢ —1, Q4—1 € Clz]. En itérant cette procédure on montre
I'existence des opérateurs P,,. .., P,, R vérifiant les conditions imposées par 1.
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Pour montrer 'unicité de P,,..., P, R il suffit de montrer que si QpF, + -+ +
QeP;+R=0,01Q,,...,Qq R vérifient les conditions imposées par 1, alors tous ces
opérateurs sont 0. On montre cela en examinant les exposants des @;P; qui seraint
non nuls.

Montrons maintenant la condition 2. A € [ si et seulement si R € I. Si R # 0,
alors, par construction, exp(R) & Exp(I) et donc R € I si et seulement si R=0. O

Remarque 1.2.3. Soit ES(I) = {(p,d,), (p + 1,0p41),...,(q,04)} Pescalier de I.
Prenons un systéme minimal {(j1,9;,),..., (jr,0;.)} d’éléments de ES(I) tel que
Exp(I) = Uj_; {(j,9;.) + N?} (ceux-ci sont les sommets ot I'angle est dirigé vers
Porigine). On appelle ce systéme 1’ escalier minimal de I et on le note ESM(T). On peut
reconstruire une base de division de I en connaissant ESM(I) de la fagon suivante :

. . j2—Jj1—1p. . ) Jjr—Jr-1—1p. .
le,axle,...,ax le,...,P]Pl,@wP]Tfl,...,ﬁw’" T P; |, P

(bien stir, on doit avoir j; = p et j, = ¢). On appelle P}, ,...,P;_ base de division

minimale de I.

Remarque 1.2.4. D’aprés la figure 2, 'escalier minimal ESM([]) est le sous-ensemble
maximal de Exp(I) qui vérifie les conditions suivantes de minimalité :

(1) j; = min{deg P | §;, = 6(P) et P € T\ {0}},

(2) 6, = min{6(P) | j; = deg P et P € I\ {0}},

(3) p=min{deg P| P e I\ {0},

(4) g = min{s(P) | P € I\ {0}}.

Définition 1.2.5. Une base de division minimale de I consiste de la donnée pour
chaque (j,9;) € ESM(J) d’un élément P; € I tel que exp(P;) = (4,6;).

Dans la section 1.6, cf. Corollaire 1.8.26 , on verra que la transformation de Fourier,
pour les idéaux réguliers, envoie escaliers minimaux dans escaliers minimaux.

1.2.1.1. Les idéauz sont engendrés par deux éléments
Définition 1.2.6. Soit P = Zi:o a;(z)0% € Ay, avec ap(z) € Clz] et ag #Z 0. On
appelle points singuliers de 'opérateur P les zéros de aq.

Si on admet des opérateurs différentiels a coefficients dans Clz,a; " (z)], on a l'as-
sertion de division suivante :

Lemme 1.2.7. Soit A € A;. A admet les écritures uniques suivantes :
A=PQ+R=QP+R
o (Q,R),(Q',R') € Clz,a;" ()](0,) et deg R < deg P, deg R’ < deg P.

Démonstration. Cf. Lemme 1.1.2 page 68 [13] O
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Corollaire 1.2.8. Soit I un idéal de Ay et soit P, € I obtenu selon la Définition
1.2.1. Alors chaque élément A € I admet lécriture suivante : A = QPF,, ot Q €
Clz,a; " (x)](0z). En particulier il existe a(x) € Clz], Q" € Ay tels que a(x)A = Q'P,.

Démonstration. Soit A € I. D’aprés le Lemme 1.2.7, A admet ’écriture suivante : A =
QP,+R,ou Q,R € Clz,a;"' ()](0,). Vuque R € I et deg R < deg P, R = 0, donc il
existe Q € Clz,a " (2)](9,) tel que A = QP,. En particulier, aprés la multiplication
par des puissances convenables de aq4(z), on montre qu'il existe a(x) € Clz] tel que
a(z)A=Q'P,, on Q' € A;. O

Les idéaux de A; sont relativement simples, au sens qu’ils sont engendrés par deux
éléments. Ce résultat est déja connu d’apreés les travaux de Dixmier, cf. [6] Proposition
1.6.1 page 291, et de Stafford, [25] Théoréme 3.1 page 434. On présente maintenant
une démonstration alternative qui nous permet obtenir ces deux éléments, d’une fagon
directe, quand on prend une base de division de I’idéal.

Proposition 1.2.9. Si P,, P,11,..., P, est une base de division de I alors P, et P,
engendrent I.

Démonstration. Soit J = A;.P,+A,.P; C I et considérons le A; -module I/J. Lequel
est de type fini sur A; et sur Clz], car il est engendré par les classes de Pyy1,...,P;1
grace a 1.2.2.

Etant donné que I/J est libre et de dimension finie sur Clz], cf. Lemme 1.2.10, et
que pour chaque m € I/J il existe a(z) € C[z] tel que a(x).m = 0, cf. Lemme 1.2.7,
I/J=0etdoncI=.. O

Lemme 1.2.10. Soit M un Ai-module de type fini. Si M est aussi de type fini sur
Clx], alors M est un C[x]-module libre de dimension finie.

Démonstration. Si M est de type fini sur C[z], alors M, o = M ®c[p) C{z — a},
a € C est de type fini sur C{z — a}. On va montrer maintenant que M = M, est
libre sur C{z} (la démonstration pour « # 0 est identique). Vu que M, est de type fini
sur C{z}, M/(z)M est un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit [e1],. .., [en]
une base de cet espace vectoriel, o eq,...,e, sont des représentants en M. Soit
N = Cl{z}e + - +Cz}e, C Met p: N & M —» M/(x)M le morphisme
composition. Vu que ¢ est un épimorphisme, A + ()M = M. Par le Lemme de
Nakayama A = M, ce qui entraine ’existence d’un morphisme surjectif :

C{z}" — M ——0.

Soit K le noyau de ce morphisme et (g;)i=1,..n la base canonique de C{z}". Un
élément de K admet alors lécriture Y a;e;, avec a; € C{z} et par construction
S ase; = 0 en M. Etant donné que M est aussi un A;-module 9, (3" a;e;) = 0. Vu
que eq,...,e, est un systéme de générateurs de M on peut écrire dye; = Y, bjie;, ce
qui entraine que ), (0a;/0x+3_; a;jbj;)e; = 0 et donc };(da;/0x+ 3, ajbji)e; € K.
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Etant donné que val(da;/0x + > ajbji) < wal(a;), ot val est la valuation en x = 0,
litération du procédé précédent nous ameéne au cas ou il existe ¢ tel que val(a;) =0
(i.e. a; unité). Dans ce cas 1a le passage au quotient permet de construire une combi-
naison linéaire nulle non triviale de la base {[e1], ..., [ex]} ce qui est une contradiction,
si K # 0, donc M ~ C{z}". Ceci entraine que M ®c,] Oc est localement libre, le
Corollaire [23] 4.9 page 76 entraine que M est libre (il suffit prendre ¥ = {c0}). O

1.2.2. Structure des idéaux de D et de D

Dans cette sous-section on rappele quelques résultats
de J. Briancon et Ph. Maisonobe (voir [4]).

Etant donné un idéal I de D (resp. D), ensemble
Exp(I) est, par définition, le sous-ensemble de N? formé

par tous les exp(P), P € I\ {0}. En particulier
Exp(I) + N? = Exp(I)

car I est un idéal de D (resp. D). Cet ensemble a la forme
indiquée dans la figure 3. La partie pointée du bord de

D q d

Exp(I) est dénotée par ES(I) et on I'appellera lescalier de I. On ufilf§é§ i notation
suivante :

ES(I) = {(p,p), @+ 1, apt1), -, (g, ) }
ou p=min{deg P | P € I\ {0}} et pour chaque j a;; = min{val(P) | j = deg(P) et
P eI\ {0}}. En plus (comme on peut voir dans la figure 3)
Bxp(l) = (J {0 a5) + {0} x N}U{(g ) + N’}

p<j<q

Définition 1.2.11. Une base de division d'un idéal I de D (resp. D), consiste de la
donnée pour chaque (j, ;) € ES(I) d’un élément P; € I tel que exp(P;) = (4, ;).

P, est défini & unité prés (par division).
Proposition 1.2.12. Soit I un idéal propre de D (resp. 73) et {P,,...,P,} une base

de division de I. Alors :

1. Pour chaque élément A € D (resp. A € ’13) il existe une famille unique d’élé-
ments Qp, ..., RQq—1 € C{z} (resp. C[z]), Qq € D (resp. D) et R € D (resp. D) tel
que

A=Q,P,+-- QP+ R

ol
min{q,deg A} oy —1 deg A ag—1
R = E E uklxkai + E E cklxkai + S
l=p k=0 l=q+1 k=0

et deg S < p et up; sont des constantes dont certaines peuvent étre nulles.
2. Avec ces notations on a A € I si et seulement si R = 0.
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Démonstration. Cf. Proposition 2.2.2 page 6 [13]. O

Théoréme 1.2.13. Si P,, Pyy1,..., P, est une base de division d’un idéal propre I
de D (resp. D), alors P, et P, engendrent I.

Démonstration. Cf. Proposition 2.3.1 page 7 [13]. O

Définition 1.2.14. Soit I C D, un idéal a gauche non nul. Pour cet idéal on défini
les entiers :

mo(I) = inf{degy (P) | P € I'\{0}},
mq(I) = inf{val(P) | P € T\ {0}}.

1.3. Modules holonomes

Dans cette section on présente la notion d’holonomie et on montre que les A; (resp.
D ou D)-modules holonomes non nuls sont isomorphes au quotient de 'anneau A;
(resp. D ou D) par un idéal propre.

1.3.1. A;-modules holonomes

La notion d’holonomie d’un A;-module M finiment engendré est construite a I'aide
du polynome de Hilbert d’une bonne filtration du module M. On rappelle tout de
suite les notions nécessaires pour la définir.
1.8.1.1. Degré d’un opérateur de A .

Le degré Deg d’un opérateur de A; se comporte de fagon analogue au degré d’un
polyndéme. Les différences sont dues a la non commutativité de A;.

Définition 1.3.1. Soit P € A;. On appelle degré de P, et on note Deg P, I'entier

Deg(P = i i aijxiai) = max{i +j | as; # O}.

i=0 j=0
Proposition 1.3.2. Le degré Deg, pour chaque P,P’ € Aj, vérific les propriétés
suivantes :

(1) Deg(P + P') < max{Deg(P),Deg(P’)},
(2) Deg(PP’) = Deg(P) + Deg(F'),
(3) Deg[P, P'] < Deg(P) + Deg(P’) — 2.

Démonstration. Cf. Théoréme 1.1 page 14 [5]. O
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1.8.1.2. Bonnes filtrations

Gréce au degré Deg on peut construire la famille B = (Bj)ren de sous-ensembles
de Ay, ou

By = {PEAl | Deg(P) Sk}

Cette famille est en effet une filtration de A; (cf. les détails dans [5] page 56) et on
Iappelle filtration de Bernstein.

Théoréme 1.3.3. L’anneau gradué gr®(A;) est isomorphe a Clx, ).
Démonstration. Cf. [5] Théoréme 3.1 page 58. O

Définition 1.3.4 (Bonne filtration). Soit M un A;-module et I' une filtration de
M croissante, exhaustive et compatible a la filtration B. On dit que la filtration I" est
bonne s’il existe ky € N tel que I';1x = B;['g, pour chaque k > ko et pour chaque
i>0.

Proposition 1.3.5. Tous les Aj-modules finiment engendrés admettent une bonne
filtration.

Démonstration. Pour chaque A;-module M finiment engendré, il suffit prendre la
filtration Iy M = >"""_ | Bju, (laquelle est bonne), ot u1,. .., u, sont des générateurs
de M. O

Proposition 1.3.6. Si ' et Q sont deuz bonnes filtrations du Ai-module M compa-
tibles a la filtration B, alors il existe k € N tel que

Q;_; €Ty C Q4

pour chaque 7 > k.
Démonstration. Cf. [5] Proposition 3.2 page 72. O

Proposition 1.3.7. Une filtration ' croissante, ecrhaustive et compatible & la filtra-
tion B d’un Ai-module M est bonne si et seulement si

gI"FM = @ Fi+1/ri
i>0

est finiment engendré sur grBA;.
Démonstration. Cf. [5] Proposition 3.1 page 71. On remarque que Coutinho prends

pour définition de bonne filtration d’un A;-module M, une filtration I" telle que gr’ M
est finiment engendré. O
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1.8.1.8. Dimension

Proposition 1.3.8. Si M = ®;>9M; est un module gradué finiment engendré sur
Vanneau C[X], alors il existe un polynome x(t) € Q[t] et un entier positif N tel que

Z dime M; = x(s),
i=0
pour chaque s > N.

Démonstration. Cf. [5] Théoréme 1.1 page 74. O

Si M est un A;-module finiment engendré, alors il admet une bonne filtration T’
relativement & B et son gradué est finiment engendré sur "anneau gr® A, ~ C|z, y] (cf.
Théoréme 1.3.3). Le polynome x(¢,T', M) est appelé le polynéme de Hilbert de M.

Définition 1.3.9 (Dimension). Soit M un A;-module finiment engendré et I une
bonne filtration de M. On appelle degré de M a deg x(¢,T', M) et on le note d(M).

Proposition 1.3.10. Si M est un A;-module finiment engendré le degré d(M) ne
dépend pas du choix de la bonne filtration de M.

Démonstration. Soient I' et (2 deux bonnes filtrations de M. Par la Proposition 1.3.6 il
existe k tel que 2;_p C I'; C Q4. En particulier dime Q;_j < dime I'y; < dime Qj44.
Grace a la Proposition 1.3.8 on a pour j > 0

Vu que le comportement de ce polynéome a l'infini est déterminé par le mondéme de
plus grand degreé, x(¢,Q, M) et x(¢t,T', M) ont le méme degré et donc d(M) ne dépend
pas du choix de la bonne filtration de M. [

1.83.1.4. Holonomie

Définition 1.3.11 (Holonomie). Un A;-module finiment engendré M est dit holo-
nome si M =0 ousi d(M) = 1.

Proposition 1.3.12. Les Aj-modules holonomes sont isomorphes a4 Ay/I ot I est
un idéal non nul de A;.

Démonstration. Cf. [5] Proposition 1.3 et Corollaire 1.2 page 87. O

1.3.2. D et D-modules holonomes

La notion d’holonomie d’un D (resp. ﬁ)—module M finiment engendré est construite
a laide du polynéme de Hilbert d’'une bonne filtration du module M. On rappelle
tout de suite les notions nécessaires pour la définir.
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1.8.2.1. Degré d’un opérateur de D ou de D

Le degré deg, d'un opérateur de D (resp. ﬁ) se comporte de facon analogue au
degré d’un polynome. Les différences sont dues a la non commutativité de D (resp.
D).

Définition 1.3.13. Soit P € D (resp. P € 25) On appelle degré de P, et on note
degy P, I'entier
d

degy, (P = Z ai(x)('?;) =d,
i=0

ol ag(xz) # 0 en tant qu’élément de C{x} (resp. C[z].)
Proposition 1.3.14. Le degré deg,_, pour chaque P, P' € D (resp. P, P' € D) vérifie
les propriétés suivantes :

(1) degy (P + P') < max{deg, (P),deg, (P')},

(2) degy (PP') = degy (P) +degy (P'),

(3) degy, [P, P'] < degy, (P) 4 deg,, (P') — 1.

Démonstration. Analogue & la Proposition 1.3.2. O

1.8.2.2. Bonnes filtrations
Grace au degré degy on peut construire la famille (FD)gen (resp. (Fkﬁ)keN) de
sous-ensembles de D (resp. 23), ol
Fi = (P degy, (P) < }.

Cette famille est en effet une filtration de D (resp. D) (cf. les détails dans [13] para-
graphe 1.3.1 page 3).

Définition 1.3.15 (Bonne filtration). Soit M un D (resp. '5)—m0dule et FpM
une filtration de M croissante, exhaustive et compatible a la filtration (F;D)ren
(resp. (Fkﬁ)keN). On dit que la filtration Fy M est bonne s'il existe jo € N tel que
F,DF;M = F; ;M (resp. FﬂSFjM = F;41;M ) pour chaque i > 0 et chaque j > jo.

Proposition 1.3.16. Tous les D (resp. ﬁ)—modules finiment engendrés admettent
une bonne filtration.

Démonstration. Cf. [13] Proposition 3.2.2 page 10. O

Proposition 1.3.17. Si (FM)ken et (GeM)gen sont deux bonnes filtrations du D
(resp. D)-module M compatibles i la filtration (FyD)ren (resp. (FD)ren), alors il
existe jo € N tel que

Gj_iM C F;MC GjpM,
pour chaque j > jo.

Démonstration. Cf. [13] Proposition 3.2.3 page 11. O
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Proposition 1.3.18. Une filtration (FyM)gen croissante, exhaustive et compatible
a la filtration (FiD)ken (resp. (Fkﬁ)keN)d’un D (resp. ﬁ)—module M est bonne si et
seulement si
ngM = @FZ+1M/F7,M
i>0
est finiment engendré.

Démonstration. Cf. [13] Proposition 3.2.2 page 10. O

1.3.2.3. Dimension

Comme dans le cas de l'algébre de Weyl, si M est un D (resp. ﬁ)—module noethé-
rien, alors il admet une bonne filtration (FyM)ren et son gradué M est noethérien
sur Panneau C{z}[¢] = grfD (resp. C[z][¢] = grfD). La notion de dimension est
définie a partir de la fonction d’Hilbert :

Hpq(t) = dime[(x,&)" M/(z, )" M.

n=0

Celle-ci vérifie la Proposition suivante :

Proposition 1.3.19. Soit M un D (resp. D)-module noethérien et Hpq(t) sa fonc-
tion d’Hilbert. Il existe d € N et R € Z[t,t™'] tels que

R(t)
Hum(t) =
M( ) (1 — t)d
et que R(1) > 0.
Démonstration. Cf. [13] Proposition 3.4.1 page 16. O
Définition 1.3.20 (Dimension). Soit M un D (resp. D)-module noethérien,
(FxM)ken une bonne filtration de M et Hpq(t) = % sa fonction d’Hilbert. On

appelle degré de M a d et on le note d(M).

Proposition 1.3.21. Si M est un D (resp. ﬁ)-module noethérien le degré d(M) ne
dépend pas du choix de la bonne filtration de M.

Démonstration. Cf. [13] Proposition 3.3.7 page 15. O

1.8.2.4. Holonomie

Définition 1.3.22 (Holonomie). Un D (resp. D)-module finiment engendré M est
dit holonome si M =0 ou si d(M) = 1.

Proposition 1.3.23. Les D (resp. D)-modules holonomes sont isomorphes  D/I
(resp. D/I) ou I est un idéal non nul de D (resp. D).

Démonstration. Cf. [13] Corollaire 3.3.5 page 14. O
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Proposition 1.3.24. Soit M ~ D/I un D-module holonome tel que mo(I) =0 (cf.
Définition 1.2.14). Alors M ~ (D/Dg;)ml(f),

Démonstration. Cf. [26] Proposition 4.11 page 69. O

1.4. Localisation et connexions méromorphes

Dans cette section on introduit les notions de localisation et de connexion méro-
morphe et on montre I’équivalence de ces deux notions dans le cadre des D (resp. ﬁ)-
modules holonomes. On montre aussi que les A; (resp. D ou @)—modules holonomes
localisés sont isomorphes & Ay /I (resp. D/I ou D/I), o I est un idéal principal non
nul de A; (resp. D ou D).

1.4.1. Localisation sur C[z][+xX]

Notation 1.4.1. Soit ¥ = {a1,...,a,} C C un sous-ensemble fini de C. On note
Clz][*¥] l'anneau Clx, (z — a1) ™%, ..., (z — o) 71

Définition 1.4.2 (Localisation). Soit ¥ C C un sous-ensemble fini et soit M un A;-
module holonome. On appelle localisé¢ de M le long ¥ le Aj-module M ®c[y) Clz][+X]
et on le note M[*X].

Définition 1.4.3. Soit M = A;/I un A;-module holonome et soit P, = a4(x)0% +
---+ap(x) € I obtenu selon la Définition 1.2.1. On appelle points singuliers de M les
racines de aq(z).

Proposition 1.4.4. Si M un Aj-module holonome, il existe un opérateur P € Ay \
{0} et un morphisme surjectif

tel que son noyau, ker, est a support sur Uensemble ¥ = {a;--- ,a,} des points
singuliers de M (i.e. il est une somme directe de modules de torsion sur Clx — ay]).

Démonstration. Cf. [13] Corollaire 1.1.4 page 68. O
Corollaire 1.4.5. Si ¥ est l’ensemble des points singuliers d’un Aj-module holonome
M, son localisé sur ¥ est un Ai-module holonome isomorphe & Ai/(P), pour un

certain P € A; \ {0}.

Démonstration. Immédiate car ker ¢, cf. Proposition 1.4.4, est & support dans . [
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1.4.2. Localisation sur C{z}[z~!] ou C[z][z~}]

Définition 1.4.6 (Localisation). Soit M un D (resp. ﬁ)—module. On appelle loca-
lisé de M le D (resp. D)-module M @c, C{z}z™!] (resp. M Qcpy Cla][z7!]) et
on le note M[z~1].

Proposition 1.4.7. Le localisé d’un D (resp. ﬁ)-module holonome est isomorphe a
D/(P) (resp. D/(P)) pour un certain P € D\ {0} (resp. P € D\ {0}) et donc
holonome.

Démonstration. Cf. [13] Corollaire 4.2.8 page 21. O

1.4.3. Connexions méromorphes

Définition 1.4.8. Une connexion méromorphe My, on K = C{z}[z"!] ou
C[z][x~1], est un K-espace vectoriel de dimension finie munie d’une dérivation
0, vérifiant les propriétés :

(1) 0y: Mg — Mg est C-linéaire.

(2) Pour chaque f € K et m € Mg 0,(fm) = %m + fO,m.

Proposition 1.4.9. Une connexion méromorphe sur C{z}[z~] (resp. Clx][z~1]) dé-
termine un D (resp. D)-module holonome localisé et vice versa.

Démonstration. Cf. [13] Corollaire 4.3.2 page 22. O

1.5. Irréductibilité

Dans cette section on présente la notion d’irréductibilité et on présente une condi-
tion nécessaire vérifiée par les Aj-modules holonomes irréductibles.

Définition 1.5.1. Soit R un anneau avec unité. On dit qu'un R-module M est irré-
ductible si 0 et M sont les seuls sous-modules de M.

Proposition 1.5.2. Soit M = A;/(P = P,,Q = P,), cf. Proposition 1.2.9, un A;-
module holonome irréductible. Alors :

1) si P#Q, P et Q n'ont pas de facteur commun (& gauche et a droite),
2) si P =Q, P est irréductible.

Démonstration. 1) Si P, @ ne sont pas relativement primes, on a deux cas a étudier :
soit (P,Q) = (P'R,Q'R), soit (P,Q) = (RP",RQ") pour un certain R € A; \ C.
Dans le premier cas on a (P, Q) C (R) # A; et on a la surjection :

M = A /(P,Q) — Ai/(R),

dans le deuxiéme cas on a (P, Q) C (P"”,Q") # A et on a la surjection :

M = Ay/(P,Q) —» A1/ (P",Q").
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Dans les deux cas on conclut que M n’est pas irréductible, donc P et @) sont relati-
vement primes.
La démonstration de 2) est, mutatis mutandis, la méme. O

Lemme 1.5.3. Soit M # 0 un Ai-module holonome irréductible. Si M est de x -
torsion, c’est-a-dire pour chaque m € M il existe n € N tel que z"m = 0, alors

M= Al/Al.Sﬂ.

Démonstration. Vu que M est holonome, il existe un idéal I non nul de A; tel que M =
Ay /1. Etant donné que M est de z -torsion, il existe n € N tel que 2"[1] = 0, c’est-a-
dire 2™ € I, donc I C (™) C (). En particulier on a le morphisme surjectif canonique
7w Ay /T — Ay/A1.z. Vu que 7([1]) = [1] # 0, ker m # M. Par lirréductibilité de M,

ker m = 0, alors 7 est un isomorphisme. O

Corollaire 1.5.4. Soit M # 0 un A;-module holonome irréductible. SiM # Ay /A;.x,
alors M est un sous Aj-module de M[z~1].

Démonstration. Prenons le morphisme de localisation :
A M — Mz
m — mel

Etant donné que M est irréductible ker A = 0 ou ker A = M. Si ker A = M, M est de =
-torsion et alors M = A; /A;.x. Par hypothése M # A;/A;.x, alors ker A = 0 et donc
M est un sous A;-module de M[z~1]. O

1.6. Modules tordus

On présente maintenant la notion de torsion, laquelle nous permet unifier les no-
tions de transformation de Fourier, inversion et de dualité. Pour cela on commence
avec une construction générale. Soit R un anneau, M un R-module & gauche (resp.
a droite) et o un automorphisme (resp. un antiautomorphisme) de R. On définit un
nouveau module, noté M, et appelé torsion de M par o, le R-module a gauche défini
de la fagon suivante :

(1) My = M comme groupe abélien,

(2) pour chaque a € R et m € M Daction de a sur m est donnée par I'expression
aem = o(a)m (resp. a em = mo(a).)

Des calculs élémentaires montrent que M, est un R-module a gauche et que la torsion
par o définit un foncteur de la catégorie des R-modules & gauche dans elle-méme.

Proposition 1.6.1. Si R est un anneau, M un R-module & gauche (resp. a droite)
et o un autormorphisme (resp. un antiautomorphisme) de R alors :

(1) M, est irréductible si et seulement si M est irréductible.

(2) M, est un module de torsion si et seulement si M est un module de torsion.
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(3) Si N est un sous-module de M alors (M/N), ~ M,/N,.
(4) Si J est un idéal & gauche (respectivement o droite) de R et o(J) =
{o(r)|r € J} alors o(J) est un idéal a gauche de R et (R/J), ~ R/o1(J).

Démonstration. Cf. [5] Proposition 2.1 page 38, pour le cas ol o est un auto-
morphisme. Si ¢ est un antiautomorphisme la démonstration est similaire. O

1.6.0.1. Exemples d’application :

Appliquons cette construction a A; (resp. A;[x~!] ou D ou 5) afin de définir la
transformation de Fourier (resp. l'inversion ou la transformation droite-gauche).

Définition 1.6.2. La transformation de Fourrier et l'inversion sont, resp. les auto-
morphismes suivants :

La transformation droite-gauche en D (resp. 13) est antiautomorphisme :

D—G:C{x}(0,) — C{z}0,),

r = X

resp.

F et T sont des morphismes de C -algébres car les relations entre les générateurs

sont préservées. On remarque aussi que Z~! = Z. D — G est un antiautomorphisme
de C -algébres car les relations entre les générateurs sont anti-préservées.
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Définition 1.6.3. Soit M un Aj-module (resp. un A;j[z~!])-module. On appelle
transformation de Fourier (resp. inversion) le A;-module M (resp. le A;[z~!]-module
Mz.)

1.7. Dualité

Le but de cette section est de calculer ’expression explicite du dual, Ext%)(./\/l, D),
d’un D-module holonome M. Pour cela on commence par présenter la notion de
résolution libre afin de pouvoir définir la notion de complexe de cohomologie des
Extp (M, D).

Si M est un D-module de type fini alors il admet une résolution par D-modules
libres :

.8 ppi Pist prici L B pPo A

ot les ¢; sont des morphismes D-linéaires a gauche et satisfont la relation ¢;10¢; =0
et aussi Kerp; = Imy; 1. On rappelle que cette résolution est construite récursivement
en prenant des générateurs de Kery; dans chaque pas. Gréce & ce complexe on peut
construire un nouveau complexe :

HOmD(Dp07N) w—0> HOHID(Dpl,N) ﬂ) ce wt)l HomD(Dpi,./\/‘) & .

ou ¥;(f) = f o1 et Kerpg = Homp (M, N). La cohomologie de ce dernier complexe
est notée Exth (M, N) et donc on a :

Ext% (M, N) = Homp (M, N)
Exti (M, N) = Kertp; /Tmap;_;  sii> 1.

Cette cohomologie entraine que la suite exacte courte
0O—-M —-M-=M"=0

donne naissance a la suite exacte longue

0 — Homp(M",N') — Homp(M,N) — Homp(M',N) —
- EXt%J(MN?N) - EthD(MvN) - EXt%)(M/’AO —

Proposition 1.7.1. Si M est un D-module de type fini alors EthZb(M,N) =0 pour
chaque i > 2 et pour chaque D-module & gauche N

Démonstration. Cf. [13] Proposition 1.3.5 page 50. O

Définition 1.7.2. Soit M un D-module holonome. On appelle dual de M, et on note
M*, le module (Ext} (M, D))p_g.
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1.8. Régularité et irrégularité

Dans cette section on présente les notions de singularité réguliére, de singularité
irréguliére d’une connexion méromorphe et comment nous pouvons le lire sur le po-
lygone de Newton.

1.8.1. Régularité
1.8.1.1. Régularité d’un opérateur de D ou D

Dans la section 1.4 on a vu que la connexion méromorphe My, K = C{z}[z~!]
(resp. C[z][x~1]), est isomorphe & D/(P) (resp. D/(P)) ot P = > a;(z)(x0,)’,
a;(z) € C{z} (resp. C[x]) cf. Proposition 1.4.7.

Définition 1.8.1. Soit Mg = D/(P) (resp. ﬁ/(P)) une connexion méromorphe,
ot P =Y a;(z)(xd,)" est le développement de P. En multipliant P par un élément
convénient de C{z}[z ] (resp. C[z][z~!]), on peut supposer qu’au moins un des a;(z)
est une unité. Pour chaque “monome” a;(z)(xd,)* on associe le point (i, —val(a;)) de
NxZ et on appelle polygone de Newton, noté N (P), ’enveloppe convexe de I'ensemble

U {(i, —val (a;)) — N*}.

Ce polygone ne dépend pas de la fagon d’écrire P et il a la forme générique de la
figure suivante :

Définition 1.8.2. On dit que P est régulier (ou qu'’il a une singularité réguliére en
0) si N(P) est un quadrant. On dit que la connexion méromorphe My est réguliére
si elle est isomorphe & D/(P) (resp. D/(P)) avec P régulier.

1.8.1.2. Régularité d’un opérateur de Ay

Considérons P € A, P admet les écritures suivantes :

d
P = Z bk(l‘)af
k=0

Définition 1.8.3. Soit ¥ = {«1,...,a,} ensemble des points singuliers de P. On
appelle composante homogéne de poids A en x — o, a € X, de P, et on la note P,
I'opérateur

p
P\, = Zalﬁk*)\(‘r — a)k_kﬁi.
k=0
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Lemme 1.8.4. Le poids de P en « vérifie les propriétés suivantes :

(1) pa(Pl‘P?) = pa(Pl) +pa(P2);
(2) 80 po(P1) > pa(P2) alors po (P + Py) = po(Pr1).

Démonstration. Soient P,Q € Ay et po(P), pa(Q) leurs poids respectifs en . L’idée
de la démonstration consiste & décomposer P et ) en composantes homogénes selon
le poids :
Pa(P)
P = > P,
p=pa(P)—m
Pa(Q)
Q = > Qu
p=pa(Q)—m/
ou P, = Y bpp—pulx — a)k—Hok, bek—p € Cet Qu = D crp—plr — a)F=Hok,
ckk—p € C. Quand on travaille avec des opérateurs homogénes P,, et ), de poids
[1 et po respectivement, on a l'identité suivante : po (P, Qu,) = p1 + po. Pour la
montrer il suffit de le faire au niveau des "monémes". Si (z — a)'d”, (z — a)"' ¥ sont
des "mondmes" de poids w1 et po respectivement, on a :

k
’ ’ l,’k' '_m —n ’
(@-a)oix—a) oy = (z—0a)|d :(l/—n)'(k—n)!n! (x—a) "ok ™| ok

n=

l+l’7nak+k’fn
€T

(z —a)

k I'1k!
HX:;) (I’ —n)l(k —n)!n!

et donc pa (P, Qu,) = p1 + po. L’égalité précédente entraine aussi que :

m+m'

PQ: Z Z PMQMH

=0 p+p'=pa(P)+pa(Q)—1

donc pa(PQ) = Pa (P) + pa(Q)'
La propriété (2) est démontrée d’une fagon similaire, en prenant la décomposition
en composantes homogénes selon le poids. O

Définition 1.8.5. On appelle poids a Uinfini de P et on note p(P) lentier défini
par :
Poo(P) = min{k —1]ap # 0}
= min{k — deg(ax(x)) | k € {0,1,...,d}}

Le poids a l'infini de P vérifie les propriétés suivantes :

(1) Poo(P1P2) = poo(P1) + Poo (P2),
(2) sl poo(P1) < poc(P2) alors po (P1 + P2) = poo(P1).

Définition 1.8.6. P est dit a singularité réguliere en « si deg, (P) — valy(P) =
Pa(P). P est dit & singularité réguliere a I'infini si degy_(P) — 6(P) = poo(P).
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Remarque 1.8.7. Quand o = 0, la notion de régularité de P € A; C D C 23, en
x = 0, de la Définition 1.8.6 coincide avec na notion de régularité de la Définition
1.8.2.

Lemme 1.8.8. Soit P,Q € Ay. PQ est a singularité réguliére en « si et seulement
si P et QQ sont a singularité réguliére en .

Démonstration. Si P,Q sont a singularité réguliére, p,(P) = deg(P) — val,(P) et
Do (Q) = deg(Q) — val,(Q) alors p,(PQ) = deg(PQ) — val,(PQ) et donc PQ est a
singularité réguliére.

Si PQ est a singularité réguliere, p,(PQ) = deg(PQ) — val,(PQ), alors
(Pa(P) — (deg(P) — vala(P))) + (po(Q) — (deg(Q) — va (Q)))) = 0. Vu que pour
chaque A € Ay, po(A) — (deg(A) —val,(4)) > 0, et @ sont & singularités
réguliéres. O

Lemme 1.8.9. Soit P,Q € A;. PQ est a singularité réguliére a ’infini si et seulement
si P et Q sont a singularité réguliere a linfini.

Démonstration. Analogue a la démonstration du Lemme 1.8.8. O

1.8.1.3. Régularité d’un idéal de A;.

Proposition et Définition 1.8.10. Soit I un idéal non nul de A,. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe P € I tel que P est a singularité régulicre en c,

(2) L'un des opérateurs d’une base de division est & singularité réguliére en a,

(3) Tous les opérateurs d’une base de division de I son & singularité réguliere en .
On dit qu’un idéal T est a singularité régulicre (en «) si l'une des conditions précé-
dentes est vérifiée.

Démonstration. 3 = 1 Immédiate.

1 = 2 D’aprés le Corollaire 1.2.8 il existe un polynéme a(x) € Clz] tel que a(z)P =
QP,. Vu que P et a(z) sont a singularité réguliére, le Lemme 1.8.8 entraine que P,
est a singularité réguliére.

2 = 3 Résulte du Lemme 1.8.22. O

1.8.2. Irrégularité

1.8.2.1. Irrégularité d’un D-module

Définition 1.8.11. Soit M un C{z}(9;)-module holonome a gauche de type fi-

nie et A" un C{z}(d, >—module holonome & gauche. Si les espaces des solutions

Homc{x} y(MLN) et Extc{z} y (M, N) sont de dimension finie sur C, on dit que
I'indice de ./\/l relativement & N est défini et on pose :

X(M,N) = dim(c Homc{x}wm)(/\/l,./\/) - dim@ EXté{m}<az>(M>N)~
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Proposition 1.8.12. Soit 0 - M’ — M — M"” — 0 une suite exacte courte de
D-modules de type fini et N' un D-module de type fini. Si x(M',N), x(M",N) sont
définis alors x(M,N) est défini et on a :

X(M,N) = x(M',N) + x(M",N).
Démonstration. Cf. [13] Proposition 1.3.9 page 52. O
Notation 1.8.13. K, K désignent, resp. C{z}[z~1], C[z][z~].

Théoréme 1.8.14. Soit M un D-module holonome. Les indices de M relativement
a C{z}, Clz], C[z]/C{z}, K, K et K/K sont bien définis.

Démonstration. Cf. [13] Théoréme 1.3.10 page 53. Ce Thoréme est di en dimension
supéricure & Kashiwara [10]. O

Définition 1.8.15 (Irrégularité). Soit M un C{z}(d,)-module holonome a
gauche. On appelle irrégularité de M l'invariant :

iM) = x (M, Cla]) = x(M, C{z}).

Lemme 1.8.16. Si M est un C{x}(0,)-module holonome & gauche, alors : i(M) =
i(M[z1]).

Démonstration. Appelons « le morphisme canonique M — M[z71], m— m® 1. A
partir de ce morphisme on peut construire la suite exacte :

0 — kera — M - Mz~ '] — cokera — 0,

ou ker o, coker @ sont des C{z}(0,)-modules de torsion sur O,. Cette suite exacte
peut étre décomposée en deux suites exactes courtes :

(0% .
0 — kera — M — ima — 0,

0 — ima — M[z"!] — cokera — 0,
celles ci entrainent que

x(ker o, Cz]) — x(M, C[z]) + x(im e, C[z]) = 0,
x(ker a, C{z}) — x(M,C{z}) + x(im o, C{z}) = 0,
x(im o, Clz]) — x(M[z71], C[z]) + x(coker a, C[x]) = 0,
x(ima, C{z}) — x(M[z~],C{z}) + x(coker o, C{z}) = 0,
donc i(ker a) — i(M) + i(M[z™1]) — i(coker o) = 0. Si L est un C{z}(8,)-module ho-

lonome de torsion sur C{z} alors il existe k € Ny tel que £ ~ C{x}(9,)/(«*), cf. Pro-
position 1.3.24. On calcule maintenant Ext%{m}wgg)(ﬁ,((:[[m]]), Exté{m}<61>(£,C{x}),
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i =0,1 a partir de leurs complexes de solutions respectifs :

EXt(?Z{m}(Gx) (L,C[z]
Exte (0, (£, Cla]
Exte .y, (£, C{z}
EXte 10, (£, C{z}

donc i(£) = 0. Etant donné que ker « et coker a sont des modules de torsion sur C{z},
C[x] respectivement, i(M) = i(M[z~]). O

= ker [2": C[z] — C[z]] = (0)
= coker [2" : C[z] — C[z]] = C[z]/(z")
= ker [zk : C{z} — C{z}] = (0)

)
)
)
) = coker [mk : C{z} — C{a}] = C{z}/ (")

Lemme 1.8.17. Si M = D/(P) est une connexion méromorphe, ot P =
E?:o a;(z)(x0;)", aqg # 0 et au moins un des a; est une unité, alors i(M) = val(ag).

Démonstration. Cf. [13] démonstration du Théoréme 1.3.10 page 53. O

Grace a ce Lemme on peut interpréter géométriquement (M) comme étant la
distance sur le polygone de Newton de P :

1.8.2.2. Irrégularité d’un opérateur de Ay

Définition 1.8.18. Soit ¥ = {a1,...,a,} 'ensemble des points singuliers de P €
Az. On appelle irrégularité en a € ¥ (au sens de B. Malgrange) de P, le nombre :
ia(P) = pa(P) — (degy, (P) — valy(P)). On appelle irrégularité a linfini de P, le
nombre : i (P) = (deg 0;(P) — §(P)) — poo(P).

Proposition 1.8.19. Si P, P, € A;, X1,%, désignent les ensembles respectifs de
points singuliers de Py et Py et ¥ = X1 U Xo = {a1,...,q,}, alors io(P1Py) =
ia(P1) +ia(Ps), pour chaque o € 3.

Démonstration. Si o # oo alors

ia(Plpg) = pa(P1P2) — (degaz (P1P2) — vala(Png))
= pa(P1) +pa(P2) — (degy, (P1) +degy (P2) — vala(P1) — vala(P2))
= ia(P1) + ia(P2).

La démonstration dans le cas o« = oo est similaire. O
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1.8.2.3. Irrégularité d’un idéal de A;.

Définition 1.8.20. Soit I un idéal de A;. On appelle irrégularité en « de I 'entier
positif ou nul
ia(I) = min{is(P) | P € T\ {0}}.

Proposition 1.8.21. Si (P,,...,P,;) une base de division de l’idéal I, ot P; =
a;(@)0F+b7, (@) b5 (@), 5 = p. g et ai (@), (@), . b (@) € Cla),
alors il existe des éléments uniques )\EJ)(x) de Clz], oui,j € {p,p+1,...,q}, tels que :

0P, = A;p)(x)Pp + ap(7) /api1(x) Ppy1,
0uPpir = APTO(@)P, + AV (@) Pyt + api1 (2) /apsa(2) Ppro,
0Py = )‘;(zq_l)(x)Pp + A;izl)(x)Pp+1 Tt ag-1(x)/ag(x) Py

Démonstration. Etant donné que P; € I, 0,P; € 1, alors par la Proposition 1.2.2
0. Pj, j < g, admet I'écriture suivante :

0:P) = ¢j1(2)Pj1 + A (@) P+ + 2 (2) B,

ou ¢j1(x), )\;j)(:r), cee )\I(Jj)(x) € C[z], en particulier on a l'égalité :
(1) aj(z) = ¢a()aj(z)
laquelle entraine que ¢j+1(z) = a;(x)/a;+1(x) € Clz]. O

Lemme 1.8.22. Les éléments d’une base de division de I ont méme irrégularité.

Démonstration. Pour le démontrer, il suffit montrer que pour chaque j € {p,...,q—1},
ia(Pj) = ia(Pjt1). Par la définition d’irrégularité cette égalité est équivalente & :

(2) Pa(Pjt1) — vala(a;(z)/a;11(x)) = pa(F;) + 1.
Dans la Proposition 1.8.21 nous avons montré que :

(3)  (aj(x)/aj41(2)Pjs1 = (8 — AP (@) Py = AP (2) Py — - = AP (2) B,

52
cette égalité semble indiquer que pa()\i-j_)l(x)Pj_l), . ,pa()\,(,j)(x)Pp) < pa(Pj). En
effet I’égalité 2 est conséquence immeédiate des formules sur le poids, appliquées a
I'égalité 3, et du résultat plus fort : p(P;) < pa(Pj41). Montrons le :

Pour j = p on a (ap(x)/apt1(2))Ppy1 = (05 — /\gp) (x))Pp, par des formules sur le
poids on montre que pa(Pp) < Pal(Ppt1)-

Supposons le résultat vrai pour j = ¢. Par 1’égalité 3 pour j = i et par les formules
sur le poids, on a po(Pit1) > pa((ai(z)/ait1(2))Pit1) = 1 + pa(F), donc pa(F;) <
Pa(Pit1)- O
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Proposition 1.8.23. Si {P,,...,P,} est une base de division de I alors
ia(I) = ioc(Pp) = ia(Perl) == ia<Pq)a
otae€X={wm,...,a,} et ¥ est Uensemble des points singuliers de P,,.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 1.2.8 pour chaque P € I il existe Q € A; et
a(z) € C[z] tel que a(z)P = QP,. Vu que io(a(z)) = 0, et comme i,(P1P) =
ta(P1) +ia(P2), on déduit iq(P) > iq(Pp), donc in(I) = in(Pp). Les autres égalités
sont conséquence immédiate du Lemme 1.8.22. O

1.8.3. Exemple

Une fois définie la notion de transformation de Fourier (cf. la sous-section 1.6.0.1)
et la notion de régularité, on étudie comment les exposants d’un opérateur, ou d’un
idéal, de A; se comportent par transformation de Fourier.

Remarque 1.8.24. Soit P = Z?:o a;(z)0% € Ay, avec ag # 0. Si P est a singularité
réguliere a l'infini alors 6(P) = deg,(P). Cela est une conséquence immédiate de
la condition de singularité réguliére a l'infini : d — deg(aq(x)) < i — deg(a;(x)). La
condition de singularité réguliere a I'infini entraine aussi que P =37 > _ ;270
oit § = §(P), autrement dit P = ag52°9¢ + P', ot Deg(P') < d + 5. Vu que le
transformé de Fourier d’'un mondéme préserve le degré Deg on a bien la Proposition
suivante :

Proposition 1.8.25. Soit P € A1 un opérateur différentiel a singularité réguliére a
Vinfini. Si (d,6) = exp(P), alors (6,d) = exp(FP).

Corollaire 1.8.26. Soit I un idéal de A1 & singularité réguliere a ['infini. Si
Pj.,...,Pj est une base de division minimale de I, alors F~*(P;),...,F *(P},)

est une base de division minimale de F~1(I), ou F désigne le transformé de Fourier.

Corollaire 1.8.27. Soit I un idéal de Ay et (P,,...,P,) une base de division de I.
Si I est a singularité réguliere a Uinfini, alors il existe a(x) € Clx] et | € N tels que
a(x)P, = OLP,.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 1.2.8 on sait qu’il existe a(z) € Clz], I € N et
Q, Q' € A tels que

(4) a(z) Py = QPF, et xlfil(Pp) = Q/}—il(Pq)'

La deuxiéme égalité est conséquence de la régularité a l'infini de I qui entraine que 0
est la seule singulatité de F~1(I). Sans perte de généralité, le degré de a(z) et de '
sont minimales. Si on travaille en A;[*X] D Aj, o ¥ est Pensemble des singularités
en C, alors P, = a(z)"'QP,, par application de la transformation de Fourier a la
deuxiéme égalité de 4 on a 0L P, = F(Q')P,, donc

0, Py = F(Q")a™ (2)QF,,
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alors 9. = F(Q")a™ ! (2)Q.

Soit P, P, = 0. une factorisation dans A;. Vu que (1,0) = Exp(9.) = Exp(P;) +
Exp(Py), PI = a0 et P, = apd!2, avec ajag = 1 et | = Iy + lo. Etant donné
cela Q = by(z)0 et F(Q') = 02by(z), avec | = I + Iy et a(z) = bi(z)ba(x). La
substitution dans 4 donne

a(z)Py = by (2)0 P, et 2'FHP,) = a'2bo(—0.) FH(P,).
Grace a la minimalité du degré de a(z), by(z) = 1. Vu que z! est de degré minimale,

Iy =0, alors I; = [ et by(z) = a(x) et donc a(z)P, = 9L P,. O

Grace a ce Corollaire on arrive a obtenir une caractérisation des Ai-modules holo-
nomes irréductibles a singularités réguliéres, y compris 'infini qui compléte la Propo-
sition 1.5.2, comme le montre la Proposition suivante :

Proposition 1.8.28. Soit M = A/(P = P,,Q = F,), c¢f. Proposition 1.2.9, un
module holonome régulier a linfini, irréductible, non nul et a singularités sur XU{oo}.
Alors P et QQ sont irréductibles.

Démonstration. Vu que M est a singularité réguliére a l'infini, on sait qu’il existe
a(z) € Clz] et I € N tels que

(5) a(z)Q = 9, P,
grace au Corollaire 1.8.27. Ce Corollaire, par Fourier inverse, montre aussi que
(6) o' FH(P) = a(=0:)FH(Q),

malgré le fait que M ne soit pas, en général, régulier.

i) Si P = P P, avec Py, P, ¢ C, alors, par questions de degré en 9,, P> & (P, Q).
L’irréductibilité de M entraine que le sous-module Py /(P, Q) C M n’est pas nul, donc
il est égal & M, et par suite il existe S,U,V € A; tels que

SP,=1+UQ+VP.

Si on travaille en A;[*X] et vu que Ay C A;[*X], ’équation 5 peut étre écrite de la
fagon suivante :
Q=a(x) 'oLP
donc
SPy =14 Ua(z) '0L PPy + VP P,
et alors
(S —Ua(z) '0LP, — VPP, = 1.
Cette égalité entraine que deg, (S — Ua(z) 10LPy — VP) = 0 = deg,_ P2. Vu que
P, € Ay, P, € Cl[z].
Par dualité on a M* = A; /(P5 Py, Q*). L’application du méme raisonnement au dual
montre que P; € Clz], cet a dire P; € C[z] et donc P € C[z]\C. Vu que P € C[z]\C,
0 # Hpxj(M) € M. Lirréductibilité de M entraine que Hsj(M) = M. S’il existe
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ai,ap € X tels que oy # o et Hyo, ) (M), Hija,3 (M) # 0, lirréductibilité de M
entraine que Hi{s,31(M) = Higa, (M) = Hi5 (M) = M et donc M ~ A;/(xz — ay).

i) Vu que la transformation de Fourier, dans le cas régulier a l'infini, change le role
entre P et ), cf. Corollaire 1.8.26, ’application d’un raisonnement similaire a I'utilisé
pour I'équation 5 (dans ce cas appliqué & I’équation 6 reécrite de la facon F~1(P) =
v~ la(—0,)F~H(Q)) montre que M~ Ap/(x) et donc M ~ A;/(0,), si Q n’est pas
irréductible. O

1.9. Décomposition de Turrittin

Le but de cette section est de présenter les propriétés vérifiées par la décomposition
de Turrittin centrée a I'infini du formalisé du transformé de Fourier d’'un A;-module
holonome régulier y compris l'infini.

On commence par rappeler le théoréme de structure des connexions formelles ; tout
d’abord, une connexion L de rang un s’écrit, dans une base e sous la forme de = —ae,
a € Clx][z~1]; et on a un isomorphisme L' ~ L ® M, M est régulier si et seulement
si @ — @ a un pole simple. Pour chaque classe o de C[z][z~!] modulo poles simples,
on choisit un représentant & = adzx, et on appelle L., la connexion correspondant a &
(le passage aux formes est destiné a rendre les formules invariants par changement de
coordonnées et ramification). On note encore Icfy Uensemble des Clz][z~!]dz (mod
pole simple).

Théoréme 1.9.1 (Décomposition de Turrittin).  Soit M une connexion mé-
romorphe sur Clz][z~]; aprés éventuellement une ramification, i.e. le remplacement
de de C[z][z~Y] par C[t], t* = =z, et celui de M par M = C[t] ®cp) M, il existe
une décomposition M = ©L, ® M,,, w € Icpy, M, est réqulier. Si l’on suppose les w
distincts, la décomposition est unique.

Démonstration. Cf. [16] Théoréme 1.2 page 43 ou [13] Théoréme 5.4.7 page 35 O
Théoréme 1.9.2. Soit M = C[z](0.)/(P) un C[z](0)-module holonome localisé

et soit {L(l)7 . ,L(’”)} l’ensemble des pentes ordonné par ordre croissante. Alors

i) P se factorise en Py--- P, o Py,...,P. € C[z](0,) et les pentes sont resp.
(LM, .. LM},
i) M =a!_Clz]{0.)/(P;) et la décomposition est unique.

Démonstration. Cf. [13] Théoréme 5.3.1 page 30. O

Afin de présenter les propriétés vérifiées par la décomposition de Turrittin centrée
a linfini du formalisé du transformé de Fourier d’'un A;-module holonome régulier y
compris l'infini, on rappelle les résultats suivants :
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Lemme 1.9.3. Soit P € C[z](9;) tel que N(P) a au moins deuzx pentes non verti-
cales. Décomposons N (P)

en deuz parties N1 et Ny

\.\.A \

il existe une décomposition P = PPy tel que
1. N(Pl) C Ny EtN(Pg) C Na,
2. A est un sommet de N(Py) et lorigine est un sommet de N(Ps).

Démonstration. Cf. [13] Lemme 5.3.2 page 30. O

Lemme 1.9.4. Soit P € Ay et Q(x,0,) = Z o F~'P(x,0,) € Ai[z™1], alors T o
FLP(a+0,0,) = Qe 0, — ).

Démonstration. Immédiate, car F et Z sont des morphismes de C -algébres. O

On a maintenant tout ce qu’il faut pour donner la décomposition de Turrittin &
Iinfini. On donne tout de suite une démonstration directe de ce résultat déja connu :

Théoréme 1.9.5. Soit M = C[z](d,)/(P) un Clz]{d,)-module holonome & singula-
rités régulicres y compris Uinfini. Si pu(z — ay)¥ - (x — am)Fm est le coefficient du
terme de plus grand degré en 0, de P alors :

i) P = Iof‘l(P) se factorise en ]31 ---ﬁm, ot ﬁl,...,ﬁm € 731, degaw(ﬁl) =
ki,...,degs, (Pm) = km,

it) (Mrle—1))z = @D,/ @ D, /(Pi(w, 0a + %)),
ot (M}-/[PDI désigne le formalisé de (Mr[z—1])z.

Démonstration. 1) Voir Lemme 1.9.6 qui est le résultat principal de ces notes, ii)
conséquence de i), du Théoréme 1.9.2 et du fait qu'une transformation de coordonnées
convenables, i.e. les translations qui envoient, a la fois, chacune des racines de aq(x)
en 0, rendre chacun des éléments de la somme régulier en 0. O

Lemme 1.9.6. Soit P € C[z](0,) un opérateur & singularités régulicres y compris
Vinfini, ¥ = {00, B1,...,0n} Uensemble de ses points singuliers et {aq,...,am} =
(ENC)U{0}, ott oy = 0. Si p(w — g)F - (x — ) Fm est le coefficient du terme de
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plus grand degré en 0, de P (k1 peut étre égal & 0) alors, pP= ToF~1(P) se factorise
en 131-~-ﬁm, ot ﬁ1-~}3m € ﬁm, degy, ﬁl = ky,...,degy, ]3m = km, ﬁl(:v,ax) est
régulier et ou a singularité réguliére en 0, }31-(96,81), 1= 2,...,m a le polygone de
Newton comme suit :

et Pi(w,0, +5%),i=1,..

—kil—e

On peut associer a chaque pente du polygéone de Newton une filtration
de C[x][z71](d.). Pour cela on prend lapplication linéaire de deux variables
L(s0,81) = AoSo + A151, o0 Ag, A1 € N, A et Ay sont relativement primes et Aj/Ag
est la pente correspondante dans le polygdne de Newton et on définit cette filtration
de la fagon suivante :

Définition 1.9.7. Soit P € C[z][z71](9,). Si P est un ‘monome’ 2¢9% avec a € Z et
b € N on écrive

ordy (P) = L(b,b— a)
et si P =% b;(2)d avec by(z) € Clx][z~"] on écrive
ordy, (P) = max{L(i,i — val(b;) | i =0,--- ,d}.

On défine maintenant la filtration XV C[z][x~1](d,) indexée par Z de la fagon sui-
vante :

LViCl][z7)(02) = {P € Clz][z~](d,) | ordp(P) < k}.

Notation 1.9.8. L(; 1) note I'application linéaire L1,1)(50,51) = so + s1 et Ly note
Papplication linéaire Li(sg, s1) = s1.

Avant de démontrer le Lemme 1.9.6, on présente deux Lemmes qui décrivent le
comportement tantdt des opérateurs P;(z, d,) par translation (i.e. Pj(x — «, 0,), a €
C), tantot des opérateurs P;(x, d,) par translation.
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Lemme 1.9.9. Soit P(x,0,) = Zf:o a;(2)0% € Clz][z~(0s) singulier régulier en 0
tel que val(ag(x)) =m, i.e. tel que son polygone de Newton est :

A

k—m

k

alors P(x,0, + %), # 0, a le polygone de Newton :

2k —m b

Démonstration. On commence par remarquer que
P(x,0;) = a0y + Q(x,0:),  Q(x,8;) € *09 Vay_y 1 Clac] [w~](8s).
En réécrivant cette égalité d’une fagon plus adéquate a nos calculs on a
P(z,0;) = a™ *M(@?0,)" + Q'(2,8:),  Q'(w,0,) € "0 Vap_py 1 Cla] [z )(00),
ot Q'(z,0,) = > by(x)(x29,)!, donc
P2, 0, + =) = " (20, + )" + Q' (2,0, + =3).

Etant donné que z'(2%9,) € Lav Vo, 1Cla][z~1(0s), L) (i + 4,4) < k-1,
ie. i+2j <k—1,alors 2¢(220, + o) € LoV, 1 Cla][z71)(0.) et donc A, B
appartiennent au polygone de Newton, car a # 0. O

Lemme 1.9.10. Soit P(x,9,) € C[z][z~](0.) tel que son polygone de Newton est :

S

e

alors N (P(z,0, + 5)) est contenu dans le polygone :

2k —m B

b

k—m

et A appartient a N (P(z,0, + %)).
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Démonstration. On commence par remarquer que

k

P(z,0,) =Y _bia™ 0L + Q(2,0:),  Q(z,0,) € P00 Vag_pn 1 Cla] [z71(0a),
i=0

ou by, ...,br € C et by = 1. En réécrivant I’égalité d’une fagon plus adéquate a nos

calculs on a

k
P(2,0,) = > ba™ T (@20,) ' +Q (2,0,),  Q'(x,0,) € P00 Vi 1 Cla] [z )(02)

=0

ott Q'(z,0;) =Y ci(x)(2?9,)", et b}, = 1, alors

k
P(x,0, + %) = Z Viam 2k (220, + ) + Q' (x,0, + %)
i=0
Vu que 2 (2%9,)7 € 200 Voy_py 1 Cla][a7(02), L1,1)(i44,5) < k—1,1e.i+2j < k—
1, alors 2°(220, + a)? € Lav Va1 Clz][z~!]{d,). Comme pour chaque 0 < j < i,
Loy, g —(m—=2k—i+j))=Lan(y,—m+2k—i)=2k—m—i+j<2k—met
b’ =1, on a le résultat voulu. On remarque 'impossibilité de montrer que le 'mon6éme’
associé au point B a un coefficient non nul, car il y a plusieurs 'mon6émes’ dans la
droite AB qui contribuent pour ce point. O

Remarque 1.9.11. Soit P € C[z](0;) un opérateur vérifiant les conditions du
Lemme 1.9.6. P = Y }_,ax(z)0%, ot ax(z) € Clz], {as,...,am} sont les ra-
cines de a,(z) et @1 = 0 est éventuellement une racine de a,(z) (cet a dire sa
multiplicité, ki, peut étre 0) avec les multiplicités convenables, autrement dit
an(z) = (x — a1)k -+ - (x — @, ). Dire que ; i > 1 est une singularité réguliére de
P (ou régulier en «aq, si a; n’est pas racine de a,(z)) équivaut a dire que

Vj=0,...,n J = Va—ay) (@;(7)) <n— v(4_q,) (an(x))
=ki.
En particulier, si k; > m on a :
Vi=0,...,n Viz—ay) (@j(x)) > ki+j—n=(ki—n)+j>k —n,
cela veut dire que nous pouvons factoriser P de la facon suivante :
P=(z—a) P,  PeC){d,),

ou P est aussi a singularités réguliéres en {aq,...,an} et P = S 1_,an(z)oF, ou
ag(r) = ag(x)/(x — a;)*~" € C[z]. Vu que la transformation de Fourier et I'inversion
sont des morphismes de C -algébres on peut supposer sans perte de généralité que
kh...,k/’m Sn
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Si P est a singularités réguliéres en {ay, . .., a;, }, son polygone de Newton a la forme
suivant :
n — kl
7
n—K

ou K = k1 + -+ + ky,. La condition de singularité réguliére & l'infini entraine que
F~1P a au plus deux pentes a l'infini et la forme général de son polygone de Newton
est :

K-—n

k
kil —nil

Montrons maintenant le Lemme 1.9.6.

Démonstration. Vu que P a le polygone de Newton suivant :

k—F

k—K

ou K =ki+---+k, et k =degs, P. D’autre part Pale polygone de Newton suivant :

k1

En utilisant le Lemme 1.9.3, on peut factoriser P dans le produit de deux opérateurs
P= ]31]5, ou ]31 est 'opérateur associé a la pente 0 et P est le polynome associé a la

pente 1. En plus ]31, P ont, respectivement, les polygones de Newton suivants :

k=h K%
- N1

ki — K
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Si on prend maintenant P(x 4+ 2, d;), sont polygone de Newton est :

k— ko

k—K

alors ﬁ(ac, Oz + 2%) a, par le Lemme 1.9.4, le polygone de Newton suivant :

e
EAN
k— K

Par le Lemme 1.9.9 on sait que N/ (ﬁl(x, Oy + %)) est :

N

et par le Lemme 1.9.10 on sait que N (P(m, Oy + 2‘—3)) est contenu dans

K-k
ki — K

mais P(z, O0:+%53) = 131(x,8m+%)]3(17,61+%). Si on prend la pente Ly (sg, $1) = s1,
on a en particulier que ordy, (P(z, 0, +%3)) = ordr, (Py(x, Ou+22))+ordr, (P(z, 0y +

2%)), alors :

ordy, (Pla,0:+53)) = Li(kaik — k) = Li(0,)
= k—ko+k
Li(k2, —k2)
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donc le polygone de Newton de P:’(x, x

20, + ap) est comme suit :

— ko

k1 — K+

| |
ke K 2k

N

alors P(:Uﬁw + %) = Py(x,0, + %)p(x, Oz + 2%). En applicand recursivement cet
argument, le nombre de racines différentes baisse d’une unité dans chaque étape, alors

cet argument termine dans un nombre

finit de pas et donc on a le résultat voulu. [J






CHAPITRE 2

LE FAISCEAU Dy ET SES MODULES

Le but de ce chapitre est de rappeler les dualités de catégories sur une surface de
Riemann X :
Dx-modules holonomes réguliers / faisceaux pervers,
Germes de faisceaux pervers / couples d’espaces vectoriels,

et I’équivalence de catégories

germes de Dx-modules holonomes réguliers / couples d’espaces vectoriels,

.....

car, comme on va voir dans le chapitre 3, on peut exprimer les indices de rigidité a
partir des couples d’espaces vectoriels sur les points singuliers et & partir de la décom-
position de Turrittin a l'infini. On présente aussi la notion de V-filtration canonique
qui fournit une autre fagon de calculer les couples d’espaces vectoriels associés aux
germes de Dx-modules holonomes réguliers.

Dans ce chapitre on présente aussi les notions d’image inverse et directe, grace
auxquelles on obtient le rapport entre le couple d’espaces vectoriels associé & M’ en
t' = 0 et le couple d’espaces vectoriels associé a M[t~!] ren 7 = 0. La préservation de
la V-filtration canonique par une application analytique propre, pour chaque degré
de cohomologie, joue un role crucial dans I’'obtention du rapport précédent.

Finalement on présente la notion d’extension minimale qui joue un réle fondamen-
tale dans la définition de l'indice de rigidité.

Dans les deux sections suivantes on se place sur une variété analytique complexe,
mais ces résultats sont aussi valables pour une variété algébrique non singuliére sur
C, en remplacant les polycylindres par des ouverts affines.

2.1. Le faisceau Dy

Notation 2.1.1. Dans cette section X désigne une variété analytique complexe de
dimension fini, Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X, et H(Ox) le faisceau :

Home, (Ox,Ox).
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La multiplication dans Ox induit le morphisme C x-linéaire injectif i : Ox — H(Ox)
et on définis Dx (0) =i(Ox).

Définition 2.1.2. Soient X une variété analytique complexe de dimension fini et
n € N. Sin > 1 on définis :

Dx(n) = {P € H(Ox)|[P, Dx(0)] € Dx(n — 1)}.

Proposition 2.1.3. Si X est une variété analytique complexe de dimension fini, alors
(Dx(n))nen est une filtration, cet & dire pour chaque m,n € N on a :

i) Dx(n) C Dx(n+1),

ii) Dx(m)Dx(n) C Dx(m+n).

Démonstration. Cf. [1] Proposition 1.1.2 page 7. O

Définition 2.1.4. Soit X une variété analytique complexe de dimension fini. On
appelle faisceau des opérateurs différentiels holomorphes le sous-faisceau d’an-
neaux de H(Ox) noté par :

Dx =UDx (n)

Proposition 2.1.5. Si X est une variété analytique complexe de dimension fini, alors
Dx est un faisceau d’anneauzr cohérent et noethérien.

Démonstration. Cf. [1] Théoréme 1.2.5 page 18. O

2.2. Transformation droite-gauche

On présente maintenant la notion de transformation droite-gauche. On s’y intéresse
car dans la section 2.6.3 on va introduire la notion d’image directe d’un D-module
holonome a gauche et celle ci est plus facile de donner pour les D-modules holonomes &
droite. Dans cette section les D-modules sont pris sur une variété analytique complexe
X de dimension fini.

Notation 2.2.1. M9 (respectivement M%) note un Dx-module & gauche (respec-
tivement & droite). Mod(Dx)? (respectivement Mod(Dx)?) désigne la catégorie des
Dx-modules & gauche (respectivement a droite).

Lemme 2.2.2. Soient N4 un Dx-module & droite et M9 un Dx-module d gauche.
Alors N'@ ®Royx MY admet une structure canonique de Dx-module & droite avec les
actions :

me@m)-f=n-fem=n®f-m (n@m)-{=n-{@m-n®{ m,
pour chaque £ € Ox, f € Ox, n e N etm e M9,

Démonstration. Cf. [14] Corollaire 1.1.3 page 17. O
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Lemme 2.2.3. Si N% un Dx-module & droite, alors Home, (wx, N?) admet une
structure de Dx-module a gauche avec les actions :

(fro)w) =p(fw), (o)W =pw §—pW)-E
pour chaque £ € Ox, f € Ox, p € Homo, (wx,N?) et w € wx.

Démonstration. Cf. [14] Corollaire 1.1.4 page 17. O

Définition 2.2.4 (Transformation droite-gauche). Tout Dx-module MY a
gauche donne naissance a un Dx-module M? & droite en posant M? = wx ®o M9
avec les actions définies dans le Lemme 2.2.2. Réciproquement on pose M9 =
Homoy (wx, M%) avec les actions définies dans le Lemme 2.2.3.

Proposition 2.2.5 (Compatibilité des transformations droite-gauche)
Les morphismes naturels :

M9 — Homo, (wx,wx @0y MY), wx ®oy Homoy (wx, M) — M4,
sont des isomorphismes de Dx-modules.

Démonstration. En traduisant pour la langage des faisceaux, la démonstration est,
mutatis mutandis, la démonstration du Théoréme 2.11 [21] page 37. O

2.3. Dx-modules sur une surface de Riemann

2.3.1. Localisation et connexions méromorphes

Notation 2.3.1. Dans cette section X désigne une surface de Riemann et 3 un sous-
ensemble discret de X.

Définition 2.3.2. On appelle faisceau des fonctions méromorphes sur X a poles
sur ¥ et on le note Ox [*X)] le faisceau définit de la fagon suivante :

i) Ox[*X]|x\z = Ox|x\5»
ii) pour chaque p € ¥, Ox[xX], = C{z}[z~'].

Définition 2.3.3 (Holonomie). Un Dx-module M est dit holonome si pour

chaque p € X, M,, est un Dp-module holonome (cf. Déf. 1.3.22).

Définition 2.3.4 (Localisation). Soit M un Dx-module holonome. On appelle lo-
calisé de M le Dx-module M ®0, Ox[*X].

Définition 2.3.5 (Connexion méromorphe). Soit M un Ox[*X]-module holo-
nome localement libre de rang d. On dit que (M,V) est une connexion meéro-
morphe si V: M — Q% @0, M est Cy-lindaire et satisfait la régle de Leibniz

pour chaque ouvert U de X, chaque section m € T'(U, M) et chaque fonction holo-
morphe f € Ox(U).
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Proposition 2.3.6. La catégorie des modules holonomes localisés et des connexions
méromorphes sont équivalentes.

2.3.2. Dualité

On présente maintenant la notion de dualité. On s’y intéresse car avec cette notion
on peut calculer explicitement ’extension minimale des Dx modules holonomes sur
une surface de Riemann X, comme on le va voir dans la section 2.7.1.

Soient X une surface de Riemann et M un Dx-module localement libre de rang
po € N. Dans ce cas 1a M admet une résolution libre :

L2 p YISt phict 2 L2 Do 2 A ()

ot les ¢; sont des morphismes D x-linéaires satisfaisant les conditions ¢; 1 o ¢; = 0 et
Kerp; = Im ¢; 1. En particulier pour chaque € X on peut choisir une carte connexe
(U, z) tel que T'(U,¢) soit une matrice avec des entrées dans I'(U, Dx) et de méme
pour chaque I'(U, ;). Les morphismes ¢; sont construits récursivement en prenant
les générateurs de Kerp; dans chaque pas. Grace a ce complexe on peut construire un

nouveau complexe :
Do ) p1 P hi_1 Di P
Homp, (DY, N) = Homp, (DY ,N) = --- = Homp, (DY ,N) = ---

ol Yiz(fz) = fz 0 ip et Kerpo, = Homp, (M, V). La cohomologie de ce dernier
complexe est notée Ext (M, N) et donc on a :

{Ext%x (M, N) = Homp (M, N)

Extipx (M, N) = Ker; /Tmap;—1  sii > 1.

Cette cohomologie entraine que la suite exacte courte
0O—-M-M->M"-0

donne naissance a la suite exacte longue

0 — Homp, (M",N) — Homp, (M, N) — Homp, (M',N) —
— BExtp (M, N) — Extp (M,N) — Extp (M N) — -

Proposition 2.3.7. Si M est un Dx-module de type fini, alors Ext%x (M,N) =0,
pour chaque i > 2 et pour chaque Dx-module & gauche N .

Démonstration. Grace a la cohérence du Dx-module M, il suffit montrer ce résultat
au niveau des germes. Lequel est en effet vrai, cf. Proposition 1.7.1. O

Définition 2.3.8. Soit M un Dx-module holonome. On appelle dual de M, et on
note M*, le module (Exty, (M, Dx))9.
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2.3.3. Faisceaux pervers et leurs germes

Définition 2.3.9. Soit M un Dx-module holonome. On appelle solutions holo-
morphes de M le faisceau sol(M) = Homp, (M, Ox).

On dispose maintenant d’un foncteur contravariant "sol" définit sur la catégorie
des Dx-modules holonomes, Mod(Dx)p, & valeurs dans la catégorie des faisceaux
de C-espaces vectoriels Mod(Cx). On peut dériver le foncteur "sol" pour obtenir un
foncteur :

Sol = RHomp, (%, Ox) : D’(Dx);, — D’(Cx),
oit D?(Dx);, (resp. D*(Cx)) désigne la catégorie dérivée des complexes bornés des
Dx-modules a cohomologie holonome (resp. des faisceaux de C-espaces vectoriels).

Notation 2.3.10. Soit M un Dx-module holonome. Pour chaque ¢ € Z on note
Sol*(M) = h*(Sol(M)) = Extp, (M, Ox).

Proposition 2.3.11. Soient M un Dx-module holonome et M, = D, /I, o I est un
idéal non nul de D, les germes respectifs pour chaque x € X. Alors mg(My) = mo(I)
et m1(Myg) =my(I) (¢f. Définition 1.2.14) ne dépendent que de M.

Démonstration. Cf. [26] Exemple 4.5 page 67 et l'alinea ¢) = a) de la démonstration
de la Proposition 4.9 page 68. O

Définition 2.3.12. Soient M un Dx-module holonome et x un point de X. On dit
que z est un point singulier de M, si m;(M,) > 0. On appelle support singulier
de M T’ensemble de ses points singuliers et on le note X(M).

Définition 2.3.13 (Faisceau constructible). Soit £ un faisceau de C-espaces vec-
toriels sur une surface de Riemann X. On dit que £ est un faisceau constructible s’il
existe un sous-ensemble discret ¥ de X tel que :

1) L|x\x est un systéme local,
2) pour chaque z € X, dim¢ £, € N.

Définition 2.3.14 (Support singulier). Soit £ un faisceau constructible sur une
surface de Riemann X. On appelle support singulier de £ I’ensemble ¥ minimal qui
vérifie les conditions 1) et 2) de la définition précédente et on le note X(L).

Proposition 2.3.15 (Perversité du complexe Sol*). Si M est un Dx-module
holonome alors :

L. Sol’(M)|x\s(m) est un systeme local de rang mo(My) pour chaque x € X \
Z('/\/‘)7

2. supp(Sol' (M)) € (M),

3. Sol’(M), et Sol'(M), sont des C-espaces vectoriels de dimension finie pour
chaque x € X \ X(M),

4. Ty (Sol’ (M) = 0,
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5. Sol' (M) = 0 pour tout i # 0,1,
6. X(M) = X(Sol®(M)) U %(Sol* (M)).

Remarque 2.3.16. Ce résultat est dit & Kashiwara [9] en dimension supérieure.
Démonstration. Cf. [26] Théoréme 5.6 page 75. O

Corollaire 2.3.17. Le foncteur Sol envoie la catégorie dérivée des complexes bor-
nés de Dx-modules a cohomologie holonome, Db(DX)h, dans la catégorie dérivée des

complezes bornés de faisceaur de C-espaces vectoriels a cohomologie constructible,
D*(Cx)e.

Démonstration. C’est une conséquence du Théoréme 2.3.15 et de [8] Proposition 7.3
page 49. O

Définition 2.3.18 (Complexes pervers). On dit qu'un complexe K* de la catégo-
rie dérivée D?(Cx).. est pervers, si :

1. h*(K*) = 0 pour tout i # 0,1,

2. Tz (h°(K*)) = 0 pour chaque point = € X et

3. supp(h!(K®)) est discret.

Remarque 2.3.19. La términologie provient de celle des “perversités” en (co)homologie
d’intersection ([7]) et de l'interprétation des complexes d’intersection comme des
solutions de certains systémes holonomes.

Définition 2.3.20 (Régularité). Soit M un Dx-module holonome. On dit que M
est régulier si i(M,) = 0 pour chaque z € X.

Notation 2.3.21. La sous-catégorie pleine de D?(Cy).., dont les objets sont les com-
plexes pervers est notée Perv(X). De méme, la sous-catégorie pleine de Mod(Dx)
(resp. de D*(Dx) ) dont les objets sont des Dx-modules holonomes réguliers (resp.
des complexes a cohomologie holonome réguliére) est notée Mod(Dx)p, (resp.

D*(Dx)nr)-

Théoréme 2.3.22. Le foncteur Sol : Mod(Dx)p — Perv(X) est une anti-
équivalence de catégories.

Démonstration. Cf. [26] Théoréme 3.3 page 95. La structure de la preuve est essen-
tiellement la méme que celle de [17], [18], [19] et [20]. O

2.8.3.1. Germes de faisceaux pervers

Dans la Proposition 2.4.4 de la section suivante, on va voir que la catégorie des
germes de faisceaux pervers est équivalente a la catégorie des couples d’espaces vecto-
riels. Etant donné cela, on commence par définir la catégorie Pervi® (C) des faisceaux
pervers relativement a l'origine afin d’y aboutir.
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Définition 2.3.23. Un élément F* de D(C) est dit pervers relativement a {0} s'il
vérifie les conditions :

i. h*(F*) =0 pour tout i # 0,1,

ii. h(F*)|c\ {0} est un systéme local,

iii. hO(F*)o et h'(F*)o sont des espaces vectoriels de dimension finie,

iv. bl (»7:.)|(C\{O} =0et

V. F{O}(ho(]:.)) =0.

La description de ces objets est faite en utilisant 1’idée de B. Malgrange qui consiste
a décrire précisément le triangle :

(7) RIgxF® — F* — Ri,i ' F°,
ot K=R7 et i:C\ K — C est I'inclusion.

Proposition 2.3.24. Si F* est un faisceau pervers relativement a {0} et i : C\ K —
C est Uinclusion, alors Ri i~ 1F® ~ i*i_lho(]—").

Démonstration. Cf. [26] II.1 et II.1.1 3.3 page 138. O
Notation 2.3.25. E = h°(F*(C\ K)).

Vu que h?(F*)(C\ K) est localement constant, le faisceau i ~1h?(F*®) est constant
et on a le Corollaire suivant :

Corollaire 2.3.26. Si E¢\ ;¢ désigne le faisceau constant sur C \ K de fibre E, alors
ixi thO(F®) ~ ix(Ec\k)-

Vu que h°(F *)lc\foy est un systéme local (cf. ii.), tous les sections dont le support
est contenu dans K\ {0} sont nuls. Donc

Tk (hO(F*)) =Ty (RO(F*)) =0 (cf. v.).

Grace aux deux conditions précédentes et a la condition iv, le triangle 7 donne nais-
sance a la suite exacte longue de cohomologie :

(8) 0 — hO(F*) 2 i h0(F*) -5 RITF® — hY(F*) — 0.
Notation 2.3.27. F = (R!T'xF*)o.
Lemme 2.3.28. Si F* est un faisceau pervers relativement . {0}, alors R'T g F*|c\ g = 0.

Lemme 2.3.29. Si F* est un faisceau pervers relativement . {0}, alors R'T g F*| g\ {0}
est un faisceau constant de fibre E.

Démonstration. Grace & la condition v) de la Définition 2.3.23, la suite exacte 8 se
réduit a la suite suivante :

0 — h2(F*)|k\o — ixi RO (F*)|n0 — R'TKF ko — 0
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en prenant le germe en z € K\ {0}, la suite précédente donne naissance a la suite
exacte courte suivante :

. U,
0 —— hO(F*), —— i i RO (F*), —— RITx Fs —— 0

A

0 E EoFE E 0.
e (e,Tte) (e,f) = (T'f—e)

De la commutativité du premier carré du diagramme précédent, on en déduit 1’exis-
tence d'un isomorphisme qui compléte le diagramme et en particulier on a R'T'g F? ~
E, pour chaque z € K\ {0}. O

Notation 2.3.30. En prenant le germe en 0 de la suite 8 on note :

1Lou=Uy: (i thY(F*))o — (RITgF*)g et

2.v: F - E = px\oyx : RITkF*|k(K) — RITF*|x(K \ {0}) Papplication
linéaire qui permet recoller les deux faisceaux constants sur K \ {0} et {0} ayant,
respectivement, fibre E et F' dans un faisceau isomorphe a R'T'x F*.

Proposition 2.3.31. Si F* est un objet de Pervi®(C), alors vou =T — 1.

Démonstration. Grace au Corollaire 2.3.26 et aux identifications trouvées dans la
démonstration du Lemme 2.3.29 on a le diagramme commutatif suivant :

i(Ec\g)(C) = E —— F = R'Tx F*(C) =—=—=R'Tx F*|x (K)
U(C):Uozu
| | I
is(Ec\g)e =E® E—— E = (RITF*), —=R'Tx F*|x (K \ {0})

(e,f) — (T'f—e)

ol p, est le morphisme qui envoie e dans (e,e). vou =T — 1 g est conséquence de la
commutativité du diagramme précédent. O

2.4. Couples d’espaces vectoriels

On présente maintenant la catégorie des couples d’espaces vectoriels. On s’y in-
téresse car cette catégorie est équivalente (resp. anti-équivalente) a la catégorie des
D,-modules holonomes réguliers (resp. a la catégorie des germes de complexes de
faisceaux pervers).

Définition 2.4.1 (Catégorie de couples d’espaces vectoriels)
On appelle couple d’espaces vectoriels la donnée de deux espaces vectoriels de
dimension fini F, F et de deux morphismes d’espaces vectoriels u, v
E. F

| S
v
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assujettis a la relation 1 4 v owu inversible. On appelle morphisme de couples d’es-
paces vectoriels la donnée d’un couple (a,b) de morphismes d’espaces vectoriels :

E—a>El
vl/)ilu T tel que viea = bouw,
Vi vlf}u a aou = u'ob.

F——F
b
On note O la catégorie dont les objets et morphismes sont définis de la fagon précé-
dente et on I'appelle catégorie de couples d’espaces vectoriels.

Proposition 2.4.2. O est une catégorie abélienne.

Définition 2.4.3. Avec les notations de la sous-section 2.3.3.1 on définit le foncteur
suivant :

a:Pervi®(C) — ©

f. — E/NF
v

Proposition 2.4.4. Le foncteur a : Pervi®(C) — © de la Définition précédente
est une anti-équivalence de catégories.

Démonstration. Cf. [26] Proposition II1.3 page 141. O

Proposition 2.4.5. Soit F* un compleze de faisceauz pervers sur D = B.(0) C C,
€>0,j:D*— D, E=h"F*(D\R")), F = (RTg+npF*)o et T la monodromie
du systeme local h°(F®|p+), alors :

i Si F* = ji(h°(F*|p~)), alors F* est représenté par le couple d’espaces vectoriels
1g
P ) N _
E._~ E, ou E=F.
T—1g
ii Si F* = j.(h°(F*|p+)), alors F* est représenté par le couple d’espaces vectoriels
T —1g
E__5F, ouFCE.
inc
iii i F* = Rj.(h°(F*|p~)), alors F* est représenté par le couple d’espaces vecto-
T—1g
riels E:jE7 ou = F.
1g

Démonstration. La démonstration de ces trois résultats est basée dans le triangle :

(9) RT g F® — F* — Rii ' F°,



46 CHAPITRE 2. LE FAISCEAU Dx ET SES MODULES

ot K =RtNDeti:D\K — D linclusion et dans la suite exacte longue de
cohomologie associée :
(10) 0 — hO(F*) L ii ' hO(F*) L RITg F* — B (F*) — 0.
Cas : F* = ji(h°(F*|p-))

Vu que F* n’a que la cohomologie en degré 0 et que le germe a l'origine de
hO(F*|p+)o = 0, on a la suite exacte

0 — (ixi 'R (F*))o — (R'TxF*)g — 0,

ol u = Uy, donc u est un isomorphisme et en particulier on peut prendre u = 1g, en
particulieron av =T — 1g, car 1g +vu="T.
Cas : F* = j.(h°(F*|p+))

Etant donné que F* n’a de la cohomologie qu’en degré 0, on a la suite exacte
courte :

0 — RO(F*) - i i hO(F*) L RIT F* — 0.
En prenant le germe & l'origine on a le diagramme commutatif & lignes exactes :

0 —— (hO(F*))o —L2 (4, hO(F*))g —L— (R F*)o —— 0

~
~

0——{e€ E|Te=e}C ) E/ker(T — 1) —— 0,

mais on a aussi la suite exacte courte :

T—1
0——{ecE|Te=e}— E— % im(T — 1) — 0,

doncu=T-1g. Vuque lg+vu=T,onavo(T—1g)=T—-1g,alorsv: F — E
est l'inclusion et en particulier on peut prendre F' C F.
Cas : F* = Rj.(h°(F*|p+))

Soit k : D\ K < D* l'inclusion et £ = h°(F®|p-). £ est un faisceaux locale-

ment constant, lequel peut étre regardé comme un complexe de faisceaux pervers. Ce
complexe donne naissance au triangle :

ROg+L — L — Rk k'L,
Associé a ce triangle on a la suite exacte longue de cohomologie :

(11) 0 —— hORT g L) — hO(L) — hO(Rk.k~1L) ]

L> hY(RT g« £) —— R (L) —— KRk k™1L) —— - -

Vu que h°(L)|p- est un systéme local, h*(£)|p- = 0, pour chaque i > 0. Etant
h°(L)|p+ un systéme local, leurs sections dont le support est contenu dans K \ {0}
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sont nulles, donc h°(RT'x~L) = 0. On peut aussi montrer que Rik, k=1L = 0, pour
chaque ¢ > 0 :
e siz € D*\ K, on prends une base d’ouverts B = {B.(z) C D* | B.(x)N K = (}.
Gréace a laquelle on a :
(R'k kL), = lim HY(B\K,L)
BeB

= lim H(B, L)
BeB

= @79 lim H'(B,C)
BeB
=0

e si z € K*, on prends une base d’ouverts B = {B.(x) C D* | ¢ < z}. Gréace a
cette base on a :

(R'kk™'L), = lim H(B\K,L)
BeB

= lim H(B*UB™,L)
BeB

= lim H(B*, L)@ H (B, L)
BeB

= @1 lim H(B*,C) ® &[F lim H(B~,C)
BeB BeB
=0

ou Bt =Bn{xzeC|Sm(z) >0}, B-=Bn{xeC|3Im(z) <0}

Mais la suite exacte longue 11 entraine que R‘Tx+£ = 0, pour i > 2, donc RI g+ L
est concentré en degré 1, cet a dire :

(12) RIpL = R L[+1),
en particulier on a la suite exacte courte :
(13) 0— L — kk 'L —RITg-L—0,
laquelle donne naissance au triangle :

L — Rkt~ 'L — RTg-L[+1].
Par I'application du foncteur Rj, on obtient le triangle :

Rj.L — Rj.RE.E™'L — Rj.RT g L[+1].
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Vu que F* = Rj.L, Rj. Rk k1L = Ri k1 (j71F*) = Ri,.i~1F*, alors par le triangle
9 et le Lemme des 5 on a

Rj.L — Rj,Rk,k~ 1L — Rj R k- L[+1]

F* ——— Ri i 1\ F* ———— R F*[+1]

)

~

donc RI'x F* ~ Rj, Rk« L. Grace a ’équation 12 on a
RT g F® ~ Rj. Rk« £ = Rj R Tk« L[+1],
et en particulier la cohomologie en degré 1 est :
RITxF* = H' (R F*) = H*(Rj,R'T k- £)[+1] = j.R' T g+ L.

Le faisceau R'T'x- L est constant de fibre E, car pour tout x € K* la suite exacte
courte 13 donne naissance a la suite exacte :

0— Ly — (kik™ L)y — R'Tg-L), — 0,

ou L, =E, et (ksk L), = E®E, alors (R'IT'g-L), = E. Vu que K* est simplement
connexe, R'T'x- £ est un faisceau constant de fibre E.
Son image directe j,R'T'x~L est aussi un faisceau constant de fibre E, car K est
simplement connexe et
(jsR'Tk-L)e = lim j.R'Tk-L([0,¢))
0£22%1
= lim R'Tx-L(j7'([0,¢)))

—

[0,¢)
0<exl

= lim R'Tx-L((0,¢))

(0.¢)
0<exl

= E.

En particulier F = (R!T g+ F*)g = (jxRTx+L)o = E.
En prenant le germe a l'origine de la suite exacte 10 on a le diagramme commutatif :

0 ——— (hO(F*))o —— (ixiHO(F*))o —— (R'TkF*)o — (A (F*))o

J
T-1p .

0—— ker(T — 1g)© E im(T — 1g) — 0

car im(T — 1g), im(u) sont des conoyaux. Donc on peut identifier u : E — E a
T -1 : E — E. La commutation dans le diagramme de recollement pour U des
fibres en 0 et en x € K entraine que v = 1. O
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u

Proposition 2.4.6. Tout objet Ez—2F # 0z—=0 de © se décompose en somme
v

directe d’objets indécomposables :

Ul
EDEyie—=F,\; CF
W

munis des morphismes de restriction o Ey; (resp.Fx ;) correspond & un bloc de Jor-
dan pour Uopérateur v ou (resp. uowv) associé & la valeur propre A. De plus si

A#0: uyy et vy, sont des isomorphismes
A=0: uy; ou vy, estsurjectif.

Il existe donc un vecteur, que l’on notera 0y, de Ex; ou Fx; qui engendre Ey; et
Fy 1 sous Uaction itérée de u et v.

Démonstration. Soit Ey le sous espace vectoriel de E correspondant a la valeur propre
A. Sie € Ey, il existe n € N tel que (vou — Al)"e =0 et alors uo (vou — Al)%e =
(uov—A1)" oue = 0, donc ue € Fy. Réciproquement on a v(F)) C E,. Cela implique

u
que l'on peut décomposer le couple EZ"2F en somme directe d’objets :
v

EDE, <= F, CF.

Si A # 0, v|p, oulg, = Jg, et ulg, ocv|r, = Jp, pour des bons choix de base
en E) et en F). Cela entraine en particulier que v|r, o ulg, et ulg, o v|r, sont des
isomorphismes, donc u|g, et v|p, sont aussi des isomorphismes. Si e € Ey; et e
engendre Ej ; sous Paction itérée de v o u, alors u(e) € Fy; et u(e) engendre F)
u|E>\

sous l'action itérée de u o v, donc on peut décomposer Eyxx—3F, en somme directe
'U|F>\

d’objets indécomposables :

E) D Eyi—F\,; C F},

en plus il existe un vecteur de Ej ; qui engendre Ey ; et F; sous I'action itérée de u
et v.

Dans le cas A = 0 on prend une décomposition £ = @;E; en sous-espaces de Jordan
de vou. On commence par remarquer que pour chaque ¢, j, i # j, u(E;)Nu(E;) C kerv,
car :

v 0) = vTNENE;)
= v lwou (Ev)ﬁUOU(EJ))
- 1( o (El)) “(vou(E;))

U
Pj
— e
:)
;5
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De plus pour chaque j, dimu(E;) Nkerv <1, car :

w(E;) Nkerv =u(E;)N v 1(0) = (vo iu(E].))_l(O),

Ol iy (E;) * u(E;) — F désigne l'inclusion. En particulier pour chaque ¢, j, ¢ # j,
dimu(E;) Nu(E;) < 1. Désormais on note G = kerv.

Sans perte de généralité on peut supposer que les dimensions (n;) de la famille (E;)
sont ordonnées par ordre décroissante.

Prenons u(E; ). Deux choses peuvent arriver : soit u(E1)NG = (0), soit u(E;)NG #
(0). Si u(E1)NG = (0) alors pour chaque ¢ > 1 u(E;)Nu(E;) = (0). Si u(E;1)NG # (0)
et si on désigne par e; le vecteur cyclique qui engendre E; sous ’action de v o u alors
(wowv)~Lowu(er) # 0 et de plus u(E1) NG = ((uwowv)™ =L owu(e)). Aprés une choix

convenable de vecteurs linéairement indépendants g1, ...,g;x € G on peut compléter
la base {(uov)™ ~tou(e;)} de u(E;)NG aune base de G = ((uov)™ tou(er)) & G,
ott G' = (g1,...,gx). Etant donné que pour chaque i > 1, ¢} = e; — (v ou)™*~"i(e;)

est aussi un vecteur cyclique de v o u, on peut construire une nouvelle décomposition
de E en sous espaces de Jordan de vou. Celle ci est donnée par E = E1 & (®;-1E}), on
E! = (e}, vou(el), ..., (vou)"~1(e})). De plus uo(vou)™~1(e;) € G et par construction
uo(vou)™~1(e;) n’a pas de composantes selon ((uwov)™~Lowu(e;)), donc, pour chaque
i > 1, u(E1) Nu(E;) = (0). En appliquant récursivement cet argument on trouve une
décomposition de E = @;>1E;, en sous espaces de Jordan de vou, tel que pour chaque

Soit F; = (u(E;),f;) tel que f; = 0, si v=1(e;) = @, et f; € v71(e;), si v 1(e;) # 2,
ou e; est un vecteur cyclique qui engendre E; sous 'action de vou. Les F; sont des sous-
espaces de Jordan de uov. Vu que pour chaque 4, j, i # j, v(v~1(e;)NF;) C v(F;) C E;
et v(v™(e;) NF;) Co(v™l(e;)) = {e;}, v(v™(e;) NF;) C @, alors v (e;) NF; = @,
donc F; NF; = (0).

La construction précédente montre que soit u; : E; — F;, e — u(e), soit v; : F; —
E;, f — o(f), est surjectif. De plus w;, v; ne peuvent pas étre surjectifs en méme
temps. En effet, si u;, v; sont surjectifs v; o u; est surjectif, donc un isomorphisme, et
pourtant E; # (0) et v; o u; est nilpotent. 4

Soit {e;,v ou(e;),...,(vou)Hi=t(e;)}, u; = dimE;, une base de Jordan de E; et
{fi,uov(f),...,(uov) L(f)}, i = dimF;, une base de Jordan de F;, ot f; =
u(e;), si u; est surjectif, et e; = u(f;), si v; est surjectif. Aprés une choix convenable
de vecteurs hy,...,h; € F, on peut compléter la base B = {fj,u o v(f1),...,(uo
V)1 ), uov(fy), ..., (wo )T (fy)} de Fr @ -+ - @ Fy & une base de F.
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Soit hy, € {hy,..., b}

k ’n,i*l
v(hn) = Y ag(vou)(e)
i=1 j=1
n;—1
= > aweit Y aywouy Hwou)(e)) | +
u; surjectif j=1
i€{1,....k}

n;—1

+ > Y ag(vou) (v(f)

v, surjectif §=0

i€{1,... .k}
n;—1 n;—1
= ol 2 Yoy i)+ Y Y auluovy(f)
oy =t R
Ceci entraine que
n;—1 n;—1
h!, =h,, — Z Z aij(uwov) L) — Z Z a;;(uov) (f;) € kerw.
u; surjectif j=1 v, surjectif =0
ie{1,...,k} i€{1,...,k}

Etant donné que B U {h},...,h]} est aussi une base de FonaF =F,; ®--- & F, @
(hf) @ --- @ (h)). Par construction on a

k . l

u U; O

E?F ~P EH\_,,TFZ P Orz():2<h;.>7
i=1 i j=1

d’ou le résultat voulu. O

u
Corollaire 2.4.7. Soit Ez—=2F # 0z—=0 un objet indécomposable de O tel que
v

la valeur propre de v ou (et donc aussi la de wowv) est 0. Soient d : C* — C"~1,
inc: C"~ ' — C" les morphismes suivants :

d:-c» — Cv 1 inc:Ct — Cn,
€ = € € = €

eg — 0
ot {e1,...,e,} est la base canonique de C™.
U
Selon le cas ot u est surjectif ou v est surjectif EgZ_2F est isomorphe a un des
v

deux objets suivants :

1 d
w est surjective) C"z=——_——»C", Ce———__—»C" !,

incod inc
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incod

inc
v est surjective) Clg———————=C", C" lg—————=C".
1 d

Démonstration. Immédiate. Il suffit de prendre en E, F les bases de Jordan respectives
que 'on a construit dans la démonstration de la Proposition 2.4.6 et prendre les
isomorphismes linéaires :

a:E — Cm, g:F — C™,
(vou)le +—— en_; (wov)if +—— en_y

oue € E, f € F sont des vecteurs cycliques qui engendrent E (respectivement F) sous
laction itérée de v o u (respectivement u o v). O

Notation 2.4.8. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et T : E — E une
application linéaire. On note Z(T) l'espace vectoriel suivant : {A € End¢(E)|AT =
TA}.

u
Lemme 2.4.9. Soit Ec—=F # 0z—=20 un objet de © tel que vou et uowv sont
v

nilpotents. Alors :

i) TE=1+4vou et Trp =1+ uowv ont seulement la valeur propre 1.
u

ii) SiEo; &« Fo, est un objet de la décomposition du couple EzZ_=2F en somme
v

directe d’objets indécomposables alors
1) dimZ(Tg,,) = dimZ(Tg,,) + 1, si dimEq; > dim Fo,,
2) dimZ(Tg,,) = dim Z(Tr,,), si dimEo; = dim Fo ,
3) dimZ(Tg,,) = dimZ(Tg,,) — 1, si dimEq; < dimFo;.

Démonstration. i) Soit 0 # e € E un vecteur propre de v ou et A € C sa valeur
propre. Etant donné que v o u est nilpotent il existe n € N tel que (v ou)™ = 0, alors
0= (vou)®e = A". Vu que e # 0, A = 0, donc si on écrit v o u dans la base de
Jordan, v o u est triangulaire supérieur et sa diagonale est 0, ceci entraine que Tg a
seulement la valeur propre 1. De la méme facon on montre ce résultat pour TF.

ii) Conséquence immeédiate du Corollaire 2.4.7. O

u
Proposition 2.4.10. Si le couple EgT—2F # 0220 est isomorphe au couple
v

vou, ) o
E——im(vou) (extension minimale), alors

inc

dim Z(v o u) — dim Z(u o v) = dim? ker(v o u).

Démonstration. On prend les notations Ey, ; (vou), Fy, ; (uov) de 2.4.11. On suppose
que tous les blocs Ey; ; sont de dimension > 1, mais on admet que certains F'y, ; soient
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nuls. L’hypothése implique que
dimEy, ; i\ #1,
dimFy, ; — imEy, ; si A #
dimE,\i)j —1 si )\,L =1.
d’aprés le Lemme 2.4.11, on a alors
dimZ(vowu) —dimZ(uowv) = Z min{dimE; ;,dimE; 3} —
j.k
— > min{dimFy ;, dimF, 4}
j.k
jk
si d est le nombre de blocs Eq ; de taille > 1, c’est-a-dire d = dimker(v o u). O

Lemme 2.4.11. Soit M € M,,«,(C).

i) Si on prend une décomposition de M :

Jo, 0 - 0
0 Jo, - 0
0 0 - Ja,

en blocs de Jordan, ot J,, désigne la diagonale de blocs de Jordan associée a la valeur
propre oy (o # o st i j), alors :

k
dimZ(M) = " dim Z(Ja,).
=1

it) Si on prend une décomposition de la matrice Jy, :

Jaio0 0 e 0

0 Jana - 0

0 0 R
en sous blocs de Jordan indécomposables, ot on suppose, sans perte de généralité, que
la taille des Jx; 0,Jx;,1,--.,dx,,1, est ordonnée par ordre croissante, alors :

dimZ(Jy,) = > min{dimE,, ;, dim Ej, x}.
3.k

ot Eyx,,...,Ex, est la décomposition de C™ en sous espaces de Jordan associés a
x5, da, Tespectivement et Ey, 0,...,E), 1, est la décomposition de Ey, en sous
espaces de Jordan associés a la décomposition Jy, 0,...,Jx,1; de Jx, en sous blocs de

Jordan indécomposables. Cette formule a un sens méme si on admet que certains des
Ey, ; soient nuls.
;



54 CHAPITRE 2. LE FAISCEAU Dx ET SES MODULES

Démonstration. i) Soit N € My, (C) tel que NM = MN et

N1z Nig -+ Ny
Na; Nag -+ Ny
Ng1 Nga oo Npg

sa décomposition en blocs associés & la décomposition C* = Ey, @- - -@E), . La relation
de commutation NM = MN entraine que pour chaque i,j € {1,...,k} NyJy, =
Jx;Nij et alors pour chaque n € N, 4,5 € {1,...,k} Ni;(Jn, =A;1)" = (I, = A;1)"Ny;.
Vu que pour chaque e € Ey; (Jy, — A 1)IEN ¢ = 0 et que (T, — A1) FN est un
isomorphisme si i # j, alors N;; = 0 si ¢ # j et donc

k
dim Z(M) = > " dim Z(Jy,).
=1

ii) Soit N € My, (C), m = dimEy,, tel que NJy, = J5,N et

Noo No1 -+ Noy
Nig Nz -+ Ny,
Nio Ny Ny,
sa décomposition en sous blocs associés aux sous espaces vectoriels Ey,;, 1 € {0,...,1;}.
Etant donné cela :
(14) dimZ(Jy,) = > _ dimZ(Jx, j,Ix, x),
Jk

ot Z(Jx, j,Jx k) désigne I'espace vectoriel {N & MdimEM,jxdimEM,k(CﬂNJ,\,-,k =
Jx.;N}. Afin de simplifier la notation, on note J; la matrice Jy, ;. La relation de
commutation NJ = JN entraine que pour chaque j,k € {0,...,0;} N;pJi = J;Nj; et
alors pour chaque n € N

(15) Njr(Te = A1)™ = (J; — A1) Ny

Soit ex, x € Ex, k, k € {0,...,1;}, un vecteur cyclique qui engendre Ej, x sous I’action
itérée de (J; — A\;1). Grace a ’équation 15 on a

(Jj = M) E PN ENjen, g = Nje(Jp — A1) Bxikey i,
et alors
(16) (Jj — )\i]l)dimEki’kNjke)\hk =0.

Si on note {f, = (J; — N 1)4mExii=P|p = 0, ... k}, Péquation 16 entraine que

k
(17) Njkerk = Y Apfps
p=0
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alors pour chaque [ € {0,--- ,k}
k—1
Njk(Je = M)l ex, = Z Ap+1.fp-
p=0
Cette égalité entraine que dimZ(J;) = dimZ(J;,Ji) = dimEy,; si j < k et
dimZ(J,) = dimZ(J;,Jx) = dimEy, , si j > k, donc I’équation 14 se réduit a la
suivante :
dimZ(Jy,) = > min{dimE,, ;, dimEy, }.
.k
O
La Proposition 2.3.22 fait croire qu’au niveau des germes les catégories des germes
de D -modules holonomes réguliers et la catégorie des couples d’espaces vectoriels
sont équivalentes. On peut trouver une démonstration de cette assertion dans [26]
tantot dans la Proposition iv.2.2 page 144, tantét dans la Proposition iii.4.5 page 132.
Dans ce dernier exposé on trouve une démonstration de la Proposition suivante :

Proposition 2.4.12. Si M est un D,-module holonome tel que M ~ D, /D,.P et
(E, F,u,v) est le couple d’espaces vectoriels associé, alors :

L. dim £ = degy,_(P) et

2. dim F' = val(P).

Démonstration. Cf. [26] Théoréme 1.1.1 page 104 et Théoréme 1.1.2 page 105. O

2.5. La V-filtration

Il existe encore une autre fagon de calculer le couple d’espaces vectoriels associé & un
germe de D-module holonome (et aussi de donner une équivalence de catégories dans
le cas régulier). L’outil a utiliser c’est la V-filtration. Dans cette section on se place
sur une variété analytique complexe X, mais ces résultats sont aussi valables pour
une variété algébrique non singuliére sur le corps C, en remplagant les polycylindres
par des ouverts affines.

2.5.1. La V-filtration du faisceaux Dy

Soit Y C X une hypersurface non singuliére. On note Zy C Ox l'idéal des fonctions
holomorphes qui s’annulent sur Y. Pour tout k& < 0 entier, on pose ZF = Oyx.

Définition 2.5.1. On définit la V-filtration du faisceau Dy, indexée par Z, comme
étant la filtration dont le terme d’ordre k est Vi (Dx) -le sous-faisceau de Dx définit
par :
Ve € X Vi(Dx): ={P € (Dx). [Vl €Z Py, C (Th).}-
Cette filtration vérifie les propriétés suivantes :
1) VkeZ Vi(Dx) C Vit1(Dx),
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2) Dx = UkezVi(Dx),
3) V(k,1) € Z2  Vi(Dx)Vi(Dx) C Vipi(Dx),
4)VkeZ Vi(Dx)ix\v = (Dx)x\v-

Notation 2.5.2. On note GrV(DX) = PrezVi(Dx)/Vi-1(Dx) le gradué de Dx
pour cette filtration et Gr} (Dx) = Vi(Dx)/Vi_1(Dx) sa composante en degré k.

Soit (x,t) un systéme de coordonnés locales tel que ¢ = 0 soit une équation locale
de Y. On constate que pour tout (k,l) € Z?2, 'opérateur t*9! appartient a V;_(Dx).
Pour chaque k € N, un opérateur P de V_,(Dx) (resp. de Vi (Dx)) s’écrit localement
de fagon unique :

P=1t">"0a,;00(t0), aq; € Ox
(resp. P = Zf:o > a0 ;1080 tD)T, a1 € Ox). En particulier, pour tout entier
relatif k, Vi (Dx) est un Vy(Dx)-module localement libre.

Définition 2.5.3 (V-filtration). Soit M un Dy-module. On appelle V-filtration
de M a une filtration de M par des Vp(Dx)-modules Ui(M), k € Z, croissante,
exhaustive et compatible & la filtration Vx(Dx), k € Z de Dx.

Proposition 2.5.4. Soit Uy(M), k € Z, une V -filtration de M. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1) Les Vo(Dx)-modules sont cohérents et localement il existe un entier ko € N tel
que pour k € N :
Vi(Dx)Uko (M) = Uptio(M) et Vi (Dx)U_g, (M) = U_p—io (M),
2) Au voisinage de tout point il existe localement un morphisme surjectif :
DY, - M —0
tel que la filtration Up(M), k € Z, soit l'image d’une filtration convenablement décalée
(par un n € Z™).
Démonstration. Cf. [12] Proposition 4.1-9 page 332. O

Définition 2.5.5 (filtration V -bonne). Soit M un Dx-module cohérent. Une V-
filtration de M est dite V -bonne si elle vérifie une des deux propretés équivalentes
de la proposition précédente.

On termine cette section en donnant une interprétation des éléments de Gr" (Dx)
en termes d’opérateurs différentiels sur le fibré normal & Y. On note Ty X le fibré
normal & Y et 7 sa projection canonique sur Y.

Lemme 2.5.6. Le faisceau GI’V(D)()‘Y s’identifie naturellement au sous-faisceau de
limage directe m.(Dry, x) constitué par des opérateurs polynomiauz par rapport aux
fibres de w. De plus, si Y posséde une équation globale réduite T = 0, GrX(DX)W
s’identifie alors au Dy -module Dy [T0;].
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Démonstration. Cf. [12] Lemme 4.1-12 page 334. O

2.5.2. Les Dx-modules spécialisables le long de Y

Le Lemme précédent montre que la classe E' dans Gr(‘)/ (Dx) du champ de vecteurs
t0s, o t = 0 est une équation locale réduite de Y, ne dépend pas de cette équation.
Elle définit, donc, une section canonique du faisceau Gry (Dx). Quand il n’y a pas de
risque de confusion, on note encore E un relévement dans Vo(Dx) de cette section.

Lemme 2.5.7. Soit Ug(M) et U,(M) deuz bonnes V-filtrations d’un Dx-module
cohérent M. Localement il existe deux entiers ki, ko tels que :

Vk€Z Ugy+r(M) CULM) C Ugyir(M).
Démonstration. Cf. [12] Lemme 4.2-1 page 336. O

Proposition 2.5.8. Soit M un Dx-module cohérent. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) Il existe une bonne V -filtration Us (M) et, localement sur X, un polynome b(s) €
C[s] non nul vérifiant b(E + k)Up(M) C Ug—1(M), pour tout k € Z.

2) Pour toute bonne V -filtration Us(M), il existe localement sur X un polynome
b(s) € C[s] non nul tel que b(E + k)Up(M) C Ug—1(M), pour tout k € Z.

3) Pour tout systéme fini de générateurs locaur (m;)i=1,..; de M, il existe un
polynome b(s) € C[s] non nul tel que b(E)m,; € Zé»:l V_1(Dx)m;.

Démonstration. Cf. [12] Proposition 4.2-2 page 336. O

Définition 2.5.9. Un Dx-module cohérent M est dit spécialisable le long de Y s’il
posséde 'une des trois propriétés équivalentes de la Proposition 2.5.8. Soit alors
Ues(M) une bonne V-filtration de M. On appelle polynoéme de Bernstein-Sato (lo-
cal) de la bonne V-filtration U, (M) le polynome b(s) € C[s| unitaire de plus petit
degré tel que localement :

VkeZ b(E+k)Up(M) CUk_1(M).

Proposition 2.5.10. Les Dx-modules holonomes sont spécialisables le long de toute
hypersurface lisse.

Démonstration. Cf. [12] Proposition 4.4-2 page 344. O

Proposition 2.5.11. Soit o : C/Z — C une section de la projection naturelle w :
C — C/Z. Soit M un Dx-module cohérent spécialisable. Il existe une unique bonne
V-filtration, notée VZ (M), dont le polynéme de Bernstein-Sato b’ (s) € Cls] a ses
racines dans l'image de o.

Démonstration. Cf. [12] Proposition 4.2-6 page 337. O
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Désormais on prendra la section o tel que son image est égal a ’ensemble (voir fig.
suivante) :

Y={a€Cl-1<Rea<0, Ina>0 si Rea=-1, Ima <0 si Rea=0}.

Définition 2.5.12 (V-filtration canonique). Soit M un Dx-module cohérent
spécialisable. On appelle V-filtration canonique de M ['unique bonne V-filtration
VZ(M), ot o est la section dont son image est X.

Remarque 2.5.13. Quand on travaille sur une variété algébrique affine A", de di-
mension n, le travail avec un Opn-module M (et par conséquent pour les Dan-
modules) se simplifie considérablement, car la connaissance de I'(A™, M) détermine
la connaissance de I'(U, M) pour chaque ouvert affine U = A"\ f~1(0), puisque
L(U,M) ~ T(A", M)[xf~1(0)]. Grace a cette propriété nous nous restreindrons a
calculer la V-filtration pour l'ouvert affine correspondant.

On présente maintenant quelques propriétés locales de la V-filtration canonique
qui seront trés utiles dans la suite.

Lemme 2.5.14. Soit M un Dx-module spécialisable le long Y = 0 et soit (x,t) un
systeme de coordonnées locales tel que t = 0 soit une équation locale de Y = 0. Soit
ViM, k € Z, la V-filtration canonique de M. Cette filtration vérifie les propriétés
suivantes :

1 Pour chaque k € Z, gty M = VieM/Vi_1 M est un module de type finit sur
Uanneau gry Dypy = Dy K gr"oDy, ot D, = C{z}(0,) et Dy = C{t}(d:). Dans
cet espace 'endomorphisme t0; admet un polynéme caractéristique p(td; + k), ou
p(s) € C[s], ce qui entraine que gry M est de type finit sur D,.

2 La multiplication & gauche part : VeM — Vi_1 M (on remarque quet € V_1Dx )
mnduit un morphisme D, -linéaire :

t:grfy M — gry M.
De la méme fagon, 0y : VeM — Vi1 M induit un morphisme D, -linéaire :

O grf M — gr,‘érl,/\/l.
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La premieére application est inversible pourvu que k # 0 et la deuziéme est inversible
pourvu que k #= —1. En particulier, si k # 0, on a l’isomorphisme de D, -modules :

gry M ~ gr}_ M.

Démonstration. 1) Vu que pour chaque k € Z, VuM est un VyDx = D, XK VyD;-
module, ngM est un VD x-module. En plus la cohérence de Vi M sur VyDx entraine
qu’il existe eq,...,e, tels que :

ViM =VyDxer + -+ VoDxe,.
Etant donné que VoD, = C[td;] + V_1D; :
ViM+ Ve M=D, K (C[tf)t]el +---+D, K (C[tat]en + Vi M,

donc gr) M est de type finit sur anneau gry Dy.
L’existence du polynome de Bernstein, b(t) € C[t], de VM entraine que :

b(td; + k)gry M =0,

donc 'endomorphisme t9; admet un polynome caractéristique p(td; + k) qui divise
b(td; + k). Vu que ey, ..., (t0) ™ ter, ... en, ..., (t)™ ey, ot m = degb(t) € C[t],
engendrent grkVM sur Dy, gr,‘c//\/l est un D, -module de type finit.

2) Pour k # 0, 'application composé 0yt : gry M — gr) M est inversible car son
polynome caractéristique (3(s) est égal & p(s + k — 1) et par conséquence 3(0) =
p(k — 1) # 0, grace au choix de 3. De la méme fagon lapplication composé t0; :

gry M — gry’ M est inversible quand k # —1. O

Remarque 2.5.15. La V -filtration fournit une fagon alternative de calculer le couple
u

d’espaces vectoriels F C F associé a un D; holonome régulier. Cela est une consé-
v

quence de ’équivalence de catégories entre la catégorie des germes de D; -modules
holonomes réguliers et la catégorie des germes de D; -modules holonomes réguliers et
du Théoréme suivant :

Théoréme 2.5.16. La correspondance qui associe a chaque ﬁt -holonome M 1’0b-
can

ject gr¥, M gry M de la catégorie ©, cf. Définition 2.4.1, ot can = O et
var

. —2im)" - Lo IS
var =37, %(t@t)” L.t, est une équivalence de catégories.

Démonstration. Cf. [13] Téoréme 6.2.5 page 41. O

Remarque 2.5.17. Grace au Théoréme 2.3.22 on sait qu’au niveau des germes il
existe une anti-équivalence de catégories entre Mod(D, )y, et la catégorie Pervi®(C).
Soit alors M un D,-module holonome régulier qui induit le complexe F*. D’autre
part le Théoréme précédent permet de donner une interprétation dans la catégorie
Mod(D; ), des conditions imposées au complexe F* dans la Proposition 2.4.5. Quand
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M = M[z71] les pas détaillés dans [13] Exercice 6.1.6 3 page 40 et Exercice 6.2.4 2
page 41 montrent que M est représenté par le couple de ’alinéa iii de la Proposition
2.4.5.

2.6. Opérations sur les A, (Dx)-modules

Dans cette section on présente les notions d’image inverse d’un A,-module par une
fonction polynomiale et d’image directe d’'un Dx-module (resp. A,-module) par une
fonction analytique (resp. une fonction polynomiale). L’intérét de ces deux construc-
tions est 'obtention du rapport entre la V-filtration canonique de M’ (le A’*-module
holonome construit & partir de M par le changement de coordonnées ¢’ = ¢~1), le long
t' =0 et la V-filtration de M[t~!] - le long 7 = 0 et donc le rapport entre les couples
respectifs d’espaces vectoriels.

Afin d’y arriver on utilise I'identité suivante, trouvée dans ’article écrit par Claude
Sabbah -Monodromy at infinity and Fourier Transform (cf. [22]) :

(18) Mz = HO(Alvﬁ-i- (p+M ®OA1><K1 OAl x A1 67”))7

ot p, p sont les projections Al & Al x Al L 1&1, Al est la droite affine avec coordonné
t, Al est la droite affine avec coordonné 7, M est le Dyi1-module holonome algébrique
déterminé par M i.e. T'(Al\ ¥, M) = M[*X], ot ¥ C A! est un ensemble fini. Cette
égalité est démontrée dans le Lemme 2.6.18.

Dans cette section on montre aussi que

(19) Mt = HO AL G ("M @0, - O e ™Y)),

Al Al

ot g, g sont les projections A <& AN x Al L Al Al est la droite affine avec

coordonnée t' et M’ est le Dyn-module holonome algébrique déterminé par M’ i.e.
LA\ X, M) = M'[X], ot X C A’! est un ensemble fini. Cette égalité est démontrée
dans le Lemme 2.6.20.

Le calcul des images inverses se simplifie considérablement car p, ¢ sont des projec-
tions et grace au Lemme 2.6.8 on a

(A" x A, p* M) = M][7],
LA x A, gt M) = M'[7].
L’utilisation respective des Lemmes 2.6.10 et 2.6.11 permet 1’écriture
F(Al % &1’p+M ®OA1><K1 OAlxl&l@itT) = M[T],
P(All % Al,q+M ®OA/1><K1 OA“X&le_T/t ) = M/[T]a
ou M[r] (respectivement M’[r]) est munis maintenant des actions tordues de ;- et
O¢- (respectivement 0, et Oy ).
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De fagon analogue le calcul des images directes se simplifie considérablement car
D, q sont aussi des projections et grace a la Proposition 2.6.17 on a

TALP (T M®o, . Op e ™) = M[r] & M7,

Al xAl

~ ~ Y 6#'
DAY, Gy (¢t M ®0 Opn, e 1)) = M'[7] =5 M'[7].

Al A1
Gréace aux Lemmes 2.6.18 et 2.6.20 ces deux complexes donnent naissance aux suites
exactes courtes :

(20) 0 — M[r] % M[r] & Ms — 0,
(21) 0 — M[r] % M'[r] & Mt~ — 0.

En suite on prend la compactification P! Il A TR AL 71 est propre et

alors son image directe préserve la V-filtration pour chaque degré de cohomologie (cf.
Théoréme 2.6.21). On applique ce Théoréme a 'image directe 71'&1+(7T]PJ§1 (GeM[t1)),
ot j: Uy — Pl et Uy = C(= Al).
j+M][t™1] est le faisceau ayant les sections suivantes :
L(Uo, jpM[t1]) = M[t™1],
T'(Uso, j+ M[t71]) = M[t1] (avec l'action de t/, d;/) et
I'(Uo NUss, j+- M[t™1]) = M[t™1],
ot Uy, =P\ {0}.
T (j4 M) est le faisceau ayant les sections suivantes :
L (Uo, mh (e M[t71])) = Mt~ ][],
I'(Uso, w1 (j+ M[t71])) = M[t ][] (avec l'action de t'-, 9y-) et
T(Uo N Uso, i (34 M[t71])) = M[t~1][7].
T +(7TI?,; (j+M")) donne naissance au complex double

Mt [r] @ M1 [r] — s M1 [7]

o e o]
Mt~ (] & Mt~ [r] — Mt 1fr]

ol les lignes sont des complexes de Cech et les colones sont des complexes de de Rham
rélatifs. & est lapplication (mi,ms) — mi —ma, laquelle est surjective et kerd ~
Mt~ ][] (avec 'action de #', 9y-). Ce complex est quasi-isomorphe au complex

ker § Mt~ 1][7]

Jat,. ~ lat,.

ker & Mt~ ][]
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lequel donne naissance a la suite exacte courte 21. La préservation de la V-filtration
pour chaque degré de cohomologie (cf. Théoréme 2.6.21) entraine que pour chaque
keZ:

o [TVi(M'[r])] = Ve (M[t™1] ),
cf. les détails de la V-filtration "V (M’'[7]), que nous pouvons exprimer en fonction
de V;;M’, dans la sous-section 2.6.2 et les détails de la préservation de la V-filtration
dans la sous-section 2.6.3.

2.6.1. Produit externe de C-algébres

On présente maintenant la notion de produit externe, laquelle simplifiera significa-
tivement I’écriture des formules dans les sous-sections suivantes, notamment dans la
sous-section de 'image inverse.

Notation 2.6.1 (Produit externe de C -algébres). Soient A et B C -algébres.
Le produit tensoriel A ®c B est un C -espace vectoriel sur lequel on définit une
multiplication : pour chaque a,a’ € A, b,b' € B (a®b)(a’ @ V') = ad’ @ bb'. 1l est
trivial vérifier que A ®c B avec ce produit est une C -algébre. Ce produit est appelé
le produit externe. Désormais on utilisera la notation A X B pour ce produit.

Théoréme 2.6.2. Soit R une C -algébre et soient A et B des sous algébres de R tels
que

1 R=AB,

2 [A, B] =0,

3 1l existe des C -bases {a;|i € N} et {b;|j € N} de A et B respectivement, tels que
{aibjli,j € N} est une C -base de R,
Alors R~ AKX B.

Démonstration. Cf. [C.] Théoréme 1.1 page 121. O

Définition 2.6.3. A,, désigne la sous C -algébre de Endc(C[X] = Clay,...,z,])
engendré par les opérateurs x1-,...,Zp- €t Opyy...,0p,, 002 f =x;f et Oy, f = %,
pour chaque f € C[X] et chaque i € {1,...,n}.

Corollaire 2.6.4. La multiplication induit les isomorphismes suivants :
1 CX|XC[Y] ~C[X,Y],
2 A XA, ~Anin.

Démonstration. Cf. [C.] Corollaire 1.2 page 122. O

Notation 2.6.5 (Produit externe de modules). Soient A, B des C -algébres.
Supposons que M est un A-module & gauche et que N est B-module a gauche.
Dans ce cas le C -espace vectoriel M ®c N a une structure de A X B -module
a gauche, ou l'action de a ® b € AKX B sur u @ v € M ®c N est donnée par la
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formule : (a ® b)(u® v) = au ® bv. Désormais on utilisera la notation M X N pour ce
A X B-module.

2.6.2. L’image inverse

Afin de présenter la notion de changement d’anneaux, on commence avec une
construction général pour des anneaux et des modules. Soient donc R, S des an-
neaux et ¢ : R — S un homomorphisme d’anneaux. Si M est un R-module a gauche
alors on peut utiliser ¢ pour induire en S ® p M une structure de S-module a gauche
appelé le changement d’anneauz de base. Le point fondamentale est que S admet la
structure de R-module a droite définie de la fagon suivante :

sxr = s¢(r),

pour chaque r € Ret s € S.
Grace a cette structure on peut considérer S comme un S — R -bimodule et donc
on peut prendre le produit tensoriel S @z M, lequel est un S-module & gauche.

Notation 2.6.6. X désigne C". L’anneau des polynémes C[z1, ..., z,] est noté C[X]
et 'algébre de Weyl engendré par les z’s et les d,’s est notée A,,. De fagon analogue
onnote Y = C™ et Z =C", C[Y] et C[Z] les anneaux de polyndmes respectifs et A,
et A, les algébres de Weyl respectives.

Définition 2.6.7 (Image inverse). Soit M un A,,-module, F' : X — Y une appli-
cation polynomial et F# : C[Y] — C[X], P — P o F son comorphisme (lequel est un
homomorphisme d’algébres). On appelle image inverse de M par F le C[X]-module :

FtM = C[X] Ac[y] M,

avec la structure de A,-module donnée par les actions :

k=1

pour chaque i = 1,...,nou g®u € Ft*M, g € C[X]|,u € M et Fy,...,F,, sont les
fonctions coordonnés de F'.

Dans le cas ou F est la projection canonique 7 : X X Y — Y, le comorphisme
7% : C[Y] — C[X,Y] envoie p € C[Y] dans lui méme, mais considéré comme un
élément de C[X, Y] et 'image inverse se simplifie considérablement.

Lemme 2.6.8. Soit M un A,,-module et 71 : X xY — Y la projection canonique
alors

7t M = C[X,Y] ®cpy] M ~ C[X] R M

en tant que A, X A,,-modules.
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Démonstration. Un monoéme de C[X, Y] peut étre écrit sous la forme pg, ot p € C[X]
et ¢ € C[Y]. Si u € M alors pq ® u = p ® qu comme éléments de 7+ M. En utilisant
cette identité on peut construire un isomorphisme

M~ C[X] XM

de C[X,Y]-modules qui envoie g,z% ® u dans 2% ® g,u, ot @ € N*, ¢, € C[Y] et
ue M.

Vu que C[X] est un A,,-module et M est un A,, -module, C[X]X M est un A, X A,,-
module. Il reste & montrer que cette structure coincide avec la structure de la définition
2.6.7. D’aprés cette définition 'action de d,; est donnée par :

ayj (ana ® u) = ayj (ana) @ u+ Z(ayj (yk)ana ® ayk“)~
k=1

Vu que 9, (%) =0 et 9,, (yx) = Jx, on obtient
0y (Gaa® ©u) = 2°0,,(q) © U+ a2 © Dy u
= 2% ® 0y, (qau).

Autrement dit, si on identifie 7+ M avec C[X]X M, 9,, agit seulement dans M de la
fagon usuelle. Considérons maintenant ’action de 0,,. Par définition on a :

O, (40z® © 1) = Or, (002® @) + Y Oy, (Uh)dot® © Oy 1.
k=1
Vu que 0, (yx) = Ox,;(ga) = 0, pour chaque k et chaque «, on a
02,(ga® ®u) = a0z, (z%) @ u
= 0Oy, (2%) ® gqu.

Donc les deux structures de A,, X A,,-modules coincident. O
Notation 2.6.9. On note M[X] = C[X]X M, afin de simplifier les notations.

2.6.2.1. Exemple

Afin de préparer la démonstration des égalités 18 et 19, cf. respectivement les
Lemmes 2.6.18 et 2.6.20, on remarque que

Lemme 2.6.10. Le A; X A; -module M([7] @cpt,r) Clt, T]e™*" peut étre identifié au
C[t]{0¢) R C[1){D5-) -module M[r], avec les actions *tordues’ de Oy-, Or- et les actions
de t et T définies de la facon suivante :

t = 1®t,
O = 1®0,—-7®1,
T = T®I1,

O = 0.®1-10¢t
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Démonstration. Grace au morphisme suivant :
@ : M[7] ®ct,7] Clt,r]le”™ — MI7].
m® P(t,7)e” '™ +—— P(t,7)m
M][7] a bien une structure de C[t](0;-)XC[7]{J,-) -module, car [0;-,t] = 1 et [0, 7] = 1,
comme le montre, respectivement, les égalités suivantes :

[0, t] = [0¢ — 7,1 [0r,7] = [0r —t, 7]
= [815’ t] - [Tv t] = [87" T] - [tv T]
= 1 = 1.

D’autre part on a aussi

Lemme 2.6.11. Le A] X Ay -module (M'[7]) ®ce,1-1,7] (C[t’,t’_l,r]e_T/t/ peut étre
identifié au A} R Ay -module M'[7], avec les actions ‘tordues’ de dy-, O et les actions
det', "1 et T définies de la facon suivante :

. = 1t
Op- = 100y +7t72,
T = TR®1,
0, = 0,®1—-1xt L

Démonstration. Grace au morphisme suivant :

1/12(M/[T])®C[t/7t/7177.] C[t’,t"l,T]e*T/t/ —  M'[7].
m® P " e ™/t — P, ¢ T)m

M/[7] a bien une structure de C[t/,#~1](dy-) K C[r](D,-) -module car [dy-,t'] = 1,

[, t'71] = —t'72, et [0;,7] = 1, comme le montre, respectivement, les égalités
suivantes :
[Op-,t] = [at/-i-T/t/Q,t/] [8t,.,t’—1} - [6t/+7/t/2,t'_1]
= [0 ]+ 7/t 1] =[O, 7Y+ [r/t2, ]
1 — _t172
[0r,7] = [0 —t717]
= [87-,7'] - [tlila T]
1.

O

Lemme 2.6.12. Si M’ un A -module holonome localisé en t' = 0, alors M'[1] est
microlocalisé en T = 0, i.e. la multiplication par 9,- est bijective.

Démonstration. Par la construction de M’[r] il est évident que la multiplication a
gauche par .- est injective. Vu que pour chaque i € N et chaque m € M’, 9, -

Z;:o (ii—!j)!ﬂ’j ® (—t’j+1m)) = 7! ® m, la multiplication par 9, est surjective,
donc bijective. O
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Une fois obtenue Dinterprétation du A} ® A; -module (M'[r]) R p-1,7]
(C[t’,t”l,r]e’T/tl comme étant M'[r] avec les actions tordues de 9y- et 0., nous
montrons que nous pouvons utiliser la V -filtration canonique de M’ le long #' = 0,
pour induire la V -filtration canonique de "V, (M'[7]) le long 7 = 0, comme le montre
le Lemme suivant :

Lemme 2.6.13. Soit V; M’ la V-filtration canonique de M’ le longt' =0 et V/(s) €
C[s] son polynéme de Bernstein. La V -filtration canonique, "Ui(M'[7]), de M'[7] le
long T = 0 est défini par la formule

> iz0 (00 ) (1@ Vg M) sik >0,

TUk(M/[T]) = {TkTUO(M/[T]) Si ]{i < O

De plus, on a, pour tout k € Z, "U,(M'[7]) = (0--)kTUs(M'[7]).

Démonstration. On commence par montrer que Y, (9y+)*(1 @ V1 M’) est en effet un
A, ®VyA;-module de type fini. Il est immédiat que "Uy(M/[7]) est fermé pour Iaction
de 9y - et pour laction de ¢/, car 'V, M’ C Vi_1M’. D’autre part "Uy(M'[7]) est fermé
pour l'action de 7, car 7(1®@ ViM/) = (9y - —0p )t?(1 @ V1M') et "Uo(M’[7]) est fermé
pour l'action de 79+, car 70, - (1@ ViIM') = (0 - —0p )t' (1 @ V1 M').

Etant donné que la filtration V3, M’ est bonne, il existe un morphisme de A)-modules
(@1, yon) + ®F A — M et ky,....k, € 7Z tels que (p1,...,0,)(Vie(®r A} =
@ Viyr, A)) = ViM'. La condition que la filtration V;,M’ soit bonne entraine que
ViM’ est de type fini sur V5 A). Soient donc e, ..., es un ensemble fini de générateurs
de ViM’ sur V5A]. On va montrer maintenant que 1 ® ey,...,1 ® e; engendrent
TUo(M'[7]) sous laction de A} XV A;. Pour cela on remarque que pour chaque m € M’
et chaque 7 € N on a l'identité suivante :

[Ta-,— . +8t/ . tl + Z](at/)l(l X m) = (815/)1(1 X 8t/t/m)
laquelle entraine que
Clr0y - +0y -t +14](0p-)' (1 @m) = (9p-) (1 @ C[Opt'Im)
et donc
C[10y - +0y - t'1(0p-) (1 @ m) = (9y-)* (1 ® C[t'Dp|m).
Grace a cette identité on peut écrire :
> Clro, - +0y - tICOy IC[t N1 @e; = Y (9p)'(1® Y C[H'0r]C[]e;)
j=1 i>0 j=1

> (0v) (1@ VAM).

i>0

Vu que "Uyg(M'[7]) est fermé sous P'action de C[r] et que pour chaque m € M’ les
actions de A} K VpA; et de C[r]C[r0; - +0y - t']C[Dy-]C[¢'] sur 1 ® m, engendrent le
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méme espace, pour s’en convaincre on remarque que pour chaque ¢ € Non a :

(r0,) = (70, - +0u -t — Opt’)
= Z(i )(-1)3‘(75T-+at, ) (Bt’)i
Jj=0

1®e1,...,1®e, engendrent "Uy(M'[r]) sous Paction de A} KV, A, et donc la filtration
est bonne.

2.6.14. Maintenant on montre que "Ug41 (M/[7]) = 8, -TUr(M'[7]) +7Ux(M’[7]), pour
chaque k > 0. Cela est une conséquence de l'identité ¢'~*VoM’ = V, M/, pour chaque
k € Z. Pour s’en convaincre, on remarque que {0} = NgezViM’ et que nous pouvons
construire la partition (Wi (M'\ {0}))kez = (ViM' \ V1M )kez de M’ \ {0}, laquelle
vérifie les propriétés suivantes :

1) Ukez Wi (M"\ {0}) = M"\ {0},
ii) pour chaque 4,5 € Z, si ¢ # j alors W;(M’\ {0}) n W;(M’\ {0}) = @.

Soit m € Wi(M’ \ {0}), par construction m # 0, alors t'~'m € M’ \ {0}, car M’ est
un Aj-module holonome localisé. Par la propriété i) il existe un seul i € Z tel que
t'~Im € W;(M’\ {0}), alors m € W,;_1(M’\ {0}) en plus, par la propriété ii) i —1 = k,
donc pour chaque k € Z, 'V, M’ C V3., 1M/, ce qui entraine que ' ~1V,;M’ = V. 1 M.
Grace a cette égalité on peut écrire :

0> (@) (1R VM) = D (90 ) (1@ Vi M),

i>0 i>0

car 9, - (1 ®@ VpM') = (1@ 71V M') et donc "Upi(M'[7]) = 9, - "Up(M'[7]) +
TUL(M'[7]) = (8--)**1Uy(M’[7]), pour chaque &k > 0.

Il reste & montrer que U, (M'[7]) = (0,-)*Uy(M’'[7]), pour chaque k < 0. Pour cela
on prend la partition (W;(M'[7]\{0}))icz = "U;(M/'[7])\ "U;—1 (M’'[7]), laquelle vérifie
les propriétés suivantes :

i) UiezWi(M'[7] \ {0}) = M'[7]\ {0},
ii) pour chaque ¢,j € Z si i # j alors W;(M'[7] \ {0}) N W,;(M'[r] \ {0}) = @.

Soit m € W;(M'[r] \ {0}), par construction m # 0, alors (9,-)~tm € M’'[r] \ {0},
car M'[r] est un A;-module holonome microlocalisé en 7 = 0 c¢f. Lemme 2.6.12. Par
la propriété i) il existe un seul i € Z tel que (9,-)"'m € W;(M'[7] \ {0}), alors
m € W1 (M'[7]\ {0}) en plus, par la propriété ii) i+ 1 = k, donc pour chaque k € Z,
(0-)"YTUM[7] C TU,_1M'[1], ce qui entraine que (0,-) 1 "UM'[7] = "Us_1M'[7]
et en particulier pour chaque k € N, "U_,M'[7] = (0,-) " UyM'[7].
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-~

Par construction la filtration "Uy(M'[7]) = (A} B Vi A1) Ug(M'[7]) est croissante
et compatible a 'action de A} X Vj Ay, en plus elle est exhaustive car :

U M) = AiRAY (00) (10 VM)
kEZ >0
= ACH Y @) 1oM)
o) (C[r]®M_’.

Afin de calculer polynéme de Bernstein, on remarque que pour chaque k > 1 on a
la congruence modulo "Uy_1(M'[7]) :

70, - TUM'[7]) = 70, Y (0p)'(1® Vi1 M)

i>0

= ) (0r)'r0r - (1@ Vi M')
i>0

= Y @) T @ (Vi M)
i>0

= D 0r) (@ - ~0)t(1® () VipaM)
i>0

C YO (1® (@t Ve M) +
i>0
> (@) 1L @ Vi M)
i>0

> (00) (1@ (H 0y + 1) Vi M),

i>0

ce qui entraine que pour chaque a(s) € C[s] on a la congruence modulo "Uj,_1 (M'[7]) :

a(TaT-)TUk((C[T} Rc MI) = Z(é)t/)l(l ® a(t’@t/ + ].)Vk;JrlM/)

i>0

en particulier si on prend a(s) = b'(s), on b/(s) est le polynome de Bernstein de la
filtration de VM, on a la congruence modulo "Uy_1(M'[7]) :

V(10 - +k) U (M'[7]) = Y (0p)' 1@V (0 + k + 1) Vi1 M)
i>0
= 0

laquelle entraine que V' (70, - +k)"Up(M'[7]) C "Ux—1(M’[7]). En particulier on
a b(r0; - +1)TUL(M'[7]) < "Uo(M’[7]), alors (0,) 1 (70, - +1)"U;(M'[7]) C
(0.) 1T U(M'[7]), ie. V(70.)(0;)"1TU;(M[7]) C  (0,) "t Us(M'[7]), donc
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(10 )" Ug(M'[7]) € "U_1(M'[]). En appliquant récursivement le méme argu-
ment on a pour chaque k € Z~ :

V' (10, - +k) Up(M'[7]) C "Up—1(M'[7]).

On sait donc que le polynome de Bernstein, §(s) € CJ[s], divise b/(s) € C[s]. Vu que
pour chaque k > 1, 3(70; - +k)[1 ® Vi1 M'] C [1 @ V.M,

ﬂ(t’&t/ +k+ I)V]H_lM, C VkM/,

alors pour chaque [ > 0, '3(t'0y + k + 1)V 1M’ C #'V, M/, autrement dit, pour
chaque k € Z B(t'0p + k — 1+ 1)V 1M’ C Vi M/, donc, pour chaque k € Z, :

ﬁ(t’(’)t/ +k+ 1)V]€+1M/ C Vk,MI.

Etant donné que ¥'(s) € C[s] est le polynome unitaire de plus petit degré qui vérifie la
condition précédente, 8(s) = b’(s). Vu que les racines du polynome (3(s) sont contenues
dans X et que 3(s) est le polynome unitaire de plus petit degré qui vérifie la condition
B(70; - +k)TU(M'[1]) C "Ui_1(M'[7]), pour chaque k € Z, 3(s) est le polynome de
Bernstein de cette filtration et cette filtration est la V-filtration canonique. O

Soit "Vi(M'[7]) la V-filtration canonique de M’'[7], le long 7 = 0. Alors le quotient
Vi(M'[1])/TVo(M/[7]) est un C[t']{0y)-module muni d’un endomorphisme induit par
0,7. D’autre part, F/ = V_1M'/V_oM’ est un C-espace vectoriel muni d’un endomor-
phisme induit par 'action de ¢’y . Par suite, F' X A} /A].t" est un C[t'](0y )-module
muni d’un endomorphisme induit par I’action de /9y sur F’.

Lemme 2.6.15. Les deuz C[t'|{(Oy)-modules ci-dessus, munis de leurs endomor-
phismes respectifs, sont isomorphes.

Démonstration. Voir le point (ii)(6) de la démonstration de la proposition 4.1 dans
[24]. O

2.6.3. L’image directe

La définition d’image directe est plus facile de donner pour les D-modules & droite,
donc on commence par ceux-ci.

Définition 2.6.16 (Image directe d’un D-module). Soit f : X — Y une fonc-
tion holomorphe. On appelle image directe le foncteur f; : Mod(Dx)? — C*(Dy)?
définit par 'image directe de la résolution de Godement (on prend le complexe simple
associé au complexe double, cf. [3] définition I1.2 page 98) :

f+M = f.God* (M @p, Spk .y (Dx)),

ot Spk_y(Dx) est le complexe Sp*(Dx) ®o, Dx—vy, Sp*(Dx) est le complexe de
Spencer de Dy et Dx_.y = Ox Q;-10, f Dy
Ce complexe est une réalisation de R f.(M ®7LDX Dx_y).
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Grace a la définition 2.2.4 I'image directe d’'un D-module & gauche MY est définie
de la fagon suivante :

f+(Mg) = Homox (va f+(WX ®ox Mg))
2.6.3.1. Complexe de de Rham relatif

Dans le cas ou f est la projection mx : X X Y — X et my note la projection
XxY —>Y, ﬂ;lDy est un sous anneau de Dx«y, alors tout Dx«y-module M a
une structure sous-jacente de W;lDy—module. Celle-ci donne le complexe de de Rham
relatif :

Ty Q3 (M),

lequel sera noté DRxy|x(M) et appelé le complexe de de Rham relatif le long
Y. Le Dxxy-module M a aussi une structure sous-jacente de w;(lDX—module. Vu
que W;(I'DX et ﬂ'{,lDy commutent dans Dx vy, DRXXy|X(M) est un complexe de
w)_(lDX—modules. Le passage aux catégories dérivées entraine que :

M — Rrax, (DRx xy|x(M))

est un foncteur de C*(Dxy) dans C*(Dx) et il n’est autre que le foncteur x4 a
décalage prés, comme le montre la Proposition suivante :

Proposition 2.6.17. On a 1x4 (M) = Rrx.(DRxxy|x(M))[dim Y.
Démonstration. Cf. [1] Proposition 2.4.8 page 71. O

2.6.5.2. Exemple

Grace a cette Proposition on peut maintenant montrer les égalités 18, cf. Lemme
2.6.18, et 19, cf. Lemme 2.6.20.

Lemme 2.6.18. Soit M un Ai-module et considérons le morphisme :
6t~:(')t—7': M[T] E— M[T]

n n n
E TTom; — E ' ® Oymy; — E @ m;

Ce morphisme vérifie les propriétés suivantes :

1) est un morphisme de C[T](0,-)-modules,
2) est injective,
3) coker (0y — 1) = Mg (et donc 9y =7 en Mg).
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Démonstration. 1) Il est immédiat que 7 commute avec (0; — 7), car les variables sont
différentes. L’égalité :
(O —1)0r = (O —T1)(0r — 1)

00r — Ot — 70, + 7t

0.0y —t0y — 1 — 0,7+ 1+1tr

0;0; — t0y — OrT + t7

(0 —t)(Oy — T)

= 0; (0 —71),

entraine que (9;—7) est un morphisme de C[7](0;-)-modules. En particulier coker (9;—

7) est un C[7](9,-)-module.
2) Soit p =1, 7* @ m; € M[7] tel que (8; — 7)p = 0, alors :

0=(0 —7)p=1®mo + ZTi ® (8ymi —mi_1) — " @m,,.
i=1
Par le Lemme 2.6.19 on a :

0=0mmog=0m1 —mo="--+=0My —Mp_1 = —My,

alors 0 = mg = --- = m,, et donc 9, — 7 est injective.
3) On va montrer que 'on a lisomorphisme de C[7](9;)-modules suivant (ot Mz
désigne le transformé de Fourier de M) :

p: Mz — M]7]/Im (0; — 7).
m — [1®m]

Cette application a du sens car My = M en tant que groupes abéliens, en
plus il est immédiat que ¢ est un morphisme de C-espaces vectoriels. Par construction
onal0=[0—7)(1®@m)] =[1®3m]|—[r®@m], donc p(tm) = p(dym) = [1L®Iym| =
T[1 ® m] = Tp(m). D’autre part p(9;m) = o(—tm) = —[1 @ tm] = 0,.[l @ m] =
0-.(m), donc ¢ est un morphisme de C[7](9;-)-modules.

e Surjectivité : Soit [Y.1" , 7'@m;] € M[r]/Im (8;—7). Vu que (0, —7) (—=7""1@m,,) =

T @my, — 7" @0ymy,, n > 0, alors [Y7 T @my] = [Y1-, 7' @m/]. Par récurrence
on montre qu’il existe m € M tel que [>_" 7' @m;] = [1®m] et donc ¢ est surjective.

e Injectivité : Soit m € M tel que [1@m] = 0, alors il existe p = >, 7'®@m; € C[r]@M
tel que (0 — 7)p = 1 ® m, alors :

0= —T)p—10m=1® (Oymo —m) + E Ti®(8tmi—mi,1)—7"+1®mn.
i=1
Par le Lemme 2.6.19 on a :

0=0mog—m=0:m1 —mg="+--=0My —Mp_1 = —My,

alors 0 = m =mgy = --- = m,, ce qui entraine que p = 0 et donc ¢ est injective. [
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Lemme 2.6.19. Soit M un A;-module et p =Y., 7" ®m; € M[r], alors p =0 si et
seulement sim; =0,1=0,...,n.

Démonstration. =) On commence par remarquer que :

pe <17 s 7Tn>(C[7‘] ®c <m0a s 7mn>M C M[T]

et que {1,...,7"} est une base de (1,...,7"). Vu que le C-espace vectoriel
(mo, ..., my) est finiment engendré et donc de dimension finie, il existe une base
{eo,...,er} de (mg,...,my,). Dans cette base p admet 'écriture :
n k
p= ZZaijTi@)ej.
i=0 j=0

Vuque p=0,alors a;; =0,¢=0,...,n,7=0,...,ket doncm; =0,7=0,...,n.
<) est immédiate. O

Lemme 2.6.20. Soit M' un A} -module et considérons le morphisme :

athat/ +T/t/21 M/[T] — M/[T].

n n n
g t®m; — E 7' ® Opm; + E 7@ 2%m,
i=0 i=0 i=0

Ce morphisme vérifie les propriétés suivantes :

1) est un morphisme de C[T](0,-)-modules,
2) est injective,

3) coker (9y +7/t?) = (M) = M[t 7] .

Démonstration. 1) 1l est immédiat que 7. commute avec (9, +7/t'2), car les variables
sont différentes. L’égalité :

(O +7/12)0; = (O +7/t?)(0, — ')
Op0r — Ottt + 7/t"20, — 7/t
= 0.0y —t'" 0y + 1/t + 0.7/t — 1)1 — 7/t
= 0.0y —t'"'0p + 0.7/t — T/t
(0 — ") (B + 7/1%)
= 0, (0p +7/t?),
entraine que (9y + 7/t'?) est un morphisme de C[r](d,-)-modules. En particulier

coker (Oy + 7/t'?) est un C[7](8,-)-module.
2) Soit p=>_1" , 7* @ m; € M'[7] tel que (Oy + 7/t"*)p =0, alors :

0= (0y +7/t*)p=1® dpmg + ZTi ® (Opmi +t'2mi_1) + " @t 2m,.
i=1

Par le Lemme 2.6.19 on a :

0=208pmo=0pmi+t 2mg=-=0mny+t 2mu_1 =t' >m,



2.6. OPERATIONS SUR LES A, (Dx)-MODULES 73

alors 0 = mg = --- = my, et donc dy + 7/t'% est injective.

3) On commence par remarquer que chaque élément de coker (9 + 7/t'?) admet un
représentant de la forme [1 ® m], o m € M. Soit [>1, 7" @ m;] € M/[7]/Im (9 +
7/t2). Vu que (Oy +7/t%) ("t @t?m,) = 7" @my, + 7L ® Opt"*m,, n > 0, alors

il existe my,...,m,,_; € M’ tels que [> ;- 7° ® m;| = [Z?;Ol 7' @ m}]. Par récurrence
on montre qu’il existe m € M’ tel que [y (7" @ m;] = [1 ® m].

En suite on montre que ’on a I'isomorphisme de A\l—modules suivant :
o: (M) — coker 9y -
m — [1®m]

Cette application a du sens car (M') - = (M)’ = M[¢t™!] en tant que groupes abé-
liens, en plus il est immédiat que ¢ est un morphisme de C-espaces vectoriels. Par

construction on a 0 = [t"20y - (1 ® m)] = [1 ® t?0ym] — 7[1 ® m], donc p(rm =
om = t20ym) = 1 @ t20ym] = 7[1 ® m] = 7p(m). D’autre part ©(d,m = —tm =
—t'7Im) = 1@t 'm] = 8,.[1 ® m] = 0,.¢(m), donc ¢ est un morphisme de

Ai-modules.

e Surjectivité : Soit [> 1, 7" @ m;] € coker dy-. Vu que Oy - (7" @ t?m,,) = " ®
M+ 7" 1@t m,, n > 0, alors [Y7_ 7' @m;] = [S1-) 7' @m}]. Par récurrence on
montre qu'il existe m € M’ tel que [Y_1_, 7" ® m;] = [L @ m] et donc ¢ est surjective.
e Injectivité : Soit m € M’ tel que [L®@m] = 0, alors il existe p = Y1, 7' @m; € M'[7]
tel que Oy - p =1 ®@m, alors :

0=0y -p—1®m=1& (Oymo—m)+ ZTi ® (Opm; + t/—2mi71) + 7" @t 2m,,.
i=1

Par la Lemme 2.6.19 on a :
0= &ymo —m = 5t/m1 + t/72m0 == 8t/mn + t'72mn_1 = t'72mn,
alors 0 =m =mg = --- = m,, ce qui entraine que p = 0 et donc ¢ est injective. [

2.6.3.3. Préservation de la V -filtration

Le but de cette section est d’exprimer le rapport entre le couple d’espaces vectoriels
(E',F")de M’ ent' = 0 et le couple (E, 13) de M en 7 = 0. Cela va étre possible grace
a la préservation de la V-filtration, pour chaque degré de cohomologie, par I'image
directe d’une fonction propre, cf. Théoréme 2.6.21.

Théoréme 2.6.21. Soit f : X — X' une fonction holomorphe et soit t € C une
nouvelle variable. Posons F = f x Ic: X x C — X' x C. Soit M un Dx«c -module
munit de la V -filtration canonique VoM (relative a hypersurface Y = X x {0}. VoM
définit canoniquement et fonctoriellement une V -filtration UgH!(Fy M), en plus si
F est propre dans le support de M UgH!(F, M) est la 'V -filtration.

Démonstration. Cf. [15] Théoréme 5.5.2 page 70 O
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Lemme 2.6.22. Soit M un A'-module holonome régulier, M’ le A" -module holonome
déterminé par le changement de coordonnées t' = t=', M le Dp1-module holonome
obtenu par le recollement du Dyir-module déterminé par M et du Dyn-module déter-
miné par M’ et M[t™!] » le transformé de Fourier de M[t™']. Si (E',F’) désigne le
couple d’espaces vectoriels déterminé par M le longt' = 0 et (E, ﬁ) le couple d’espaces
vectoriels déterminé par M[t™] z le long 7 = 0, alors F=F et Ts=Tg.

Démonstration. Sion prend X’ = {0} dans le Théoréme précédent {0} x Al peut étre
identifi¢ & Al et I peut étre identifié a T3y P Al — AL, Vu que T4, est propre, le
Théoréme précédent entraine que 7/ ("Vy(M'[7])) = Vi, (M[¢t 1] z), pour chaque k € Z,
(cf. les notations introduites dans la page 61). Grace a cette égalité on a :

o' ("Vi(M'[1])) = [1 @ Vi aM'] = Vi (M[E 1] ),
pour chaque k € N. En particulier on a :
VM) = L@ VaM] et Vo(M[,) = [1o M)

Gréace au Lemme 2.5.14 et a la Remarque 2.5.15 on a F = V3 (M[t~1] 2)/Vo(M[t~1] )
alors F = F' et donc Tp=Tp. O

2.7. Extension minimale

2.7.1. Extension minimale d’un Dx-module

Définition 2.7.1. Soit M un D-module holonome sur une surface de Riemann X et
¥ un ensemble fini de points de X. On dit qu'un D-module holonome N sur X est
une extension minimale de M le longue de ¥ et on la note M,,;,, si :

1) Ox[*X] ®ox M = Ox[*X] ®oy N,

ii) pour tout £ sous D-module holonome de N, tel que supp (£) C ¥, on a £ =0,

iii) pour tout D-module holonome £ quotient de A/, tel que supp (£) C ¥, on a
L=0.

Remarque 2.7.2. Si M est un D-module holonome sur une surface de Riemann X
et ¥ un ensemble fini de points de X, la condition i de la Définition 2.7.1 entraine
que M pin[*X] = M[xX].

Théoréme 2.7.3. Soit M est un D-module holonome sur une surface de Riemann
X et X un sous ensemble fini de X. Si Uextension minimale, Min, le long de &
existe, est unique a isomorphisme pres.

Démonstration. Soient N7, N3, deux extensions minimales de M le long de X. On
peut leur associer les suites exactes :

0 — kerg; — N; &M[*Z]%coker@iﬁo, i=1,2.
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Etant donné que N|x\ss = N;[*Z]|x\s, i = 1,2, on a supp (kery;) C . Vu que
ker p; = 0, alors (1, 2 sont des monomorphismes. On peut supposer, a isomorphisme
prés, que N; C M[xX] = N;[xX], i = 1,2. Cela entraine que 1'on peut construire les
suites exactes suivantes :

0—>N10N2 —>M —>M/./\/1ﬁ./\/2—>0.

Etant donné que N;|x\x = M|x\s on asupp (N; /N7 NN3) C et alors ViNNz = N,
i=1,2, car N est extension minimale, donc N7 = N5. O

Corollaire 2.7.4. Si M est un D-module holonome sur une surface de Riemann X
et X un sous ensemble fini de X, alors les D-modules M et M[«X] ont la méme
extension minimal le long 3, i.e. : Muypin = M[*X]min.

Démonstration. Soient M i, M[xX]min les extensions minimales de M, respective-

Définition 2.7.1, en plus on a l'isomorphisme :
(M#X]min ) [+E] = (M[Z])[+X] = M[*X],

alors M[xX],i, est aussi une extension minimale de M le long de ¥ donc M =

Théoréme 2.7.5. Soient M, N deuzx D-modules holonomes sur une surface de Rie-
mann X et ¥ un sous-ensemble de points de X. Si N est un sous D-module de M,
alors Noin est un sous D-module de Mpin,.

Démonstration. D’aprés la démonstration du Théoréme 2.7.3 on peut supposer,
a isomorphisme prés, que Ny C N[¥X] et My C M[*X]. On peut suppo-
ser que N[*X] C M[+X]. Prenons le D-module M,,;, N N[¥X]. On a bien que
(Mopin NN[xX]) [«X] = N[*X]. Vu que My NN[*E] C Mpin, les conditions ii et
iii de la Définition 2.7.1 sont aussi satisfaites, alors M, N N[*X] = N, donc
Nmm C Muin- O

Théoréme 2.7.6. Soit M un D-module holonome sur une surface de Riemann com-
pacte X et 3 un sous-ensemble fini de points de X, alors l’extension minimale de M
le long X existe et est donnée par ’expression :

s = (40 00) (s ) )

Démonstration. i) Dans la démonstration du Théoréme 2.7.3 on a vu qu’il existe un
plongement i : M i, < M|[xX], lequel nous permet construire la suite exacte courte :
0 — Mpin =, M([xX] — coker i — 0.

Etant donné que Hpsy (M) |X\E
supp(cokeri) C ¥ et que pour chaque z € ¥, (coker i), est de torsion sur O,. Comme
Ox[*X] est plat on a Ox[*X] ® M = Ox[*X] @ Min.

=0 on a Mlx\s = Mpin|x\5- Cela entraine que
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ii) On commence par remarquer que la suite exacte :

0— H[E](<M/H[E] (M))*) — (M/Hm (M))* — (Mumin)" — 0

entraine, par dualité, que My, — M/Hig (M). Grace a cette inclusion on
montre que Hisj (Mymin) = 0, car le foncteur Higj(.) est exact a gauche et
Hij (M/Hjg) (M) = 0.

Soit £ un sous D-module holonome de M4, tel que supp (£) C X. Pour chaque
point z € ¥ on peut trouver un ouvert U de X tel que z € U et UNX = {z} puisque
X est compact. Etant donné que supp (£) C ¥ on a L|y ~ D|y/(a"), n € N. Le
plongement L|y — M,in|u entraine que Hisy(L|y) = 0, car le foncteur Hig(.) est
exact & gauche et Hy) (Mpin) = 0, donc L]y = 0 et alors £ = 0.

iii) Soit £ un quotient de M,,;, tel que supp (£) C . Prenons pour chaque point
x € ¥ un ouvert U construit de la méme fagon qu’en ii). Par le méme argument
on a Lly =~ D|y/(z"), n € N. Le quotient M,,;n|v — L]y entraine, par dualité,
le plongement £*|;; < (Mnin)” |v. Etant donné que le foncteur Hisy(.) est exact &
gauche on a Hs) (£*|y) = 0, car Hy ((./\/lmm)*) = 0. Comme L|y est auto dual on
a Hys) (L]y) = 0, donc L|y = 0 et alors £ = 0. O

Remarque 2.7.7. Dans ce mémoire nous sommes intéressés en calculer I’extension
minimale d’un D-module holonome sur une surface de Riemann X le long >, quand
> est ’ensemble des points singuliers. Dans ce cas 14, il existe une notion équivalente
de support qui a du sens au niveau des germes :

Lemme 2.7.8. Soit M un D-module holonome sur une surface de Riemann X et &
l’ensemble des points singuliers de M, alors supp M C X si et seulement si M =

Hisgy(M).

Démonstration. =) Si supp M C ¥ alors M|s, = 0 et donc M ~ @ enM,, ou M,
est le faisceau gratte-ciel qui a le germe M, en x et qui est égale 4 0 en X \ {z}. Vu
que X est fini ¥ = {xg,21,...,2k}, ce qui entraine qu’on peut écrire, pour chaque
x; € X, la suite exacte de Dx-modules :

0— K — My, — My, [#{z;}] — L — 0.
Vu que My, ~ C{z}(0,)/C{z}(0,)-P, P € C{x}(d,). Etant donné que My, |x\ (2} =
0, degy, P = 0, ce qui entraine P = 2", ot n € N, alors M, [*{z;}] = 0 et donc
Mri ~ ’C = H[z7](./\/lm1)
<) Evident. O

2.7.2. Extension minimale pour les germes formels et analytiques

Vu que nous sommes intéressés a prendre ’extension minimale dans le cas ou %
est ’ensemble des points singuliers d’un D-module holonome M sur une surface de
Riemann X, le Lemme 2.7.8 permet de donner une définition alternative d’extension
minimale, qui fait aussi du sens au niveau des germes :
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Définition 2.7.9. Soit M un D,-module holonome. On dit que N est une extension
minimale de M et on la note M,,;, si :

i) O 7 @0, M =0, [z7 ®0, N,

ii) pour tout £ sous D,-module holonome de N, tel que Hjg) (£) = £, on a L =0,

iii) pour tout D,-module holonome L quotient de N, tel que Hyg (£) = £, on a
L=0.

Définition 2.7.10. Soit M un ﬁz—module holonome. On dit que N est une exten-
sion minimale de M et on la note M,,;, si :

) Ozfz Y ®g, M =0,z @5 N,

ii) pour tout £ sous D,-module holonome de A, tel que Hj) (£) =L, ona L =0,

iii) pour tout D,-module holonome £ quotient de N, tel que Hi (£) = £, on a
L=0.

Théoréme 2.7.11. Si M un D,-module holonome alors Jm ~ (./(/l\)mm

Démonstration. 1) M et ml ontAla méme localisation. Argument : les foncteurs
_ ®p, O.[z71] (localisé) et~ ®0, O, (formalisé) commutent.
ii) ml n’a pas de sous objets & support purement algébrique. Argument :

al) si £ — Mpin et Hig(£) = L, alors £ = 0,

a2) ¢ : Mupin — Mpin[z71], m — m @1 est injective,
sont équivalents et

a’l) si L /\77; et Hy (E) = E, alors £ = 0,

a’2) p: Moo — m[zfl], m— m® 1 est injective,
sont équivalents et en plus a2) entraine a’2) par la platitude Ade _ ®o, O, sur O, et
par la commutation des foncteurs  ®e, Oz[z7 et ®0, O,.
iii) m n’a pas des quotients & support purement algébrique. Argument : grace a
ii) et & la commutation des foncteurs dual et localisé et vu que Hyg (L) = £ entraine
L~ L ona

bl) si L* — (M*)pin et Hy(L*) = L, alors L* = 0,

b2) ¢ : (M*)min — (M*)min[z71], m — m @ 1 est injective,
sont équivalents et

b’1) si L — (/\ﬁ)\mm et H[O](Z;) = L*, alors L£* = 0,

b2) &: (M)

Fin — (M) min[z7, m— m @ 1 est injective,

sont équivalents et b2) entraine b’2). O

2.7.3. Extension minimale d’un couple d’espaces vectoriels

Définition 2.7.12 (Extension minimale). Soit D un disque centré a 'origine, j :
D* — D Tinclusion, F* un complexe de faisceaux pervers sur D et £ = hO(F®|p-).
On appelle extension minimale de F* au complexe j, L.
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Proposition 2.7.13. Soit D un disque centré a lorigine, j : D* — D Uinclusion et
L un faisceau localement constant sur D*. Si F* un complexe de faisceaur pervers
sur D tel que F®|p~ = L, alors :

i) 4l existe n : j. L — F* morphisme de complezes de faisceaux pervers tel que
nlp+ =ide,

ii) j«L n’a pas des conoyauzr a support l'origine,

ili) j«L n'a pas des noyauz a support lorigine.

Les noyaux, conoyauxr sont pris au sens de la catégorie des complexes de faisceaux
pervers.

Démonstration. 1) Etant donné que la catégorie des germes de complexes de fais-
u

s .
«_ _F, il suffit de le

v

ceaux pervers est équivalente & la catégorie des couples F

prouver dans la deuxiéme catégorie. Vu que j, L, F*® sont représentés par les couples
T — ]lE u
E 3 Im(T —1g), cf. la Proposition 2.4.5, et E C
inc

v
mutativité du diagramme :

F' respectivement, la com-

Im(T—1g) ———— F
U\Im(T—n B)
entraine ’existence du morphisme 7.
u
ii) Soit F* un conoyaux de j.L. Vu que dans la catégorie des couples FE C F,
v

T-1g
j«L, F*® sont représentés par les couples F 3 Im(T—1g),et 0 C F respec-

mec
tivement, la commutativité du diagramme :

E 0

roag( Yoo Do
L \

entraine que go (T'— 1g) =0, vu que g et T — 1 sont surjectifs on a g = 0 et alors
F =0, donc F* =0.
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u

iii) Soit F* un noyaux de j,.L. Vu que dans la catégorie des couples E ::j F, j.LC,

v

T —1g
JF* sont représentés par les couples E 3 Im(T — 1g), et O C F' respective-

mc
ment, la commutativité du diagramme :

entraine que inco f(F) = 0, étant donné que inc, f sont injectives F = 0 et donc
F*=0. O






CHAPITRE 3

RIGIDITE

Le but de ce chapitre est de définir la notion d’indice de rigidité d’un Dp: -module
holonome et de démontrer que cet indice est préservé par transformation de Fourier,
au moins dans le cas ou le Dpi-module de départ est régulier partout, irréductible
et localisé a l’infini, cf section 3.2 . Pour cela, dans la section 3.1, on introduit la
notion d’indice de rigidité et on calcule cet indice pour le transformé de Fourier d’un
Dpi-module régulier partout.

3.1. Notion d’indice de rigidité

En 1857, en traduisant dans une langage moderne, Riemann a montré que ’équa-
tion hypergéométrique peut étre reconstruite, & isomorphisme prés, a partir de la
connaissance de ses monodromies aux points 0, 1 et co. Dans une langage moderne, on
dit que ’équation hypergéométrique est rigide et que son systéme local est physique-
ment rigide. Katz, dans son livre Rigid Local Systems donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un systéme local £ sur P! soit physiquement rigide :

Théoréme 3.1.1. Soit X wun sous ensemble fini de P!, U = P!\ 3,
g U™ — (P Pinclusion ouverte et L un systémes local irréductible sur U™ de
rang n > 1. L est physiquement rigide si et seulement si : x((PY)*", j.End(L)) =
(2 — k)n? + Y, dimZ(A;) = 2, ¢f. Notation 2.4.8, ot k +1 = #X et A; est la
monodromie de L autour du point s; € 3.

Démonstration. Cf. [11] Théoréme 1.1.2 page 14. O
Notation 3.1.2. Soit M un Dpi-module holonome et ¥ I’ensemble des points singu-

liers de M.

e Y désigne le foncteur (localisé) qui & M associe Op: [*X] ®0,, M.
e /s désigne 'équivalence de catégories, qui & un Dp: [*X]-module holonome M
associe une connexion méromorphe (€, V), a singularités sur ¥, déterminée par M.
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e &nd désigne le foncteur qui & une connexion méromorphe (&,V) associe
(6nd(€),V), la connexion méromorphe des endomorphismes de £.

e U désigne le foncteur d’oubli de la catégorie des Dp: [%3]-modules dans la caté-
gorie des Dpi-modules.

On présente maintenant une motivation pour la définition de I’indice de rigidité pour
les Dp1-modules holonomes.

i D’une part un systéme local irréductible £ sur U = P! \ ¥, ¥ finie, est rigide si
et seulement si

(22) X (P!, j.End (L)) =2,

ot j : U < P! est I'inclusion, cf. Théoréme 3.1.1.
ii D’autre part si on prend un Dpi-module holonome régulier M, ayant £ comme
systéme locale, on a

(23) DR ((Os o M " o Eend o M, o L (M)) =j.&nd(L).

A cause des égalités 22 et 23 nous sommes amenés & donner la définition suivante :

Définition 3.1.3 (Indice de rigidité). Soit M un Dpi-module holonome irréduc-
tible et X I’ensemble des points singuliers de M. On appelle indice de rigidité de
M et on le note rig(M) linvariant :

X (IP’l,DR ((ﬁg o ///51 o &end o M OXZ(M))W:”)) .

Notation 3.1.4. A, désigne 'ensemble des germes de fonctions holomorphes multi-
formes de la classe de Nilsson sur un point p :
A, = @ Kz (log z)*,

—1<Re a<0
keN

ou K est le corps des fractions de O en p.

Notation 3.1.5. Soient M un A;-module holonome régulier & singularités sur ¥ =
{z1,...,2p}U{o0}, ou {z1,...,2,} C C, M’ I’A}-module holonome (régulier) localisé
a linfini induit par M. M?#& désigne le Dg)llg—module holonome déterminé par M et
M’ et M3 le module M?& ®Ofﬁg Oa.

Notation 3.1.6. Soit M un A;-module holonome régulier a singularités sur ¥ =
{z1,..., 2, }U{o0}, ou {z1,...,2,} C C. Le transformé de Fourier de M, noté M £, est
a singularité réguliére en 0, car M est a singularités réguliéres sur 3. Soient (M)’ 1’4} -
module holonome localisé & I'infini induit par Mz et /\/l?_lg le D;llg—module holonome
déterminé par Mz et (Mz)'. On note M3P? = Milg ®O;ig O,

Théoréme 3.1.7. Soit M = D/Z un Dp1-module holonome régulier a singularités
sur {yo = 00,1, -, Yk}, o0 k > 1. Si
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i Mg désigne le transformé de Fourier de M, lequel a seulement deux singularités,
une réguliere en zéro et l'autre éventuellement irréguliére o l'infini ;

ii (/\7,%) désigne le formalisé a l'infini de la connexion méromorphe (N,V) =
M 10,00} © Z10,00} (MF), laquelle a la décomposition de Turrittin :

k
(N, V) ~ @(E'LPL ® (Rmvl) )
i=1
ot les (f{“ %l) sont des connexrions méromorphes réguliéres ;

iii T; désigne la monodromie de (ﬁz, @Z) et n; la dimension de f{i;

iv L désigne le systeme local Hompi (M x, A;)|cx et T la monodromie de L en 0;

alors la rigidité de Mg est donnée par l'expression :
k k k 2
(24) rig(Mz) = dimZ(T) + Y dimZ(T;) + » nj — <Z n) .
i=1 i=1 i=1

Démonstration. Soit £ le Dp1 -module O, o ///51 o&endo My o Ls(Mg), o0 ¥ =
{0,00}, F* le complexe de de Rham DR (&,,i,) sur P! et j: C* — P! I'inclusion. Le
morphisme j permet de construire la suite exacte courte :

(25) 0 — jij 'F* L F* — cokernp — 0,
laquelle entraine I’identité suivante :
X(PY,F®) = x (P, jij ' F*) + x(P*, coker 7).
Si on désigne £’ = h°(j7*F*) on a :
X(PYjij~LF") = (2 — 2)rang £ = 0,
X (P!, coker i) = x (P!, (coker n)o) + x (P!, (coker 1)),
car {0, 00} sont les seules singularités de F*, donc :
(26) (P!, F*) = x (P, (coker 1)g) + x (P, (coker 1) oo ).

Afin de calculer x (P!, (cokern)o) on prend un disque D C C centré en 0 et 'inclusion
i : D* — D. Soit G* = DR (Enmin|p). Comme Epin|p est un Dp -module holonome
régulier en D, DR (Enin|p) = ixEnd(L"), ot L = Homp,, (MF, A;) [p-. G* est un
complexe pervers sur D et on peut lui associer la suite exacte courte :

(27) 0 — ii 'G* ale, G* — (cokern) |p — 0.
Cette suite entraine l'identité :
X(D,G*) = x(D, i"1G*) + x(D, coker n|p).

Vu que h°(i71G*) = End(L"), on a x(D,#i"1G*) = (2 — 2)rang End(L") = 0, car
D* est homotope & S', donc x(D,G*®) = x(D, (coker )o). La suite exacte 27 entraine
que (G*)o = (coker n)o, mais (G*)o = {M € End(E) | Tepaery(M) = M}, ot E =
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hO(D \ RT, L"), Tepaccry = adr et T est la monodromie de £” autour de 0, alors
(G*)o = {M € End(E) | TM = MT} = Z(T). Par Mayer Vietoris on montre que
X(PL, (coker n)g) = x(D, coker n|p), donc :

(28) X (P!, (coker n)g) = dim Z(T).

On calcule maintenant x(P!, (coker 1) ). Vu que (jgj_lj’:')oo = 0, la suite
exacte 25 entraine que (F®). =~ (cokern) . Mais x (P!, (DR (Emin))s) =
X ((Emin) o » (Op1) ), alors par la définition d’irrégularité :

(29) X (]Pl, (DR (5mm))oo) = X((gmin)ooa (Op1)oc) = i ((Emin)oo) -
Par le Lemme 3.1.8 et le Théoréme 2.7.11 on a :
(30) X ((g/rn:) O]pn ) ZdlmZ
en plus, grace au Lemme 3.1.8 on a :
k 2 k

() () = (L) ~ Yot

i=1 i=1
L’identité 24 est une conséquence immeédiate des égalités 26, 28, 29, 30 et 31. O

Lemme 3.1.8. Soit N un D,-module holonome et (N, V) la connezion méromorphe
associée a N'[x~1]. Supposons que la décomposition de Turrittin du formalisé et localisé
de (N, V) est de la forme :

(32) (N, V) =~ @E% (Rz, v )

Si on désigne par T; la monodromie de (f{wﬁz) et on suppose que 1 = 0, (1?{1,61)
peut étre 0, alors :

ix (/\A/'mm,(C[[x]]) = dim{e | T1e = e},

i x (End (./V)mm,(C[[x]]) = Ek:dimZ(T
i=1

k 2k
iii i (Endo, (N)) = (Z nz> — an, ot n; = dimR;.
i=1 i=1
Démonstration. i) Considérons chaque terme de la décomposition 32. Deux choses
peuvent arriver, soit ¢; = ~;/x = 0, soit i 74 0.

Si ¢; # 0, le Dy-module holonome N; = £¥ ® (ﬁz,ﬁ ) n’a pas de composante
réguliere par construction, alors N ~ N[z ™!] (cf. [13] Théoréme 6.3.1 page 44). Ceci
entraine que la multiplication par 2 est bijective et alors Hpg ](./\/ ) =0 et Hy (N7) =
0, donc (/\A/'Z)mm = J\Z[w‘l], cf. Théoréme 2.7.6. Grace & ces isomorphismes on a

XNomin: Clz]) = x((N1)min, C[z]), car x(Ni[z1],C[z]) = 0 pour chaque i > 1.



3.1. NOTION D’INDICE DE RIGIDITE 85

Si ¢; = 0, on est dans le cas régulier. Pourvu le choix d’une base et d’un systéme
de coordonnés on a l’isomorphisme :
Ry, V1) ~ ( C[z]" SN
1, V1) — ) dx 1)
ol n = dim f{l. Etant donné que ./(71 et /Vl [xfl} ont la méme extension minimale, cf.
Corollaire 2.7.4 on calcule 'extension minimale de ce dernier. Cela est fait en prenant

un changement de base méromorphe qui transforme la matrice A; dans une matrice
constante, J, dans la forme canonique de Jordan :

[t .90 = @ (Clal™ 5 - 11),

ot ny +- -+ N, =n, et J; sont les blocs de Jordan de J. Cet isomorphisme entraine
que :

Ml =~ @ Cllle 10 [ ealfa=1)(0,). (2, — o)
j=1

ol o est la valeur propre du bloc de Jordan J;.
Si o & Z, le polynoéme de Bernstein, b(z), de N1; = Clz](9;)/(x0r — ;)™ est
(x — a;)", alors pour tout k € N, b(k) # 0, donc la multiplication par z :

Cla](90)/(20s — 0j)™ = Cla](0x)/ (20 — ;)™

est une application bijective (cf. [13] Lemme 4.2.7 page 20), c’est-a-dire J\Aflj est une
connexion méromorphe, en particulier on a Hyj(Ny;) = 0 et Hy((N1;)*) = 0, donc
(/Vlj)mm = ./Vlj. Grace a ces égalités on a :

XNomin, Cl2]) = >~ X((N1)min, Cla]),

aj€ZL

car X(-/\71j [z~ 1, C[z]) = 0 pour chaque «o; & Z.
On remarque que si a; € Z, on peut supposer que «; = 0, puisque aprés le
changement de base B = 7%/ 1, la matrice J; est transformée en

BJ;B~' +20B/0xB~"' = J; — q;1.

Dans ce cas la JVJ = Clx](0s)/(x0:)™ et alors (J\A/j)mm = C[z](0z)/Rj, ou R; =
0z (20,)™ 1. Etant donné que {1,logz,... ,log™i ! x} est une base de solutions de
I'équation différentielle 0, (x9,)™ ~'y = 0, le noyau de R;(z,d,) en C[z] est (1), donc
dimker R;(z,0,) = 1. Etant donné que le“ est une solution de I’équation
différentielle 0, (20,)" ~1y = 2!, dim coker R;(z,d,) = 0.

Tout compte fait x(Npin,Clz]) = #{J; | «; € Z}, autrement dit
X(len7(C[[fL']]) = dlm{e | Tle = e}.
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~

ii) Reprenons la décomposition de Turrittin 32 (N, V) ~ @le £2 ®R,. Vu que :

(N, V

R

‘@k

@
Il
-

<.
Il
-

Hom@w (5% ® ﬁi,ggjj ® ﬁj) ,6)

P~

B(
(HOIII@Qc (ﬁi,gw-j7Wi 24 ﬁ]) ,%)
(

i=1 j=1
ko k o R R
(33) ~ @@ Homg (Ri,Rj) ®5¢J—W,V) ,
=1 j=1
Passertion i) entraine que :
X (End(N )mm7 [z]) = dm{M=M; & ---®My |adr, ®---®adr,M =M}

k
> dim Z(T;)
i=1

iii) Etant donné que (/\A/' , %) admet la décomposition de Turrittin 32, ou les (ﬁi, %Z)
sont des connexions méromorphes réguliéres, l'irrégularité de chaque composante est
soit 0, si p; = 0, soit n; = rang(R ),sip#0. L application du méme raisonnement a
la décomposition de Turrittin des endomorphismes de N i.e. a l'identité 33, entraine
que :

k L k
i (Endo(N)min) = > rang (Hom (Ri, Rj)) (Z > an,

=1

ou n; = rang(T;) = rang(R;). O

3.2. Préservation de l’indice de rigidité

Dans son livre Rigid Local Systems, Katz montre dans le chapitre 3, cf. Théoréme
3.0.2 page 91, que la transformation de Fourier, en caractéristique positive, préserve
I'indice de rigidité des faisceaux pervers irréductibles, pourvu que ni le faisceau ni
sont transformé de Fourier soient & support ponctuel. D’autre part Katz pense aussi
que la transformation de Fourier dans le cadre des D-modules doit préserver I'indice
de rigidité, cf. [11] page 10. En utilisant ces conditions comme guide, nous sommes
amenés a penser que I’énoncé correspondant dans le cadre des D-modules doit étre
(dans le cas particulier, ot le D-module de départ est régulier) le suivant :

Théoréme 3.2.1. La transformation de Fourier préserve lindice de rigidité pour
les Dp1-modules holonomes irréductibles, localisés a l'infini et réguliers par tout.
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On démontrera cette proposition a la fin de cette section. Afin de préparer la
démonstration, on commence par rappeler les objets utilisés dans le calcul de I'indice
de rigidité.

D’une part, au niveau des germes, il y a une équivalence de catégories entre les

u
Dana_modules holonomes réguliers, x € P!, et la catégorie des couples E C F, ou
v

E et F sont des C-espaces vectoriels de dimension finie et 1 + uwv est inversible. Cette
équivalence de catégories entraine que nous pouvons associer a chaque M3, x; € ¥,
le couple d’espaces vectoriels :
P
—
Tr]lLEi(\_/Fi,‘TFi 1
v;
grace a la minimalité de M, propriété entrainée par l'irréductibilité de M, pour chaque
z; € XN C, le couple précédent est équivalent au couple suivant :
T,—-1
Ti—lCEiSFiDTFi _1
ine
cf. la sous-section 2.7.3. Etant donné que M est holonome, M = A, /I. En particulier si
on prend une base de division (P, ..., P;) de I on adim E; = deg,_P,, cf. Proposition

2.4.12. Sens perte de généralité on peut prendre E; = E. Dans ce cas 1a, les couples
peuvent étre réécrits de la fagon suivante :

T,—1
P G
(34) T-1(C B _BFi )Tr ~1
inc
D’autre part, grace & la régularité de My en 0, (M3P?)o est équivalent au couple
suivant :

u
T-1(CR_CF )T 1
v

ou 1 + uv est inversible. Grace & la minimalité de Mz, propriété entrainé par l'irré-
ductibilité de Mz, laquelle est conséquence de la préservation de l'irréductibilité par
transformation de Fourier, le couple précédent est équivalent au couple suivant :

T-1

& 1R )T
mnc

cf. la sous-section 2.7.3.

De plus, la décomposition de Turrittin est aussi utilisée dans le calcul de I’indice
de rigidité. Pour simplifier on note Mz = M3 et (N,V) le formalisé & I'infini
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de la connexion méromorphe (N, V) = Mz[x{oc}], laquelle a la décomposition de
Turrittin :

k
N V)~ P& @ Ri, Vi),
=1

ou les (R;,V;) sont des connexions méromorphes réguliéres. Chacune de ces
connexions induit un couple d’espaces vectoriels :

Tp —1
FLF
1

cf. Remarque 2.5.17.
Dans son livre Equations différentielles o coefficients polynomiauz Malgrange
montre, d’une fagon analytique, que F;, = F; et que F = E,, cf. [16] Théoréme

XII1.2.9 page 203. Etant donné cela nous sommes amenés a penser que les deux
Lemmes suivants sont vrais et on les démontre d’une fagon algébrique.

Lemme 3.2.2. Si (M), = M2 qlors pour chaque x; € ENC les monodromies
Tp, : ¥y — F; et Tp : Fy — F; sont conjuguées, cet a dire M3® est équivalent au
couple suivant :

T, — 1
P o
T, ~1( B AFi. )Ts —1
nc
Lemme 3.2.3. 5i (M%) min = M$P® alors les monodromies en 7 =0 T4 : E—Eet

Too : Foo — Foo sont conjuguées, cet a dire (M) est équivalent au couple suivant :

Tog—1
To-1(C B OF _)Tw—1
inc

Afin de démontrer le Lemme 3.2.2, on commence par remarquer que Claude Sab-
bah, dans son livre Déformations isomonodromiques et variétés de Frobenius - une
introduction, présente une fagon alternative de calculer la décomposition de Turrittin
de (/\7 7§), grace a laquelle on peut montrer facilement le Lemme 3.2.2. On pré-
sente tout de suite les trois énoncés pertinents. Vu que les notations utilisées sont
différentes, on les présente aussi, lesquelles seront utilisées seulement dans les trois
énoncés suivants.

Notation 3.2.4. La transformation de Fourier est 'isomorphisme d’algébres :
Cltl o) — Cl[r'[{0-)
t — —0n

81/ — T,
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noté P — P. Tout module M sur C[t]{0:) devient, de cette fagon, un module sur
C[](0+); celui -ci est noté M et appelé le transformé de Fourier de M. Dans la suite
M est supposé holonome et a singularités réguliéres, y compris a l'infini. Nous savons
alors que M n’a de singularité quen 7 = 0 (singularité réguliére) et en 7 = oo
(singularité éventuellement réguliére). Le localisé M[7’] est encore holonome et c’est
un C[7’,7~1]-module libre de rang fini. Nous pouvons le considérer comme un fibré
méromorphe sur la sphére de Riemann P!, recouverte par les cartes de coordonnées
respectives 7 et 7' reliées par 7 = 7/~! sur leur intersection. C’est donc aussi un
C[r,7~*]-module libre. Enfin on note M le Dpi-module Opr @cpy M.

Lemme 3.2.5. Le microlocalisé M# est a support dans l’ensemble des points singu-
liers de M.

Démonstration. Cf. [23] Lemme 3.3 page 191. O

Vu que M* est a support aux points singuliers ¢ de M, on peut écrire T'(C, M#*) =
@cM'g‘.

Proposition 3.2.6. En tout point singulier ¢ de M, le germe £9/7 ® MHE est un
(k = C[r][r~1Y], V)-espace vectoriel & singularité régulicre.

Démonstration. Cf. [23] Proposition 3.4 page 192. O
Proposition 3.2.7. L’application C[7]-linéaire composée

G =k ®cjr-1) M — T(C, k ®cpp, M) — I(C, M*)
est un isomorphisme.

Démonstration. Cf. [23] Proposition 3.6 page 193. O

Démonstration du Lemme 3.2.2. Pour chaque x; € ¥NC, le morphisme microlocalisa-
tion permet de construire, grace au Lemme 3.2.5, la suite exacte de (Dj?*),,-modules
holonomes :

(36) 0 — ker u—— M1 N (MGh2 ) —— cokerp — 0.

Etant donné que ker ju ~ Dy, /Dy, .(0y,)* (resp. cokerp ~ D, /D,..(8,,)" ), pour un

i

certain k € N (resp. k' € N ), ker p (resp. cokerp) est équivalent au couple C* 3 0
(resp. C* 3 0). Vu que (M3"*)" est une connexion méromorphe réguliére, cf.
Proposition 3.2.6, (M3"*)! est équivalent au couple :

Ty, — 1

]
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Cf. Remarque 2.5.17. Muni de ces équivalences et du fait que 36 est une suite exacte de
D.,-modules holonomes réguliers, celle ci est équivalente a la suite exacte de couples :

0 CkC E a F, ¥ 0
\ \ 7Y 7
[) jC‘:Ti—]l pf V1e -1 )
\ Y v N R

Vu que ce diagramme est & lignes exactes 8 est un isomorphisme, en plus la commu-
tativité de ce diagramme entraine que awoj = 3 et que o (T; — 1) = (TE —1)oa,
alors 8o (T; —1)oj = (T, — L)ooy, donc fo(T; —1) = (Tg, —1)0p, cet a dire
ﬁ o Ti = Tﬁi o ﬁ O

Corollaire 3.2.8. dimZ(T;) — dimZ(Tg ) = dim? ker(T; — 1) = (dimE — dim E)z

Démonstration. Etant donné que le couple (E,F;, T; — 1,7) est minimale, la Propo-
sition 2.4.10 entraine que dim Z(T;) — dimZ(Tg ) = dim? ker(T; — 1). D’autre part
dimker(T; — 1) + dimim(T; — 1) = dimE. Vu que T; — 1 : E — F; est surjective
dim F; = dimim(T; — 1), donc dim?ker(T; — 1) = (dim E — dim F;)2. O

Démonstration du Lemme 3.2.3. Prenons la suite exacte :

0 ker A€ Mo A

M2 {oo}] —— coker A —— 0.

Vu que ker A ~ Dy /Dyt’* (resp. ker A ~ Dy /Dypt’*"), pour un certain k € N (resp.
k' € N), la suite exacte précédente donne naissance a la suite exacte suivante :

0 —— Dy /Dr(9:)F—— (MF*)o —— (M[t7']F")o —— D-/D7(8;)" —— 0.

Cette suite est équivalente a la suite exacte de couples :

~ o ~

0 %:’“C E 1D Cc* 0
VT A M T
! U, — 1 ’ Vo [
S T e \J

0 0 F 3 0 0 0.

Vu que ce diagramme est & lignes exactes 8 est un isomorphisme, en plus la commu-
tativité de ce diagramme entraine que v’ oo = Fo (Tg— 1) et que v’ o 3 = o j, alors
woaoj = Bo(Ty—1)oj, done w/ov'o = fo(To—1), ie. (Tg —1)of = Bo(To—1),

Bo T‘o = Tg o 3. Grace au Lemme 2.6.22 ’TO et T sont conjugués. O
Corollaire 3.2.9. dimZ(To) — dimZ(Ty) = —dim?ker(Ty — 1) = —(dimF —
dimF,)?2

Démonstration. Analogue au Corollaire 3.2.8. O

Corollaire 3.2.10. dimker(Ty — 1) = dimE — dimE = Y.¥ | dim F; — dim E.
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Démonstration. Grace au Lemme 3.2.3 ’TO —1:E — F est surjective, alors
dim ker(T‘o —-1) = dimE — dimF. Ce Lemme entraine aussi que dimF = dim F,, =
dim F, car M?"® est régulier et localisé a 'infini. La Proposition 3.2.7 entraine que
dimker(Ty — 1) = Y% dim F; — dim F. O

Démonstration du Théoréme 3.2.1. Par le Théoréme 3.1.7 on sait que :

k k
rig(M%F?) = dim Z(To) + Z dim Z(TZ) + Z dim? i:‘\l — dim®E.
i=1 i=1

Grace aux Corollaires 3.2.8 et 3.2.9, ’égalité précédente peut étre réécrite de la fagon
suivante :
rig M7F?*) = dimZ(Ts) + dim? ker(f‘o -1+
+ > [dimZ(T;) — dim® ker(T; — 1)] +
k

+ Z dim? f‘z — dim?® E,
i=1

en plus les Corollaires 3.2.10 et 3.2.8 entrainent que :

rig(M3P?) = dimZ(T )+ (dimE — dimE)?+

—I—Zdlmz (dimE — dlmF —|—Zd1m F — dim*E
i=1

=dimZ(Te) + Z dim Z(T;) + (dimE — dim E)>—

k k
— > (dim*E - 2dim EdimF; + dim*F;) + > _ dim® F; — dim®E

i=1 i=1
=dimZ(Tw) + Z dim Z(T;) + (dim E — dim E)
k

— kdim’E+2dimE Y dimF; — dim’E

i=1
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k
= dimZ(Toe) + Y _ dimZ(T;) + dim® E — 2 dim E dim E+
=1
+dim?E — kdim?E 4 2dimEdim E — dim? B
k
= (2 (k+1))dim*E+ dimZ(Too) + »_ dim Z(T;)
1=1

= rig( M)

donc la transformation de Fourier préserve 'indice de rigidité.
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