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1 INTRODUCTION 

L’objectif de cet travail est l’étude du séchage des milieux poreux déformables saturés. 

Il a pour but la mise en place d’une description physique fine du fort couplage 

hydromécanique qui se produit au sein de ses milieux.  

Avant d’aborder le thème principal de notre travail, il est important d’avoir une idée 

générale de ce qu’est une opération de séchage, ceci de façon à pouvoir envisager les 

applications possibles de notre travail de recherche. Nous pouvons définir le séchage comme 

l’extraction de solvant d’un produit par apport d’énergie thermique à celui-ci ; Selon le type 

de produits séchés et le type de procédé de séchage, les problématiques rencontrées peuvent 

être d’ordre énergétique (consommation d’énergie, choix de sources d’énergie, coût 

énergétique…), d’ordre purement financier (coût de stockage, coût de transport,…) et/ou 

d’ordre qualité du produit séché. Les procédés de séchage interviennent dans divers secteurs 

d’activités comme les industries du bois, minière, papetière, de l’alimentation, de 

l’agriculture, pharmaceutique, de la construction de bâtiments, etc. L’obtention d’une bonne 

qualité du produit séché ainsi que l’optimisation des procédés employés sont, même si le coût 

énergétique reste une préoccupation, les deux principaux objectifs que les utilisateurs de 

procédés de séchage cherchent généralement à atteindre. L’objet des études scientifiques 

approfondies menées sur les processus mis en œuvre lors d’une opération de séchage et sur 

l’étude des principaux procédés de séchage vise à donner des éléments physiques objectifs 

permettant d’atteindre ces objectifs. 

Plusieurs problématiques spécifiques et qui sont généralement très couplées, se 

présentent habituellement dans le processus de séchage : 

1. La cinétique de séchage (et au travers de celle-ci, le temps du séchage). Par exemple, 

dans l’industrie quand la demande d’un produit est trop élevée, la tendance immédiate 

est d’accélérer le processus de séchage, pour pouvoir la satisfaire dans le temps imparti. 

Il est alors indispensable de connaître le temps optimal du séchage afin d'obtenir un 

milieu avec des caractéristiques souhaitées telles que, par exemple, sa teneur en eau 

finale (par exemple, dans l’alimentaire, l'excès d'eau peut favoriser la dégradation 

biologique de tout le produit).  

2. La forme finale du produit (déformation). La forme finale a une influence directe dans 

l’utilisation du produit, ainsi que sur son esthétique ; cette dernière peut intervenir 

fondamentalement dans le prix de vente du produit.  
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3. La structure interne (porosité, surface spécifique, fissuration) et de surface (fissuration) 

du produit, ainsi que les qualités mécaniques de celui-ci qui en découlent ;  les fissures 

fragilisent le produit, ainsi un contrôle de l’apparition de celles-ci au cours du séchage 

(par minimisation des contraintes internes prenant place au cours du séchage) s’avère 

important. 

Dans ce travail, nous proposons un modèle physique dont l’objectif est d’aider à 

solutionner les 3 problématiques généralement fortement couplées, énoncées précédemment. 

Le modèle mis en œuvre est diphasique ; il prend en compte la nature du produit 

(caractéristiques thermophysiques et rhéologiques) ainsi que son état initial (forme, teneur en 

eau) ; son originalité réside dans la prise en compte du gradient de pression comme terme 

moteur de transport du solvant (loi de Darcy) ; à cette originalité s’ajoute la prise en compte 

du caractère éventuellement compressible du liquide. Cette modélisation du transport 

convectif de la phase liquide sous l’effet du gradient de pression (au travers de la loi de 

Darcy) a pour avantage de ne pas avoir à utiliser de modèle de transport de type diffusif, et 

donc de ne pas avoir à recourir à des expériences de détermination d’un coefficient de 

transport effectif. Il a aussi l’avantage d’être physique (le gradient de pression du liquide est 

effectivement le moteur de transport ce liquide) et il permet de ce fait, une description 

mathématique autorisant à terme d’envisager un passage continu entre la description de 

l’évacuation d’un solvant d’un milieu diphasique (solide et liquide) et la description  de 

l’évacuation d’un solvant d’un milieu triphasique (solide, liquide et gaz). La prise en compte 

du caractère compressible du liquide, outre le fait qu’elle facilite la résolution numérique du 

modèle mis en œuvre dans ce travail, permettra a priori d’envisager à terme la prise en compte 

d’autre phénomènes tels que la vaporisation interne au produit. 

On peut trouver un grand nombre d’études de séchage des milieux poreux. Le chapitre 2 

est alors consacré à l'analyse de la bibliographie traitant de la modélisation du séchage. Nous 

centrerons notre attention sur trois modèles en particulier : capillaro-poreux, de type diffusif 

et de consolidation de Biot. Ces trois modèles donnent la principale base théorique sur 

laquelle sera développée notre modèle. En effet les modèles capillaro-poreux ont comme 

caractéristique fondamentale une description plutôt convective pour décrire le transport fluide 

(utilisation des gradients de pression du liquide), les modèles de type diffusifs sont très 

utilisés pour faire des couplages entre la déformation du milieu et le transport du fluide ; et 

finalement la théorie de Biot donne un bon couplage hydromécanique (solide-liquide) 

appliquée aux phénomènes de consolidation.  
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Une fois les bases théoriques établies, la modélisation est abordée (Chapitre 3). Elle 

démarre par un changement d’échelle des équations de transport au travers de la théorie de la 

prise de moyenne. Nous nous intéressons en particulier à l'influence que peut avoir un V.E.R 

déformable sur les équations de transport de masse, car l’hypothèse classique le considère fixe 

même si le milieu change sa géométrie. Les équations à l’échelle locale seront, donc, écrites à 

l’échelle macroscopique. Dans cette partie de l’étude seront introduites, dans le modèle, la loi 

de Darcy et la compressibilité du liquide. Le couplage hydromécanique sera fermé en utilisant 

la théorie de contraintes effectives de Terzaghi, qui nous amène à tenir compte d’une loi 

phénoménologique et du comportement rhéologique du matériau pour pouvoir définir la 

vitesse de déplacement du solide. Le tenseur de déformations est écrit sous l’hypothèse des 

grandes déformations, parce que dû au changement de géométrie du milieu, nous avons choisi 

le changement d’espace de Euler à Lagrange et ceci nous oblige à calculer les déplacements 

par rapport à l’instant initial.  

L’énergie que fournie l’environnement de séchage au milieu, sera considérée à travers 

de l’équation classique de conservation d’énergie (modèle à une température) sous sa forme 

conservative. Dans notre cas il n’est pas indispensable de faire une étude approfondie sur cette 

équation, parce que nous savons a priori que l’influence de la température, au sein du milieu, 

est très faible. Ceci sera constaté dans le chapitre 4 (validation du modèle). 

Les résultats du modèle (Chapitre 4), seront donc obtenus par une simulation numérique 

2D avec la méthode des éléments finis et un changement de variables d’espace (Euler-

Lagrange). La validation du modèle sera faite en comparant les résultats issus de la simulation 

avec ceux obtenus par l’expérience d’un séchage convectif d’un gel d’alumine, qui a comme 

avantage d’être un milieu fortement déformable et qui reste principalement diphasique tout au 

long du processus de séchage. 

Finalement, une étude de sensibilité sera faite pour montrer l’influence des paramètres 

rhéologiques, de la perméabilité et du rapport de forme sur les variables de transport (fraction 

volumique du liquide et pression intrinsèque du liquide) et la déformation du milieu (vitesse 

de déformation du solide). La relation déformation et transport du fluide (couplage 

hydromécanique) sera aussi étudiée dans cette dernière partie. 
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2 THEORIE ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE DU SECHAGE 

Comme nous l’avons déjà expliqué en introduction, le séchage est un processus qui 

permet d’extraire le solvant du produit ; dans l’agriculture, par exemple, l’opération de 

séchage permet de déshydrater un produit jusqu'à atteindre l’équilibre hygroscopique 

permettant ainsi une stabilisation de l’aliment. Alors, pour toutes les applications ou méthodes 

de séchage, le principe reste le même. 

Les opérations de séparation liquide-solide peuvent être classées en trois types : 

-La déshydratation mécanique : les techniques de séparation mécanique ignorent les 

effets thermiques. Ces techniques de séparation liquide-solide se classent en trois grandes 

familles : 

a) Décantation = séparation sous l'effet de la gravitation, 

b) Centrifugation = séparation sous l'effet d'une force centrifuge, la phase fluide 

s’évacuant en écoulement libre (décantation centrifuge) ou au travers d’un 

milieu poreux (essorage),  

c) Filtration = séparation par écoulement de la phase fluide au travers d’un milieu 

poreux, l'écoulement étant assuré par une force de pression. 

 -Le séchage chimique : le milieu sèche au contact d’un élément chimique hydrophile, 

ce dernier absorbe et retient l’eau. 

-Le séchage thermique : l’eau du produit s’évapore grâce au transfert de chaleur, 

l’apport d’énergie se fait selon trois modes différents :  

a) Séchage par conduction : l’énergie thermique nécessaire au chauffage est 

apportée par contact avec une paroi chauffée ; les vapeurs dégagées par le 

produit durant le séchage sont aspirées ou entraînées par un gaz de balayage,  

b) Séchage par convection : il consiste à mettre en contact un gaz chaud avec le 

produit. 

c) Séchage par rayonnement : l’énergie est apportée au produit à sécher par des 

ondes électromagnétiques. Les rayonnements utilisés sont du type infrarouges, 

hautes fréquences ou micro-ondes. 

L’enlèvement d'humidité depuis des solides, soit pour des fins de préservation, soit pour 

diminuer les coûts de transport, soit pour adapter la teneur en humidité pour des processus 

spécifiques, est dans chacun des cas effectué en minimisant la possible détérioration du 

matériau, et en respectant des coûts attrayants tout en minimisant l'impact environnemental. 
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Luikov est un des premiers scientifiques qui s'est intéressé au séchage, ses principales 

études datent de l’année 1966 et ses modèles sont encore utilisés dans les analyses des milieux 

capillaro-poreux (Irudayarj and Wu, 1996 ; Eduardo et al., 2003 ; Oliveira et Lima, 2003). Il a 

divisé les matériaux humides en trois types, selon leurs propriétés colloïdales physiques de 

base : 

a) Milieux colloïdaux typiques : pendant le séchage leur changement de taille 

(rétrécissement) est significatif mais ils conservent leurs propriétés élastiques 

(gélatine, pâte serrée de farine). 

b) Milieux capillaro-poreux : pendant que l'humidité est retirée ils deviennent 

fragiles, toujours incompressibles, et peuvent être transformés en poudre (sable, 

charbon de bois). 

c) Milieux capillaro-poreux colloïdaux : ils possèdent les propriétés des deux 

premiers types (ils incluent la majorité des matériaux qui sont soumis au 

séchage). 

Pour mieux comprendre l’état de l’art du séchage, il faut connaître les deux grandes 

tendances de sa modélisation : les modèles capillaro-poreux et les modèles de type diffusifs. 

Afin d’inclure le cas particulier des milieux déformables, il est par ailleurs important de 

s’intéresser à la théorie de consolidation de Biot qui donne de très bonnes bases théoriques 

dans le couplage hydromécanique de milieux poreux déformables. La présentation de ces 

modèles est proposée ici dans le but d’avoir une meilleur compréhension du modèle que nous 

présenterons par la suite de notre travail. 

2.1 Modèle capillaro-poreux (milieu non déformable) 
Depuis les modèles phénoménologiques, Whitaker propose une nouvelle façon d’écrire 

les équations de transfert de chaleur et masse dans les milieux poreux (Whitaker, 1977). Il 

démarre avec un système d’équations de conservation (chaleur et masse) pour les trois phases 

contenues dans le milieu (solide, liquide et gaz) et ensuite il applique pour chacune des phases 

la prise de moyenne en prenant un volume élémentaire représentatif (V.E.R) a l’échelle du 

pore ; ces paramètres moyennés permettent de considérer le milieu poreux comme un milieu 

continu équivalent. Tout ceci peut être considéré comme le point de départ de plusieurs 

discussions dans les équations modernes du séchage. 

Dans la suite du document, nous allons expliquer ou développer tous les modèles en 

prenant en compte cette théorie de la prise de moyenne, et les notations suivantes seront 

adoptées. 
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Soit ζ  un paramètre ou fonction quelconque, nous écrivons alors : 

a) πζ  moyenne apparente de ζ  de la phase π. 

b) π
πζ  moyenne intrinsèque de ζ  de la phase π.  

Le modèle dit « capillaro-poreux » est issu des travaux précédents. Ce modèle prend en 

compte le caractère hygroscopique du matériau par la fraction massique de vapeur d’eau et 

décrit de manière précise les transferts de chaleur et masse dans le milieu, tout en tenant 

compte de la vitesse du fluide en utilisant la loi de Darcy Généralisée dont le terme moteur est 

le gradient de pression. Cette modélisation est très utile dans l’étude de séchage de milieux 

poreux triphasiques (Figure 2.1) car elle utilise la notion de pression capillaire (Couture, 

1995 ; Prat, 2002 ; Plourde et Prat, 2003 ; Dantas et al., 2003), quantité accessible par la 

mesure. 

2.1.1 Modélisation d’un milieu capillaro-poreux 
Une connaissance basique de certains concepts ou relations est requise avant d’aborder 

la modélisation d’un milieu capillaro-poreux. 

Dans la plupart des études, les modèles physiques décrivant le transfert d'humidité sont 

basés sur l'existence de deux régions différentes désignées sous le nom de « région non-

hygroscopique » et « région hygroscopique ». Cette dernière région est caractérisée par la 

présence dominante de l'eau liée (Perré and Degiovanni, 1990 ; Goyeneche et al., 2001). Dans 

la région non-hygroscopique, l'eau libre occupe la partie principale des pores dans le milieu et 

est maintenue par les forces capillaires. Dans les deux régions, l'eau liée (Figure 2.2) est 

physiquement adsorbée sur les parois de la structure par des forces du type Van der Waals ou 

forces électrostatiques sous la forme de couches multimoléculaires. 

Phase liquide
(eau libre)

Phase solide

Phase gazeuse

ν

 
Figure 2.1  Phase liquide, gazeuse et solide dans le V.E.R. ( ν ).  



 

8 

                  

Eau liée

 
Figure 2.2  Eau liée dans les pores. 

Pour estimer la teneur en eau titrable dans un milieu, nous employons habituellement la 

teneur en eau base sèche (W) définie avec la relation suivante : 

sec

sect

m
mmW −

=  (2.1) 

où tm est la masse totale du produit et secm  est la masse du produit sec, donc W  est la 

masse d’eau par rapport à la masse du produit sec. En outre, on emploie également la 

saturation de l’eau S , qui représente localement le volume d'eau libre par rapport au volume 

de pores. 

ε
εS l=

 
(2.2) 

où lε  est la fraction volumique du liquide et ε  est la porosité du milieu. 

Pendant le séchage, l'eau libre est d'abord éliminée grâce à l'action des forces capillaires 

jusqu'à ce que la saturation locale tombe à zéro. A ce moment il n'existe plus d'eau libre 

localement mais la structure entière est encore saturée avec l'eau liée. Le contenu d'eau liée est 

réellement à sa valeur maximum, Wpsf, correspondant au point de saturation de la matrice 

complète. Au-dessous de ce point de saturation le retrait de l'eau liée commence. 

Avant d’aller plus loin dans la description de ce type de modèle, il est important 

d’expliquer le concept de pression capillaire qui va servir à la description du transport de 

fluide dans les pores. 

Pression capillaire 

La capillarité est un phénomène qui dépend de la tension superficielle des liquides et 

qu'on observe dans des conduits très fins (tubes capillaires ou une section de pore) où le 

liquide s'élève au-dessus du niveau hydrostatique. 
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Quand deux fluides non miscibles sont en contact avec un solide, les forces de tension 

superficielle surgissent en raison de l'énergie requise pour former une interface. Au point où 

une interface fluide-fluide rencontre un solide, un angle de contact θ , est défini par les plans 

tangents à l'interface fluide-fluide et fluide-solide (Figure 2.3). Quand les forces de tension 

superficielle sont équilibrées un angle statique de contact est obtenu : 

θasα
bsα

supα

Solide

Fluide a
Fluide b

 
Figure 2.3  Tensions de surface fluide-fluide et fluide-solide (θ  angle de contact ) 

L’angle statique de contact est obtenu en faisant un bilan des tensions de surface : 

( )θcosααα supasbs =−  (2.3) 

où supα  est la tension superficielle entre les deux fluides, asα  , bsα  sont les tensions de 

surface entre le solide et les fluides a et b respectivement. Les forces de tension superficielle 

créent également une différence de pression ∆P  à travers l'interface entre deux fluides non 

miscibles. Cette différence de pression est décrite par la loi de Laplace : 

 κα∆P sup=  (2.4) 

où κ  est la courbure moyenne de l’interface. Pour une interface fixe, qui forme 

approximativement un chapeau sphérique, dans un tube du rayon r, cette différence de 

pression (2.4) peut être décrite par la relation suivante : 

( )
r

θcos α 2
∆P sup=  (2.5) 

Cette différence de pression ∆P  s’appelle « Pression Capillaire » ( cP ) et c’est une 

grandeur mesurable au sein du milieu poreux et évolue en fonction de la saturation en eau 

libre. 

Nous pouvons maintenant présenter les grandes lignes du modèle capillaro-poreux dans 

un milieu triphasique non déformable. Dans ce paragraphe, nous choisissons d’exprimer les 

équations de conservation de masse du fluide et de l’énergie à l’aide de grandeurs moyennées 

(Whitaker, 1997) qui nous permettront aisément de faire le lien avec la modélisation du milieu 

diphasique déformable. Les variables du modèle sont :  
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• l
lP  : Pression moyenne intrinsèque de la phase liquide 

• T  ou TρCH P=  : Température moyenne ou enthalpie moyenne 

• W : Teneur en eau 

Nous avons fait ce choix de variables (pression du liquide, température et teneur en 

eau), car se sont des variables qui peuvent intervenir aussi dans la modélisation d’un milieu 

poreux saturé déformable. Ce choix nous donnera alors la possibilité d’établir de façon 

explicite le passage continu entre un milieu diphasique déformable et un milieu triphasique 

non déformable. Dans le cas de l’emploi de la teneur en eau, un autre avantage est observé, il 

s’agit du regroupement de trois variables (masse volumique de liquide, de vapeur d’eau et de 

l’eau liée) dans une seule variable (W) comme est remarqué dans l’expression (2.10).  

Les trois grandes hypothèses qui interviennent dans cette modélisation sont : 

• Une matrice solide non déformable, 

• l’existence de trois phases (liquide, gaz et solide), 

• le choix des gradients de pression des fluides comme termes moteurs principaux 

par la loi de Darcy pour décrire la quantité de mouvement de ces fluides 

(Whitaker, 1986). 

2.1.1.1 Equations de conservation de la masse 

Pour les modèles capillaro-poreux il existe une équation pour chaque phase (Couture, 

1995) : 

Air sec : 

( ) 0Vρ
t
ρ

a
g

a
a =⋅∇+

∂

∂

 
(2.6) 

Vapeur d’eau : 

( ) bv
g

v
v KKVρ
t
ρ

+=⋅∇+
∂

∂
 (2.7) 

Eau libre : 

KVρ
t
ρ l

ll
l −=






⋅∇+

∂

∂
 (2.8) 

Eau liée : 

( ) bbv
b KVρ
t
ρ

−=⋅∇+
∂

∂
 (2.9) 



 

11 

Dans les équations K et Kb sont les taux de changement de phase (évaporation) de l’eau 

libre et de l’eau liée respectivement. 

2.1.1.2 Équations de conservation de la teneur en eau 

En définissant la teneur en eau base sèche W  comme suit 

s

bvl

ρ
ρρρ

W
++

=  (2.10) 

et en additionnant les équations (2.7), (2.8), et (2.9), il vient 

( ) ( ) ( )[ ]bbl
l

lv
g

vblv VVV
t

ρ⋅∇+ρ⋅∇+ρ⋅∇−=ρ+ρ+ρ
∂
∂

 
soit : 

( )[ ]bbl
l

lv
g

vs VVV
t

W
ρ+ρ+ρ⋅∇−=

∂
∂

ρ  (2.11) 

Dans l’équation précédente interviennent les flux de vapeur, de l’eau libre et de l’eau 

liée. Ceux-ci sont modélisés comme suit : 

• Flux d’eau libre (loi de Darcy généralisée) 

( )gPkkV l
l

l
l

l

rll
ll

l
l ρ−∇

µ
ρ−=ρ  (2.12) 

où k est la perméabilité intrinsèque du milieu (a déterminer expérimentalement) et krl est 

la perméabilité relative au liquide. Plusieurs corrélations, fonctions de la saturation en eau 

libre S, sont données dans la littérature pour krl qui peut être aussi défini par ajustement sur 

des profils de teneur en eau expérimentaux. 

Nous considérons que ctel
l

l =ρ=ρ  pour le développement de toutes nos équations 

dans ce chapitre. 

• Flux de vapeur 

La vapeur est considérée comme étant un gaz parfait, nous avons alors 

T R
Pm

ρ
g

vvg
v =  (2.13) 

En admettant l’équilibre thermodynamique local (Moyne, 1987), on peut écrire : 
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( ) ( )Tv TW,w
g

v sat
P aP =  

où ( )TW,wa  est l’activité de l’eau. 

La loi de Darcy généralisée permet d’écrire pour le gaz : 

( )gρP
µ

kk
V

g

g

g

g
g

rg
g −∇−=  (2.14) 

où krg est la perméabilité relative au gaz. 

La vitesse de la vapeur d’eau est définie par : 

CDVV effv
g

gg
g

vv
g

v ∇⋅ρ−ρ=ρ  (2.15) 

où g

g

g
v

ρ

ρ
C =  est la fraction massique de vapeur. 

Afin de faire apparaître les variables du problème dans cette équation, l’équation (2.15) 

nécessite d’être développée : 

CD 1
Pm

Pm
VV effg

vv

g
aa

gv ∇⋅











+−=  (2.16) 

or g
v

g

g
g

a PPP −=  et c
l

l

g

g PPP +=  

on a donc :  

g
vc

l
l

g
a PPPP −+=  

la relation (2.14) devient alors : 

( ) ( )( )gρρPP
µ

kk
V g

v
g

ac
l

l
g

rg
g +−+∇−=  (2.17) 

L’hypothèse de gaz parfait sur le mélange air sec et vapeur peut s’écrire : 

( )
TR

PPPmPm
ρρ

g
vc

l
la

g
vvg

v
g

a

−++
=+

 
La relation (2.16) peut en définitif s’écrire 

( ) ( )

( )
CD 1

Pm

PPP m

g 
TR

PPP mPm
PP

µ
kk 

V

effg
vv

g
vc

l
la

g
vc

l
la

g
vv

c
l

l
g

rg
v

∇⋅











+

−+
−











 −++
−+∇−=
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On a alors : 

( ) ( )

( )
( ) 







































−++
∇⋅












+

−+
−











 −++
−+∇−

=

g
vc

l
la

g
vv

g
vv

effg
vv

g
vc

l
la

g
vc

l
la

g
vv

c
l

l
g

rg

TvsatTw,wv
v

g
v

PPP mPm

Pm
D 1

Pm

PPP m

g 
TR

PPP mPm
PP

µ
kk

TR
 )(P)(amVρ

           (2.18) 

La saturation (S) peut être reliée à la teneur en eau W par la relation suivante : 

( )psatl
l

s WW
ρε

ρ
S −=  

où Pc est fonction de S. Ainsi Pc(S) est à déterminer expérimentalement et ( )T
satvP  est 

la pression de vapeur saturante fonction uniquement de la température ( T ). L’activité de 

l’eau dans le milieu ( )TW,wa  est déduite des isothermes de sorption expérimentales. 

( )mBDD veffv =  où Dv est le coefficient de diffusion de la vapeur dans l’air et )m(B  
est un paramètre de pondération permettant la prise en compte de la tortuosité du matériau 

(Couture, 1995)  

• Flux de l’eau liée 

Le flux d’eau liée est classiquement modélisé comme suit : 

TDWDV btsbbsbb ∇⋅ρ−∇⋅ρ−=ρ  (2.19) 

où 

bD  est le coefficient diffusion de l’eau liée que nous pouvons trouver 

expérimentalement et btD  terme qui est souvent négligé (Couture, 1995). 

2.1.1.3 Équations de conservation de l’air sec 

C’est l’équation (2.6) qui nous donne la conservation d’air sec, son développement peut 

être effectué en tenant compte des développements précédents :  

• Flux d’air sec 

CDVV effv
g

gg
g

aa
g

a ∇⋅ρ−ρ=ρ  (2.20) 

où : 
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( ) ( )










 −++
−+∇−= g

TR
PPPmPm

PP
µ

kk
V

g
vc

l
la

g
vv

c
l

l
g

rg
g

 

( )
TR

PPPm g
vc

l
lag

a
−+

=ρ
 

( )
TR

PPPmPm g
vc

l
la

g
vvg

g
−++

=ρ
 

• Terme transitoire de conservation de la masse d’air sec  

Pour obtenir la valeur de aρ  à partir de l’équation de conservation d’air sec (2.6) nous 
avons de plus la relation suivante : 

( )












∂
−∂

=
∂

∂
t
ρS1

 ε
t
ρ g

aa

 

2.1.1.4 Équation de conservation de l’énergie (modèle à une température) 

Une équation faite en adoptant l’équilibre thermique local, sera suffisante pour exprimer 

l’influence de la température dans le milieu. En prenant l’écriture de Quintard (Quintard et 

Whitaker, 1995) nous avons le bilan d’énergie résumé à une équation à une seule 

température : 

[ ]
                               0)Tλ()Kh(hKhhVρ

TCVρCVρCVρCVρ
t
T

ρC

bbvvbbb

pv
g

vpa
g

apbbpllp vall

=∇⋅⋅∇−+++∇⋅−

∇⋅++++
∂

∂

 (2.21) 

où 

avls papvpblpsp CCC)(CC ρ+ρ+ρ+ρ+ρ=ρ  (2.22) 

avls pppp C ,C ,C ,C  sont les chaleurs spécifiques du solide, du liquide, de la vapeur et de 

l’air ; bv h,h  sont des chaleurs latentes d’évaporation et de sorption. 

• Mise sous forme conservative 

Nous prenons la forme conservative, avec le changement de variable TCH pρ=  

(Turner and Ferguson, 1995) pour écrire l’équation de l’énergie, parce que la nouvelle 
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variable nous permettra d’effacer deux termes ( K  et bK ) que nous devions calculer dans 

l’équation (2.21). 

En prenant l’écriture de Couture (Couture, 1995) l’équation de l’énergie s’écrit alors : 

( )
( )

                                                                                                        Φ

TλVρVρhVρh

TCVρCVρCVρCVρ

t
H

v
g

vllbv
g

vv

pv
g

vpa
g

apbbpll

0

vall

=

















∇⋅−+++

+++
⋅∇+

∂
∂

 (2.23) 

où 

( ) bbbv
g

vll hVVV ∇⋅ρ+ρ+ρ=Φ  (2.24) 

est considéré comme un terme source et λ  est le coefficient effectif de conduction de la 

chaleur. 

2.1.1.5  Conditions aux limites associées 

• Fluide 

c
l

l PPP −= ∞  (2.25) 

 ( ) mv
vv

mbbl
l

lv
g

v F
TR
Pm

hnVVV =











ρ−=⋅ρ+ρ+ρ

∞
 (2.26) 

• Energie 

( )
( )

( ) ( ) nTCVρFChhQ

n
TλVρVρhVρh

TCVρCVρCVρCVρ

av0

0

vall

pa
g

ampbv

v
g

vllbv
g

vv

pv
g

vpa
g

apbbpll

⋅++++

=⋅
















∇⋅−+++

+++

 (2.27) 

où 

( )( ) nTVhVVhQ bbbbbllv ⋅∇⋅λ−ρ−ρ+ρ−=
 

( ) nVVVF bbvvllm ⋅ρ+ρ+ρ=
 

En conclusion nous pouvons observer que nous avons un système de trois équations à 

trois inconnues qui sont Het   P  W, l
l . La variable H  ne représente pas de problème pour 

un passage entre un milieu diphasique et un milieu triphasique parce qu’elle représente la 
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température moyenne de toutes les phases, la présence ou non de la phase gazeuse ne change 

rien à la nature de l’équation de conservation de l’énergie. 

2.1.2 Commentaires sur l’obtention des coefficients de perméabilité.  
Avec cette modélisation, il y a quelques problèmes comme la prise en compte d’une 

hypothèse de la matrice solide non déformable (ce qui est dans la réalité rarement le cas) et la 

connaissance des coefficients de perméabilités relatives indispensables pour résoudre les 

équations de transfert dans les milieux non saturés, les relations entre les perméabilités 

relatives et la saturation est de type hystérétique et dépend des différents chemins de drainage 

ou d'humidification et aussi de l'histoire des contraintes subies par le milieu. La détermination 

expérimentale d’un coefficient de perméabilité intrinsèque dans un milieu est devenue 

relativement courante, mais elle présente un certain nombre de difficultés qui seront 

exprimées dans ce paragraphe.  

Obtention expérimentale des coefficients de perméabilité  

Comme nous avons déjà remarqué dans la modélisation d’un milieu triphasique, nous 

utilisons trois coefficients de perméabilité : l’intrinsèque k et les relatives krl(S) et krg(S) (les 

relatives sont fonction de la saturation S). 

Le coefficient k représente simplement la résistance à l’écoulement de l’eau liquide 

dans le milieu. Sa mesure sera faite dans un milieu saturé, son obtention expérimentale ne 

représente donc pas un grand problème et ses valeurs sont habituellement satisfaisantes. 

L’obtention des coefficients de perméabilités relatives krl et krg est en général difficile 

parce que dans les milieux triphasiques nous avons une vraie boîte noire. En effet, nous ne 

connaissons pas l’échange ou distribution des phases dans le milieu ; les études issues de la 

littérature sont généralement faites pour chaque matériau et pour chaque phase (liquide ou 

gaz) indépendamment : les effets de l’autre phase (qui est à l’intérieur) sont négligés. 

Deux méthodes de mesure sont très suivant utilisées (Barreau, 1996) : 

1) Méthodes stationnaires. Ces méthodes supposent l’écoulement simultané des phases à 

travers l’échantillon. Un régime permanent est établi en imposant des conditions de 

pression ou de débit aux extrémités de l’échantillon de façon que la concentration dans 

le milieu soit constante. Il est alors possible de relier les vitesses dans les deux phases 

aux gradients de pression afin d’obtenir les perméabilités relatives pour la saturation 
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correspondante. Il faut adapter certaines hypothèses dans l’utilisation de ces 

méthodes : 

• Les perméabilités relatives seront obtenues par simple application de la loi de Darcy. 

• Il est supposé une mesure précise des débits et de la pression différentielle à travers 

l’échantillon, dans chacune des phases. 

• L’établissement du régime stationnaire peut prendre un temps non négligeable (par 

fois il s’agit d’attendre un jour ou plus). 

• Il faut connaître l’état de saturation du milieu. 

2) Méthodes instationnaires : une phase est déplacée par une autre. La mesure des 

perméabilités relatives par méthode instationnaire est plus rapide que par méthode 

stationnaire. Nous avons aussi des considérations à faire pour l’utilisation de cette 

méthode : 

• L’écoulement s’effectue à débit ou pression constant. 

• Le milieu est supposé homogène. 

• Les effets capillaires sont négligés (une augmentation, de la vitesse de déplacement du 

fluide tend à augmenter l’effet des forces visqueuses, et à partir d’un certain seuil les 

forces capillaires sont négligeables). 

Finalement il est important de signaler trois effets qui se produisent en triphasique et qui 

peuvent perturber fortement le modèle de Darcy et par conséquence l’obtention de la valeur 

du coefficient de perméabilité relative :  

• Effet Klinkenberg : dans un milieux poreux de perméabilité relativement faible, nous 

observons souvent que la perméabilité au gaz est nettement supérieure à la 

perméabilité absolue attendue, donc cette valeur (perméabilité du gaz) sera surestimée 

car les effets du flux effusif et diffusif sont du même ordre de grandeur (Kewen, 

1999). 

• Effet Inertiel : ll s’agit d’un effet qui occasionne une non linéarité très forte dans la 

perméabilité relative à cause de la haute vitesse d’écoulement où les forces visqueuses 

deviennent négligeables devant les forces inertielles (Geertsma, 1974). Forchheimer 

propose d’ajouter un tenseur de correction dans l’équation de Darcy pour donner une 

approche théorique de l’effet inertiel (Whitaker, 1996). 
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• Effet d’extrémité : l’eau s’accumule à la sortie de l’échantillon avant de s’écouler. Le 

profil de saturation est affecté par cet effet d’extrémité sur une longueur d’autant plus 

grande que le débit est faible (Barreau, 1996). 

2.2 Modèle de type diffusif et milieu déformable  
Dans les études sur le séchage, une nouvelle problématique apparaît, la déformation de 

la matrice solide au cours du séchage. Les deux grands besoins qui existent, sont tout d’abord 

de pouvoir obtenir la forme souhaitée du milieu à la fin du processus et surtout de ne pas avoir 

un milieu abîmé par la fissuration due aux contraintes internes. 

Pour résoudre ce problème de déformation, nous trouvons aussi, parmi les travaux qui 

suivront le développement de la théorie du séchage, de nombreux modèles mathématiques qui 

décrivent le séchage d’un milieu poreux déformable diphasique au travers d'une loi 

phénoménologique. Ces modèles utilisent une équation de diffusion pour décrire le transport 

de la phase fluide (Jomaa, 1991 ; Datta and Zhang, 2001 ; Zagrouba et al., 2002 ; Augier et 

al., 2002 ; Pourcel, 2003), car cette modélisation permet de travailler de façon simple avec la 

déformation du solide en prenant en compte le couplage liquide-solide. 

Nous montrerons alors, de façon résumée, le passage d’une modélisation capillaro-

poreuse à une modélisation de type diffusive dans un milieu non déformable, car ce 

déroulement nous aidera à mieux comprendre les modèles de type diffusifs appliqués aux 

milieux déformables que nous développerons par la suite et qui seront d’un grand intérêt pour 

notre travail. 

Pour commencer, rappelons la définition de diffusion donnée par Fick car les « modèles 

de type diffusifs » utilisent ce concept comme principe de base pour pouvoir modéliser la 

physique de transport dans le milieu. 

Loi de Fick 

La diffusion est un phénomène physique qui consiste en un mouvement des molécules 

présentes dans un milieu à haute concentration vers un milieu de basse concentration. La 

diffusion est aussi un phénomène qui peut se produire lorsque deux corps sont en présence et 

qu'il existe un gradient de concentration entre eux. Cette définition est bien modélisée par la 

Loi de Fick : le flux de diffusion est proportionnel au gradient de concentration (cette loi est 

similaire à la loi de Fourier sur la conduction de la chaleur).  

Mathématiquement, cette loi s'exprime de la manière suivante (Baehr and Stephan, 

1998) : soit un milieu quelconque dans lequel se trouve une espèce chimique i et soit une 
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surface unitaire A. Si nous appelons J  le flux de i à travers A, c'est-à-dire la quantité d'espèce 

qui traverse A par unité de temps (mol/m2 s), et si Θi est la concentration molaire de i en un 

point donné, alors la première partie de la loi de Fick donne :  

ii Θ DJ ⋅∇−=  (2.28) 

En appliquant la loi de la conservation des espèces (la variation de la quantité d'espèces 

dans un volume est égal au bilan des flux entrant et sortant), on déduit de l’équation (2.28) 

l’expression de la loi de Fick : 

0J
t
Θ

i
i =⋅∇+

∂
∂  (2.29) 

Nous observons que dans le terme de flux existe un coefficient D (équation (2.28)) Ce 

coefficient dépend de la nature du matériau mais également des paramètres 

thermodynamiques. Il s’agit donc d’un coefficient devant être déterminé à partir de données 

expérimentales comme la teneur en eau dans le cas du séchage (Crank, 1975) ou la 

température et viscosité de la substance (milieu) si nous utilisons par exemple la loi de 

Stokes-Einstein  (McCarty et al., 2001), etc. 

Nous appelons modèles de type diffusifs, tous les modèles dont l’équation de transport 

de fluide est de la même forme mathématique que la loi de Fick.  Cela signifie qu’il y a 

toujours dans le terme de flux iJ  le gradient de la grandeur à laquelle nous nous intéressons 

(teneur en eau, saturation, masse volumique, concentration, etc.) et un coefficient de transport 

qui en général doit être déterminé a partir des données expérimentales (Basmadjian, 2003). Le 

choix de ce type de modélisation est fait pour sa simplicité en terme de résolution numérique. 

2.2.1 Modèle de type diffusif appliqué aux milieux non déformables 
La description traditionnelle se fonde sur les approches phénoménologiques, dans 

lesquelles le milieu poreux est un continuum, et où les variables dépendantes comme la teneur 

en eau, sont des quantités moyennes et la relation des flux avec ses gradients est faite par des 

coefficients empiriques (Van Brakel, 1980; Waananen et al., 1993; Whitaker 1980). De telles 

approches ignorent essentiellement l'effet de la microstructure des pores qui est d'importance 

principale pour un arrangement quantitatif du processus. 
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2.2.1.1 Equation de conservation de la masse 

Dans le cas d’un milieu non déformable, il est possible de passer du modèle capillaro-

poreux à un modèle diffusif en considérant un certain nombre d’hypothèses (Puiggali et 

Quintard, 1992) : 

• Dans le cas du séchage à basse température les gradients de pression sont négligés. 

• Il existe seulement deux gradients moteurs : température et teneur en eau W. 

• L’effet de la gravité peut être négligé. 

• L’évaporation d’eau a lieu à la surface extérieur du milieu. 

• Les effets de compressibilité du gaz sont négligeables.  

• La partie convective de la phase liquide est écrite avec la loi de Darcy généralisée : 

c
l

rl
l P  

µ
k kV ∇−=  (2.30) 

où 









∇

∂
∂

+∇
∂
∂

=∇ T 
T
P W

W
PP  cc

c   (2.31) 

• Le flux de la phase gazeuse vJ  est représenté comme un phénomène de transfert de 

type diffusif : 

CD ρJ effv
g

gv ∇⋅−=  (2.32)    

Sous ces hypothèses, l’équation de conservation de masse (2.11) est transformée en une 

équation de type diffusif 

( ) ( ) 0TD ρWD ρ
t
Wρ

TsWs
s =∇⋅+∇⋅⋅∇−
∂

∂
 (2.33) 

où les coefficients WD  et TD  tiennent compte des transports de liquide, de vapeur et de 

l’eau liée. 

2.2.1.2 Équation de conservation de l’énergie 

De façon similaire à la détermination de l’équation de conservation de masse (2.33), 

l’équation de l’énergie est alors déterminée en négligeant la masse thermique de la vapeur et 

de l’air sec. L’équation (2.21) est donc écrite dans sa forme de type diffusif (Puiggali et 

Quintard, 1992) :  

( ) ( ) ΦTλTTD ρWD ρC
t
T

ρC TsWslPP +∇⋅⋅∇=∇⋅∇⋅+∇⋅+
∂
∂

 (2.34) 
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2.2.1.3 Conditions aux limites associées 

• Fluide 

( ) ( )∞∞ −=⋅∇⋅+∇⋅ CCρhnTD ρWD ρ surfmTsWs  (2.35) 

• Energie 

( )
( ) ( )( ) ( )∞−=⋅















∇⋅++∇⋅+−

∇⋅+∇⋅−∇⋅−
TThn

∆HTDDρWDDρ

HTD ρWD ρTλ
surfT

vbTlTsbWlWs

bbTsbWs

 (2.36) 

où Csurf est la fraction massique de vapeur d’eau à la surface du milieu, C∞ est la 

fraction massique de vapeur d’eau à l’extérieur du milieu, hm est le coefficient de transfert de 

masse (déduit, par exemple, de la théorie de couche limite) ; hT est le coefficient de transfert 

de chaleur convectif, Tsurf et T∞ sont la température à la surface et à l’extérieur du milieu 

respectivement. Les coefficients lWbTbW D D D ,,  et lTD  sont déterminés en utilisant les 

corrélations des grandeurs physiques issues d’expériences. 

2.2.2 Modèle de type diffusif appliqué aux milieux déformables 
Il existent parmi les chercheurs, deux courants très intéressants à considérer dans la 

modélisation de type diffusif : ceux qui préfèrent étudier et représenter le couplage solide-

liquide de façon explicite (par exemple à travers de la vitesse de retrait) afin d’améliorer la 

connaissance par rapport au champ de contraintes dans le milieu ; et ceux qui préfèrent 

seulement exprimer un retrait volumique (sans donner beaucoup d’importance aux 

contraintes) en regroupant tous les effets de déformation solide et de transport de fluide dans 

un seul coefficient de diffusion effective. L’objectif fondamental de notre étude se trouvant 

justement dans l’analyse et modélisation de séchage des milieux poreux saturés déformables, 

nous présentons ci-dessous ces deux courants de modélisation.  

2.2.2.1 Modélisation avec prise en compte de la vitesse du retrait 

En prenant en compte la modélisation de type diffusif, la théorie de consolidation et la 

prise de moyenne, Jomaa (Jomaa, 1991) a modélisé le séchage dans les milieux poreux 

saturés déformables, en faisant le couplage entre la matrice solide et le fluide au travers de la 

vitesse de déformation du solide. Les équations suivantes issues de son travail montrent, de 

façon précise, comment peut être modélisé un milieu déformable à l’aide d’un coefficient de 

transport diffusif en déployant explicitement le couplage solide-liquide. 
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• Transport de masse 

0ρDVρ
t
ρ

leff
s

sl
l =






 ∇⋅−⋅∇+

∂
∂

 (2.37) 

où  
l

l
l

l

eff
ρ
P

µ
kD

∂
∂

=  

Condition à la limite : ( ) ( )∞−=⋅∇⋅− CChnρD surfmleff  

Pour obtenir le valeur de effD , il est nécessaire de déterminer le valeur de k  

expérimentalement, ainsi que l’expression de l
lP  en fonction de la variable lρ  (celle-ci 

n’est pas nécessairement bien définie). Ce coefficient effD  peut être lié à l’état hydrique et la 

température du matériau. 

Nous pouvons remarquer que dans cette équation (2.37) le choix d’inconnue est lρ  et 

non pas W ; ce choix a était fait pour avoir une meilleure représentation de la réalité : le 

transport d’eau libre est en effet fonction du volume occupé par cette eau, donc de lρ . 

Un autre choix de variable pour modéliser le transport de liquide peut être fait dans les 

milieux saturés, il s’agit d’utiliser la variable porosité ε  où la fraction volumique du liquide 

lε , car sous cette hypothèse se produit l’égalité suivante : lεε =  et nous savons aussi que 
l

lll ρερ =  ; donc si la compressibilité du liquide est négligée, le changement de variable se 

fait sans aucune problème, étant donné que lρ  est directement proportionnelle à lε , la 

constante de proportionnalité reste évidement la masse volumique intrinsèque de l’eau ( l
lρ ). 

Ce changement donne alors une équation qui a la même structure que l’équation (2.37).  

• Vitesse de déplacement du solide 

Dans la détermination d’une relation entre le déplacement du solide et transport d’eau, 

divers considérations ont été utilisées : 

a) L’équation de conservation de la masse solide. 

b) Le matériau est diphasique. 

c) Les particules solides et d’eau sont incompressibles. 

d) La densité du solide est liée à W par la relation suivante : 
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












−= l

l

ls
ss

ρ

ρ
1ρρ  

L’équation de la vitesse de la phase solide reste alors 

Arot ρD
ρ
1V leffl
l

s
s +∇⋅=  (2.38) 

Le nouveau paramètre vectoriel A  est obtenu d’une formulation comportementale 

(rhéologique) du milieu. 

• Transport d’énergie 

Un analyse du transfert de chaleur dans les matériaux déformables a été fait par Jomaa 

(Jomaa et al., 1991) où la détermination de l’équation d’énergie suivante (2.39) est bien 

détaillée. 

( )TλTρDCVρC
t
T

ρC effleffPl

s
spp ∇⋅⋅∇=∇⋅






 ∇⋅−+

∂
∂

 (2.39) 

Condition à la limite :  ( ) ( )∞−−=⋅∇⋅−∇⋅ TThnρD∆hTλ surfTleffveff  

où 





 −−=∇

s
s

l
llleff VV ρρD  

Il est important de signaler que l’équation (2.37) n’est pas totalement diffusive, car dans 

l’expression de flux de masse se trouve un terme convectif lié a la vitesse du solide, ce qui fait 

que sa résolution est un peu plus complexe que lors d’une écriture purement diffusive ; elle a 

néanmoins l’avantage de donner plus d’information lors de l’étude de la déformation et des 

contraintes dans le milieu poreux. 

2.2.2.2 Modélisation sans prise en compte de la vitesse du retrait 

Pour éviter la complexité due au terme convectif dans les équations de conservation de 

masse d’un milieu déformable, certains scientifiques (Alvarez et Legües, 1988 ; Mujumdar, 

2000 ; Pel et al., 2002 ; Lei et al., 2003 ; Islam et Mujumdar, 2003 ; Benboudjema et al., 

2005) acceptent aussi de décrire le transport de masse avec une équation absolument 

diffusive. 
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• Changement de repère Euler-Lagrange  

Un changement de repère d’Euler à Lagrange est alors nécessaire afin de pouvoir 

enlever le terme convectif de l’équation de transport (2.37). On effectue alors le changement 

de variables suivant (Ketelaars, 1992 ; Jomaa, 1994 ; Ketelaars et al., 1994) : 

Soit 

 vd ψ d s=ϑ ,    avec   0
s

s
s ρ

ρ ψ =  (2.40) 

Dans ces relations ϑ  est le volume en coordonnées de Lagrange, v est le volume en 

coordonnées d’Euler et 0
sρ  est la masse volumique du solide dans son état initiale t=0. Si le 

retrait est parfaitement isotrope, ce changement de variables peut être écrit explicitement : 

( ) ( ) i
1/3

si
1/30

s dxρdςρ =  
où x est la coordonnée d’espace dans un système d’Euler, ς est la coordonnée dans le 

repère de Lagrange qui est liée à la masse solide. Les coordonnées de Lagrange permettent de 

définir tous les paramètres par rapport à la géométrie initiale du milieu, ainsi, l’équation de 

transport de la phase liquide au travers de la matrice solide déformable ne fait pas apparaître 

le terme convectif parce que le matériau est, dans le système de Lagrange, comme s’il était 

indéformable (Jomaa, 1991 ; Ketelaars, 1992). 

• Transport de masse  

( ) 0WD
t

W
ςeffς =∇⋅∇+

∂
∂  (2.41) 

avec ( ) 32
seff ψ DD /=  

où D est le coefficient de diffusion intrinsèque au matériau, sψ  est connue comme le 

facteur de retrait (Ketelaars, 1994), « ⋅∇  ς  » et « ς∇  » sont les opérateurs divergence et 

gradient dans l’espace de Lagrange respectivement. 

L’équation (2.41) utilise la variable W pour représenter le transfert de masse. Nous 

avons choisi de faire cette écriture avec W parce qu’elle est la plus courant dans la littérature, 

mais cette variable W peut aussi être remplacé directement par lρ , car dans un milieu 

considéré comme indéformable, W et lρ  se confondent à une constante près.  

Condition à la limite : ( )( ) ( )∞−=⋅∇− CChnW Dψρ surfm
4/3

s
0
s  
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• Transport d’énergie  

L’équation de transport de chaleur est déterminée simplement en faisant un bilan 

d’énergie au sein du milieu poreux. La chaleur est transportée dans le cas de séchage 

convectif, par conduction et convection à l’intérieur du milieu (Quintard et al., 1997). 

L’équation de conservation de l’énergie est donc écrite de la forme suivante (Pourcel, 2003) : 

( ) ( )Tλ  ψTWDC
t
T

ρC effeffPlP ∇⋅∇=∇⋅∇−
∂
∂

 (2.42) 

avec ( ) 1/3
eff ψ λλ −=  

où λ est le coefficient de conduction de chaleur intrinsèque du milieu. 

Condition à la limite :  ( ) ( ) ( )∞−−=⋅∇−∇ TThnWD∆hTλ ψ ψ surfTeffveff
2/3  

• Quantité de mouvement du solide  

L’équation suivante représente l’équilibre de contraintes mécaniques du milieu 

(Whitaker, 1977) : 

0σ =⋅∇  

Condition à la limite : 0nσ =⋅  
 

Remarque : 

L’équation (2.41) a exactement la même forme que l’équation (2.29) de la loi de Fick et 

elle utilise aussi un coefficient de diffusion dit effectif. Ce type de modélisation peut être 

appliqué pour différentes formes géométriques, conditions initiales et de limites (Crank, 

1975). Les formes géométriques couramment rencontrées sont la plaque, le cylindre et la 

sphère. Dans la littérature, ce type de modèle diffusif est habituellement utilisé avec les 

hypothèses suivantes qui aident en même temps à simplifier beaucoup la modélisation du 

séchage : 

a) Le teneur en eau initiale dans le produit est uniforme  

b) Il n’existe pas une forte résistance extérieure au transfert de chaleur et masse, donc il 

est considéré que la surface du produit reste en équilibre avec le milieu externe. 

Cette condition n’est pas réelle pendant tout le temps de séchage, mais est une 

simplification typique dans ce type de modélisation (Alvarez et Legües, 1988). 

c) Les conditions externes ne changent pas au cours du séchage. 
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d) La modélisation est toujours faite dans l’axe de symétrie géométrique. 

e) Le coefficient effD  intègre les effets de la déformation du solide et de transport du 

fluide. 

2.2.3 Détermination du coefficient de transport diffusif effectif  

Comme nous avons déjà expliqué, le coefficient de diffusion effective effD  doit être 

déterminé à partir de données expérimentales. Dans ce paragraphe divers exemples seront 

donnés afin d’avoir une idée générale de la manière dont nous pouvons obtenir ce coefficient. 

2.2.3.1 Coefficient de transport diffusif dans un milieu déformable 

Il existe plusieurs relations qui permettent d’obtenir cette valeur. En général pour les 

milieux déformables, différentes approches ont été faites en prenant en compte les profils de 

teneur en eau et en faisant l’analyse en une dimension (1D). Ensuite nous montrons plusieurs 

exemples d’approches de ce type : 

a) La relation suivante (2.43) prend en compte les profiles de teneur en eau W et la 

variation de géométrie par milieu de la coordonné x (Pel, 2002) : 

( )

x

x

L
eff

x
W

dx
t

W

WD







∂
∂
∂
∂

=
∫

 (2.43) 

où L est une dimension quelconque fixe de l’échantillon. 

b) La relation (2.44) utilise les courbes de teneur en eau réduite W* et la déformation est 

prise en compte par la variation de la dimension caractéristique de l’échantillon en 

fonction du temps H(t) (Pourcel, 2003) : 

( )
( )

t

tH 
π
4 (t)WLn

tD

2
2

*

eff







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=  (2.44) 

où  

eq0

0*

WW
WWW

−
−

=  (2.45) 
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c) La transformation de Boltzmann (2.46) permet aussi d’avoir une relation qui tienne en 

compte les profils de saturation et le retrait du milieu dans l’axe x (Crank, 1975 ; 

Sakata, 1983 ; Tumidajski, 1996) 

Soit : 

t2
xΨ =  (2.46) 

Alors le coefficient effD  sera déterminé avec la relation (2.47)  

( ) ∫





=

1

W

*

W
*

*
eff

*

dW Ψ 
dW
dΨ2WD  (2.47) 

2.2.4 Commentaires sur les modèles de transport diffusif dans le 
séchage  

Après avoir présenté les modèles diffusifs, nous pouvons alors faire quelques 

commentaires à ce type de modèles appliqués à l’analyse du séchage dans les milieux 

poreux : 

• Ils permettent d’obtenir de bons résultats dans un cas particulier : il s’agit du séchage à 

basse température (séchage très lent) où les effets de pression et ses gradients peuvent 

être négligés (Nadeau et Puiggali, 1995). 

• Les équations de type diffusif donnent un grand avantage de stabilité dans la 

résolution numérique. 

• En étant une simplification du modèle capillaro-poreux, il nous donne moins 

d’informations par rapport à la déformation du milieu car il regroupe plusieurs 

paramètres dans un seul coefficient dit « coefficient de transport diffusif ».   

• Le coefficient de transport ( effD ) nécessite une caractérisation expérimentale pour 

chaque type de matériau dans différentes conditions de séchage. 

• Si nous voulons analyser l’état de contraintes du milieu, il est meilleur d’utiliser la 

modélisation avec la prise en compte de la vitesse du solide car le couplage liquide-

solide est fait de façon explicite, par contre si notre intérêt est seulement la 

connaissance de la cinétique de séchage, la résolution d’un modèle sans la prise en 

compte de la vitesse du solide sera largement suffisant (même si le milieu est 

déformable).  
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2.3 Analyse de la théorie de consolidation de Biot 

 La réduction progressive de volume d’un milieu poreux sous l’effet d’une surcharge ou de 

vibrations est connue sous le nom de « phénomène de consolidation ».  

Dans des époques proches où Lewis (Lewis, 1921), Sherwood (Sherwood, 1929) et 

Luikov (Luikov, 1966) élaborent la théorie du séchage, d’autres scientifiques commencent à 

s’intéresser à la mécanique des sols. Ce sujet est très lié à la physique du séchage car il étudie 

les milieux poreux, leur déformation et son interaction avec les fluides. La première 

publication notable sur cette recherche a été faite par Terzaghi en 1925. Dans son travail 

fondamental il apporte une grande importance à l’identification et formulation des contraintes, 

et sur l'analyse de la perméabilité et de l’érosion des sols, ainsi qu’à la théorie de 

consolidation (Terzaghi, 1943). Vers la même époque Maurice Biot, commence à se consacrer 

à l’étude des milieux poreux déformables humides. Son important travail (Biot, 1941), donne 

une loi de consolidation des argiles dans un espace à trois dimensions. Cette loi qui lie les 

déformations aux contraintes dans un milieu isotrope en élasticité linéaire renferme deux 

coefficients dits de Lamé ou leurs équivalents. Biot montre la nécessité d'introduire deux 

coefficients supplémentaires pour décrire un milieu poreux. Ce sont les coefficients de Biot 

comme on les désigne généralement. 

Aussitôt, tous le travaux de recherche de Terzaghi et Biot sont utilisés dans les études 

des milieux poreux saturés et déformables. En 1991, Coussy (Coussy, 1991) fait une 

formalisation de ces théories en utilisant la mécanique des milieux continus. Il présente une 

formulation expliquant que la contrainte mécanique admet une contribution de la pression du 

fluide ainsi qu'une contribution du comportement mécanique du réseau solide. 

La déformation d'un milieu poreux saturé affecte l'écoulement du fluide à travers les 

pores et la pression du liquide influe sur le comportement mécanique de la matrice solide. 

Puisque la charge sur une structure poreuse est soutenue par toute la matrice et le fluide dans 

les pores, l'accouplement de contraintes dans le solide dû à la pression du fluide joue un rôle 

primordial. Il implique la dilatation ou la contraction de la matrice déformable et la diffusion 

du champ de pression du fluide dans les pores. Dans le processus classique de consolidation, 

une charge est partagée avec le fluide dans les pores, et le solide ; avec le temps la pression du 

liquide relaxe et la charge est de plus en plus supportée par la matrice solide. Pour les charges 

plus lentement appliquées, la réponse du milieu ne semble pas très forte, puisque le fluide a 

relativement plus de temps pour se redistribuer et relaxer ses gradients de pression. 

Réciproquement, les dilatations de la matrice modifient aussi la porosité et peuvent augmenter 



 

29 

le flux de fluide. Le modèle classique de Biot de ce processus a été développé en 1941 (Biot, 

1941). Il a été considérablement utilisé et affiné dans des nombreux domaines distincts 

comme les études de propagation d’ondes dans les milieux poreux, la géophysique, le 

séchage, etc. Nous présentons dans la suite un résumé du développement de la théorie de Biot 

suivi de quelques commentaires sur ce modèle, car comme nous l’avons déjà expliqué, cette 

théorie est très importante pour l’étude des milieux poreux saturés déformables.  

2.3.1 Hypothèses de Biot 
1) Matériau isotrope. 

2) Reversivilité des relations contraintes-déformation avec les conditions finales 

d’équilibre. 

3) Relation linéaire entre déformation et contrainte. 

4) Petites déformations. 

5) Eau incompressible. 

6) L’eau peut contenir des bulles d’air (pour créer une compressibilité de la phase fluide). 

7) La vitesse du fluide est décrite par la Loi de Darcy. 

Les hypothèses 2) et 3) sont issues de la théorie de Terzaghi sur laquelle Biot a basé une 

partie de son travail. 

2.3.2 Représentation de contraintes dans le milieu 
Les contraintes dans le milieu sont représentées comme une distribution uniforme de forces 

dans un élément infinitésimal cubique (Figure 2.4) 
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Figure 2.4  Représentation de contraintes dans un cube différentiel.  

Le tenseur de contraintes σ  s’écrit 
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Physiquement les contraintes sont composées de deux parties : 

a) La pression hydrostatique de l’eau dans les pores. 

b) Les contraintes internes au squelette (contraintes propres de la matrice solide). 

2.3.3 Relation déformation-contraintes et pression de l’eau.  

Le tenseur ε  de déformation s’écrit : 
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(2.49) 

Si zyx et   , lll  sont les déplacements du solide dans les directions x, y et z 

respectivement, les déformations s’écrivent  
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(2.50) 

Pour la suite de ce travail nous noterons l∆ε  comme la variation de la fraction 

volumique du liquide et l
lP  exprimera l’incrément de la pression moyenne intrinsèque de 

l’eau (pression du liquide). 

Biot a fait le choix de proposer des relations de type linéaires entre déformations et 

incrément de fraction volumique du liquide lε  d’une part, et, contraintes et incrément de 
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pression du liquide l
lP  d’autre part. Afin d’effectuer ces hypothèses de linéarité, Biot 

suppose que les variations de fraction volumique lε  et de déformations sont petites.  

En prenant en compte l’écriture classique de la Loi de Hooke et en considérant que 
l

lP agit seulement dans les trois directions normales aux surfaces du cube différentiel 

(Figure 2.4), la loi de comportement s’écrit : 
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  (2.51) 

où 
υ)2(1

EG
+

=  , E (module de Young), υ  (coefficient de Poisson) et H qui relie la 

variation de volume à la variation de pression, sont des constantes physiques à déterminer. 

En négligeant les effets de cisaillement et en considérant un matériau isotrope, la 

relation suivante est proposée pour l∆ε : 

( ) l
lzzyyxx

1
l P

R
1σσσ

3H
1∆ε +++=  (2.52) 

H1 et R sont deux constantes physiques. 

Pour démontrer que H1 est égale à H, Biot a utilisé l’idée d’un potentiel d’énergie, qui 

pour des conditions quasi statiques est indépendant du chemin parcouru. Il s’est placé dans le 

cas particulier où 1zzyyxx σ σσσ ===  et 0τττ yzxzxy === , donc la relation (2.52) devient : 

( ) l
lzzyyxxl P

R
1σσσ

3H
1∆ε +++=  (2.53) 

Finalement la transformation de (2.51) donne alors : 
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où ( )
( ) H

G 
2υ-1 3
υ1 2 α +

=  (constante à déterminer) et zzyyxx εεε ++∈=  (variation volumique) 

la variation de fraction volumique du liquide s’exprime alors : 

l
ll P

Q
1α∆ε +∈=  (2.55) 

avec 
HR

1
Q
1 α

−=  

Les équations précédentes (2.54) et (2.55) représentent le système des équations de base 

de la théorie de Biot et tout son travail postérieur sera donc basé sur ces équations. Ensuite, il 

est important de savoir la signification physique de toutes les constantes ou coefficients qui se 

trouvent dans ces équations. 

2.3.4 Interprétation physique des valeurs constantes.  
Les valeurs E, G et υ  sont respectivement le module de Young, le module de 

cisaillement et le coefficient de Poisson. 

Pour l’interprétation de R et H, Biot a supposé un milieu étanche sous forces extérieures 

nulles. H et R sont définis alors par les expressions suivantes :  

• Le coefficient 1/Q est la mesure de la quantité d’eau pouvant être introduite sous l’effet 

de la pression à volume constant. 

• La variation de l∆ε  dû uniquement au changement de pression l
lP  (si on applique une 

dépression sur le liquide, ce dernier va sortir du milieu poreux): 
l

ll P
R
1∆ε =  

• Le changement volumique du milieu : 
l

lP
H
1 =∈  
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Le coefficient 1/R représente donc la variation de fraction volumique du liquide due à la 

variation de pression ( l
lP ) et 1/H représente la compressibilité du milieu diphasique.  

Le coefficient α qui se trouve dans (2.55), exprime l∆ε  en fonction de la variation de 

volume du matériau ∈ , pour un milieu soumis à un test de compression drainée (ce test 

considère que 0P l
l = ). 

Une étude plus approfondie des coefficients utilisés par Biot, ses interprétations 

physiques et déterminations à niveau expérimental a été faite par Biot en 1957 (Biot and 

Willis, 1957).  

2.3.5 Système des équations qui gouvernent le phénomène de 
consolidation. 

En utilisant la Loi de Darcy pour représenter la vitesse du liquide de la forme 

l
ll Pk V ∇−=  (2.56) 

La conservation de la masse pour la phase liquide s’exprime : 

0V
t
ε

l
l =⋅∇+

∂
∂  (2.57) 

Le système d’équations représentant le phénomène de consolidation de façon 

transitoire, est alors obtenu en supposant que les paramètres α  et Q sont constants : 

• Équation pour la pression du liquide 
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• Équations pour les déplacements yx  , ll  et zl  

Le développement du système (2.48) en fonction des composantes du vecteur 

déplacement donne : 
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Les équations (2.58) et (2.59) sont les équations qui gouvernent l’écoulement du liquide 

et le champ de contraintes dans le milieu. 

L’expression du retrait volumique ∈  (retrait idéal), doit être étudiée cas par cas, comme 

par exemple dans le cas des argiles saturés. Ensuite, la présentation de ce cas est très 

importante dans notre travail de recherche, car Biot a développé un modèle de transport de 

type diffusif pour les milieux saturés déformables, ce qui revient à mettre en place une 

relation entre la fraction volumique lε  et la pression intrinsèque du liquide l
lP . 

2.3.6 Théorie simplifié pour les milieux saturés  
Dans le cas d’un milieu saturé en liquide à volume total constant, il est clair qu’il n’est 

pas possible de lui ajouter plus de liquide et le volume de liquide qui sort sera égal à la 

variation de volume du milieu. Par conséquence le paramètre 1/Q sera nul, α  sera égal à 

l’unité et le changement volumique du milieu est égal à la variation de fraction volumique du 

liquide ( lε∆∈= ). En prenant ces dernières valeurs les équations (2.58) et (2.59) peuvent être 

récrites : 
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Pour la détermination de l’équation finale qui fait le couplage entre la déformation du 

milieu et la variation de fraction volumique ( lε∆∈= ), Biot prend les équations de 

déplacement du solide (2.59) et les dérivent par rapport aux coordonnées x, y et z 

respectivement : 
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Ensuite les trois équations du système sont additionnées : 

0 P εG 
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  υ2εG  2 l
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or, en regroupant les termes 
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L’équation (2.60) est alors additionnée, pour finalement arriver à écrire l’expression 

suivante : 

( )l
l ε c

t
ε

∇⋅∇=
∂
∂  (2.62) 

où c = k / a , avec a = (1-2υ)/(2G (1- υ)). 

Nous pouvons remarquer que l’équation précédente (2.62) a la même structure qu’une 

équation de transport de type diffusif où la grandeur à déterminer est lε . Ici le coefficient de 

transport c apparaît comme un coefficient de diffusion effectif. Le modèle de Biot appliqué 

aux milieux saturés, se ramène donc à un simple modèle diffusif où le coefficient de transport 

c dépend de la rigidité et de la perméabilité de la structure. 

En résumé les équations (2.59) et (2.62) représentent le système des équations 

fondamental qui gouvernent le processus de consolidation des milieux saturés. 

2.3.7 Commentaires sur la théorie de Biot 
1) Les constantes qui apparaissent dans (2.52), sont phénoménologiques et ajoutées pour 

avoir une relation linéaire entre lε∆  et σ . 

2) L’idée de base de Biot est d’introduire une composante de la contrainte liée à la 

pression de la phase fluide dans le milieux poreux. Cette composante est précédée 

d’un coefficient α  dénommé « coefficient de Biot ». Cette écriture basée sur la théorie 

de Terzaghi, présuppose la décomposition de la contrainte totale, en la somme de la 

contrainte effective du solide et la contrainte liquide. 

3) Biot justifie la compressibilité de la phase liquide en ajoutant une autre hypothèse qui 

accepte que l’eau puisse contenir des bulles d’air qui peut se comprimer, donc la phase 

liquide pourra changer son volume. 

4) La vitesse du liquide lV  utilisée pour exprimer la loi de Darcy (2.56), est en fait la 

vitesse relative par rapport à la phase solide : 





 −=

s
s

l
lll VV εV  

5) Nous pouvons remarquer que l’équation (2.55) peut être écrite de la façon suivante : 
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∂
∂  (2.63) 

Cette équation est de intérêt d’analyse, parce que si nous considérons le milieu saturé, 

(2.63) nous dit que la variation de la fraction volumique du liquide par rapport au 

temps est directement proportionnel à la variation de la vitesse du solide dans l’espace. 
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s
s

l V 
t
ε

⋅∇=
∂
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6) E, G et υ  correspondent à des propriétés mécaniques appelées « drainées », c'est-à-

dire que pendant l’expérience de caractérisation l’eau a le temps de s’évacuer du 

matériau, la pression de la phase liquide l
lP es alors constante et égale à la pression 

atmosphérique. 

7) Le paramètre α  tient en compte du caractère non saturé du matériau et est égal à 1 

quand celui-ci est saturé. 

8) L’équation (2.62) des milieux saturés peut être réécrite de la façon suivante : 
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or, si on regroupe ( )
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µ

 dans un seul coefficient de type diffusif dit diffusion 

effectif effD , et on utilise la loi de Darcy (3.27), l’expression précédente devient : 
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L’importance de l’écriture précédente, est que nous pouvons remarquer la similarité 

que existe entre le modèle proposé par Biot et la modélisation de type diffusif prise en 

compte de la vitesse du retrait de la matrice solide (équation 2.37) où le couplage 

solide-liquide est fait à travers de la vitesse de déformation du solide et le coefficient 

effD .  

La différence entre ces deux modèles se trouve dans l’obtention du coefficient de 

diffusion effD . Traditionnellement dans la littérature (Jomaa, 1991 ; Jomaa et Puiggali, 

1991 ; Mercier, 1996) la détermination de ce coefficient demande la connaissance de 
l

lP  en fonction de la fraction volumique du liquide ( )F(εP l
l

l = ) car 
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kD  ; mais dans le modèle de Biot, on doit plutôt connaître les 
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les deux coefficient est clairement que les deux ont besoin de la détermination de la 

perméabilité du milieu (k) et de la viscosité du liquide ( lµ ). 

9) Biot a négligé, dans le développement d’un modèle simplifié dédié aux argiles 

saturées (2.62) la vitesse de déformation du solide parce que il considère des petites 

perturbations. L’équation de transport de la phase liquide devient alors de type diffusif 

où le coefficient c doit être déterminé à partir des données expérimentales. 

2.4 Conclusion 
Le séchage est un processus très commun ; beaucoup de scientifiques travaillent dans sa 

modélisation. Sa physique est très complexe et il n’existe pas un seul modèle qui peut le 

décrire totalement. 

Les modèles existants, qui décrivent le transport de masse dans les milieux poreux 

déformables et non déformables, sont en général écrits à l’aide de coefficients qui doivent être 

déterminés expérimentalement. Dans le cas particulier des modèles de type diffusif, le 

coefficient dit de diffusion effective absorbe beaucoup de paramètres et ne permet pas 

d’observer de façon claire le fort couplage existant entre la matrice solide et le liquide. Les 

modèles de type capillaro-poreux ont l’avantage de prendre en compte les gradients de 

pression de la phase fluide, mais ils ne donnent pas d’information par rapport à la déformation 

du milieu car leurs applications sont généralement effectuées dans le séchage des milieux 

triphasiques où la déformation de la matrice solide est négligée. 

La théorie de consolidation de Biot est un excellente approche de l’interaction solide-

liquide qui peut être appliquée aussi au phénomène du séchage ; mais malgré ses résultats 

corrects, elle prend la forme d’un modèle de transport diffusif dans le cas simplifié des 

milieux saturés. Comme nous avons expliqué dans ce travail, le coefficient c qui se trouve 

dans l’équation de transport (2.62) doit être déterminé expérimentalement et l’influence de la 

déformation du solide et de son caractère rhéologique lors de son identification. L’influence 

de la déformation du milieu sera introduite indirectement dans (2.62) via le coefficient c. Le 

modèle de transport diffusif, contenant ce coefficient c dont la détermination expérimentale 

amène à obtenir une valeur intégrant non pas uniquement le transport convectif mais aussi la 

rhéologie du milieu, n’est, à notre avis, pas très bien adapté à une bonne prise en compte du 

couplage hydromécanique. 

Il faudrait alors avoir un modèle qui prend en compte la physique réelle du séchage des 

milieux saturés déformables, plus précis, qui nous permettrait de mieux connaître l’interaction 
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liquide-solide et qui nous donne la possibilité d’avoir le passage continu entre un milieu 

diphasique et un milieu triphasique. Nous pensons que la construction d’un modèle qui 

tiendra compte des gradients de pression et de la compressibilité du fluide à l’intérieur du 

milieu nous donnerait une très bonne approche de la physique du séchage dans ce type de 

milieux. La construction d’un modèle fait l’objet du paragraphe suivant. 
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3 MODÉLISATION D’UN MILIEU DIPHASIQUE DÉFORMABLE 

La modélisation du transport dans les milieux poreux diphasiques déformables, requiert 

une analyse détaillée des phénomènes de transport concerné. Ces phénomènes sont décrits au 

travers d’équations issues de la mécanique des milieux continus pour chaque phase. Une 

première difficulté se trouve alors dans l’application de ces équations quand les milieux ne 

sont pas homogènes, car ses propriétés changent dans toutes les directions de l’espace. La 

morphologie peut nous donner des discontinuités des phases dans certains endroits et par 

conséquence la détermination du comportement mathématique d’une variable devient parfois 

délicate. Les techniques d’homogénéisation des milieux aident fortement à simplifier toutes 

ces problématiques. Une des ces techniques est la prise de moyenne volumique. Celle-ci sera 

détaillée au début de ce chapitre avec un traitement spécial et original dans son application sur 

les milieux déformables, par lesquels les volumes élémentaires représentatifs V.E.R (Figure 

3.1) sont variables dans le temps du fait du caractère déformable du milieu. 

A la suite de la détermination d’une écriture des équations de conservation moyennées, 

qui considèrent le milieu initial cette fois comme un milieu équivalent homogène, d’autres 

hypothèses sont posées afin d’aborder l’analyse du phénomène physique auquel nous nous 

sommes intéressé dans ce travail : le séchage d’un milieu déformable diphasique et le 

couplage séchage-retrait-contraintes mécaniques. 

Comme nous avons déjà expliqué dans le chapitre précédent, le processus de séchage 

des milieux fortement déformables est très complexe ; pour cette raison les scientifiques 

cherchent en général à écrire des modèles plus simples qui peuvent être résolus avec de 

moindres difficultés numériques. Les choix d’hypothèses correspondantes, les obligent parfois 

à masquer l’influence de certains paramètres dans les modèles en se servant de coefficients 

qui regroupent une ou plusieurs variables physiquement indépendantes. 

Nous proposons ici un modèle, issu des équations de conservation de la masse et de la 

quantité de mouvement moyennées, qui soit capable de prendre en compte de façon claire la 

physique réelle qui prend place lors du séchage d’un milieu saturé déformable ; ceci dans le 

but de faire apparaître des paramètres physiques pertinents intervenant dans ce processus 

hydromécanique qu’est le séchage d’un matériau saturé déformable.  

Les hypothèses les plus importantes choisies pour arriver à ce but, sont le flux de la 

phase liquide modélisé par la loi de Darcy (considération des gradients de pression du fluide) 

et, dans une moindre mesure comme nous le verrons dans la suite de notre travail, la 

compressibilité du liquide prise en compte par une loi d’état thermodynamique en condition 
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isotherme, cette dernière hypothèse est suivant utilisée dans les études de propagation d’ondes 

dans les milieux poreux saturés (Silin, 2004). L’explication de ce choix d’hypothèses est 

simple. En effet, un écoulement fluide est généré par un gradient de pression fluide. Deux 

facteurs (liés) sont succeptibles de modifier localement cette pression fluide : 1) la contrainte 

locale appliquée au milieu diphasique (solide-fluide) et donc en particulier au fluide, 2) le 

caractère éventuellement compressible de ce fluide. 

L’équation, qui sera proposée ici pour décrire la mécanique du solide, est en fait 

l’équation d’équilibre mécanique issue de la théorie de Terzaghi, théorie fortement 

recommandée dans la littérature par des auteurs reconnus pour leurs travaux concernant le 

couplage hydromécanique dans des milieux saturés, telles que Biot (Biot, 1941) et Coussy 

(Coussy, 1991). Dans notre modèle, le couplage hydromécanique est généré au travers de 

cette équation d’équilibre mécanique par la vitesse de déformation du milieu 
s

sV  et de la 

pression du liquide l
lP . 

3.1 Prise de moyenne : définitions et théorèmes  
Les changements d’échelles sont des méthodes mathématiques qui servent à simplifier 

la modélisation et résolution de problèmes physiques. Dans la littérature on peut trouver 

divers travaux qui font la comparaison entre les méthodes de changement d’échelle existantes 

(Moyne et al., 2000 ; Cushman et al., 2002 ; Berryman, 2005). Cette bibliographie peut nous 

approcher de la réponse à la question suivante : quelle méthode choisir ?. Dans la plupart des 

cas, il est habituel que les résultats lors de l’utilisation d’une méthode ne varient pas beaucoup 

par rapport à une autre méthode ; le choix d’une méthode est alors souvent guidé, par une 

connaissance correcte de telle ou telle méthode.  

Nous avons choisie la théorie de la prise de moyenne (Whitaker, 1977) car c’est une 

théorie très utilisée par les auteurs qui travaillent dans les études de transfert de masse et 

chaleur en milieux poreux (Whitaker, 1977 ; Whitaker, 1986 ; Jomaa, 1991 ; Quintard and 

Whitaker, 1995 ; Couture, 1995 ; Quintard et al., 1997 ; Quintard and Whitaker, 1998 ; Wood 

and Whitaker, 1998 ; Wood and Whitaker, 2000 ; Wood et al., 2000 ; Moyne et al., 2000 ; 

Naterer, 2003 ; Poiroux et al., 2004 ; Zabaras and Deep, 2004 ; Delmi et al., 2005) et qui 

d’après la littérature, nous assure des résultats acceptables dans une échelle où la longueur 

caractéristique du rayon R0 du V.E.R (Figure 3.1) se trouve entre 10-1m et 10-7m, ce qui 

s’ajuste parfaitement à notre cas. 
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En général les équations de transport ramenées à une moyenne doivent être complétées 

par des relations constitutives qui décrivent des caractéristiques morphologiques et les 

interactions entre les phases. La théorie de la prise de moyenne montre comment surgissent 

les divers termes dans les équations macroscopiques et comment les variables macroscopiques 

résultantes sont liées aux variables microscopiques correspondantes. 

En définitif, cette théorie nous permettra d’obtenir des équations reliant les variables 

moyennées à partir des équations de la mécanique des milieux continus écrites à l’échelle du 

pore. 

3.1.1 Prise de moyenne appliquée aux équations de transport 
Nous allons présenter ici la méthode de la prise de moyenne (Whitaker, 1977) appliquée 

aux équations de transport, dans le but de préparer l’application de cette méthode qui est 

présente tout au long de notre travail. 

Pour commencer, il faut d’abord avoir un volume élémentaire représentatif V.E.R 

(Figure 3.1). Il est généralement défini tels que l'échelle qu'il représente est assez petite pour 

capturer le mouvement global du fluide, du solide et le transfert thermique, mais assez grand 

pour lisser les complexités morphologiques. Le V.E.R doit respecter nécessairement les 

conditions suivantes (Whitaker, 1977): 

 -R0 très petit devant la taille du milieu étudié. 

-lf << R0 << L, où L est la dimension caractéristique de l’ensemble du matériau et lf la 

taille caractéristique de la porosité. 

Phase liquide
(eau libre)

Phase solide

ν

0R

+
fl

 
Figure 3.1  Schéma du V.E.R (Volume Élémentaire Représentatif) d’un milieu poreux saturé 

utilisé par la prise de moyenne. 
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Les équations de transport de masse, énergie et quantité de mouvement microscopique, 

présentent habituellement la forme suivante pour chaque phase π : 

( ) ππππ
π ΦVζ
t
ζ

+⋅∇=⋅∇+
∂
∂ J

 (3.1) 

Le premier terme à gauche de l’égalité est la variation dans le temps (terme transitoire) 

de ζ  qui est la variable (grandeur scalaire ou vectoriel) d’étude ; J peut représenter dans 

certains cas un terme de flux diffusif (conduction de chaleur ; diffusion de masse) ou un 

tenseur de contraintes si on étude la quantité de mouvement ; et Ф est un terme qui apparaît 

généralement du fait de l’action d’une force volumique ou d’une réaction chimique (terme 

source). Le terme où intervient πV , est connu comme le flux convectif et représente le 

transport d’une grandeur ζ  comme résultante du déplacement de la phase π. 

Dans la suite, nous emploierons une fonction moyenne apparente et une fonction 

moyenne intrinsèque afin de trouver l’expression générale d’une équation de transport 

moyennée. Toujours en référence au V.E.R illustré dans la Figure 3.1, la moyenne d’une 

variable ζ  est définie comme suit : 

∫=
ν

dν ζ
ν
1ζ  (3.2) 

où ν  est le volume du V.E.R.  

La moyenne apparente de ζ  dans la phase π s’écrit : 

∫=
π

ππ ν
dν ζ

ν
1ζ  (3.3) 

où πν  est la partie du volume ν  occupée par la phase π. 

La moyenne intrinsèque dans la phase π est définie par :  

∫=
π

π
π

π
π ν

dν ζ 
ν
1ζ  (3.4) 

La relation entre la moyenne apparente et la moyenne intrinsèque est  

π
πππ ζεζ =  (3.5) 

où 
ν
νε π

π = , est la fraction volumique de la phase π. (3.6) 

La composante de fluctuation πζ
~ est généralement introduite pour représenter la 

déviation de πζ  par rapport à la moyenne intrinsèque  
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π
πππ ζζζ~ −=  (3.7) 

Dans la phase π, la déviation πζ
~  est égale à zéro uniquement si πζ  a une distribution 

uniforme. 

Le théorème de la prise de moyenne appliqué aux opérateurs mathématiques divergence 

et gradient permettant d’écrire les théorèmes suivants (Whitaker, 1977) :  

Divergence : 

∫
℘

℘⋅
ν

+⋅∇=⋅∇
π

ππππ A dA nζ 1ζζ  (3.8) 

Gradient : 

∫
℘

℘+∇=∇
π

ππππ A dA n ζ 
ν
1ζζ  (3.9) 

où ℘πA  est la surface de l’interphase entre π et la phase ℘, ℘πn  est le vecteur normal 

sortant de la surface ℘πA . 

Finalement en intégrant sur le V.E.R l’expression (3.1) et en appliquant le théorème de 

la prise de moyenne, la forme générale d’une équation de transport moyennée s’écrit : 

[ ] [ ]

( )
[ ]

4444 34444 21444 3444 2143421
3

π
πππ

2

π
ππ

1

ππ

ππ

π
π

π
ππ

π

AA dA Vwζn
ν
1dA Jn

ν
1V~ζ~

ΦJVζε
t
ζ

∫∫
℘

℘
℘

℘ −⋅+⋅+⋅∇−

+⋅∇=⋅∇+
∂

∂

 (3.10) 

où w est la vitesse d’interface ℘πA . 

Les trois derniers termes a gauche de l’égalité [1], [2] et [3] doivent être étudies cas par 

cas. 

A l’échelle microscopique dans un milieu diphasique il existe communément des 

espèces, champs de température et gradients de vitesse, mais la littérature nous dit que le 

terme [1] est souvent négligé quand on résout le problème de fermeture (Whitaker, 1977 ; 

Whitaker, 1986 ; Jomaa et al., 1991 ; Quintard and Whitaker, 1998 ; Poiroux et al., 2004), ce 

qui nous laisse généralement deux termes d’analyse : le terme [2] qui représente le 

phénomène d’échange par diffusion entre les phases dans le V.E.R et [3] qui représente le 

transfert interfacial dû au changement de phase. 

Notons ici que l’équation de transport moyennée (3.10) a été obtenue par prise de 

moyenne sur un V.E.R fixe au cours du temps. Pour un matériau déformable, ce V.E.R se 
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déforme au cours du temps car il suit a priori le mouvement du milieu déformable considéré 

(retrait prenant place lors du séchage). Il est donc légitime de s’intéresser au caractère 

déformable de ce V.E.R, et de l’influence éventuelle de ce caractère sur l’équation (3.10). 

3.1.2 Influence du caractère déformable du V.E.R  
Habituellement dans les études de prise de moyenne le V.E.R est considéré toujours fixe 

autour d’un point et indéformable, c’est avec cette hypothèse que la forme générale de 

l’équation de transport moyennée (3.10) a été déduite. 

Il est très logique d’avoir l’inquiétude sur la problématique du V.E.R déformable, car 

comme nous avons déjà exprimé, ce travail de recherche s’intéresse à la modélisation 

(couplage hydromécanique) dans un milieu déformable. Notre préoccupation dans ce 

paragraphe, est alors centrée autour de l’écriture des équations de conservation avec un V.E.R 

qui peut se déformer ou se déplacer et de pouvoir constater s’il existe ou non des différences 

avec l’écriture classique des équations de conservation de masse moyennées présentée au 

paragraphe précédent.  

Dans la suite, la notation ν(t)  sera utilisée pour représenter le volume variable au cours 

du temps du V.E.R déformable.  

3.1.2.1 Définition du champ de vitesse de retrait à l’échelle local 

Tout d’abord, afin de mener notre démarche de prise de moyenne sur un V.E.R 

déformable, il nous faut définir le champ de vitesse de retrait local )t(Vr . Nous choisissons 

de définir la vitesse de retrait local )t(Vr  comme un champ vectoriel qui vérifie les 

conditions suivantes : 







=
β (t)Aet   (t)ν dans     (t)V

 (t)Aet  (t)Asur    (t),ν dans     (t)V
(t)V

ll

slsss
r

 
(3.11) 

où (t)νs est le volume de la phase solide, (t)Vs est la vitesse de déformation de cette 

phase solide, (t)ν l est le volume qui entoure la phase liquide, (t)Asl  est la surface de 

l’interface solide-liquide, As(t) et Al(t) sont les surfaces des volumes (t)νs  et (t)ν l  

respectivement. Il faut remarquer que la vitesse (t)Vβ  n’est pas la vitesse du liquide )t(Vl , 

c’est en fait un champ vectoriel qui vérifie la condition suivant : 

(t)V(t)V sβ =   sur  Asl(t) (3.12) 



 

45 

ceci de façon à assurer une continuité de la vitesse locale de retrait sur l’ensemble du 

V.E.R. 

Le champ de vecteur )t(Vr ainsi définit (3.11) étant la vitesse locale de retrait, il doit 

vérifier la relation suivante : 

s
sr Vdν (t)V

ν(t)
1

ν(t)
=∫  (3.13) 

où par définition ∫=
(t)νs

s

s

s
s dν (t)V

(t)ν
1V  (3.14) 

Considérant le caractère diphasique du milieu déformable considéré 

( (t)ν(t)νν(t) sl += ), l’expression (3.13) se récrit comme suit : 

∫∫∫ =



 ν+

(t)ν(t)ν(t)ν s
s

ss
s

l
β dν (t)V

(t)ν
1d (t)Vdν (t)V

ν(t)
1  , 

soit, en regroupant les termes de vitesse du solide sous la même intégrale  

∫∫ 







−=

(t)ν(t)ν s
s

s

s

l
β

l

l dν (t)V
(t)ν

1
ν(t)

(t)ν
1dν (t)V

ν(t)
1

(t)ν
(t)ν  , 

c'est à dire, en utilisant la définition de la fraction volumique (3.6) 

( ) ∫∫ −=
(t)ν(t)ν s

s

s
s

l
β

l
l dν (t)V

(t)ν
1(t)ε1dν (t)V

(t)ν
1(t)ε  (3.15) 

La somme des fractions volumiques de toutes les phases est égale à l’unité ( 1εε sl =+ ), 

il vient :  

 Vdν (t)V
ν
1 

s
s

l
β

l
(t)ν

=∫  (3.16) 

Ainsi la moyenne de phase, dans la phase liquide, de la vitesse locale de retrait (définie 

par l’équation (3.11)), doit être de plus égale à la vitesse de retrait macroscopique intrinsèque 

du solide 
s

sV . Les équations (3.12) et (3.16) constituent les deux seules contraintes 

auxquelles le champ de vecteur (t)Vβ  doit se soumettre de façon à ce que l’équation (3.11) 

définisse correctement un champ de vitesse locale de retrait cohérent. 

3.1.2.2 Application à l’équation de conservation de la masse  

Une équation de conservation de masse d’une phase π a la forme d’une équation 

classique de transport (3.1) où les termes J et Ф sont nuls. Le but du développement suivant 

sera donc de pouvoir déterminer s’il existe ou non une différence entre l’écriture d’une 
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équation de conservation de la masse obtenue par prise de moyenne classique sur un V.E.R 

non déformable (c.f. 3.1.1) et l’écriture d’une équation de conservation de la masse obtenue 

par prise de moyenne sur un V.E.R déformable. 

Prenons la conservation de la masse de la phase π à l’échelle du pore : 

( ) 0V
t

 
ππ

π =ρ⋅∇+
∂
ρ∂ )
)

 (3.17) 

Dans ce qui précède, la quantité πρ
)  est une distribution qui est égale à πρ  dans la phase 

π et  qui est nulle dans l’autre phase dénommée ℘. 

La prise de moyenne appliquée à l’équation (3.17) donne : 

( ) 0dν V
t

 
ν(t)
1

ν(t)
ππ

π =





 ρ⋅∇+
∂
ρ∂

∫
)

)
 (3.18) 

En appliquant le théorème de la dérivée particulaire d’une intégrale sur un domaine ν(t)  

qui se déforme au cours du temps pour le terme transitoire 
t

 π

∂
ρ∂ )  et le théorème de la 

divergence pour le terme convectif ( )ππ Vρ⋅∇ ) , l’équation (3.18) devient : 

[ ]

( )
[ ] [ ]

0dA nVρ
ν(t)
1dA n(t)Vρdν ρ

dt
d

ν(t)
1

3

ππ

2

rπ

1

π A(t)A(t)ν(t)
=⋅+



















⋅−







∫∫∫

44 344 21

)

444 3444 21

)

44 344 21

)  (3.19) 

où [1] est l’accroissement du fait de la variation de πρ
)  au cours du temps, [2] est le flux 

au bord du fait de la déformée (retrait) et [3] est le flux au bord du fait du mouvement du 

fluide. 

On voit aussi apparaître dans l’expression précédente (3.19), la vitesse de la déformée 

de la surface du V.E.R au cours du temps, soit par définition (t)Vr . 

L’équation (3.19), en utilisant l’expression de la dérivée d’un produit de fonctions et en 

regroupant les termes [2] et [3] devient : 

( )[ ] 0dν (t)VVρ
ν(t)
1dν ρ

dt
(t)d

(t)ν
1dν ρ

ν(t)
1

dt
d

]3[]2[

rππ

]1[

π2π ν(t)ν(t)ν(t)
=−⋅∇+

ν
+









+

∫∫∫
44444 344444 21

)

44444444 344444444 21

))  (3.20) 

Le théorème de prise de moyenne appliqué à la divergence d’une fonction (équation 

(3.8)) permet d’exprimer le terme convectif ([2] + [3]) comme suit : 
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( )[ ]

( )[ ] ( )∫∫

∫

℘
℘π⋅−+








−⋅∇

=−⋅∇

π
rππrππ

rππ

Aν(t)

ν(t)

dA n(t)VVρdν (t)VVρ
ν(t)
1

dν (t)VVρ
ν(t)
1

))

)

 (3.21) 

Dans un milieu diphasique, π peut représenter la phase liquide ou la phase solide, ℘ 

représentant l’autre phase dans le V.E.R déformable. D’autre part, par définition (c.f. éq. 

(3.11)) de la vitesse de retrait (t)Vr , l’intégrale de surface dans l’expression (3.21) est 

toujours nulle, car sur ℘πA  toutes les vitesses sont égales ( (t)V(t)V(t)V r== ℘π ). 

Ainsi, la prise de moyenne, sur un V.E.R déformable, de l’équation (3.17) de 

conservation de la masse à l’échelle microscopique amène donc à 

( ) ( ) 0dν (t)VV ρ
ν(t)
1ρ

dt
tdν

ν(t)
1

dt
ρd

(t)νπ
rπππ

π =







−⋅∇++ ∫

)  (3.22) 

Plusieurs remarques permettent alors de simplifier l’expression (3.22). En effet, on peut 

démontrer que :  

1. Le terme 
dt
(t)d

ν(t)
1 ν  n’est autre que la divergence de la vitesse moyenne de retrait  (c.f. 

Annexe 1) : 

s
sV 

dt
(t)d

ν(t)
1

⋅∇=
ν  

2. Du fait de la faible compressibilité des liquides et pour un solide considéré 

incompressible (c. f. Annexe 2), on peut écrire que : 

( ) 





 −⋅∇=








−⋅∇

π

∫
s

sπππ
π

rππ VρVρdν (t)VV ρ
ν(t)
1

(t)ν
)  

Les deux considérations précédentes permettent de réécrire l’équation (3.22) comme 

suit : 

0VρVρV ρ
dt
ρd

sπππsπ
π =






 −⋅∇+⋅∇+

π ss
 (3.23) 
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Dans l’équation précédente la vitesse intervenant dans la dérivée particulaire (
dt
d ) n’est 

autre que la vitesse moyenne de retrait 
s

sV . Ainsi il vient : 

0VρVρV ρρV
t
ρ

]3[

sπππ

]2[

sπ

]1[

πs
π =






 −⋅∇+⋅∇+∇+

∂
∂ π

44444 344444 21443442143421

sss
 

Le regroupement des termes [1] et [2] et la séparation en deux termes du terme [3] 

amène alors à : 

0VρVρVρ
t
ρ

]3[

sπππ

]2[]1[

sπ
π =






⋅∇−






⋅∇+






⋅∇+

∂
∂ π

+
444444 3444444 2144 344 21

ss
 

Finalement, après avoir fait toutes les considérations précédentes, l’expression (3.23) 

abouti à l’équation de conservation de la masse moyennée classique suivante :  

0Vρ
t
ρ π

ππ
π =





⋅∇+

∂
∂

 (3.24) 

En conclusion, nous observons que la prise en compte du caractère déformable du 

V.E.R ne modifie en rien la forme de l’équation moyenne de conservation de masse obtenue 

classiquement par prise de moyenne sur un V.E.R non déformable. 

3.2 Equations de conservation de la masse liquide et solide 
Nous commençons par écrire l’équation de conservation de masse (3.24) dans les deux 

phases. Ceci nous amène à trouver des équations qui prennent en compte les deux variables 

qui font le couplage hydromécanique : la pression intrinsèque du liquide l
lP et la vitesse 

intrinsèque du solide 
s

sV  qui est déterminée à partir de la déformation de la matrice solide. 

L’originalité du modèle proposé réside alors dans les deux points suivants : 

1. Le flux de la phase liquide, par rapport à la phase solide est modélisé par la loi de 

Darcy ; sont moteur est le gradient de pression liquide. 

2. Une loi d’état de la phase liquide est considérée afin de fermer le système d’équation 

(compressibilité du fluide). 

Les équations de conservation de la masse pour chaque phase sont : 

Solide : 

0V ρ
t
ρ s

ss
s =





⋅∇+

∂
∂

 (3.25) 
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Liquide : 

0V ρ
t
ρ l

ll
l =





⋅∇+

∂
∂

 (3.26) 

3.2.1 Écriture de l’équation de conservation de masse liquide (eau 
libre) 

Dans cette partie l’équation de conservation de la masse liquide est développée, dans 

laquelle est introduite la loi de Darcy et la loi d’état du liquide afin de faire apparaître de 

façon explicite les variables pression du liquide l
lP  et vitesse du solide 

s
sV . 

3.2.1.1 Prise en compte de la loi de Darcy 

La loi de Darcy (équation de la quantité de mouvement du fluide) a été établie par un milieu 

non déformable, mais elle est aussi valable dans un cas où le milieu se déforme lentement 

(quasi statique) (Whitaker, 1986) : 

Loi de Darcy :  

( )gρP
µε
kVV l

l
l

l
ll

s

s

l
l −∇−=−  (3.27) 

où k  est le tenseur de perméabilité du milieu , il est considéré comme diagonale (milieu 

isotrope). 

L’équation de la conservation de la masse liquide (3.26), associée à l’équation de 

conservation de la quantité de mouvement de ce liquide (loi de Darcy), dévient : 

( ) 0gρP 
µ 

kV ρ
t
ρ l

l
l

l
ll

s
sl

l =























−∇

ε
−⋅∇+

∂
∂

 
c’est à dire  

( ) 0gρP 
µ
kρV ρ

t
ρ l

l
l

l
l

l
l

s
sl

l =









−∇−⋅∇+

∂
∂

 (3.28) 

3.2.1.2 Prise en compte la compressibilité du liquide : loi d’état du liquide 

L’équation d’état du liquide peut être écrite sous la forme : 

l
ll

l

l
l Pd χ 

ρ

ρd
=  (3.29) 
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L’équation de conservation de la masse du liquide (3.28), exprimée en fonction de la 

fraction volumique du liquide lε  (équation (3.5)), devient :  

( ) ( ) 0gρP 
µ
kρV ρε

t
ρε l

l
l

l
l

l
l

s
s

l
ll

l
ll =










−∇−⋅∇+

∂
∂

 (3.30) 

soit en négligeant l’effet de la pesanteur (Puiggali et Quintard, 1992) et en développant 

le terme transitoire : 

0P
µ
kV ερ

ρ
1

t
ε 

t
ρ

ρ
ε l

l
l

s
sl

l
ll

l

l
l

l
l

l

l =





















∇−⋅∇+

∂
∂

+
∂

∂
 (3.31) 

L’équation précédente fait apparaître une variation temporelle de la masse volumique 

intrinsèque du liquide. Celle-ci peut être exprimée à l’aide de l’équation d’état (3.29) en 

fonction d’une variation temporelle de la pression fluide, d’où :  
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Le terme de flux (dans l’opérateur divergence) fait apparaître également la grandeur 
l

lρ . Il peut être développé comme suit : 
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soit en reportant l’équation d’état du liquide (3.29)  
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Le report de l’expression de ce terme de flux dans l’équation de conservation de la 

masse fluide écrite sous sa forme (3.32) : 
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on peut distinguer dans l’équation précédente deux termes distincts : [1] un terme de 

transport de masse par variation de densité intrinsèque (il peut aussi être interprété comme un 

terme de transport de pression) et [2] un terme de transport de masse liquide en accord avec la 

loi de Darcy. Ces deux effets superposés vont participer au transport de la masse liquide.  

Nous montrons en annexe 3 que, quand on s’intéresse à un séchage convectif d’un 

milieu diphasique, l’équation (3.35) peut être approximée comme suit : 
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Nous retenons par la suite cette équation (3.36) pour mener notre résolution numérique. 

Remarque : 

Le terme transitoire 
t

P
ε

l
l

l ∂
∂

χ est gardé, même si son ordre de grandeur physique nous 

permettrait de le négliger. Ce choix à été fait dans le seul but d’avoir une équation facile à 

résoudre numériquement. L’avantage de garder ce terme dans l’équation de conservation de la 

masse liquide, tant comme dans la résolution de l’équation de conservation de la masse totale 

(voir équation 3.42 ci-après), où ce terme aidera à obtenir une stabilité numérique. En effet, 

plusieurs chercheurs (Jouëtte et. al., 2002 ; Guignard et. al., 2001 ; Agrawal et. al., 2001 ; 

Nourgaliev et. al., 2004) vis-à-vis de cette problématique d’instabilité numérique, proposent 

d’ajouter une compressibilité artificiel de la phase étudié à l’équation de transport, afin de 

pouvoir avoir ce terme transitoire, qui peut éventuellement, relaxer fortement sa résolution 

numérique. Cette manipulation numérique est appelée la méthode de la pseudo-

compressibilité (pseudo-compressibility method). Nous n’avons pas besoin de l’ajouter 

artificiellement, car elle apparaît naturellement dans notre équation. 

L’équation précédente (3.35) permet de déterminer la valeur de la fraction volumique 

du liquide lε , mais il restent encore deux variables à déterminer qui se trouvent dans cette 

équation : la vitesse de déformation 
s

sV  qui sera calculée à partir de l’équation d’équilibre 

mécanique (conservation de quantité de mouvement du milieu) et la pression intrinsèque du 

liquide l
lP  qui sera obtenue à partir l’équation de conservation de la masse totale (3.41).  

La condition à la limite associée à l’équation (3.36) est déterminée par l’écriture d’un 

bilan de matière entre le milieu et son extérieur (c.f Annexe 4) : 
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m
l

l
l

l
l FnP

µ 
kρ =⋅∇  (3.37) 

où mF  est le flux masse de fluide à la surface du matériau exprimé en kg/(m2 s).  

Dans cette condition limite (3.37), on observe que le flux de masse à la surface de 

milieu est directement liée aux gradients de pression du liquide en dessous de cette surface. 

Dans le cas où on s’intéresse au séchage, c’est donc ce flux de masse fluide à la surface du 

matériau qui génère les gradients de pression dans le matériau, et donc le transport de cette 

phase fluide. 

3.2.2 Ecriture de l’équation de conservation de la masse totale 

3.2.2.1 Ecriture de l’équation de conservation de masse solide 

En considérant la relation entre la masse volumique apparente et la masse volumique 

intrinsèque (3.5), l’équation de conservation de masse solide (3.25) devient : 
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soit en considérant que la matrice solide est incompressible 
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c’est à dire : 
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3.2.2.2 Somme des équations de conservation de la masse solide et liquide 

L’équation de conservation de la masse solide (3.39) asociée à la condition ls ε1ε −=  

qui traduit le caractère diphasique du milieu considéré amène à : 
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soit, après combinaison avec l’équation de conservation de masse liquide (3.35) : 
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c’est à dire 

0P
µ
kVP  P

µε
kV 

t
P

 ε

]2[

l
l

l

s
s

]1[

l
l

l
l

ll

s
s

l
l

l =









∇−⋅∇+












∇⋅










∇−+

∂
∂

χ

4444 34444 2144444444 344444444 21

 (3.41) 

Le terme [1] de cette équation (3.41) est identique au terme [1] de l’équation (3.35). 

Pour des raisons identiques à celles envisagées pour cette équation (3.35) (terme [1] 

négligeable devant le terme [2]) nous retenons par la suite l’équation suivante pour mener 

notre solution numérique : 
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Le terme transitoire 
t

P
ε

l
l

l ∂
∂

χ  est peut être aussi négligeable, mais on le garde pour les 

mêmes raisons de stabilité numérique qui ont été déjà exprimées dans l’obtention de 

conservation de la masse liquide (3.35).  

La condition limite associée à l’équation de conservation de la masse totale apparaît de 

façon naturelle. En effet, l’équation (3.41) étant la somme des deux équations de conservation 

de la masse (solide et liquide), sa condition à la limite est logiquement la somme des 

conditions limites de ces équations de conservation (c.f. Annexe 4). D’où : 
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Le terme [C.L.l] (condition à la limite liquide) est l’apport de flux de masse liquide que 

on trouve dans la condition limite (3.37), le terme [C.L.s] (condition à la limite solide) est 

l’expression de flux de masse de la phase solide obtenue à partir d’un bilan de masse solide 

sur la surface du milieu (c.f. Annexe 4). Fm (flux de masse liquide) est le même que celui qui 

intervient dans la condition limite (3.37) associée à la conservation de masse liquide et msF  est 

le flux de masse solide sortant ou entrant dans le milieu. Puisque le domaine considéré par 

l’écriture de l’équation (3.42) est solidaire a la matrice solide, il est claire que 0Fms = , car on 

a pas de masse solide qui entre ou qui sorte de ce domaine. Il faut remarquer que le terme 

[C.L.s] devient nul pour la même raison. 
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Ainsi, la condition limite associée à l’équation de conservation de la masse totale (3.42), 

prend la même forme que la condition limite de la conservation de masse liquide (c.f. Annexe 

4) : 

m
l

l
l

l
l FnP

µ 
kρ =⋅∇  (3.43) 

3.3 Équation de la quantité de mouvement  

3.3.1 Équilibre de contraintes 
La phase solide est considérée incompressible et l’hypothèse d’un milieu quasi statique 

nous permet de négliger les termes d’inertie. L’effet de la gravité sera considéré aussi 

négligeable sur le mouvement du solide. Ces hypothèses (Coussy, 1991) nous permettent 

d’écrire l’équation de conservation de mouvement du milieu sous sa forme d’équilibre 

statique ou d’équilibre de contraintes : 

0σ =⋅∇  (3.44) 

Le tenseur de contraintes totale σ  admet une contribution de la pression du fluide l
lP  

(si le milieu est diphasique) ainsi qu'une contribution du comportement mécanique propre du 

solide : 

 IPεσ εσ l
llss −=  (3.45) 

sσ  correspond ici aux interactions entre les particules solides. 

Les interactions entre le liquide et le solide disparaissent de cette équation car elles 

s’annulent mutuellement. 

Ainsi l’équation (3.44) peut se réécrire de la forme suivant : 

( ) ( ) 0 IPεσ ε l
llss =⋅∇−⋅∇  (3.46) 

Cette équation est généralement abandonnée car l’accès à sσ  est difficile. On préférera 

parler de contrainte effective qui est la contrainte responsable de la déformation du réseau 

solide dans son ensemble.  

3.3.2 Application du principe de contraintes effectives de Terzaghi 
Basée sur la démarche suivie par Biot dans sa théorie de consolidation (c.f Chapitre 2) 

et par Coussy (Coussy, 1991), l’utilisation d’une relation de type phénoménologique, pour 

l’analyse de contraintes, est possible si on utilise le principe de contraintes effectives proposé 
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par Terzaghi. Cette contrainte effective est obtenue à partir d’un bilan de forces sur le réseau 

solide (c.f Annexe 5) : 

 I Pσσ l
leff −=     ou     I Pσσ l

leff +=  (3.47) 

σ  représente le tenseur de contraintes totales, effσ  le tenseur de contraintes effectives de 

la phase solide (c.f Annexe 5), l
lP  la pression intrinsèque du liquide et I  est le tenseur 

identité. Cette expression (3.47) fait apparaître explicitement la pression intrinsèque du 

liquide l
lP  et convient beaucoup à notre modèle, car elle nous permettra d’obtenir de façon 

explicite, le fort couplage existant entre la déformation de la matrice solide et le transfert 

phase liquide. 

Loi de Comportement  

Afin de fermer le problème on a besoin d’une loi de comportement qui exprime la relation 

qui existe entre la contrainte et le déplacement. Dans notre cas particulier nous avons 

besoin d’une loi reliant effσ  au déplacement du réseau. 

Au cours d’une expérience de caractérisation mécanique nous avons généralement accès à 

la contrainte totale correspondant au chargement extérieur sur le milieu. Si cette 

expérience est conduite très lentement autorisant ainsi le liquide à être évacué (expérience 

drainée), la pression de la phase liquide peut être considérée nulle et la contrainte totale 

est par conséquent égale à la contrainte effective. Si le comportement du réseau solide 

peut être considéré comme élastique, on peut alors écrire la relation de Hooke entre effσ  et 

le tenseur de déformation totale du réseau solide : 

Loi de Hooke : 
ε Eσ eff =  (3.48) 

En prenant en compte les hypothèses qui nous amènent à écrire l’équation de 

conservation de mouvement sous sa forme d’équilibre statique (3.44), nous arrivons à écrire 

finalement l’équation d’équilibre de contraintes qui ferme notre modélisation de séchage d’un 

milieu poreux saturé et déformable : 

( ) ( ) 0I P  E l
lε =⋅∇−⋅∇  (3.49) 

La condition à la limite de l’équation précédente est la suivante : 
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FI P EFnσ l
lε =+⇔=⋅  

où F  est la projection perpendiculaire à la surface de la charge par unité de surface 

exercée à la limite. 

Dans le cas du séchage d’un milieu déformable il n’y a pas de forces extérieures qui 

agissent sur le milieu, la condition à la limite est écrite logiquement de la forme suivant: 

0nσ =⋅  

L’équation d’équilibre de contraintes (3.49) relie la rhéologie de la matrice solide à la 

pression du liquide. Sa résolution amène à connaître le tenseur des déformations ε  et ainsi la 

vitesse de retrait 
s

sV  ; elle assure la fermeture de notre modèle. 

Afin de détailler la relation qui existe entre le tenseur des déformations totales ε  et la 

vitesse de retrait, nous proposons de rappeler quelques définitions dans le paragraphe suivant.  

3.3.3 Tenseur de déformations totales pour grandes déformations  
Dans la littérature (Jomaa, 1991 ; Pourcel, 2003 ; Sarmento et al., 2004 ; Porras, 2005), 

le tenseur de déformations totale peut être décomposé de la forme suivante : 

rim εεε  +=  (3.50) 

où mε  est considérée comme un tenseur de déformation lié au comportement 

mécanique du matériau (généralement élastique ou viscoélastique), riε  est le tenseur des 

déformations lié au retrait isotrope et qui selon la littérature, ne produit pas de contraintes 

dans le milieu. 

La détermination expérimentale de la contrainte effective effσ  est fait à l’échelle 

macroscopique, donc logiquement la valeur du tenseur E  est obtenue en prenant en compte la 

déformation totale du milieu. Alors, la décomposition classique du tenseur de déformations 

totales (3.50), que l’on trouve généralement dans les études du séchage des milieux poreux 

diphasiques déformables n’est pas nécessaire. Nous pouvons travailler, par conséquence, 

directement avec les déformations totales du milieu (ε ). 

L’hypothèse de grandes déformations géométriques est faite parce que la résolution 

numérique du modèle sera effectuée avec le changement d’espace Euler-Lagrange (c.f 

Annexe 6), ceci veut dire que tous les déplacements seront calculés en fonction ou par rapport 

à la position initiale.  
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Les rappels que nous ferons en suite ont été basés sur le travail de Coirier (Coirier, 

1997), et il s’agit de plusieurs définitions ou relations mathématiques utilisés au cours de ce 

travail. 

• Définition du  tenseur des déformations de Green-Lagrange 

Soit f  la transformation reliant les coordonnées d’un point matériel z)y,x,(t,r  à une 

instant t à celles de ce point )z,y,x(t,r 0000  à un instant t = t0. 

⇔= )r(t,fr 0     

)z,y,x(t,fz

)z,y,x(t,fy
)z,y,x(t,fx

000z

000y

000x

=

=
=

 

Nous définissons le tenseur gradient de la transformation f  comme suit : 
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Par définition, le tenseur des déformations de Green-Lagrange en grande déformation 

s’écrit : 


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(3.51)

 

• Expression du tenseur de déformation en fonction de la vitesse de déformation  

Si on considère l  comme le vecteur déplacement ( 00 r)r,t(f −=l ), le tenseur ε  (3.51) 

peut s’exprimer : 
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or dtV
s

s=l  
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Finalement le tenseur de déformation (3.51) est représenté en fonction uniquement de la 

vitesse de déformation du solide 







 ∇∇+∇+∇= dt V dt V dtV dtV 

2
1 s

s
s

s
Ts

s
Ts

sε  (3.52) 

Cette représentation du tenseur de déformations ε  montre que la variable qui est 

déterminée par l’équation d’équilibre de contraintes (3.49) avec l’équation (3.41), est 

précisément la vitesse intrinsèque de déformation du solide 
s

sV . 

3.4 Équation de conservation de l’énergie 
L’équation de conservation de l’énergie moyennée avec la technique de la prise de 

moyenne volumique, est très souvent utilisée dans les études qui considèrent les écoulements 

dans les milieux poreux ; et nous donne en général des résultats satisfaisants. Pour cette 

raison, nous l’avons choisie afin de tenir compte des effets de la température dans notre 

modèle. Nous ne changeons pas l’écriture déjà proposé par la littérature (Whitaker, 1977 ; 

Jomaa et. al., 1991 ; Jomaa, 1991 ; Quintard et. al., 1997 ; Pourcel, 2003 ; Sarmento et al., 

2004 ; Porras, 2005). Nous proposons seulement une réécriture du modèle classique à une 

température, dans le seul but de pouvoir tenir compte des paramètres qui interviennent dans 

notre modèle et faire ainsi un bon couplage avec les équations de conservation de masse et 

d’équilibre mécanique. 

3.4.1 Modèle à une température 
La démarche suivie pour obtenir le modèle à une température (équation de conservation 

d’énergie à une température), qui tient compte de l’hypothèse de l’équilibre thermique local 

qui suppose l’égalité entre la température moyenne intrinsèque l
lT  (phase liquide) et 

s
sT (phase solide), a été largement expliquée par des auteurs spécialisées dans le maniement 

de la prise de moyenne volumique sur l’équation d’énergie, entre autres, telles que Whitaker 

(Whitaker, 1977), Quintard (Quintard et al., 1997) et Jomaa (Jomaa et al., 1991). D’après la 

littérature (Whitaker, 1997 ; Jomaa et al., 1991 ; Sarmento et al., 2004 ; Porras, 2005), la 

conservation de l’énergie dans un milieux poreux diphasique déformable s’écrit :  

( ) ( )[ ] ( )TλT VρCVρC
t
T

ρC effsspllpp ∇⋅∇=∇++
∂

∂
 (3.53) 
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où T  est la température moyenne dans le V.E.R issue de l’hypothèse de l’équilibre 

thermique ( l
l

s
s TTT == ) et effλ  est le coefficient de conduction effectif qui dépend des 

caractéristiques thermiques intrinsèques de chaque phase et de leur répartition géométrique. 

A l’aide des définitions suivantes, 

l

lll VεV =
   

et   
s

sss VεV =  

le deuxième terme de (3.53) est modifié en :  
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où ( ) ( )
spslplp ρCερCερC +=  

De plus la loi de Darcy (en négligeant l’effet de la pesanteur) permet d’écrire :  
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l
l

lpsspllp VρCP
µ
kρCVρCVρC +










∇−=+  (3.54) 

Ainsi l’équation de l’énergie (3.53) devient finalement : 

( ) ( )TλTP
µ
kρCVρC

t
T

ρC eff
l

l
l

lp

s

spp ∇⋅∇=∇











∇−+

∂
∂

 (3.55)

 

3.4.2 Mise sous forme conservative 
L’écriture de l’équation de conservation de l’énergie sous forme conservative est ici 

amenée de façon à assurer une continuité formelle de l’équation de l’énergie pour un milieu 

diphasique avec celle que nous avons déjà écrit pour un milieu triphasique. Cette écriture sous 

forme conservative qui favorise aussi la résolution numérique est (Couture, 1995) : 

( )( )[ ] 0TλTVρCVρC
t
H

effsspllp =∇⋅−+⋅∇+
∂

∂

 
(3.56)

 

où TC ρH p=  est l’enthalpie moyenne du milieu. 

L’introduction de l’expression (3.54) (loi de Darcy) dans le terme de flux de l’équation 

précédente, amène à l’écriture de l’équation d’énergie sous sa forme conservative et qui 

considère les variables d’intérêt dans notre travail : 

( ) 0TλTP
µ
kρCVρC

t
H

eff
l

l
l

lp

s

sp =











∇⋅−














∇−⋅∇+

∂

∂
 (3.57) 
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• Condition à la  limite 

La forme conservative de l’équation d’énergie aide à trouver la condition à la limite 

naturelle associe à cette équation : 

( ) ( ) vmsurfT
l

l
l

lp

s

sp ∆H FTThnTλnTP
µ
kρCVρC −−=⋅∇⋅−⋅










∇− ∞  (3.58) 

où Th  est le coefficient de transfert de chaleur déterminé à partir de la théorie de la 

couche limite, v∆H  est l’enthalpie d’évaporation, surfT  et ∞T  sont la température a la surface 

du milieu et de l’environnement de séchage respectivement. 

3.5 Conclusion 
Dans ce chapitre nous avons présenté un modèle qui exprime explicitement, le fort 

couplage existant entre le comportement mécanique d’un milieu poreux déformable saturé et 

le transport de la phase fluide en son sein. 

Pour réussir la construction de ce modèle, nous avons tout d’abord mené 

l’homogénéisation du milieu au travers d’une prise de moyenne des équations de conservation 

locales relevant de la mécanique des milieux continus (masse, quantité de mouvement, 

énergie), ceci en considérant l’influence du caractère déformable du V.E.R. Le résultat de 

cette homogénéisation nous a donné les mêmes équations de conservation moyennées que 

celles déduites classiquement sans prise en compte du caractère déformable du V.E.R.  

Dans un deuxième temps, l’écriture de l’équation de la conservation de la masse et de la 

quantité de mouvement de la phase fluide ont été considérées. Dans celles-ci, l’inertie de la 

phase fluide est négligée, la compressibilité de la phase fluide est prise en compte et le terme 

moteur retenu pour décrire le transport de la phase fluide est le gradient de pression de ce 

fluide. L’écriture du caractère diphasique du milieu et l’utilisation de la loi de Darcy (tout 

comme Sarmento et al., 2004 ; Porras, 2005) pour exprimer la vitesse de filtration de la phase 

fluide viennent remplacer respectivement l’équation de la conservation de la masse solide et 

l’équation de la conservation de la quantité de mouvement du fluide. 

L’utilisation du gradient de pression liquide comme terme moteur et l’utilisation du 

formalisme de Terzaghi pour décomposer le tenseur de contraintes du milieu diphasique 

amène à obtenir un système de trois équations couplées (transport de masse fluide, transport 

de masse totale et équilibre de contraintes) exprimées en fonction des inconnues suivantes : la 

fraction volumique du fluide lε , la pression intrinsèque du liquide l
lP  et la vitesse 
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intrinsèque du réseau solide 
s

sV . Le couplage entre transport fluide et contraintes 

mécaniques est ainsi explicitement exprimé (couplage hydromécanique). 

La prise en compte du caractère compressible du liquide n’a pas d’influence notable, en 

terme d’ordre de grandeur, sur le transport fluide pour un procédé de séchage « doux » ou de 

déshydratation mécanique « doux ». Par contre, elle permettra à terme d’envisager la prise en 

compte de phénomènes de vaporisation interne ou de fluctuation de contraintes fortes 

imposées aux limites du milieu poreux considéré. De plus, d’un point de vue purement 

numérique, nous avons choisi de garder la partie instationnaire du terme apportée (du fait de 

la prise en compte de la compressibilité du fluide) à l’équation de la masse fluide ; en effet ce 

terme instationnaire a l’avantage d’assurer une convergence plus rapide et une stabilité du 

schéma numérique utilisé ; ce constat numérique a été déjà observé par les auteurs suivants : 

Jouëtte (Jouëtte et. al., 2002), Guignard (Guignard et. al., 2001), Agrawal (Agrawal et. al., 

2001) et Nourgaliev (Nourgaliev et. al., 2004).  

Dans l’équation de conservation de la masse liquide, nous pouvons observer que le seul 

paramètre à déterminer expérimentalement est le tenseur de perméabilité k , ceci nous libère 

de la détermination de paramètres ou fonctions supplémentaires classiques des modèles qui 

utilisent des coefficients de type diffusifs (c.f Chapitre 2), comme la détermination de la 

pression du liquide en fonction de la fraction volumique ( )F(εP l
l

l = ), que nous trouvons 

dans le coefficient effD  de l’équation (2.37) et qui a été largement étudié dans la littérature 

(Jomaa, 1991 ; Jomaa et Puiggali, 1991 ; Mercier, 1996). 

Par rapport à l’étude de contraintes dans le milieu, une approche phénoménologique 

issue du principe de contraintes effectives de Terzaghi, a été choisie pour la modélisation. 

L’avantage de ce choix en ce qui concerne d'autres modèles (Jomaa, 1991 ; Pourcel, 2003 ; 

Sarmento et al., 2004 ; Porras, 2005), est que nous n'avons pas la nécessité de faire la 

décomposition typique du tenseur de déformations totales ( rim εεε  += ). 

L’équation de conservation de l’énergie est l’équation classiquement décrite par les 

modèles connus en thermique (Whitaker, 1997 ; Jomaa et al., 1991 ; Sarmento et al., 2004 ; 

Porras, 2005), elle est introduite à notre modèle dans le but de tenir compte de tous les 

paramètres qui influencent un processus de séchage et pour assurer un passage continue vers 

un modèle triphasique. 
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En résumé, le modèle présenté dans ce chapitre semble faire un bon couplage thermo-

hydro-mécanique et les variables intervenantes ( Het  V , P ,ε
s

s
l

ll ) donnent la possibilité 

d’avoir un passage continu vers une modélisation triphasique (c.f. Chapitre 2 ; éq. (2.11) et 

éq. (2.23)).  

Dans la suite de ce travail, une analyse numérique sera présentée afin d’avoir une idée 

de la qualité du modèle, et d’établir ses différences avec les autres types de modélisation. 
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4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE LORS D’UN SÉCHAGE DE TYPE 
CONVECTIF 

Le modèle mathématique obtenu dans le chapitre précédent (c.f. Chapitre 3), est un 

système d’équations qui est capable de décrire en particulier le phénomène d’un séchage 

convectif, pour un milieu poreux saturé fortement déformable, à l’échelle du processus. 

Le séchage convectif est une phénomène de séparation solide-liquide où l’énergie doit 

être fournie afin d’enlever l’eau de la surface du milieu. Cette énergie est apportée par un gaz 

de balayage qui évapore le liquide a la surface. Le gradient de concentration en vapeur entre 

la surface du matériau et son environnement définit le potentiel de tel séchage.  

4.1 Validation du modèle 
La validation du modèle proposé dans ce travail, est fait en comparant nos résultats 

issus de la simulation numérique (obtenues a l’aide de FEMLAB) du séchage convectif du gel 

d’alumine, avec ceux obtenus expérimentalement par Pourcel (Pourcel, 2003) au sein du 

laboratoire TREFLE. Nous avons choisi ce gel comme matériau d’étude, parce que il est un 

milieu poreux fortement déformable qui reste diphasique pendant presque tout le processus 

d’un séchage convectif.  

Dans la suite, toutes les conditions de séchage ainsi que les propriétés du matériau 

(Tableau 4.2) sont prises du travail de Pourcel (Pourcel, 2003).  

4.1.1 Configuration expérimentale 
Le dispositif expérimental que a été mis en œuvre est basé sur une boucle de séchage 

convectif où les propriétés de l’air (température ∞T , humidité relative ∞HR  et vitesse de 

circulation de l’air airV ) peuvent être contrôlées et la masse de l’échantillon peut aussi être 

mesurée à chaque instant (Figure 4.1). 

 
Figure 4.1 Vue d’ensemble de la boucle de séchage utilisée par Pourcel (Pourcel, 2003) au 

sein du laboratoire TREFLE.  



 

64 

L’échantillon du gel d’alumine, utilisée pour l’expérience de séchage et la simulation, a 

une géométrie rectangulaire (Figure 4.2) de longueur L =80 mm et d’épaisseur e =20 mm.  

L

e

e

 
Figure 4.2 Géométrie de l’échantillon de gel d’alumine utilisé par les expériences et 

simulations.  

Cet échantillon est enduit de graisse à vide sur les faces latérales et inférieure, ensuite il 

est posé sur une plaque en aluminium et finalement il sera soumis à des conditions 

environnementales de séchage imposées ( ∞T , ∞HR , airV ) dans la boucle de séchage. Le gel 

sera alors soumis aux conditions de séchage très spécifiques (Figure 4.3). La graisse sur les 

surfaces latérales induit un flux de masse qui traverse uniquement la face supérieure. Pour le 

flux thermiques, la résistance thermique liée à la graisse est négligée. Les surfaces latérales 

sont alimentées par un flux convectif et dans la surface supérieure il faut ajouter une 

absorption de chaleur par évaporation. Dans la surface inférieure, il existe au début du 

séchage un contact avec la plaque d’aluminium qui a une grande conductivité thermique et 

une faible épaisseur. Malgré ce contact avec la plaque, nous considérons plutôt un flux de 

chaleur convectif qui se produit à cause de la déformation du milieu ; la déformation amène à 

l’existence d’une distance de séparation entre les deux surfaces, qui permet d’avoir (sur la 

surface inférieure du milieu) l’influence d’un flux convectif d’air. Il est important de signaler 

que, les forces surfaciques qui pourraient s’ajouter par l’action de la couche de graisse sont 

négligeables et les surfaces sont libres dans leur mouvement. 

x 

y

MILIEU

Fm

L

e 

T ∞ ; HR ∞ ; V air 
(Conditions Environnementales) 

plaque d ’ aluminium 
(T =  cte)

graisse 

convφ

convφ

convφ evapφ

conv φ 

 
Figure 4.3 Schéma 2D des conditions de séchage suivies par le milieu ( convϕ =flux de chaleur 

convectif ; evapϕ =flux de chaleur par évaporation). 
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4.1.2 Configuration et paramètres de la simulation 
En ce qui concerne la simulation numérique, les conditions de séchage sont les mêmes 

que celles de l’expérience, la seule différence est que l’on prend en compte de la symétrie 

existante suivant l’axe y (c.f. Figure 4.3). Donc, la simulation est faite dans une géométrie 

rectangulaire 2D qui considère uniquement la moitié de l’échantillon (Figure 4.4). 

x

y

MILIEU

L/2

e

o

0x =l

T∞ ; HR∞ ; Vair
(Conditions Environnementales)convφ evapφ

convφ

convφ0φconv =

0Fm =

Fm

 
Figure 4.4 Schéma des conditions utilisées dans la simulation de séchage convectif 

( convϕ =flux de chaleur convectif ; evapϕ =flux de chaleur par évaporation). 

Le système d’équations qui permet de résoudre ce problème de séchage a été déjà 

déterminé dans le chapitre précédent (c.f. Chapitre 3) et il est représenté dans le tableau 

suivant :  

PHÉNOMÉNE 

PHYSIQUE 
ÉQUATION 

Conservation de 

la masse liquide 
0P

µ
kV ε

t
ε 

t
P

χ ε l
l

l

s
sl

l
l

l
l =










∇−⋅∇+

∂
∂

+
∂

∂

 
(3.36) 

Conservation de 

la masse totale 
0P

µ
kV 

t
P

χ ε l
l

l

s
s

l
l

l =









∇−⋅∇+

∂
∂

 
(3.42) 

Équilibre 

mécanique 
( ) ( ) 0I P  E l

lε =⋅∇−⋅∇  (3.49) 

Conservation de 

l’énergie 
( ) 0TλTP

µ
kρCVρC

t
H l

l
l

lp

s

sp =











∇⋅−










∇−⋅∇+

∂
∂

 (3.57) 

Tableau 4.1 Système d’équations qui décrit le séchage d’un milieux poreux diphasique.  

Comme le système d’équations est appliqué dans un gel d’alumine, dans le tableau 

suivant sont présentées certaines de ses propriétés, qui jouent un rôle très important dans 

l’étude du couplage hydromécanique lors du séchage d’un milieu déformable, ainsi que dans 

la résolution numérique des équations : 
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PROPRIÉTÉ VALEUR 

Masse volumique intrinsèque de la phase 

solide du gel 






= 3

s
s m

kg 2000ρ  

Coefficient de Poisson du gel sec 3.0υsec ≈  

Module de Young en fonction de la teneur en 

eau (W) 

( ) ( )Pa W)3.8exp( EWEE 0 −==  

où 8
x0 106.7E =  

Coefficient effectif de transport de type 

diffusif  







≈ −

s
m 10 x 5D

2
09

eff  

Tableau 4.2 Propriétés du gel d’alumine (Pourcel, 2003). 

Le module de Young E(W) a été obtenu par des essais mécaniques de compression 

drainée et le coefficient de transport diffusif effectif effD  a été obtenu à partir d’expériences 

de séchage convectif. Ces propriétés ont une forte influence sur des paramètres tensoriels tels 

que la perméabilité k  et le tenseur d’élasticité E . 

Dans le cas du module de Young, ainsi que pour tous les paramètres qui dépendent de la 

teneur en eau, on peut affirmer que E=E(W)= )E(ε l  parce que la teneur en eau est liée à la 

fraction volumique du liquide au travers de la relation directe suivante : 

( ) s
sl

l
ll

ρε1

ρ ε
W

−
=  (4.1) 

4.1.2.1 Paramètres tensoriels  

Tenseur de perméabilité 

Pour un milieu isotrope le tenseur de perméabilité peut s’écrire comme : 

Ik k =   

où k est le coefficient de perméabilité intrinsèque du milieu. En général sa mesure est 

faite par un test de drainage 1D dans un milieu non déformable. Dans le cas de gels 

l’obtention de cette perméabilité (k), en fonction des paramètres physiques intervenant dans le 

séchage, reste très difficile dû à son caractère fortement déformable et pour chacun d’eux il 

existe une relation phénoménologique différente. En effet, dans la littérature il n’existe pas de 

mesures de l’évolution de la perméabilité en fonction de la fraction volumique. Certains 

auteurs, qui ont travaillé avec d’autres gels, nous donnent une idée de la forme que peut 
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prendre cette relation phénoménologique et nous montrent les paramètres possibles 

intervenant dans celle-ci : (i) la fraction volumique du liquide lε  (Sarmento, 2004 ; Porras, 

2005), ou (ii) la taille moyenne des pores (Grattoni et al., 2001), ou (iii) la concentration 

(Grattoni et al., 2001), ou (iv) la taille des fibres (Antovic et al., 2005). 

Nous pouvons adapter à notre matériau une de ces fonctions de perméabilité trouvées 

dans la littérature, mais pour faire une validation correcte, nous avons choisi d’identifier 

l’évolution de la perméabilité en fonction du coefficient de diffusion effectif (4.2) déterminé à 

partir de la théorie de consolidation de Biot (c.f. Chapitre 2) et qui donne l’avantage de 

pouvoir travailler avec une perméabilité variable en fonction uniquement des propriétés du gel 

d’alumine (Tableau 4.2) :  

( ) ( )
( )  

G υ-1 2
 2υ-1D υE, ,Dkk l

effeff
µ

==  (4.2) 

où le module de cisaillement G est égale à : ( )υ1 2
EG
+

=  ; et le coefficient de Poisson 

υ  est une fonction approximative obtenue en faisant une estimation du paramètre avec des 

valeurs de référence de notre matériau et d’autres gels, comme le gel d’agar (Porras, 2005) et 

les aérogels (Phalippou et. al., 2002) ; car pour notre matériau la littérature nous donne très 

peu des données sur ce paramètre la mesure étant très délicate. Pourcel (Pourcel, 2003) a 

réussi à mesurer ce coefficient pour le gel sec. 

La fonction approximative ou estimée du coefficient de Poisson par rapport à la fraction 

volumique lε  du liquide du gel d’alumine, est : 

( ) sec
cril

lolsecol υ1
2
ε

εε10Tanhυυ
2
1)υ(ευ +






















+















 −−==  (4.3) 

où oυ et secυ  sont les valeurs du coefficient de Poisson pour les conditions initiales du 

séchage et du produit sec respectivement ; olε  est la fraction volumique initial et crilε  est la 

fraction volumique critique correspondant à la fin de la première phase de séchage. 

Dans notre cas les valeurs estimées pour oυ , se trouvent dans l’intervalle 

  5.0υ43.0 o <≤ . 

Pour avoir une meilleure idée du comportement général des paramètres k et υ  dans un 

séchage convectif du gel d’alumine, sur les figures suivantes sont présentés les allures 

typiques de l’évolution de ces paramètres en fonction de la variation de la fraction volumique 

du liquide. 
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Figure 4.5  Variation de la perméabilité (k) en fonction de la fraction volumique du liquide 

( lε ). 

0l
εcri lε0

0υ

secυ

lε  
Figure 4.6  Variation du coefficient de Poisson ( υ ) en fonction de la fraction volumique du 

liquide ( lε ). 

Tenseur d’élasticité  

Le tenseur d’élasticité E  a été choisi pour le cas classique de déformations planes (2D) : 



 

69 

( )
( )( )

( )

( )

( )






















−
−

−

−

−+
−

==

υ12
2υ100

01
υ1

υ

0
υ1

υ1

2υ1υ1
υ1E)(εEE l  

où E= )E(ε l  et )υ(ευ l= . 

Tenseur de grandes déformations 

Comme nous avons déjà expliqué dans le chapitre 3 le tenseur de déformations ε  pour 

des grandes déformations s’écrit : 
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Tenseur de conductivité thermique 

Comme pour le cas de la perméabilité, le tenseur de conductivité thermique λ  dans un 

milieu isotrope s’écrit : 

Iλλ =  

La conductivité thermique λ  est un paramètre qui varie par rapport à la fraction 

volumique du liquide à travers de la fonction suivante : 

( ) ( )( )ps
s

slpl
l

lll Cρε1Cρε ελλ −+== a  

où a  est la diffusivité thermique du gel, plC  est la chaleur massique du liquide (eau) et 

psC  la chaleur massique apparente du solide sec (gel sec). Pour le cas du gel d’alumine la 

diffusivité thermique mesurée par Pourcel (Pourcel, 2003) est quasiment indépendante de la 

teneur en eau. Dans notre cas ces paramètres ont les valeurs suivantes : 
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







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4.1.2.2 Conditions aux limites  

Un bref rappel des conditions limites presentées dans le chapitre 3 est fait dans le 

tableau ci-dessous : 

PHÉNOMÉNE 

PHYSIQUE 
CONDITION Á LA LIMITE 

Conservation de 

la masse liquide m
l

l
l

l
l FnP

µ 
kρ =⋅∇  

Conservation de 

la masse totale m
l

l
l

l
l FnP

µ 
kρ =⋅∇  

Équilibre 

mécanique 
0nσ =⋅  

Conservation de 

l’énergie 
( ) ( ) vmsurfT

l
l

l
lp

s

sp ∆H FTThnTλnTP
µ
kρCVρC −−=⋅∇⋅−⋅










∇− ∞    

Tableau 4.3 Conditions à la limite du système d’équations. 

Le flux de masse mF  peut être obtenu expérimentalement, dans le cas où on s’intéresse 

au séchage, par mesure de la masse du produit au cours de temps. 

Il peut être aussi modélisé, si on connaît les conditions de l’environnement du séchage, 

de la façon suivante :  

( )∞−ρ= WWhF surfmm air  

où airρ  est la masse volumique de l’air, mh  est le coefficient d’échange de masse entre 

le produit et son environnement, surfW  est la concentration de vapeur à la surface du 

matériau ; caractérisée au travers des courbes d’isothermes de sorption et ∞W  est la 

concentration de vapeur de l’air de séchage environnant. 

L’isotherme de désorption du gel d’alumine peut être décrite à l’aide d’un modèle 

GAB : 

( )
( ) ( ) ( )

( )1C2K

1C42C
W

C0.26
W

C0.26
2C

TW,aa
gg

g

2

g
gg

g

ww −

−+







−−+−−

== ∞  
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où 







=

∞

−

8.31T
17000exp101.4C 3

xg  est la constante de Guggenheim et 









−=

∞8.31T
3500exp7.2Kg  est le facteur de correction du modèle GAB. 

Les coefficients de transfert de masse ( mh ) et de chaleur ( Th ), sont obtenus à partir des 

bilans et relations thermodynamiques à la surface du produit (théorie de la couche limite) dans 

la phase isenthalpe du séchage. La procédure utilisée pour déterminer ces coefficients est 

largement expliquée dans la littérature (Nadeau et al., 1995 ; Pourcel, 2003 ; Incropera et al., 

1996 ; Sacadura, 1982) et les valeurs estimées pour différentes conditions de séchage de notre 

produit sont : 

HR 
(%) 

Température 
(°C) 

Vitesse 
de l’air 
(m.s-1) 

Température 
de bulbe 

humide (°C) 

Température 
calculée (°C) 

hT 
calculé 

(W.m-2.K-1) 

hM 
calculé 
(m.s-1) 

50 30 2,0 21 25 44 0,037 
60 30 2,0 23 26 39 0,033 
70 30 2,0 25 27 45 0,038 
60 25 2,0 19 22 43 0,035 
60 30 2,0 23 26 39 0,033 
60 35 2,0 28 30 38 0.032 
60 40 2,0 32 34 49 0.042 
60 50 2,0 41 43 46 0,040 
60 30 1,0 23 26 33 0,027 
60 30 2,0 23 26 39 0,033 
60 30 3,0 23 26 51 0.042 
60 30 5,0 23 26 57 0,048 

Tableau 4.4 Estimation des coefficients de transfert pour différentes conditions 
environnementales de séchage (Pourcel, 2003). 

Une fois que toutes les conditions et paramètres de séchage sont établis, nous pouvons 

aborder la résolution ou simulation numérique, de notre problème, avec les conditions aux 

limite suivantes (Figure 4.3) : 

Conservation de la masse liquide et totale 

m
l

l
l

l
l FnP

µ 
kρ =⋅∇    (Surface de séchage) 

0nP
µ 
kρ l

l
l

l
l =⋅∇    (Surface isolée et surface de symétrie) 
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Equilibre mécanique  

0nσ =⋅      (Surface de séchage et surface isolée) 

0x =l      (Surface de symétrie) 

Conservation de l’énergie 

( ) ( ) vmsurfT
l

l
l

lp

s

sp ∆H FTThnTλnTP
µ
kρCVρC −−=⋅∇⋅−⋅










∇− ∞   

         (Surface de séchage) 

( ) ( )∞−=⋅∇⋅−⋅









∇− TThnTλnTP

µ
kρCVρC surfT

l
l

l
lp

s

sp     

        (Surfaces latéral et inférieure) 

( ) 0nTλnTP
µ
kρCVρC l

l
l

lp

s

sp =⋅∇⋅−⋅









∇−  (Surface de symétrie) 

4.1.3 Résolution numérique et comparaison avec les résultats 
expérimentaux  

4.1.3.1 Choix de résolution numérique  

Le système d’équations est résolu numériquement par la méthode des éléments finis. 

Dans l’étude des milieux déformables cette méthode est capable de suivre l'évolution de la 

géométrie du matériau au cours du séchage, mais cette capacité de la méthode ne suffit pas 

assez pour alléger le calcul numérique. Nous dévions, en plus, surpasser la problématique 

d’avoir des équations fortement couplées et non linéaires. 

La solution choisie est d’éviter le problème du domaine mobile avec un changement de 

variables de l'espace permettant de passer de l'espace Eulérien à l'espace Lagrangien (c.f. 

Annexe 6). Les équations sont ainsi résolues dans un espace fixe correspondant à la géométrie 

initiale du matériau. 

Ils existent aussi, pour la problématique de fort couplage, plusieurs alternatives ou choix 

de type numérique qui aident à simplifier un peu la résolution de notre système, mais ses 

implémentations deviennent parfois difficiles, les algorithmes proposés sont généralement très 

sophistiqués et requièrent une écriture extrêmement ouvragée. En résumé notre système 

d’équations a une grande complexité dans sa programmation et sa résolution. 

Alors, vis-à-vis de cette complexité, nous avons choisi de résoudre le système 

d’équations à l’aide d’un solveur commercial (FEMLAB) qui travaille avec la méthode des 



 

73 

éléments finis et qui est capable de tenir compte de toutes les exigences que notre modèle 

demande pour sa résolution numérique. Une autre raison qui justifie ce choix, est le fait que 

l’objectif principal de notre travail est de mieux comprendre la physique du séchage d’un 

milieu poreux déformable et non d’approfondir les méthodes de résolution numérique. 

4.1.3.2 Comparaison entre la simulation et l’expérience  

Dans cette partie du travail, une comparaison entre les cinétiques de séchage obtenues 

par la simulation et l’expérience sera fait avec trois conditions de séchage différentes : 

Condition1 2m/sV ; 60%HR ; C30T air ==°=⇒ ∞∞  

Condition2 2m/sV ; 70%HR ; C30T air ==°=⇒ ∞∞  

Condition3 3m/sV ; 60%HR ; C30T air ==°=⇒ ∞∞  

Avec les courbes de la figure 4.7 on peut observer que le modèle proposé est capable de 

prédire une cinétique de séchage. Les écarts entre les résultas expérimentaux et ceux obtenus 

par la simulation, son dus à la non connaissance exacte des certains paramètres telles que le 

tenseur d’élasticité E  et de perméabilité k . Comme cela sera montré dans l’étude de 

sensibilité, le fort couplage qui existe entre les équations amène à un modèle très sensible à la 

variation de n’importe quelle variable, ceci nous oblige à avoir les fonctions 

phénoménologiques et les données exactes des paramètres intervenants. Une autre raison qui 

peut produire un écart entre l’expérience et la simulation, est le fait que notre modèle résout le 

problème uniquement pour un milieu saturé.  
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Figure 4.7 Comparaison de la  simulation (Sim) avec l’expérience (Exp) des cinétiques de 
séchage. 
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La figure 4.8 compare les profils de teneur en eau et le retrait du matériau. Le retrait du 

matériau, dans la simulation, est pris en compte à travers du déplacement du point central de 

la surface supérieur, car pour nos conditions de séchage ce point va se déplacer uniquement 

sur l’axe vertical y (déplacement 1D), par conséquence il peut représenter une bonne 

approche du retrait volumique du milieu et présente l’avantage que on peut le suivre tout au 

long du processus du séchage.  
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Figure 4.8 Comparaison de la simulation (Sim) avec l’expérience (Exp) des profils de teneur 

en eau et du retrait pour la Condition1 de séchage. 

Les écarts observés entre les courbes expérimentales et celles issues de la simulation 

dans la figure précédente ont la même explication que ceux qui se produisent pour les 

cinétiques (Figure 4.7), mais cette fois on peut remarquer aussi que les simulations nous 

donnent un retrait plus élevé que celui déterminé par l’expérience. Cet écart est lié à la 

modélisation 2D qui affecte toute la variation de volume à la section considérée alors que le 

retrait réel s’effectue dans les 3 directions.  

Finalement, la tendance des courbes expérimentales et théoriques reste la même et les 

écarts maximaux sont : 12% pour la teneur en eau trouvé pour la Condition3 de séchage et 8% 

si on regarde le retrait issu de la figure 4.8 à l’instant t= 23h 30.  

Par rapport à l’évolution de la température nous trouvons un comportement classique. 

La figure 4.9 montre les profils de température, obtenus par simulation, dans trois points du 

milieu (Figure 4.15) et les résultats sont ceux que l’on peut attendre : 1) Une montée de la 

température dans la phase de chauffage, 2) stabilisation de températures pendant le phase 

isenthalpe du au fait que l’énergie apportée par l’environnement de séchage est dégagée du 

milieu en grand partie pour le flux de vapeur sortant a la surface, 3) après la phase isenthalpe 
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la température augmente à cause de la baisse de flux de masse à la surface, 4) le milieu arrive 

à avoir globalement une température proche a celle de l’environnement du séchage quand il 

atteint l’équilibre hygroscopique et 5) plus on s’approche de la surface de séchage et plus la 

température baisse ; ceci s’explique aussi pour le même phénomène de flux de masse à la 

surface et de l’apport de chaleur assurée par la face inférieure du matériau. 
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Figure 4.9 Evolution de la température par rapport a la teneur en eau moyenne dans le 

points P1, P2 et P3 du milieu (c.f. Figure 4.15). 

Nous pouvons affirmer, à partir des analyses précédentes, que malgré les différences 

observées entre les courbes expérimentales et théoriques, le modèle proposé reste valide en ce 

qui concerne l’étude de la cinétique de séchage, de retrait du milieu et de l’évolution des 

températures dans un processus de séchage convectif.  

4.1.4 Comportement de la pression liquide 
Généralement, lors du séchage convectif, les milieux fortement déformables telles que 

les argiles et les gels peuvent être considérés comme saturés tout au long du séchage. 

L’hypothèse d’un milieu toujours saturé est très forte, parce que selon la littérature (Nadeau et 

Puiggali, 1995) à partir de la fin de la phase isenthalpe les milieux risquent hautement d’avoir 

l’apparition d’un troisième phase (phase gazeuse), car pour assurer un flux de masse constante 

à la surface, toute le volume d’eau retiré doit être occupé instantanément par la phase solide, 

ce qui ne donne pas la possibilité de l’apparition de la phase gazeuse dans le milieu. Dans 

notre cas, nous verrons des fortes chutes dans les valeurs de la pression l
lP , parce que si 

nous faisons un bilan de forces sur le liquide à la surface du milieu, on a comme résultat que 

pour maintenir cette hypothèse depuis la phase isenthalpe, nous sommes obligés d’avoir une 
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très forte tension superficielle et une pression capillaire infiniment grande ce qui nous amène 

à des pressions l
lP  très négatives. D’ailleurs, dans ce chapitre quand nous parlons 

d’augmentation de la pression, nous faisons référence à l’augmentation dans son sens négatif.   

Par exemple pour la Condition2 de séchage, nous pouvons observer dans les champs de 

pression (Figure 4.10) ce phénomène de chute de pression. Les valeurs de la pression du 

liquide l
lP  sont liées directement à l’aptitude du milieu à se déformer, c'est-à-dire qu’ils 

sont fortement dépendants des paramètres intervenant dans le tenseur d’élasticité E  telles que 

le module de Young (E) et le coefficient de Poisson ( υ ). Par contre, les gradients de pression 

et ses évolutions, n’ont pas de forte liaison avec le déformation du milieu, ils sont liés plutôt à 

la facilité avec laquelle le fluide peut s’écouler dans le milieu ; cette facilité d’écoulement est 

représentée par le tenseur de perméabilité ( k ). 

Dans l’étude de sensibilité, l’influence de chacun de ses paramètres sur la pression du 

liquide sera analysée en détail. 
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Figure 4.10 Champs de pression du liquide l

lP (Pa) projetés sur la géométrie initiale du 
milieu pour différents instants du séchage (les axes vertical et horizontal représentent les 

coordonnées x et y). 
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4.1.5 Comportement des contraintes mécaniques 
L’intérêt principal d’étudier les contraintes mécaniques est de pouvoir établir un critère 

de fissuration. Les résultats des simulations prouvent que les plus grandes contraintes se 

produisent dans les sections parallèles à la surface de séchage, dans notre cas ces grandes 

contraintes se produisent toujours suivant l’axe x et pour cette raison nous montrons sur la 

(Figure 4.11) les champs de contraintes selon l’axe x ( xxσ ). 

Dans ces champs, nous pouvons observer l’évolution et la distribution de xxσ pendant 

un séchage convectif (condition2 de séchage). Nous remarquons que les plus grandes 

contraintes se trouvent, des le début de séchage, sur la surface supérieure du milieu. Ceci est 

du au fait que précisément sur la surface de séchage se produisent les plus grandes 

déformations, car ici le matériau à besoin de se déformer rapidement afin de pouvoir remplir 

instantanément le même volume d’eau qui lui est enlevé. Donc, la contrainte maximale doit se 

produire obligatoirement dans la surface de séchage, mais en plus elle doit se trouver 

exactement dans le point où l’axe de symétrie croise cette surface, car dans cet axe la 

déformation du milieu est entièrement produite en la direction y comme nous pouvons le 

constater en regardant la déformation macroscopique du milieu. Le phénomène est alors le 

même que celui qui se produit dans une poutre cantilever, plus la section perpendiculaire à 

l’axe x (dans notre cas) est petite et plus augmentent les contraintes selon x surtout dans le 

point le plus éloigné de l’axe où les contraintes sont nulles (dans l’analyse des poutres cet axe 

est généralement connu comme l’axe de symétrie de contraintes).  

Finalement, pour toutes les raisons déjà exprimées, nous avons choisi de montrer dans 

l’étude de sensibilité uniquement les contraintes maximales selon x (
maxxxσ ) que se trouvent à 

ce point particulier. 
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Figure 4.11 Champs de contraintes xxσ (Pa) dans le milieu avec sa déformation 

macroscopique pour différents instants du séchage. 
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4.2 Sensibilité du modèle 
Pour l’étude de sensibilité, la configuration physique et toutes les valeurs utilisées dans 

la validation pour la condition2 de séchage ( 2m/sV ; 70%HR ; C30T air ==°= ∞∞ ) seront 

utilisées comme les valeurs de références. Dans les analyses des courbes nous ferons souvent 

référence aux phases du séchage. Pour notre condition de référence les phases du séchage sont 

identifies par rapport au temps (Pourcel, 2003) : a) la phase de chauffage qui démarre au 

début du séchage et finit vers les milles secondes ( s 1000t ≈ ), b) la phase isenthalpe qui 

s’arrête vers les soixante mille secondes (phase isenthalpe s 60000ts 1000 ≤< ), c)le premier 

ralentissement commence après la phase isenthalpe et a une durée approximativement de 

80000 s (premier ralentissement s 000014ts 60000 ≤< ) et d) la deuxième phase de 

ralentissement qui va jusqu’à la fin de la période de séchage (deuxième ralentissement 

séchagedu  du tempsfin ts 000014 ≤< ). 

La sensibilité sera étudiée en considérant les conditions de référence et en faisant varier 

certains paramètres du gel : perméabilité, module de Young et coefficient de Poisson ; ce qui 

peut se traduire aussi comme une mesure de la sensibilité du modèle du à un changement de 

milieu. La procédure pour étudier la sensibilité sera classique : on fait varier l’ordre de 

grandeur du paramètre d’étude et les autres restent avec les mêmes fonctions ou valeurs de 

référence. 

La variation de la géométrie initiale du milieu sera aussi considérée avec le changement 

du rapport de forme.  

Finalement, une étude de l’influence du terme transitoire associé à la compressibilité du 

liquide (
t

P
  ε

l
l

l ∂
∂

χ ) sur les résultats physiques et les temps de résolution numérique est 

effectuée.  

4.2.1 Variation du coefficient de Poisson 
L’influence de la variation du coefficient de Poisson ( υ ), sera étudiée en faisant varier 

ses valeurs initiales ( 0υ ). Cette variation à une influence sur l’allure de la courbe obtenue par 

sa fonction approximative (Figure 4.12). On observe que la pente diminue de façon 

directement proportionnelle à la diminution de 0υ . D’un point de vu purement numérique 

l’influence est directe, parce que les fonctions qui ont de pentes douces, réduisent les 

problèmes de divergence. 
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Figure 4.12 Evolution du coefficient de Poisson ( υ ) en fonction de la fraction volumique du 

liquide ( lε ) pour différentes valeurs initiales 0υ  . 

Les valeurs de 0υ  choisies pour cette étude sont :  0.47υ0 = (valeur de référence), 

0.45υ0 = et 0.43 υ0 = . 

L’étude commence par une analyse de son influence sur la cinétique de séchage qui est 

représentée dans la courbe suivante : 
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Figure 4.13 Influence de la variation des valeurs initiales du coefficient de Poisson ( υ ) dans 

la cinétique de séchage. 

Nous observons ici qu’une variation des valeurs initiales de υ  ne produit pas de grands 

écarts sur les courbes de cinétique. Les valeurs dans les phases de chauffage et isenthalpe 

restent quasi identiques, c’est après la phase de ralentissement que les écarts se produisent. On 
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remarque aussi que pour des valeurs plus faibles que celle de référence, l’influence de sa 

variation est négligeable.  

La figure 4.14 montre la forte incidence de la variation du coefficient de Poisson sur les 

courbes des contraintes maximales dans la direction de l’axe x. Cette forte influence sur les 

contraintes s’explique par le fait que υ  intervient directement sur l’équilibre mécanique à 

travers du tenseur d’élasticité E . On voit alors, dans les courbes, cette relation directe entre υ  

et les contraintes : plus élevé est la valeur de 0υ  et plus élevées sont les contraintes, la cause 

de cette effet est logique parce que pour des valeurs de υ  très proches de 0.5 le milieu a la 

tendance à se comporter comme un matériau plutôt incompressible. Les écarts s’observent 

après la phase isenthalpe, les valeurs maximales des contraintes s’obtiennent toujours dans la 

première phase de ralentissement mais dépendant de la valeur de υ , ces maximums seront 

trouvés pour des temps différents. 
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Figure 4.14 Influence de la variation des valeurs initiales du coefficient de Poisson ( υ ) sur la 

contrainte maximale selon la direction x (
maxxxσ ) 

Numériquement, des valeurs hors de l’intervalle 0.48υ0.42 0 ≤≤  produisent de fortes 

divergences et les résultats obtenus ne représentent pas une réalité physique. 

Le coefficient de Poisson, ainsi que les autres paramètres (k et E), aurait aussi une 

certaine répercussion sur la variation des autres variables du modèle proposé telles que la 

pression intrinsèque et la fraction volumique du liquide. Les figures A7.1 et A7.2 (c.f. Annexe 

7) montrent que les plus grands gradients de ces variables se produisent dans la direction de 

l’axe vertical y. Pour cette raison nous avons choisi trois points (P1, P2 et P3) dans le milieu 

avec des coordonnées qui varient uniquement dans le sens vertical (Figure 4.15). Ce choix 
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nous permet une meilleur visualisation de l’influence de υ  et des autres paramètres sur les 

profils de l
lP  et lε . 
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Figure 4.15 Points utilisés dans la géométrie initiale du milieu, pour obtenir les courbes 

théoriques des variables du modèle.  

Les figures suivantes présentent (Figure 4.16 et 4.17), les évolution des profils de 

pression intrinsèque du liquide l
lP  et fraction volumique lε  pour les distincts 0υ . 

Pour la pression l
lP , l’influence de 0υ  n’est visible qu’après la phase isenthalpe. Nous 

observons que dans la première phase de ralentissement, les écarts entre les courbes 

deviennent de plus en plus fortes et depuis le deuxième ralentissement les gradients de 

pression se diminuent pour toutes les valeurs de 0υ . Pour la même phase on voit que les 

coefficients de Poisson plus faibles que celui de référence, amènent à un milieu plus 

déformable que offre moins de difficulté à la relaxation de la pression dans le temps.  

-4.4E+08

-3.9E+08

-3.4E+08

-2.9E+08

-2.4E+08

-1.9E+08

-1.4E+08

-9.0E+07

-4.0E+07

1.0E+07

0.0E+00 2.0E+04 4.0E+04 6.0E+04 8.0E+04 1.0E+05 1.2E+05 1.4E+05 1.6E+05 1.8E+05 2.0E+05

temps (s)

P1

P2

P3

P3

P3
P1

P1

P2

P2

45.0υ0 =

0.43υ0 =

0.47υ0 =

 
Figure 4.16 Influence la variation des valeurs initiales du coefficient de Poisson ( υ ) sur 

l’évolution de la pression intrinsèque du liquide
l

lP dans trois points du milieu (P1, P2, P3). 
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Dans la figure 4.17, les profils de fraction volumique du liquide montrent que jusqu’à la 

phase de ralentissement, ses valeurs restent les mêmes dans chaque point et pour toutes les 

valeurs de 0υ . Dans le premier ralentissement, les écarts se produisent pour s’annuler ou non 

en fin de séchage. On peut estimer ici que les écarts sont globalement non significatifs. 
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Figure 4.17 Influence de la variation des valeurs initiales du coefficient de Poisson ( υ ) sur 
l’évolution de la fraction volumique du liquide lε  dans trois points du milieu (P1, P2, P3). 

Comme on a déjà observé, dans les figures précédentes (Figure 4.16 et 4.17), sur 

certaines parties des graphiques l’influence du coefficient de Poisson n’est pas clair. Alors 

dans la suite de notre travail nous avons choisi le point P2, qui se trouve à l’intérieur du 

milieu, comme point représentatif des tendances des variables de notre modèle, de cette façon 

la sensibilité du modèle restera davantage explicite, comme le montrent les graphiques de la 

figure 4.18.  
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Figure 4.18 Évolution de la pression intrinsèque du liquide 

l
lP  (graphique droite) et de la 

fraction volumique du liquide lε  (graphique gauche) dans le point P2 du milieu. 
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En résumé, le coefficient de Poisson a une forte influence sur l’évolution de la pression 

dans le milieu et une minime influence sur la fraction volumique lε  pour des valeurs de 0υ  

plus faibles que celle de référence. 

4.2.2 Variation du module de Young  
Un autre paramètre qui est issu de la rhéologie et qui intervient principalement dans 

l’équation d’équilibre de contraintes et dans la perméabilité, est le module de Young (E). Les 

valeurs du module de Young seront variées en changeant ses valeurs initiales 0E  dans sa 

fonction phénoménologique (Tableau 4.2) : (Pa) 106.7E 7
x0 = , (Pa) 106.7E 8

x0 = (valeur de 

référence) et (Pa) 106.7E 9
x0 = . 

L’incidence du module de Young dans la fonction de perméabilité (4.2) est reflétée dans 

les courbes de la cinétique de séchage (Figure 4.19). Une montée de l’ordre de grandeur de E 

produit une baisse de la perméabilité du même ordre de grandeur, qui amène à une réduction 

de la vitesse de séchage du milieu. Pour des ordres de grandeurs de E plus bas que celui de 

référence, les courbes de teneur en eau deviennent similaires. 
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Figure 4.19 Influence la variation des ordres de grandeur du module de Young (E) dans la 

cinétique de séchage 

Le module de Young est un paramètre qui exprime la proportionnalité qui existe entre 

les contraintes et les déformations. Une augmentation du module de Young signifie avoir un 

matériau moins déformable, c'est-à-dire que pour avoir une très petite déformation il faut 

appliquer une grande force sur le milieu. Dans le séchage, le même phénomène doit se 

produire mais dans le sens inverse : une très petite déformation doit produire une grande 
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contrainte. Donc, les courbes de contraintes (Figure 4.20) ne font que vérifier le phénomène et 

en plus nous observons aussi que la relation entre la variation des ordres de grandeurs des 

contraintes et celles du module de Young (E) est directement proportionnelle.  

Dans la phase de premier ralentissement on s’attend à avoir, comme pour tous les autres 

paramètres, le commencement de la relaxation de contraintes, puisque les déformations 

baissent à cause de la baisse du flux de masse. Pour la valeur (Pa) 106.7E 9
x0 =  nous 

observons que cette baisse n’existe pas. L’explication se trouve dans la courbe de la cinétique 

de séchage (Figure 4.19), car cette courbe indique que le milieu est encore loin d’arriver à 

l’équilibre hygroscopique, alors il continue son séchage et par conséquence sa déformation est 

toujours dans son étape d’augmentation.  
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Figure 4.20 Influence la variation des ordres de grandeur du module de Young (E) sur la 

contrainte maximale selon la direction x (
maxxxσ ). 

La pression intrinsèque du liquide est aussi une contrainte principale, donc elle a une 

influence directe sur les contraintes totales selon la direction x et y du milieu (contraintes 

totales xxσ  et yyσ ), alors on peut espérer que si la contrainte maximale augmente la pression 

du liquide l
lP  augmente à une vitesse similaire. Cette augmentation de l

lP  dans le milieu 

est reproduite par les courbes de la figure 4.21 avec des écarts, dans les ordres de grandeur, 

comparables à celles des contraintes maximales (
maxxxσ ).  
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Figure 4.21 Influence de la variation du module de Young sur l’évolution de la pression 

intrinsèque du liquide 
l

lP  dans le point P2 du milieu. 

Auparavant on a expliqué comment est affectée la perméabilité (k) par le module de 

Young et en plus on sait que ce paramètre k est lié directement à la pression du liquide par la 

loi de Darcy ; alors le fait d’avoir une croissance de la pression liquide associée à une 

croissance de E est vérifié aussi dans les profils où on étude la sensibilité du modèle par 

rapport à la variation de k (Figure 4.25).  

L’évolution de la fraction volumique du liquide dans un point (Figure 4.22), reste avec 

une tendance similaire à celle du comportement global de la teneur en eau dans le milieu et 

l’influence du module de Young sur cette variable a la même explication que pour les courbes 

de la figure 4.19 (cinétique de séchage).  
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Figure 4.22 Influence de la variation des ordres de grandeur du module de Young (E) sur 

l’évolution de la fraction volumique du liquide lε  dans le point P2 du milieu. 

Pour finir il faut remarquer le fait que malgré la forte influence que fournit la variation 

du module de Young (E) aux variables du modèle, c’est le paramètre qui présente le moins de 

difficultés pour la résolution numérique si nous changeons son ordre de grandeur.  

4.2.3 Variation de la perméabilité  
La valeur de la perméabilité sera variée en changeant le valeur ou ordre de grandeur du 

coefficient de diffusion effectif du milieu, car il est le seul paramètre qui est lié uniquement, 

dans notre modèle, à la perméabilité. 

Alors, dans l’expression (4.2) le coefficient effD  aurait les valeurs suivantes : 

/sm5x10Det   /sm 5x10D ,référence) de(valeur  /sm5x10D 2-07
eff

2-08
eff

2-09
eff ===  .  

Pour des valeurs d’ordre de grandeur plus faibles que celle de référence, la résolution 

numérique s’avère très difficile avec la configuration de maillage choisie, car nous n’utilisons 

pas un maillage assez fin qui nous permettrait de contrôler mieux les divergences numériques 

causées par des forts gradients.  

Une augmentation de effD  implique une augmentation de la perméabilité, dans les 

courbes de cinétique (Figure 4.23) cette relation est vérifiée, car pour des valeurs de effD  plus 

grands que celui de référence on observe que le milieu sèche plus rapidement.  

On observe que depuis une augmentation de dix fois l’ordre de grandeur de référence, 

l’influence sur le comportement globale du séchage est négligeable. 
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Figure 4.23 Influence de la variation de la perméabilité (k) dans la cinétique de séchage. 

Dans le cas des contraintes maximales selon l’axe x, nous remarquerons que l’incidence 

de la perméabilité est directe et qu’elle affecte les contraintes de la même façon que le fait le 

changement du module d’élasticité (E). Par contre à partir de ces courbes (Figure 4.24), nous 

pouvons assurer que la perméabilité une des causantes principales des forts écarts entre les 

contraintes. L’explication à cette affirmation vient du fait que les ordres de grandeur et les 

tendances des courbes de contraintes trouvées pour les deux paramètres (k et E) sont 

similaires.  

Explication plus détaillée de l’affirmation précédente : k est un paramètre qui dépend de 

la valeur de E, au contraire de E qui est indépendant de k. Si on garde E égale à sa fonction de 

référence et nous faisons varier seulement les ordres de grandeurs de k de manière 

indépendante de E, nous trouvons des résultats similaires à celles trouvés dans l’analyse de 

sensibilité pour le module de Young (Figure 4.20). Alors comme c’est la perméabilité k qui a 

changé dans les deux cas (étude de sensibilité de E et k), il reste l’option que k soit aussi la 

causant d’avoir ces profils de contraintes maximales.  
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Figure 4.24 Influence de la variation de la perméabilité (k) sur la contrainte maximale selon 

la direction x (
maxxxσ ). 

On observe, dans profils de la pression intrinsèque du liquide l
lP  (Figure 4.25), que 

l’effet de la perméabilité se produit, comme pour tous les autres paramètres, vers la moitié de 

la phase isenthalpe, les grands écarts se produisent dans la première phase de ralentissement, 

mais à différence des paramètres υ  et E, dans le deuxième ralentissement la pression l
lP  

devient quasi égale pour les trois valeurs de perméabilité ; la faible incidence que l’on observe 

dans la cinétique de séchage (Figure 4.23) pour des grandes valeurs de perméabilité, est 

trouvé également dans l’évolution de la pression. Les grandes perméabilités permettent un 

écoulement du fluide plus facile, ceci amène à avoir rapidement un équilibre dans les champs 

de pressions (c.f. Annexe 7) et comme les conditions de l’environnement de séchage ne 

changent pas il est clair que la pression, dans les trois cas, doit s’équilibrer vers la même 

valeur.  
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Figure 4.25 Influence la variation de la perméabilité (k) sur l’évolution de la pression 

intrinsèque du liquide 
l

lP  dans le point P2 du milieu. 

La figure (Figure 4.26) met en évidence, encore une fois, que la variation de la fraction 

volumique du liquide lε , suive une évolution similaire à celle du comportement global du 

séchage du milieu. 
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Figure 4.26 Influence la variation de la perméabilité (k) sur l’évolution de la fraction 

volumique du liquide lε  dans le point P2 du milieu. 

Alors une conclusion valide, pour toutes les paramètres, peut être obtenue à ce niveau 

du travail : Toutes les écarts et tendances des courbes d’évolution de lε , pour toutes les 

variations et valeurs des différents paramètres, ont les mêmes explications que celles du 

comportement global du séchage (cinétique du séchage), car comme nous pouvons le 
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remarquer dans la relation (4.1), la teneur en eau W est une fonction de la fraction volumique 

du liquide lε  (W( lε )).  

4.2.4 Rapport de forme 
Dans cette partie du travail les propriétés du matériau ne seront pas changées, l’unique 

changement introduit est le rapport entre la longueur (L) et l’épaisseur (e) dans la géométrie 

initiale du milieu (c.f. Figure 4.2). Nous le ferons changer une seule fois en égalisant la 

longueur (L) à l’épaisseur (e) ; ceci nous permettra d’avoir deux géométries initiales différents 

(Figure 4.27). 

L/e = 4    Rectangle (valeur de référence) L/e = 1     Carré (L=e) 
 

L

e

 

 

L

e

 
Figure 4.27 Géométries initiales du milieu associées au rapport de forme (L/e). 

Les courbes de cinétique (Figure 4.28) donnent comme information qu’un changement 

du rapport de forme peut induire à un changement de la vitesse de séchage. Dans notre cas le 

changement nous amène à un séchage plus rapide. Ceci est du au fait que nous n’avons pas 

pour ces configurations le même rapport entre le volume et la surface d’échange. 
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Figure 4.28 Influence de la variation du rapport de forme (L/e) dans la cinétique de séchage. 
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Par rapport aux valeurs des contraintes maximales (Figure 4.29), les écarts produits ne 

sont pas très importants si nous les comparons aux écarts observés pour le changements des 

paramètres υ , k et E. Les contraintes restent les mêmes vers la phase isenthalpe, la contrainte  

pour le milieu L/e = 1 va s’écarter avant la fin de la phase isenthalpe du milieu de référence 

parce que ce premier est séché plus rapidement, cette même vitesse de séchage oblige le 

milieu à avoir une vitesse de retrait plus important et par conséquence les contraintes seront 

aussi plus élevées. L’arrêt prématuré de l’augmentation de contraintes, du milieu de géométrie 

initiale carré (L/e =1), a l’explication dans les courbes de cinétique de séchage (Figure 4.28), 

car ici on peut remarquer que le milieu arrive avant auprès de l’équilibre hygroscopique (vers 

t = 1.0E05 s) ; en ce moment la vitesse de retrait ralentit et commence la relaxation des 

contraintes.   
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Figure 4.29 Influence de la variation du rapport de forme (L/e) sur la contrainte maximale 

selon la direction x (
maxxxσ ). 

Nous avons parlé précédemment que le changement de rapport de forme induit un 

séchage plus rapide. Nous pouvons confirmer cela par une visualisation des champs de 

fraction volumique du liquide lε  (Figure 4.30). 

Les gradients de lε , qui sont marqués par les lignes d’isovaleurs, nous montrent que 

dans le milieu avec L/e = 1 le mouvement prédominant du liquide est de type convectif. Les 

mouvements de type convectif du fluide sont plus rapides que celles de type diffusif, donc le 

milieu carré doit avoir un transfert de masse plus importante que celle rectangulaire parce que 

ce dernier présente des mouvements plutôt diffusifs dans les endroits éloignés de la surface de 
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séchage (plus on s’approche à la surface de séchage et plus le mouvement convectif 

prédomine) 

temps 
(s) L/e = 4 L/e = 1  
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Figure 4.30 Influence de la variation du rapport de forme (L/e) sur les champs de fraction 
volumique du liquide lε  et la déformation macroscopique du milieu (les axes vertical et 

horizontal représentent le coordonnées x et y dans le système de référence fixe ou initial). 
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Dans la déformation macroscopique du milieu on voit que, pour le rapport de forme L/e 

= 4, les surfaces supérieure et inférieure se fléchissent plus que les surfaces latérales au 

contraire de L/e = 1, où la flexion est plus grande dans les surfaces latérales.  

A partir de la moitié de la phase isenthalpe, les deux milieux (L/e = 1 et L/e = 4) cessent 

de se courber fortement et essaient de retourner à une géométrie des surfaces non courbes. Ce 

phénomène se produit à cause du modèle mécanique du type élastique et ne considère pas les 

déformations plastiques.  

Finalement on remarque aussi que dans les milieux fortement déformables, sous 

l’hypothèse qu’ils restent toujours saturés, le retrait volumique est présent jusqu’à la fin du 

processus de séchage.  

4.2.5 Terme transitoire associé à la compressibilité du liquide 
Nous avons discuté dans le chapitre précédent (Chapitre 3) l’importance que peut avoir 

dans les équations de conservation de masse le terme transitoire 
t

P
  ε

l
l

l ∂
∂

χ . Deux questions 

ont été posés : 1) A-t-il une importance physique ? et 2) Quelle est sa véritable influence d’un 

point de vu numérique ?. 

La réponse à la première question reste absolument en évidence dans les études de la 

cinétique de séchage (Figure 4.31), où la valeur du coefficient de compressibilité de l’eau 

est ( )1/Pa 4.5x10χ -9=  et sont obtention est fait par une expérience de compression de l’eau 

en condition isotherme. L’absence de ce terme amène à un décalage, par rapport a la 

simulation de référence et à l’expérience (Exp(Condition2)), dans la phase de ralentissement 

où les paramètres rhéologiques ainsi que la perméabilité ont généralement une incidence 

considérable. Dans un modèle de transfert où le terme moteur de transport liquide sont les 

gradients de pression liquide (modèle proposé ou modèle convectif), il est raisonnable de 

penser qu’une petite incidence sur la variable l
lP , pour plus faible que elle soit, puisse avoir 

une répercussion sur la transfert de masse, surtout quand on n’a pas besoin des forts gradients 

pour induire un écoulement du fluide (Voir les champs de pression dans l’annexe 7).  
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Figure 4.31 Influence du terme transitoire associé à la compressibilité du liquide 

(
t

P
  ε
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χ ) dans la cinétique de séchage. 

Dans la figure suivante on observe un écart, sur les valeurs de contraintes maximales 

selon la direction x, à partir de la phase isenthalpe jusqu'à la fin du processus. Cet écart n’est 

pas très important si on regarde les ordres de grandeur des contraintes, car la différence 

maximale entre les valeurs des deux courbes ne dépasse pas 10%.  
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Figure 4.32 Influence du terme transitoire associé à la compressibilité du liquide 
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χ )  sur la contrainte maximale selon la direction x (
maxxxσ ). 
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En résume d’un point de vu physique ce terme transitoire (
t

P
  ε

l
l

l ∂
∂

χ ) à une influence 

plausible mais pas très importante dans l’analyse de séchage d’un milieu déformable. 

Pour répondre à la deuxième question, son influence dans la convergence numérique est 

très importante, car pour plusieurs comparaisons de temps de résolution pour différents 

conditions de séchage, on a observé un gain généralement entre 14% et 20% de temps si nous 

utilisons le terme transitoire associé à la compressibilité du liquide, c'est-à-dire qu’on arrive à 

avoir de convergences plus rapidement. Dans certains cas, où les conditions de séchage sont 

très fortes (par exemple notre Condition3 de séchage), l’existence de ce terme dans les 

équations de conservation de masse peut devenir capital, parce que si on le néglige les 

divergences numériques deviennent tellement incontrôlables que le problème n’arrive pas à 

être résolu jusqu'à la fin du processus.  

4.3 Conclusion 
Pour finaliser ce chapitre, il faut rappeler que des fortes considérations on été faites dans 

le modèle proposé, telles que la prise en compte de la pression du liquide, l’hypothèse du 

milieu diphasique tout au long du processus du séchage et un modèle mécanique de type 

élastique. Toutes ces considérations ont une influence sur les résultats présentés dans cette 

partie. 

Dans la validation du modèle, le gel d’alumine a été choisi parce que il s’agit d’un 

milieu qui est fortement déformable (il peut se rétrécir de 3 à 4 fois son volume initial) et 

principalement diphasique. La validation montre qu’il existent des décalages entre 

l’expérience et la simulation, ces différences sont dues à la non connaissance précise des 

propriétés du milieu, ou comme nous les avons appelé, des paramètre tensoriels telles que le 

tenseur de perméabilité ( k ) et le tenseur d’élasticité ( E ), ainsi que la non considération de la 

troisième dimension (axe z) qui est visible surtout dans les courbes de retrait où se produisent 

les plus grands écarts. Nous pouvons malgré tout affirmer que le modèle ainsi mis en place est 

capable de répondre correctement pour la prédiction du comportement au séchage de 

matériaux fortement déformables. 

Nous avons vu dans l’étude de sensibilité, la forte influence des propriétés du matériau 

(E, υ  et k) sur le comportement mécanique et de transfert de matière. L’étude de sensibilité 

vérifie la tendance générale que la physique prévoit par rapport à l’analyse des déformations, 

contraintes, pression du liquide et cinétique du séchage. Les résultats de simulations nous 

montrent, de façon générale, que : 
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a. Pour les milieux moins déformables (E grand et υ  proche de 0.5) et peu perméables, 

la vitesse de séchage est plus faible et les contraintes sont plus fortes.  

b. Les milieux très déformables et très perméables amènent à des contraintes plus faibles 

et à des plus fortes vitesses de séchage. On peut remarquer que si le module d'Young 

devient très faibles ou si la perméabilité devient trop élevée, leur influence sur la 

cinétique de séchage devient négligeable. 

c. Par rapport a la pression du liquide l
lP  dans les milieux qui sont moins déformables, 

la monté de la valeur de pression est très forte, car pour conserver la condition 

diphasique à la surface du milieu, la pression capillaire doit monter énormément. Pour 

le cas contraire (milieux très déformables) la monté de la pression l
lP  est 

évidemment plus faible. En résumé, la capacité de se déformer du milieu a une forte 

influence sur les valeurs de l
lP . On peut observer les mêmes phénomènes si on 

s'intéresse à la perméabilité; plus le milieu est perméable et moins la pression liquide 

va augmenter. 

Il faut remarquer que toutes les observations précédentes on été possibles grâce à la 

capacité du modèle de donner un accès facile à des quantités non mesurables telles que les 

champs de contraintes à l’intérieur du milieu et de pression intrinsèque du liquide.  

Nous avons de plus observé l'effet du rapport de forme qui peut changer le caractère de 

l’écoulement du fluide à l’intérieur du milieu (il peut être plus ou moins convectif), ainsi que 

la déformation macroscopique du milieu. Finalement, il faut dire que l’influence du rapport de 

forme sur les contraintes maximales et la cinétique de séchage reste faible.  

Comme dernier commentaire, si on regarde les champs de fraction volumique du liquide 

(Figure 4.30), il est clair que dans notre étude le transport de masse est dominé par la 

convection, ceci implique avoir une très forte instabilité numérique et ce pourquoi le terme 

transitoire associé à la compressibilité du liquide (
t

P
  ε

l
l

l ∂
∂

χ ) joue un rôle capital. D’abord il 

nous donne une meilleure exactitude dans les résultats (c.f. Figure 4.31) et en plus il nous aide 

à améliorer la convergence numérique en nous évitent d’intervenir sur notre modèle avec des 

termes ou coefficients artificiels. Ces coefficients sont utilisés dans le seul but de faire 

converger numériquement le système, mais ils ajoutent le risque d’affecter fortement la réalité 

physique des résultats. 
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5 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES  

5.1 Conclusions 
Un modèle de transfert qui tient compte des couplages thermo-hydro-mécaniques 

existant dans le processus de séchage convectif d’un milieu poreux saturé fortement 

déformable a été proposé dans ce travail. Afin d’obtenir le modèle proposé nous avons suivi 

une démarche spécifique, à partir de la quelle nous pouvons extraire les conclusions les plus 

importantes. 

Une étude des différents types de modélisations de séchage (modèle capillaro-poreux et 

modèle de type diffusif) ainsi que de la théorie de consolidation de Biot, a été essentielle, pour 

vérifier que la modélisation qui donne les meilleures bases théoriques afin de tenir compte, du 

très fort couplage hydromécanique qui se produit dans les conditions physiques que nous 

avons étudié, est la théorie de Biot. Cette conclusion est la même que celle des scientifiques 

qui travaillent en général dans la mécanique des sols et les propagations d’ondes à travers des 

milieux poreux.  

Le modèle de Biot est présenté habituellement comme un modèle plutôt de type diffusif 

et si on veut considérer explicitement le mouvement convectif du fluide, il faut faire intervenir 

dans l’équation de transport de fluide les propriétés rhéologiques du milieu telles que le 

module d'Young et le coefficient de Poisson. Cela oblige à considérer encore plus de 

paramètres variables dans cette équation qui est déjà très difficile à résoudre numériquement 

du fait de son caractère convectif.   

Dans le chapitre 3 certaines hypothèses et considérations ont été proposées permettant 

d'avoir une amélioration dans l’analyse physique et résolution numérique par rapport aux 

modèles existantes. Pour atteindre l'objectif, nous avons tout d’abord tenu compte des 

équations classiques de transfert de masse à l’échelle locale (échelle du pore), ensuite nous 

avons utilisé la théorie de la prise de moyenne volumique, avec un V.E.R déformable, pour 

homogénéiser le milieu et obtenir des équations moyennées qui sont applicables dans tous les 

points du milieu. Les équations obtenues sont les mêmes que celles que l'on obtient avec 

l’hypothèse classique d’un V.E.R non déformable. Ce résultat, nous a permis de prendre en 

compte l’équation de quantité de mouvement du liquide (Navier-Stokes classique) moyennée, 

en négligeant les effets visqueux du liquide et de la pesanteur, ce qui nous amène à la loi de 

Darcy, de façon à introduire le terme moteur réel du transport liquide qui est le gradient de 

pression liquide. La loi de Darcy ajoute une variable de plus à considérer dans la phase 

liquide, il s’agit évidemment de la pression du liquide. Afin de clore le problème une équation 
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supplémentaire est ajoutée en se servant de la conservation de masse totale. Notons par 

ailleurs que le modèle ne tient pas compte explicitement du transport de l’eau liée et que 

l’hypothèse de compressibilité du liquide a été prise en compte dans l'équation de 

conservation de masse. Les équations résultantes sont alors de type convectives et montrent 

explicitement la forte dépendance du transport liquide avec la déformation du solide ; car au 

cours de la modélisation de ces équations, une variable qui dépend du changement de 

géométrie du solide apparaît de façon naturelle, il s’agit de la vitesse intrinsèque de la 

déformation du solide (
s

sV ).  

En suivant la démarche de la théorie de consolidation de Biot, nous avons choisi pour 

obtenir les valeurs de la déformation du milieu, une approche phénoménologique issue du 

principe de contraintes effectives de Terzaghi. Dans cette approche, on a considéré 

uniquement le comportement élastique du milieu à travers la loi de Hooke, parce que dans le 

cas test considéré (gel d'alumine), ce comportement est prédominant. 

Le choix d'une approche du type Terzaghi permet par ailleurs: 

1. d'éviter la décomposition classique du tenseur de déformation en une partie liée 

au départ de l'eau et une partie liée au comportement mécanique du matériau, 

2. d'expliciter les couplages entre transferts et déformations au travers de la 

pression de la phase liquide, cette pression apparaît ainsi clairement comme le 

terme moteur du transport et de la déformation du matériau 

D’une autre part, la prise en compte de l’hypothèse des grandes déformations, dans 

l’écriture du tenseur ε   est ici capitale car la résolution numérique du système a été effectuée 

avec un changement des variables d’espace Euler-Lagrange.  

Le modèle a été fermé avec l’écriture classique de l’équation de l’énergie, dans sa forme 

conservative, en adoptant l'hypothèse classique de l’équilibre thermique local (modèle à une 

température). Ainsi tous les paramètres intervenants au sein du milieu dans le processus de 

séchage on été pris en compte ( Het  V , P ,ε
s

s
l

ll ). 

Un modèle physique doit être toujours validé par rapport à la réalité. Dans le chapitre 4 

cette validation a été effectuée dans le cas d’un séchage convectif. Le milieu choisi a été le gel 

d’alumine, car c'est un milieu fortement déformable et qui peut être considéré comme étant 

principalement diphasique tout au long du séchage. 

Dans la validation de n’importe quelle modèle physique, une seule question est 

vraiment importante : est-ce que le modèle est capable de représenter une réalité physique ? 
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Dans notre cas (séchage convectif d’un milieu diphasique déformable) la réponse est claire : 

le modèle proposé est absolument capable de représenter la réalité physique et toutes les 

différences observées entre la simulation et l’expérience, sont dues soit au manque de 

précision sur les paramètres physiques inclus dans la simulation, soit au fait de considérer le 

milieu toujours élastique, soit au fait que la résolution est effectuée uniquement en 2 

dimensions alors que la déformation du matériau se trouve dans toutes les directions,. L’étude 

de sensibilité montre par ailleurs que le modèle est très sensible à la variation de n’importe 

quel paramètre, mais en particulier à deux paramètres que sont le tenseur d’élasticité E  et le 

tenseur de perméabilité k . Ceci est particulièrement logique puisque ces paramètres 

gouvernent le transport et la déformation et donc leur couplage. Le modèle ainsi proposé 

oblige à avoir une très bonne caractérisation du matériau si on veut lui attribuer un caractère 

prédictif. Notons que les paramètres en question évoluent au cours de l'opération de séchage 

ce qui rend leur détermination encore plus délicate. 

Notons en plus que l’hypothèse d’un milieu toujours saturé a une très forte influence sur 

la pression du liquide. Les fortes chutes de pression observées dans les résultats numériques 

sont liées à cette hypothèse. En effet le fait de supposer le milieu comme étant diphasique (pas 

de possibilité d'entrée de gaz) est synonyme d'une pression capillaire infinie, la pression 

liquide peut alors tendre vers l'infini (en négatif). 

Finalement, l'observation des champs de pression et de fraction volumique du liquide, 

montre qu'il n'y a pas de corrélation directe entre les deux et on peut constater que le transport 

de masse liquide est effectivement dominé par la convection. Cette convection dominante 

produit généralement des fortes oscillations numériques. La prise en compte à ce titre de la 

compressibilité du liquide est  entièrement justifiée car le terme non stationnaire qui en 

découle permet de stabiliser les équations et de garantir ainsi une meilleure convergence. 

5.2 Perspectives 

Vis-à-vis des résultats, nous pouvons prévoir une amélioration et continuation de ce travail, 

d’un point de vu théorique et numérique, en considérant certaines points comme : 

1. La transition vers le milieu triphasique (solide, liquide et gaz). Cette transition doit 

être assurée au moment où la pression liquide dépasse (en valeur absolue) la valeur 

déduite de la pression capillaire. Afin de mener à bien cette transition il semble 

intéressant de garder la variable l
lP  comme inconnue tout au long du processus, la 



 

104 

pression de la phase gazeuse est quand à elle déduite de la pression capillaire. Ce 

choix de variable est différent des modèles triphasiques classiques où l'inconnue est la 

pression de la phase gazeuse, la pression liquide étant déduite de la pression 

capillaire. Il demeure malgré tout un point fondamental non résolu concernant 

l'écriture de la contrainte effective dans un milieu triphasique. A ce titre, dans le cas 

d'un comportement élastique, l'approche la plus simple semble être celle proposée par 

Coussy (1991) permettant d'écrire la contrainte effective en fonction des pressions du 

liquide et du gaz. 

2. L’introduction d’un comportement rhéologique plus complexe afin de pouvoir décrire 

le comportement plastique et viscoplastique du milieu. 

3. La prise en compte de la troisième dimension dans la simulation, afin d'avoir une 

meilleure prédiction du retrait. 

4. Une extension du modèle pour sa possible application à d’autres cas physiques telles 

que la déshydratation mécanique assistée ou non thermiquement. Le terme moteur de 

la déformation est dans ce cas lié au chargement extérieur, 

5. L'intégration d'un critère de rupture du matériau permettra ainsi de valider 

expérimentalement les ordres de grandeur des contraintes mécaniques simulées. 
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NOMENCLATURE 
  

A  Surface ou aire 

C  Fraction massique 

PC  Chaleur spécifique à pression constante 

vC  Chaleur spécifique à volume  constante 

D  Coefficient de diffusion  

E  Module de Young 

F  Force  

mF  Flux massique 

HR Humidité relative 

H  Enthalpie 

Th  Coefficient de transfert de chaleur convective 

mh  Coefficient de transfert de masse 

I  Matrice identité  

K  Taux de changement de phase 

k  Perméabilité intrinsèque 

rk  Perméabilité relative 

Le  Nombre de Lewis 

m  Masse 

n  normal 

P  Pression  

R  Constante universel du gaz (R=8.32 J mole-1K-1) 

S  Saturation 

T  Température  

b.hT  Température de bulbe humide  

t  Temps 

V  Vitesse  

rV  Vitesse de retrait 

airV  Vitesse de l’air 

W  Teneur en eau 
*W  Teneur en eau réduite 
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Symboles  
 

iΘ  Concentration molaire de l’espèce i 

θ  Angle de contact 

α  Coefficient de Biot 

supα  Tension superficielle  

χ  Coefficient de compressibilité du liquide 

v∆H   Enthalpie de vaporisation  

λ  Conductivité thermique 

convϕ  flux de chaleur convectif 

evapϕ  flux de chaleur par évaporation 

ν  Volume  

ς Espace de Lagrange 

ε  Déformation 

mε  Déformation par retrait mécanique 

ε  Porosité 

πε  Fraction volumique de la phase π 

κ  Courbure  

∈  Retrait volumique (théorie de Biot) 

µ  Viscosité dynamique  

σ  Contrainte 

υ Coefficient de Poisson 

l  Déplacement  

ρ  Masse volumique 

ζ  Fonction quelconque  

 

Indices Inférieurs 
 
a  Air sec 

b  Eau liée 

c  Capillaire 

eff  Effective 
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g Gaz 

l  Liquide 

t total  

psf  Point de saturation de fibre 

ri Retrait idéal 

s  Solide 

sec Sec ou sèche 

surf Surface 

v  Vapeur 

∞  Environnement extérieur au produit 

0 Initial ou de référence 

π Phase quelconque 

ς Espace de Lagrange 

x,y,z Coordonnées spatiales (système orthonormal) 

   

Indices Supérieurs 
 
g  Gaz 

l  Liquide 

s Solide 

t Temps 

 

Symboles et opérateurs Mathématiques 
 

ζ  Vecteur ζ  

 Moyenne 

∇  Gradient  

•∇  Divergence 

ζ  Tenseur de second ordre ζ  
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ANNEXE 1 : 
Relation retrait volumique du V.E.R et vitesse de 

déformation du milieu              
Avant de commencer notre développement, il est nécessaire faire quelques rappels sur 

la vitesse locale de retrait (t)Vr , afin de nous faciliter la compréhension de ce paragraphe.  

Rappels : 







=
β (t)Aet   (t)ν dans     (t)V

 (t)Aet  (t)Asur    (t),ν dans     (t)V
(t)V

ll

slsss
r  

Par définition on a : 

s
sr Vdν (t)V 

ν(t)
1

ν(t) =∫  ;  
s

s
s

s

s

Vdν (t)V 
(t)ν
1

(t)ν =∫  ;  
s

s
l

β

l

Vdν (t)V 
(t)ν
1

(t)ν =∫ . 

L’écriture dans une forme intégrale d’un V.E.R déformable : 

∫= ν(t) dν 1ν(t)  (A1.1) 

Le théorème de la dérivée particulaire d’une intégrale sur un domaine (t)ν  nous permet 

alors d’écrire : 

( ) ( )∫∫∫ ⋅+
∂
∂

=



=

ν
A(t)ν(t)ν(t)

dA n(t)Vdν 
t
1 dν 1    

dt
d

dt
(t)d

r  (A1.2) 

Sous l’intégrale de volume, nous trouvons la dérivée d’une fonction constante, donc 

l’expression précédente est tout de suite réduite à 

( )∫ ⋅=
ν

A(t)
dA n(t)V

dt
(t)d

r  (A1.3) 

or en appliquant le théorème de la divergence, on a 

( ) ∫∫ ⋅∇=⋅
ν(t)A(t)

dν (t)V dA n(t)V rr  (A1.4) 

En remplaçant (A1.4) dans (A1.3) et en considérant le milieu diphasique 

( (t)ν(t)νν(t) sl += ): 

∫∫ ⋅∇+⋅∇=
ν

(t)ν(t)ν s
r

l
r dν (t)V 

ν(t)
1dν (t)V 

ν(t)
1

dt
(t)d

ν(t)
1  (A1.5) 

soit en remémorant la définition du champ de vitesse de retrait local (t)Vr  
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∫∫ ⋅∇+⋅∇=
ν

(t)ν(t)ν
dν (t)V 

ν(t)
1dν (t)V 

ν(t)
1

dt
(t)d

ν(t)
1

sβ  (A1.6) 

Le théorème de la prise de moyenne appliqué à l’opérateur divergence permet de 

réécrire chacun des deux termes de l’équation précédente : 

( )

( ) 











⋅+







⋅∇=⋅∇

⋅+







⋅∇=⋅∇

∫∫∫

∫∫∫

(t)A(t)ν(t)ν

(t)A(t)ν(t)ν

sl
sls

s
ss

ls
lsβ

l
ββ

dA n(t)V
ν(t)
1dν (t)V

ν(t)
1 dν (t)V 

ν(t)
1

dA n(t)V
ν(t)
1dν (t)V

ν(t)
1 dν (t)V 

ν(t)
1

 (A1.7) 

Ensuite, si nous prenons en compte le rappel 2 de cette annexe et la définition de la 

fraction volumique, les expressions suivantes son trouvées à partir de (A1.7) :  

( )∫∫ ⋅+





⋅∇=⋅∇

(t)A(t)ν ls
lsβ

s
slβ dA n(t)V

ν(t)
1Vε dν (t)V 

ν(t)
1  (A1.8) 

et 

( )∫∫ ⋅+





⋅∇=⋅∇

(t)A(t)ν sl
sls

s
sss dA n(t)V

ν(t)
1Vε dν (t)V 

ν(t)
1  (A1.9) 

Donc, en remplaçant (A1.8) et (A1.9) dans (A1.6), l’égalité (A1.5) est récrire de la 

forme suivante : 

( ) ( ) ( )∫ ⋅−+



 +⋅∇=

(t)Als
lssβ

s
sls dA n (t)V(t)V

ν(t)
1Vεε 

dt
tdν

ν(t)
1  (A1.10) 

En diphasique la somme des fractions volumiques est toujours égale à l’unité et en plus 

toutes les vitesses sur l’interface Als(t) sont égales ( lsβ VV(t)V == ). Ce-ci nous permet, 

finalement, d’écrire la relation définitive entre le retrait du V.E.R et la vitesse de déformation 

du milieu : 

s
sV 

dt
(t)d

ν(t)
1

⋅∇=
ν  (A1.11) 
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ANNEXE 2 : 
Analyse de la divergence de la moyenne du terme convectif 

de l’équation de conservation de masse d’une phase π   

Le terme de divergence ( ) 







−⋅∇ ∫ (t)νπ

rππ dν (t)VV ρ
ν(t)
1 )  qui se trouve dans l’équation 

de conservation de la masse (3.22) est étudié dans cette annexe.  

D’abord, dans le terme de la divergence nous considérons la définition de déviation 

d’une fonction (3.7), pour pouvoir écrire la relation suivante : 

( ) ( )( ) 







−+⋅∇=








−⋅∇ ∫∫

π

(t)ν(t)ν π
rπππ

π
rππ dν (t)VV ρ~ρ

ν(t)
1dν (t)VV ρ

ν(t)
1 )  (A2.1) 

Si on considère que la phase π est la phase liquide ( lπ = ), nous pouvons démontrer que 

la contribution du terme de déviation de la masse volumique du liquide lρ~ , est négligeable 

devant la contribution du terme de masse volumique intrinsèque du liquide l
lρ . Pour faire 

cette démonstration, nous aurons besoin d’écrire d’abord une fonction analytique ( l
lρ en 

fonction de l
lP ) à partir de l’équation d’état du liquide (3.29), car elle nous faciliterais 

beaucoup l’analyse des ordres de grandeurs. Alors, l’équation d’état du liquide est : 

l
ll

l

l
l Pd χ 

ρ

ρd
=  

soit en intégrant avec les valeurs de référence de la masse volumique intrinsèque du 

liquide l
olρ  et de la pression intrinsèque du liquide l

olP  

∫∫ =
l

lP

l
loP

l
lρ

l
loρ

l
l

l
ll

l

Pd  χρd 
ρ
1  

c’est à dire  

( )[ ]l
ol

l
l

l
ol

l
l PP χ  exp ρρ −=  

La fonction exponentielle peut être développée en série de Maclaurin. Dû faits de très 

faibles valeurs de la de compressibilité des liquides en général, un développement limité aux 

deux premiers ordres de cette série sera suffisant pour avoir des valeurs correctes de la 

fonction : 
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( )l
ol

l
l

l
ol

l
ol

l
l PP χ ρρρ −+=  (A2.2) 

• Analyse d’ordre de grandeur du terme de déviation de la masse volumique de la 

phase liquide lρ~   

En effet, en considérant l’équation d’état du liquide (A2.2) et du fait de la très faible 

compressibilité des liquides ( 1 χ << ) le terme ( )oll

l

ol PPρ χ −  est négligeable devant 

l

olρ . 

Les ordres de grandeurs rencontrés dans un processus classique de séchage sont : 

)10(1 Ορ 3
x

l

ol =  ; ( ) )10(1 ΟPP 5
x

l
ol

l
l ≈−  ; )10(1 Οχ -10

x=  

d’où 

)10(1 ΟPPρ χ 2-
x

l

ol
l

l

l

ol ≈




 −  

et donc 
l

ol

l

ol
l

l

l

ol ρPPρ χ <<




 −  

Ainsi l’expression (A2.2) nous amène à écrire finalement : 

l
ol

l
l ρρ ≈  (A2.3) 

En conclusion, comme est exprimé dans l’expression (A2.3), la masse volumique du 

liquide à une variation très faible, donc on peut considérer que elle aurait une distribution 

dans le V.E.R presque uniforme et par conséquent sa déviation peut être négligée ( 0ρ~l ≈ ). 

Remarque : 

Dans le cas de la phase solide, le terme de déviation de la masse volumique du solide est 

nul ( 0ρ~s = ) car la phase solide est considérée incompressible, donc elle a une distribution 

uniforme dans le V.E.R.  
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Ainsi, que la phase π   représente la phase liquide ou la phase solide l’équation (A2.1)  

devient : 

( ) ( ) 







−⋅∇=








−⋅∇ ∫∫

π

(t)ν(t)ν π
rππ

π
rππ dν (t)VV ρ

ν(t)
1dν (t)VV ρ

ν(t)
1 )  (A2.4) 

En développant le terme à gauche de l’égalité 

( )









−⋅∇+









−⋅∇

=







−⋅∇

∫∫

∫∫

∫

(t)ν(t)ν

(t)ν(t)ν

(t)ν

π
r

π
π

π
π

π
π

π
r

π
π

π
π

π
π

π
rπ

π
π

dν (t)V
(t)ν

1(t)εdν V
ν(t)
1ρ

dν (t)V
(t)ν

1(t)εdν V
ν(t)
1ρ

dν (t)VV 
ν(t)
1ρ

 

Si nous appliquons la définition de la prise de moyenne aux termes qui contiennent les 

vitesses et la définition (3.13) qui nous permet d’écrire 
s

s
π

r

π

Vdν (t)V
(t)ν

1
(t)ν

=∫  

l’expression précédente devient 

( )

( )
























 −

∇
+∇⋅−⋅∇−⋅∇

=







−⋅∇ ∫

44444 344444 21
44 344 21

]2[

sπππ
π

π
π

]1[

πssππ
π

π

π
rπ

π
π

V(t)εV
ρ

ρ
(t)εVV(t)εVρ

dν (t)VV 
ν(t)
1ρ

(t)ν

sss
 (A2.5) 

Si la phase π  est la phase solide ( sπ = ), 0ρρ s
s

π
π =∇=∇  et donc le terme [2] de 

l’équation (A2.5) est nul.  

Par contre, si π  représente la phase liquide il faut regarder les ordres de grandeurs pour 

savoir si on peut négliger le terme [2] de (A2.5).  

• Comparaison d’ordre de grandeur entre le terme [1] et le terme [2] de l’expression 

(A2.5) pour la phase liquide ( lπ = ) 

Dans le terme [1] de l’équation (A2.5), le gradient de fraction volumique a l’ordre de 

grandeur suivant : 
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( ) 









≈∇

3l ν(t)
1Ο(t)ε  

Si on considère dans le terme [2] de l’équation (A2.5) la loi d’état de la phase liquide, le 

terme qui contient le gradient de masse volumique du liquide a l’ordre de grandeur 

suivant : 











=

∇
3

l
l

l

l
l

ν(t)
dPχΟ

ρ

ρ
 

Ainsi, du fait de la très faible compressibilité des liquides et des valeurs de pression 

pendant un processus de séchage, on peut écrire : 

( )(t)ε
ρ

ρ
ll

l

l
l ∇<<

∇
 (A2.6) 

Le terme [2] de l’expression (A2.5) est alors négligeable par rapport au terme [1]. 

Ainsi, pour une phase π  quelconque, l’expression (A2.5) devient : 

( )

( )



 ∇⋅−⋅∇−⋅∇

=







−⋅∇ ∫

(t)εVV(t)εVρ

dν (t)VV 
ν(t)
1ρ

πssππ
π

π

π
rπ

π
π (t)ν

ss
 

soit en regroupant les termes dans la divergence  

( ) 











 −⋅∇=


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Nous arrivons, alors, à une nouvelle écriture de l’expression (A2.1) :  
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)  (A2.7) 

Il a déjà été démontré dans cet annexe, que pour une phase quelconque π  d’un milieu 

diphasique, la masse volumique intrinsèque  ρ π
π peut être considérée comme 

approximativement uniforme dans l’espace, c'est-à-dire que : 
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ensuite en appliquant la relation entre la moyenne intrinsèque et la moyenne apparente 

d’une fonction (3.5), (A2.8) devient  







 −⋅∇=











 −⋅∇

π ss
sπππsππ

π
π VρVρV(t)εVρ  (A2.8) 

 

Les expressions (A2.7) (A2.8) permettent de proposer l’écriture suivant de la 

divergence de la moyenne du terme convectif de l’équation de conservation de masse d’une 

phase π  : 

( ) 
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 −⋅∇=








−⋅∇

π

∫
s
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π

rππ VρVρdν (t)VV ρ
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1

(t)ν
)  (A2.9) 
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ANNEXE 3 : 
Analyse des ordres de grandeur dans l’équation de 

conservation de masse liquide  
Reprenons l’écriture de l’équation de conservation de masse liquide (3.35) : 
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µ
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t
εP  P
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s
sl
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χ  (A3.1) 

L’analyse de l’ordre de grandeur s’effectue à partir de la réécriture suivante de cette 

équation (A3.1) :  
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 (A3.2) 

où [F] est le terme de flux de masse liquide. 

Par la suite de cette annexe, l’analyse d’ordre de grandeur est fait uniquement dans ce 

terme de flux [F]. Alors en déployant [F] nous avons : 
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ensuite un regroupement des termes nos donne 
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On voit immédiatement que les termes [3] et [4] se ressemblant, donc une comparaison 

d’ordre de grandeur entre eux est envisageable. 

• Comparaison d’ordre de grandeur entre les termes [3] et [4] 

Les ordres de grandeurs de [3] et [4] sont 















ν
χΟ=∇χ∇ 3/2

l
l

2

l

l
l

l
l

l

Pd
µ
k P P

µ
k  et 














Ο=∇⋅∇ 2/3

l
l

l

l
l

l ν
Pd

µ
k P

µ
k  

où 3/1ν  est un longueur caractéristique obtenue à partir du volume ν du V.E.R. 
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Un premier regard à ces ordres de grandeurs, nous amène tout de suite à faire la 

supposition suivante : 
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Cette inégalité est possible grâce à la a valeur très faible de la compressibilité des liquides 

χ , nous avons alors : 

2/3

l
l

l
3/2

l
l

2

l ν
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µ
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µ
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<<
ν

χ  

En faisant une simple simplification algébrique, l’inégalité précédente devient : 

1Pd l
l <<χ  (A3.3) 

Cette condition (A3.3), a été déjà vérifie dans l’annexe 2 et nous permette d’affirmer que 

le terme [3] est effectivement négligeable devant le terme [4]. 

Il a été aussi démontré dans l’annexe 2, que dû à la faible compressibilité des liquides 

( 1Pd l
l <<χ ) le terme [2] est négligeable devant le terme [1]. 

En résumé, les termes [2] et [3] sont négligeables à cause de la très faible 

compressibilité des liquides et le terme de flux [F] est alors réduit à l’expression suivante : 
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ce qui nous amène, finalement, à pouvoir réécrire l’équation de conservation de la 

masse liquide (A3.1) dans sa forme simplifiée : 
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 (A3.4) 
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ANNEXE 4 : 
Détermination de la condition limite de l’équation de 

conservation de la masse d’une phase π  

La variation de la masse totale de la phase π  ( πm ) dans un volume ν(t) du milieu 

déformable : 

dν ρ
td

d
td
(t)md

ν(t) π
π ∫=  (A4.1) 

Le théorème de la dérivée particulaire appliquée à une intégrale de volume permet de 

développer le second membre de l’équation précédente et d’écrire : 

dA n w ρdν 
t
ρ

td
(t)md

A(t) π
ππ

ν(t)
⋅+

∂
∂

= ∫∫  (A4.2) 

où A(t) est la frontière du volume ν(t) , n  est le vecteur unitaire normal à A(t) et sortant 

de ν(t) , w  est la vitesse de déplacement de la frontière A(t) (dans notre cas
s

sVw = ) , dA 

et dν  sont respectivement les différentielles de surface et de volume.  

On peut de plus relier la variation au cours de temps 
td
(t)md π  au flux de masse 

πmF  de 

cette phase sortant du volume ν(t)  : 

dA F
td
(t)md

A(t) πm
π ∫=  (A4.3) 

En reportant l’équation (A4.3) dans l’équation (A4.2), il vient : 
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 (A4.4) 

La forme générale de l’équation de conservation de la masse d’une phase π  s’écrit (c.f. 

équation (3.24)) : 
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soit en appliquant le théorème de la divergence 
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∂
∂

∫∫  (A4.5) 

En reportant l’équation (A4.5) dans l’expression (A4.4), il vient 
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dA n V ρdA n VρdA F
A(t)A(t)A(t)

s
sπ
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ππmπ
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
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
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−= ∫∫∫  

L’équation précédente est valable quelque soit la frontière A(t) d’un volume ν(t)  se 

déformant au cours du temps. On peut écrire : 

nVρnVρF
s

sπ

π
ππmπ

⋅+⋅−= , pour tout point appartenant à A(t). 

La condition limite de l’équation de conservation de masse d’une phase π , pour un 

milieu poreux diphasique déformable, s’obtient en considérant que A(t) est la frontière de ce 

milieu poreux déformable. Elle s’écrit donc : 

nVV ρF
π

π
s

sπm ⋅





 −=  (A4.6) 

• Condition limite pour la conservation de la masse liquide  

La condition limite (A4.6) appliquée à la phase liquide ( lπ = ) est : 

nVV ρF
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l
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slml ⋅

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
 −=  (A4.7) 

L’équation à la limite précédente associée à la loi de Darcy exprimée dans l’équation 

(3.27) amène, quand l’effet de la pesanteur est négligée, à : 
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l
ml ⋅∇=  

Les masses volumiques intrinsèques et apparentes étant reliées entre elles par la relation 
l

lll ρερ = , la condition à la limite de la conservation de masse liquide s’écrit finalement : 

nP
µ 
kρF l

l
l

l
lml ⋅∇=  (A4.8) 

• Condition limite pour la conservation de la masse solide  

La condition limite (A4.6) appliquée à la phase solide ( sπ = ) est : 

n0nVV ρF
s

s
s

ssms ⋅=⋅




 −=  (A4.9) 

c’est à dire 

0Fms =  (A4.10) 



 

129 

msF  est le flux de masse de la phase solide. Cette relation exprime simplement qu’il n’y 

a pas de perte de masse solide. 

 





 

131 

ANNEXE 5 : 
Contrainte effective  

L’idée d’une contrainte effective, est déduite à partir d’un bilan de forces sur des grains 

solides (phase solide), qui se trouvent à l’intérieur d’un volume V soumis à une charge 

extérieur P normale a la surface extérieure du milieu (Figure A5.1). Les forces de cisaillement 

sont négligées dans cette approche phénoménologique ; toutes les forces considérées sont 

normales à la surface solide.  

P 

V

 
 
 
 
 
 
 
 

l
lPl

lP

At

Ac

F 

Fc solide 

liquide 

 
Figure A5.1 Représentation des forces appliquées sur la phase solide à l’intérieur d’un 

volume V soumis à une charge extérieur P.  

Si on applique une charge P sur un volume V d’un milieu diphasique et si on fait une 

analyse de forces à l’échelle de grains (Figure A5.1), on peut écrire un bilan de forces sur 

chaque grain, comme suit : 

( )ct
l

lc AA PFF −−=  (A5.1) 

où F est la force normale totale, Fc est la force normale de contact entre les grains ou 

force intergranulaire, l
lP  est la pression intrinsèque de la phase liquide (dans cette type 

d’analyse, l
lP  est appelé aussi pression interstitielle ou pression de pores), At et Ac sont 

respectivement l’aire totale de la portion de volume considérée et l’aire de contact entre les 

grains (Figure A5.1). 

L’équation précédente se réécrit : 
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cA  étant généralement très petit devant tA  ( 1
A
A

t

c << ) l’équation précédente peut être 

approximée par : 

 P
A
F

A
F l

l
t

c

t

−=  (A5.3) 

La définition classique de contrainte nous permet d’exprimer les termes suivants : 

σ
A
F

t

=     et    eff
t

c σ
A
F

=  

où σ  est clairement la contrainte totale et effσ  est la contrainte due uniquement à l’effet 

de l’interaction entre les grains solides. Cette contrainte effσ  est habituellement appelée 

« contrainte effective » et représente les contraintes propres ou intrinsèques du réseau solide. 

L’équation (A5.3) nous aide à écrire finalement une des équations de plus utilisées dans 

la mécanique des sols. Il s’agit de l’expression qui détermine la contrainte effective dans un 

milieu poreux soumis à une charge quelconque : 

I Pσσ l
leff −=     ou    I Pσσ l

leff +=  (A5.4) 

 



 

133 

ANNEXE 6 : 
Changement d’espace d’Euler à Lagrange  

Les méthodes qui donne la relation entre une description d’Euler et une description de 

Lagrange sont brièvement rappelées par (Coirier, 1997) et (Salençon, 1988) 

• Description de Lagrange : 

Chaque particule est repérée par un vecteur lieu dépendant du temps et du lieu occupée 

à l’instant initial to. 

C'est-à-dire lieu à l’instant t : ( )0rt,fr =  avec 0r  lieu à l’instant to. 

Soit si nous appelons x, y, z les coordonnées de r  et zyx f ,f ,f  les composantes de f . 

)z,y,x(t,fz

)z,y,x(t,fy
)z,y,x(t,fx

000z

000y

000x

=

=
=

 (A6.1) 

f

0M
0N N

M
D

0
D

 
Figure A6.1 Configuration initiale et actuelle d’un domaine matériel D 

Soit respectivement Net  M  les vecteurs positions des particules M et N, la distance entre les 

deux particules peut être s’exprimer par rapport à l’instant initial (Figure A6.1) de la façon 

suivante : 

( )( ) ( )t,MN α  MNMN t,M FMN 0000000 −−+−=−  (A6.2) 

où 
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Le tenseur F  est aussi connu comme le tenseur gradient de la transformation, ainsi 

( )t),M(fF 0∇=  (A6.3) 

et α  est une fonction à valeurs vectorielles tendant  vers 0  si 0N  tends vers 0M  . 

• Hypothèse de petites distances entre les particules 

Dans le cas qu’il existe petites distances entre les particules, nous pouvons exprimer la 

relation (A6.2) sous une forme différentielle comme suive : 

0rd Frd =  (A6.4) 

ou 

( ) 00 rd t),M(frd ∇=  (A6.5) 

Soit H  le tenseur gradient du déplacement, nous pouvons exprimer le tenseur F  par 

rapport  aux déplacements des particules avec la relation 

IHF +=  (A6.6) 

où 

l H ∇=  avec l  comme vecteur déplacement et zyx   ,  , lll  ses coordonnées dans 

l’espace.  

En remplaçant (A6.6) en (A6.4)  

( ) 0rd I rd +∇= l  (A6.7) 

en développant plus l’équation (A6.7) nous avons  
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 (A6.8) 

L’écriture générale des relations existant entre les opérateurs dérivés exprimés dans les 

coordonnées de Lagrange et celles d’Euler s’écrivent alors : 

En ce qui concerne à l’espace et en utilisant la définition de la dérivée partielle d’un 

fonction ϑ  quelconque, nous avons:  
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nous développerons plus ce cas 
x∂

∂ϑ  car les autres dérivées partielles par rapport à y et z 

seront trouves de la même façon. Ce qui nous intéresse est de trouver les termes 
x
x 0
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x
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, 
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∂

 et pour les déterminer nous dévions regarder l’équation suivant  
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où les termes ijα  (i=1,2,3 et j=1,2,3) appartiennent au tenseur F  inversé 

(matrice ( ) 1
Fα

−

= ). A partir de l’équation précédente nous pouvons exprimer 
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Finalement nous pouvons écrire notre dérivée partielle comme suive :  
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même pour les autres dérivées 
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et par rapport au temps 
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ANNEXE 7 : 
Champs de pression intrinsèque et fraction volumique du 

liquide  
temps 

(s) 
( )47.0υυ 0 =  ( )45.0υυ 0 =  ( )43.0υυ 0 =  

100 

3.6E3 

2E4 

4E4 

1E5 

Figure A7.1 Influence la variation des valeurs initiales du coefficient de Poisson ( υ ) sur les 
champs de pression intrinsèque du liquide l

lP . 
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Figure A7.2 Influence la variation des valeurs initiales du coefficient de Poisson ( υ ) sur les 

champs de fraction volumique du liquide lε . 
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0 x107.6E = Pa) E( 8
0 x107.6E = Pa) E( 9

0 x107.6E = Pa) 
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Figure A7.3 Influence la variation des ordres de grandeur du module de Young (E) sur les 
champs de pression intrinsèque du liquide l

lP . 
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Figure A7.4 Influence de la variation des ordres de grandeur du module de Young (E) sur les 

champs de fraction volumique du liquide lε . 
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Figure A7.5 Influence de la variation de la perméabilité (k) sur les champs de pression 

intrinsèque du liquide l
lP . 
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Figure A7.6 Influence de la variation de la perméabilité (k) sur les champs de fraction 

volumique du liquide lε





 

 

MODELOWANIE PROCESU SUSZENIA MATERIALU POROWATEGO 
NASYCONEGO Z WZIECIEM POD UWAGE CISNIENIA PLYNU  

 
STRESZCZENIE: Praca dotyczy modelowania procesu suszenia materialu porowatego 
nasyconego (faza stala – plyn). W modelowaniu tym wziete sa pod uwage: natura materialu oraz 
warunki poczatkowe takie jak jego wilgotnosc i forma poczatkowa. Celem pracy jest determinacja 
naprezen mechanicznych, kontrola odksztalcen i wilgotnosci materialu podczas procesu suszenia. 
Elementem oryginalnym pracy jest model suszenia bioracy pod uwage gradient cisnienia jako 
rzeczywisty mechanizm transportu poprzez prawo Darcy, w ktorym jest wzieta pod uwage 
scisliwosc cieczy. Glowna zaleta takiej formulacji jest mozliwosc unikniecia efektywnego 
wspolczynnika transportu, ktory zazwyczaj jest okreslany poprzez specyficzne eksperymenty. 
Formulacja taka pozwoli rowniez w przyszlosci powiazac zachowanie ukladu dwufazowego z 
ukladem trojfazowym (faza stala, plyn, gaz). Uzyskany uklad rownan wynika z metody sredniej 
objetosciowej gdzie elementarna reprezentatywna objetosc jest uwazana za odksztalcalna. Opis 
fizyczny silnego hydro-mechanicznego zwiazku wystepujacego w suszonym materiale jest 
zaprezentowany poprzez teorie konsolidacji Biot’a i adaptacje naprezen efektywnych Terzaghi. 
Zmienne opisujace ten zwiazek sa to : szybkosc deformacji fazy stalej oraz cisnienie plynu. 
Numeryczne rozwiazanie ukladu rownan jest uzyskane poprzez metode elementow skonczonych 
przy duzych deformacjach oraz zmiane przestrzeni Euler-Langrange. Model zostal 
zweryfikowany na przykladzie zelu aluminowego (alumina gel) suszonego w roznych warunkach. 
Analiza czulosci modelu prezentuje silny wplyw przepuszczalnosci materialu jak rowniez jego 
wlasciwosci reologicznych na proces suszenia. 
Slowa kluczowe: suszenie, material porowaty nasycony, cisnienie plynu, naprezenia mechaniczne, 
naprezenia efektywne, odksztalcenie, prawo Darcy, scisliwosc plynu, zwiazek hydromechaniczny.  
 
MODELISACIÓN DEL SECADO DE UN MEDIO POROSO SATURADO Y 

DEFORMABLE: CONSIDERANDO LA PRESION DEL LIQUIDO  
 
RESUMEN: Este estudio tiene como objetivo la modelización del secado de los medios porosos 
saturados (sólido-liquido) deformables. Esta modelización considera tanto la naturaleza del 
producto como sus condiciones iniciales, por ejemplo el contenido de agua y la geometría. La 
finalidad es poder determinar las tensiones mecánicas que aparecen dentro del material durante el 
secado, controlar la deformación del producto y su contenido de agua. El modelo propuesto tiene 
como originalidad que considera el gradiente de la presión de líquido, a través de la ley de Darcy, 
como la fuerza motora real del transporte de masa a la cual se adjunta la hipótesis de la 
compresibilidad del líquido. La ventaja principal de esta formulación es que evita la necesidad de 
utilizar un coeficiente de transporte efectivo, identificado a menudo por experimentos específicos, 
y además entrega la posibilidad de poder visualizar un modelo continuo que podrá conectar el 
comportamiento del secado de un medio en su estado bifásico (sólido-liquido) con el secado en su 
estado trifásico (líquido, sólido y gas). Las ecuaciones que describen los balances de calor, masa y 
cantidad de movimiento se obtienen con el método del volumen promedio, donde el volumen 
elemental representativo (volumen de control elemental) se considera deformable. La descripción 
física de la fuerte interacción hidromecánica que existe dentro del material, es considerada a 
través de la teoría de consolidación de Biot que toma como base el principio tensiones efectivas 
de Terzaghi. Las variables que representan esta interacción son velocidad de deformación del 
sólido y la presión intrínseca del líquido. La solución numérica del modelo es realizada utilizando 
el método de los elementos finitos, considerando el medio con grandes deformaciones y 
realizando la transformación espacial “Euler-Lagrange”. Los resultados numéricos son validados 
con un gel alúmina en diferentes condiciones de secado. Un estudio de sensibilidad demuestra la 
fuerte influencia de la permeabilidad y de las propiedades reológicas en el proceso de secado y 
deformación del material. 
Palabras claves: secado, medio poroso saturado, presión del líquido, tensiones mecánicas, tensiones 
efectivas, deformación, ley de Darcy, líquido compresible, interacción hidromecánica. 


