N

N

Modeles asymptotiques en ferromagnétisme: couches
minces et homogénéisation

Houssem Haddar

» To cite this version:

Houssem Haddar. Modeles asymptotiques en ferromagnétisme: couches minces et homogénéisation.
Mathématiques [math|. Ecole des Ponts ParisTech, 2000. Frangais. NNT: 2000ENPC0020 . pastel-
00002381

HAL 1Id: pastel-00002381
https://pastel.hal.science/pastel-00002381
Submitted on 24 Apr 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://pastel.hal.science/pastel-00002381
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

présentée a

L’ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES

pour obtenir le titre de
DOCTEUR EN SCIENCES
spécialité

Mathématiques appliquées

par

Houssem HADDAR

Titre :

Modeles asymptotiques en ferromagnétisme :
Couches minces et homogénéisation

Directeur Patrick JOLY
Rapporteurs Grégoire ALLAIRE
Habib AMMARI
Examinateurs Mikhael BALABANE
Anne-Sophie BONNET-BENDHIA
Yann BRENIER
Gilles CARBOU

Guy METIVIER






Table des matieres

I Propagation d’ondes électromagnétiques dans un milieu ferromagnétique

15

1 Le modeéle du ferromagnétisme

1.1

1.2

1.3

1.4

Présentation du modele physique . . . . . . . ... ..
1.1.1  Les équations de Maxwell . . . . . ... .. ... ... ... ... ...
1.1.2 Le modele de Landau-Lifshitz . . . . . . ... ... .. ... ......
1.1.3 Forme générale du champ effectif . . . . . . ... ... ... ... ...
1.1.4 Modele retenu pour le champ effectif . . . . . ... .. ... ... ...
1.1.5 Modele d’amortissement de Gilbert . . . . . . . .. .. ... ... ...
Propriétés mathématiques élémentaires... . . . . . . . . ... ... ... ...
1.2.1  Propriétés de stabilité . . . . . ... ... L
Modele linéarisé - phénomene de résonance . . . . . .. . ... ... .....
1.3.1 FEtude d’un cas particulier . . . . . . . . ... ... L.
1.3.2 Tenseur de perméabilité relative directionnelle . . . . ... .. .. ..
Phénomenes non linéaires . . . . . . . . ... ... Lo

2 Etude mathématique du probleme couplé

21

2.2

2.3

24

2.5

Introduction . . . . . . . . e
Le modeéle mathématique . . . . . . ... .. ... ... ... ...
2.2.1 Les équations dumodele . . . . . . . . ... oL
2.2.2  Solutions faibles, fortes : définitions. . . . . . . .. ... ... ... ..
Rappels des résultats danslecas 1D . . . . . ... ... . ... ... . ...,
2.3.1 Spécificité ducas 1D . . . . . . ..o
2.3.2 Existence et unicité des solutions fortes . . . . .. ... ... ... ..
2.3.3 Existence et unicité des solutions faibles . . . . . . ... ... ... ..
Etude du modele 2D non-homogene . . . . . ... ... ... .. ... ...,
2.4.1 Spécificité ducas 2D . . . . . ..o
2.4.2 Enoncé desrésultats . . . . . ... ..o
2.4.3 Preuves et résultats auxiliaires . . . . .. .. ... ... .. ... ...
244 Aproposducas ®F£0. . . . . ..
Rappel des résultats danslecas 3D avece=¢€g . . . . . . . . . ... ... ..
2.5.1 Existence des solutions faibles . . . . . .. ... .. ... .. ......
2.5.2 Existence et unicité des solutions fortes . . . . .. ... ... ... ..

17
17
17
18
19
21
21
22
22
25
25
27
29

31
31
32
32
34
34
34
35
36
36
36
36
38
53
o4
54
95



TABLE DES MATIERES

I1

3

Modéles de couches minces

Présentation du probléeme

3.1 Introduction . . . . . . . . L
3.2 Diffraction par une couche mince ferromagnétique . . . . ... ... ... ..
3.3 Notion de Condition aux Limites Equivalente (CLE) . . . .. . ... ... ..

Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

4.1 Description dumodele . . . . . . ...

4.2 Le cas d’une frontiere plane : construction formelle . . . . . . ... ... ...
4.2.1 Changement d’échelle . . . . . .. .. ... ... L.
4.2.2 Développement asymptotique formel . . . . . . . ... ...
4.2.3 Principe de la construction des CLE . . . . . ... ... ... 0L
424 CLEdordre2et 3 . . . . . . . . . . . . ..
4.2.5 CLE d’ordre 4 : forme naturelle... mais instable . . . . . ... ... ..
4.2.6 CLE d’ordre 4 : forme stable . . . . . ... ... ... .........

4.3 Le cas d’une frontiere plane : analyse asymptotique . . . . . . . .. .. .. ..
4.3.1 Estimations d’erreur . . . . . . . . . ...
4.3.2 Consistance du développement asymptotique . . . . .. ... ... ..
4.3.3 Consistance des CLE d’ordre 2 et 3. . . . . .. ... ... ... ....
4.3.4 Consistance de la CLE d’ordre 4 . . . . . . . . .. .. ... ......

4.4 Le cas d’une frontiere courbe : construction formelle . . . .. ... ... ...
4.4.1 Rappels en géométrie différentielle . . . . . . ... ... .. ... ...
4.4.2 Résultats utiles a la dérivation formelle . . . . . . ... ... ... ..
4.4.3 Mise a l’échelle et développement asymptotique . . . . . . . .. .. ..
4.4.4 Condition d’ordre 2 . . . . . . ...
4.45 Condition d’ordre 3 . . . . . . . ...

Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

5.1 Etude du probleme 1D . . . . . . . . ...
5.1.1 Présentation . . . . . . . . . . .. ...
5.1.2 Développement asymptotique et identification formelle . . . . . . . ..
5.1.3 Dérivation des CLE . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ...
5.1.4 Versles CLE d’ordre élevé . . . . . . . . . ... .. ... ... .....
5.1.5 Conditions d’ordre 4 stables . . . . . . .. ... ... ... ... ...,

5.2  Généralisation aux cas 2D et 3D . . . . . . ... Lo
5.2.1 Description dumodele . . . . . . . .. ... L
5.2.2 Etapes préparatoires de la dérivation effective des CLE . . . . . . ..
5.2.3 Dérivation et étude de stabilité de la CLE d’ordre 2 . . . . . ... ..
5.2.4 Dérivation et étude de stabilité de la CLE d’ordre 3 . . . . . ... ..

Estimations d’erreur pour le modéele 1D

6.1 Introduction . . . . . . . . .. L

6.2 Transmission problem in a fix domain . . . . . .. ... ...

6.3 Asymptotic expansion . . . . . . . . ... e e
6.3.1 Formal identification . . . . . . . .. ... ..o
6.3.2 Study of the identified problems . . . .. ... .. ... ... ... ..

57

59
59
61
63

65
65
66
66
68
70
71
72
74
7
7
78
79
81
84
84
86
89
91
91

95
96
96
96
100
105
108
113
113
113
116
118



TABLE DES MATIERES

6.4 Consistency of the asymptotic expansion . . . . . . .. . ... ... ... ... 135
6.4.1 Error estimates . . . . . . .. .. L 137
6.4.2 Proof of theorem 6.3 for k=0 . .. ... ... ... ... ....... 138
6.4.3 Proofoflemma 6.1 . . .. ... ... ... ... .. ... .. ..., 142

6.5 Effective boundary conditions . . . . . . . .. ... 146
6.5.1 Presentation of the approximate model . . . . . . . ... .. ... ... 146
6.5.2 Study of the approximate model . . . . . ... .. ... ... ..... 147
6.5.3 Error estimate . . . .. ... ... ... 150
6.5.4 Asymptotic analysis of the approximate model . . . . . ... ... .. 151

Modeles numériques pour les CLE en 1D 157

7.1 Introduction . . . . . . . . .. 157

7.2 Discrétisation en espace . . . . . . ... e 158
7.2.1 Formulation variationnelle du modele continu . . . . . . ... ... .. 158
7.2.2 Semi discrétisation en espace des équations a l'intérieur de €, . . . . . 159
7.2.3 Approximation spatiale de la condition d’ordre 2 . . . . . .. .. ... 161
7.2.4 Approximation spatiale de la condition d’ordre 4 . . . . ... .. ... 162

7.3 Etudes de différents schémas numériques en temps . . . . . . . . . ... ... 163
7.3.1 Discrétisation en temps des équations de Maxwell . . . ... ... .. 163
7.3.2 Discrétisation en temps de la CLE d’ordre 2 : schéma explicite . . . . 164
7.3.3 Stabilité du schéma explicite . . . . . ... ... ... ... 165
7.3.4 Discrétisation en temps de la CLE d’ordre 2 : schéma implicite . . . . 168
7.3.5 Stabilité du schéma implicite . . . . . ... .. ... 169
7.3.6  Discrétisation en temps de la condition équivalente d’ordre 4 . . . . . 169

7.4 Preuves de la stabilité . . . . . ... ... 170
7.4.1 Preuve du théoreme 7.1 (schéma explicite) . . . . . . . ... ... ... 170
7.4.2  Preuve du théoreme 7.4 (schéma implicite) . . . ... ... ... ... 173
7.4.3 Preuve du théoréeme 7.5 (CLE exacte) . . . .. .. ... ... ..... 175

7.5 Résultats et validation numérique . . . . . . . . . ... 176
7.5.1 Description des expériences . . . . . . . . ... ... 176
7.5.2 Validation dela CLE d’ordre 2 . . . . . . . ... ... ... ...... 177
7.5.3 Apportdela CLEdordre4 . . . . . ... .. .. ... ... ...... 185

Schémas numériques variationnels stables pour les CLE en 2D et en 3D 189

8.1 Introduction . . . . . . . . . . . e 190

8.2 Etudeducaslinéaire . . . . . . . . . . ... ... 190
8.2.1 Rappeldeséquations. . . . . . . . . . .. .. ... 190
8.2.2 Formulation variationnelle . . . . . . .. ... ... ... L. 190
8.2.3 Semi discrétisation spatiale . . . . .. .. ... 0 0oL 192
8.2.4 Exemple d’espaces de discrétisationen 2D . . . . . ... ... ... .. 193
8.2.5 Exemple d’espaces de discrétisationen 3D . . . . . ... ... ... .. 195
8.2.6 Semi discrétisation temporelle . . . . . ... ... ... L. 196
8.2.7 Condition de stabilité du schéma . . . . .. ... ... ... ...... 198

8.3 Etude du cas non linéaire : CLE d’ordre 2 . . . . . . . .. ... .. ... ... 199
8.3.1 Formulation variationnelle et discrétisation spatiale . . . . . . . . . .. 199
8.3.2 Schéma en temps et stabilité . . . .. ... ... ... ... ...... 201

8.4 Etude du cas non linéaire : CLE d’ordre 3 . . . . . . . .. ... .. ... ... 202



TABLE DES MATIERES

8.4.1 Formulation variationnelle et discrétisation spatiale . . . . . . . . . .. 202
8.4.2 Schéma en temps et stabilité . . .. ... ... ... .. .. ...... 206
8.5 Validation numérique pour le probleme 2D . . . . . . ... .. ... ... ... 208

III Modeles homogénéisés pour des structures ferromagnétiques périodiques
217

9 Obtention et justification du modéele limite 219
9.1 Modele mathématique de départ . . . . . . . . . .. ... L. 220
9.1.1 Le modele simplifié sans le champ effectif . . . .. ... ... ... .. 220
9.1.2 Modele avec champ effectif . . . .. ... ... ... .. ... ... .. 221
9.2 Ecriture du probléme homogénéisé . . . . . . . . . ... ... L. 221
9.3 Rappels sur la notion de convergence double échelle . . . .. ... ... ... 224
9.3.1 A propos des fonctions admissibles . . . . ... .. ... 0oL L. 227
9.4 Justification du probléme limite dans le cas laminaire avec n <2 . . . . . .. 228
9.4.1 Enoncé desrésultats . . . . .. ... ... 228
9.4.2 Preuve de l'unicité . . . . . .. . ... 230
9.4.3 Estimations a priori pour le probleme hétérogene . . . . . . . . .. .. 232
9.4.4 Preuve de la convergence . . . . . .. .. ..o 233
9.4.5 Preuvedulemme 9.2 . . . ... .. .. ... Lo 241
9.46 Preuvedulemme 9.3 . .. ... ... ... ... ... 244
9.5 Justification du probléeme laminaire danslecas 3D . . . . .. ... ... ... 249
9.6 A propos de la généralisation au cas d’une périodicité quelconque . . . . . . . 251
10 Etude des propriétés du modele homogénéisé laminaire 257
10.1 Présentation du modele physique . . . . . . . . .. ... L. 257
10.2 Modele homogénéisé . . . . . . . . . .. L e 259
10.2.1 Présentation et discussion des équations homogénéisées . . . . . . .. 259
10.2.2 Propriétés de stabilité du probléme homogénéisé . . . . .. ... . .. 260
10.3 Un premier cas particulier : alternance vide ferromagnétique . . . . . . . . .. 261
10.3.1 Forme particuliere des équations . . . . . . . . .. .. ... ... ... 262
10.3.2 Linéarisation du modéle homogénéisé : interprétation en termes de
perméabilités . . . . ... oL 262
10.3.3 Validation Numérique . . . . . . . . . . . . . ... ... 267
10.4 Un cas un peu plus général : milieu multi-couches homogenes . . . . . . . .. 273
10.4.1 Réécriture de la loi homogénéisé sous la forme d’un systeme . . . . . . 273
10.4.2 Modele linéarisé dans le cas de deux couches . . . . . ... ... ... 273
10.4.3 Peut-on permuter linéarisation et homogénéisation? . . . . . . .. .. 278
11 Modeles pour des couches minces périodiques 281
11.1 Présentation du probleme . . . . . . . . . ... o 281
11.1.1 Equations dumodele . . . . . . .. . . ... ... L L 282
11.1.2 Objectif . . . . . . . . . . 282
11.2 Calcul formel . . . . . . . . . . 282
11.2.1 Notations . . . . . . . . . . . . e e 283
11.3 Condition d’ordre 2. . . . . . . . . . .. 283



TABLE DES MATIERES

A Passage de LLG a LL 287
B A propos des unités 289
C Estimations relevant du lemme de Gronwall 291



TABLE DES MATIERES




Introduction

Les matériaux ferromagnétiques, principalement le fer, le cobalt, le nickel et leurs dérivés,
ont pour principale caractéristique le fait d’étre aimantés : il existe au sein de tels matériaux
une aimantation spontanée, y compris en ’absence de champ magnétique extérieur.

Une des propriétés fondamentales de ces matériaux est leur caractere absorbant vis-a-vis
des ondes électromagnétiques, ce qui explique leur intérét stratégique en protections radar. Le
présent travail s’intéresse a I’étude mathématique et a la simulation numérique de problemes
relevant de cette application.

L’utilisation des matériaux ferromagétiques est néanmoins loin d’étre limitée a cet as-
pect d’application. On les retrouve dans de nombreux autres secteurs d’activités indus-
trielles, liés par exemple aux domaines des télécommunications et également a ’enregistrement
magnétique pour le stockage d’informations. On y exploite la seconde caractéristique fonda-
mentale d’un matériau ferromagnétique : 'aimantation tend a s’organiser en zones uniformes
(domaines de Weiss) ; entre ces domaines, I’aimantation tourne rapidement mais régulierement
sur elle méme au sein de parois (parois de Bloch et parois de Néel). De maniére sommaire,
cette organisation provient principalement de la compétition entre deux énergies internes du
matériau ferromagnétique :

- D’énergie d’anisotropie, liée a la structure cristalline du matériau, qui tend a orienter
de l'aimantation suivant des directions privilégiées sans contraindre le sens de cette
orientation ; elle favorise plutot la réduction de I’épaisseur des parois ;

- D’énergie d’échange, d’origine quantique, prenant en compte l'interaction entre les spins
voisins, qui tend a régulariser la distribution de ’aimantation et par conséquent d’aug-
menter 1’épaisseur des parois.

L’un des enjeux de la modélisation numérique dans ce domaine (le micromagnétisme) est
par exemple la détermination, a partir de la connaissance des caractéristiques physiques d’'un
matériau (constantes d’échanges, directions d’anisoptropies ...), des configurations d’équilibre
de 'aimantation au sein de ce matériau.

Pour les applications en furtivité radar, le principal intérét est de pouvoir mesurer la
réponse d’'un échantillon ferromagnétique a une excitation électromagnétique. L’expérience
montre qu’en général (par exemple dans un film magnétique de faible épaisseur) la taille
des domaines (ou les interactions d’échanges sont négligeables) est trés grande par rapport a
I’épaisseur des parois (ou ce sont les forces d’échanges qui prédominent). C’est de la qu’est
née alors 'idée d’une modélisation simplifiée ou ’on négligerait dans une premiere approche
leffet des parois, et donc du champ d’échange, sur le champ électromagnétique diffracté.
Cette approche a été adoptée par exemple dans le travail de thése d’Olivier Vacus [45] (qui
est en quelque sorte & l'origine des développements que nous entreprenons ici). Malgré cette
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simplification, le modele retenu reste assez riche pour permettre de prédire les phénomenes
d’absorption, qui constituent I'intérét principal pour les applications en furtivité (voir [47]).

Cette hypothese simplificatrice sera en fait adoptée et maintenue tout au long de ce travail,
dont les motivations proviennent de la constatation suivante : les revétements ferromagétiques
utilisés sont constitués de couches de “tres faible” épaisseur 7, dont les caractéristiques sont
généralement constantes suivant I’épaisseur, mais peuvent éventuellement varier de maniere
périodique dans le plan de la couche; la taille § de la période étant elle aussi généralement
“tres petite”. Typiquement, si A désigne la longueur de l'onde radar, alors on a n < A et/ou
6 < A. On s’apercoit alors que dans chaque cas, la saisie numérique du probleme de diffraction
sera pénalisée par le contraste important entre la longueur de I'onde et les caractéristiques
“géométriques” (6 ou ) du domaine ferromagnétique. Notre travail va consister a proposer
dans chacune des trois configurations possibles

(1) m < 0 : couche mince dont les caractéristiques varient lentement dans le plan de la

couche;

(ii) § < n : milieu ferromagnétique périodique;

(#i1) & ~ n: couche mince dont les caractéristiques varient rapidement de maniére périodique

dans le plan de la couche;
une modélisation alternative qui permet de contourner cette difficulté. En vérité le cas (iii)
n’est traité que partiellement et fait partie des perspectives d’extensions futurs. Suite a
notre hypothese simplificatrice, la validité des modeles obtenues n’est pleinement justifiée
que lorsque les longueurs 7 et § sont largement supérieures a 1’épaisseur des parois.

Avant d’aborder I’étude spécifique des points (i) et (i7), nous nous intéressons dans la
premiere partie de ce travail, divisée en deux chapitres, au modele de départ décrivant la pro-
pagation d’une onde électromagnétique dans un milieu ferromagnétique. Le premier chapitre
a un caractere tout a fait introductif. On y expose d’abord les équations du modele physique
du ferromagnétisme, en précisant ensuite les simplifications qui en résultent, en négligeant
les interactions d’échanges. La formulation du modéle dynamique retenue remonte en fait
aux années 30 et est due a Landau et Lifshitz [32]. Une de ses principales caractéristiques
est son aspect non linéaire et non local en temps. C’est pour cette raison que le probleme
de diffraction d’ondes électromagnétiques ne peut se faire que dans le domaine temporel (et
non fréquentiel). Le deuxiéme chapitre s’intéresse plutot a 1'étude mathématique du probleme
formé par les équations de Maxwell et la loi de Landau-Lifshitz. Apres avoir fait un état des
lieux de la littérature mathématique relative a cette étude [29, 30, 26, 27], nous complétons les
résultats existant par un résultat nouveau a notre connaissance, a savoir un théoreme d’exis-
tence et unicité des solutions fortes en 2D, dans le cas de coefficients variables. Ce résultat
nous sera utile notamment dans I’étude du point (ii).

La deuxiéme partie est dédiée a ’étude du cas (7). Pour contourner les difficultés liées a
la petitesse de ’épaisseur de la couche ferromagnétique, nous faisons recours a une alterna-
tive bien connue, qui consiste a dériver des conditions aux limites équivalentes incorporant
de maniere approximative l'effet de la couche mince. Le chapitre 3 a pour but de préciser
loriginalité de notre travail par rapport a une littérature abondante sur le sujet (citons a
titre d’exemples [41, 25, 7, 18]). On peut la résumer ici en deux points clés :

- nous traitons le probleme de Maxwell instationnaire ;

- nous considérons le couplage de ces équations avec une loi ferromagnétique non linéaire.
Le chapitre 4 traite d’abord le cas ou la couche mince est formée par des matériaux diélectriques
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linéaires (aimantation nulle) et constitue, en quelque sorte, la généralisation des travaux exis-
tants (dans le cas du probléme harmonique) au cas instationnaire. Le point fondamental
de cette partie est I’étude de stabilité des nouveaux problemes aux limites obtenus, en tant
que problemes d’évolutions. Dans le chapitre 5, nous généralisons cette construction et étude
de stabilité au cas d’un revétement ferromagnétique. Le chapitre 6 s’intéresse a la question
délicate de la justification de 'approche formelle entreprise dans le chapitre 5. Dans le cas
linéaire, cette justification est une conséquence (presque) immédiate de 1’étude de stabilité.
Dans le cas non linéaire, ce n’est pas aussi évident. C’est pourquoi nous nous sommes li-
mités au cas monodimensionnel, qui peut encore se traiter par des techniques relativement
élémentaires. Les chapitres 7 et 8 ont pour but la mise en oeuvre numérique des conditions
équivalentes établies dans le cas d’un revétement ferromagnétique. On traite au chapitre 7 le
modele 1D afin d’étudier sur ce cas simple différentes discrétisations en temps des conditions
effectives : schéma explicite et schéma implicite. Le chapitre 8 constitue un généralisation du
chapitre précédent dans le cas d’une discrétisation en temps implicite sur le bord. On y utilise
une méthode variationnelle basée sur 1’écriture du probleme sous une formulation mixte.

La troisieme partie est dédiée a I’étude du cas (i7). On y décrit le probléme limite quand
la taille de la périodicité & tend vers 0 : il s’agit donc du probleme homogénéisé associé
aux équations de Maxwell couplé avec la loi non linéaire des matériaux ferromagnétique,
sans termes d’échanges. La littérature mathématique sur ’homogénéisation en général et sur
I’homogénéisation des équations de Maxwell en particulier, est elle aussi tres vaste (voir a
titre d’exemples [40, 5, 37] pour les études relatives au systeme de Maxwell). Comme cela a
été précisé, nous ne traitons que le cas périodique, et la particularité de notre travail vient
encore une fois du caractere non linéaire de la loi constitutive du matériau. Dans le chapitre 9,
qui constitue le coeur de cette partie, nous présentons le modeéle homogénéisé dans un cadre
général et nous montrons la convergence dans le cas laminaire. Le chapitre 10 est consacré a
I’étude des propriétés du modele homogénéisé laminaire dans quelques cas particuliers. Nous
mettrons ’accent en particulier sur la caractérisation des propriétés d’absorption du milieu
homogénéisé. Des expériences numériques de validation sont données dans le cas (important
en pratique) d’une alternance vide-ferromagnétique.

Le chapitre 11 est une ouverture vers les perspectives traitant du point (iii). Nous ne
donnons dans ce chapitre que le résultat de la dérivation formelle des conditions équivalentes
obtenues a la maniére du point (7). Nous renvoyons a titre d’exemples aux travaux [1, 4, 5]
pour I’étude de problémes similaires dans le cas linéaire harmonique.

11



TABLE DES MATIERES

12



Avertissement au lecteur

Afin de permettre une “lecture en diagonale” de la thése et un “acces rapide” a I'infor-
mation qui y est contenue, nous avons fait précéder chaque chapitre d'un encadré. Cet
encadré constitue un résumé du chapitre en question et pointe les résultats (formules,
lemmes, théorémes, remarques) qui sont selon nous les résultats essentiels.
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Premiere partie

Propagation d’ondes
électromagnétiques dans un milieu
ferromagnétique
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Chapitre 1

Le modele du ferromagnétisme

Résumé : Dans ce premier chapitre a caractére introductif, nous présentons le modele
mathématique que nous retiendrons pour le reste de I'étude afin de modéliser la propa-
gation d'ondes électromagnétiques dans un matériau ferromagnétique : il s’agit du cou-
plage du systeme de Maxwell (1.1) avec la loi de Landau-Lifshitz-Gilbert (1.17). Nous
faisons |'hypothese, fondamentale pour le reste de I'étude, que le champ d'échange est
négligeable ; hypothése communément admise pour les applications en furtivité (nous
renvoyons a l'introduction pour une discussion de la validité “physique” d'une telle
hypothese). Au paragraphe 1.2, nous rappelons brievement les propriétés qualitatives
du systéme (1.1)-(1.17). Nous insistons notamment sur les propriétés d'absorption des
matériaux ferromagnétiques (formule (1.30)). Au paragraphe 1.3, nous nous intéressons
plus particulierement au modele linéarisé (sous I'hypotése que I'amplitude du champ
électromagnétique est petite). Cela nous donne un éclairage plus fin sur les phénomenes
d’'absorption qui se révelent “sélectifs en fréquence” (voir figure 1.2). Nous introduisons
en particulier les notions de perméabilité apparente et de fréquence de résonance dite
de Larmor. Enfin, au paragraphe 1.4, nous illustrons a partir d'un exemple 1D tiré de
la these d'Olivier Vacus [45] la fagon dont les effets non linéaires apparaissent lorsque
I'amplitude du champ électromagnétique augmente.

1.1 Présentation du modele physique

1.1.1 Les équations de Maxwell

La propagation d’ondes électromagnétiques dans un matériau quelconque obéit aux équations
de Maxwell bien connues

OB +rotE=0, divB=0,
oD —rotH=J, divD =g,

(1.1)

ou E, H, D et B désignent respectivement le champ électrique, le champ magnétique, I'induc-
tion électrique et 'induction magnétique. Par ailleurs, le scalaire ¢ et le vecteur J désignent
respectivement la densité macroscopique de charge électrique et la densité macroscopique de
courant de conduction. Dans notre cas, nous supposerons toujours que ¢ = 0 et, pour les
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Le modeéle du ferromagnétisme

courants, que la loi d’Ohm est vérifiée :
J=0E

avec o la conductivité, qui sera presque nulle dans le cas des ferrites. A ces équations, il faut
rajouter des relations particulieres au milieu considéré ou relations constitutives. Dans le vide,
on a par exemple,

D=¢E et B=uH,

ou la permittivité électrique g et la perméabilité magnétique pg sont des constantes liées a
la vitesse de la lumiere dans le vide ¢ par la relation : g ugc® = 1.

Dans un matériau diélectrique linéaire,
(1.2) D=¢geE et B=pu(H+M),

ou &, est la permittivité relative et le vecteur M désigne moment magnétique (appelé également
aimantation) du milieu. Ce vecteur constitue une inconnue supplémentaire au systéme de
Maxwell et nécessite alors une loi constitutive qui caractérise son évolution. Pour les corps
diamagnétiques ou paramagnétiques (diélectriques classiques), les choses sont trés simples :
ce sont des matériaux linéaires, ce qui signifie que aimantation et champ magnétique sont liés
par une relation du type

(1.3) M= xn,H

ou X, est la susceptibilité magnétique du milieu, coefficient sans dimension (la susceptibilité
magnétique est une grandeur scalaire pour une substance isotrope, tensorielle sinon ...). En
d’autres termes, ces milieux ne sont pas aimantés en I’absence de champ appliqué. De plus, la
susceptibilité x.,, est souvent petite en valeur absolue devant 1, négative la plupart du temps
(diamagnétisme), positive quelquefois (paramagnétisme). On notera encore que l'on retrouve
en conséquence

(1.4) B=popu-H avec pr =14 Xm.-

Le cas des matériaux ferromagnétiques est tout autre. La relation (1.3) est généralement
insatisfaisante pour décrire le comportement de ces matériaux et constitue une linéarisation
d’un modele non linéaire plus général qui est le modele de Landau-Lifshitz.

1.1.2 Le modeéle de Landau-Lifshitz

Suivant la théorie de Landau-Lifshitz (vers 1935) (voir [32]), I'’évolution du moment
magnétique dans un matériau ferromagnétique saturé, a température constante, suit la loi
non linéaire

(1.5) M = <M x Hy + ﬁ’M x (M x HT))

ou le vecteur Hy désigne le champ magnétique total et est donné par
(16) HT — H + HeH(M)

ou H.; est le champ magnétique effectif, dont 'expression dérive de 1’énergie magnétique
effective et sera explicitée plus loin.

Le coefficient v est une constante négative appelée facteur magnéto-mécanique ou rapport
gyromagnétique. 11 est définit comme le rapport du moment magnétique total d’un électron a
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1.1 Présentation du modele physique

son moment cinétique total. Sa valeur peut légerement varier suivant les matériaux. Par contre,
le facteur «, désignant une constante positive et appelé facteur d’amortissement, possede des
origines plutot phénoménologiques et est introduit, comme son nom l’'indique, pour rendre
compte du phénomene d’absorption observé dans les expériences physiques. Dans la pratique,
ce coefficient est difficilement mesurable et sera le plus souvent déterminé pour rapprocher
au mieux modele et mesures. Une seconde approche pour rendre compte de ce phénomene
d’absorption sera donné plus loin dans le modele de T. Gilbert.

Remarque 1.1 Comme seul le produit vectoriel Hy x M intervient dans [’équation (1.5),
on constate que l’on peut choisir plusieurs autres définitions de Hry, équivalentes a (1.6), en
y rajoutant tout multiple de M.

1.1.3 Forme générale du champ effectif

Le champ magnétique effectif H.g associé a une distribution de moment magnétiques M,
peut étre défini (au moins formellement) par

(1.7) po Heg (M) = —0nEer (M)

ou &4 désigne I'énergie magnétique effective, considérée comme fonctionnelle a valeurs réelles
du champ de fonctions vectorielles M (on note par 0y E.¢ la différentielle de la fonctionnelle
E.q par rapport & M). Cette énergie est en fait la somme de plusieurs contributions

(1‘8) geff(M) = ge(M) + ga(M) =+ SS(M) =+ gm(M)v

dont voici le détail dans le cas d’'un corps ferromagnétique occupant un domaine (2 :

Energie de Zeeman &,

Cette énergie décrit 'interaction entre I’aimantation et un champ magnétique H s appliqué.
Elle s’écrit
(1.9) £,(M) = — g / H, - M dx.
Q

Ainsi, son action tend a aligner 'aimantation avec poH; = —0nEs(M).

Energie d’anisotropie &,

Cette énergie provient des interactions cristallines entre les électrons et la structure ato-
mique du matériau. Elle est traité de maniere phénoménologique en écrivant

(1.10) £,(M) = 110 /Q ea(M) dx

olle, : R® — RT, désigne une approximation de la densité des directions M. Au voisinage de
la température de Curie, on peut supposer en premiére approximation, que e, est quadratique.
Pour un cristal uniaxial, ou l’aze de facile aimantation est portée par le vecteur unitaire p,

on a pour tout m € R3,
1
(1.11) ¢a(m) = S K, [m — (p- m) p|*

ou K, est une constante positive. On observe que dans ce cas, I’action de I’énergie d’anisotropie
N . . . 2 PN . .
tend & aligner 'aimantation avec p. Le cas e,(m) = 1K, |p - m|” conduit & une anisotropie
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Le modeéle du ferromagnétisme

planaire qui favorise les directions d’aimantation orthogonale & p. Pour des cristaux cubiques,
les termes quadratiques sont généralement insuffisants pour bien tenir compte de ’anisotropie.
Un exemple de modele d’anisotropie pour un cristal cubique correspond a

(1.12) ea(m) =K ((m1m2)2 + (m2m3)2 + (m3m1)2) + KQ(m1m2m3)2,

ou K et K5 sont deux constantes positives. La contribution de cette énergie dans I’expression
de poH, g est
/LOHa = _aMga(M) = —,uoamea(M).

Dans le cas d’un cristal uniaxial

H,=K,((p-M)p—-M).

Energie d’échange &,

L’interaction d’échange est un effet d’origine quantique. Elle tient compte de 'interaction
d’échange a ’échelle atomique qui existe entre deux spins différents. On montre que pour un
échantillon isotrope

1
£.(M) = 1 51(6/ VM dx
Q

ou K, est une constante positive caractéristique du matériau. La contribution de cette énergie
dans ’expression du champ effectif correspond au champ d’échange

H. = K. AM.

L’expérience montre que le coefficient K. est tres faible de telle sorte que les effets dus
a ce terme ne prennent une dimension significative qu’a ’échelle microscopique (qui reste
toutefois largement supérieure a 1’échelle de ’atome). La prise en compte de cette énergie est
donc essentielle dans les problemes rencontrés en micromagnétisme, notamment par exemple,
dans la recherche des configurations d’équilibres magnétostatiques d’un microfilm magnétique.
Dans le cas des applications qui nous intéressent, il est possible de négliger en premiere
approximation les effets dus a ce terme. C’est ce que nous ferons tout au long de cette these.

L’énergie démagnétisante &,

Cette énergie est due a la charge magnétostatique volumique donnée par —div M. Cette
énergie est définie par

E,n(M) = — 10 /Q H,,,(M) - M dx

ou H,, est appelé champ démagnétisant. L’expression de ce champ en fonction de M n’est
pas explicite. Il est solution du probleme

rotH,, = 0
(1.13) dans €
divH,, = —divM

La premiere de ces deux équations indiquant que H,,, dérive d’un potentiel, on peut introduire
le scalaire ¢ et réécrire le probleme (1.13) sous la forme

H, = Vyp dans €2

(1.14)
—Ap = divM dans R3
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1.1 Présentation du modele physique

ou l’on a prolonger div M par 0 en dehors de €2, dans la deuxiéme équation. On voit alors que
@ est solution d’un probleme de type Laplace. Il est certes linéaire mais non local en espace,
ce qui en constitue la principale difficulté.

1.1.4 Modele retenu pour le champ effectif

D’apres (1.7) et (1.8) la forme générale du champ effectif est donné par
(1.15) H:;M)=H,+ K. AM + H,,,(M) — 0peq(M).

Néanmoins, pour toute la suite, nous allons systématiquement négliger le terme d’échange
K. AM compte tenue de la tres faible valeur de K. Il s’agit d’une hypothese simplificatrice
a multiples conséquences

1. D’un point de vue physique, on sort completement du domaine micromagnétique et on
se place plutét a une “échelle macroscopique”.

2. D’un point de vue mathématique, on aborde un probléeme différent ot I’hypothese de
régularité sur M imposée par le terme d’échange se trouve relachée.

Par ailleurs, on remarque que les équations définissants H,, ne sont autres que le résidu
statique des équations de Maxwell. Ainsi, lorsqu’on considere le probleme couplé (1.1)-(1.5),
il serait redondant, pour les ¢ > 0 de rajouter la contribution H,, au champ effectif puisque
cette contribution est prise en compte dans le champ magnétique H. Ainsi pour le modele
couplé nous poserons

(1.16) HLo (M) = H, — Oynea(M)

Remarque 1.2 En utilisant (1.16) il faut faire attention, dans les applications pratiques,
I’équilibre magnétostatique du milieu ferromagnétique en absence d’onde électromagnétique.
Cet équilibre est caractérisé par OM,_o = 0, ce qui revient a assurer H.:(My) x My =0
ot My est la distribution initiale de l’aimantation. Or, le champ d’échange étant négligé,
les deux expressions (1.16) et (1.15) de H (M) ne différent que de H,,,(My). Deux cas se
présentent alors

1. div(My) = 0 : dans ce cas H,,(Mg) = 0 et des deux expressions sont strictement
équivalentes.

2. div(Myg) # 0 : dans ce cas H,,(Mg) # 0 et donc lutilisation de (1.16) n’est pas valide
at = 0. Pour y remédier il convient de rajouter a l’expression de Hg la valeur de

1.1.5 Modele d’amortissement de Gilbert

Pour tenir compte des phénomenes dissipatifs dans les milieux ferromagnétiques, T. Gil-
bert propose dans [19] une forme alternative au terme de dissipation, proportionnelle au
produit vectoriel M x 9;M. Ainsi au lieu de (1.5) on aurait

(1.17) M =M x Hy + ﬁM x O M

Une discussion détaillée sur les subtiles distinctions entre les deux approchent est donné par
Mallinson dans [33]. Notons que les origines du mécanisme de dissipation sont généralement
attribuées au courants induits et au interactions photon-magnon... Cela étant, d’un point de
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Le modeéle du ferromagnétisme

vue mathématique les deux lois sont strictement équivalentes. Ceci repose sur la propriété
vectorielle suivante (dont la démonstration est donnée dans ’annexe A) : si x, > et a sont
des vecteurs de R? alors on a 1’équivalence

>+ (a- >)a—ax >

(1.18) X+axx => & X = e

En prenant
Q

x:(?tM, a= —
M

M, >=+M x H,.

ce qui entraine en particulier a- > = 0 et |a] = 1, on constate d’apres (1.18) que M vérifie
(1.17) ssi
0 o
1.19 OM= —— (MxH:+ —Mx (MxHy)|.
(1.19) ' 1+a2< ETVIRe T)>

1

On retrouve a une constante multiplicative pres, en ’occurrence 5z

I'équation (1.5).

Remarque 1.3 Par la suite, on prwilégiera [’expression (1.5) pour l'étude théorique du
probléeme couplé, et on wutilisera plutot 'expression (1.17) pour la discrétisation et ’étude
nuUMErique.

1.2 Propriétés mathématiques élémentaires du systeme couplé
Maxwell-Landau-Lifshitz

1.2.1 Propriétés de stabilité

L’étude des propriétés mathématiques du systeme couplé (1.1)-(1.5), et notamment I'exis-
tence de solutions d’énergie finie repose sur deux estimations a priori fondamentales que nous
allons détailler ici dans un cadre purement formel. Nous renvoyons au chapitre suivant pour
toute justification rigoureuse.

Conservation de la norme de aimantation

Voici une propriété qui fait partie des postulats de base de la dérivation physique du
modele LL : dans un matériaux ferromagnétique saturé, le module de moment magnétique
demeure égal au module de saturation Mj. Les équations du modele étant bien établies, cette
propriété en devient une conséquence. Considérons par exemple la loi (1.5) ; le produit scalaire
du second membre par M étant nul, on en déduit

1
(1.20) 50 IM|? =M - §;M = 0.

Ainsi, si My désigne la distribution initiale de I’aimantation, nous avons pour tout ¢ > 0

(1.21) [IM(1)] = M|

On retrouve donc |M(t)| = Mj si on suppose qu’initialement le matériaux est saturé. Plus
généralement, si on suppose que M est borné en espace, alors M restera uniformément borné
pour tout ¢ > 0.
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1.2 Propriétés mathématiques élémentaires...

Remarque 1.4 On constate alors qu’il est possible de remplacer l'inconnu |M| dans [’équation
(1.5) par [My| qui constitue plutét une donnée. Il faut cependant faire attention aux endroits
ot [Mp| = 0. Mais lorsque |Mo| = 0, |M(t)| = 0 pour tout temps t > 0 (... suite au chapitre
2). Autrement dit, le domaine ferromagnétique est délimité par le support de Mg : ’aiman-
tation, a l’opposé du champ électriqgue E et du champ magnétique H, n’est pas une grandeur
propagative.

Décroissance de I’énergie électromagnétique

La conservation de la norme de l'aimantation constituant une propriété propre a la
loi ferromagnétique, il s’agit ici de la propriété garantissant la stabilité du modele couplé.
Considérons par exemple le systeme formé par (1.17) et par les deux équations d’évolutions
du systeme (1.1) qu’on peut réécrire sous la forme, en posant € = €g &,

e E+ocE —-rotH=0 3
(1.22) dans R”.

o OtH +rot E = — g 0:M

Dans (1.22), on reconnait les équations de Maxwell avec un terme source. Une démonstration
classique de la conservation ou de la décroissance de 1’énergie électromagnétique consiste a
prendre le produit scalaire L? de la premiere par H et celui de la seconde par E. On obtient
alors par addition, en utilisant la propriété d’intégration par parties :

/ H-rotE—E-rotde:/ div (E x H) dx = 0,
R? R?

que
(1.23) /3(5E-8tE+u0H-8tH) dx+0/ E? dx+u0/3H-8thx:0
R R

R3
On reconnait a travers le premier terme du membre de droite la dérivée de 1’énergie associée
a 'onde qui se propage

_1d 2 2 def d
(1.24) /Rs (¢E-9,E + jioH - 9,H)dx = 5&/];{3 (SIBJ2 + pofHP ) ' e (B, H)

L’équation (1.23) s’écrit donc

(1.25) Lo H) = —a/ B’ dx—uo/ H - 9,M dx
dt ]RS R3

On peut voir que, dans un matériau conducteur non aimanté (M = 0), énergie est décroissante
car sa dérivée au cours du temps est négative. On va montrer que dans un matériau ferro-
magnétique, il existe une source supplémentaire de dissipation (plus intéressante dans la
pratique) caché dans le terme d’interaction :
I:,uo/ H- oM dx
R3
Par définition (relation (1.6)), H = H; — H. et donc
(1.26) 7= ,uo/ H: 0M dx — ,uo/ H.; - 0:M dx
R3 R3
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Le modeéle du ferromagnétisme

Nous avons choisi de travailler avec I'expression (1.17) : en mettant M en facteur du produit

e
vectoriel, on constate que le produit scalaire de son second membre par vy Hr + M&M est
nul. Ainsi

«

ce qui montre, v étant une constante négative,
«

(1.27) OM - -H, =
T hiM

10 M2

I1 est & noter que la relation (1.27) constitue une propriété propre a la structure de la loi non
linéaire. Elle nous permet d’exprimer le premier terme dans le second membre de (1.26). Pour
le deuxieme terme, on peut se mettre dans le cadre général (1.7) de l'expression du champ
effectif. On constate par différenciation dans L2,

(1.28) o / CH.p-Mdx = — / OwEan (M) - M dx — —Lg.. (M),
Rd ]R3 dt

En utilisant (1.28) et (1.27), I’égalité (1.26) nous donne

d 1o a 2
1.29 H-9Mdx = —Ex(M)+ — [ — |g,M[* d
(1.29) 10 f -0 = (M) + £ | g 0P
D’ot, en combinant (1.29) et (1.25),
d Ho o 2
1.30 — (E(B,H) + E4(M)) = — Efdx — = | — |:M]* d
(130) | G EBH) +£a(M) = o [ [BPdx— £ | oM dx

Cette identité appelle plusieurs commentaires :
1. On constate donc que la dérivée en temps de I’énergie électromagnétique totale

E(E,H) + E.4(M)

est négative et par conséquent cette énergie décroit au cours du temps.

2. En absence, de conductivité, la dissipation est due au terme d’amortissement introduit
dans la loi ferromagnétique. L’identité (1.30) justifie en quelque sorte le terme de facteur
d’amortissement utilisé pour dénoter a.

3. Dans les applications pratiques qui nous intéressent, la dissipation la plus significative
provient de 'aimantation. C’est pourquoi on négligera souvent la dissipation causée par
effet joule (terme en o) en prenant o = 0.

4. Cette identité fournit sous la condition (1.20), une estimation a priori uniforme en
temps, de la norme L? en espace des champs électriques et magnétiques. Nous allons
détailler ceci dans la cas ou H.g est donné par (1.16), c.a.d

geff(M) = SS(M) + ga(M)
On s’apercoit facilement qu’étant donné (1.20),

d _ d o

“ _ HO - 2
&M = 75 | [Hs = M|™ dx
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1.3 Modeéle linéarisé - phénoméne de résonance

Ainsi, en posant

%
E/(M) = 70 [ H ~MJ? dx et E,(M) = EL(M) + E,(M)

on a &, >0 et l'identité (1.30) reste valable en substituant £/; & £.4. On en déduit en
particulier que, pour tout ¢ > 0

E(E,H) < E(Eo, Ho) + (M)
ce qui correspond a 'estimation mentionnée.

Remarque 1.5 On constate que pour [’étude mathématique du probléeme, que la bonne ex-
pression a prendre pour E.z est celle donné par E;. Le choix d’adopter Uexpression &y cor-
respond a

(1.31) HsM)=H; — M — 0,,e,(M)

ce qui est strictement équivalent au choix de (1.16) pour la loi non linéaire (cf. remarque 1.1).

1.3 Modele linéarisé - phénomeéne de résonance

Le probleme type qui sera rencontré tout au long de ce travail, est d’étudier 'interaction
d’une onde électromagnétique provenant du vide avec un matériau ferromagnétique. Pour
caractériser cette interaction, les ingénieurs (voir a titre d’exemple [39]) font souvent recours a
une linéarisation de la loi non linéaire, en se plagant dans ’hypothése de petites perturbations.
Si |H| est le module du champ magnétique incident, on suppose

(1.32) H| < |H,|.

Cette linéarisation permet en effet, de modéliser le comportement harmonique du matériau fer-
romagnétique par le biais d'un tenseur de susceptibilité (complexe), a I'image d’un diélectrique
linéaire classique (1.3). En guise d’exemple, nous allons traiter un cas particulier simple.

1.3.1 Etude d’un cas particulier

Nous considérons la loi ferromagnétique sous sa forme (1.17). La linéarisation de cette loi
sous I’hypothese (1.32), revient & poser (formellement)

H=05h+0(6% et M=My+dm+ O(6%)

avec § < |Hg| et § < |Mp| et a ne garder que les termes en O(d) dans les équations. On se
place pour simplifier dans le cas

H..(M) = H, = Hyii

ou 1 désigne un vecteur unitaire et Hy = |H;|. L’équation obtenue apres linéarisation de
(1.17), s’écrit alors

Oom=ymx Hy; +~vMgy x h+
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Par ailleurs I’équilibre magnétostatique initial nous impose de prendre
My = |My| = Myn

par conséquent, notre équation linéarisée s’écrit simplement

(1.33) Om =1 X (|7| Hym + o 0ym — |y| Moh)

Le caractere linéaire de cette équation nous permet d’en chercher les solutions sous la forme
d’ondes monochromatiques. Fixons donc une dépendance temporelle en exp(iwt) dans (1.33),

m(x,t) = m(x) e’ !, h(x,t) =h(x)e“?
et cherchons th et h telles que
(1.34) iwtn — (|| Hy + iwa) i X 1 = — |y] Mo x h
On s’apercoit, en introduisant wy = |y| Ho, appelé pulsation de Larmor, et en posant
w=wy/w et A= My/Hy,
que L’équation (1.34) s’écrit, en la divisant par iw,
(1.35) 1 — (o — iw) fi X th = iwAfi x h

Cette relation montre finalement d’apres (A.2, page 287), que lorsque 1 + (o — iw)2 #0 (ce
qui sera toujours le cas si a # 0),

iwwA

(1.36) m = Tl iap

(ﬁxfl—(a—z’w) (ﬁxﬁ) xﬁ)

On vient ainsi de mettre en évidence l'existence d’un tenseur x(w), appelé tenseur de sus-
ceptibilité magnétique, tel que

(1.37) m = x(w) - h.

Ce tenseur est associé a I’application linéaire : h — 1 ol th est défini par (1.36). On retrouve
en quelque sorte, la relation constitutive d’'un matériau linéaire (1.3), sauf qu’ici le tenseur x
dépend de la fréquence de 'onde : on dit dans ce cas que le milieu est dispersif (les fréquences
ne se propagent pas a la méme vitesse).

1. On remarque que lorsque o > 0 la condition 1+ (v — iw)2 = ( est vérifiée pour tout w
et le tenseur x est donc bien défini.

2. Par contre, dans le cas @ = 0 (i.e. sans amortissement), ’expression (1.36) n’est pas
définie pour w = 1 soit w = wy. De plus, lorsque w — wy, |Mm| tend vers U'infini. Il s’agit bien des
caractéristiques d’'un phénomene de résonance qui apparait, dans le milieu ferromagnétique
(linéarisé), a la fréquence de Larmor wg. Le modeéle harmonique n’est alors plus justifié pour
cette fréquence.

3. Remarquons enfin que lorsque 'onde électromagnétique est polarisée de maniere a avoir
nxh=0onam=0 et donc M = Mj : le domaine ferromagnétique est transparent pour
une telle onde.
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1.3 Modeéle linéarisé - phénoméne de résonance

Forme explicite. Soit (€,,€,,€,) une base orthonormale directe de R? et prenons par
exemple 1l = €,. Nous déduisons de (1.36) I’expression suivante de x dans la base (€, €,,€.)

(lw—a) 0 1
(1.38) — 0o 0 0
0

-1 (iw — )

Suivant la remarque précédente, on constate qu'une onde électrique transverse : (E,, Hy, E.)
n’interagit pas avec la magnétisation, ou plus exactement cette interaction est en O(62). Par
ailleurs, l'expression (1.38) met en évidence le caractere anisotrope (termes extra diagonaux
non nuls) d’un milieu ferromagnétique.

1.3.2 Tenseur de perméabilité relative directionnelle

Mise en évidence

Pour mieux interpréter le tenseur x nous allons étudier le comportement ferromagnétique
pour une onde plane. Supposons donc que l'onde électromagnétique (E, H, M) soit invariante
dans le plan orthogonal a Kk (ou de fagon équivalente, qu’elle ne dépende de x que via le
produit scalaire k- X), ol K est un vecteur unitaire donné. D’apres (1.1),

div(H+ M) = 0.
On en déduit : div (fl +m) = 0, ce qui signifie, d’apres ’hypothese d’onde plane,

(1.39) h-K=-1-Kk

Pour simplifier, nous allons considérer le cas ou K est orthogonal & . On note ¥ = k x it
(voir figure 1.1).

Milieu ferromagnétique

T—es

F1a. 1.1 — Configuration type de 'onde plane

n® D’apres (1.37), la condition (1.39) montre I'existence d’un complexe x 4(w) appelé sus-
ceptibilité directionnelle tel que

=

(1.40) (m - 7) = xa(@w)(h - 7)

Ce complexe peut étre exprimé en fonction de x par la formule

N (x-K)
x9)

il

(1.41) ya(@) = (7 (x- 7)) — (7 (x-
1+ (

1
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Le modeéle du ferromagnétisme

La valeur de x4 dépend a priori de la direction k de l'onde. 11 se trouve que dans le cas
particulier du champ effectif qu’on a considéré, I'expression (1.41) est indépendante du choix
de k. Pour la déterminer il est plus commode de repartir de (1.35) et d’utiliser la regle de
calcul R R
(dxh)-7=—-h-k=m-k.
On obtient en prenant le produit scalaire de (1.35) par 7,
(1.42) (th - 7) = —(a —iw(l + A)) (1 - K)
et en prenant le produit scalaire de (1.35) par E,
(1.43) (h-K) = (a — iw)(th - 7) + iwA(h - 7)
En substituant (1.43) dans (1.42), on déduit
iwA(a —iw(1 4+ A))
14 (a—iw)(a —iw(l + A))

(1.44) Xd(w) =
La perméabilité relative directionnelle pg est définie par (cf. equation (1.4))

(1.45) pa(@w) =1+ xa(@)

Commentaires et interprétations

Nous rappelons que la partie imaginaire de la perméabilité relative complexe s’interprete
comme un terme d’amortissement. Le milieu est dissipatif lorsque

=S(pa) = =S (xa) > 0,
plus cette valeur est grande plus la dissipation est importante. D’apres (1.44)

1+a?+w?(1+ A)?
(1+a?—w2(1+ A)?+ (aw(2+ A))?
ce qui confirme encore une fois la présence d’amortissement dans le milieu ferromagnétique
pour o > 0. La figure suivante montre un exemple de courbes de perméabilités directionnelles.

(1.46) ~¥(xa(w@)) = awA

1+ AL

Xd

.

F1G. 1.2 — Exemple de courbes de perméabilités directionnelles (v = 0.05 et A = 20). L’axe
des abscisses représente — log .
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1.4 Phénomeénes non linéaires

On remarque d’abord que la plage d’absorption significative est tres localisée en fréquence.
En fait, cette localisation devient de plus en plus marquée d’autant plus que o — 0... et dans
la pratique « est petit.

Par ailleurs, on constate que pour les basses fréquences (w — 00), xq(w) ~ A ; le matériau
se caractérise par une perméabilité relative réelle de valeur (1 + A) et donc par une célérité
de propagation ¢ = ¢o/v/1+ A. Pour les hautes fréquences au contraire, la susceptibilité
s’annule ; le matériau devient transparent.

1.4 Un exemple important de phénomeénes non linéaires : génération
d’harmoniques

L’étude monochromatique (relation (1.37)) rendue possible par I’hypothese de petites per-
turbations tombe en défaut dés que l'on sort du cadre de cette hypotheése. On montre (voir
par exemple [39]) qu'une couche ferromagnétique se comporte comme un générateur d’har-
moniques. Ce comportement est donc typiquement non linéaire. Il est possible de mettre
en évidence numériquement ce phénomene en comparant le spectre d’'un signal incident
(Einc, Hine) au spectre du signal réfléchie (E;, H,) par une couche ferromagnétique (Mg, Hs, o),
lorsque le module de Hj,. est du méme ordre de grandeur que le module de Hy.

signal incident signal réfléchi Mo signal transmi

—= = U =

vide r couche ferromagnétique  vide
homogene

Point d’enregistrement

Fi1G. 1.3 — description de I'expérience 1D

Voici ce qu’on obtient dans le cas de 'expérience 1D de la figure 1.3, en prenant |Mg| =
|Hy| = |Hine| = 10° et a = 0.05, (0 = 0) (Les résultats sont reproduits sur [45])

1200

1000 -

800 —

600 —

400 —

200 -

L L L L L
o 1e+09 2e+09 3e+09 4e+09 5e+09 6e+09 7e+09

Spectre du signal incident au point d’enregistrement
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Le modeéle du ferromagnétisme

120 T

80

60

40 !

20 |

o o L N L - L N -
o 1e+09 2e+09 3e+09 4e+09 5e+09 6e+09 7e+09

Spectre du signal réfléchi au point d’enregistrement

n® ou 'on remarque sur le signal réfléchi ’apparition de fréquences nouvelles, régulierement
organisées autour des multiples de la fréquence du signal incident.
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Chapitre 2

Etude mathématique du probleme
couplé

Résumé : Dans ce chapitre, nous nous intéressons a |'analyse mathématique du
systéme (1.1)-(1.17), que nous plongeons dans un cadre un peu plus général (voir sec-
tion 2.2). Nous rappelons les résultats connus au démarrage de cette thése. Dans le
cas 1D, le systeme releve d'une théorie relativement simple a la Cauchy-Lipschitz-Picard
(résultats de P. Joly et O. Vacus) grace a I'injection de H! dans L*° (section 2.3).
En dimension 3, J.L. Joly, G. Metivier et J. Rauch ont développé une méthode basée
sur la construction de solutions approchées par un procédé de troncature en fréquence
(I'opérateur S* défini par (2.11)). Leur démonstration repose en particulier sur des pro-
priétés des solutions de I'équation des ondes homogene dans R? ce qui restreint a priori
I'étude au cas ol la permittivité électrique ¢ est constante (voir section 2.5). Le coeur
de ce chapitre est constitué par la section 2.4 : nous y complétons la théorie du systeme
(1.1)-(1.17) en considérant le cas 2D dans le cas (important pour les applications) ou
la permittivité £(x) est variable (éventuellement discontinue). Notre preuve est une va-
riante de celle développée par Joly-Metivier-Rauch en 3D (le procédé de régularisation
en fréquence est un peu différent (voir (2.13), (2.63) et la remarque 2.11). Nous exploi-
tons le fait que, en dimension 2, I'écart entre H' et L™ n’est “pas trop grand” au sens
ol on a la borne logarithmique (voir lemme 2.7) pour la norme L> de S*u (qui reste
vraie en 3D (sous une forme légérement différente) pour une solution de I'équation des
ondes mais pas pour toute fonction H! (voir lemme 2.10)). Ceci permet entre autres de
simplifier un peu par rapport au cas 3D la preuve du théoreme d'existence.

2.1 Introduction

Les résultats mathématiques sur le probleme de Cauchy, formé par les équations de Max-
well instationnaires et la loi de Landau-Lifshitz pour les matériaux ferromagnétiques, sont
encore peu nombreux et récents. Il y a en particulier deux types de travaux et de résultats
suivant que 'on néglige ou pas le champ d’échange dans la loi de Landau-Lifshitz.

En présence de termes d’échanges (micromagnétisme), G. Carbou et P. Fabrie montrent
dans [12], via un procédé d’approximation de Galerkin, l'existence de solutions faibles au
probléme instationnaire (voir aussi [46] et également [9] qui traitent le cas de données périodiques).
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Etude mathématique du probléme couplé

Ce procédé exploite l'effet régularisant du terme d’échange sur la magnétisation pour passer
a la limite faible dans les termes non linéaires. L’unicité reste encore un probleme ouvert
dans le cas des solutions faibles. Elle a été prouvée pour les solutions réguliere du probleme
quasistatique dans [13].

On va se concentrer dans le présent travail sur le cas sans termes d’échanges, ou le probleme
mathématique est bien différent. La loi de Landau-Lifshitz devient une simple équation
différentielle (non linéaire) en temps, et 'on perd tout effet régularisant en espace. On se
propose dans ce chapitre de faire un résumé (non exhaustif mais autocontenu) des résultats
mathématiques récents sur I’étude du probleme couplé sans termes d’échanges [29, 30, 26, 27].
Nous les compléterons par un résultat nouveau a notre connaissance, a savoir un théoreme
d’existence et unicité des solutions fortes en 2D, dans le cas de coefficients variables. Ces
résultats nous seront utiles notamment dans la partie I11.

2.2 Le modele mathématique
2.2.1 Les équations du modele
On considére donc les équations de Maxwell dans R x R™
ceOE—-rotH=0, po(0H+M)+rotE =0,
(E,H) ;=0 = (Eo, Ho),

(2.1)

ou par rapport aux équations (1.1) on a pris ¢ = 0, car le rajout de ce terme dissipatif
dans les équations ne change rien de fondamental aux preuves sinon encombrer les passages
techniques. La perméabilité g est supposée constante, par contre la permittivité € peut varier
en espace. Les termes sources sont pris en compte sous la forme générale d’une condition
initiale (Eg, Hp). Ces équations sont a coupler avec la loi qui décrit I’évolution de M. Nous
avons choisi de travailler (a 'image de [26]) avec une forme abstraite pour la loi de Landau-
Lifshitz, qui reprend les propriétés fondamentales nécessaires pour I’étude mathématique. On
I’écrit sous la forme,

oM = L(M, Hy; x) avec Hy = H - 0,,2(M; x),
M|t:0 = My,

(2.2)

ot My désigne la distribution initiale de I’aimantation, £ la loi du matériau et ® la densité
d’énergie effective (sans termes d’échanges). L’hypotheése la plus générale qu’on fera pour la
fonction L est

Hypothése 2.1 Pour presque tout x € R™, la fonction (m,h) — L(m, h;x) est continue
de R?® x R? dans R? et vérifie

(2.3) L£(m, h;x) -m = 0 pour tout (m,h) € R> x R?
De plus, pour tout R > 0 il existe une constante C(R) telle que pour tout m, m’ éléments de

R? vérifiant |[m| < R et |m’| < R et pour tout h, W' éléments de R3,

(i) [£(m,h;x)| < C(R)|h], .
(2'4) p.p. x €R".
(i) |£(m,h;x) — £(m',W;x)| < O(R) (jm — m'| [ + [h — b'])
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2.2 Le modeéle mathématique

Et pour ® on fera I’hypothese

Hypotheése 2.2 Pour presque tout x € R", la fonction m — ®(m;x) est de classe C' de
R? dans RT. De plus, pour tout R > 0 il existe une constante C(R) telle que pour tout m,
m’ éléments de R® vérifiant |m| < R et |[m’| < R

|0 ®(m; x)| < C(R),

|0 ®(m; X) — 0, ®(m';x)| < C(R) jm — m/|

(2.5)

Enfin si on désire obtenir des estimations a priori uniformes en temps on fera ’hypothese
supplémentaire sur L,

Hypothese 2.3 Pour presque tout x € R™ et pour tout m € R? la fonction h — L£(m, h; x)
vérifie pour tout h € R?
(2.6) L(m,h;x)-h > 0.

Cette hypothese n’intervient pas par exemple dans la preuve d’existence et d’unicité de solu-
tions fortes pour le probleme 2D.

n° Par rapport aux lois (1.5) et (1.17), la loi £ est de la forme
(2.7) L(m,h;x) =0(x) (hxm+ f(x)m x (h x m))

ou on a posé pour presque tout x € R,

0(x) = || dans le cas de (1.5), (x) = % dans le cas de (1.17),
B(x) = % lorsque |Mg(x)| # 0 et B(x) = 0 sinon.

La propriété (2.3) découle simplement des propriétés du produit vectoriel. Les propriétés (2.4)
correspondent & I’hypotheése § € L>(R"™) : soit en effet By = ||3|| ~. Si m et m’ sont deux
vecteurs de R? vérifiant, jm| < R et |m’| < R, alors

|£(m, b;%)| < 3] (R [b| + GoR? [h)

D’autre part, et en écrivant

mx (hxm)—m’'x (h'xm')=m’x (hxm—h'xm')+ (m—-m’) x (h xm)
on s’apercoit que

|£(m, h;x) — L(m’,h';x)| < |y|(1+ BoR) |h x m —h’' x m'| + |7| foR |m — m’| |h|.
Ensuite, a partir de ’égalité
hxm—-h'"xm'=hx (m-m')+ (h—-h') xm’

on conclut que

|£(m, b x) — £, 13%)] < 4] (1+260R) [m — | [b] + || (1 + BoR)R |h — W]
En résumé, la propriété (2.4) est bien vérifiée avec

C(R) = [y| max {(1+260R), (1+ SoR)R}
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Etude mathématique du probléme couplé

Remarque 2.1 ’hypotheése 3 € L*°(R™) est bien raisonnable lorsque le milieu est constitué
d’un mombre fini de matériaur ferromagnétiques saturés, puisque pour un matériaux donné
|My(x)| = M : le module de saturation.

n° La loi (2.7) vérifie également ’hypothese 2.3 si on suppose de plus que o > 0, puisque
L£(m,h;x)-h=0+0(x)5(x) |h x m|?

Par ailleurs, la fonction ® correspond, dans le cas d’un champ effectif qui comprend la
contribution d’un champ statique et d’'un champ d’anisotropie uniaxiale, a

(28) D(m; ) = 3 (H(x) —m* + K,(x) [m — (m - p(x)) p(o) )

avec |p| = 1, et ’'hypothese 2.2 se trouve vérifier une fois les fonctions H; et K, sont bornées,
puisque
Om®(m;x) = m — Hy(x) + K, (x) (m — (m - p(x) p(x)) .

2.2.2 Solutions faibles, fortes : définitions.

Pour tout 7" réel strictement positif, on note Q1 = R" x[0,T] et on pose Qo = R" %[0, 00[.

Définition 2.1 (Solution faible) Nous dirons que (E,H,M) est une solution faible de
(2.1)-(2.2) dans Q lorsque chacun des champs E, H et M appartienne a C°([0, T[; L?(R™))3
et lorsque les équations (2.1)-(2.2) sont vérifiées au sens des distributions.

Définition 2.2 (Solution forte) Nous dirons que (E, H, M) est une solution forte du systéme
(2.1)-(2.2) dans Qt lorsque chacun des champs E, H, M, 0,E, 0,H et O\M appartienne a
L>(0,T; L3(R™))3 et lorsque les équations (2.1)-(2.2) sont vérifiées presque partout dans Q.

Définition 2.3 (Solution globale) On dit que la solution (faible ou forte) est globale lors-
qu’elle est définie sur Qq.

2.3 Rappels des résultats dans le cas 1D

L’étude du cas 1D a été menée dans [45] dans le cas ou la loi non linéaire est donnée par
(1.17), et ou le champs effectif comprend la contribution d’un champs statique H; et d'un
champs d’anisotropie uniaxiale (1.11). Autrement dit,

(0%
8tM = <|’}/‘ HT — M@M) X M, M|t:0 = MQ

H.=H+H;+K(p-M)p

(2.9)

2.3.1 Spécificité du cas 1D

L’approximation 1D consiste a supposer que les champs ne dépendent que d’une seule
variable d’espace x. Les inconnues restent néanmoins vectorielles, et a cause de la loi non
linéaire L le découplage habituel des équations de Maxwell vectorielles en deux problemes
scalaires indépendants n’est plus possible. Ainsi, par rapport aux équations (2.1)-(2.2), rien
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2.3 Rappels des résultats dans le cas 1D

n’est a changer a part I’expression de I'opérateur rot dans laquelle il ne faut retenir que les
dérivations par rapport & z : pour une fonction E(z) € R3,

(2.10) rot E =€, x 0,E = (0,-0,E.,0,E,)

On constate en particulier que €,-rot = 0 et donc en prenant le produit scalaire des équations
(2.1) par €,

soit
E; = EO,x et Hy =—-M; + HO,m + MO,x-

Il en résulte que les véritables inconnues du probléme sont
E, =€, x(Exé€,), H =€, x (Hxé&,) et M.

Comme on le verra plus loin, cette propriété admet un équivalent pour les dimensions 2 et 3,
mais sa spécificité en 1D est que la définition de E | et H | est locale en espace. La deuxieme
spécificité du cas 1D provient du possible controle L de la solution (forte) de ’équation des
ondes, l'espace L étant I'espace naturel pour la loi non linéaire (2.2). Ce controle est due a
I'injection continue de H' dans L> en dimension 1.

2.3.2 Existence et unicité des solutions fortes
On se place dans le cadre des hypotheses suivantes
Hypothése 2.4 On suppose que € =g > 0 et que
(1) (a,K) € L®(R)? et p(z) est unitaire : |p(z)| =1, p.p. z € R,
(2) (anHO) S H(I’Ot;R)2, HO,IE € LOO(R);
e} 2 3 e’} 2 3
(3) Moe (L°(R)NLAR))", H, € (L®(R) N LA(R))
Nous avons alors le théoreme d’existence et d’unicité de solutions fortes suivant,
Théoréme 2.1 Sous l’hypothése 2.4, le probléme (2.1)-(2.9) admet une unique solution forte
globale (E,H,M) vérifiant
(E,H) € {C°(0,00; H(rot ,R)) N C1(0, 00; L*(R)%)}?,
M € C1(0,00; (L*®(R) N L2(R))3) N C%(0, 00; L*(R)3).
De plus, cette solution vérifie les estimations (1.21) et (1.30) (avec o =0).

Pour la preuve de ce théoréme, nous renvoyons le lecteur & [45]. Notons simplement que 'idée
de la démonstration est basée sur la recherche d’un point fixe de I’application

(2.1) (2.9)
—

M (E,H)—= M

et se généralise sans difficultés au cas ou ¢ est une fonction variable comme dans les cas de
I'hypothese H1 du cas 2D (cf. section 2.4).
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2.3.3 Existence et unicité des solutions faibles
On remplace '’hypothese 2.4 par
Hypothése 2.5 On suppose que € =g > 0 et que
(1) (o, K) € L®(R)? et p(x) est unitaire : |p(z)| =1, p.p. = € R,
(2) Chacun des champs Eq,Hy, My et Hy appartient ¢ (L>°(R) N L2(]R))3.

Théoréeme 2.2 Sous l’hypothése 2.5, le probléme (2.1)-(2.9) admet une unique solution faible
globale (E,H,M) telle que

E, H, et M € C%0,00; (L®(R) N L*(R))3).

La preuve de ce théoréeme (nous renvoyons également & [45]) repose en particulier sur la
représentation explicite de la solution de I’équation des ondes 1D par la formule de D’Alem-
bert. Cette formule permet d’obtenir, & partir d’un contréle L du terme source ;M dans
les équations de Maxwell (2.1), un contrdole L>° de (E,H). Il est & noter cependant, que ce
type d’estimations L est généralement faux en 2D et 3D, et c’est pourquoi la portée du
théoreme ne peut dépasser le cadre 1D.

2.4 Etude du modele 2D non-homogéne

Nous étudions l'existence et 'unicité de solutions fortes au probleme (2.1)-(2.2) dans le
cas 2D. L’existence de solutions faibles dans le cas du probléeme homogene (c.a.d. a coefficient
constant) est démontré dans [26] dans le cas 3D, mais en fait la démonstration proposée
est indépendante de la dimension d’espace (voir section 2.5) et s’applique donc au cas 2D.
L’originalité de ce qui suit vient du fait qu’on considere le cas d’un € variable et qu’on
s’intéresse plutot au cas d’une solution forte avec unicité.

2.4.1 Spécificité du cas 2D

L’injection continue de H' dans L>® en 1D, qui constitue un ingrédient essentiel & la
démonstration du théoréme 2.1, n’est plus vraie en dimension 2. Mais en fait H!(R?) s’injecte
dans tous les LP(R?) avec 2 < p < co. Donc une fonction de H!(R?) est presque bornée ... (cf.
lemme 2.7). La démarche de notre démonstration s’inspire des travaux [26] dans le cas 3D.
2.4.2 Enoncé des résultats

Détaillons d’abord les conditions requises pour les données du probleme

Hypotheése 2.6 (H1) On suppose que :
(1) La fonction L vérifie l’hypothése 2.1 et la fonction ® vérifie I’hypothése 2.2.

(2) 1l existe g9 > 0 et €1 > 0 telles que g9 < e(x) < 1, p.p. x € R%.
(3) (Eo,Hy) € H(rot;R?)?, My € L®(R?)? telles que div (Mg + Hg) = 0.
(4) Supp My C Q ou Q est un domaine borné de R2.

Nous avons alors le résultat central suivant
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2.4 Etude du modeéle 2D non-homogéne

Théoréme 2.3 Sous les hypothéses H1, le probléme de Cauchy (2.1)-(2.2) admet une unique
solution forte. De plus cette solution est globale.

En fait, cette solution sera construite comme la limite de solutions de problemes régularisés a
'aide d’un opérateur de troncature en fréquence. Soit en effet ¢ une fonction définie sur R?,
de classe C° vérifiant

p(§) = 0 pour [£] > 2, p(§) =1 pour [{|<Tet0<p<1.

Pour A > 1, on introduit S* le multiplicateur de Fourier de symbole (&) = ©(&/\).

—2) A -2 -1 12 A 2 §
Fic. 2.1 — Représentation 1D des fonctions de troncatures ¢ et ¢y.

n° Pour toute fonction u on note @ sa transformée de Fourier. Lorsque u € L'(R?), 4 est
définie par

1 .
~ _ = —iX-£
u(€) = o /R2 u(x)e dx
Ainsi pour u € LP(R?), 1 < p < 00, S u est défini par
1
(2.11) ($7u)(x) = 3 m(ﬁ) (&) ™ dg

En notant ¢, la transformée de Fourier inverse de ¢y, on peut écrire également
S =21 Gy *

ol x désigne le produit de convolution entre une fonction de L'(R?) et une fonction de
LP(R?). On conclut alors, par les propriétés de la convolution dans les espaces LP (voir par
exemple [10]), que S* est un opérateur continue de LP dans lui méme (1 < p < oo) de norme
inférieure & 27 [|@, ;1. Mais, en utilisant la définition de ¢y, $5(x) = A?@(Ax), et donc
27 |l 1 = 27 [|@]| ;1 - On en déduit que la famille (S*))>1, en tant que famille d’opérateurs
continues de LP(R?) dans lui méme, est en fait uniformément bornée par rapport a .

Remarque 2.2 Cette propriété d’uniforme continuité dans les espaces LP constitue un des
atouts des opérateurs S*, qui sera exploité plus tard dans la preuve du théoréme 2.3.

Le véritable intérét de considérer ces opérateurs S* vient d’abord du fait qu’ils constituent
une approximation de l'identité de L? dans lui méme (ce qui se vérifie aisément par I'identité
de Plancherel), et ensuite de leur continuité de L? dans L*. En effet, on constate d’apres la
formule (2.11) que pour u € L%(R?),

($*w)e0)| < 5 lloalzs il 2 < fuuup

Ainsi
(2.12) |5 H = llull 2

\/_
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Remarque 2.3 Nous verrons que lorsque u est dans H'(R?), ‘S)‘UHLOO explose beaucoup

moins vite que \ lorsque A — oo. Ce sera un point essentiel.

On considere la famille de problemes régularisés suivants (indexée par le parametre \)

e E —rot SHY =0, o (0, H® + 9,M™) + rot S*EN = 0,

(2.13)
(E* H*) ;= = (Eo, Hy),

oM = L(M*, Hy; x)  avec Hy = S*H? — 0,,®(M?; x),

(2.14) N
Mji_, = Mo,

Lemme 2.1 Sous les hypothéses H1, le probléme de Cauchy (2.13)-(2.14) admet une solution
unique
(BN, HY M) € ¢! (O,oo;L2(R2)3 x L2(R2)3 x L°O(]R2)3) .

L’existence de solutions fortes au probleme (2.1)-(2.2) sera assurée par le lemme suivant

Lemme 2.2 Pour tout T > 0, la suite (EN, H) M, 0,E*, 9,H*, ,M™*), admet une sous
suite extraite qui converge faible-x dans L (0,T}; L2(]R2)3)6 vers (E,H,M, 0,E, 0,H, 0;M)
ot (E,H,M) est une solution forte de (2.1)-(2.2) dans Q.

2.4.3 Preuves et résultats auxiliaires

Nous présentons dans cette section les preuves des résultats ci-dessus énoncés dans le cas
simplifié ou
d =0.

Le cas général ne nécessite que quelques modifications d’ordre techniques qui seront indiqués
dans la section 2.4.4. Nous espérons ainsi mettre I’accent dans un premier temps sur les
idées essentielles des démonstrations en évitant de les encombrer par des détails purement
techniques.

Existence et unicité pour le probléeme régularisé
Il s’agit de montrer le lemme 2.1. Posons
U = (BN HY, M)

Le probleme (2.13)-(2.14) peut étre écrit sous la forme d’une équation différentielle posée dans
'espace de Banach X = L%(R?)? x L?(R?)? x L*(R?)?
d
U = 6o,
(2.15) dt
U)\(O) = (E07H07 MO) dans X,

ott G est opérateur défini par

G* : X — X, quiaU=(E,H M) € X associe

GMNU) = <§rot S, ~ Lot SAE — £(M, S*H), L(M, SAH))
Ho
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Lemme 2.3 L’opérateur G* est bien défini et est localement lipshitzien.

Preuve. Pour E € L2(R?)?, on a

(rot SAE)(€) = pa(€) (i€ x B(§))

Il en résulte que
Hrot SO‘EHL2 <2 ||E[[ 2

Ce qui montre que rot S* est un opérateur linéaire continue de L?(R?)3 dans lui méme. I1

1 1
en est donc de méme pour —rot S* et —rot S*. Par ailleurs, d’apres (2.12) et la propriété
€

Ho
(2.4)(i) de L, on constate que pour H € L*(R?)3 et M € L*(R?)3, £(M, S*H) appartient &
L>(R2%)3 N L%(R?)3. Pour terminer la démonstration du lemme il suffit donc de montrer que
I’application
(M,H) — £(M, S*H)
est localement lipshitzienne de L°°(R2)? x L?(R?)? dans L>°(R?)? N L?(R?)3. Mais d’apres
(2.4)(ii), si on considere My, My, H; et Hy telles que chacune des quantités || Mjil|; e,

Mz 0, |Hill2 et [[Ha||;2 soit majoré par un réel R donné, alors il existe une constante
C(R) telle que

|£(My, $YH) — £(M,, SMH)| |, < C(R) (RIMy = Ma|| o + [Hi — Ha|l12)

du fait que S* est de norme < 1 de L? dans lui méme, et en réutilisant (2.12) nous obtenons
également

A
- C(R)ﬁ (R[IMi = Mo e + [[H1 — Hal| )

Ces deux inégalités correspondent bien avec la propriété recherchée. O

LMy, SYHL) — £(My, S*Hy) |

Le lemme 2.3 et les résultats standards sur les équations différentielles dans un espace de
Banach (voir par exemple [24]) montrent I'existence d’un Tpney > 0 et de U € CH0, Thaz; X)
telle que U est I'unique solution maximale de (2.15) sur [0, Tyae], de plus nous avons lal-
ternative suivante

{Trnaz = 00} ou {Thae < 00 et lim

t—Tmax

o], =)

La seconde alternative ne peut pas avoir lieu comme le montre le lemme 2.4 (ci-apres) et donc
Trnaz = 00. i

Estimation a priori pour le probléme régularisé (I)

On se place dans ce paragraphe dans le cadre d’application du lemme 2.1. On note
Mo = ||Mo|[ 1

et on pose pour E et H éléments de L?(R?)3,

1
E(E,H) = 5/32 (= |EI” + po [HI) dx
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Lemme 2.4 La solution du lemme 2.1 satisfait pour tout t > 0

(2.16) ‘M)‘(x,t)‘ = |My(x)| pp.x € R
(2.17) £ (B (1), H (1)) < OO0 £(Bo, Hy),

ot C(Mpy) la constante intervenant dans (2.4).

Preuve. L’estimation 2.16 résulte de la propriété (2.3) de £, en prenant le produit scalaire

de (2.14) par M*(x,t). Il en résulte
1 2 2 2
SOMA )| =0 = MMt = MY, 0)] = [Mo(x)

La deuxiéme estimation (2.17) correspond & 'identité d’énergie classique pour le systéme
de Maxwell. Elle résulte d’abord de la formule d’intégration par parties

(2.18) /R2 ((rot S*E) - H) dx = /R2 (E (rot S)‘H)) dx

pour E et H éléments de L?(R?)3, immédiate & vérifier en utilisant l'identité de Parceval.
Ainsi, en multipliant scalairement dans L?(R?)3, la premiére équation de (2.13) par E*(t) et
la seconde équation par H)‘(t), et en faisant la somme des deux, nous obtenons en utilisant

(2.18),
d

(2.19) e (B 0, H\() = —po /R2 oM - H dx

Par ailleurs, d’apres la propriété (2.4)(i) et ’équation (2.14) on a l'existence d’une constante
C(My) telle que, p.p.
(2.20) 9V (x, 8)| < C(Mp) | (SMHY) (x, 1)

(C’est ici que 'hypothese & = 0 intervient, voir section 2.4.4 pour le cas ® # 0). En utilisant
(2.20) dans (2.19) et en appliquant l'inégalité de Schwarz au second membre, on montre

%5 (B @), B (1)) < C(Mo)po HHA(t)H; < 20(My) € (B(), HM(1))

L’estimation (2.17) résulte de 'intégration en temps de cette inégalité. O

Remarque 2.4 L’estimation (2.16) montre en particulier que le support de M? est contenu
dans Q x RT pour tout \, ce qui sera exploité par exemple dans la preuve du lemme 2.2. Une
autre conséquence de ce fait (utile par exemple dans la preuve du lemme 2.5) est que

M € C0,00; LP(R?)?)  pour tout 1 < p < oco.

Estimation a priori pour le probleme régularisé (II). Les dérivées en temps.

On se place toujours sous les hypotheses du lemme 2.1. Par contre la constante M sera

My = [[Mo| po + [|Mol| 2
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Lemme 2.5 Pour tout 0 < T < oo il existe une constante Co(T") < +o00 indépendante de A
telle que, pour toutt <T

(2.21) & (B0, (1)) + 22 o (1) * < oy(T).

L2 —

La constante Co(T) dépend continiment de T, My, €1 et de la norme de Hy et Eqg dans
H(rot; R?).

Preuve. L’idée formelle est d’étudier les équations dérivées en temps. Pour justifier cette
idée, il convient de faire une approximation de 'opérateur de dérivation en temps. Soit A > 0
un réel donné. Nous introduisons I'opérateur D, défini pour u € C°(0,00;Y) o1 Y est un

espace de Banach, par
u(t+h) —u
(D)) = = lD)

et on 'applique aux équations (2.13). Il en résulte, du fait que D}, commute avec Jy, rot et S,

£ 0;(DyE*) — rot S*(DHY) = 0,

(2.22)
Lo 8t(DhH>\) + rot S)\(DhE)‘) = —lo Dhﬁ(MA, S)‘H)\).

L’équivalent de l'identité (2.19) pour les équations (2.22) s’écrit
(2.23) %5 (DhE’\(t),DhHA(t)) = — o / , DnL(M?, S*HY) - H? dx
R

Par ailleurs, d’apres la propriété (2.4)(ii) et compte tenu de (2.16), il existe une constante
C'(My) telle que pour tout h,

DuLMP, 2B < C(My) (|DpM?| | $*H| + | Dy S HY))

On en déduit, grace a (2.23)

(2:29) S (DUEA0), D)) < poC(Mo) FA (1)
avec 9
moie) =[], || B, ||, + P,

Or, du fait que E* et H soient dans C(0, 00; L?(R?)?) et et que M* € C1(0,T; L*(R?)3 (cf.
remarque 2.4) résulte les convergences, pour tout ¢ > 0,

& (DuBN0), DY) "=2 € (0B (1), 0,5 (1)) .
[ st [ o

SAHA(t)‘

et

ol on a posé

) = o e) + o)

L2’

atHA(t)\ L

L* L*
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Ainsi en intégrant 'inégalité (2.24) entre 0 et ¢ et en passant a la limite quand A — 0, nous
obtenons

(225) £ (A0, 0B 1)) < € (AE0), 0 HN0)) + o C (M) /Ot FA(r) dr.

D’apres (2.20)

HatMA(t)\ L, < C(My) HSAH’\(t)’ L
D'oit ) )
(2.26) FA(t) < C(Mo) |$ B (1) y O (1) ot |0 @)] L

2
Pour obtenir I'estimation souhaitée, 1’'idée est de majorer HSAH)‘(IS)HL4 par la norme H' de

S’\H)‘(t), en utilisant les inégalités de Sobolev. Mais a partir des équations de Maxwell, nous
avons des informations différentes sur le rotationnel et la divergence des solutions. C’est pour
cela que nous considérons d’abord la décomposition orthogonale classique de L?(R?)3

(2.27) L*(R?)’ = L}(R?) & L% (R?)
avec : Lﬁ(R2) = {v e L}(R?)?3 /rotv =0} et L2 (R?) = {v e L*(R?)3 /divv = 0}.

Remarque 2.5 Soit v € H'(R?)2. Par Uidentité de Plancherel
LGP dx= [ 1€Pw©” dg = [ (16 xv©F +1¢-v(e)P) de
Puisque ot v(€) = & x V(&) et di/v\v(ﬁ) =£-v(&), on déduit
velLi(RY) — / Vv (x)|? dx:/ rot v(x)|* dx,
R? R?

veLi(RY) = /2 Vv(x)|? dx:/2 jdivv(x)|* dx.
R R

n° On note B (resp. Py ) le projecteur associé a cette décomposition a valeurs dans Lﬁ
(resp. dans L?).

(2.28) B L*(R*)® — Lf(R?) et P. : L*(R?)® — L7 (R?)
Remarque 2.6 Nous rappelons que F, et P| peuvent étre interpréter comme des multiplica-
teurs de Fourier : pour v € L*(R?)3

— 1 . — 1
(2:29) (Rv)(§) = @(E v(€)€ et (PLv)(§) = e

11 sont unitaires de L*(R?)? dans lui méme et sont prolongeables en opérateurs continues de
LP(R?)3 dans lui méme pour tout 1 < p < oo. De plus la norme de continuité A, relative a
espace LP(R?)? est telle que, il eviste une constante A > 0 indépendante de p, pour laquelle

§x (v(§) x &)

Ay <Ap pour2<p<oo et A,<A/(p—1) pourl<p<2

(voir par exemple [42] page 29, pour le théoréme concernant les multiplicateurs de Fourier
homogeénes et page 22 pour les estimations sur les bornes de A, ).
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Remarque 2.7 Les opérateurs F, et P| peuvent également étre interprétés via le probleme
de Poisson. En effet, soit v € L?>(R?)3 une fonction donnée. On considére ¢ le potentiel
newtonien vectoriel associé da v,

A¢=v dans L*(R?)3.

Nous avons alors,
P v =rotrot¢p et Rv=Vdivae.

On retrouve en passant en Fourier, les définitions de (2.29). Le prolongement en opérateurs
continues de LP(R?)® dans lui méme pour 1 < p < oo, se déduit également du théoréme de
Caldeyron-Zygmund : pour tout 1 < p < oo, il existe une constante C, telle que

(Voir par exemple [34] pour une preuve de cette inégalité).

8xi8zjuHLp <Gy ||Aull;,  pour tout u € D(R?).

Remarque 2.8 Les opérateurs F et P sont non locaux en dimension n > 2. Dans le cas
1D il deviennent locauzx comme on peut le lire sur l’expression (2.10) du rotationnel :

BM=M,€, et P M=¢,x (Mxé&,).
C’est la l'une des différences fondamentales entre le cas 1D et les cas 2D et 3D.
En appliquant 'opérateur div a la deuxieéme équation de (2.13), on constate que
dydiv (H* + M?) = 0.
Or par hypothese div(Hg + Mg) = 0. On en déduit alors pour tout ¢ > 0, div (HM(t) +
MA*(t)) = 0, et par conséquent, P, commutant avec div, div(BH?*(t) + BM*(t)) = 0, c.a.d
(RH(t) + BM (1)) € L2 (R?). Comme (RH(t) + RMA(t)) € Lﬁ(]Rz) par définition de A,
il s’en suit que RH(t) + BM*(¢) = 0. Il en découle enfin la décomposition
A _ A A
(2.30) H"(t) = P H"(t) — AM"(¢)
soit en lui appliquant Popérateur S* (qui commute avec B et P)) :

(2.31) SAHA () = PLSMHMNt) — RSAMA(¢t)

La famille (PJ_S)\), en tant que famille d’opérateurs continues de L* dans lui méme, est
uniformément bornée par rapport & A (cf. Remarques 2.2 et 2.6). Il existe alors une constante
R indépendante de A telle que

(2.32) HRSAM)‘(t)HB <R HM’\(t)HL4 < R M,
D’autre part, en utilisant I'inégalité de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (voir [10] page 162) en

dimension 2
lull;2 < c||Vul:  pour tout u € WH(R?),
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nous déduisons (par I'inégalité de Schwarz)
[Vll2 < 26V [9¥]  pour tout v & WEA(R2)

L’application de cette derniere inégalité a v = P lS)‘HA(t) montre que
2

L4

HPLS’\HA(t)}

IN

2¢|PLSAEA)|| V(P EA®)
= 2||PLSAHAD)| , [[rot (PLSYHA (1))

L2
Or, P, appliqué & la premiere équation de (2.13), nous donne
rot (P S*HY) = P, (¢9,E").

D'ott ( P; et S* étant de norme < 1 sur L?)

P, < 2], [oEro)

L2
Soit T un réel positif fixé ; on pose

1

C1(T) = 2ceCMo)T (%g(EO,HO)) :

D’apres l'estimation (2.17), pour t < T,

(2.33) |Pesr )|, < cur) om0

L2
Nous déduisons enfin la majoration suivante de F* en combinant (2.33), (2.32), (2.31) et
(2.26), pour t < T,

(1) < 2C0) (C1(T) [0 (1) 2

atHA(t)}

, + (RMo)? |0 H (1)

1)+ o @)

L2 L L2

Ainsi en posant ZMt) = &£ (OtE)‘(t),atHA(t)), Pestimation (2.25) peut s’écrire de maniere
synthétique

t
ZMt) < 220 +/O T)Z (1) + Coy/ Z*(7) dr
(8) < 27(0) + | CaT)Z27(r) + Coy/ Z(7)
avec par exemple, Co = 2v/2p10(RMoC(Mjy))? et C1(T) = 2C(Mo)*(2 + C1(T)(e1p00 + 1)).
Par le lemme de Gronwall (voir annexe C, lemme C.4), on obtient pour ¢t < T,

1 2
(234) 20 < (M 20)" + ST D)

D’apres les équations (2.13) et par la régularité C'' en temps de la solution, on a

ZM0) = &(Lrot $XHy, —Lrot SYEy — £(My, S H))

(2.35)
< % frot Hol72 + ;2 [lrot Eo |72 + 2410 C(Mo)? [ Hl|Z

Enfin, passant & la norme L? en espace dans (2.20) nous donne
2

L2’

(2.36) HatMA(t)HLQ < C(Mp) HH’\(t)‘

La combinaison de (2.34) et (2.35), et l'utilisation de 'estimation (2.17) pour majorer le
second membre de (2.36) nous permettent de conclure la preuve de l'estimation (2.21). O

44



2.4 Etude du modeéle 2D non-homogéne

Preuve du lemme 2.2

Nous montrons dans cette section le lemme 2.2. Considérons donc un temps fini 7" > 0
fixé une fois pour toute. D’apres les estimations (2.16), (2.17) et (2.21), on constate que la
norme dans L>(0,T; L?(R?)?) de chacun des champs E*, H, M*, 6,E*, 9,H* et 9,M> est
uniformément bornée par rapport a A. D’oti, & une sous suite extraite pres, on peut supposer
'existence de E, H, M éléments de W1 (0, T; L?(R?)?) telles que

(E*, 0,E*) — (E,0,E) dans L>(0,T; L?(R?)?)? faible — *
(H*, 0,H*) — (H,9,H) dans L>°(0,T; L?>(R?)%)? faible — x
(M?*, 0;M*) — (M, 9;M) dans L>°(0,T; L?(R?)%)? faible — x

S étant un opérateur autoadjoint continue de L? dans lui méme convergent ponctuellement
sur L? vers Iidentité, on en déduit par exemple que

(SAEN, S*H?) — (B, H) dans L>°(0, T; L2(R?)3)? faible — x

Nous obtenons de maniére immédiate et standard, a partir de (2.13) que E, H, M vérifient
(2.1) sur Qp au sens des distributions. La difficulté essentielle consiste a passer a la limite
dans le terme non linéaire £(M?*, S*H?). Pour la résoudre nous démontrons

Lemme 2.6 La (sous) suite (M?) est de Cauchy dans C°(]0,T]; L*>(R?)3).

La preuve de ce lemme est reporté a la suite de la présente démonstration. Admettons pour
un moment ce résultat. Nous terminons maintenant la preuve du lemme 2.2 en constatant
que d’apres le lemme 2.6, et d’apres la décomposition (2.38), la suite (S*H?) converge forte-
ment dans L?(Q1) vers H. Se servant de (2.4)(ii), on en déduit que £(M*, SAH?) converge
fortement dans L!(Q1) vers £(M, H). Par unicité de la limite au sens des distributions, on

en conclut ’égalité sur Q-
oM = L(M,H).

Preuve du lemme 2.6

Pour la démonstration de ce lemme nous avons besoin de deux résultats techniques que
nous allons démontrer d’abord. Le premier résultat est spécifique a la dimension 2 et ca-
ractérise le défaut d’injection de H'(R?) dans L>®(R?).

Lemme 2.7 Soit u € H'(R?), alors pour tout p > 0,

[l g1

1+ p?

1
1570l pee < 5 llull g In(1 +4p%) et |u—SPul . <

Preuve. D’apres (2.11) (avec A = p)

1 - ! :
(S0 S 5y o, 19O 6 < Wl g T

2p r g
= ||U||H1/0 T2

= 4 full g In(1 + 4p2).
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Par ailleurs, I'identité de Plancherel et la définition de S* nous donnent
lu = 8?72 = (1 = @p)ll72 < /0 a(€)* de < |ullfn /(1 +p?).
>p

(Bien que la premiere inégalité soit spécifique a la dimension 2, cette seconde inégalité est en
fait valable pour toute dimension d’espace). O

Le deuxieme résultat est spécifique aux multiplicateurs de Fourier homogenes. Il ca-
ractérise le défaut de leurs continuité de L? dans L. Le lemme est énoncé pour B, mais
bien entendu reste vrai si on remplace K par P ou n’importe quel autre opérateur satisfai-
sant les propriétés de continuité de la remarque 2.6. La démonstration du lemme est analogue
a celle donnée dans [27].

Lemme 2.8 Soit p > e et My > 0 deux réels donnés. Alors il existe une application PHp (qui
dépend également de My) de (L?)3 dans (L™®)3 et une constante C(My) > 0 telles que, pour
toute fonction M € (L?)3 N (L*°)3 vérifiant |[M|| ;2 + M|« < My on a

IB M < C(Mo)In(p) et |[RM — BM]| , < C(Mo)ln(p)p~
Preuve. On définit I'application PH'o par
(B'M)(x) = (AM)(x) si [(AM)(x)| < C'In(p) et (F’M)(x) =0 sinon

ou la constante C' sera choisie plus tard (1'égalité est bien entendue au sens p.p.). Ainsi par
construction

|BPM],.. < Cln(p).
Par ailleurs, pour p > 2,

|pM - M, = [

| >C'In

\M|>C'In(p)

et donc
2 _
|RM — BPM||;, < [[BM]}, /(CIn(p))P~?

Mais comme précisé dans la remarque 2.6, il existe un constante A indépendante de p telle
que pour 2 < p < 0

1AM, < Ap [[M][, < Ap ([M]|2 + M) < Ap Mo.

Ainsi
|IRM — B’M|3, < (A My p)?/(C In(p))P~2

On choisit (voir Remarque 2.9 ci-apres) C' = C(My) = 4AMpe et p = 4Ilnp. Le terme de
droite dans la derniere inégalité vaut donc

2
(i)t oy = ()
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Remarque 2.9 A p fixé on peut trouver un P”p arbitrairement proche F,. En effet il suffit de
choisir C(My) = kA Mge et p = klnp pour k un réel positif arbitraire pour avoir

|RM - PM]|,, < FAMoeln(o),
0

Preuve du lemme 2.6. On pose dans cette preuve My = ||Mp|| ;- et Q1 = Q x (0,7). Nous
avons, pour A et pu deux indexes données de la suite,

o (M* = M#) = £(M*, S*H) — L(MP, SMHP).

En prenant le produit scalaire de cette égalité par (MA — M“), et en utilisant la propriété
(2.4)(i7) de £ combinée avec I'estimation (2.16), nous obtenons I'inégalité p.p. vérifiée,

(2.37)%@ M - M“f < C(Mp) (}MA - M“f S+ [ - | [$AE - S“H“D

Etant donné que le reste de la démonstration peut paraitre a premiere lecture peu intuitif,
il nous a semblé utile d’exposer d’abord la suite de la preuve sur un cas “idéal” ou tout se
passerait bien. Ceci permettra, nous ’espérons, une meilleure compréhension des remedes
apportés au vrai cas imparfait.

Dans le cas “idéal” & notre sens, la fonction S*H? serait uniformément bornée par rapport
a A dans L>(Qr) et la suite (S"H?) serait de Cauchy dans L2(Qr). Dans ce cas, on s’apercoit
en prenant U'intégrale sur 2 de (2.37) et en notant C1(7") un majorant indépendant de A de
C(Mo)|| S*H? || 100 (04)» que pour tout ¢ < T,

1d 2

2dt

2

[0 = o) I

L2(R?) < Cl(T) HMA(t) —M“(t)’

+C(My) Hw(t) - Mu(t)]

‘S*HA(t) - S“H“(t)‘

L2(R?) L2(Q)

Nous avons utilisé le fait que les supports de M*(t) et MF¥(t) restent toujours contenus dans
Q (cf. Remarque 2.4). En intégrant en temps cette inégalité, nous déduisons pour ¢t < T,

< C(My) e DT T3

VA () — M (1) e S

’SAHA - SﬂHﬂ]

L (Qr)

Ce qui permet de conclure puisque le membre de droite converge vers zéro quand A et u
tendent vers +oc.

Mais nous ne possédons aucune des deux propriétés du cas “idéal”’. Premieérement, il y a
peu d’espoir que la majoration uniforme en A de || SAHA(t) ||z ait lieu en dimension > 2.
C’est la qu’interviennent alors les résultats préliminaires des lemmes 2.7 et 2.8 : Posons

P = P S*H?

de sorte que (d’apres (2.31))
(2.38) S*HN = o — RSAMN

D’apres la premiere équation de 2.13

(2.39) rot ¢ = Py (¢ E)
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Les estimations (2.17) et (2.21) montrent alors que la famille ¥*(t) (resp. SAMA(t)) est
uniformément bornée dans H'(R?)? (resp. (L?)% N (L>)3) pour presque tout ¢ € [0,7] et
pour tout A. On en déduit par 'application des deux lemmes 2.7 et 2.8 'existence d’une
constante C indépendante de A et de t telle que pour tout réel p assez grand

(2.40) HSAHA(t) - F;(t)HLQ <CJp et HFg(t)HLw < C In(p)

ol on a posé : FpA = SPyp — P“’)S)‘M)‘. Ainsi, en écrivant que S*HA = (S*H* — Fp)‘) + Fp)‘, et
en utilisant (2.40) il vient

e

2

+

M)~ M) [SENG] dx < ¢ o) [ - v )]

(2.41) oM

p

Notre espoir, en effectuant une telle majoration est que la convergence du terme en 1/p vers 0
compensera ’explosion (faible) du terme en In(p), une fois le lemme de Gronwall est appliqué.

v = M) (o)

L2

La deuxiéme difficulté concerne la convergence vers 0 du terme (S H» — SFHH). L'idée
est d’utiliser & nouveau la décomposition (2.38). En effet, la relation (2.39) et les estimations
(2.17) et (2.21) montrent que la suite (¢»*) est bornée dans H'(Qr)3. D’oti, quitte & changer
la sous suite extraite de départ, on peut supposer que

(2.42) la suite (¢*) est de Cauchy dans L?(Qr).

On constate donc qu’on peut décomposer (S*H» — S#HH) en deux morceaux : une partie qui
se comporte bien (¢ — ") et une partie moins agréable : S KBMH — SABM?. Pour traiter
ce dernier terme, notre idée consiste & y faire apparaitre la différence (M* — M?*) en écrivant

SERMF — SABRM? = SHR(M* — M) + (S — Y RM™.

Le premier terme de cette décomposition s’intégre bien (une fois multiplié par ‘M“ — MA’ et

intégré sur R?) avec le terme en C'In(p) de I'inégalité (2.41). On aurait gagné si le deuxiéme
terme converge vers 0 dans L?(Qr). Or, M* ne convergeant pour l'instant que faiblement
dans L?(Qr), on ne peut déduire la convergence forte de (S* —S*) BM? vers 0 dans L2(Qr).
On s’en sort en intercalant la limite faible-x M,

(S* — SHEM? = (S* — SNBM + (§* — SR (M* — M),

puisque, M étant une fonction fixe de L?(Qr), la suite (S*—S*) B M converge vers 0 fortement
dans L?(Qr) (passer en Fourier en espace et utiliser Fubini). Le deuxiéme terme est presque
de la forme (M* — MH)...

Ces précisions étant faites nous sommes prét pour redémarrer. On considere donc la
décomposition

SAHA — SFHHM = (¢ — M) — SPR(M? — M*) + (S* — SMR(M? — M) + (S* — S RM
Etant donné que les opérateurs S*R et (S* —S*)R sont de normes inférieures respectivement
a 1et 2 sur L?(R?), on déduit que

< @ =) +

H(SAHA - suHu)(t)} )

(2.43)

J+ |ver — v )|

L2(Q) L2(Q

2| (v — M) (1)

) * H(S“ B SA)P“M(t)‘ L2(R?)

L2(R?
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Notons
X0 = [ =M@y et X0 = [ =M
Et posons
CM(E) = H(¢A _ q/,u)(t)’ . H(S” — SA)RM@)’ L2(R2)

D’apres ce qui précede
(2.44) lim HGW}

A, 4— 00

L2(0,T)

En prenant lintégrale sur {2 de l'inégalité (2.37), et en utilisant le fait que le support de
(MA(t)) est toujours contenu dans €2, on déduit & partir des estimations (2.41) et (2.43)
I'inégalité

1d
2.dt

(2.45) =—XMA(t) < (C1 In(p)) XM (t) + Cy \/X’\’“(t) <\/X/\7°0(t) + GME () + %)

p
ot on a posé C3 =2 MyC, Co = 2C (M) et ou la constante C est choisie de telle sorte que
(C1 In(p)) > C(Mp)(C'In(p) + 1) pour p assez grand. En intégrant I'inégalité (2.45) entre tq
et t € [0,T] nous déduisons

t C.
prON R < )+ 0 [ O (VO - e+ )
0

p

qui nous donne également

p X)X + Cap Ot (1
t
CQ/t p_clT( X)"OO(T)) dr.
0

L’idée maintenant est de passer a limite inférieure en p pour faire apparaitre X (t) au
membre de droite. Mais il faut pouvoir le faire a ¢ fixé! Nous montrons pour cela

Gk,u‘

L STy,
L2(0,T) p

(2.46)

Lemme 2.9 Pour tout t < [0,T]

A A7
/XA ( <hﬁ£1£f‘/X 1(t).

La démonstration de ce lemme est reportée a la fin de la preuve et nous allons ’admettre pour
le moment. En passant & la liminf en x4 dans (2.46) a t fixé, nous concluons par le lemme 2.9

CsT
prCityXNe(t) < pCttolimint \/ XM(tg) + Cop” M (T% + i) +

L2(0,T) P)
t
CQ/t p_ClT< X)"OO(T)> dr
0

oil on a posé GM*® la limite dans L2(0,T) de GM* quand p — oo, qui existe d’apres (2.44).
En appliquant le lemme de Gronwall a cette inégalité, on déduit que

e~ Ot [XA(t) < pCl(t_tO)li“nl)gf\/X’\’“(to)—k

CoTpCr(t=to) (T2

G“"‘

G|

CsT
L2(0,T) p )’
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mais aussi, en prenant le sup sur [tg, ] de chaque membre

1
—Cst 2 < C1(t—1t0) 13m 3 )\7
S T
CoTpCri=10) (7% | o) CsT
o L2(0,T) p )

ce qui donne passant a la limsup en A, compte tenu de (2.44),

CO([to,t]) < pC1=10) lim sup liunlgéf VXM (tg) 4 Cyp@rt=to)—1

A—00

(2.47) e~ 21

A—00

en posant Cy = CoC3T2. Considérons d’abord tq = 0. Puisque X #(0) = 0, I'inégalité (2.47)
s’écrit

e—CQt M < Clt—l

eogo = CaP

A—00

pour tout p assez grand. Soit donc Ty = min(1/C,T'). En prenant ¢t = Ty, ensuite en faisant
tendre p vers oo on déduit

(2.48) lim_ [ X0

A—00

Co([o, To])

Reprenons maintenant l'estimation (2.47) avec tg = Ty et t = T1] ou T3 = min(27p,7). En
utilisant (2.48) et en faisant a nouveau tendre p vers oo, nous déduisons que la convergence vers
0 de X»° tient lieu dans C°([0, Ty]). Ainsi par une simple récurrence sur n, on peut facilement
montrer que le résultat de convergence est encore vrai sur C°([0,7},]) avec T;, = min(nTp, T),
ol n est un entier quelconque. Ceci montre,

(2.49) lim HX“O‘

A—00

co(lo.1)

et termine la preuve du lemme 2.6. O

Preuve du lemme 2.9

Pour tout u, M* € C*([0,T]; L?(R?)3) et d’apres I'estimation (2.21), la norme de 9;MH

dans C°([0,T]; L?(R?)3) est uniformément bornée par rapport & u. D’ou Pexistence d’une

constante C, indépendante de p, telle que
M () = MF(E)]| 2 < C'JE = 2]

pour tout ¢, t' € [0,T].

Si ¢ € L?(R?)3 alors on a que la famille de fonctions ¢ — [j2 ¢ M¥(t) dx est bornée (d’aprés
(2.16)) et équicontinue sur [0,7]. D’apres le théoreme d’Ascoli, on déduit I'existence d’une
sous suite qui converge uniformément sur [0, 7. Or, on sait que ¢t — [r2 ¢ M¥(t) dx converge
faible-x dans L>(0,T) vers t — [g2 @ M(t) dx. Par unicité de la limite, on déduit donc
t — Jpz @ M¥(t) dx converge uniformément sur [0,7] vers t — [r2 ¢ M(t) dx, ce qui montre
que pour tout t € [0, 7], la suite (MH(t)) converge faiblement dans L? vers M(t). Il en résulte
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2.4 Etude du modeéle 2D non-homogéne

que A étant fixé, pour ¢t € [0,7] la suite (M* — MH(t)) converge faiblement dans L? vers
(MA(t) — M(t)). D’ott, pour tout ¢ € [0, 7]

HM)‘(t) - M(t)HL2 < liminf HM)‘(t) - M“(t)‘

p—00

L2

Unicité de la solution forte

Nous démontrons dans ce qui suit 'unicité de la solution forte sur Q1 du probleme (2.1)-
(2.2). Ce résultat d’unicité clora par la méme occasion la démonstration du théoreme (2.3),
puisqu’on aura démontré 1'unicité de la limite et donc la convergence de toute la suite pour
tout T' vers la méme limite.

Considérons donc pour un temps fini T donné, deux solutions fortes (E!, H!', M) et
(E2, H?,M?) sur Qt du probléme (2.1)-(2.2). On remarque d’abord qu’en vertu de la propriété
(2.3) nous avons pour tout t € [0,7],

(2.50) M (x, )| = [M(x, 1)] = [Mo(x)|  pp.
Notons
e=E'-E?’ h=H'-H? m=M!-M? =M H)-LM?H?

il vient que sur Qr,
ede —roth =0,

(2.51) o Oth + rote = —pgd L,
om = 6L

avec

(2.52) (e,h,m);,—o = (0,0,0).

Posons

£) = [ (= 1P + 0 (I + Im(0)*) ) dx

En multipliant scalairement dans L? la premiere équation de (2.51) par e(t), la deuxiéme
équation par h(t), la troisieme équation par pom(t), en faisant la somme on trouve apres
avoir intégré par parties

(2.53) L) = o /R (m(t) — h(r)) - 6L(t) dx

Par ailleurs, d’apres (2.4)(i7), et compte tenu de (2.50), il existe une constante Cyp qui ne
dépend que de ||[My||;~ telle que, pour p.p. t € [0,T7],

(2.54) 8£(8)] < Co (Im()| [H' )] + |h(t)]) p.p. x € R?
Or, comme pour la solution du probleme régularisé, du fait que div (Mg + Hp) = 0 on déduit

la décomposition,
H'=P H' - RM!
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Pour presque tout ¢ € [0,T], on a d’une part

HMl(t)H = HMOHLooﬂLQ = My

L>~nL?
et d’autre part, rot P H(t) = P, e0,E'(t), donc

2
<
H' —

2

|t o], < eoE']

2
+[m
L2 (0,T;L?) L°°(0,T;L2)

L’application des deux lemmes 2.7 et 2.8 montre donc I’existence d’une constante C' et d’une
fonction Hll) € L°°(R?)? telles que

HH}JHLN < Cln(p) et HH(t) —H}J]

2 =C/p,

pour tout réel p > 0 assez grand. Ainsi, puisque [|m(t)|;~ < 2Mop,
2MyC

(2.55) [lm(@)] [H@)]|| , < Cn(p) [m(®)]] 2 +

En utilisant les majorations (2.55) et (2.54) dans le second membre de (2.53) on déduit que

Loy < cim(p e + &2

o P E(t)

avec Cy = 24/2ugMoCoC et C choisi de telle sorte que pour p grand Cln(p) > 4Cp(1 +
C'ln(p)). L’intégration de cette inégalité entre ¢( et ¢ nous donne
(2.56) E(t) < E(tg) 4 CopCrlt=to)=1

Soit N telle que T'/N < 1/Cq, I'inégalité (2.56) et £(0) = 0 montrent par une simple récurrence
sur k =0,---,N — 1, que pour tout t € [kT/N, (k + 1)T/N]

Et) < (k+1)Cy p((ClT)/N)—l

D’ou pour tout ¢ € 0,77,
E(t) < N Oy pUCT)/N)=1

et donc en faisant tendre p vers oo, £(t) = 0. O

Estimations d’énergies
Nous avons d’abord les estimations (devenues maintenant classiques pour le lecteur)
Théoréme 2.4 La solution du théoreme 2.3 vérifie pour tout t > 0
(2.57) IM(x,t)| = [My(x)| p.p.x € R
(2.58) E(E(t),H(t)) < 29U g(Ey, Hy).
ot C'(My) est une constante qui ne dépend que de M.
dont la preuve est la méme que la preuve du lemme 2.4.

Nous terminons ensuite par des estimations uniformes par rapport aux données, qui nous
serons utiles pour la suite. Considérons pour cela une séquence de données €9, Mg, Hg, Eg et
L9 telles que :
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Hypothese 2.7 ¢/, M9, HY, Eg et L9 vérifient Uhypothése H1 ot de plus
(1) La constante C(R) intervenant dans (2.4) est indépendante de 6,
(2) Les normes respectives de EY, HY et MJ dans H(rot; R?), H(rot;R?) et L®(R?)?
sont uniformément bornées par rapport a 6,

(3) les constantes €q et €1 et le domaine Q sont indépendants de §.

Théoreme 2.5 Sous les conditions de I’hypothese 2.7, il existe pour tout temps fini T > 0,
une constante C(T) indépendante de § telle que la solution (E°, H® M%) au probléme (2.1)-

(2.2) vérifie
(2.59) £ (OB (1), 0H° (1)) + % ]atMé(t)H;

< C(T).

Ce théoreme est une conséquence immédiate de (2.21) : il est facile de voir que sous I'hy-
pothese 2.7 la constante Co(T') qui y intervient peut étre majorée indépendemment de § et A.

2.4.4 A propos du cas ¢ # 0

Par rapport au cas ® = 0, la présence d’'un champ effectif —0,,® ne rajoute pas de
difficultés substantielles aux démonstrations de la section 2.4.3. En effet en posant

def

L'(m,h;x) = L(m,h — §,P(m;x); x)

ou @ satisfait (2.5), on voit que 'étude du cas ¢ # 0 se rameéne a I’étude du cas & = 0 en
remplagant £ par £’ et en remplagant les propriétés (2.4) par

(i) |£/(m,h;x)| < C(R) (|h] + ml),
(i) £/ (m,h;x) — £(m', B %)| < O(R) (jm — | [h] + [h — | + |m — /]

(2.60)

Le lecteur se convaincra facilement que la nouvelle forme de la propriété (i7) ne perturbe en
rien les démonstrations, quand a la propriété (i), sa seule incidence notable est la modification
de Pexpression de 'estimation (2.17) qui se transforme en

1
& (B0, HM1) < C00)* £(By, Ho) s + (€00 — 1), /52 Mo 2.

Cette nouvelle estimation est sans incidence sur le déroulement de la preuve puisque le second
membre est uniformément borné par rapport a A.

Remarque 2.10 (Estimation uniforme en temps) Elle concerne le cas dissipatif corres-
pondant a Uhypothése 2.3. Sous cette hypothése supplémentaire, 'estimation (2.58), qui n’est
valable que pour des temps finis T peut en effet étre remplacée par

(2.61) E(E(),H(t)) + Ea(M(t)) < E(Eg,Hyp) + E4(Mp)

ot on a posé : E.s(M) = pg / o(M; x) dx.
Q
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2.5 Rappel des résultats dans le cas 3D avec ¢ = ¢

L’étude de ce cas a été menée dans [27] dans le cas homogene : € = ¢q et £ indépendante
de x, et pour ® = 0. Mais autant, a la maniere de la section 2.4.4, la généralisation au cas
d’une loi non linéaire donnée par (2.2) et satisfaisant les hypotheses 2.1 et 2.2, ne pause pas
de difficultés notables, autant la considération du cas € variable, met en défaut les arguments
essentiels des preuves, ceci aussi bien pour les solutions faibles que pour les solutions fortes.

Les résultats que nous présentons ici sont montrés dans [27] dans le cas ou

(2.62) 8M = L(M,H), M,_, = M.

ou L est une fonction vérifiant les hypotheses (2.1) et (2.3).

2.5.1 Existence des solutions faibles

Théoréme 2.6 Supposons que Eq, Hy et My € L?(R?)3, avec My € L=(R?)? et div (Eq) =
div(Ho + My) = 0, alors le probléeme de Cauchy (2.1)-(2.62) admet une solution faible
(E,H,M) qui vérifie en plus, pour tout t > 0

IM(x,#)] = [Mo(x)| pp. x € R?
E(E(t),H(t)) < E(Eg,Hyp).

La preuve de ce théoreme est en fait indépendante de la dimension d’espace. Elle repose sur
la régularisation du second membre 9;M intervenant dans les équations de Maxwell a I’aide
de (I'équivalent en dimension 3 de) I'opérateur S* introduit dans (2.13) (remplacer R? par
R?). Le probléme régularisé considéré est le suivant

o BN —tot H =0, 1o 9,H* + rot EN = —,uoS)‘((‘)tM),

(2.63)

(BN HY) ;o = (S*Eo, S*Hy),
(2.64) BM = LM, B)

M;_, = My,

pour lequel on montre 'existence d'une solution unique (E*, H*, M*) € C1(]0, 00[; X, (R?))
ott X)(R3) est l'espace de Banach défini par

X\ (BY) = L3 (BY)® x L3(R%)® x L (RP)°.

en posant L3(R?®) = {u € L*(R3) / supp(a) C [-2A,2)]?}. Remarquer que L3(R3) contient
I'image de L?(R3) par S*.

Remarque 2.11 Le probleme régularisé (2.64)-(2.63) ne convient pas a l’étude du probléme
2D que nous avons considéré pour les raisons suivantes : L’existence de solutions pour ce
probléme régularisé repose sur le caractére localement lipshitzien de [’application

X)\(]R?’) — X)\(]R?’)

(E,H,M) — (%rotH, I SAL(M,H), £(M,H)>
0 Ho
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Mais on constate facilement (en considérant le support fréquentiel du terme ¢ ‘rot H) que
cette application n’est méme pas définie lorsque €1 est une fonction positive quelconque
de L>®°(R3). C’est pour cette raison que mous avons régularisé dans (2.14)-(2.13) plutét
lopérateur rot que le second membre des équations de Mazwell.

Notons enfin que I'unicité des solutions faibles reste encore un probléme ouvert.

2.5.2 Existence et unicité des solutions fortes

Théoréme 2.7 Si on suppose de plus (par rapport aux hypothéses du théoréme (2.6)) que
rot Eg et rot Hy appartiennent ¢ L?>(R3)? alors le probléeme (2.1)-(2.62) admet une unique
solution forte telle que

rot E et rot H € C°(0,T; L2(R3)3).

Comme dans le cas 2D T'unicité repose sur une mesure fine de ce qui empéche H d’étre une
fonction bornée. L’estimation du lemme 2.7 n’est plus valable en dimension 3. Par contre, on
démontre dans [27] l'estimation de type inégalité de Strichartz,

Lemme 2.10 Soit ug € H'(R?), vy € L*(R3) et f € L'(0,00,L*(R?)) trois fonctions
donnée, et soit u € C*([0,00[; L2(R3)) N CO([0, 00[; HY(R3) la solution de

8ttu —Au= f

Up—o = uo €l Oup—g =

alors il existe une constante universelle ¢ indépendante de ug, w1, f, telle que pour tout A > 1,
et pour tout T > 0,

A
[9%] 2 e poisyy < VAT (ol + el + 1o 7oz

Notons que la constante \/In(1 + AT") ne peut pas étre remplacée par une constante indépendante
de A\ (en d’autres termes le lemme devient faux lorsqu’on remplace S Au par u). Ce type d’es-
timation correspond au cas limite interdit pour les inégalités de Strichartz généralisées en
dimension 3 (Voir [20] par exemple).
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Deuxieme partie

Modeles de couches minces

57






Chapitre 3

Présentation du probleme

Résumé : Dans ce court chapitre introductif (dont la section 3.1 annonce un plan de
la deuxieme partie de la theése), nous présentons le probleme de la diffraction d'une onde
électromagnétique par un obstacle revétu d'une couche mince ferromagnétique (section
3.2). Nous définissons ensuite la notion de condition aux limites équivalente ou effective
(section 3.3), en insistant plus particulierement sur les notions d'ordre et de consistance
(formule (3.9)) ainsi que sur la notion de stabilité (cf. (3.15)).

3.1 Introduction

L’utilisation des matériaux ferromagnétiques dans les revétements furtifs est tres répandue
a cause de leurs propriétés d’absorption vis-a-vis des ondes électromagnétiques et aussi a
cause de la modification qu’ils engendrent sur le spectre de 'onde diffractée (voir chapitre 1).
La motivation du présent travail vient du fait, que dans beaucoup de cas, 1’épaisseur du
revétement est trés petite comparée a la longueur de l'onde incidente. Par conséquent, la
discrétisation des équations de Maxwell a l'intérieur de ce domaine d’absorption engendre un
maillage “trop” fin et peut rendre le probléme numérique difficile (voir impossible) & résoudre.

Une alternative bien connue pour contourner cette difficulté, consiste a dériver des Condi-
tions aux Limites Equivalentes (CLE) (Effective Boundary Conditions (EBC’s), qui entrent
dans le cadre de : General Impedance Boundary Conditions (GIBC’s)) sur la frontiére de
I’obstacle, incorporant de maniere approximative l’effet de la couche mince. L’intérét de cette
approche est bien entendu essentiellement numérique. De maniere sommaire, comme le modéle
approché est posé sur le domaine extérieur (c.a.d. sans comprendre la couche mince) nous
éliminons la contrainte géométrique sur le maillage. On réduit ainsi la taille du probleme
discret et par conséquent le cotut du calcul. Notons également que cette méthode pourrait
constituer une alternative plus intéressante que le raffinement de maillage autour de 1’obs-
tacle.

Ces CLE génerent des problémes aux limites particuliers dans le sens ou la condition sur
le bord fait intervenir des dérivées tangentielles et des dérivées en temps d’ordre supérieur ou
égal a l'ordre de l'opérateur intérieur.

La plupart des travaux dédiés aux CLE concernent des revétements linéaires et sont res-
treints a I’étude du probleme harmonique. Il existe une importante littérature d’ingénierie
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sur ce domaine (voir [41] ou [25] pour un petit apergu). Afin d’obtenir les CLE, une premiére
méthode, généralement restreinte a des géométries tres simples, consiste a approcher la condi-
tion d’impédance non locale exacte a ’aide d’opérateurs locaux, comme pour les conditions
aux limites absorbantes [17]. Une deuxieéme approche, plus générale, consiste a postuler 'exis-
tence d’un comportement particulier (typiquement polynémial) du champ électromagnétique
a lintérieur de la couche fine (ce qui se justifie formellement par un développement de Taylor
par exemple). On obtient alors différentes conditions selon le degré du polynéme considéré.

Plus récemment, des mathématiciens appliqués ont dérivé des CLE d’une maniere plus
rigoureuse appuyée par une justification mathématique, basée essentiellement sur des tech-
niques variationnelles. On distingue dans ces travaux deux approches principales afin d’obtenir
ces conditions aux limites. L’approche d’Engquist-Nédélec [18] proche de la seconde méthode
qu’on vient d’évoquer et ’approche Bendali-Lemrabet [7] basée sur un changement d’échelle
des équations a l'intérieur de la couche mince.

Le cas des matériaux ferromagnétiques semble ne pas avoir été traité ni par les ingénieurs
ni par les mathématiciens. Sa principale spécificité (et difficulté) est liée au caractére non
linéaire de la loi constitutive du matériau. Ainsi I’étude harmonique ne peut étre appliquée et
le probleme doit étre saisi dans le domaine temporel. Les deux aspects : caracteére non-linéaire
du modele et étude du probléme en temps présentent chacun des difficultés spécifiques. C’est
pourquoi nous avons opté pour l'organisation suivante de notre travail.

Nous commengons par étudier le cas d’un revétement linéaire : chapitre 4. L’objectif visé
est double. Premierement, ce cas simplifié (qui rappelons le, est un cas particulier du cas non-
linéaire) nous permet de présenter la technique adoptée pour la dérivation des CLE, qui est
similaire & la méthode de “scaling” utilisée dans [7]. Deuxiémement, il nous permet d’étudier
les problemes d’instabilité spécifiques aux probléemes en régime transitoire, qui peuvent ap-
paraitre dans le cas de CLE d’ordre élevé. Nous étudions également I'obtention d’estimations
d’erreur via une technique énergétique (au moins dans le cas d’une frontiere plane).

Au chapitre 5, nous proposons une généralisation au cas des matériaux ferromagnétiques,
faite de maniere progressive. Nous considérons d’abord le probleme 1D (les problemes liés
a la géométrie sont par conséquent évacués). Ce cas simplifié nous permettra en particulier
d’aborder les phénomeénes d’instabilité qui apparaissent pour les conditions d’ordre élevé. On
discutera alors dans quelles mesures est-t-il possible d’appliquer le procédé de stabilisation,
entrepris auparavant pour le cas linéaire. Dans ce cas 1D nous travaillerons avec une forme
explicite de la loi ferromagnétique afin de donner un apergu concret des considérations abs-
traites de la deuxieme étape : généralisation de la construction au cas courbe avec une loi
ferromagnétique non linéaire générale.

Dans le chapitre 6, nous donnons la justification rigoureuse de la dérivation des conditions
équivalentes dans le cas monodimensionnel. Malgré son caractere 1D, cette justification n’est
pas aussi évidente que dans le cas linéaire a cause du couplage avec la loi ferromagnétique. Pour
justifier I'existence d’un développement asymptotique, nous utilisons une technique récursive
(boot-strap) basée sur un argument de “trace-épaisse”... Nous montrons par la méme occasion
I’existence et I'unicité de solutions au probleme couplé Maxwell-CLE d’ordre inférieur ou égal
a 3. La généralisation de ces résultats aux dimensions 2 et 3 reste encore un probleme ouvert.

Les chapitres 7 et 8 s’intéressent a la mise en geuvre numérique des conditions équivalentes
dans le cas des matériaux ferromagnétiques uniaxiaux. On traite dans le chapitre 7 le probleme
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3.2 Diffraction par une couche mince ferromagnétique

1D afin d’évacuer dans un premier temps les difficultés liées a la discrétisation surfacique et
se concentrer sur les schémas en temps. On y montre alors que 'utilisation d’un schéma dit
explicite sur le bord, nécessite une condition de stabilité (condition CFL) qui se comporte
asymptotiquement comme cAt < /2hn, ot ¢, At, h et n sont respectivement la célérité
des ondes dans le vide, le pas de temps, le pas d’espace et 1’épaisseur de la couche ferro-
magnétique. Ce schéma se trouve par conséquent inadapté aux applications pratiques ou
n — 0. D’autre part une discrétisation dite implicite sur le bord, admet une condition de sta-
bilité indépendante de 7, qui coincide avec la CFL classique pour le schéma numérique utilisé
en dehors de la frontiere. Ce schéma constitue par conséquent une meilleure alternative et
sera repris dans le chapitre 8 pour traiter les problemes 2D et 3D. Le gros de I'effort dans ces
derniers cas est de préciser la discrétisation spatiale adéquate de la frontiere et du domaine
ferromagnétique adimensionnalisé. La méthode utilisée est basée sur une technique variation-
nelle. Bien que seul le cas d’une frontiere droite soit considéré (pour le probléeme discret), la
méthode utilisée est tout a fait générale et s’adapte aux cas de géométries courbes. Chaque
chapitre est couronné par des expériences numériques mettant en valeur I'intérét que présente
I'utilisation des conditions équivalentes. Seul le schéma 2D est testé dans le chapitre 8.

3.2 Diffraction par une couche mince ferromagnétique

On suppose que le matériau ferromagnétique occupe le domaine €)f, formé d’une couche
d’épaisseur n autour d’un conducteur parfait, occupant le domaine . On note I'" la frontiere
de O et on suppose que la réunion (Qf U Q) reste constante lorsqu’on fait varier 7. Le
domaine extérieur (le vide) est noté €2, et on note I' sa frontiere. Tous les deux sont donc
indépendants de I’épaisseur 7 (voir figure 3.2).

/‘ Couche ferromagnétique

Onde incidente
(Eo, Hy)

/ \ Onde diffractée (E,, H,)

Fi1G. 3.1 — Présentation du probleme

On se place dans cette partie dans le cas ou les caractéristiques de la couche ferro-
magnétique varient lentement (par rapport a n) suivant la variable tangentielle. La dépendance
vis-a-vis de la coordonnée normale est fixée moyennant un scaling en 1/n de celle-ci et est
choisie de maniere arbitraire. Ce scaling nous permettra alors de plonger un probléme a 7 fixé
dans une famille de problémes dépendant de 7... Ce sera l'objet des chapitres 4 et 5.
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Soit (Eg,Hp) une “onde incidente” provenant du vide (c’est a dire une solution corres-
pondant & des données initiales & ¢ = 0 dont le support est contenu dans €,). On note
(E"(x,t),H1(x,t)) € R3x R3 (resp. (E{(x,t), H{(x,t)) € R? x R?) 'onde électromagnétique
au point (x,t) € Q, x RT (resp. au point (x,t) € Qf x R™).

Ces champs vérifient alors (au moins pour des données régulieres) :

0O ET —rot H? =0, podH? +10tE7 =0 dans Q, x RT,

(3.1)
(EZ, HY) =0 = (Eo, Ho) dans 2,.

(32) el OE! —totHY =0, o 0,(H! + M) + rot Ef = dans Q7 x RT,
(B, H{);—0 = (0,0) dans Qf,

ol g désigne la permittivité électrique du milieu ferromagnétique et o My désigne le moment
magnétique. Ce moment est lié au champ magnétique H{ via la loi non linéaire :

oMY = LM/, H; x) avec H] =H{ — 0,®"(M/; x) dans Qf x R™,

(3.3)
M{,_o = M{ dans ©f,

oit la fonction m € R3? —— ®7(m; x) € R, est régulicre et positive, et ot la fonction
(m,h) € R® x R? —— £7(m, h; x) € R? est réguliere et vérifie

(i)  hr— L£7(m,h; x) est linéaire pour m € R?, x € QY
(3.4) (ii)  L£7(m,h; x)-m =0, pour m,h e R? x¢c QY

(iii) L£7(m,h; x)-h >0, pour m,h € R?, x € Q.

(Ces propriétés rappellent les propriétés (2.3), (2.4) et (2.6) du chapitre 2). A ces équations
s’ajoute la condition de réflexion sur le conducteur parfait : (ou n désigne une normale a I'"),

(3.5) E/xn=0 sur I'.

On considere ici le cas des solutions régulieres (par exemple dans H (rot ; Q,U$Y)). En d’autres
termes, les solutions qui vérifient les conditions de continuités a I'interface T,

(3.6) {Eﬁxn:E?xn, H!xn=Hxn sur T,

ou n est une normale a I'.

n° Le probleme formé par les équations (3.1), (3.2), (3.3), (3.5) et (3.6) sera désigné par
le probleme de transmission exact, et ’épaisseur 7 en constituera le petit parametre : c.a.d.
typiquement, si I'onde incidente est mono-chromatique de longueur d’onde A, alors n < A.
On comprend alors pourquoi la résolution numérique du probleme de transmission exact sera
pénalisée par le calcul de I'inconnue (E{, H{) (qui nécessite un maillage fin).
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3.3 Notion de Condition aux Limites Equivalente (CLE)

L’idée pour contourner la détermination exacte de (E{, H) est de remplacer les équations
(3.2), (3.3), (3.5) et (3.6) par une Condition aux Limites Equivalente posée sur la frontiere
extérieure I' telle que : 'onde électromagnétique satisfaisant les équations de Maxwell sur €2,
couplées avec la CLE constitue une bonne approximation du champ diffracté (E}, HY).

f Condition aux Limites Equivalente

AN / P

Onde incidente

(Eo, Ho)

N
/ \ Onde diffractée (E7, H)

Fi1G. 3.2 — Probléeme approché

Plus précisément, notre construction aboutira a une hiérarchie de CLE indexée par un
entier k, de la forme :
(3.7) E! xn=B](nx (H! xn)) sur [ xR",

ou (EZ, ﬁZ) désigne le champ électromagnétique approché sur €2, satisfaisant

€0 (‘MEZ —rot ﬁZ =0, puo 8tﬁz + rot EZ =0 sur Q,xRT,

(3.8) o
(E27 HZ)\t:O = (E()v HO) sur Qm

et olt B} est un certain opérateur (probablement non linéaire) s’appliquant & la valeur tan-
gentielle de H". Cet opérateur est tel que (au moins formellement)

= 0(n*~3).

nH — (E7. H"
(3.9) | Bz - @@L

Dans ce cas, la CLE (3.7) est dite d’ordre k. L’identité (3.9) est requise en tant qu’une
propriété de consistance de la construction des CLE. Cette propriété est en fait étroitement
liée a la notion fondamentale de stabilité par rapport a 7.

Rappelons d’abord les propriétés de stabilité du probleme de transmission exact. Pour
une onde électromagnétique (E, H), on note
_ 1 2 2 " 1 2 2
E(BH) = = [ (o[BI + o [HI”) dx et &(BH) =5 | (<] [Bf +po[HP) dx.
2 Ja, 2 Q7

Nous avons alors pour des solutions assez régulieres du probléme de transmission exact ’es-
timation d’énergie suivante, pour tout ¢ > 0,

(3.10) %{s (E3(0), HY(O) + &7 (BN, ]I (0) + o [ 97(MI (1) dx} <o,
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Preuve. En utilisant la relation de continuité a I'interface (3.6), nous obtenons :

BA) S (B0 HI) + € (B0 H0) = —po [ oI dx.
f

D’autre part la propriété (3.4) (iii) implique, pour x € Qf,
oMY - H{ = oMY - (H'} + 0,,2"(MY{)) > 9,9"(M}).

Par conséquent
d
(3.12) —po [ OMIH dx < —po [ @UMI() dx
o dt Jop

L’identité (3.10) résulte immédiatement de (3.11) et (3.12). O

n° On constate en particulier, d’apres (3.10) que pour tout ¢ > 0,

(3.13) £ (B0, HY0) < &, (Bo.Ho) +o [ 7(MJ) dx

Ainsi, a partir d’estimations uniformes en 7 de la donnée initiale : / P"(M])) dx, on récupere
Qn
f

une estimation uniforme en temps et uniforme par rapport & n de la norme L? du champ
électromagnétique diffracté dans €,. Il s’agit 14 d’une propriété de stabilité L? uniforme, qu’il
est important de retrouver pour la solution approchée (EZ, ITIZ) En effet, une telle estimation
est nécessaire pour obtenir un résultat de convergence ou d’estimation d’erreur de type (3.9).
On le voit de maniere plus claire dans le cas particulier d’un matériau linéaire : c.a.d M{ = 0
(= M{(t) = 0). Dans ce cas, I'identité (3.10) montre que, pour tout ¢ > 0,

(3.14) Ev(EN(t),H](t) < Ey(Eo, Hp).

On en déduit par une inégalité triangulaire que l'estimation (3.9) nécessite au moins une
identité de stabilité de la forme

(3.15) £,(BI(t), HI(t) < &,(Eo, Hy) + O 2).

En fait, l'estimation (3.15) constituera la propriété de base requise pour la construction des
opérateurs B).

Remarque 3.1 (les conventions de notation) Etant donnée la technicité du probléme, il
nous a paru utile d’attirer attention du lecteur sur les conventions de notation utilisées dans
les chapitres 3, 4, 5 et 6. En effet, l'indice v, (resp. {) désignera systématiquement une gran-
deur définie dans le domaine du vide (resp. a lintérieur de la couche mince (ferromagnétique
ou pas)). Le signe ™ (au dessus d’une variable) est utilisé pour différencier la solution ap-
prochée de la solution exacte. L’exposant n est utilisé chaque fois qu’une grandeur dépend de
ce parametre. Nous espérons par ces précisions améliorer la lisibilité de ces chapitres.
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Chapitre 4

Dérivation des CLE dans le cas
d’un matériau linéaire

Résumé : Dans ce chapitre, nous traitons le cas de modeéles de couches minces
constituées par des matériaux diélectriques linéaires (sans conduction). Par rapport a
la littérature déja existante, la nouveauté est que nous traitons le cas du régime tran-
sitoire, ce qui pose des difficultés nouvelles. Nous traitons tout d'abord le cas d'une
frontiere plane (section 4.2) et construisons formellement les conditions équivalentes
d’ordre 2, 3 (qui coincident dans ce cas particulier de géométrie) et 4 (voir (4.25) puis
(4.42)). Nous établissons des résultats fondamentaux de stabilité des conditions aux li-
mites effectives par des techniques énergétiques (théoremes 4.1 et 4.3). Cette analyse
met aussi en évidence que certains phénomenes d'instabilité peuvent apparaitre si I'on
n'y prend pas garde (voir (4.35) et théoreme 4.2) : c'est une différence importante avec
le cas fréquentiel. Ces équations étant linéaires, il n'est pas difficile a partir des résultats
de stabilité d'obtenir des estimations d'erreur (voir théoreme 4.4) : c'est I'objet de la
section 4.3. Nous abordons le cas des frontieres courbes dans la section 4.4. Bien que la
démarche soit conceptuellement la méme, la mise en oeuvre nécessite la mattrise d’outils
de géométrie différentielle (voir sections 4.4.1 et 4.4.2) et implique d'importantes diffi-
cultés calculatoires. C'est pourquoi nous nous sommes limités aux conditions d'ordre 2
et 3 (voir également remarque 4.9) qui différent dans le cas courbe (voir formules (4.85)
et (4.90)) : la condition d'ordre 2 ne “voit pas’ la courbure du bord, celle d’ordre 3
oui. Nous complétons ce chapitre par une analyse de stabilité (théoréme 4.5) dans le cas
courbe.

4.1 Description du modele
On considere dans ce chapitre le cas ou la couche mince est formée d’un matériau linéaire :
M/ = x;, HY

ou X, est la susceptibilité relative du milieu. Ce matériau est donc caractérisé par la donné
de gf et de pf = po(1+ x1).

On suppose par ailleurs que ces caractéristiques sont indépendantes du petit parametre

65



Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

n. Il existe alors ;¢ et u; telles que

L’équation (3.2) s’écrit donc

e OE! —rotH! =0, p;0:H{ +10t E{ = dans QY x R,

(4.1)
(E{,H{);;—o = (0,0) dans €7,

et le probleme de transmission exact est formé par les équations (3.1), (4.1), (3.5) et (3.6).
Notons enfin que par soucis de simplification la construction des CLE sera faite dans le
cas d’une seule couche homogene : c.a.d.

g¢ et u; sont indépendants de x.

Le cas non homogene ne présente pas de difficultés substantielles mais admet plutét un intérét
pour les applications concretes. Nous le réservons a ’étude d’un revétement ferromagnétique
(chapitre 5).

Pour faire apparaitre les difficultés de facon graduelle, on traite d’abord le cas d’une
frontiere plane, sur lequel on peut appréhender les problemes de stabilité, puis celui d’une
frontiere courbe qui pose des difficultés supplémentaires dues a la prise en compte de la
géométrie de I'interface.

4.2 Le cas d’une frontiere plane : construction formelle

Nous supposons dans cette section que la normale unitaire n a l'interface I', dirigée vers
Pextérieur de €2, reste constante (voir figure 4.1).

s - ' R A A A A R
- n._.--~.°-.7°.°“7 7777 ;oo
I R AR D S s s
s R A D Y I S 4 /F’l]
P R D D R
< <
Qn sn X n
f 1
Xr P

Fic. 4.1 — Le cas d’une interface plane

4.2.1 Changement d’échelle

La dérivation des conditions aux limites équivalentes repose d’abord sur un changement
d’échelle (scaling) a l'intérieur de la couche fine afin d’enlever la dépendance de la géométrie
du probleme vis-a-vis du petit parametre 7.

Nous avons choisi de travailler de maniére intrinseque (sans spécifier une base adaptée a
la structure particuliere de la surface I'), de telle sorte que le lien avec le cas d’une frontiere
courbe, traité par la suite, soit plus clair. Nous utilisons donc les coordonnées paramétriques
du domaine 2 (figure 4.1).

(4.2) x € QO — (xr,s) €T x [0, ] telle que : x = xp + sn.
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Dans le cas d’une frontiere plane, cette application est bien définie pour tout n. Le changement
d’échelle consiste simplemant dans le changement de variable :

(4.3) (xp,s) € ' x [0, ] — (xp,v) € T x [0, 1] telle que : s = nv.

Notations et définitions. Nous introduisons ici des notations & caractére intrinseque qui
peuvent paraitre superflues dans le cas d’une frontiere plane, mais ce faisant nous anticipons
ce qui se passera dans le cas d’une frontiere courbe. On note V l'opérateur de dérivation par
rapport & la variable xp. Par exemple, si (7!,72) € R? x R? désigne une base orthonormale
du plan T, et (&1, &2) représente le systeme de coordonnées associé a cette base, alors on a

Vi = (9g) 7!+ (0g-) T2
L’opérateur de dérivation spatiale V dans R? s’écrit dans le systéme de coordonnées (xr, v/),
Vi— V- + % o, n

Soit v un champ de vecteurs de R? tangents & I'. Nous définissons opérateur de divergence
surfacique divy par :

divp v = (g, v) - 7' + (0e,v) - T2 = Vi - V.
Cet opérteur apparait donc, comme étant I’adjoint de —V . pour le produit scalaire L%(T).
Nous introduisons également :
(4.4) rotr v = divy (v x n),  rotru = (Vpu) x n,

ou v (resp. u) est un champ vectoriel (resp. scalaire) défini sur I'. On s’apergoit facilement
que roty et rot; sont également deux opérateurs adjoints pour le produit scalaire L%(T). De
plus, divy roty = 0 et rotp Vi = 0.

Par ailleurs, nous aurons a distinguer, pour un champ de vecteurs v € R?3, la partie normale
de la partie tangentielle. On notera :

(4.5) v=Ijv+ILv, ou IIjv=nx(vxn) et ILv=(v-n)n.

La variable t indiquera le temps. La dépendance en temps ne sera pas toujours explicitée
(afin d’alléger des notations déja suffisamment chargées). D’autre part, x; € R?, indiquera
toujours la coordonnée tangentielle appartenant a I

Systéme d’équations mises a 1’échelle. Soit E un champ de vecteurs définis sur Q. Nous
définissons E sur I'x]0, 1| par

A

(4.6) E(xp,v) = E(x) ou (xr, V) et x sont liés par les relations (4.2) et (4.3).

En travaillant dans la base orthonormale (7!, 72,n), on vérifie que (voir I’équivalent courbe

dans le lemme 4.6)
(4.7) rot E = rot (E - n) + (roty E)n — % d,(E x n).

Cette identité nous permet alors de réécrire les équations (3.6), (4.1) et (3.5) dans le domaine
fixe I'x]0,1[. Il nous faut pour cela effectuer le changement d’inconnus (similaire a (4.6))
pour le couple (E{, H{) en introduisant (E{, H{) défini sur I'x]0, 1[xR™, tel que

(B, HY)(xr, v, t) = (E],H)(x,t) ot x =Xy +7nvn.
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Cependant, pour simplifier une fois de plus les notations, nous noterons (de maniere abusive)
(E{,HY) le champ électromagnétique dans I'x]0, 1],

(E?aH?)(X7 t) = (E?,I:I?)(XF,V, t) = (E?7H?)(XF7V7t)‘

On passe alors, pour les champs (E{, H), d’une notation & deux varibales (x,t) & une notation
en trois variables (xr,v,t). Ainsi par exemple, le vecteur (E{, H{)(xr,0,t) dans la nouvelle
notation désigne pour I'ancienne notation le vecteur (E{, H)(xr,t). Notons par ailleurs que
cet abus de notation reviendra de fagon récurrente dans toute la suite.

n° Ces précisions étant faites, les équations (3.6), (4.1) et (3.5) deviennent respectivement,

L, E" (xp, 1) = T, E" (xp, 0, ¢
(4.8) i, 1) 1B (xr, 0,¢) pour (xp,t) €T xRY,
I HY (xr, t) = I HY (%1, 0, 1)

e B! — oty (HY -n) — (rotr H)n+ 2 9,(H] xn) =0 dans I'x]0, 1[xR*

n
(4.9) pe O;HY + rotr (B -n) + (rotr Ef)n — $ 8,(Ef xn) =0 dans T'x]0, 1[xR ™"
(E{,HY);1—o = (0,0), dans I'x]0, 1,
(4.10) E{(xr, 1,t) xn=0 pour (xp,t) €l xR,

et le systeme d’équations du probleme de diffraction adimensionné, est constitué maintenant
des équations (3.1), (4.8), (4.9) et (4.10).

4.2.2 Développement asymptotique formel

La deuxieme étape de la construction consiste & rechercher des solutions sous la forme

(4.11)
(EY, HY) = (BY, H?) + 0 (B, H}) + o* (B}, Hf) + -

et effectuer une identification formelle des termes du méme ordre en n en substituant le
développement (4.11) dans (3.1), (4.8), (4.9) et (4.10). Cette procédure conduit a un systéme
d’équations récurrentes qui nous permettent de déterminer de proche en proche les différents
termes du développement (4.11). Nous obtenons a partir de (3.1) et (4.8), pour k > 0,

g0 EF —rotHX =0, 1o 0;HF 4 rot EF =0,
(Eo,Hp) si k=0,

(0,0) si k>0,

I, Ef (%) = I, EF (xr, 0) pour xp € T.

(4.12) (B, HY)ji—o =

(2

qui ne sont autres que les équations de Maxwell sur €2, couplées avec une condition aux limites
non homogene sur le bord T'. Ils permettent la détermination de (EX, H%) pour chaque k£ >0
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4.2 Le cas d’une frontiére plane : construction formelle

4 condition de pouvoir déterminer la valeur de la donnée au bord ITEF(xr, 0). Cela va étre
possible via I'identification formelle dans (4.8), (4.9) et (4.10). Pour & = 0 on obtient

O, (E? x n) =0, E2(xr,1) xn =0,

(4.13)
81/(H? X 1’1) = 07 H?(XFao) Xn= H?)(XF) X n,

pour xp € I,

et pour k£ > 0 nous avons la relation de récurrence

(4 14) au(]i}iC X n) = ¢ 8tH£€_1 + rStF (Ef_l . n) + (I'Otr Ef_l) n,

et de manieére similaire

(4.15) O0,(HF x n) = —,;EF 1 + roty (H 1. n) + (roty HY1)n,
. Hf(xp,o) Xn= Hﬁ(xr) X 1, pour Xp € T

Les équations (4.13), (4.14) et (4.15) aux inconnues vectorielles (E¥ HF);>o peuvent étre
résolues de la maniere suivante : pour k = 0, ’équation (4.13) montre que,

E{(xp,v) xn=0, (xp,v)€Tx]0, 1]

(4.16)
HY(xp,v) xn=H%xr) xn, (xp,v)€I'x]0, 1.

Pour les termes d’ordre supérieurs, nous utilisons le lemme suivant

Lemme 4.1 Pour k> 0 et (xp,v) € I'x]0, 1],

1 1 -
b = —— k—1
(417) atEf (XF? V) Xn= e )y (Ef M att + rOtF rOtF ) H“Hf (Xl‘y 5) dg’

(Ef(xﬁ V) X n)\tzo =0.
1 v o
OHF (xp,v) x n = 0;HF (xp) x n — — (Ef te Oyt + 1Ot rotr) I, EF(xp, €) d¢,
(4.18) e Jo

(Hf(xﬁy) X n)|t:0 =0.

Preuve. Prouvons par exemple (4.17). En appliquant II; & la premiere équation de (4.14) on
constate que
(4.19) 9, (EF x n) = 11, 8,(T1, H* 1) + roty (BF 1. ).

Prenons maintenant le produit scalaire par n de ’équation (4.15). Comme n - roty = 0, il s’en
suit
(4.20) €; O (Ef_l . n) = rotp HF L,

En dérivant en temps (4.19) et en utilisant (4.20) nous concluons
1 -
8,/(815]35 X Il) — <,U/f att + - I"Otp I"Otp) H”Hf_l
€t

L’identité (4.17) s’obtient en intégrant la derniére équation entre v et 1 et en utilisant la
dérivée en temps de la condition aux limite de (4.14). L’identité (4.18) s’obtient de maniere
similaire. O
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

Remarque 4.1 Le lemme 4.1 ne donne de renseignements que sur la partie tangentielle des
champs. Il est facile de voir (équation (4.20)) que la connaissance des composantes tangen-
tielles suffit pour la détermination des composantes normales (EF-n) et (H¥-n), k > 0. Nous
avons en effet,

€¢ O (Ef . n) = rotr H“Hf, e O (Hf . n) = —rotp HHEf,

(E‘{C ' n) =0 0 (Hf ' n) =0 0

Ces équations nous seront utiles lorsqu’on s’intéressera aux estimations d’erreur.

(4.21)

Remarque 4.2 Par ce systéeme d’équations récurrentes, on voit qu’une premiére approche
possible consisterait a calculer les (Eﬁ, Hfj) numériquement de proche de proche, et reconsti-
tuer esuite une approximation de la solution suivant le développement asymptotique 4.11. On
constate alors que pour obtenir une précision d’ordre en O(n*), il faut effectuer k résolutions
du systeme de Mazwell. Cette solution risque alors d’étre trés onéreuse surtout qu’on traite
un probléme d’évolution en temps. Dans le cas des CLE, la méme précision en O(n*) est
obtenue en effectuant un seul calcul.

4.2.3 Principe de la construction des CLE

Afin d’obtenir une approximation d’ordre n* du champ diffracté (E?, H?) un bon candidat
est sans doute la série tronquée

k—1
(B}, HY) = > o' (B}, HY)

i=0
Cette constatation_forglelle trouvera sa justification dans le théoreme 4.2 page 78. D’apres
(4.12), le champ (EX, HF) satisfait bien les équations de Maxwell dans €2, couplées avec la
condition aux limites sur I'
(4.22) ILE; () = Y ' IEi(x7,0), xp€l.

i=0

D’autre part nous remarquons que, une fois I, E? et II;H? sont déterminés par (4.16), les
équations (4.17) et (4.18) ne sont autres que des équations différentielles du premier ordre en
t qui permettent de calculer de maniere récurrente HHEf et HHHf pour tout ordre k comme
fonctions de la valeur au bord I' des champs H“Hf), 0 < i < k. Ainsi il est possible d’exprimer
le membre de droite de la condition aux limites (4.22) en fonctions de H”H%‘F, 0<i<k—-1

La question naturelle qui se pose alors est : peut-on exprimer ce second membre comme
une fonction de (IT,H% ‘F) ? On verra que la réponse est négative en général. Cependant on
constatera l'existence d’un opérateur linéaire tangentiel B} telle que la relation (4.22) se réécrit

formellement
(4.23) El xn=B]I[,HY) +0(n*) sur T.

Pour obtenir la condition effective d’ordre k, nous choisissons simplement d’omettre O(n*)
dans cette identité. C’est pour cela que la solution approchée notée par (E!, HY), sera
différente de (EX, HF). La validité de ce choix sera discutée par I’analyse de stabilité du nou-

veaux probléme aux limites. Les détails de cette construction seront données pour k = 1, 2, 3, 4.
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4.2 Le cas d’une frontiére plane : construction formelle

Remarque 4.3 [Condition d’ordre 1] Comme les caractéristiques de la couche mince sont
supposées étre indépendantes de n, le probleme limite quand n tend vers 0 s’obtient simplement
en omettant la couche d’épaisseur n et en appliquant la condition de réflexion (3.5) sur la
frontiere I'. Ceci coincide avec la condition effective d’ordre 1 : il suffit de combiner la premiére
équation de (4.16) avec le systéme (4.12) écrit pour k = 0.

4.2.4 CLE d’ordre 2 et 3

CLE d’ordre 2. Selon la condition (4.22) il est possible de dériver la condition effective
d’ordre 2 en calculant E?(xr,0) x n et E!(xr,0) x n. Or E?(xr,0) x n = 0 d’apres (4.16). A
partir de (4.17), écrite pour k = 1, et la seconde équation de (4.16), nous déduisons

1

(4.24) B! (xr,v) x n = -z (1—-v) (Ef ¢ Opt + 1Ot rotr) T, HY (xr.).
f

S’en suit alors : OE2(xp) X n = —g (sf e Opr + ot rotp) Huﬁ%(xp) + O(n?),
f

(o O(n?) = U (Ef ti Oyt + roty rotr) II,HL(xr)). Ainsi la CLE d’ordre 2 s’écrit

Ef

(4.25) OHE! xn = —g (sf 11 Ot + TOb L rotp) I;H? onT x RT.

f

ou (E7, H') désigne le champ diffracté approché.

CLE d’ordre 3. Dans ce cas simplifié ou la frontiere est plane et le matériau est linéaire,
la CLE d’ordre 2 coincide avec la condition d’ordre 3 (ceci devient faux dans le cas d’une
frontiere courbe ou bien lorsque la couche fine est formé par un matériau ferromagnétique :
voir section 4.4 et section 5.2). Pour déterminer la condition d’ordre 3 nous avons besoin de
calculer (E?(xr,0) x n) en utilisant (4.17). Or, puisque II,E? = 0, I'équation (4.18) montre
(apres Pavoir intégrée en temps)

(4.26) 0,H} (xr,v) = I, HL(xr), (xr,v) € T'x]0, 1].
Par suite, ’équation (4.17) écrite pour k = 2, nous donne

1 -
(427) atE?(XF, I/) X n= —5— (1 — V) (Ef,ufatt + rotp I"Otp) HHHQI;(XF)
f

On déduit de (4.16), (4.24) et (4.27)

O E3 (xr) x n = —Eﬂ (2 800 + 1te vote ) IR (x0) + O(n),
f
qui nous donne, une fois le O(n®) omis, la méme condition effective que (4.25).

Stabilité de la CLE d’ordre 2 et 3

Le point fondamental est que le couplage de la condition aux limites (4.25) avec les
équations de Maxwell conduit a un systéeme stable.
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

Théoréme 4.1 Toute solution suffisamment réguliére (EI, H?) du systéme {(3.8), (4.25)}
satisfait l’estimation d’énergie :

(1.25) (e B0, B0) + gl ) =0

ou, en posant : @"(Xp,t) = H”ﬁg(xp,t), (xp,t) €T xR,

&0 =2 1Ol + 5 | [ vots o717

L2
L’ identité (3.15) est donc bien vérifiée.

Preuve. Dans 'identité d’énergie classique pour le systeme de Maxwell

S EBIO, ) = [(B7 xm) - @ dx,

(4.29) o

nous allons expliciter le terme de droite en utilisant (4.25). Nous intégrons en temps cette
condition, ensuite nous prenons le produit scalaire L2(I") avec ¢". En utilisant la relation de
dualité entre les deux opérateurs rotr et roty on déduit que :

~ d
(4.30) / (B x n) - @"dxr = —n-—EN(1).
r dt
L’identité (4.28) découle immédiatement de (4.29) et (4.30). O

4.2.5 CLE d’ordre 4 : forme naturelle... mais instable

La détermination de (E?(xr,0) x n) par I'équation (4.17), écrite pour k = 3, nécessite le
calcul de (I, H?(xr, )). L’équation (4.18), implique pour k = 2
1 v 5
(4.31) 0;H(xr,v) x n = §;H(xr) x n — e (Ef fit Oyt + rotr rotr) I E; (xr, £) dé.
£ J0
Par (4.24) nous avons,

1 .
(4.32) I Bl (xp,v) = — (1 =) (er O = Ve dive ) (H?(xr) x n).
f

Appliquons l'opérateur (z—:f L Oy + TOtL rotp) a (4.32) (en utilisant la propriété rotr Vi = 0)
et intégrons le résultat une fois en temps. Il en résulte

(Ef Ls Oyt + TOt TObL ) H“Efl(xr, v) = (1-v)u; O (Ef s O — Vi divy + roty rotr) (Hg (xr)xn).
Combinant cette identité avec (4.31) nous donne

(433)  HZ(xr,v) xn=Hix) xn—v(1-5) (s — A ) (H)(xr) x m).

ou AF = V,divy — roty rotr, est 'opérateur de Laplace-Beltrami. Des équations (4.33) et
(4.17) nous déduisons finalement

1 o
8tE§(Xr> v)xn=——(1-v) (z—:f,ufatt + rotr rotp)
(434) Er ,
(ME2(xr) — 2 (1+ v = %) (e — A ) THHY(xr) )
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4.2 Le cas d’une frontiére plane : construction formelle

En combinant (4.34), (4.16), (4.24) et (4.27), nous obtenons l'identité formelle

__ N 2 - __
8tE3(xF) Xn= —g (z—:f,ufﬁtt + rotp rotp) (1 - L (sf,uf@t - AF)) HHHﬁ(XF) + O(n4),
f

qui nous donne la condition d’ordre 4 suivante sur I' x RT

(4.35) (‘M?)Z Xn= —gf (Ef L Ot + TObL rotr) (1 — % (Ef s Ot — Ar )) HHITIZ.

Résultat d’instabilité relatif a la condition (4.35)

Contrairement au cas de la CLE d’ordre 2 (et donc 3), la condition (4.35) couplée avec les
équations de Maxwell sur §2, n’aboutit pas & un systéme stable : en particulier, I’estimation
(3.15) ne peut avoir lieu.

Etudions pour cela I’'exemple du probléme 2D : pour fixer les idées nous notons (z,y, 2)
le systeme de coordonnées spatiales et supposons que tous les champs sont indépendants de
la variable z. Pour simplifier (sans perte de généralité) on prend eg =&, =1 et pp = py = 1
et le domaine de propagation 2, =y < 0.

Considérons maintenant (E7, H) solution du systéme de Maxwell (3.8) couplé avec la
condition aux limites (4.35) sur la surface {y = 0}. On observe sans difficulté que la com-
posante z du champ E? (resp. H}) notée u est solution du probléme aux limites P (resp.

P.

Ot — (Ogg + Oyy)u =0, t>0, y <O,

(4.36) Pl S u+n(l— L (0 — 0ur))0u=0, t>0, y=0,

(u, Opu) = (ug,u1), t=0, y<O.

Ot — (Ogg + Oyy)u =0, t>0, y <O,

(4.37) Pl 0w+ 0(0u = Op)(1 = % (O — Ora))u =0, >0, y =0,
(u, Oyu) = (ug,u1), t=0,y<0.

Ces deux probleme correspondent en effet a la décomposition classique des ondes électromagnétiques
2D en deux polarisations indépendantes : onde T.E. (systéme PJ7) et onde T.M. (systeme P).
Dans le théoréme suivant P" désignera de maniére indifférente I'un des deux problemes P

et PJl.

Théoréme 4.2 Pourn fizé, le probléme P est bien posé aux sens de Kreiss [31]. Cependant,

il est fortement instable par rapport au paramétre n au sens suivant : il existe une famille de

valeurs initiales (ul(y),ul(y)) et u(y,t) la solution correspondante par le probléeme P", telle

que :

||ug||Hm(_oo o+ ||u717||Hm(_OO 0 <C, onCe R* est indépendante de 1,

Yoo fjor"]] 21— 0, 01x]0.27) = +00, VT > 0.
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

Preuve. Nous cherchons une solution de P" sous la forme : u(x,y,t) = Re(u(y)e™*est),
oi, k € R, s = a+ iw, (a,w) € R, et 4 € L?(—00,0). L’équation des ondes sur {y < 0}
montre que notre solution particuliere est nécessairement de la forme

82 2 L
ily) _ pl )Qy), ACR,

avec Re((s? + kQ)%) > 0. Posons x = n(s? + /<:2)% On vérifie aisément que la condition aux

limites en y = 0 conduit a I’équation caractéristique
(4.38) 1+r(1—2k%) =0.

Cette équation admet trois solutions complexes : la premiere solution est un réel Ky > 0 et
les deux autres admettent une partie réelle négative et donc ne sont pas acceptables. Ainsi,

2
les seules ondes acceptables doivent satisfaire : s2 + k% = %21, soit

2 2
(4.39) <w:0eta2+k2=ig> ou <a=0etk2—w2:@>.
n

Soit 7 un réel postif fixé. La relation (4.39) montre que les ondes planes, solutions du
probleme P, sont telles que Re(s) < % Le probleme aux limites P" est donc bien posé au

_ %o ) .
sens de Kreiss (voir [31]). En particulier, la norme L2 de e # ‘u, peut étre majorée par la
norme L? des données initiales.

Cependant, on observe que lorsque 7 tend vers 0, la borne supérieure de Re(s) tend vers
+00. Ce qui s’interprete par 'existence d’une onde plane qui pour ¢ > 0 fixé explose lorsque
n — 0.

Considérons comme exemple, le pire des cas : k = 0 (qui n’est autre que "approximation
1D) et o = o) = %. On fixe m € N et on pose f7(y) = e%Y, y < 0. la suite de valeurs
initiales

ud() = S ) = T

satisfait {|[uollgrm + lluo gm} <1+ ;L < C lorsque  — 0. La solution correspondantes est

w(y,t) = S =yl (y) f1(t)

ag 11 gm

Nous avons : ||Un||L2(]_oo7o[X]o,T[) = ||ug||L2(}_oo,o[) ||fn||L2(o,T)-

m+1
Lotsque n — 0 [ludll ~ (2)"" alors que [0 ~ (/75 exp(2D).
Par conséquent |[u”(|;2¢_q o[xj0,7p — 00 lorsque n — 0. g

4.2.6 CLE d’ordre 4 : forme stable

Nous allons construire a partir de la condition aux limites instable (4.35), une autre
condition aux limites, qui formellement est du méme ordre par rapport au petit parametre
7, mais qui admet ’avantage d’étre stable. La technique que nous appliquons, s’inspire des
techniques utilisées dans le cadre des conditions absorbantes pour I’équation des ondes (voir

[17], [15]).
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4.2 Le cas d’une frontiére plane : construction formelle

Considérons d’abord le cas simplifié 1D comme modele introductif : la condition aux
limites pour ce cas s’obtient & partir du cas 2D en omettant les dérivations tangentielles.
Prenons comme exemple la condition du probleme (4.36). Elle s’écrit en lui appliquant la
transformé de Fourier en temps :

(4.40) a+n(l+ in*w?)d,a =0

ol w est la variable de Fourier duale de t. En comparant cette condition a la condition d’ordre
2 stable : 4+ nd,u = 0, on observe que 'instabilité provient de la substitution de (1 + %772012)
a 1. L’idée naturelle pour remédier a ce défaut serait donc de remplacer (1 + %7]%}2) par un
autre développement g(nw) tel que : g(nw) = 1+ 1n?w?+O((nw)?). Comme (4.40) est obtenue
formellement en négligeant les termes d’ordre supérieur a 4 (par rapport a n), l'ordre de la
condition reste inchangée par cette substitution. Nous choisissons g(nw) = 1/(1— £n?w?) (qui
n’est autre que le premier terme d’'un développement de Padé de (1 + %nzwz)). Par suite,

a la place de (4.40), nous suggérons d’utiliser la condition

qui correspond &

(]. + %7]2(%5)11 + n@nu = 0.
Cette nouvelle condition conduit & un probléme aux limites stable. Ce résultat sera démontré
plus loin dans un cas 3D général, via la technique d’énergie. Toutefois, on peut déja constater

que la construction précédente d’ondes instables tombe en défaut. L’équation caractéristique
(4.38) devient

1—|—%/€2—|—/€:0, K=1Ss,
et n’admet aucune solution de partie réelle positive (comme on peut facilement le vérifier).

Appliquons maintenant ces considérations aux cas 3D : condition (4.35). Une premiere
fagon de faire consiste a utiliser 'identité formelle

1-— %—2 (Efufatt - 5r) = (1 + % (Ef,ufatt - &r))_l +O(774)'

Malheureusement, cette fagon de faire ne nous a pas permis d’obtennir des estimations
énergétiques uniformes en temps. Une fagon alternative de procéder consiste d’abord a réécrire
la condition (4.35) en développant l'opérateur différentiel du membre de droite. En effet,
comme rotr Vi = 0, nous avons

(Efuf Oyt + TOb L rotr) (1 — 1733 (Ef,uf Oy — ﬁr)) =

(4.41)
Ef ,sz 8tt (1 - % (Ef /.,Lf att - AF + ratp I"Otp )) + ratp I"Otp (1 - %ra\tp I"Otp)

Soit P un des deux opérateurs différentiels (Ef e O — &F + rotp roty ) et (1‘6"5F rotp ) Comme
précédemment, nous appliquons 'identité formelle

(1-%P)=(1+%P)

1
+0(n"),
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

a ’équation (4.41), ce qui nous conduit a la nouvelle expression (4.42) de la CLE d’ordre 4,
ot nous avons besoin d’introduire deux variables auxiliaires ¥" et ¢" sur la frontiere I' et ou
nous avons posé ' = H“H77|F.

8,@2 Xn= —g (Ef fs O + 1oty roty ¢’7) ,

f

(4.42) (1 + %rgtr rotp) @ = ", sur I' x R,

(1 + Z’; (Ef,uf(?tt — A + rotr rotr)) T =",

I convient d’associer a la troisieme équation de (4.42) les conditions initiales

(4.43) ne=0, g, =0.

Stabilité de la CLE (4.42)

La nouvelle condition (4.42) trouve sa justification dans le théoréme de stabilité suivant.
Théoréme 4.3 Toute solution suffisamment régulicre (E1, HY) des équations {(3.8), (4.42),
(4.43)} satisfait I’estimation d’énergie

d

2 {EEY0, W) + L0} =0, o,

772

t 2
&) = 5 w0l + 5 | [ Goween mar| + % (Fawre) + 5o a@e).

E1(Y()) = e pull O (1) 72 + | dive 9" () ][72 + 2 [|rotr 4" (8|72

= H /0 t (xote rote ¢7) () dr :

Preuve. Prenons d’abord le produit scalaire L2(T') de la premiere équation de (4.42) par
©". On obtient

L2

. 1 B
(4.44)/(E’7 xn)-"dx, =—n (,uf/ " - Oppdxr + - / - fgrotp rotr @ dr dxp> .
T I f T

Prenons ensuite le produit scalaire L?(T") de la seconde équation de (4.42) par

t
/ (rotp rotr ¢77) (1) dr, et intégrons par parties sur I'. Il en découle
0

(4.45)/F P - (fot roty roty ¢ dT) dxp = 27 (HforotF " dT

2
L2

Prenons enfin le produit scalaire L?(T') de la troisiéme équation de (4.42) par d;3". 1l en
résulte apres avoir intégré par parties sur I,

Hfgﬁtr rotr @" dT’

2
(1.46) [ oo dxe =55 (W( Ol + %&w”(t))> .

L’identité d’énergie s’obtient immédiatement en utilisant (4.46) et (4.45) dans (4.44) et en
substituant (4.44) dans (4.29). O
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4.3 Le cas d’une frontiére plane : analyse asymptotique

Remarque 4.4 De maniére analogue a la condition d’ordre 2, la CLE d’ordre 4 (4.35) (et
également (4.42)) est en effet d’ordre 5, dans le cas d’une frontiére plane. Cette régle propre au
cas d’une frontiére plane, s’explique par le fait que les corrections apportées par les conditions
d’ordre impair sont relatives a la géométrie de la frontiére, et s’annulent lorsque celle-ci est
plane.

4.3 Le cas d’une frontiere plane : analyse asymptotique

Soit k € {1,2,3,4} un entier donné. Nous rappelons que la CLE d’ordre & sur la frontiére
" est la condition de réflexion (cf. Remarque 4.3 ) lorsque k = 1, la condition (4.25) lorsque
k = 2,3 et la condition (4.42)-(4.43) lorsque k = 4.

Le but de cette section est la détermination de l'ordre de ’erreur par rapport a 7 entre le
champ diffracté exact (E7, H7) et le champ diffracté effectif (E7, H) obtenu par l'utilisation
de la CLE d’ordre k. Ces estimations d’erreur sont basées sur les résultats de stabilité des
théoremes 4.1 et 4.3.

En fait, au lieu de travailler directement sur les différences (E! — EZ, H) — f{g), nous allons
passer par le développement asymptotique (4.11). C’est pourquoi nous considérons une fois
pour toute (EX, HY EF HF);> la suite de champs suffisamment réguliers satisfaisant (4.12),
(4.16), (4.17), (4.18) et (4.21).

Remarque 4.5 Du moins lorsque (Eg, Hy) sont réguliers (disons dans D(£2,)), l'existence de
champs réquliers (Efj, Hfj, Ef”, Hf)kzo peut étre facilement vérifiée par le procédé de récurrence
expliqué lors de la construction formelle des équations (4.12), (4.16), (4.17), (4.18) et (4.21).
De plus, on peut vérifier que les champs (EF HF) sont des fonctions polynémiales de la va-
riable v, de degré inférieur ou €gal a k.

4.3.1 Estimations d’erreur

Théoréme 4.4 Soit k € {0,1,2,3} un entier fizé et (Eg,Hy) une donnée réguliére a support
contenu dans . Si (E1,HY) désigne une solution assez réguliére de (3.8) couplé avec la
CLE d’ordre (k+ 1) et si (E7, H7, H{, E{) désigne une solution assez réguliére du probléme
de transmission exact, alors il existe pour tout temps T ; 0 < T < 400 une constante C(T)
indépendante de 1, mais dépendant de {(EQ,H),E?, HY) ... (EF HF EF HF)) et T, telle

que :
1

- ket
sup{[B2(6) - Egte) pray ) S CeT) A,

0<t<T

+ || Hp) - HI0)]

L2(Qy)

Preuve. La preuve de ce théoreme est divisée en 3 étapes réparties sur les sections 4.3.2,
4.3.3 et 4.3.4. Le lemme 4.2 de la section 4.3.2 donne une estimation en fonction de 7 sur la
norme L? de la différence entre la solution exacte et le développement asymptotique tronqué
a lordre k. Les lemmes 4.3, 4.4 et 4.5 des sections 4.3.3 et 4.3.4 donnent de leur part une
estimation analogue sur la différence entre la solution effective et la série tronquée.

Admettons pour un moment le résultat de ces lemmes. La preuve du théoreme s’obtient
comme suit :

- k=0 : appliquer le lemme 4.2 & k = 0.

- k=1,2,3 : combiner le résultat du lemme 4.2 avec les résultats des lemmes 4.3, 4.4
et 4.5 en utilisant une inégalité triangulaire. O
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

Remarque 4.6 Le théoreme 4.4 ne nous donne qu’une information vague sur la dépendance
de la constante Cy(T). En fait, il nous parait possible de montrer que si Eqg et Hy sont
dans H3*2(Q,) avec div(Eg) = div(Hg) = 0, alors il est possible de choisir Cp,(T) =
C(T){||Eo|| gsr+2 + [|Hollgskt2}, ot la constante C(T') est une fonction polynomiale de T.
Ce résultat (méme s’il n'est pas optimal) nécessite quelques estimations assez fines sur les
solutions régulicres du systéme de Maxwell avec une condition aux limites non homogéne, qui
sont par ailleurs trés techniques. De plus l'intérét de tel résultat n’est pas substantiel pour le
but poursuivi, a savoir la validation de ['ordre par rapport a n des CLE.

4.3.2 Consistance du développement asymptotique

Lemme 4.2 Soit T un temps firé; 0 < T < 400 et (EIl, HY) une solution assez réquliére du
probléme de transmission excat. Il existe alors une constante C(T') indépendante de n telle
queV 0<t<T,

NO < Ck (T) 772k+1 )

Zﬁ H (¢

La constante Ci(T) dépend seulement de T et (EF HF), et peut étre choisie comme dans

(4.51).

Preuve. Posons

L 2
=Y ' Ey(t)
i=0

L2

L2

el =E1—- Y7 n'El, hbP=H]-! n'H, sur Q,,
WSS D fzoniEﬁ, hf:H?—ZfzoniHﬁ sur I'x]0,1].

Bien entendu e¥, h*, e et h¥ dépendent de 7 (ce qui n’est pas indiqué dans la notation choisie
par souci d’allégement). En utilisant (3.1) et (4.12), on observe que

g0 Orel —roth* =0, oh* +rotef =0

(4.47) 0T v Ho o v dans Q.
(e§> hﬁ)\t:O = (07 O)

D’autre part, les équations (4.9), (4.13), (4.14) et (4.15) montrent que

n(e; 0¥ — roty (h¥ - n) — (rotr h¥)n) 4+ 9, (h¥ x n) = pF+1 FF
(4.48) ¢ n(u; O¢h¥F + rotr (eF - n) + (rotr eF)n) — 9, (ef x n) = pft1GF  dans I'x]0,1],
(ef> h?)\t:O = (07 O)

ou on a posé sur I'x]0, 1],

F* = ¢, 0,EF —roty (HF - n) — (rotr H*) n
G* = i O:HF + roty (EF - n) + (rotr EF)n
Les conditions aux limite dans (4.8), (4.10), (4.12), (4.13), (4.14) et (4.15) nous donnent

k

ef(xp) xn=ef(xp, 0) xn, h¥(x)xn=hFx, 0 xn, x €T,

(4.49)
ef(xp, ) xn=0, x €T.
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Posons

Ci(T)= sup sup (\/g HFk(y,t)‘

0<t<T 0<v<1

GH(v, t)]

/2
L2(T) TV L2(F)) ’
et considérons 'identité d’énergie classique suivante, associée aux systeme d’équations {(4.47),

(4.48), (4.49)}
2
)

2 2 2
Et)=%|lebe)| , +% L2+n{% f )|, +4

t 1
:nk+1/ {// Ff.ef + GF.nP dxrdy} dr.
o UrJo

L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz au second membre de l'identité précédente
implique pour tout ¢t < T,

bk (1)

hf (1)

t

450 e <utrieur) [ /e ar

(4.50) 0 < v [ e

Par Papplication d’un lemme de Gronwall (cf. annexe C) on conclut que
Et) < (g™ 2C1(T)1)?,

ce qui prouve le lemme avec
(4.51) Cy(T) = (3C1(T) T2,

4.3.3 Consistance des CLE d’ordre 2 et 3

Lemme 4.3 Soit T un temps fité 0 < T < +oo et (EI,H!) une solution suffisamment
réguliere des équations de Maxwell (3.8) couplées avec la CLE d’ordre 2. Alors il existe une
constante C(T') indépendante de 1 telle que, V0 <t <T,

~ . 2 2
% |[E20) - Slon BN L, < o’

1o
+5

H(t) — Sion' Hi (1)

La constante C(T) dépend seulement de T et HY et peut étre exprimée par (4.55).

Preuve. Le principe est le méme que pour le lemme 4.2 et la propriété de stabilité du théoreme
4.1 intervient de facons essentielle comme nous allons le voir. On introduit les champs (e!, hl)
(qui dépendent de 7)

&, =E] — (B} +nE,)), hy=H] - H)+7H,) surQ,,
et on pose : @ (xr,t) = Il (xp, 1), @' (xr,t) = HL(xp, 1) (xr,1) € T x [0,00],

En combinant (4.25) avec (4.16) et (4.24) on remarque que (&., h!) satisfait

g0 0se} — rot flll) =0, o 8&1% +rotel =0, sur Q,,
(4.52) (8,0l = (0,0), sur Q,
el xn = —EE (Ef ts Oy + roty rotr) (4,51 —neh), sur T,

f
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

En suivant les mémes étapes que la preuve de stabilité du théoreme 4.1, on s’apercoit que le
couple (e}, hl) vérifie I'égalité d’énergie
2
B
“n s )

t
=n? /0 /F (/‘f Orp' - @' + alf (Jo rotr @' df) - rotr 61) dxy dr.

~ ~ 2 _ 2
et) =Bkl + 4 [Bio)] . ‘o).

1
+ 2€f

3 rotr @t dT‘

Nous obtenons apres avoir intégré par parties en temps le second terme du membre de droite

. E(t) = n? /F glf (fg rotr ¢! dr) (fg rotp @' dr) dxr

t
+n? /0 /F (,uf ot - gt — aif - roty ! (fOT rotp @' d@)) dxp dr.

L?(F))’

+ \/ 2Mf

Posons maintenant

Ci(T) = sup (\/Ez

t<T
_ 2
Co() = sup (/2 o)

et appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz & (4.53). On en déduit pour tout t < T,
t
3 3
454 £(t) <nic T\/St—%—iCT/\/gTdT
(4.54) ()771()()772()0 (1)
Introduisons pour ¢ > 0, la fonction X (¢) = |\/&( 772 C1(T)|?. Nous obtenons & partir

de (4.54)
X(0) <0 Co(T) + ¥ Co(T) /0 VX)) dr

ot C3(T) = £C1(T)? + T C1(T)Co(T). L’application du lemme de Gronwall (cf. annexe C) &
cette inégalité montre que

‘fo rotp ! (7 )dr‘

‘TOtr e ( ‘ 8t‘P }

5 2
X(t) < ( 2(,/Cs(T )—i—%OQ(T)t)) ;

ce qui prouve le lemme avec

1 2
(4.55) C(1) = (y/Cu(T) + 5(T Cx(T) + Cu(1)))
O

Lemme 4.4 Soit (E, H?) une solution assez réguliére de (3.8) couplé avec la CLE d’ordre 3.
Il existe alors pour tout 0 < T < +oo, une constante C(T) indépendante de n telle que,
VO<t<T,

2

+2 < C(T) 7.

Zn H (1

La constante C(T) dépend uniquement de T et de H2.

2 2
- n'Et)
i=0

L2
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4.3 Le cas d’une frontiére plane : analyse asymptotique

Preuve. Comme dans la preuve du lemme précédent nous introduisons
& =E] - (B} +nE, +7’E}), hi=H]- (H)+7H, +7°H}) suw Q,
et nous posons :  @2(xyp,t) = Mh2(xr, ), @(xr,t) = IH2(xr,t) (xp,t) € T x [0,00].
La relation (4.27) montre que le couple (€2, h2) vérifie les équations suivantes (similaires aux
équation (4.52)).
=2 2 _ 72 52 _

eooe; —roths =0, pgdhs +rote; =0, sur Q,,

(612)7E12))\t:0 =(0,0), sur €,

02 x n = —EE (sf L Ope + TObL rotp) (@2 —n%p?), sur T,

f

La preuve du lemme suit exactement les mémes étapes que la preuve du lemme précédent. I1
suffit de substituer dans la preuve n? (resp. @2, ©2) an? (resp. @', pl). O

4.3.4 Consistance de la CLE d’ordre 4

Lemme 4.5 Soit (B, H?) une solution assez réguliére de (3.8) couplée avec la CLE d’ordre
4. Il existe alors pour tout 0 < T < +oo, une constante C(T) indépendante de n telle que,
VOo<t<T,

2 2

Ho

5—20 < (7"

3
H(t) - >0 Hy(t)
i=0

3
Ej(t) — > 1 Ei()
i=0

L? L2

La constante C(T) dépend uniquement de T et (HL, H2, H3) et peut étre exprimée par (4.62).

Preuve. Comme précédemment, on note
& =E]— (E)+nE,+ 7B} + 7’ E)), h)=H] - (H) +nH,+"H +7°H)) sur Q,.

Notons ¢* la trace de H“H'; sur I', pour £ = 0, - - -, 3. Afin de déterminer les équations vérifiées
par les champs (€2, h3) nous introduisons

P =0 pl=¢p!, P’ =¢>-1 (afufatt — Ap + oty rotr) @,
¢0 = (1007 ¢1 = (plv ¢2 = (PQ - %I’Stp rOtF 9007

~3 ~3
et posons, ¢ =47 — (0 Lt +’P?), ¢ =" — (¢° + e +17¢7).
Il est & noter que les 'd)i (resp. qbi), 1 = 0, 1, 2, sont des champs indépendants de 1 et ne
sont autres que les trois premiers termes du développement asymptotique de 9" (resp. ¢")

~3  ~3
(introduits dans la condition (4.42)). Par contre, ¥ et ¢ dépendent de 7.

On vérifie, par la relation (4.34) et la premiere équation de (4.42) que

~ ~3 = ~3
(4.56) 8tei Xn= —g (Ef e Ogetp + rotrrotr @ ) sur ' x R™.

f
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

Soit @° la trace de H“E% sur I'. On établit, & partir de la seconde équation de (4.42) et la

définition du champ (?)3, la relation
(4.57) (1 + %—2r5tr rotr) c?)3 =@+ G] surI'x RT,
et a partir de 1"équation (4.42) et la définition du champ 1}3, la relation

— — ~3 -

o dans (4.57) : G4 = frotproty (¢! +1¢?) — @3,
3

et dans (4.58) : L1 = % (& ps Oy — Ar +roty rotp) (' +n¢?) — .
En conclusion, le couple (€2, h3) satisfait
g0 0s€3 — 1ot E% =0, o 8tflf’, +roted =0, sur Q, x RY,
(459) (6%7 i\i%)|t:0 = (070)7 sur Qw
(€3 x n) et @° vérifient (4.56), (4.57) et (4.58) sur I' x R,

La dérivation de 'identité d’énergie (4.59) suit exactement les méme étapes que la preuve du
théoreme 4.3. Si on pose

2
€0 |3/ |12 L Mo |l ﬂ~32_/t ~3
e =2, +5 ()]L2+n <2 P (t)’L2+2€f [rot @ dr|
3 ~ 2 ~ 2 ~ 2
N 3 i 3 3
s (sfuf o (1) ot |aive s’ (#)] 2 [rote (t)’LQ)
3 t o, 3 2
—1—77— /rotprotp¢ dar|
6€f L2

alors (puisque £(0) =

=7 / / rotr G1(7) - [§ rotr &3 dk + L1(7) ~8t1,~b3(7')) dxy dr.

En intégrant par parties par rapport a la variable 7, nous déduisons

/L” (1) dxp

(4.60)
+ 774 / /{rotp Gl(7) - Jo rotr a&g dk — O LI(T) - 1,~b3(7')}dxp dr.
0 Jr
Posons
Ci(T) = 8L
(T) = sup sup (\/7 18 LI 21 )
Co(T) = sup sup (V22 [rote GI®) | 2y + /2 10LED 2y
n<l t<T

Par Papplication de I'inégalité de Cauchy-Schwarz au membre de droite de (4.60) on montre
que, Vi > 0,

(4.61) E(t) < nECLUT)\JE(t) + 02 Co(T) /Ot JE(T) dr
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4.3 Le cas d’une frontiére plane : analyse asymptotique

On remarque que 'identité obtenue est similaire a (4.54). La méme technique utilisée basée
sur le lemme de Gronwall nous permet de conclure avec

(@62 (1) = {|Cu(1) + 3T CalT) + 01<T>>}2; C5(T) = C(T) + T Cu(T)Co(T)
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4.4 Le cas d’une frontiere courbe : construction formelle

Le principe de dérivation des CLE dans le cas d’une surface courbe est le méme que dans le
cas d’une surface plane. Cependant, les calculs sont beaucoup plus techniques, et nécessitent
d’abord l'introduction de quelques outils relatifs a la géométrie différentielle des surfaces.

€3 NG

.

€ T

Fi1G. 4.2 — Description locale d’une surface

n°® On suppose que la surface I' est réguliere et on note n le champ des normales unitaires
a I orientées vers I'extérieur de €Q,.

4.4.1 Rappels en géométrie différentielle

Commengons par définir quelques opérateurs différentiels surfaciques utiles a la construc-
tion des CLE. Ces définitions sont proches de celles utilisées dans [43] (pour des informations
complémentaires, voir [14]). Nous avons essayé autant que possible de rendre notre texte
auto-contenu.

Pour 7 assez petit (voir remarque 4.7 ci-dessous), la représentation paramétrique (4.2) du
domaine Qf reste valide. La seule différence est que le vecteur n dépend dorénavant de la
coordonnée Xr :

(4.63) x € QO — (xr,8) € T x [0, ], telle que : x = xr + sn(xy),

ou X est caractérisé par
e —x| = min [y —x].

Pour tout xp € I" on note T, la plan tangent a I' au point xr (qui n’est autre que le plan
passant par X et orthogonal a n(xr) ).

n°On garde la méme définition (4.5) pour les projecteurs II, et II; qui maintenant
dépendent eux aussi de xr.

Soit € = (€1, &) — xp € I' une paramétrisation d’un voisinage de x¥ ot €& € O un ouvert
de R?. On définit la base covariante (Ta)a=1,2 du plan Ty par

To = O, Xr.
La base contravariante (ou duale) (7%),=12 est définie par
T% 75 =05 pour f=1,2et 7% n=0,
ou 5%‘ désigne le symbole de Kronecker. On dénotera par (e;)i=1,2,3 (:(e")i:17273, par conven-

tion) une base orthonormale fixe de R3, et on utilisera dans toute la suite la convention de
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4.4 Le cas d’une frontiére courbe : construction formelle

sommation sur les indices répétés en haut et en bas, ol les indices grecs varient entre 1 et 2
et les indices romains varient entre 1 et 3.

n® Le tenseur de courbure C : On introduit n le champ de vecteurs définis sur le
domaine Q{ par : n(x) = n(xr) ot x € QY et xr sont liés par (4.63). On définit les tenseurs
de courbure Cq, s € [0, 7], et C par

(4.64) Co(xp) = (V1) (xp, 5), C(xp) = Co(xr).

Pour tout x € T', 'opérateur C(xr) est symétrique. Il admet 0 comme valeur propre associé au
vecteur propre n et admet deux autres valeurs propres (c1, ¢2), appelées courbures principales,
qui sont associées a des vecteurs propres tangentiels et unitaires (71, 72).

n® Soit H = %tr C, la courbure moyenne de la surface I'. Nous avons alors la propriété
tres utile
(4.65) C-(vxn)+(C-v)xn=2Hvxn, YveRS?,

qui se vérifie sans difficulté dans la base orthonormale (71, 72,n) de R?.

n° Enfin, en utilisant la paramétrisation (£1, &), et en différenciant n par rapport a (&1, &2),
on obtient I'autre définition possible de C,
(4.66) Og,mn = CT7,.
Remarque 4.7 Dire que la surface I' est réguliere implique en particulier [’existence d’une
borne inférieure ¢ > 0 de l'application xp — min(|cq (xr)|, |c2(xr)]), sur . La correspondance
(4.63) est donc un isomorphisme pour toute valeur n < c~!.

n® L’opérateur gradient surfacique Vi : Soit v une fonction scalaire définie sur I'. On
introduit le prolongement ¥ sur f satisfaisant : ¥(x) = v(xr), X et xp étants reliés par la
relation (4.63). L’opérateur V. peut alors étre défini par

(4.67) (Vev)(xp) = (V0)(%r,0), xp €T

C’est un opérateur tangentiel dont I’expression en fonction de la base contravariante de T
s’écrit (localement)
(4.68) Vv = (0g,v) 7%

Pour montrer (4.68), il suffit d’utiliser (4.63) et différentier la fonction © par rapport aux
coordonnées (£1,&2, ). On obtient

(0g,0)(%r, s) = (V) (xr, 5) - (Ta + 5CTa),
(0s0)(xp, s) = (V0)(xp, s) - n.

En prenant s = 0 et en utilisant le fait que (0s0) = 0 (par définition du prolongement v), on
montre que

(Vev) T =0¢v et (Vrv) - n=0.

L’expression (4.68) s’en déduit immédiatement, puisque (7',72,n) est la base duale de

(T1,T2,n) dans R?.
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Dérivation des CLE dans le cas d’un matériau linéaire

n® Considérons maintenant un champ de vecteurs tangentiels v défini sur I'. On définit
lopérateur de divergence surfacique divy par

(4.69) divpv = (VF (V . el)) e = (agav) e’

n° Comme dans le cas d’une frontiére plane, les opérateurs rot, et roty sont définis &
partir de divy et Vi par la relation (4.4), que nous rappelons ici

rotr v =divy (v x n), rotru = (Vpu) x n,

ou v (resp. u) est un champ vectoriel (resp. scalaire) défini sur I'. Nous avons toujours la
propriété : rotp Vi = divprot, = 0 et aussi que divy (resp. roty ) est 'adjoint de —V . (resp.
roty ) pour le produit scalaire L2(T") (voir [35]).

n°® Définitions supplémentaires : Les précédentes définitions sont tout a fait classiques
en géométrie différentielle mais se trouvent insuffisantes pour notre propos. Nous aurons
besoin de préciser la dérivation par rapport a la coordonnée surfacique d’un champ matriciel.
Soit en effet un champ R de matrices symétriques de R® x R® définies sur la surface I' et
telles que Rn =0 sur I'.

n°® On définit I'opérateur de dérivation surfacique RV d’une fonction scalaire wu définie
sur I par

(RVi)u = R(Vr u).

R (Vr u) est donc un champ vectoriel tangentiel. Pour un champ de vecteurs tangentiels
v définis sur I" on notera par définition

(4.70) (RV;) v = ((er )(v - ei)) ce; = (D¢, v) - (RTY),

ol le résultat est une fonction sclaire. Remarquer que la définition de div v coincide avec la
définition de Vy - v (prendre R = II;). Enfin, nous définissons la divergence surfacique du
champ matriciel R par

(4.71) dive R = (Vr - (Re')) - e; = (0, R) T°,

ou le résultat est un champ vectoriel a priori quelconque.

4.4.2 Résultats utiles a la dérivation formelle

n® Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat de base utilisé dans le
procédé de construction formelle des CLE. Il s’agit de la réécriture de 'opérateur rot dans le
systeme de coordonnées paramétriques (xr,s). Ce résultat differe de la représentation clas-
sique (voir par exemple [43, 35]) en rendant explicite la dépendance en s, ce qui facilitera le
passage a un domaine fixe par un changement de variable relatif & cette coordonnée.

Lemme 4.6 Soit v un champ vectoriel définit sur Q. Soit (xr,s) € I'x]0, n[ la représentation
paramétrique de QY. Alors on a

rotv="77v — 0s(v x n),
o, TPv =[(RsVr) - (vxn)n+[RsVr (v-n)| xn— (RsCv) X n,

et ot la matrice Ry est définie sur T par : Rs(Ily + sC) =11}, Rsn = 0.
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Remarque 4.8 Le champ matriciel R est bien défini puisque (II; + sC) est inversible sur
le plan tangent pour n assez petit et le vecteur n est orthogonal a ce plan. Par ailleurs, en
différentiant ’égalité n(xyp) = n(xr + sn(xr)), on s’apercoit que C = Cs + sCCs et donc
Cs =RC.

Preuve. Pour une fonction scalaire u définie sur Qf, on a (par la relation (4.63)),

Ot u = (Vu) - (I + sC)Tq,
dyu = (Vu) - n.

Comme R (Il; + sC) = I}, Rsn = (II; + sC)n = 0 et comme Ry et (II; + sC) sont des
matrices symétriques, on déduit que (R,7!, Rs72,1n) est la base duale de
(I, + sC)71, (I, + sC)T2,n) dans R3. Ainsi,

(4.72) Vu = (0¢g,u) ReT* + (Osu) n.
A partir de la définition : rot v = e’ x V(v - e;), on obtient par l'utilisation de (4.72),
(4.73) rot v = (Ry7%) X (0, v) — (0sV) X n.

Posons
Biv = (Rst%) x (O, V)

et prouvons donc que : By = 7. D'une part

(Biv) xn=—((0,V) n) Rt = —(0¢,(v-m)—=Crq V)R
= —(0c, (v n)RsT" + (CTo - V) RsT™.

Comme les tenseurs tangentiels symétriques R et C commutent, ’égalité précédente implique
(4.74) I, (B2 v) = n x ((BEv) x n) = [Ry Vs (v-n)] x n— (R, Cv).
D’autre part

(Biv) mn=((0e,v) xn) - RsT* = (0, (Vv xn))  RsT* + v - (ReT" x CTq).

En appliquant le lemme 4.7 ci-dessous, a A = C et B = R, nous déduisons que le der-
nier terme de 1’égalité précédente est nul. Par conséquent cette égalité devient, en utilisant
I'identification (4.70),

(4.75) (Biv) -n=(RsVr)-(vxn).

Les identités (4.74) et (4.75) montrent que By = 7°. O

Nous avons utilisé dans cette démonstration le résultat d’algebre linéaire suivant

Lemme 4.7 Soit A et B deux matrices symétriques L(R3, R?) telles que An = Bn = 0. Si
on suppose de plus que A et B admettent les mémes vecteurs propres alors,

A1, x Br" =0.
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Preuve. Soit (e1,€2,n) une base orthonormale formée par des vecteurs propres de A (ou
B). On note (a1, as) (resp. (b1, bs)) les valeurs propres de A (resp. de B) associées a (e1,€2).
Pour k = 1,2, les vecteurs 7, et 7" sont dans le plan (g1,€2). On pose

Tp =Tr1 €1+ Th2€2 €t TV = le + 72 €9.
Par un simple calcul,

AT x BT = (a1 15161 +a27x26€2) X (b %l ey + by 712 £2)
= (a1 b2 ’7’,4,17"‘{’2 — as b1 TR727'H’1)51><E?2.
Or, par définition de la base duale (7!, 72), nous avons en posant : § = 1/(Ti1m2—T12721),
’7’1’1 = 5’7’2,2, 7’1’2 = —(57'2,1, 7’2’1 = —(57‘172, ’7’2’2 = 5’7’1,1.

On vérifie alors que
Tl 92 =0 et Th,2 ol =0,

|

n® Le dernier résultat de ce paragraphe est purement géométrique et assez original. Il a été
motivé par la recherche d’une écriture symétrique (en vue de la démonstration de stabilité)
de la CLE d’ordre 3.

Lemme 4.8 En supposant la surface I suffisamment réguliere (de classe C3), nous avons
ot G =detC, est la courbure de Gauss de T'.

Preuve. Suivant la définition (4.71), nous avons
dive 2HII; = C) = (0g, (2H I, - C))T*.
Par suite
dive (2HTL, —C) -0 = [ (9, (2HTL, —€)) ] -1 = [ (9, (2H TI, — C))n] - 7
par symétrie de la matrice (2HII; —C). Or (2HII; —C)n = 0, donc
dive (2HII; = C) -n=[(C—-2HII)0¢, n]- T
En utilisant (4.66) et la définition de H on conclut que
divp (2HT, —C) -n=[(C —2HTI)CT,] - 7% = tr(C?) — tr(C)* = —2G
Pour terminer la preuve nous allons montrer que
dive (2HII; —=C) - 13 =0 pour (€ {1,2},
(ce qui se traduit par : IT divy (2H II; — C) = 0). Soit donc 3 € {1,2} un entier fixé,
dive QHIL = C) - 73 = [(0e, QH L = C)) 7% ] - 75 = [ (9, CH I = C)) 73] - 7°
= g, (2H) = [(9,C) 7] - 7¢
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puisque 13 - T = 5%. Calculons le second terme du membre de droite,

[Ge.C) ] -7 = [0 (CTp)] - 7% = [CO, 7p] - T°

Mais, pour une surface assez régulicre (de classe C?), O, 0¢sn = O¢,0¢ M, ce qui se traduit
par
Ogo (CT3) = 0y (C 7a)

et donc
[(0e,C) T3] - 7% = [0,(CTa)] - 7% — [COg,Tp] - T

= Og;(C1o - 7%) — (C TaOg, T4 + CT“(‘?&QT@) .
= Og;(2H) — (C TaOe, ™ +C T“@gaTg) .
Par conséquent,

divp (2H 1_I|| - C) T = — (C TaagﬁTa —i—CTaagaTﬁ) = -B.

Posons pour k = 1,2 : a¥ = (CT%) - 7. Nous avons alors

K

a __ O« _ K
Ct%=ap ™ et Cty=a,Ts.

Par suite
B = ag T Og, T + ag 77 Og, T = —aq T Og, T + ayy 77 O, T3 = (—85[37'& + 8&;@) ap "
Mais alors, lorsque I' est de classe C2,
Oty Ta = Og,(Og,Xr) = O, Tp-

On en déduit que B =0 et divp 2HII; - C) - 73 =0. O

4.4.3 Mise a I’échelle et développement asymptotique
Mise a 1’échelle

Comme dans le cas d’une frontiére plane, nous effectuons d’abord le changement de va-
riable (4.3). Selon le lemme 4.6, 'opérateur rot devient dans le nouveau systeme de coor-
données (xr,v) € I'x]0, 1] :

1
7}77” + ; (n X 8y)

Notons que contrairement au cas plan, I'opérateur tangentiel 7" dépend de 7. Néanmoins
cette dépendance n’est pas singuliere lorsque n — 0.

L’équation (4.9) devient

(4.76)

e OE! - T"H] + 1 9,(H! xn) =0
(OB T H A 0 (Hy ) sur I'x]0,1].
=0

p O] + TVE? — 16, (EY x n)

Notre probleme est maintenant constitué par les équations (3.1), (4.8), (4.76) et (4.10).
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Développement asymptotique

On utilise 'ansatz (4.11). Dans le cas présent nous avons besoin de développer de maniere
analogue l'opérateur 7" . Nous utilisons par exemple un développement de Taylor de R
par rapport au parametre (nvC) :

R =1 + > _(—nv (),

i=1
D’ot1 (d’apres l'expression de 7:)
[ee]
" = Z (—nmv)t T,  ou l'opérateur T, est défini par :
(4.77) i=0

Tiv=[C'V:) - (vxn)n+[C'V: (v-n)] xn—(C"'v) xn.
Le processus d’identification formelle laisse inchangées les équations (4.12) et (4.13). Par
contre, les équations (4.14) et (4.15) deviennent, pour k > 0,
O, (EF! x n) = p 0,HF + Z YTIEF sur I'x]0,1]
(478) 1=0
EFfl(xp,1) xn=0, pour xp € I.
O,(HM! x n) = —, O, EF + Z YTIHET sur T'x]0, 1]
(4.79) =0

HfH(XF,O) Xn = Hfj“(xr) X n, pour Xp € I'.

Les termes d’ordre zéro sont déterminés par (4.16). Pour déterminer les termes d’ordre
supérieur, nous utilisons la relation de récurrence du lemme 4.9 qui suit : nous y utilisons la
notation condensée suivante, ou ¢ désigne un entier quelconque,

rot u = (C'Vru) xn, rotv=(C'Vy)-(vxn),
qui correspond avec les définitions respectives de roty et rotp lorsque i = 0.

Lemme 4.9 Pour tout k > 0, nous avons pour (xr,v) € I'x]0, 1],

1
3tEf+1(Xr7V)><n = —/ HfattHHHf(Xraf) dg§
Ll & e
(1.50) [ Y S e non ) B (e, €)
vo=ti=0,4=0
1k ,
+ [ D (O (CTTT OE (%, €)) x m dé
V=0

OHM Y (xp,v) xn = BtH';H(xF) Xn— /0 & O I EF (xr, €) d€

(4.81) / (—&)F 7 ot rot{ = B (xr, €) dé

“Mo;o

/ Z k i Ck Z“(‘?Hl(xr,f)) % n df
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4.4 Le cas d’une frontiére courbe : construction formelle

Preuve. Nous allons prouver (4.80) seulement. La preuve de l'identité (4.81) s’obtient par
des arguments similaires et est laissée en exercice au lecteur (sinon voir la preuve du lemme 5.1
page 115). En appliquant II; & la premiere équation de (4.78), nous obtenons, compte tenu
de (4.77) et de la définition de 7,

(—V)k_iratr(k‘i) (E!-n)

-

Il
=)

(Eft xn) = pu0,(ILHF) +

(4.82) .

=S (—v)"H(C T OED x n.
i=0
D’autre part, en appliquant II, & la premiére équation de (4.79) on constate que pour tout
i >0,
i
(4.83) e (Bl m) =" (—v)"rot ) B,
§=0

1
L’équation (4.80) s’obtient alors a partir de : / 0¢(4.82) d¢, en utilisant ’expression de
12

Oy (E! - n) fournie par (4.83) et en utilisant la condition aux limites en v = 1 donnée dans
(4.78). a

4.4.4 Condition d’ordre 2

Le principe de construction est le méme que dans le cas d’une frontiere plane. Les champs
I, EY et T, HY sont donnés par (4.16). En prenant k = 0 dans (4.80) et en utilisant (4.16) on
déduit que

1 -
(4.84) 8tEf1(xF, v)xn=-—(1-v) <uf Oy + {_:—rotF rotr> H“Hg(xr).
f

Cette expression coincide avec la relation (4.24) du cas plan. Par conséquent la condition
d’ordre 2 dans le cas d’une frontiere courbe est encore donnée par (4.25) :

(4.85) 8,5EZ Xn= —g (Ef L Ot + 10O rotr) HHIfIZ sur ' x RT.

f

Certes, Le théoreme de stabilité 4.1 s’applique encore. Par contre la condition d’ordre 3 n’a
plus la méme expression.

4.4.5 Condition d’ordre 3
Prenons k = 0 dans (4.81). En utilisant (4.16) nous déduisons

(4.86) ,H! (xr,v) = I, HL (x¢) —vCHY (x1),  (xr,v) € Tx]0, 1].
Considérons (4.80) pour k=1 :
1 1
atE?(XF7 V) xXn = - / 22 attHHHfl (XF7€) df + / (CatEl}(xl"a f)) Xn dé.
LI
(4.87) —/ - rotr rotr H (xp, £) dé
v f

L1, . -
+/ € — (rot{V roty 4 rotr rot” YHY (xp, £) dE,
v &
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I1,HY est donné par (4.16), I, H} est donné par (4.86) et nous avons : CO;El = C,I1,El, ou
O, El est donné par (4.32). Nous obtenons alors, & partir de (4.87) et aprés simplification
en utilisant (4.65),

OGE(xr,v) xn = —p 0y ((1—v) I H(xr) — (1 —v?)(C — H)ILH(xr))
(4.88) —L ot vty (1 v) I HL(xr) — 3(1 = 2)CT1 HY (x;) )
+€if (1 — v?) rotr ot HY (xr).

La simplification ultime s’obtient grace au lemme 4.8 et est donnée par le lemme suivant :

Lemme 4.10 Soit v un champ vectoriel tangentiel régulier défini sur I'. Nous avons alors
['identité :
rot{"” v + rotr (Cv) = 2H rotp v
Preuve. Par définition rot) v.= (CVy) - (v x n). D’ot, en utilisant (4.65),

rot{ v+rotp (Cv) = (CVyp)-(vxn)+ Ve ((2HII; -C)(v xn))
= 2Hdivy (v xn)+ (divp (2HII; —C)) - (v x n),

et d’apres le lemme 4.8, (divy 2HII; —C)) - (v xn) =0. O

n® Appliquons ce lemme & v = HHH3|F. La relation (4.88) implique

O (xp,v) X n = —; 9y (1 = v) I H (xr) — (1 = v?)(C — H)I[HY (xr))

1 - 5
—= ((1 — v) rotr oty I, HL (%) — (1 — v2) roty Hroty HHHB(XF))
€

(4.89)

Regroupons les relations (4.89), (4.84) et (4.16). On en déduit la CLE d’ordre 3 sur I :

(4.90) OE! xn = —g (Ef pe (1 —n(C — H))dy + 1oty (1 — nH)rotF) I, HY

f

On note que cette condition differe de la condition d’ordre 2 par des termes correcteurs faisant
intervenir uniquement les caractéristiques géométriques C et H de la surface I'. Dans le cas
d’une frontiere plane, C = 0 (et donc H = 0), et les deux conditions coincident. Nous donnons
maintenons le résultat de stabilité relatif a cette condition :

Théoréme 4.5 Toute solution suffisamment régulicre (E1,H?) du systéme {(3.8), (4.90)}
satisfait l’estimation d’énergie :

% {EBI0), HY () +n&l®) } =0,

ou, si on pose, ¢"(xp,t) = H||ﬁ2(xr,t), xp €T,

e =4 |

T

1 2
(I1=n(C—-H))") - " dxp + o /(1 —nH) \fotrotF " dT‘ dxr.
fJT
La stabilité comme définie par (3.15) est obtenue lorsque
n illlf (max (|e1 + e2f, a1 —e2])) <2,

ot c1 et co sont les courbures principales de T.
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Preuve. La preuve de l'identité d’énergie est plutot immédiate. Elle suit les mémes étapes
que la preuve du théoreme 4.1 et est basée sur la symétrie de la matrice [1 —n(C — H)]. La
stabilité (définie par (3.15)) est assurée du moment ou les valeurs propres de 1 —n(C — H) et
le réel (1 —nH) soient positifs; c.a.d. lorsque

nmax (|c; + cof, |1 —c2]) <2 sur T.
Dans ce cas, &/ (t) > 0 pour tout ¢ > 0. O

Remarque 4.9 Il est possible, a l'image du cas plan, de poursuivre le calcul formel pour
dériver des conditions d’ordres supérieurs a 3. Nous ne ’avions pas fait a cause de sa techni-
cité disproportionnée avec l'intérét que peut présenter ces conditions dans le cas des matériauz
ferromagnétiques (voir chapitre suivant).

Remarque 4.10 L’obtention d’estimations d’erreurs ne présente pas de nouveautés par rap-
port au cas plan (section 4.3), a part son aspect beaucoup plus technique. On s’est donc
contenté dans le cas courbe d’en vérifier les ingrédients essentiels : consistance de la dérivation
formelle et stabilité du probleme aux limites formé par le équations de Mazwell et la CLE.
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Chapitre 5

Extension au cas des matériaux
ferromagnétiques

Résumé : Ce chapitre constitue en quelque sorte I'extension du chapitre précédent
au cas des matériaux ferromagnétiques. Le caractére non linéaire des équations est
source de difficultés supplémentaires. Pour séparer les difficultés, nous traitons tout
d'abord le cas unidimensionnel (les probléemes de géométrie sont alors évacués) pour
des matériaux uniaxiaux (section 5.1). Nous établissons d'abord la condition d'ordre
2 (formule 5.25) : cette condition aux limites relie les champs E et H via un champ
d'aimantation M vivant dans une “couche adimensionnalisée” et satisfaisant une loi non
linéaire modifiée. Cette condition se révéle étre d'ordre 3 et stable : dans le théoréme 5.1,
nous étendons le théoreme de stabilité (4.1) au cas non linéaire. Pour la condition d’ordre
4, la démarche la plus naturelle amene comme dans le cas linéaire a une condition
aux limites instable (voir section 5.1.4). Curieusement, la généralisation du procédés de
stabilisation appliqué dans le cas linéaire conduit a une condition (5.77) qui se révele,
sous forme trés cachée, une réécriture du systeéme initial ! Le systéme (5.77) a néanmoins
un intérét du point de vue numérique (cela apparaitra au chapitre 7), dans la mesure
ou il fournit un moyen stable de coupler un schéma de discrétisation implicite dans
la couche ferromagnétique (adimensionnalisée) avec un schéma explicite a I'extérieur :
ce faisant, la condition de stabilité du schéma est indépendante de I'épaisseur de la
couche mince. Il est 3 noter que dans le cas particulier d'une couche ferromagnétique
homogene, nous avons pu deviner une condition d'ordre 4 approchée qui reste “locale”
pour le champ électromagnétique (comme pour I'ordre 3) : c'est la condition (5.63) dont
la stabilité est prouvée au théoreme 5.2. Nous abordons le cas tridimensionnel dans la
section 5.2. Nous considérons des matériaux ferromagnétiques généraux (voir (5.79)) et
nous couplons, en quelque sorte, les sections 4.4 et 5.1. Nous établissons la condition
d’ordre 2 (formule (5.2.3)) dont la stabilité est démontrée au théoreme 5.3 et la condition
d'ordre 3 (formule (5.110)) dont la stabilité est démontrée au théoreme 5.4. A noter
que nous avons utilisé (entre autres) une astuce pour |'approximation de certains termes
géométriques (voir formule (5.105)) afin de garantir ce dernier résultat de stabilité :
c'est une premiére différence avec le cas linéaire. D'autre part, méme dans le cas plan,
les conditions d'ordre 2 et 3 different, contrairement au cas linéaire (nous renvoyons au
chapitre 8 pour plus de précisions).




Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

5.1 Etude du probleme 1D

5.1.1 Présentation

Nous rappelons que I'approximation 1D consiste a réduire la dépendance spatiale & une
seule variable x. Les inconnues restent néanmoins vectorielles. On pose €2, =] — oo, 0] et
Qf =0, n[. L’interface ' est réduite au point # = 0. On pose n = (1,0, 0) le vecteur normal

unitaire.
A | | -

(Eo, Hy) 0 n

8

Fi1G. 5.1 — Le cas monodimensionnel

Par rapport aux équations (3.1), (3.2) rien n’est a changer a part I’expression de 'opérateur :
rot, dans laquelle il ne faut retenir que les dérivations par rapport a x. Pour une fonction
E(z) € R3 nous avont tout simplement

rot E =n x 0,E = (0,-0,E.,0,E,).
En utilisant la notation (4.5) on constate que
rotIlLE=0 et rotE =rotIlE.

C’est ce qui amene pour les équations de Maxwell a un découplage en 2 systemes scalaires
1D. Mais ceci tombe en défaut une fois le couplage avec la loi ferromagnétique est considéré.
Nous avons choisi de travailler dans un premier temps avec la forme explicite (1.17) de la loi
non linéaire. Nous rappelons (voir chapitre 2) qu’elle correspond a

v ol(x)
71—1—(177(){)2 (hx m + NV ()| m x (h x m)) ,

L7(m, h; x) =
n 1 2 1 2
®7(m; x) = 5 [H{(x) — m[" + S KJ(x) |m — (p"(x) - m) p"(x)|".
Par conséquent, 1'équation (3.3) s’écrit aussi

MY = |y| HL x MY + % M{ x o.M/ dans Qf x RT,
0

(5.1) avec HT =H{ +H7+ K7 (p"-M{)p" dans Qf x R,
M?|t:0 =M dans Q.

Le probleme de diffraction exact est formé par les équations (3.1), (3.2), (5.1), (3.5) et (3.6).

5.1.2 Développement asymptotique et identification formelle
Changement d’échelle

En ’'absence de coordonnées tangentielles ce changement d’échelle se traduit simplement
par le changement de variable :

v="1 pour z €]0, 7.
n
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Nous avons besoin, par ailleurs, de préciser la dépendance des caractéristiques du matériau
ferromagnétique vis-a-vis du parametre 7. On adopte ici ’hypothese physique la plus naturelle,
a savoir qu'’ils sont “indépendants” de 7 : on suppose 'existence de Mg, Hy, a, K, p et &,
fonctions définies sur ]0, 1], telles que :

Mg(z) = Mo(v), HI(z) =H,(v), o'(zx)=a(v),

(5.2)
efl(x) =&(v), plz)=pW), Kl(r)=Kiv)

pour z €0, n[ et v =

Comme pour le cas linéaire, on note (de maniere abusive) (E{, H{, M{) le champ électromagnétique
dans ]0,1],

(Ef, H],M{)(z,t) — (Ef,H,M{)(v,t) = (E], H], M{)(v, ).

Suivant ce changement d’échelle et d’inconnues, les équations (3.6), (3.2) (5.1) et (3.5) nous
donnent respectivement :

Les équations de continuité a l'interface
(5.3) IL,E0,¢) = ILE{(0,¢) IL,H!(0,t) =I,H{(0,t) pour t€RT,

les équations de Maxwell adimensionnées

e OB} + %8,,(H}7 xn) =0 dans ]0,1[xR™,
(5.4) wo (O HY + 0,MY) — %8,,(E}7 xn)=0 dans |0,1[xRT,
(E?a H?)\t:o = (07 0)7 dans ]07 1[7

la loi constitutive adimensionnée

oMY = || H] x M{ + ﬁ M{ x M{  dans ]0,1[xR™T,
(5.5) avec H}l=H{+H,+ K, (p-M/)p dans |0, 1[xRT,

M?|t:0 = M, dans 10, 1],
et la condition de réflexion
(5.6) E/(1,t) xn=0 pour t€R™.
Le systeme d’équations du probleme de diffraction est constitué maintenant des équations
(3.1), (5.4), (5.3), (5.5) et (5.6).
Développement asymptotique et identification formelle

Nous utilisons toujours I'ansatz (4.11) auquel nous rajoutons une hypothese analogue sur
le développement du moment magnétique

(5.7) MY =M + M +7* M} + ---

L’identification formelle, apres injection des expressions (4.11) et (5.7) dans (3.1), (5.4),
(5.3), (5.5) et (5.6) nous permet de déterminer de manieére récurrente les différents termes
du développement asymptotique, comme ’explique la proposition suivante :
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Proposition 5.1 Les champs (EY, HY) sont déterminés par les équations

0 OEY — 1ot HY =0, po0HY +rotEY =0  dans Q, x RT,
(5.8) (E37H2)|t:0 = (Eo, Ho) dans 2,
E2(0,t) xn=0 pour t € RT,
Connaissant (E9, HY) les champs (II,E, T[, HY) sont donnés par
(5.9) ME(v,t) =0 pour (v,t) €]0, 1[xR™
(5.10) M HO (v, 1) = THOO, 1) pour (v,1) €]0, 1[xR*,

et ensuite MY est déterminé par I’équation

MY = |y| HY x M + ™| MY x 9; MY dans 10, 1[xR™,
(5.11)4 avec HY =T[H? + 11, (Mo — MY) + Hs + K, (p- M%) p  dans 0,1[xR™,
M9|t:o = M) dans 10, 1],

Ayant les termes d’ordre 0, la détermination pour les ordres k > 1 se fait de maniére
récurrente comme suit : pour (v,t) €]0, 1[xRT, II,EF(v,t) est donné par

(5.12) EF(v,t) x n = —pg / 1 (atH”Hf”_l(E,t) + atH”Mf_l(g,t)) dé

v

ensuite (EX, HY) sont déterminés par les équations

c0 Er —tot H* =0, g, HY + 1ot EF =0  dans Q, x RY,
(513) (Eﬁv H5)|t:0 = (070) dans €2y,
EF(0,t) xn =EF0,t) xn pour t € R™.

Pour (v,t) €]0, 1[xR™ le champ I, HY(v,t) s’obtient par
(5.14) HF(v,t) x n = H¥(0,¢) x n — / (&) QI EF1(¢,t) de
0

et le moment MF est déterminé par le systéme

k
oML =37 (7] Hp x M7 + 5= M x ME)  dans 10, 1[xR™,
i=0
5.15
(5.15) avee HE =TI HF —TI, M} + K, (p-MF)p dans 0, 1[xR™,
Mf\t:o =0 dans 10, 1],
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Preuve. Montrons d’abord l'identité (5.9). L’identification a l'ordre —1 dans la deuxiéme
équation de (5.4) montre que

d,(E? x n) =0 dans ]0,1[xR™,
et I'identification & 1'ordre 0 dans la condition aux limites (5.6) montre que E?(1,¢) x n = 0.
L’équation (5.9) s’obtient donc par une simple intégration entre v et 1.

o Les systemes (5.8) et (5.13) : ils s’obtiennent immédiatement & partir de I'identification
formelle dans (3.1) et dans la premieére relation de continuité a l'interface dans (5.3). La
condition aux limites du systéme (5.8) a été explicitée moyennant la relation (5.9).

e Relation (5.10) : I'identification & 'ordre —1 dans la premiere équation de (5.4) montre que
d,(H? xn) =0 dans ]0,1[xR™,

et l'identification & lordre 0 dans la deuxiéme relation de continuité a l'interface dans (5.3)

montre que HY(0,¢) x n = HY(0,#) x n. On conclut donc de maniére immédiate.

e Systemes (5.11) et (5.15) : prenons le produit scalaire par n de la deuxieme équation du
systeme (5.4). On en déduit que 9;(II,H{ + II,M{) = 0. Par conséquent, compte tenu des
conditions initiales,

ILH{ =T, My — II; M{ dans ]0,1[xR™.

L’identification formelle dans cette équation montre que
ILH? =1L, My —ILM? et ILHF=-ILM' pour k>1.
En écrivant que H! = IT,H! + IT, H! pour tout i > 0, nous en déduisons
(516) HY=TH +1, (M;—-M’) et HF =IH -1, M’ pour k>1.

Les systemes (5.11) et (5.15) s’obtiennent alors facilement & partir de I'identification formelle
dans le systéme (5.5) et en remplagant H¥ par son expression (5.16).

e Equation (5.12) : soit k£ > 1. L’identification a l'ordre k£ — 1 dans la deuxieéme équation du
systeme (5.4) montre que

9y (EF x n) = po (0, HF 1 + o,MF ).
En appliquant II; a cette équation on conclut que
(5.17) Dy (EF x n) = po (8,11, HF 1 + 9,11, MF1).

Par ailleurs, la condition aux limite (5.6) montre que EF(1,#) x n = 0. L’équation (5.12)
s’obtient donc en intégrant (5.17) entre v et 1.

e Equation (5.14) : soit k& > 1. L’identification & l'ordre k — 1 dans la premiére équation du
systeme (5.4) montre que
O, (HF x n) = —¢, 0, EF 1.

En appliquant II; a cette équation on conclut que
(5.18) 9, (HF x n) = —¢, 0,11, EF 1.
Par ailleurs, la deuxiéme condition de continuité dans (5.3) montre que H¥(0,¢) x n =

HY(0,¢) x n. L’équation (5.14) s’obtient en intégrant (5.18) entre 0 et v. O
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5.1.3 Dérivation des CLE
Principe

Le principe de dérivation est le méme que dans le cas linéaire (voir section 4.2.3). Pour
obtenir une approximation d’ordre n* du champ diffracté (E7, H7) on calcule la série tronquée

k—1
b e o .
(Es. Hy) =) ' (E, Hy).
i=0
On établira pour k = 1,2,3,4 'existence d’une condition au limite de la forme (4.23) sauf
que Popérateur B} y intervenant sera non linéaire & partir de k = 2. La CLE d’ordre k est
obtenue en omettant le O(n*) dans (4.23) et la solution approchée correspondante est notée

par (E7,H7). Cette condition est validée une fois obtenue la stabilité du probléme couplé
Maxwell-CLE (voir chapitre 3).

Condition d’ordre 1

Le travail est déja fait pour cette condition. On peut la lire dans le systeme (5.8) et s’écrit
tout simplement :

(5.19) E7(0,t) x n =0

Il s’agit de la seule CLE “exacte” dans le sens ou (E7,H7) = (El, H!). Cette condition
est en fait naturelle, du moment ot on a supposé les caractéristiques de la couche mince
indépendantes de 1’épaisseur. Elle est évidemment sans intérét puisqu’elle ne prend pas en
compte effet d’absorption du milieu ferromagnétique.

Condition d’ordre 2
La condition d’ordre 2 va provenir des approximations :
(B, H]) ~ (B2, H2) = (E), HY) + ¢ (B}, H}) {=(ELH])+0(?).}
Nous avons pour tout ¢t > 0,
(5.20) EX(0,t) xn=EY0,t) x n+nE}(0,) x n.

Le terme EY x n est déja calculé par (5.9). Il nous reste & caractériser E! x n. On déduit de
(5.12), appliqué a k = 1, tout en utilisant (5.10),

1
(5.21) El(v,t) x n = —pug (1 —v) oI, HY(0,1) — o / I, M?L(¢,t) x nd(

Nous constatons alors, en utilisant (5.9) et (5.21) dans (5.20) et en posant (bien que redon-
dante dans le cas présent, cette notation sera utile pour les conditions d’ordre supérieur),

(5.22) M! = MY

que le triplet (E2, H2,M}) vérifie
p— J— l E—
(5.23) E2(0,t) xn = —pg7 (@HH%(O,t) +/ O, M} (v, 1) dz/) +O0(n?).
0
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Cette relation est du type annoncée (voir (4.23)) a condition de pouvoir exprimer I1,M} en
fonction IT,HZ(0,t). Or d’apres (5.10) et (5.11) et en posant

H, = HY,
le moment M} (t) vérifie sur ]0,1]

8th1 = ”}/| HT X Mfl =+ W Mfl X 8th1,

(5.24) H, = IH2(0,¢) + 11, (Mo — M}) + H, + K, (p- M}) p + O(n),

La condition d’odre 2 est obtenue en omettant le O(n) de (5.24) et en omettant le O(n?)
de la relation (5.23). Le raisonnement formel pour valider l'ordre de la condition obtenue
est le suivant : en supprimant le O(n) du systeme (5.24) on commet une erreur d’ordre
1 sur la détermination de M}. Cette erreur d’ordre 1 génere une erreur d’ordre 2 dans la
condition (5.23) que I'on peut rajouter au O(n?) y figurant. La suppression de O(n?) dans
(5.23) engendrera une erreur globale en O(n?). Procédant ainsi, on aboutit & la CLE d’ordre
2 ot le triplet (E2, H2, M) est remplacé par (E7, H, M}),

~ ~ 1 —

E(0,t) xn=—pugn ((%HHZ(O,t) +/ OO, M{ (v, t) dy)
0

Avec M/ (t) solution sur ]0,1[ de :

(5.25) MY = |y| B x MY + = M x 9, M,

HY = I1,H7(0,¢) + I1, (Mp — M) + H, + K, (p- M/) p,

M?‘tzo = MO.

Remarque 5.1 Si dans la solution approchée (EZ, ﬁZ, ﬁ?) du systeme de Mazwell dans €2,
couplé avec la CLE (5.25), le couple (Eg,ﬁg) représente une approzimation d’ordre 2 de la
solution ezacte (EN, HY), d’aprés (5.22), le moment M{ n’est qu’une approzimation d’ordre
1 de M{. Mais la quantité intéressante pour nous est bien (E7, H).

Remarque 5.2 La CLE (5.25) ne tient pas compte de la répartition du moment magnétique
a UVintérieur de la couche ferromagnétique, lequel n’est vu qu’en moyenne.

En effet, soit une bijection 5 de |0, 1[ dans lui méme,
telle que pour toute fonction f (intégrable) : 3

(5.26) /fdg:/foﬁdg. oA

On pose Mo(&) = Mo(B(§)) (on suppose pour simpli- \
fier que les autres caractéristiques de la couche ferro-

magnétiques sont constantes) et on considere /K/lvz7 solu- FIG. 5.2 — Exemple de 3
tion sur ]0,1[ de :

101



Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

OMY = 7| HI x M] + 1o MY % 9, MY,
HYL = TH0,) + T (Mo — M{) + Hy + Ko (p - M{) p,
M?H:O - MO.

Une telle solution vérifie également : MI(€) = MP(B(€)), ce qui prouve (d’aprés (5.26)) que
(E?, H, M) satisfait aussi la condition auz limites (5.25).

La validité de cette condition sera approuvée par ’étude de stabilité menée plus tard. Nous
allons motrer d’abord que cette condition est en fait d’ordre 3 (a I'instar du cas linéaire avec
un bord droit).

Condition d’ordre 3

Nous allons démontrer que cette condition coincide avec la condition d’ordre 2. Ce résultat
n’est valable que dans le cas monodimensionnel.
n° Considérons I’approximation d’ordre 3 suivante de (E, HY) :

(E],H)) ~ (E},H)) = (E), H)) + 7 (E,, H)) +7* (EJ, HJ).
On a alors la condition aux limites :
(5.27) EX(0,t) xn=EY0,t) x n+ nE}(0,#) x n + > E}(0,%) x n.

Les termes (EY x n) et (E} x n) sont donnés respectivement par (5.9) et (5.21). Caractérisons
maintenant le terme (E2 x n). On remarque d’abord, d’apreés (5.14) appliqué & k = 1 et en
utilisant (5.9), que pour tout (v,t) €]0, 1[xRT,

(5.28) H!(v,t) x n =H(0,¢) x n
La formule (5.12) devient alors pour k = 2 : pour tout (v,t) €]0,1[xR™,
1
(5.29) E2(v,t) x n = —pug (1 — v) oI, HL(0,1) — o / I, ML((,t) x ndC

En posant
M? = M? + M}

on déduit a partir de (5.9), (5.21) et (5.29) que
(5.30) EX(0,t) xn=—pgn (atnﬁi(o,t) + /01 0,11, M2 (v, t) du) +O0(n?).
Par ailleurs, il est facile de voir (cf. Remarque 5.3), en posant
H, = HY + nHL,
que M? vérifie sur ]0,1]

(5.51) OME = || Hy x M7 + 1 MF x 9M7 + O(n?),

M?\tzo =My
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et en utilisant (5.28) et (5.10), que
_2 JR— JR— JR—
(5.32) H, = ILH;(0,1) + IL (Mo — M7) + H, + Ko (p- M7) p+ O(n%).
On constate alors que la CLE d’ordre 3 obtenue en regourpant (5.30), (5.31) et (5.32) tout en
omettant respectivement le O(n®) et le O(n?), admet la méme expression que la CLE d’ordre

2 (5.25).

Remarque 5.3 De maniére générale, si on pose

k-1 k—1
MP =Y yM et Hy=) nH,
i=0 =0

pour un certain k > 1, alors le couple (Mf,ﬁi) vérifie sur |0, 1],

JR— _k JE— a JR— J—
- OV = 3| FIY x MIE + it W x 6T -+ 0()

Mf|t:0 =My
11 s’agit tout simplement de refaire le calcul inverse de identification formelle. En effet :

(07

—k — o — - it i . i .
| Hyx MF+ ——MExOMF = > gt (|7| H. x M/ + M x ath) +0(n")
M| 0<ij<k-1 M|

On peut décomposer la somme qui figure au second membre en deux termes :

2. = 2. )

0<ij<k—1 0<it+j<k—1 i+j>k

et remarquer que n* se met en facteur de la deuzieme somme qui de ce fait est un O(n*). Ainsi
on obtient en faisant en plus le changement de variable (i, j) = (i + j, j) dans la premiére
somme :

(07

M|

(07

k—1 i
M < O = 3 S b < ME 4

i=0 =0

ly| HY x MF + M x 9;M:7 + O(b).

D’apres (5.11) et (5.15), le second membre n’est autre que :

k
> 0 oM+ Oty = oM} + O(n*t1)
1=0

ce qui prouve le résultat énoncé.

Etude de stabilité de la CLE (5.25)

Nous avons pour le systéeme couplé : Maxwell-CLE d’ordre 2 ou 3 le théoreme de stabilité
L? suivant (& comparer avec I'estimation (3.10) pour la solution exacte)
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Théoreme 5.1 Soit (EZ, ﬁZ, 1\71?) une solution suffisamment réquliére des équations de Max-
well (3.8) couplées avec la CLE (5.25). On a alors lidentité suivante, pour tout t >0 :

(5.3 CHED + gl + 0} +0 22 [

ot on a poseé :
1 ~ 2 12
(5.35)  EN(t) = 5/Q <50‘E’7‘ + o [H7] ) da
1
(5.36) 5;7(15):@/ (
2 Jo

(537) &) =2 0, 1)[

dv =0,

M| ’@M”

~ 2 A ~n2
HJ_(MO_Mf) + K, (p'Mf)p_Mf

2
f >dV7

Preuve. Posons (pour simplifier les notations) pour tout ¢t > 0
(1) = IH}(0,1).

En multipliant les deux premieres équations de (3.8) respectivement par EZ et ﬁg, on obtient,
apres avoir intégré par parties sur €2,

(5.38) %&’7( t) = (BJ(0,t) x m) - @"(t) = 0.

En prenant le produit scalaire dans R? de la premiére équation de (5.25) par ¢"(t), on obtient :
539w LIOF fao [ AN () dv = ~(BLO.0) % m) - 700

D’ou, en regroupant (5.38) et (5.39),

(5.40) SN0+ nELD) + o [ OV dv =0

On pose _ . .

(5.41) Hl; =1L, (Mo - MY) + H, + K, (p- M{) p

de sorte que N N
= HQ - Hgﬁ
On a d’une part (propriété de la loi LLG, voir par exemple (1.27)),

(5.42) oM/ - H! =

ot

!Mol
et également (puisque oM - M = 0)

]M?(y, t)] = [My(v)] pour (ut)€]0,1[xR".
Cette égalité montre en particulier que

. 1 2 . — 12
(5.43) MY - Fly = 50, (]HJMO —M)| + K. |(p- MJ)p — MY

).

D’apres (5.42) et (5.43)

d&f Ko
dt |M0|

On obtient finalement (5.34) en regroupant (5.40) et (5.44).

1
(544) ,uo/ 8tM;7 . Lpn dv = }8131\/177
0
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5.1.4 Vers les CLE d’ordre élevé

Nous savons d’ores et déja d’apres le cas linéaire (qui rappelons le, est un cas particulier
de matériau ferromagnétique) que notre construction aboutira pour la condition d’ordre 4 &
une instabilité par rapport au parametre 7. Le but de cette section est de voir, dans quelle
mesure la technique de stabilisation appliquée au cas linéaire pourrait-elle se généraliser au
cas non linéaire présent. Commencons donc par la...

Détermination de la forme instable de la condition d’ordre 4

Pour obtenir cette condition, nous utilisons les approximations :
(E7, H)) ~ (E,,, H,) = (E}, Hy) + 1 (E,, Hy) +7* (E}, H) +7° (E}, Hy),
J— _3 P J—
(M{,Hy) = (M7, H) = (M], Hy) + 0 (M{, Hy) +7° (M{, HY),
et écrivons la condition aux limites

3
(5.45) E;(0,t) xn =) n'E{0,t) xn,

i=0
oil le seul terme indéterminé est (E? x n). L’équation (5.14), appliquée & k = 2, s’écrit en
remplagant (E! x n) par son expression (5.21) : pour (v,t) €]0,1[xR™,

2 2 _ v _ 0 L0
H2(1,t) x n = H2(0,1) x n uoatt/ £(0) ((1 ()HU(O,t)+/ MO(k, #) dr ) x nd¢
0 ¢

que I'on peut écrire encore sous la forme suivante, en faisant une intégration par parties dans
la seconde intégrale :

1
(5.46) I, H (v,t) x n = I[H2(0,t) — 11 Oy (X(V)HMHS(OJ) +/0 0 (v, OIMY(¢, 1) dC)
ol on a posé

v min(v,C)
)= [ 1=0=0d¢ ev 00,0y = [T ey av

Nous déduisons finalement & partir de (5.12), appliqué & k = 3, I'expression suivante de
(E? x n) : pour tout (v,t) €]0, 1[xRT

E}(v,t)xn = — (1 —v)dIHZ(0,t) — po /1 I, M2((,t) x ndC
(5.47) . .
b0 [ (OMEN0.0) + ([ 0(¢ R M (e, 1) dx ) ) dg

En utilisant (5.30), (5.31), (5.32) et (5.47), nous constatons que la relation (5.45) s’écrit
également

1
0

(5.48) X
+H(2) 7738tt A X(l/) (8,5H||ﬁ3(0,t) + BtH“Mf’(V,t)) dv + 0(774)
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1 1
On a utilisé le fait que : / O(v,¢)d¢ = / 0(¢,v)d¢ = x(v) et donc
0 0

//eg, VI, M (k, t) dr d¢ = / )T, M2 (k, t) d.

Par ailleurs, en utilisant (5.28), (5.10) et (5.46) on constate que pour (v,t) €]0,1[XR™,

HY = IHY0,1) + 1L (Mo — M?) + H, + K, (p- M) p

(5.49) )
—t101* Oyt (x(u)ﬂuﬁi(c),t) + /0 0 (v, QI M (¢, 1) dc) + 0(n?)

D’autre part, la remarque 5.3 nous indique que le moment magnétique M?’ est solution sur

10, 1 de :

O M3 = || T x M + oy MY X OM? + 0(17),

(5.50)
M?\tzo = My

En éliminant les termes correcteurs dans (5.48), (5.49) et (5.50) on récupére une CLE d’ordre
4 qui portera désormais sur les champs (E?7, H?, M{ H’) au lieu de (Eﬁ,ﬁﬁ,ﬁf’,ﬁi). On
peut ’écrire de maniére compacte sous la forme

~ 1, ~
EZ(()? t) Xn = [o 77815/ (\Iﬂ?(% t) — Ho 772 X(V) 8#\1177(1/7 t)) dv
0
Avee U(v,t) = HHI\A/I?(I/, t) + I, H7(0,1) et M solution sur ]0, 1[ de
(5.51) oM = |y| HZ x M! + M| M/ x 0,M/,

- - 1 - __
B = 07— po? /0 0(v, ()0 T(C,£) d¢ + LM + H, + K, (p- M") p

M?\t:o = M.

Commentaires
o Aspect non local

Contrairement aux équations du probléeme initial et aussi de la CLE d’ordre 2, la loi
ferromagnétique intervenant dans la CLE (5.51) est non locale en espace. Ceci est due a la
présence du terme

1 -
1o /0 B(v, ()0 (¢, 1) dC

dans ’expression de H. Regardons a quoi il ressemble : On note A l'opérateur défini par
1
(5.52) Au(v) = o / 0(v,C)u(C) d¢ pour € L2(0,1).
0

106



5.1 Etude du probléeme 1D

min(v,¢)
Comme 6(v,() = / e¢(k) dk, nous avons :
0

() = [ ( / " ei(x) dn) u(@) dé+ [ 1 ( | et dn) u(©) dc,

ce qui nous donne apres avoir intégré par parties la premiere intégrale du second membre :

(5.53) Au(v) = /0 " e(0) ( /C (k) dm) ac.

On constate alors de A n’est autre que l'inverse de 'opérateur —d,e:0, sur ]0,1[ avec une
donnée de Dirichlet homogene en v = 0 et une donnée de Neumann homogene en v = 1.

On congoit bien 'aspect pénalisant que peut avoir la présence d’un tel terme pour la
résolution numérique du probléme.

©¢ Vers une condition locale dans le cas homogéne

Il est clair que dans le cas général, on ne peut pas se débrasser du terme “génant” AdyW".
Nous avons cherché donc du coté de quelques cas particuliers simples. Le seul qui nous est
réussi est celui d’une seule couche homogene. Supposons en effet les caractéristiques

My, H,, p, a et K, indépendants de v.

Aussi paradoxal que ¢a puisse paraitre, la simplification annoncée ne peut pas se faire direc-
tement sur l'expression de la CLE (5.51). Il nous faut reprendre une partie du processus de
dérivation et ’adapter au cas homogene. En somme, nous allons dériver une nouvelle CLE
qui, dans le cas homogene, est du méme ordre que la condition générale (5.51).

L’idée repose sur la constation suivante : dans le cas d’'une couche homogene le premier
terme MY du développement asymptotique de M est indépendant de v. Pour s’en convaincre,
il suffit de considérer le systeme (5.11) qui permet de déterminer ce terme. En utilisant (5.10)
on a que MY est solution de

M = || H} x MY + ™| MY x 9, M dans ]0,1[xR*,

(5.544 avec HY =1I,HY0,¢) + I, (Mg — M?) + Hy + K, (p- M%) p  dans ]0, 1[xR™,
M{ —o = My dans 0, 1],

Du fait que le terme (source) II;HY(0,¢) soit indépendant de v, il possible de chercher une
solution au probleme (5.54) qui soit indépendante de v. Par unicité de la solution de ce
probleme (voir par exemple chapitre 6) on en déduit que MY est indépendant de v. Par
conséquent, expression (5.46) s’écrit tout simplement

(5.55) I HE (v,1) x 0 = TH2(0,1) — o x(v) O (TLH(0,1) + T MY(2) )

En utilisant (5.28), (5.10) et (5.55) on constate que

_3 —_ —_ —_
550 H, = I[H}0,t)+IL(Mo—M})+H,+ K, (p-M})p
5.56

— L 7]2 X (V) O (Huﬁﬁ(O, t) + Humf’(l/, t)) + 0(7]3)
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La nouvelle condition s’obtient en éliminant les termes correcteurs dans (5.48), (5.56) et
(5.50). Elle s’écrit :

El0,t) xn = puono; /01 (\TJ"(V, t) — pon? x(v) Ou " (v, t)) dv
Avec U(v,t) = II,M{ (v, t) + I[;HY(0, ) et M} solution sur ]0, 1[ de :
(5.57) oM = |y| HZ x M7 + v MY x 9, M,

HY = 07 — o n® X 0y 0" + T, Mo + H, + K, (p - M) p,

M?|t:0 = MO.

On récupere a nouveau le caractere local en espace de la loi non linéaire dans la condi-
tion (5.57).
o ¢ ¢ Caractere instable des CLE (5.51) et (5.57)

Contrairement a la condition d’ordre 2 ou 3, on ne peut pas avoir le méme type d’esti-
mation d’énergie lorsqu’on utilise la condition d’ordre 4 (5.51) ou (5.57). Ce résultat découle
de l'instabilité de la CLE d’ordre 4 du cas linéaire (théoreme 4.2) obtenu en prenant Mg = 0
(= M{ = 0). Cette condition linéaire s’écrit

(5.58) E1(0,6) x 0+ o 0y (TLHT(0,8) — pio X 720 TLH(0,1)) = 0

ou Y désigne la moyenne sur (0, 1) de x. On rappelle que I'instabilité provient de I'existence
d’une racine en 1/n & Péquation caractéristique qui lui est associée, a savoir (en posant

¢ =1/ /Efo).

1 +28(1 — poxn*s*) = 0.

Cette équation admet une unique racine dont
la partie réelle est positive. Cette racine est : (1+c ! ,.;)/1 |

S0 = Ko/m ou Ko est 'unique (voir dessin ci- Pt
contre) solution de /

L+ = (1= pox ) = 0.

n® L’idée pour contourner cette instabilité est de généraliser les considérations de la section
4.2.6 au cas non linéaire.

5.1.5 Conditions d’ordre 4 stables
o Rappels sur le cas linéaire

Nous rappelons que le passage de la condition instable (5.58) & une condition stable du
méme ordre se fait en appliquant I'identité formelle

(1= poxr0u) = (I+ moXP0e) +O00r")
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5.1 Etude du probléeme 1D

qui nous ameéne donc a la condition suivante (ou on préfaire I’écrire en introduisant une
variable auxilaire ®7)

EN(0,1) x n+ 190 0,®"(t) = 0,

(5.59) N - _
DN(t) + poX n?0u®"(t) = I, H1(0, 1).

oo Cas de la condition simplifiée (5.57) pour une couche homogéne

Nous allons commencer par la généralisation au cas plus simple de la condition (5.57).
Suivant ce qui précede, la modification qui s’impose est d’appliquer pour tout v I'identité
formelle

(5.60) (1= nox) o) = (I -+ pox () i*d) +0(P).
Elle nous dit que, si @7(1/, t) est telle que

(5.61) " + 1o X 1?0 ®" = ¥ sur ]0,1[xRT,
alors (du moins formellement)

(5.62) U7 — g n? X O W = " + O (1)

On vérifie alors aisément, que le remplacement de (\T/” —pon?x att{f/”) par ®" dans (5.57) est
compatible avec 'odre 4 de cette condition. La nouvelle CLE d’ordre 4 est donc :

El(0,t) xn = —pugn /01 9" (v, t) dv

Avec ®"(v,t) solution de

(v, 1) + pox(v) 20y ®" (v, t) = I, H1(0, ) 4 IT, M (v, 1)
(5.63) et MY solution sur ]0, 1[ de :

OM = || HI x MY + %= MY x 9;M{,

HY = ®" + 1, My + H, + K, (p- M{) p,

M{|,—o = M.

Cette condition est stable comme Daffirme le théoreme suivant
Théoréme 5.2 Soit (EZ, ﬁg, <A1577, l\N/I?) une solution suffisamment réguliére des équations de
Mazwell (3.8) couplées avec la CLE (5.63). On a alors l'identité suivante, pour tout t >0 :

d 1 2
(5.64) CAEN) +nEl®) +n&®) + 02 [ oM dv — o,

v Jo |Mp|

ou EN et &' sont respectivement données par (5.35) et (5.36) et ou

1/~ ~

2, ~ 2
+n uox‘ati)”’ ) dv.

109



Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

Preuve. Reprenons 'identité (5.38) qui est toujours valable (nous gardons la notation
simplifiée, ¢"(t) = II;H}(0,%)). En remplacant E} par son expression dans la condition aux
limites (5.63), on obtient

1
(5.65) %5{](2&) + pon / 0 ®"(v,t) - "(t) dv = 0.
0

Prenons le produit scalaire L2(0,1) de la deuxiéme équation de (5.63) par 8;®" . Il en découle
I'identité

1 1 N N 1 1 2
(5.66) / 8,8 - " du. :/ (@W—H“M’?).at@”dwruonQE/ x |07 av.

0 0 0
D’autre part,

o7 Vi &1 19 |Gn N |2 P N N
(5.67) (&7 — 1, M7) - 9,87 = 5@‘@ — T M| 4 (87 — MY ) - 9,11, M.
Comme ;[M")?> =0, on a : 8t|H“1\7P7\2 — —9,|ILLM"[2. Dot (en utilisant que II, & = 0)

Y N7 a1 _ Lo lan Nl B N N7
(5.68) (@7 -1 M) - 9,8" = 20, | — ;M| + (@" 4+ ILMY) - M.
En utilisant (5.68) dans (5.66), ensuite (5.66) dans (5.65), nous obtenons :
d Lo ~ .
(5.69) AN + LD} + o / O - (37 + ILMY) dv = 0.
0

Remarquez maintenant qu’on se trouve dans la méme situation que (5.40) puisque ﬁ? est
solution de I’équation LLG avec :

(5.70) " + I, M" = H? — HY,,
ot H"; est donné par (5.41). Le méme calcul entrepris pour le traitement (5.40) s’applique
donc a (5.69) et nous permet de conclure. O

oo ¢ Le cas général (condition (5.51))

Intéressons nous maintenant au cas de la condition non locale (5.51).

Premiére approche (a valider). La premiere piste naturelle consiste & vouloir appliquer
la méme identité formelle (5.60) que dans le cas de la condition locale. On considere donc P
donnée par (5.61). Nous avons d’une part I'identité formelle (5.62) et il nous faut d’autre part
exprimer le terme (\TJ” - ,uOnQA\T/”) figurant dans expression de H.. Puisque fol O(v,¢)d¢ =
Xx(v), on peut écrire

(1- u0n2A8tt)§l"(u, t)y = (1-— u0n2x(y)8tt)l_[“ﬁ2(0, t)+ (1 — u0n2A8tt)H||M?(V, t)
= (1= pom*x(V)0) U (v, t) + pon®(x(v) — A)OuIT MY (v, 1).
Donc, d’apres (5.62),

(5.71) (1 — pon? Ady ) 0" = " + pon? (x — Ny IT, MY + O(n°).
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5.1 Etude du probléeme 1D

La nouvelle condition s’obtient alors en appliquant les substitutions formelles (5.62) et (5.71)
respectivement dans la premiere équation de (5.51) et dans I'expression de H'. Nous abou-
tissons ainsi & la condition (5.72) ol c’est juste I'expression de H? qui a changgée

EN0,t) xn = —ugn /01 9" (v, t) dv
Avec ®"(v,t) solution de
®(v,t) + pox (v) PO ®" (v, t) = I (0, 1) + I M/ (v, 1)
(5.72) et MY solution sur |0, 1[ de :
oM/ = |y| H x MY + e M7 x 9, M/,
HY = ®" + pon’ (x — A)ou T MY + L, Mo + H, + K, (p- M{) p

MY |,—o = Mo.

Etudions maintenant la stabilité cette condition, en essayant d’établir un équivalent de I'iden-
tité (5.64). Si on reprend la démonstartion du théoreme 5.2, on constate qu’elle reste valide
jusqu’a lidentité (5.69) tandis que (5.70) devient dans le cas présent

(5.73) O+ T, MY = H — Hlls — pon®(x — A) 91, M
Par ailleurs d’apres lexpression (5.53) de A, en intégrant par parties, on déduit que

1 N N 1d 1 1 N 2

0 0 v
Ainsi, par (5.42), (5.43) et (5.74) on montre

dg Ho
M7 - (&7 + I, M) dv /
uo/at (84 L) dv = T B |MO
(5.75) p .
— 2
+%%/ (&(V) /V Oy —x() ’&t 7 ) dv

ou & est donnée par (5.36). L’identité d’énergie qu’on récupere en regroupant (5.69) et (5.75)
s’écrit en posant
12
7)o

2.2 1
et = 4L | <sf<u>
]atM"

(5.76) %{Sﬁ(t)JrnSf”(t)+n8F(t)+n8’7( )}+7]:“0/ -

Mais cette identité ne peut pas nous permettre de conclure quand a la stabilité du probleme
puisque la quantité £7(t) peut étre négative : prenons comme exemple &; constant, donc
x(v) = &3(1 = (1 —v)?), et calculons

ew=[ ([ wo d<)2 - (30-0-07) wy? v

2

1 .
/ 0,11, MLV d¢

x(v) ‘at

dv = 0.
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Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

pour une fonction v donnée. On remarque que lorsque u est une constante £(u) = 0 ce qui est
en accord avec le résultat de stabilité du théoreme 5.2. Par contre, si on prend par exemple
u(v) =1 — v, on trouve

E(u) = 1(1—’/)4—5(1—1/)2—1—5(1—1/)4(11/:—__1__<0.
0

n° Deuxiéme approche (surprenante). Cette approche s’inspire de la premiere et repose
sur la constation (facile a vérifier & partir (5.53) en faisant deux intégrations par parties
successives)

/Ol(Au)(l/) dv = /01 x(v)u(v)dv

(cette identité a d’ailleurs été utilisée sous une autre forme dans la dérivation de la CLE
d’ordre 4). D’ot, la premieére équation de la CLE (5.51) s’écrit aussi

~ 1, ~
E}(0,t) xn= ,uonf)t/ (\I/”(V,t) — o n* AoV (v, t)) dv.
0
L’idée est donc : au lieu de (5.60), on va utiliser plutot

(1 — oA 7]28tt) = (I + o nzAatt)_l +0(n?),
de telle sorte que, si P est telle que
" + g n? ADy®" = T sur ]0,1[xR*
alors (du moins formellement)
U7 — g A9 ¥ = 7 + O ().

On aboutit enfin a la condition

El(0,t) xn = —pugn /01 0,9 (v, t) dv

Avec ®"(v, t) solution de

B, 1) + 1o n* (A9 ®") (v, t) = T HJ(0, 1) + T1, MY (v, 1)
(5.77) et MY solution sur 0, 1[ de :

OM = || HI x MY + %= MY x 9; MY,

HY = ®" + 11, My + H, + K, (p - M{) p,

M?\t:o = M.

Ce qui est surprenant dans I'histoire est que, sans que ¢a soit clair & premiere vue, nous
n’avons fait par ces manipulations que réécrire différemment les équations du probleme exact
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adimensionné! Autrement dit, la condition (5.77) est une condition exacte. Par rapport aux
équations (3.1), (5.4), (5.3), (5.5) et (5.6), on peut vérifier que

~ T _
& = II,HY + II,M/ et EJ(v,t) = —Wo/ 8, ®"(¢, t)dC.
14

Nous avons donc comme 'impression d’avoir tourné en rond! Nous revenons aux équations
de départ et on tombe dans la méme problématique...

Il se trouve que malgre tout, la condition (5.77) n’est pas totalement inintéressante. Elle
présente en quelque sorte une écriture (assez) astucieuse des équations de départ, qui nous
permettra plus tard, lorsqu’on s’intéressera a 1’étude numérique, de proposer un chéma de
discrétisation en temps explicite a I'extérieur de la couche ferromagnétique et implicite dans
la couche fine, et dont la condition de stabilité est indépendante de ’épaisseur 7. En somme,
ce chéma permettra de répondre a la problématique initiale, a savoir, avoir une discrétisation
non contrainte par le contraste géométrique entre la couche fine et le domaine extérieur, et
ceci de maniere exacte. Néanmoins, par son aspect non local la condition (5.77) est légérement
plus cotiteuse que les autres conditions locales.

5.2 Généralisation aux cas 2D et 3D

5.2.1 Description du modele

Nous nous intéressons maintenant a la généralisation possible de la construction des CLE
au cas d’une géométrie quelconque, néanmoins réguliere, de la frontiere I'. Cette généralisation
sera en quelque sorte une compilation du cas linéaire et le cas non linéaire 1D.

On considere désormais directement le cas d’une surface courbe I de R3. Et pour simplifier
dans un premier temps, on supposera ¢; constant dans la couche. On indiquera vers la fin
comment déduire les CLE dans le cas 2D et dans le cas d'un ¢, variable (remarque 5.8). Par
ailleurs, apres avoir traité dans la section précédente le cas d’une loi explicite, nous allons
travailler ici avec la forme générale de la loi ferromagnétique (3.3). Notons que 'obtention
d’estimations d’erreurs dans le cas 2D et 3D reste encore un probleme ouvert. La validation que
nous apportons aux CLE vient d’abord de ’étude de stabilité et ensuite des tests numériques
effectués sur des cas particuliers.

Comme pour le cas linéaire courbe, notre construction s’intéressera uniquement aux cas des
CLE d’ordre 1, 2 et 3. Nous maintenons donc les notations du chapitre 4.

Le probleme de diffraction est constitué des équations (3.1), (3.6), (3.2), (3.3) et (3.5).

5.2.2 Etapes préparatoires de la dérivation effective des CLE
Changement d’échelle

Comme dans le cas linéaire, le chagement d’échelle s’effectue en passant a une représentation
paramétrique du domaine €27, adimensionnée dans le sens de la normale :

x € QY — (xp,v) €T x [0, 1] telles que X = xp +nvn.
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Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

Pour simplifier on continue de noter (E{, H{, M{) les inconnues dans le domaine adimensionné
I'x]0, 1[. Le systeme (3.2) s’écrit

e OE! — TH] + 1 9,(H! xn) =0
(5.78) dans T'x]0,1[xRT,
4o 0L(HLY + M) + TOVE] — L0, (B » ) = 0

olt Popérateur surfacique 7" est défini dans le lemme (4.6).

Afin d’écrire la loi ferromagnétique sur le domaine adimensionné, & 'instar du cas 1D, nous
supposons les caractéristiques de la couche ferromagnétique indépendantes de 1’épaisseur 7
de la couche. 1l existe alors, £, ® et My, fonctionnelles et fonctions définies sur I'x]0, 1[ et
indépendantes de 7, telles que, pour x € QY ; x = xr +nvn,

L£7(m,h; x) = L(m,h; x,v), m, h € R?,
®"(m; x) = ®(m, h; xp,v), m € R3,

M{(x) = My(xr, V).

Cette précision étant faite, nous n’indiquerons plus de maniere explicite (par soucis d’allegement
des notations) la dépendance de L et de ® en la variable (x, ). La loi non linéaire (3.3) s’écrit
donc

oMY = L(M{, H]) avec HI =H/ - 9,P(M/) dans I'x]0, 1[xRT,

(5.79)

M{|;—o =My dans I'x]0, 1[.
Le probleme de diffraction adimensionné est formé par les équations (3.1), (4.8), (5.78), (5.79)
et (4.10).

Développement asymptotique et principe de la construction

Nous supposons 'existence du développement asymptotique (4.11) auquel nous rajoutons
I'analogue pour MY :
(5.80) MY =M + M} +7° M} + ---

Contrairement a ce qui a été fait jusqu’a maintenant, nous n’allons pas expliciter les problemes
auxilaires que doivent satisfaire les moments M (pour cela il aurait fallu expliciter le développement
de la loi non linéaire £ (voir par exemple le chapitre (6))). On admet juste 'existence d’un
tel développement.

Reprenons maintenant le principe de construction explicité dans la section 4.2.3. Nous

notons
k_

(Ep, HY HY, M) = > ' (Ei, Hi, H, M)).
=0

—_

.

S’inspirant des résultats établis en 1D, I'idée pour dériver les CLE dans le cas présent est
de considérer d’abord M{ comme un terme source donné pour les équations de Maxwell,
ce terme source s’écrivant sous la forme (5.80). Cela nous permettra d’établir une premiere
relation d’ordre k, sous la forme,

(5.81) E! xn=B)I[HY) +n AJMY +0(nF) sar T xR,
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ou BZ est le méme opérateur linéaire surfacique que dans (4.23) et ou AZ est un opérateur
linéaire volumique qui reste a déterminer. Nous rappelons les résultats du cas linéaire avec
coefficients constants :

Bl =0
(5.82) BQ S (Ef 1o O + ot rotp) ,
&
BY =~ (e [1 = (€ — H)Jou + 15t (1 = nH)rots )
f

Pour déterminer 'opérateur AZ, nous utilisons la méme procédure de construction que celle
utilisée pour BZ dans le cas linéaire. Nous commencons d’abord par une identification formelle
dans les équations du probleme a lintérieur de la couche ferromagnétique. Ensuite, nous
calculons progressivement les termes nécessaires a la construction de la CLE.

Une fois la condition (5.81) établite, la deuxieme étape consiste a la coupler avec la loi
non linéaire permettant la détermination de M. Or, les fonctions £ et ® étants régulieres,
on constate que si M{ et H{ sont telles que (5.80) et (4.11) aient lieu, alors

LM} HY — 0,2(M)) = L(M{, Hf - 0,2(M[)) + O(n").
D’ot, nécessairement (pour k > 2)
(5:83) oM™ = LM~ Hy ™! = 0,0(M; ™) + O(n* )

L’équivalent 1D de cette identité est donnée par la remarque 5.3. Regroupant (5.81) et (5.83),
on s’apercoit que le seul travail qui reste a faire, est d’exprimer (convenablement) le terme
HF~1 en fonction de MF~! et de la trace de IT,H sur I

Identification formelle

On suppose d’abord que MY est une donnée (pour le sytéme de Maxwell (3.1)) qui s’écrit
sous la forme (5.80). L’identification formelle est a effectuer dans les équations linéaires : (3.1),
(4.8), (5.78) et (4.10).

On utilise bien entendu le développement de Taylor (4.77) de l'opérateur 7.

Par rapport au cas linéaire, dans les équations identifiées (4.12), (4.13), (4.78) et (4.79), seule
I’équation (4.78) est a remplacer par :

k
Oy (EF! x n) = po 0 (HF + MF) + 3 (—v) T/EF
(5.84) i=0

Effl(xp,1) xn =0, for x; € T.

Par conséquent, H“E? et HHH? sont toujours donnés par (4.16), par contre la relation de
récurrence donnée par le lemme 4.9 est a remplacer par celle donnée dans le lemme suivant :
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Lemme 5.1 Pour tout k > 0, nous avons pour (xr,v) € I'x]0, 1],

1
OEM Y (xp vy xn = —/ o Ot (Han + Han) (xr, §) d€

1] 2 L
(5.85) - / = > > (=&F T rotfF T rot ) HY (., €) d€

OHMYxp V) xn = &gHﬁH(xp)xn—/O & O I EF (x1, €) d€

/ (&) 7 ot rot{ = B (xr, €) dé
Ho = O] 0
(5.86)

/ Z k ) Ck: ’+18H’(xr,§)) % ndf

-/ )t (M ) €
=0

Preuve. Dans la preuve du lemme 4.9, nous avons montré I’équivalent de la relation (5.85)
et laissé au lecteur le soin de conclure pour l'autre. Dans le cas présent, nous allons faire
I'inverse en démontrant seulement (5.86). L’obtention d’une preuve complete de chaque lemme
devient alors un exercice presque immédiat en regroupant les deux preuves!

En appliquant II; & la premiere équation de (4.79), nous obtenons

k
O HI xn) = —d(ILEF) + ) (—v)*rot) (H - n)
(5.87) i =0
Z k ) Ck: Z+18HZ)
=0

D’autre part, en appliquant II, & la premiere équation de (5.84) on constate que pour tout
1> 0,
(5.88) o O (Hlf : n) = — 100, (M? : n) = (—v)"roti P Ef.
j=0
v .
L’équation (5.86) s’obtient a partir de : / 9,(5.87) d€, en utilisant 'expression de d; (H! - n)
0

fourni par (5.88) et en utilisant la condition de continuité en v = 0 donnée dans (4.79). O
5.2.3 Dérivation et étude de stabilité de la CLE d’ordre 2
Appliquons (5.85) a k = 0. Elle implique apres la simplification due & (4.16)

OEl(xp,v) xn = —(1-v) <,u0 O + lr(_)’tF rotr) I, HY (%)
&

(5.89) L

— [ 0 0T MO, €)
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D’apres (5.89) et (4.16), on constate que pour xp € I,
J— J— 1 [EE—
(5.90) HEZ(xr) x n = By (I, H2(xr)) — 1 o /0 Ou Il M} (xr,v) dv + O(1?),

ce qui correspond bien & la relation (5.81) avec k = 2. Il nous reste & exprimer H}. D’aprés
(5.88) appliquée a k = 0 et intégrée en temps, tout en utilisant (4.16),

(5.91) I, HY? = 11, (M, — MY).
Par conséquent, en réutilisant & nouveau (4.16), pour (xp,v) € I'x]0, 1],

H! (x,v) = ILH)(xp)+ I (Mg — M?)(x¢,v)

(5.92) . .
= I H(xr) + L (Mo — My)(xr,v) + O(n)

La CLE d’ordre 2 se déduit des équations (5.90), (5.83) pour k = 2 et (5.92) en enlevant les

termes correcteurs. Le triplet (E2, H2, M}) est remplacé par (E?, H”7, MY) et la condition aux

limite s’écrit

~ ~ I
OB (xe) x = BY(I Yoce)) ~ o | TN (e, )

ot MY (x ,v) satisfait pour (xp,v) € I'x]0, 1|,

OM! = L(M], HY), M/ (xr, V)0 = Mo(xr, ),

H (xp,v) = I H(x;) 4 I, (Mg — M?)(xr, v) — 8, ®(M?) (X1, v).

Remarque 5.4 On remarque que l'expression de la CLE d’ordre 2 dans le cas général n’ap-
porte pas de modifications sensibles par rapport au cas 1D (condition (5.25)) : on retrouve la
méme expression pour la loi non linéaire qui y intervient. Par ailleurs, les remarques 5.1 et
5.2 s’appliquent aussi a (5.93).

La condition (5.93) est L? stable d’aprés le théoréme suivant.

Théoréme 5.3 Toute solution suffisamment réguliere (E1, H1, M) de {(3.8), (5.93)} satis-
fait, Vit >0,

IM?(t)| = | Mg | sur Tx]0, 1] et
9 e300, BY0) + €20 +n €MD)} <0

ou, si on pose, " (xr,t) = I[H!(xr,t), (xp,t) € x RT,

5.94 () = 10 o2 + | [ nryarl|

(5:94) 10 =2 "0l + 5 | [ woteenimyar|

(5.95) () = B2 (Mo = M) [+ o [ ®(VE(H)) dxce o
r'x]0, 1]

bl
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Preuve. La conservation de la norme de I'aimantation découle directement de (3.4)(ii). A
partir de (4.28) et en prenant le produit scalaire L2(T") de la premiere équation de (5.93), on
montre

(5.96) g, En(e), @) + U(fg(t)}:—,u,o/F /01 OIL, M (xr, v) - " (xr) dv dxcr.

dt
Pour (xr,v) € I'x]0, 1],
8,51_[“1\7[;7 : ‘Pn = 8t1\7ﬂ7 : ‘Pn = 8tm? : (IiIQ + amq)(m?) - HJ_(MO - M?)) .
Puisque 9, M/ - H?. > 0 par la propriété (3.4)(iii), on déduit
. . 1 N
OILMY - " > O { ®(MY) + S| TL (Mo — M) 3,
et en intégrant sur I'x]0, 1],
Lo d
(597) o [ [N (e, v) - k) d e <~ E1(0)
r Jo

L’identité d’énergie du théoreme (5.3) se déduit en identifiant le terme de droite dans (5.96)
avec le terme de gauche dans (5.97). O

5.2.4 Dérivation et étude de stabilité de la CLE d’ordre 3

L’équation (5.86) appliquée a k = 0 s’écrit, une fois intégrée en temps, en utilisant (4.16),
v
(5.98)  ILH (xr, v) = I H, (xr) — v CH(xr) — /0 Ve (M} — M) - n)(xr, €) dé.

Considérons (5.85) pour k=1 :

1 1
OEf(xp,v) xn = —/ 115 O ILy (HY + M) (xr, ) d€ + / (COE} (xr,€)) x n dé
1
(5.99) — / El rotr rotp HY (xr, €) d¢
v f

L1, . -
+/ ¢ — (rot{V roty + rotp rot M YHY (xp, £) dE.
v &

I1,H? est donné par (4.16), II;H} est donné par (5.98) et nous avons : CO;El = COII E},
ot OIL,E} est donné par (5.89). Nous obtenons alors, en effectuant sur (5.99) les mémes
simplifications du cas linéaire ((4.87) — (4.89)),

OEX(xr,v) x 1 = —po O (1= ) T H} (xe) — (1= 12)(C — H)IH (xr) )
_z—:i ((1 — v) 1oty roty I HL (%) — (1 — v2) oty Hroty H“Hg(xr))
(5.100) f

1 1

o0 [ (M, + /§ (2 — O MY (s, 7) dr )
1 r€

+140 Ot / /0 Ve (M{ - n)(xr, 7) dr dE.
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5.2 Généralisation aux cas 2D et 3D

En regroupant (5.100), (5.89) et (4.16), on constate que
J— [— 1 [
OENxr) xn = B H(x:)) — 1o O /0 (1+ v (2H — €)1, M2 (xy, v) dv

(5.101) )
0 110 O /0 (1= 1) Ve (M2 m) (0, ) dv + Oi)

(Nous y avons utilisé : /01 f6 (/; g(v) dl/) ¢ = /01 </0§ fv) dy> g(&) d¢g.)

Pour completer la CLE d’ordre 3, il nous reste & déterminer H?. L’équation (5.88), écrite pour
k =1 devient, en l'intégrant en temps et en utilisant (5.89) et la simplification rot, Vi =0,

Hi(xr,v) n = —(M; n)(xe,v)+ (1 -v)dive (I H) (xr)
(5.102) .
— [ dive (11, (Mo — MP)) (e, 8) .
Ainsi, en regroupant (5.92), (5.98) et (5.102)
H(x) = (-G +7 [ V(Mo — M) m)xr. ) de.

(5.103) T (M — M2) (xr,v) + 5 (1 = ») ( dive T H3(x,) ) n

o ([ e (1,0~ M), 8) ) m OGP

On est maintenant en mesure de dériver une CLE d’ordre 3 en regroupant (5.101), (5.83)

pour k = 3 et (5.103), sans les termes correcteurs. Cette condition s’écrit :

O E](xr) xn = Bg(HHﬁZ(XF))
1 —
— N o On /0 (1+nv(2H — C)I,M{ (xr,v) dv
1 —~

+ P [ (= v) Ve (V] 0)(xev) do
olt M (xp, v) satisfait pour (xr,v) € I'x]0, 1],
(5.104)
atM? = ‘C(M?v H¥)7 M?(XFv V)|t:0 = MO(XF7 V)v

B (xr,v) = (1= 0w Q) I (xe) + 1 [ "V (Mg — M) - ) (e, €) dé

+ I (Mo — M) (xr, ) + 7 (1 = v) (dive I HI(x;) ) n

—n </V1 divy (IT) (Mo — M) (xp, €) d§> n — 9, &M (xr, ).

Cependant, contrairement au cas de la condition d’ordre 2, la condition d’ordre 3 ainsi
obtenue, semble ne pas avoir de bonnes propriétés de stabilité au regard de la méthode
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Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

énergétique. En particulier il nous a été impossible de montrer ’équivalent du théoreme 5.3
pour le probléme couplé Maxwell-CLE (5.104). Notons tout de méme que cette constatation
ne permet pas de trancher sur le caractere stable ou pas de la condition (5.104).

Par ailleurs, les difficultés rencontrées lors de nos tentatives infructueuses pour montrer
la stabilité, nous ont permis de trouver les bonnes modifications & apporter aux expressions
(5.101) et (5.103), afin d’aboutir & la bonne expression de la CLE. Ces modifications devaient
bien str, étre de nature a conserver 'ordre indiqué dans chaque expression. Elles s’operent
comme suit :

e Dans la relation (5.101), nous remplagons l'opérateur (1+nv (2H —C)) par (1+nv2H)(1—
nvC). Comme
(5.105) 14+nv(2H —C) = (1 +nv2H)(1 —nvC) + O0(n?)

on a aussi en posant (pour condenser les formules) : r" e (1+nv2H),

—_ PR 1 PR
OEI(xp) xn = B H3(xr)) — npo Oy / (1 = nvOILMZ(xp,v) r' dv
0
(5.106) X
402 10 O /0 (1= 1)V (M2 - n)(xp, 1) dv + O(1)

Remarque 5.5 Remarquons que nr" dv dxy n'est autre que le développement d’ordre 3 de
lélément de volume dQ)y .

ee Pour M un champ de vecteurs de R3, défini sur I'x]0, 1[, on définit " (M), le champ
sclaire sur I'x]0, 1[ donné par

(5.107)  p"(M)(xp,v) = (Mg — M) -n — —/ divy (IT; (Mg — M))(xr, &) d€.

Puisque -% =1+ O(n), on remarque que la relation (5.103) s’écrit aussi,

B xev) = (1= v O H) + 2 [ Vg (V) e, €) €
(5.108)

4 (W(ME)(XF,V) + %dwpnl,ﬁg(xr)) n + 0(n?).

La nouvelle condition d’ordre 3 s’obtient en regroupant (5.106), (5.83) pour k = 3 et (5.108)
sans les termes correcteurs. En conclusion, si pour un champ de vecteurs M de R? défini sur
I'x]0, 1[, on définit le champ de vecteurs tangentiels ¥" (M) par

(5.109) U (M)(xp,v) =7r"(1 —nvC)IM(xr,v) —n (1 —v) Vr (M - n)(xp,v),
alors la CLE d’ordre 3 s’écrit

OEN(xr) x n = Bn(H”H’7 (xr)) —n po / \I/” )(Xr, V) dv,
ol M?(XF,V) satisfait pour (xp,v) € I'x]0, 1],
(5.110) OM{ = L(M], HY), M/ (xr, V)0 = Mo(xr, 1),

B (x, ) = (1 — 7w C)I, HY(x.) +—/ Ty b (M) (., ) dé

+ <1/)”(M}7)(XF,V)+77(1T7;)diVFHﬁg(xr)) n — 0, ®(M?)(xp,v).
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5.2 Généralisation aux cas 2D et 3D

La justification principale de cette condition provient de I’estimation énergétique suivante :

Théoréme 5.4 On suppose que 1 < |2H| Alors toute solution suffisamment réguliére
(E7,H1, M}) de {(3.8), (5.110)} satisfait, V't > 0,

IMI(t)| = | Mg | sur Tx]0, 1] et

d

o &0 (BL(0), HY0) + 0 &) +n € (1)} <0,

ou, si on pose, ¢"(xp,t) = H||ﬁ2(xr,t), (xp,t) €T x RT,

+ 2
&) = % - (I1=n(C—-H))e") - " dxp + %Ef /F(l —nH) \/0 (rotr ") () dr| dxr,

£1(t) = 1o /mo ; (2] o) +<I>(1\~/I?(t))) o dscy d.

Remarque 5.6 Comme pour le théoréme 4.5, on retrouve ’équivalent de [’estimation uni-
forme sur lénergie dans le vide (3.13), lorsque n infr (max (Jc; + c2f, |c1 — ¢2])) < 2, ot 1
et co sont les courbures principales de I'. Cette condition sur n est plus forte que la condition
requise par le théoréme.

Preuve. La conservation de la norme de ’aimantation découle directement de (3.4)(ii). L’iden-
tité (5.96) s’écrit dans le cas de la condition (5.110)

A1) S EEO, F) + &0 = o [ [ 00 o v axe

D’apres la définition (5.109) de ¥" et par symétrie de (1 —nvC),
(5.112)  8,W"(M!) - " = " M - (1 — nvC)") — n(1 — 1)V (OM! - n) - ",
et on a, par (5.96),

(1-nuC)p" = HY+ 0, 0(MY) - /vrw’? (ML) de

— <1/)’7(1\N/I:7) + eri;) divp cp”) n

Pour n < ﬁ, le réel r" > 0. D’ou, par la propriété (3.4)(iii), r" oM" .- H? > 0, et par suite

FOMY - (1= nvC)g") > 1M - (0,®(MY) — 3" (M) n)
(5.113)
_77815 </ Vr ,W?(MU) dé +n(1 —v)(divp ") )
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Extension au cas des matériaux ferromagnétiques

La substitution de (5.113) dans (5.112), implique, aprés intégration sur I" x [0, 1] et multipli-
cation par —puyg,

1 . 1 N
o [ [ 0w v e < po [ RONE®) ik d
r Jo dt Jr Jo
1 —~ —~
+HO// P (MY) 0y (MY - m) v dv dxr
rJo
1 v _ N
(5.114) +77M0/F/0 (/0 Vi (MY) dﬁ) - O MY dv dxr
1 —~
—H?Mo/ (1-v) /Vp(atM?'n)‘go” dxp dv
0 r
1

1 10 / (1—v) / (O M - n) (divy ") dxp dv
0 I

En intégrant par parties sur I" on s’apercoit que la somme des deux derniers termes de (5.114)
est nulle. Notons

1 —~ —~
:/ / P1(MY) - 0y(M{ - n) r" dv dxr,
rJo

12:/F/01 (/OVVFM(M?) dg) O, M! dv dxr,

de sorte que (5.114) s’écrit

1 N d ,
_Mo/F /0 O UN(MY) - " dv dxp < —Ho o /F/o (M (1)) " dxp dv + o (I + nls) .

En utilisant la définition (5.107) de %", on a d’une part

= [ [ amo -8
i / O4((Mg — M) - (/ dive (IT, (Mo — M?)) dg) du dx

r" dv dxp

et d’autre part
1 o 1 N
I, = / / P1(MY) - O (/ divp (IT; (Mg — M?))d{) dv dxr

B / / (Mo — n) oy (/ divy, (I, (Mo — MY)) d£> dv dx;

111 — 2
—TI/F/ r_”§at/,, din(HH(MO—M?)) d§

dv dxr.
2
po (11 +nl2) = —po —; // ‘7,1)” M) )‘ r" dv dxr,
dt 0

Ainsi

et par suite
1 —~ d
(5.115) —MO/ / OVINY) - " dv ey < —ZE(E).
r Jo

Nous obtenons 'estimation d’énergie annoncée en combinant (5.115) et (5.111). 0
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5.2 Généralisation aux cas 2D et 3D

Remarque 5.7 On remarque que contrairement au cas liné€aire, lorsque la frontiére I' est
plane : C = H = 0, l'expression de la condition d’ordre 8 ne coincide pas avec la condition
d’ordre 2 (nous renvoyons au chapitre 8 pour plus de précisions).

Remarque 5.8 [Le cas d’un ¢; variable|. En reprenant le processus de dérivation, on
remarque que les modifications qui sont a apporter aux CLE d’ordre 2 et 3, dans le cas d’un
e¢ variable, ne concernent que les parties linéaires By et Bi. Ces opérateurs deviennent en
posant pour Xr € T,

1 1 ) v
Xp) = ———dv et X :/ —— dv,
b = [ s xabe) = [

33 =N (MO O + rStr Xertr) )
(5.116)

Bl =— (Ho (1 —n(C — H))Ou + rotr (x1 — 21 X2 H)rotr) :

Remarque 5.9 [Expressions dans le cas 2D]. Le cas 2D peut étre considéré comme un
cas particulier du cas 3D : pour dériver ’expression de la CLE sur une courbe plane I, on
applique la CLE 3D au cylindre basée sur la courbe I' et d’axe d’invariance la normale au
plan contenant I'. On élimine ensuite dans [’expression obtenue, toute dérivation suivant cet
aze dinvariance.
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Chapitre 6

Analyse asymptotique et
estimations d’erreur pour le modele
1D non linéaire des CLE

Résumé : Dans ce chapitre nous abordons le probleme de justification mathématique
des modeles de couches minces établis au chapitre précédent. La nature non linéaire des
modeles rend I'entreprise plus délicate qu'au chapitre 4 (section 4.3). C'est pourquoi
nous nous sommes limités au cas monodimensionnel, qui peut encore se traiter par des
techniques relativement élémentaires. Nous reportons I'étude des cas 2D et 3D a des
travaux ultérieurs (pour lesquels il faudrait probablement faire appel a des techniques
analogues a celles déja utilisées au chapitre 2). Nous établissons tout d'abord que la
solution du probleme de transmission exact admet un développement de Taylor par
rapport a I'épaisseur n du milieu ferromagnétique. C'est I'objet des sections 6.3 et 6.4
et plus précisément des théoremes 6.2 et 6.3, ce dernier constituant le résultat clé de ce
chapitre. A noter que contrairement au cas linéaire, nous n'avons pas su démontrer les
estimations (6.41) de fagon directe mais a I'aide d'un argument de boot-strap (c’est le
lemme 6.1). Nous nous intéressons ensuite au probleme approché (6.68)-(6.71) dont nous
démontrons |'existence et |'unicité d'une solution globale en temps a I'aide d'un argument
a la Cauchy-Lipschitz-Picard (qui ne serait plus valable en dimension supérieure) ; c'est
I'objet de la section 6.5.2. Nous démontrons ensuite le résultat principal de ce chapitre qui
exprime que |'erreur entre la solution exacte et la solution approchée est en O(n®/?) : c’est
le théoréme 6.6. Ce résultat est obtenu en démontrant I'existence d'un développement de
Taylor en 7 pour la solution approchée : la technique utilisée est calquée sur celle utilisée
dans la section 6.3 et s’appuie sur les résultats de stabilité établis au chapitre 5. Comme
dans le cas linéaire, I'estimation d’erreur est obtenue de facon indirecte : on constate que
les trois premiers termes du développement de Taylor des solutions exactes et approchées
coincident et on conclut par I'inégalité triangulaire. A noter que nous avons choisi de
reproduire ici le texte d'un article (rédigé en anglais) que venons de soumettre pour
publication : les deux premiéres sections, destinées a introduire le probleme et rendre
I'article “self-content”, doublonnent donc avec les chapitres précédents de la these.
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6.1 Introduction

The use of ferromagnetic materials is of real importance in stealth technology due to their
absorbing properties with respect to electromagnetic waves. As the thickness of the ferroma-
gnetic coating is in general very small compared to the radar’s wavelengths, the numerical
simulation of scattering experiments in such a situation needs very thin meshes, and may lead
to very expensive discrete problems. We developed in [22, 23] an alternative approach by de-
riving Effective Boundary Conditions (EBC’s) on the boundary of the thin layer, that permit
to retrieve in an approximate way the absorption properties of the coating and to remove the
mesh constrains on the discretization. The numerical validation of EBC’s for ferromagnetic
coatings had been achieved in [22].

The idea of introducing EBC’s is now well known and largely used in scattering problems
involving thin coatings. It was extensively developed for the time harmonic problems, in order
to handle the case of linear dielectric materials, and the reader can found a little survey of
this in [7, 41, 25]. The case of ferromagnetic materials is different due to the non linear aspect
of the material constitutive law. We consider in the present work a simplified version of this
law and study the error estimate with respect to thickness of the coating, between exact and
approximate solutions.

This study concerns only the 1D problem and the generalization to 2D or 3D, where even
the study of the exact problem is in our knowledge not yet totally achieved, needs certainly
further developments. It is divided into two main parts :

1. The existence of an asymptotic expansion of the exact solution with respect to the width
of the thin coating. This is the fundamental point in the construction of the effective conditions
(see [22]). It justifies the use of the truncated series as an approximation of the exact solution.
This result is based on a boot-strapping argument, using energy estimates (stability results
with respect to time variable and the thickness of the thin layer). Three sections are devoted
to this part. In section 2 we present the equations of the model as well as the main features
of the 1D approximation. In section 3 we introduce the formal asymptotic development and
prove the existence and the uniqueness of the solutions for the identified problems. This
result precise as well the optimal conditions required for the initial data in order to pursue
the asymptotic development till a given order k. The main result is given in section 4 which
is called consistency result. It gives an estimation, with respect to thickness of the coating,
on the difference between the exact solution and the truncated series formed by the solutions
of the identified problems.

2. Order of approzimation provided by the effective boundary conditions. We consider the
case of the effective conditions (of order lesser or equal than 3). We prove first the existence
and the uniqueness of solutions for the initial boundary value problem formed by Maxwell
equations and the effective condition. Then, as in point 1, we prove the existence of an
asymptotic expansion for this solution. The error estimate between the solution of point 1
and the solution of point 2 is obtained by comparing theirs respective asymptotic expansions.

6.2 Transmission problem in a fix domain

We consider the 1D problem, that is the fields depend on a single space variable. We
denote by Q, =] — oo, 0] (resp. Q{ =|0, n[) the vacuum domain, (resp. the ferromagnetic
domain), where n > 0 is the thickness of the ferromagnetic layer and will constitute the small
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6.2 Transmission problem in a fix domain

parameter of our problem. To remove the dependence of the geometry on this parameter
(which is convenient with regards to the asymptotic study) we make the scaling £ = /1 and
transform Qf onto 2, =|0, 1 (see figure 6.1).

o /\ o
| 4

(Eo, Ho) 0 i U]

By

~y

0 Q¢ 1
Fia. 6.1 — The 1D problem and the scaling

We denote by (E7(z,t),H(x,t)) € R?® x R?® (resp. (E{(&,t),H{(£,1)) € R3 x R3) the
electromagnetic field at (z,t) € Q, x R™, (resp. at (£,t) € Q; x R") and we denote by
MY the magnetization field that is defined on Q; x R* only. We consider now the following
transmission problem

OHE! —rotH? =0, OH]+r1otE?=0 on Q,xR",
(E7,HY)(x,0) = (Eo, Ho)(x), € Q.

(6.1)

OE! —n~lrotHY =0, O, (H! +M{)+n"'rotE{ =0 on € xRT,
(E?,H?)(f,O) =0, (€.

(6.2)

where we have the continuity relations, setting n = (1,0,0),
(6.3) E!(0,t) x n=E{(0,t) x n, H?(0,¢) x n =H{(0,t) x n,

and the condition of reflection
(6.4) E/(1,t) xn=0.

The magnetization MY is related to H{ by

(6.5) oMY = L(M{ H), M/(£,0)=Mg(E), forae £€Q

where the ferromagnetic law £ is a C* function from R? x R? into R? such that
(i)  h+—— L(m,h) is linear, m € R3,

(6.6) (i9)  L(m,h)-m=0, m,h€ RS,
(41)  L(m,h)-h >0, m,h € R

Remark 6.1 In fact (6.6) corresponds to the essential properties, in view of the mathematical
study, satisfied by the Landau-Lifshitz model

(6.7) L(m,h) =X hxm+ Aam X (h X m)

where A1 and Ao are positive constants.
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Remark 6.2 We only consider the case of homogeneous ferromagnetic law L. The generali-
zation to the non-homogeneous case, L(m,h;§), is in fact straightforward, if we assume that
(6.6) holds for a.e. £ € ; and that & — L(-,-;€) acts in L>(Q;)3. This corresponds, for
example, to (6.7) with A1 and Ay some bounded functions of . Meanwhile, equation (6.5)
treats the case of a non-homogeneous ferromagnetic layer as My depends on £.

Remark 6.3 The case exchange field cannot be put into the framework of present work. It
corresponds to
OMY = LMY, HY + 1% 0ceMY)

rather than (6.5). However, all the following results can be generalized (with minor modifica-
tions) to the case
oMY = L(M{, H — (V®)(MY))

where ® is some quadratic and positive function that takes into account the anisotropy terms
and the presence of static magnetic fields.

Remark 6.4 We take the physical constants equal to 1 in (6.1) --- (6.5) for the shake of
simplicity of the mathematical proofs, and the small parameter n will be taken such that
n<1.

Let us now precise some properties of the 1D model. The curl operator has a particular
form : if we denote by v = (v1, v2,v3) a function of (x,t) with values in R3, then

rot v = (0, —0,v3, 0zv2) = Oz (n X V).

Using the following orthogonal decomposition v =nx (vxn)+(v-n)n = (0,vs2,v3)+ (v1,0,0)
and introducing the notation

IIjv=nx(vxn)=(0,v2,v3) and II,v=(v-n)n=(v1,0,0),
one has in particular v = II;v +1I, v and
rot (I, v) =0 and rot(v) = rot (II;v).
Therefore by applying II, to the equations (6.1) and (6.2) we observe that
ILE" = II, By, I, H? = I1, Hy, IL, EY = 0 and II, HY = IT, (M, — MY).

We deduce that the effective unknowns of our 1D problem are just {II,EZ, II,H?, II,E{,
II,H{, M{}. Let us remark that we will use systematically in what follows the identification
of {0} x R? with R%.

The study of the Cauchy problem in R" formed by Maxwell’s equations and the Landau-
Lifshitz law (6.7) has been done in [45] for n = 1 and generalized in [26] to n = 3. The class of
initial boundary-value problems formed by (6.1) --- (6.5) have not been considered. However
for n = 1, by doing minor modifications of the proofs, one can easily generalize the results of
[45] to the problem considered here (However, it would not be so obvious to generalize [26] in
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3D). We shall state without any details the result concerning the existence an the uniqueness
of strong solutions to (6.1) --- (6.5). For m a given integer, and € an open set of R, H"™ ()
denotes the usual Sobolev space and we denote by H{*(€2) the closure of D(Q2) in H™(Q2)
equipped with its natural norm. We introduce the functional space

V= {(E07H07M0) S H{)”(QU)3 X H(’)”(QU)3 X Loo(Qf)3 / HLEO = HLHO = 0}

that will constitute the space of the initial data (Eq, Ho, Mj).
For (Eog,Hgy, My) € V™, we set

2 2 2 2
[ (Eo, Ho, Mo)[|7m = | Eol|zrm + [[Hollzm + [[Mo| 7

Theorem 6.1 Assume that (Eg, Ho, Mg) € V1. Then there exists a unique “strong” solution
of (6.1) --- (6.5) that satisfies

(ILEY, I HY) € {C1(0,005 L2(€2,)%) N C(0, 005 H' (Q)*)},
(ILE{, I HY) € {C1(0, 005 L2(€2)?) N C°(0, 003 H'(2)*)}7,

MY € C1(0,00; L>®(£2)3) N C2(0, 00; L2(Q)?).
Moreover if we set

£1(1) = 5 (IB2OIZ: + [HL0)2: +n (X2 + [H0)]12:))

then one has the a priori estimates for t >0

aen

IM{(&,t)| = [Mo(&)| for a.e. £€ 9  and -

(t) < 0.

Let us just explain how to obtain the a priori estimates. The pointwise estimate on M} is
a consequence of the property (ii) in (6.6), while the energy decreasing is derived from the
classical energy identity for Maxwell’s equations (6.1) --- (6.4),
den
St = [ onyoH] g
dt Q¢
by using the property (6.6)(7i).

We conclude this section by giving two useful properties of the ferromagnetic law £ that
satisfies (6.6). The O regularity of £ and the linearity with respect the second variable shows
that for all R > 0, there exists a constant C'(R), such that,

[£(m! ) = L(m, )| < C(R)|m' —m||h], |m| < R,|m'| <R,
[£(m. 1) < C(R) |h], Im| < R,

(6.8)

Moreover, since, L(m',h') — L(m,h) = (L(m/,h) — L(m,})) + L(m,h' — k), we deduce
from (6.8), that for all R > 0, there exists two constants C;(R) and Ca(R), such that, for
Im| < R, |m'| < R,

(6.9) |L(m' 1) — L(m,h)| < C1(R) |m’ —m]||W|+ C2(R) |W — h].
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6.3 Asymptotic expansion

6.3.1 Formal identification

We assume, in a first step, that the solution has the following asymptotic expansion

(B}, HY) = (B), HY) + n (B, Hy) + ° (B, HY) + ...

(6.10)
(BY, HY, MY) = (E?, HY, MY) + 0 (Ef, Hi, M{) + o* (E?, Hf, M?) + ...

If a such expansion exists then, by formal identification in {(6.1), (6.2), (6.5), (6.3), (6.4)},
we shall find the equations satisfied by (E¥, H¥) and (E¥, H*, M¥) for an arbitrary order k.
We need to specify for that the asymptotic expansion of the ferromagnetic law £(m, h) with
respect to m. We formulate this in

Hypothesis 6.1 We assume that for all 0 < n < 1, and for all (mg,---,my) € (R?)F1,
k € N (arbitrary), and h € R3, L admits the following expansion :

L(mo+nmi+ - +n"mg, h) = L(mo,h) + 1 Li(mg,m1,h) + ---
+ nk ﬁk(m07 s, M, h’) + 77k+1 RZ(m07 s, M, h’)7
where L; : (R®)™! x R? — R3, is a C°° function, independent of n and linear with respect
to h, and where R} : (R?)F*! x R? — R3, is also a C* function, linear with respect to

h, and uniformly bounded with respect to n : there exists, for a given real R > 0, a constant
C(R, k) independent of n, such that

|RZ(mO7 7mk7h)‘ < C(R7 k) |h|7 |m0‘ < R7 ) |mk‘ < R.

Moreover, we assume that for a given real R > 0 there exists a constant C(R) such that for
lmo| < R, -+, |mi—1] < R and (m;, m}, h) € {R?}3,

(611) |£i(m0> s, My—1, My, h) - ‘Ci(m()a U 7mi—17m;7 h)| < C(R) ‘mz - m;,‘ |h‘| )
Remark 6.5 Notice that R} =0 and L1(m,my,h) = V, L(m, h) - my.

Remark 6.6 The Landau-Lifshitz model (6.7) satisfies also assumption (6.1).

k
Ek(mo,---,mk,h):Alhxmk+>\2 Zmix (thk_i)
1=0

ko k
Rl(mo,-- mu,h) =AY Y D= s (b x my).
i=1 j=k+1—i
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For the zero order terms we observe that, (EO, H?) should satisfy

OE? —rtotHY =0, OH?+10tE)=0 on Q,xR*,
(612) E8($,O) = E0($)> Hg($70) = H0($)7 x € Qy,
EY(0,t) x n =EY(0,¢) xn, t>0.

where E? is a solution of rot E? = 0 and E?(1,t) x n = 0. Hence
(6.13) ME) (&) =0, (&1) € QxR

We observe also that rot H? = 0 and II,H?(0,¢) = I, H}(0,¢). Thus
(6.14) IMHO(E, ) = T, HY0,1), (£t) € Q4 x RT.
Then MY is such that

(6.15)

Starting from zero order terms, we can continue the identification process for the orders & > 1
and observe that (E¥, H*) satisfy

OEF —rotHY =0, O9HF +10tEF =0 on Q,xR*,,
(6.16) Ef(2,0) =0, HF®,0)=0, 2¢€Q,
EF(0,t) x n =EF(0,t) xn, t>0.

where EF is given by

(6.17) rot Bf = -0, (Hf '+ MF1), EBf(1,5) xn=0.
Meanwhile, H¥ satisfies :

(6.18) rot HF = —9,EF~!, HF(0,t) x n = H*(0,¢) x n,
and MF satisfy

ath = ‘C(M97 Hf) + E?:l [’Z(M?? s M?? Hf_i)ﬂ Mf(fa 0) =0,

(6.19)
HF = I, HF — I, M.

This identification is the first step that indicates us the way to construct the different terms
of the asymptotic expansion. In the second step, theorem 6.2 below ensures the existence and
uniqueness of the solutions to (6.12)-(6.19)
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6.3.2 Study of the identified problems

The effective unknowns of the identified equations are IT, EX, I, HY, TT, EF, IT, HF and MF,
k > 0. One has I, EQ = TI, Eg, IL H) = I, Hy, IL E? = 0, I, HY = TI, (M, — M?), and for
k>1, ILEF =1, H: =0, ILE} = 0 and I, HF = —II, M*.

Let E be a Banach space and m > 1 a given integer. We introduce
H'0e(0,00,E) = {u € H™(0,T;E), V0 < T < 400 / ul?(0) =0, V0 <i <m— 1},

and we set Hg’lOC(O, o0; E) = C%(0,00; E).

Theorem 6.2 For all k a given integer, if (Eq, Hog, M) € VFt1+S 5 € N, then there exists
(EF HY) and (EF, HF, MF), uniquely determined by (6.12), ---, (6.19), that satisfy
(TS, T HE) € {05710, 00 LA(0,)?) N C%(0,00; HY(2)2))?,
(6.20) (B, 1 HE) € {Hf1.(0,005 H' (20)%)}2,
M} € C511(0,00; L(Q)?) and O;MF € H§,,.(0,00; L®(€;)%).

Proof. The proof uses an induction on k and we begin by
e Proof of theorem 6.2 for k£ = 0.

According to (6.13) EY(¢,t) x n = 0. Hence, system (6.12) shows that (II,E, II,HY)
satisfies Maxwell equations in 2, with Dirichlet boundary condition at x = 0. As the initial
data, II, Eq and 1I;Hy, are both in H§+1(Qv)2, classical results on Maxwell’s equations ensure
the existence and the uniqueness of a regular solution that belongs to

C5TH0, 00; L2(2,)2) N C%(0, 00; HY(,)?).
By equation (6.14) we can already deduce that I, H? € C*(0, 0o; H'(€2%)?) (¢ — II,HY(0,¢) is
in C%(0,00)), but this is not as good as predicted by the theorem. To improve this result we

use the expression of the solution by using the method of characteristics . Let us set x* = z+t
and Y~ =z — ¢, and define (Eg, Hy) € H'(R)? x H'(R)? by

Eo(z) = Eo(z), Ho(z) = Hy(z), for z <0,
Eo(z) = —Eo(—2), Ho(x) = Hy(—z), for z > 0.

One checks then that the regular solution (EO, HY) is given by, for 2 < 0 and t > 0,

E)(z,t) = § (Bo(x) + Bo(x*") +nx (Ho(x*) — Ho(x "))

6.21
o2 HO (2, ) = 5 (Ho(x ) + Ho(x*) — nx (Eo(x*) — Eo(x)))

Thus, T, HY(0,¢) = I;Ho(—t) + n x Eg(—t), which proves that

I H)(0,-) € Hi*'(0,00)* and T, HY € Hg (0, 00; H' (€2)?).
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(In the non homogeneous case, the expression (6.21) is no longer valid and one has to rather
use the properties of the Dirichlet to Neumann wave operator in €2,). Considering now the
system (6.15), we see that MY is a solution of the Cauchy problem :

dM
—= = G(M.1), M(0) =My in L®(Q),

(6.22)
where G(M, t) = L(M, II,HY(¢) + I, (Mo — M)). In space dimension 1, we have continuous
injection of H' into L*°, so II[;HY belongs to C*(0,00; L>()?). As £ is a C*° function,
(M, t) — G(M, ) is continuous on L*°(£2;) x R*. Moreover, using property (6.9), we deduce
that for [Mil| e, < R, and [[Ma| e q,) < R, there exists a constant C'(R,T') such that
forall t <T

[G(My, 1) = G(Ma, t)|| ooy < C(R,T) M1 — M| oo gy -

We can chose C(R,T) = C1(R) supHH?(t)HLoo(Qf) + Mo o< () +R} + C3(R), where
t<T

C1(R) and Cy(R) are the constants of (6.9).
Cauchy-Lipschitz theorem applies then to (6.22) and yields the existence and the uniqueness
of a maximal solution M? € CY(0, T}00; L(%)?), Thnae < 00. According to (6.6),

(G(MP2,1))(&,t) - M2(€,t) = 0, ae. in Q; and V ¢ €]0, Thraz|.

So V t €]0, Tnazl,
% ’M?(t)’z =0, a.c. in Q; = HM?(t)HLOO(Qf) = ”MOHLoo(Qf) < 0.

This proves that the maximal solution is global : T},4, = +00.
Now, as IT;H? € C*%(0, 00; L®(£%)?) and L is a C* function, we deduce that

M? € C*1(0, 00; L™ (Q)?).

Finally, the fact that 8t(i)M9 (t=0) =0 fori < s—1 can be proved by a simple recurrence on
i, using that 8t(Z)HHH?(t = 0) = 0 and the linearity of £ with respect to h (property (6.6)(i)).
This ends the proof of the case k = 0.

e Proof of theorem 6.2 for k > 1.

We assume now that the theorem holds till £ — 1 for a given £ > 1 and we shall prove it
for the order k. We consider then (Eg, Hy, My) € Vhtlts,

We start from equation (6.17). As the data belong to V(#=D+1+(+1) hy the application of
the theorem at the order k — 1, we have in particular that for all ¢t > 0, 9;I[,;H*~1(¢) and

OII,MF=L(¢) are two functions of L?(€)2. Then, equation (6.17) has a unique solution given
by

(6.23) I, Ef (¢, t) = — /; O (HF 1 x n)(7,t) + 8;(MF~L x n)(7,t) dr.

In fact, 9,11, HF ! and 9,11, M¥~! are both in ngolc(o, o0; L2(€)?), which proves that II,EF €
1‘](')"’74{010(07 oo; HY()?) and also that t — I1,E¥(0,¢) is in ngolc(o, )2,
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System (6.16) shows that (IT,EX, TT, HY) satisfies Maxwell’s equations with non homogeneous
Dirichlet boundary conditions at x = 0. As shown above, the boundary values belong to
HSJ{Olc(O, o0)?, which implies the existence and the uniqueness of a regular solution in

C*1(0, 00; L?(Q2,)%)2 N C%(0, 00; H(Q,))%

In fact, this can be proved once again, by using the method of characteristics : let us introduce
the vector function ¥ defined on R by

p(u) = TEF(0,u), for u < 0 and 1 (u) = 0 for u > 0.

The function 1 is in H''(R)? and the solution (IT,EX 1T, H) is given by

loc
mES(2,t) = (e +1), MH(x,t)=nxp(z+t), z>0,t<0.

We see on the one hand that IT, HY(0,-) € HS 1! (0,00)2. On the other hand, by assumption,
QI EFYisin HT (0,005 L2(%)?). Equation (6.18) has then a unique solution given by

3
(6.24) I, HF (¢, 1) = TL,HE(0, 1) — / n x EN(r,t) dr,
0
and I HF € HT) (0, 00; H' (€)%).
Having I1,HF we see, using (6.19), that MF is a solution of the Cauchy problem

(6.25) %M Gr(M, 1), M(0) =0 in L®(€),

where Gi(M,t) = —L(MV(¢), ILM) + Jp(M, t) + Fi(t),
and  Fj, = (MO, T, HF) + Y £,(M0, ..., M HE).

F}, is independent of M. Similarly to the case k = 0 we show first, using Cauchy-Lipschitz
theorem, the existence of a maximal solution with values in the Banach space L>()3. We
prove second that this solution is global by an a priori estimate.

Let T > 0 be a fixed real. We set

Ry (T) = max pHM’ H

d Ry(T) = HHO
g sup , and Ro(T') = sup

Lo (8) t<T

L (Qr)3

(Ry and Ry are finite by assumption). Using the property (6.9) of £ and the property (6.11)
of Ly we deduce the existence of two constants C1(R1(T)) and Cy(R1(T)) such that, for all
M; and My in L®°(£)3, we have V¢ < T and for a.e. £ € Q;

(6.26) |Te(M1,1)(§) — Ti(M2,t)(§)] < C1(R1(T)) Ro(T) IM1(§) — M2(§)]

(6.27) £ (M€, £), TL (M (&) = Ma(€)) )| < ColRu(T) M () — Ma(8)]

Now, Gk(Ml,t)—Gk(Mg,t) = E(MO( ) HJ_(MQ—Ml))—l—jk(Ml,t)—jk(Mg,t). We get then
by a triangular inequality, with C(T") = C1(R1(T))R2(T) + Co(R1(T)),Vt < T,

1Gk(Mi1,t) = Gk (Mz, 1) oo (s < C(T) [|[M1 — Ma|| foc (03
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which shows the local Lipschitz property of Gx(M,t) with respect to M. From recurrence
assumption and the regularity of HHHﬁg one checks easily the continuity of ¢t — Gy (M,1).
Consequently, Cauchy-Lipschitz theorem applies to (6.25) and proves the existence and the
uniqueness of a maximal solution M¥ € C1(0, T)nqz; L%°(%)3). Let us prove now that T)ne, =
oo. We set

R3(T) = ?;1? (ij(O’t)HLoo(Qf)B + ||Fk(t)||Loo(Qf)3)

From (6.26) and (6.27) we deduce that for all M € L>(Q)3, we have for a.e. £ € Q; and
Vt<T
GR(M, ) (§)] < C(T) IM()] + R3(T)

We deduce that the solution of (6.25) satisfies for all t < T < Tyax

1d

5o M 0| < o) M@ + Ro(T) [MEGe)

)

which yields after integration in time

Rs(T)
k 3 c(T)t _
‘Mf (&t)} < o) (6 1) , fora.e. &€ Q.
This shows that if T},4, < oo then limy 7, ||[MF (t)HLOO(Q) < oo which is in contradiction
f

with the maximal aspect of the solution. Hence T, = oco.

The regularity C*t1(0, 00; L>(€;)3) of the solution as well as at(i)l\/[f(t =0)=0fori<s—1
can be shown with no difficulties, by differentiating in time (6.25) and using the recurrence
assumptions combined with IT, HF € ngolc(o, 00; L (92)?). O

6.4 Consistency of the asymptotic expansion

We now justify the asymptotic expansion (6.10). Let us introduce for that :
k
(6.28)  (ef,hf,ef hf mf) = (B, HJ, BV HY,M/) - > o (B}, H), B/, 0/, M/)
j=0

Of course the fields e, h* eF, h¥ and m* depend on 7. We chose to simplify the notations
and to not indicate this dependence explicitly. By simple calculations, one checks that these
fields satisfy the following equations

el —roth? =0, 9hk +rotef =0, on O, xRY,

(6.29)
(e¥, h¥)(z,0) = (0,0), =z€Q,.

norel —roth? =19, EF on Q; x RT,
(6.30) 00y (hﬁ€ + mf) + rot e = nFt1 g, (Hf + Mf) on Q xRT,
(ef,hf)(£,0) =0, €€
(6.31) ef(0,t) x n =eF(0,t) x n, h*(0,#) x n=h*0,t) x n.
(6.32) ef(1,t) x n=0.
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omf = L(M], H) — (M}, HF) + " FF,

(6.33)
mF(£0)=0 for ¢ € Q.
where H' = Z n" Hi, MF = Z n" M;,
=0 i=0

k k
(6.34)  FF=RIM],. . MEHP)+Y S > gt gy, MY HY)
i=1 j=k+1—i

Remark 6.7 We first remark that F? = 0 (according to remark 6.5). Second, we prefer
writing (6.33) differently, using the linearity of L with respect to the second variable :

C(M?,HY) — £(MF,HE) = £(M7, HY - HY) + (L7, 1) — £(MF, TY))
So the system (6.33) is equivalent to

Omf = L(M], bF) + (LMY, HE) - £(MF,HE)) + 0" FE,

(6.35)
mF(£,0)=0 for¢ € Q.

We conclude this section by expressing the derivative in time of (6.33), which is useful in
the sequel. Let us denote by M(&,¢) and H(,t) two regular fields defined on €; x R. Then
one has the obvious formula, thanks to (6.6)(7),

oL(M,H) = LM, 0:H) + V,,L(M, H) 0;M.
Using the notation of remark 6.5, we have then
(6.36) 8,.L(M, H) = £L(M, 8,H) + £1(M, 8;M, H).
The function (m,m’,h) — Li(m,m’, h) is C* function from R x R? x R? into R3, and

bilinear with respect to (m’, h). We deduce then, for all R > 0 the existence of a constant
C(R) such that for |m;| < R and |msa| < R,

|£1(ma, m’, h)| < C(R) [m'[ |h],
|L1(ma,m/, h) = Li(mg, m’, h)| < C(R) [my — mo|[m/|[R].

(6.37)

Using the formula (6.36), we obtain by differentiating in time (6.35) and exploiting the linea-
rity properties of £ and L1,

Oyml = L(MY,0/hf) + (L(M], 0 HE) — £(ME, O, HY))
+£1(M?7 ath,ﬁf) - ﬁl(mf> 8tmf>ﬁf) + 77k+18th'
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6.4.1 Error estimates

Let us introduce the energies :

(6.39) ENt) = % (‘ ek (1) ; + || nk ()| ; +1 (\ ef(t)] ; + [ n¥ )] ;)) :
640) T =3 (Hateﬁ(t)H; +[omt], +n (Hatef(t)\ |+ k) ;)) :

The main result of this section is :

Theorem 6.3 Let T > 0 be a given real, k > 0 be a given integer and assume that the initial
data (Eo, Hy, M) € V¥2. Then, there exist two constants Cy(T) and C}(T) independent of
n such that, VO <t <T,

(6.41) EM) < Cu(T)n* Tt and  T(t) < CL(T) n* .

The constants Cy(T) and C(T) depend only on T, k and ||(Eq, Ho, Mo) ||y x+2-

Proof. The proof of this theorem is divided into three steps :

e Energy estimates : Consider the equations (6.29), (6.30), (6.31) and (6.32). The classical
energy estimate, associated to these equations, can be written

t t
L) = —77/0 /Q omF - nkF dedr + 77k+1/0 /Q Oy (HF + MF) . nF + 9,EF . eF d¢ dr,
f f

which yields, by applying Schwarz inequality to the last integral,

t 1 t
(6.42) EL(t) < —77/0 /Qf Oy - hf dédr + e /0 fe(T)\JEN(T) dr

L?(sm) '

We have the analogous for ’Z?(t), by considering the derivatives in time of the equations,

where fy(t) = V2 (H@(Hf + M)

+ ok o))

L2()

t t
(6.43) TI() < —1 /0 /Q Oym® - b de dr + o3 /0 (1) /T () dr
f

L?(sm) '

e The case £k = 0 : The proof of this case is postponed to the subsection 6.4.2 below.
Admitting for a while this result, we conclude by

where gi(t) = V2 <Hatzt(H£€ + Mf)(t)‘

) + H(‘)ttEf(t)‘

L2(Q
Using identities (6.42) and (6.43), we prove first :

e A boot-strap argument : We prove in subsection 6.4.3 the following result :

Lemma 6.1 Let k be a given integer, T > 0 be a given real and (Eg,Ho,My) € VF+2,
Assume that there exists an integer £, 0 < £ < 2k and two constants Cy(T) and C}(T),
independent of n such that, VO <t < T,

(6.44) ENt) <CT)n*  and  T(t) < CL(T)n".
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Then, there ezists two other constants, denoted also by Ci(T') and C}(T), such that
Et) < Cu(T)n™  and  T'(t) < CL(T)n" .

The constants Cy(T) and C(T) depend only on T, k and ||(Eq, Ho, Mo) ||} x+2-

This lemma enables us to conclude the proof of theorem 6.3 as the following : First one
remarks that, in fact, we can chose £ = 2k in the conclusion of lemma 6.1, which corresponds
to the estimate (6.41). Hence, we can end the proof of theorem 6.3 by showing the existence
of an integer ¢ such that (6.44) holds. From the case k = 0 we have

(6.45) EI() < Co(T)n  and  Ty(t) < Cy(T)n

For k > 1, by writing

k
k 1.k Lk 1k 01,0 L0 1,0 —1 j j j j
(ey hy. e hi) = (e, hy, e, h) — 77277] (e%7h%,e?7h?)
j=1

we deduce from (6.45) by using a triangular inequality, the existence for all integer k > 1 of
two constant Cj(T") and C(T') independent of n such that

(6.46) EN() < Cu(T)y  and  T)(t) < CL(T)n,

The estimates (6.45) and (6.46) prove (6.44) with ¢ = 1 and permit to conclude the proof of
theorem 6.3 as explained before. O

Remark 6.8 For the linear case (i.e. when My =0 = mF = 0), theorem 6.3 is straightfor-
ward consequence of (6.42) and (6.43), by using Gronwall’s lemma.

Remark 6.9 Although, the consistency of the asymptotic expansion can be done in the linear
case by considering the energy E;' only, the introduction of the energy T, is necessary for the
non linear case and plays a fundamental role in the proof of lemma 6.1.

6.4.2 Proof of theorem 6.3 for £ =0
We prove first

Lemma 6.2 Assume that (Eq, Hg,Mg) € V. For all 0 < T < oo, there exists a constant
Co(T) independent of n such that, ¥Vt € [0,T],

& (t) < Co(T)n.

The constant Co(T') depends on T and ||(Eq, Ho, Mo)|[y1.

Proof. Let us write first the energy estimate (6.42), for k =0 :

t Lot
(6.47) E1() < —n /0 /Q Oym? - b0 dé dr + b /0 folr) JEI () dr
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When we make k& = 0 in equation (6.35), we obtain
(6.48) gm{ = L(M{, hY) + (L(M{, HY) — £(M?, HY))
Hence, according to (6.6), we have the pointwise inequality
(6.49) —9m? - hY < (£(MP, HY) — £(MY, HY)) - b
Moreover, one has the a priori estimates

IMI(¢, )] = [MP(&,1)] = Mo (¢)], V> 0andae. €€

So if we set R = [[Mp||;~, by property (6.8), we deduce the existence of a constant C'(R)
such that
(6.50) |covp, 1Y) - (M7, HY)

gy = 2C(R) =)

L2(Q)3

Consequently, if we set fo(t) = fo(t)+2C(R) ||H?(t)HL2(Qf)3 then by combining (6.49), (6.48)
and (6.47) we get

(6.51) ) < nh /Ot Folr) JEN(7) dr.

. 2
By Gronwall’s lemma we deduce that & (t) <7 (% I f()(’T)dT) . According to theorem 6.2,
when (Eo,Hg, M) € V! then fo € L?(0,T) for all T < +oc. This proves the lemma with

Co(T) =% Hfo‘ ’

Using lemma 6.2 we prove

) 0
L2(0,T)

Lemma 6.3 Assume that (Eg, Hg,Mg) € V1. For all 0 < T < oo, there exists a constant
Ry(T) independent of n such that, Vt € [0,T],

10eME () oo ) < Ro(T)
Proof. By (6.8), one has the pointwise estimate, setting R = [ Mo 0 (q,),
(6.52) [0:M{ (€, 8)| < C(R) [H{ (&, 1)] .

Hence, to prove the lemma, it is sufficient to prove that we have a uniform control with respect
to n of the L> norm of HY. Let us notice first that when the data is in V! the solution HY
is in H'(Q;)? and so in L°°(£)3 in 1D dimension. We consider the following electromagnetic
energy

1 2 2
T(t) = 5 (10BYO 72 + 0L 72 + 0 (IHET 172 + |0H 1)]72))
It satisfies the identity

t
(6.53) T(t) = T(0) — 1y / / 0, M . ;" de dr
0 Joy

where : 7(0) = - (|OEI(0)[172 + |0HI(0)72) = 5 (Ilrot Ho|72 + [rot Eo72 ),

N =
N =
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is independent of 1. When differentiating in time (6.5), we get, using (6.36),
0uM{ = LMY, 0 HY) + L1(M{, 9,M{, HY)
Therefore, (6.8) (ii7) yields
oMY - OHY > L1(M{, 0,M{ HY) - 0;H

From (6.37) and (6.52) we deduce the existence of a constant C(R) (different from the constant
of (6.52)) such that
Cy(MY, oMY HY)| < C(R) [H

Hence (6.53) shows in particular
t
(6:54) T < TO) +9CR) [ )~ 108 ()] e dr

We recall that if u is a function of H'(—o00,1) then on has the inequality
2
(6.55) [ull o0 < 2|ful| g2 (| 0zull 2 -

This inequality can be easily checked for functions in D((—o0, 1]) and then can be deduced
for functions in H!(—o0, 1) by density. We apply (6.55) to the field HY defined by

H!=T,H! inQ, and H!=ILH{ in Q,

which is in H!(—o00,1)? by continuity relations (6.3) and for which, by lemma 6.2, we have,
fort < T,
I ()17 < (1+m)Co(T).

Hence, for n < 1 and for t < T,
(6.56) [ (£)[ 7 < 4Co(T) |0, H"(1)]| 12

Otherwise, according to the particular form of the curl operator in 1D dimension, and using
equations (6.1) and (6.2),

10 H"the(t)|| > < [lrot H()] 2 + [[rot Y (£)[| 2 < 10 ()] 2 + 0 [|0EL ()] 2 -
From (6.56) we get then, for n < 1 and for ¢t < T,
ITLHY ()] < 4Co(T) (10T 12 + 1 1B (@] 2) < 8Co(T)y/T(t)
The decomposition H{ = II, HY + IT,H{ = II, H{ — II,M{ shows then that
(6.57) [ (#)]| 7 < 8Co(T)y/T(t) + R2.
Using (6.57), the inequality (6.54) shows that for n < 1 and for t < T,

T(t) < T(0) + C(R) /0 t8C’0(T)T’7(T) + R%\/T"(7) dr
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6.4 Consistency of the asymptotic expansion

If we set C' = C(R)(8Co(T) + R?) then we can write for example that
t
Tt <1+ T(0)+C / T(r) dr,
0

which yields in particular, 7"(¢t) < (1 + 7(0))(1 + Ct)exp (Ct). As the right hand side is
independent of 7 this shows that 7(t) is bounded for ¢ < T uniformly with respect to n. The
lemma is then proved by (6.57) and (6.52). O

Using lemma 6.2 and lemma 6.3 we prove finally the following result that concludes the proof
of the case k = 0.

Lemma 6.4 Assume that (Eg, Ho,Mg) € V2. For all 0 < T < oo, there exists a constant
C\(T) independent of n such that, ¥t € [0,T],

7y (t) < Co(T) n-

The constant C}(T') depends on T and ||(Eg, Ho, Mo)||y 2.
Proof. We consider the energy estimate (6.43), when k£ =0 :
t Lt
(6.58) () < -1 / / Dy - 910 de dr + 3 / 9o(r) VT (7) dr
0 Jo 0

Let us set A"(t) = —/Q Opm?(€,t) - 9;h(€,1) dE.

To prove the lemma, we shall prove an estimation of the type

(6.59) A(t) < £(t) |om?

L2()

where £(t) is independent of 1. The derivative in time 9;m? is given by the formula (6.38).
We have

pm{ = L(M{,0:h))+ (L(M],0HY) — L(M], 5;HY))
+ ﬁl(M?7 8tM?7 h?) + ﬁl(M?J atm?7 H?)
+ ,Cl(l\/[?, 8tM9, H?) — [,1(1\/[9, (9,51\/[9, H?)

The important thing to remark in the previous expression is that, the right hand side depends
on 9;h? only by £(M{, 8;hY). But for this term we have the pointwise inequality

—L(M{, 8;hy) - 9hf <0
So, in order to prove (6.59), it suffices to show that the other terms are uniformly bounded with

respect to 1) in the L?(;) norm. For R = | My||;« we have [M{(&,¢)| < Rand [MY(&,t)| < R.
Then by (6.8) we deduce the existence of a constant C(R) independent of n such that,

(i) |eoaromd) - covl, omY)

12 < 20(R) [aH0()|

L2’
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and by (6.37), we deduce the existence of a constant also denoted by C'(R) such that

(i) ez amrmy)

Lo < CR) a1 |

h{(¢)|

L2
(i) [£i(v7, omf, HY)

< 0t ], o

L2
\LQ < 2C(R)

L
(i) [eivr, oM, HE) - £y (M7, 0,MP, HY)

A HO! I HOI

i Ll

Using the expression (6.48) of 9;m? we deduce

Joam?)],, < c®) ([nf)

i T2 )

LQ)'

and by lemma 6.2 one has in particular, for ¢ < T, |hY(t)||;» < Co(T) where by lemma 6.3
0:MY ()], < Ro(T). Combining these estimations with (¢), (ii), (#44) and (iv) we deduce
easily the identity (6.59) , for ¢t € [0, 7], with

L

((t) = 2C(R) [|0:H (1) 12 + C(R)Ro(T)Co(T)
+C(R)? [[HY (1) o (Co(T) + 2[[HP (1) 12) + 2C(R) M (1) ] 1o [HP (B)]] 2

As the initial data is in V2, theorem 6.2 asserts that £ € L>°(0,T) while go € L?(0,T). So the
function go = go + /24, is in L2(0,T) and according to (6.58) and (6.59) one has

t
T < vt [ ) T dr
0
We conclude then as in the case of (6.51), by using Gronwall’s lemma. O

6.4.3 Proof of lemma 6.1

Throughout this section, we assume that
(6.60) (Eo, Hy, M) € V*2 where k is a given integer.

We assume also the existence of two constants C(T") and C;(T'), independent of 1, and an
integer ¢, 0 < ¢ < 2k such that, V0 <t < T(< +00),

(6.61) E) <Cp(T)n* and  T(t) < CL(T) 7"

From now on, the constants Cy(T") and C},(T") will indicate a kind of universal constant,
which values may vary from one line to another but remain always independent of 7. These
constants depend only on T, k and ||(Eq, Ho, Mo)||{ k2.

We split the proof of lemma 6.1 into a sequence of lemmas in order to underline the main
steps. The conclusion is obtained thanks to lemma 6.2 and lemma 6.4. We begin by proving
a useful result on functions H'(—o0, 1) which looks like a “thick trace” theorem.

Lemma 6.5 There exists a constant ¢ such that ¥V u € H'(—o00,1)
2 2 2
HU”L2(0,1) <c (HU”L2(—oo,o) + Hu,HL?(—oo,l))
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Proof. We have in particular u € H'(—o0,0). From the continuous injection of H'(—o0,0)
into C%((—o00,0]) we deduce the existence of a constant ¢ (independent of ) such that

()] < ¢ ([ull 20y + [0 2oy

€
(in fact ¢ = 1) Otherwise, u € H'(0,1) so, V & € (0,1), u(§) = u(0) +/ u'(7) dr. Taking the
0

square of this identity, then integrating over (0,1) leads to (Poincaré-Friedrich inequality)

2 2 2
lullz20,1) < 2 (‘U(O)’ + ||“/HL2(0,1))
The lemma is proved by combining the two previous inequalities. O

Using this result we deduce :

Lemma 6.6 Under assumptions (6.60) and (6.61) we deduce the ezistence of a constant
Ck(T) such that, VO<t<T

2 ¢
< Ok(T) n

(6.62) ‘ I

IL b ()|

2
Remark 6.10 By the hypothesis 6.61 we have only Hﬂlhf(t)‘ < CR(T) 1. So the

L2

estimate (6.62) already presents a boot-strap argument.
Proof. We introduce for ¢t > 0, the field h(t) € L?(—o0,1)? by
h(t) = II,h*(t) on Q; and h(t) = IL h%(t) on Q,.

The continuity relations (6.31) show that h(t) € H'(—oo,1)2. The application of lemma 6.5
to h(t) shows the existence of a constant ¢ independent of ¢ such that

1020y < € (002200, + 10030, + [960(1) 22,

Due to the particular form of the 1D curl operator, we can rewrite the previous inequality

like
(6.63) [k, <e (Hmhﬁ(t)H; + [rotmS()]2, + [[rot k) i)

From (6.61) we deduce that, V0 <t <T,
- JNIE ¢
() |mmke)|, <2000,
: k 2 / V4 k 2 ! {—1
i) [aek o), <2cimyn’, i) et , < 20LT) 0,

Equation (6.29) and (i7) yield

(iv) [rornt)],, <2cu@) "

while equation (6.30) and (ii3) yield

2 okt2
2

(v) [rothk(t)| ; < 4CUT) 1+ +2||aE ()|

The lemma is proved by using (i), (iv), (v) in the estimation (6.63). O
We remark that the upper limit on ¢ contained in the hypothesis 6.61 comes from the
term in O(n?**2) in the right hand side of (v).
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Corollary 6.1 Under the assumptions of lemma 6.6 we deduce the existence of two constants
Cy(T) and C(T) such thatV0 <t <T

2 2

[ o) < )

< CW(T) 0" and Hﬁtmf(t)‘

L2

Proof. We begin from the equation (6.35). We set

Ry = M|, Ra(T) = sup ||MF and  R(T) = max(Ry, Ro(T)).

t<T

Lo

Applying property (6.8) to (6.35) proves the existence of a constant C(T') = C(R(T")) such
that V0O <t < T and a.e. in
(6.64) ]atmf

h? HY

< O(T) (

+ ’mf

) + 771c+1 ‘Ff

Using the orthogonal decomposition h¥ = II, h* 4 I h* = IT, h* — T, mF, (6.64) becomes

(6.65) ‘@mf < (c)+ }ﬁf ) }mf +(cm) ‘Hth e }Ff ).
We set Ri(T) = C(T) + sup Hﬁf(t)HLoo Inequality (6.65) yields in particular,
Vo<t<T =
oo S ko], < B b

+(0) [mpt)] , + o+ [FE) L) [mE@],

The expression of F¥ is given by (6.34). From hypothesis (6.60) we deduce by theorem 6.2
that FF € L>(; x (0,T)). Moreover, according to assumption 6.1,

Fy(T) = sup sup HFf(t)H is finite .
n<1 t<T Lo

Combining this fact with lemma 6.6 we deduce from (6.66)

1d

St < Ry(T) Hmf(t)‘

+0f (C@ONOUD) + D)) ko)

o],

L2 L2

Hence, using Gronwall’s lemma, we get V0 <t < T,

(6.67) [m o) exp(Rx(T) 1) — 1)

Ry (T)

S ns (C(T) Ci(T) +Fk(T)> (

This proves the first estimate of corollary 6.1. The second inequality can be easily deduced
from (6.65) by using (6.67) and lemma 6.6. O
Now, we are able to conclude for one part of lemma 6.1.

Corollary 6.2 Under assumptions (6.60) and (6.61) we deduce the existence of a constant

Ci(T) such that, VO <t <T
ENt) < Cu(T) 9"
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Proof. We start from inequality 6.42 and apply Schwarz inequality to the first integral,

which yields
t
LNVE @ dr [ ) e ar

¢
1

&v <ot [ o)

Using Gronwall’s lemma we deduce

& <u(3 [ (Jomte)

We conclude by using corollary 6.1 and the fact that fr € L°(0,7") under the condition
(6.60). O

2
L () dT) .

We now deduce the following estimate on 8ttmf .

Corollary 6.3 We set : A = OymF — L(M{,0;hF). Under the assumptions of lemma 6.6
we deduce the ezistence of a constant Cp(T') such that V0 <t <T

|47 @Iz < CLT) "
Proof. According to the expression (6.38) of 9;;m* we have
Al = LM, 0HY) — L(MF, 0,HY)
+ L1(MY, 0, MY, hf) + L1(M], dymf, HY)
+ L1 (MY, 0, M7, HY) — £1(MF, 0, My, HY) + n* 1, Ff.

We set R1 = [[My|| ;0 and Ra(T') = sup;<r HMf . and R(T') = max (R, R2(T)). Property

(6.8) proves the existence of a constant C(T") = C'(R(T')) such that V0 < ¢ < T and a.e. in
Q

(i) |CoM7,oHE) — L(MF,0HE)| < O(T) |ml| |0,HE|.
and property (6.37) shows
(i0) | £1(MI, oM, 0F)| < C(T) oM b
(i) | €M, o )| < O(T) |om| |,
(iv) | £1(M7, o, ME,HE) — £1(MF, 0, MF,HE)| < O(T) |mf | |0,MF| |[HE|.

Let us set

Cy(T) = sup sup (|| T )| + 10MI (1) + [FEQ)| + |03 @) )

n<l t<T L L
FUT) = sup sup ([P0 )

As (6.60) holds, the constant Cj (7)) is finite by theorem 6.2 and lemma 6.3 and the constant
Fy(T) is finite by theorem 6.2 and Assumption 6.1. The estimations (i), (4¢), (4i¢) and (iv)
yield, by setting C;.(T) = C(T) max (Cx(T), Cx(T)?)

| A7 (0]l 2 < CL(T) (2]|m(2)]

ot H@tmf(t)‘

it

hf (t)|

) + (T

L2
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We notice then that corollary 6.3 is a direct consequence of corollary 6.1 and corollary 6.2. O

We conclude by

Corollary 6.4 Under assumptions (6.60) and (6.61) we deduce the existence of a constant
CL.(T) such that, V0 <t<T
T(t) < Ci(T) ™!

Proof. The principle is quite similar to the principle of the proof of corollary 6.2. We
consider the energy estimation (6.43), that we recall here

t t
T < [ [ owmk ol dcar + o [ o) T dr
0 JQ¢ 0

Under the condition (6.60), g € L?(0,T) for every T < oco. Let us set, like in corollary 6.3,
Al = Oymf — L(M], 8;hf)

As we have the pointwise inequality £(MY,d;h¥) - 9;h* > 0, we deduce the new energy

estimation
t , ot
T(t) < —77/0 /QfA?-athf’ dedr + ot /0 (1) \JT(7) dr.

Applying Schwarz inequality to the first integral yield

70 <t [ (1410l + o 9u(0) VT

which implies, using Gronwall’s lemma,
2

70 < ([ (IO + 1 90) dr)

We conclude by using the result of corollary 6.3. O

6.5 Effective boundary conditions

The first order condition consists on removing the thin layer and applying the Dirichlet
boundary condition (6.4) at 2 = 0. We remark then that the approximate solution is nothing
but (EQ,HY) (see (6.12)-(6.13)), and the error estimate is directly given by theorem 6.3
(with £ = 0). So we shall consider only the approximate model using the effective boundary
condition of order 3 that coincides in 1D with the second order one (see [22]).

6.5.1 Presentation of the approximate model

We keep the notion of section 6.2. Like the exact transmission problem, the approximate
one is posed on the two domains €2, and §2;. However, it involves only the approximate
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electromagnetic field (EZ, ﬁﬁ), defined on Q, x R* and the approximate magnetization ﬁ?
defined on Q; x R™. These fields satisfy

OET —rotH? =0, OHI+rotE7=0 on €, xRT,

(6.68) o
(EZ,HZ)(.T,O) = (Eo,Ho)(.T), WS Qv-

coupled with the effective boundary conditions of order 3

- >N | R
(6.69) EN0.) =0 (-0 xn+ [ NI H) xnag)
where _
(6.70) (1) = T, EL(0, 1)

and M is a solution of

MY = £ (MI, @7+ 1L (Mg —M})) on  Q xR",

(6.71) o
M{(£,0) = Mg(€), for a.e. £ € Q..

6.5.2 Study of the approximate model

This section is dedicated to the study of the existence and uniqueness of solutions satisfying
(6.68) --- (6.71). The distinction between exact and approximate solution is not necessary
in this section. That is why we make locally (i.e. only for this section) a simplification of
the notations. From now on, in this section, the fields (EQ, ﬁg, l\N/I?, @) will be denoted by
(E,H,M, ¢). For m a given integer, we introduce the functional space

W™ (@) = {E € ¢ (0,00; L2(2)*) N C° (0,00, H™(©,)*) / TLE =0}

Definition 6.1 If the initial data (Eq, Hg, My) are in V1, we said that (E, H, M) is a global
strong solution of (6.68), (6.69) and (6.71) when

EcW(Q), He {HeW'(Q,) / ILH(0,) € C*([0,00))%},
M e C* (0, 00; L ()?)
(E,H,M) satisfies (6.68), (6.69) and (6.71) almost everywhere.

Theorem 6.4 If the initial data (Eo,Ho, M) are in V', then there exists a unique global
strong solution (E,H,M), to the system { (6.68), (6.69), (6.71)}.

Proof. We split the proof into two lemmas that point out the main steps. First, we reduce
the system of equations posed on €2, and €2; into a system of equations posed on the boundary
x = 0 of ©,, and on €);. This is done using the explicit construction of the Dirichlet to Neumann
operator associated to Maxwell equations in §2,. We consider (Eg, Hg, Mp) € V! and define
(Eo,Hp) € H'(R)® x H'(R)? by

Eo(z) = Eo(z), Ho(z) = Ho(x), for z <0,
Eo(z) = Eo(—z), Ho(z) = —Ho(—z), for z > 0.
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We set x* =z +t and x~ =z —t for (z,t) € R%

Lemma 6.7 Assume that the initial data satisfy (Eg, Ho,Mg) € V. Then (E,H,M) is a
strong global solution to the system { (6.68), (6.69), (6.71)} if and only if, for almost every
x€Qy andt >0,

E(z,1) = 3 (Eo(x") + Bo(x") + nx (Ho(x") — Ho(x") +2¢(x"))) .

(6.72) ~ ~
H(z,t) = 5 (Ho(x ) + Ho(x") — nx (Bo(x*) — Eo(x"))) +&(x"),

where @ is a causal function such that @(t) = p(t) for t > 0 and where (@, M) are solution
of
(e, M) € C1(0,00; R?) x C (0,005 L*>®(Q)3),

d 1
o) +n L (1) + ”/o 001, M(E, 1) dé = F(1), t >0,

(6.73) P ¢(0) =0.

and (¢, M) satisfies (6.71) :
OM=LM, o+1I,(Myg—M)) on QxR",
M(£,0) = Mo(§),  for a.e. § € Qs

The function F is defined by F(t) = Ho(—t) + n x Eq(—t) fort > 0.

Proof. Assume that (E,H, M) is a strong global solution to the system {(6.68), (6.69),
(6.71)}. We deduce that the function ¢ defined by (6.70) : ¢(t) = II,H(0,t) satisfies ¢ €
C' (0,00; R?), and ¢(0) = 0. Moreover one checks easily that (E, H) satisfy (6.72) (explicit
construction of the Dirichlet to Neumann operator in 1D). From this expression we extract
the boundary value of E. One checks that

(6.74) II,E(0,t) =E(0,t) =n x ¢(t) —n x F(?)
We deduce then by the boundary condition (6.69) and the system (6.71) that (¢,M) is a

solution of the problem P.

Reciprocally, if we consider (E, H) given by (6.72) then one checks easily that (E, H) satisfies
(6.68) and (6.70). Moreover, relation (6.74) holds. It permits, when combined with (6.73), to
retrieve the boundary condition (6.69) and the equation (6.71). O

This lemma shows that the study of the problem {(6.68), (6.69), (6.71)} is reduced to the
study of P. The latter one is answered by the following lemma.

Lemma 6.8 Assume that the initial data satisfy (Eq, Hg, Mg) € V! then the problem P has
a unique solution. Moreover it satisfies, ¥Vt >0

t
(6.75) IM(&,t)] = [Mo(&)| for a.e. £€ 8 and |p(t)| < % /0 |F(s)| ds.
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Proof. We begin by proving the existence of maximal solutions by using Cauchy-Lipschitz
theorem. We write the problem P in an appropriate form : setting U = (¢, M) we see that
U satisfies the Cauchy problem

T =G, U0)= (0 M) € R x I¥(@)

(6.76)
where the function G(U,t) = G(p, M, 1) is defined on R? x L*>®(Q;)3 x RT with values in
R? x L>()? and is given by G(U,t) = (G1(U,t),G2(U,t)) where

LU, 1) = %(F(t) _ ) - /01 I1,£ (M, ¢+ IL (Mg — M) dt,

GQ(U7t) =L (M7 P+ HJ_(MO - M))

Let Uy = (1, M) and U = (g5, M3) be two elements of R? x L>(£2;)3 such that each of
le1]s [@al, M1l and |[[Mz]|; is lesser than a constant R. Applying property (6.9) of £
shows that, for all 1,9 > 0

[G2(Ur, t1) — G2(Uz, t2) || o) < C (|<P1 — | + My — M2||Loo(nf))
(6.77)  |G1(U1, 1) = Gi(Usita)] < (C+ 1) (I — ol + M1 = Mol e
+ 5 [F(t) = F(t2)|

where, using the notation of (6.9), C' = C1(R) (2R + ||My|| ;) + C2(R) and is independent
of t. By the continuous injection of H' into C° in 1D we deduce that F € C°(R™) and
so according to (6.77) the function G is a continuous map from R? x L>(Q)? x R into
R? x L>()3. Moreover, taking t; = ty = t we see that this map is locally lipshitzien with
respect to (¢, M). Hence, standard results on differential equations ensure the existence of
Tinaz > 0 such that

(2. M) € C" ([0, Tynas [ B2 ) x C" ([0, Tynaa [ : L2(2)°)

is the unique maximal solution to (6.76). But this maximal solution is global (T = 00))
according to the a priori estimates (6.75) that we we shall prove now. The first one is a direct
consequence of 6.6(ii) when we take the scalar product in R? of the equality ;M = G5 by
M. For the second one, we take the scalar product of the first equation in (6.73) by ¢, hence

678) g lelF =~ o) - [ AmMED - o) de+ SF @) ol

One has : IIM - =M - =M - (¢ +1II, (My — M) —II, (Mo — M)), and according
to (6.6)(iii), O M - (¢ + 11, (Mg — M)) > 0. Therefore

1
(6.79) OHIGM - > —9;M -T1, (Mg — M) = -0, [T1, (Mo — M)/?

Combining (6.79) with (6.78) shows that

1d

o (e + 1ML (Mo~ M)D)2) < [F(0)] (1)

|
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Integrating in time this identity yields

folt)] + ML (Mo = M)(O) 2 < > [ (7] ar

which implies the second a priori estimate of lemma 6.8.
Theorem 6.4 is proved by the combination of lemma 6.7 and lemma 6.8.

We give now the fundamental stability result involving energy estimate, which constitute
the basis of the asymptotic study.

Theorem 6.5 Let (E,H, M) be the solution of theorem 6.4 and let us introduce
(1) = < (B2 + [H@)|? 2 4| (M — M)||2
() = 5 (IBOIZ2 + WO 172 +n (le(®)* + [T (Mo - M)[72)).

Then one has fort >0 : E(t) < £(0) = 3 (||Eo||2Lz + ||H0||2Lz)

Proof. On the one hand, the classical energy identity associated to (6.68) and (6.70) implies
1d
2dt
On the other hand, multiplying the boundary condition (6.69) by ¢(t) x n yields

1d ) 1
(6.81) B0, 1) - (t) x 0= 15 [e(O +1 [ OTM(E0) - () de.

(6.80) (IE®)7: + IH@®)I72) = —THE0,1) - ¢(t) x n

The theorem is proven by identifying (6.80) and (6.81) then by using (6.79). O

Remark 6.11 (Regularity result) Let us mention, without giving any proof, that one can
obtain a regularity result on the solutions of theorem 6.4 by considering the derivative in
time of the equations (6.68) --- (6.71). This result can be formulated by : If the initial data
(Eo,Hp,My) are in V™, m > 1, then the solution (E,H, M) satisfies

EecWm(Q,), He {He W™(Q,) /I[;H(0,-) € C™(]0,00))?}
M € C™ (0,00; L()?) .

6.5.3 Error estimate

We go back to the original notation introduced in subsection 6.5.1 (i.e. the approximate
solution is distinguished from the exact one by adding ~ over the variables). The main result
of this section is the following comparison between exact an approximate solutions.

Theorem 6.6 Let T > 0 be a given real, k € {0,1,2} and (Eo,Ho,My) € VA2 Let
(E7,H, M{) be the strong solution of (6.68) --- (6.71). Then, there exists a constant C(T)
independent of n such that, VO <t < T,

(2 - B9, + |oB2ce) - i (e)]

1
1) < Cul(@)

(et - Az, + oz - an)| ) < oy,
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Proof. To prove this theorem we shall prove first that, like the exact solution, the approxi-
mate one (EQ, ﬁg, 1\71?) admits an asymptotic expansion with respect to 7. The justification
of this asymptotic expansion is given by theorem 6.8 below. If we admit for while the result
of this theorem, then the proof of the error estimate comes simply from remark 6.12, that
compares the asymptotic expansions of each solution (the exact and the approximate ones).
We conclude from theorems 6.3 and 6.8 by using a triangular inequality. O

6.5.4 Asymptotic analysis of the approximate model
Like in the case of the exact solution, we shall prove the existence of an asymptotic
expansion of (EZ, HY, M?) of the form

The procedure is exactly the same : The first step is to identify the equations satisfied by
(Eﬁ, HE, Mf)k>0. Secondly, we look for sufficient conditions on the data to be able to compute

the terms of order k. The last step is to prove that a certain norm of the errors
(6.83) (k. bt mf) = (B2, B, M7) — > o (B, 1), M)
§=0

tend to zero like (n**1), under a suitable conditions on the data. As the proofs are very close

to what we have done for the exact solution, we shall proceed by analogy and indicate only
the key points. Let us introduce

(6.84) H = ¢" + 1, (Mg — M/) on Q x R"

which plays, in equation (6.71) a similar role as H{ in equation (6.5), and let us set
(6.85) (A7.¢") = (Y. 8°) +n (HLG') +0* (B2 &%)+

Formal identification

As expected, when we plug the expansions (6.82) and (6.85) into the equations (6.68) - - -
(6.71) and (6.84), and make a formal identification, we obtain a set of equations that permit
to compute step by step the different terms. More precisely, we get for k =0

OE? —rotH? =0, OH)+rotEC=0, on €,
(6.86) E)(x,0) = Eo(x), H)(x,0) = Hy(x),
EY(0,) x n =0,

(6.87) ¢°(t) = I HY(0,1)

HO(¢,t) = @O(t) + IT, (Mg — MO)(¢, 1)

(6.88) N T —
atM? = [,(M?, H?)? M?(f,O) = MO(i)
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and for £k >1
OHEE —rotH =0, OHF +rotEF =0, on Q,,
(6.89) EF(z,0) =0, HF(z,0)=0,
~ 1 .
BEO.) xn = (580 xn+ [ oM 60 xndg),
0
(6.90) ¢"(t) = I Hy(0,1)
HF(£,t) = @F(t) — I, M¥(¢, ¢
(6.91) (&t) =@ (t) —ILMF(&,1)

OMF = L(M?, HF) + Y8, £;(M?, ..., M, HE), MFE(€,0) = 0.

Study of the identified problems

We have the analogous to theorem 6.2 :

Theorem 6.7 For all k a given integer, if (Eo,Ho, M) € VEH+s s € N, then there exists
(EF, HE, MF), uniquely determined by (6.86), ---, (6.91), that satisfy

(H||E5,H||ITI§) € {Cs+l(07 003 L2(Qv)2) N Cs(ov Q3 HI(QU)2)}2,
(6.92) @" € Hil (0,00 R?),

MF € C5+1(0, 00; L®(Q)3) and 9;MF € H{ 156(0, 005 L(€;)%).

loc

Proof. Remark that the equations (6.86), ---, (6.91) are a simplified version of equations
(6.12) --- (6.19) because we have an explicit expression of H* and of the boundary value of
HHEﬁ. So the proof of this theorem can be derived from the proof of theorem 6.2 by doing
minor adaptations. O

Remark 6.12 Assume that the data has enough regularity. By application of formulas (6.23)
and (6.24) one checks that, for & € Q,
IE?(E, 1) = 0, IHY(E, 1) = ILHY(0,1), ILH{(E,¢) = T[HL(0,1),
1
(6.93) IE; (&, 1) = (1 — &) I HY(0, 1) x n+/§ O MY (k,t) x n d,

1
IEZ(¢,t) = (1 — &) I, HL(0,1) x n + /g oI M} (k,t) x 1 dk,

Applying these expressions to & = 0 and combining with (6.12), (6.15), (6.16), (6.19), then
comparing with the equations (6.86) --- (6.91), shows that (Efj,ﬁﬁ) satisfies the same equa-

tions as (Elg, Hf) for 0 < k < 2. We deduce, for instance, by theorems 6.2 and 6.7, that the

asymptotic expansions of (EI HI) and (Eg,f{g) coincides till k = 2. One can checks that
this becomes false for k > 3.
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Justification of the asymptotic expansion

We consider the fields (éfj ,hk, ﬁf) defined by (6.83) and introduce also
~ ~ k .o~
(6.94) hi =H! - > o/ H.
j=0

We observe that these fields satisfy the same equations as (EZ, ﬁZ, 1\71}7) with additional second
members of order n*+1 and with initial values equal to zero. Namely we have

8k —rothf =0, &hl+roteh =0, on Q,,

(6.95) N
(€, k) (2,0) = (0,0), =z€Q,.

(6.96) T €5(0,t) =7 (atﬁﬁm,t) X n+ /0 CaE(E 1) x 0 d&) +7* ¢ (t) x n

1
where ¢F(t) = 0;HF(0,1) +/ OMPF(¢,t) dé, is independent of 7, and where m¥ satisfies the
0

equivalent to equation (6.33)

gl = £L(M], HY) — £(MF,HF) + n*+1FF,

(6.97)
mF(£,0)=0 for & € Q.
where HF = Z n' H, MF = Z n' My,
=0 i=0
(6.98)  FF=RIM, .. MLH)+Y > gt -Gy, M 1Y)
i=1 j=k+1—i

(Of course the fields H* and MPF are different from those introduced in equation (6.33), but
they play a similar role). We consider the energies

(6.99) ENt) = % (] a';(t)] i + \ ﬁﬁ(t)] i +7 ] Ef(t)\ i) .
(6.100) TI() = % (Haté'ﬁ(t)H; + H@Eﬁ(t)H; +n |0 (2)] ;) :

We have the analogous to theorem 6.3

Theorem 6.8 Let T > 0 be a given real, k > 0 be a given integer and assume that the initial
data (Eo, Hy, M) € VFT2. Then, there exist two constants Cy(T) and C}(T) independent of
n such that, VO <t <T,

(6.101) ENt) < C(T) ™+t and  T](t) < Cp(T)n** L.

The constants Cy(T) and C,(T) depend only on T, k and ||(Eq, Ho, Mo) ||} x+2-
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Proof. The proof uses the same technique and similar arguments as the proof of theo-
rem 6.3. We give only the key points. It is useful to keep in mind throughout this proof the
structure of the field h¥ introduced by (6.94),

(6.102) hf(€,t) = II;hE(0,) — I, mF (&, ¢)

e Energy estimates : We consider the Maxwell system formed by (6.95) and (6.96). Follo-
wing the proof of theorem 6.5, we establish

_ t - t -
) =—n /0 /Q ommF - hF dgdr — oFt? /0 I, " (7) - T, hk (0, 7) dr,
f

which yields, using (6.102),
- t ~ t =
(6.103)  &'(t) < —n/ / ok -k dedr + ot \/5/ |#*(n)| V&) dr.
0 JO 0

We have the analogous for ﬁn(t), by considering the derivatives in time of the equations (6.95)
and (6.96),

- t g 1 t k ~
6104 <y | [ oumt-obtdear + g hve | ‘%m’ VI @) dr.
0 Jo 0

Observe the similarities between (6.103), (6.104) and (6.42), (6.43). Using these energy esti-
mates we prove first :

e The case k = 0 : The proof of this case follows the same steps as subsection (6.4.2). We
begin first by

Lemma 6.9 Assume that (Eq, Hg,Mg) € V. For all 0 < T < oo, there exists a constant
Co(T) independent of n such that, ¥Vt € [0,T],

EJ(t) < Co(T)n.
The constant Co(T) depends on T and ||(Eg, Ho, Mo)||1-

Proof. The proof of this lemma is based on the energy identity (6.103) written for £ = 0
and the fact that MY satisfy the a priori estimate

]M?(g,t)] = [My(€)| for ae. £€Q and V>0

of lemma 6.8. _ O
This lemma proves in particular, due to (6.102), that ‘HZ(O, t)‘ is uniformly bounded with
respect to 7. As we have

||| < [FN0.0|+ M), < [F0,6)] + Mol -

we deduce that Hﬁ?(t)HLOO is uniformly bounded with respect to 7. Like in lemma 6.3, we get
the existence on a constant Ry(T") independent of n such that, V¢ € [0, 7],

[EAYHO] < Ro(T).

Loo(Qg) —

Using this estimate and the same arguments as in the proof of lemma 6.4 one deduces
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Lemma 6.10 Assume that (Eg,Ho,Mg) € V2. For all 0 < T < oo, there exists a constant
C{(T) independent of n such that, ¥t € [0,T],

Ty'(t) < Go(T) .
The constant C{(T') depends on T and ||(Eo, Ho, Mo)||{ 2.

We conclude the proof of theorem 6.8 by

e A boot-strap argument : It is formulated in the following lemma :

Lemma 6.11 Let k be a given integer, T > 0 be a given real and (Eg, Hy,Mg) € VF+2,
Assume that there exists an integer ¢, 0 < ¢ < 2k and two constants Cy(T) and Ci(T),
independent of n such that, VO <t < T,

E(t) < Cu(T)n  and  T['(1) < CL(T)n".
Then, there exists two other constants, denoted also by Cy(T) and C}(T'), such that
E) <CW(T)n™" and () < CL(T) 0"

The constants Cy(T) and C(T) depend only on T, k and ||(Eq, Ho, Mo) ||} x+2-

The proof of this lemma uses the same arguments as the proof of lemma 6.1 and is based
on the following result (which is the analogous to lemma 6.6) :

Lemma 6.12 Under the assumptions assumptions of lemma 6.11 we deduce the existence of
a constant Ci(T) such that, VO <t <T

Hanlf(t)‘ i < C(T) 7'

L2

Proof. The proof of this lemma is nothing but the application of the trace theorem of
functions in H'(£2,). In fact, using (6.102) and the continuity of the injection H'(,) into
C%(Q,), one has the existence of a constant ¢ such that

2
L2> '

HHHHf(t)H; <ec (HH”E’;(t)Hi2 + ot E’;(t)HQQ) —c (Hl'[flﬁ(t)‘ ; + |ash @)

L

So one has )
bt <2eE 0+ @),

and concludes easily. O
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Chapitre 7

Modeles numériques pour les CLE
en 1D

Résumé : Dans ce chapitre, nous proposons et analysons des schémas numériques pour
approcher les modeles de couches minces établis au chapitre 5. Nous nous restreignons ici
au cas monodimensionnel (voir chapitre 8 pour les dimensions supérieures). Les méthodes
que nous étudions dans ce cas s'inspirent de celles proposées par O. Vacus dans sa
these [45]. La discrétisation en espace (section 7.2) s'appuie sur une formulation mixte
du probleme d'évolution (on retrouve le classique schéma de Yee pour les équations
de Maxwell dans le vide). La discrétisation en temps (section 7.3) des conditions aux
limites approchées s’avere plus problématique. Dans le cas de la condition d'ordre 3, nous
étudions séparément un schéma explicite (section 7.3.2) et un schéma implicite (au bord)
(section 7.3.4). Nous démontrons que le schéma implicite est stable sous la condition
CFL usuelle cAt < h (celle du schéma dans le vide) a I'aide de techniques énergétiques
(théoreme 7.4 et section 7.4.2). En revanche nous établissons que le schéma explicite
est stable sous une condition de stabilité qui dépend de I'épaisseur 1 de la couche, du
type cAt < min(h, /2hn). Le caractere suffisant de cette condition est établi par des
techniques énergétiques (théoréme 7.1 et section 7.4.1). Le caractere nécessaire est établi
dans le cas linéaire par des techniques a la Kreiss-Gustafson-Sundstrém (théoreme 7.3).
Pour des raisons de robustesse liées a la condition de stabilité, nous préconisons donc
I'utilisation du schéma implicite. Nous proposons également un schéma couplé “explicite-
implicite” pour le probléme de transmission exact via la condition “approchée exacte”
et également pour la condition d'ordre 4 approchée (voir chapitre 5). La condition de
stabilité de ce schéma est indépendante de 1 (théoreme 7.5 et section 7.4.3). Nous
terminons ce chapitre par des résultats numériques (section 7.5). Ces résultats, qui sont
en phase avec la théorie, confirment I'intérét sur le plan pratique de I'utilisation de
modeles approchés tout en quantifiant les limites de validité de tels modeles (voir les
commentaires de la section 7.5)

7.1 Introduction

Nous présentons I'étude numérique du probleme couplé Maxwell+ CLE dans le cas de
I'approximation 1D. L’intérét de cette étude est double :
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Premierement, elle nous permet d’envisager puis analyser la stabilité en temps de deux
discrétisations possibles des CLE. On sera ainsi a méme de proposer la meilleure alternative
pour le cas des dimensions supérieures (voir chapitre 8).

Deuxieémement, elle nous permet d’avoir une premiere justification pratique, d’abord de la
bonne approximation que fournissent les CLE, et ensuite des avantages que procurent celles-ci
par rapport a une résolution exacte.

Nous conservons dans le présent chapitre les notations du chapitre 5.

7.2 Discrétisation en espace

7.2.1 Formulation variationnelle du modeéle continu

La résolution numérique sera effectuée dans un domaine borné. Le domaine §2,, est désormais

égal & | — L, 0], ou L désigne la longueur du domaine de calcul. La couche ferromagnétique
occupe l'intervalle |0, n[. On utilisera en = —L une condition de réflexion sur un conducteur
parfait.
Condition de réflexion Condition équivalente
| )
-
- -
L Qo 0 l z
e —t -
0 1 3

FiG. 7.1 — Le cas monodimensionnel

On considere donc (E,H), la solution du systeme (on abandonne par commodité, la no-
tation (EJ, HY))

e E—rotH=0, pod:H+rotE =0 sur 2, x [0, +o0],
(7.1) (E, H)(2,0) = (Eo, Ho)(x) z € Qy,
E(0,t) x n = B(e(t)) t € [0, +oo,
E(-L,t)xn=0 t €0, +ool,
ol on a posé
(7.2) p(t) =II[;H(0,t) pourt € [0, +00]

et ol la condition E(0,%) x n = B(¢(t)) désigne pour I'instant une CLE d’ordre quelconque.
Nous commencons par écrire une formulation faible en espace de ces équations. La for-
mulation la plus appropriée, vue que la CLE exprime de maniere forte la valeur E(0,t) x n,
semble étre, en posant,
HO(rot, ©,) = {3 € LX(,)?/ rot () € LA(Q,)* et (~L) x n = 0},
de chercher (H(t),E(t), p(t)) € L?(2,)% x H%(rot, Q,) x R3 tels que, pour tout ¢ > 0 et pour
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tout (H',E’) € L?(Q,)3 x H(rot,§2,),

(§) / 1o OH (1) - H + rot B(t) - H' dz = 0,
Qy

(7.3) (i4) / 0 OE(t) - B — rot B - H(t) dv = (E'(0) x n) - p(t),

v

(ii1) E(0,t) x n = B(p(t)).

Elle est obtenue en multipliant les deux premieres équations de (7.1) respectivement par E’ et
H' et en faisant une intégration par parties pour obtenir (7.3)(i). Les équations (i7) et (i74)
ont bien un sens par les théorémes de trace dans H(rot,Q,) = L3(Q,) x H(Q,) x HY(Q,)
en dimension 1. Aux équations de (7.3) il faut bien entendue rajouter les conditions initiales

(H(0),E(0)) = (Ho,Eo) dans L?*(Q,)* x H(rot,Q,).
Remarquons tout de suite que les solutions du systeme (7.1) (ou (7.3)) sont telles que :
(Ewa HI)(‘T7t) = (EO,I7 H07:C)(x)

Ainsi il nous est possible de faire I’économie du calcul de ces composantes longitudinales. On
supposera désormais que : (Eq,, Ho)(z) = (0, 0).

7.2.2 Semi discrétisation en espace des équations a l'intérieur de (2,
Dans un premier temps on considére ¢(t) comme une donnée du probléeme (7.3).

L’approximation que nous considérons est de type éléments finis conformes, qui dans le cas
d’une discrétisation réguliere nous mene au schéma des différences finis standard de Yee [48].
Notons toutefois que la méthodologie utilisée est assez générale et s’adapte sans difficultés a
un autre choix d’éléments finis.

n® Soit un découpage régulier de pas h du domaine €2, et soit IV le nombre de mailles :
N h = L.

Condition de réflexion Wi b Condition équivalente
J T
P T h

—L , . N N : D 0
l L 1 AY| Il Il Il Il Il I
I T T ™ T T T T T I
0 j ) i+ 1 N

Qy

Fia. 7.2 — Maillage du domaine

n° On consideére 1'espace PJ*(€2,) des fonctions scalaires continues, linéaires par maille et
nulles en x = —L et 'espace PJ(Q,) des fonctions scalaires constantes par maille. On pose

Vi () = {0} x P(,) x P(Q,) et X3,(Q,) = {0} x P(Q,) x PIQ,).

Il est & présent possible d’écrire une formulation semi-discrete de (7.3), en remplagant les
espaces fonctionnels H(rot,Q,) et L?(£,)? par leurs espaces d’approximations respectifs
Vh(Qv) et Xh(Qv).
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Par ailleurs, il est commode, pour la mise en ceuvre informatique, d’avoir une “matrice de
masse” diagonale. C’est pourquoi nous utilisons la condensation de masse dans le calcul de
I'intégrale d’un produit de deux fonctions de V},(€2,). Cela consiste a utiliser une formule de
quadrature de type Gauss-Lobatto qui integre exactement les polynomes de degré inférieur
ou égal & un. Ainsi pour une fonction f définie sur €2,, on approche son intégrale sur un pas
du maillage par :

Soit f1 et fo deux éléments de P(£2,), nous rappelons que le produit (-|-) défini par :
N-1

(7.4 (FlF2) = Y 5 (Cess) faleenn) + falw) fale)
=0

est un produit scalaire sur PJ*(Q,) dont la norme associée est équivalente, uniformément par
rapport & h, & la norme L%(2,). On notera (-|-) le produit scalaire L?(Q,).

On note, pour tout ¢ > 0, (Hy(t),Ep(t)) € (Xn(y) x Vi(€2y)) la solution du probleme
discret avec condensation de masse. Elle vérifie donc

(1) po (O:HR(t) [ @p) + (ot Ep(t) [ @) = 0 Vo, € Xn(Ch),
(1) co (O En(t) |2bp,) — (ot aby, [Ha(t)) = (¥5,(0) x ) - (t) Vb, € Vi ().
Ces équations peuvent également s’exprimer sous la forme d’un systeme d’équations sca-
laires en choisissant comme fonctions tests les vecteurs de la base canonique de Xp(£2,) et
Vh(Qv)'

Soit en effet {1/11};2]1\7 la base canonique de PJ(€,) (voir figure 7.2); elle comporte N
éléments et nous permet de définir le champ électrique discret E;, par

(7.5)

N
(7.6) E, = Z Ey(i)yi(r) €y + E.(i)vi(x) €.,
=1

ou Ey(i) et E,(i) sont les degrés de liberté. Soit également {gbz}zziv la base canonique de
P(?(Qv); elle comporte également N éléments et nous permet de définir le champ électrique

discret Hy, par :
N

(7.7) Hy, =Y Hy(i — 3)¢i(x) & + H.(i — 5)¢i(x) €.,
i=1

Les degrés de liberté étant H,(i — 3) et H.(i — %). On obtient en injectant les expressions
(7.6) et (7.7) dans le systeme (7.5) :
Pour 1 <:< N :

dH, .. E.(i)— E.(i—1) dH., .. E (i) — E,(i — 1)
7.8 hininl Uy S Q- . _ 1y _ _ Ty y
( ) Ho dt (Z 2) h ) Ho dt (Z 2) h
Pour1<i:<N-—-1:

dE, ,. H.(i+3) -H,(i-1) dE, . Hy(i+3) —H,(i-3)
7.9 ) = — 2 2/. zoy My 2 Y 2
(79 = i h P g (@) h
Pour i = N :

dE, . 2 ) dE, , . 2 .
(710) eg=Y(N) = == (s = H.(N = §)) i e0=2=(N) = 3 (i — Hy(N = }))
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7.2.3 Approximation spatiale de la condition d’ordre 2

__ Cette condition est donnée par (5.25) ot1 on notera désormais par M le moment magnétique
M. Hormis le cas particulier d’une couche ferromagnétique homogene, auquel cas le moment
magnétique M reste lui méme constant, on constate qu’il nécessaire de préciser un espace
d’approximation sur ]0, 1[ de ce champ. Puisque la loi non linéaire ne fait pas intervenir une
dérivation spatiale sur M, le choix naturel consiste alors a projeter ce champ, orthogonalement
dans L?(0,1)3, sur 'espace Y(0, 1) = PF(0, 1)3, ol k désigne le pas de discrétisation de ]0, 1]
(voir figure 7.3). Le choix de k est totalement indépendant du pas h utilisé dans .

Fi1G. 7.3 — Discrétisation du milieu ferromagnétique

Nous verrons que ce choix d’espace discrétisation admet ’avantage de préserver constante
la norme du moment magnétique : une propriété tres importante dans ’étude de stabilité
aussi bien du modele continu que du modele discret. Nous adoptons par ce fait, la méme
stratégie que dans [30] pour I’étude des équations du ferromagnétisme.

On note N’ le nombre de mailles du domaine ferromagnétique, et on considere {(Z)Z}zz{\[ "la
base canonique associée & PF(0, 1). Elle nous permet de définir le champ magnétique discret
My (t) € Yi(0, 1) par :

N
M(6,t) = D ¢i(§) My(i-3)(t),
i=1
o My(i-1) = (Mg (i-1), My(i-1), M. (i-1)) désignent les degrés de liberté.

n° On note Mgy, Hg et py les projetés L? respectifs de Mg, H, et p sur Y(0, 1) et par

ay et Kgy, les projetés L? respectifs de a et K, sur P}(0, 1).

n° La condition (5.25) s’écrit alors sous forme discrétisée,

d —
(7.11) B (0,1) x m = —npo 2 (p(t) + T V(1))
avec My(t) = / My (&, t) dE = Zkl\/[k(i—%)(t); la fonction My () étant la solution dans
0 i=1
Yk(O, 1) de :
o'
O:My = |y Hap x My + "M, x 8; My,
[ Mo |
(7.12) Hyp = ¢ + 1L (Mor, — My) + Hgg + Kok (P - M) P,

M, (0) = Mg

Remarque 7.1 Du fait que My, et Hyy soient tous les deuz dans Yy (0,1) et que le produit
vectoriel soit local en espace, 1’équation (7.12) n’est autre qu’un systéme de N' équations
découplées les unes des autres et qui portent sur les degrés de libertés par maille. L’équation
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(7.12) s’écrit en effet : pour tout 1 <i < N'|

(7.13) My (i-1) = [y|Hpg(i-3) x Mg(i-1) +

d Ozk(i—%) . d

7.2.4 Approximation spatiale de la condition d’ordre 4

La condition d’ordre 4 (5.77) et également la condition du cas homogene (5.63) nécessitent
en plus la spécification d’un espace de discrétisation pour la variable auxiliaire & (= &)77)
L’équation qui porte sur ® montre que le choix naturel est d’utiliser pour ® le méme espace
d’approximation que II;M, soit L?(0,1). La formulation variationnelle de ces équations s’écrit
dans le cas de (5.77) : chercher ®(¢) € {0} x L?(0,1) x L?(0,1) telle que pour tout ®' €
{0} x L%(0,1) x L?(0,1),

(7.14) /01 (q>.q>’+uon2ef (Llatt¢dy) . (/: @’dz/)) d§:/01 (o +I1,M) - &' de

et dans le cas de la condition (5.63) : chercher ®(¢) € {0} x L2?(0,1) x L?(0,1) telle que pour
tout ® € {0} x L?(0,1) x L?(0,1),

1 1
(7.15) / (@ O+ PO ® - <1>’) d¢ :/ (o +II,M) - &' d¢
0 0

Considérons donc 'espace d’approximation X}, (0,1) = {0}x P§(0, 1)x PF(0, 1). La discrétisation
de (7.14) ou de (7.14) s’obtient en remplacant 'espace {0} x L2(0,1) x L?(0,1) par X(0,1).
Elle aboutit dans les deux cas a une équation de la forme

(7.16) Dy (t) + pon? 0 A ®r(t) = p(t) + T, My(t) dans X(0,1)

ou l'opérateur Ay correspond a une matrice N’ x N’ pleine dans le cas de la condition (7.14),
mais diagonale dans le cas de la condition (7.15). Plus précisément, si on pose

N/
Dp(&,t) = D il€) Prli-4)().
i=1

avec Py (i-1) = (0, P, (i-1),P.(i-1)) alors

N’ N’
(7.17) Ap®r(&,t) =D hi(€) D Ay ®r(i-2) (1)
i=1 j=1
ou dans le cas de la condition (7.15)
1 [kG+1)
(7.18) Akgijy = 0iy z /k x(€) d§

et dans la condition (7.14)

(7.19) Mg = & ([ oorav) ([ 0,0 av) ae
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7.3 Etudes de différents schémas numériques en temps

Au final, la condition d’ordre 4 discrete que nous proposons s’écrit :
d—
(7.20) Ep(0,t) xn = —Woa%(t)

_ 1
avec O (t) = / O (&,t) dE; 1a fonction Py vérifiant (7.16) et la fonction My (t) est solution

0
dans Y%(0,1) de :

o))
OtMy, = |v| Hpg, x My, + —F M}, x O,My,
| Moy
(7.21) Hy, = @ + IL Moy, + Hg, + Kok (Pr - My) P

M, (0) = Mg

Remarque 7.2 Les équations (7.13) restent encore vérifiées dans le cas de (7.21). Cepen-
dant, si on considére le cas de la condition exacte (7.14), alors ces équations deviennent
couplées par lintermédiaire ®y. Elles redeviennent découplés si on considére plutot la condi-
tion (7.15).

7.3 Etudes de différents schémas numériques en temps

Nous allons proposer deux schémas de discrétisation possibles de la condition équivalente
d’ordre 2 qui amenent a des conditions de stabilité différentes. Nous en déduisons la meilleure
alternative qui sera appliquée également & la condition d’ordre 4. Commencons toutefois par
rappeler le schéma “saute mouton” classique, communément utilisé pour la discrétisation des
équations de Maxwell.

7.3.1 Discrétisation en temps des équations de Maxwell

Le schéma “saute mouton” consiste a évaluer les champs non pas au méme pas de temps,
mais alternativement. Plus précisément, si At est le pas de discrétisation en temps, le champ
électrique sera calculé aux instants t” = nAt (ou instants entiers) :

(7.22) E} ~ Ej(t = nAt)

tandis que le champ magnétique sera calculé aux instants t"*2 = (n—i—%)At (que nous appel-
lerons instants demi entiers) :

(7.23) H,"? ~ Hy((n+1)At)
La nouveauté vient du choix de I'instant de calcul de ¢. Nous considérons deux cas :
(a) « est approché aux instants t"3 —— "3
(b) ¢ est approché aux instants t" —— "
Dans ces deux cas, les équations de (7.5) se discrétisent de la maniére suivante :
Ho

At

= (B~ Bf ) — (rotapy | HGH) = (35,(0) x m) - 9™ F V€ Vi),

(B —H ) + (ot B ) = 0 Y1 € Xn(%h),
(7.24)
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SOn + QOn—H

2
La discrétisation de la CLE dépend par contre du choix qu’on fait pour 'instant de calcul de
. Nous allons étudier 'incidence de ce choix dans le cas de la CLE d’ordre 2.

N|=

ot dans le cas (b), ™3 est défini par : ™"

7.3.2 Discrétisation en temps de la CLE d’ordre 2 : schéma explicite

Nous étudions la condition {(7.11)-(7.12)} et considérons le cas (a). Ce choix de discrétisation
semble le plus naturel, puisqu’il consiste a calculer ¢ aux méme instants que le champ
magnétique. Nous verrons plus loin qu’il conduit & une résolution explicite dans le cas parti-
culier d’'une couche homogene. Il souffre cependant d’'une CFL trop restrictive.

Ecriture du schéma

Puisque la relation (7.11) fait intervenir le méme ordre de dérivation entre ¢ et My, il
convient alors de choisir le méme instant de discrétisation pour les deux champs. Le moment

1
magnétique est donc calculé aux instants demi entiers — MZ“. On propose par conséquent
le schéma centré suivant pour (7.11),

(7:25) B, (0) xn = nTMtO ((‘PM% - ‘Pn_%) +1I (MZ% - Mzié))

ol MZJF% désigne la moyenne sur |0, 1[ de MZJF%. On utilise d’autre part la discrétisation
suivante pour le systéme (7.12) (utilisée également par [29]),

M, 7 — M} u M — M
(7.20) TR R g M

HY, = ¢" + 1. (Mg — M) + Hyg + Kor(Pr - M7) P4,

(Pn+% +Q0n_% M”“'% _‘_M”—%
oﬁonaposé:cp":# et M”:%.

Caractere explicite du schéma

Dans le cas particulier d’une couche ferromagnétique homogene, ce schéma admet 1’avan-
tage d’une résolution explicite . En effet, si on suppose que les caractéristiques de la couche
sont constantes suivant ’épaisseur, alors d’apres la remarque 7.1 tous les MZJF% (i-1) vérifient
la méme équation. On peut supposer donc que MZ+% est lui aussi constant et par suite peut
étre considéré comme un vecteur de R3. Dans ce cas on a 1’égalité :

~xn+4 n+i
M, > =M, .
Si on introduit ) )
n+s _ n+l n+i
(7.27) B, > =¢"" 2 +1[|M, 2,
alors cela nous mene a la résolution explicite suivante :

_1 _1 _1
Supposons déja calculés BZ Z, MZ 2 s, EZ‘I et HZ 2, la valeur de ces champs & 'instant

suivant est calculée comme suit :

164



7.3 Etudes de différents schémas numériques en temps

1) Epttet Hz+% sont calculés par (7.24).
2) BZ_% est calculé par la condition (7.25).

3) MZJF% est calculé explicitement par (7.26). Ce calcul passe en pratique par la résolution
d’une équation polynomiale de degré 3. Nous renvoyons le lecteur a [29, 30].

4) ™7 est calculé par (7.27).

Remarque 7.3 Malheureusement, dés lors que les caractéristiques ne sont plus homogeénes,
cette résolution explicite tombe en défaut.

n° Nous remarquons finalement que notre schéma est bien centré en temps ce qui assure
une approximation d’ordre 2 en temps.

7.3.3 Stabilité du schéma explicite
Condition suffisante

Nous allons commencer par chercher une condition suffisante pour laquelle la norme L2
de la solution discrete n’explose pas quand n — oo, ce qui garantit la stabilité L? du schéma
proposé. On utilise pour cela une méthode énergétique semblable a celle utilisée pour le
modele continu. Elle consiste a chercher une condition sur le pas de discrétisation en temps
pour qu’une certaine énergie discrete de la solution reste bornée. Cette condition de stabilité
est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 7.1 Le schéma numérique décrit par (7.24), (7.25) et (7.26) est stable dés lors
qu’est vérifiée la condition :

(7.28) At? < eopo h? f(3)

avec : f(x) =(14+2z) — (1 + 43:2)%.
Preuve. La preuve de ce théoreme est donnée dans la section (7.4.1) page 170. m

s s p PR . 2 n+3
Remarlque 7.4 La stabilité évoquée par le théoreme signifie que la norme L* de Ey, H, ">

n+ s . s
et M, "* est bornée uniformément par rapport n.

Condition nécessaire

Comme f(x) < 1 pour tout z > 0, la condition de stabilité (7.28) est en fait plus forte que
la CFL classique du schéma de Yee. Il est naturel de se demander alors si cette condition est
optimale ou non ? Pour répondre a cette question nous allons établir une condition nécessaire
de stabilité en étudiant le cas linéaire (M = 0) par une analyse d’ondes planes. Cette analyse
s’appuie sur la théorie de stabilité de Gustafson-Kreiss-Sundstrom [21] (voir aussi [44]).

Dans ce cas linéaire les deux polarisations (E,, H.) et (E,, —H,) sont découplées et
vérifient les mémes équations. L’étude de la stabilité du probleme discret complet se ramene
donc a I'étude de la stabilité du probléme linéaire (7.30)-(7.32) suivant, ou les inconnues sont
des scalaires et ol on a posé

(7.29) B=——, c=(upeo) 2, v=,/— et r=—.
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Pour 1 <i< N -1,

(7.30) (B0 ~E"()) + v (B3 + 3) - W5 = §)) =0,
v (H™ (- §) - H" 3 (i — 1)) + 8 (B"(G) —E"(i— 1)) =0,

avec pour ¢ = N (voir par exemple (7.10))
(7.31) E™Y(N) — E"(N) = —28u(p" 3 —H" (N — 1)).

Afin de simplifier la présentation du probléme, nous utilisons ’astuce classique qui consiste
a introduire un noeud fictif en N —i—% pour H""2. Dans ce cas, la condition aux limites (7.25)
couplée avec (7.31) est équivalente au systeme

(’OTL+% :1
(7.32) 2
rv (¢ =) = BET(N),

(H 4 (N+3) - H (N - 1)),

en supposant de plus que le systeme (7.30) soit encore valide pour ¢ = N.

L’étude de la stabilité de la condition (7.32) par le critere de GKS consiste a tester
I’existence de solutions sous formes d’ondes planes dont la norme explose exponentiellement
en temps. Considérons en effet les ondes solutions de la forme :

(7.33) E"(i) =E- 22" k% et H"3(i+ Ly — [ 2l 2
avec z et k deux nombres complexes. Le critere nécessaire de stabilité s’énonce (voir [21])

Théoréme 7.2 Sile schéma (7.30)-(7.32) est stable au sens de GKS alors il n’existe aucune
solution de la forme (7.33) avec |z| > 1 et |k| > 1.

En effet les ondes (7.33) telles que |x| > 1 sont de normes L? finies en espace, et prennent
source aux niveau de la condition aux limites. Ils sont donc susceptibles d’étre excitées par
des erreurs numériques. Lorsque |z| > 1 ces ondes subissent un accroissement exponentiel en
temps de leurs normes... En se basant sur le critere du théoréeme 7.2 on montre :

Théoréme 7.3 Si le schéma (7.30)-(7.32) est stable alors :

(7.34) At* < eqpo h? g(F)

4z(1+ V1 + 22)
(a:+1+\/1—i-—332)2'

ot la fonction g est définie par : g(x) =

Preuve. En injectant les expressions (7.33) dans (7.30) nous obtenons le systeme d’équations
en (E,H),

E(z—2zY)+BvH (k—r71) =

(7.35)
vH (2 =271 + BB (k= v71) =
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L’existence de solutions nécessite alors (relation de dispersion)
(7.36) (z—21H)2=p3%(k -2

On distingue deux cas :
e Premier cas

(7.37) (z—zH==B(k—-r1).

Les équations de (7.35) implique E = v H. Par conséquent, la condition aux limites (7.32)

s’écrit
{% (/1—#/%‘1)'(2—2_1) - g} vH=0
L’existence de solutions non triviales a cette équation nécessite (en utilisant (7.37)) :
(7.38) KP4 2r k2 —1=0.
Les solutions de (7.38) telles que |k| > 1 sont
(7.39) k2= —r Y14+ V1 +r?)

D’apres le théoreme 7.2 s’il y a stabilité, alors les z telles que (7.39) et (7.37) aient lieux,
doivent avoir un module inférieur & 1. Or, si on pose 2z’ =1z, alors (par (7.37) et (7.39))

L2+ B(k|+ |kTH Y +1=0.
Il s’agit d’un polynome de degré 2 a coefficients réels, tel que le produit de ces racines vaut 1.

Par conséquent, la condition |z’| <1 est équivalente & ce que le discriminant de ce polyndéme
soit négatif ou nul, ce qui donne

B (|k| + k71> =4 <0.

Cette condition implique (7.34) en réutilisant (7.39).
ee Deuxieme cas :

(7.40) (z—zH=8((k-r1
Les équations de (7.35) montrent que E = —vH. On constate alors, en posant 2z’ = —z et
H' = —H, qu’on est ramené & ’étude du premier cas. Le résultat est donc le méme. O

Remarque 7.5 Cetie étude de stabilité par le critére de GKS ne s’est pas intéressée aux
instabilités faibles du schéma : examen du cas limite |z| — 1. L’étude de ce cas aurait donné
une condition suffisante de stabilité mais qui se trouve inintéressante puisqu’elle concerne le
cas linéaire seulement. De plus on verra dans le paragraphe qui suit que les deux conditions
(7.28) et (7.34) ont le méme comportement limite, ce qui permet d’avoir dans ce cas une
condition nécessaire et suffisante de stabilité.

167



Modeles numériques pour les CLE en 1D

Comparaison des deux conditions

La condition nécessaire (7.34) : 3% < g(r) est & comparer avec la condition suffisante
donnée par (7.28) : B2 < f(r). En tracant les deux courbes représentatives de f et g, on
constate que g > f, ce qui concorde bien avec la nature des deux conditions.

FiG. 7.4 — Comparaison des deux criteres.

Mais ces deux conditions sont essentiellement équivalentes. En effet, lorsque

e n— 0: f et gsecomportement toutes les deux comme 2r. On peut alors écrire dans ce
cas la condition de stabilité nécessaire et suffisante suivante :

cAt < \/2hn.

e 1 — +00 : Les deux fonctions tendent vers 1, ce qui nous permet de retrouver la condition

classique de stabilité :
cAt < h.

Nous constatons que dans le cas n — 0, c.a.d. de maniere plus concrete lorsque 1 < h, la
condition de stabilité nous oblige & utiliser un pas de temps At < h/c. Ceci a pour conséquence
de détériorer la précision du schéma : rappelons que pour ’équation des ondes 1D, plus on
est loin des caractéristiques At = h/c, plus le schéma devient dispersif. Malheureusement, le
cas 171 — 0 est bien le cas intéressant dans la pratique.

L’alternative est fournie par le schéma implicite...

7.3.4 Discrétisation en temps de la CLE d’ordre 2 : schéma implicite

Nous étudions le cas de la condition {(7.11)-(7.12)} et considérons plutot le cas (b). Comme
pour le cas explicite, on choisit de calculer le moment magnétique aux mémes instants que ¢,
soit dans le cas présent aux instants entiers —— M}'. On propose par conséquent le schéma
centré suivant pour (7.11)

(7.41) % (E;(0) + B}(0)) x n = —% ((omt! = ¢m) +10, (M =MLY ).
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ott M, désigne la moyenne sur |0, 1[ de » qui s’obtient a partir de

M — Mp O prtd M — M
(7.42) At M| " At

H 7 =" + 11, (Mo, — M "?) + Hg, + Ka(pr - M} 7)py..

= [y x My

On a posé :

N|=

_ MZ+1 + MZ (Pn-i-l + (Pn
2 2 '

On constate que la possibilité d’une résolution explicite tombe ici en défaut puisque la

1
MZ+2 et ™"

valeur de "2 dépend de la valeur de MZH. En pratique, on est amené alors a considérer
un systéme non linéaire & 3N’ + 2 variables qu'une méthode de Newton par exemple s’adapte
bien a sa résolution. Bien entendu, la discrétisation du milieu ferromagnétique, qui correspond
au nombre de noeuds N’, conditionne fortement le coiit de la méthode. Mais en général N’
est petit (N’ =1 dans le cas d’une seule couche homogene).

7.3.5 Stabilité du schéma implicite

Théoréme 7.4 Le schéma numérique décrit par (7.24), (7.41), et (7.42) est L? stable sous
la condition :
(7.43) At? < €0 h?

Preuve. La preuve de ce théoréme est basée sur une méthode énergétique et est donnée
dans la section 7.4.2 page 173. O

On constate que contrairement a la discrétisation explicite, nous avons une condition de
stabilité indépendante de 1. Mieux encore, cette condition coincide avec la CFL classique du
schéma de Yee. Cette facon de faire est par conséquent la mieux adaptée aux applications
pratiques. Le seul prix a payer est le cotit de résolution d’un systéme non linéaire... en général
de petite taille.

Remarque 7.6 Comme c’est généralement le cas, quand on utilise une méthode énergétique,
on est incapable de conclure dans le cas limite d’égalité dans (7.43).

7.3.6 Discrétisation en temps de la condition équivalente d’ordre 4

Considérons maintenant le cas de la condition d’ordre 4 donnée par {(7.20)-(7.16)-(7.21)}.
Guidé par le travail fait pour la CLE d’ordre 2, on sait que le choix le plus intéressant (du
point de vue de la stabilité) consiste a calculer ¢, My et &, aux mémes instants entiers que
le champ électrique Ey,.

Le schéma centré en temps qu’on propose, nécessite 'introduction d’une variable auxiliaire
qui jouera le role de la dérivée premiere en temps de ® ;. Cette variable notée @y, est également
calculée aux instants entiers.

Le schéma centré en temps associé a {(7.20)-(7.16)-(7.21) } s’écrit :

1

1
(7.44) 5 (B + B 0) xn = =20 [Tap+i() - ap(e) e
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avec @71 € X;(0,1) et satisfait sur cet espace

ot op 2y Ot ortlpr I M 4 I MY
R —y - 7 ' 2
(7.45) . . !
oty op  eptt—op
2 N At

et M7 solution sur Y'(0,1) de :

MZ+1 - My n+ n+3 Ok n+3 M — My
— H'2 x M2 Mz k k
(7.46) At | | Tk k + |M0k‘ k At
H, = &, + T Mo + Hap + Ko (P - M *)pi
ol on a posé
k 2 k 2 '

De la méme maniere que pour le schéma (7.41) et (7.42), on aura & résoudre un systéme
non linéaire mais de taille plus grande a cause des inconnues supplémentaires @ et ®;. En
fait, par un calcul simple on peut se ramener & un systéme de 5N’ inconnues portant sur @Z“
et MZH. La résolution par une méthode de Newton est également bien adaptée a ce schéma.
Notons cependant que pour la condition exacte on aura en plus & inverser une matrice pleine
N’ x N’ qui fait intervenir Ay.

On s’y attendait :
Théoréme 7.5 Le schéma numérique décrit par (7.24), (7.44), (7.45) et (7.46) est stable

sous la condition :
(7.47) At? < €0 h?

Preuve. La preuve de stabilité repose encore une fois sur une technique énergétique. Elle
est reportée a la section (7.4.3). O

7.4 Preuves de la stabilité

Nous démontrons dans cette section successivement les théoremes de stabilité 7.1, 7.4 et
7.5. Les démonstrations reposent sur des techniques énergétiques et utilisent des arguments
semblables. C’est pour cette raison qu’il nous a paru plus judicieux de les regrouper sous un
méme paragraphe.

On notera ||-|| la norme associée au produit scalaire (- | -) sur L2(£,)3. |-| désignera comme
d’habitude la norme euclidienne d'un vecteur de R3.

7.4.1 Preuve du théoréme 7.1 (schéma explicite)

On considére donc le schéma numérique {(7.24)-(7.25)-(7.26)}. Tout d’abord on constate
(comme annoncé) que le schéma (7.26) conserve la norme de 'aimantation : En prenant le
produit scalaire (dans R?) de la premiere équation de (7.26) par M¥, on déduit que

2

n+i 2 n—1
(7.48) ‘Mk+2(i+%) - ‘Mk 2(i+3)] =0 pour tout n > 1, et 0 <i < N'.
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Considérons maintenant 1’énergie discrete totale £ donnée par

(7.49) Er(n+3) = E(n+3) +n&(n+3) + n&(n+3),

1 1
1 n+i

oll, en posant Pk(MZJr%) = (pk'MZﬂ)Pk -M,"?,

E,(n+3) = 2 [H; " i > (Bt EL),

2

)

51“(”"’%) = % ‘Pm—%

1 1
Eln+1) = %/0 B, - My

2 ntl 2 ntl 2
+ Kak |Pe(My, 2)| + [T (Mo — M, %)|  d€.

La preuve de la stabilité va se diviser en deux étape :
1) La premiére étape consiste & montrer la décroissance E7. On montre

n—21 2

ni} .
Mkz — Mkz
At

(7 50) gT(TL—F%) — ET(TL — %) _ Mo 1 o
At v Jo [Mog|

de.

La preuve de (7.50) suit pratiquement les méme étapes que son équivalent continue (5.34).
1 _1
On prend d’abord ¢;, = HZ+2 + HZ ? dans la premiere équation de (7.24), ce qui montre

2 nt i
_ bl
|2

(7.51) o (HHT% 2) =—At (rot E} | HT% + HZ_%) .

On fait ensuite la somme des deux équations, obtenues en écrivant la deuxiéme équation de
(7.24) aux instants ¢"*3 et t"~2. En prenant dans cette somme v, = E?, nous déduisons

sy ((EETIED) — (BLE)) = o (w7 )
| + At(EP(0) x n) - (™FF + "),

Par ailleurs, en multipliant (7.25) par (@™ + ¢" %) on obtient

n+i)—&n—1
(53) (B0 xn) (@ 4ty = g TOFTEN D)

ol on a posé
n

1 Mn+% - M -3 (Pn-‘-% + son—%
— k E__.
(754 R e
La combinaison : 5 ((7.51) 4 (7.52)) + (7.53), s’écrit aussi
Eln+d) - & -1 Er(n+3) —E(n— 1
(7.55) (nt3) (n=3) +1 r(nty) —Erln—p) —n Pr(n).

At At

(7.56)
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ou HY: =11, (Mo, — M}) + Hgi + Kok (Pr - My) pi. Or, en utilisant (7.48), on vérifie facile-
ment que

LM M &) - & - D)
7.57 —k —k H" d¢ = 2 27
(7.57) po [ £ = N
De plus, en prenant le produit scalaire de la premiére équation de (7.26) par le vecteur
(|’y| H, \Mo i (Mmr2 — MZW)), le second membre s’annule, et par suite
s R v i
7.58 M M) CHY = At Bk
On déduit finalement, en regroupant (7.56), (7.57) et (7.58),
1 1 2
Sf(n—i— 1) gf( ) 1o 077 MZ+§ - MZFE
7.59 = dg.
(90 Pl A el | ‘

L’identité (7.50) s’obtient immédiatement a partir de (7.59) et (7.55).

n° 2) La deuxiéme étape consiste a chercher sous quelles conditions la quantité ST(n—i—%)
majore la norme L? de la solution discréte & I'instant ¢"+2. Plus précisément, nous montrons
que sous la condition (7.28) il existe une constante C' indépendante de n telle que
1
—(EPtT + Ep).

2>.
= 5

Nous aurons a distinguer ce qui se passe a 'intérieur de €2, de ce qui se passe en x = 0.
C’est pourquoi nous introduisons

(7.60) Er(n+i)>C (HETH% 2 . HHT—% 2 . ‘Lpn‘l*%

N / n+s
ou on a pos¢, E, " *

H'' = ZH"+2 i, ot Hy* =H"*(N-1).

znt

Nous avons en particulier,

(7.61) HH”+

_ HH"+2

int

+h‘H”+2

D’autre part, nous avons par simple développement du produit scalaire,

1 1 At2 Erl_gEn E*tl_En
+2 +2
(7.62) (Bt mp) = (B B - = < R | B h>

s

Afin de calculer le terme Z, il est plus simple d’utiliser (la forme discrétisée en temps de) (7.8)
t (7.10). On constate alors que

g 1 n+g . 1y i, 1 ‘2 ﬁ 4
= (heo)? ITh 2 2 (hep)?
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En appliquant l'inégalité |a — b|2 <2 (a2 + b2) au premier terme et en développant le second,
cette égalité nous donne

2 + ﬁ ‘(P”JF%

(7.63) 7< (HH"+ 5

2 ntl 2
2
= h2¢ 2 int +h‘HN -

1 n+i
he"*z - Hy ) )

En regroupant (7.63), (7.62) et(7.61) nous déduisons la majoration

€0 1 1 oh 2 o 1]2
gT(TL—F%) > 2 <EZ+2 |EZ+2> HH:‘Y;2 :u ‘Hn+2’ + Homl | ny
2 2
At? n+i ntl n+2 n+i
gy (] 4 5o +h\H ety
qui, en réarrangeant les termes, s’écrit aussi,
€0 +1 +1 +1
Er(ntd) > Z (BB + 2 2 - [m|
(7.64)
Moh 1 1 1 1
o L R A IR S R

c At
ou on posé 3 = - et r= % Le produit scalaire (-|-) étant équivalent au produit scalaire

(+]-), on constate (ayant en téte la relation (7.61)) que l'identité (7.60) se déduit a partir de
(7.64), des lors que
(7.65) <1l et pr—4(1-p)(0r-1p%) <0.
Les zéros du polynome (en 8%) : g4 —4(1 — 8%)(r — 18?) sont : 8 = (1 +2r) + V1 + 412
et 2 = (14 2r) — V1 + 472. Mais, comme (32 < 1 < 2 pour r > 0, la condition (7.65) est
équivalente a

5% < B3 = f(r),
qui correspond bien avec la condition (7.28).

n° Conclusion de la preuve. Le schéma est L? stable sous la condition (7.28), puisque
d’apres (7 60), (7.50) et (7.48), la norme L2 de la solution discréte & I'instant ¢"* est majorée
par £7(3) + | Moyl et ceci uniformément en n. O

7.4.2 Preuve du théoréme 7.4 (schéma implicite)

On consideére maintenant le schéma discret {(7.24)-7.41-(7.42) }. Nous procédons de maniére
similaire au cas précédent.
Nous avons d’abord ’équivalent de la propriété (7.48), sur la conservation de la norme de
I’aimantation, en prenant le produit scalaire de (7.42) par MZ+§,

2
(7.66) My i g)[” = [MR(ie3)* =0 pour tout n >0, et 0 <i < N

Considérons maintenant ’énergie discrete totale a l'instant ™ (ou par rapport a (7.49) on a
inversé le role de Hy, et Ep)

(7.67) Er(n) = Ey(n) +n&(n) +nér(n),
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avec, par définition,
1 1 _1
(7.68)  £u(n) = 5 (o (B ¥ | 2) + 20 (BRL B

(7.69)  &(n) =",

2

La démarche est maintenant identique au cas précédent. On montre d’abord que E7 est une
fonction décroissante de n, en établissant 1’identité :

1
(1.70) &) =5 [ 1= MEP + Ko | (9 MiPx = MR 1L (Mo — M) de.

2

1
M — Mg d.

At

Er(n+1) —&r(n) _ mpo [P o

7.71 — _ "0
(7.71) At vl Jo |Mog|

Prenons 1, = E}'"! + E7 dans la deuxiéme équation de (7.24). Tl en résulte

oo (B 1B = (B IER) = A (vot (5 + ) | B

7.72

2

Faisons ensuite la somme des deux équations, obtenues en écrivant la premiere équation de

+ At ((BpH(0) + Ef(0)) xn) -

(7.24) aux instants t" et t"*1. En prenant dans cette cette somme ¢, = HT%, nous déduisons
3 1 1 1 1

(773) o (B 1HG™H) = (B, |H, 7)) = —At (ot (B + ER) [H, )

En utilisant la condition (7.41) dans la somme (7.72) + (7.73), nous aboutissons a l'identité

Ev(n+1) = &E(n) Er(n+1) —&(n)
Al i Al

(7.74) = —nPi(n+3),

avec

1 n+l n n+1 n
Pulntd) = po [ R E L g

Observer maintenant que l'on se trouve dans le méme cas de figure que (7.55), si on remplace
n par n—i—%. I est par ailleurs facile de voir, que les calculs qui suivent l'identité (7.74) et
aboutissent a (7.59), restent encore valable dans le cas présent en substituant n a n+ % On
arrive finalement a 'identité

2

E(n+ 1) =&m) | po [* o "

At I Jo Moyl

1
M - My
At

(7.75) Pr(n+i) =

La relation (7.71) se déduit alors de maniere immédiate & partir de (7.74) et (7.75).
n° La fin de la preuve s’appuie sur la démarche classique : on écrit que

(s 1) - | -2

Hn+% Hn—% L
2( h + h ) 4 At

Ensuite, a partir de la premiere équation de (7.24) (ou plus simple encore, a partir de la
version discrétisée en temps des équations scalaires (7.8)) on déduit que
n—1

1 1 24
IR | < s e
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7.4 Preuves de la stabilité

et par conséquent

At?

1 1 nil n-3 -
. > pp (|FEE L E
(7 76)51“(’0) =z 2:“0 <H2( n Tt H, ) 50,&0}12

2 1
+mﬂm>+§@<r— )(E%E@,

On voit alors, que sous la CFL (7.43), I’énergie £r(n) domine la norme L? de la solution
discrete. Par la décroissance de Er cette norme reste donc dominer par Er(0) pour tout n, ce
qui prouve la stabilité. O

7.4.3 Preuve du théoreme 7.5 (CLE exacte)

On considere donc le schéma numérique {(7.24)-(7.44)-(7.45)-(7.46)}. Nous avons pour ce
schéma sensiblement la méme preuve que le théoréme 7.4. En effet les identités (7.66), (7.71)
et (7.76) restent encore valables, & condition de remplacer 'expression (7.69) de &r par,

1. 2
/@ZdC>d€
3
1

1 .12
o) = oo [ (108~ M+ o o x ) e

1

1
Exln) = 10 | <|<1>z M + 0 o

si on utilise (7.19) comme expression pour A, et par

si on utilise (7.18) comme expression pour Ay. Les démonstrations de (7.66) et (7.76) sont
exactement les mémes que dans le cas du théoreme 7.4. Il ne reste qu’a prouver (7.71).
Plagons nous dans le cas ot Ay est donnée par (7.19) (l'autre cas s’en déduit sans difficultés).
En utilisant la condition (7.44) dans la somme (7.72) + (7.73), nous aboutissons a l'identité

Ev(n+1) —&(n) /l Q)Z—H S e
. . d€é =
(7.77) AL + 1 o A7 5 £=0
n+1 _ n
Multiplions, scalairement dans L?(0,1) la premiere équation de (7.45) par W Il en

résulte, en posant Wy = & — I, MY,

/1 q)Z—i-l _ q)z ' (Pn-i-l 4 Qon dé. _ /1 q)Z-Fl _ q)z ' \IJZ+1 + \IJZ dé'
0 At 2 0 At 2

1 Loptt — on Loptt — gn
2 k k ) k k
+77uo/06f</5 N d<> (/5 —ac) a

D’ou en utilisant la deuxiéme relation de (7.45)

[ s T,
0 At 2 0 At 2

772M0 1 1. . 2 1. 2
PYTHdC| — O d d
+2At45}04 o }L k C) ¢

2
(7.79) (@ = @)™+ w) = [0 - gl 4+ (I (M = M) (95 + ),

(7.78)

Par ailleurs,
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2
et comme ‘MZH‘ — |M7 %, on vérifie en posant Y? = U7 + M} (= &7 + 11, M}),
(7.80) (I (M = M) ) (U ) = (M — M) (T3 + 1),
En combinant (7.79) et (7.80) on obtient
2
(781) (@ — @) (Ut +wp) = [ W — [ 4 (M = M- (R T,

En utilisant (7.81) dans (7.78) ensuite (7.78) dans (7.77), on obtient

(7.82) Ep(n + Z)t— Ev(n) . Er(n+ Kt— Er(n) o Pa(ney)

avee 1 Mz-i-l Mn frn-i-l +Tk
Pulne) = po | —E S de.

Nous sommes maintenant dans la méme configuration que (7.74), si on substitue dans
celle-ci T} a ¢". Mieux encore, par cette méme substitution, le mémes calculs pour conclure
restent valables. O

7.5 Résultats et validation numérique

Nous présentons une comparaison numérique entre la solution exacte (EZ, HZ) de notre
probléeme et la solution approchée (E}, H}) calculée & l'aide d’'une CLE. Les cas tests ont
été choisis pour illustrer les différentes actions d’une couche ferromagnétique sur une onde
incidente.

7.5.1 Description des expériences

On pose Q, =|—1, L[ comme domaine du vide, et on prend comme couche ferromagnétique
I'intervalle |L, L+n|. Afin de simuler ’onde incidente (Eg, Hy) nous rajoutons un terme source
dans les équations de Maxwell, par exemple en posant

42 }
(7.83) 200/ B — ot H = Ao =5 (exp(=m*(ft— 1)) do(x) &, Yio.2)(0).

Le second membre correspond a la dérivée seconde d’une gaussienne (signal de Ricker). La
fréquence f représente la fréquence centrale du signal et correspond a la longueur d’onde
A = f/c. La fonction Yo,2/5) (t) indique que le terme source s’annule pour les temps ¢t > 2/ f
et dp désigne un Dirac en 0. L’exemple (7.83) sera celui choisi dans toutes les expériences

Polarlsatlon y My
R EOI/\ Onde incidente T T T T
) JA— AN —
< i~ :
Point d’observation n

F1G. 7.5 — Description des expériences
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7.5 Résultats et validation numérique

numériques présentées. Il permet de générer une onde incidente polarisée suivant (E,, H)
(voir figure 7.5). Pour éliminer toute réflexion parasite nous appliquons en & = —[ une condi-
tion transparente. Nous calculons d’abord la solution exacte en discrétisant tout le domaine
(y compris le domaine ferromagnétique). Le schéma numérique utilisé est celui proposé dans

[30]. Nous calculons ensuite (pour la méme expérience) la solution approchée en appliquant
au point z = L une CLE.

7.5.2 Validation de la CLE d’ordre 2

Nous considérons deux types d’expériences pour la validation de la CLE d’ordre 2. La
premiere série concerne le cas d’une couche ferromagnétique homogene. Dans ce cas, 'uti-
lisation de la CLE d’ordre 2 ne nécessite pas la discrétisation du domaine ferromagnétique
adimensionné, puisque ’aimantation approchée peut étre considérée comme constante le long
de la couche (voir page 164). De plus, au regard de la remarque 5.2, ce cas est a priori le plus
favorable pour l'utilisation de la CLE d’ordre 2. Le deuxiéme type d’expériences (page 182)
concerne le cas d’'une couche non homogene.

a - Cas d’une couche homogene

La couche ferromagnétique sera caractérisée par la donnée de (le champ d’anisotropie sera
supposé nul) :

e My(z) = My, - e, : 'aimantation initiale de la couche ferromagnétique. Elle est dirigée
selon I'axe e, afin d’avoir une interaction maximale avec le champ magnétique incident.

e H,(z) = H, ,-e, : le champ statique. Il est également dirigé suivant I’axe e, afin de garantir
I’équilibre initial du milieu ferromagnétique

e « : le coefficient d’amortissement.

n° Nous avons choisi comme exemple
My, =210°, H,, =510*, a=0.2.

Il est intéressant de tracer d’abord pour ce choix de parametres, les courbes de perméabilités
directionnelles théoriques (voir chapitre 1). Ces courbes sont données dans la figure 7.6 :

N

T
| \ — partie imaginaire
;FX t
l
|

fréquence (2 T ®)

Fi1G. 7.6 — Perméabilité directionnelle relative
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On observe que (du moins dans un régime de comportement linéaire) la plage d’absorption

est située entre les fréquences 107 Hz et 10 Hz. Nous choisissons dans les expériences & venir
f=510"Hz.

Comparaisons dans le cas d’un régime linéaire (figure 7.7)

Nous commencons par étudier d’abord le comportement linéaire de la couche ferromagnétique.
L’amplitude maximale de ’onde incidente est |Hg| = 100. Les courbes de la figure 7.7 corres-
pondent & des enregistrements ponctuels de la solution au point d’observation x = L/2 (voir
figure 7.5). Nous y représentons les résultats de trois expériences correspondant a des longueurs
différentes de la couche ferromagnétique : n = A/10, A/20, \/40. Pour chaque expérience nous
représentons les deux composantes E, et E, du champ électrique. Nous rappelons que 1'onde
incidente est polarisée suivant (E,,H,) et donc E, = 0 pour celle-ci. Sur chaque graphique
on voit d’abord arriver l'onde incidente, suivie ensuite par ’onde réfléchie. La solution de
référence est présentée en trait plein alors que la solution approchée est présentée en trait dis-
continu. Dans cette premiere expérience de pure validation, on calcule chacune des solutions
exactes et approchées en utilisant le méme pas de discrétisation en espace. On utilise pour la
CLE d’ordre 2 le schéma implicite en temps.

Nous observons que l'approximation s’améliore quand 7 diminue, elle devient excellente
pour n = A/40 (les deux courbes sont presque confondues). En comparant 'amplitude de
I'onde qui a tournée (composante E;) a I'amplitude de I'onde incidente (E,), on constate
que cette derniere est largement supérieure a la premiere (facteur 10 entre les deux). On est
belle est bien dans un régime linéaire dans lequel, la couche devrait étre transparente pour la
polarisation (E., H,) (cf. fin de la section 1.3). A noter enfin, que le phénomene d’absorption

attendu est bien visible sur 'onde réfléchie, et ceci méme lorsque la couche est relativement
tres fine (n = A\/40).
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Régime linéaire Hy = 100

< 10" n=Ai/10

1500

1000

500

=500

—-1000

-1500

temps ( s) <107

2000
1500
1000

1 500

-1 -500
D) ~1000
~1500
-3
~2000

temps ( s) <107 temps ( s) X107

C10° n=1/40 n=1/40

3 1500
2 1000

1 500

=500

—-1000

—-1500

0 0.5 1 1.5
temps ( s) x 107

(=}

0.5 1 1.5
temps ( s) x 107

Fig. 7.7 — Comparaisons sur un enregistrement ponctuel, entre la solution exacte et la so-
lution approchée (CLE d’ordre 2), pour différentes valeurs de 7. Les deux composantes du
champ électrique son représentées. L’onde incidente arrive d’abord, suivie ensuite par ’onde
diffractée. Solution exacte : trait plein. Solution approchée : trait discontinu.
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Intérét numérique de la méthode approchée (figure 7.8)

Pour les expériences 1D, le temps d’exécution n’est pas un élément de comparaison per-
tinent (I’exécution des expériences est tres rapide). Ce qui est important par contre, c’est
de voir le gain (minimal) en taille du probléeme discret que peut apporter I'utilisation de la
méthode approchée. Nous avons reproduit, pour cela, I'expérience de la figure (7.14) lorsque
n = A/40, mais en calculant cette fois ci la solution approchée avec le pas h = \/10 (ce pas
étant presque optimal pour avoir une bonne précision sur 'onde incidente). En comparant le
résultat obtenu avec la solution de référence, on observe que la précision de I’approximation
demeure tres bonne. L’utilisation de la CLE nous a permis un gain de facteur > 4 sur la taille
du probléme, puisque théoriquement il nous faut au moins h = A/40, pour pouvoir calculer la
solution via les équations exactes du modele (dans la pratique nous avons utilisé h = /400
pour calculer cette solution!)

<10 n=2A/40 n=A/40
3 1500
2 1000
1 500
N
=0 — — I —
-1 -500
) -1000
3 -1500
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
temps ( s) <107 temps ( s) X107

Fi1Gc. 7.8 — Reproduction de I'expérience de la figure (7.14) pour n = A/40, en calculant la
solution approchée avec h = \/10.

Perméabilité directionnelle numérique (figure 7.10)

Dans le cas d’une couche homogene, il est possible de définir, a partir de la CLE d’ordre
2, la suceptibilité équivalente directionnelle x4 (voir chapitre 1, section 1.3) par

Xd(w) = M (w)/@. (W)

ou ~ désigne la tranformée de Fourier et w la pulsation. Le calcul théorique est représenté
dans la figure 7.6. Il est intéressant de voir si numériquement on est cappable de retrouver ce
résultat. Considérons encore une fois I'exemple de la figure 7.14 avec n = A/20 (pour changer).
Nous refaisons la méme expérience mais en prenant une fréquence f = 2108 Hz au lieu de
5107 Hz (afin d’avoir une bonne précision sur la transformée de Fourier discrete dans la bande
de fréquence 10" Hz — 10° Hz).

La figure 7.10 montre les valeurs numériques obtenues pour 1 + x4, qui sont identiques
aux valeurs théoriques présentées par la figure 7.6. Sur la figure de gauche nous avons tracé

le ‘Mz(w)‘ en trait discontinu, et |@,(w)| en trait continu.
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0.07 T T

8 T T

\
0.06 7 ‘\ | - partie imaginaire

0.05[

0.03

/ \
/ | \
0.02F / | \ . .
\ partie reélle
_— | -7
0.01f ok \\ K
i S
1 [
o= o o
10 N
fréquence (2 T w) 2 L L
107 10°
fréquence (2 © ®)
Fic. 7.9 — Spectre de M, (trait discon-
tinu) et de ¢, (trait continu). F1G. 7.10 — Perméabilité directionnelle.

Coefficient de réflexion (figure 7.12)

Il est possible également de déterminer pour ’expérience précédente le coefficient de
réflexion en fonction de la fréquence.

0.035

0.9

0.025 0.7

0.0151

0.005
0.2

- L |/
10° 10 10" 01 \
fréquence (2 T o) v

10°

FiG. 7.11 — Spectres de 'onde réfléchie Iéquence (2 .
(trait discontinu) et de l'onde incidente

) ) F1a. 7.12 — Coefficient de réflexion
(trait continu).

On calcule le rapport du spectre de 'onde réfléchie au point d’observation (figure 7.11,
trait discontinu) par le spectre de 'onde incidente au méme point (figure 7.11, trait continu).
Le résultat est présenté par la figure 7.12, ou 'on observe que le minimum de réflexion se

produit & la fréquence 3107 Hz, qui est belle est bien la fréquence ou il y a un maximum
d’absorption, selon la figure 7.10.
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Comparaisons dans le cas d’un régime non linéaire (figure 7.14)

Nous restons toujours dans le cas d’une couche homogene, mais nous changeons cette fois-
ci de régime en augmentant la valeur du champ magnétique incident. On prend désormais
|Hp| = 1000, et nous reproduisons les mémes expériences que dans le cas de figure 7.7. Le
résultat est présenté dans la figure 7.14. On constate d’abord qu’on est bien dans le régime
non linéaire, puisque les valeurs prises par la composante E, sont du méme ordre de grandeur
que celles prises par la composante incidente E,. Bien que la précision est légérement moins
bonne que dans le cas linéaire, on peut conclure que dans les deux cas, la CLE d’ordre 2
permet d’avoir une tres bonne approximation de la solution exacte pour n < \/20.

b - Cas d’une couche non homogeéne (figure 7.15)

Nous considérons maintenant le cas ou les caractéristiques de la couche ferromagnétique
dépendent de la variable d’espace. Plus précisément nous prenons, pour £ € [0, 1],

My (§) = [Mp| (cos(5 &) €, +sin(5 &) €.) et Hy(§) = [Hyl (cos(F &) €, +sin(5 €) €.),

c.a.d. le cas ou la direction de 'aimantation varie mais son module reste constant (voir figure
7.13). Le coefficient d’amortissement est pris constant.

8, Mo (§)
}» ér - 0%1 rrrrr >£
€.

Fi1G. 7.13 — Répartition de 'aimantation a l'intérieur de la couche ferromagnétique

Nous prenons comme exemple de parametres, ceux des dernieres expériences, soit
M| =210°, [H,|=510°, a=0.2

et nous choisissons un régime non linéaire en prenant |[Hy| = 1000. La fréquence centrale du
signal est & nouveau 5107 H z. Les résultats sont présentés dans la figure 7.15 et correspondent
aux méme type de simulations que dans le cas des figures 7.7 et 7.14. Comme ’aimantation
ne peut étre considérée comme constante, il est nécessaire dans le cas de la CLE de choisir
une discrétisation du domaine ferromagnétique adimesionnée. Nous avons choisit d’y utiliser
le méme nombre de points que dans la couche [0,7] pour le calcul de la solution exacte.
Rappelons que la différence majeure avec le cas d’une résolution exacte est que le choix
du pas de discrétisation dans le vide est indépendant du pas de dicrétisation du domaine
ferromagnétique.

On observe que 'approximation a n égal est moins bonne que dans le cas d’une couche
homogene (comparer la figure 7.15 a la figure 7.14). Toutefois, elle reste trés bonne pour
n = A/40.
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Régime non linéaire Hy = 1000

X 10° n=»A/10 x 10’ n=A/10

temps ( s) <107 temps ( s) x107
<10 n=A/20 x 10° n=2A/20
1.5
3
1
2
I 0.5
=70 =0
-1 -0.5
-2
-1
-3
-1.5
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
temps ( s) <107 temps ( s) x107
x 10° n:}”/40 x 10 T]=7u/40
3 8
6
2
4
! 2
=i R0
-1 -2
-4
-2
-6
-3 _8
0 05 1 15 0 05 1 15
temps ( s) <107 temps ( s) x107

Fig. 7.14 — Comparaisons sur un enregistrement ponctuel, entre la solution exacte et la
solution approchée (CLE d’ordre 2), pour différentes valeurs de 7. Les deux composantes du
champ électrique son représentées. L’onde incidente arrive d’abord, suivie ensuite par ’onde
diffractée. Solution exacte : trait plein. Solution approchée : trait discontinu.
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Validation dans le cas d’une aimantation tournante
(régime non linéaire : Hy = 1000)

x 10° n=»2/10 x 10* n=21/10

0 0.5 1 1.5
temps ( s) <107
< 10° n=2A/20
3 5
2
1
=10 L~ =0
-1
-2
-3 _5
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
temps ( s) <107 temps ( s5) x107
x 10’ n:}”/40 x 10° T]=7u/40
3 T
3
2
2
1 1
R0 =0
-1 _1
/
-2 v
-2
-3
-3
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
temps ( s) x 107 temps ( s) x 1077

Fig. 7.15 — Nous reproduisons l'expérience de la figure 7.14, sauf que la couche ferro-
magnétique n’est plus homogene. La répartition de I’'aimantation est décrite par la figure 7.13.
Solution exacte : trait plein. Solution approchée : trait discontinu.
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7.5.3 Apport de la CLE d’ordre 4
CLE d’ordre 4 du cas homogeéne

Il est intéressant de voir 'amélioration que peut apporter la CLE d’ordre 4 spécifique au
cas homogene, dans les expériences ou la précision de la CLE d’ordre 2 n’est pas tout & fait
satisfaisante. Dans le cas d’une couche homogene (figures 7.7 et 7.14) le cas défavorable est
n = A\/10. La figure 7.16 reproduit la méme expérience que la figure 7.14 pour n = A/10 sauf
que nous utilisons la condition d’ordre 4 (du cas homogene) au lieu de la CLE d’ordre 2,
pour le calcul de la solution approchée. L’amélioration apportée par cette condition est tres

x 10° n=»~/10 x 10° n=A/10
1.5
3
1
2
I 0.5
- N
=0 — ~ RO AAASAy
-l -0.5
-2
-1
-3 {
-1.5
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
temps ( s) <107 temps ( s) <107

Fi1G. 7.16 — Amélioration apportée par la CLE d’ordre 4. Solution exacte : trait plein.
Solution approchée : trait discontinu.

nette mais se trouve contrastée par ’apparition d’oscillations parasites. L’amplitude de ces
oscillations demeure par contre négligeable devant 'amplitude du signal incident, de plus elle
diminue avec n (voir les expériences qui suivent).

Nous nous sommes intéressé dans un deuxieme temps, a 'utilisation de cette condition
dans le cas d’une couche non homogene. Bien entendue, on sort a priori du cadre “légitime” de
son application. Regardons ce que ¢a donne sur l’expérience de la figure 7.15 pour n = A/10.
Le résultat est présenté par la figure 7.17 ou on observe, qu’aux oscillations parasites pres,
la forme du signal réfléchi est mieux représenté. On peut considérer toutefois que la qualité
de lapproximation n’est pas satisfaisante. Cela n’est pas le cas de n = \/20, représenté
par la figure 7.18, ou en comparant avec la figure 7.15, 'approximation se trouve nettement
améliorée. De plus les oscillations parasites ont quasiment disparues.
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x 10’ n=»x1/10 x 10"

3 8

2 6

4

1 . 5

7ol — —~— RO
7

-1 i -2

-4

-2 6

-3 -8
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5

temps ( s) <107 temps ( s5) x107

Fia. 7.17 — Amélioration apportée par la CLE d’ordre 4 spécifique au cas homogene. Solution
exacte : trait plein. Solution approchée : trait discontinu.

x 10° 1127»/20 x 10*

-2

-3

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
temps ( s) x 107 temps ( s) x 107

FiG. 7.18 — Amélioration apportée par la CLE d’ordre 4 spécifique au cas homogene. Solution
exacte : trait plein. Solution approchée : trait discontinu.

A propos de la condition exacte

Nous possédons dans le cas 1D une condition exacte, ou plutét d’'un nouveau shéma
numérique qui permet de résoudre de maniére exacte les équations adimensionnées du probleme.
Ce shéma offre la possibilité de prendre un pas de discrétisation a ’extérieur de la couche
ferromagnétique, qui soit indépendant de la discrétisation de cette couche.

Prenons I'exemple de la figure 7.17, ou les autres conditions ne sont pas totalement sa-
tisfaisantes. Nous calculons la solution “exacte” via ce nouveau schéma en prenant un pas
h = A\/10 & lextérieur du domaine ferromagnétique. La comparaison avec la solution de
référence est donnée dans la figure 7.19 et montre que 1’on calcule bien la solution exacte.
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7.5 Résultats et validation numérique

x 10° n=»2/10 x 10" n=A/10
8
3
6
2 4
1 2
=70 =0
-1 -2
) -4
-6
-3
-3
0 05 1 L5 0 05 1 15
temps ( s) <107 temps ( s5) x107

Fia. 7.19 — Amélioration apportée par la CLE d’ordre 4. Solution exacte : trait plein. Solution
approchée : trait discontinu.

187



Modeles numériques pour les CLE en 1D

188



Chapitre 8

Schémas numériques variationnels
stables pour les CLE en 2D et en
3D

Résumé : Ce chapitre est dédié a la discrétisation des conditions approchées d'ordre 2
et et d’ordre 3 (voir formules 5.93 et 5.110) dans le cas de géométries 2D et 3D planes.
Les schémas en temps que nous utilisons constituent en quelque sorte une généralisation
du schéma implicite (sur le bord) du chapitre 6. La discrétisation du probleme est basée
sur I'écriture d'une formulation variationnelle mixte du probleme d'évolution. Nous avons
choisi de présenter le principe général de la méthode en étudiant d'abord le cas linéaire
(section 8.2). Nous décrivons pour la formulation variationnelle du probleme de départ
(formule (8.7)) un choix d'espace de discrétisation possible dans le cas d'une frontiere
plane (qui améne de maniere naturelle au schéma de Yee en dehors de la frontiére) (for-
mules 8.9-8.14). Le schéma centré en temps que nous proposons pour cette discrétisation
(systeme (8.15)) est stable sous la condition CFL usuelle (théoreme 8.3). Ce théoreme
est montré via une technique énergétique qui s'inspire du théoreme de stabilité du cas
continu. La généralisation au cas de la condition non linéaire d'ordre 2 se fait sans
difficultés et le schéma implicite est stable sous la méme condition CFL que dans
le cas linéaire (théoreme 8.4). Le cas de la condition d'ordre 3 non linéaire est plus
problématique, puisqu'il fait intervenir des dérivées tangentielles du moment magnétique.
Ces dérivées sont traitées sous forme faible en intégrant par parties et en introduisant
une variable auxiliaire ¢ dans le domaine ferromagnétique (formules (8.55) et (8.57)).
Nous démontrons également pour cette condition |'existence d'une discrétisation impli-
cite stable sous la CFL classique (théoreme 8.5). Nous terminons ce chapitre par des
expériences de validation en 2D, qui confirment les conclusions du cas 1D et montrent
en particulier I'amélioration que peut apporter |'utilisation de la condition d’ordre 3 par
rapport a la condition d'ordre 2 (ces deux conditions étant confondues dans le cas 1D,
voir commentaires 8.5).
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Schémas numériques variationnels stables pour les CLE en 2D et en 3D

8.1 Introduction

Nous nous intéressons & la généralisation du procédé de construction de schémas numériques
stables, introduit dans le chapitre 7, aux cas de géométries 2D ou 3D. L’étude du cas 1D nous
a renseigné sur “la meilleure” alternative pour la discrétisation en temps. Le gros du travail
qui reste a faire dans le cas des dimensions supérieures, est de préciser la discrétisation spatiale
adéquate relative a la frontiere.

Nous commencons d’abord par étudier le cas linéaire. Une fois la construction de schémas
stables pour ce cas est bien maitrisée, nous traitons ensuite le couplage avec la loi ferro-
magnétique.

Remarquons par ailleurs que, bien que la formulation variationnelle du probléeme continu
sera donnée dans le cas d’une surface réguliere quelconque, la discrétisation spatiale ne sera
traitée que dans le cas d’une frontiere droite.

Nous terminons ce chapitre par une validation des résultats numériques en 2D.

8.2 Etude du cas linéaire

8.2.1 Rappel des équations

Nous allons considérer directement le cas de la condition équivalente d’ordre 3 avec &
variable (cf. Remarque 5.8). Cette condition fait intervenir 1'opérateur tangentiel B: dont
I’expression est donnée par (5.116). On pose

(8.1) B=B]=- (R” Oy + oty X" rotp)

ol on a posé
(8:2) R" = pon (I —=n(C — HILy)) et x"=n(x1—2nx2H).

1 1 1 v
Nous rappelons que : y1(xr) = / ———dv et xo(xp) = / ———— dv. Pour 7 assez
0 &i(xr,v) 0 &(Xr,v)

petit, la restriction de la matrice R" au plan tangent forme une matrice symétrique définie
positive, et le réel x" est strictement positif. La CLE d’ordre 2 peut étre considérée comme
un cas particulier en prenant C = 0 dans (8.1). Nous rappelons les équations du problémes
el E—rotH=0, pd:H+rotE=0 sur 2, x [0, +o0],
(8:3) (E, H)\tzo = (Eo, Hy) sur £Q,,
OE xn=B(p) sur I' x [0, 400,

ol on a posé
¢ =1 Hp

et ou (Eg, Hy) désigne 'onde incidente & support contenu dans 2,,.

8.2.2 Formulation variationnelle

On suppose désormais que la surface I' est réguliere et on note n le champ des normales
unitaires a I' dirigées vers 'extérieur de 2.
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8.2 Etude du cas linéaire

Pour écrire la formulation variationnelle du probleme, nous avons besoin de faire quelques
rappels sur les opérateurs de traces sur I'. Commengons d’abord par préciser les notations
pour les espaces fonctionnels : Pour s réel quelconque, on pose H*(I') I'espace de Sobolev
usuel des fonctions définies sur la surface I' (par convention, on pose H°(I') = L?(T')). On
définit alors

TH*T)={ve H(I')*/v-n=0 pp.sur '},
(8.4) H*(divy,T) = {v € TH*T) / divy v € H*(T)}
Hé(rotp ,I') ={ve TH*(T") / rotr v € H*(I")}

Nous avons alors que 'espace H?®(divy,T') et le dual de I'espace H ~*~!(divy.,I") pour le produit
scalaire prolongeant le produit scalaire 7L?(T") (voir par exemple [43, 35]).

n® Nous introduisons maintenant les opérateurs de traces tangentielles sur I :
(8.5) v C%®(Q,) — TLAXT) v @ C®(Q,) — TL*T)

v I vp Vi (VX n)p

pour lesquels nous avons le théoreme (voir [38])

Théoréme 8.1 Les opérateurs v, et vy sont tels que :

- L’opérateur vy, se prolonge de facon unique en un opérateur linéaire continu surjectif de
H(rot,Q,) dans H2(divy,Q,).

- L’opérateur ¢ se prolonge de facon unique en un opérateur linéaire continu surjectif de
H(rot,Q,) dans H = (rot, ).

- Pour tout couple (u,v) dans H(rot,$,)?, on a la formule de Green
(8.6) / (rotu-v —u-rotv) dx = (y;u, 1v)

ot {, ) désigne le produit de dualité H=(divy,Q,) — H 3 (roty, Q).

Notre formulation variationnelle du probléme (8.3) consiste a faire pour E et H le choix
classique d’espaces fonctionnels respectifs H(rot,$2,) et H(div,$2,); pour la variable auxi-
liaire ¢, nous choisissons de la prendre dans H(rot,T"). Elle s’écrit :

Chercher (H(t),E(t),p(t)) € H(div,Q,) x H(rot,Q,) x H(rotr,I") tels que, pour tout ¢t > 0
et pour tout (H',E’, ¢’) € H(div,,) x H(rot,Q,) x H(rot.,I),

(1) / (o OH(t) - H +rot E(t) - H') dx =0,

v

B7 | ) [ (OB B - rotE-H®) dx=(1E, o),

v

0] /F (R"0up(t) - @' + X"rotr @(t)rotr ') dxp = —0; (v E(t), '),

a laquelle il faut bien entendu rajouter les conditions initiales (E(0), H(0)) = (Eo, Hp), mais
aussi les conditions initiales ¢(0) = 9;¢(0) = 0, provenant de ’hypothese faite sur le sup-
port de 'onde incidente. Remarquer que les termes de droites dans les équations (8.7)(ii) et
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Schémas numériques variationnels stables pour les CLE en 2D et en 3D

(8.7)(4ii) ont bien un sens grace & l'inclusion H(roty,T) C H 2 (roty,I') et au théoreme 8.1.
I1 est par ailleurs facile de voir que toute solution réguliere de (8.7) vérifie bien les équations
du systeme (8.3).

Remarquons finalement que le probléme (8.7) est un probléme mixte non standard & cause
de la dérivée temporelle qui porte sur le terme de droite de (8.7) (7).

8.2.3 Semi discrétisation spatiale
Remarques générales sur le cas courbe

La dérivation du probleme discrétisé en espace, passe par les étapes habituelles suivantes :
Nous considérons d’abord un maillage du domaine 2, qui transforme ce dernier en €2, et la
frontiere I' en I'y,, ol h est une longueur caractéristique du maillage considéré. Nous choisissons
ensuite des espaces d’approximations adéquats (de dimensions finis) X4 (2), Vi () et Y, (T'x)
associées aux espaces respectifs H(div, ) H(rot,Qyp) et H(rotr,I'y). Il convient alors dans
le cas courbe de commencer par préciser la nature de ’espace H(rot,I';), puisque I'y, n’est
pas en général une surface réguliere (voir dans ce sens [11]).

La formulation discréte en espace s’obtient alors en remplacant dans (8.7) les domaines
et les espaces continus par leurs équivalents discrets. Dans la pratique, il faut en plus préciser
Papproximation des termes de courbures contenues dans (8.7)(iii), mais aussi la maniére de
calculer le produit de dualité (, ) entre deux éléments de vV}, () et Y3, (I'n).

Nous allons dans toute la suite nous affranchir des difficultés liées a ’aspect courbe en
nous plagant dans le cas d’une frontiere droite.

Forme générale dans le cas d’une frontiére droite

Dans ce cas Qp, = Q, et [', = T. On note (-|-) le produit scalaire L2(€2,) et (-|-),. le
produit scalaire L?(T). La formulation variationnelle discréte s’écrit sous sa forme la plus
générale
Chercher (Hy (), En(t), o5 (t)) € Xn(Q) X Vi(Qy) x Y3 (T') tels que, pour tout ¢ > 0 et pour
tout (E?vH;v(P;l) € Xh(QU) X Vh(QU) X Yh(r)>

(1) oo (R (1) | FE}) + (rot By (1) | FE}) = 0,

(88| (1) o (Ba(t) | Bf) — (ot B} [ HA(h) = (1B}, 04 (1)
d2

d
(i) - npo—s (n(t)] ©5) . + 1 (xarotr ¢, (t) | rotr ) = =2 O En(), ©h) -

ou Xp () x V() x Y (I') € H(div,,) x H(rot,,) x H(rotr,I'). Nous allons préciser

maintenant le choix particulier d’espaces discrets nous faisons sur un maillage régulier.

Remarque 8.1 On peut d’ores et déja remarquer sur la formulation (8.8) un intérét supplémentaire
pour lutilisation des CLE. En effet, le choix des espaces Xp(€y), Vi(€y) peut se faire a priori

de maniere indépendante de la CLE qu’on prend. Il est possible alors de le faire correspondre

avec des méthodes classiques et performantes... Ceci peut ne pas étre le cas de la résolution
exacte avec un revétement ferromagnétique (voir discussion dans [45]). Dans notre cas c’est
plutét le choix de l’espace Yi,(I') qui sera conditionné par celui de Xp(y) et Vi(y).
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8.2 Etude du cas linéaire

8.2.4 Exemple d’espaces de discrétisation en 2D

L’exemple que 'on va décrire est celui utilisé dans les expériences numériques menées a
la fin du chapitre.

Soit (&;,8y,8€.) la base canonique de R? et (,y, 2) un systéme de coordonnées qui lui est
associé. Pour fixer les idées nous prenons €, = {(z, 2) € R? / z < 0} la frontiere I" désigne par
conséquent la droite {(z,2) € R? / z = 0} du plan (&,,€,). La normale n est tout simplement
le vecteur €,.

On considere M(€2,) un maillage régulier de 2, de pas Az suivant 'axe €, et de pas Az
suivant €,. On note M(I") la trace du maillage M(€2,) sur la frontiere T'.

z

A

|
r S -

Az

Fia. 8.1 — Maillage du domaine.

On note Py(z) I'ensemble des polynomes de la variable z de degrés k. On pose Q¢ =
Py(x) @ Py(z). Les espaces d’approximation pour E et H seront construits en utilisant les
éléments finis (de Nédelec) conformes de plus bas degrés. On pose en effet

V() = {1# = (Y2, ¥y, ¥2) € H(rot, Q) /P € Qoa X Qi1 X Qip, VK € M(Qv)}
X3 (%) = { = (62, 64, ¢-) € H(div, ) / i € Q0 x Qoo x o1, ¥ K € M)}

Nous aurons donc par maille, les degrés de libertés

E, E, E, IHZ
X-—-——- — - e — @ — e — =
! ! ! !

F ’ | |
B B EzI IEz ' H, gHy ' H,
CHICS w i i i

! ! ! !

i i i - i

A —l Lo .I ......... i
£, E, £,

Fi1G. 8.2 — Degrés de libertés par mailles surfaciques.
Par définition, le vecteur ¢ est de la forme : ¢ = (¢, py,0). Par ailleurs, suivant la
remarque 5.9,

divrp = 0,z et rotr o = divy (¢ X €;) = 0, ¢y
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d’ou I'identification H (roty,T') = L?(T") x H(T') x {0}. Le choix de 'espace d’approximation
de plus bas degré qui s’impose est donc

Vi (T) = {cp = (s 0y, 0) € H(xotr,T) / ¢ € Po(z) x Pi(z) x {0}, VK € M(r)} :

Le choix des espaces Vj, et Y} nous donne la répartition suivante des degrés de libertés par
mailles linéiques sur la frontiere I :

€y

Fi1G. 8.3 — Degrés de libertés par mailles linéiques.

Remarquons que pour Ej, € V;,(€,), sa trace v, E, est en fait dans H(divy,T') € TL*(T).
Ainsi, les produits de dualités figurant dans les membre de droite de (8.8)(i7) et (8.8)(iii), ne
sont autres que des produits scalaires de fonctions dans 7 L?(T').

Condensation de masse et schéma de Yee : De maniére analogue au cas 1D, afin
d’aboutir & des matrices de masse diagonales nous utilisons systématiquement la formule de
quadrature (7.4) pour calculer le produit scalaire de deux éléments de P;(z) ou de P;(z). En
appliquant cette méthode (condensation de masse), nous retrouvons les équations du schéma
de Yee classique a l'intérieur du domaine €2,,. Considérons en effet les coordonnées des noeuds
du maillage,

v =iAz et xi1=(i+ $)Az  pour tout entier relatif 4,

zp =kAz et z_yp=(k+ %)Az pour tout entier relatif £ <0,

et notons par w(i(; 1) k(-1)) la valeur en (mi(Jr%), zk(,%)) pour toute fonction u définie sur Q,.

Les équations (8.8)(i) et (8.8)(¢7) s’écrivent (en appliquant la condensation de masse), pour
k < —1 et pour tout 7,

d Hyiyey) = Hy b p)
EOEEI(i—%,k) —+ AZ = O
d HyGir g og) = HyG 3 5-3)
(89) anEz(i,kfé) — Ar —
d Ez(z;l k) — Ez(i,; k—1) Ez(i k—1) — Ez(i—l k1)
—H, . 1 1 22 2’ _ VT2 rm3)
,UOdt y(lfikai) + Az Az 0
d Eyik) — Ey(ik-1)
po g Haigey) = X, =0
(8.10) po—H._ ;1 o + yiik) — Ey-1k) _ 0
dt Z(Z_E’ ) Az
d HyGpesy = Heros)y  Hepaw) — Hoioy k)
o Bvtim) — Az * Az =0

n° D’autre part si on note par U(i(+1)) la valeur au point x;(, 1) de toute fonction u définie

1
2

sur I, alors la projection de I’équation (8.8)(i7) sur le bord I' nous donne, pour tout 4,
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8.2 Etude du cas linéaire

d 2 Oui) T Poyli—
(8.11) EO_Em(i_%,O) + — (M — Hy(z‘—l 1)) =0

dt Az 2 272
d Hyy0) = Hoiop0) 2 (Puliry) +Pai-b)
(812) E()%Ey(“)) + AZL’ — E < 5 — Hm(z,—%)) =0

n° La condition aux limites (8.8)(#7) nous donne dans le cas simplifié ot x; = 1/¢¢, pour
tout 1,

d? N Py(it1) — 28y T Pya-1)  d (1

d? d (1
(814) T]/L()Wg[?x(l_%) = _E E(Ey(i70) + Ey(i—l,()))

On observe bien le découplage qui existe entre le systeme d’équations (8.9)-(8.11)-(8.13) relatif
a la polarisation électrique transverse et le systeme d’équations (8.9)-(8.11)-(8.13) relatif a la
polarisation magnétique transverse. Bien entendu, ce découplage tombe en défaut lorsqu’on
s’intéressera au couplage avec la loi non linéaire du matériau ferromagnétique.

8.2.5 Exemple d’espaces de discrétisation en 3D

L’exemple que 'on va décrire n’a pas été programmé, mais il constitue le prolongement
3D naturel de la discrétisation 2D exposée au paragraphe précédent.

Le domaine €, est maintenant €, = {(z,y,2) € R? / z < 0} et la frontiere I désigne par
conséquent la surface {(z,y,2) € R3 / 2 = 0}. La normale n demeure égale au vecteur €.

Posons Qp, ¢.m = Pr(x) ® Pr(y) ® Ppn(z). On considere M(£2,) un maillage régulier de 2,
de pas Az suivant €,, Ay suivant €, et Az suivant €,. On note M(I") la trace du maillage
M(€,) sur la frontiere I'. Les espaces d’approximation de plus bas degrés pour E et H sont
en dimension 3,

Vi () = {T/) € H(rot, ) /g € Qo1 X Qi1 X Qu10, VK € M(Qv)}
Xn(Qy) = {¢ € H(div,y) / ¢1x € Q1,00 X Qo,1,0 X Qoo,1, VK € M(Qv)}-

Par ailleurs, ¢ est toujours de la forme : ¢ = (¢4, ¢y, 0), mais
rotr ¢ = divr (¢ X €,) = 05y — Oy Yu
L’espace d’approximation adéquat s’écrit donc
Yy(T) = {cp € H(rotr,T) / gy € Qo1 x Qi0 x {0}, VK € M(r)}.

Cela nous donne la répartition suivante des degrés de libertés par maille surfacique (pour ¢y,
et Eh)
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P E,
. P T P T
€y i i i [

CL—>_, SDyI I Py EUI IEU

e, €, i I I I
| | | |
e e

O E,

Fi1G. 8.4 — Degrés de libertés par mailles surfaciques.

8.2.6 Semi discrétisation temporelle

De maniere classique (schéma “saute mouton”), le champ électrique sera discrétisé aux
instants entiers et le champ magnétique aux instants demi entiers. Le renseignement majeur
de I’étude 1D nous indique de discrétiser la variable ¢; aux méme instants entiers que le
champ électrique. On note At le pas de temps et on pose t™ = nAt, t"*z = (n + %)At pour
n entier. On considere,

H,'2 ~ Hy(19), Ef ~E(th) et o) ~ @ (t7).

Le schéma centré en temps que nous proposons s’écrit : pour tout (E}, Hj, ¢}) € X5(82y) X
Vi(§20) x Y(I),

=

. Ho n+
() Ry (H

@) o (B~ B E;) - (rot Bf [Hy ) = (9-Bf 3(ep ! + ).

—H, ' [H},) + (rot Bj [H}) =0,

(8.15) "

ce 0 _
(i) Ao (n™ = 2¢h + ¢ 1h)_+n (xarotr o} [otr @},),
1

= g7 (BT B ).

auquel nous rajoutons les conditions initiales

1 _1
(E), 2(H? + H, %)) = (Eop, Hon) et o) = ¢} =0,

oit (Egp,, Hop,) sont les projetés L? de (Eg, Hp) sur respectivement V3, et Xj. Ce schéma est
conservatif comme le prouve le théoréme suivant :

Théoréme 8.2 On suppose que le support de (Eop, Hop) nlintersecte pas le bord T' et on
consideére 'énergie totale : Er(n) = &y(n) +né&r(n) avec,

(8.16) £um) = 5 (o (HH [HGH) 4 0 (B] | BY))
(8.17) &r(n) = % (10 (h [0 + (arote @y [rote gy, 7))

ot on a posé par définition,

n
Fr oAy of.
k=0
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8.2 Etude du cas linéaire

Alors on a pour tout n > 0,
ST(TL + 1) = 5T(7”L) = ST(O).

Preuve. La preuve de cette identité s’inspire de 1’étude de stabilité du probléme continu
(théoréme 4.1). Prenons E} = E}™! + E? dans (8.15)(ii). Il en résulte

= (Bt 1B - (BRER))

& (rot (B + B7) | H, )

(8.18)
+ (BT ED, S ).

Faisons ensuite la somme des deux équations, obtenues en écrivant (8.15)(i) aux instants t"
n+g 47
et t"*1. En prenant dans cette somme H, = H, *, nous déduisons

0 () (0 ) o ).

La demi somme de (8.18) et (8.19) montre que
Esn+1)—=&(n) 1

(8.20) A =3 <%(EZ+1 +ED), Lot + <Pn)>'

Intégrons maintenant en temps (8.15)(i4) entre 0 et t™*2 : dans le cas discret, cela revient a
k=n

lui appliquer 'opérateur : At Z En remarquant que
k=1

n
3 9e(BE B = (B 4 B — (8] + BY) = (B} 4 B})

du fait que le support de Eq;, et Hp, ne touche pas le bord, et que

Z Ot —20F + "t = (@t — o) — (o, — oh) = ()T — o)

par les conditions initiales, I'’équation (8.15)(i4i) intégrée en temps s’écrit

ko _n+i 1
821757 (en™ = ek ln) +n (xarote @y [rote ) =~ (3 (B + B}, ).

At
Prenons dans cette identité ¢ = %(cpﬁ“ + ). En appliquant en plus la formule de som-
mation
1 n 1 n+1 n n n—1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

au terme (Xlrotp cph | 1roty (et + cpZ))F, I’équation (8.21) montre que

Er(n+1) =& (n 1 n n n n
(8.22) it D280 D B, b ).
On conclut immédiatement & partir de (8.22) et (8.20). O
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8.2.7 Condition de stabilité du schéma

Apres avoir obtenu la conservation de I’énergie, ’obtention de la condition de stabilité
suit le méme principe expliqué pour la cas 1D a savoir : chercher sous quelle condition cette
énergie domine uniformément en n la norme L? de la solution discréte. On se place dans le
cas des discrétisations 2D et 3D introduites dans les sections 8.2.4 et 8.2.4. Pour simplifier on
prend Az = Ay = Az = h, et x1 = 1/g9. Nous montrons alors :

Théoréme 8.3 Sous l’hypothése du théoréme 8.2, le schéma numérique (8.15) est stable sous
la condition CFL classique

(8.23) At < YN Jeonoh
ou N désigne la dimension d’espace.

Preuve. Notons par, [|-|| (resp. ||||;) la norme associée au produit scalaire (-|-) (resp.
(+]-))- Pour la partie Maxwell, nous utilisons la technique classique déja exposée dans le cas
1D (cf. section 7.4.2). On écrit que
2 AtQ

4

1 _1 1 -1
(8.24) (HZ*? | H ) - H§(H"+2 +H )

n+3 n—1

At( h

Ensuite, a partir de la premiere équation de (8.15)(:) et du choix des espaces V3 (2,) et
X1 (€y), nous avons 'inégalité classique

(8.25) H 5 IR

Les deux identités (8.24) et (8.25) montrent

(8.26) Eu(n) > 2|5 (G + )

2
€0 NAt )
Sy L W 0T
+5 ( 60M]h2>|| nll

Pour les termes de bord, nous utilisons une technique similaire en écrivant

1
2

2 2

1 4l n_1
LT Hi(rotp @, —rotr B, ?)

1 1 1
~(rotr B, 7 + 1ot By, )

(rotp ¢Z+% | rotr EZ_%) = H2
r

(8.27)
et en constatant ensuite,

T

1 L P At 2 At?
(8.28) Hﬁ(TOtF¢Z+2 —totr gy, )| = ’ Tmtﬂp = % lo™|I3 -
r
La derniere inégalité est due au choix de I'espace Y}, (I"). Les identités (8.27) et (8.28) montrent
que
1|1 _n+d _n-} 140 (N —1)Ae? 5
(829) (E}(Tl) > E §(I'Otp @ -+ rotp @ ) + 7 (1 — W H‘anF

Les deux identités (8.26) et (8.29) montrent bien que sous la condition (8.23), il existe une
constante C' indépendante de n telle que

(8.30) &r(0) = ér(n) > C (H%(HT% +H Y

2
2 2
R ||<P"||r>
ce qui signifie la stabilité L? du schéma . a
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8.3 Etude du cas non linéaire : CLE d’ordre 2

8.3.1 Formulation variationnelle et discrétisation spatiale
Rappel des équations

Dans le cas de la CLE d’ordre 2, la loi non linéaire admet la méme structure que dans le
cas 1D. Par conséquent, les discrétisations numériques dans les deux cas sont tres voisines.
Nous allons considérer la loi ferromagnétique sous sa forme (1.17) avec un champ d’anisotropie
uniaxial comme exemple. La condition (5.93) s’écrit

1
(8.31) HE xn=B(p) —nuo / oullM dv sur T x RT
0

ou B est donné par (8.1) sans les termes de courbures et avec M(xp,v,t) vérifiant pour
(xp,v,t) € I'x]0, 1[xRT,
e

.32 M = H M
(8 3 ) O h’| T X + |M0‘

M x 8tM,

ot Hy(xp,v,t) est défini pour (xr,v,t) € I'x]0, 1[xR™, par
(8.33) Hy = ¢ + 1, (Mo — M) + H, + Ku(p- M) p

Les équations du probléeme sont formées par le systeme (8.3) ou la condition au bord est
remplacée par (8.31)-(8.32)-(8.33).

Formulation variationnelle

L’espace fonctionnel adapté aux solutions de (8.32)-(8.33) est L2(I'x]0, 1[). Par conséquent
La formulation variationnelle s’écrit :

Chercher (H(t), E(t),p(t)) € H(div,Q,) x H(rot,Q,) x H(roty,I') et M(t) € L*(T'x]0, 1[)3
tels que, pour tout ¢t > 0 et pour tout (H', E', ¢/, M') € H(div,Q,)x H(rot , Q) x H(roty , ') x

L*(T'x]0,1[)3,
(8.34) E(t) et H(t) vérifient (8.7)(i) et (8.7)(i7),
2
- Mo ey (1) @), 41 (arote p(t) | rot @), =
. —i< E(t), ¢) — d—zﬁt !
7 (B, #) Wodtg( OIS

ot Mi(¢) = /0 M) dv,

1 1
(8.36) / / OM - M’ dvdx, = / / (|’y[ H, xM+ % M x 8tM) -M'dvdx;
rJo rJo |Mo|
ott Hy(t) € L2(T'x]0,1[)3 et vérifie

1 1
(8.37)// H, M dydxrz// (¢ + L (Mg — M) + H, + K,(p - M) p) - M/ dvdx;
rJo rJo
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Discrétisation spatiale

Considérons les maillages réguliers M(2,) et M(I") du cas linéaire. Nous avons besoin de
mailler en plus le domaine ferromagnétique adimensionné. La stratégie de maillage qui admet
son prolongement naturel au cas courbe consiste a associer a chaque maille K du maillage
M(T') un maillage Mg (0,1) de Uintervalle [0, 1]. Le maillage M(I'x 0, 1]) du domaine I"x 0, 1]
s’écrit donc

(8.38) M(T % [0,1]) = {K x I ; K € M) : Irc € Mg(0,1)}

Lorsque I' n’est pas courbe et lorsqu’on utilise le méme pas de maillage A& pour tous les
maillages Mg (0, 1), on retrouve un maillage régulier classique de la couronne I' x [0, 1]. La
difficulté du cas courbe étant que le domaine I" x [0, 1] n’est pas forcément une variété de
R? en 2D ou de R? en 3D. L’espace d’approximation naturel Z,(I'x]0,1[) de L?(T'x]0,1[)3
construit sur le maillage M(I" x [0, 1]) s’écrit donc

Zn(I'x]0,1[) = {M’ e L3(I'x]o,1))% / M"K, est un vecteur constant VK’ € M(T x [0, 1])}

La formulation variationnelle du probleme discret s’obtient en remplagant dans les équations
(8.34)-(8.35)-(8.36)-(8.37), les espaces H(div,$,), H(rot,,), H(rotr,T') et L?(I'x]0,1[)3
par respectivement X(,), V4(Q2y), Ya(T) et Z,(T'). On note Ey, Hy, ¢, My, Hyy, les
champs discrets associés respectivement a E, H, ¢, M, H.

Ecriture explicite des équations en 2D

Il s’agit de montrer comment se modifient les équations (8.13), (8.14) dans cas non linéaire.
Pour i entier relatif, on note pour tout M}, € Z;(I'x]0, 1)

M(;, 1) la restriction de M, au rectangle JiAz, (i +1)Az([x]0, 1[.
1\/1’(Z 1 s’'identifie également avec une fonction de L2(0,1)® constante par maille. On note
Mg’c(”%), M{/(H%) et M;(H%) les composantes de M’(”%) dans (€, €y, €;).

Pour simplifier ’écriture des équations nous allons supposer les caractéristiques Mg, Hg,
p, @ et K, constantes dans la couche ferromagnétique. Dans le cas non constant il faudra
remplacer ces champs par leurs approximations adéquates. Nous prenons également x1 = 1/¢y.

L’équation (8.35) s’écrit, (avec condensation de masse)

d? N Pyi+1) — 2P9y() T Pyi-1)
KO 33 Py(i) — 0 Az?
d (1 @ (L5 7
(8.39) T d (5 (B + Ez(i%ﬂ))) BT (5 (Wyivn + My("%)))
d? d (1 & —
o gz = g (5 (Bt + Buser1) ) = miogg Mooy

1
ot M, 1) = / M, 1) dv. L’équation (8.36) nous donne, pour tout i,
2 0 2
a
(8.40) 9:M ;1) = [y| Hr(yy X Mg 1) + WM(”%) X M, 1), dans L*(0,1)°
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avec, pour tout ¢,

HTz(H%) = Qa@ivd) t Hs .+ K, (p ) M(”%)) P
(8.41) Hyygivy) = 3 (soy(iﬂ) + wy(i)) + Hsy + Koq (P : M(H%)) Py
HTZ(H—%) = M07Z B MZ(”%) + Hs,z + K, (p ’ M(”%)) Pz

Les équations du probleme 2D discrétisé en espace (en utilisant la condensation de masse)
sont : (8.9), (8.10), (8.11), (8.12), (8.39), (8.40) et (8.41).

8.3.2 Schéma en temps et stabilité

La technique retenu du cas 1D, qui s’adapte a la preuve de stabilité, consiste a discrétiser
le moment magnétique M, au mémes instants entiers que ¢, — Mj. La discrétisation des
équations de Maxwell a l'intérieur du domaine ferromagnétique reste inchangée : équations
(8.15)(4) et (8.15)(i7). La condition au limite (8.15)(i4i) devient

Mo B
AP (it = 205 + op ! | %) + 11 (xarotr ¢} [rotr },) .
(8.42)
1 _ 1H0o —
_ —+1 1 / —+1 1 /
= — g7 OR(ET = ERT, o) — 1 (MR - 26+ M)

o 1
pour tout ¢} € Y3(T'), ot on a posé M} = / Mj dv . Elle correspond a la discrétisation
0
temporelle de (8.35). Posons

PRV L ) 1 ntl n
M= h TV o grd _ $h T8
2 2
La discrétisation de la loi non linéaire (8.36) s’effectue de la méme maniére que dans le cas
1D,
My — My
(8.43) —h _h _

n+l n
At = [y HIE M M x M, —M;

|M| At ’

I'égalité étant prise au sens des fonctions de Z;(I'x]0,1[) (I’équation différentielle conserve

l ’ . . .
2 est défini sous forme variationnelle

1
/ ( / H.), - M), dy) dx = ("4 | M)
0 I

+/ (/ I, MO—MZ+%)+HS+Ka(p-MZ+%)p) -M}Ldy) dxr,

cet espace qui est stable par produit). Le champ HZZ
par,

(8.44)

_ 1
pour toute fonction test M) € Z;,(I'x]0,1[) et en notant M) = / M, dv.

L’intérét d’écrire la discrétisation en temps sous forme variationnelle est de préparer le
terrain pour démontrer la stabilité.

Théoreme 8.4 Sous l’hypothése du théoréme 8.2, le schéma numérique constitué des équations
(8.15)(3), (8.15)(ii), (8.42), (8.43) et (8.44) est L* stable sous la condition CFL (8.23).
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Preuve. La preuve de ce théoreme constitue en quelques sortes une compilation du travail fait
dans le cas linéaire (théorémes 8.3 et 8.2) et dans le cas 1D (théoreme 7.4). Nous n’indiquons
par conséquent que les grandes lignes de la démonstration. La premiere propriété de stabilité
est bien entendue la conservation du module de My, pour tout n,

(8.45) IMj| = |Mp| p.p. dans I'x]0, 1].
Nous montrons en second lieu la décroissance de ’énergie totale Er(n) définie par
Er(n) = &Ey(n) +né&e(n) +n&(n)

ou &,(n) et Er(n) sont respectivement données par (8.16) et (8.17) et ou

1
am =12 [ (/0 H, — M2 + K, |(p - MD)p — MI|? 4 [T, (M — M) 2 du) dxr.

2
du) dXr.

En effet, en suivant la méme démarche que la preuve du théoreme 8.2, on montre que

Bt =) | &) =60 o
Al n At At

Plus précisément, nous montrons

M- My
At

sag) V=€) o ( [

At T e M|

) (-3

D’autre part, en prenant M/, = (M}t? — M7) dans (8.44), nous déduisons, en utilisant (8.45),
— J— +%
po (M =M ") =

(8.48) 1 )
(€ 1) = &)+ po [ [ O -0 B ) i

r \Jo
Pour conclure, nous utilisons la propriété (locale) de I’équation (8.43), maintes fois utilisée
dans ce travail,

2

1 At
nhe « p.p. dans I'x]0, 1].

" ] M

n+1 n
M+ MY

(8.49) M My - H A

L’identité (8.46) résulte immédiatement de (8.47), (8.48) et (8.49). La condition de stabilité
(8.23) s’obtient maintenant en reproduisant a I'identique la preuve du théoreme 8.3 a

8.4 Etude du cas non linéaire : CLE d’ordre 3

8.4.1 Formulation variationnelle et discrétisation spatiale
Rappel des équations

La particularité de la condition d’ordre 3 est qu’elle fait apparaitre des dérivations tangen-
tielles sur I'aimantation. Nous considérons toujours la loi LLG 1.17, pour laquelle la condition
(5.110) s’écrit
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1
(8.50) OE xn = B(p) —npuo / O (MM —n(1 —v)Vy (M -n)) dv surl x RT
0
ou B est donnée par (8.1) sans les termes de courbures et avec M(xr,v,t) vérifiant pour

(xr,v,t) € I'x]0,1[xR ™,

ot Hy(xr,v,t) est défini pour (xr,v,t) € I'x]0, 1[><]R+, par

(852) Hr = o+l —V)(divpcp)n+1,bn+n/ Vewpde + H, + Ko(p- M) p
0

ol Y (xr, v, t) est défini pour (xr,v,t) € ['x]0,1[xRT, par

(3.53) b= (Mg~ M) n— [ dive (1, (Mg ~ M) de.

Les équations du probleme sont formées par le systeme (8.3) ou la condition au bord est
remplacée par (8.50)-(8.51)-(8.52)-(8.53).

Formulation variationnelle

Le point important, dans la perspective d’une résolution numérique rapide, est de garder
Paspect local de 1'équation (8.51). C’est pourquoi nous choisissons de chercher toujours M
et Hy dans L?(I'x]0,1[). Il convient alors de traiter les dérivations qui porte sur M sous
I’aspect dérivation faible, en faisons des intégrations par parties. Mais alors, on s’apercoit que
par rapport au cas de la CLE d’ordre 2, ’équation (8.50) et également (8.52) nécessitent une
régularité supplémentaire de . C’est pour cela qu’au lieu de prendre ¢ dans H(rot,I"), on
le prend désormais dans 7H!(T).

La formulation faible des équations (8.50)-(8.51)-(8.52)-(8.53) s’écrit :

Chercher (H(t),E(t), ¢ (t)) € H(div,,) x H(rot,Q,) x TH(T') et M(t) € L%(T'x]0, 1])? tels
que, pour tout t > 0 et pour tout (H',E’,¢’,M') € H(div,Q,) x H(rot,Q,) x THYT) x
L2(T'x]0,1[)?,

(8.54) E(t) et H(t) vérifient (8.7)(i) et (8.7)(i7),

d2 d
o gz (2(1) | )5+ 1 (irote (1) | rote ) =~ (% B(1), )

(8.55)
IO S5 // ' + 11 —v)(M(¢) - n)(divr ') dvdxr,
ott M(t) vérifie (8.36), dans laquelle Hy(t) € L*(I'x]0, 1[)? et vérifie

/F/OlHT.M’dVdXFZ//1<<,0—H](1—y)(divp<,O)n+1pn—i—77/ouvr¢al€>.M/dVdXF

+// s+ Kao(p-M)p) - M dvdx;

(8.56)
avec v (t) € L?(0,1; HY(T")) vérifiant pour tout v’ € L?(0,1; H'(T')),
857// b’ dydxp_// ( (Mo — M) - n) + (M — )./Ouva’dg) dvdx;
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Discrétisation spatiale

Par rapport aux cas précédents, la premiere chose qui a changé est ’espace fonctionnel
choisi pour ¢ qui est désormais 7 H!(T'). Il convient alors de changer I’espace d’approximation
Y5 (T') en

V(D) = {@ € TH'(T) / @ € Q1 x Qi1 x {0}, ¥V K € M(T)}.
pour le cas 3D, et en
V(D) = {¢ € TH'() / ¢ € Pi(2) x Pi(z) x {0}, VK € M(D)} .

pour le cas 2D. La répartition des degrés de libertés pour ¢ devient

Py Py
- 3 " g
- . 5 ; | |
| |
éz ‘P; 777777777 B P é)z 61 : :
Py Py
Fi1G. 8.5 — Degrés de libertés en 2D L ,,,,,,,,,,, ,t_,
Pz Pz

FiG. 8.6 — Degrés de libertés en 3D

Les espaces d’approximations Xp,(€y,), Vi () et Zp(I'x]0,1]) restent quand a eux in-
changés. Nous avons besoin par contre de spécifier I'espace d’approximation Wj(I'x]0,1])
pour la variable 7). Cet espace d’approximation va étre construit sur le maillage M (I"x]0, 1[).
Etant donnée la régularité H'(T) de 1/ (£) pour presque tout & €]0, 1], il est nécessaire, afin de
pouvoir définir convenablement W (I'x]0, 1[), d’utiliser dans la définition (8.38) du maillage
M(I'x]0,1]) un méme maillage M(0, 1) pour tout les Mg (0,1), K € M(I'). Nous posons
alors,

Wi(I'x]0,1]) = {¢h € L*(0,1; H'(T) / 4y 500 € Pa(w) x Ro(E)VE' € M(T x [0, 1])}

Nous pouvons schématiser la répartition des degrés de libertés (en 2D) de la fonction v, €
Wi (I'x]0, 1]) comme expliqué dans le dessin suivant (qui admet 1'avantage d’étre applicable
au cas d’une frontiere I'" courbe)

i 1+1
P -
) Yiit1) .
¢(¢+1),é+%
-1 : F—— o
0 ‘ 0+1 1 €
w(z‘),e-‘-%
-1 : F—— o
0 ‘ 0+1 1 £

n° ou pour tout noeud ¢ du maillage de I' on fait correspondre une fonction 9 ;) de L?(0,1)
constante par maille du maillage M(0, 1).
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Ecriture explicite des équations en 2D

Pour le condition d’ordre 2, le probleme 2D discrétisé en espace est décrit par les équations :
(8.9), (8.10), (8.11), (8.12), (8.39), (8.40) et (8.41). Nous allons préciser le méme type d’équation
pour la condition d’ordre 3. A cause de la nouvelle discrétisation de la variable ¢, dans les
équations (8.9), (8.10), (8.11), (8.12) relatives au systeme de Maxwell, il n’y a que I’équation
(8.12) qui change est devient (en utilisant la condensation de masse)

d HZ(H%KJ) _ HZ(Z?%,O) Pa(i) — Hz(Lf%)
(8.58) EO%Ey(LO) * Ax -2 Az

Par ailleurs la condition aux limites (8.55) s’écrit apres discrétisation, en appliquant toujours
la condensation de masse,

=0

nuoj—;soy(i) - E—Z%(’“) - 22@;(? T+ Py(i-1)
- % (% (Ez(i+%,0) + Egg(i-%,O))) - Woj—; (% (Hym%) +My(i—%)))
(8.59% » ) o B
M0 25 Pa() = ~ 3 By(i0) ~ M0 73 (5 (Maginy) + Mz(i%))>
+%j_; (Mz(ﬂé) - Mz(z‘—%))

1 N 1
ou M(H%) = /0 M 1) dvet M .y = /0 (1 —=v)M(;, 1) dv. Considérons Py(0,1) 'ensemble

des fonctions de L?(0,1) constantes par maille de M(0,1) et notons II la projection ortho-
gonale de L?(0,1) sur Py(0,1). Afin d’écrire convenablement les relations définissant H; 15
nous avons besoin d’introduire 'opérateur Z défini par

Z: Py(0,1) — PFp(0,1)

u H<§»—>/0£u(z/)dv>.

On note Z* 'adjoint de Z pour le produit scalaire sur Py(0,1) induit par le produit scalaire

L?. En fait,
1
T*u=11I <§ — / u(v) dv>
3

L’écriture locale de la loi non linéaire donnée par (8.40) reste encore valable dans le cas présent
(on a tout fait pour), mais I'expression du champ total devient, pour tout 4,

Hra(irg) = % (%<z’+1) + %:(i)) + &I (%‘H) - %’)) + Hsp + Ko (P ' M(w%)) Pz
(860 Hrygiry) = % (%(z’ﬂ) + Soyu)) + Hsy + Kq (P ‘ M(H%)) Py
1 N
Hypiv1) = 3 (1/1(z'+1) + w(i)) + EI (%(Hl) - s%(i)) + Hs . + K, (p ‘ M(”%)) Pz
ou les ;) sont données par
(8.61) Yy = Mo — % (MZ(H%) + Mz(i—%)) - &Z* (Mx(u%) - Mz(i—%))
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Les équations discrétisées du systéeme de Maxwell couplé avec la condition d’ordre 3 sont :
(8.9), (8.10), (8.11), (8.58), (8.59), (8.40), (8.60) et (8.61).

8.4.2 Schéma en temps et stabilité

La technique de discrétisation en temps est la méme que dans le cas de la condition
d’ordre 2. Le schéma numérique dans le domaine du vide est toujours donné par (8.15) ou
seulement 'espace Y}, (I") a changé. Pour la condition d’ordre 3, écrite sous sa forme variation-
nelle (8.55), (8.36), (8.56) et (8.57), en y remplagant les espaces continues par leur espaces
dicrets respectifs, nous proposons le schéma centré suivant,

1o -
AR (‘PZH —2¢) + @) Y ‘P;L)F + 1 (xarotr ¢, [ rotr ‘P;L)F =

1

(8.62) ~ A7

- ko
(B B, @) = g (MG = oM+ MG )

2
™o NAT NAN NA— .
A (M5! — oM + M) - | dive %)F

1 . 1
pour tout ¢}, € Y,(I'), olt on a posé M} = / My dv et M} = / (1 —v)Mj, dv. Les (M})
0 0

vérifient (8.43) ou le champ HZZ% € Zp(I'x]0,1]) est défini sous forme variationnelle par,

Jo O it M) e = (2 88) (e 2 38 n),
1 . v i
(8.63) +/ (/ (¢Z+7n+’7/ A dg) M, du) dxr
0
+/(/ Ka(p-M; ") )-M’hdu>dxr,

J— 1 —~
Pour toute fonction M}, dans Zp,(I'x]0,1]), ott nous avons noté M) = / M), dv et M) =
0
1
/0 (1 — v)M}, dv et olt nous avons posé

M MG nes @l )

PP+
2 h 2 ’

nip _
M, * = 5

ot )T =

la fonction ¥} € Wy, (I'x]0,1[) satisfaisant, pour toute fonction 1}, € W, (I'x]0,1]),
1 1
/F /0 Wy ), dvdxe = /F /0 (Mo — M) - n)a), dudxe

s [ oty [0y de) avax,

Comme pour tous les schémas de ce chapitre,

(8.64)

Théoréme 8.5 Sous I’hypothése du théoréme 8.2, le schéma constitué des équations(8.15)(1),
(8.15)(i1), (8.62), (8.43), (8.63) et (8.64) est L? stable sous la condition CFL (8.23).
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8.4 Etude du cas non linéaire : CLE d’ordre 3

Preuve. La démarche est tout a fait classique (cf. preuves des théoremes 8.2 et 8.4...) ; il suffit
de trouver la bonne expression de 1’énergie discrete. On pose

&r(n) = &u(n) +né&c(n) +n&n)

ou &,(n) et Er(n) sont respectivement données par (8.16) et (8.17) et ou

1
g =50 [ ([ MG+ K (- M - MR+ [ ) i

et on montre la décroissance de Ep(n) a travers I'identité (8.46) : en suivant la méme démarche
que la preuve du théoreme 8.2, on s’apercoit que

Eo(nt+1)—E(m) E(n+1)—&m) _ npo
(8.65) A7 tn At =&’

(n+3)
ol on a posé

Pln+ ) = (M = M @) (0137~ D7) - dive )

T

1 1
Posons &.4(n) = &(n) — % / |97? dvdxy. En prenant M), = (M, "2 — M7) dans (8.63),
rJo

nous constatons, en utilisant la propriété de conservation (8.45) encore valable par construc-
tion du schéma,

woy T AT 11{32% (M - 114@ ) s+ (Eunln + 1) = Eun(m)
+/r (/0 (‘W n A /0 Vet di) (M- M) dV) dxr

D’autre part, en faisant la différence entre I’équation (8.64) et la méme équation écrite a
1
'instant t"*1, et en prenant ensuite v}, = ¢Z+2 dans cette différence, on trouve

% ( /F /01 (!wz*lf - |¢Z|2) dudxr) _
/r </o1 ( Vint ”/oy Ve di) (M- M) dV) dx;

A partir de (8.66) et (8.67), nous déduisons en utilisant I'identité désormais classique (8.49),

(8.67)

1
Ho a n n 2
(B.68) (En-+1) ~ &) + /F (/0 ot Moy du) dxe = jioP(n + 1)

Suite & (8.65) et (8.68), la propriété de décroissance (8.46) se déduit de maniere immédiate.

L’obtention de la condition de stabilité suit a 'identique la preuve du théoreme 8.3, puisque
pour le nouveau choix de I'espace Y} (I'), I'inégalité 8.28 reste encore valable. O
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Schémas numériques variationnels stables pour les CLE en 2D et en 3D

8.5 Validation numérique pour le probleme 2D

Description de I’expérience

Le test réalisé concerne seulement le cas d’une couche homogene. Nous allons reproduire
Péquivalent 2D de I'expérience 1D de la figure 7.14 pour n = \/40 (commentaire, page 182).
Le but est de voir comment se modifie la (trés bonne) qualité de 'approximation, en passant
du 1D au 2D. Nous rappelons qu’en dimension 1, la CLE d’ordre 2 et la CLE d’ordre 3 sont
les mémes. Le schéma de 'expérience 2D est donné par la figure 8.7 suivante :

z

; Couche Eerromagnétique

: \
,,,,, 2227 !
| zone |
| d’enregistrement ,
1 |

4 | S |

l !
| |

\ L777777777777J /

Bords réfléchissants

F1G. 8.7 — Description de I’expérience 2D.

On considére donc une couche ferromagnétique homogene caractérisée par (le champ d’ani-
sotropie étant nul)
M, =210°8, H;=510%8, et a=0.2.

On éclaire cette couche par un signal de Ricker qui prend source au point S (cf. (7.83)) et
de fréquence centrale f = 5107 Hz. Ce signal donne lieu & une onde incidente polarisée en
(Hy, Ey, H.) (O.M.T.). Nous nous plagons plutot dans un régime non linéaire en imposant
une amplitude maximale [Hy| = 1000 pour le champ magnétique.

Remarque 8.2 En prenant M orienté suivant l'aze €,, nous vérifions automatiquement la
condition divMgy = 0. Nous évitons ainsi le calcul du champ démagnétisant pour garantir
I’équilibre initial de la couche ferromagnétique (cf. Remarque 1.2).

Commentaires : figures 8.9, 8.10, 8.11, 8.12 et 8.13.

Les figures 8.9, 8.10, 8.11 et 8.12, montrent des photos de la zone d’enregistrement (voir
figure 8.7) pour des temps croissants (en allant de haut en bas). Les figures 8.9 et 8.11
présentent la composante E,, non nulle pour 'onde incidente, par contre et les figures 8.10 et
8.12 présentent la composante F,, nulle pour ’onde incidente, mais devient non nulle une fois
I’onde ait atteint la couche ferromagnétique. Chaque photo permet de comparer la diffraction
par un bord ferromagnétique (moitié haute) a la diffraction par un bord réfléchissant (moitié
basse). Cela étant, ce qui nous importe le plus, c’est plutot la comparaison entre la solution
de référence (colonne de gauche) et la solution approchée (colonne de droite).

La comparaison fournie par les figures 8.9, 8.10 concerne la CLE d’ordre 2. On constate
a premiere vue que les résultats sont presque identiques. En vérité, il y a une différence
fondamentale entre les deux, qui ne se distingue pas clairement sur la composante E,, (figure
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8.5 Validation numérique pour le probleme 2D

8.9) mais se voit assez bien sur la composante E, (figure 8.10). Il s’agit de la dissymétrie de
la solution “exacte” de 'onde diffractée par rapport a l’axe vertical central de la figure alors
que la solution approchée semble étre parfaitement symétrique.

Si on considére maintenant le cas de la CLE d’ordre 3 (figures 8.11, 8.12) on constate
que l'on retrouve la dissymétrie au niveau de la solution approchée. Pour mieux illustrer
I’amélioration apportée par la CLE d’ordre 3, nous avons tracé dans la figure 8.13 le profil des
solutions sur la droite z = zg (voir figure 8.7). Les profils représentés correpondent au derniéres
photos des figures 8.9, 8.10, 8.11 et 8.12. Ils montrent clairement la tres bonne approximation
fournie par la condition d’ordre 3. On retrouve a ce niveau les mémes conclusions que dans
le cas 1D en utilisant la CLE d’ordre 2 (rappelons-nous qu’en 1D, la condition d’ordre 2 est
en fait d’ordre 31!).

Intérét des CLE

Il est indéniable (du moins dans le cas de I'expérience présenté). Le calcul de la solution
de référence s’est fait avec un pas h = A\/120. Si on utilise le méme pas pour le calcul de
la solution approchée, on obtient un temps de calcul comparable (légérement plus rapide en
utilisant I'une ou lautre des CLE!). Mais chacune des solutions approchées présentées a été
calculée avec un pas h = \/20, pour lequel I'exécution du programme est presque immédiate
(< Imin). Ceci est due a la divison par 6 x 4 x 8 = 192, de la taille du probléeme discret !

Sur le phénomeéne de dissymétrie

Puisqu’il est présent dans la condition d’ordre 3 et absent dans la condition d’ordre 2,
ce phénomene est donc en O(n?). Il provient en fait de la rotation subit par une onde
électromagnétique se propageant dans un milieu ferromagétique. Cette rotation a été observée
dans les expériences numériques menées dans [45] et nous allons tenter de la justifier sur un
exemple simplifié. Considérons en effet une onde électromagnétique (E, H) se propageant dans
le plan (z, z) a l'intérieur d’un milieu ferromagnétique caractérisé par son aimantation initiale
My = M, €, (ou M, est une constante), et par sa loi constitutive

OM=HxM+ M x o;M,

et cherchons les groupes de symétries qui laissent invariants les équations du probleme (nous
avons pris |y| = a/Ms; = 1 et Hy = H). Commengons par écrire ces équations composantes
par composantes (on prend (g = pug = 1)) :
b, +0.H,=0 Oy(Hy + M) —0,E, =0
(8.69) OE, —0,H, =0 O(H,+ M)+ 0,E, =0
O(Hy + M)+ 0.E;, — 0, E. =0 Oy —0.Hy + 0, H, =0
et
oM, = (HyM, — H, M) + (My0;M, — M, 0,M,)
(8.70) OeMy = (H, My — Hy M) + (M, 0¢ M, — M, 0, M)
OeM, = (Hy M, — Hy M) + (Mg 0:My — M, 0, M,,)
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Schémas numériques variationnels stables pour les CLE en 2D et en 3D

Regardons d’abord du c6té de la symétrie centrale (r,z) +— (—z,—2). Si on définit 'onde
(E,H, M) par

(ﬁvavay)(wa?t) = (HyyMy,Ey)(_x> _Zat)
(ﬁx7ﬂz7ﬁxaﬁZ7M/Z7EZ)(w727t) = _(HI7MI7ECC7H27MZ7EZ)(_x7_Zat)

alors il est facile de voir que le triplet (E, H, M) vérifie également les équations (8.69)-(8.70).
En d’autres termes, la propagation d’ondes électromagnétiques dans le milieu ferromagnétique
considéré préserve la symétrie centrale des composantes y et I'anti symétrie des autres com-
posantes.

Regardons maintenant du coté de la symétrie axiale, par exemple, (z, z) — (—z, z). Cher-
chons si 'onde (E, H, M) peut avoir des propriétés de symétrie (ou d’antisymétrie) par cette
transformation. Si c’est le cas, puisque My(z, 2,0) = M,(—=z, 2,0), alors nécessairement

My(z,z,t) = My(—x,2,t)
Par le premier systeme de (8.69), on déduit que
Hy(xz,z,t) = Hy(—x,2,t) et par suite (Eg, E.)(x,2,t) = (Ey, —E.)(—2, 2,1).

Posons
h h
(va H27 MIE7 HZ)('rv 2, t) = (ExHrv 52H27 E?Mrv ETHZ)(—.f’ 2, t)
ou EZ, 527 5?
systeme de (8.69), on doit avoir €
méme systeme, £ = —¢”. En résumé

et e7" appartiennent a {1, —1}. D’apres les deux premiéres équations du deuxieme

hi—em et ef = &M, et d’apres la troisieme équation de ce

eh=em=_ch= M =—cc{1,-1}.

Mais cette relation est en complete contradiction avec chacune des équations du systeme
(8.70) : ces équations impliquent respectivement ¢ = —¢, 1 = —e2?, —¢ = ¢. Bien entendu ce
qu’on vient de vérifier pour 'axe de symétrie {x = 0} s’applique & n’importe quel autre axe
passant par 0. On conclut en fin de compte que la propagation d’ondes électromagnétiques
dans le milieu considéré ne préserve pas les symétries (ou antisymétries) axiales.

Préservant la symétrie centrale mais pas la symétrie axiale, le mouvement de I'onde s’ac-
compagne forcément d’une rotation autour du point de symétrie initial (Figure 8.8).

z

A

Ondeat=0 Ondeat >0

Fic. 8.8 — Schéma du mouvement de rotation qui accompagne la propagation d’une onde
électromagnétique dans un milieu ferromagnétique.
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8.5 Validation numérique pour le probleme 2D

Composante E, de I’onde électromagnétique

Solution “exacte” Solution approchée, CLE d’ordre 2.

Fia. 8.9 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution de référence et la solution
approchée, calculée a l'aide de la CLE d’ordre 2. n = \/40.
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Composante F, de I'onde électromagnétique

Solution “exacte” Solution approchée, CLE d’ordre 2.

Fia. 8.10 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution de référence et la solution
approchée, calculée a l'aide de la CLE d’ordre 2. n = \/40.
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8.5 Validation numérique pour le probleme 2D

Composante E, de I’onde électromagnétique

Solution “exacte” Solution approchée, CLE d’ordre 3.

Fia. 8.11 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution de référence et la solution
approchée, calculée a l’aide de la CLE d’ordre 3. n = \/40.
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Composante F, de I'onde électromagnétique

Solution “exacte” Solution approchée, CLE d’ordre 3.

Fia. 8.12 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution de référence et la solution
approchée, calculée a l’aide de la CLE d’ordre 3. n = \/40.
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8.5 Validation numérique pour le probleme 2D

Composante F, de ’onde électromagnétique

=051

Composante E

-0.51

=0.51

Composante E

=051

Solution exacte (trait continu)
CLE d’ordre 2 (trait discontinu).

Abscisse x

Abscisse x

Solution exacte (trait continu)
CLE d’ordre 3 (trait discontinu).

Composante F, de 'onde électromagnétique

Composante E

|
)
=3
S

—400 1

—600}

800 T T T

600

400+

X
)
S
S

=3

Composante E
b
g2
8

—400

—-600

Solution exacte (trait continu)
CLE d’ordre 2 (trait discontinu).

Abscisse x

=800

Abscisse x

Solution exacte (trait continu)
CLE d’ordre 3 (trait discontinu).

Fi1G. 8.13 — Comparaisons sur une coupe en z = zg entre la solution de référence et la solution

approchée
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Troisieme partie

Modeles homogénéisés pour des
structures ferromagnétiques
périodiques
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Chapitre 9

Obtention et justification du
modele limite

Résumé : Dans ce long chapitre nous traitons I'homogénéisation périodique du systeme
de Maxwell-Landau-Lifshitz. Apres avoir introduit les principales notations au paragraphe
9.1 (ou nous distinguons le cas sans champ effectif pour lequel nous donnerons les
démonstrations completes, du cas général), nous avons choisi de présenter les modeles
limites auxquels aboutiraient I'approche formelle classique (que nous avons choisi de
ne pas développer par souci de concision). Pour décrire le modele limite satisfait par
le champ “homogénéisé” (Eh,Hh,Mh) il convient, comme c'est souvent le cas, d'in-
troduire un moment magnétique M a I'échelle microscopique, qui dépend a la fois de
la variable "macroscopique” x et de la variable “microscopique” &. Nous présentons
le systeme limite (formules (9.8) et (9.9)) vérifié par les champs (E" H" M) (M"
étant alors obtenu a partir de M par moyenne sur la variable rapide £). La principale
particularité de ce probléme limite est de faire intervenir une loi non linéaire (a double
échelle) modifiée comportant un opérateur non local en la variable & (formule (9.12)
et définition 9.1). Dans le cas d'une périodicité unidimensionnelle, le probleme limite
prend une forme simplifiée (systeme (9.9)). Apres quelques rappels sur la théorie de la
convergence a double échelle (section 9.3) nous traitons en détails le cas des milieux
laminaires 1D et 2D (voir hypothese 9.1). Nous énongons au paragraphe 9.4.1 les deux
principaux résultats de ce chapitre, a savoir un résultat d’'existence et unicité pour le
probléeme homogénéisé (théoreme 9.5) et le résultat de convergence (théoreme 9.6) ou
nous mettons également en évidence les correcteurs permettant d'énoncer des résultats
de convergence (double échelle) forte. Les paragraphes 9.4.2 3 9.4.6 sont consacrés a
la preuve des théoremes 9.5 et 9.6 qui fait largement appel aux techniques développées
dans le chapitre 2. La preuve du théoréme de convergence utilise la théorie de conver-
gence double échelle qui améne de fagon naturelle au probléeme homogénéisé (Etape
1). Elle repose ensuite sur deux lemmes essentiels, le lemme 9.2 ol on voit apparaitre
I'opérateur non local de moyenne S et le lemme 9.3 qui garantit -c’est la une particula-
rité du modele laminaire- que la solution M de la loi non linéaire modifiée est bien une
fonction admissible au sens de la convergence double échelle. (...suite a la page
suivante)
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Obtention et justification du modeéle limite

Résumé : (suite)

Au paragraphe 9.5, nous abordons la généralisation au cas laminaire 3D qui fait largement
appel aux techniques développées par Joly-Metivier-Rauch dans leurs travaux [27]. Nous
expliquerons pourquoi, pour des raisons purement techniques nous devons nous limiter
au cas ou la fonction e(x) est constante. Dans ce cas on peut faire apparaitre a partir
des équations de Maxwell I'équation des ondes 3D a coefficients constants et utiliser
alors une inégalité de type Strichartz (lemme 9.9). Finalement au paragraphe 9.6 nous
tentons d'expliquer les difficultés qui restent a surmonter pour faire la preuve dans la
cas non laminaire.

9.1 Modele mathématique de départ

La dimension d’espace sera désignée par n (n < 3) et Y = [0, 1] représentera dans tout
ce qui suit la cellule de périodicité unité dans R™ avec m < n. Pour tout vecteur x € RV
avec N > m on note x,, les m premieres composantes du vecteur x dans la base canonique
de R". Pour toute fonction u(x, &) définie sur R x R™ périodique par rapport a la variable
& de période Y, on note

(9.1) (u) : x— /Y u(x, ) de,

sa moyenne sur Y. Concernant les espaces fonctionnels, pour k entier ou £ = oo, on note
C@(Y) I'ensemble des fonctions de classe C* sur R™, périodiques de période Y, et pour
1 < p < oo, on note Li(Y) 'ensemble des fonctions de LY (R™) périodiques de période Y.

Pour k entier, 'espace H;Z&(Y) désignera la fermeture dans H*(Y") de 'espace Cr(Y).

On considere € un ouvert borné de R™ destiné a contenir le support de I'aimantation et
6 > 0 le petit parametre caractérisant la taille de la périodicité du domaine. Pour tout temps
T > 0 on note Qr = R" x (0,T") et Q1 =0 x (0, 7).

9.1.1 Le modele simplifié sans le champ effectif
C’est le modele pour lequel nous détaillerons I’étude mathématique. Il est formé par les
équations

S OE —rotHO =0, 1o 0y(H® + M%) +rot E° =0 dans Qr

(9.2)
(E6,H6)|t:0 = (Eo, HQ) dans R"

OM? = L(M?, H®,x,x%,,/6) dans Qr

(9.3)
Mft:O =M dans R"

ou 'on supposera l’existence d’une fonction scalaire positive €, (§) définie sur R™ et d’une fonc-
tion vectorielle My(x, £) définie sur R"™ x R™, et a support contenu dans 2 x R, périodiques
par rapport a la variable & de période Y telles que,

£9(x) = eo(1 + &, (% /0) 10 (x)) et MS(x) = Mo(x, X /9),
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9.2 Ecriture du probléme homogénéisé

1q désignant la fonction indicatrice du domaine €, et ot £ est une fonction définie de R? x
R? x R™ x R™ dans R3, Y-périodique par rapport & & et vérifiant, pour presque tout (x, &) €
R"™ x R™,

(7) L(m,h;x,£) - m =0, m,h € R3,

(9.4)
) L(m,h;x,£)-h >0, m h € R3.

De plus, on suppose que pour tout R > 0, il existe trois constantes C'(R), C1(R) et C2(R)
telles que, pour tout |m| < R,|m’| < R, pour tout h et h’ € R3 et pour presque tout
(x,€) € R" x R™,

(9.5) |£(m, h;x, )| < C(R) |hl,
(9.6) et |L'(m',h’;x,£) — L(m, h;x,f)‘ < C1(R) |m' — m| ‘h’| + C2(R) ‘h’ — h‘ .

Remarque 9.1 Nous traitons ici le cas sans conductivité : o = 0. Il est bien connu (voir par
exemple [40]) que lorsque o # 0, le probléme homogénéisé associé aur équations de Mazwell
est intégro-différentiel en temps. Son étude ne rentre pas dans le cadre simplifié que nous
considérons.

9.1.2 Modele avec champ effectif

La plupart des résultats que nous établirons sur le modele simplifié s’étendent moyennant
des difficultés purement techniques aux cas d’un modeéle “plus physique” avec champ effectif.
C’est d’ailleurs un cas particulier de ce type de modele que nous étudierons plus en détail au
chapitre 10.

Pour le modele avec champ effectif, il suffit de remplacer I’équation (9.3) par

OM’ = L(M?, H — 0, ®(M°; X, Xy /8); X, X /),

(N
1\/I|t:0_1v10

(9.7)

ol ® est une fonction définie de R?® x R™ x R™ dans RT avec :
e ® est Y périodique par rapport a &.
e & vérifie 'hypothese 2.2 du chapitre 2 (en y remplacant x par le couple (x,&)).

9.2 Ecriture du probleme homogénéisé

On se propose donc de montrer, lorsque la taille § de la périodicité tend vers 0, que la
solution (E°, H?, M?) du probleme (9.2)-(9.3) converge dans un certain sens & préciser vers une
limite (E?, H", M"). Les équations vérifiées par cette limite qui sont & identifier constituent
ce qu'on appellera le probleme homogénéisé associé a (9.2)-(9.3). De fagon classique, cette
démarche comporte deux étapes.

(i) Obtention formelle du modele limite par la technique du développement asymptotique

a double échelle.

(ii) Justification mathématique de la convergence vers le modele limite.

Comme c’est souvent le cas nous saurons mener a bien ’étape (i) dans des cas assez
généraux mais ne saurons faire la justification rigoureuse (étape (ii)) que dans des cas parti-
culiers (ce qui fera I'objet des sections suivantes).
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Obtention et justification du modeéle limite

Dans cette section nous nous contentons de donner la forme du probléeme limite sans
détailler le développement a double échelle. Comme pour la phase de justification mathématique
nous utiliserons la théorie de convergence a double échelle (voir section suivante) le calcul du
développement asymptotique y sera implicitement développé.

La forme générale du probleme limite ne peut pas s’écrire en terme des inconnues E*, H"
et M". 11 faut également introduire une inconnue intermédiaire M(x,t,&) a partir de laquelle
on aura

M" (x,t) = (M(x,t,-)) .

On sait alors écrire un probleme limite pour le triplet (Eh, H", M)

"OEM —rotH" =0,  po0(H" + (M)) 4+ rot E" =0 dans OQOr

(9.8)
(Eh,Hh)\t:o = (Ep,Hp) dans R"

M = L(M,H" — P*M — 9,,8(M;x,£);x,£) dans Qp x Y
M\t:o =My dans R"xY

(9.9)

oll comme c’est bien connue " n’est plus un scalaire mais une matrice de R® x R?, appelée

matrice des coefficients homogénéisés (ot la H-limite) associée & la suite de matrices €° Id,
et ou, c’est ce qui est vraiment nouveau ici, ’opérateur PH# est de type pseudo-différentiel
non local par rapport a la variable £ (x jouant le role d’un parametre). De maniere classique
(voir [40]), la détermination de g nécessite la résolution de m probléemes cellulaires : si pour
Jj =1,---,m on considere, ¢; € H#(Y) solution de

dive (1 4+¢,) Ve(p; —&)) =0 dans Y

(pj) =0

(9.10)

alors, en notant 9; ; le symbole de Kronecker,

(9.11) g7 (%) =20 (1 +&r)(0ij — O,5)) 1a(x) + £0(1 = 1o(x)) sil<ij<m

el (x) = g0 (14 (/) 1a(x)) 8;; sinon.

:Z7J

D’autre part I'opérateur PH# est défini par
(9.12) (FFM)(x, ) = Ve dive(MpM(x, -))
olt N est 'opérateur potentiel newtonien périodique défini par

Définition 9.1 Pour toute fonction x € L*(Y), Nyx € H#(Y),

ANgx=x—(x) dans Y
(Ngx) =0.

(9.13)

Remarque 9.2 On notera que P“# nest autre que la projection orthogonale dans L*(Y )™
des fonctions a rot, nul.
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9.2 Ecriture du probléme homogénéisé

Nous rappelons que, étant donnée que (x — (x)) = 0, le probleme (9.13) admet une solution
unique dans H. #(Y) et permet donc de définir 'opérateur linéaire N4. Si on pose pour tout
multi-indice k = (ky,---, k) € 2™,

ex(§) =exp(i2rk-£&) pour tout €€ R™,

alors la famille (ey) est une base hilbertienne L?(Y'), et nous avons pour x € Li (Y),

=00 =X G e o Gl = [ (x(€) - () ex(©) dé.

k40 Y

d’ot la définition équivalente de Ny

1 Ck(x)
(9.14) Nax=—--—=>_ ex
472 & k|2

qui montre en particulier que Ny € HZ(Y).

Par la formule (9.14) on constate également (en utilisant Fubini) que P”# est un opérateur
continue de L?(R™; L%é(Y))?’ dans lui méme.

Le cas laminaire

Nous dirons qu’on a affaire a un probleme laminaire lorsque m = 1 et lorsque les ca-
ractéristiques de la couche ferromagnétique sont constantes par morceaux par rapport a la
variable ¢ (voir définition 9.3). Ce cas particulier est important a double titre.

¢ C’est dans ce cas que nous saurons mener completement la preuve de convergence.

oo Le probleme homogénéisé prend une forme explicite plus simple. En effet, dans ce cas

on constate d’abord que le tenseur gh est diagonal et est défini par

(9.15)  £"(x) =eo (lo(x) ("6 @&, +2" (6,2 &, + 6. @ &.)) + (1 - 1a(x))),

oll on a posé : " = ((1 +€7«)_1>_1 et " = ((1 +¢,)). D’autre part, pour m = 1, on
vérifie aisément que (§ =& € R),

B*M = 0¢(0e(NsM)2)&, = Oe¢ (NpMy) &, = (M, — (M,)) &, = —IL, (M) — M),

ou II, est I'opérateur de projection dans R? sur la droite vectorielle dirigée par &,. On
voit donc ici l'effet de l'orientation des couches du milieu laminaire. L’équation (9.9)
se réécrit donc,

OM = LM, H" + 11, (M) — M) — 0,,®(M;x,£);x,£) dans Qr xY
M=o =My dans R" xY

(9.16)

Remarque 9.3 Pour m > 2 nous ne possédons pas une expression explicite de l’opérateur
ﬁ# stmilaire au cas m = 1. Cependant, si la fonction M € L2(]R";Li(Y))3 (a variables
séparées) se met sous la forme :

L
(9.17) M(x, &) = > M'(x) x¢(€) p.p. (x,€) € R" x R™,
/=1
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Obtention et justification du modeéle limite

pour un certain entier L, ot pour chaque £, M* € L2(R™)3 et x, € Li(Y), on constate que

L L
(9.18) B¥M = Vedive Y M  Nyxe = > Ve (M- VN )
/=1 /=1

]ﬂ#M est donc également a variables séparées et sa détermination nécessite la résolution de
L problémes cellulaires du type (9.13).

Remarque 9.4 Pour m > 2, on remarque par contre que st M est constante par morceaux,
alors ﬁ#M n’est pas en général une fonction constante par morceaux... C’est la 'une des
difficultés du cas m > 2...

9.3 Rappels sur la notion de convergence double échelle

Cette notion a été introduite par Nguetseng [36] et Allaire [2] afin de donner un cadre
mathématique adéquat a la démarche heuristique fréquemment utilisée dans les problemes
d’homogénéisation périodique, basée sur un développement asymptotique a double échelle
(voir [8] et également [40] pour une présentation de cette méthode). Bien qu’elle ne constitue
pas un ingrédient essentiel pour pouvoir mener a bien notre étude de convergence vers le
probleme homogénéisé, nous pensons que cette notion permet une meilleure compréhension
des idées de la démonstration.

n° Notation : Pour toute fonction u(x, &) défini sur RY x R™ périodique par rapport &
la variable & de période Y, on notera

(9.19) (u)° : x— u(x, )

d

Nous attirons l’attention du lecteur que par la suite les notations u° et (u)® n’auront pas

généralement les mémes significations - - -

Le théoreme au coeur de cet outil s’énonce (voir par exemple [2]) :
Théoréme 9.1 Soit O un ouvert de RN, N > m, et (us) une suite bornée de L*(0O). Il existe

alors une fonction ug(x, &) € L2(O x Y), telle que, a une sous suite extraite preés,

(9.20) im [ us(x) (4)°(x) dx = /O /Y uo(x, €) (x, €) de dx

—0.J0o

pour toute fonction test 1y € D(O;CF(Y)). Lorsque (9.20) a lieu, on dit que la suite (us)
converge a double échelle vers la fonction profil ug.

Un exemple de convergence double échelle, qui généralise en quelque sorte le résultat bien
connu de convergence faible d’une fonction § périodique vers sa moyenne est fourni par le
résultat suivant :

(9.21) Si ¢ € D(O;CE(Y)) alors (1))> — @ double échelle.
Ce résultat constitue en fait un ingrédient essentiel a la preuve du théoréme 9.1.

Remarque 9.5 Remarquer qu’il y a unicité de la limite double échelle. Le profil ug dépend
de la suite ug, de m et de Y.
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9.3 Rappels sur la notion de convergence double échelle

Remarque 9.6 Dans sa version originale, le théoréme 9.1 est énoncé avec m = N. Mais en
prenant dans le cas m < N une fonction test 1) ne dépendant de & que via m composantes,
on déduit immédiatement [’énoncé adopté ici.

Remarque 9.7 L’espace L? du théoréme 9.1 peut étre remplacé par LP avec 1 < p < 0.
On a alors le lien suivant entre limite faible et limite double échelle

Théoréme 9.2 Soit (us) une suite de fonctions de L*(O) qui converge double échelle vers
la fonction profil ug € L*(O x Y). Alors la suite (us) converge faiblement dans L*(O) wvers
u = (ug). De plus on a

(9.22) liminf {lusr2(0) 2 luollr20xvy 2 llullr2(o) -

L’égalité u = (ug) s’obtient facilement en prenant la fonction test ¢ dans (9.20) indépendante
de & L’inégalité |[uoll r2(0xy) = llullf2(0) découle immédiatement de la définition de (uo).
L'inégalité limso ||lusl| 20y = [luollp2(oxy) s'obtient en prenant dans (9.20) une suite de
fonctions tests (1) convergeant dans L?(O x Y') vers ug.

L’inégalité (9.22) montre que la convergence double échelle est intermédaire entre la

convergence forte pour laquelle limg . [|us]| 2(0) = ||| r2(0) ©t la convergence faible pour
laquelle liminfs_o [|us| f2(0) = ullp2(0)-

On peut affiner la notion de convergence double échelle en caractérisant les cas ot on a
Pégalité lims_,q ||“6||L2(O) = ||“0||L2(OxY)' Pour cela nous avons besoin d’introduire d’abord
le concept de fonction admissible.

Définition 9.2 (Fonction admissible) On appelle fonction admissible toute fonction v €
LX(0; L2(Y)) telle que ()° € L*(0),

() — o double échelle et lim || (v)’|

oy = 2oy

Par exemple le résutat (9.21) nous dit aussi que toute fonction de D(O; C3°(Y)) est admissible

(prendre us = (1)° dans (9.20)). Typiquement, on montre qu'une fonction 9 (x, £) est admis-
sible des qu’elle est continue par rapport a un de ses arguments. Les deux exemples d’espaces
de fonctions admissibles que nous retenons pour la suite sont L2(O; C% (Y)) et CY(O; LE(Y)):
ensemble des fonctions continues a supports compacts de O dans L3 (Y) (voir [2]). Notons

par contre qu'une fonction quelconque de L?(O:; Li(Y)) n’est pas admissible en général (voir
I'annexe de [2] pour des contres exemples).

Nous montrons alors :

Théoréme 9.3 Soit us et ug comme dans le théoréme 9.1, alors la convergence (9.20) a lieu
pour toute fonction admissible v au sens de la définition 9.2.

Preuve. Considérons une fonction admissible ¢ € L2(O;L?¢(Y)) et une suite (¢y) de
D(0; CZ(Y)) qui converge fortement dans L?(O xY) vers 9. En utilisant les décompositions

/ 5 (1)’ dX—/ua(wk dx+/ us (¥ — yp)° dx

et //uowdgdx—// uozpkdﬁ'dx—i—// uo(v — Yy) d€dx
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Obtention et justification du modeéle limite

on constate que

’/@ us (1)° dx—/o/y ug Y dde’ < /Ou(;(zpk)‘S dx_/o/y o Uy dng’Jr
/O/Y uo (Y — ) dﬁdx‘ + ‘/@ ug (¢ — qpk)5 dx‘
< /Oua (Vr)° dx—/@/yuwk dgdx‘+

luollz2 1w = ¥l 2oy + C || (8 = )|

L2(0)

ot C' est un majorant de la suite |lus]| £2(0)- Mais en écrivant que

nous constatons, du fait que 1 constitue une fonction admissible, que

HW Vi) ’

=2 [ @) ) ax ]

20) H £2(0)

(9.23) lim H (¥ — )’

= [l¢ — WH%?(OxY)

L2(0)

Ainsi, en faisant tendre § vers 0,

lim sup
6—0

Louswpax— [ [ ww dgdx]s<\|uo|rL2+0>\|w—wkuL2(M>

Ce qui permet de conclure en passant a limite en k. O

Nous avons alors de maniere immédiate,

Théoréme 9.4 Soit ug € L*(O; Li(Y)) une fonction admissible et (us) une suite de L2(O).
Les assertions (a) et (b) sont équivalentes :

(a) lim [us — (uo)’|

L*(0)

(b) us converge a double échelle vers ug et %in%] lusll 120y = lluoll L2 oxyy-

Preuve. (a) = (b) : Soit une fonction test ¢ € D(O; CF(Y)),

[ dx— [ [uovdeix] < | [ (w5 @)®) 0)° x| +
[ w0 @) dx— [ [ o ()" deax
< oo = 00 oy 160 o +

o @) ax = [ [ o ()" déax

Le dernier terme tend vers 0 car ug est une fonction admissible et donc (ug)? converge double
échelle vers ug, et le premier terme converge vers 0 par hypothese puisque || (1)? || £2(0) est
borné.
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9.3 Rappels sur la notion de convergence double échelle

(b) = (a) : En développant
2
L2(0)

Jus = (uo)’ Jus a0y =2 | s (10)® dx+ ] (10)” [0

nous concluons de maniere immédiatement puisque d’apres le théoreme 9.3, on peut utiliser
uop comme fonction test et donc

/u(;(ZLo)é dx—>// ug ug dé€dx.
(@] OJY
Od

La convergence (a) est ’équivalent “double échelle” de la convergence forte usuelle, que
l'on retrouve deés que ug est indépendant de €. Si (a) tient lieu on dit que nous avons une
convergence double échelle forte. Réciproquement, si u converge fortement vers ug alors u
converge a double échelle fortement vers uy.

9.3.1 A propos des fonctions admissibles

Les espaces de fonctions admissibles L?(O; C%(Y)) et CO(O; L (Y)) ne sont pas tout a
fait adaptés a notre étude, & cause de I'hypothése de continuité. C’est pour cela que nous
allons spécifier d’autres exemples (de fonctions admissibles) ou cette hypotheése est relachée.

Définition 9.3 Soit O un ouvert de RN, N > m, et u € LP(O,L%O(Y)), 1 <p<oo. Nous
dirons que u est a variables séparées lorsque u s’écrit sous la forme

K
(9.24) u(x,y) =Y 6i(x) xi(€) pp. (%€ €0xY
i=0

pour un certain K entier, g; € LP(O) et x; € L%O(Y) avec supp x; Nsupp x; = 0 pour i # j.
La fonction u est dite constante par morceaux lorsque chaque fonction x; coincide avec
la fonction caractéristique d’un ouvert de'Y .

Définition 9.4 Toute fonction vectorielle u € LP(O,L%EO(Y))3 est dite a variables séparées
(resp. constante par morceauz) lorsque chacune de ses composantes est une fonction a va-
riables séparées (resp. constante par morceautr).

Nous avons alors :

Lemme 9.1 Toute fonction a variables séparées u € L2(O,L7°¢°(Y)) est admissible au sens
de la définition 9.2.

Preuve. On suppose donc que u est de la forme (9.24) ot les fonctions g; € L*(O) et
Xi € LE (Y')). Nous rappelons le résultat classique (voir par exemple 'annexe de [6]), sur les
fonctions oscillantes : pour toute fonction x € LZ(Y).

(9.25) (x)° = (x) dans L®(RY) faible — .

Or, par la définition d’une fonction & variables séparées, (u)° est mesurable et, comme les
supports de (x;)? sont disjoints,

(9.26) Aﬁwfw:gkﬁwﬂmﬁgkﬁ@%w:éﬁwwwx
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Obtention et justification du modeéle limite

Il reste & montrer que (u)’ converge double échelle vers u. Par linéarité de la convergence
double échelle on peut se restreindre au cas u = gy o g € L?(0) et x € L (Y). Soit

Y € D(O;CF(Y)), le produit xy € CY(0O; L3 (Y)) est donc une fonction admissible. Par le
lien entre la convergnce double échelle et la convergence forte nous avons en particulier que
la suite (x1)° converge faiblement dans L?(Q) vers (xv). Par conséquent

L @) ax= [ g0 ix— [ g o) dx= [ [ u dedx

9.4 Justification du probleme limite dans le cas laminaire avec
n <2

On se place dans cette section dans le cas ‘n <2etm=1 ‘ soit Y = [0,1]. Par rapport
aux notations de la section 9.3 on désignera x =x; et £ = &.

Nous nous limiterons pour la preuve au cas simplifié sans le champ effectif mais le lecteur
se convaincra aisément que nos résultats s’étendent au cas ot ® # 0 modulo des hypotheses
adéquates sur la dépendance de ® par rapport a x et £ (cf. remarque 9.15). Par ailleurs dans
ce qui suit pour alléger les notations nous ne ferons pas mention explicite de la dépendance
de L par rapport a x et &.

9.4.1 Enoncé des résultats

La convergence sera montrée sous les hypotheses suivantes

Hypothése 9.1 On suppose que :

1. Il existe une fonction scalaire positive e, € L%O(Y) et une fonction vectorielle My €
LOO(R”;L;E(Y):)’ constante par morceauzr (au sens de la définition 9.3)et a support contenu
dans 2 X R, telles que, p.p. x € R",

e(x) = eo(1 + &,(x/0) 1o (x)) = e(x,2/8) et MY(x) = My(x, z/d),

ot £¢ est une constante strictement positive et 1q est la fonction caractéristique de 2.

2. Soit {Z;} l’ensemble des intervalles sur lesquels M(x, ) est constant, alors pour chaque
i, il existe une fonction L; telle que L(m,h;x,§) = L;(m,h;x).

3. Eg et Hy sont dans H(rot ,R™) avec : div (Mg + HO) =0 pour tout § > 0.

Remarque 9.8 D’apres le lemme 9.1, la fonction Mg constitue bien une fonction admissible.

On déduit en particulier que Mg admet comme fonction profil My et converge faiblement dans
L?(R?)3 wers (My).

On vérifie de maniere immédiate que sous I'hypothese 9.1, le théoreme 2.3 (chapitre 2,
page 37), sur l'existence et I'unicité des solutions fortes globales aux probleme (9.2)-(9.3),

s’applique.
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9.4 Justification du probléme limite dans le cas laminaire avec n < 2

Le probleme homogénéisé

Nous rappelons que les équations du probleme homogénéisé portent sur trois inconnues
vectorielles E", H" et M définies respectivement sur Qr, Qr et Or x Y, et s’écrivent :

" OE" —rot H" =0,  pod(H" + (M)) + rot E" =0 dans Ot

(9.27)
(E",H");—g = (Eg,Hg) dans R"

OM = LM, H" + TI,((M) — M)) dans QO xY
M\t:o =My dans R"xY

(9.28)
oll gh est donnée par (9.15) et ou I, désigne la projection orthogonale sur la droite vectorielle
dirigée par €,.

Définition 9.5 (solution forte) On appelle solution forte sur Qr du probléme homogénéisé
(9.27)-(9.28) tout triplet de fonctions (E", H* M) vérifiant :

(EM H", 0,E", 0,H") € {L>°(0,T; L*(R")3}*
(M, 9;M) € {L>=(0,T; L*(R" x Y)3)}?
et satisfaisant les équations (9.27)-(9.28) p.p.

Nous avons alors le théoréme d’unicité

Théoreme 9.5 Sous [’hypothése 9.1 il y a unicité de la solution forte du probléme ho-
mogénéisé (9.27)-(9.28).

et le théoreme de convergence (qui assure par la méme occasion l'existence de solutions fortes
au probleme homogénéisé)

Théoreme 9.6 Sous les hypotheses 9.1, pour tout T > 0, la suite (E‘s,H‘s,M‘S) converge
dans L>°(0,T; L>(R™)?)3 faible—x vers (E" H" M") ou M" = (M) et ou (E",H" M) est
lunique solution forte sur Qrp de (9.27)-(9.28). De plus

(9:29) fa HM6 - (M)(SHLoo(o,T;m(Rn)) -
o g~ (5 080~ 09) g -

Remarque 9.9 Nous montrons également que M est une fonction constante par morceaur,
donc admissible. Par conséquent les convergences (9.29) et (9.30) signifient en particulier
qu’on a une convergence & double échelle forte des suites (M%) et (H?) wvers leurs profils
respectifs M et (H" 4 I, (M) — M)).
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9.4.2 Preuve de 'unicité

Nous montrons le théoreme 9.5. La preuve repose sur la démarche utilisée pour prouver
I'unicité de la solution forte du probleme (9.2)-(9.3) (voir chapitre 2 page 51). Nous au-
rons besoin en I'occurrence des projecteurs F| et P (comme définis page 42) associés a la
décomposition orthogonale classique de L2(R")?

L*(R?*)? = L{(R™) & L7 (R")
avec : Lﬁ(R2) = {v e L}(R?)?3 /rotv =0} et L3 (R?) ={v e L*(R?)3 /divv = 0}.
(9.31) R : L*(R")® — L{(R") et P, : L*(R")* — L7 (R").
Notons par ailleurs que I’hypothése 9.1 implique en particulier
"€ L®(R")’ et el < (€"€) V £ € RP,
(9.32) Mg € L®(R" x Y)3 N L?(R™ x Y)3,

div (Hp + (Mg)) = 0.

La derniere relation s’obtient en passant a la limite faible dans div (Mg + Hy) = 0, compte
tenu de la remarque 9.8. Les conditions 9.32 constituent en fait les “véritables” hypotheses
pour avoir 'unicité de la solution forte.

Considérons donc pour un temps fini 7' donné, deux solutions fortes (Ef, Hf M) et
(El, HE, M?) du probleme (9.27)-(9.28). On remarque d’abord qu’en vertu de la propriété
(9.4)(7) nous avons pour tout ¢ € [0, 7],

(9.33) M (x,1,6)| = [M2(x,1,6)| = [Mo(x,€)| pp. (x,€) €R" XY
Notons
e=E!'-El h=H}-H} m=M'-M?
> = L(M' H} +IL,((M!') — MY)) — £(M? H + L ((M?) — M?))
Ces champs vérifient (on remplace (0;m) par ( >)),
gh oie —roth =0, dans Qr

(9.34) po Oth +rote = —po ( >), dans O

Oom= > dans Qp XY

avec

(9.35) (e,h)j;—o = (0,0) dans R", m;_g=0 dans R" x Y.

Posons

et) =+ [ (che(t)-e(t) + o (IO + (Im(®)?))) dx

1109
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9.4 Justification du probléme limite dans le cas laminaire avec n < 2

En multipliant scalairement dans L?(R™) la premiére équation de (9.34) par e(t) et la
deuxieme équation par h(t), et scalairement dans L?(R™ x Y) la troisitme équation par
wom(t), on trouve en faisant la somme des trois et en appliquant la formule de Green,

d

(9.36) at® = MO/RH(<m(t)- S (1)) = h(t) - ( >(1))) dx
= o [ [ mio) =) >(0) deax

car h est indépendant de &. Par ailleurs, d’apres (9.6), et compte tenu de (9.33), il existe deux
constantes C' et Cy qui ne dépendent que de |[My||;« telles que, p.p. dans Q1 x Y,

| >| < C1 [m] [H} + L (M) — MY)| + Cp b + L, ((m) — m)|
et donc, en prenant la norme L2(R" x Y') tout en réutilisant (9.33) et en posant :
C3 = 2C || M| ;0e + 2C5,
onap.p.t

(9.37) | >(0)ll;= < O ||lm()] [HI@)

o T O bl 2 + Cs [m(@)] 2

Le seul terme génant pour pouvoir majorer (de maniére intéressante) la norme L2 de > est
|m)| ‘H? ‘ du fait que H? n’est a priori pas borné en espace. C’est pourquoi nous allons user une

fois de plus des deux lemmes 2.7 et 2.8 du chapitre 2. Grace a la condition div ((Mo)+Hp) =0
on déduit des équations (9.27) que div ((M') + H}) = 0 ce qui nous donne la décomposition

HY = PR - ROV
Or pour presque tout ¢ € [0,7], on a d’une part, par (9.33),

IMEE ooz < IMoll gz we ) = Mo

et d’autre part, en appliquant P, a la premiere équation de 9.27 et en utilisant le fait que
P, et rot commutent, rot Py H(t) = P, (£"0,E}(t)), donc, comme div P H}(t) = 0, pour
presque tout ¢ € [0, 7],

2

|P.rt 0], <ot

L2
+ i
H o0 (0,T;L2) L°°(0,T;L2)

L’application des deux lemmes 2.7 et 2.8 du chapitre 2 montre donc I'existence d’une constante
C et d’une fonction H,l) € L>®(R?)? telles que pour p.p. t,

.. <cw o [0 -], <crn

pour tout réel p > 0 assez grand (prendre H,l) = SPP H} — B’ (M")). Puisquen plus
lm(t)| ;0 < 2Mp, on déduit

2MyC
< Cln(p) m(®)l 2 + ==

(9.38) lm(®)] [ @)

L2
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En appliquant I'inégalité de Schwarz au second membre de (9.36), nous déduisons en utilisant
les majorations (9.38) et (9.37),

%5@) < Cyln(p) E(t) + % &(t)

avec C5 = 24/2u0MoC1C et Cy choisie de telle sorte que pour p grand Cyln(p) > 4Cs(1 +
C'ln(p)) + 4Cs. L’intégration de cette inégalité entre ¢( et ¢ nous donne

(9.39) E(t) < E(tg) 4 CgpCaltto)=1

Soit N tel que T'/N < 1/Cl4, I'inégalité (9.39) et £(0) = 0 montrent par une simple récurrence
sur k=0,---,N — 1, que pour tout t € [kT/N, (k + 1)T/N]

Et) < (k+1)Cs p((C4T)/N)—1

D’ou pour tout ¢ € 0,77,
E(t) < NCs pUCHT)/N)=1

et donc en faisant tendre p vers oo, £(t) = 0. O

9.4.3 Estimations a priori pour le probleme hétérogene

La preuve de convergence (qui suivra) repose sur les estimations a priori uniformes par
rapport & & pour les champs (E°, H® E?). Notons £(E, H) I’énergie électromagnétique as-
sociée a une onde (E, H) solution de (9.2) :

£9(E, H) :/Rn & [EJ® + o [H]? dx.
Nous avons alors les estimations uniformes suivantes
Théoreme 9.7 Sous [’hypothése 9.1, pour tout t > 0,
(9.40) E(BS (), HO (1)) < E9(Bo, Ho) et ‘M‘S(x,t)‘ - ‘Mg(x)‘ p.p. x € R
De plus, VT < oo, il existe une constante C(T') indépendante de ¢ telle que p.p. t <T,

(9.41) E9(O,E (), 0,H (1)) < C(T) et Hatmé(t)\

= C(T).

Preuve. Nous rappelons que les estimations (9.40) proviennent respectivement des pro-
priétés (9.4)(ii) et (9.4)(7) de la loi non linéaire L. Par ailleurs, les estimations (9.41) sont
I'application du théoreme (2.5) (chapitre 2, page 53), puisqu’en notant €1 = eo(1 + ||&7 || ;00 ),
on a pour tout § > 0,

gg<e’ <ep et HMgHLm < [[Mol[ o -
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9.4 Justification du probléme limite dans le cas laminaire avec n < 2

9.4.4 Preuve de la convergence

On se placera pour toute la suite (sauf indication contraire) sous les hypotheses 9.1 et aux
instants 0 < ¢t < T < oo ou T un est temps fixé. Le résultat d’unicité démontré plus haut
montre qu’il suffit de prouver le théoreme 9.5 pour une sous suite extraite.

Or le théoreme 9.7 montre en particulier que les suites (E°), (H?®), (M?) (6;E?), (0;H?) et
(9,M?) sont bornées dans L>°((0,T); L*(R™))3. Donc, & une sous suite extraite pres, on peut
supposer l'existence de E?, H", M" éléments de W1>°(0, T; L>(R™)3) telles que

(E?,0,E%) — (E"", 0,E") dans L>(0,T; L?(R")3)? faible — %
(H?,9,H%) — (H", §;H") dans L>(0,T; L*>(R")3)? faible — %
(M?, 9;M?) — (M", 9;M") dans L>(0,T; L?(R")%)? faible — x

D’apreés les conditions initiales (E°, H®, MY’ )it=0 = (Eo, H7M8) et la remarque 9.8 on déduit
de ces convergences,
(9.42) (E", H",M");;— = (Eo, Ho, (My))

Il nous reste maintenant a retrouver les équations du systeme homogénéisé.

On va procéder en trois étapes. La premiere étape consiste a passer a la limite d’abord dans le
systeme de Maxwell. La deuxiéme étape consiste a montrer ensuite le résultat de convergence
(9.29). Enfin la troisitme étape consiste a dériver 1’équation (9.28) et déduire la convergence
(9.30).

Etape 1 : passage a la limite dans le systeme de Maxwell

En fait, considérant 9,M° comme un terme source, obtention du systéme homogénéisé
(9.27) constitue un résultat assez classique en homogénéisation et dont une démonstration
par la méthode d’énergie peut étre trouvée dans [40] par exemple.

Néanmoins nous allons redémontrer ce résultat via la technique de convergence a double
échelle ce qui permettra en particulier de guider nos pas a 1’étape 2.

La suite (E°,H® M?°) est bornée dans {L*(Qr)3}3. D’aprés le théoreme 9.1, quitte a
changer de sous suite extraite, on peut supposer que la suite (E5 JHY, M5) admet une limite
double échelle (E*,H*,M*) dans {L?(Qr x Y)?}3. Nous avons en particulier pour toute
fonction ¥ € D(Qr; C’;O(Y))?’,

(943) B6(x7 t) ' \I/(X, t; %) dQr — B(X7 t?&) ’ \I/(X, i g) dQr df
QT QT XY

ot le couple (B®,B) désigne un des trois couples (E°,E), (H’,H), (M?,M). Par ailleurs,
d’apres le théoreme 9.2,

(E" H",M") = ((E"), (H"), (M")).
Ces mémes considérations pour la suite (E5,H5,M5) s’appliquent aussi a la suite des
dérivées en temps (0;E°, 0;H% 0,M?) et en prenant ¥ = ;¥ dans (9.43) on déduit (apres

une intégration par parties en temps), par unicité de la limite double échelle, que la fonction
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profil associée & la suite (0;E®, 9;H?, 9;M?) n’est autre que (9;E*, ,H*, 9;M*) qui appartient
donc & {L?(Qt x Y)3}3.

Ces considérations étant faites, passons maintenant a la dérivation proprement dite du
systeme homogénéisé. Pour cela nous partons de la formulation faible de (9.2) : pour tout iy
et ¢° dans D(Qr)?,

/Q (" 4*) - B + (rotw?) - H) dQr =0
(9.44) T
[ (#06® - 01 + M) - (rot 6°) - E?) dQr =0

ot

et nous choisissons ¢ (x,t) = U(x,t, £) et ¢°(x,t) = ®(x,t,%), ot ¥ et ® sont deux fonctions
dans D(R"™ x [O,T);C’;EO(Y))?’.

Pour une fonction (x,t,€) — ¥(x,t€) € R? nous notons rote¥ = 9¢(&, x ¥) et rot ¥ le
rotationnel par rapport a la variable x.

La premiere équation de (9.44) devient

1
(9.45) /Q ((e U)K + (rot ¥ + 5 rote 0)° - H5) dQr =0
T

Compte tenu de la forme particuliere de €, nous avons

/QT(s V). 9E° dQr — 50/

or

(0) - E° dQr + 2 / (6, 0)° - OED dQy
Qr

Mais comme &, € LF(Y), &, ¥ € CO(Q; L;E(Y))?’ ce qui montre qu'il s’agit d’une fonction
admissible de L?(Qr; Li& (Y))2. En utilisant le théoreme (9.3) pour passer & la limite dans la
deuxieme intégrale du second membre, nous déduisons (apres avoir recollé les deux morceaux)

/ (e D)’ - ,E’ dQ1 — (e W) - ,E*dQrdE
QT QTXY

Ainsi, en multipliant 9.45 d’abord par 0 et en faisant ensuite tendre § vers 0 montre que
rote H* = 0 dans D'(Qr x Y). D’on

(9.46) HY (x,1;€) = H]/(x,t) et Hi(x,t;€) = H2 (x,1).

De maniere similaire, la deuxieme équation de (9.44) devient

(9.47) / <M0(q>)5 Oy (H? + M%) — (rot ® + %rotgfb)‘s . E5> dQr =0
or

et aboutit a la caractérisation
(9.48) E;(x,t;€) = Ej(x,t) et EX(x,:¢) = EX(x,1).

Il nous reste a maintenant a caractériser la composante z des fonctions profils. Choisissons
pour cela ¥ = ¥, €, dans (9.45). On a donc rot¢¥ = 0 et I"équation (9.45) devient

(9.49) /Q (e W) 0BS + (9.,)° H3) dQr = 0
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Passant a la limite dans (9.49) implique
(9.50) / (c W, OB + 0.9, H;) dOrde =0
QrxY

Choisissons maintenant ¥, = ¢ dgtp out ¢ € D(Qr) et ¢ € CF(Y) dans (9.50). En utilisant
(9.46), on déduit

/ ¢/ e OE7 9 dé dQr = 0 soit J (e 4E%) = 0 dans D'(Qy x Y).
Qr Y
Introduisons f(x,t;§) = fof OE:(x,t;v) — OBl (x,t) dv. f € L?(Qr; H#(Y))g’ et est solution
p.p- (x,t) € Qp de :
O¢(e O¢ f) = OEL O¢e, dans D'(Y), fie—o = fle=1 = 0.

Par linéarité de ’équation et unicité de sa solution dans H # (Y) on déduit que

f(x,t:6) = x(€) %EM(x,t) + cte p.p. dans Q x (0,T) x Y,
f(x,t;€) =0 p.p. ailleurs.

ou x est donnée par (9.10). Il s’en suit

OEL(x,t;€) = (1 — 8@(({))@E2(x, t) p.p.dans Q x (0,T) x Y,

(9.51)
OEL(x,t;€) = O;El(x,t) p.p. ailleurs.

Nous sommes maintenant en mesure de déduire les équations homogénéisées (9.27) en prenant
(0, ®)(x, £:€) = (¥, B)(x, ).

et en passant a la limite double échelle dans (9.45) et (9.47) tout en utilisant (9.51) et (9.48).
Nous obtenons

h 5 fh h _
/ (" OE" - @+ H" - rot ¥) dQr =0
(9.52) or
/ (10 0(H" + M") - @ — B" 10t ) dQr =0

T

Le systeme (9.52) couplé avec (9.42) correspond bien a (9.27).

Remarque 9.10 Pour démontrer (9.52) on n’a pas eu besoin de caractériser la composante
x du champ magnétique. Cependant, il est possible de [’obtenir en choisissant ® = &, €, dans
(9.47) et en passant a la limite quand 6 — 0. On démontre qu’on a alors

(9.53) (H; + M) (x, £5€) = (Hy + M)(x,1), pp. (x,1;€) € Qr x Y.
Nous allons retrouver ce résultat d’une autre maniére par la suite.

Remarque 9.11 Raisonnons formellement (pour l’instant) en supposant qu’il est possible
de passer a la limite double échelle dans le terme E(H5,M5), c.a.d. que la fonction profil
associée a ce terme est L(H*, M*) (ce qui est bien le cas et sera l'objet de [’étape suivante).
On constate alors en utilisant les caractérisations (9.53) et (9.46), que la fonction profil M*
vérifie bien la loi non linéaire (9.28).
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Etape 2 : Convergence A double échelle forte pour M°
Plus précisément nous allons montrer que M* est une fonction admissible et

6—0
—_—
L2(Qr)

(9.54) HM5 — (M) } 0.

La démonstration de ce résultat est basée sur le résultat de convergence forte suivant sur le
champ magnétique H®. En effet d’aprés D’estimation (9.41) et en utilisant les équations de
Maxwell (9.2) nous constatons que la suite (rot H%) est bornée dans L?(Qr). En recombinant
ce résultat avec les estimations (9.40) et (9.41) on obtient que la suite (P, H?) est bornée dans
HY(Qr) (cf. remarque 2.5, page 42). On déduit alors, quitte & changer la suite extraite de
départ, que

(9.55) lim |PH — P =0

L (Q)

Par ailleurs, de maniere classique, comme div (Hg + MJ) = 0 et ;div (H® + M?) = 0, on en
conclut que div (H? 4+ M?) = 0 et donc B (H® + M?) = 0.

En résumé, nous avons une décomposition de H? en la somme deux termes P, H® et P||H5, ou
on a une convergence forte pour le premier (et donc un “bon” comportement dans le passage
a la limite dans la loi non linéaire) et ol on a une expression explicite en fonction de P M°
pour le deuxieme.

Le gros de l'effort va étre donc de préciser quel type de convergence peut-on espérer avoir
pour ﬁM5. D’apres la forme annoncée pour le modele limite, on constate qu’il est impossible
d’obtenir une convergence forte de F M? vers ﬁMh. C’est pour cela que nous allons a la
recherche d’'une convergence intermédiaire entre la convergence faible et la convergence forte,
il s’agit en 'occurence du résultat (9.54).

Les choses se passent de maniere particulierement agréable dans le cas 1D et il nous a paru
intéressant de présenter d’abord ce cas simple, ce qui facilitera la compréhension du cas 2D
qui en constitue une généralisation.

Démonstration dans le cas 1D. Dans ce cas, F, coincide avec II, (la projection orthogonale
sur droite vectorielle dirigée par &) (cf. remarque 2.8, page 43). Ainsi, H® = P,H® — II,M°
et MY vérifie sur or,

oM’ = £(M°, P.H® — II,M°)

Dans ’hypothese ol tout se passe bien au niveau de la convergence double échelle, I’équation
vérifié par M® nous suggere d’introduire M(x, t; €) vérifiant :

oM = L(M, P H"— II,M) dans Qr xY,
M|t:0 =My dans R"xY

(9.56)

D’apres le lemme 9.3 (voir ci-apres), sous ’hypothese 9.1, le systéme (9.56) admet une (unique)
solution M € W1(0,T; L*(R; L:;(Y))?’) constante par morceaux. Considérons donc cette
solution (qui constitue une fonction admissible (par le lemme 9.1)) et posons

(9.57) m’ = M’ — (M)°.
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Cette fonction vérifie alors sur Qr, du fait de la commutation (TI,M)? = I, (M)? (c’est la
que Pégalité B = II, simplifie les choses!)

(958) om® = L(M?, P,H® — TI,M?) — £((M)%, P,H" — TI,(M)?)

A partir de (9.4)(¢), nous déduisons pour tout ¢t > 0 et tout § > 0,

(959) M) = | e)

L (R™) ny S [Mol| oo (r7 xv)

_ é
HLOO(R”) - H 0 HLoo(R
Prenons le produit scalaire de la premiere équation de (9.58) par m? ; en posant R = Mo || ;o0
nous déduisons par (9.59) et (9.6) l'existence de deux constantes C7 et Co (indépendantes de
0, mais dépendantes de R) telles que,

0001 o0 = 4 o 8 A0 08— 9] ] o

Nous allons tirer profit une deuxiéme fois de ’hypothése 1D pour simplifier la démonstration.
En effet, par I'injection continue de H!(R) dans L>°(R) et par les estimations (9.40) et (9.41),
la suite (P,H?) est bornée dans L>(Qr). Il existe donc une constante C indépendante de §

telle que
C>0 (HPJ#HL ion R) + O,

L’estimation (9.60), nous donne, une fois intégrée sur €2,

2

(9.61) * .

<l

i o) e

+ Gy |P.(B - H) ()

)

2dt L2(Q) L2(Q)

Par le lemme de Gronwall, I'inégalité (9.61) montre que, pour tout ¢t < T,

t
< eC’t/ e—CT
L2(Q) 0

En faisant tendre ¢ vers tout en utilisant (9.55), nous obtenons

(9.62) m?(2)]

P.(H — H")(7)|

L2 (@)

(9.63) lim |m }CO (0,T5L2(52)

6—0

Mais comme M?(t) = 0 en dehors de Q (le support de (Mg)? est contenu dans €, il en est donc
de méme pour M? et (M)5 par la conservation de la norme), on déduit que la convergence
tient lieu sur CY([0,7]; L?(R)). Par ailleurs, comme M est une fonction admissible, on déduit
en particulier (cf. théoreme 9.4) que M est la fonction profil associée a la suite M? et donc
M = M*. Ce qui prouve le résultat recherché.

Remarque 9.12 Dans le cas 1D, on a tiré avantage du fait que le projecteur B, admet
une expression locale en espace conservée par passage a la limite double échelle : c.a.d. si
v € L2(R; L2(Y))? est la limite double échelle d’une suite (v°) de L?(R)? alors Rv est la
fonction profil associée a la suite (B, Vé). Dans les cas 2D et 3D ceci n’est plus vrai et le
premier travail a effectuer sera donc de caractériser la limite double échelle de ce projecteur.
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Généralisation au cas 2D. La démonstration utilise le résultat des deux lemmes suivants
dont la démonstration suivra celle du théoréme. Le lemme 9.2 donne 'expression de la limite
double échelle du projecteur F. Quant au lemme 9.3, déja utilisé pour la démonstration du
cas 1D, il donne un résultat d’existence (et d’unicité) de solutions du probléme limite associé
a la loi non linéaire.

Lemme 9.2 On définit l'opérateur S, de L*(Qr x Y)? dans lui méme par
(9.64) SM = R (M) — IL((M) — M).

Nous avons alors pour toute fonction M € LQ(QT;LO#O(Y))?’ a variables séparés et dont sa
restriction a Q1 X Y est a support compact,

(9.65) [(sM)’ — (M|

N
L2(Qr)

Ce lemme est encore vrai en dimension 3.
Remarque 9.13 Le lemme 9.2 nous dit en particulier que SyM est la limite double échelle
forte de P“(M)5. Par ailleurs, c’est bien une généralisation de ce qui se passe en 1D. En effet,

dans ce cas B = Il et donc S; = Il ; le résultat (9.65) est par conséquent une trivialité,
puisque (S M)? = B (M)°.

Lemme 9.3 Soit My € L®(R" x Y) N L3(R" x Y), et soit ¢ € Wh*(0,T; L*(R™)?) N
L>(0,T; HY(R™)?) deux fonctions données. Alors 'équation différentielle

oM =LIM,¢p — 5 (M)) dans Qr x Y,
Mo =My dans R" XY

(9.66)

admet une solution unique M € WhH*(0,T; L2(R"™ x Y)3). Cette solution vérifie pour tout
te[0,T],
(9.67) M, 1,6)] = [Mo(x,6)| pp. (x,€) € R" x V.

De plus, si Mg et L vérifient I’hypothése 9.1 alors M est constante par morceaux.

En admettant pour le moment le résultat de ces deux lemmes, la démonstration du cas 2D suit
la méme démarche que le cas 1D. On commence par introduire la solution constante par mor-
ceaux (qui constitue en particulier une fonction admissible) M € W 1>°(0, T; L2(R"; Ly (Y))?)
de

oM = L(M, P.H" — S, (M)),
M|t:0 = My,

(9.68)

qui existe d’apres le lemme 9.3 appliqué & ¢ = P, H". Nous introduisons m® défini par (9.57).
Elle vérifie sur O,

mé = 5 5 5\ 5 ho 5
(9.69) % LM?, PLH® — AM?) — L(M)°, P H" — (§M)°)
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Prenons le produit scalaire de de la premiere équation de (9.69) par m?; en posant R =

| Mp]| o0, nous déduisons par I’estimation (9.59) et par la propriété (9.6) 'existence de deux
constantes C et Cy (indépendantes de J, mais dépendantes de R) telles que,

(9.70) %at‘mélz§01’m5‘2‘]{H5_P”M5’+02 (P — 1)+ |AM? - (SM)°]) [m’|

En écrivant que M’ —(SM)° = Bm®+ (ﬁ (M)? — (S||M)5), I’estimation (9.70) nous donne,

en posant, F = |P, (H® — Hh)} + ’ﬁ(M)5 — (S“M)‘;} )

(9.71) %& m’[* < ¢ [m[* | PE — BMC| + @y (|| 4+ ) |

ot d’apres (9.55) et le lemme 9.2, F° — 0 dans L?(Qr) fort. Par rapport au cas 1D on se
retrouve maintenant dans une situation analogue & (9.60). Mais la grande différence est que
les deux quantités P, HY et P“M5 ne sont pas a priori dans L>°(€2r). Néanmoins,

Lemme 9.4 Pour tout réel X > 0 assez grand et pour tout § > 0, il existe une fonction
W4 € L>®(Qr)? telle que

< C/A,

|4 o

<Clogh et |[(PH' - AM®) - 0}

[P~

la constante C étant indépendante de A et §.

Preuve. D’apres (9.40), nous déduisons que pour tout t < T,

e

r2wmy T HM(S(t)HLOO(]R") - HMg‘

+ HM%H < C(Q) [[Mol| oo (g7 x vy

L2(R"™) L>(R"™)

ou C(QQ) = 1—|—mes(Q)%. Nous avons également par les estimations (9.40) et (9.41), 'existence
d’une constante C(7") indépendante de § telle que

Le lemme 9.4 devient alors (une fois encore) une conséquence des deux lemmes 2.7 et 2.8, en
prenant \IJ‘; = S P H’ — P“)‘M‘S. O

PH ()| O(T).

<
H'(R"™) —

Appliquons ce lemme et posons 0‘;\ = (PLH‘S — ]—ﬂ) — \II‘)S\. En majorant ‘9‘;\‘ ‘m‘S‘Q par
2R |63 |m®
Cauchy-Schwarz,

, nous obtenons en intégrant I'inégalité (9.71) sur €2, et en utilisant l'inégalité de

1d 2

(9.72)5&"‘“6(”‘9(9) < CiClog(}) Hmé(t)’;(g)+2RC1H9§(25)’L2(Q) Hmé(t)jmm)
+ G (Hlﬂm‘s(t)! . (Gl LQ(Q)) [m? o) oy

Par ailleurs, comme le support de M est contenu dans 2x Y, on déduit que le support de (Mg)
est contenu dans €) et par conséquent, pour tout ¢, le support de m5(t) est également contenu

239



Obtention et justification du modeéle limite

dans . Aussi, puisque B est de norme < 1 sur L?(R") on déduit que || Bm?’(t) 2200 <
[| O (t) HLQ(R")' L’inégalité (9.72) nous donne alors (en notant || - [[z2 = || - [[z2®"))

o) [0,

ou la constante Cj est choisie de telle sorte que ’on ait, pour A assez grand,

2

< Cotog) [l ), + (2001 |00

|70,

2
0.73) 55 [m0 o), -

C1Clog(A) + Oy < Cylog(A).

L’intégration de I'inégalité (9.73) sur l'intervalle [to,t] C [0,T] implique

] 22000

L2) dr,

soit, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a I'intégrale en temps dans le second membre
et en utilisant le lemme 9.4,
L2 (QT) >

oil on a posé, fr(t)? = ()\QCot - 1) / (2Cylog A\) et C3 = 2R Cy C. En prenant le sup sur [tg, t],
I'inégalité (9.74) s’écrit aussi
L2 QT)>

[m (o) | , + A" /Ot A6 (2RCy )|, + Ca |7 )|

-t (S + o

< \Co(t—to)
A

L2 —

(9.74) Hm5 (t)‘

o),

< \Col(t—to)

(9.75) Hma‘ CO([to,t];L2) —

[’ ()],

-t (T + |

En passant a la limsup en § dans (9.75), nous déduisons

+ @fx(t —tp).

(9.76)  Timsup||m?| PR

6—0

< Co(t—to) 1; 9
CO([to,t];L2) — A 111;1_5}(1)1p Hm (tO)‘

Prenons d’abord tg = 0 dans (9.76). Nous avons par construction m®(0) = 0 et par suite

—fA( ).

(9.77) limsupHm ’00(01&] iL2) T A

6—0

Soit Ty = min(1/Co, T). fr(To)/A ~ A\CoTo~1 (ZColog)\)_% quand A — oco. Donc fx(Zp)/A
tend vers 0 quand A — oo. Ainsi, en prenant ¢ = T dans (9.77) nous déduisons, en faisant
tendre A vers +oo,

o7 o]

CO([0,T0];L2)

Reprenons maintenant l'estimation (9.76) avec tg = Tp et t = T} = min(27y, 7). En utilisant
(9.78) et le fait que f\(T1 — Tp)/A — 0 quand A — oo nous déduisons que la convergence
vers 0 de m® tient lieu dans C°([0,Ty]; L?). Ainsi par une simple récurrence sur n, on peut
facilement montrer que le résultat de convergence est encore vrai sur C°([0,T,]; L?) avec
T,, = min(nTp,T), ou n est un entier quelconque. Ceci montre,

.19 fmy |

Co([0,T];L?)

On conclut comme en dimension 1.
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Etape 3 : Fin de la preuve

L’étape 2 nous dit en fait plus que la convergence double échelle forte de M? vers M.
Elle affirme que cette limite double échelle vérifie (9.68). Il nous reste donc & montrer que
ce systeéme coicide avec (9.28) et d’en déduire le résultat de convergence (9.30). D’apres la
premiere étape nous savons que

1o ((%Hh + (‘3ch) +rot E" = 0 dans Or

avec H"(0) = Hy et M"(0) = (My). Puisque div (Hg + (Mg)) = 0 (cf. (9.32)), on déduit par
le raisonnement habituel (voir par exemple début de I’étape 2) que

(9.80) BH"=-RM".

Par le lien entre la convergence double échelle et la convergence faible nous avons 1’égalité
M" = (M). 1l en résulte que

SM = RM" I, (M) — M)

et en utilisant (9.80),
(9.81) PH" - SM =H"+1I, (M) — M)

En combinant cette inégalité avec le systeme (9.68), on retrouve bien (9.28). Montrons main-
tenant (9.30). Nous utilisons la décomposition classique H’ = PH’ — P“M5. D’une part

|BM? — B (M|

< [ -

L2(Qr L?(Qr)

L’étape 2 nous dit alors que || BM° — B (M)° lz2(or) — 0. Le lemme (9.2) nous permet
de déduire que || BM°® — (S,M)° || 12(9r) — 0. D’oti, en combinant avec la convergence forte
(9.55) et en utilisant la décomposition de HY,

lim |~ PH" + (5,M)°)

L2(Qr)

On conclut en réutilisant (9.81). O

Remarque 9.14 L’étape 2 de la preuve nous indique que le terme nouveau : 11, ((M) — M),
apparaissant dans la loi non linéaire du modéle homogénéisé provient de la limite double

échelle de ]:|’|H5. Comme IﬂH‘s n’est autre que le champ démagnétisant (cf. chapitre 1, page

20), ce terme supplémentaire s’interpréte donc comme un terme correcteur de l’énergie démagnétisante
a Uéchelle “microscopique” (relative a la cellule de périodicité Y ).

9.4.5 Preuve du lemme 9.2
La preuve de ce lemme repose sur le résultat suivant :

Lemme 9.5 Soit Q un ouvert borné de R™ (n < 3) et f € L2(]R”;L;£°(Y)) une fonction a
variables séparées (voir définition 9.3) a support contenu dans 2 x Y. On note us (resp. u)
le potentiel newtonien associé a (f)° (resp. a (f)). Nous avons alors,

Dua (s = u) = (f)° + ()]

20

180 (us = W)l 2 — 0 pour (o, B) # (v,2) et |
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Preuve. Quitte a changer f en f — (f), il suffit de montrer le lemme lorsque (f) = 0 (et
donc u = 0). De plus, comme f est a variables séparées, par linéarité, il suffit en fait de
montrer le résultat du lemme dans le cas particulier ou

Fx,y) = g(x)x(y), g € L*(R") et x € LE(Y) tq (x) =0,

ou la fonction ¢ est a support contenu dans €. Ainsi en notant ys = (X)5, nous avons
simplement (f)? = g xs5. Pour x € R™ on pose x = (z,y) € R x R""!. Nous rappelons que u’
vérifie Aud = g x5 dans R™. Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier par rapport & la
variable y & cette équation nous obtenons, pour presque tout & € R™ 1,

(9.82) 152, €) = /R Gz — o, €)3(a, €) x5 (a') do’

ou & désigne la variable de Fourier duale & y et ou G(x,&) = —exp(— |€||z])/(2]&]) est la
solution fondamentale associée & I'opérateur 9y, —|€|%. Or, pour & # 0, 2’ — G(z—a',€)§(2, £)
appartient & L!(R) pour tout x € R. Comme Y5 converge vers (x) = 0 dans L*(R) faible—x.
Nous déduisons pour presque tout & € R" 1,

(9.83) us(x, &) = 0V z €R,
Considérons d’autre part un réel A positif tel que Q soit contenu dans [—A, A] x R""!, et
notons I =] — A, A[. On a alors (puisque |z — 2’| > |z| — |2/]),
lag(z, &) < exp(—[¢] Iivl)/(?lﬁl)/lexp(lﬁl\9C'|)|§(x',£)\ xs(2)] da’
1.
< exp(—[&]|z])/(21€]) (2(exp(A[€]) — 1)/ €])2 [[(9) (€] 2 [Ix]l o

Ainsi, pour presque tout & € R"!, il existe C'(£¢) < oo telle que

(9.84) jas(z,€)] < C(€)exp(—[€][2]) € L*(R) pour &#0.

A partir de (9.83) et (9.84) et du théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous
déduisons que pour presque tout & € R 1,

(9.85) las(E)ll L2y — O
Nous avons également, d’apres (9.82),
(9.86) €17 las(€)l 2 < |lEP G|, 13 x5) @2 < 1GE) 12 Il o

ott & — ||§(€)]|7 appartient & L'(R"!). A nouveau, le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue montre, en vertu de (9.85) et (9.86),

[ 16l liste,€) de e — 0
R JR™

Par Parceval, nous en déduisons que ||0npus| ;> — 0 pour a # x et 8 # x. Puisque Aus = ()2,

a:c:cué - (f)é‘

|00z ts|| 2 — O pour o # x. D’apres (9.82) nous avons,

nous en déduisons également que ‘ 2 0. I nous reste donc a démontrer que

(9.87) 0sis(@.6) = | €=, ©)3(a',€) xsla') da’
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9.4 Justification du probléme limite dans le cas laminaire avec n < 2

ou G'(z,&) = —sign(z) exp(— |&| |z|)/2. 1l est facile de voir que le raisonnement utilisé pour
démontrer (9.85) s’applique pour montrer que pour presque tout & € R"~!,

(9.88) 10xt5(&)| L2ry) — O

et de maniere similaire & (9.86), nous avons

(9.89) 1€110205(E)ll 2 < [[1E1G"(E)| 11 13 x5) )Nl 22 < NFEN 2 NIl e -

D’apres (9.88) et (9.89) et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue nous déduisons

[ 1P osnte ) dedz — 0
R JR"!

Ce qui permet de conclure en utilisant 1’égalité de Parceval. O
Preuve du lemme 9.2

Il s’agit de montrer que pour toute fonction M € L?(Qr; Ly (Y))? & variables séparés et
dont sa restriction a Q@ X Y est a support compact,

[(s™M)° — (M)’

L2(QT)

On note par M(t), M, (t) et M (t) les composantes du vecteur M(t). Pour presque tout
t € [0, 7], chacune de ces composantes répond donc aux hypothese du lemme 9.5. La variable ¢

étant un parametre, nous introduisons u®(t) (resp. u(t)) le potentiel newtonien vecteur associé
3 (M(£))° (resp. & (M(t))) -

Aud(t) = (M(1))° et Au(t) = (M(1)).

Nous avons par définition, B (M)® = Vdivu® et B (M) = V divu (voir remarque 2.7, page
43), ce qui nous donne en dimension 3 par exemple :

amu‘; + 8wyug + 8mug OpzUy + Oryuy + Oz,
BM)’ = | 9yud +9yul +9,.ul | B(M) = | 9,u, +dyu, +dy.u,
Dt + 8zyu§ +0,,ud OzpUy + Ozyuy + 0.,

D’apres le lemme 9.5, pour presque tout t,
R(M)° — (amui) &, converge fortement dans L*(R")? vers B (M) — (O,zu;) &,
et dppu’ — (M,)° converge fortement dans L?(R™) vers Oppu, — (M) .
Comme (SM)? = B (M) — ((MI> = (MI)‘S) €, nous en déduisons (en faisant la différence)
|(SM@®) = RM@®) |, =0 pp.ent
Par ailleurs, I'opérateur F, étant unitaire de L? dans L?,
ls™M@y —rey |, < |smey| ,+ | o],

< (21N ey + 2 M| 2, 1oy ) € L20,T).

Le lemme 9.2 découle donc de 'application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
O
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9.4.6 Preuve du lemme 9.3

Nous rappelons ici ’énoncé de ce lemme ou n < 2.

Lemme 9.3. Soit My € L¥(R" x Y) N L?2(R™ x Y), et soit ¢ € W1>(0,T; L>(R™)3) N
L>(0,T; HY(R™)3) deuz fonctions données. Alors I’équation différentielle

oM =LIM,¢p — 5 (M)) dans Qr xY,
Mo =My dans R" XY

(9.90)

admet une solution unique M € WhH*°(0,T; L2(R"™ x Y)3). Cette solution vérifie pour tout
te 0,7,
(9.91) IM(x,t,§)| = |[Mp(x,§)] pp. (x,§) e R" xY.

De plus, si My est L vérifient U’hypothese 9.1, alors M est constante par morceaud.

La preuve que nous donnons ici concerne le cas le moins évident n = 2. La démonstration
dans le cas 1D s’en déduit facilement.

Pour montrer ce lemme, 1'idée naturelle est de vouloir appliquer le théoreme de Cauchy-
Lipshitz & 1’équation différentielle (9.90) posé dans I'espace de Banach L?(R" x Y'). Malheu-
reusement, du fait que ¢(t) et SM(t) ¢ L>°(R"), 'application

(M, 1) — L(M, ¢(t) — 5(M)).

n’est pas localement lipshitzienne par rapport & M. C’est pour cela que nous allons considérer
d’abord un probleme régularisé a I’aide d’un opérateur de troncature continu de L? dans L.
C’est par exemple le cas de 'opérateur de troncature en fréquence S* introduit dans le chapitre
2 (voir formule (2.11) page 37). Nous rappelons (propriété 2.12 page 37) que pour v € L?(R?),

A
A
S

NG

On pose X = L2(R" xY)3NL®(R" x Y)3, qui, muni de la norme d’intersection, est un espace
de Banach. Pour M € X on pose

SMNM) = S*R (M) — IT,((M) — M)

(ot on n’a tronqué que la partie de S;IM qui n’est pas dans L>...) et on considere I’application
G défini sur X x [0,T] par

GM(MLt) = L(M, 5*¢(t) — 5™ (M)

On résout d’abord I’équation différentielle sur X

(9.92) %MA(t) — GAMMe),1) avee MA0) = M.

Lemme 9.6 L’équation (9.92) admet une unique solution M* € C*([0,T]; X) (X désignant
Vespace L2(R" x Y)> N L®(R™ x Y)3).
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Preuve. Premierement, ¢ € C°([0,T]; L?(R?)3) et donc S*¢ € CO([0,T]; X). Deuxiemement,
lopérateur S“)‘ est clairement linéaire continu de X dans lui méme. Or, par la propriété (9.6)
de £, pour M; et My deux éléments de X tels que |[Mi]|y < R et [|[Mi]y < R avec R un
réel donné, il existe deux constante C; et Cy telles que, pour ¢ et ¢’ dans [0, 7],

|GA M 1) = G v, )|

< OrlIMy - Mo [Sh() - spov)| |+
Cs (HS*qb(t) -S|, + HSHA(Ml - MZ’)HX)

Il en résulte d’une part la continuité de G sur [0, 7] x X, et d’autre part, en prenant t' = ¢ et
en posant

C =0 (HSM&(t)H + e R) 1 Oyey

L>(0,T;X)

ou c) est le module de continuité de SHA sur X,
|Gy 1) = ML, < ClIMy — M

pour tout ¢ € [0, T]. Les résultats standards sur les équations différentielles dans un espace de
Banach, combinés avec 'estimation a priori 9.93 ci-apres, montrent ’existence d’une unique

solution globale M* € C'*([0,T]; X) de I’équation (9.92). O
n° Estimations a priori sur la suite (M*)

Nous avons d’abord I'estimation classique sur la norme de ’aimantation qui découle de la
propriété (9.4)(i), pour tout t € [0,7T],

(9.93) IMA#)| = [My|  pp. dans R" x V.

D’autre part, en posant R = ”MOHLoo(Ran), nous déduisons a partir de (9.93) et de la
propriété (9.5), existence d’une constante C'(R) indépendante de A telle que,

o] < o) (|| + [ (M) + [ (v + b

Mais S* et B étant deux opérateurs de normes < 1 sur L%(R") nous déduisons pour tout
te0,77],

o

< 0) (1602 + 3 [MP0)

L2(R"XY) LQ(R”xY))
D’ou, d’apres (9.93), pour tout ¢ € [0, 7],

(9.94) H@tMA(t)‘

paeyy < OB (18] z.2a0y) +3 Mol v

n° Convergence de la suite (M") vers une solution de (9.90)

D’apres les estimations (9.93) et (9.94) nous déduisons que les suites (M?) et (9;M*) sont
bornées dans L>(0,T; L?(R" x Y)?). 1l existe donc M € W1°°(0,T; L?(R™ x Y)) telle que,
a une sous suite extraite pres,

(9.95) (M*, ,M*) — (M, 8;M) dans L=(0,T; L*>(R" x Y)?)? faible — *.
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De plus, comme (9.93) nous dit aussi que la suite (M?*) est bornée dans L>°(R™ x Y x [0, T])?,
on peut supposer (quitte & changer de sous suite extraite) que la limite M est dans L (R™ x
Y x [0,77])3. Par (9.95), nous avons en particulier, M|,—o = My. Pour prouver que M est bien
une solution du systéme (9.90), nous montrons d’abord :

Lemme 9.7 La (sous) suite (M) converge vers M dans C°([0,T]; L*>(R" x Y)?).

Une fois ce lemme montré (voir preuve ci-dessous), nous en déduisons en particulier que la
suite (S — S“)‘M’\) converge fortement dans L?(Qr x Y) vers (¢ — S, M). Posons

AN = LM, S*¢p — M) — L(M, ¢ — SM).

En prenant une fonction test ¢ € D(R™ x Y x [0,7T]) nous avons par la propriété (9.6),
I'existence de deux constantes C et Co ne dépendant que de [[Mgl|; et [|[M]| o telles que

T
///.AA-cpdgdxdt
0 mJY

< cifr

1o 19 =S M| 2 [l oo

+ G H(sw — M) — (¢ — sl,M)]

Ll

En passant & la limite quand \ tend vers 0, nous déduisons que A* tend vers 0 dans D’ (R™ x
Y % [0,T]), ce qui montre, par unicité de la limite, que

OM = LM, ¢ — 5M).
La propriété (9.91) est une conséquence immédiate de la propriété 9.4(i). O

Preuve du lemme 9.7. L’idée de la preuve est similaire a la preuve du lemme 2.6. C’est
pour cela qu’on se contente de ne donner ici que les détails techniques de la preuve. Nous
avons, pour \ et p deux indexes données de la suite,

) (MA - M“) = L(M*, 8¢ — S'MP) — L(MF, St — S'MH)

En prenant le produit scalaire de cette égalité par (MA — M“), et en utilisant la propriété

(9.6), nous déduisons (suite a l'estimation (9.93)) l'existence de deux constantes C{ et C4 ne
dépendant que de R = ||[My||; « telles que

st e < i wf (e nst ()]« (o) -

(9.96)
+

M — M| ([(5% = 57| + | Spm> — s me|)

Puisque ¢ € L>=(0,T; H'(R")) et d’aprés P'estimation (9.93), nous concluons que la famille
SApA(t) (resp. S* <M)‘(t)>) est uniformément bornée dans H'(R?)3 (resp. dans (L?)3N(L>)3)
pour presque tout ¢ € [0,7] et pour tout A. On en déduit par application des deux lemmes
2.7 (puisqu’ici (n < 2)) et 2.8 l'existence d’une constante C' indépendante de A et de t telle
que pour tout réel p assez grand

(9.97) HS)‘gb(t) - RS (MM 1)) — F;(t)\

o <Clp et [R0, < C i)
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oll on a posé : Fp)‘ = SPSA PN — ﬁpSA <M)‘> Ainsi, en intercalant Fp)‘ et en en utilisant (9.93)
il vient

/n/y‘MA_Mu‘? (‘5A¢_pusx <M>\>‘+‘<MA>_MAD dxde

2
< (C'In(p) +2R) ||(M* = M) 0)| P

Par ailleurs, en écrivant
SIME— M = SER (M — M) + (88— SR (MY — M) + (S — SN (M)
S E—)
nous déduisons et prenant la norme L?(R™ x Y),

(st — s ) 1)

< 2o -, + |5 - shR (i)

(9.99) L2 R L2
+ 3“(1\4# - M )(t)‘ L
Notons
2 2
A _ A NS A,00 _ A
XPH(t) = H(M M )(t)’ L2(R™xY) et X7() H(M M)(t)’ L2(R"xY)’
et posons

() = ||(8* = 5)e()

(8> = 8B (M)

L2R" L2(R")

Puisque ¢ € L*(Qr) et B (M) € L?(Qr), on déduit que

(9.100) lim HGW} o

A, 4— 00

En prenant l'intégrale sur R"” x Y de (9.96), nous déduisons des estimations (9.98) et (9.99),
pour presque tout t € [0,7],

9.101) =L X200y < (€1 () XM (t) + Co VXO(1) (\/X*voo(t) + G + @)
2dt P

ou on a posé, C3 = 2RC, Cy = max(2C%,C}) et ou la constante Cy est choisie de telle

sorte que (C In(p)) > (C1(C'ln(p) + 2R) + 3C%), pour p assez grand. Nous nous retrouvons

maintenant exactement dans le méme configuration que la preuve du lemme 2.6, équation

(2.45) (page 49). Pour conclure il suffit de reproduire a l'identique la dite preuve a partir

(2.45) (y compris le lemme2.9). O

n° Unicité de la solution

L’unicité de la solution s’obtient par une technique analogue a celle utilisée pour montrer
I'unicité de la solution forte du probleme homogénéisé. Cette technique repose sur 'utilisation
du lemme de Gronwall et sur I’obtention d’un controle lentement explosif de la norme L°° des
solutions par les lemmes 2.7 et 2.8. Les détails de la démonstration sont laissés en exercice
pour le lecteur. (Notons que ce résultat d’unicité n’est pas nécessaire pour la démonstration
de la convergence).
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n° Le cas constant par morceaux

11 s’agit de montrer que lorsque My et £ vérifient I'hypotese 9.1 (constants par morceaux)
alors il existe une solution constante par morceaux. Supposons donc qu’il existe ¢ fonctions
My, ---, M§ de {L2(R™) x L°(R™)}? telles que, pour presque tout (x,&) € R" x Y,

4 l
(9.102) My (x, £) = Z EM(x) et L(-5x,& :Z ) Li(+, %)

ou yx; est la fonction indicatrice d’un intervalle Z; de Y et ou la famille (Z;);<;<¢ constitue
une partition de Y. On pose M € W1>°(0, T'; L>(R" x Y)?) une solution du probleme (9.90).
Nous avons alors (I’exposant i étant fixé)

Lemme 9.8 L’équation différentielle

M’ = L;(M, ¢ — B (M) + 11, (M) — II,M%)  dans Or,

(9.103) .
M‘Zt o= Mj dans R"

admet une solution (unique) M? € WhH*(0,T; L?(R")3).

Preuve. La preuve de ce lemme peut s’obtenir en suivant la méme technique que dans
la preuve d’existence du lemme 9.3. Une solution plus simple consisterait a prendre plutot
comme probleme régularisé

M = Ei(Mi’)‘y SAQS - ]T\ (M) + I, (M) — HIMi’)\) dans Qr,

i\
M2,

(9.104) ,
=Mj dans R"

ou I'application PHA est celle du lemme 2.8 (avec p = \). Dans tous les cas nous laissons au

lecteur le soin de conclure. O

A partir des solutions M’ nous construisons la fonction M € W1 (0, T; L2(R" x Y)3)
par la formule,

(9.105) (x,&,1t) €)M'(x,t) pour presque tout (x,&,t) € R" x Y x [0,T].

||MN

Cette fonction est bien constante par morceaux. Nous allons montrer que M = M. Il est facile
de voir a partir des équations vérifiées par chaque M" que la fonction M vérifie
M = L(M, ¢ — F (M) +1II, (M) — II,M) dans Qr XY,

(9.106) N
M\t:o =My dans R"xY

Grace a (9.4)(7), M t)‘ = |Mp| p.p. dans R" x Y. A partir des deux systemes
(9.106) et (9.90), nous constatons que

aM-M) = L(M,¢—R (M)
~ L(M,¢ - B (M)

+ I _Hocl\A/I)
+1I — 11, M)

xT
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En prenant le produit scalaire de cette égalité par (ﬁ — M) nous déduisons (en utilisant la

propriété (9.6))
1.~ 2 — 2 — 2
(9.107) 50, M- M[" <1 [M = M| [¢ - B (M) +IL, (M) — TLM| + C; [M — M|
ou C et Cy sont deux constantes ne dépendant que de R = ||Mjg|| ;. Posons
t
ft)—Cat = 01/ |b(T) — B (M(7)) + 11, (M(7)) — TI,M(7)|dr dans L*(R" x Y.
0
L’inéquation (9.107) montre que presque partout dans Qp x Y,
lat (e_f ’1\7[ - MD2 <0
2 — 9y
et donc compte tenu de la condition initiale (M — M)}—o = 0 dans L*(R" x Y),
e/ ‘I\N/I — M‘ =0 p.p. dans Qr x Y.

Mais la fonction f est finie presque partout dans Qr x Y, donc e~/ est presque partout non
nul, et au final
M-M=0 pp. dans Qr xY.

a

Remarque 9.15 Considérons My et L sous la forme (9.102). Dans le cas avec champ effectif
(cf. section 9.1.2), il convient de supposer, afin de montrer l’existence d’une solution constante
par morceauz, que (x,€) — ®(-;x,€) est constante par rapport a £ sur chaque intervalle Z;.

9.5 Justification du probleme laminaire dans le cas 3D

Nous traitons dans ce paragraphe la généralisation possible au cas n = 3 des résultats de
la section 9.4. En fait, en se basant sur les résultats de [27] (voir chapitre 2, section 2.5), qui
ne sont valables que lorsque la permittivité électrique e est constante, nous allons indiquer
dans quelles mesures est-il possible d’adapter les preuves du cas 2D au cas 3D.

n° On suppose désormais que hypothése 9.1 tient lieu avec €, = 0 et donc € = .

n° On considére (B, H®, M) la solution forte du théoréme 2.7 associée au probléme (9.2)-
(9.3).

a) Estimations a priori

Le théoreme 9.7 reste encore valable. Les estimations (9.40) sont indépendantes de la
dimension d’espace et proviennent des propriétés (9.4)(i) et (9.4)(¢i) sur la loi non linéaire.
Pour lestimation (9.41), voir par exemple [26] (Proposition 3). La constante C(T) qui y
intervient ne dépend que de T, £(Eg,Hy), |[Mo||;2q.~ €t des normes de rot Eq et rot Hy
dans L2(R3)3.
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b) Convergence vers le modéle homogénéisé

Le théoréme 9.7 demeurant valide on a donc toujours Pexistence de E?, H*, M éléments
de W1H>(0, T; L2(R™)3) telles que, & sous suite extraite pres,

(E?, 0,E?%) — (EP, 0;E") dans L*>°(0,T; L?(R™)%)? faible — x
(H?,0,H°) — (H", 9,H") dans L>(0,T; L?(R")?)? faible — x
(M?, 9;M?) — (M", 9;M") dans L>(0,T; L?(R")%)? faible — x

Ces limites vérifient les conditions initiales (9.42).

b-1) Passage a la limite dans le systéme de Maxwell
Puisque €° = &g, le passage a la limite dans le systéme de Maxwell (9.2) se fait de maniere
immédiate et classique au sens des distributions. On obtient que le triplet (E" H" M"),
vérifie

g0 O EM —rot H" = 0, ,uo(?t(Hh + Mh) +rotEP =0 dans Or

(9.108)
(E",H");—o = (Eo,Hg) dans R”"

b-2) Passage a la limite dans la loi non linéaire

Il s’agit de montrer Iexistence d’une fonction vectorielle M € W1°(0,T; L2(R" x Y)?)
telle que
M" = (M) et M solution de (9.28)

Suivons la démarche du cas 2D qui consiste & considérer une fonction M € W 1>°(0, T'; L?(R" x
Y)3) vérifiant

OM = L(M, P H" — 5(M)) dans Ot x Y,
M=o =My dans R" xY,

(9.109)

ot PLH" est considéré comme une donnée et ot S, est défini par (9.64).

b-2-i) Existence des solutions de (9.109)

11 faut montrer d’abord I'existence d’une solution de (9.109) et montrer que cette solution
constitue une fonction admissible; par exemple constante par morceaux lorsque la donnée
initiale est constante par morceaux. C’était ’objet du lemme 9.3 dans le cas 2D. Le probléeme
est que la démonstration proposée pour ce lemme utilise de maniere essentielle le résultat du
lemme 2.7 spécifique a la dimension 2.

C’est pour cela que nous classons ce point parmi les taches délicates. En vérité il est
possible de s’en sortir en utilisant le méme probleme régularisé (9.92). L’existence de solutions
s’obtient de la méme facon que dans le cas 2D. Pour montrer la convergence de la solution
régularisée vers une solution du probleme (9.109) on utilise plutdt une démarche similaire &
celle utilisée par [27] pour montrer la convergence de la solution de (2.64) vers la solution
faible du théoreme 2.6. Cette démarche reposera alors sur le résultat suivant : Si f € L?2N L™
alors le commutateur [f, B] est compact sur les parties bornées de L? N L™ (voir [27)).
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b-2-ii) Convergence a double échelle forte

Supposons que la solution de (9.109) existe, la deuxiéme étape consiste a montrer le
résultat de convergence
6—0
—
Co([0,T;L2(R™ xY))

HM5 - (M)é‘ 0.

La preuve de ce résultat repose sur trois ingrédients essentiels : premierement, le résultat
de compacité (9.55) mais celui la ne pose pas de probléme puisqu’il est indépendant de
la dimension d’espace, deuxiémement le lemme 9.2 qui comme précisé est valable aussi en
dimension 3 et troisitmement le lemme 9.4 qui est le seul a étre spécifique a la dimension 2.
Cependant, on peut montrer en utilisant le résultat du lemme 2.10 une version légerement
différente qui permet également de conclure.

Lemme 9.9 Pour tout réel A > 0 assez grand et pour tout § > 0, il existe une fonction
\II‘; € L*(0,T; L°R3)? telle que

4]

la constante C étant indépendante de A et §.

<Clogh et |[(PH' - BM®) - 0

< C/A,

L2(0,T;L>>R?)) L2(Qr) —

Preuve. Il suffit de poser ¥ = S* P, H’ — ﬁAMé , d’appliquer a PH’\M5 le lemme 2.8 qui est
indépendant de la dimension d’espace et d’appliquer & S*P, H? le lemme 2.10 puisque P, H?
vérifie

copody PLH® — AP H® = —g0u0 P, 0,L(M°, H?)

(9.110)
(PLH’, 0P, H’);_o = (P.Ho, —-rot 11 Eg — PLL(My, Hy),

et on a PLLHy € H'Y(R?)?, rot II,Ey € L?(R?)3, £L(My,Hy) € L?(R?)? (par la propriété 9.5),
et grace a 9.5

(e PR Y0 W L
(0,T;L?) L1(0,T;L?) L2(0,T;L*%) L2(0,T;L%)
ou C est une constante indépendante de J, soit par la propriété 9.5
Hatﬁ(Mé’ Hé)‘ L1(0,T;L2) < (HatHé‘ L1(0,T;L2) t H 6’ ;(07T;L4))

ou C’ est également une constante indépendante de 0. Le terme de droite est bornée uni-
formément en § d’apres les estimations a priori sur H® et MY, en utilisant la décomposition
H’ = PH’ — P“M‘S et en utilisant l'inclusion continue de H' dans L* en dimension 3 pour
borner la norme L* de P, HY. O

9.6 A propos de la généralisation au cas d’une périodicité quel-
conque

Ce paragraphe constitue un premier pas vers la résolution d’un probléme encore en progres-
sion et qui est la généralisation des résultats précédents au cas d’une périodicité Y = [0,1]™
avec 1 < m < n. Nous rappelons que ces résultats ne traitaient que le cas laminaire : m = 1.
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Notre travail va consister a montrer d’abord un équivalent du lemme 9.2 dans le cas d’une
périodicité quelconque : c.a.d, étant donnée une fonction a variables séparées (admissible) M,
quelle est la limite & double échelle de B (M)?? Ce lemme est en effet le noyau de la preuve
de convergence entreprise précédemment.

Une fois qu’on est capable de démontrer un tel résultat, il est alors relativement facile si
on s’inspire du cas laminaire, d’intuiter la forme du probléme limite telle que nous 1’avons
présentée dans la section 9.2. C’est ce que nous verrons a la fin de ce paragraphe. Auparavant,
nous essaierons d’expliquer les difficultés rencontrées pour faire les démonstrations.

Tout d’abord, nous enoncgons le résultat (rigoureux celui-la) qui est a la base de notre
conjecture. Soit S l'opérateur de L?(R™; Li(Y))?’ dans lui méme défini par

(9.111) SM = B (M) + B*M,
alors

Lemme 9.10 Pour toute fonction M € D(R”;Li(Y))?’ se mettant sous la forme (9.17),
pour un certain entier L, ou pour chaque £, M* € D(R™)3 et x, € Li(Y), on a

. 8 6
(9.112) lim [[(5,M)” — RO

Ce résultat est une version plus faible que le lemme 9.2 dans le cas m = 1, dans le sens
ou il ne prend en compte que des fonctions régulieres en x et indépendantes du temps. Une
des taches qui reste & accomplir serait donc de généraliser le résultat de (9.10) a des fonctions
M telles que dans le lemme 9.2. En fait la principale difficulté de cette généralisation vient
du fait que l'opérateur P“#(M) n’est pas continu de L2(R”;L§(Y))3 dans lui méme, pour
m > 2.

La preuve du lemme 9.10 repose sur le lemme suivant qu’on va démontrer d’abord. Pour
g € L2(R") & support compact, on note A'g le potentiel newtonien associé a g.

Lemme 9.11 Soit g € D(R") et x € Li(Y) alors

=0

(9.113) lim 19as N (9 00°) = Bag N (9) (X) = (DasNX)’ 9| L2(R™)

ou Dop désigne la dérivée seconde par rapport a la a'®™€ et la B'"° variables, 1 < o, f < 3
(par convention cette dérivée est nulle si ot «v est supérieur au nombre de variables).

Preuve. Par linéarité de 1'opérateur N on constate qu’il suffit de montrer le lemme pour
X € Li(Y) telle que (x) = 0. On pose

us =N (g (X)é) et g = 6%g (Nux)® .

Nous avons par définition de N
Aus =g (x)°

et par définition de 1'opération (-)°,

Adis = 6% (Nux)’ Ag + 26 (VNux)’ - Vg + (ANux) g.
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9.6 A propos de la généralisation au cas d’une périodicité quelconque

Comme ANxx = x — (x) = X, on constate que
A(us — 1is) = 6% (Ngx)’ Ag + 26 (VANx)’ - Vg.
et par conséquent, si on note €2 le support de g

(9-114) | A5 = ii5)| 2y < 0% | (NG|

1280« + 25 | (FN0°]

o 99l

Puisque Nyx € LL(Y) et VN € L (Y)™ on déduit que les suites (Nax)’ et (VNux)°

m

sont faiblement convergentes, et donc bornées, dans respectivement L2(Q) et L?(Q)™ (voir

par exemple annexe de [6]). Par suite, en faisant tendre § vers 0 dans (9.114),
Lim (| A(us — 5)| p2rry = 0.
On déduit en particulier que pour tous les indices a et § € {1,2,3}
(9.115) tim (055 — )] 21y =
Par ailleurs, pour tous les indices a et 8 € {1, 2, 3}
Dot = 0% (NyX)° Dapg + 0 ((0aNpx) D39 + (93Nx) 0ug) + (PasNyx)’ g

et donc

< 8 | (W)

|Pasits ~ @asNoex)’ 9 ooy 1890 +28 (VNG| 19011

ol on a le méme majorant que dans (9.114). On conclut que

(9.116) lim Haaﬁu(; — (BapNyx)" g =0

L2(R™)

Le résultat de convergence (9.113) du lemme s’obtient a partir de (9.115) et (9.116) en utilisant
une inégalité triangulaire. O

Preuve du lemme 9.10. Par linéarité des opérateurs S et A, il suffit de montrer le lemme
dans le cas ott M est de la forme M(x, €) = x (&) M(x) ot M = (M, My, M3) € D(R")? et
X € LL(Y).

Nous conservons la notation d, pour désigner la dérivation par rapport a la «
avec la convention 9, = 0 si a est supérieur au nombre de variable.

n° Nous rappelons que pour une fonction vectorielle v € L?(R")3, Bv = Vdiv (N vy, Nva, Nvs).

n° Nous avons par définition, B (M)° = R (1\71 (X)5), et donc en particulier

1emMe variable

~ ~ \O
D’autre part, (S M) = (x) RM + (P”#(X M)) , par conséquent nous avons en particulier

3 3
(&\M)é'ém = <X> O Zaa (NM Z 818 N#X o
a=1

a=1
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Obtention et justification du modeéle limite

Ainsi
3
(RO = (M) -8 = 3 (910N (Ma()°) = 010N (Ma) () ~ (B1aNpx)” Mo
a=1

et en appliquant le lemme 9.11 (en prenant g = M, a = 1,2, 3) nous déduisons

tim || ((5M)° ~ BOMY) &,

0—0

Nous concluons en procédant de maniére similaire pour les deux autres composantes de
(SM)° — R (M)°. O
Le modele homogénéisé
Considérons le cas de I'hypothese 9.1 ou Y désigne désormais la cellule unité [0,1]™ et

prenons pour simplifier € = gy . Dans ce cas, grace aux estimations a priori du théoréme 9.7
(valables aussi en dimension 3 comme expliqué plus haut), nous avons l'existence de E" H",
M?" éléments de W1°(0,T; L?(R™)3) telles que, & sous suite extraite pres,

(E?,0,E%) — (E", 0,E") dans L>(0,T; L?(R")3)? faible — %

(H?,9,H%) — (H", §;H") dans L>(0, T; L*>(R")3)? faible — %

(M?, 9;M?) — (M", 9;M") dans L>(0,T; L?(R")%)? faible — x
et donc par passage a la limite dans le systeme de Maxwell (9.2) (au sens des distributions)
le triplet (E", H" MP"), vérifie

g0 OEM —rot H" = 0, ,uo(?t(Hh + Mh) +rotEP =0 dans Or

(9.117)
(E",H");—o = (Eo,Hg) dans R”"

Ce qui suit maintenant est purement formel et constitue une conjecture sur la forme de la
loi non linéaire homogénéisée. En effet s’inspirant du travail fait dans le cas laminaire, et au
vue d’une comparaison entre le lemme 9.2 et 9.10, la fonction profil M € W1°°(Qr; Li(Y))

associée & la suite M?, devrait vérifier

OM = L(M, P.H" — 5(M)) dans Ot x Y,
Mo =My dans R" xY,

(9.118)

Dans I’approche rigoureuse, il faut montrer d’abord I'existence de solutions au systeme (9.118)
qui répondent au critere de convergence (9.112). Dans le cas laminaire, on s’en ai sortie en
considérant les fonctions constantes par morceaux, qui sont conservée par les opérateurs
L(+,cot) et II,. Dans le cas m > 2, ceci n’est plus possible : 'opérateur P“# ne conserve pas
les fonctions constantes par morceaux (cf. remarque 9.4).

Supposons que 'équation (9.118) tient lieu. Comme & ’étape 3 (page 241) partir des
équations de Maxwell nous avons
RH" = —-RM".
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Par le lien entre la convergence double échelle et la convergence faible nous avons 1’égalité
M" = (M). 1l en résulte que

SM = BM" + B*M = —-RH" + F*M

Au final en remplacant dans (9.118)

M = L(M,H" — P*M) dans Qr x Y,
Mo =My dans R" xY,

(9.119)

qui correspond bien avec la forme générale (9.9) annoncée au début du chapitre (avec ® = 0).

255



Obtention et justification du modeéle limite

256



Chapitre 10

Etude des propriétés du modele
homogénéisé laminaire

Résumé : Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés du modele homogénéisé dans
le cas laminaire (section 10.2.1) et ensuite dans quelques cas particuliers ou I'on peut
simplifier I'écriture du modele et ainsi mener des calculs analytiques. Nous nous restrei-
gnons pour ces calculs aux milieux 2D laminaires et dans le cas ou la distribution de
I'aimantation Mj est constante par morceaux et orthogonale au plan dans lequel s'ef-
fectue la propagation des ondes. Notre but est de montrer que I'homogénéisation crée
de nouvelles propriétés d'absorption que nous analyserons via le probleme linéarisé. Nous
traitons d’abord le cas ot on alterne des couches de vide et de ferromagnétique homogeéne
(section 10.3). Dans ce cas, la loi homogénéisée prend une forme particulierement simple :
on peut simplifier le moment magnétique a I'échelle microscopique (formule (10.18)). Les
effets sur I'absorption ((10.3.2)) nous montrent en particulier un shift sur la “fréquence
de résonance” pour les ondes se propageant parallelement 3 la direction de stratifica-
tion (figure 10.4). Pour cet exemple, nous validons sur un plan numérique le procédé
d'homogénéisation en comparant des simulations réalisées a partir du modéle hétérogene
périodique a des simulations s'appuyant sur le modéle équivalent (section 10.3.3). Le
cas multicouches homogene s'avere plus intéressant en terme de propriétés d'absorption
(section 10.4). Il permet notamment de faire apparaitre des doubles “pics de résonance”
(voir par exemple figure 10.13). Ainsi, I'homogénéisation permet de jouer sur les gammes
de fréquences dans lesquelles les ondes sont prioritairement absorbées.

10.1 Présentation du modele physique

Nous étudions la diffraction d’une onde électromagnétique par un corps ferromagnétique
dont les caractéristiques varient périodiquement suivant une seule direction de l’espace : fi-
gure 10.1. Plus précisément, nous présentons d’abord le modele homogénéisé associé a une telle
structure, ensuite nous discutions les propriétés et les applications physiques d’un tel modele.
Nous rappelons (cf. chapitre 9) que ce modele homogénéisé s’interprete mathématiquement
comme le probleme limite lorsque la taille de la périodicité tend vers 0.

On note 2 C R"™ (n < 3) le domaine occupé par le matériau ferromagnétique et J la
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Objet ferromagnétique

0

W~ il 111

Onde incidente

F1G. 10.1 — Présentation du probléme laminaire

longueur caractéristique de la périodicité du domaine. On suppose donc que § est tres petit
devant les dimensions de €2 et devant la longueur de I’onde électromagnétique incidente.

Nous allons travailler (aux vues des applications physiques) avec la loi non linéaire sous
sa forme “explicite” (1.17) (nous renvoyons au chapitre 2 pour le lien entre forme explicite
et forme abstraite). On se donne donc une distribution initiale du moment magnétique Mg,
un champ statique Hg, un modele d’anisotropie uniaxiale (par couche) représenté par le
vecteur unitaire p° et le coefficient d’anisotropie K 2 , et enfin un terme d’amortissement a?.
L’aimantation M? vérifie alors dans €,

(101) oM = [y|H) x M? + ° M? x ;M°,  M),_, = Mg,
H = H + H] + K)(p’ - M?) p’

oil on a posé 3% = a®/| M| et ot H® désigne le champ magnétique dans tout l'espace. Si
on note E° le champ électrique, le triplet (E5 ,H° ,M5) satisfait aux équations de Maxwell
dans R",

S OE —rot HO =0,  po(9,H® + 9;M?) + rot B9 = 0,

(10.2)
(E°,H?);;—o = (Eo, Ho)

Dans ce systeme, le couple (Eg,Hpy) modélise 'onde incidente qui éclaire le corps ferro-
magnétique Q et la permittivité €’ ne dépend de § qu’a lintérieur de Q. Nous allons préciser
maintenant les hypotheses sur la dépendance des parameétres physiques par rapport au petit
parametre 0. L’hypothese la plus générale pour le probleme “laminaire” est la suivante : on
pose Y = [0, 1] la cellule de périodicité unité et on note (-) 'opérateur de moyenne sur Y et
pour x € R", on note = sa premiere composante dans la base canonique de R",

Hypotheése 10.1 I existe My, 3, Hs, K, et p, définis sur R™ x R et a supports contenus
dans 2 X R, et g, > 0 défini sur R, telles que pour x € €0,

(M3, 3°, Hy, K3, p°)(x) = (Mo, 8, H, Ko, p)(x, §)

e(x) =eo (1 + er($)1a(x)),
ot 1q désigne la fonction indicatrice de §2, et telles que les fonctions

g'—> (M07 ﬁv Hsa Ktb p)(X7£)

et &, sont périodiques de période Y .
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Cette hypotheése précise qu’on va travailler dans le cas d’une périodicité 1D et qu’on sup-
pose les caractéristiques physiques d’un milieu ferromagnétique donné, indépendantes de la
géométrie du milieu. Si on reste dans un cadre purement formel, cette hypothése est en
fait suffisante pour pouvoir dériver les équations homogénéisées. Cependant, la justification
rigoureuse (qui a fait I'objet du chapitre 9) nécessite des précisions supplémentaires sur la
régularité des fonctions périodiques introduites dans I’hypothese 10.1. Un exemple pour lequel
la justification marche est :

Hypothése 10.2 (milieu multi-couches homogénes). Il existe €, My, 3, Hy, K, et p, fonc-
tions définies sur R, constantes par morceauz, périodiques de période Y telles que, pour
presque tout x € R",

(M5, 3°, H, K7, p°)(x) = 1a(x) (Mo, 3, Hy, Ko, p)(3) et
e¥(x) = o (1 +&r(§)1a(x) ,

avec €9 > 0, €. > 0 et ou 1q désigne la fonction indicatrice de 2.

10.2 Modele homogénéisé

Il s’agit du systeme d’équations vérifié par les limites (E?, H", M"), quand 6 — 0, des
solutions (E?, H%, M?) du systéme (10.1)-(10.2). Bien entendu, une telle définition présuppose
lexistence de ces limites dans un sens a définir (cf. théoreme 9.6). L’objectif de ce paragraphe
est dans un premier temps, de présenter (ensuite discuter) ce modele homogénéisé.

10.2.1 Présentation et discussion des équations homogénéisées

On suppose que 'on se place dans le cadre général de 'hypothese 10.1 mais aussi que
div (Hy + Mg) = 0 pour tout d (c’est une des conditions requises par le théoréeme de conver-
gence 9.6). On voit que cette condition implique en particulier que sur  (puisque Hy = 0),
divMjy(x,x/0) = 0; V. Par conséquent, la fonction M doit satisfaire

(10.3) M - &, = 0.
D’apres le chapitre 9 (équations (9.8)-(9.16)), le systéeme homogénéisé associé aux équations
(10.2)-(10.1) s’écrit : chercher (E", H" M") définis sur R" x R et vérifiant,

gh HEM —tot H' =0,  pg(0:H" + 0,M") + rot E" = 0,

(10.4)
(E", H");1—o = (Eo, H)

dans R",

ot M est telle que
(10.5) pp. (%,1) € R x RY, MP(x, ) = / M(x, 1, ) d,
Y

avec M, la fonction profil de I'aimantation, définie sur R"® x R™ x Y et satisfaisant sur ce
domaine

OM = |y|Hy x M+ M x M, Mg = My,

(10.6)
H,=H"'"+(M!-M,)é, + H, + K,(p- M) p.
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Nous rappelons (cf. expression (9.15)) que tenseur homogénéisé e" est diagonal et est défini
par
(10.7)  £"(x) =20 (lox) ("6 @&, +" (6,2 &, + 6. @ &.)) + (1 - 1a(x))),

ol on a posé : e" = ((1 + ar)_1>_1 et " = (1 +¢&,)).

En comparant ce systeme homogénéisé ((10.4)-(10.5)-(10.6)) avec le systéme initial ((10.2)-
(10.1)), on constate que la principale différence vient de I'introduction d’une variable auxiliaire
M (qu’on appelera également aimantation a 1’échelle microscopique) dans la relation qui lie
'aimantation & I’échelle macroscopique M” au champ magnétique macroscopique H”.

D’autre part on voit apparaitre dans ’expression du champ magnétique total H (systéme
(10.6)) un nouveau terme (M — M,)&,. Ce terme met en valeur la direction &, de la
périodicité du probléme initial. A premiere vue, il peut s’interpréter comme étant un terme
d’anisotropie supplémentaire similaire au terme K,(p - M). En vérité, et comme cela a été
mis en clair dans le chapitre précédent (cf. remarque 9.14 page 241), ce terme provient de la
contribution (caché dans la contribution de H?) du champ démagnétisant. Cette contribution
admet une expression explicite grace a I'hypothese 1D de la périodicité (cela tombe en défaut
dans le cas d’une périodicité 2D ou 3D (voir chapitre 9)).

On constate aussi, du fait de la présence de M = (M) dans I'expression de Hr, que la
loi (10.6) est non-locale par rapport a la variable £&. On perd ainsi 'aspect local en espace de
la loi (10.1).

Notons enfin que le caractere non linéaire de la loi ferromagnétique nous empéche a priori
de remplacer (10.6) par une loi qui lie directement M" 3 H". Cependant, il existe des cas par-
ticuliers ou il est possible de le faire en exploitant la conservation de la norme de I’aimantation
(nous renvoyons au paragraphes 10.3 et 10.4).

10.2.2 Propriétés de stabilité du probleme homogénéisé

On retrouve pour le probleme homogénéisé les propriétés de stabilité qu’on avait pour
le probléme initial (cf. par exemple chapitre 1, section 1.2, page 22). En prenant le produit
scalaire de la premiere équation de (10.6) par M on constate que la dérivée en temps de |M]| 2
est nulle. Ainsi pour tout ¢ > 0,

(10.8) M(x,£,6)] = [Mo(x,€)] . pp. (x,6) €Qx Y

C’est la conservation de la norme de l'aimantation au cours du temps, sauf qu’il s’agit de
’aimantation & 1’échelle microscopique M et non Iaimantation & I’échelle macroscopique M".
La relation 10.8 nous dit en particulier que pour tout temps ¢, le support de M(¢) est contenu
dans €2 x Y, mais aussi grace a la relation 10.5 que le support de Mh(t) est contenu dans 2.

On a également la décroissance en temps de 1’énergie totale : considérons en effet I’énergie
associée a ’onde qui se propage

1 2
(10.9) S(EMH") = 5/ (;hEh CE" 4 g [H )dx
et I’énergie effective associé au milieu ferromagnétique homogénéisé

1
(10.10) E.q(M) = “05 /]R” /Y |H, — 1\/[|2 + K, M x p|2 + (|Mx|2 _ ‘M;L

2) d€ dx,
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alors (voir preuve ci-apres)

d

(10.11) (S HY) + (M) = —ﬁ/n/ymatlvﬂ? dé dx

Remarquer que grace a 'inégalité <|Mz|2> > (M,)?, on a bien &£.;(M) > 0.

Preuve de (10.11) : Le principe de la preuve est similaire & toutes les épreuves de stabilité,
maintes fois rencontrées le long de ce travail. On part de l'identité d’énergie propre aux
équations de Maxwell (10.4), qui s’écrit en utilisant (10.5),

d

(10.12) %S(Eh,Hh) = —Mo/ H" . o;M" dx = —Mo/ / H" . ;M d¢ dx
R™ R" JY

En posant sur R” x RT™ x Y,

H, = (M"-M,)é, + H, + K,(p- M)

on a d’apres (10.6),
(10.13) H"=H, - Hg

D’une part (cf. par exemple (1.27), page 24),

8

(10.14) OM -H, = o

|atM|2 ’
et d’autre part, compte tenu de (10.8),

1
OM - H = —50, (|H, - M + K, [M — (M- p)p|* + [M, ) + 9M, - M}

2) gt

Ainsi,

1
/YatM-Heﬁ. d¢ = _Eat/y (|HS—M|2+Ka|M— (M- p)p|” + [M,[* - M

soit
d
(10.15) Mo/ / OM - Hey dt dx = —2€..(M)
R"JY dt
Nous obtenons 'identité (10.11) en combinant (10.15), (10.14), (10.13) et (10.12). O

Remarque 10.1 C’est en quelque sorte, grace a cette identité de satabilité nous avons pu
démontrons au chapitre 9 lunicité de la solution forte du probléeme homogénéisé dans les cas
1D et 2D (cf. théoréme 9.5).

10.3 Un premier cas particulier : alternance vide ferromagnétique

On considere dans ce paragraphe le seul cas particulier pour lequel les équations ho-
mogénéisés ont une forme similaire aux équations initiales. Il s’agit du cas ou la périodicité
du milieu ferromagnétique est décrite par une alternance périodique entre le vide et un milieu
ferromagnétique homogene. Plus précisément, en considérant Z un ouvert de Y, nous faisons
I’hypothese

Hypothése 10.3 On se place dans le cadre de l'hypothése (10.2) et on suppose de plus lezis-
tence de trois vecteurs constants Mé’, HZ} et p" de R? et de deuz réels positifs " et KZL‘ telles
que

(Mo, ﬁa Hs, Ka, p)(f) = 12(5) (Mg’ ﬁh7 H];, ng ph) pour g ey.
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10.3.1 Forme particuliere des équations

On considere donc la configuration correspondant a 'hypothese 10.3. Nous allons montrer
qu’on peut éliminer I'inconnue (& 1’échelle microscopique) M des équations (10.4)-(10.6).
n° D’une part, on constate a partir de la conservation de la norme de 'aimantation (10.8),
que
M(x,t,&) =0 pour & ¢ T.

D’autre part, on remarque que les données de I’équation (10.6) en M, en 'occurrence H”, M"
et les données de ’hypothese 10.3, sont constants par rapport a la variable £ sur l'intervalle
Z. 1l convient alors de chercher M sous la forme

M(x, £,€) = M(x, )17 (¢).
Pour une telle solution nous avons par (10.5)

(10.16) M'=0M  avec 6= %

On peut donc réécrire les équations homogénéisées en éliminant M, sous la forme

hOEM —rot H' =0,  po(0:H" + 0;M") 4+ 1ot E! = 0,

£
(1017) 4 ="
(Ehv Hh)|t:0 = (E07H0)

dans R",

avec M" vérifiant sur R” x R+

(1018 oM = |y HE x MP + 52 M x o,M", MI,_ =010 M,
: h

H} = H" — 54 (M})&, + H! + = (p" - M") p",

On calcule bien la solution du probleme homogénéisé puisque la solution de (10.17)-(10.18)

est également la solution (10.4)-(10.6) via la relation (10.16). Cette loi est du méme type que

la loi initiale (10.1), que l'on retrouve bien en faisant # = 1 : domaine initialement homogene.

10.3.2 Linéarisation du modele homogénéisé : interprétation en termes de
perméabilités

Une premiére application intéressante (qui constitue également une validation du modele
homogénéisé (cf. section (10.4.3)) est de pouvoir caractériser les propriétés d’absorption du
milieu ferromagnétique homogénéisé. Nous avons montré comment, dans ’hypothese des pe-
tites perturbations, on peut linéariser la loi ferromagnétique et la remplacer par un tenseur
de susceptibilité équivalent (cf. section 1.3, page 25). Nous allons refaire ce méme travail mais
en l'appliquant cette fois ci a (10.18). Pour simplifier, on se place dans le cas ou le milieu
ferromagnétique ne possede pas d’anisotropie (K2 = K = 0). On pose

H" = Hyn

oll 1 désigne un vecteur unitaire et Hy = ’Hé’ . L’équilibre magnétostatique initial nous

impose alors de prendre
M = [M| = Mo
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Compte tenu de (10.3) on constate que le vecteur i doit nécessairement étre choisi de telle
sorte que

—

n-e,=0.
Nous rappelons que le modele linéarisé s’obtient en posant
H"=7h+0®1n?) et M"=60M} +nm + O(n?)
avec
n<K< Hy et n<KOMy

et en ne gardant dans (10.18) que les termes en O(n). En revenant aux notations habituelles :
ph = Mio’ I’équation linéarisée associée a (10.18) s’écrit

(10.19) Oom =1 X (|v| Hom + o 0ym — |y| Mp(6h — (1 — 6)m,€,))

qui s’écrit en fixant une dépendance temporelle en exp(iwt)

(10.20) dwrn — (|| Hy + iwa) i x 11 — 5] Mo(1 — 6)(1h - €,) x &, = — |7| Mo x h
Posons

w = CUQ/w et A= Mo/HO
ou wo = |y| Ho, la pulsation de Larmor. L’équation (10.20) s’écrit alors, en divisant par iw,
(10.21) 1 — (o — iw) i X th + iwA(1l — 0)(th - &) x &, = iwAlii x h

Lemme 10.1 Soit th et h vérifiant (10.21). Alors, sous la condition (toujours vérifiée si

a#0)
D=1+4(a—iw)(a—iw(l+(1—-0)A)) #0

il existe un tenseur de susceptibilité xo(w) tel que : th = x4(w) - h. De plus dans la base
(6,1, E,) avec €, = €, X 1 ce tenseur s’exprime par

(ilw—a) 0 1
1w A0
Xo(w) = 0 0 0
0

D
-1 (iw(1+ (1—0)A) — a)

Preuve. 1l s’agit simplement d’inverser le systéme linéaire défini par (10.21) ce qu’on va
faire en I’écrivant composante par composante dans la base (€., 1, €,). On voit directement
en prenant le produit scalaire de (10.21) par 1 que

(10.22) m-n=0
Par ailleurs, en utilisant la regle de calcul, pour un vecteur quelconque v,
(AxXVv) € =(v-€)et (MxV) & =—(v-€)
on constate que (10.21) s’écrit en prenant son produit scalaire par respectivement €, et €,
(10.23) (th - &,) — (o —iw) (1 - &,) = iwAf(h - &) A
(m-&,)+ (a—iw(l+(1—-0)A)(m-é€,) = —iwAf(h-E,)

Le lemme découle simplement de (10.22) et de l'inversion du systéeme de Cramer 10.23. O

Remarque 10.2 En faisant @ = 1 on retrouve bien l’expression de x dans le cas homogeéne (1.38) page 27.
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Perméabilités directionnelles

Pour interpréter le tenseur xg, il est commode de considérer les susceptibilités directio-
nelles qui lui sont associées. Nous rappelons que celles-ci correspondent a la forme parti-
culiere que prend x, pour le cas d’ondes planes. Soit en effet une onde électromagnétique
(Eh, H", Mh) soit invariante dans le plan orthogonal a Kk , ol K est un vecteur unitaire donné.
Les équations de Maxwell nous imposent

div (H" + M) =0
On en déduit que div (fl + m) = 0, et par conséquent

h-k=-m-k

Pour simplifier, nous allons considérer le cas ou K est orthogonal a ni. Notons 7 = K x i et
posons ¢ telle que
€, =cosgpk+singpT

Milieu ferromagnétique

;  Dniuuel—
N

Onde plane
F1G. 10.2 — Interprétation de la perméabilité directionnelle

Sachant que
(xh)-7=-h-k=m-k

on obtient, en prenant le produit scalaire de (10.21) par 7,

R

(th - 7) + (a — iw)(th - K) — iwA(1 — 0) cos ¢(cos ¢(xh - K) + sin ¢(rir - 7)) = icw A (xhr -

soit

(10.24) (i k)= — (1 —iwA(1l — 0) cos ¢sin @)

(@ —iw(1+ (0 + (1 —0)cos?p)A))

(i 7) = Ay (1 7)

et en prenant le produit scalaire de (10.21) par E,

—

(i - K) — (o — i) (11 - 7) + iwA(L — 6) sin ¢(cos ¢(1h - K) + sin ¢(rir - 7)) = iwAf(h - 7)

soit ~ )
(10.25) (h-K) = Ay (a- 7) + As (h- 7),
avec
Ay — (a —iw(1 + (1 — 0)Asin? ¢)) ot Ay — iw Al

(14 iwA(1 — ) cos ¢ sin @) (14 iwA(1 — 0)cos ¢sing)
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En substituant (10.25) dans (10.24), on en déduit

(10.26) (- 7) = xa(w, ¢, 0)(h - 7)
ou xq(w, ¢,0) est la susceptibilité directionnelle donnée par
As
10.27 ,,0) = ————.
(10.27 Xal@.6.0) = -2

On constate que contrairement au cas homogene (cf. section 1.3, page 25) la perméabilité
directionnelle dépend de la direction de I'onde (angle ¢). L’expression de cette perméabilité
se simplifie dans les deux cas particuliers suivant :

1. : onde se propageant dans le sens de hétérogénéités. Dans ce cas

1
A1 a—iw(1+A)’A2 a—iw, A3 = iwAb

par suite

iwAl(a —iw(l+ A))
1+ (a0—iw)(a—iw(1+ A
ol x4(w) est la susceptibilité du milieu homogene (cf. (1.44), page 28). Ceci montre que la
loi homogénéisée se comporte comme un opérateur de moyenne suivant la direction €,. La
figure 10.3 montre la dépendance linéaire en 6 des courbes de perméabilités pour ¢ = 0.

Ici rien n’est spectaculaire. Moins il y a de ferromagnétique, moins ¢a absorbe. Ces courbes
serviront d’éléments de comparaison avec le cas ¢ = 7.

Xd(w707 9) = )) = 9Xd(w)

30

naginaire de(=x,)
< = = =

Partie imaginaire de (

w
T

=)
1

-5

. .
10* 10° 10’ 10" 10°
[fréquence (2 T ®) fréquence (2 T ®)

10’

F1G. 10.3 — Courbes de perméabilités 2mw +— 14 x4(w, 0,0) pour différentes valeurs de 6. Les
parametres sont My = 4103, Hy = 4102, = 0.1.

2.|¢ = 5 | : onde se propageant orthogonalement aux hétérogénéités.
A ! A w(l+(1—-0)A), A oo A6
= = — 10 — = 1w
YT a T iwm(1 1 04) TP P

ce qui nous donne

B iwAl(a — iw(l + 6A))
1+ (a—iw(l+ (1 -0)A))(a —iw(l + 0A))
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On constate que le comportement ferromagnétique suivant cette direction ne correspond plus
a un opérateur de moyenne. La figure (10.4) montre la dépendance de cette susceptibilité par
rapport a 6.

30

rede(x)
= < -

>
Partie réelle de (1+xd)

Partie imaginaire de (

-5 : . -15 —
10 10° 10° 10 . 10 10
[fréquence (2 T ®) fréquence (2 T ®)

F1G. 10.4 — Courbes de perméabilités 2mw +— 1 4 xq4(w, 5,0) pour différentes valeurs de 6.
Les parametres sont Mo = 4103, Hy = 410%,a = 0.1.

Contrairement au cas ¢ = 0, le domaine d’absorption et également la pulsation w, pour
laquelle I'absorption est maximale (c.a.d. pour laquelle —3(xq(w, 5,0)) atteint son maxi-
mum) dépendent de . Autrement dit, rien qu’en jouant sur la proportion de matériaux
ferromagnétique, on peut améliorer ou déteriorier l'aspect furtif du milieu vis-a-vis d’une
onde électromagnétique dont le spectre est localisé.

On remarque que le maximum décroit en fonction de 6 et est inférieur au maximum de
la courbe —(xq4(w,0,0)) pour une méme valeur de 6. Par ailleurs, comme le montre la
figure 10.5, on constate qu’il y a une symétrie par rapport a 6 = % des valeurs prises de w;.

10

w
T

Partie imaginaire de (—xd)

.
10’ 10° 10’
fréquence (2 T ®)

F1G. 10.5 — A une homothétie pres, les courbes de perméabilités 2mw +— 1+ x4(w, 5, 0) sont
symétriques par rapport a 6 = % Les parametres sont My = 4103, Hy = 410%, o = 0.1.

La figure 10.6 nous montre la dépendance de la perméabilité par rapport a I’angle d’inci-

dence ¢. On remarque également que le domaine d’absorption varie en fonction ¢. Il y a bien
entendu une symétrie des résutats par rapport a ¢ = 7.
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15 10
~10r
)
¥ =i
- il 5
)
= Z
H 3
=5 :"
% 3
S 2
g N
' L
3 go
&
0
=5 . . =5 . .
107 10° 10’ 107 10° 10’
[fréquence (2 T ®) [fréquence (2 T ®)

F1a. 10.6 — Courbes de perméabilités 2w +— 1 + xq4(w, ¢, %) pour différentes valeurs de ¢.
Les parametres sont Mo = 4103, Hy = 410%,a = 0.1.

10.3.3 Validation Numérique

Etant donné que le probleme homogénéisé admet dans ce cas particulier une forme similaire
a celle du probléeme hétérogene initial, il nous est possible de se servir d’un méme schéma
numérique pour approcher la solution de chaque probleme. Nous utilisons par exemple le
schéma aux différences finies de [45] pour effectuer des simulations numériques de validation
en 2D. L’expérience numérique est représenté par la figure 10.7.

Couches ferromgnétiques homogenes

IO

\6\
[ —

S
Vide

Fi1G. 10.7 — Description des expériences numériques
Se référant a la section précédente, on se place dans le plan orthogonal a n = €.

H] = Ho&,, M{j = Mo, avec My= 410" Hy=410,a =05 et K =0.

Cas d’une onde plane

On éclaire le milieu ferromagnétique a ’aide d’une onde plane se propageant orthogona-
lement & €,. Cette onde est polarisée suivant un mode transverse magnétique (H,, E,, H).

On effectue les simulations pour

A 1

ou A est la fréquence centrale du signal envoyé (il s’agit ici de la dérivée deuxieme d’une
gaussienne et A = 3m (cf. formule 7.83). Deux calculs sont faits : le premier calcul utilise la
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géométrie hétérogene et les équations (10.1)-(10.2) pour lequel le pas de maillage est §/10 =
W)\o et le deuxieme calcul utilise le modéle homogénéisé (10.17)-(10.18) pour lequel le pas de
maillage est tout simplement A/10!

La figure (10.8) (page 269) montre des photos (de la partie par un trait plein dans la
figure 10.7) prises en trois instants différents de la composante incidente de 'onde, quand a
la figure (10.9) (page 10.9), elle montre pour les mémes instants les photos de la composante
non incidente qui devient non nulle par l'effet de la couche ferromagnétique. On constate sur
les deux figures que le comportement global de la solution est trés bien repris par le modele
homogénéisé.

Cas d’une onde sphérique

On refait la méme expérience que précédemment mais en remplacant ’onde plane par
une onde sphérique placée au point S (voir figure 10.7). Les figures (10.10) et (10.11) sont
la version onde sphérique des figures (10.8) et (10.9). On remarque encore une fois que le
modele homogénéisé permet de bien tenir compte du comportement globale de la solution. La
déformation de la symétrie de ’onde (cf. chapitre 8, page 209) et le changement de polarisation
a l'intérieur du milieu ferromagnétique sont tres bien représentés.
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Composante £, de I’onde électromagnétique

Solution utilisant le modéle
homogénéisé

Solution “exacte” pour 0 = \/20

F1a. 10.8 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution du modele exact et le modele
homogénéisé. Le cas d’une onde plane.
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Composante F, de 'onde électromagnétique

Solution utilisant le modéle
homogénéisé

Solution “exacte” pour = \/20

F1G. 10.9 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution du modele exact et le modele
homogénéisé. Le cas d’une onde plane.
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Composante £, de I’onde électromagnétique

luti ili 1 el
Solution “exacte” pour 0 = \/20 Solution uti 1sz%nt“ y modéle
homogénéisé

[ \Hmuw‘“

I N,

¢

F1a. 10.10 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution du modéle exact et le modele
homogénéisé. Le cas d’'une onde sphérique.
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Composante F, de 'onde électromagnétique

Solution utilisant le modéle
homogénéisé

Solution “exacte” pour = \/20

FiG. 10.11 — Comparaisons sur des instantanés entre la solution du modele exact et le modele
homogénéisé. Le cas d’une onde sphérique.
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10.4 Un cas un peu plus général : milieu multi-couches ho-
mogenes

On consideére ici la généralisation du cas précédent en adoptant ’hypothese (10.2).

10.4.1 Réécriture de la loi homogénéisé sous la forme d’un systeme

Soit N le nombre de couches, on fait donc I'hypothese suivante, et (Z;), j = 1--- N une
partition de la période Y.

Hypothése 10.4 On suppose l’existence de 3N wvecteurs constants (Mg, H/ p/),j=1---N
de R3 et de 2N réels positifs (37, KJ), 7 =1--- N tels que

(M07 ﬁ? Hs> Ktb p)(f) = Z 123(5) (Mg)v ﬁjv Hgv Ké, p]) pour g eyY.

Sous cette hypothese il convient de chercher la solution M de (10.6) sous la forme (nous
renvoyons au chapitre 9 pour une justification rigoureuse de cette possibilité)

N
(10.28) M(x,t,&) :Z I (x, 1)1z, (£).
Pour une telle solution nous avons d’apres (10.5)
- |Z1
h j .
(10.29) M" = Z ;M7  sur R" xR, avec 6;= R
et ot les MY vérifient sur R"R™* (d’apres (10.6))
M = || H x MU + 39 MU x M9, MI,_ = 1o M),

(10.30) .
HY = H' 4 ((0; — DM + S 0,ML) &, + HI + Kj(p/ - M) p/

On voit alors que la loi homogénéisée a 1’échelle microscopique (variable £) se transforme
en N lois macroscopiques (indépendantes de &) couplées. On constate de plus, en prenant le
produit scalaire de (10.30) par M’ que

| = i)
Ainsi si une couche est formée par le vide, i.e. si M =0 pour un certain j alors M7 = 0 et
le systeme (10.30) & N équations se réduit a un systeme a N — 1 équations.
10.4.2 Modele linéarisé dans le cas de deux couches

Notre objectif est de généraliser le calcul de perméabilités équivalentes effectué dans la sec-
tion 10.3.2 au cas de deux couches quelconques. On consideére donc le cas de ’hypothese (10.4)
avec N =2etonposef; =0etby=1-60,0<6<1.
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Linéarisation

Le principe est déja expliqué dans la section 10.3.2. On se place également dans ’hypothese
simplificatrice K7 = 0. On pose pour £ = 1,2,

H! = [H

fiy= Hyi, et M= ]Mg] i, = M, i
ol 1my désigne un vecteur unitaire orthogonal & €,. Le modele linéarisé s’obtient en posant
H" =nh+0(n?) et M =M +nm’+0(n?), (=1,2,

avec 1) < min(Hy, My), et en ne gardant dans le systeme (10.30) que les termes en O(n). En
fixant une dépendance temporelle en exp(iwt) et en posant

ap =B My, wp=wjw, Ay=M,/Hy,

avec wy = |y| Ho, la pulsation de Larmor associée a la couche ¢. La version linéarisée du
systeme (10.30) s’écrit alors (analogie avec (10.21))

ﬁll — (041 — iwl) ﬁl X Ifl1 + iwlAl(l — 0)((ﬁ11 — Ile) . 6x)ﬁ1 X 6x = ’iwlAlﬁl X fl

(10.31)

m2

— (g — iwg) By x M2 + iy Ag0((1h2 — 1h!) - &,)iiy X €, = iwaAatiy X h

Le tenseur de perméabilité est définie par, compte tenu de la relation (10.29),

(10.32) m = x(w,0)-h avec = ' + (1 — 0)m>.

L’existence d’un tel tenseur dépend bien str de l'inversibilité du systeme linéaire (10.31).

Malheureusement, il contient trop de parametre pour permettre une résolution facile ! Il existe
néanmoins un cas intéressant pour lequel nous possédons une résolution explicite :

Structure “up and down”

Elle correspond a la configuration représentée par la figure 10.12,
THEERER IR

Fia. 10.12 — Configuration “up and down” d’un microfilm ferromagnétique

connue comme étant I'une des structures de base de 'aimantation rémanante dans un micro-
film ferromagnétique. Une telle structure correspond donc a prendre

ﬁlz—ﬁgEﬁ, MleQEMo, H1:HQEHO, ] =0 =«

Le systéeme (10.31) s’écrit donc en posant w = w; = wq et A = Ay = Ao,

m! — (o —iw)id x m! +iwA(l — 0)((m! — m?)-&,)i x €, = iwAil x h
(1033 (o= i) (1= 0)( ) &)
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Lemme 10.2 Soit th!, m? et h vérifiant (10.33). Alors, sous la condition (toujours vérifiée
sia#0)

Di=1+(a—iw)?#0et Dy=1+ (a—iw)la—iw(l+ A) #0
il existe un tenseur de susceptibilité xo(w) tel que : h = xy(w)-h ot th = O + (1 — 0)1m2.
De plus dans la base (€,,1,€,) avec €, = €, X i ce tenseur s’exprime par

(iw—a) 0 (20 — 1)
A
(10.34) Xo() = 5 0 0 0
1
~(20-1) 0 (i —a)+ 2004

Preuve. On voit directement, en prenant le produit scalaire de chaque équation de (10.33)
par i que

(10.35) m-n=0

Ecrivons maintenant les équations vérifiées par les autres composantes, de maniére similaire

a (10.23). On obtient

(10.36) m. — (o —iw)m. = iwAh,

(10.37) m! + (a —iw)ml +iw(l — 0)A(m? — ml) = —iwAh,

(10.38) m? + (o — iw)m? = —iwAh,

(10.39) m? — (o — iw)m? — iwhA(h) — m?) = iwAh,

En faisant 0(10.36) + (1 — 6)(10.38) et 6(10.37) — (1 — 0)(10.39) on obtient successivement

1, — (o —iw)(fml — (1 — 0)m?) = iwA(20 — 1)h,
(0l — (1 — 0)m?) + (a — iw)m, = —iwAh,
soit en éliminant (Al — (1 — 0)m?)

(10.40) (1+ (a —iw)?)m, = iwA(20 — Dh, — iwA(« — iw)h,
En faisant 0(10.37) 4+ (1 — 6)(10.39) et 6(10.36) — (1 — 0)(10.38) on obtient successivement

1, + (a — iw) (0l — (1 — 0)m2) + iw2A40(1 — 0) (2 — ml) = —iwA(20 — 1)h,
(Ol — (1 — 0)m2) — (o — i), = iwAh,.

Ces deux équations se réécrivent en remplacant ((1 — 6)m2) par r, — Ol
1, — (o — iw(1 4 20A))1hy, + 20(a — iw(1 + A))l = —iwA(20 — 1)h,
20! — th, — (o — i), = iwAh,.
soit en éliminant )
(10.41)  —Dornr, — iwA(20 — 1)1h, = iwA(20 — 1)h, + iwA(a — iw(1 + A))h,
et en remplacant D1 m, par son expression (10.40),
(1042) Dy Dyrin, = —iwA(20 — 1)Dy hy, + iwA (40(1 — 0) — (a — iw)Dy) h,
Le lemme découle immédiatement de (10.35), (10.40) et (10.42). O
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Perméabilités directionnelles

Soit k un vecteur unitaire donné orthogonal a i et 7 = k x . La susceptibilité direction-
nelle suivant k est défini par

(h-7
(-

—

sous la condition : (h-k) = —(rh - K)

Xd(w7 Qb, 0) =

S

) )
olt ¢ désigne I'angle orienté (&,,K) (cf. figure 10.2). x4 est bien défini par le lemme (10.2).

Concernant 'origine de cette définition nous renvoyons le lecteur a la section 10.3.2 (voir aussi
section 1.3.2 page 27).

: Cest A dire k = 8, =1, = —h, et 7 =8,. L’équation (10.41) montre que

iwA(a —iw(1 4+ A))

Xd(w7079) = - l)2

qui est indépendant de 6 et est égale a la susceptibilité directionnelle de chacune des deux
couches. C’est bien la moyenne arithmétique des deux perméabilités de chaque couche.

¢ = 5 |: c’est a dire k= 8, =, = —h, et 7 = &,. Se servant de Pexpression (10.34) et de

la formule générale (1.41) (page 27) on constate que si on pose

_iwA _iwA _dwA (. 40(1 —0)A
A = D, (iw — ), Az = D, (20 —1), A3 = D, <(zw a) + Dy ),
alors ()"
T B As
Xd(w7§70)_A1+1+A3-

La figure suivante montre la dépendance par rapport a 6 de x4(w, 5, 0).

35

301

401 1 251 6=0.1

AX&)
8
<
n

w
=]
T
7
T

)
G
T

Partie réelle de (1+xd)

Partie imaginaire de (
&
=]

S
T

w
T

=)
T

-5

. . .
10° 10’ 10 10 10’
[fréquence (2 T ®) fréquence (2 T ®)

F1G. 10.13 — Courbes de perméabilités 2mw — 1+ x4(w, 5,0) pour différentes valeurs de 6.
Les parametres sont Mo = 4103, Hy = 410%,a = 0.1.

De maniere similaire au cas vide-ferromagnétique, on constate que le spectre d’absorption

dépend du parametre . Cette dépendance est plus marquée (et assez surprenante) dans
le cas présent. Par rapport a une couche homogene (# = 0 ou # = 1) on voit donc dans
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10.4 Un cas un peu plus général : milieu multi-couches homogeénes

le cas périodique 'apparition de deux domaines d’absorptions qui s’écartent du domaine
d’absorption initial, & mesure que # se rapproche de % Le domaine qui se déplace vers les
hautes fréquences lui correspond un pic décroissant, contrairement au domaine allant vers les
basses fréquences pour lequel le pic d’absorption est croissant. Ce déplacement s’accompagne
d’un rétrécissement de la plage d’absorption significative : le matériau devient de plus en
plus sélectif. Enfin remarquons que, pour § = 0.3 par exemple, les fréquences pour lesquelles
chacun des deux matériaux est absorbants, deviennent transparentes dans le cas hétérogene :
en jouant simplement sur le parametre 6 on peut ainsi modifier (radicalement) les propriétés
du milieu.

On peut également tracer la dépendance par rapport a 'angle d’incidence ¢.

lL‘h)Xd) .

— IS}
7 S
T T

Partie réelle de (l+xd)

Partie imaginaire de (—

w
T

=)
T

-5

a [fréquence (ZIé: o) o ](‘)7 [fréquence (21(‘2 ®) v
F1G. 10.14 — Courbes de perméabilités 27w — 1+ x4(w, ¢,0.1) pour différentes valeurs de ¢.
Les parametres sont Mo = 4102, Hy = 410%, o = 0.1.

Ces courbes montrent le caractere fortement anisotrope du milieu homogénéisé : Le do-
maine d’absorption significative change completement suivant que ’on se place sous incidence
normale (¢ = 7/2) ou sous incidence parallele (¢ = 0).

Quelques cas non explicites

Nous terminons par tracer le résultat d’'une résolution analytique a l'aide du logiciel
MAPLE du systeme (10.31) dans le cas général (les formules obtenues sont trés complexes et
inexploitables analytiquement). Nous comparons la perméabilité pour les deux configurations
suivantes

Casa: L tobitpbitpbi i

Casb: L p gl gy

Fic. 10.15 — Configurations types

Configuration a : Elle correspond a une situation proche du cas précédent dans le sens
ou les aimantations des deux couches sont anti-paralleles. Par contre on a changé légérement
les caractéristiques d’une des deux couches afin d’obtenir deux comportements fréquentiels
décalés (comparer les courbes de §# =1 et § = 0 dans la figure 10.16).
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Partie imaginaire de (- )
el
w =] wn =

S

. [fréquence (21(;: ®) o Y fréquence (21(;[ ) .
F1G. 10.16 — Courbes de perméabilités 27w — 1+ xg4(w, 5,0) pour différentes valeurs de
. Cas a de la figure 10.15. Les parametres sont M; = 410%, H; = 410%, oy = 0.1, My =
8103, Hy = 8102, a9 = 0.1.

Les observations du cas précédent trouvent leur confirmation dans le cas plus général
présenté par la figure 10.16. La seule différence est que la symétrie des résultats par rapport
a0= % n’a plus lieu a cause de différence de comportement fréquentiel de chaque couche.

Configuration b : Elle correspond aux couches ferromagnétiques du cas a, sauf que les
aimatations sont orientées maintenant dans le méme sens. Les courbes de la figure 10.17 sont
la version b des courbes de la figure 10.16

naginaire de(=x)
=z 9 g

Partie imaginaire de (

w

10 10 10° 107 10* 10
[fréquence (2 T ®) fréquence (2 T ®)

F1G. 10.17 — Courbes de perméabilités 27w — 1+ x4(w, 5,0) pour différentes valeurs de
6. Cas b de la figure 10.15. Les parametres sont M; = 4103, H; = 410%,a; = 0.1, My =

8103, Hy = 8102, a9 = 0.1.

On constate que méme si le changement de comportement fréquentiel est bien présent il
est nettement moins marqué que dans la configuration anti-paralléle.

10.4.3 Peut-on permuter linéarisation et homogénéisation ?

Est-ce que la linéarisation de la loi homogénéisée non linéaire correspond avec 1’ho-
mogénéisation du modele linéarisée hétérogene 7 La réponse a cette question est loin d’étre
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évidente dans le cas général. On peut cependant la vérifier formellement sur les exemples
simplifiés qu’on vient de présenter.

Considérons 'exemple vide-ferromagétique de la section 10.3.2. La perméabilité relative
homogénéisée associée a la linéarisation de la loi homogénéisée non linéaire est par définition

(10.43) po(w) = po(1+ xp(w))

ol Xxg(w) est le tenseur de susceptibilité défini par le lemme 10.1.

Considérons maintenant le probléme linéarisé hétérogene correspondant. Il s’écrit dans le
domaine fréquentiel,

iwe &’ —roth? =0
(10.44) .
iwpd(w)h? +roted =0

ot p®(w) est défini par

(10.45) 1 (w) = po(1 + x())12(2/8) + po(1 — 12)(/0)

ol x(w) est la susceptibilité relative du domaine ferromagnétique donnée par (1.38) (page 27).
D’apres les résultats classiques sur I'homogénéisation du systeme de Maxwell linéaire (voir
par exemple [40]), le probléme homogénéisé associé a (10.44) s’écrit (du moins formellement
lorsque €° et p®(w) n’ont pas le bonnes propriétés de coercivité...)

iweheh — roth" =0
(10.46) = .
iw p'(w) h" + rot &h = 0

olt " est donnée par 9.15 et ot p”(w) désigne la matrice homogénéisée (dite la H-limite)
associée & p®(w). Cette matrice peut étre définie de maniére similaire & gh en passant par la
résolution d’un probléeme cellulaire sur Y. On peut également exploiter la forme particuliere
de p?

(@) = po (A1z(z/8) + B(1 - 17)(z/5))

ou A =1+ x et B =1, et lui appliquer la formule explicite des matrices homogénéisées
associées a cette forme (dite laminaire) ([3]),

0(1—0)
(1—-0)Aé, - €, +0BE, - &,

(10.47p" (@) = 1 (eA +(1-0)B- (A= B)&, @ (A— B)ém>

On vérifie alors (apreés un calcul simple mais assez fastidieux) que les seconds membres de
(10.43) et (10.47) coincident :
(W) = pg(w).

Notons enfin que cette égalité a également été vérifiée (a I’aide du logiciel MAPLE) dans le
cas de deux couches quelconques... Cette vérification constitue en quelque sorte une deuxieme
validation du modele homogénéisé non linéaire dans le sens ou il permet de retrouver dans
des cas simplifiés des résultats classiques en homogénéisation.

La (vraie) validation du modele non linéaire vient de I’étude mathématique entreprise
dans le chapitre précédent.
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Chapitre 11

Modeles pour des couches minces
périodiques

Résumé : Dans ce chapitre, nous traitons le cas ol la périodicité du domaine est du
méme ordre de grandeur que son épaisseur. Nous donnons un apercu introductif de la
dérivation formelle des conditions équivalentes (a la maniere de partie ), dans le cas 2D
et d'une frontiére plane. La condition d'ordre 2 (section 11.3) n'admet pas tout a fait
la méme structure du cas non périodique : elle fait intervenir une aimantation définie
sur un domaine adimensionnalisé (formule (11.12)), mais nécessite en plus la résolution
d'un probleme cellulaire (systeme (11.14)). Cette résolution peut se faire a la main dans
le cas non périodique (formule (11.16)), ce qui nous redonne la condition (5.93), et dans
le cas d’'une couche homogene dans le sens de |'épaisseur ol I'on retrouve une écriture
similaire a I'écriture du modele homogénéisé du chapitre précédent (formule (11.15)).

11.1 Présentation du probleme

I Conducteur parfait

i
! o

r = =

) x

7

Q, Vide

FiG. 11.1 — Présentation du probleme

Le vide occupe le demi plan , C R? de frontiere I'. Le domaine du matériau ferro-
magnétique est la couronne Q2 = I'x]0,5[. On note n la normale & T' : n = (0,0, 1). Pour un
vecteur v € R? on note

IIjv=nx(vxn)=(v3,0,0) et ILv=(v-n)n=(0,0,v,)
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11.1.1 Equations du modele

g0 O,ES —rot H® = 0, OH? + +rot ES = 0,
(11.1) 0T ! HOOH ! dans €,,

(ES, HY) =0 = (Eo,Hy)
(11.2) {ngn:Ean,ngn:fon sur I,

6 6 6 é 6 3
e? OE? —rot H? = 0, O H? + 0,M?) + rot E = 0,

(11.3) P ! o(OHL: + OM) ! dans Q2.
(E?>H?)|t20 = (070)

&
oMY = |y| HS x M? + -2 M2 x 9;M?,

Ed
4
(11.4) HY = HY + HY + K? (p° - M?) p° dans QF.
M?|t:0 = 1\/[8
(11.5) { Elxn=0 surl?

Hypothése 11.1 (Périodicité 1D dans la direction x). Il existe ¢, Mg, o, Hg, K,, p, définis
sur R x [0,1], périodiques de période T par rapport a la premiére variable, telles que, pour
(z,2) € QO

Ef(xvz) :Ef(§7§)7 Mg(-rvz) :MO(%>§)

(11.6) ’
(Hg> ng pa)(.r,z) = (HS> as p)(§’ %)

11.1.2 Objectif

Trouver un opérateur B,‘z, sur le bord I' tel que, la solution (Eg, ﬁg) de

g0 OE) —rot HS = 0, OHS + +rot ES = 0,
(11.7) g t~ Hoct dans €2,
(E9, HY)(t = 0) = (Eo, Hp)

(11.8) { Eg xn= Bg(l‘[“ﬁg) sur T,
vérifie

5 rréy (TS TY6 _ k-1
(119) H(Ev7Hv) (EvaHv) LOO(O,T;LQ(QU)) - 0(6 )

On dira dans ce cas que 'opérateur B et la condition effective (11.8) sont d’ordre k.

11.2 Calcul formel

e Changement d’échelle a l'intérieur de la couche ferromagnétique
(B9, HY, M) (2, 2) v (E{, H],MY)(2,£,€), (£,¢) = (%.3)-

(11.10)
rot — rot , + 3 (tot ¢ + ot ¢),
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11.3 Condition d’ordre 2

oll on a posé 1ot ;v = 0,(€; X V), rot ¢v = 0¢(€; X V), 1ot (v = 0¢(€, X v) = O¢(n X v)

e Asymptotiques périodiques

' ES, HS M?) = (EO, HO, M%) + 6 (EX, H!, M) + - --
( f f f) ( f f f)+ ( f f f)+

ott les (E!, H!, M!) sont périodiques par rapport & la variable ¢ de période 7.

11.2.1 Notations

On note Y =]0, r[x]0, 1[. Pour une fonction u définit sur Y on pose
1 r
(w0 = [ ul.¢) d
rJo
Par ailleurs nous aurons besoin d’introduire I'espace fonctionnel
Ho(Y) = {u e HY(Y) / € — u(€, ) est r périodique et Ujc=p = 0}
Pour u € Ho(Y) on note

Veu = (9¢u)€, + (0cu)€. = (9¢u,0,0cu)

11.3 Condition d’ordre 2

Elle est obtenue a partir de I'approximation

(ES,H)) ~ (ES, HY) + 6 (E}, H}) + O(5?)

1
et s’écrit dans le cas général en posant y1 = / (ee(., C)>_1 d¢,
0

OES(2,0,t) xn = —0 (o Oy + 1oty Y1roty )HHI:If,(a:, 0,t)
(11.12) ) N
06 [ (OuIL M @.-,¢,0)) d

ot la fonction MY vérifie sur I'x]0,7[x]0, I[xR*
DM = |y HY x MY + 5= MY x 9, MY,

(11.13) ¢ HS =11, H,(x,0,t) + Vep® + 1, <M0 - 1\71?> +H, + K, (p- M) p
M?H:O =M,

ol pour presque tout (z,t) € T x R, 9 (x,t) € Ho(Y) est solution de

[ Vet T+ (M — Mo) = (M7 — Mo)) Ve dedc = 0 W' € Ho(Y)

(11.14
<¢5(-,()> =0 pour presque tout ¢ €]0,1].
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Simplification dans le cas d’une couche homogéne dans le sens de la normale

Hypothése 11.2 Les caractéristiques My, o, Hy, K,, p, sont indépendant de la variable
et Mo . ém = 0.

La condition Mg - €, = 0 est une conséquence de div Mg = 0 et est rajouter pour retrouver
les méme conditons que dans le cas du modele homogénéisé des chapitres 9 et 10.

Sous I'hypothese (11.2) il est possible de chercher une solution (M?,%) du systeme
(11.13)-(11.14) qui soit indépendante de (. Le systeme (11.14) implique alors que

Ve = (((I\N/I? — M) - <1\N/I? - M0>) ’éx) €, = -1, (I\N/If — <1\N/If>)

La condition d’ordre 2 s’écrit alors

OES(2,0,t) xn = —0 (o Oy + 1oty Y1roty )HHI:If,(a:, 0,t)
(11.15)

—Ho d <8ttHH1\A/I?($7 K t)>

ot la fonction M? vérifie sur I'x]0, r[x R+t

DM = |y Hy x MY + i MY x 9,M2,
HY = 10 H, (2,0,¢) + T, ((M2) = M2) + L (Mo — M?) + H, + K, (p - M?) p

I\N/I?u:o =My

On retrouve dans 'opérateur II, (<1\N/I?> - 1\71?) de la loi homogénéisé dans le cas laminaire.

validation dans le cas non périodique
Hypotheése 11.3 Les caractéristiques Mg, o, Hy, K,, p, sont indépendant de la variable &.

Sous I'hypothese (11.3) il est possible de chercher une solution (M?,%) du systeme
(11.13)-(11.14) qui soit indépendante de £. Dans ce cas

(11.16) M? — M, = <1V1§ - M0> = % =0.

La condition d’ordre 2 s’écrit alors

8t]§g(:v, 0,t) xn = —0(updu+ roty Y 1I0ty )HHIij,(a:, 0,t)
(11.17) —_—
—M05/0 Ou T M (2, ¢, 1) d¢

ot la fonction MY vérifie sur I'x]0, 1[xR*

OM = || Hy x MY + 5 M? x 9,M2,
(11.18) ﬁg‘ = Huﬁv(%o?t) + 1L, (MO - M?) +H, + K, (p- M?) p

M?\t:o = My
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11.3 Condition d’ordre 2

ce qui correspond bien avec la condition équivalente d’ordre 2 du cas non périodique (voir
formule (5.93))
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Annexe A

Passage de LLG a LL

Nous reportons ici la démonstration donné dans [45] du lemme qui permet de passer de
I’équation LLG, écrite sous une forme non résolue en 9;M, a une équation de type LL.

Lemme A.1 Pour tout vecteura € R3, Uapplication A : x — x+axx est un homéomorphisme
de R? dans lui-méme tel que
+(a-y)la—axy

1+ |al?

(A.1) Aly) =

De plus, A~ est une contraction.
Preuve. La continuité de A est évidente. Soient (x,y) € (R?)? tels que A(x) = y. En prenant
le produit scalaire de cette expression par a, nous obtenons
(a-x)=(a-y)
et en prenant le produit vectoriel par a,
axx4+ax(axx) =axx—l|a’x+(a-x)a =axy

Ces deux calculs élémentaires permettent de définir le systeme suivant

X + axx = y
—la’x + axx = axy—(a-ya

Comme il est linéaire en (x,a x x), il peut étre résolu en x ce qui meéne a (A.1). Il ne reste plus
alors qu’a considérer le produit scalaire de A(x) = y par x, qui donne |x|? = x -y < [x]|y|.
On obtient ainsi que

vy, AT ()] < Iyl

ce qui conclut la démonstration. O
En voici maintenant une version plus générale qui est utilisée dans le calcul du tenseur de
perméabilité et dont la démonstration est similaire & la preuve du lemme (A.1).

Lemme A.2 Pour tout vecteur a € R? et A\ € Ctelles que 1 + \? \a]z # 0, Uapplication
A:x+— x4+ Aa X x est injective et

y+A(a-y)a—daxy

(4.2) AMy) = T

De plus, A~ est une contraction.
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Annexe B

A propos des unités

En magnétisme coexiste deux systemes d’unités différents : le systeme SI, pour “Systeme
International d’Unités”, qui est celui que nous utilisons, et le systéme CGS, pour “centimetre,
gramme et seconde”. Cette différence est résumée dans le tableau suivant pour les principales
grandeurs qui nous concernent (Nous renvoyons [16] pour de plus amples informations).

Grandeurs Symbole Unités SI Equivalent CGS
perméabilité magnétique 140 471077 H/m 1
rapport gyromagnétique ~ —g x 1,1.10° Htm/A | —g x 1,4 MHz/Oe
Induction magnétique B T 10* Gauss
Champ magnétique H A/m 47.1073 Oe
Aimantation M A/m 471073 Oe

TAB. B.1 — Principales unités pour le magnétisme dans le systeme SI, et leurs équivalents
en systeme CGS. Les unités utilisées sont le metre (m), le hertz (Hz), le henry (H), le tesla
(T), le gauss (Gauss), I'oersted (Oe) et 'ampere (A). Pour les applications numériques, nous
prendrons g = 2.

Soulignons toutefois que le probleme se résume certes a des conversions d’unités, mais
parfois non évidentes : certaines constantes peuvent disparaitre des définitions en prenant la
valeur 1. Ainsi par exemple, nous avons dans le systéeme SI,

B = po(H+M)
alors que dans le systeme CGS, on aurait
B = H+ 4«1

ou I est “I'intensité d’aimantation”...
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Annexe C

Estimations relevant du lemme de
Gronwall

Afin d’étre complet, nous donnons ici quelques précisions sur les utilisations diverses que
nous faisons dans ce rapport du lemme de Gronwall et de ses produits dérivés. La version
basique de ce lemme est la suivante (voir par exemple [28]) :

Lemme C.1 Soit quatre constantes C >0, T >0, tg > 0 et a € [0, 1], une fonction positive
F € LY(0,T) et une fonction positive X € C°([0,T)), telles que, pour tout t € [to,T],

(C.1) X <0+ [ FX0)°*(r) dr

to
alors pour tout t € [to, T,

11—«

t

(C.2) X(t) < (cl—a +(1—-a) | F(r) dr)

to
La version la plus utilisée dans ce rapport est :

Lemme C.2 Soit deuzx constantes C > 0 et T > 0, une fonction positive F € L'(0,T) et
une fonction positive X € H*(0,T), telles que pour p.p. t € (0,T),

1
(C.3) §%X2(t) <CX*t)+ F(t) X (1)
alors, pour tout [to,t] € [0,T],
t
(C4) e CIX(t) <e X (tg)+ | e T F(r) dr.

to

2
Preuve. On pose Y (t) = (e‘CtX(t)) de telle sorte que p.p.
d
—Y(t) = e 2P X2 (1) — 2Ce72CP X2 (¢
Dy (1) = 2L X2(1) — 206X ()
Ainsi, en multipliant (C.3) par e~2¢* nous déduisons p.p t,

%Y(t) < 26C F(1) /Y (1)
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et en intégrant entre tg et ¢,
t
Y(t)<Y(to))+2 | F(r)\Y(r)dr

to

L’estimation (C.4) se déduit donc immédiatement du lemme C.1 avec o =

NI

Nous avons utilisé également la version suivante :

Lemme C.3 Soit trois constantes C' > 0, T > 0 et tg > 0, une fonction croissante F €
C9([0,T)) et une fonction X € C°([0,T)), telles que pour tout t € [to, T,

(C.5) Xt)<F({t)+C tX(T) dr

to

alors, pour tout t € [to, T,
(C.6) X(t) < eCUp().

t
Preuve. On pose pour t > tg, Y (t) = e ¢t X(7) dt ce qui donne en dérivant,
to

d

t
—Y(t)=e X (t) - Ce [ X(1)dr.
dt to

Ct

)

L’inégalité (C.5) s’écrit apres 'avoir multipliée par e~

%Y(t)ge_CtF(t) — Y() < /t: e=CT F(r) dr

soit en remplacant Y (¢) par son expression
t t t
o [ x(r)dr < ceCt / ¢=CT F(r) dr < F(1)CeC! / e=CT dr = F(#)(C010) _ 1)
to to to

En utilisant cette inégalité dans (C.5) nous trouvons bien 'estimation (C.6). O

Nous concluons avec une version plus générale que ce qui précede,
Lemme C.4 Soit quatre constantes C > 0, T > 0, to > 0 et a € [0,1], une fonction

croissante positive F € CY([0,T)), une fonction positive G € L*([0,T)]) et une fonction positive
X € C%[0,T)), telles que pour tout t € [to,T],

t
(C.7) Xt)<Fit)+ | CX(r)+G(r)X(r)* dr
to
alors, pour tout t € [to, T,

(C.8) X(t) < ((ecu_to) P t))l-a 1wt [ dT) =3

to
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Preuve. D’apes le lemme C.3, si X (¢) vérifie (C.7) alors
X(t) < eClt—t0) (F(t) + tt G(r)X (r)° dT>
0
soit pour tg <t < t/,
X(0) < 0 (F) + [ Gx()" dr)
0

En appliquant le lemme C.1 nous déduisons pour tog <t <t

1

! t —a
+ (1 —a)eft =) [ G(r) dT) 1

to

11—«

X < (0w pw)

ce qui nous donne bien (C.8), en prenant ¢t = t’ dans 'inégalité précédente.
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