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Résumé

Ce manuscrit est divisé en trois parties :

– la première approfondit le domaine de la représentation des champs sonores ;
– la deuxième expose de nouveaux algorithmes de traitement du signal afin d’effectuer :

– l’analyse de champs sonores par un réseau de microphones,
– la synthèse de champs sonores par un réseau d’enceintes ;

– la troisième partie utilise les résultats des deux parties précédentes afin d’envisager, par des
simulations et des validations expérimentales, de nouvelles approches pour l’analyse et la
synthèse de champs sonores.

La partie I de cette thèse est très théorique et contient des expressions des champs sonores dont
l’essence est parfois difficile à saisir au premier coup d’œil pour les lecteurs non familiers avec
des domaines tels que ceux des transformées et des séries de Fourier généralisées, des fonctions
de Bessel, des harmoniques sphériques, de la théorie de la fonction de Green, et de l’équation
intégrale de Kirchhoff. Pour les lecteurs n’étant pas parfaitement à l’aise avec ces équations, je
suggère vivement qu’ils en lisent au moins l’introduction et le bilan. Les domaines approfondis
dans cette partie sont à l’interconnexion entre l’acoustique et le traitement du signal.

L’objectif de cette partie est de faire la synthèse des différentes modélisations possibles
pour le champ sonore. Cette synthèse permettra de prendre du recul par rapport au domaine
de l’analyse et de la synthèse des champs sonores, notamment en dressant le bilan des avan-
tages et des inconvénients liés à chaque approche actuelle pour la synthèse de champs so-
nores par un réseau de transducteurs, telle que la Wave Field Synthesis [7, 10, 14, 25], les
méthodes ambisoniques d’ordres élevés [27, 28, 74, 75] ou l’égalisation multicanale tradition-
nelle [15, 16, 17, 33, 40, 46, 55, 56, 67, 69, 71, 73]. Les chapitres 1 et 3 étudient les représentations
harmoniques pour la description des champs multidimensionnels dans les cas suivants : l’ana-
lyse/synthèse sur un domaine infini, l’analyse/synthèse sur un domaine fini, et l’analyse/synthèse
des champs à “bande limitée”. Ces chapitres permettent de passer en revue des outils d’analyse
tels que les transformées ou séries de Fourier généralisées, adaptés à chacun des trois principaux
systèmes de coordonnées : cartésiennes, cylindriques et sphériques. Les chapitres 2 et 4 détaillent
les représentations intégrales des champs sonores, et établissent des résultats telles que l’intégrale
de Kirchhoff et la formulation de Kirchhoff du principe de Huygens. Les deux premiers chapitres
de la partie s’intéressent à l’analyse et la synthèse de champs sonores en supposant que les champs
étudiés sont idéalement connus. Les deux derniers chapitres étudient les effets de la discrétisation
des observations sur les différentes représentations introduites dans les deux premiers chapitres,
afin de se rapprocher des conditions des dispositifs réels d’analyse et de synthèse, qui ne peuvent
utiliser qu’un nombre fini de mesures du champ sonore. Cette partie se termine par un bilan es-
sayant de dresser les avantages et les inconvénients de chaque représentation envisagée : les ondes
planes, les harmoniques cylindriques, les harmoniques sphériques, ou la formulation de Kirchhoff
du principe de Huygens. Ce bilan s’intéresse notamment à la robustesse de ces représentations
vis-à-vis de la discrétisation.
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Résumé

Dans la partie II, l’objectif est de démontrer le potentiel de la représentation du champ sonore
en ondes planes à la fois pour l’analyse et la synthèse. Nous étudions l’analyse de champs sonores
par un réseau de microphones au chapitre 5 et la synthèse de champs sonores par un réseau de
transducteurs au chapitre 6.

Dans le chapitre 5, nous introduisons plusieurs algorithmes permettant de mettre au point des
filtres spatiaux performants dont l’objectif est de conserver uniquement la composante du champ
sonore provenant du voisinage d’une direction d’incidence donnée. Les techniques employées
appartiennent à la catégorie des formations de voies fréquentielles, qui utilisent un vecteur de
pondération, affectant un poids différent pour chaque mesure de l’antenne de microphones, pour
chaque fréquence d’analyse. Dans un premier temps, nous mettons au point une fenêtre d’analyse
spatiale optimale, c’est-à-dire un filtre spatial dont le vecteur de pondération dépend uniquement
de la fréquence d’analyse et pas de la direction d’incidence considérée. Nous montrons l’efficacité
de cette approche dans le cas de l’étude des antennes bidimensionnelles, pour lesquelles l’analyse
des champs sonores peut se restreindre à un sous-domaine du domaine global de Fourier, c’est-
à-dire le domaine des fréquences et vecteurs d’onde. Puis, nous proposons un raffinement de ces
algorithmes en rendant le vecteur de pondération dépendant de la direction d’incidence, ce qui
permet d’avoir des améliorations notables au niveau de la résolution de l’analyse (capacité d’un
système à dissocier deux sources proches angulairement). Toutes les approches proposées réalisent
une minimisation de l’erreur quadratique entre une réponse de référence et la réponse effective du
filtre spatial. Contrairement aux algorithmes traditionnels qui utilisent un ensemble discrets de di-
rections d’incidence pour accomplir l’optimisation du vecteur de pondération, nous utilisons une
minimisation de l’erreur quadratique sur tout l’ensemble (ensemble continu) des directions d’inci-
dence. Ainsi, l’algorithme présenté est immunisé contre les conséquences d’un mauvais maillage
de l’ensemble des directions d’incidence.

Dans le chapitre 6, nous présentons un algorithme d’égalisation multicanale très flexible : il
est capable de réaliser de l’égalisation de longues réponses impulsionnelles étant donné qu’une
solution itérative rapidement convergeante est utilisée pour calculer la solution ; il utilise une réso-
lution dans le domaine temporel mais accélère le calcul de chaque itération en réalisant les calculs
dans le domaine fréquentiel grâce à la FFT, permettant ainsi d’éviter le défaut des algorithmes
rapides traditionnels d’égalisation multicanale, qui calculent les convolutions linéaires à l’aide
de convolutions circulaires, introduisant de ce fait du recouvrement dans le domaine temporel ; il
peut s’appliquer quelle que soit la description spatiale utilisée pour représenter les champs sonores,
qu’il s’agisse des impulsions de Dirac multidimensionnelles, comme c’est le cas usuellement, des
ondes planes, comme dans la méthode que nous préconisons, ou des harmoniques sphériques,
comme dans le cas des méthodes ambisoniques d’ordres élevés.

Dans la partie III, nous exposons la solution expérimentale que nous avons retenue pour effec-
tuer l’analyse et la synthèse de champs sonores. Pour l’analyse, nous constituons une banque de
filtres spatiaux, dont chacun permet d’étudier le champ dans le voisinage d’une direction donnée
de l’espace et qui permet de calculer des cartographies du champ sonore pour chaque fréquence
d’analyse. Cette approche est testée en simulation au chapitre 7, et validée expérimentalement
dans le chapitre 8 dans le cas de la mesure du rayonnement d’enceintes réelles mesurées dans une
chambre anéchoïque par une antenne bidimensionnelle. Pour la synthèse de champs sonores, nous
utilisons l’algorithme d’égalisation multicanale introduit au chapitre 6 utilisant une représentation
du champ sonore en ondes planes. Nous montrons la supériorité de cette approche par rapport à
l’approche traditionnelle de l’égalisation multicanale pour laquelle le champ est décrit par une re-
présentation en impulsions de Dirac multidimensionnelles. Les critères servant à la comparaison
de ces deux approches sont le rapport signal sur bruit de la reconstruction, la réponse en fréquence
et la réponse temporelle des champs effectivement reconstruits par ces deux approches.
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Puis nous effectuons la conclusion générale de ces travaux et nous dégageons des perspectives
pour l’application et la poursuite de ces travaux.
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Introduction

Le premier système ayant permis à la fois l’enregistrement et la reproduction du son fut le
phonographe, inventé par Thomas Edison en 1877. Pour faire fonctionner cet appareil, un opéra-
teur chantait dans un cornet terminé par un diaphragme, dont les vibrations déplaçaient un stylet
qui entaillait un cylindre de cire molle. L’intensité du champ de pression acoustique était encodée
par la profondeur du sillon hélicoïdal. Au moment de la restitution, la cire était durcie et le stylet
était remplacé par une pointe mousse, qui imprimait au diaphragme le même mouvement que lors
de l’inscription.

Depuis cette invention, l’enregistrement et la reproduction du son n’ont eu de cesse de se
perfectionner. Les nombreuses imperfections des premiers dispositifs mécano-acoustiques ont été
progressivement corrigées par une série de révolutions technologiques qui se sont déroulées de
1877 à nos jours. Parmi ces révolutions figure l’apparition des supports magnétiques qui ont per-
mis une meilleure flexibilité et reproductibilité des enregistrements effectués en comparaison des
enregistrements réalisés sur les premiers cylindres ou par la suite sur les disques. La qualité des
supports s’est encore améliorée avec l’utilisation de la technologie numérique, qui assure une pé-
rennité du stockage, et une flexibilité encore accrue : la qualité de la représentation des signaux
enregistrés, contrôlée par des paramètres tels que la fréquence d’échantillonnage et le nombre de
bits utilisés pour encoder chaque échantillon, est en constante progression. En dehors du support
et du traitement des signaux qui peuvent utiliser la technologie numérique, l’essence même du do-
maine de l’enregistrement et de la reproduction du son est analogique, et les systèmes sous-jacents
ne seraient pas ce qu’ils sont aujourd’hui sans l’avènement de l’électro-acoustique, avec l’appa-
rition des microphones et des enceintes, qui ont remplacé progressivement les premiers appareils
mécano-acoustiques. L’avantage d’avoir eu recours aux microphones et aux enceintes est d’avoir
pu profiter des progrès fulgurants dans le domaine de l’électronique, avec l’utilisation de circuits
(pré-amplificateurs, amplificateurs de puissance, convertisseurs analogique-numérique, etc.) ayant
toujours de meilleures performances. Ces dispositifs sont caractérisés à la fois quantitativement
par des critères tels que la platitude de la réponse en fréquence, la distorsion harmonique totale gé-
nérée, la distorsion de phase, d’intermodulation, la puissance maximale de sortie, la distorsion en
régime transitoire, la plage de dynamique et le rapport signal sur bruit accessible, les fluctuations
de la fréquence d’échantillonnage (jitter en anglais) mais aussi qualitativement par le biais de tests
d’écoutes. Parallèlement, des progrès dans le domaine de l’acoustique ont permis de perfectionner
les microphones et les enceintes, en améliorant la sensibilité et la linéarité de ceux-ci.

C’est au cours de ces décennies qu’est né et que s’est fortifié le concept de haute-fidélité,
que l’on peut définir de la manière suivante : un système haute-fidélité d’enregistrement et de
reproduction est idéal s’il est capable de recréer parfaitement une scène sonore, de sorte qu’un
auditeur ayant les yeux fermés serait incapable de détecter une quelconque différence entre la
scène initiale et la scène reproduite.

La définition du concept de haute-fidélité énoncée ci-avant exige beaucoup plus que le rendu
temporel des signaux sonores : elle implique aussi nécessairement une bonne qualité du rendu
spatial de la scène sonore initiale, afin d’accroître le réalisme de l’immersion de l’auditeur dans
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Introduction

la scène reproduite. Il a été reconnu très tôt que les possibilités des systèmes haute-fidélité limités
à une reproduction monophonique étaient très réduites, et que plusieurs canaux de transmission
permettraient d’améliorer grandement le réalisme de la reproduction. Une des premières solutions
préconisées était de placer trois enceintes frontales afin d’avoir une représentation réaliste de la sé-
paration entre les différents interprètes d’un orchestre, et d’ajouter deux enceintes supplémentaires
soit à l’arrière soit sur les côtés de l’auditeur afin de traiter la réverbération. Malheureusement, la
technologie nécessaire n’était pas disponible dans les années 1930. Le compromis adopté fut la
stéréophonie, introduite par Alan Blumlein. En effet, la stéréophonie permet de synthétiser à partir
de deux canaux gauche et droit un troisième canal de transmission (principe de la source fantôme)
situé au centre : les artifices utilisés pour générer cette illusion auditive sont désormais bien connus
et maîtrisés ; il s’agit des concepts psychoacoustiques de différences interaurales de temps et d’am-
plitude. La limitation de l’effet stéréophonique est que l’auditeur doit se situer sur la médiatrice du
segment joignant les deux enceintes. L’effet disparaît ou est fortement atténué à mesure que l’au-
diteur s’en éloigne. Une tentative d’adjonction de deux canaux supplémentaires fut effectuée dans
les années 1970 avec les dispositifs quadraphoniques, afin de pouvoir aussi traiter la réverbération,
mais ce fut un échec commercial car les consommateurs n’étaient pas prêts à payer le surcoût
en argent et en espace pour l’installation d’un tel dispositif qui, au final n’était jugé améliorer le
réalisme spatial que de manière très marginale. Ces verrous technologiques et économiques sont
désormais levés avec le gain en popularité des systèmes home-cinema.

L’intégralité des progrès effectués au cours du siècle précédent a été dédiée à l’amélioration
des aspects temporels de l’enregistrement et de la reproduction du son, ayant permis d’atteindre
des caractéristiques telles qu’une réponse plate à ±1 dB sur toute la bande de fréquences 20 Hz-
20 kHz, et une plage de dynamique d’environ 100 dB, caractéristiques qui vont parfois même
jusqu’à effleurer les limites de la perception auditive humaine. Les efforts de recherche du siècle
présent seront quant à eux consacrés à l’amélioration des aspects spatiaux de l’enregistrement et
de la reproduction du son. Alors que l’amélioration des aspects temporels a nécessité des efforts de
recherche dans le domaine de l’électronique, de l’acoustique et de la physique, l’amélioration des
aspects spatiaux nécessitera de réaliser de grands progrès dans le domaine du traitement du signal
appliqué à l’acoustique. En effet, il y a fort à parier que les systèmes qui seront employés dans
le futur ne se contenteront plus seulement d’utiliser comme signaux de commande des enregistre-
ments captés par des microphones et retouchés par l’ingénieur du son. De nouveaux traitements
automatisés seront effectués sur des mesures de champ sonore récoltées par une antenne de mi-
crophones1 afin de calculer les signaux de consigne des différentes voies du système multicanal
qui optimiseront le rendu spatial d’une scène sonore de référence. Les technologies visant à amé-
liorer le réalisme spatial peuvent être répertoriées en deux catégories : les techniques binaurales
et les techniques de reconstruction physique du champ sonore. La première catégorie vise une
amélioration du réalisme de la reproduction au casque et sort du cadre de cette thèse. Dans la se-
conde catégorie, il existe plusieurs approches en cours d’élaboration : nous pouvons citer la Wave

Field Synthesis, les systèmes de reproduction ambisoniques d’ordres élevés, plus généralement les
systèmes de reconstruction modale et finalement les systèmes de déconvolution multicanale.

Alors que la liste de critères permettant de tester quantitativement la qualité du rendu tempo-
rel est longue, il n’existe à notre connaissance pas de critères répandus et unanimement utilisés
permettant de juger quantitativement du rendu spatial d’une scène sonore. Cette omission n’est sû-
rement pas volontaire et est donc lourde de signification : l’évaluation du rendu spatial mobilisant
plusieurs canaux de transmission constitue un réel défi scientifique et soulève beaucoup de pro-
blèmes encore irrésolus. Le développement des solutions multicanales actuellement employées par
l’industrie du cinéma, et plus récemment dans l’industrie du disque a été complètement empirique.

1ou bien le successeur des antennes de microphones pour mesurer des champs de pression acoustique sur une large
zone de l’espace.
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Le fait que ces solutions soient empiriques n’est pas en contradiction avec la démarche heuristique
adoptée par les adeptes de la philosophie de la haute-fidélité : seules les modifications apportant
un réel apport pour le réalisme spatial ont été sélectionnées par l’histoire de l’enregistrement et de
la reproduction du son.

Concernant l’amélioration du réalisme spatial, il semble réducteur de continuer à parler de
ce domaine comme celui de l’enregistrement et de la reproduction du son. Une formulation plus
appropriée serait de parler d’analyse et de synthèse de champs sonores, ce qui est en meilleure
harmonie avec le concept de haute-fidélité. En effet, le recours au mot “son” dans la dénomination
actuelle n’évoque pas le caractère étendu de la reproduction revendiqué dans le concept de haute-
fidélité, ce qui est corrigé par le recours à la dénomination champ sonore2. De plus, le recours aux
dénominations “analyse” et “synthèse” induit implicitement la présence du traitement du signal
dans ces dispositifs, alors que celui-ci est absent des dispositifs actuels.

L’amélioration des aspects spatiaux de l’analyse et de la synthèse de champs sonores est donc
un domaine de recherche très actif, dans lequel plusieurs solutions sont pour le moment en concur-
rence. De manière analogue à la démarche employée pour améliorer les aspects temporels de l’ana-
lyse/synthèse, il faudra se donner des critères quantitatifs permettant de tester la qualité du rendu
spatial afin de venir compléter les tests perceptifs, qui constituent actuellement la seule possibilité.
Ces nouveaux critères devront être indépendants de la méthode utilisée pour l’analyse/synthèse
de champs sonores. Plusieurs des critères utilisés pour l’appréciation du rendu temporel pourront
sûrement se généraliser pour caractériser le rendu spatial : par exemple, il serait bien de pouvoir
caractériser la réponse en “fréquences spatiales” du dispositif, ce qui permettrait de connaître la
bande passante spatiale du dispositif ; de même, il serait intéressant de généraliser la notion de
rapport signal sur bruit et de plage de dynamiques pour les aspects spatiaux de l’analyse/synthèse
de champs sonores. Les objectifs principaux de cette thèse sont de donner naissance à un cadre
général commun pour l’étude des champs sonores, de donner des critères quantitatifs permettant
de juger de la qualité du rendu spatial d’un dispositif haute-fidélité, et d’envisager de nouvelles
solutions pour améliorer le rendu spatial d’une scène sonore.

2L’étude des champs dans le domaine de la physique a pour objectif d’étudier l’évolution d’une grandeur physique
à un niveau global, en opposition à une étude à un niveau local.
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Première partie

De l’analyse et de la synthèse des
champs sonores
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La première partie de cette thèse traite de l’analyse et de la synthèse de champs sonores. Ce
choix est lié à l’objectif principal qui a été énoncé dans l’introduction : l’amélioration du rendu
spatial. Une meilleure compréhension des champs sonores semble un point incontournable pour
accéder à cet objectif. Pour cela, nous nous proposons d’effectuer une synthèse des représenta-
tions de champs sonores existantes. Les représentations couramment utilisées dans la littérature
peuvent être classées en deux catégories : les représentations harmoniques, et les représentations
intégrales. Les chapitres 1 et 3 seront dédiés à l’analyse harmonique des champs sonores tandis
que les chapitres 2 et 4 seront dédiés aux représentations intégrales.

Les représentations harmoniques, telles que les décompositions en ondes planes, en har-
moniques cylindriques ou en harmoniques sphériques, sont des méthodes de représentations de
champs multidimensionnels qui ne sont pas spécifiques à l’étude des champs sonores. Ces mé-
thodes de représentations pourraient aussi bien servir à décrire des signaux vidéo par exemple. Les
champs sonores possèdent une propriété complémentaire : ils satisfont une loi d’évolution, l’équa-

tion de propagation, ce qui permet de distinguer l’analyse effectuée sur ces objets par rapport à une
analyse sur des champs multidimensionnels quelconques. Une autre caractéristique importante des
représentations harmoniques est qu’elles n’exhibent pas directement les liens entre les causes (les
sources acoustiques) et les conséquences (propagation des ondes acoustiques). Ceci est dû au fait
que les représentations harmoniques sont des outils très génériques dans le domaine du traitement
du signal : elles sont par nature indépendantes des systèmes étudiés.

Les représentations intégrales sont quant à elles des outils dédiés à la représentation de champs
satisfaisant l’équation de propagation. Il s’agit donc d’outils plus spécifiques que les représenta-
tions harmoniques. Leurs développements se basent sur la résolution de l’équation de propagation,
à partir de la connaissance des conditions initiales et des conditions aux limites. Cette métho-
dologie permet au final de dissocier clairement les causes des conséquences contrairement aux
représentations harmoniques.

Chacune de ces catégories possède donc des avantages et des inconvénients. Le fait que des
sources acoustiques réelles, monopôles et dipôles, apparaissent clairement dans les formulations
intégrales du champ sonore prédispose ces représentations à être utilisées au moment de la syn-
thèse. D’un autre côté, l’analyse de champs sonores est plus aisée à l’aide des représentations
harmoniques car les harmoniques constituent des familles de fonctions jouissant d’un ensemble de
bonnes propriétés mathématiques, telles que l’orthogonalité par exemple.

La synthèse des différentes représentations de champs sonores possibles va d’abord considérer
des conditions idéales dans les chapitres 1 et 2, c’est-à-dire que nous supposerons une connaissance
idéale du champ sonore en tout point de l’espace et à tout instant pour l’analyse et nous suppo-
serons que nous disposons d’une distribution continue de sources secondaires pour la synthèse
de champs sonores. Puis, dans les chapitres 3 et 4, nous nous rapprocherons de conditions plus
réalistes où nous supposerons que nous ne disposons plus que d’une répartition discrète d’échan-
tillons du champ sonore pour l’analyse, et que d’une répartition discrète de sources secondaires
pour la synthèse.

Un des objectifs principaux fixé aussi dans l’introduction de la thèse était de nous donner un
cadre commun pour l’étude des champs sonores. Ainsi, la synthèse des représentations de champs
sonores que nous allons faire dans cette partie ne sera pas constituée par une série de descriptions
indépendantes. Chaque fois que cela sera possible, nous essaierons de faire des liens entre les
différentes représentations afin de pouvoir prendre du recul et d’expliquer comment les propriétés
caractéristiques de tout champ sonore se traduisent selon la représentation employée.

Avant de rentrer dans le vif du sujet et de présenter les différentes descriptions possibles pour
les champs sonores, il me semble dès maintenant intéressant de poser les questions suivantes, qui
pourront orienter la lecture de cette première partie : devant la pluralité de descriptions, y a-t-il une

7



description qui soit mieux adaptée que les autres, et si tel est le cas, quelles en sont les raisons ?
Sinon, quels sont les avantages et les inconvénients des différentes représentations, et existe-t-il
des moyens de passer de l’une à l’autre ?
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Chapitre 1

Analyse harmonique de champs
sonores1

Résumé :
Dans ce chapitre, nous introduisons les représentations harmoniques associées à quatre
types d’harmoniques : les impulsions de Dirac multidimensionnelles, les ondes planes,
les harmoniques cylindriques et les harmoniques sphériques. Les impulsions de Dirac
multidimensionnelles constituent la représentation de référence : l’impulsion de Dirac
δr0,t0 est la modélisation mathématique pour la mesure du champ sonore au point localisé
par le vecteur r0 à l’instant t0. Les trois autres représentations harmoniques possèdent la
propriété de former des familles libres et complètes. De fait, toutes les représentations
harmoniques sont équivalentes d’un point de vue théorique.
Les outils permettant d’extraire les paramètres de la décomposition en ondes planes,
en harmoniques cylindriques ou en harmoniques sphériques sont des transformées de
Fourier généralisées. Tout champ sonore décrit par les paramètres de sa représentation
harmonique peut être calculé dans le domaine spatio-temporel à l’aide des transformées
inverses des transformées de Fourier généralisées utilisées pour calculer la décomposi-
tion. Des opérateurs directs permettant de calculer les paramètres de la décomposition en
harmoniques cylindriques à partir des paramètres de la décomposition en ondes planes
sont explicités, ainsi que pour la conversion réciproque. Il en est de même entre les ondes
planes et les harmoniques sphériques.
Lorsque le domaine d’analyse est fini, et que ses frontières peuvent être décrites dans
un systèmes de coordonnées séparables (parallélépipède, cylindre, sphère), le champ so-
nore peut être complètement décrit à partir d’un sous-ensemble à répartition discrète des
harmoniques initialement utilisésa. Les outils d’analyse ne sont plus des transformées de
Fourier généralisées, mais des séries de Fourier généralisées : séries de Fourier usuelles
pour un parallélépipède, séries de Fourier-Bessel cylindriques pour un cylindre, et séries
de Fourier-Bessel sphériques pour une sphère.
Le fait que les objets analysés soient des champs sonores se traduit par le fait que les re-
présentations harmoniques possèdent des singularités dans le domaine de Fourier lorsque
les relations de dispersion sont vérifiées. Ce dernier résultat est valable pour une analyse
sur un domaine infini. Lorsque l’analyse est effectuée sur un domaine fini, les modes
propres les plus excités sont ceux situés dans le voisinage du domaine défini par la re-
lation de dispersion. Les propriétés de décroissance des coefficients du développement
modal à mesure qu’on s’éloigne de ce voisinage sont aussi discutées, en se remémorant
le phénomène de Gibbs.

aharmonique est un mot singulier, contrairement à ce qui souvent répandu.

1Ce chapitre est basé sur notre travail initial [44].



Introduction

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, une présentation du domaine de l’analyse harmonique est effectuée dans le
but d’analyser une classe bien particulière de signaux multidimensionnels : les champs sonores.
L’analyse harmonique est la branche des mathématiques qui s’attache à décomposer une classe
de signaux sur un ensemble d’atomes élémentaires. Elle englobe et généralise la notion de séries
de Fourier et de transformée de Fourier. Les atomes élémentaires utilisés pour la décomposition
sont appelés des harmoniques. Les champs sonores constituent une classe particulière de signaux
qui ont la propriété de satisfaire l’équation des ondes. Récemment, Rabenstein et al. ont introduit
un cadre d’étude pour les champs sonores bidimensionnels dans [82]. L’étude présentée dans ce
chapitre et dans le chapitre 2 constitue à la fois une extension au cas tridimensionnel mais aussi
un prolongement car elle englobe aussi la représentation du champ sonore à l’aide des équations
intégrales.

Différentes décompositions harmoniques vont être envisagées :
– la décomposition du champ sonore en distributions de Dirac, qui agissent comme des me-

sures du champ sonore en un point de l’espace, à un instant donné ;
– la décomposition du champ sonore en ondes planes, pour laquelle l’outil d’analyse associé

est la transformée de Fourier multidimensionnelle ;
– la décomposition du champ sonore en harmoniques cylindriques et en harmoniques sphé-

riques, pour lesquelles les outils d’analyse associés sont des transformées de Fourier géné-
ralisées.

Les harmoniques utilisés par ces décompositions apparaissent dans un premier temps, à la
section 1.2.1, comme des solutions de l’équation des ondes homogène sur un domaine infini,
séparables dans l’un des systèmes de coordonnées suivants : cartésien, cylindrique, ou sphérique.
Pour traiter le cas de l’équation des ondes inhomogène, il est nécessaire d’étendre l’ensemble des
harmoniques utilisés dans le cas homogène, ce qui conduira à l’analyse de champs sonores par
transformées de Fourier généralisées à la section 1.2.4.

Dans un second temps, nous développons le domaine de l’analyse harmonique pour des
champs sonores observés dans un domaine fini de l’espace, et vide de sources. Deux solutions
pour l’analyse sont alors possibles : l’une est de considérer que le champ sonore est une version
tronquée du champ réel, et d’utiliser les outils déjà présentés pour l’étude de champs sonores sur un
domaine infini ; l’autre possibilité est de décomposer le champ sonore sur un sous-ensemble dis-
cret d’harmoniques par rapport aux harmoniques utilisés sur le domaine infini. Ces harmoniques
sont parfois nommés “modes propres”, et l’analyse sous-jacente est connue dans la littérature sous
l’appellation “décomposition modale”. Des exemples d’utilisation de la décomposition modale
sont décrits par Betlehem et Abhayapala [11, 12], Poletti [79], Rayess et Wu [85], Wang et Wu
[104], Wu [108], Wu et Zhao [111]. Les outils d’analyse étudiés dans le domaine de la décomposi-
tion modale ne sont plus les transformées de Fourier généralisées qui utilisent un ensemble continu
d’harmoniques, mais les séries de Fourier, usuelles ou généralisées (séries de Fourier-Bessel, cy-
lindriques ou sphériques).

Cette présentation à caractère théorique est suffisamment générale pour englober l’analyse du
champ sonore qui est effectuée dans les dispositifs de reproduction du champ sonores basés sur
les harmoniques sphériques (consulter par exemple Daniel et Moreau [27], Poletti [79]) ceux ba-
sés sur la décomposition modale du champ (voir Betlehem et Abhayapala [11], Poletti [79]), et
ceux utilisant des techniques d’égalisation multicanale (voir Guillaume et Grenier [40], Kirkeby et
Nelson [55], Kirkeby et al. [56], Miyoshi et Kaneda [67]). Elle sera complétée dans le chapitre 2
afin d’englober aussi les systèmes de reproduction utilisant une description du champ sonore par
équations intégrales, tels que la Wave Field Synthesis (consulter les articles de Berkhout [7], Ber-
khout et al. [10], Boone et al. [14]) ou bien la technique du contrôle des conditions aux limites,
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introduites par Ise [50], Takane et al. [97]. Ainsi, cette étude théorique construit un cadre commun
pour l’analyse de champs sonores, quelle que soit la technique de synthèse employée.

Notre apport personnel dans ce chapitre est de démontrer que toutes les décompositions harmo-
niques sont équivalentes entre elles. De plus, nous explicitons certains opérateurs qui permettent
de passer d’une représentation harmonique à une autre. Cette équivalence entre les différentes
représentations harmoniques, ondes planes, harmoniques cylindriques ou sphériques, soulève un
problème important : quelle représentation harmonique est la plus appropriée pour l’analyse de
champs sonores ? D’un point de vue théorique, celles-ci sont toutes équivalentes mais nécessitent
une connaissance idéale du champ. En revanche, des différences de comportement de chacune de
ces méthodes d’analyse apparaissent lorsque cette dernière hypothèse n’est plus respectée. Ce su-
jet sera plus approfondi dans le chapitre 3 où les effets dûs à l’échantillonnage du champ sonore
seront étudiés.

1.2 Analyse de champs sonores sur un domaine infini

L’oreille, par le biais du tympan, est sensible aux variations de la pression acoustique. L’étude
des champs sonores s’intéresse à étudier le champ de pression acoustique. Il est important de noter
que l’étude des champs en physique se fait de manière globale, par opposition à une étude à un
niveau local. L’objectif de l’étude des champs acoustiques est de modéliser leur évolution sur un
certain domaine de l’espace, au cours d’une période donnée. Au niveau local, nous supposerons
que la pression acoustique satisfait l’équation des ondes élémentaire. Ce n’est pas forcément le
modèle qui approche le mieux la réalité, étant donné qu’il ne prend pas en compte les phénomènes
d’absorption dans le milieu de propagation. L’utilisation de ce modèle simple permettra déjà de
mettre en évidence une multitude de phénomènes. Néanmoins l’étude que nous allons faire dans
les prochaines sections est déjà bien assez complexe du point de vue du traitement du signal sans
en plus ajouter de la complexité au modèle physique. Rien n’empêchera de raffiner cette étude par
la suite.

Du point de vue du traitement du signal, les outils mathématiques permettant d’effectuer l’ana-
lyse de champs sonores sur un domaine infini sont les transformées de Fourier généralisées. La
présentation que nous en ferons prend directement sa source dans la physique. Nous donnerons
quelques solutions élémentaires de l’équation des ondes homogène, séparables dans les systèmes
de coordonnées cartésien, cylindrique et sphérique. Puis nous généraliserons ces ensembles de
solutions pour traiter le cas plus général de l’équation des ondes inhomogène, ce qui aboutira à
l’étude des transformées de Fourier généralisées. Pour chaque représentation harmonique, les har-
moniques forment une famille libre, mais aussi génératrice d’une certaine classe de fonctions, sur
laquelle nous reviendrons par la suite.

Étant donné que nous pouvons généraliser le théorème de Fourier pour la transformée de Fou-
rier usuelle à chacune des transformées de Fourier généralisées, nous en déduirons que toutes les
représentations harmoniques sont équivalentes d’un point de vue théorique, et nous expliciterons
la forme d’opérateurs de changement de base, qui permettent de convertir une représentation har-
monique donnée en une autre.

1.2.1 Équation des ondes

En effectuant une série de simplifications acceptables pour une première approche, nous pou-
vons supposer que le champ de pression acoustique p(r, t), en tout point de l’espace repéré par le
vecteur position r, à tout instant t, satisfait l’équation aux dérivées partielles suivante, connue sous
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le nom d’équation des ondes :

∇2 p(r, t)− 1
c2

∂2 p(r, t)
∂t2 = −q(r, t) (1.1)

Dans cette équation, ∇2 désigne l’opérateur Laplacien. c indique la célérité des ondes acous-
tiques. Si nous supposons que les transformations thermodynamiques que subit le fluide sont isen-

tropiques, alors la célérité est donnée par la formule c =
√

γRT

M
, où γ est le rapport des capaci-

tés calorifiques à pression et volume constants (γ = 1.4 pour les gaz parfaits diatomiques), R la
constante des gaz parfaits, T la température en Kelvins, et M la masse molaire du fluide. Dans les
conditions usuelles, la célérité c est voisine de 343 m.s−1. q est un terme indiquant la présence de
sources. L’équation des ondes sera dite homogène si son terme source est nul, et inhomogène dans
le cas contraire.

Afin de garantir l’existence et l’unicité du champ de pression acoustique à un problème donné,
il est nécessaire de rajouter des conditions supplémentaires : les conditions aux limites, et les
conditions initiales. Les conditions aux limites doivent être de type Dirichlet, Neumann ou Robin,
c’est-à-dire que, respectivement, le profil de la pression acoustique, de la composante normale2

du gradient de pression acoustique, ou une combinaison linéaire de ces deux derniers doit être
connue sur la surface S délimitant le domaine de résolution V . Les conditions initiales sont de
type Cauchy, c’est-à-dire que le profil de la pression acoustique ainsi que celui de sa première
dérivée par rapport à la variable temporelle doivent être connus à l’instant initial ti, dans tout le
domaine de résolution V .

1.2.2 Solutions élémentaires de l’équation des ondes

Étant donné que le domaine de résolution est infini, nous ne spécifions pas de conditions
aux limites ni de conditions initiales supplémentaires pour rechercher des solutions de l’équation
des ondes homogène. Celles-ci sont directement prises en compte par le terme source de l’équa-
tion (1.1). Pour plus de détails sur l’équivalence entre les conditions aux limites et la présence de
sources, le lecteur peut se reporter à Morse et Feshbach [68].

Dans la suite, nous utiliserons plusieurs manières de repérer un point dans l’espace : les sys-
tèmes de coordonnées cartésien, cylindrique et sphérique. Les notations principales associées à
chacun de ces systèmes de coordonnées sont représentés sur la figure 1.1.
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FIG. 1.1 – Principaux systèmes de coordonnées : cartésien à gauche, cylindrique au milieu et
sphérique à droite

2à la surface S délimitant le domaine de résolution V .
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Ondes planes

Nous allons rechercher des solutions de l’équation des ondes (1.1), avec un second membre
nul, qui soient séparables dans le système de coordonnées cartésien. Nous recherchons donc des
solutions de la forme suivante :

p(r, t) = X (x)Y (y)Z (z)T (t) (1.2)

L’introduction de cette forme de solution dans l’équation des ondes conduit au système d’équa-
tions différentielles ordinaires suivant [107] :







1
X

d2X
dx2 = −k2

x

1
Y

d2Y
dy2 = −k2

y

1
Z

d2Z
dz2 = −k2

z

1
T

d2T
dt2 = −ω2

(1.3)

De plus, la condition suivante, connue sous le nom de relation de dispersion doit être respec-
tée :

k2
x + k2

y + k2
z −

ω2

c2
= 0 (1.4)

Les solutions de ce système d’équation sont bien connues. Il s’agit des ondes planes Ψ
op
kx,ky,kz,ω

satisfaisant la relation de dispersion, dont l’expression est donnée par la relation suivante :

Ψ
op
kx,ky,kz,ω

(x,y,z, t) = ei(kxx+kyy+kzz+ωt) = ei(k·r+ωt) (1.5)

Harmoniques cylindriques

Nous allons maintenant rechercher des solutions de l’équation des ondes (1.1) homogène qui
soient séparables dans le système de coordonnées cylindrique, c’est-à-dire ayant la forme suivante :

p(r, t) = R(r)Φ(φ)Z(z)T (t) (1.6)

L’introduction de cette forme de solutions conduit au système d’équations différentielles sui-
vant [107] :







1
T

d2T
dt2 = −ω2

1
Z

d2Z
dz2 = −k2

z

1
Φ

d2Φ
dφ2 = −l2

d2R
dr2 + 1

r
dR
dr

+
(

k2
r − l2

r2

)

R = 0

(1.7)

Étant donné que la fonction de la variable d’azimut Φ(φ) doit être périodique de période
2π, cela impose que l soit un entier relatif. La dernière équation différentielle de ce système est
connue dans la littérature comme l’équation différentielle de Bessel. Ses solutions sont justement
les fonctions de Bessel de première et deuxième espèce Jl (krr) et Nl (krr). Une différence majeure
entre les fonctions de Bessel de première espèce et celles de deuxième espèce est que les premières
sont continues à l’origine r = 0, alors que les deuxièmes possèdent une singularité à l’origine. Les
fonctions de Bessel de deuxième espèce sont aussi connues sous le nom de fonctions de Neumann.
Lorsque l est un entier relatif, les fonctions de Bessel Jl (krr) et J−l (krr) ne forment pas un système
de solutions indépendantes, c’est pourquoi il est nécessaire de faire intervenir les fonctions de
Bessel de deuxième espèce, étant donné que l’équation de Bessel est une équation du second ordre.
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Ainsi, la solution de la dernière équation du système est une combinaison linéaire des fonctions de
Bessel de première et deuxième espèces. Quant à la solution générale de ce système d’équations,
elles sont de deux types, selon l’espèce de fonction de Bessel utilisée :

1èreespèce : Ψhc
kr ,l,kz ,ω

(r,φ,z, t) = Jl (krr)eilφei(kzz+ωt) (1.8)

2èmeespèce : ϒhc
kr ,l,kz ,ω

(r,φ,z, t) = Nl (krr)eilφei(kzz+ωt) (1.9)

Afin de satisfaire l’équation des ondes, ces harmoniques cylindriques doivent respecter la re-
lation de dispersion qui prend la forme suivante dans le système de coordonnées cylindriques :

k2
r + k2

z −
ω2

c2 = 0 (1.10)

Harmoniques sphériques

Pour finir, nous allons maintenant rechercher des solutions de l’équation des ondes (1.1) homo-
gène qui soient séparables dans le système de coordonnées sphérique, c’est-à-dire ayant la forme
suivante :

p(r, t) = R(r)Φ(φ)Θ(θ)T (t) (1.11)

L’introduction de cette forme de solution dans l’équation des ondes conduit, après quelques
manipulations, au système d’équations différentielles suivant [107] :







1
T

d2T
dt2 = −ω2

1
Φ

d2Φ
dφ2 = −m2

d2Θ
dθ2 + cosθ

sinθ
dΘ
dθ +

(

l(l + 1)− m

sin2 θ

)

Θ = 0

d2R
dr2 + 2

r
dR
dr

+
(

k2 − l(l+1)
r2

)

R = 0

(1.12)

Dans ces équations, il est nécessaire que l et m soient des entiers. Les solutions de la troisième
équation sont les fonctions de Legendre associées Pm

l (cos θ), qui se résument aux polynômes de
Legendre lorsque m = 0. Ces fonctions ont la propriété d’être nulles lorsque |m| > l. Les solu-
tions de la dernière équation, qui ressemble beaucoup à l’équation de Bessel (à un changement
de variable près), sont justement les fonctions de Bessel sphériques de première et deuxième es-
pèce jl (kr) et nl (kr). De même que les fonctions de Bessel cylindriques, les fonctions de Bessel
sphériques de première espèce sont continues à l’origine alors que celles de deuxième espèce sont
discontinues. Les solutions générales de ce système d’équations sont de deux types, selon l’espèce
de fonction de Bessel sphérique employée :

1ère espèce : Ψk,l,m,ω (r,φ,θ, t) = jl (kr)Ym
l (φ,θ)eiωt (1.13)

2ème espèce : ϒk,l,m,ω (r,φ,θ, t) = nl (kr)Ym
l (φ,θ)eiωt (1.14)

Dans cette équation, les fonctions Ym
l (φ,θ) sont connues sous le nom d’harmoniques sphé-

riques, étant donné qu’elles sont souvent utilisées dans la décomposition d’une fonction sur la
sphère. Nous les nommerons par la suite harmoniques sphériques standards alors que nous appel-
lerons harmoniques sphériques les Ψk, l,m,ω de l’équation (1.13). Les harmoniques sphériques
standards sont donnés par la relation suivante :

Ym
l (φ,θ) =

√

2l + 1
4π

(l −m)!
(l + m)!

Pm
l (cosθ)eimφ (1.15)
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Les fonctions de Bessel sphériques sont reliées aux fonctions de Bessel cylindriques par la
relation suivante :

jl (x) =
( π

2x

)1/2
Jl+ 1

2
(x) (1.16)

nl (x) =
( π

2x

)1/2
Nl+ 1

2
(x) (1.17)

Afin de satisfaire l’équation des ondes, il est nécessaire que ces harmoniques sphériques satis-
fassent la relation de dispersion suivante :

k2 − ω2

c2 = 0 (1.18)

1.2.3 Décomposition du champ sonore en impulsions de Dirac multidimension-
nelles

La mesure d’un champ sonore au point r0, à l’instant t0, peut être modélisée mathématiquement
par l’intermédiaire de la distribution de Dirac multidimensionnelle δr0,t0 . La notation du produit
scalaire est souvent utilisée pour traduire l’effet d’une distribution tempérée sur une fonction ap-
partenant à l’espace dual. La notation physicienne, moins rigoureuse, mais très pratique, permet
en quelque sorte d’expliciter ce produit scalaire :

p(r0, t0) = < p|δr0,t0 > (1.19)

=

ZZZZ

(r,t)∈R4
p(r, t)δ(r− r0, t − t0)d3r dt (1.20)

La distribution de Dirac spatiale prend les formes suivantes selon le système de coordonnées
employé :

δ(r− r0) = δ(x− x0)δ(y− y0)δ(z− z0) (cartésien) (1.21)

= δ(r−r0)
r

δ(φ−φ0)δ(z− z0) (cylindrique) (1.22)

= δ(r−r0)
r2 δ(cosθ− cosθ0)δ(φ−φ0) (sphérique) (1.23)

Un ensemble d’harmoniques sera dit complet si une combinaison linéaire de ceux-ci converge
vers δr0,t0 (il s’agit d’une convergence faible), quel que soit (r0, t0) appartenant au domaine d’étude.

1.2.4 Analyse de champs sonores à l’aide des transformées de Fourier généralisées

Cette section s’intéresse à l’étude de la décomposition d’un champ sonore en ondes planes,
en harmoniques cylindriques et en harmoniques sphériques. Les résultats mathématiques qu’elle
utilise sont connus depuis plusieurs dizaines d’années pour la plupart. En revanche, la synthèse de
ces résultats en une présentation unifiée est originale et, à notre connaissance, nouvelle.

Dans le paragraphe 1.2.2, nous avons trouvé certaines solutions au problème homogène. Dans
ce paragraphe, nous allons étendre ces ensembles de solutions afin de traiter le problème inho-
mogène. Nous verrons que cette stratégie s’inscrit naturellement dans le contexte de l’étude des
transformées de Fourier généralisées. En particulier, nous montrerons que la transformée de Fou-
rier multidimensionnelle usuelle est l’outil adapté pour effectuer la décomposition d’un champ
sonore en ondes planes (1.5), puis nous verrons que les outils permettant de décomposer le champ
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en harmoniques cylindriques (1.8) ou sphériques (1.13) sont des transformées de Fourier généra-
lisées.

Les transformées de Fourier généralisées ont toutes en commun la propriété de permettre la dé-
composition d’un certain champ3 en une somme d’harmoniques, qui satisfont les deux propriétés
suivantes :

1. cet ensemble de fonctions constitue un ensemble orthogonal pour le pseudo-produit scalaire
suivant :

< f |g >=
ZZZZ

(r,t)∈R4
f (r, t)g(r, t) d3r dt (1.24)

où g désigne conjugué du complexe g. Il s’agit d’un pseudo-produit scalaire étant donné
que l’intégrale n’est définie parfois qu’au sens des distributions (voir section 1.2.3). Les
harmoniques sont le plus souvent δ-orthogonaux. Dans la suite, nous appellerons la défini-
tion (1.24) produit interne.

2. cet ensemble d’harmoniques constitue un ensemble complet, ce qui signifie que tout champ
“bien proportionné”4 peut être parfaitement reconstruit par la seule connaissance de sa re-
présentation harmonique (voir à ce sujet les remarques qui ont été faites à la section 1.2.3).

Décomposition en ondes planes

L’ensemble des solutions de l’équation des ondes homogène, séparables dans le système de
coordonnées cartésien, est les ondes planes (1.5) satisfaisant la relation de dispersion (1.4). Afin
de traiter le problème inhomogène, nous supposons maintenant que la relation de dispersion n’est
plus vérifiée, et nous considérons l’ensemble des ondes planes pour tout (k,ω)∈ R4. Cet ensemble
de solutions est orthogonal vis-à-vis du produit interne (1.24). En effet, nous avons la relation
suivante :

< Ψkx1 , ky1 , kz1 ,ω1 |Ψkx2 , ky2 , kz2 ,ω2 >

=

Z +∞

x=−∞
ei(kx1−kx2)x dx

Z +∞

y=−∞
ei(ky1−ky2)y dy

Z +∞

z=−∞
ei(kz1−kz2)z dz

Z +∞

t=−∞
ei(ω1−ω2)t dt

=(2π)4 δ(kx1− kx2)δ(ky1− ky2)δ(kz1− kz2)δ(ω1−ω2)

(1.25)

Ce résultat est obtenu grâce à l’identité suivante relative à la distribution de Dirac [81] :

Z +∞

x=−∞
ei(k1−k2)x dx = 2πδ(k1 − k2) (1.26)

De fait, tout champ sonore peut être projeté sur l’ensemble des ondes planes. L’opérateur
d’analyse associé à cette projection est la transformée de Fourier multidimensionnelle usuelle, ou
transformée de Fourier cartésienne, définie par :

P {p}(kx,ky,kz,ω) = < p|Ψkx,ky,kz ,ω > (1.27)

=

ZZZZ

(r,t)∈R4
p(r, t)e−i(k·r+ωt)d3r dt

3finalement, la nature acoustique du champ n’est pas une propriété primordiale pour effectuer la décomposition.
4L’étude théorique de la signification de ce terme nécessite une bonne compréhension de la théorie des distributions.

En pratique, les physiciens ont souvent la fâcheuse habitude de considérer que les champs étudiés possèdent les bonnes
propriétés, et nous ne dérogerons pas à cette règle. Pour les lecteurs intéressés par ce sujet, ils peuvent consulter par
exemple les travaux de Smith [90, 91]
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De plus, l’ensemble des ondes planes
(

Ψ
op
k,ω

)

pour (k,ω)∈ R4 est un ensemble complet, grâce

au théorème de Fourier :

p(r, t) =
1

(2π)4

ZZZZ

(k,ω)∈R4
ei(k·r+ωt)

.

[
ZZZZ

(r1,t1)∈R4
p(r1, t1)e−i(k·r1+ωt1)d3r1 dt1

]

d3k dω (1.28)

Le point clé de la démonstration de ce théorème se situe dans l’inversion des deux intégrales.
En effet :

Z +∞

kx=−∞
eikx(x−x1)dkx

Z +∞

ky=−∞
eiky(y−y1)dky

Z +∞

kz=−∞
eikz(z−z1)dkz

Z +∞

ω=−∞
eiω(t−t1)dω =

(2π)4 δ(x− x1)δ(y− y1)δ(z− z1)δ(ω−ω1) (1.29)

L’ensemble le plus grand pour lequel ce théorème est vérifié est celui des distributions tempé-
rées de R4. Tout élément de cet ensemble est “bien proportionné”, ce qui corrobore la note 4. Le
théorème de Fourier implique que tout champ sonore peut être reconstruit en connaissant unique-
ment sa représentation dans le domaine de Fourier. L’opérateur de synthèse associée à ce procédé
n’est rien d’autre que la transformée de Fourier inverse usuelle :

p(r, t) =
1

(2π)4

ZZZZ

r,t∈R4
P {p}(kx,ky,kz,ω)ei(k·r+ωt)d3k dω (1.30)

Décomposition en harmoniques cylindriques

Les harmoniques cylindriques (1.8) satisfaisant la relation de dispersion (1.10) sont aussi des
solutions de l’équation des ondes homogène. De manière analogue au paragraphe précédent, nous
supposons maintenant que la relation de dispersion n’est plus vérifiée pour traiter le problème
inhomogène, et nous étendons cet ensemble afin de prendre en compte tous les harmoniques cy-
lindriques pour [kr, l,kz,ω] ∈ R+×Z×R2. Cet ensemble de fonctions est orthogonal vis-à-vis du
produit interne (1.24). En effet, en décrivant le volume élémentaire d3r en coordonnées cylin-
driques d3r = r dr dφ dz, le produit interne de deux harmoniques cylindriques est donné par la
prochaine équation :

< Ψkr1 , l1, kz1 , ω1|Ψkr2 , l2, kz2 , ω2 >

=
Z +∞

r=0
Jl1 (kr1r) Jl2 (kr2r) r dr

Z 2π

φ=0
ei(l1−l2)φ dφ

Z +∞

z=−∞
ei(kz1−kz2)z dz

Z +∞

t=−∞
ei(ω1−ω2)t dt

= (2π)3 δ(kr1 − kr2)

kr1

δl1l2 δ(kz1 − kz2)δ(ω1 −ω2)

(1.31)

Le résultat concernant l’intégration sur la variable d’azimut φ ne pose pas de problème en
utilisant un résultat classique de la théorie des séries de Fourier. Quant à l’intégration selon les
variables z et t, nous utilisons l’identité (1.26). Pour l’intégration selon la variable radiale r, le
résultat est obtenu grâce à une autre identité impliquant la distribution de Dirac et les fonctions de
Bessel de première espèce, appelée parfois relation de clôture des fonctions de Bessel [81] :

Z +∞

r=0
Jl (αr) Jl (βr) r dr =

δ(α−β)
√

αβ
=

δ(α−β)

β
=

δ(α−β)

α
(1.32)
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Tout champ sonore peut être projeté sur l’ensemble des harmoniques cylindriques. L’opérateur
d’analyse associé à cette projection est une transformée de Fourier généralisée, à laquelle nous
nous référerons par la suite sous le nom de transformée de Fourier cylindrique, définie par :

C {p}(kr, l,kz,ω) = < p|Ψkr , l, kz , ω > (1.33)

=

Z +∞

r=0

Z 2π

φ=0

x

(z,t)∈R2

p(r, t) Jl(krr )e−i(lφ+kzz+ωt)r dr dφ dz dt

Cette transformée de Fourier cylindrique est le produit d’une transformée de Hankel d’ordre
l pour la variable r, d’une décomposition en séries de Fourier pour la variable d’azimut φ, et de
deux transformées de Fourier classiques pour les variables z et t.

De plus, l’ensemble des harmoniques cylindriques
(

Ψhc
kr ,l,kz ,ω

)

pour[kr, l,kz,ω] ∈ R+×Z×R2

est complet, grâce au théorème de Fourier cylindrique :

p(r, t) =
1

(2π)3

+∞

∑
l=−∞

y

(kr ,kz,ω)∈R+×R2

kr dkr dkz dω Jl (krr)ei(lφ+kzz+ωt)

.

[
Z +∞

r1=0

Z 2π

φ1=0

Z +∞

z1=−∞

Z +∞

t1=−∞
p(r1, t1) Jl (krr1)e−i(lφ1+kzz1+ωt1)r1 dr1dφ1 dz1 dt1

]

(1.34)

Le point clé de la démonstration de ce théorème se situe dans l’inversion des deux intégrales.
En effet :

+∞

∑
l=−∞

eil(φ−φ1)
Z +∞

kr=0
Jl (krr) Jl (krr1)kr dkr

Z +∞

kz=−∞
eikz(z−z1)dkz

Z +∞

t=−∞
eiω(t−t1)dω =

(2π)3 δ(φ−φ1)
δ(r− r1)

r1
δ(z− z1)δ(t − t1) (1.35)

L’insertion de ce résultat dans l’intégrale sur (r1, t1) prouve le théorème de Fourier cylin-
drique (1.34).

Ce théorème de Fourier généralisé implique que tout champ sonore peut être parfaitement
reconstruit uniquement à partir de sa connaissance dans le domaine dual. Cette opération se fait au
moyen de l’opérateur de synthèse suivant, qui est la transformée de Fourier cylindrique inverse :

p(r, t) =
1

(2π)3

+∞

∑
l=−∞

Z +∞

kr=0

x

(kz,ω)∈R2

C {p}(kr, l,kz,ω) Jl (krr)ei(lφ+kzz+ωt)kr dkr dkz dω (1.36)

Décomposition en harmoniques sphériques

Afin de traiter le problème de l’équation des ondes inhomogène (1.1), l’ensembe des harmo-
niques sphériques (1.13) pour [k, l,m,ω] ∈ R+ ×N×Z×R est utilisé au lieu des harmoniques
sphériques satisfaisant uniquement la relation de dispersion (1.18). Cet ensemble d’harmoniques
constitue un ensemble orthogonal pour le produit interne (1.24). En effet, en décrivant le volume
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élémentaire en coordonnées sphériques d3r = r2 dr dφsin θ dθ, le produit interne de deux harmo-
niques sphériques est donné par l’équation suivante :

< Ψk1, l1, m1, ω1 |Ψk2, l2, m2, ω2 > =
Z +∞

r=0
jl1 (k1r) jl2 (k2r) r2 dr

Z +∞

t=−∞
ei(ω1−ω2)t dt .

Z 2π

φ=0

Z π

θ=0
Ym1

l1
(φ,θ)Ym2

l2
(φ,θ) dφ sin θ dθ =

π2 δ(k1 − k2)

k1k2
δl1l2 δm1m2δ(ω1 −ω2)

(1.37)

Pour obtenir ce résultat, nous avons utilisé l’identité relative à la distribution de Dirac (1.26)
pour l’intégrale sur la variable temporelle, l’orthogonalité des harmoniques sphériques stan-
dards [107] explicitée par l’équation (1.38), et la relation de fermeture des fonctions de Bessel
sphériques de première espèce (1.39).

Z 2π

φ=0

Z π

θ=0
Ym1

l1
(φ,θ)Ym2

l2
(φ,θ)dφ sinθ dθ = δl1l2δm1m2 (1.38)

Z +∞

r=0
jl (αr) jl (βr) r2 dr =

π

2
δ(α−β)

αβ
=

π

2
δ(α−β)

α2 (1.39)

Tout champ sonore peut être projeté sur le sous-espace engendré par les harmoniques sphé-
riques. L’opérateur d’analyse associé à cette projection est aussi une transformée de Fourier gé-
néralisée, à laquelle nous nous référerons par la suite sous le nom de transformée de Fourier

sphérique, définie par :

S {p}(k, l,m,ω) = < p|Ψk, l, m, ω > (1.40)

=

Z +∞

r=0

Z 2π

φ=0

Z π

θ=0

Z +∞

t=−∞
p(r, t)

jl(kr )Ym
l (φ,θ)e−iωtr2 dr dφ sinθ dθ dt

Cette transformée de Fourier sphérique est le produit d’une transformée de Hankel sphérique
d’ordre l pour la variable radiale r, d’une décomposition en harmoniques sphériques standards
pour l’angle solide (variables φ et θ), et d’une transformée de Fourier usuelle pour la variable
temporelle t.

De plus, l’ensemble des harmoniques sphériques (Ψk,l,m,ω) pour [k, l,m,ω] ∈ R+×N×Z×R est complet pour l’ensemble des distributions tempérées de R4 grâce au théorème de Fourier
généralisé suivant :

p(r, t) =
1
π2

+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

x

(k,ω)∈R+×R k2 dk dω jl (kr)Ym
l (φ,θ)eiωt

[
Z +∞

r1=0

Z 2π

φ1=0

Z π

θ1=0

Z +∞

t1=−∞
p(r1, t1) jl (kr1)Ym

l (φ1,θ1)e−iωt1 r2
1 dr1dφ1 sinθ1dθ1 dt1

]

(1.41)

Le point clé de la démonstration réside dans l’inversion des deux intégrales-sommes. En effet :
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+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

Ym
l (φ,θ)Ym

l (φ1,θ1)

Z +∞

k=0
jl(kr) jl(kr1)k2 dk

Z +∞

t=−∞
eiω(t−t1)dω

= π2 δ(r− r1)

r2
1

δ(φ−φ1)δ(cosθ− cosθ1)δ(t − t1) (1.42)

L’insertion du résultat précédent dans l’intégrale portant sur les variables (r1, t1) prouve le
théorème (1.41).

Ce théorème de Fourier généralisé implique que tout champ sonore peut être parfaitement syn-
thétisé à partir de l’unique connaissance de ses paramètres dans le domaine de Fourier. L’opérateur
de synthèse associée est la transformée de Fourier sphérique inverse :

p(r, t) =
1
π2

+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

Z +∞

k=0

Z +∞

ω=−∞
S {p}(k, l,m,ω) .

jl (kr)Ym
l (φ,θ)eiωtk2 dk dω

(1.43)

1.2.5 Équivalence des représentations harmoniques

Forme théorique

Toutes les représentations harmoniques présentées au paragraphe 1.2.4 sont capables de re-
présenter un même champ quadridimensionnel. En effet, les familles d’harmoniques envisagées
jusqu’ici sont complètes dans l’ensemble des distributions tempérées de R4, comme en témoignent
les relations de complétude (1.29), (1.35) et (1.42). Si nous connaissons le champ uniquement dans
le domaine de Fourier, les opérateurs de synthèse (1.30), (1.36) et (1.43) permettent d’en calculer
le profil spatio-temporel.

Bien que toutes les représentations harmoniques présentées précédemment soient équivalentes,
certaines représentations sont privilégiées selon les domaines de l’acoustique :

– dans les débuts de l’holographie acoustique en champ proche [64, 101], le champ sonore
était décomposé en ondes planes dans un plan de référence afin de permettre l’extrapola-
tion de celui-ci dans un autre plan. L’holographie acoustique en champ proche s’est en-
suite généralisée pour englober le cas d’une surface cylindrique ou sphérique, puis des do-
maines de géométries quelconques [102]. Dans le cas d’une surface cylindrique, l’emploi
des harmoniques cylindriques est tout indiqué, et il en est de même pour les harmoniques
sphériques dans le cas d’une surface d’analyse sphérique. Pour les domaines de géométries
quelconques, la surface délimitant le domaine ne possède pas forcément d’équation dans un
système de coordonnées séparables5 , et le champ sonore est décomposé sur un ensemble de
modes propres bien souvent déterminés au moyen de méthodes numériques. La probléma-
tique du développement modal du champ sonore sera étudiée à la section 1.3 dont l’objet
est l’analyse de champs sonores sur un domaine fini ;

– dans le procédé de codage et de décodage Ambisonics tel qu’introduit initialement par Ger-
zon [36, 37], l’objectif était uniquement de contrôler le champ sonore ainsi que sa dérivée
au premier ordre en un seul point. La solution de ce problème fait intervenir les harmo-
niques sphériques jusque l’ordre 1, soit 4 composantes. Depuis Gerzon, cette approche a
été étendue, prenant en compte les harmoniques d’ordres supérieurs (High Order Ambiso-
nics [27, 28]) afin d’augmenter le réalisme de la reproduction et d’améliorer la finesse de

5Il n’existe pas que les systèmes de coordonnées cartésien, cylindrique et sphérique. Il y a aussi les systèmes de
coordonnées par prolate spheroidal, ellipsoïdiques, etc.
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l’analyse. Par rapport à la démarche initiale de Gerzon, ceci revient à vouloir approcher le
champ sonore ainsi que ses dérivées successives jusqu’à un certain ordre. De fait, à mesure
que l’ordre croît, la zone dans laquelle le développement limité du champ sonore n’introduit
pas une erreur trop importante par rapport au champ sonore initial s’agrandit.

Dans la suite de cette partie, nous allons faire le pont entre différentes descriptions harmo-
niques du champ sonore, en explicitant les opérateurs de changement de base, qui permettent de
passer d’une description harmonique à une autre.

Conversion ondes planes vers harmoniques cylindriques

Dans chacune des conversions que nous expliciterons dans la suite de cette section, la stratégie
est identique : nous commençons par utiliser l’opérateur de synthèse associé à la description ini-
tiale du champ, afin de calculer le profil spatio-temporel du champ sonore, puis nous appliquons
l’opérateur d’analyse associé à la description cible. L’objectif est d’aboutir à une forme directe de
l’opérateur de conversion entre deux représentations harmoniques, sans passer par l’intermédiaire
du profil spatio-temporel.

Partant de la description harmonique d’un champ sonore en ondes planes P {p}(kx,ky,kz,ω),
nous pouvons obtenir sa représentation en harmoniques cylindriques C {p}(Kr,L,Kz,Ω) en appli-
quant l’opérateur d’analyse pour les harmoniques cylindriques (1.33), mais en remplaçant p(r, t)
par l’équation (1.30). Nous utiliserons les notations suivantes (voir figure 1.1), kr = kx ux + ky uy,
kr = |kr|, φk = (ux,kr), r = x ux + y uy, r = |r|, and φr = (ux,r). Ceci donne :

C {p}(Kr, L, Kz, Ω)=
ZZZZ

(r,t)∈R4

1

(2π)4 .
[

ZZZZ

(k,ω)∈R4
P {p}(kx,ky,kz,ω)ei(k·r+ωt)d3kdω

]

.

JL(Krr)e−i(Lφr+Kz+Ωt) d3r dt

L’inversion des deux intégrales conduit à :

C {p}(Kr, L, Kz, Ω) =
1

(2π)4

ZZZZ

(k,ω)∈R4

P {p}(kx,ky,kz,ω) < Ψ
op
kx, ky, kz, ω|Ψ

hc
Kr , L, Kz, Ω > d3kdω

(1.44)

où les exposants op and hc indiquent s’il s’agit d’ondes planes ou d’harmoniques cylindriques. Le
produit interne est maintenant développé en utilisant l’identité de Jacobi-Anger (1.45) :

eikr cos φ =
+∞

∑
l=−∞

ilJl (kr)eilφ (1.45)

Cette identité décompose une onde plane en une série infinie faisant intervenir les fonctions de
Bessel cylindriques et permet d’aboutir à la relation suivante :

< Ψ
op
kx , ky, kz, ω|Ψ

hc
Kr , L, Kz, Ω > =

ZZZZ

(r,t)∈R4

ei(krr cos(φr−φk)+kzz+ωt)JL (Krr)e−i(Lφr+Kzz+Ωt) d3r dt

=
+∞

∑
l=−∞

il
Z +∞

r=0
Jl (krr)JL (Krr) r dr

Z 2π

φr=0
e−ilφk ei(l−L)φr dφr

.
Z +∞

z=−∞
ei(kz−Kz)z dz

Z +∞

t=−∞
ei(ω−Ω)t dt

= (2π)3 iLe−iLφk
δ(kr −Kr)

kr

δ(kz −Kz)δ(ω−Ω)

(1.46)
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En insérant l’équation (1.46) dans l’équation (1.44), et en utilisant les variables kr et φk au lieu
de kx et ky pour le modèle utilisant les ondes planes, nous obtenons finalement :

C {p}(Kr, L, Kz, Ω) =
1

2π

Z 2π

φk=0
iLP {p}(Kr cosφk,Kr sinφk,Kz,Ω)e−iLφk dφk (1.47)

Cette dernière équation permet la conversion directe d’un champ sonore initialement décrit
au moyen d’ondes planes en un champ sonore décrit au moyen d’harmoniques cylindriques. Afin
d’interpréter cette équation, il suffit de considérer la décomposition en séries de Fourier de la
transformée de Fourier P {p}(kx,ky,kz,ω) prise sur le cercle défini par l’ensemble d’équations :
k2

x + k2
y = K2

r , kz = Kz et ω = Ω. Son Lème coefficient est égal à C {p}(Kr,L,Kz,Ω), au facteur
d’échelle iL près.

Conversion harmoniques cylindriques vers ondes planes

Les mêmes notations que celles du paragraphe précédent s’appliquent toujours dans ce para-
graphe. Nous sommes intéressés par la conversion directe d’un champ sonore représenté dans le
domaine de Fourier cylindrique C {p}(kr, l,kz,ω) en sa représentation dans le domaine de Fourier
usuel P {p}(Kx,Ky,Kz,Ω). En suivant un raisonnement analogue à celui utilisé pour l’obtention
de l’opérateur (1.44), nous obtenons le résultat intermédiaire suivant :

P {p}(Kx,Ky,Kz,Ω) =

1

(2π)3

+∞

∑
l=−∞

Z +∞

kr=0

x

(kz,ω)∈R2

C {p}(kr, l,kz,ω) < Ψ
hc
kr , l, kz, ω|Ψ

op
Kx,Ky,Kz ,Ω

> kr dkr dkz dω (1.48)

En utilisant les notations suivantes, Kr = Kx ux + Ky uy, Kr = |Kr|, φK = (ux,Kr), en actua-
lisant les notations de l’équation (1.46), et en utilisant la propriété supplémentaire de symétrie
hermitienne du produit interne < g| f >= < f |g >, nous obtenons finalement :

P {p}(Kx,Ky,Kz,Ω) =
+∞

∑
l=−∞

(−i)l
C {p}(Kr, l,Kz,Ω)eilφK

(1.49)

Tandis que la conversion de la représentation en ondes planes vers la représentation en harmo-
niques cylindriques requérait la décomposition en séries de Fourier de la transformée de Fourier
prise sur un cercle au facteur d’échelle iL près, la conversion de la représentation en harmoniques
cylindriques vers la représentation en ondes planes requière de calculer la série de Fourier associée
aux coefficients de la représentation en harmoniques cylindriques C {p}(Kr, l,Kz,Ω), toujours au
facteur d’échelle il près. Les opérateurs (1.47) et (1.49) sont symétriques au sens de la théorie de
Fourier.

Conversion ondes planes vers harmoniques sphériques

En appliquant la transformée de Fourier sphérique (1.40), mais en remplaçant l’expression
de p(r, t) par le champ obtenu avec l’opérateur de synthèse cartésien (1.30), un raisonnement
analogue à ceux des deux paragraphes précédents mène au résultat intermédiaire suivant :
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S {p}(K, L, M, Ω) =
1

(2π)4

ZZZZ

(k,ω)∈R4

P {p}(kx,ky,kz,ω)

. < Ψ
op
kx, ky, kz, ω|Ψ

hs
K, L, M, Ω > d3k dω (1.50)

où l’exposant hs marque les initiales de harmoniques sphériques. Le produit interne est déve-
loppé en utilisant une identité analogue à celle de Jacobi-Anger, mais impliquant les fonctions de
Bessel cylindriques (1.51) :

eik·r = 4π
+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

iljl (kr)Ym
l (φk,θk)Ym

l (φr,θr) (1.51)

Nous obtenons finalement :

< Ψ
op
kx, ky, kz, ω|Ψ

hs
K, L, M, Ω > =

ZZZZ

(r,t)∈R4

ei(k·r+ωt)jL (Kr)YM
L (φr,θr)e−iΩt d3r dt

= 4π
+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

il
Z +∞

r=0
jl (kr) jL (Kr)r2 dr

Z +∞

t=−∞
ei(ω−Ω)t dt

.

Z 2π

φr=0

Z π

θr=0
Ym

l (φk,θk)Y
m
l (φr,θr)YM

L (φr,θr) dφr sin θr dθr

= 4π3 iLYM
L (φk,θk)

δ(k−K)

k2 δ(ω−Ω)δlLδmM

(1.52)

où les vecteurs r et k sont indifféremment écrits en coordonnées cartésiennes (kx,ky,kz) ou en
coordonnées sphériques (k,φk,θk). L’insertion de cette dernière équation dans (1.50) donne :

S {p}(K, L, M, Ω) =
1

4π

Z 2π

φk=0

Z π

θk=0

[

iLP {p}(K,φk,θk,Ω)YM
L (φk,θk)

]

dφk sinθk dθk (1.53)

Afin d’interpréter l’équation précédente, il n’y a qu’à considérer la décomposition en harmo-
niques sphériques standards de la transformée de Fourier P {p}(kx,ky,kz,ω) prise sur la sphère
définie par l’ensemble d’équations : k2

x + k2
y + k2

z = K2, et ω = Ω. Le coefficient relatif à cette dé-
composition indicé doublement par L and M est égal à S {p}(K,L,M,Ω) au facteur d’échelle iL

près.

Conversion harmoniques sphériques vers ondes planes

Nous sommes intéressés par la conversion directe d’une description du champ sonore
en harmoniques sphériques S {p}(k, l,m,ω) en une description au moyen d’ondes planes
P {p}(Kx,Ky,Kz,Ω). En suivant un raisonnement analogue que celui qui a conduit au résultat
intermédiaire (1.44), nous obtenons le résultat suivant :

P {p}(Kx,Ky,Kz,Ω) =
1
π2

+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

Z +∞

k=0

Z

ω∈RS {p}(k, l,m,ω)

< Ψ
hs
k, l, m, ω|Ψ

op
Kx,Ky ,Kz,Ω

> k2 dk dω (1.54)
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En utilisant indifféremment les coordonnées cartésiennes (Kx,Ky,Kz) ou les coordonnées sphé-
riques (K,ΦK ,θK) pour repérer le vecteur K, en mettant à jour les notations de l’équation (1.52),
et en utilisant la propriété de symétrie hermitienne < g| f >= < f |g >, ceci nous conduit à :

P {p}(Kx,Ky,Kz,Ω) =

4π
+∞

∑
l=−∞

l

∑
m=−l

(−i)l
S {p}(K, l,m,Ω)Ym

l (φK ,θK)
(1.55)

Tandis que la conversion des ondes planes vers les harmoniques sphériques requérait la décom-
position en harmoniques sphériques de la transformée de Fourier prise sur une sphère au facteur
d’échelle iL, la conversion des harmoniques sphériques vers les ondes planes requière le calcul de
la série d’harmoniques sphériques associés aux coefficients S {p}(K, l,m,Ω), au symétrique du
même facteur d’échelle près il . Les opérateurs (1.53) et (1.55) sont parfaitement symétriques au
sens de la théorie de Fourier.

Un exemple de mise en œuvre expérimentale de cette stratégie est fourni par Park et Rafaely
[76], qui utilise une antenne de microphones sphérique, dont l’outil associé est la décomposition en
harmoniques sphériques standards. Les coefficients du développement en harmoniques sphériques
sont obtenus dans un premier temps, en supposant que les champs sonores satisfont la relation de
dispersion. Puis la décomposition en harmoniques sphériques est convertie en une décomposition
en ondes planes grâce à l’opérateur précédent. Nous proposerons des algorithmes d’estimation de
la décomposition en ondes planes du champ sonore au chapitre 5.

Conversion harmoniques cylindriques vers harmoniques sphériques et réciproque

Une présentation du lien entre les harmoniques sphériques et les harmoniques cylindriques
a été effectuée par Duffy [31]. Nous choisissons de ne pas approfondir la conversion d’une re-
présentation en harmoniques cylindriques en une représentation en harmoniques sphériques et la
conversion réciproque pour les raisons suivantes :

– généralement, la représentation des champs sonores en harmoniques cylindriques n’est uti-
lisée que pour le cas bidimensionnel. Les harmoniques cylindriques constituent alors un
sous-ensemble des harmoniques sphériques standards : il s’agit de celui dont les harmo-
niques sphériques sont indépendants de la colatitude θ ;

– les calculs sous-jacents sont assez longs et compliqués.

1.3 Analyse de champs sonores sur un domaine fini

Tandis que l’analyse de champs sonores sur un domaine infini utilisait un ensemble indé-
nombrable d’harmoniques, l’analyse sur un domaine fini ne mobilise qu’un ensemble infini mais
dénombrable d’harmoniques pour représenter le champ. En d’autres termes, les outils d’analyse
sur un domaine fini de l’espace seront les séries de Fourier généralisées au lieu des transformées
de Fourier généralisées pour un domaine infini de l’espace. Les harmoniques utilisés pour ces
décompositions constituent des sous-ensembles des harmoniques utilisés dans la section 1.2. Ces
harmoniques sont aussi appelés parfois “modes propres”. Beaucoup de méthodes liées à l’analyse
ou la synthèse de champs sonores abordent le problème sous cet angle : citons par exemple pour
l’analyse l’holographie acoustique en champ proche [53, 54, 64, 101, 102, 107, 109] et la mé-
thode intitulée Helmholtz Equation Least-Squares (HELS) [85, 104, 108, 110, 111], ou pour la
synthèse les méthodes de contrôles du champ sonore par moindres carrés, telles que l’égalisation
multicanale généralisé [69] ou le contrôle modal du champ sonore [12].

Le développement du champ sonore sur une série de modes tient son origine dans le théorème
d’échantillonnage de Shannon pour les signaux à bande limitée. En effet, ces signaux sont à sup-
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port de Fourier borné, et il suffit pour les représenter de ne connaître leur valeur qu’en certains
points particuliers pour les reconstruire de manière exacte partout ailleurs. Nous étudions la situa-
tion duale dans cette section, étant donné que les signaux sont à support borné dans le domaine
spatio-temporel : il est donc possible de caractériser complètement leur représentation dans le do-
maine de Fourier (domaine des vecteurs d’onde et pulsations) en ne connaissant leur représentation
harmonique que sur un sous-ensemble des harmoniques initialement utilisés dans le cas des do-
maines infinis. Le gain de cette opération est le suivant : dans les deux cas, les espaces nécessaires
à la représentation des signaux sont de dimension infinie, mais la répartition des harmoniques est
continue dans le cas du domaine infini, alors qu’elle est discrète dans le cas des domaines finis.
Concrètement, nous n’utilisons plus que des séries pour décrire le champ sonore, et non plus des
intégrales.

Dans cette section, nous introduisons donc les séries de Fourier généralisées afin de décrire
le champ sonore dans un parallélépipède, dans un cylindre et dans une boule6, et nous donnons
quelques pistes pour calculer la décomposition modale dans des cas particuliers.

Quelle que soit la géométrie de ce domaine fini, la stratégie demeure la même. Nous défi-
nissons tout d’abord le produit scalaire relatif au domaine fini V ×T , où V désigne le domaine
spatial et T l’intervalle d’observation :

< f ||g >=
1

V T

ZZZZ

(r,t)∈V ×T
f (r, t)g(r, t) d3r dt (1.56)

Cette notation est différente de celle introduite dans le cas des domaines infinis, afin de bien
dissocier ces deux situations. Nous recherchons ensuite un ensemble (Ψk,l,m,n) pour (k, l,m,n) ∈Z4 qui soit orthogonal pour le produit scalaire précédemment défini (1.56). Nous sommes alors
capables de projeter tout champ sonore analysé sur ce domaine fini en calculant les produits sca-
laires < p||Ψl,m,n,q > : il s’agit de la décomposition en séries de Fourier généralisées. Et récipro-
quement, nous savons que la série de Fourier suivante converge vers le champ sonore initial p(r, t)
au sens des moindres carrés tant que la propriété suivante est vérifiée quel que soit le couple
(r, t) ∈ V ×T :

∑
(l,m,n,q)∈Z4

αlmnqΨl,m,n,q (r, t) = p(r, t) ,∀(r, t) ∈ V ×T (1.57)

En dehors de ce domaine, nous ne pouvons rien affirmer sur la convergence de cette série.
Afin de faire le lien avec la section sur l’analyse de champs sonores sur un domaine infini 1.2,

nous pouvons remarquer que les deux produits internes (1.24) et (1.56) sont liés par la relation
suivante :

< f ||g >=
1

V T
< ΠV ,T f |g >=

1
V T

< f |ΠV ,T g > (1.58)

où ΠV ,T (r, t) est la fonction caractéristique du domaine V ×T , qui vaut 1 à l’intérieur du
domaine, et 0 sinon. Cette relation peut faciliter la tâche dans le calcul de la décomposition modale,
comme nous le montrerons par la suite.

1.3.1 Cas du parallélépipède

Décomposition modale

Nous supposons dans ce paragraphe que le champ sonore est uniquement observé sur un pa-
rallélépipède de taille Lx, Ly et Lz respectivement associées aux dimensions x, y et z, centré autour

6Tout autre domaine défini dans un système d’équations séparables est envisageable, telle que l’ellipse par exemple,
etc.
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de l’origine, et qu’il est observé sur l’intervalle [0;T ] où T indique la durée d’observation.
Le produit interne relatif à ce domaine est :

< f ||g >=
1

LxLyLzT

Z + Lx
2

x=− Lx
2

Z +
Ly
2

y=− Ly
2

Z + Lz
2

z=− Lz
2

Z T

t=0
f (r, t)g(r, t)dx dy dz dt (1.59)

Nous pouvons vérifier que l’ensemble d’harmoniques
(
Ψl,m,n,q

)
pour (l,m,n,q) ∈ Z4 défini

par l’équation suivante est orthogonal pour le produit interne (1.59) :

Ψl,m,n,q (x,y,z, t) = e
i 2πl

Lx
x
e

i 2πm
Ly

y
e

i 2πn
Lz

z
ei 2πq

T
t (1.60)

Cet ensemble d’harmoniques est bien un sous-ensemble des ondes planes Ψ
op
kx,ky,kz ,ω

. Seuls les

vecteurs d’ondes kxl
= 2πl

Lx
, kym

= 2πm
Ly

, kzn
= 2πn

Lz
et ωq = 2πq

T
sont sollicités dans ce développement

en série. Il s’agit bien d’une répartition discrète d’harmoniques, ou “modes propres”, contrairement
au cas du domaine infini.

Tout champ sonore peut être projeté sur cet ensemble d’harmoniques
(
Ψl,m,n,q

)
. Les coeffi-

cients associés à cette décomposition sont les suivants :

αlmnq =< p||Ψl,m,n,q >

=
1

LxLyLzT

Z + Lx
2

x=− Lx
2

Z +
Ly
2

y=− Ly
2

Z + Lz
2

z=− Lz
2

Z T

t=0
p(r, t)e

−i 2πl
Lx

x
e
−i 2πm

Ly
y
e
−i 2πn

Lz
z
e−i 2πq

T
tdx dy dz dt (1.61)

Si nous interprétons cette intégrale selon la variable x, les autres variables étant fixées, nous re-
connaissons la formule du lième coefficient du développement en série de Fourier de p(x,y0,z0, t0) :

1
Lx

Z + Lx
2

− Lx
2

p(x,y0,z0, t0)e−
2πl
Lx

x dx

Ainsi, l’opérateur d’analyse associé au parallélépipède est juste une décomposition en série de
Fourier du champ sonore pour chacune des quatre dimensions x, y, z et t. Dans le cas du domaine
cartésien infini, il s’agissait de la transformée de Fourier cartésienne.

De plus, l’ensemble d’harmoniques
(
Ψl,m,n,q

)
pour (l,m,n,q) ∈ Z4 est complet dans V ×T ,

c’est-à-dire le parallélépipède, comme en témoigne le théorème sur les séries de Fourier :

∀(x,y,z, t) ∈ V ×T ,

p(x,y,z, t) = ∑
l,m,n,q∈Z4

e
i
(

2πl
Lx

x+ 2πm
Ly

y+ 2πn
Lz

z+ 2πq
T

t
)

.
1

LxLyLzT

.

Z + Lx
2

x1=− Lx
2

Z +
Ly
2

y1=− Ly
2

Z + Lz
2

z1=− Lz
2

Z T

t1=0
p(r1, t1)e

−i 2πl
Lx

x1 e
−i 2πm

Ly
y1

e
−i 2πn

Lz
z1e−i 2πq

T
t1 dx1 dy1 dz1 dt1 (1.62)

Le point clé de la démonstration de ce théorème réside dans l’inversion de la quadruple somme
avec la quadruple intégrale. Une telle opération donne la relation suivante :

1
Lx

+∞

∑
l=−∞

e
i 2πl

Lx
(x−x1) 1

Ly

+∞

∑
m=−∞

e
i 2πm

Ly
(y−y1) 1

Lz

+∞

∑
n=−∞

e
i 2πn

Lz
(z−z1) 1

T

+∞

∑
q=−∞

ei 2πq
T

(t−t1) =

δ(x− x1)δ(y− y1)δ(z− z1)δ(t − t1) (1.63)
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L’intégration selon (r1, t1) ∈ V ×T dans (1.62) donne alors le résultat souhaité.
Le théorème sur les séries de Fourier (1.62) implique que tout champ sonore peut être correc-

tement synthétisé à l’intérieur du parallélépipède par la connaissance unique des coefficients de sa
décomposition modale. L’opérateur de synthèse associé est le développement en série de Fourier :

p(x,y,z, t) = ∑
l,m,n,q∈Z4

αlmnq e
i
(

2πl
Lx

x+ 2πm
Ly

y+ 2πn
Lz

z+ 2πq
T

t
)

(1.64)

Il est intéressant de regarder le comportement de ce développement en série de Fourier en
dehors du parallélépipède : celui-ci est périodique de période Lx selon la variable x, Ly selon la
variable y, Lz selon la variable z et T selon la variable t. Ainsi, nous ne pouvons rien dire du
comportement initial du champ de référence en dehors de ce parallélépipède.

Exemple d’analyse

Nous allons étudier le cas d’ondes planes, satisfaisant la relation de dispersion (1.4), mais ob-
servées uniquement sur le parallélépipède. Soit Ψk0x,k0y,k0z,ω0 , l’onde plane analysée. Le coefficient
associé à chaque harmonique vaut :

αlmnq = < Ψ
op
k0,ω0

||Ψl,m,n,q >

= sinc

(
(kxl

− k0x)Lx

2π

)

sinc

(
(kym

− k0y)Ly

2π

)

.sinc

(
(kzn

− k0z)Lz

2π

)

e−i(ωq−ω0) T
2 sinc

(
(ωq −ω0)T

2π

)

(1.65)

Afin d’analyser ce résultat, nous allons utiliser la propriété (1.58). Le produit interne de l’équa-
tion précédente est égal à la transformée de Fourier du champ initial tronqué, évalué pour le
vecteur d’onde klmn et la pulsation ωq. Or, le champ tronqué est le produit du champ initial
non tronqué par la fonction caractéristique du domaine ΠV ,T . Sa transformée de Fourier est
donc le produit de convolution entre la transformée de Fourier de l’onde plane initiale, qui vaut
(2π)4 δ(k−k0)δ(ω−ω0), et la transformée de Fourier de la fonction caractéristique, qui est :

ΠV ,T (k,ω) = LxLyLzT sinc

(
kxLx

2π

)

sinc

(
kyLy

2π

)

sinc

(
kzLz

2π

)

e−iω T
2 sinc

(
ωT

2π

)

La convolution par une distribution de Dirac se traduit par une translation, et nous retrouvons le
résultat précédent (1.65), à savoir αlmnq = 1

V T
ΠV ,T (klmn −k0,ωq −ω0).

A une pulsation ω0 donnée, l’ensemble des vecteurs d’ondes k0 satisfaisant la relation de dis-
persion (1.4) se situe sur la sphère de rayon k = ω0/c. Or, les modes propres du parallélépipède
forment un maillage discret de l’espace des vecteurs d’ondes et des pulsations. Ainsi, la décom-
position en “modes propres” d’une onde plane tronquée Ψk0x,k0y,k0z ,ω0 mobilise des modes qui ne
satisfont pas obligatoirement la relation de dispersion. Toutefois, en faisant une approximation
grossière, nous pouvons dire que les modes ayant la plus forte amplitude se situent dans le lobe
principal du sinus cardinal. Cela fixe la résolution accessible par l’analyse, qui est égale à la moitié
de la largeur du lobe principal, soit 2π

Lx
, 2π

Ly
, 2π

Lz
et 2π

T
pour les dimensions respectives x, y, z et t.

Le niveau des lobes secondaires de la fonction sinus cardinal est assez élevé (13 dB en dessous
du niveau du lobe principal) et il est bien connu dans le domaine de l’analyse harmonique que
la fenêtre rectangulaire n’est pas une bonne fenêtre d’analyse. Pour diminuer fortement l’ampli-
tude des “modes propres” éloignés de cette sphère, il est nécessaire d’atténuer les discontinuités
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du champ sonore. Celles-ci se situent principalement au niveau des frontières, étant donné que
nous développons en réalité le prolongement périodique du champ sonore visualisé sur le paral-
lélépipède. En effet, il s’agit d’un résultat bien connu : un plus grand nombre d’harmoniques est
nécessaire pour modéliser des discontinuités7 .

Il est donc judicieux de recourir à de meilleures fenêtres d’analyse, telles que la celle de Kaiser-
Bessel, ou mieux encore, celle basée sur les fonctions d’ondes sphéroïdales allongées (prolate

spheroidal wave functions). Nous ne faisons plus alors l’analyse du champ sonore ΠV ,T p qui
coïncide avec le champ réel sur le parallélépipède, mais celle du champ sonore fenêtré WV ,T p, où
WV ,T est une fenêtre d’analyse qui améliore l’analyse harmonique.

Ce genre de manipulations n’est pas sans rappeler la transformée de Gabor, qui est une analyse
localisée en temps-fréquence. Dans notre cas, nous ferions une analyse localisée dans le plan de
l’espace/vecteurs d’onde et temps/pulsations. Pour étendre encore l’analogie avec la transformée
de Gabor, nous pouvons voir le problème sous un autre angle, mais identique au précédent : ce
n’est pas le champ initial qui est fenêtré, mais le mode propre en question Ψl,m,n,q. Mais dans ce
cas, la famille de modes propres fenêtrés

(
WV ,T Ψl,m,n,q

)
pour (l,m,n,q)∈Z4 ne constitue plus une

famille orthogonale pour le produit interne (1.59). Si nous voulions que ce soit le cas, il faudrait
alors plutôt se tourner vers des transformations en ondelettes, qui utilisent des atomes élémentaires
orthogonaux entre eux, et dont on peut optimiser la localisation dans le plan temps-fréquence.

Notre propos n’étant concentré que sur l’analyse, et non pas sur la synthèse associée à ces
transformations, nous mettons ce problème de côté. De toute façon, dans la pratique, nous dispo-
sons rarement de la connaissance suffisante pour pouvoir envisager une reconstruction exacte du
champ sonore. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3 dédié à l’analyse de champs sonores à
partir de mesures discrètes.

1.3.2 Cas du cylindre

Décomposition modale

Nous supposons dans ce paragraphe que le champ sonore est uniquement observé sur un cy-
lindre de rayon R et de hauteur Lz, et observé pendant une durée T sur l’intervalle [0;T ]. Le produit
interne relatif à ce domaine est :

< f ||g >=
1

πR2LzT

Z R

r=0

Z 2π

φ=0

Z + Lz
2

z=− Lz
2

Z T

t=0
f (r, t)g(r, t) r dr dφ dz dt (1.66)

L’objectif est de trouver un sous-ensemble d’harmoniques cylindriques
(
Ψkr ,l,kz ,ω

)
qui soient

orthogonaux entre eux pour le produit interne défini ci-dessus. De manière analogue à la sec-
tion 1.2.4, nous allons expliciter le produit interne de deux harmoniques cylindriques, en utili-
sant (1.66) :

< Ψkr1 ,l1,kz1 ,ω1 ||Ψkr2 ,l2,kz2 ,ω2 > =
1

πR2LzT

Z 2π

φ=0
ei(l1−l2)φdφ

Z R

r=0
Jl1 (kr1 r)Jl2 (kr2r) r dr

.
Z + Lz

2

z=− Lz
2

ei(kz1−kz2)zdz

Z T

t=0
ei(ω1−ω2)tdt (1.67)

7cf. développement en séries de Fourier d’une fonction créneau, qui est continue par morceau et pour laquelle
l’amplitude des coefficients décroît en 1/n, et de la fonction triangulaire, dont la dérivée est continue par morceau, et
pour laquelle l’amplitude des coefficients décroît en 1/n2
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Lorsque l1 = l2, l’intégrale portant sur la variable r est un résultat connu : il s’agit de l’intégrale
de Lommel [1], qui vaut :

Z R

r=0
Jl (k1r) Jl (k2r) r dr =







R

k2
1 − k2

2

[k2Jl−1 (k2R)Jl (k1R)− k1Jl−1 (k1R)Jl (k2R)] si k1 6= k2

R2

2

[

[Jl (k1R)]2 − Jl−1 (k1R)Jl+1 (k1R)
]

si k1 = k2

(1.68)

Si nous choisissons pour kr, à l fixé, les racines de l’équation Jl (krR) = 0, et si nous utilisons la
propriété que pour lesdites solutions Jl−1 (krR) =−Jl+1 (krR), alors l’intégrale ci-dessus se résume
à :

Z R

r=0
Jl (klm1 r)Jl (klm2 r)r dr =







0 si klm1 6= klm2

R2

2
[Jl+1 (klm1 R)]2 si klm1 = klm2

(1.69)

où klm est la mième racine de l’équation Jl (krR) = 0.

Finalement, nous considérons le sous-ensemble de la famille des harmoniques cylindriques
(
Ψl,m,n,q

)
pour (l,m,n,q) ∈ Z×N\{0}×Z2 suivant :

Ψl,m,n,q (r,φ,z, t) = Jl (klmr)eilφe
i 2πn

Lz
z
ei 2πq

T
t (1.70)

Nous vérifions que la répartition des modes propres cylindriques (1.70) est bien discrète. Nous
pouvons aussi vérifier que ce sous-ensemble est orthogonal pour le produit scalaire (1.66) :

< Ψl1,m1,n1,q1 ||Ψl2,m2,n2,q2 >= [Jl1+1 (kl1m1R)]2 δl1l2 δm1m2 δn1n2δq1q2 (1.71)

Tout champ sonore observé sur le cylindre peut être projeté sur ce sous-ensemble d’harmo-
niques cylindriques. Les coefficients associés à cette décomposition sont les suivants :

αlmnq = < p||Ψl,m,n,q >

=
1

πR2LzT

Z R

r=0

Z 2π

φ=0

Z + Lz
2

z=− Lz
2

Z T

t=0
p(r, t) Jl (klmr)e−ilφe

−i 2πn
Lz

z
e−i 2πq

T
tr dr dφ dz dt (1.72)

Cet opérateur d’analyse sur le cylindre permet de calculer les coefficients de la décomposition
modale. Il est constitué d’une décomposition en séries de Fourier usuelles pour les variables φ,
z et t, et d’une décomposition en séries de Fourier-Bessel d’ordre l pour la variable r. Dans le
cas du domaine cylindrique infini, il s’agissait du produit entre une décomposition en série de
Fourier pour la variable φ, deux transformées de Fourier usuelles pour les variables z et t, et une
transformée de Hankel d’ordre l pour la variable r. Lorsque le domaine est fini, nous passons de
transformées de Fourier généralisées à des séries de Fourier généralisées.

De plus, comme chacune de ces séries de Fourier prises indépendamment possède son théo-
rème de convergence, nous pouvons dire que l’ensemble d’harmoniques cylindriques

(
Ψl,m,n,q

)

pour (l,m,n,q) ∈ Z×N \ {0}×Z2 est complet dans V × T . Ce théorème de convergence des
séries de Fourier est le suivant :
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∀(r,φ,z, t) ∈ V ×T ,

p(r,φ,z, t) =
+∞

∑
l=−∞

+∞

∑
m=1

+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
q=−∞

Jl (klmr)

[Jl+1 (klmR)]2
e

i
(

lφ+ 2πn
Lz

z+ 2πq
T

t
)

.
1

πR2LzT

.

Z R

r1=0

Z +2π

φ1=0

Z + Lz
2

z1=− Lz
2

Z T

t1=0
p(r1, t1)Jl (klmr1)e−ilφ1 e

−i 2πn
Lz

z1e−i 2πq
T

t1 r1 dr1 dφ1 dz1 dt1 (1.73)

Le point clé de la démonstration de ce théorème réside dans l’inversion de la quadruple somme
avec la quadruple intégrale. Une telle opération donne la relation suivante :

1
πR2

+∞

∑
l=−∞

[

eil(φ−φ1)
+∞

∑
m=1

Jl (klmr) Jl (klmr1)

[Jl+1 (klmR)]2

]

1
Lz

+∞

∑
n=−∞

e
i 2πn

Lz
(z−z1) 1

T

+∞

∑
q=−∞

ei 2πq
T

(t−t1) =

δ(r− r1)

r
δ(φ−φ1)δ(z− z1)δ(t − t1) (1.74)

L’intégration selon (r1, t1) ∈ V ×T dans (1.73) donne alors le résultat souhaité.
Le théorème sur les séries de Fourier (1.73) implique que tout champ sonore peut être cor-

rectement synthétisé à l’intérieur du cylindre par la connaissance unique des coefficients de sa
décomposition modale. L’opérateur de synthèse associé est le développement en séries de Fourier
généralisées suivant :

p(x,y,z, t) =
+∞

∑
l=−∞

+∞

∑
m=1

+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
q=−∞

αlmnq

[Jl+1 (klmR)]2
Jl (klmr)e

i
(

lφ+ 2πn
Lz

z+ 2πq
T

t
)

(1.75)

Exemple d’analyse

Nous allons étudier le cas d’harmoniques cylindriques, satisfaisant la relation de disper-
sion (1.10), mais observés uniquement sur le cylindre. Soit Ψhc

k0r ,l0,k0z,ω0
, l’harmonique cylindrique

analysé. Le coefficient associé à chaque harmonique vaut :

αlmnq = < Ψhc
k0r ,l0,k0z ,ω0

||Ψl,m,n,q >

= sinc

(
(kzn

− k0z)Lz

2π

)

e−i(ωq−ω0) T
2 sinc

(
(ωq −ω0)T

2π

)

δl0l

.
2

R2







R

k2
lm − k2

0r

[klmJl+1 (klmR)Jl (k0rR)] si k0r 6= klm

R2

2
[Jl+1 (klmR)]2 si k0r = klm

(1.76)

Dans le paragraphe précédent traitant de l’étude d’un champ sonore dans un parallélépipède,
nous avions pris comme exemple d’analyse des ondes planes respectant la relation de dispersion.
Nous avions interprété la décomposition modale comme l’évaluation de la transformée de Fourier
du champ sonore tronqué au parallélépipède pour le vecteur d’onde klmn et la pulsation ωq. Et
nous avions pu dissocier l’influence de la fenêtre d’analyse WV ,T de celle du champ sonore grâce
à la propriété de convolution de la transformée de Fourier multidimensionnelle. La conclusion
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de ce développement fut que chaque onde plane était déformée de la même manière, et que ceci
dépendait uniquement du profil de la fenêtre d’analyse.

Revenons maintenant au cas du cylindre. Il n’y a pas de propriété de convolution simple pour
la transformée de Hankel d’ordre l, étant donné qu’il n’y pas de “propriété d’addition” simple des
fonctions de Bessel, analogue à la relation eik1x.eik2x = ei(k1+k2)x pour les exponentielles. L’absence
de cette propriété d’addition empêche de prédire la transformée de Hankel d’ordre l du produit
de deux fonctions, même lorsque nous connaissons chacune des transformées de Hankel prises
séparément. Ceci nous prive d’un moyen de calcul communément utilisé avec la transformée de
Fourier. De plus, même si le calcul du produit de convolution n’est pas toujours évident, la connais-
sance de chacune des transformées de Fourier prises indépendamment nous donne déjà un bon a

priori sur la forme de la transformée de Fourier finale, grâce à l’intuition développée par le traiteur
de signaux sur les effets de la convolution. Ces propriétés sont beaucoup plus camouflées dans la
transformée de Hankel.

Ceci a une grave conséquence dans la pratique. En effet, la transformée de Hankel d’ordre l de
Jl (k0rr) est δ(kr−k0r)

k0r
. Ainsi, la transformée de Hankel n’est pas symétrique par rapport à k0r, ce qui

est à peu près normal, vu qu’il est difficile de définir des symétries sur R+. La distorsion introduite
par la fenêtre d’analyse WV ,T est donc dépendante de l’harmonique cylindrique analysé, ce qui ne
facilite pas la mise au point d’une bonne fenêtre d’analyse.

Nous allons maintenant donner quelques illustrations concernant les séries de Fourier-Bessel
d’harmoniques cylindriques tronqués sur un cylindre de rayon R. Dans l’équation (1.76), cela
correspond à la composante du coefficient de Fourier généralisé dépendant de l et de m. Nous
avons choisi de tracer les coefficients de Fourier-Bessel normalisés, soit les αlm

[Jl+1(klmR)]2
:

αlm

[Jl+1 (klmR)]2
=

2

R2 [Jl+1 (klmR)]2

Z R

r=0
Jl (k0rr) Jl (klmr) r dr

=







2(klmR) Jl+1 (klmR)Jl (k0rR)
[

(klmR)2 − (k0rR)2
]

[Jl+1 (klmR)]2
si k0r 6= klm

1 si k0r = klm

(1.77)

Dans le cas des séries de Fourier usuelles, l’amplitude des coefficients est tracée en fonction
de l’ordre m. Étant donné que la pulsation de l’harmonique 2mπ

Lx
d’ordre m est proportionnelle à

m, tracer l’amplitude des coefficients (en module) en fonction de la pulsation des harmoniques
ou de l’ordre de l’harmonique conduit à des courbes identiques à l’échelle des abscisses près.
Dans le cas des séries de Fourier-Bessel, les racines de l’équation Jl (kR) = 0 ne sont pas réparties
uniformément. Ainsi, les courbes représentant l’amplitude des coefficients sont différentes selon
qu’elles sont tracées en fonction de m ou de klm. Nous avons choisi de représenter l’amplitude des
coefficients (1.77) en fonction de la pulsation réduite klmR sur les figures 1.2 et 1.3.

Sur la figure 1.2, nous pouvons voir le spectre associé aux 200 premiers coefficients de Fourier-
Bessel d’ordre 0 pour différentes valeurs de k0r dans (1.77). Les valeurs de la pulsation réduite klmR

simulées sont [31,170,346,503]. Les observations suivantes peuvent être faites :
– ces spectres ne sont pas symétriques par rapport à k0rR ;
– la décroissance pour les grands nombres d’onde des coefficients αlm n’est pas aiguë, et est

comparable à la décroissance du sinus cardinal pour les ondes planes tronquées. Cette dé-
croissance tire sa source du même phénomène que celui des séries de Fourier simples : la
présence de “discontinuités”. En effet, dans le cas d’une décomposition modale pour le pa-
rallélépipède, la série de Fourier rend périodique le champ de période Lx selon x, etc. alors
que le champ initial n’est pas forcément périodique sur cet horizon. Il y a donc introduction
d’une discontinuité, sauf si le champ est nul sur la frontière du parallélépipède. Si c’est le
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cas, la décroissance des coefficients de Fourier est beaucoup plus rapide. Cette configura-
tion se produit notamment lorsque l’on applique une fenêtre d’analyse au signal, qui rend le
signal analysé nul sur la frontière. Dans le cas des séries de Fourier-Bessel, nous avons le
même problème. Tous les harmoniques sont nuls pour r = R, ce qui n’est pas forcément le
cas du champ initial ; il y a de nouveau introduction d’une discontinuité et les mêmes pro-
blèmes de convergence que ceux des séries de Fourier usuelles se produisent. Ce phénomène
est connu depuis le XIXème siècle : il s’agit du phénomène de Gibbs [39] ;

– la largeur du lobe principal est à peu près constante en coordonnées normalisées, quelle que
soit la valeur de k0r. Ainsi, en coordonnées non normalisées, cela veut dire que la largeur du
lobe est proportionnelle à 1/R : cela fixe la limite du pouvoir de résolution de l’analyse.
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FIG. 1.2 – Décomposition en séries de Fourier-Bessel d’ordre l = 0 d’un harmonique cylindrique
J0 (k0rr) pour différentes valeurs du paramètre k0r. L’amplitude des coefficients (1.77) est tracée
en fonction de m, mais l’axe des abscisses est gradué en fonction des pulsations réduites klmR

correspondantes.

La figure 1.3 a été obtenue de la même manière que la figure 1.2, excepté l’ordre l pour le
calcul, qui est égal à 30 au lieu de 0. Le spectre associé aux 186 premières racines de J30 (kR) = 0
y est représenté : dans l’intervalle de calcul des pulsations réduites, jusque environ klmR = 620, il
y a 14 racines de moins par rapport à l’ordre l = 0.

Cette figure possède un aspect analogue à celui de la figure 1.2. Excepté pour le cadran haut
gauche, nous remarquons que :

– la largeur des lobes principaux est identique à ceux obtenus pour l’ordre 0 ;
– la décroissance des coefficients en amplitude est analogue que celle obtenue pour l’ordre 0.
Revenons maintenant sur le cadran gauche et tentons de donner une interprétation au résultat

obtenu. Il est important de signaler que les premières racines de l’équation J30 (kR) = 0 se situent
aux environs de kR = 36. Ainsi, la valeur de k0rR de l’harmonique cylindrique analysé, qui vaut
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31.4, est inférieure à la valeur de la pulsation réduite correspondante au premier zéro. Nous en
déduisons que la fonction à reproduire ne contient pas de passage par zéros : elle reste de signe
constant et mobilise de ce fait un grand nombre de modes propres pour être reproduit.
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FIG. 1.3 – Décomposition en séries de Fourier-Bessel d’ordre l = 30 d’un harmonique cylindrique
J30 (k0rr) pour différentes valeurs du paramètre k0r. L’amplitude des coefficients (1.77) est tracée
en fonction de m, mais l’axe des abscisses est gradué en fonction des pulsations réduites klmR

correspondantes.

Il serait judicieux de procéder de la même manière que dans le paragraphe précédent 1.3.1,
en appliquant une fenêtre d’analyse au signal avant d’en calculer sa décomposition harmonique.
Les résultats attendus seraient alors une rapide décroissance des coefficients du développement de
Fourier, étant donné que le phénomène de Gibbs serait neutralisé. Toutefois, nous ne disposons pas
d’expressions analytiques permettant d’effectuer cette tâche, et chaque cas est unique étant donné
que nous ne disposons pas de la propriété de convolution. L’idée serait donc de calculer la décom-
position modale du champ wV ,T p avec l’hypothèse d’une fenêtre wV ,T nulle sur les frontières
du domaine. N’ayant pas de réponses analytiques à fournir à ce problème, il serait nécessaire de
recourir à des méthodes numériques, en l’occurrence la transformée de Hankel à espace discret.
Nous ne l’avons pas fait, pour les inconvénients qui seront expliqués au chapitre 3, à savoir qu’une
reconstruction parfaite du champ sonore dans la géométrie cylindrique exige une répartition ra-
diale des échantillons reliée aux zéros des fonctions de Bessel, dont la localisation est différente
selon l’ordre l considéré. Or, une analyse complète du champ sonore requérant de faire l’analyse
pour des ordres différents, il est déconseillé d’envisager une répartition radiale des échantillons
qui satisfasse toutes ces conditions.
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1.3.3 Cas de la boule

Décomposition modale

Nous supposons dans ce paragraphe que le champ sonore est uniquement observé dans une
boule de rayon R et observé pendant une durée T sur l’intervalle [0;T ]. Le produit interne relatif à
ce domaine est :

< f ||g >=
1

4
3πR3T

Z R

r=0

Z 2π

φ=0

Z π

θ=0

Z T

t=0
f (r, t)g(r, t) r2 dr dφ sinθ dθ dt (1.78)

L’objectif est de trouver un sous-ensemble d’harmoniques sphériques (Ψk,l,m,ω) qui soient
orthogonaux entre eux pour le produit interne défini ci-dessus. De manière analogue à la sec-
tion 1.2.4, nous allons expliciter le produit interne de deux harmoniques sphériques :

< Ψk1,l1,m1,ω1 ||Ψk2,l2,m2,ω2 > =
1

4
3πR3T

Z T

t=0
ei(ω1−ω2)tdt

Z R

r=0
jl1 (k1r) jl2 (k2r) r2 dr

.

Z 2π

φ=0

Z π

θ=0
Ym1

l1
(φ,θ)Ym2

l2
(φ,θ)dφ sin θ dθ (1.79)

Lorsque l1 = l2, l’intégrale portant sur la variable r est un résultat connu : il s’agit de l’intégrale
de Lommel, qui vaut :

Z R

r=0
jl (k1r) jl (k2r) r2 dr =







R2

k2
1 − k2

2

[k2jl−1 (k2R) jl (k1R)− k1jl−1 (k1R) jl (k2R)] si k1 6= k2

R3

2

[

[jl (k1R)]2 − jl−1 (k1R) jl+1 (k1R)
]

si k1 = k2

(1.80)

Si nous choisissons pour k, à l fixé, les racines de l’équation jl (kR) = 0, et en utilisant la
propriété que pour ces équations jl−1 (kR) = −jl+1 (kR) alors l’intégrale ci-dessus se résume à :

Z R

r=0
jl (kln1 r) jl (kln2 r) r2 dr =







0 if kln1 6= kln2

R3

2
[jl+1 (kln1 R)]2 if kln1 = kln2

(1.81)

où kln est la nième racine de l’équation jl (kR) = 0.
Finalement, nous considérons le sous-ensemble de la famille des harmoniques sphériques

(
Ψl,m,n,q

)
pour (l,m,n,q) ∈ N×Z×N\{0}×Z suivant :

Ψl,m,n,q (r,φ,θ, t) = jl (klnr)Ym
l (φ,θ)ei 2πq

T
t (1.82)

Nous vérifions que la répartition des modes propres sphériques (1.82) est bien discrète. Nous
pouvons aussi vérifier que ce sous-ensemble est orthogonal pour le produit scalaire (1.78) :

< Ψl1,m1,n1,q1 ||Ψl2 ,m2,n2,q2 >=
3

8π
[jl1+1 (kl1n1R)]2 δl1l2 δm1m2δn1n2δq1q2 (1.83)

Tout champ sonore observé sur la sphère peut être projeté sur ce sous-ensemble d’harmoniques
sphériques. Les coefficients associés à cette décomposition sont les suivants :
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αlmnq =< p||Ψl,m,n,q >=
1

4
3πR3T

Z R

r=0

Z 2π

φ=0

Z π

θ=0

Z T

t=0
p(r, t)

jl (klnr)e−ilφYm
l (φ,θ)e−i 2πq

T
tr2 dr dφ sinθ dθ dt (1.84)

Cet opérateur d’analyse dans la boule permet de calculer les coefficients de la décomposition
modale. Il est constitué d’une décomposition en séries de Fourier usuelles pour la variable t, d’une
décomposition en séries de Fourier-Bessel sphériques d’ordre l pour la variable r, et d’une dé-
composition en harmoniques sphériques standards pour l’angle solide Ω. Dans le cas du domaine
sphérique infini, l’opérateur d’analyse était le produit de la transformée de Fourier usuelle pour la
variable t, par la décomposition en harmoniques sphériques standards de l’angle solide, puis par
la transformée de Hankel sphérique d’ordre l pour la variable r. Lorsque le domaine est fini, les
transformées de Fourier généralisées sont remplacées par des séries de Fourier généralisées.

De plus, comme chacune de ces séries de Fourier prises indépendamment possède son théo-
rème de convergence, nous pouvons dire que l’ensemble d’harmoniques sphériques

(
Ψl,m,n,q

)
pour

(l,m,n,q) ∈N×Z×N\{0}×Z est complet dans V ×T . Ce théorème de convergence des séries
de Fourier est le suivant :

∀(r,φ,θ, t) ∈ V ×T ,

p(r,φ,θ, t) =
4
3

π
+∞

∑
l=0

+l

∑
m=−l

+∞

∑
n=1

+∞

∑
q=−∞

2

[jl+1 (klnR)]2
jl (klnr)ei 2πq

T Ym
l (φ,θ) .

1
4
3 πR3T

.

Z R

r1=0

Z +2π

φ1=0

Z +π

θ1=0

Z T

t1=0
p(r1, t1) jl (klnr1)Ym

l (φ1,θ1)e−i 2πq
T

t1 r2
1 dr1 dφ1 sinθ1dθ1 dt1 (1.85)

Le point clé de la démonstration de ce théorème réside dans l’inversion de la quadruple somme
avec la quadruple intégrale. Une telle opération donne la relation suivante :

+∞

∑
l=0

+l

∑
m=−l

Ym
l (φ1,θ1)Ym

l (φ,θ)
1

R3 .
+∞

∑
n=1

2jl (klnr) jl (klnr1)

[jl+1 (klnR)]2
.
1
T

+∞

∑
q=−∞

ei 2πq
T

(t−t1) =

δ(r− r1)

r2 δ(φ−φ1)δ(cosθ− cosθ1)δ(t − t1) (1.86)

L’intégration selon (r1, t1) ∈ V ×T dans (1.85) donne alors le résultat souhaité.
Le théorème sur les séries de Fourier (1.85) implique que tout champ sonore peut être cor-

rectement synthétisé à l’intérieur de la sphère par la connaissance unique des coefficients de sa
décomposition modale. L’opérateur de synthèse associé est le développement en séries de Fourier
généralisées suivant :

p(x,y,z, t) =
4
3

π
+∞

∑
l=0

+l

∑
m=−l

+∞

∑
n=1

+∞

∑
q=−∞

2

[jl+1 (klnR)]2
αlmnqjl (klnr)Ym

l (φ,θ)ei 2πq
T

t (1.87)

Exemple d’analyse

Nous allons étudier le cas d’harmoniques sphériques, satisfaisant la relation de disper-
sion (1.18), mais observés uniquement dans la boule de rayon R. Soit Ψhs

k0,l0,m0,ω0
l’harmonique
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sphérique analysé. Le coefficient αlmnq associé à la décomposition de cet harmonique sphérique
tronqué vaut :

αlmnq = < Ψhs
k0,l0,m0,ω0

||Ψl,m,n,q >

= δl0lδm0me−i(ωq−ω0) T
2 sinc

(
(ωq −ω0)T

2π

)

.
1

4
3πR3







R2

k2
ln − k2

0r

[klnjl+1 (klnR) jl (k0rR)] if k0r 6= kln

R3

2
[jl+1 (klnR)]2 if k0r = kln

(1.88)

De manière analogue aux paragraphes 1.3.1 et 1.3.2, la décomposition modale de l’harmo-
nique sphérique mobilise des modes qui ne satisfont pas obligatoirement la relation de dispersion.
De même, comme dans le cas du paragraphe de l’analyse de champs sonores sur un cylindre 1.3.2,
il n’existe pas de propriété de convolution pour les fonctions de Bessel sphériques, ces fonctions
étant elles mêmes dérivées des fonctions de Bessel cylindriques. Les remarques que nous pour-
rions formuler à propos de la résolution de l’analyse et de la décroissance de l’amplitude des
coefficients sont en tous points identiques à celles ayant été formulées au paragraphe précédent
sur la décomposition en séries de Fourier-Bessel cylindriques.

1.3.4 Problème du domaine fini de géométrie quelconque

Dans le cas d’un domaine fini dont la géométrie est quelconque, le champ peut toujours être dé-
composé sur une base de modes, dont la répartition est discrète, de sorte que le champ sonore peut
être vu comme un développement en série sur la base des modes propres. L’inconvénient est que
nous ne disposons pas de formules analytiques de ceux-ci, ce qui limite l’intérêt de ces développe-
ments dans la pratique. Des méthodes numériques permettraient d’établir le profil spatio-temporel
de ces modes, mais ces considérations sortent du cadre de cette thèse.

1.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, un large éventail de représentations harmoniques a été présenté, et il
est maintenant temps de dresser un premier bilan. Un des résultats les plus intéressants de ce cha-
pitre est que les décompositions en ondes planes, harmoniques cylindriques et harmoniques sphé-
riques réalisent la même économie que les représentations holographiques concernant le nombre
de paramètres nécessaires pour caractériser complètement le champ. En effet, les représentations
holographiques imposent de connaître le profil temporel du champ de pression sur une surface fer-
mée pour le caractériser complètement. Pour les représentations harmoniques, il suffit de connaître
le profil fréquentiel (pour toutes les fréquences) des décompositions sur les domaines définis par
les relations de dispersion8 , ce qui permet d’économiser aussi une dimension. Un résultat sem-
blable a été démontré par Ajdler et al. [4], qui mentionnent que les champs sonores peuvent être
considérés comme à support de Fourier quasi-limité au domaine défini par la relation de dispersion.

Les résultats de ce chapitre permettent d’apporter une critique sur la présentation effectuée
dans certains travaux des systèmes de synthèse de champs sonores basés sur les harmoniques
sphériques. En effet, une trop grande importance est parfois attachée sur la manière dont ses dis-
positifs sont capables de synthétiser des ondes planes. Certes, le fait que tout champ sonore peut

8Dans le domaine des pulsations et vecteurs d’ondes, la relation de dispersion (1.4) définit un cône.
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se décomposer en ondes planes n’est pas faux, mais il en est de même pour les harmoniques sphé-
riques. Les réels paramètres permettant de juger de la qualité de la synthèse de ces dispositifs
sont l’erreur de reconstruction en fonction de la taille de la zone de reconstruction souhaitée et de
l’ordre de la décomposition.

Toujours concernant les systèmes d’analyse et de synthèse de champs sonores basés sur les
harmoniques sphériques, il est intéressant de se demander s’ils utilisent finalement comme outil
d’analyse la transformée de Fourier sphérique (1.40), ou s’ils utilisent les séries de Fourier-Bessel
sphériques (1.84) . Au regard de la littérature (voir par exemple Daniel et Moreau [27], Poletti
[79]), il semblerait que ce soit la transformée de Fourier sphérique qui soit utilisée, et que le
support de celle-ci soit uniquement limité à la sphère définie par la relation de dispersion k = ω

c
. Les

ambitions pour de tels systèmes de reproduction sont fixées en conséquence : pour que la relation
de dispersion soit vérifiée, il faut étudier le champ sonore sur un domaine infini. Si le domaine
est infini, il mobilise un nombre infini d’harmoniques sphériques, et le fait de tronquer la série du
développement en harmoniques sphériques standard introduit inévitablement un repliement des
modes d’ordre supérieur sur les modes d’ordre inférieur. Maintenant, si l’objectif fixé est moins
ambitieux et qu’il concerne l’analyse et la synthèse de champs sonores à l’intérieur d’une boule
de rayon R, nous savons grâce à la section 1.3.3 quels sont les modes de la boule qui vont être
excités majoritairement. Nous sélectionnons les N modes susceptibles d’être les plus excités, ou
de manière plus générale N combinaisons linéaires de modes propres, ce qui fixe ce que l’on est
en droit d’attendre vis-à-vis de la qualité de reconstruction du champ sonore. Ainsi, la stratégie
est la suivante : on sélectionne les harmoniques sphériques jusque l’ordre L, soit N = (L + 1)2

modes pour les variables angulaires tandis que pour la variable radiale, on sélectionne une unique
combinaison de modes propres, à savoir celle correspondant à jl (kr) avec k = ω

c
. Il est mieux de

procéder de cette manière par rapport la solution ne prenant juste que le jl (klnr) correspondant au
kln le plus proche de ω

c
.

Concernant les méthodes basées sur les décompositions modales, le paramètre important uti-
lisé dans la littérature en acoustique des salles est la densité modale. L’intégration de celle-ci sur
une bande fréquentielle fournit le nombre de modes excités dans cette bande fréquentielle. La
bande fréquentielle n’est pas le seul paramètre influant le nombre de modes excités. Celui-ci dé-
pend aussi des effets de la troncature, et donc du volume d’analyse, qui viennent fixer la largeur des
lobes principaux des sinus cardinaux par exemple, cf. équation (1.65). Ce paramètre est rarement
pris en compte, alors qu’il est souvent le plus limitant.

En introduction de la partie I, nous avons soulevé le problème de la prédominance d’une re-
présentation des champs sonores par rapport aux autres. D’après l’étude des représentations har-
moniques qui vient d’être faite, nous pouvons dire que chacune de ces représentations possède des
atouts qui lui sont propres. Par exemple, la position des sources et l’intervalle d’émission seront
beaucoup plus facilement lus sur la représentation spatio-temporelle. En revanche, les caractéris-
tiques de directivité d’une source ainsi que sa bande passante fréquentielle seront beaucoup plus
lisibles dans l’un des domaines de Fourier. Si nous souhaitons de plus appliquer des transforma-
tions aux champs sonores, certaines représentations peuvent être plus adaptées. En effet, les ondes
planes sont des vecteurs propres des opérateurs de translation, et les harmoniques sphériques sont
des vecteurs propres des opérateurs de rotation sur la sphère.

Les transformées et les séries de Fourier généralisées sont très utiles pour l’analyse du champ
sonore. Les transformées de Fourier généralisées inverses permettent de synthétiser le champ à
partir de sa description dans le domaine de Fourier. Toutefois, elles sont d’un intérêt limité pour
la reproduction physique du champ sonore, étant donné qu’il n’existe pas de générateurs d’ondes
planes, ni d’harmoniques cylindriques/sphériques dans la nature. Ainsi, il est nécessaire de procé-
der en deux étapes :

– effectuer l’analyse du rayonnement d’une source initiale à l’aide des transformées/séries de
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Fourier généralisées. De même, il faut faire l’analyse de chacune des sources secondaires
utilisées pour reproduire le champ initial ;

– il faut ensuite projeter le champ initial sur le sous-espace engendré par le réseau de sources
secondaires, afin que les paramètres de la description harmonique du champ reproduit soient
les plus proches de ceux de la description harmonique du champ initial.

L’objectif du prochain chapitre est d’aborder le problème de la synthèse de champs sonores à
partir de sources réelles. Comme nous le montrerons, les représentations sous-jacentes sont peu
utiles pour l’analyse car les atomes élémentaires utilisés pour la description du champ sonore ne
sont plus orthogonaux par rapport au produit interne (1.24).
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Chapitre 2

Aspects théoriques de la synthèse de
champs sonores

Résumé :
Dans ce chapitre, nous introduisons les représentations intégrales des champs sonores.
Pour cela, nous faisons une présentation brève de la théorie de la fonction de Green
pour l’équation des ondes. Nous introduisons notamment les fonctions de Green avan-

cée, retardée, et mixte. Les différentes formes de l’équation intégrale de Kirchhoff sont
ensuite établies. La plus intéressante d’un point de vue théorique est celle qui utilise la
fonction de Green qui satisfait des conditions aux limites de Dirichlet homogènes, car
l’intégrale sous-jacente stipule que seule la connaissance du profil temporel du champ
de pression acoustique sur une surface fermée est nécessaire pour caractériser complète-
ment le champ dans la zone vide de sources, que ce soit la zone intérieure ou extérieure.
La plus intéressante d’un point de vue pratique est le principe de Huygens.
Puis nous faisons le lien entre les représentations harmoniques et les représentations in-
tégrales. La conversion d’une représentation intégrale en une représentation harmonique
est toujours possible et se fait sans pertes d’informations. En revanche, la conversion
d’une représentation harmonique en représentation intégrale est destructive, car il s’agit
d’une projection : partant d’un profil du champ de pression acoustique et de sa déri-
vée par rapport à la normale en tout point d’une surface fermée exempte de sources, le
champ des sources situé initialement à l’intérieur est reproduit à l’extérieur et le champ
des sources situées initialement à l’extérieur est correctement reproduit à l’intérieur, à
une inversion de phase près selon l’orientation de la distribution de sources dipôlaires
choisie.
Finalement, nous essayons de tisser un lien encore plus profond entre les représenta-
tions intégrales et les représentations harmoniques. En particulier, nous essayons de re-
démontrer certains résultats connus et établis grâce aux représentations intégrales par la
résolution directe de l’équation des ondes, en appliquant la transformée de Fourier sur
celle-ci et en utilisant le théorème des résidus ainsi que les intégrales de Cauchy. Les
cas étudiés sont l’émission d’une onde plane par une distribution plane de monopôles
et de dipôles, les intégrales de Rayleigh qui n’utilisent plus qu’un seul type de sources,
monopôles ou dipôles, puis la synthèse d’ondes planes à l’intérieur d’un parallélépipède
dont la frontière contient aussi une distribution continue de monopôles et de dipôles.



Fonction de Green en espace infini

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons considérer le problème de l’équation des ondes inhomogène,
qui traduit la présence de sources acoustiques à l’intérieur ou sur la frontière du domaine de ré-
solution. Nous allons commencer par le problème d’une inhomogénéité élémentaire, ce qui nous
amènera à la théorie de la fonction de Green, dont le lecteur pourra trouver des développements
complémentaires par Morse et Feshbach [68, chap. 7, pp.838-841], Duffy [31, chap. 3.5] et Bru-
neau [20, chap. 3, pp.119-124]. Nous développerons en détail la démonstration de l’expression de
la fonction de Green en espace infini, étant donné qu’elle nous servira de point de départ pour le
problème de la reproduction de champs sonores sur un domaine fini, à partir d’un nombre fini de
sources secondaires, au chapitre 4. Puis nous aborderons l’intégrale de Kirchhoff, et le principe de

Huygens qui en est un cas particulier. Ces deux thèmes sont abordés par Morse et Feshbach [68,
chap. 7, pp.834-837,847-848], Bruneau [20, chap. 6, pp.284-296,302-304] et Duffy [31, chap. 3.5].
Nous approfondirons plus particulièrement le lien entre les représentations intégrales du champ
sonore et les représentations harmoniques abordées au chapitre 1.

2.2 Fonction de Green en espace infini

La fonction de Green G(r, t|r0, t0) en espace infini est solution du problème suivant :

∇2G(r, t|r0, t0)−
1
c2

∂2G(r, t|r0, t0)

∂t2 = −4πδ(r− r0)δ(t − t0) (2.1)

Elle traduit la présence d’une source ponctuelle en r0 qui émet une impulsion de Dirac à l’ins-
tant t0. Je tiens à attirer aussi l’attention sur le fait que la fonction de Green n’est pas exactement
le champ de pression acoustique généré par un monopôle acoustique, étant donné que le membre
de droite de l’équation (2.1) n’est pas homogène à des Pa.m−2. Pour que la solution du problème
précédent soit unique, il est nécessaire de lui adjoindre des conditions initiales, ainsi que des
conditions aux limites. Nous supposerons pour les conditions initiales que la fonction de Green
est nulle antérieurement à l’instant t0, étant donné que les effets de l’impulsion ne peuvent pas
“physiquement” se faire sentir avant la cause. Pour les conditions aux limites, il s’agit des condi-

tions de Sommerfeld, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de retour de l’onde acoustique à l’infini [voir 20,
pp.119-124].

Si nous appliquons la transformée de Fourier usuelle (1.27) à l’équation précédente, nous
obtenons :

(
ω2

c2 − k2
)

G(k,ω|r0, t0) = −4πe−ik·r0 e−iωt0 (2.2)

Nous allons calculer la transformée de Fourier inverse de l’équation précédente en deux
étapes : d’abord sur la variable ω puis sur la variable k. Nous nous préoccupons d’abord de revenir
dans le domaine temporel, en prenant la transformée de Fourier inverse monodimensionnelle :

G(k, t|r0, t0) = 2e−ik·r0

Z +∞

−∞

eiω(t−t0)

(

k2 − ω2

c2

)dω (2.3)

Cette intégrale peut être vue comme partie d’une intégrale de contour, et évaluée à l’aide de
la méthode des résidus. L’intégrande possède deux pôles réels ω = ±ck. Il existe quatre manières
de contourner les pôles, représentées sur la figure 2.1 conduisant à quatre expressions différentes
de la fonction de Green G(k, t|r0, t0) satisfaisant l’équation (2.1), mais dont une seule satisfait les
conditions initiales.
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FIG. 2.1 – Les différentes possibilités de contour pour l’évaluation de l’équation (2.3)

Le théorème des résidus [81, chap. 2] stipule que l’intégrale sur un contour fermé parcouru
dans le sens trigonométrique d’une fonction analytique f ayant un nombre fini de pôles simples zp

à l’intérieur de celui-ci vaut 2π∑P
p=1 Reszp

( f ). L’intégrale existe uniquement si t − t0 > 0 lorsque
le contour choisi est ΓR1 et t− t0 < 0 lorsque le contour choisi est ΓR2 . En effet, sur ΓR1 , ω = p+ iq
avec q > 0, et la partie réelle de l’argument de l’exponentielle eiω(t−t0), nécessairement négative
pour que l’intégrale existe, vaut −q(t − t0), ce qui correspond bien à la condition annoncée dans la
phrase précédente. Lorsque le rayon du demi-cercle R tend vers l’infini, non seulement l’intégrale
existe, mais elle tend aussi vers 0. En ce qui concerne l’intégrale sur les contours Γε1 et Γε2 ,
l’intégrale tend vers zéro lorsque le rayon des demi-cercles tend vers 0. Finalement, l’intégrale sur
le contour complet est égale à l’intégrale recherchée (2.3)

Les résidus de l’intégrande de l’équation (2.3) valent −c
2k

e+ikc(t−t0) pour le pôle ω = ck, et
c

2k
e−ikc(t−t0) pour le pôle ω = −kc. Les résultats de l’intégrale (2.3) par la méthode des résidus

donne, en fonction des contours indiqués sur la figure 2.1 :

G(k, t|r0, t0) = 4π c
k
e−ik·r0 sin(t0 − t)u(t0 − t) , cas (a) (2.4)

G(k, t|r0, t0) = 4π c
k
e−ik·r0 sin(t − t0)u(t − t0) , cas (b) (2.5)

G(k, t|r0, t0) = 2iπ c
k
e−ik·r0 e−ikc(t−t0)sgn(t−t0) , cas (c) (2.6)

G(k, t|r0, t0) = −2iπ c
k
e−ik·r0 eikc (t−t0)sgn(t−t0) , cas (d) (2.7)

Puis nous prenons la transformée de Fourier spatiale inverse afin d’obtenir G(r, t|r0, t0). Pour
cela, l’astuce consiste à aligner l’axe z avec le vecteur r− r0 et à décrire l’intégration en coor-
données sphériques. Le raisonnement est décrit dans les références citées en début de partie. Les
résultats pour le cas (a) et (b) sont identiques à condition de changer t− t0 en t0− t. Nous obtenons
ainsi les fonctions de Green retardée (2.9) et avancée (2.8). Les cas (c) et (d) conduisent à la même
fonction de Green qui n’est ni causale (par rapport à l’instant t0), ni anticausale, mais mixte (2.10) :
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G(r, t|r0, t0) =
δ
(

(t−t0)+
|r−r0|

c

)

|r−r0 | cas (a) (2.8)

G(r, t|r0, t0) =
δ
(

(t−t0)− |r−r0|
c

)

|r−r0 | cas (b) (2.9)

G(r, t|r0, t0) =
δ
(

(t−t0)+
|r−r0|

c

)

+δ
(

(t−t0)− |r−r0|
c

)

2|r−r0| cas (c) et (d) (2.10)

2.3 Représentations intégrales des champs sonores

Dans le chapitre 1, nous avons envisagé le problème de l’analyse de champs sonores par l’in-
termédiaire des transformées de Fourier généralisées. Nous avons aussi mentionné que les trans-
formées de Fourier généralisées inverses permettaient de reproduire un champ sonore donné à par-
tir de sa description harmonique. Malheureusement, il n’existe pas de synthétiseur d’onde plane,
d’harmonique cylindrique ou d’harmonique sphérique dans la réalité. En revanche, le champ gé-
néré par un monopôle acoustique, qui est une source acoustique réelle, peut être exprimé à partir
de la connaissance de la fonction de Green en espace infini [chap. 3,pp. 119-121][20]. De manière
générale, la représentation intégrale d’un champ sonore fait intervenir la fonction de Green asso-
ciée à un problème donné, et permet de synthétiser un champ sonore quelconque dans un certain
domaine.

La représentation intégrale la plus générale est donnée par l’équation intégrale de Kirchhoff,
que nous expliciterons dans un premier temps. Puis, nous démontrerons que seule la connaissance
de la pression acoustique sur la surface S délimitant le volume de reproduction V est nécessaire
pour caractériser de manière unique le champ acoustique rayonné dans celui-ci. Finalement, nous
développerons ensuite un cas particulier de l’équation intégrale de Kirchhoff, le principe de Huy-

gens, qui est le principe fondamental sur lequel reposent les dispositifs de reproduction basés sur
la Wave Field Synthesis [7, 10, 13, 14, 30, 95].

2.3.1 Équation intégrale de Kirchhoff

Les liens vers la bibliographie afférente ont déjà été signalés dans l’introduction générale de ce
chapitre. Si les conditions initiales et aux limites d’un problème d’acoustique sont spécifiées, alors
le champ sonore peut être exprimé à l’aide de la fonction de Green G(r, t|r0, t0). Ceci conduit à
une expression intégrale du champ sonore, connue sous le nom d’équation intégrale de Kirchhoff,
dont la forme la plus générale est donnée par :

Z t+

t0=ti

{

r0∈S

[G(r, t|r0, t0)∇0 p(r0, t0)

−p(r0, t0)∇0G(r, t|r0, t0)] ·dS0 dt0

+
1
c2

y

r0∈V

[

G(r, t|r0, ti)
∂p(r0, ti)

∂t0

−p(r0, ti)
∂G(r, t|r0, ti)

∂t0

]

d3r0

+
Z t+

t0=ti

y

r0∈V

q(r0, t0)G(r, t|r0, t0)d3r0 dt0

=

{
p(r, t) si r ∈ V

0 sinon

(2.11)
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où ti désigne l’instant initial, l’indice 0 dans ∇0 indique que le gradient est calculé par rapport
à la variable r0, V est le domaine de résolution, S est la surface fermée délimitant le volume de
résolution, et l’élément de surface élémentaire dS0 est un vecteur normal à la surface, pointant vers
l’extérieur, au point considéré r0, de norme dS0.

Le premier terme du membre de gauche de l’équation précédente est la contribution due à
des conditions aux limites inhomogènes, le second terme est la contribution due à des conditions
initiales non nulles, et le troisième terme est dû à la présence de sources acoustiques à l’intérieur
du domaine de résolution V .

Plusieurs simplifications de cette équation intégrale peuvent être effectuées si le choix de
la fonction de Green est bien opéré [68]. Par exemple, s’il n’y a pas de sources acoustiques à
l’intérieur du domaine de résolution, si les conditions initiales sont nulles, et si la fonction de
Green choisie satisfait des conditions aux limites de Dirichlet homogènes, alors l’équation précé-
dente (2.11) se simplifie de la manière suivante :

Z t+

t0=ti

{

r0∈S

p(r0, t0)∇0G(r, t|r0, t0) ·dS0 dt0

=

{
−p(r, t) si r ∈ V

0 sinon

(2.12)

Cette formulation de l’équation intégrale de Kirchhoff est extrêmement intéressante, étant
donné qu’elle permet d’affirmer, sous réserve que les hypothèses précédemment mentionnées
soient vérifiées, que le champ sonore est complètement caractérisé par la connaissance du profil
temporel de la pression acoustique en tout point de la frontière S délimitant le volume de resti-
tution. Malheureusement, il n’existe que très peu de cas dans lesquels l’expression de la fonction
de Green satisfaisant des conditions aux limites homogènes de Dirichlet est connue de manière
analytique, de sorte que ce résultat est d’un intérêt purement théorique et ne nous fournit en au-
cune manière une méthode permettant de reproduire le champ sonore à l’identique à partir de la
connaissance unique du profil du champ de pression acoustique sur une surface fermée.

Lorsque nous travaillons sur l’équation de Kirchhoff-Helmholtz, c’est-à-dire l’équation des
ondes en régime monochromatique, il existe des cas où la connaissance seule du profil de la pres-
sion acoustique ou de la dérivée par rapport à la normale est insuffisant pour déterminer de manière
unique le champ acoustique : cela se produit notamment aux fréquences de résonance de la cavité
pour lesquelles il existe des solutions non nulles satisfaisant des conditions homogènes de Diri-
chlet ou de Neumann. Ainsi, il existe quand même des différences subtiles entre la considération
du problème dans le domaine fréquentiel, qui exigerait la connaissance des deux profils de la pres-
sion acoustique, et de sa dérivée normale, par rapport au domaine temporel. Ce qui différencie
les deux problèmes sont les conditions initiales, présentes pour l’équation des ondes, et absentes
pour l’équation de Kirchhoff-Helmholtz. Si nous nous remémorons quelques résultats d’acous-
tique linéaire, le champ sonore dérive d’un potentiel scalaire, à partir duquel peuvent se déduire
la pression acoustique et la vitesse particulaire. Ainsi, les conditions initiales de Cauchy peuvent
nous permettre d’accéder au profil initial de la vitesse particulaire, et permettent donc sûrement
d’éliminer l’ambiguïté introduite par la connaissance seule du profil de la pression acoustique dans
le cas de l’équation de Kirchhoff-Helmholtz.

Du point de vue du contrôle du champ sonore, nous pouvons affirmer qu’il suffit de contrôler le
profil temporel de la pression acoustique en tout point de la frontière pour contrôler complètement
le champ sonore à l’intérieur du domaine. Cette idée avait été introduite par Ise [50] et Takane
et al. [97] : le champ sonore à l’intérieur d’un certain domaine peut être contrôlé en ne contrôlant
que les conditions aux limites sur ce domaine, sous réserve qu’il n’y ait pas de sources acoustiques
à l’intérieur du domaine et que les conditions initiales soient nulles.
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2.3.2 Principe de Huygens

Lorsque nous ne connaissons pas de fonctions de Green satisfaisant les conditions aux limites
d’un problème donné, nous pouvons toujours utiliser l’expression de la fonction de Green en es-
pace infini fournie par l’équation (2.9). De plus, si les conditions initiales sont nulles, et s’il n’y a
pas de sources à l’intérieur du domaine de résolution, cela conduit à la formulation de Kirchhoff
du principe de Huygens :

1
4π

Z t+

t0=ti

{

r0∈S




δ
(

t − t0 − |r−r0|
c

)

|r− r0|
∇0 p(r0, t0)

−p(r0, t0)∇0

δ
(

t − t0 − |r−r0|
c

)

|r− r0|



 ·dS0 dt0

=

{
p(r, t) si r ∈ V

0 sinon

(2.13)

L’équation précédente constitue bien un opérateur de synthèse analogue à ceux introduits au
chapitre 1 par l’intermédiaire des transformées de Fourier généralisées inverses. En revanche, cette
expression fait intervenir des sources physiques : en effet, le premier terme de l’équation précé-
dente marque la contribution d’une distribution continue de monopôles alimentés par la dérivée
normale de la pression acoustique générée par la source primaire, tandis que le deuxième terme
marque la contribution d’une distribution continue de dipôles acoustiques, alimentés par la pres-
sion acoustique générée par la source primaire. Ainsi, l’équation intégrale nous affirme que pour
un domaine de résolution donné, tout champ sonore généré par une source acoustique extérieure
au domaine peut être recréé par une distribution de sources secondaires, ce qui est bien une géné-
ralisation du principe de Huygens1.

Dans le chapitre précédent, les atomes élémentaires sur lesquels était décomposé un champ
sonore étaient des harmoniques. Il s’agit ici des fonctions de Green et de leurs dérivées par rapport
à la normale à la surface. L’opérateur d’analyse associé a pour objectif de nous donner les “coeffi-
cients” associés à la décomposition. Comme nous l’avons dit, il s’agit de la pression acoustique et
de sa dérivée par rapport à la normale.

Finalement, l’équation intégrale précédente est aussi à la base d’une technique d’analyse du
champ sonore : l’holographie acoustique en champ proche. Cette technique est très intéressante car
elle permet une réduction très importante du nombre de paramètres nécessaires pour représenter
le champ sonore dans un certain volume. En effet, seule la connaissance sur la frontière permet de
caractériser le comportement dans un volume complet, ce qui est la caractéristique des systèmes
holographiques. Nous avons souligné au chapitre précédent que les descriptions harmoniques réa-
lisaient la même économie étant donné que seule leur connaissance sur les domaines définis par
les relations de dispersion suffisait pour caractériser complètement un champ sonore donné.

2.4 Liens avec les représentations harmoniques

Les décompositions harmoniques sont plus générales que l’équation intégrale de Kirchhoff,
étant donné que les harmoniques forment un ensemble complet, comme en témoignent les théo-
rèmes de Fourier généralisés (1.28), (1.34) et (1.41). Ainsi, la nature du signal 4D analysé au
moyen des transformées de Fourier généralisées importe peu. Cependant, le fait de savoir que
les objets analysés sont des champs sonores fournit une information a priori : la représentation

1La distribution de sources secondaire devait être située sur un front d’onde de la source initiale dans le cas du
principe de Huygens, de sorte que seule la distribution de monopôles était sollicitée.
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harmonique est susceptible d’avoir des singularités dans les zones définies par les relations de
dispersion (1.4), (1.10) et (1.18). D’un autre côté, quelles que soient les signatures temporelles
appliquées à la distribution de monopôles et de dipôles, le champ sonore synthétisé par l’équation
intégrale (2.13) satisfait toujours l’équation des ondes (1.1).

L’espace engendré par l’ensemble des fonctions harmoniques est donc plus étendu que ce-
lui engendré par les fonctions de Green intervenant dans la formulation de Kirchhoff du principe
de Huygens. La première partie de ce développement traitera de la conversion d’une représen-
tation intégrale du champ sonore en une représentation harmonique. Cette conversion n’est pas
destructive : aucune information n’est perdue. La deuxième partie du développement traitera de
la transition inverse, à savoir la représentation intégrale d’un champ sonore associée à une repré-
sentation harmonique donnée. Nous soulignerons en particulier qu’il s’agit d’une projection, ce
qui semble naturel car nous avons mentionné que l’espace engendré par les fonctions de Green
était plus réduit que celui des fonctions harmoniques. Nous préciserons en particulier les limites
associées à cette projection.

2.4.1 Conversion d’une représentation intégrale en représentation harmonique

La formulation de Kirchhoff du principe de Huygens fait intervenir la fonction de Green en
espace infini G(r0, t0|r, t) ainsi que son gradient. Cette représentation peut être convertie en une
représentation harmonique en utilisant la même stratégie que celle utilisée à la section 1.2.5. Dans
le cas des ondes planes, l’application de la transformée de Fourier cartésienne (1.27) pour le champ
sonore p(r, t) exprimé par sa représentation intégrale (2.13) conduit après l’inversion des deux
intégrales multiples à l’équation suivante :

P {p}(kx,ky,kz,ω) =
Z t+

t0=ti

{

r0∈S

[

∇0 p(r0, t0)

ZZZZ

(r,t)∈R4
G(r, t|r0, t0)e−i(k·r+ωt)d3r dt

−p(r0, t0)

ZZZZ

(r,t)∈R4
∇0G(r, t|r0, t0)e−i(k·r+ωt)d3r dt

]

·dS0 dt0

(2.14)

Pour le deuxième terme de l’intégrande, le gradient ∇0 et la quadruple intégrale peuvent être
inversées, étant donné qu’elles ne s’appliquent pas aux mêmes variables, de sorte que l’équation
précédente se simplifie de la manière suivante :

P {p}(kx, ky, kz, ω) =
Z t+

t0=ti

{

r0∈S

[

∇0 p(r0, t0) < Gr0,t0 |Ψ
op
kx,ky,kz ,ω

>

−p(r0, t0)∇0< Gr0,t0 |Ψ
op
kx , ky, kz, ω >

]

·dS0 dt0

(2.15)

Des expressions analogues seraient obtenues pour les harmoniques cylindriques et les harmo-
niques sphériques, en remplaçant Ψ

op
kx, ky, kz, ω dans l’équation ci-dessus par Ψhc

kr , l, kz, ω et Ψhs
k, l, m, ω

respectivement.
Finalement, le point déterminant de ce type de conversion se situe dans le calcul des pro-

duits internes entre la fonction de Green G(r, t|r0, t0) et les harmoniques considérés. Ces produits
internes sont calculés directement à partir de la définition de la fonction de Green (2.1). Nous
appliquons à cette équation l’opérateur d’analyse associé à la représentation harmonique consi-
dérée. Plusieurs simplifications s’effectuent, étant donné que les ondes planes, les harmoniques
cylindriques et les harmoniques sphériques sont tous des vecteurs propres de l’opérateur Lapla-
cien avec les valeurs propres −

(
k2

x + k2
y + k2

z

)
pour les ondes planes, −

(
k2

r + k2
z

)
pour les har-

moniques cylindriques et −k2 pour les harmoniques sphériques [107]. De plus, ils sont aussi des
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vecteurs propres de l’opérateur de la dérivée temporelle seconde, ayant pour valeur propre −ω2.
L’application des opérateurs d’analyse pour le membre droit de l’équation −δ(r− r0)δ(t − t0) est
élémentaire en utilisant les propriétés de la distribution de Dirac. Nous obtenons le résultat final
suivant pour l’expression des produits internes [107] :

< Gr0,t0 |Ψkx , ky, kz, ω > =
e−i(kxx0+kyy0+kzz0+ωt0)

k2
x + k2

y + k2
z − ω2

c2

(2.16)

< Gr0,t0 |Ψkr , l, kz, ω > =
Jl (krr0)e−i(lφ0+kzz0+ωt0)

k2
r + k2

z − ω2

c2

(2.17)

< Gr0,t0 |Ψk, l, m, ω > =
jl (kr0)Ym

l (φ0,θ0)e−iωt0

k2 − ω2

c2

(2.18)

Ces résultats marquent bien le fait que contrairement aux solutions de l’équation des ondes
homogène, les transformées de Fourier généralisées de la fonction de Green en espace infini sont
non nulles même si les relations de dispersion ne sont plus vérifiées. Cependant, nous pouvons
noter que les singularités dans le domaine de Fourier ne se situent que dans des zones où les
relations de dispersion sont vérifiées.

Revenons un peu plus en détails sur la transformée de Fourier de l’équation des ondes homo-
gènes :

(

k2
x + k2

y + k2
z −

ω2

c2

)

P(k,ω) = 0

Nous vérifions bien que pour une onde plane Ψ
op
k0x,k0y,k0z ,ω0

, dont la transformée de Fourier est

(2π)4 δ(kx − k0x)δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0), le membre de gauche de l’équation précédente

est nul uniquement si la relation de dispersion est vérifiée, à savoir k2
0x + k2

0y + k2
0z =

ω2
0

c2 .
Dans le cas général de l’équation des ondes inhomogène, la transformée de Fourier de l’équa-

tion (1.1) vaut :

(

k2
x + k2

y + k2
z −

ω2

c2

)

P(k,ω) = −Q(k,ω) (2.19)

L’expression précédente indique bien que pour un terme de source non nul, la transformée
de Fourier du champ acoustique est bien susceptible de posséder des singularités pour les zones
du domaine de Fourier où les relations de dispersion sont vérifiées, comme en témoignent les
équations (2.16), (2.17) et (2.18).

2.4.2 Projection d’une représentation harmonique en une représentation intégrale

Si l’une des représentations harmoniques d’un champ sonore est connue, les opérateurs de
synthèse (1.30), (1.36) et (1.43) permettent de reconstruire le champ en tout point de l’espace.
En particulier, il est possible de calculer le champ sonore et sa dérivée normale sur la frontière
du domaine de résolution S . Ce sont les paramètres de l’opérateur de synthèse de l’équation inté-
grale (2.13). Ce mode opératoire nous permet donc de faire la “conversion” d’une représentation
harmonique du champ sonore en sa représentation intégrale. Toutefois, plusieurs limitations sont
associées à cette “conversion” :

– l’équation intégrale de Kirchhoff est capable de synthétiser uniquement des champs satis-
faisant l’équation des ondes (1.1), tandis que les représentations harmoniques permettent de
reconstruire des champs ayant des contraintes beaucoup plus légères ;
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– pour un domaine de résolution V particulier, la formulation de Kirchhoff du principe de
Huygens est incapable de reproduire des sources situées à l’intérieur de ce domaine, contrai-
rement aux représentations harmoniques.

Pour ces raisons, cette “conversion” est destructive et il est plus préférable de l’appeler projec-
tion. Nous allons maintenant revenir en détails sur chacune de ces deux limitations.

Première limitation

Les descriptions harmoniques englobent un contexte plus large que celui des descriptions
basées sur l’équation intégrale de Kirchhoff. Quel est le comportement de l’intégrale de Kirch-
hoff (2.13) lorsque la pression et la dérivée normale de la pression sont celles d’un champ ne
satisfaisant pas l’équation des ondes (1.1) ?

Un premier exemple où une légère différence apparaît survient lorsqu’il existe un écart entre
la vélocité du champ sonore mesuré et celle fixée pour le modèle. Soit c la célérité du modèle, et c′

la célérité réelle. L’intégrale de Kirchhoff donnerait les résultats attendus si la célérité utilisée dans
le modèle était c′, mais la célérité utilisée est c : quelle est l’influence de l’erreur sur la célérité sur
le champ extrapolé par l’intégrale de Kirchhoff ?

Un autre exemple où des différences très fortes apparaissent entre la description harmonique
et l’intégrale de Kirchhoff correspond au champ sonore mesuré par une antenne de microphones.
En effet, un champ sonore échantillonné par une antenne de microphones ne satisfait plus du tout
l’équation des ondes (1.1), comme cela sera expliqué en détails à la section 5.2. Nous avons vu
que les impulsions de Dirac multidimensionnelles constituaient une représentation harmonique à
part entière à la section 1.2.3. Or, il s’agit de la représentation harmonique utilisée dès que nous
essayons de calculer numériquement l’intégrale de Kirchhoff parce qu’il est nécessaire de discré-
tiser l’intégrale. Cette première limitation incorpore donc tous les effets dûs à la discrétisation de
l’intégrale de Kirchhoff, qui font l’objet de l’étude de l’aliasing spatial dans le domaine de la
Wave Field Synthesis.

Deuxième limitation

Dans ce paragraphe, nous allons revenir plus en détail sur la formulation de Kirchhoff du
principe de Huygens (2.13). À cette fin, nous n’allons plus supposer que les conditions nécessaires
à sa démonstration sont encore respectées. À la place, nous considérons une surface fermée S

délimitant un domaine extérieur Vext et un domaine intérieur Vint, et nous supposons de plus qu’il
n’y a pas de sources présentes sur cette surface. Cette surface peut être vue comme un capteur
spatial continu du champ sonore, enregistrant le profil temporel de la pression acoustique ainsi
que de la dérivée de celle-ci par rapport à la normale. Ensuite, cette surface-capteur est remplacée
par une distribution continue de dipôles et de monopôles alimentés par la pression et la dérivée
normale correspondante respectivement. L’objectif de ce paragraphe est de répondre à la question
suivante : quel champ sonore est effectivement reproduit par le dispositif ?

Deux cas vont êtres étudiés dans ce but :
– le premier cas étudié considère la présence de sources acoustiques uniquement dans le do-

maine extérieur ;
– le deuxième cas considère la présence de sources uniquement dans le domaine intérieur.
Nous envisagerons ensuite le cas général comme la réunion des deux cas précédents. Dans

tout ce développement, le vecteur surface dS0 pointe vers l’extérieur de la surface fermée. De plus,
nous supposons que le champ sonore satisfait des conditions de Sommerfeld à l’infini.

Dans le cas où seules des sources extérieures sont présentes, le principe de Huygens peut
être appliqué au domaine intérieur, où toutes les hypothèses nécessaires à sa démonstration sont
respectées. L’équation intégrale stipule alors que le champ sonore est correctement reproduit dans
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le volume intérieur Vint, tandis qu’il est nul à l’extérieur dans Vext. Dans la suite de ce paragraphe,
la composante du champ sonore créée par des sources extérieures est notée pext (r, t).

Dans le cas où seules des sources intérieures sont présentes, le même raisonnement peut s’ap-
pliquer étant donné que toutes les hypothèses relatives à la démonstration du principe de Huygens
sont respectées à l’exception de l’orientation du vecteur surface dS0. La conséquence est que le
champ effectivement reproduit est −p(r, t) dans Vext et est nul dans le domaine intérieur Vint.
Dans la suite de ce paragraphe, la composante du champ sonore créée par des sources extérieures
est notée pint (r, t).

Dans le cas général où des sources sont présentes à la fois dans les domaines intérieur et
extérieur, mais pas sur la frontière, le champ sonore reproduit par la formulation de Kirchhoff du
principe de Huygens, avec dS0 pointant vers l’extérieur, est pext (r, t) dans le domaine intérieur Vint

et −pint (r, t) dans le domaine extérieur Vext. Cette dernière propriété est la principale limitation
de la projection d’une représentation harmonique en une représentation intégrale. En effet, si le
champ sonore est synthétisé en utilisant les operateurs de synthèse associés aux représentations
harmoniques, c’est-à-dire (1.30), (1.36) ou (1.43) pour fournir les paramètres nécessaires au calcul
de l’intégrale de Kirchhoff (2.11), le champ sonore effectivement synthétisé n’est pas le champ
initial p(r, t), mais celui qui vient d’être décrit. La représentation harmonique initiale ne distingue
pas le domaine intérieur du domaine extérieur.

2.5 Synthèse de champs sonores par une distribution surfacique de
sources secondaires

2.5.1 Cas d’un unique plan d’équation x = x0

L’objectif de cette section est de synthétiser des ondes planes Ψ
pw
k0,ω0

(r, t) = p0ei(k0·r+ω0t), où

p0 désigne un coefficient de normalisation unitaire dont la dimension est le Pascal Pa = N.m−2.
Dans la suite de cette partie, ce coefficient est omis pour des raisons de lisibilité. Pour effectuer
la synthèse, nous allons utiliser une distribution surfacique de monopôles et de dipôles, comme le
suggère l’intégrale de Kirchhoff. La distribution de monopôles sera alimentée par la composante
normale du gradient de pression générée par l’onde plane initiale, et la distribution de dipôles sera
alimentée par la pression générée par l’onde plane initiale, dans le plan d’équation x = x0. Ainsi,
le champ synthétisé par cette distribution plane de sources secondaires est solution de l’équation
des ondes avec le second membre suivant :

∇2 p(r, t)− 1
c2

∂2 p(r, t)
∂t2 =

[(

∂Ψ
pw
k0,ω0

(x,y,z, t)

∂x

)

x=x0

δ(x− x0)+ Ψ
pw
k0,ω0

(x0,y,z, t)δ′ (x− x0)

]

(2.20)

Avant tout, nous vérifions que chaque membre de l’équation précédente est homogène à des
Pa.m−2, étant donné que la dimension de δ(n) (x− x0) est le m−n. Le terme en δ(x− x0) indique la
présence de monopôles acoustiques dans le plan d’équation x = x0 tandis que le terme en δ′ (x− x0)
indique la présence de doublets acoustiques, c’est-à-dire des dipôles acoustiques.

Le champ synthétisé par cette distribution plane de sources secondaires sera calculé au moyen
de la transformée de Fourier opérant à la fois sur l’espace et le temps. L’application de la trans-

formée de Fourier au premier membre de l’équation (2.20) donne
(

ω2

c2 − k2
)

P(k,ω). Nous allons

maintenant détailler le calcul des transformées de Fourier des deux termes du membre droit de
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l’équation (2.20). Commençons par le premier terme :

F

{(

∂Ψ
pw
k0,ω0

(x,y,z, t)

∂x

)

x=x0

δ(x− x0)

}

(k,ω)

=
ZZZZ

(r,t)∈R4
ik0xei(k0xx0+k0yy+k0zz+ω0t)δ(x− x0)e−i(kxx+kyy+kz+ωt)dx dy dz dt

= ik0xei(k0x−kx)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

(2.21)

La transformée de Fourier du deuxième terme est explicitée par le calcul suivant :

F
{

Ψ
pw
k0,ω0

(x0,y,z, t)δ′ (x− x0)
}

(k,ω)

=

ZZZZ

(r,t)∈R4
ei(k0xx0+k0yy+k0zz+ω0t)δ′ (x− x0)e−i(kxx+kyy+kz+ωt)dx dy dz dt

= ikxei(k0x−kx)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

(2.22)

Nous avons utilisé la propriété
R

x∈R f (x)δ′ (x− x0) dx = − f ′ (x0) pour obtenir la formule pré-
cédente. La synthèse des deux résultats précédents permet d’aboutir à la transformée de Fourier de
la pression acoustique correspondante au problème posé par l’équation (2.20) :

P(k,ω) =
−i(kx + k0x)ei(k0x−kx)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

(

k2 − ω2

c2

)

=
−i(kx + k0x)e−i(kx−k0x)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

(
k2

x − k2
0x

)
+
(

k2
0x + k2

0y + k2
0y −

ω2
0

c2

) (2.23)

Or, si l’onde plane que nous cherchons à restituer vérifie la relation de dispersion k2
0x + k2

0y +

k2
0y −

ω2
0

c2 = 0, l’équation précédente se simplifie et devient :

P(k,ω) =
e−i(kx−k0x)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

i(kx − k0x)
(2.24)

Sachant que la transformée de Fourier inverse de 1/(ikx) est sgn(x)/2, nous en déduisons
que la transformée de 1/(ikx − ik0x) est eik0xxsgn(x)/2. Le facteur restant en e−i(kx−k0x)x0 introduit
un retard égal à x0 et la multiplication par une exponentielle complexe. Finalement, le champ
effectivement synthétisé est :

p(r, t) =
1
2

Ψ
pw
k0,ω0

(x,y,z, t) sgn(x− x0) (2.25)

2.5.2 Cas de deux plans d’équations x = x1 et x = x2

Nous allons maintenant utiliser deux distributions planes de sources secondaires pour synthé-
tiser une onde plane Ψ

pw
k0,ω0

(r, t) = p0 exp(i [k0 · r+ ω0t]), la première étant située en x = x1 et la
deuxième étant située en x = x2 > x1. Nous cherchons le résultat de l’équation des ondes suivantes :
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∇2 p(r, t)− 1
c2

∂2 p(r, t)
∂t2 =

−
[(

∂Ψ
pw
k0,ω0

(x,y,z, t)

∂x

)

x=x1

δ(x− x1)+ Ψ
pw
k0,ω0

(x1,y,z, t)δ′ (x− x1)

]

+

[(

∂Ψ
pw
k0,ω0

(x,y,z, t)

∂x

)

x=x2

δ(x− x2)+ Ψ
pw
k0,ω0

(x2,y,z, t)δ′ (x− x2)

]

(2.26)

D’après le résultat (2.25) du paragraphe précédent, nous obtenons que le champ globalement
synthétisé est :

p(r, t) =
1
2

Ψ
pw
k0,ω0

(x,y,z, t) (sgn(x− x1)− sgn(x− x2)) (2.27)

=

{
Ψ

pw
k0,ω0

(x,y,z, t) si x1 < x < x2

0 sinon

L’onde plane est correctement synthétisée entre les deux plans uniquement.

2.5.3 Intégrales de Rayleigh

Que se passe-t-il lorsque nous ne voulons utiliser qu’un seul type de sources, soit les mono-
pôles, soit les dipôles ?

Intégrale de Rayleigh de deuxième type

Dans le cas où seule la distribution de sources monopôlaires est utilisée, la transformée de
Fourier du champ résultant est donnée par la formule suivante :

P(k,ω) =
−ik0xe−i(kx−k0x)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

k2
x − k2

0x

(2.28)

La décomposition de la fraction rationnelle en deux pôles simples donne :

P(k,ω) =
1
2

e−i(kx−k0x)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

.

[
1

i(kx − k0x)
− 1

i(kx + k0x)

]

(2.29)

Intégrale de Rayleigh de premier type

Dans le cas où seule la distribution de sources dipôlaires est utilisée, la transformée de Fourier
du champ résultant est donnée par la formule suivante :

P(k,ω) =
−ikxe−i(kx−k0x)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

k2
x − k2

0x

(2.30)

La décomposition de la fraction rationnelle en deux pôles simples donne :
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P(k,ω) =
1
2

e−i(kx−k0x)x0 (2π)3 δ(ky − k0y)δ(kz − k0z)δ(ω−ω0)

.

[
1

i(kx − k0x)
+

1
i(kx + k0x)

]

(2.31)

Nous vérifions bien au passage que la somme de l’équation (2.29) et de l’équation (2.31) est
égale à l’équation (2.24). Il ne nous reste plus maintenant qu’à calculer la transformée de Fourier

inverse de e−i(kx−k0x)x0

i(kx+k0x)
. En suivant un raisonnement analogue à celui du paragraphe 2.5.1, nous

trouvons que cette transformée inverse vaut 1/2e−ik0x(x−x0)eik0xx0 sgn(x− x0).
Finalement, la transformée de Fourier inverse globale pour l’intégrale de Rayleigh de

deuxième type est :

p(r, t) =
1
4

sgn(x− x0)
[

eik0xx − e−ik0xxe2ik0xx0

]

ei(k0yy+k0zz+ω0t) (2.32)

=
i
2

eik0xx0 sgn(x− x0)sin(k0x (x− x0))ei(k0yy+k0zz+ω0t)

Quant à l’intégrale de Rayleigh de premier type, nous obtenons :

p(r, t) =
1
4

sgn(x− x0)
[

eik0xx + e−ik0xxe2ik0xx0

]

ei(k0yy+k0zz+ω0t) (2.33)

=
1
2

eik0xx0 sgn(x− x0)cos (k0x (x− x0))ei(k0yy+k0zz+ω0t)

Comment interpréter les deux derniers résultats ? Pour l’intégrale de Rayleigh de deuxième
type où les monopôles sont alimentés par le gradient de pression, nous pouvons dire, d’un point
de vue dual, que deux ondes planes de vecteurs d’ondes différents sont capables de créer le même
profil du gradient de pression dans le plan d’équation x = x0. Ces deux ondes planes sont justement
ei(k0xx+k0yy+k0zz+ω0t) et −ei(−k0xx+k0yy+k0zz+ω0t)e2ik0xx0 . Il y a donc une sorte d’aliasing spatial, qui
traduit l’ambiguïté entre les ondes se propageant vers les x croissants, ou les ondes se propageant
vers les x décroissants lorsqu’elles ne sont observées que dans un plan unique. Au moment de la
synthèse, ces deux ondes sont générées. Une conclusion analogue serait établie pour l’intégrale de
Rayleigh du premier type.

Remarques sur la causalité : L’équation des ondes fait intervenir la dérivée temporelle se-
conde de la pression acoustique : elle est donc invariante par retournement temporel. Si p(r, t) est
une solution de l’équation des ondes, alors p(r,−t) est aussi une solution. Lors de la démonstra-
tion de l’expression de la fonction de Green en espace infini, la transformée de Fourier inverse, qui
fait intervenir des intégrales de contour, possède aussi deux solutions δ(t ±R/c)/R, mais nous ne
retenons que la solution “causale”, ou divergente par rapport à la localisation de la singularité. De
la même manière, dans les expressions précédentes, le champ qui serait effectivement synthétisé
en utilisant un réseau réel ne contiendrait aussi que des ondes divergentes du point de vue des
plans.

2.5.4 Cas du parallélépipède

Nous allons maintenant nous intéresser à la synthèse d’ondes planes à l’intérieur d’un parallé-
lépipède. L’objectif est d’aboutir à la même conclusion que l’intégrale de Kirchhoff, à savoir que
le champ est correctement synthétisé à l’intérieur du parallélépipède, et nul à l’extérieur.
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Nous connaissons la transformée de Fourier du champ synthétisé : il s’agit du produit de convo-
lution entre la TF de l’onde plane initiale et de la TF de la fonction caractéristique de la zone
d’analyse2. Le but est de retrouver le même résultat en utilisant directement l’équation des ondes :

∇2 p(r, t)− 1
c2

∂2 p(r, t)
∂t2 = −ei(k0·r+ω0t)

.

[

ΠLy,Lz
(y,z)

[

ik0x

(

δ

(

x− Lx

2

)

−δ

(

x+
Lx

2

))

+ δ′
(

x− Lx

2

)

−δ′
(

x+
Lx

2

)]

+ΠLx,Lz
(x,z)

[

ik0y

(

δ

(

y− Ly

2

)

−δ

(

y+
Ly

2

))

+ δ′
(

y− Ly

2

)

−δ′
(

y+
Ly

2

)]

+ΠLx,Ly
(x,y)

[

ik0z

(

δ

(

z− Lz

2

)

−δ

(

z+
Lz

2

))

+ δ′
(

z− Lz

2

)

−δ′
(

z+
Lz

2

)]]

(2.34)
La transformée de Fourier de cette équation, en suivant une démarche analogue à celle effec-

tuée au paragraphe 2.5.1, vaut :

(

k2 − ω2

c2

)

P(k,ω) = −

[

i(k0x +kx)
[

ei(k0x−kx)
Lx
2 −e−i(k0x−kx)

Lx
2

]

LyLzsinc

((
ky −k0y

)
Ly

2π

)

sinc

(
(kz −k0z)Lz

2π

)

2πδ(ω−ω0)

+i
(
k0y +ky

)[

ei(k0y−ky)
Ly

2 −e−i(k0y−ky)
Ly

2

]

LxLzsinc

(
(kx −k0x)Lx

2π

)

sinc

(
(kz −k0z)Lz

2π

)

2πδ(ω−ω0)

+ i(k0z +kz)
[

ei(k0z−kz)
Lz
2 −e−i(k0z−kz)

Lz
2

]

LxLysinc

(
(kx −k0x)Lx

2π

)

sinc

((
ky −k0y

)
Ly

2π

)

2πδ(ω−ω0)

]

(2.35)

L’expression précédente peut être remaniée afin de faire apparaître les derniers sinus cardinaux
manquants :

(

k2 − ω2

c2

)

P(k,ω) = +

[
(

k2
x −k2

0x

)

LxLyLzsinc

(
(kx −k0x)Lx

2π

)

sinc

((
ky −k0y

)
Ly

2π

)

sinc

(
(kz −k0z)Lz

2π

)

2πδ(ω−ω0)

+
(

k2
y −k2

0y

)

LxLyLzsinc

(
(kx −k0x)Lx

2π

)

sinc

((
ky −k0y

)
Ly

2π

)

sinc

(
(kz −k0z)Lz

2π

)

2πδ(ω−ω0)

+
(

k2
z −k2

0z

)

LxLyLzsinc

(
(kx −k0x)Lx

2π

)

sinc

((
ky −k0y

)
Ly

2π

)

sinc

(
(kz −k0z)Lz

2π

)

2πδ(ω−ω0)

]

(2.36)

Or nous avons la propriété suivante, si l’onde plane que l’on cherche à synthétiser respecte la
relation de dispersion :

2La TF de la fonction caractéristique du parallélépipède est un sinus cardinal pour chacune des trois dimensions de
l’espace.
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[
k2

x + k2
y + k2

z −
(
k2

0x + k2
0y + k2

0z

)]
δ(ω−ω0) =

[

k2
x + k2

y + k2
z −

ω2
0

c2

]

δ(ω−ω0)

=

[

k2
x + k2

y + k2
z −

ω2

c2

]

δ(ω−ω0)

En insérant ce résultat dans l’équation (2.36), nous obtenons finalement que :

P(k,ω) = LxLyLzsinc

(
(kx − k0x)Lx

2π

)

sinc

(
(ky − k0y)Ly

2π

)

sinc

(
(kz − k0z)Lz

2π

)

2πδ(ω−ω0)

(2.37)
Ceci est bien le résultat attendu, à savoir la transformée d’une onde plane tronquée à un paral-

lélépipède de dimensions Lx,Ly et Lz.

2.6 Conclusion sur la synthèse de champs sonores

Dans ce chapitre, un des résultats les plus importants que nous avons démontré est que tout
champ sonore dans un domaine vide de sources acoustiques est caractérisé complètement par
la connaissance du profil temporel de la pression acoustique sur la surface fermée délimitant le
domaine. Malheureusement, la reconstruction du champ sonore à partir de la connaissance de ce
profil est très compliquée car elle nécessite la connaissance de la fonction de Green satisfaisant
des conditions aux limites de Dirichlet homogènes et pour laquelle nous ne disposons jamais
de formulation analytique. Ce résultat est quand même utile dans la pratique, car il confirme la
démarche employée par Ise [50] et Takane et al. [97] : si nous parvenons à imposer le même profil
temporel du champ de pression acoustique sur une surface fermée que celui d’une source initiale
extérieure au domaine, mais par un dispositif subsidiaire, alors nous sommes assurés d’avoir une
reconstruction parfaite à l’intérieur du domaine. Finalement, les considérations du problème dans
le domaine fréquentiel et dans le domaine temporel ne sont pas équivalentes : dans le domaine
fréquentiel, la connaissance du profil de la pression acoustique à une fréquence donnée était parfois
insuffisante pour caractériser complètement le champ sonore à l’intérieur, et en particulier aux
fréquences de résonance du domaine.

Les représentations intégrales du champ sonore connaissent un réel succès dans le domaine
de la synthèse de champs sonores sur une zone étendue de l’espace car leurs formulations font
clairement apparaître les sources acoustiques nécessaires pour la reconstruction du champ initial.
Ceci nous donne directement le procédé utilisé pour la restitution : discrétisation de l’intégrale
et approximation des monopôles et des dipôles par des sources réelles. Le maillon faible reste
les effets de la discrétisation de l’intégrale de Kirchhoff pour un tel procédé. Des exemples de
dégradation apparaissant avec la discrétisation sont l’aliasing spatial et l’apparition d’échos qui
peuvent être très préjudiciables pour l’auditeur. En effet, dans l’intégrale de Kirchhoff, une partie
des sources sert à synthétiser le champ “direct” tandis qu’une autre partie des sources est mobili-
sée pour synthétiser un champ “d’interférence” de sorte que le champ globalement synthétisé soit
nul à l’extérieur du domaine d’intérêt (une illustration de ce phénomène a été donnée à la sec-
tion 2.5.2 pour la synthèse d’ondes planes entre deux plans d’abscisses différentes). Au moment
de la synthèse utilisant une répartition discrète de sources, il vaut mieux uniquement sélectionner
les sources émettant la composante “directe” du champ et éliminer la composante “d’interférence”
car la plupart du temps le remède (apparition d’échos) est pire que le mal (coloration du champ
reproduit par l’acoustique du lieu d’écoute). Pour cela, il est nécessaire de recourir à un traite-
ment qui dissocie ces deux composantes du champ sonore synthétisé, ce qui n’existe pas encore à
l’heure actuelle.
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La dernière partie de ce chapitre était consacrée aux liens entre la décomposition en ondes
planes et l’intégrale de Kirchhoff. De même que nous avions démontré qu’il existait plusieurs
types de fonctions de Green (avancée, retardée, et mixte) nous aurions aimé démontré que ces
résultats se transposaient à la synthèse d’ondes planes par l’intermédiaire d’une distribution de
sources planes, comme décrit à la section 2.5.1. Nous avons démontré l’équivalent du résultat de
la fonction de Green mixte, à la fois causale et anticausale : on remarque la similitude entre les
équations (2.10) et (2.25) (facteur 1

2 et le fait qu’elles soient mixtes). Les deux autres résultats
devraient aussi apparaître avec un autre choix dans le contour des pôles, mais ce n’est pas le cas.
Le résultat le plus probant est la synthèse d’ondes planes à l’intérieur d’un parallélépipède par
le biais d’une distribution continue de monopôles et de dipôles. Ce résultat a été démontré en
utilisant les outils de la transformation de Fourier uniquement, et conduit aux mêmes conclusions
que l’intégrale de Kirchhoff.

Nous pouvons nous interroger sur la pertinence d’une telle démarche car les calculs sous-
jacents sont beaucoup plus compliqués que dans le cas de l’établissement de l’intégrale de Kirch-
hoff, dont le résultat a été démontré quel que soit le champ sonore, et pas seulement pour des ondes
planes satisfaisant la relation de dispersion. Les enjeux de ces calculs sont importants à notre sens
car l’intégrale de Kirchhoff est un résultat élégant mais dont les hypothèses ne sont pas flexibles :
il est difficile d’étudier les effets de la discrétisation de l’intégrale dans la pratique. Au contraire,
le formalisme de la transformée de Fourier est capable de s’adapter très facilement pour étudier
les effets de la discrétisation, (voir à ce propos l’étude réalisée au chapitre 4). Nous pensons que
cette voie apparaît comme une bonne perspective pour la poursuite de ces travaux.
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Chapitre 3

Influence de la discrétisation sur
l’analyse des champs sonores

Résumé :
Dans ce chapitre, nous rappelons le théorème d’échantillonnage des signaux multidi-
mensionnels à bande limitée décrits dans le système de coordonnées cartésiennes. Puis,
nous démontrons un théorème similaire lorsque les signaux multidimensionnels sont à
bande limitée, mais décrits dans le système de coordonnées cylindriques. L’hypothèse
de signaux à bande limitée revêt différentes formes selon que les outils d’analyse em-
ployés sont la décomposition en ondes planes, en harmoniques cylindriques ou en har-
moniques sphériques. Nous discutons ensuite de la difficulté de la généralisation du théo-
rème d’échantillonnage pour des signaux à bande limitée, mais décrits dans le système
de coordonnées sphériques.
Pour décrire le phénomène de repliement lorsque l’échantillonnage se fait en coordon-
nées cylindriques et que l’outil d’analyse utilisé est la décomposition en harmoniques
cylindriques, nous étudions le comportement des séries de Fourier-Bessel cylindriques
en dehors de la zone de convergence habituelle, c’est-à-dire un cylindre de rayon R, ce
que nous n’avons vu nulle part ailleurs à notre connaissance. Ce même résultat peut
s’étendre dans le cas des séries de Fourier-Bessel sphériques.
Les théorèmes d’échantillonnage peuvent s’appliquer pour des signaux multidimension-
nels quelconques et pas uniquement aux champs sonores. Nous mentionnons aussi que
l’étude des champs multidimensionnels sur un horizon fini, ou l’étude des champs mul-
tidimensionnels à support de Fourier fini (bande limitée) sont des problèmes duaux au
sens de la théorie de Fourier.
Puis nous étudions les problèmes de l’analyse de champs sonores apparaissant dans des
conditions réelles, où seul un nombre limité d’observations est disponible. En particu-
lier, nous démontrons qu’il n’est pas possible d’envisager une reconstruction exacte des
champs sonores à partir d’un nombre limité de mesures, étant donné qu’aucun champ
multidimensionnel ne peut satisfaire simultanément les deux hypothèses d’être à hori-
zon fini et à support de Fourier fini. Nous aboutissons alors à la conclusion que seule
une analyse approchée est envisageable, et que l’objectif de tout traitement du signal
mis en œuvre pour l’analyse de champs sonores se doit de minimiser l’influence du re-
pliement, et ce quelle que soit la description du champ sonore employée (ondes planes,
harmoniques cylindriques ou harmoniques sphériques).
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3.1 Introduction

Le chapitre 1 s’est focalisé sur l’analyse des champs sonores dans des conditions idéales : l’ex-
pression du champ était connue quel que soit le point de l’espace et l’instant considérés. L’objectif
du présent chapitre est de commencer à restreindre ces conditions, afin de se rapprocher le plus
possible des conditions expérimentales, c’est-à-dire un champ sonore échantillonné dans le temps
et dans l’espace, par le biais d’un réseau de microphones.

Une première étape nécessaire pour parvenir à cet objectif sera de faire l’étude de champs
sonores à partir d’un nombre infini de mesures, à répartition discrète. Dans ce domaine, des tra-
vaux très intéressants ont été effectués par Ajdler et Vetterli à propos de l’échantillonnage et de
l’interpolation de la fonction plenacoustique [4, 5, 6].

Nous aborderons la thématique de la reconstruction parfaite de champs multidimensionnels,
en supposant que ceux-ci sont à “bande limitée”. Nous remarquerons notamment que cette hy-
pothèse ne prend pas la même forme selon que nous utilisons des échantillonnages séparables
dans les systèmes de coordonnées cartésien, cylindrique et sphérique. Les théorèmes de recons-
truction parfaite de champs multidimensionnels à bande limitée seront obtenus pour des sché-
mas d’échantillonnage volumiques, et ne sont pas spécifiques aux champs sonores. Ces tech-
niques sont à rapprocher des techniques mentionnant une décomposition modale du champ so-
nore [11, 12, 85, 104, 108, 110, 111].

À la fin de ce chapitre, nous initions une discussion sur l’analogie entre l’étude de champs
multidimensionnels observés sur un horizon fini (section 1.3) et l’étude des champs multidimen-
sionnels à “bande limitée”, qui sont des problèmes duaux au sens de la théorie de Fourier. Cela
nous conduira à faire quelques remarques sur l’étude des signaux réels, lorsque le nombre d’échan-
tillons disponible pour effectuer l’analyse devient fini.

3.2 Étude des champs multidimensionnels à support de Fourier fini

Dans le cas des signaux monodimensionnels, il est possible de caractériser complètement le
signal à partir d’une répartition discrète des échantillons dans le domaine temporel, sous réserve
que ceux-ci soient à bande limitée. Dans ce cas, un échantillonnage uniforme de période au moins
inférieure à la période critique permet de caractériser complètement le signal de départ. En effet,
le théorème d’échantillonnage, par interpolation en sinus cardinal permet de reconstruire le signal
d’origine. L’idée est de généraliser ces propriétés pour des signaux multidimensionnels. Le passage
de une à plusieurs dimensions peut se faire de plusieurs manières, car il existe plusieurs manières
de repérer un point dans le nouvel espace. Ainsi, pour le cas qui nous intéresse, il existera plusieurs
manières d’échantillonner l’espace, chacune adaptée pour une représentation harmonique donnée.
De ce fait, un échantillonnage à coordonnées séparables dans le système de coordonnées cartésien
semble tout à fait indiqué si nous choisissons les ondes planes comme représentation harmonique,
etc.

3.2.1 Géométrie cartésienne

Dans cette section, nous effectuons une présentation du théorème d’échantillonnage des si-
gnaux à bande limitée qui peut sembler peu conventionnelle en comparaison de celle effectuée
habituellement. Ce choix n’est pas anodin : un raisonnement analogue sera employé pour les géo-
métries cylindrique et sphérique.

Le produit interne dans le domaine continu était défini par la relation suivante :

< f |g >=
Z +∞

x=−∞

Z +∞

y=−∞

Z +∞

z=−∞

Z +∞

t=−∞
f (x,y,z, t)g(x,y,z, t)dx dy dz dt (3.1)
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Lorsque le champ est échantillonné sur le réseau de points (xl,ym,zn, tq)(l,m,n,q)∈Z4 , nous utili-
sons le produit interne suivant :

< f ||g >=
+∞

∑
l=−∞

+∞

∑
m=−∞

+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
q=−∞

T LxLyLz f (xl,ym,zn, tq)g(xl,ym,zn, tq) (3.2)

Dans cette équation apparaît une constante de normalisation T LxLyLz, nécessaire pour que les
produits internes (3.1) et (3.2) aient la même unité. Nous allons supposer que les champs ana-
lysés sont à bande limitée dans chacune des dimensions kx, ky, kz et ω, de bandes respectives
kmax = ωmax/c (limite commune pour kx, ky et kz) et ωmax. Le problème de l’échantillonnage étant
à géométrie séparable, nous pouvons étudier le problème dans chaque dimension de manière in-
dépendante. Nous le ferons pour la dimension x. L’objectif est que les harmoniques eikxx pour
kx ∈ [−kmax;kmax], qui étaient orthogonaux pour le produit interne continu (3.1) demeurent ortho-
gonaux pour le produit discret (3.2). Nous cherchons donc une série de points (xl)l∈Z permettant
d’assurer cette hypothèse. Considérons le produit interne de deux harmoniques de nombres d’onde
différents kx1 et kx2 :

< Ψkx1
|Ψkx2

> = 2πδ(kx1 − kx2)

< Ψkx1
||Ψkx2

> =
+∞

∑
l=−∞

Lxei(kx1−kx2)xl

Si nous échantillonnons l’axe x uniformément de période Lx, cela devient :

< Ψkx1
||Ψkx2

> =
+∞

∑
l=−∞

Lxei(kx1−kx2)lLx

Si nous voyons le résultat précédent comme une fonction de (kx1 − kx2), alors il s’agit d’un
résultat très connu des séries de Fourier, déjà utilisé au chapitre 1 à l’équation (1.63), sauf que nous
ne restreignons plus l’intervalle d’étude à

[−Lx

2 ; Lx

2

]
, mais que nous étudions son comportement surR tout entier :

< Ψkx1
||Ψkx2

> = 2π
+∞

∑
l=−∞

δ

(

(kx1 − kx2)−
2πl

Lx

)

Nous retrouvons ainsi que la période spatiale Lx devra vérifier l’inéquation (3.3) pour assurer
l’orthogonalité des harmoniques pour le produit interne discret si les signaux initiaux sont à bande
limitée dans l’intervalle [−kmax;kmax]. Il s’agit de la condition de Shannon pour l’échantillonnage
des signaux à bande limitée :

2π

Lx

≥ 2kmax ⇐⇒ Lx ≤
π

kmax
(3.3)

Il en est de même pour les autres dimensions y, z et t. Si les conditions permettant d’assurer
un bon échantillonnage sont respectées, alors il nous est possible de reconstruire parfaitement le
signal à partir de la connaissance unique de ses échantillons. C’est le théorème de reconstruction
parfaite des signaux échantillonnés à bande limitée. Nous supposerons dans la suite que les signaux
sont échantillonnés au taux critique, correspondant à l’égalité dans la relation (3.3). Étant donné
que le signal initial est à bande limitée et que les harmoniques sont orthogonaux pour le produit
interne discret si la condition précédente est vérifiée, le champ sonore initial se calcule en prenant
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la transformée de Fourier inverse du signal échantillonné, mais en ne sélectionnant que la bande
d’intérêt. Ainsi, nous obtenons le résultat intermédiaire suivant :

p(x,y,z, t) =
1

(2π)4

Z +kmax

kx=−kmax

Z +kmax

ky=−kmax

Z +kmax

kz=−kmax

Z +ωmax

ω=−ωmax
∑

(l,m,n,q)∈Z4

π4

k3
maxωmax

p(xl,ym,zn, tq)eikx(x−xl)eiky(y−ym)eiky(z−zn)eiω(t−tq)dkx dky dkz dω

(3.4)

En inversant la quadruple somme et la quadruple intégrale, nous obtenons la fameuse formule
d’interpolation en sinus cardinal, permettant de reconstruire le signal initial à partir de la connais-
sance unique de ses échantillons :

p(x,y,z, t) = ∑
(l,m,n,q)∈Z4

p(xl ,ym,zn, tq)sinc

(
(x− xl)kmax

π

)

sinc

(
(y− ym)kmax

π

)

sinc

(
(z− zn)kmax

π

)

sinc

(
(t − tq)ωmax

π

) (3.5)

Ce théorème de reconstruction parfaite de signaux multidimensionnels à bande limitée n’est
pas spécifique aux champs sonores.

3.2.2 Géométrie cylindrique

Le produit interne dans le domaine continu pour la géométrie cylindrique était défini par la
relation suivante :

< f |g >=

Z +∞

r=0

Z 2π

φ=0

Z +∞

z=−∞

Z +∞

t=−∞
f (r,φ,z, t)g(r,φ,z, t) r dr dφ dz dt (3.6)

Lorsque le champ est échantillonné sur le réseau de points (rm,φl,zn, tq)(m,l,n,q)∈N\{0}×Z3 , nous
utilisons le produit interne suivant :

< f ||g >=
+∞

∑
m=1

+∞

∑
l=−∞

+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
q=−∞

πR2LzT f (rm,φl ,zn, tq)g(rm,φl ,zn, tq) (3.7)

Le problème de l’échantillonnage pour les dimensions z et t reste inchangé par rapport à la
section 3.2.1 sur la géométrie cartésienne. Nous allons revenir en détail sur la dimension radiale r et
azimutale φ, puis nous effectuerons une synthèse globale de l’analyse en coordonnées cylindriques.

Dimension radiale

Le produit interne continu concernant la variable radiale est :

< f |g >=

Z +∞

r=0
f (r)g(r) r dr (3.8)

Nous savons, d’après la section 1.2.4 que les Ψkr ,l (r) = Jl (krr) forment un système orthogonal
pour le produit interne ci-dessus :

< Ψkr1
|Ψkr2

>=
δ(kr1 − kr2)
√

kr1 kr2

L’hypothèse de bande limitée se caractérisera ici par kr ≤ kmax, et nous souhaitons que tous
les Jl (krr) pour kr ∈ [0;kmax] soient orthogonaux pour un produit interne discret qui reste encore à
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définir. Pour cela, nous allons utiliser la relation de complétude des séries de Fourier-Bessel cylin-
driques, déjà présentée à l’équation (1.74) de la section 1.3.2, sauf que nous renversons les points
de vue : ce n’est plus l’horizon R qui est fini, mais la bande de Fourier K. Dans ces conditions,
nous choisissons comme échantillons les racines de l’équation Jl (Kr) = 0, notées par la suite rlm

pour m ∈ N\{0}. Si nous transcrivons directement cette relation, nous obtenons :

+∞

∑
m=1

2
K2

Jl (kr1 rlm)Jl (kr2 rlm)

[Jl+1 (Krlm)]2
=

δ(kr1 − kr2)
√

kr1 kr2

Cette relation est partiellement vraie, car, comme nous l’avons signalé dans la même section,
il fallait que r soit dans l’intervalle [0;R] pour que le résultat soit vrai. Il est donc nécessaire de
s’intéresser au comportement de cette série en dehors de l’intervalle [0;K] . Nous nous proposons
de démontrer au moyen de simulations numériques que la formule générale est :

+∞

∑
m=1

2
K2

Jl (krrlm)Jl (kr0rlm)

[Jl+1 (Krlm)]2
=

1
√

krkr0

+∞

∑
n=−∞

(−1)n
[

δ((kr − kr0)−4nK)−δ((kr + kr0)− (4n+ 2)K)

+ (−1)l+1 (δ′ ((kr − kr0)− (4n+ 2)K)−δ′ ((kr + kr0)− (4n+ 4)K)
)]

(3.9)

Nous retrouvons l’expression précédente pour n = 0 en ne considérant que l’intervalle d’étude
[0;K]. A notre connaissance, nous n’avons jamais vu une relation semblable à la relation (3.9)
auparavant. Il se pourrait qu’elle ait déjà été démontrée quelque part, étant donné que les théorèmes
d’échantillonnage pour les coordonnées cylindriques ne sont pas nouveaux (voir équation (3.12)).
Nous ne donnons pas une démonstration rigoureuse de cette formule, qui sortirait du cadre de la
thèse. Le lecteur n’a qu’à la considérer comme un résultat prospectif.

Nous allons maintenant nous intéresser à l’allure de la série précédente tronquée à un ordre M

fini de termes. Ceci est représenté sur la figure 3.1 pour les deux cas l pair ou impair. Nous avons
normalisé la représentation en multipliant par

√
kr l’équation (3.9) afin d’avoir des pics normalisés.

La bande de Fourier K a été supposée limitée ici à 10 m−1. La valeur choisie pour kr0 est 3m−1.
Nous voyons clairement apparaître des impulsions en kr0 et en 2K − kr0 . Ensuite, nous voyons
des sortes de d’impulsions bipôlaires à moyenne nulle, en 2K + kr0 et 4K − kr0 . De même que les
impulsions simples convergent vers une impulsion de Dirac, les impulsions bipôlaires convergent
vers la dérivée de la distribution de Dirac. Normalement, nous avons la relation pour toute fonction
f dérivable en 0 :

Z +∞

r=−∞
f (r)δ′ (r) dr = − f ′(0)

Ceci peut se voir sur la figure précédente pour l = 1, l’intégrale tend à faire
(

f (k−r0
) −

f (k+
r0
)
)
/∆k pour kr = 2K + kr0 , ce qui est bien l’opposé de la dérivée. Nous voyons une diffé-

rence de comportement selon que l est pair ou impair.
Le produit interne discret radial est défini par la relation suivante :

< f ||g >=
+∞

∑
m=1

2
K2

f (rlm)g(rlm)

[Jl+1 (Krlm)]2
(3.10)

K reste un paramètre à déterminer, qui fixera les coordonnées des échantillons, étant donné
qu’ils sont les racines de l’équation Jl (Kr) = 0. Si les signaux analysés sont supposés à bande
limitée kr ≤ kmax, alors la condition de non repliement des harmoniques cylindriques (Ψkr ,l) pour
kr ∈ [0;kmax] est K ≥ kmax en vertu de l’équation (3.9).
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Serie de Fourier−Bessel tronquees, pour l = 1,M = 99 et K = 10
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Serie de Fourier−Bessel tronquees, pour l = 2,M = 99 et K = 10

FIG. 3.1 – Série de Fourier-Bessel (3.9) tronquée à M = 99 termes pour une bande de Fourier
K = 10 avec l = 1 (en haut) et l = 2 (en bas)

Étant donné que le signal initial est supposé à bande limitée, et que les harmoniques cylin-
driques échantillonnés sont orthogonaux pour le produit interne (3.10) si la condition K ≥ kmax est
vérifiée, le signal initial se calcule en prenant la transformée de Hankel d’ordre l inverse, mais en
ne sélectionnant que la bande d’intérêt. Ainsi, nous obtenons le résultat intermédiaire suivant :

f (r) =

Z K

kr=0

+∞

∑
m=1

2
K2

f (rlm)

[Jl+1 (Krlm)]2
Jl (krrlm)Jl (krr)kr dkr (3.11)

En inversant les deux intégrales précédentes, et en utilisant l’intégrale de Lommel (1.68), nous
obtenons le théorème d’échantillonnage pour les fonctions de Bessel cylindriques à bande limi-
tée [22] :

f (r) =
2
K

+∞

∑
m=1

rlm f (rlm)

[Jl+1 (Krlm)]

Jl (Kr)

r2
lm − r2

(3.12)

Cette formule est à mettre en parallèle à celle de l’interpolation en sinus cardinal dans le cas
d’un échantillonnage cartésien uniforme. Ici, l’échantillonnage se fait pour les racines de l’équa-
tion Jl (Kr) = 0, qui n’est donc pas un échantillonnage uniforme.

Dimension azimutale

Le produit interne pour la variable azimutale est :

< f |g >=
1

2π

Z 2π

φ=0
f (φ)g(φ) dφ (3.13)
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Nous savons, d’après la théorie des séries de Fourier, que les Ψl (φ) = eilφ forment un système
orthogonal pour le produit interne ci-dessus. En effet :

< Ψl1 |Ψl2 >= δl1l2

L’hypothèse d’une série de Fourier à bande limitée se caractérise par le fait qu’elle nécessite un
nombre fini 2L d’harmoniques Ψl . Si cette hypothèse de bande limitée pour la variable azimutale
est vérifiée, alors il suffit d’échantillonner périodiquement le cercle aux angles φl = πl

L
pour l ∈

[0;2L−1]. Le produit interne discret est donc :

< f ||g >=
1

2L

2L−1

∑
l=0

f (φl)g(φl) (3.14)

Nous pouvons vérifier que les harmoniques (Ψl)l∈[−L;L−1] sont orthogonaux pour ce produit
interne :

< Ψl1 ||Ψl2 >= δl1l2

Ainsi, pour toute fonction f (φ) à bande limitée, nous avons :

f (φ) =
L−1

∑
l=−L

2L−1

∑
n=0

1
2L

f (φn)e−ilφn eilφ (3.15)

Étant donné que l’échantillonnage pour la variable azimutale et la variable radiale ne sont pas
indépendants en coordonnées cylindriques1 , il n’est pas nécessaire de reconstruire parfaitement la
composante angulaire du signal (équation (3.15)). Si l’objectif est de reconstruire la composante
du champ sonore en Jl (kr)eilφ où l désigne un entier entre −L et L−1, alors il suffit uniquement
de sélectionner la composante angulaire d’ordre l. Cette composante s’obtient en restreignant la
somme de l’équation (3.15) au terme d’indice l.

fl (φ) =




1

2L

2L−1

∑
n=0

f
(πn

L

)

e
−il

πn

L



eilφ (3.16)

Synthèse

En faisant la synthèse des deux paragraphes précédents concernant les variables radiale et
azimutale, et en utilisant les résultats concernant l’échantillonnage uniforme pour les variables z

et t, nous obtenons la formule d’interpolation générale suivante :

p(r,φ,z, t) =
L−1

∑
l=−L

+∞

∑
m=1

+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
q=−∞

[

1
2L

2L−1

∑
s=1

p(rlm,φs,zn, tq)e−ilφs

]

eilφ

2
krmax

rlmJl (krmaxr)

Jl+1 (krmaxrlm)
(
r2

lm − r2
)sinc

(
(z− zn)kzmax

π

)

sinc

(
(t − tq)ωmax

π

) (3.17)

Maintenant que le théorème de reconstruction parfaite des signaux à bande limitée dans le
système de coordonnées cylindrique est établi, il est bon de revenir sur un certain nombre de
points :

1Les variables radiale r et azimutale φ ne sont pas indépendantes si nous considérons l’harmonique circulaire
Jl (kr)eilφ.
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– nous avons supposé que les signaux étaient à bande limitée, aussi bien dans le système de
coordonnées cartésiennes que dans le système de coordonnées cylindriques, mais force est
de constater que cette hypothèse ne revêt pas la même forme pour ces deux systèmes de
coordonnées ;

– étant donné que l’analyse des champs sonores en harmoniques cylindriques utilise des trans-
formées de Hankel pour des ordres l différents, il est bon de revenir sur la répartition des
points du maillage nécessaire pour assurer une reconstruction parfaite (équation (3.17)).

Réflexions sur l’hypothèse de “bande limitée” La dénomination de signaux à “bande limi-
tée” est communément répandue dans le contexte de la transformée de Fourier à temps continu.
Malheureusement, la généralisation de cette dénomination pour le traitement des signaux multidi-
mensionnels ne s’effectue pas sans mal et devient ambiguë. La dénomination est correcte lorsque
le domaine de définition de la transformée de Fourier généralisée est un ensemble continu. En
revanche, lorsque le domaine de définition de la transformée de Fourier généralisée est discret,
l’appellation “signaux à bande limitée” est inappropriée et il vaudrait mieux lui préférer celle de
signaux à support fini dans le domaine de Fourier. C’est la dénomination que nous utiliserons dans
la suite de ce document.

Ainsi, l’hypothèse que les signaux sont à support fini dans le domaine de Fourier n’est pas
la même selon que la transformée de Fourier généralisée utilisée pour l’analyse des champs so-
nores est la décomposition en ondes planes (1.27) ou la décomposition en harmoniques cylin-
driques (1.33). Dans le cas de la décomposition en ondes planes, nous invoquons le fait que l’oreille
n’est plus sensible aux sons au dessus de 20 kHz pour affirmer que les signaux sonores sont à bande
limitée dans le domaine fréquentiel. Il y a une nuance dans la pratique : la bande passante fréquen-
tielle de l’oreille se situe dans la plage fréquentielle 20 Hz-20 kHz, mais la bande passante des
capteurs utilisés pour la mesure de la pression acoustique peut différer de celle de l’oreille. Dans
la pratique, le plus souvent de nos jours, on utilise une représentation numérique des signaux, et
le filtre anti-repliement placé en amont de tout dispositif de conversion analogique-numérique est
réalisé de sorte à ce que les signaux entrants puissent être considérés comme à bande limitée. Par
la suite, nous invoquons naturellement la relation de dispersion (1.4) pour affirmer que les champs
sonores sont aussi à bande limitée dans le domaine des vecteurs d’ondes. Cette hypothèse mérite
d’être un peu plus discutée :

– aucune étude n’a été faite pour mesurer la bande passante de l’oreille aux vecteurs d’onde ;
– même si l’oreille avait une bande passante finie pour les vecteurs d’onde, il faudrait donc

aussi limiter la bande passante de notre instrument de mesure, c’est-à-dire trouver l’ana-
logue du filtre anti-repliement, mais agissant sur les nombres d’ondes. Ceci nous est fourni
par la réponse impulsionnelle spatiale du capteur, le microphone, qui dépend de sa géo-
métrie. Les diagrammes de directivité des microphones fournis par les fabricants sont en
quelque sorte une fonction de transfert spatiale du transducteur. En effet, à une fréquence
donnée, nous pouvons supposer que le nombre d’onde k est fixé, et ensuite la variation de
la direction d’incidence nous permet d’obtenir la valeur de la fonction de transfert sur un
cercle dans l’espace (Okxky) en deux dimensions. La répétition de la manipulation pour
plusieurs fréquences permet d’obtenir cette réponse sur plusieurs cercles. Il est clair qu’au
vu des diagrammes existants, l’hypothèse de bande passante spatiale limitée ne semble pas
absurde ;

– d’après ce que nous venons de dire, la fonction de transfert spatiale d’un microphone peut
se mesurer si l’outil utilisé est la décomposition en ondes planes. En effet, nous supposons
que le champ généré par l’enceinte est une onde plane dont le vecteur d’onde dépend de
la fréquence de travail et de la direction d’incidence. Cela est d’autant plus valable que
le transducteur et le microphone sont éloignés afin que l’hypothèse de champ lointain soit
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respectée. Celle-ci est généralement respectée dans les hautes fréquences. En revanche, elle
est plus difficile à satisfaire dans les basses fréquences, mais les dimensions du capteur sont
souvent très inférieures à la longueur d’onde dans cette plage de fréquence, de sorte qu’à un
niveau local la différence entre une onde plane et une onde sphérique ne doit pas occasionner
une erreur énorme.

Il ne nous reste maintenant plus qu’à comparer la forme de l’hypothèse signaux à support de
Fourier fini pour les deux transformées de Fourier généralisées envisagées. Pour la décomposition
en ondes planes, nous avons déjà explicité la forme de l’hypothèse. Pour la décomposition en har-
moniques cylindriques, il faut que le support de la transformée de Fourier généralisée soit [0;krmax ]
pour la transformée de Hankel d’ordre l agissant sur la variable radiale, que les coefficients de la
décomposition en séries de Fourier pour la variable angulaire soient nuls pour |l| > L, et que les
supports des transformées de Fourier usuelles agissant sur les variables z et t soient [−kzmax ;kzmax ]
et [−ωmax;ωmax]. Comme nous l’avons vu au chapitre 1 à la section 1.3.2, la décomposition d’une
onde plane de nombre d’onde kr à l’intérieur d’un cylindre de rayon R mobilise un nombre d’har-
moniques cylindriques de l’ordre de L ≈ krR. Ainsi, pour un domaine d’analyse infini, il faudrait
un nombre infini de coefficients de Fourier pour la variable angulaire pour correctement représen-
ter le champ, ce qui contredit l’hypothèse de bande limitée. Si nous envisageons la réciproque,
quel que soit l’ordre l de l’harmonique cylindrique Jl (krr)eilφ, la décomposition en ondes planes
correspondante ne mobilise que les ondes planes satisfaisant l’équation k2

x + k2
y = k2

r .
Finalement, nous pouvons dire qu’un champ à bande limitée pour la décomposition en harmo-

niques cylindriques sera aussi à bande limitée pour la décomposition en ondes planes, mais que la
réciproque n’est pas vraie.

Réflexions sur le maillage spatial Concernant le maillage spatial, nous avons dit que l’analyse
globale du champ sonore faisait intervenir des transformées de Hankel d’ordres différents. Or les
solutions de l’équation Jl (krmaxr) = 0 ne conduisent pas aux mêmes échantillons pour des ordres
différents, ce qui augmente la densité des points du maillage pour prendre en compte toutes les
transformées de Hankel pour les ordres l ∈ J−L;L−1K si nous supposons que les signaux analysés
sont à support de Fourier fini.

Sur la figure 3.2 est illustrée le maillage circulaire nécessaire pour pouvoir reconstruire un
champ multidimensionnel à bande limitée (kr < krmax , l ∈ J−6;5K). L’échantillonnage pour les
variables z et t est ignoré sur cette figure étant donné qu’il est identique à l’échantillonnage effectué
dans le système de coordonnées cartésiennes. 12 coefficients de Fourier sont nécessaires à estimer,
si bien que les échantillons sont espacés d’un angle de 360

12 = 30 dg les uns des autres (partie gauche
de la figure 3.2). Pour chaque ordre l ≥ 0 (les l négatifs se déduisent des l positifs, car J−l (x) =
(−1)l Jl (x)), les racines rlm de l’équation Jl (krmax r) = 0 sont différentes, comme en témoigne la
partie droite de la figure 3.2. Ceci explique la répartition radiale non uniforme des échantillons
visible sur la partie gauche de la figure.

3.2.3 Géométrie sphérique

Le produit interne dans le domaine continu pour la géométrie sphérique était défini par la
relation suivante :

< f |g >=

Z +∞

r=0

Z 2π

φ=0

Z π

θ=0

Z π

t=0
f (r,φ,θ, t)g(r,φ,θ, t) r2 dr sin θ dθ dφ dt (3.18)

Lorsque le champ est échantillonné sur le réseau de points (rn,φm,θl , tq)(n,m,l,q)∈N\{0}×Z3 , nous
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FIG. 3.2 – Maillage circulaire nécessaire pour reconstruire les Jl (kr)eilφ pour l ∈ J−6;5K, pour
krmax = 370 m−1. Sur la partie gauche, les échantillons sont représentés uniquement dans le cadran
supérieur droit du plan (Oxy), les autres s’obtenant par symétrie par rapport aux axes (Ox) et (Oy).
Sur la partie droite sont représentées les racines rlm de l’équation Jl (krmax r) = 0 pour l ∈ J0;6K.

utilisons le produit scalaire suivant :

< f ||g >=
∞

∑
n=1

+∞

∑
m=−∞

+∞

∑
l=−∞

+∞

∑
q=−∞

f (rn,φm,θl , tq)g(rn,φm,θl , tq) (3.19)

Le problème de l’échantillonnage pour la dimension radiale est analogue à celui étudié pour le
système de coordonnées cylindriques. Il fait intervenir les fonctions de Bessel sphériques au lieu
des fonctions de Bessel cylindriques :

+∞

∑
n=1

2
K3

jl (krrln) jl (kr0rln)

[jl+1 (Krln)]
2 =

1
krkr0

+∞

∑
s=−∞

(−1)s
[

δ((kr − kr0)−4sK)−δ((kr + kr0)− (4s+ 2)K)

+ (−1)l+1 (δ′ ((kr − kr0)− (4s+ 2)K)−δ′ ((kr + kr0)− (4s+ 4)K)
)]

(3.20)

Le problème de l’échantillonnage de la variable temporelle reste identique à celui étudié dans
le cas de la géométrie cartésienne. Il ne nous reste plus qu’à étudier le problème de l’échantillon-
nage des variables angulaires, soit l’échantillonnage de la sphère

Variable angle solide

Pour la variable d’angle solide, le signal sera supposé à support de Fourier fini si sa décompo-
sition en harmoniques sphériques standard se limite à l’ordre L. Ainsi, la décomposition en séries
de Fourier sphériques ne fait intervenir qu’un nombre (L + 1)2 d’harmoniques. Le produit interne
défini sur la surface de la sphère est le suivant :

< f |g >=
Z

Ω∈S2
f (Ω)g(Ω) d2Ω (3.21)
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où d2Ω = dφ sinθdθ désigne un angle solide élémentaire, et S 2 désigne la surface de la sphère. La
version discrète de ce produit interne est :

< f ||g >=
S

∑
s=1

f (Ωs)g(Ωs) (3.22)

Si les signaux étudiés sont à support de Fourier limité à l’ordre L, alors une condition néces-
saire pour que les harmoniques sphériques échantillonnés sur les angles solides Ωs est S≥ (L + 1)2.
Ensuite, il est nécessaire de trouver la répartition des angles solides pour laquelle il n’existe pas
de méthode analytique. Le problème consistant à trouver un ensemble d’angles solides Ωs pour
lesquels les harmoniques sphériques standards seraient orthogonaux jusqu’à un certain ordre L en
utilisant un produit interne discret est discuté par Rafaely [84] qui renvoie aux auteurs Hardin et
Sloane [48], Lebedev et Skorokhodov [59] pour les détails mathématiques.

Dans la pratique, on préfère utiliser des schémas requérant un nombre de points plus importants
que les (L + 1)2, mais jouissant de meilleures propriétés, tel que l’échantillonnage gaussien [84]
pour lequel on peut appliquer des transformées rapides, basées sur des implémentations rapides
pour le calcul des séries de Fourier (FFT) et des décompositions de Legendre rapides. Ce pro-
blème de l’échantillonnage de la sphère est un problème épineux qui pourrait mériter une thèse
complète pour être correctement traité. Afin de ne pas trop nous éloigner du sujet de cette thèse,
nous préférons en rester là.

Conclusion sur la géométrie sphérique

Afin de conclure ce bref développement sur l’échantillonnage en coordonnées sphériques, je
tiens à attirer l’attention sur le fait que les mêmes conclusions que celles tirées sur le paragraphe
sur l’échantillonnage en coordonnées cylindriques s’appliquent : l’hypothèse de support de Fou-
rier fini ne revêt pas la même forme pour le système de coordonnées cartésiennes et le système
de coordonnées sphériques. Ainsi, un champ multidimensionnel à support de Fourier fini dans le
système de coordonnées sphériques sera aussi à support de Fourier fini dans le système de coor-
données cartésiennes, car la décomposition d’un harmonique sphérique en onde planes (1.55) ne
mobilise que des ondes planes pour lesquelles k2 = k2

x + k2
y + k2

z . En revanche, la réciproque n’est
pas vraie, car le nombre d’harmoniques sphériques mobilisés lors d’une décomposition en harmo-
niques sphériques croît avec le rayon de la sphère d’analyse selon la relation L ≈ kR : ce nombre
tend vers l’infini pour un rayon infini.

3.3 Analyse de champs multidimensionnels dans des conditions
réelles

Lors de la section 1.3 relative à l’analyse des champs multidimensionnels sur un horizon fini,
nous étions arrivés à la conclusion que seule une répartition discrète d’harmoniques suffisait pour
caractériser complètement le champ dans l’intérieur de la zone d’intérêt. Ce résultat a été obtenu en
utilisant les résultats sur les séries de Fourier généralisées. Dans la section 3.2, nous avons étudié le
problème dual, c’est-à-dire celui de l’analyse de champs multidimensionnels à support de Fourier
fini, et nous sommes arrivés à une conclusion similaire : si les signaux sont à support de Fourier
fini, il n’est pas nécessaire de les observer de manière continue pour chacune des dimensions,
mais il est possible de caractériser complètement le champ sonore par sa connaissance sur une
répartition discrète d’échantillons. Il s’agit des théorèmes de reconstruction parfaite, faisant appel
à des formules d’interpolation pour reconstruire le champ initial en dehors de ces échantillons.

Dans la pratique, nous ne disposerons pas d’une infinité d’échantillons, de sorte que le champ
observé sera observé sur un horizon fini. S’il est observé sur un horizon fini, alors sa transformée
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de Fourier généralisée est à support infini. Pourtant, l’hypothèse que les champs analysés sont à
support de Fourier fini est souvent assumée, ce qui n’est le cas que pour les champs sonores intrin-
sèques, mais ce qui n’est pas vrai pour les champs sonores mesurés : un champ multidimensionnel
ne peut pas être à la fois à support de Fourier fini et à horizon limité.

Dans la suite de cette section, les conséquences relatives à la finitude du nombre d’échantillons
seront étudiées pour les représentations en ondes planes et en harmoniques sphériques.

Le champ multidimensionnel est supposé être échantillonné sur un ensemble de M points
repérés par rm. Ainsi, de la même manière que les signaux temporels échantillonnés à la cadence
Te étaient le produit du signal initial par une série d’impulsions de Dirac,

sech (t) = s(t) .
+∞

∑
m=−∞

δ(t −mTe)

le champ échantillonné dans le domaine spatial sera modélisé de la manière suivante :

pech (r) = p(r) .
M

∑
m=1

δ(r− rm) (3.23)

Nous allons voir que l’échantillonnage introduit une ambiguïté, appelée repliement spectral

spatial pour la représentation en ondes planes, à la section 3.3.1, et sur la représentation en harmo-
niques sphériques, à la section 3.3.2.

3.3.1 Effets sur la représentation en ondes planes

Lorsque le champ sonore était observé de manière continue, les ondes planes formaient une
famille libre. En revanche, ce n’est plus le cas des ondes planes observées uniquement pour un
ensemble fini de points. En effet, si nous calculons le produit interne entre une onde plane échan-
tillonnée de vecteur d’onde k0 et une deuxième onde plane de vecteur d’onde k, nous obtenons :

< Ψ
op,ech
k0

|Ψop
k > =

M

∑
m=1

ei[(k0x−kx)xm+(k0y−ky)xm+(k0z−kz)xm] (3.24)

6= δ(kx − k0x)δ(ky − k0y)δ(kz − k0z) (3.25)

3.3.2 Effets sur la représentation en harmoniques sphériques

De la même manière que dans le paragraphe précédent, si nous calculons le produit interne
onde entre un harmonique sphérique échantillonné jl0 (k0r)Ym0

l0
(φ,θ) et un deuxième harmonique

sphérique jl (kr)Ym
l (φ,θ), nous obtenons :

< Ψhs,ech
k0,l0,m0

|Ψhs
k,l,m > =

M

∑
m=1

jl0 (k0rm) jl (krm)Ym0
l0

(φm,θm)Ym
l (φm,θm) (3.26)

6= δ(k− k0)

k0k
δl0lδm0m (3.27)

3.3.3 Remarques sur l’échantillonnage en conditions réelles

Ainsi, les ondes planes échantillonnées (respectivement les harmoniques sphériques échan-
tillonnés) n’ont pas les mêmes propriétés que les ondes planes observées (respectivement les har-
moniques sphériques observés) sur un horizon continu infini.
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Lorsque les harmoniques sphériques échantillonnés sont projetés sur la base des harmoniques
sphériques continus, la valeur de la transformée de Fourier sphérique est le plus généralement
non nulle lorsque k 6= k0, l 6= l0, m 6= m0 (équation (3.26)). De fait, les harmoniques sphériques
échantillonnés ne forment plus une famille libre, et il y a introduction d’une ambiguïté liée au
processus d’échantillonnage, le repliement spectral (aliasing en anglais). Comme la reconstruction
parfaite des champs n’est pas envisageable avec un nombre limité d’échantillons, il conviendra
d’élaborer un traitement visant à minimiser les effets du repliement spatial. De tels traitements ont
déjà été envisagés dans la littérature, visant à orthogonaliser la base des harmoniques sphériques
jusqu’à un certain ordre Lmax en prenant soin d’avoir un nombre de microphones Mmic ≥ (L + 1)2,
comme c’est expliqué dans les travaux de Abhayapala et Ward [3], Laborie et al. [58], Li et al. [62],
Meyer et Elko [66], Rafaely [84]. Il conviendrait toutefois de compléter ces travaux en s’inspirant
des remarques de fond effectuées à la section 5.5.

De même que pour les harmoniques sphériques, le processus d’échantillonnage des ondes
planes introduit obligatoirement du repliement spectral. Toutefois, l’expression (3.24) obtenue
dans le cas de la représentation en ondes planes possède un atout par rapport à l’expression (3.26)
obtenue dans le cas de la représentation en harmoniques sphériques : elle ne dépend que des diffé-
rences (k0x − kx) , (k0y − ky) , (k0z − kz). Ceci est lié à la propriété de convolution pour la transfor-
mée de Fourier cartésienne, qui est absente pour la transformée de Fourier sphérique. Cet avantage
sera utilisé à la section 5.3 afin de mettre au point un traitement pour effectuer l’analyse de champs
sonores qui se caractérise par sa faible complexité : il suffit d’introduire un vecteur de pondération
des mesures qui sera indépendant des vecteurs d’ondes analysés. Il n’est pas possible d’effectuer
ce genre de traitements en utilisant la représentation en harmoniques sphériques, car il est alors
nécessaire d’optimiser le traitement pour un harmonique sphérique bien précis, et non pour un
ensemble plus vaste d’harmoniques sphériques. Cette possibilité est offerte par la propriété de la
transformée de Fourier cartésienne de transformer un produit simple en un produit de convolution
dans le domaine dual.

3.4 Conclusion sur l’analyse de champs sonores discrétisés

Dans ce chapitre, un des résultats les plus intéressants que nous avons introduit fut l’interpré-
tation du repliement pour le théorème de l’échantillonnage en coordonnées cylindriques, lorsque
nous avons étudié le comportement des séries de Fourier-Bessel en dehors de l’intervalle usuel
limité au rayon du cylindre d’analyse R.

Le deuxième résultat le plus important que nous avons indiqué est qu’il n’est pas possible de
pouvoir garantir une reconstruction parfaite de champs multidimensionnels à partir d’un nombre
limité d’échantillons. Ainsi, dans des conditions réelles, seule une analyse approchée des champs
sonores est envisageable. Nous avons montré qu’en l’absence de traitement des mesures, l’échan-
tillonnage introduit une ambiguïté sur la représentation des champs multidimensionnels, le replie-
ment, et qui peut s’interpréter de la manière suivante : une observation donnée sur un ensemble
de points de l’espace peut correspondre à une multitude de champs différents lorsque nous les
considérons en dehors du réseau de points d’observation.

L’objectif de l’analyse spatiale de champs sonores est de mettre en place un traitement de ces
mesures visant à minimiser l’influence de ce repliement. Les traitements effectués seront dépen-
dants de la description choisie pour représenter les champs sonores. Nous essaierons de faire un
inventaire des avantages et des inconvénients de chacune des descriptions de champs sonores pour
la mise en œuvre de tels traitements dans la conclusion de la partie I de cette thèse, lorsque nous
aurons un point de vue global. Nous expliquerons en particulier pourquoi nous avons retenu la
description du champ sonore en ondes planes, pour laquelle est consacrée toute la partie II de cette
thèse. D’après les premiers résultats que nous avons obtenu à la section 3.3, nous pouvons déjà
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mentionner que la description des champs multidimensionnels en ondes planes permet de profiter
de la propriété de convolution de la transformée de Fourier multidimensionnelle.

Tous les résultats que nous avons démontrés s’appliquent pour des champs multidimensionnels
ayant un support de Fourier fini. Les champs sonores respectent cette condition mais l’économie en
termes de stockage qu’elle permet de réaliser est suboptimale : il a été nécessaire de considérer un
échantillonnage volumique pour pouvoir garantir des conditions de reconstruction parfaite. Dans
le chapitre 2, nous avons mentionné que la majorité des champs sonores pouvaient être caractérisés
par le profil de la pression acoustique sur une surface fermée. Cette propriété permettait de réaliser
une large économie dans le stockage de l’information étant donné que nous économisons une
dimension, ce qui est l’avantage lié à l’utilisation des représentations holographiques. Dans le
chapitre 4, nous allons coupler les deux résultats précédents, afin de caractériser complètement
le champ sonore en utilisant une répartition surfacique discrète d’échantillons pour caractériser
complètement le champ. Pour obtenir ce résultat, il est nécessaire de prendre en compte le fait que
les champs analysés sont des champs sonores.
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Chapitre 4

Influence de la discrétisation sur la
synthèse des champs sonores

Résumé :
Dans ce chapitre, nous utilisons les théorèmes de reconstruction parfaite des champs
multidimensionnels à bande limitée non plus à des volumes, comme dans le cas du cha-
pitre 3, mais à des surfaces. Utilisé en conjonction avec les représentations intégrales,
nous montrons qu’une répartition surfacique discrète d’échantillons permet ainsi de re-
présenter de manière très efficace le champ sonore. Ce résultat est utile pour l’analyse
ou l’extrapolation de champs sonores.
Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous nous intéressons au champ effectivement
synthétisé par une répartition discrète de monopôles et de dipôles. Pour cela, nous avons
choisi d’utiliser la transformée de Fourier multidimensionnelle et le théorème des rési-
dus afin de résoudre l’équation des ondes. A notre connaissance, nous n’avons vu aucun
autre travail ayant fait ce choix, de sorte qu’il s’agit d’une approche assez originale. Bien
que les calculs sous-jacents à cette approche soient assez compliqués, nous parvenons à
préciser les différences entre le champ rayonné par une distribution continue de mono-
pôles et de dipôles et celui rayonné en utilisant une distribution discrète : dans le meilleur
des cas, si les sources sont suffisament rapprochées, le champ rayonné est la superposi-
tion du champ souhaité et d’ondes évanescentes. Si les sources utilisées pour la synthèse
ne sont pas suffisament rapprochées, certains pôles de la transformée de Fourier multi-
dimensionnelle ne sont plus réels et deviennent imaginaires purs, de sorte que le champ
rayonné est alors la superposition du champ souhaité et d’ondes non plus évanescentes
mais propagatives. Il s’agit d’un phénomène dual de celui du repliement lors de l’analyse
à partir d’un nombre discret d’échantillons : le repliement lors de la synthèse.



Représentations intégrales discrétisées des champs sonores

4.1 Introduction

Au chapitre 3, nous nous sommes intéressés à la représentation de champs multidimensionnels
à support de Fourier fini en utilisant uniquement une répartition discrète d’échantillons. Cette
étude n’utilisait pas de manière optimale l’hypothèse que les champs étudiés étaient des champs
respectant l’équation de propagation.

Dans ce chapitre, nous associons les avantages des représentations intégrales et des représen-
tations harmoniques afin de pouvoir caractériser le champ sonore à l’intérieur d’un domaine fini
en utilisant un nombre limité de mesures tout en conservant une bonne précision sur la connais-
sance du champ sonore. Des représentations intégrales, nous utilisons l’économie réalisée par les
systèmes holographiques, permettant de représenter le champ à l’intérieur d’un domaine à partir
de la connaissance de celui-ci uniquement sur la frontière de ce domaine. Des représentations har-
moniques, nous utilisons le fait que l’analyse de champs multidimensionnels sur une zone finie
de l’espace (en l’occurrence des surfaces) peut être caractérisée par un ensemble discret de para-
mètres : il s’agit de la décomposition modale. Le but sera donc d’estimer la décomposition modale
du champ sur la surface délimitant le domaine d’analyse à partir d’un nombre fini de mesures.
Pour cela, il est nécessaire de tronquer le développement modal. Nous précisons comment choisir
l’ordre de la décomposition modale.

Cette méthode est envisageable pour l’analyse et la synthèse d’un point de vue théorique car
le champ est ensuite reconstruit à partir de la formulation de Kirchhoff du principe de Huy-
gens (2.13). Malheureusement, il n’est pas possible de calculer numériquement cette intégrale
pour l’analyse. Pour la synthèse, il n’existe aucun dispositif ressemblant à une distribution conti-
nue de monopôles et de dipôles. Ainsi, il semble pertinent d’étudier les effets de la discrétisation
directement sur l’intégrale de Kirchhoff, ce qui sera étudié dans la deuxième partie de ce chapitre.

4.2 Représentations intégrales discrétisées des champs sonores

Dans le chapitre 2, nous avons démontré qu’une distribution continue de monopôles et de di-
pôles situés sur une surface fermée exempte de sources acoustiques et alimentée par les consignes
adéquates rayonnait correctement le champ des sources intérieures à l’extérieur de la surface fer-
mée et le champ des sources extérieures à l’intérieur de la surface fermée. Pour cela, il était néces-
saire de connaître le profil de la pression acoustique, ainsi que de sa dérivée normale, de manière
continue, sur toute la surface fermée. Plutôt que de réaliser un échantillonnage volumique des
champs sonores, comme au chapitre 3, il serait plus avantageux d’appliquer les théorèmes de re-
construction parfaite non plus sur un maillage volumique, ce qui convenait pour des champs géné-
riques à support de Fourier fini, mais sur un maillage surfacique, ce qui tiendrait en plus compte de
la nature propagative des champs sonores. Si cet objectif était atteint, nous n’aurions qu’à utiliser
le théorème de reconstruction parfaite pour reconstruire les deux profils de la pression acoustique
et de sa dérivée normale sur toute la surface fermée, et nous pourrions ensuite calculer le champ
sonore en tout autre point extérieur à cette surface grâce à la formulation intégrale du principe de
Huygens (2.13).

Dans le cas où la géométrie de la surface fermée est séparable dans un certain système de
coordonnées, comme c’est le cas pour le parallélépipède, le cylindre ou la sphère par exemple,
nous avons vu que les champs multidimensionnels pouvaient être décrits au moyen d’un ensemble
discret d’harmoniques, à la section 1.3. Lorsque nous voulons uniquement décrire le champ multi-
dimensionnel sur une surface, et non plus dans un volume entier, nous économisons une dimension
dans la décomposition modale, ce qui est une économie considérable que seuls les champs multi-
dimensionnels satisfaisant l’équation de propagation sont capables d’offrir.

Quelle que soit la surface fermée utilisée, qu’il s’agisse du parallélépipède, du cylindre ou de
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la sphère, l’objectif demeure le même : il s’agit d’estimer les paramètres de la décomposition mo-
dale du champ sonore sur la surface. Bien que nous économisons une dimension en ne décrivant
le champ sonore que sur une surface et non dans un volume, il n’en demeure pas moins qu’il faut
théoriquement une infinitié d’harmoniques pour décrire le champ de manière exacte. Étant donné
que nous ne disposons dans la pratique que d’un nombre limité d’échantillons, il est impossible
d’estimer sans erreur le coefficient affecté à un certain mode de la décomposition modale : il s’agit
d’un problème d’estimation sous-déterminé. Il est donc nécessaire de faire quelques simplifica-
tions afin de pouvoir résoudre ce problème dans la pratique. Pour ce faire, nous allons diviser le
problème global en deux étapes :

– l’énergie affectée à chacun des modes de la décomposition modale dépend uniquement du
champ physique, et ne dépend pas du nombre, ni de la position des échantillons. En consé-
quence, la première étape consiste à éliminer les modes dont l’énergie associée est inférieure
à un certain seuil ;

– une fois que le nombre de modes a été déterminé, il s’agit d’estimer correctement le coef-
ficient associé à chaque mode de la décomposition modale à partir des Nmes mesures dis-
ponibles. Si le nombre de modes Nmod est inférieur au nombre de mesures, il s’agit d’un
problème surdéterminé, étant donné que le nombre de de mesures est plus important que le
nombre de paramètres à estimer. Dans le cas inverse, il s’agit d’un problème sous-déterminé.
Dans les deux cas, une estimation par la méthode des moindres carrés est envisageable. Cette
méthode sera utilisée à la section 5.5. Elle vise à orthogonaliser la base de modes propres
lorsque ceux-ci sont uniquement observés en Nmes points de mesure. Dans le cas où le
nombre de coefficients du développement modal Nmod est inférieur, l’estimation se déroule
dans de très bonnes conditions. Dans le cas inverse, il n’est pas possible d’orthogonaliser
parfaitement la base de modes propres.

Dans la suite de cette section, nous allons revenir sur le nombre de modes à considérer dans
le cas où la surface fermée est un parallélépipède. L’extension de ce résultat à d’autres surfaces,
telles que le cylindre ou la sphère est envisageable mais n’a pas été considérée ici afin de limiter
le discours.

Nous avons démontré à la section 1.3.1, et plus particulièrement dans le paragraphe consacré
à l’exemple d’analyse, que la décomposition d’une onde plane sur la base de modes propres du
parallélépipède était donné par la formule (1.65), qui fait intervenir des sinus cardinaux dont les
paramètres sont les différences kxl

− k0x et kym
− k0y. Si le champ initial est à support de Fourier

fini, alors k0x et k0y sont inférieurs à kmax.
Si nous nous concentrons uniquement pour la variable kx, l’enveloppe du sinus cardinal est en
2π

(kxl
−k0xLx)

, c’est-à-dire l’inverse de l’argument du sinus cardinal. Si nous nous plaçons dans le cas

le plus défavorable, k0x = kmax, et que nous souhaitons considérer tous les modes ayant une énergie
supérieure à −20 dB, il faut alors que kxl

≤ 20π
Lx

+ kmax, soit un nombre de modes L ≤ 10+ kmaxLx

2π .

Pour Lx = 1 m et kmax = 2π20000
340 , nous avons L = 69 pour la dimension x, soit 3460 par m−2. Si

nous abaissons ce seuil à −40 dB, alors, il faut un nombre de modes égal à 25225/m2. Cette forte
croissance du nombre de modes lorsque nous voulons améliorer la précision de la représentation
est liée à la faible décroissance de l’enveloppe du sinus cardinal. Si nous souhaitons avoir une
précision à −60 dB, alors il faudrait considérer 1.1 106 modes par m2.

4.3 Cas du champ synthétisé par un plan infini discrétisé

L’objectif de la section 4.2 était de reconstruire le mieux possible le profil de la pression
acoustique et de sa dérivée normale sur une surface fermée, afin de pouvoir calculer la formulation
de Kirchhoff du principe de Huygens (2.13). Dans la pratique, que ce soit pour l’analyse ou la
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synthèse, il n’est pas possible de calculer une intégrale continue, et il est toujours nécessaire de
la discrétiser. De plus, lors de la synthèse de champs sonores, nous n’avons pas de transducteurs
qui ressemblent à une distribution continue de monopôles et de dipôles. Les transducteurs réels
sont en première approximation des sources acoustiques ponctuelles dont la directivité est une
combinaison du monopôle et du dipôle. Dans ces conditions, il est intéressant de voir quel est
le champ effectivement synthétisé par une distribution discrétisée de monopôles et de dipôles, et
d’étudier quelles sont les différences entre le champ effectivement rayonné et le champ souhaité.
C’est ce que nous nous proposons de faire dans cette section.

Supposons que nous échantillonnions uniformément un plan infini (Oyz) avec des sources mo-
nopôlaires et dipôlaires, avec pour périodes Ly et Lz pour les dimensions y et z. Cette distribution de
sources secondaires est alimentée par le champ qu’aurait généré une onde plane Ψk0,ω0 respectant
la relation de dispersion k2

0 = ω2
0/c2.

Le champ synthétisé est alors solution de l’équation des ondes ayant le second membre sui-
vant :

∇2 p(r, t)− 1
c2

∂2 p(r, t)
∂t2 =

−
+∞

∑
m=−∞

+∞

∑
n=−∞

{

ik0xLyLzΨk0,ω0 (0,mLy,nLz, t) δ(x)δ(y−mLy)δ(z−nLz)

+LyLzΨk0,ω0 (0,mLy,nLz, t) δ′ (x)δ(y−mLy)δ(z−nLz)
(4.1)

Le premier terme de l’accolade précédente indique la présence de monopôles, alimentés par la
composante normale du gradient de la pression acoustique de l’onde plane initiale, tandis que le
deuxième terme indique la présence de dipôles (terme en δ′ (x)) alimentés par le pression acous-
tique qu’aurait généré l’onde plane initiale.

La transformée de Fourier de cette équation est :

(

k2 − ω2

c2

)

P(k,ω) =

− i(k0x + kx)(2π)3 δ(ω−ω0)
+∞

∑
m=−∞

δ

(

(ky − k0y)−
2mπ

Ly

) +∞

∑
n=−∞

δ

(

(kz − k0z)−
2nπ

Lz

)

(4.2)

Lorsque m = n = 0 dans l’équation précédente, nous obtenons le même terme que celui de
l’équation (2.23). Donc l’onde plane souhaitée est effectivement synthétisée par le dispositif. Nous
allons maintenant nous intéresser aux différences entre le champ souhaité et le champ effective-
ment rayonné, c’est-à-dire aux termes correspondants aux indices (m,n) différents de 0. Si nous
étudions la composante du champ sonore rayonné correspondant uniquement à un couple d’indices
(m,n), nous avons les relations suivantes :

Pm,n (k,ω) = −
i(k0x + kx) (2π)3 δ(ω−ω0)δ

(

(ky − k0y)− 2mπ
Ly

)

δ
(

(kz − k0z)− 2nπ
Lz

)

k2
x + k2

y + k2
z − ω2

c2

(4.3)

= −
i(k0x + kx) (2π)3 δ(ω−ω0)δ

(

(ky − k0y)− 2mπ
Ly

)

δ
(

(kz − k0z)− 2nπ
Lz

)

(
k2

x − k2
0x

)
+ k2

0x +
(

k0y + 2mπ
Ly

)2
+
(

k0z + 2nπ
Lz

)2
− ω2

0
c2

(4.4)

= −
i(k0x + kx) (2π)3 δ(ω−ω0)δ

(

(ky − k0y)− 2mπ
Ly

)

δ
(

(kz − k0z)− 2nπ
Lz

)

k2
x −
(

k2
0x − k0y

2mπ
Ly

−
(

2mπ
Ly

)2
− k0z

2mπ
Lz

−
(

2nπ
Lz

)2
) (4.5)
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Plusieurs cas sont alors possibles, selon le signe de :

k2
0xm,n

= k2
0x − k0y

2mπ

Ly

−
(

2mπ

Ly

)2

− k0z

2mπ

Lz

−
(

2nπ

Lz

)2

(4.6)

Si k2
0xm,n

est bien positif, la fraction rationnelle possède bien deux pôles réels ±k0xm,n , qui vont
correspondre à des solutions analogues à celles trouvées au paragraphe 2.5.3. En revanche, si

k2
0xm,n

est négatif, la fraction rationnelle possède deux pôles imaginaires purs ±i
√

−k2
0xm,n

, qui cor-

respondent à des ondes évanescentes selon l’axe (Ox). Les ondes évanescentes ne se propagent
pas à longue distance du plan (Oyz). Dans l’objectif de la synthèse, il est donc vivement souhai-
table que tous les pôles k0xm,n lorsque (m,n) 6= (0,0) soient négatifs, conduisant ainsi à des ondes
évanescentes, qui ne se propageront pas à longue distance du réseau de sources acoustiques. Si ce
n’est pas le cas, cela signifie que des ondes planes autres que celles souhaitées sont synthétisées,
ce qui correspond à du repliement, qui est le dual du repliement introduit lors de l’analyse des
champs sonores.

Nous allons déterminer les conditions sous lesquelles un tel repliement apparaît. A une pul-
sation ω0 donnée, k0y ou k0z de l’équation (4.6) peuvent évoluer dans l’intervalle [−ω0/c;ω0/c],
de largeur 2ω0/c. Si 2ω0

c
> 2π

L
, où L désigne soit Ly, soit Lz, alors il existera obligatoirement des

couples d’indices (m,n) différents de (0,0) conduisant à des k2
0xm,n

dont les solutions correspon-
dantes seront des ondes planes dont le vecteur d’onde serait différent de celui de l’onde plane
souhaitée. Cette condition n’est rien d’autre que la condition de non repliement ou d’anti-aliasing,
introduite dans le cas des systèmes de reproduction basés sur la Wave Field Synhesis :

L <
c

2 fmax
(4.7)

4.4 Conclusion

Afin de conclure ce chapitre sur l’analyse et la synthèse de champs sonores à partir de la
discrétisation des équations intégrales, j’aimerais revenir sur deux points.

Le premier concerne l’analyse de champs sonores. Nous avons utilisé les décompositions mo-
dales du champ sonore afin de reconstruire le champ en tout point d’une surface à partir d’un
nombre limité de mesures. Ces décompositions modales font intervenir un développement en sé-
ries de Fourier classique pour le parallélépipède et feraient intervenir des développements en sé-
ries de Fourier généralisées dans le cas du cylindre ou de la sphère. Ces développements en séries
de Fourier convergent en moyenne quadratique, et très lentement s’il y a des discontinuités aux
frontières. Clairement, il doit exister d’autres méthodes d’interpolation permettant d’accélérer la
convergence, ou permettant de minimiser l’erreur du champ reconstruit pour d’autres normes que
la norme quadratique. Il est fort probable qu’il y ait beaucoup de choses à apprendre des références
liées au calcul des FFT dans le cas des échantillonnages non uniformes pour ce sujet, dont des
exemples de travaux sont Dutt et Rokhlin [32], Fessler [35], Gumerov et Duraiswami [47], Potts
et al. [80], Strohmer [96]. Nous n’avons pas eu le temps d’approfondir cette piste de recherche
mais elle apparaît comme une perspective intéressante de cette étude.

Le deuxième point concerne la synthèse de champs sonores à partir d’une distribution discrète
de monopôles et de dipôles. Nous avons réussi à montrer l’existence de repliement spectral au
moment de la synthèse pour une configuration simple : une distribution plane régulièrement es-
pacée de monopôles et de dipôles. Toutefois, si nous essayons de généraliser cette approche, en
essayant par exemple de tronquer cette distribution plane à un rectangle, ou d’essayer de synthéti-
ser des champs sonores beaucoup plus complexes que des ondes planes, il est alors beaucoup plus
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difficile de donner l’expression analytique du champ effectivement reconstruit par le dispositif.
D’autres efforts de recherche sont donc nécessaires pour approfondir cette approche.
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L’introduction de la partie I de cette thèse s’était soldée par la question suivante : devant la
pluralité de descriptions du champ sonore, y a-t-il une description qui soit mieux adaptée que les
autres ? À ce stade de l’étude, nous avons détaillé les principes liés à chacune des descriptions
des champs sonores que sont les représentations harmoniques et les représentations intégrales.
Il est maintenant temps de faire le bilan des avantages et des inconvénients de chacune de ces
représentations.

Nous avons démontré au cours des chapitres 1 et 2 que toutes les représentations harmoniques
étaient équivalentes et qu’il était possible de faire des correspondances entre les représentations
harmoniques et les représentations intégrales. Ainsi, la supériorité d’une description par rapport
aux autres ne peut apparaître que lorsque la connaissance du champ sonore n’est plus idéale, c’est
pourquoi nous avons étudié les effets de la discrétisation pour l’analyse des champs sonores au
chapitre 3 et sur la synthèse des champs sonores au chapitre 4.

Le dénominateur commun à toutes les descriptions sur les effets de la discrétisation est qu’il
devient impossible d’envisager une reconstruction parfaite des champs analysés à partir d’un
nombre fini de mesures spatiales du champ sonore. Dans toutes les approches, nous avons explicité
à chaque fois qu’un nombre limité de mesures était à la source d’un repliement. Intrinsèquement, le
repliement se définit par le fait que plusieurs champs sonores physiquement différents conduisent
à des observations identiques au niveau du réseau de microphones. Au moment de l’analyse, nous
avons montré que les représentations harmoniques étaient particulièrement efficaces pour caracté-
riser le repliement : les harmoniques utilisés pour la décomposition du champ sonore ne constituent
plus une famille orthogonale lorsque ceux-ci ne sont observés que sur un ensemble fini de points.
Au moment de la synthèse, le repliement se traduit par la synthèse de composantes supplémen-
taires non désirées par rapport au champ initialement souhaité. Ces composantes supplémentaires
dégradent la qualité du rendu spatial.

Que ce soit pour l’analyse ou pour la synthèse de champs sonores, il est possible de mettre en
œuvre des traitements visant à minimiser les effets du repliement. Il convient de préciser ce que
nous entendons par minimiser dans la phrase précédente. Ce traitement dépend fortement de la
description utilisée pour représenter le champ sonore. Nous allons passer en revue chacune des mé-
thodes en expliquant quels sont leurs avantages et leurs inconvénients, et nous expliquerons pour-
quoi nous avons choisi d’utiliser une représentation analogue du temps-fréquence mais prenant
en plus compte de la dimension spatiale, c’est-à-dire une représentation espace-temps/vecteurs
d’onde-fréquence.

Représentations intégrales

Les représentations intégrales sont parfaitement adaptées pour la synthèse de champs sonores
car elles font clairement apparaître les sources acoustiques nécessaires pour reproduire correcte-
ment le champ initial. Pour l’analyse de champ sonore, elles nécessitent de connaître le profil de
la pression acoustique et de la dérivée normale de celle-ci en tout point d’une surface fermée. Le
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champ est ensuite reconstruit partout ailleurs à l’aide de la formulation de Kirchhoff du principe
de Huygens.

Les avantages de ces représentations supposent donc une connaissance idéale du champ. Mal-
heureusement, lorsque nous sommes dans des conditions réelles, c’est-à-dire que nous avons af-
faire à une discrétisation de l’intégrale de Kirchhoff, il est très difficile de caractériser le repliement
provoqué par cette discrétisation. Nous l’avons fait dans le cas simple d’une surface plane infinie
contenant une distribution discrète de monopôles et de dipôles, à la section 4.3, lorsque l’objectif
était de synthétiser un champ élémentaire, c’est-à-dire une onde plane. Il est difficile de caracté-
riser les effets du repliement lorsque la géométrie du réseau de sources secondaires devient plus
compliquée.

L’objectif de l’analyse/synthèse utilisant une description intégrale du champ sonore est très
ambitieux : il s’agit de la reproduction exacte du champ sonore sur une zone étendue de l’espace.
Pour atteindre cet objectif, il faut se donner les moyens, tant au niveau du nombre de microphones
lors de la prise de sons, que du nombre de sources secondaires utilisées pour reconstruire le champ
initial. La description intégrale des champs sonores n’est pas capable de gérer plusieurs niveaux de
représentations (scalability en anglais). De fait, la dégradation de la qualité du réalisme du champ
reproduit, occasionnée par la diminution progressive du nombre de capteurs/transducteurs, ne se
fait pas sentir de manière progressive, mais abruptement.

Pour illustrer cette dernière affirmation, commençons par dire que nous pouvons distinguer
deux objectifs différents de l’emploi du réseau de sources secondaires pour la synthèse d’un champ
donné : le premier est de synthétiser correctement le champ de la source initiale dans le domaine
de reproduction et le deuxième est d’annuler les interférences crées par le réseau de sources se-
condaires et faire en sorte que le champ soit nul à l’extérieur du domaine de reproduction.

L’objectif principal est de synthétiser correctement le champ initial à l’intérieur du domaine
de reproduction. Si le champ n’est pas nul à l’extérieur du domaine de reproduction, l’acoustique
de la salle hôte du dispositif de reproduction colorera la reproduction, mais les auditeurs sont ha-
bitués à ce genre de coloration. Souvent les audiophiles consacrent même une pièce spécialisée
pour l’écoute, aux caractéristiques acoustiques assez neutres. Théoriquement, si le nombre de cap-
teurs/transducteurs est très grand, le champ serait nul à l’extérieur du domaine de reproduction
et le problème de la coloration de la reproduction par l’acoustique de la salle hôte ne se poserait
pas. Mais lorsque ce nombre devient comparable avec le nombre d’enceintes couramment utilisées
dans les dispositifs actuels, qu’il s’agisse de systèmes commerciaux (autour de 5 enceintes) ou de
systèmes prototypes (pouvant aller jusque plusieurs centaines d’enceintes), ce nombre demeure
insuffisant pour accomplir le deuxième objectif de la synthèse, c’est-à-dire l’annulation des inter-
férences. Pire, il contribue à rajouter des interférences dans le domaine de reproduction, sous forme
d’échos majoritairement, et dégrade ainsi fortement la qualité du rendu spatial. Ainsi, lorsque le
nombre de capteurs/transducteurs diminue, le remède proposé est souvent pire que le mal.

Les chercheurs travaillant sur le système de synthèse de champs sonores actuel basé sur les
représentations intégrales, la Wave Field Synthesis, sont bien conscients de cette limitation de leur
dispositif. Il est souvent mentionné qu’une source peut être reproduite avec une certaine fenêtre de
visualisation, voir par exemple la thèse de Corteel [25]. Ainsi, une seule partie du réseau de sources
secondaires est mobilisée dans le cas où ce réseau entoure complètement la zone de reproduction,
permettant d’éviter la synthèse d’échos parasites et gênants par la partie restante du réseau. Les
sources sélectionnées pour synthétiser le champ souhaité dépendent de la position de la source
à restituer. Cette stratégie est envisageable au moment de la synthèse lorsque nous souhaitons
reproduire des champs connus idéalement, ce qui est bien le contexte des dispositifs actuels de
Wave Field Synthesis : seules des scènes physiquement modélisées sont reproduites.

Le défi qui reste en suspens est de mettre au point une méthode d’analyse qui sache disso-
cier les deux composantes du champ sonore à partir des mesures récoltées par une antenne de
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microphones. Ceci permettrait alors de reproduire non uniquement des scènes physiquement mo-
délisées, mais aussi des scènes réelles, ayant été capturées par un réseau de microphones. Nous ne
sélectionnerons que la composante servant à synthétiser le champ initial dans le domaine de repro-
duction et nous ignorerons la composante visant à annuler les interférences. Toutefois, ce n’est pas
parce que nous ignorerons cette composante que toute correction de l’acoustique de la salle hôte
est impossible. Il s’agit d’un constat réaliste : il n’est pas possible d’éliminer efficacement les in-
terférences à l’extérieur du domaine de reproduction avec un nombre limité de transducteurs. Mais
rien ne nous empêche de corriger les réflections occasionnées par l’acoustique de la salle hôte non
pas globalement, mais à l’intérieur du domaine de reproduction. Pour cela, nous pourrions utiliser
la même méthode que celle utilisée pour l’analyse de champs réels à partir d’un réseau de micro-
phones, et effectuer l’analyse du rayonnement de chacune des sources faisant partie du réseau de
sources secondaires.

Dans l’état actuel des travaux sur les dispositifs d’analyse/synthèse basés sur les représen-
tations intégrales, une telle méthode d’analyse n’existe pas encore. Ainsi, si nous sommes inté-
ressés par la reproduction de scènes sonores réelles capturées par un réseau de microphones, il
convient soit d’utiliser une solution hybride, c’est-à-dire utilisant les représentations harmoniques
pour l’analyse de champs sonores et les représentations intégrales au moment de la synthèse, soit
d’utiliser une méthode utilisant uniquement les représentations harmoniques. Nous allons mainte-
nant décrire les avantages et les inconvénients de l’analyse et de la synthèse de champs sonores
lorsque la description des champs sonores employée est une représentation harmonique.

Représentations harmoniques

Quelle que soit la famille d’harmoniques envisagée, ondes planes, harmoniques cylindriques
ou harmoniques sphériques, il s’agit d’une famille libre et génératrice de l’ensemble des distribu-
tions tempérées de R4, c’est-à-dire la majorité des champs multidimensionnels que le physicien est
amené à devoir traiter. Pour le cas plus restreint des champs sonores, nous avons montré que seule
une partie du domaine de Fourier global suffisait à caractériser les champs sonores. Il s’agit du
domaine défini par la relation de dispersion ω2 −c2k2 = 0. Ainsi, à une pulsation ω donnée, seules
les valeurs des transformées de Fourier spatiales généralisées évaluées sur le domaine défini par
la relation de dispersion suffisent pour caractériser complètement le champ. En effet, la relation
de dispersion est le domaine où se situent les éventuelles singularités de la représentation dans le
domaine de Fourier. De ce fait, les représentations harmoniques restreintes au domaine défini par
la relation de dispersion réalisent la même économie en terme de stockage de la représentation que
les représentations intégrales (holographiques).

Les décompositions harmoniques permettent de caractériser efficacement le repliement intro-
duit par la discrétisation du champ sonore, ce qui est un atout majeur pour la mise en œuvre d’un
traitement visant à minimiser les effets du repliement spatial. En effet, les harmoniques observés
sur un ensemble fini de points ne forment plus une famille orthogonale. L’objectif du traitement
que nous allons détailler dans la partie II sera, à chaque pulsation ω, d’orthogonaliser au mieux les
ondes planes satisfaisant la relation de dispersion. Étant donné que les ondes planes sont justes des
exponentielles complexes, les calculs liés à cette approche seront très simples. Nous pouvons de
plus profiter de la propriété de convolution de la transformée de Fourier multidimensionnelle, liée
à la propriété d’addition des exponentielles complexes. Cette propriété permet d’affirmer que la
distorsion introduite par l’observation du champ sonore uniquement au niveau du réseau de micro-
phones est la même quelle que soit l’onde plane. Il serait aussi possible d’envisager un traitement
visant à orthogonaliser la base des harmoniques sphériques, ce qui a déjà fait l’objet de plusieurs
travaux de recherche [3, 27, 28, 58, 62, 63, 66, 76, 83, 84]. Un des avantages de la décomposi-
tion en harmoniques sphériques est qu’elle fait directement apparaître un développement en séries,
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utilisant une répartition discrète d’harmoniques, par rapport à la décomposition en ondes planes,
qui utilise une répartition continue d’ondes planes. En revanche, il n’y a pas d’équivalent de la
propriété d’addition des exponentielles complexes pour les fonctions de Bessel, de sorte qu’il n’y
a pas d’équivalent à la propriété de convolution. De ce fait, la distorsion introduite par la discré-
tisation du champ sonore déforme de manière unique chacun des harmoniques sphériques utilisé
pour la décomposition. De plus, les harmoniques sphériques sont des fonctions faisant intervenir
les fonctions de Bessel sphériques, les fonctions de Legendre associées, qui sont des fonctions
beaucoup plus complexes à calculer et à manipuler que les exponentielles complexes. Si le choix
nous est donné, autant privilégier les ondes planes par rapport aux harmoniques sphériques.

Une des raisons pour laquelle j’ai choisi la décomposition en ondes planes est que je trouve
qu’il s’agit d’une représentation qui est assez proche de la manière dont un auditeur perçoit et
analyse une scène sonore. En effet, lorsqu’un auditeur veut analyser une scène sonore, il essaie
de répondre à une série de questions telles que : quand est-ce que les sources jouent ? Quelles
sont les sources acoustiques présentes dans la scène sonore et que sont-elles en train de jouer ? Où
les sources sont-elles positionnées ? Évoluent-elles dans lieu réverbérant ? etc. Afin d’analyser le
contenu musical d’une scène sonore, l’auditeur utilise une sorte de décomposition temps-fréquence
du point de vue du traitement du signal, étant donné qu’il n’attend pas que la scène soit terminée
avant de l’analyser et qu’il analyse le son en termes de hauteur, de timbre, etc. Du point de vue
de l’analyse spatiale, l’auditeur n’est pas omniscient et ne connaît pas la valeur du champ de pres-
sion acoustique en dehors de ces deux oreilles. À partir de cette connaissance limitée, il essaie
de localiser la position des sources présentes dans la scène sonore. Or, dans la décomposition en
ondes planes, le vecteur d’onde k pointe vers la direction d’incidence de l’onde plane. La direction
d’incidence des ondes planes est à rapprocher de la direction d’incidence des fronts d’onde de la
source. Ainsi, l’analyse spatiale effectuée par un auditeur est une sorte d’analyse espace-vecteur
d’onde, analogue à l’analyse temps-fréquence, excepté que nous considérons cette fois les trois di-
mensions spatiales au lieu de la dimension temporelle. L’interprétation sur la direction d’incidence
à l’aide des harmoniques sphériques est beaucoup moins directe, étant donné qu’elle ne se situe pas
dans le module des coefficients, mais dans la phase de ceux-ci. Et encore, il est difficile de parler
de direction d’incidence pour un quadripôle. Toutefois, une superposition d’harmoniques sphé-
riques est capable de former des figures de directivité beaucoup plus complexes, telles que celles
représentées dans la partie III, au chapitre 7 par exemple. Ainsi, l’information est bien présente
même si elle est plus difficilement accessible par rapport à la décomposition en ondes planes. Pour
la méthode d’analyse en ondes planes, le principe de l’analyse consiste à filtrer le champ sonore
de sorte à ne retenir que ce qui provient d’une direction donnée. Si l’on répète ce procédé pour
un ensemble de directions, nous sommes alors capables de construire une réelle cartographie du
champ sonore. Pour la méthode d’analyse en harmoniques sphériques, nous aboutissons à la même
cartographie du champ sonore, mais par un chemin différent : nous projetons le champ sonore sur
un ensemble de directivité élémentaires : monopôlaire, dipôlaire, quadripôlaire, etc.

Au paragraphe précédent, nous avons dit que notre perception réalisait une sorte d’analyse
espace-vecteur d’onde. Pourtant, la transformée de Fourier spatiale n’effectue pas une analyse
espace-vecteur d’onde, de la même manière que la transformée de Fourier temporelle n’effectue
pas une analyse temps-fréquence. En effet, si nous revenons sur l’équation (2.16), qui est la dé-
composition en ondes planes d’un monopôle acoustique dont la position est repérée par le vecteur
r0, nous pouvons observer que les singularités de la transformée de Fourier spatiale à une pulsa-
tion ω donnée sont présentes sur toute la sphère définie par la relation de dispersion. Si l’analyse
était localisée au niveau de l’origine du repère, nous aurions aimé que seule la zone des vec-
teurs d’ondes dans le voisinage de la direction pointée par r0 soit excitée et non la totalité de la
sphère. Il s’agit d’un problème liée à la transformée de Fourier spatiale. Heureusement pour nous,
la seule analyse que nous sommes capables d’effectuer à l’aide d’un réseau de microphones est
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localisée, étant donné que le réseau de microphones se situe dans un domaine délimité de l’es-
pace, si bien que l’analyse effectuée à partir des données récoltées par le réseau de microphones
est naturellement et automatiquement une analyse espace-vecteur d’onde. L’objectif de l’analyse
espace-vecteur d’onde sera donc de filtrer le champ sonore incident de sorte à ne retenir que la
composante qui provient d’une direction donnée, ceci pour une position privilégiée de l’espace.

Comme son nom l’indique, les résultats de l’analyse espace-vecteur d’onde dépendent de la
position, de la même manière que la direction d’incidence d’une source varie lorsqu’un auditeur
se déplace. Ceci est vérifié sauf si cette source est située en champ très lointain, auquel cas cela
correspondrait à la partie stationnaire de l’analyse. Ainsi, l’analyse de champs sonores par une
antenne de microphones utilisant une représentation harmonique n’est pas adaptée pour réaliser
une analyse du champ sonore sur une zone étendue de l’espace, contrairement à l’analyse de
champs sonores basée sur les représentations intégrales. Si l’objectif est de caractériser le champ
sonore sur une zone étendue de l’espace à l’aide des représentations harmoniques, il faudra utiliser
plusieurs antennes de microphones, chacune analysant le champ pour une certaine région localisée
de l’espace. Cette baisse du niveau d’exigences par rapport à l’analyse du champ sonore à l’aide
des représentations intégrales permet de lui conférer un avantage important : celui de supporter
plusieurs niveaux de représentations. L’analyse du champ sonore peut s’effectuer quel que soit
le nombre de capteurs utilisés dans l’antenne de microphones. De manière logique, la finesse de
l’analyse est améliorée lorsque l’on considère un plus grand nombre de capteurs dans l’antenne de
microphones, qu’il s’agisse des harmoniques sphériques ou des ondes planes.

Au niveau de la synthèse de champs sonores, nous avons mentionné au cours de l’introduction
de cette partie que les représentations harmoniques n’étaient pas les plus adaptées étant donné
qu’il n’existe pas de générateurs d’ondes planes ni d’harmoniques sphériques dans la nature. Les
représentations harmoniques n’affichent pas clairement le lien entre les causes, c’est-à-dire les
sources acoustiques, et les effets, c’est-à-dire la propagation. Toutefois, il est tout à fait possible
d’envisager le problème de la synthèse de champs sonores en utilisant une représentation harmo-
nique. La première étape consistera à mesurer et caractériser la manière dont rayonne chacune des
sources du réseau de transducteurs. Du point de vue du traitement du signal, ce réseau engendre un
certain sous-espace de champs sonores. L’objectif de la synthèse sera donc de projeter un champ
sonore cible sur le sous-espace des champs sonores engendré par le réseau de transducteurs. Dans
la partie II, au chapitre 6, nous décrivons en détail une méthode pour effectuer la projection du
champ sonore cible.

Pour conclure le bilan de cette première partie, je souhaiterais attirer l’attention du lecteur
sur un point particulier : pourquoi l’utilisation de la décomposition du champ en harmoniques
sphériques a rencontré un tel succès, et pourquoi le recours à la décomposition en ondes planes
est-il si peu répandu ? Comme tentative de réponse à cette question, je pense que ce succès est dû
en partie à des raisons historiques pour les premiers dispositifs ambisoniques introduits par Gerzon
[36, 37]. Lors de l’introduction de ce procédé, le lien avec les harmoniques sphériques n’était pas
la partie la plus importante de la contribution. Ce lien a été approfondi par la suite par la théorie des
systèmes ambisoniques d’ordres élevés[27, 28], qui arrivent à représenter correctement le champ
sonore sur une zone de plus en plus étendue à mesure que l’ordre de la représentation croît. La
décomposition en ondes planes n’a pas connu un tel succès jusqu’à présent, alors que la théorie
sous-jacente est beaucoup moins difficile à appréhender que celle des transformées de Hankel et
des décompositions en séries de Fourier sphériques. Dans le domaine de l’acoustique, on se sert
généralement de la décomposition en ondes planes pour dire que tout champ peut se décomposer
en ondes planes, et l’on en reste là. Cela a conduit à vouloir à tout prix utiliser les ondes planes
comme champ sonore de référence pour les systèmes de synthèse de champs sonores. Dans la
partie II, nous nous proposons de montrer pleinement le potentiel de la représentation du champ
sonore en ondes planes, pour l’analyse et la synthèse de champs sonores.
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Deuxième partie

Algorithmes pour l’analyse/synthèse de
champs sonores
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Dans la partie I, nous avons envisagé l’analyse et la synthèse de champs sonores d’un point
de vue théorique, et nous avons souligné les liens existants entre la communauté des acousticiens,
habitués à travailler directement sur l’équation des ondes, et celle du traitement du signal, habituée
à travailler avec des outils tels que la transformée de Fourier. Dans la présente partie, notre objectif
est de nous donner des moyens concrets d’effectuer l’analyse et la synthèse de champs sonores
réels par le biais d’antennes de microphones et de transducteurs. Pour ce faire, nous avons choisi
d’utiliser comme description du champ sonore la représentation en ondes planes, étant donné que
celle-ci nous est apparue à la fin de la partie I comme laissée pour compte, alors qu’elle possède
une multitude de bonnes propriétés, telles que la faible complexité du calcul et de la manipulation
des ondes planes, la propriété de convolution et le fait qu’une analyse temps-espace/fréquence-
vecteur d’onde est assez proche de ce qu’effectue les mécanismes de la perception auditive.

Lors de la phase de développement des algorithmes dédiés à l’analyse de champs sonores par
un réseau de microphones au chapitre 5, nous avons suivi un cheminement d’idées qui nous était
imposé par l’étude physique des champs sonores. Ce n’est qu’a posteriori que nous nous sommes
rendus compte que les algorithmes que nous avions développé s’intégraient parfaitement dans le
contexte général de la formation de voies. Lors de la présentation des algorithmes pour l’analyse de
champs sonores, nous essaierons donc de préserver au maximum l’originalité de cette démarche,
qui permet d’aboutir à des algorithmes de formation de voies par des chemins détournés, mais
nous essaierons aussi de donner des points d’ancrage avec cette discipline propre au traitement du
signal. Les deux points de vue se complètent. Il apparaît même que notre contribution au domaine
du filtrage spatial, ou de la formation de voies est assez originale et innovante car il existe très
peu de travaux à notre connaissance dont l’objectif est de faire du filtrage spatial à partir de don-
nées récoltées par une antenne tridimensionnelle dont les microphones peuvent être positionnés
arbitrairement.

De la même manière, pour les algorithmes de synthèse de champs sonores à partir d’un ré-
seau de transducteurs, nous avions présenté au début de la thèse un article d’égalisation multica-
nale Guillaume et al. [46] visant à reproduire au mieux un champ de référence sur un ensemble de
points de contrôle. L’objectif initial était d’imposer les mêmes conditions aux limites qu’un champ
initial sur une surface fermée, idée qui avait été introduite par Ise [50], Takane et al. [97]. Comme
il n’est pas possible de contrôler le champ sonore en tout point d’une surface fermée, l’idée était
d’utiliser un ensemble de points discrétisant cette surface afin d’aboutir à l’objectif désiré. Il s’est
avéré que les choses étaient beaucoup plus compliquées que ça dans la pratique, et qu’il aurait
fallu une densité trop importante de points de contrôle pour que ce soit le cas (cf. chapitre 4 sur
l’influence de la discrétisation pour l’analyse et la synthèse de champs sonores). Si la densité de
points de contrôle n’était pas suffisante, l’algorithme d’égalisation multicanale fournit toujours une
solution, optimale au sens des moindres carrés, mais physiquement aberrante, ce que nous avons
illustré ( Guillaume et Grenier [40]) dans le cas où le réseau de points de contrôle était une antenne
linéaire. C’est d’ailleurs à cause de cet échec des algorithmes d’égalisation multicanale que nous
avons cherché à investiguer les différentes descriptions possibles pour les champs sonores et voir
où se situait le problème.

Au cours du chapitre 6, nous présenterons un algorithme pour la synthèse de champs sonores
à partir d’un réseau de transducteurs qui s’adapte à toute représentation harmonique choisie pour
décrire le champ sonore. Cet algorithme s’inspire beaucoup de l’algorithme d’égalisation multi-
canale que nous avons mis au point initialement, mais nous l’avons étendu afin qu’il puisse être
utilisé de manière beaucoup plus générale.
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Chapitre 5

Algorithmes pour l’analyse de champs
sonores

Résuméa :
Dans ce chapitre, nous passons en revue rapidement les différentes techniques de fil-
trage spatial existantes. Notre approche appartient à la catégorie de la formation de voies
fréquentielle, car elle nécessite de calculer la représentation fréquentielle des signaux
obtenus par l’antenne de microphones préalablement à tout traitement.
Dans un premier temps, nous utilisons la propriété énoncée et discutée dans la première
partie de cette thèse, à savoir que la transformée de Fourier cartésienne possède la pro-
priété de convolution, ce qui est équivalent à dire que la distorsion introduite par l’échan-
tillonnage est la même quelle que soit l’onde plane considérée. Dans ces conditions, il
n’est pas obligatoire d’effectuer une optimisation du vecteur de pondération pour une
direction d’incidence donnée, à une pulsation donnée, comme c’est le cas pour tout algo-
rithme de formation de voies traditionnel. Il suffit d’optimiser le vecteur de pondération
à chaque fréquence d’analyse, quelle que soit la direction d’incidence considérée. Ce
traitement peut être interprété comme l’optimisation d’une fenêtre d’analyse spatiale à
chaque fréquence d’analyse.
Lorsque les antennes servant à l’analyse du champ sonore sont planes, nous montrons
qu’il est aussi possible de réduire l’analyse dans le domaine de Fourier à un plan. Pour
autant, l’analyse du champ sonore n’est pas une analyse bidimensionnelle mais tridimen-
sionnelle, à l’ambiguïté entre le haut et le bas près.
Le traitement visant à optimiser la fenêtre d’analyse donne de bons résultats pour des
antennes bidimensionnelles. En revanche, pour des antennes tridimensionnelles, il est
préférable d’optimiser le vecteur de pondération pour chaque fréquence d’analyse et
chaque direction d’incidence plutôt que d’optimiser une fenêtre d’analyse. En effet, le
fait d’optimiser le vecteur de pondération pour une direction d’incidence donnée permet
de recourir à un noyau d’optimisation plus efficace, calculant l’énergie du filtre spatial
non plus à l’intérieur d’une sphère, mais à l’intérieur d’une couronne sphérique, de vo-
lume largement inférieur.

aPour les lecteurs non familiés avec le domaine de la formation de voies, je conseille de passer ce résumé
en première lecture et d’y revenir à la fin du chapitre.



Introduction

L’algorithme de formation de voies utilisé pour optimiser le vecteur de pondération
maximise le rapport de l’énergie du filtre spatial dans le voisinage de la direction sou-
haitée par rapport à l’énergie du filtre spatial pour toutes les directions de l’espace, qui
constituent des signaux d’interférence dont on cherche à minimiser l’influence. Pour ce
faire, plutôt que d’optimiser le vecteur de pondération en utilisant un ensemble discret
de directions d’incidence, la procédure d’optimisation est appliquée sur un ensemble
continu de directions d’incidences. Les calculs peuvent être conduits analytiquement en
utilisant le développement en séries d’une onde plane en harmoniques sphériques. L’ori-
ginalité de notre approche tient à la fois de cette optimisation qui est effectuée sur un
ensemble continu de directions d’incidence mais aussi sur le fait qu’elle soit applicable
pour des géométries quelconques d’antennes de microphones.
Les performances de ces traitements sont testées pour deux critères : le pouvoir de foca-
lisation et le gain pour un bruit blanc. Le premier critère quantifie la qualité du filtrage
spatial en indiquant quelle est la proportion d’énergie provenant de la direction sou-
haitée par rapport à l’énergie globale. Le deuxième critère quantifie la robustesse de
l’algorithme par rapport au bruit présent au niveau des capteurs.
Le problème de l’optimisation de la géométrie de l’antenne de microphones est aussi
investigué. Afin d’obtenir de bonnes performances sur une large plage de fréquences,
nous montrons qu’il est judicieux d’utiliser une antenne de microphones qui ait des zones
dans lesquelles il y ait une forte densité de microphones, afin de pouvoir analyser les
petites longueurs d’ondes, mais qui ait aussi des microphones distants, afin d’améliorer
le conditionnement de l’analyse des grandes longueurs d’onde.

5.1 Introduction

La formation de voies est une approche du filtrage spatial [65] très flexible. Elle désigne un
traitement appliqué aux signaux récoltés par une antenne de capteurs ou de transducteurs afin de
fournir une certaine forme de filtrage spatial. Un des objectifs possible de la formation de voies
peut être d’isoler le signal provenant d’une direction donnée de l’espace. Parmi les différentes
approches liées à la formation de voies, les signaux sont décrits à l’aide de représentations harmo-
niques, c’est-à-dire en utilisant les ondes planes, comme c’est le cas dans des travaux de Van Veen
et Buckley [65], Parra [77, 78], Ward et al. [105, 106], Yan [112], en utilisant les harmoniques
sphériques, comme c’est le cas dans Li [60], Li et Duraiswami [61], Rafaely [84], ou bien en uti-
lisant une combinaison de ces deux représentations et permettre de compenser les effets dûs à la
présence de sources en champ proche comme c’est le cas dans les travaux de Abhayapala et al.

[2], Kennedy et al. [52].
Ces approches de la formation de voies sont des techniques d’estimation non paramétriques.

Il existe des méthodes paramétriques qui permettent de dépasser les limites usuelles apparaissant
lorsque les décompositions harmoniques sont utilisées. Des exemples d’approches paramétriques
sont donnés dans Krim et Viberg [57], telles que l’algorithme MUSIC, l’estimateur de Capon, etc.
Ces méthodes appelées méthodes à haute résolution car elles permettent de dépasser les limites
de la formation de voies classique en termes de résolution par exemple permettent d’affiner l’esti-
mation des directions d’arrivée. Ces approches peuvent être aussi complétées afin d’estimer aussi
la distance des sources. Ce problème est connu sous le nom de l’estimation conjointe des retards
et des directions d’arrivée (Joint Estimation of Time Delays and Direction of Arrivals (JADE))
voir par exemple [103]. Bien que ces techniques soient très intéressantes à étudier au niveau théo-
rique, leur propos concerne la localisation de sources. On pourrait aussi leur dédier une thèse à
part entière afin qu’elles soient correctement traitées. Notre objectif principal n’est pas la locali-
sation de sources, mais d’effectuer une analyse temps-espace/fréquence-vecteur d’onde du champ
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sonore, afin d’aboutir à une cartographie du champ sonore. Nous nous sommes donc limités aux
approches liées à la formation de voies, mais ces approches paramétriques apparaissent comme
des perspectives intéressantes pour l’application de nos travaux.

Nous allons utiliser la formation de voies comme un procédé permettant d’assurer le filtrage
spatial dans le domaine des vecteurs d’ondes. Il ne s’agit pas d’un cadre restrictif car nous avons
vu à la partie I que tout champ sonore pouvait être décomposé en ondes planes. Ainsi, que les
sources analysées se situent en champ proche ou en champ lointain importe peu, étant donné que
leur transformée de Fourier existe. En revanche, il est clair que cette représentation n’incorpore
qu’implicitement la notion de distance des sources comparées aux méthodes précédemment citées.
Nous illustrerons ce qu’implicitement veut dire dans le chapitre 7 sur la mise au point du dispositif
d’analyse par simulations. Les signaux que nous devons traiter appartiennent à la catégorie des
signaux à large bande, de sorte que la formation de voies est généralement réalisée en appliquant
un filtre FIR à chacun des éléments de l’antenne, qu’il s’agisse de l’analyse ou de la synthèse. Une
autre technique que nous emploierons est celle de la formation de voies fréquentielle, qui consiste
à considérer le problème large bande comme une superposition de problèmes à bande étroite, ce
qui est rendu faisable par le recours à la FFT pour réaliser la décomposition fréquentielle. De
plus, l’ensemble des filtres FIR est optimisé pour une direction d’incidence donnée, et il est donc
nécessaire de constituer une banque de filtres si nous souhaitons analyser le champ sonore pour un
ensemble de directions d’incidence. Plusieurs types de formations de voies existent :

– formation de voies indépendante des données. Aucun a priori n’est fait sur les données
analysées. C’est dans ce cadre que nous nous situons. La seule hypothèse faite est que les
signaux analysés sont des champs propagatifs, qui satisfont donc une relation de dispersion,
permettant de connaître la zone du spectre excitée dans le domaine de Fourier ;

– formation de voies statistiquement optimale, qui nécessite un a priori sur la direction des
signaux d’interférence dont on chercherait à minimiser l’influence en jouant sur les coeffi-
cients des différents filtres FIR ;

– formation de voies adaptative ou partiellement adaptative, lorsque nous considérons une
formation de voies statistiquement optimale, mais dont nous supposons que les statistiques
des signaux d’interférence varient dans le temps.

5.2 Vue d’ensemble du traitement

Le traitement appliqué aux mesures recueillies par l’antenne de microphones se décompose en
plusieurs étapes : la représentation fréquentielle des enregistrements est calculée avant tout, étant
donné que notre module de traitement appartient à la catégorie de la formation de voies fréquen-
tielle. Puis, pour chaque fréquence, plusieurs stratégies pour le calcul du vecteur de pondération
des mesures peuvent être envisagées, parmi lesquelles :

– le traitement le plus simple consiste à optimiser une fenêtre d’analyse spatiale. Dans ce cas,
la procédure de calcul du vecteur de pondération s’affranchit de la direction d’incidence. Si
nous appliquons un vecteur de pondération qui est indépendant du vecteur d’onde d’analyse,
ceci est équivalent au problème de l’optimisation d’une fenêtre d’analyse spatiale. En effet,
si nous effectuons une analogie avec le traitement des signaux temporels, cela reviendrait à
pondérer le signal de la même manière quelle que soit la fréquence que nous souhaiterions
analyser. Si la pondération est indépendante de la fréquence, il ne s’agit pas d’un filtre,
mais juste d’une fenêtre d’analyse. Si nous voulons avoir un traitement différent selon les
fréquences analysées, alors la formation de voies consisterait à multiplier le signal d’entrée
par une fenêtre variable selon la fréquence d’analyse. La formation de voies n’agit donc
pas comme un filtrage linéaire, qui agit de manière convolutive, mais comme un filtre qui
agit de manière multiplicative. Il s’agit donc d’une forme de filtrage bien particulière, qu’il
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ne faut pas confondre avec le filtrage usuellement enseigné pour les signaux de la variable
temporelle. En effet, il est difficile de mettre en place des filtres spatiaux qui agiraient de
manière convolutive dans le domaine spatial ;

– un traitement plus poussé consiste à optimiser ce vecteur de pondération pour un vecteur
d’onde donné à une fréquence spécifique. Étant donné qu’il est nécessaire de calculer un
vecteur de pondération pour un ensemble de directions d’analyse pour effectuer une analyse
spatiale du champ sonore complète à une fréquence spécifique, la complexité globale de
l’analyse est accrue. Mais le gain en performance de l’analyse contrebalance le coût de
calcul nécessaire.

Quel que soit le traitement précédemment envisagé, il existe deux techniques pour le calcul
des vecteurs de pondérations. Toutes deux visent à minimiser la norme L2 entre une réponse de
référence et la réponse effective de la formation de voies, la première utilisant une norme continue
et la deuxième une norme discrète dans l’espace des vecteurs d’onde. La différence de traitement
qui existe entre l’usage des deux différentes normes, discrète ou continue, est que dans le premier
cas, le filtre spatial est optimisé pour minimiser l’erreur entre une réponse de référence et la ré-
ponse effective de la formation de voies sur un ensemble discret de directions d’incidences, tandis
que la même erreur est minimisée pour toutes les directions d’incidence (ensemble continu) dans
le deuxième cas. Utiliser une norme continue permet donc d’éviter les problèmes qui peuvent sur-
venir lors du maillage de l’ensemble des directions d’incidences, comme c’est effectué dans les
travaux de Parra [77, 78], Yan [112]. En effet, minimiser l’erreur sur un ensemble discret de direc-
tions d’incidences n’est pas forcément synonyme d’une minimisation globale pour l’ensemble des
directions d’incidence. Nous illustrerons ce problème à la section 5.5.

L’utilisation de la norme continue est écartée par Van Veen et Buckley dès qu’une configura-
tion différente de l’antenne linéaire est envisagée. Nous nous sommes pourtant engagés dans cette
voie, qui n’est pas forcément celle de la simplicité. Celle-ci possède néanmoins toute la beauté
d’une formulation dans le domaine continu, qui permet de repousser l’usage des méthodes numé-
riques un peu plus en aval, et de mieux appréhender le phénomène étudié.

Nous allons passer en revue chacune des étapes de l’analyse de champs sonores par un réseau
de microphones.

5.2.1 Décomposition fréquentielle

La première étape du module d’analyse de champs sonores est de calculer la représentation
fréquentielle de chacun des signaux recueillis par l’antenne de microphones, constituée de Mmic

microphones. Les différentes étapes du traitement sont représentées sur le diagramme de la fi-
gure 5.1.

x2(ωr)

A/N TFD wM

A/N TFD w2

A/N TFD w1

xM(ωr)xM(t) xM(tn)

x2(tn)x2(t)

x1(t) x1(tn) x1(ωr)

...

x̂(k,ωr)
+

FIG. 5.1 – Module d’analyse de champ sonore
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Les signaux enregistrés par les microphones sont amplifiés, puis convertis en signaux numé-
riques par l’intermédiaire d’un convertisseur analogique/numérique. La fréquence d’échantillon-
nage est Fe. Afin de se prémunir de repliement dans le domaine fréquentiel, les signaux ont aussi
été préalablement filtrés par le filtre anti-repliement coupant toutes les fréquences supérieures à
Fe/2. Ensuite, la transformée de Fourier discrètes (TFD) est utilisée pour effectuer l’analyse temps-
fréquence de chacun des enregistrements. Dans la pratique, celle-ci est implémentée à l’aide de la
TFD, sous forme de séries de Fourier discrètes, à l’aide de l’algorithme de la FFT. Cela nécessite
d’avoir des signaux d’entrée ayant un nombre d’échantillons fini. Lorsque les champs sonores ana-
lysés sont des opérateurs de propagations (rayonnement d’une source réelle pour une excitation
impulsionnelle) les enregistrements obtenus (réponses impulsionnelles) sont suffisamment courts
pour que l’utilisation d’une transformée de Fourier à court terme à fenêtre rectangulaire fournisse
des résultats convenables. La durée de la fenêtre rectangulaire est égale à la durée de la réponse
impulsionnelle dans ce cas, qui est liée au temps de réverbération de la salle. Ainsi, nous pouvons
dire que les opérateurs de propagation mesurés sont des signaux qui peuvent être considérés à la
fois comme à bande limitée dans le domaine fréquentiel et de durée finie. Certes, c’est impossible
d’un point de vue théorique : si le champ est de durée finie, le support de la transformée de Fourier
est infini, et réciproquement. Retenons donc que l’erreur faite en faisant l’hypothèse bande limitée
et durée limitée est négligeable.

En revanche, ce n’est pas le cas si nous considérons des enregistrements de champs sonores
réels, issus d’une prise de son, qui sont généralement beaucoup plus longs, de l’ordre de la minute.
Dans ce cas, il est préférable de segmenter le signal en plusieurs fenêtres afin de réaliser une
analyse temps-fréquence sur chacun des segments et d’utiliser d’autres fenêtres que la fenêtre
rectangulaire pour obtenir une meilleur image fréquentielle des champs sonores analysés, étant
donné que chaque segment pris individuellement ne satisfait pas correctement l’approximation
d’être de durée finie (le signal n’est pas toujours négligeable aux frontières du segment) et à bande
limitée, contrairement aux réponses impulsionnelles.

Dans le reste de la thèse, nous nous cantonnerons à l’étude d’opérateurs de propagation. Si
nous jugeons la durée de ceux-ci trop longue, il est donc nécessaire de les tronquer intelligemment
en utilisant une fenêtre de pondération de type Kaiser-Bessel par exemple, afin de ne pas introduire
de discontinuités artificiellement : l’étude des signaux temporels par FFT fait implicitement l’hy-
pothèse que les signaux se répètent de manière périodique, ce qui peut provoquer des problèmes
aux frontières de l’analyse. Les mêmes remarques que celles effectuées à la section 3.2.1 sur le
phénomène de Gibbs sont toujours valables.

5.2.2 Optimisation du vecteur de pondération

Avant de discuter de l’optimisation des poids du vecteur de pondération, nous allons faire le
lien véritable entre la formation de voies et le modèle physique représentatif de notre chaîne de
mesures. Les conditions sur l’échantillonnage des signaux dans le domaine temporel étant maîtri-
sées pour assurer une reconstruction parfaite, nous choisissons de simplifier l’étude en considérant
celle-ci comme acquise, c’est-à-dire que nous supposons la connaissance de la représentation tem-
porelle ou fréquentielle des signaux quels que soit l’instant ou la fréquence considérés.

Ainsi, le champ sonore mesuré par l’antenne de microphones (et donc échantillonné dans le
domaine spatial) est correctement représenté par le modèle suivant si nous supposons les micro-
phones ponctuels et omnidirectionnels :
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pana (r,ω) =
Mmic

∑
m=1

p(rm,ω)δ(r− rm)

= p(r,ω) .
Mmic

∑
m=1

δ(r− rm) (5.1)

Dans l’équation précédente, p(rm,ω) représente la valeur du champ sonore initial p, à la pul-
sation ω, évaluée au point repéré par le vecteur rm, position du mième microphone. Ainsi, le champ
sonore à analyser à la pulsation ω est le produit du champ initial par une somme d’impulsions de
Dirac. Ces impulsions de Dirac sont le reflet de l’échantillonnage spatial, qui est dans la majorité
des cas non uniforme. L’équation (5.1) suppose un certain nombre d’hypothèses sur les micro-
phones. Le lecteur intéressé par un établissement plus rigoureux de la formule établissant le signal
réellement mesuré par l’antenne de microphones peut se référer à l’encadré 5.1 pour obtenir un
développement complet du processus de mesure.

La conclusion de cette digression est que nous pouvons prendre en compte les caractéristiques
de chacun des capteurs dans le module d’analyse de champ sonore si nous le souhaitons. Toutefois
dans la suite de ce paragraphe, nous allons supposer les microphones omnidirectionnels. L’expres-
sion de référence utilisée sera celle de l’équation (5.1). Nous allons maintenant nous intéresser aux
différentes méthodes permettant de focaliser l’antenne dans une direction donnée.

Pour effectuer une analyse correcte du champ sonore, le modèle présenté par l’équation (5.1)
ne profite pas de toute la puissance offerte par les méthodes de traitements numériques, car il ne
possède pas assez de degrés de liberté, permettant d’affiner l’analyse lorsqu’ils sont bien choisis.
Donc, nous allons utiliser un vecteur de pondération, venant pondérer chacune des mesures. Cette
équation devient alors :

pana (r,ω) = p(r,ω) .
Mmic

∑
m=1

wm (ω)δ(r− rm) (5.4)

Comment choisir les différents poids du vecteur de pondération w(ω) = [w1, . . . ,wMmic ]
T ? Si

nous calculons la transformée de Fourier de la relation précédente, nous obtenons :

pana (k,ω) = p(k,ω)∗3

Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ik·rm (5.5)

Dans cette équation, ∗3 désigne le triple produit de convolution. Le produit simple dans le
domaine spatial est transformé en produit de convolution par la transformée de Fourier spatiale.
La transformée de Fourier spatiale du champ initial est donc déformée de manière convolutive par
la transformée de Fourier de la fenêtre d’analyse. Dans le domaine de l’analyse harmonique des
signaux discrets de la variable temporelle, il est bien connu que le recours à une fenêtre d’analyse
uniforme est loin d’être le meilleur choix. On utilise alors d’autres fenêtres de pondération, telles
que les fenêtres de Hanning, Hamming, Blackman, et Kaiser-Bessel, qui améliorent sensiblement
l’analyse [51, 99]. Une bonne fenêtre d’analyse doit réaliser un bon compromis entre la résolution
et le niveau des lobes secondaires par rapport au niveau du lobe principal. Plus la résolution est fine,
plus nous parviendrons à dissocier deux sinusoïdes de fréquences proches. Si les lobes secondaires
ont un niveau trop important, cela peut masquer des sinusoïdes qui sont situées dans la même
plage de fréquence, de sorte que l’amplitude des lobes secondaires limite la dynamique de la
représentation calculée.

Le problème auquel nous avons affaire est toujours un problème d’analyse harmonique. Nous
allons donc retrouver les mêmes concepts de résolution et de dynamique de la représentation as-
sociée que pour l’étude de l’analyse harmonique des signaux temporels. En revanche, il possède
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L’hypothèse de capsules de microphones ponctuelles et omnidirectionnelles n’est
jamais vérifiée dans la pratique. Il faut donc mettre à jour l’expression (5.1) afin
de tenir compte des caractéristiques réelles des microphones, telle que la directivité
par exemple. Celle-ci devient :

pana (r,ω) =
Mmic

∑
m=1

pmes,m (ω) .δ(r− rm) (5.2)

Il ne nous reste maintenant plus qu’à relier le signal mesuré par le mième micro-
phone pmes,m (ω) au champ de pression acoustique initial p(r,ω). Cette relation est
très intéressante. En effet, il existe deux types de formation de voies : discrète et
continue. La plus répandue est la formation de voies discrète qui utilise toutes les
mesures fournies par une antenne de capteurs, et tire avantage de toutes les mé-
thodes de traitement numérique de signaux. Mais il n’en demeure pas moins que
le signal fourni par chaque capteur de ce réseau est le résultat d’une formation de
voies continue. Nous pouvons prendre pour exemple le cas des antennes parabo-
liques pour l’étude du rayonnement électromagnétique : les signaux provenant de
la direction pointée par l’antenne sont intégrés de manière cohérente sur toute la
surface de l’antenne alors que ceux provenant de directions différentes sont des si-
gnaux d’interférence qui ne sont pas intégrés de manière cohérente. Un microphone
agit de manière similaire par l’intermédiaire de sa membrane. Ainsi, le système glo-
bal est la combinaison de deux filtrages spatiaux, l’un au niveau local effectué par
chacun des microphones de l’antenne, et l’autre effectué de manière numérique par
le processeur utilisé pour la formation de voies. Soit hm (r) la réponse impulsion-
nelle spatiale du mième microphone. Le champ initial p(r,ω) et le champ mesuré
sont reliés par la relation suivante :

pmes,m (ω) = (hm ∗3 p(ω)) (rm) (5.3)

=
y

r∈R3

hm (r) p(rm − r,ω) d3r

Nous n’avons pas l’habitude de traiter des objets tels que des réponses impulsion-
nelles spatiales. Pour donner une interprétation plus parlante, nous allons considérer
le champ global (hm ∗3 p(ω))(r) pour tout vecteur r et pas seulement pour le vec-
teur rm. Si nous appliquons la transformée de Fourier spatiale à ce champ, nous
obtenons Hm (k) .P(k,ω). De cette équation, nous pouvons en déduire que hm (r)
nous renseigne sur certains aspects :
– l’information sur la directivité est incluse dans Hm (k), qui dans le cas général

dépend bien du vecteur d’onde analysé. Lorsque nous traçons la valeur de Hm (k)
sur une sphère de rayon k, cela nous donne le diagramme de directivité du micro-
phone à la pulsation ω = kc. Lorsque nous faisons varier le rayon de cette sphère,
le diagramme de directivité peut changer et reflète les changements de directivité
éventuels du microphone en fonction de la fréquence ;

– le microphone agit aussi comme un filtre passe-bas dans le domaine spatial. Sa
bande passante est finie. Elle dépend de la géométrie du microphone. En effet, le
champ sonore incident est intégré sur toute la surface de la membrane.

TAB. 5.1 – Digression sur le champ effectivement mesuré par l’antenne de microphones
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quelques particularités qu’il me semble important de souligner : il s’agit d’un problème d’analyse
harmonique dans le domaine spatial (donc tridimensionnel) à partir d’échantillons non uniformé-
ment espacés, et dont la densité est largement inférieure à celle requise pour assurer une recons-
truction parfaite des signaux : pour une reconstruction parfaite des signaux, si nous les supposons
à bande limitée kmax = ωmax/c, alors il faudrait une densité de microphones de l’ordre de 104

capteurs par m2 pour une analyse surfacique et 106 capteurs par m3 pour une analyse volumique
(voir à ce sujet les remarques effectuées au chapitre 3 sur l’analyse des champs sonores à partir
d’une représentation discrète de mesures). Le nombre de capteurs envisageable dans la pratique est
largement inférieur à ces conditions idéales. Cela entraîne donc des conséquences sur la résolution
et la dynamique que nous serions en droit d’attendre par rapport à une analyse effectuée sur des
signaux temporels.

La première possibilité pour le calcul du vecteur de pondérations w sera donc d’optimiser
la fenêtre d’analyse, afin d’obtenir un bon compromis entre la résolution et le niveau des lobes
secondaires. L’optimisation de la fenêtre d’analyse sera détaillée à la section 5.3. Elle s’effectue
indépendamment du vecteur d’onde analysé, mais est dépendante de la pulsation d’analyse car
nous utiliserons la relation de dispersion comme hypothèse a priori lors de l’optimisation.

La deuxième possibilité pour le calcul du vecteur de pondérations sera de l’optimiser pour une
direction donnée, ou de manière équivalente, pour un vecteur d’onde donné dans le domaine de
Fourier. Ainsi, nous cherchons à optimiser un estimateur de la transformée de Fourier, mais pour
un vecteur d’onde spécifique k0. Si nous explicitons dans ce cas le produit de convolution de la
relation (5.5) :

p̂ana (k0,ω) =
y

k∈R3

p(k,ω) .
Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−k)·rm d3k (5.6)

La technique décrivant cette méthode de calcul du vecteur de pondération sera développée
dans les sections 5.4 et 5.5. Afin de terminer la présentation de cette vue d’ensemble de l’analyse
de champs sonores, nous allons revenir sur le choix des normes utilisées lors de la minimisation
des fonctions de coût.

5.2.3 Choix de la norme

Le prochain paramètre important du module d’analyse de champ sonore sera le choix de la
norme qui sera utilisée pour l’évaluation de la fonction de coût que nous chercherons à minimi-
ser. Nous allons poursuivre un raisonnement logique à partir de la physique sous-jacente à notre
problème. Nous avons vu à la partie I de cette thèse que le support de la transformée de Fou-
rier de champs sonores monochromatiques était une sphère dans le domaine des vecteurs d’onde
[kx,ky,kz] étant donné que ceux-ci vérifient l’équation des ondes. De manière plus rigoureuse, la
relation de dispersion indique la zone du domaine des vecteurs d’onde où sont localisées les singu-
larités potentielles de la représentation dans le domaine de Fourier (voir à ce propos le chapitre 2,
section 2.4.1). Il s’agit de la zone du domaine des vecteurs d’ondes intéressante à étudier.

Ainsi, à une pulsation ω donnée, l’objectif est d’estimer la transformée de Fourier du champ
sonore sur la sphère de rayon k = ω/c. Nous allons repérer naturellement donc un vecteur d’onde
donné k0 en coordonnées sphériques [ω/c,φ0,θ0]. L’objectif est d’obtenir un bon estimateur de la
transformée de Fourier du champ initial évaluée en k0, soit p̂(k0,ω). Pour cela, nous savons que le
signal d’intérêt est eik0·r dont la transformée de Fourier est (2π)3 δ(k−k0). Nous savons de plus
que les signaux d’interférence potentiels sont l’ensemble des ondes planes eik·r, de transformée
de Fourier (2π)3 δ(k−k1), balayant la sphère de centre O de rayon k0 excepté pour la direction
d’analyse k0. Ainsi, nous choisissons le vecteur de pondération w qui maximise l’énergie dans
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le voisinage de k0 au détriment du reste de la sphère, ce qui s’exprime mathématiquement par le
critère suivant :

w(k0,ω) = max
[w1,...,wMmic ]∈CMmic

x

k∈Ωres(k0)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−k)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k2
0 d2Ω

x

k∈S(0,k0)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−k)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k2
0 d2Ω

(5.7)

Dans cette expression, S (0,k0) désigne la sphère dont le centre est l’origine du repère O, et de
rayon k0. Ωres (k0) désigne une portion de cette même sphère, donc un certain angle solide, d’où
la notation Ω centrée autour du vecteur d’onde analysé k0.

Le dénominateur de l’équation (5.7) calcule l’énergie du filtre spatial sur la surface entière
de cette sphère, tandis que son numérateur calcule l’énergie du filtre spatial uniquement dans le
voisinage Ωres (k0) de k0. Il s’agit du meilleur filtrage spatial possible, lorsque nous ne voulons pas
faire d’hypothèses sur les statistiques du champ sonore à traiter (formation de voies indépendante
des données). Ce filtrage minimise l’effet des signaux d’interférence potentiellement présents et
n’utilise pour seule hypothèse que la relation de dispersion de l’équation des ondes.

Ainsi, la norme naturelle qui apparaît est une norme quadratique L2 surfacique, car évaluée
sur une sphère ou une portion de sphère. La maximisation du rapport de l’équation (5.7) est loin
d’être triviale même si ce critère semble le plus naturel possible. Nous n’envisagerons un problème
similaire que dans la section 5.5.2 de ce chapitre. Cela fait intervenir des développements en har-
moniques sphériques standard, dont malheureusement peu de formules sont disponibles d’un point
de vue analytique.

Nous pouvons contourner le problème de l’évaluation des intégrales surfaciques de deux ma-
nières différentes : la première consiste à utiliser des méthodes numériques, c’est-à-dire d’utiliser
une norme L2 surfacique mais discrète, remplaçant les intégrales sur la sphère de l’équation (5.7)
par des sommes sur un ensemble de vecteurs d’ondes réalisant un maillage de ladite sphère. Le
critère correspondant est alors le suivant :

w(k0,ω) = max
[w1,...,wMmic ]∈CMmic

∑
ks∈Ωres(k0)

αs

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−ks)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

S

∑
s=1

αs

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−ks)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2 (5.8)

Dans l’équation précédente, les S vecteurs ks forment un maillage de la sphère de rayon k0.
Généralement, le nombre de vecteurs S est beaucoup plus important que le nombre de microphones
Mmic. Les coefficients αs servent à pondérer l’énergie de leur vecteur d’onde associé, permettant de
pondérer un peu plus les zones du domaine des vecteurs d’onde à privilégier telles que les zones
où le maillage est moins dense par exemple. L’idée sous-jacente à l’utilisation de ce critère est
toujours la même : le dénominateur calcule toujours l’énergie globale du filtre spatial, tandis que
le numérateur calcule l’énergie du filtre spatial uniquement pour les indices s tels que les vecteurs
d’ondes associés se situent dans le voisinage du vecteur d’analyse k0. C’est ce genre de critères
qui est utilisé dans les travaux de Parra [77, 78], Yan [112].

La deuxième manière de contourner l’évaluation de l’intégrale surfacique est de considérer des
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intégrales volumiques à la place. Le critère (5.7) devient alors :

w(k0,ω) = max
[w1,...,wMmic ]∈CMmic

y

k∈B(k0,kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−k)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k2 dk d2Ω

y

k∈C (0,k0−kres,k0+kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−k)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k2 dk d2Ω

︸ ︷︷ ︸

Pouvoir de focalisation

(5.9)

Dans cette équation, B (k0,kres) désigne la boule dont l’origine est repérée par le vecteur k0

et dont le rayon est kres, et C (0,k0 − kres,k0 + kres) désigne la couronne sphérique de centre O

comprise entre les rayons k0 − kres et k0 + kres. Ainsi, ce critère utilisant des intégrales volumiques
est juste une extension du critère utilisant des intégrales surfaciques, mais la philosophie demeure
la même : nous maximisons l’énergie du filtre spatial autour de k0 et minimisons l’énergie asso-
ciée aux signaux d’interférence potentiels situées dans la couronne sphérique. Le recours à des
intégrales volumiques plutôt que surfaciques peut sembler plus compliqué au premier abord, mais
nous verrons que nous pouvons le mener à bien plus facilement, à la section 5.4, étant donné qu’il
ne fait pas intervenir de décompositions compliquées en harmoniques sphériques standard. De
plus, l’introduction de ce nouveau critère est cautionné par d’autres remarques faites précédem-
ment :

– lorsque nous analysons un champ sonore monochromatique sur une zone limitée de l’espace,
le support de la transformée de Fourier ne se limite plus à la sphère de rayon ω/c dans le
domaine des vecteurs d’ondes. Le recours à des intégrales volumiques permet dans une
certaine mesure de prendre cet aspect en compte ;

– si les champs sonores réels que nous analysons par le biais d’une antenne de microphone
s’écartent légèrement du modèle idéal de l’équation des ondes (1.1) (présence de dissipation
dans le fluide réel, écarts entre la célérité du son réelle et celle du modèle) l’introduction des
intégrales volumiques sera plus robuste vis-à-vis de ces légers écarts.

5.2.4 Introduction des traitements proposés

Maintenant que nous avons fini d’introduire chacune des parties du module d’analyse de
champs sonores, c’est-à-dire la décomposition fréquentielle et le choix de la méthode et de la
norme utilisée pour le calcul du vecteur de pondération, nous allons présenter rapidement ce qui
va être exposé au cours des prochaines sections. La prochaine section traitera de l’optimisation de
la fenêtre d’analyse, pour laquelle la pondération calculée sera indépendante de la direction ana-
lysée. Nous traiterons le cas des antennes bidimensionnelles et tridimensionnelles, mais cette mé-
thode devrait être réservée aux antennes bidimensionnelles. En effet, les performances du filtrage
spatial pour les antennes tridimensionnelles ne sont pas au rendez-vous, alors que nous pouvons
simplifier l’étude dans le cas des antennes bidimensionnelles : étant donné qu’elles sont incapables
de différencier les ondes planes provenant du haut, et celles provenant du bas, nous verrons que
nous pouvons simplifier l’analyse en ne la considérant que dans le plan (Okxky) . Pour obtenir
des bonnes performances dans le cas des antennes tridimensionnelles, une première approche sera
d’utiliser le critère intégrant l’énergie du filtre spatial dans des volumes, comme explicité par le
critère (5.9), ce qui sera exposé à la section 5.4. Mais si nous souhaitons forger des filtres spa-
tiaux de réponse beaucoup plus générale, et qui ne cherchent pas uniquement à isoler une seule
direction d’incidence, l’astuce utilisée par le critère (5.9) ne fonctionnera plus, et il faudra utiliser
les critères intégrant l’énergie du filtre spatial sur des surfaces directement, soit pour un ensemble
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discret de directions d’incidences, en utilisant le critère (5.8), soit pour un ensemble continu de
directions d’incidences, en utilisant le critère (5.7). Ceci sera l’objet de la section 5.5. Ce dernier
traitement permettant d’effectuer un design du filtre spatial ayant une réponse générique est plus
difficile à résoudre d’un point de vue analytique car il requière de maîtriser la décomposition en
harmoniques sphériques standard. Il y a malheureusement peu de tables de transformées en har-
moniques sphériques standard, et on préfère généralement utiliser des méthodes numériques pour
calculer ces décompositions, pour lesquelles on peut de plus utiliser des techniques d’optimisation
plus flexibles, permettant d’imposer des contraintes supplémentaires ou d’utiliser une autre norme
que la norme L2, comme dans Yan [112].

5.3 Optimisation de la fenêtre d’analyse

Un module élémentaire d’analyse de champs sonores consisterait à calculer la transformée de
Fourier du champ mesuré par l’antenne de microphones et à la représenter pour chaque fréquence,
sur la sphère définie par la relation de dispersion. Des exemples de représentation de champs so-
nores utilisant des fenêtres d’analyse uniformes sont tracés sur la figure 5.16 (plus tard dans ce
chapitre). La fenêtre d’analyse est constituée d’un lobe principal, et de lobes secondaires. Nous
pouvons améliorer le compromis entre la résolution de l’analyse et la dynamique de la représen-
tation obtenue en pondérant les échantillons spatiaux de manière non uniforme. Des exemples
d’analyse utilisant des fenêtres de pondérations non uniformes sont tracés sur la figure 5.17 (plus
tard dans le chapitre), présentant une meilleure focalisation de l’énergie dans le lobe principal et
améliorant la dynamique de la représentation. Le but de cette section est de s’inspirer de la théorie
des fonctions d’ondes sphéroïdales, voir Slepian [89], pour obtenir la meilleure fenêtre d’analyse
possible. Il faudra donc adapter les résultats de Slepian à notre cas. L’optimisation de la fenêtre
d’analyse a pour but d’améliorer la lisibilité du spectre du champ sonore étudié.

Cette section passera d’abord en revue les antennes bidimensionnelles, pour lesquelles nous
pouvons simplifier l’analyse en la restreignant au plan (Okxky). Nous présenterons la méthode de
calcul de la fenêtre d’analyse, puis nous étudierons l’influence du bruit, des erreurs de positions
des microphones, et de la directivité des capteurs sur l’analyse. Finalement, nous généraliserons
l’optimisation de la fenêtre d’analyse pour des antennes tridimensionnelles, et nous expliquerons
pourquoi les performances obtenues sont modérées pour ce type d’antennes.

5.3.1 Antennes bidimensionnelles1

Simplification de l’analyse

Nous supposerons que tous les capteurs de l’antenne de microphones sont situés dans le plan
(Oxy). Pour ce type d’antennes, l’équation modélisant le signal analysé (5.4) devient :

pana (r,ω) = p(r,ω) .
Mmic

∑
m=1

wm (ω)δ(x− xm)δ(y− ym)δ(z) (5.10)

Le champ sonore analysé est le produit du champ initial (si les capsules sont supposées om-
nidirectionnelles) par la fenêtre d’analyse. La transformée de Fourier du champ sonore initial est
donc déformée de manière convolutive par la transformée de Fourier de la fenêtre d’analyse, qui
est :

W (kx,ky,kz,ω) =
Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ikxxm e−ikyym 1(z) (5.11)

1Cette présentation est basée sur notre travail initial Guillaume et Grenier [43].
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La transformée de Fourier de la fenêtre d’analyse est indépendante de la variable kz, nous
en déduisons que la transformée de Fourier du champ analysée sera elle aussi indépendante de
kz. On peut donc limiter l’analyse du champ sonore au plan (Okxky). L’analyse du champ sonore
est-elle pour autant limitée à des sources se situant dans le plan horizontal ? La réponse à cette
question est non. L’analyse correspondante à ce type d’antennes contient des informations relatives
à l’élévation. Toutefois, cette information est ambiguë en se fondant sur l’observation suivante :
une source initiale et cette même source située de manière symétrique par rapport au plan (Oxy)
généreraient la même réponse sur l’antenne. En revanche, nous avons bien une information relative
à l’élévation, car pour une onde plane eik0·r avec k = [k0,φk,θk] observée de manière continue sur
tout le plan (Oxy), sa transformée de Fourier dans le plan (Okxky) est :

F
{

eik0·r}(kx,ky) =
x

(x,y)∈R2

ei(k0 cosφk sinθk−kx)xei(k0 sinφk sinθk−ky)y dx dy

= (2π)2 δ(kx − k0 cos φk sinθk)δ(ky − k0 sinφk sinθk)

Cette formule montre deux choses : la première est que deux ondes planes d’incidences sy-
métriques par rapport au plan (Oxy), ayant pour élévation θk et π− θk ont la même transformée
de Fourier bidimensionnelle. Il y a un repliement spectral dans le domaine spatial. La deuxième
est que pour une fréquence ω donnée, le support de la transformée de Fourier spatiale du champ
analysé n’est plus la sphère de rayon k = ω/c, mais le cylindre de rayon k = ω/c. Ainsi, le support
de la transformée de Fourier bidimensionnelle est l’intérieur du cercle k = ω/c. Les ondes planes
ayant une élévation nulle (θk = π/2) excitent la périphérie du cercle, tandis que celles ayant une
élévation positive ou négative viennent exciter l’intérieur du cercle.

Calcul de la fenêtre d’analyse optimale

Il est nécessaire de mettre à jour l’équation (5.7), compte tenu des remarques faites dans le
paragraphe précédent. Le nouveau critère prend la forme suivante :

w(ω) = max
[w1,...,wMmic ]∈CMmic

x

k∈Γ(0,kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ik·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k dk dφk

x

k∈Γ(0,kopt)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ik·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k dk dφk

(5.12)

Dans cette équation, Γ(0,kres) et Γ
(
0,kopt

)
désignent des cercles de centre O et de rayon kres et

kopt. Il nous reste à déterminer les valeurs à prendre pour ces deux quantités. Pour cela, nous allons
nous aider de la figure 5.2. Nous supposons que les champs sonores sont à bande limitée. Leur
support dans le domaine de Fourier (Okxky) est le cercle de rayon kmax (ω) = ω/c. Nous souhaitons
focaliser un maximum d’énergie de la fenêtre d’analyse dans le lobe principal délimité par le
cercle de rayon kres. Afin de poursuivre le raisonnement, nous allons supposer que cet objectif est
atteint : le support de Fourier des signaux analysés par le réseau de microphones devient donc le
cercle de rayon kana = kmax + kres. Nous considérons ensuite le cas le plus défavorable d’une onde
plane d’élévation et d’azimut nuls, pour laquelle la transformée de Fourier bidimensionnelle est
(2π)2 δ(kx − kmax)δ(ky). Pour l’onde plane visualisée par le réseau de microphones, la transformée
de Fourier est celle de la fenêtre d’analyse, translatée autour du point kx = kmax, ky = 0. Ceci est
représenté sur la partie droite de la figure 5.2. Ainsi, ce cas extrême montre que pour obtenir une
bonne dynamique pour la représentation du champ sonore (pour toutes les ondes planes contenues
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dans le cercle de rayon kmax) il faut minimiser l’énergie du filtre spatial à l’intérieur du cercle
d’optimisation tout en la maximisant à l’intérieur du cercle de résolution, afin de minimiser le
niveau des lobes secondaires qui apparaissent dans la cartographie finale du champ sonore (voir
par exemple le cadre haut gauche de la figure 5.10). Pour ce faire, il faut que la condition kopt ≥
2kmax + kres soit vérifiée, visible sur la figure 5.2. Dans la suite, nous considérerons l’égalité, ce
qui correspond à l’illustration de la figure 5.2.

Concernant le choix de la résolution, nous sommes limités aux basses fréquences par l’éten-
due spatiale de l’antenne, kres ≥ π/R d’après la section 1.3.2, où R désignerait ici la moitié de la
distance maximale entre deux éléments de l’antenne de microphones. Aux hautes fréquences, la
résolution est très fine pour une pondération uniforme, mais les lobes secondaires sont importants.
Il convient de diminuer la résolution afin d’avoir un pouvoir de focalisation de l’énergie plus im-
portant. Nous avons divisé la zone d’optimisation, de surface πk2

opt en Mmic parties d’aires égales.
Le paramètre de résolution de l’analyse, kres, est alors solution de l’équation :

πk2
opt = Mmicπk2

res ⇐⇒ kres =
1+

√
Mmic

Mmic −1
.2kmax

ky

O
kx

ky

kres

kopt

kana
kmax

kana
kmax

kx

kopt

kres
O

FIG. 5.2 – Illustration concernant les zones de résolution et zone d’optimisation pour la méthode
de calcul de la fenêtre d’analyse

Il ne reste plus qu’à calculer la valeur de l’énergie de la fenêtre d’analyse sur un cercle. Pour

cela, nous remanions l’intégrale afin de faire apparaître le vecteur w. Soit t =
[
eik·r1 , . . . ,eik·rMmic

]T
.

Nous avons la relation suivante :

x

k∈Γ(0,kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ik·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k dk dφk =
x

k∈Γ(0,kres)

wH t tHw k dk dφk

De plus, comme les poids de la fenêtre d’analyse sont indépendants de k et de φk, nous pouvons
sortir les vecteurs w de l’intégrale :

x

k∈Γ(0,kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ik·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k dk dφk = wH





x

k∈Γ(0,kres)

t tH k dk dφk



w

= wHTresw (5.13)

Nous pouvons réaliser l’intégration sur chacun des éléments de la matrice ttH . Le résultat est
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donc la matrice Tres dont l’élément (m,n) vaut :

(Tres)m,n =
x

k∈Γ(0,kres)

eik·(rm−rn) k dk dφk (5.14)

Nous utilisons l’identité de Jacobi-Anger (1.45) pour développer en série l’onde plane de
l’équation précédente, avec les notations k = [kr,φk,kz] et rmn = rm − rn = [rmn,φrmn

,0] en co-
ordonnées cylindriques :

eik·(rm−rn) =
+∞

∑
l=−∞

ilJl (krrmn)eil(φk−φrmn )

En injectant ce développement en série dans l’intégrale surfacique précédente, seul le terme
correspondant à l = 0 est non nul. Nous en déduisons que :

(Tres)m,n = 2π

Z kres

k=0
J0 (krrmn)kr dkr

=
2πkresJ1 (kresrmn)

rmn

= πk2
resJinc (kresrmn) (5.15)

Il s’agit d’une transformée de Fourier-Bessel bien connue dans le domaine de l’optique. La
fonction Jinc (x) = 2J1 (x)/x a pour limite 1 quand x tend vers zéro. Elle est l’analogue pour les
fenêtres circulaires du sinus cardinal pour les fenêtres rectangulaires.

Une expression analogue serait obtenue pour l’intégrale sur le cercle de centre O et de rayon
kopt :

(
Topt
)

m,n
= πk2

optJinc
(
koptrmn

)
(5.16)

Si nous mettons à jour le critère (5.12) en utilisant les matrices introduites ci-dessus, nous
obtenons :

w(ω) = max
[w1,...,wMmic ]∈CMmic

wHTresw

wHToptw
(5.17)

Dans son papier sur l’analyse harmonique basée sur les fonctions d’ondes discrètes sphéroï-
dales aplaties [19], Bronez utilise des noyaux de résolution Tres et d’optimisation Topt de forme
similaire, en utilisant des signaux à bande limitée dans le système de coordonnées cartésiennes.
Notre apport est donc d’avoir généralisé ces séquences en utilisant l’hypothèse de bande limitée en
coordonnées cylindriques. Dans le même papier, il est dit que le vecteur de pondération w réalisant
le maximum dans (5.17) est aussi solution du problème aux valeurs propres généralisé suivant :

Treswn = λnToptwn (5.18)

Le vecteur propre associé à la valeur propre la plus importante est le vecteur recherché, satis-
faisant (5.12). De plus, λ2 est alors égal au rapport d’énergie de la fenêtre d’analyse entre les zones
de résolution et d’optimisation. Finalement, il est nécessaire de normaliser le vecteur propre. Nous
le normalisons de sorte à ce que l’énergie dans la zone de résolution soit proportionnelle (égale) à
la surface de celle-ci :

wHTresw = πk2
res (5.19)

La procédure de design du vecteur de pondération est résumée dans le tableau 5.2
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1. Calculer le rayon des bandes d’analyse kres et d’optimisation kopt

kres = 1+
√

Mmic
Mmic−1 .2kmax kopt = kres + 2kmax

2. Calculer les noyaux de résolutions Tres et d’optimisation Topt

(Tres)m,n = πk2
resJinc (kresrmn)

(
Topt
)

m,n
= πk2

optJinc
(
koptrmn

)

3. Résoudre le problème aux valeurs propres généralisé

Treswn = λnToptwn

4. Ne conserver que le vecteur propre associé à la valeur propre la plus
énergétique

5. Normaliser la fenêtre d’analyse de sorte que

wHTresw = πk2
res

TAB. 5.2 – Optimisation de la fenêtre d’analyse pour antennes bidimensionnelles

Performances obtenues

Dans cette partie, nous allons comparer les performances obtenues pour trois différents types
de fenêtres d’analyse : une fenêtre d’analyse uniforme, une fenêtre d’analyse obtenue par discréti-
sation directe d’une fenêtre de Kaiser-Bessel continue circulaire et une fenêtre d’analyse optimale
selon le critère introduit au paragraphe précédent, basée sur les fonctions d’ondes sphéroïdales
aplaties discrètes. La géométrie de l’antenne de microphones utilisée dans ce paragraphe est re-
présentée sur la figure 5.3. Il s’agit de 4 antennes circulaires ayant chacune 8 éléments, et dont les
rayons sont logarithmiquement espacés entre 1cm et 1m (voir Guillaume et Grenier [43] pour les
raisons de ce choix).

En premier lieu, le module des transformées de Fourier des différentes fenêtres d’analyse est
représenté sur la figure 5.4 pour la fenêtre uniforme, sur la figure 5.5 pour la fenêtre de Kaiser-
Bessel et sur la figure 5.6 pour la fenêtre basée sur les fonctions d’ondes sphéroïdales aplaties
discrètes. En ce qui concerne la résolution, nous pouvons voir que la largeur du lobe principal
est plus petite en utilisant une fenêtre uniforme qu’une fenêtre de Kaiser-Bessel ou sphéroïdale
aplatie. En ce qui concerne l’amplitude et le nombre de lobes secondaires, nous voyons qu’ils sont
plus nombreux et plus intenses pour la fenêtre uniforme que pour les deux autres. Nous voyons
que la meilleure dynamique est obtenue pour la fenêtre sphéroïdale aplatie, pour laquelle les lobes
secondaires sont moins fréquents et de plus faible amplitude.

En ce qui concerne le pouvoir de focalisation, nous représentons le pourcentage d’énergie
focalisée dans le lobe principal par rapport à l’énergie globale dans la zone d’optimisation en
fonction de la fréquence pour chacune des fenêtres d’analyse sur la figure 5.7. Nous voyons que
les fenêtres uniformes et de Kaiser ont des performances semblables dans la bande de fréquences
inférieure à 5kHz. Dans la bande de fréquences supérieure à cette limite, les performances des
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FIG. 5.3 – Géométrie de l’antenne de microphone. Antennes circulaires à rayons logarithmique-
ment espacés entre 1cm et 1m

FIG. 5.4 – Modules des transformées de Fourier spatiales pour une fenêtre d’analyse uniforme,
représentée pour les fréquences 500Hz (haut gauche), 1000Hz (haut droite), 2500Hz (bas gauche)
et 5000Hz (bas droite).
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FIG. 5.5 – Modules des transformées de Fourier spatiales pour une fenêtre d’analyse de type
Kaiser-Bessel, représentée pour les fréquences 500Hz (haut gauche), 1000Hz (haut droite),
2500Hz (bas gauche) et 5000Hz (bas droite).

fenêtres de Kaiser et sphéroïdale aplatie sont comparables. Ceci peut s’interpréter par le fait que la
densité de points devient suffisante pour que la méthode de la discrétisation de la fenêtre continue
soit efficace, une fois cette fréquence franchie.

Néanmoins, la fenêtre optimisant le critère (5.12) surpasse toutes les autres fenêtres d’ana-
lyse, sur toute la plage de fréquences des signaux audio. Nous pouvons observer que la courbe
est constituée de creux et de bosses. Les sommets se situent à 170, 790, 3600 et 13000Hz, ce qui
correspond à peu près aux quantités c/(2R) où les R sont les différents rayons de l’antenne cir-
culaire logarithmique (voir figure 5.3). Normalement, cela serait rigoureusement 170, 790, 3660
et 17000Hz. Cela concorde assez bien sauf pour la dernière donnée. Cela met en évidence une
condition nécessaire pour obtenir des bonnes performances pour l’analyse de champs sonores sur
toute la plage des signaux audio : il faut qu’il y ait des zones de l’antenne avec une forte densité
de microphones (hautes fréquences) et il faut que l’étendue de l’antenne soit importante (basses
fréquences). Tout ceci est à relier directement aux longueurs d’ondes que nous souhaitons analyser
qui varient de manière inversement proportionnelle à la fréquence. Comme l’oreille est sensible sur
trois décades, trois ordres de grandeurs sont aussi nécessaires pour l’espacement des microphones.

Influence du bruit

Afin d’examiner l’influence du bruit présent sur les capteurs, un indicateur fréquemment utilisé
est le gain de la fenêtre d’analyse lorsque l’entrée du système est un bruit blanc ou white noise gain.
Si nous adaptons cette notion à notre cas, nous supposerons que le bruit est en fait un bruit spatial
rose, à densité spectrale constante dans la zone de bruit, définie dans le domaine de Fourier par le
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FIG. 5.6 – Modules des transformées de Fourier spatiales pour une fenêtre d’analyse sphéroïdale
aplatie, représentée pour les fréquences 500Hz (haut gauche), 1000Hz (haut droite), 2500Hz (bas
gauche) et 5000Hz (bas droite).

10
2

10
3

10
4

0

10

20

30

40

50

60

70

Frequency (Hz)

P
e

rc
e

n
t 

(%
)

Rate of power focused in the resolution zone

uniform

kaiser

prolate

prolate regularized

FIG. 5.7 – Pourcentage de l’énergie totale focalisée dans la zone de résolution
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cercle de rayon kb = ωmax/c, en supposant que cela soit la bande passante spatiale des capteurs
utilisés. L’indicateur que nous utilisons pour étudier l’influence du bruit sur les capteurs consiste à
calculer l’énergie dans la zone de bruit, qui est donnée par le calcul matriciel suivant : wHTbw, où
Tb est définie de la même manière que Tres en remplaçant kres par kb dans l’équation (5.15). Cette
énergie est comparée avec l’énergie qui aurait été obtenue dans la zone de bruit en utilisant un
vecteur de pondération uniforme. Le résultat est affiché en décibels pour les trois types de fenêtre
sur la figure 5.8.

Nous pouvons voir que les fenêtres uniforme et de Kaiser-Bessel ont un comportement sem-
blable. En revanche, nous voyons que l’usage de la fenêtre sphéroïdale aplatie a tendance à am-
plifier le bruit présent sur les capteurs pour un maximum de 35dB, majoritairement dans les zones
de creux de performance pour le pouvoir de focalisation (figure 5.7). Ceci peut être préjudiciable
car le recours à cette fenêtre détériore alors le rapport signal sur bruit de l’analyse par rapport à la
fenêtre uniforme.
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FIG. 5.8 – Gain pour un bruit blanc en fonction de la fréquence pour les trois types de fenêtre, en
ayant pris pour référence le gain pour un bruit blanc d’une pondération uniforme.

Afin de limiter cette détérioration du rapport signal sur bruit de l’analyse spatiale, il est néces-
saire de mettre en place une régularisation dans notre critère (5.12). Pour cela, il est nécessaire de
faire apparaître le gain pour un bruit blanc wHTbw. Si nous appelons λ le paramètre de régularisa-
tion, le critère est modifié de la manière suivante :

w(ω) = max
[w1,...,wMmic ]∈CMmic

wHTresw

(1−λ)wHToptw+ λwHTbw
(5.20)

Les améliorations du gain pour un bruit blanc sont visibles en vert toujours sur la figure 5.8
pour une valeur de λ = 5.10−5. Nous voyons sur la figure 5.7 que le pouvoir de focalisation de la
fenêtre sphéroïdale aplatie régularisée reste encore très convenable. Les performances sont moins
bonnes par rapport à la fenêtre non régularisée surtout dans les zones qui occasionnaient une forte
amplification du bruit des capteurs, ce qui est l’objectif initial de la régularisation.
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Influence des erreurs de positions

Nous avons étudié dans le paragraphe précédent l’influence d’un bruit sur les capteurs qui
détériore plus ou moins le rapport signal sur bruit spatial de l’analyse selon la fenêtre d’analyse
employée. Ce bruit est principalement créé au niveau même des capteurs. Il est principalement
d’origine électronique, et son influence se fait surtout sentir dans le domaine des basses fréquences,
comme en témoigne la figure 5.8. La deuxième cause de perturbation du module d’analyse de
champs sonores est due aux erreurs entre les positions de référence des capteurs (les consignes)
et les positions réelles de celle-ci lorsque l’antenne est déployée expérimentalement. Nous allons
voir dans ce paragraphe quelle est l’influence de ces erreurs de positions.

Pour cela, nous allons supposer que la position des microphones est connue à une incerti-
tude près, répartie uniformément dans un intervalle donné. Sur la figure 5.9, nous avons calculé
le rapport signal sur bruit généré par une incertitude dans le placement des microphones, ceci
pour plusieurs valeurs de l’incertitude, variant entre 1mm et 1cm. Le bruit occasionné est calculé
comme la différence entre le signal qui devrait être théoriquement reçu si les microphones étaient
correctement positionnés et le signal effectivement reçu sur l’antenne réelle. Le rapport signal sur
bruit a été calculé pour une seule réalisation du bruit, mais cela permet quand même de dégager les
principales tendances. Tant que la puissance du signal est supérieure à celle du bruit (SNR > 0dB),
nous pouvons voir que le rapport signal sur bruit est en 1/ f . Ainsi, la puissance du bruit dû à une
erreur de positionnement des capteurs est plus importante aux hautes fréquences qu’aux basses
fréquences. Une fois de plus, ceci est à mettre en rapport avec les longueurs d’ondes mises en jeu.
Ainsi, à une fréquence de 8500Hz par exemple, la longueur d’onde associée est de 4cm. Pour une
onde plane la distance qui sépare un extremum (ventre de pression) d’un zéro (nœud de pression)
est égale au quart d’une longueur d’onde, soit 1cm (courbe du milieu, en rouge, de la figure 5.9).
Nous voyons que le rapport signal sur bruit est très médiocre au-dessus de cette fréquence, qui
peut être considérée comme la frontière du domaine de validité de la partie en 1/ f (linéaire sur la
figure).
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FIG. 5.9 – Rapport signal sur bruit dû à une incertitude dans le placement des microphones, pour
plusieurs incertitudes [0.001,0.003,0.01,0.03,0.1]m. Le signal de référence simulé est celui gé-
néré par une source ponctuelle monopôlaire de position [0,0,1.5] en coordonnées cartésiennes

Le bruit généré par ces erreurs de position vient limiter la dynamique de la représentation spec-
trale associée. Les figures caractérisant les performances des analyseurs de champs sonores 5.4, 5.5
et 5.6 ont été affichées pour une dynamique de 15dB. Il faudrait au moins conserver ce seuil de
rapport signal sur bruit sur toute la plage des signaux audio, même si les capteurs ne sont pas
placés aux positions de référence. Sur la courbe, nous pouvons voir qu’un rapport signal sur bruit
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minimal de 15dB sur toute la bande de fréquences est obtenu par la courbe bleue, correspondant
à une marge d’incertitude de ±1mm dans le positionnement des microphones. Cela donne donc
un ordre de grandeur de la précision nécessaire dans le repérage des microphones, mais nous re-
viendrons sur ce problème dans l’analyse de champs sonores réels, acquis expérimentalement, à
la partie III de cette thèse.

Maintenant, nous allons mettre en évidence la nécessité d’appliquer une régularisation au pro-
blème lorsque la fenêtre choisie est sphéroïdale aplatie. En effet, si nous observons à nouveau la
figure 5.8, nous nous apercevons que la fenêtre sphéroïdale aplatie non régularisée amplifie un
bruit blanc d’environ 28dB à la fréquence de 1378 Hz par rapport à une fenêtre d’analyse uni-
forme. L’utilisation d’une fenêtre régularisée réduit cette amplification à 2dB. Sur la figure 5.10,
nous traçons la cartographie du champ sonore associée à une source ponctuelle de coordonnées
r = 1.5 m, φ = π/8 et θ = π/2, en utilisant une fenêtre d’analyse sphéroïdale aplatie régularisée
(en haut à gauche) et non régularisée (en bas à gauche). J’attire votre attention sur la différence
d’échelle au niveau de ces différents graphes.

Nous voyons que la source est noyée dans le bruit lorsque la fenêtre utilisée n’est pas régula-
risée. Sur la partie droite de la figure, nous avons tracé la représentation spectrale de la différence
entre le champ de référence (sans erreurs de position) et le champ mesuré. Nous voyons que
l’échelle de dynamique du bruit passe de 0 dB dans le cas non régularisé, ce qui correspond à la
puissance du signal d’entrée, à −20 dB dans le cas régularisé. Ce niveau de −20 dB correspond
à la valeur de la courbe rouge à la fréquence d’analyse 1378 Hz sur la figure 5.9. Le bruit dû à
l’erreur de position est amplifié de 20 dB dans le cas non régularisé, ce qui est un peu inférieur
aux prévisions effectuées par l’analyse de la figure 5.8. Ces prévisions seraient valables si le bruit
occasionné par ces erreurs de position était à densité de spectrale blanche, ce qui n’a aucune raison
d’être vrai a priori. Néanmoins, les ordres de grandeur sont respectés.

Influence de la directivité des capteurs

Dans ce paragraphe, nous allons étudier l’influence de la directivité des microphones sur la
cartographie du champ sonore, dans la configuration suivante :

– deux sources ponctuelles monopôlaires ont été simulées, l’une située au-dessus de l’antenne,
dont les coordonnées sphériques sont [1.5,0,π/3], et l’autre en dessous, dont les coordon-
nées sphériques sont [1.5,π,2π/3] ;

– trois antennes différentes ont été utilisées. Dans tous les cas, la position des microphones de-
meure identique, seule la directivité des microphones change. Dans le premier cas, l’antenne
est constituée de microphones omnidirectionnels. Dans les deux autres, les microphones uti-
lisés sont supposés cardioïdes, orientés soit vers le haut, soit vers le bas.

Les résultats de l’analyse de cette scène sonore sont représentées sur la figure 5.11. La partie
basse représente la cartographie du champ sonore à une fréquence de 2842 Hz lorsque les mi-
crophones utilisés sont cardioïdes. Dans la partie supérieure gauche est affichée la cartographie
pour une antenne composée de microphones omnidirectionnels. Nous voyons que le recours à des
microphones cardioïdes permet bien d’isoler les fronts d’onde provenant du haut et ceux prove-
nant du bas. A titre de comparaison, la cartographie du champ sonore obtenue dans le cas où
seule la source située au-dessus de l’antenne est présente, est représentée en haut à droite. Elle
est à comparer avec la figure en bas à droite. Nous avions déjà mentionné que le recours à des
antennes bidimensionnelles permettait de faire une analyse tridimensionnelle du champ sonore à
l’ambiguïté entre le haut et le bas près. Le recours à des microphones cardioïdes permet de lever
en partie cette ambiguïté en favorisant une direction d’incidence. L’idéal serait même de disposer
de deux capsules de microphones coïncidentes, l’une monopolaire, et l’autre dipolaire, permettant
d’avoir une flexibilité supplémentaire dans le traitement des données.
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FIG. 5.10 – Étude de l’influence d’erreurs de positionnements des microphones sur la cartographie
du champ sonore à la fréquence de 1378Hz pour une source ponctuelle de coordonnées r = 1.5m,
azimut = 22.5dg et elevation = 0dg. Cartographie du champ sonore réel en utilisant une fenêtre
sphéroïdale aplatie régularisée (haut gauche) et non régularisée (bas gauche). Cartographie du
champ d’erreur en utilisant une fenêtre sphéroïdale aplatie régularisée (haut droite) et non régula-
risée (bas droite)

En conclusion de cette partie sur l’analyse de champs sonores par une antenne bidimen-
sionnelle, nous pouvons dire que le recours aux fenêtres sphéroïdales aplaties permet
d’améliorer la dynamique et la clarté de l’analyse des champs sonores en comparai-
son de la fenêtre uniforme ou de fenêtres obtenues par discrétisation de fenêtres d’ana-
lyse continues. Nous avons étudié l’influence du bruit propre des capteurs, et l’influence
des erreurs de positionnement des capteurs et le constat suivant peut être tiré : à basses
fréquences, le facteur détériorant l’analyse est le bruit propre des capteurs, tandis qu’à
hautes fréquences, l’influence des erreurs de position est prépondérante. Afin de rendre
l’analyse de champs sonores par fenêtres sphéroïdales aplaties plus robuste à ces deux
effets néfastes, une régularisation est nécessaire. Son utilisation a été validée pour le gain
pour un bruit blanc, figure 5.8, et pour les erreurs de position, figure 5.10. L’utilisation
d’une antenne bidimensionnelle de microphones permet d’obtenir une vision tridimen-
sionnelle du champ sonore analysée, et le recours à des microphones de directivité va-
riable permet même de lever en partie l’ambiguïté entre le haut et le bas inhérente à ce
type d’antennes, comme le montre la figure 5.11.
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FIG. 5.11 – Étude de l’influence de la directivité des capteurs sur la cartographie du champ sonore
pour deux sources ponctuelles de coordonnées sphériques[1.5,0,π/3] et [1.5,0,2π/3]. Antenne
omnidirectionnelle (haut gauche). Antenne cardioïde orientée vers le bas (bas gauche) ou vers le
haut (droite). Source haute uniquement (haut droite)

5.3.2 Antennes tridimensionnelles

Calcul du vecteur de pondération optimal

Dans le cas des antennes tridimensionnelles, il n’y a pas de simplification de l’analyse du
champ, étant donné que la transformée de Fourier de la fenêtre d’analyse reste dépendante de
la variable kz. Nous retournons dans le cas général décrit par l’équation (5.5). Toutefois, même
dans ce cas, la stratégie de design de la fenêtre d’analyse décrite à la section précédente 5.3.1,
notamment par la figure 5.2 reste valable, sauf qu’il s’agit d’une coupe des sphères sous-jacentes
au problème des antennes tridimensionnelles. Ainsi, il suffit uniquement de remplacer les cercles
par des sphères pour mettre à jour la procédure d’optimisation de la fenêtre d’analyse. Le critère
est le suivant :

w(ω) = max
[w1,...,wMmic ]∈CMmic

y

k∈B(0,kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ik·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k2 dk dφk sinθk dθk
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k∈B(0,kopt)

∣
∣
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∣

Mmic

∑
m=1

wm (ω)e−ik·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k2 dk dφk sinθk dθk

(5.21)

Pour les mêmes raisons qu’au paragraphe précédent, il faut toujours que kopt ≥ 2kmax + kres.
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Afin de fixer le paramètre réglant la résolution de l’analyse kres, nous avons choisi de diviser
l’intérieur de la sphère d’optimisation en Mmic parties égales, la résolution ne pouvant pas être
inférieur à la limite physique de π/R où R désigne la moitié de la distance maximale entre deux
microphones de l’antenne. Ceci conduit à l’équation suivante :

4
3

πk3
opt =

4
3

πMmick3
res ⇐⇒ kres =

1+ M
1/3
mic + M

2/3
mic

Mmic −1
2kmax (5.22)

Il est nécessaire de mettre à jour l’expression des noyaux de résolution et d’optimisation Tres

et Topt. Les deux calculs sont identiques. Nous ne développons que le calcul pour le noyau de
résolution :

(Tres)m,n =
y

k∈B(0,kres)

eik·(rm−rn) k2 dk dφk sinθk dθk (5.23)

Nous allons utiliser le développement en séries d’une onde plane en harmoniques sphé-
riques (1.51), en utilisant les notations suivantes k = [k,φk,θk] et rmn = rm − rn = [rmn,φrmn

,θrmn
]

en coordonnées sphériques :

eik·rmn = 4π
+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

il jl (krmn)Ym
l (φk,θk)Ym

l (φrmn
,θrmn

)

En injectant ce développement en séries dans l’intégrale volumique précédente, seul le terme
correspondant à l = m = 0 est non nul. Nous en déduisons que :

(Tres)(m,n) = 4π

Z kres

k=0
j0 (krmn) k2 dk

= 4π

Z kres

k=0

sin(krmn)

krmn

k2 dk

=
4
3

πk3
res.3

[

sin(kresrmn)

(kresrmn)
3 − cos (kresrmn)

(kresrmn)
2

]

∆
=

4
3

πk3
res.jinc (kresrmn) (5.24)

Il s’agit de la transformée de Fourier-Bessel sphérique équivalente à celle d’un cercle. La fonc-
tion jinc (x) a pour limite 1 quand x tend vers zéro. Elle est l’analogue pour les fenêtres sphériques
du sinus cardinal pour les fenêtres parallélépipédiques. Le reste de la procédure de calcul est iden-
tique à celle décrite au paragraphe précédent.

Performances obtenues

Le pouvoir de focalisation et le gain pour un bruit blanc des différentes fenêtres d’analyse sont
représentés sur la figure 5.12. Nous pouvons certes voir que les taux affichés sont assez semblables
à ceux obtenus pour les antennes bidimensionnelles, oscillant entre 20% et 35% dans une certaine
plage de fréquences. Mais les apparences peuvent être trompeuses, et ces deux types d’antenne ne
doivent pas être jugées de la même manière. Le pouvoir de focalisation des fenêtres sphéroïdales
aplaties est toujours meilleur que celui des deux autres types d’antenne, tandis que le gain pour un
bruit blanc est malheureusement aussi plus important. Il est mieux maîtrisé lorsque l’on a recours
à une régularisation (courbe verte), au détriment des performances pour le pouvoir de focalisation.
Il s’agit toujours d’un compromis.
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FIG. 5.12 – Pouvoir de focalisation (gauche) et Gain pour un bruit blanc (droite) pour une antenne
tridimensionnelle

Pour les antennes tridimensionnelles, la cartographie du champ sonore à une fréquence donnée
est obtenue en calculant le module de la transformée de Fourier spatiale sur la sphère définie par
la relation de dispersion. Nous la représentons en aplatissant la sphère, en représentant en abcisses
l’azimut, en ordonnées l’élévation, et l’amplitude est obtenue par une colorisation variable. Un
exemple de cartographie du champ sonore est représentée sur la figure 5.13. Nous voyons que la
cartographie utilisant la fenêtre d’analyse sphéroïdale aplatie utilise la totalité de la plage de dy-
namique de 15 dB. L’étendue du lobe principal est quasiment identique pour les deux fréquences,
ce qui peut être un avantage : en effet, en formation de voies, on recherche souvent des réponses
spatiales (beampattern) qui soient indépendantes de la fréquence d’analyse, comme expliqué dans
les papiers de Ward et al. [105] et Yan [112].

FIG. 5.13 – Cartographie du champ sonore obtenue par une fenêtre d’analyse sphéroïdale aplatie
à la fréquence de 1464 Hz (gauche) et 5082 Hz (droite), pour une antenne tridimensionnelle. La
source analysée est ponctuelle, de coordonnées sphériques [1.5,0,0].

En revanche, l’étendue du lobe principal est quand même assez importante : il s’agit d’une
image “à basse résolution” (la demi-largeur angulaire du lobe principal à −3 dB vaut quand même
40 dg). Ceci tire son origine du fait que la cartographie du champ sonore est obtenue en évaluant
la transformée de Fourier spatiale sur la sphère définie par la relation de dispersion, qui est la zone
intéressante du spectre. Or, pour minimiser l’influence des signaux d’interférence, nous avons
maximisé l’énergie de la fenêtre d’analyse à l’intérieur de la sphère de résolution par rapport à
la sphère d’optimisation. Nous avons choisi ceci afin d’avoir un calcul simple, mais les signaux
d’interférence n’occupent pas la totalité de l’intérieur de la sphère d’optimisation, uniquement la
surface d’une sphère de rayon k = ω/c. L’inconvénient est que le centre de cette sphère varie en
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fonction du vecteur d’onde analysé k0, comme nous le verrons plus en détail au prochain para-
graphe, voir notamment la figure 5.14. . Afin d’englober tous les cas possibles, le domaine généré
par cette sphère de signaux d’interférence est justement la sphère d’optimisation, ce qui explique
les raisons de notre choix initial.

L’étendue du lobe principal peut être jugée trop importante. Cela est nécessaire pour obtenir
un pouvoir de focalisation décent. Si les performances de l’analyse par fenêtre d’analyse, c’est-
à-dire indépendante du vecteur d’onde analysé k0, ne sont pas jugées suffisantes, nous pouvons
améliorer cette situation en rendant aussi le vecteur de pondération dépendant du vecteur d’onde
analysé, et non plus seulement de la fréquence d’analyse, c’est-à-dire faire de la formation de voies
telle que celle décrite dans Van Veen et Buckley [65], ce que nous allons développer au prochain
paragraphe.

5.4 Formation de voies par minimisation d’une norme L2 continue
volumique2

À partir de ce paragraphe, nous allons optimiser le vecteur de pondération non seulement
pour la pulsation d’analyse ω, mais aussi pour un vecteur d’onde k0 donné. L’objectif est donc
de mettre en place un bon estimateur de p̂(k0,ω) conformément à l’équation (5.6). La philoso-
phie sous-jacente au critère utilisé pour le calcul du vecteur de pondération reste la même : nous
cherchons à minimiser l’influence des signaux d’interférence. La partie gauche de la figure 5.14 re-
présente une situation possible. Il s’agit d’une coupe 2D alors que le problème général est 3D, mais
il permet de mieux se représenter la situation. Le vecteur d’analyse considéré est k0 qui se situe
dans cet exemple dans le plan (Okxky). Ce vecteur d’onde d’analyse est situé sur la sphère définie
par la relation de dispersion de rayon k = ω/c. Les signaux d’interférence potentiels sont situés
partout ailleurs sur cette même sphère. Ainsi, une possibilité pour calculer le vecteur de pondéra-
tion correspondant à une bonne estimation de p̂(k0,ω) consiste à maximiser l’énergie de l’atome
élémentaire discrétisé dans une sphère centrée autour de k0, de rayon kres par rapport à l’énergie
située dans la couronne sphérique représentée en pointillés sur la figure 5.14, de centre 0, comprise
entre les rayons k0 − kres et k0 + kres. La formule correspondante est celle de l’équation (5.9). La
partie droite de la figure 5.14 montre pourquoi il est nécessaire de calculer des vecteurs de pondé-
ration différents pour chaque vecteur d’onde : si nous renversons notre point de vue et que nous
nous plaçons dans le référentiel du vecteur d’onde analysé k0, nous pouvons voir que l’orientation
de la couronne sphérique contenant les signaux d’interférence est différente pour deux vecteurs
d’onde différents k0 et k0

′. En effet, dans le référentiel lié au vecteur d’onde analysé, l’origine du
repère est obtenue par une translation de vecteur −k0.

Nous enchaînons maintenant avec la recherche de la solution de l’équation (5.9). Le numéra-
teur peut être remis en forme de la manière suivante, en effectuant un changement de variable afin
que k0 devienne l’origine du nouveau repère (k′ = k−k0) :

y

k∈B(k0,kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−k)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k2 dk d2Ω =
y

k′∈B(0,kres)

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)eik′·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

k′2 dk′ d2Ω

= wHT H
resw (5.25)

Comme Tres est une matrice réelle symétrique, T H
res = Tres. Ainsi le numérateur est le même que

pour une fenêtre d’analyse. Il ne dépend pas du vecteur d’onde considéré. Quant au dénominateur,
il peut être remis en forme de la manière suivante :

2Le travail présenté dans cette section est basé sur les articles [42, 45].
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FIG. 5.14 – Illustration concernant les zones de résolution et zone d’optimisation pour la méthode
de calcul de la fenêtre d’analyse (gauche). Localisation des signaux d’interférence pour deux vec-
teurs d’ondes k0 et k0

′ distincts(droite).
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′ (5.26)

Dans cette équation, w =
[
w1e−ik0·r1 , . . . ,wMmic e

−ik0·rMmic
]T

et T ′
opt = (Tk0+kres −Tk0−kres)

H .

Nous pouvons mettre l’expression précédente sous la forme de wHToptw. Dans ce cas le terme
élémentaire du noyau d’optimisation est donné par l’équation suivante :

(
Topt
)

(m,n)
=

4
3

πeik0·(rm−rn)
[

(k0 + kres)
3 jinc ((k0 + kres) rmn)− (k0 − res)3 jinc0 ((k0 − kres)rmn)

]

(5.27)

Ainsi, l’expression du vecteur de pondération optimal est toujours donnée par l’équa-
tion (5.23), où les expressions des noyaux de résolution sont données par les équations (5.23)
et (5.27).

D’un point de vue implémentation, nous pouvons voir que le noyau de résolution est indépen-
dant du vecteur d’onde à analyser k0, et ne dépend donc que de la pulsation d’analyse. Ainsi, il
n’est pas nécessaire de le recalculer à chaque fois. Quant au noyau d’optimisation, nous pouvons
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le récrire sous la forme suivante :

Topt =
[

eik0·r1 . . . eik0·rMmic
]

Topt,ind






e−ik0·r1

...
e−ik0·rMmic




 (5.28)

avec

(
Topt,ind

)

(m,n)
=

4
3

π
[

(k0 + kres)
3 jinc ((k0 + kres)rmn)− (k0 − res)3 jinc0 ((k0 − kres)rmn)

]

Ainsi, Topt,ind est indépendant du vecteur d’analyse k0. Au cours du calcul, il n’est donc pas né-
cessaire de le recalculer à chaque nouvelle valeur de k0. Il suffit de stocker ce noyau intermédiaire
à chaque pulsation pour économiser un peu de temps de calcul.

Le vecteur de pondération optimal est toujours le vecteur propre associé à la valeur propre de
plus grande magnitude du problème aux valeurs propres généralisé de l’équation (5.18).

Le pouvoir de focalisation de la même antenne que celle utilisée au paragraphe précédent, ainsi
que le gain pour un bruit blanc sont représentés sur la figure 5.15 en fonction de la fréquence. Il
s’agit de données moyennées sur un ensemble de vecteurs d’onde. Les pouvoirs de focalisation
obtenues sont légèrement supérieurs à ceux affichés sur la figure 5.12 pour l’analyse de champs
sonores par fenêtre d’analyse. De plus, le gain majeur ne réside pas dans ces pourcentages affichés
mais dans le fait que le volume de la zone d’optimisation a considérablement diminué entre les
deux approches, passant d’une sphère de rayon 2kmax + kres à une couronne sphérique comprise
entre les rayons kmax − kres et kmax + kres. De fait, l’étendue du lobe principal est beaucoup moins
grande, comme nous pouvons le voir sur la figure 5.17 en comparaison de la figure 5.13, ce qui
correspondra à une meilleure résolution de l’analyse globale.

Dans les grandes lignes, les conclusions sont identiques à celles du paragraphe précédent, à
savoir que le pouvoir de focalisation est plus fort pour les vecteurs de pondération sphéroïdaux
allongés, au détriment d’un gain pour un bruit blanc assez important. L’utilisation de la régulari-
sation permet de diminuer cette sensibilité au bruit tout en conservant un pouvoir de focalisation
convenable, ce qui permet dans la pratique d’être robuste au bruit interne des capteurs, ainsi qu’à
de légères erreurs de positionnement des microphones.
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FIG. 5.15 – Pouvoir de focalisation (gauche) et Gain pour un bruit blanc (droite) pour une antenne
tridimensionnelle

Toutes les figures de ce paragraphe ont été obtenues pour une antenne tridimensionnelle consti-
tuée de solides platoniciens (tétraèdre, octaèdre, cube, icosaèdre et dodécaèdre), seuls maillages
sphériques réguliers. Nous avons utilisé un octaèdre inscrit dans une sphère de rayon 1 cm, un do-
décaèdre inscrit dans une sphère de rayon 3.16 cm, un icosaèdre dans une sphère de rayon 10 cm,
un cube dans une sphère de rayon 31.6 cm et un tétraèdre dans une sphère de rayon 1 m.
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Sur les figures 5.16 et 5.17, nous avons représenté la cartographie de l’atome élémentaire,
c’est-à-dire l’onde plane discrétisée, et pondérée par un vecteur uniforme (figure 5.16) ou sphéroï-
dal aplati (figure 5.17), c’est-à-dire que nous avons représenté

∣
∣
∣
∣
∣

Mmic

∑
m=1

wm (k0,ω)e−i(k0−k)·rm

∣
∣
∣
∣
∣

2

pour k balayant la sphère de rayon k = ω/c.
Nous pouvons voir que le recours à une pondération uniforme ne permet pas de fixer la réso-

lution de l’analyse. Ainsi, à basses fréquences, la résolution est du même ordre de grandeur que
le rayon de la sphère définie par la relation de dispersion, de sorte que seul le lobe principal est
affiché, ce qui est visible sur la partie supérieure gauche de la figure 5.16. Au fur et à mesure que
la fréquence croît, la résolution reste inchangée, et nous voyons que le lobe principal occupe une
zone de moins en moins importante : ceci est à relier au fait que le rayon de la sphère analysée
croît linéairement avec la fréquence. Ainsi, le lobe principal est quasiment ponctuel pour la fré-
quence d’analyse de 12785 Hz. En fait, à cette fréquence d’analyse, l’image ne dispose pas d’assez
de finesse pour afficher tous les lobes secondaires présents, tellement ceux-ci sont rapprochés. Le
vecteur de pondération uniforme focalise raisonnablement bien l’énergie à la fréquence de 5 kHz,
soit une longueur d’onde de 6 cm, qui correspond dans l’antenne au diamètre de la sphère dans
laquelle est inscrite le dodécaèdre, qui est le solide platonicien réalisant un maillage sphérique
régulier, ayant le maximum de sommets, c’est-à-dire 20.

FIG. 5.16 – Cartographie du champ sonore pour une onde plane pondérée par un vecteur de pon-
dération uniforme pour les fréquences de 370 Hz (haut gauche) et 838 Hz (haut droite), 4298 Hz
(bas gauche) et 12785 Hz (bas droite), pour une antenne tridimensionnelle.

Concernant la figure 5.17, nous pouvons voir que la totalité de la plage de dynamique de 15 dB
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est utilisée quelle que soit la fréquence d’analyse. De plus, nous pouvons voir que la résolution
est à peu près constante sur toute la bande de fréquences analysée, comparativement au vecteur
de pondération uniforme. À la fréquence de 12785 Hz, nous constatons l’apparition de lobes se-
condaires ayant un niveau relativement importants, environ −6 dB par rapport au lobe principal.
A cette fréquence d’analyse, la longueur d’onde est de 2.6 cm, et il ne reste que les 6 sommets
de l’octaèdre qui se situent à l’intérieur de la sphère correspondante à cette longueur, ce qui ex-
plique la chute progressive des performances aux hautes fréquences, notamment celles supérieures
à 5 kHz.

FIG. 5.17 – Cartographie du champ sonore pour une onde plane pondérée par un vecteur de pon-
dération sphéroïdal allongé optimal pour les fréquences de 370 Hz (haut gauche) et 838 Hz (haut
droite), 4298 Hz (bas gauche) et 12785 Hz (bas droite), pour une antenne tridimensionnelle.

Pour conclure, nous constatons que l’analyse de champs sonores à hautes fré-
quences est extrêmement difficile à réaliser, ceci pour trois raisons :
– la présence de lobes secondaires importants perturbe l’estimation de la transfor-

mée de Fourier ;
– les erreurs de positionnement induisent un bruit dont la puissance croît de 20 dB

par décade si l’on s’en réfère à la figure 5.9 ;
– l’analyse aux hautes fréquences est très localisée. En pratique, pour l’antenne

utilisée au cours de ces deux derniers paragraphes, le rayon où l’analyse est va-
lide est inversement proportionnel à la fréquence, ou proportionnel à la longueur
d’onde. En fait cette dernière remarque est générale, et peut s’appliquer à tous les
types d’antenne.
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5.5 Formation de voies par minimisation d’une norme L2 surfacique

L’enchaînement logique de notre progression sur l’analyse de champs sonores nous a d’abord
fait considérer les fenêtres d’analyse, pour lesquelles nous avons cherché à maximiser l’énergie
dans le lobe principal. Pour obtenir une amélioration des performances, notamment en termes de
résolution à pouvoir de focalisation à peu près comparable, il nous a fallu rendre les coefficients
de pondération dépendants du vecteur d’analyse. Nous avons mentionné qu’il s’agissait d’une for-
mation de voies traditionnelle, comme mentionnée par Van Veen et Buckley [65]. Il est possible de
calculer des vecteurs de pondération dont la réponse du filtre spatial est beaucoup plus générale et
ne cherche pas uniquement à focaliser la majorité de l’énergie dans la plus petite zone du domaine
de Fourier. Par exemple, nous pouvons choisir de mettre au point un filtre spatial qui filtre le signal
provenant d’un azimut donné quelle que soit l’élévation. C’est ce problème que nous allons traiter
dans cette partie.

Le champ sonore analysé et sa transformée de Fourier spatiale sont données par les équa-
tions (5.4) et (5.5). Le produit de convolution a été explicité à l’équation suivante (5.6). À la sortie
d’une formation de voies, notre signal ne doit plus dépendre du vecteur d’onde k. Pour cela, il
est nécessaire d’évaluer l’équation (5.5) pour un vecteur d’onde k à déterminer. Comme l’objec-
tif de la formation de voies dans ce paragraphe est d’obtenir une réponse arbitraire pour le filtre
spatial, nous choisissons pour valeur de k le vecteur nul. Dans le cas précédent où l’objectif était
de focaliser l’énergie provenant d’une direction d’incidence donnée (φ0,θ0), nous avons choisi
k = k0 =

(
ω
c
,φ0,θ0

)
pour qu’un vecteur de pondération uniforme corresponde au matched filter

pour l’onde plane en question. Dans le cas d’une réponse générique du filtre spatial, cela n’a plus
de raison d’être. Le signal sortant de la formation de voies ps (ω) est donc défini comme ceci :

ps (ω) =
y

k∈R3

p(k,ω) .

[
Mmic

∑
m=1

wm (ω)eik·rm

]

d3k (5.29)

L’expression précédente montre bien que le signal de sortie de la formation de voies est une
version filtrée spatialement par rapport au signal initial. La grosse différence est qu’il ne s’agit pas
d’un filtrage de type convolutif, comme dans le cas usuel des signaux temporels, mais d’un filtrage
de type multiplicatif. La réponse de ce filtre spatial est :

h(k) =
Mmic

∑
m=1

wm (ω)eik·rm (5.30)

Nous allons essayer de sculpter la réponse de ce filtre spatial h afin qu’elle approche au mieux
une réponse de référence href.

5.5.1 Norme discrète

Ce type de formation de voies est le plus répandu. Il consiste à réaliser un maillage discret
de la sphère d’analyse, et à faire coller au mieux la réponse effective de la formation de voie à
une réponse de référence. Il s’agit donc d’un recours à des méthodes numériques pour résoudre
un problème situé initialement dans le domaine continu, que nous poserons plus élégamment à la
section 5.5.2. Des méthodes existent pour calculer les vecteurs de pondération, exposées dans les
travaux de Parra [77, 78], Yan [112].

Notre propos dans cette section n’est pas d’améliorer ces méthodes existantes, mais d’attirer
l’attention sur le fait que le choix du nombre de points pour réaliser le maillage des directions
d’incidence est primordial. Trois facteurs influent dans ce choix : le nombre de microphones de
l’antenne de capteurs, la disposition de ceux-ci et la fréquence d’analyse.
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Étant donné que le nombre de degrés de libertés de la formation de voies fréquentielle est
égal au nombre de microphones, il faut obligatoirement que le nombre de points du maillage de
la sphère d’analyse dans le domaine de Fourier soit au moins supérieur à ce nombre afin que les
problèmes numériques sous-jacents ne soient pas obligatoirement mal conditionnés. Il s’agit d’une
condition nécessaire, mais pas suffisante.

À la pulsation ω nous fixons le gabarit du filtre spatial sur la sphère définie par la relation de
dispersion k = ω/c. Il est nécessaire d’échantillonner la réponse du filtre spatial sur cette sphère,
mais il est nécessaire de connaître la densité de points du maillage. Le terme de la réponse du
filtre spatial (5.30) correspondant à la contribution du mième microphone est wm (ω)eik·rm . Nous
allons maintenant introduire le concept de rapidité de variation de la phase spatiale. La phase de
cette exponentielle complexe est k ·rm. Afin de représenter à un taux d’échantillonnage critique les
variations de phase, il est nécessaire d’avoir au moins deux vecteurs d’onde par variation de phase
de 2π. En désignant ces deux vecteurs d’onde k1 et k2, la variation de phase vaut (k2 −k1) · rm

entre les deux points. Si l’on note 2γ l’angle entre les deux vecteurs d’onde k1 et k2, la variation de
phase entre les deux points est majorée par 2krm sin γ. L’angle 2γ séparant les deux vecteurs d’onde
ne devrait pas occasionner une variation de phase supérieure à π, ce qui conduit à la restriction :

γmax = arcsin
π

2krm

(5.31)

L’angle solide d’un cône de demi-angle d’ouverture γ étant égal à 2π(1− cosγ), nous en dé-
duisons qu’il faut au minimum un nombre de vecteurs d’onde égal à

N =
4π

2π(1− cosγmax)
(5.32)

Si π
2krm

≪ 1, alors N ≈ 64 f 2R2

c2 , où f désigne la fréquence d’analyse, et R désigne la distance
maximale d’un microphone par rapport à l’origine. Nous ne donnons pas de méthode pour réaliser
un tel maillage critique. Pour l’implémentation, nous utilisons un maillage sphérique séparable en
azimut et élévation, dont le pas est un peu inférieur à γmax dans chacune des deux dimensions pour
échantillonner correctement chacune des eik·rm .

Soit (kn)n∈[1,N] le maillage sphérique correspondant. Nous adoptons les notations suivantes

par la suite3 :

w = [w1, . . .wMmic ]
T (5.33)

href = [href (k1) , . . . ,href (kN)]T (5.34)

E =






eik1·r1 . . . eik1·rMmic

...
. . .

...
eikN·r1 . . . eikN·rMmic




 (5.35)

h = [h(k1) , . . . ,h(kN)]T

= Ew (5.36)

La matrice E est de dimension N ×Mmic avec N ≥ Mmic. Afin de calculer le vecteur de pon-
dération optimal, nous choisissons de minimiser l’erreur quadratique entre la réponse de référence
href et la réponse réelle h. Cela conduit au vecteur de pondération suivant :

w =
(
EHE

)−1
EHhref (5.37)

3La dépendance en ω est omise par soucis de clarté.
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Si la matrice
(
EHE

)
est mal conditionnée, il peut être utile de mettre en œuvre une régulari-

sation de sorte à ne considérer que les valeurs propres significatives au moment de l’inversion, afin
de ne pas amplifier le bruit.

Lorsque la fréquence d’analyse croît, le nombre de vecteurs d’onde N nécessaires pour mailler
correctement la sphère croît en f 2 et devient vite très important. Afin de ne pas avoir une com-
plexité numérique trop forte, il peut alors être judicieux d’éliminer les microphones situés trop
loin de l’origine de sorte à diminuer le R et garder un nombre de vecteurs d’onde pour le maillage
correct.

Pour illustrer les propos précédents, nous allons considérer une antenne de microphones consti-
tuée d’un dodécaèdre inscrit dans une sphère de rayon 34 cm. Pour ce rayon, l’équation (5.31)
nous indique que l’angle maximal entre deux vecteurs d’onde devrait être égal à 60 dg. L’erreur
moyenne par paramètre en respectant cette condition est alors de −43.3 dB, ce qui est très correct.
Lorsque nous utilisons un maillage 4 fois plus dense, correspondant à γmax/2, l’erreur moyenne par
paramètre chute à −12.7 dB. Basé sur ce constat, il semblerait mieux d’utiliser un maillage moins
dense, mais les performances obtenues sont illusoires. Elles sont représentées sur la figure 5.18.
Nous pouvons voir que pour le premier cas, la réponse aux points d’échantillonnage possède un
bon profil, mais que la même réponse tracée pour un maillage beaucoup plus dense est très large-
ment différente (attention au changement d’échelle entre les deux représentations). Ce n’est pas le
cas lorsque nous prenons γmax/2 au lieu de γmax. La réponse en dehors des points d’optimisation ne
diverge pas contrairement au premier cas (les échelles des deux représentations sont identiques).
Dans ce premier cas, le maillage qui a servi au moment de l’optimisation du vecteurs de pondéra-
tion n’est pas assez dense pour échantillonner correctement les eik·rm de l’équation (5.30), car les
variations de phase sont trop rapides. Dans le deuxième cas, l’échantillonnage est suffisant pour
suivre ces variations.

5.5.2 Norme continue

La section précédente a décrit la procédure afin de calculer le vecteur de pondération opti-
mal approchant au mieux une réponse de référence discrétisée href. Dans ce paragraphe, nous
essaierons de justifier la pertinence de cette approche en essayant de résoudre le problème dans
le domaine continu. Nous verrons un parallèle direct entre la formation de voie, et l’analyse de
champs sonores par harmoniques sphériques, couramment répandue dans le domaine, voir par
exemple Poletti [79]. Nous comparerons dans le paragraphe suivant les performances de ces deux
approches.

Le système de coordonnées le plus adapté pour décrire la réponse de référence href (k) est
une fois de plus le système de coordonnées sphériques. En effet, si nous reprenons le cas de
l’introduction de ce paragraphe où nous souhaitions filtrer ce qui provient d’un azimut donné
quel que soit l’élévation, le gabarit correspondant est :

href (k,φk,θk) =

{
1 si φ0 −δφ ≤ φk ≤ φ0 + δφ

0 sinon
(5.38)

L’avantage d’avoir recours aux techniques de formations de voies fréquentielles est toujours
le même : à la pulsation ω, les singularités potentielles de la transformée de Fourier spatiale sont
situées sur la sphère définie par la relation de dispersion, de sorte que nous pouvons restreindre la
donnée du gabarit à cette sphère, c’est-à-dire de ne préciser que href (ω/c,φk,θk).

De la même manière, il est donc nécessaire de ne considérer la réponse du filtre réel (5.30) que
sur cette même sphère. Il convient de donner une expression de cette réponse séparable dans le
système de coordonnées sphériques. Celle-ci est obtenue grâce au développement en séries d’une
onde plane (1.51). Nous obtenons alors l’expression :
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FIG. 5.18 – Influence du nombre de vecteurs d’ondes utilisé lors de la minimisation de la fonc-
tion de coût sur la réponse spatiale de la formation de voies en utilisant la minimisation d’une
norme discrète. L’objectif est de focaliser l’énergie dans la direction [az = 180 dg, el = 30 dg],
avec une résolution de 60 dg . En haut à gauche, réponse utilisant une discrétisation satisfaisant
l’équation (5.31). En bas à gauche, même réponse tracée sur un maillage plus dense (plage de
dynamique différente). En haut à droite, échantillonnage tous les γmax/2. En bas à droite, même
réponse mais tracée sur un maillage plus dense.

h
(ω

c
,φk,θk

)

=
+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

[
Mmic

∑
n=1

4πil wn (ω) jl
(ω

c
rn

)

Ym
l (φrn

,θrn
)

]

Ym
l (φk,θk) (5.39)

=
+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

Mmic

∑
n=1

almnwn (ω)Ym
l (φk,θk) (5.40)

De même, nous pouvons décomposer href (ω/c,φk,θk) en séries de Fourier sur la sphère :

href

(ω

c
,φk,θk

)

=
+∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

αlmYm
l (φk,θk) (5.41)

Il ne reste plus qu’une étape délicate afin de se ramener au problème du paragraphe précédent :
il s’agit de l’ordre L auquel nous tronquons le développement en séries. Nous reviendrons bientôt
sur ce problème. Ensuite, il ne suffit que de mettre à jour les notations du paragraphe précédent :
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α = [α00,α1−1,α10,α11, . . . ,αL−L, . . . ,αLL]T (5.42)

A =

















a001 . . . a00Mmic

a1−11 . . . a1−1Mmic

a101 . . . a10Mmic

a111 . . . a11Mmic
...

. . .
...

aL−L1 . . . aL−LMmic
...

. . .
...

aLL1 . . . aLLMmic

















(5.43)

α̂ = Aw (5.44)

De même que dans le paragraphe précédent, nous cherchons à minimiser la norme quadratique
de l’erreur ‖α− α̂‖2, ce qui conduit au vecteur de pondération optimal suivant :

w =
(
AHA

)−1
AHα (5.45)

Pour ce qui concerne l’ordre de troncature L des séries de Fourier sphérique, nous savons
d’une part que les fonctions de Bessel sphériques jl (x) possèdent un zéro d’ordre l à l’origine,
et nous avons dit dans la partie I, au chapitre 1 que leur amplitude pouvait être considéré comme
négligeable pour x ≤ L− 1. Ainsi, si R représente l’étendue spatiale de l’antenne, c’est-à-dire le
rn maximal, alors L− 1 = 2π f R

c
et nous retombons sur la tendance obtenue au paragraphe pré-

cédent concernant le nombre de coefficients (L + 1)2 à considérer, soit 4π2 f 2R2

c2 , ce qui est bien

proportionnel à
(

f R
c

)2
.

5.5.3 Comparaison des deux approches

Les deux approches envisagées aux sections 5.5.1 et 5.5.2 nécessitent le calcul d’une matrice
dont les dimensions peuvent devenir assez importantes, à savoir E et A . La première ne nécessite
que le calcul d’exponentielles complexes eikn·rm tandis que la deuxième fait intervenir les coeffi-
cients almn dont nous rappelons l’expression :

almn = 4πil jl (krn)Y m
l (φrn

,θrn
)

Elle nécessite donc à la fois le calcul des fonctions de Bessel sphériques mais aussi des harmo-
niques sphériques standard, ce qui est plus complexe que le simple calcul d’une exponentielle
complexe. Ainsi, si les deux méthodes conduisent à des performances analogues, il conviendra de
privilégier la première approche.

Dans cette section, nous avons donc fait une connexion entre la formation de voies et l’analyse
du champ sonore basée sur les harmoniques sphériques. Cette dernière a fait l’objet de beaucoup
de développements dans la littérature, voir par exemple Abhayapala et Ward [3], Li et al. [62],
Meyer et Elko [66], Park et Rafaely [76], Poletti [79], Rafaely [84]. Nous avons même les outils
pour comparer ces deux approches en utilisant un critère commun, à savoir les équations (5.30)
et (5.39) qui tracent dans les deux cas la réponse du filtre spatial, la première correspondant à
une description en ondes planes et la deuxième à une description en harmoniques sphériques. Je
n’ai pas eu le temps de comparer les résultats de ces deux approches, mais cela apparaît comme
une perspective intéressante de cette thèse. Il y a quand même de fortes présomptions sur le fait
qu’elles doivent conduire à des résultats sensiblement identiques. En effet, les analogies entre les

119



Configurations géométriques pour les antennes

deux développements sont flagrantes, notamment concernant le nombre de paramètres nécessaires
à la description du champ sonore, qui dépend de la géométrie de l’antenne de microphones, l’un
par le biais du concept de la rapidité des variations de la phase spatiale, l’autre par le biais de
l’ordre de la décomposition nécessaire pour représenter correctement le champ sonore.

5.6 Configurations géométriques pour les antennes

Dans cette section, nous allons comparer les performances de plusieurs géométries d’antenne
concernant le pouvoir de focalisation de celles-ci et le gain pour un bruit blanc, en utilisant pour
l’analyse l’algorithme décrit à la section 5.4. Les antennes utilisées pour effectuer cette comparai-
son sont les suivantes :

– deux antennes constituées de solides platoniciens inscrits dans 5 sphères dont les rayons sont
logarithmiquement espacés entre 1 cm et 1 m. Les solides s’enchaînent soit dans l’ordre té-
traèdre, octaèdre, cube, icosaèdre et dodécaèdre (“tocid” sur les légendes), soit dans l’ordre
inverse (“dicot” sur les légendes). Ces antennes disposent toutes deux de 51 éléments ;

– deux antennes circulaires de 51 éléments chacune, la première ayant un rayon de 1 m, et la
deuxième un rayon de 10 cm ;

– deux antennes en croix, chacune ayant 53 éléments (4 branches ayant chacune 13 micro-
phones plus 1 microphone au centre) s’étalant de 1 cm à 1 m, l’une ayant un espacement
linéaire (“cross linear”) et l’autre utilisant une répartition logarithmique pour l’espacement
des microphones (“cross logarithmic”) ;

– une antenne ayant une répartition de microphones aléatoires de 51 éléments (“random”). Les
coordonnées de chacun des microphones sont aléatoires mais réparties de manière uniforme
entre −1 et 1.

Les résultats sont affichés sur la figure 5.19. Concernant le pouvoir de focalisation de ces
différentes antennes, nous pouvons voir que celles qui obtiennent les meilleures performances sur
toute la plage fréquentielle des signaux audio sont les antennes constituées de solides platoniciens,
et plus particulièrement l’antenne “dicot” qui possède une plus forte densité de points au niveau
du centre de l’antenne. Pour les deux antennes constituées de solides platoniciens, nous voyons
clairement apparaître un pic de performance pour la longueur d’onde correspondant à l’inverse du
diamètre de la sphère dans laquelle est inscrite le dodécaèdre, soit normalement 17000 Hz pour
l’antenne “dicot” et 170 Hz pour l’antenne “tocid”. Les pics de performance observés apparaissent
à 10000 Hz et 260 Hz, donc il existe un léger écart, mais l’ordre de grandeur est à peu près respecté.

Concernant les antennes en croix, nous pouvons voir qu’il vaut mieux utiliser une répartition
logarithmique des échantillons qu’une répartition linéaire, pour laquelle nous observons une chute
de performances à partir de environ 2000 Hz. L’espacement des microphones pour cet antenne
est de 7 cm. Si nous considérons qu’il faut au moins deux microphones par longueur d’onde, ce la
correspond à une longueur d’onde critique de 14 cm, soit une fréquence de 2000 Hz. Le pouvoir de
focalisation de l’antenne en croix à répartition logarithmique des échantillons possède un pouvoir
de focalisation quasiment constant sur toute la bande de fréquences.

Concernant les antennes circulaires, nous voyons qu’elles sont bien adaptées pour la plage de
fréquences correspondant aux longueurs d’onde de l’ordre du diamètre de l’antenne circulaire, soit
170 Hz pour l’antenne circulaire de rayon 1 m, et 1700 Hz pour l’antenne de rayon 10 cm.

Finalement, nous observons que le pouvoir de focalisation de l’antenne aléatoire est très bon
à basses fréquences, et très mauvais à hautes fréquences, avec une rapide chute des performances.
Il s’agit d’un tirage, nous n’avons pas effectué de millions de tirage afin d’obtenir une antenne qui
aurait pu avoir des performances plus optimales.

Concernant la partie droite de la figure 5.19, nous pouvons voir que les antennes constituées
de solides platoniciens amplifient plus le bruit blanc par rapport à d’autres antennes. La plage de
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FIG. 5.19 – Étude de l’influence de la géométrie de l’antenne sur le pouvoir de focalisation de l’an-
tenne (gauche) et sur le gain pour un bruit blanc (droite), pour différentes géométries (se reporter
au texte).

dynamique d’amplification du bruit blanc est de deux ordres de grandeur environ, de 109 à 1011

environ, soit une plage de 20 dB, ce qui n’est pas très important. De plus, nous n’avons pas utilisé
de régularisation pour atténuer l’amplification du bruit.

Conclusion sur l’analyse de champs sonores par antenne de micro-
phones

Ce chapitre a exposé des méthodes permettant de faire l’analyse de champs sonores à partir
des données récoltées par une antenne de microphones. Nous avons particulièrement attaché de
l’importance sur les liens entre la physique des champs sonores, et les méthodes de traitement de
signal pour le filtrage spatial.

En particulier, cette façon de procéder nous a permis de démontrer que l’analyse de champs
sonores était le résultat de deux formations de voies successives : la première est une formation de
voies continue effectué au niveau de chaque microphone de l’antenne de capteurs, et la deuxième
est une formation de voies discrète pondérant de manière variable les mesures récoltées par chacun
des microphones de l’antenne afin de filtrer la composante spatiale d’intérêt du champ sonore. La
première formation de voie est imposée par le type de microphones employée dans l’antenne, et
il s’agit d’un paramètre à prendre en compte au moment de la conception de l’antenne, tandis
que la deuxième n’utilise que du traitement du signal qui peut être effectué postérieurement à
l’acquisition des données. Il s’agit donc d’un procédé d’une extrême flexibilité.

L’objectif initial de notre méthode était d’imiter les mécanismes de la perception auditive,
qui réalise une sorte d’analyse temps-espace/fréquence-vecteur d’onde. Nous avons mis au point
un algorithme de formation de voies permettant de focaliser l’énergie du filtre spatial dans une
certaine direction et de minimiser l’énergie du même filtre pour les autres directions. Le critère
utilisé réalise cette optimisation en considérant l’ensemble complet (continu) des directions d’in-
cidences possibles, ce qui a été rendu possible en utilisant le développement en série d’une onde
plane en harmoniques sphériques. Comme nous l’avons montré, cela permet de s’affranchir de la
difficulté relative à la conception du maillage de l’ensemble des directions d’incidence lorsque des
algorithmes de formation de voies qui optimisent la réponse du filtre spatial uniquement sur un
ensemble discret de directions d’incidence sont utilisés.

Pour les algorithmes réalisant une optimisation sur un ensemble discret d’ondes planes, nous
avons introduit le concept de rapidité de variation de la phase spatiale afin de fixer des conditions
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sur l’angle maximal devant séparer deux directions d’incidence du maillage utilisé pour l’opti-
misation. Nous avons procédé de manière analogue lorsque l’optimisation était réalisée sur un
ensemble discret d’harmoniques sphériques, où nous avons précisé l’ordre de la décomposition
L nécessaire pour représenter correctement la réponse du filtre spatial. Dans les deux cas, ondes
planes ou harmoniques sphériques, ceci dépend de la fréquence d’analyse et de la géométrie de
l’antenne de microphones.

Nous avons montré l’efficacité de notre méthode et avons mis en place une régularisation afin
de limiter l’influence du bruit (présent sur les capteurs ou occasionné par des erreurs de position)
sur notre algorithme.

Nous allons maintenant nous intéresser aux perspectives de ces algorithmes d’analyse de
champs sonores. Un des défauts que nous pouvons reprocher à notre méthodes est son manque
de flexibilité pour l’addition de contraintes supplémentaires lors de l’optimisation du vecteur de
pondération, étant donné que seule une minimisation quadratique est envisageable. La flexibilité
du traitement effectué dans les travaux de Yan [112] est un avantage dont nous aimerions profité
aussi pour l’analyse de champs sonores, étant donné qu’il est possible de réaliser une minimisa-
tion de l’erreur en norme L∞, d’ajouter des contraintes supplémentaires. Ainsi, une perspective
intéressante semble d’envisager une méthode hybride d’analyse de champs sonores, réunissant les
avantages des deux approches, discrètes et continues.

L’analyse effectuée par les antennes de microphones que nous avons utilisées au cours de
ce chapitre est toujours localisée sur l’origine du repère. Il serait intéressant d’utiliser plusieurs
antennes de microphones pour avoir plusieurs points de vue sur la scène sonore enregistrée.

Pour le moment, les algorithmes présentés dans ce chapitre permettent de faire des cartogra-
phies de champ sonore à une fréquence d’analyse spécifique. Des exemples de telles cartographies
de champ sonore sont disponibles au chapitre 7. Une des autres perspectives est de ne plus en-
visager une formation de voies fréquentielle, mais globale, permettant de réaliser un filtre spatial
sur une large bande de fréquences. Pour cela, il suffit de mettre en place un réseau de filtres sur
l’antenne de microphones. Nous disposons de la réponse fréquentielle de ces filtres, et il ne nous
reste plus qu’à implémenter un réseau de filtres FIR qui respecte au mieux ce gabarit afin de réa-
liser cette fonction, et obtenir des représentations du champs sonores telles que celles utilisées
par Caulkins et al. [23].

Pour le moment, ces algorithmes d’analyse de champs sonores peuvent être appliqués quel que
soit l’antenne de microphones, et permettent d’aboutir à des prises de sons directives. La qualité
de la représentation obtenue dépend du nombre de microphones utilisés lors de l’enregistrement
et de leur répartition dans l’espace. Ces algorithmes peuvent être utilisés aussi bien pour des sys-
tèmes de synthèse de champs sonore basés uniquement sur la représentation en ondes planes, mais
peuvent être aussi utilisées comme systèmes de prise de son pour les dispositifs de Wave Field
Synthesis. En effet, nous avions dit dans le bilan de la partie I qu’il n’existait pas encore de sys-
tème performant de prise de sons lié à la Wave Field Synthesis, et que seule une solution hybride
était envisageable dans l’état actuel des connaissances. Une telle solution hybride pourrait utiliser
les algorithmes d’analyse de champs sonores présentés au cours de ce chapitre pour l’analyse de
champs sonores réels captés par une antenne de microphones, et la Wave Field Synthesis comme
procédé de synthèse de champs sonores.
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Chapitre 6

Algorithmes pour la synthèse de
champs sonores

Résumé :
Dans la première partie de ce chapitre, nous introduisons les objectifs d’une égalisation
multicanale idéale, dans laquelle le champ sonore serait connu idéalement. Nous insis-
tons sur la difficulté théorique d’une telle approche, nécessitant la mise au point d’un
opérateur d’inversion. Puis, nous simplifions la démarche de l’égalisation multicanale
dans un contexte idéal afin que le calcul du réseau de filtres inverses à placer en amont
du réseau de transducteurs soit réalisable en effectuant des calculs matriciels de façon à
ce qu’il puisse être implémenté dans la pratique.
Nous introduisons deux structures pour le réseau de filtres inverses, la première ne pre-
nant en compte que l’information récoltée sur le réseau de microphones, et la deuxième
essayant d’optimiser le réseau de filtres inverses pour une source acoustique donnée.
Bien que la première approche soit plus complexe car elle nécessite Mmic fois plus de
calculs que la deuxième approche pour calculer le réseau de filtres inverses, elle per-
met de reproduire n’importe quelle source. Ainsi, cette approche devient avantageuse
lorsque le nombre de sources que nous souhaitons restituer devient supérieur au nombre
de microphones utilisé pour caractériser le réseau de transducteurs.
L’algorithme de synthèse de champs sonore que nous présentons se découpe en deux par-
ties. Dans un premier temps, nous calculons le gabarit optimal des filtres inverses dans
le régime fréquentiel. Cette partie ne pose pas de difficulté du point de vue théorique.
Dans un deuxième temps, les réponses impulsionnelles des filtres inverses, implémentés
sous forme de filtres numériques à réponse impulsionnelle finie, sont calculées à partir
de la connaissance de leur gabarit fréquentiel. Il s’agit d’un problème pour lesquelles il
y a plus d’équations (nombre de fréquences où le gabarit des filtres inverses est connu)
que d’inconnues (nombre de coefficients de chaque filtre inverse). De ce fait, nous cal-
culons le réseau de filtres inverses qui approche au mieux le gabarit de référence au sens
des moindres carrés. Étant donné que le calcul du réseau de filtres inverses peut exiger
l’inversion d’une matrice dont les dimensions deviennent trop grandes pour être envi-
sageable dans la pratique, nous avons mis en œuvre une procédure de calcul itérative
convergeant en un faible nombre d’itérations vers la solution optimale. Il s’agit d’une
résolution itérative par un algorithme de Gauss-Newton approché. Le calcul de chaque
itération est accéléré en tirant profit de la structure de Toeplitz des matrices mises en jeu,
de sorte que la FFT peut être utilisée pour calculer rapidement chaque itération.



Introduction

6.1 Introduction

Le chapitre précédent traitait des algorithmes permettant d’effectuer une analyse de champs
sonores à partir d’un réseau de microphones. Le présent chapitre va s’occuper du problème dual,
à savoir celui de la synthèse de champs sonores à partir d’un réseau de transducteurs.

Parmi les méthodes de synthèse de champs sonores existantes, nous pouvons citer :

– l’égalisation multicanale. Elle s’inspire des méthodes de reproductions binaurales, au
casque, qui visent à reproduire la même valeur du champ de pression acoustique au niveau
des tympans que le champ initial. L’égalisation multicanale possède les mêmes objectifs,
excepté que la reproduction se fait à l’aide d’enceintes et non au casque. De fait, si le ca-
nal gauche alimente l’enceinte gauche, et le canal droit l’enceinte droite, il y a naissance
d’interférence car l’oreille droite entend une combinaison des deux canaux. Le principe de
l’égalisation multicanale peut s’étendre sans problèmes pour un nombre de canaux supérieur
à deux. Dans cette méthode, les opérateurs de propagation de chacun des transducteurs du
réseau sont connus sur un ensemble de points. On met alors en place un réseau de filtres in-
verses qui approche un opérateur de propagation cible, en minimisant l’erreur entre le champ
de référence et le champ reconstruit. Cette méthode ne fait appel à aucune étape d’analyse
du champ sonore intermédiaire. Les algorithmes utilisés sont des algorithmes d’égalisation
multicanale. Des exemples de références associés à cette approche sont fournies dans les
travaux suivants : Bouchard [15], Bouchard et Feng [16], Bouchard et Quednau [17], Cor-
teel et al. [26], Elliott et al. [33], Guillaume et Grenier [40], Guillaume et al. [46], Kirkeby
et al. [56], Miyoshi et Kaneda [67], Nelson et al. [71, 72], Talantzis et Ward [98] ;

– la Wave Field Synthesis [8, 9, 10, 13, 14, 21, 26, 28, 29, 30, 49, 92, 93, 95]. Dans la pratique,
il existe plusieurs variantes : la première consiste à considérer un réseau de transducteurs
virtuel dont les positions coïncident avec celles des transducteurs réels. Généralement, les
transducteurs sont alors supposés à directivité monopolaire ou dipolaire, mais ce n’est pas
une obligation. Dans tous les cas, il est nécessaire d’adjoindre un modèle sur la directivité
des transducteurs réels. La deuxième variante consiste à se ramener au cas de l’égalisation
multicanale, mais en plaçant des garde-fous sur ce qui est physiquement réalisable, ce que
ne font pas d’eux-mêmes les algorithmes d’égalisation multicanale ;

– des approches utilisant la formation de voies ont aussi été envisagées. Une des méthodes
possibles est de filtrer le champ sonore dans chacune des directions où est présent un trans-
ducteur, et d’alimenter le transducteur par le signal correspondant. Une méthode analogue
était utilisée en utilisant la décomposition du champ sonore en harmoniques sphériques,
dans les débuts des procédés ambisonics. Ces approches ne prennent pas en compte non
plus le rayonnement réel des transducteurs ni leur interaction avec la salle hôte du dispositif
de reproduction.

Dans ce chapitre, nous proposons un raffinement de l’algorithme d’égalisation multicanale que
nous avons proposé à ICASSP [46]. Nous montrerons en particulier qu’il peut s’appliquer pour
chacune des trois méthodes précédemment mentionnées. Un des points critiques dans le calcul du
réseau de filtres inverses, qui est un ensemble de filtres numériques à réponse impulsionnelle finie,
est le retour dans le domaine temporel. En effet, toutes les méthodes d’analyse que nous avons pré-
sentées dans le chapitre précédent se situaient dans le domaine fréquentiel. Cette présentation dans
le domaine fréquentiel est beaucoup plus adaptée pour l’analyse. En revanche, passer directement
du domaine fréquentiel au domaine temporel par simple FFT inverse souffre des inconvénients de
la convolution circulaire. Il faut réaliser un compromis entre les effets néfastes de la convolution
circulaire, qui introduit du repliement dans le domaine temporel, et la complexité de calcul. En
effet, dès que le nombre de transducteurs ou de signaux de consigne tend à grimper, tout comme
le nombre de coefficients des filtres inverses, une formulation du problème uniquement dans le
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domaine temporel devient ingérable. Plusieurs méthodes ont été mises en place pour pallier ce
problème en utilisant la FFT, notamment le recours à une régularisation.

Nous utilisons une formulation dans le domaine temporel, et nous proposons un algorithme
itératif effectuant les calculs dans le domaine fréquentiel afin d’avoir des bonnes propriétés en
terme de complexité. De plus, nous appliquons l’algorithme pour chacune des méthodes envisa-
gées ci-dessus, et non plus uniquement l’égalisation multicanale traditionnelle.

6.2 Contextes des différents algorithmes d’égalisation multicanale

Dans l’hypothèse où la connaissance du champ sonore est supposée idéale, le schéma-bloc de
la figure 6.1 explique les différentes étapes de l’égalisation multicanale, sur lesquelles nous allons
revenir :

– le champ sonore de référence pref (r, t) peut être obtenu d’une part par la simulation, par la
connaissance des signatures temporelles des sources, contenues dans le vecteur s(t), et de
chacun des opérateurs de propagation Grs,ts (r, t), ou d’autre part par la mesure, bien que le
procédé d’extrapolation soit d’une très grande difficulté ;

– dans la branche de droite du schéma-bloc, le champ sonore de référence est analysé par le
module d’analyse. La sortie de l’analyseur a ici été notée p(k,ω), supposant donc impli-
citement que l’analyse sous-jacente était la décomposition en ondes planes. Ce n’est pas
obligatoirement le cas. Il aurait pu s’agir aussi de la décomposition en harmoniques sphé-
riques, auquel cas la sortie associée serait les coefficients αlm de la décomposition (voir
équation (5.41)). De plus, ce module d’analyse est facultatif : la méthode sous-jacente à
son omission vise à minimiser la norme quadratique de l’erreur sur un ensemble de points
de consigne, ce qui est exactement l’objectif de l’égalisation multicanale traditionnelle. La
chose importante à noter dans cette notation est que le champ de référence analysé est bien
de dimension infinie ;

– l’opérateur d’inversion permet d’élaborer les signaux des consigne des transducteurs y j (t) à
partir du champ sonore de référence. Comme celui-ci est de dimension infinie, il s’agit bien
d’un opérateur, et non d’une matrice ;

– nous utilisons ensuite la matrice de propagation, contenant les opérateurs de propagation de
chacun des transducteurs, afin de calculer le champ sonore reconstruit prec (r, t) ;

– ce champ sonore reconstruit est ensuite analysé par le même module d’analyse que pour le
champ sonore de référence. Le champ d’erreur ε(k,ω) est défini comme la différence entre
le champ de référence analysé et le champ sonore reconstruit analysé.

L’objectif de l’égalisation multicanale est de minimiser la norme du champ d’erreur. Le choix
de la norme est un paramètre important de l’égaliseur. Toutes les étapes de cette égalisation mul-
ticanale sont d’une grande difficulté : l’opération d’inversion n’est pas une inversion matricielle,
étant donné que les signaux à traiter sont de dimension infinie, mais un opérateur d’inversion.
Nous ne traiterons pas ce problème dans la suite.

Le plus souvent, il n’y a pas d’étape d’extrapolation du champ sonore, et les deux possibilités
restantes sont alors représentées sur la figure 6.2.

Les différences notables qu’il faut souligner par rapport à la figure 6.1 sont que nous utilisons
les signaux mesurés par un réseau de microphones pour l’opération d’inversion. Ainsi, le bloc
d’inversion ne nécessite pas un opérateur d’inversion pour calculer le réseau de filtres inverses,
mais seulement une inversion matricielle, étant donné que les signaux analysés sont de dimension
finie.

Dans le cas où nous souhaitons reproduire uniquement des champs sonores virtuels et non
réels, nous pouvons différencier le module d’analyse entre le champ de référence et celui effec-
tivement reconstruit par le réseau de transducteurs. En effet, la décomposition du champ sonore
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FIG. 6.1 – Égalisation multicanale supposant une connaissance idéale du champ sonore

peut être obtenue directement par le calcul dans ce cas, sans souffrir des inconvénients liés à la
discrétisation introduite par la mesure. L’essentiel est que les ensembles de paramètres des deux
signaux analysés soient identiques afin de pouvoir calculer le champ d’erreur.

Dans le cas de la figure de gauche, le réseau de filtres inverses est indépendant de la source
à reproduire, tandis que l’égaliseur de la figure de droite est adapté pour un ensemble de sources
sonores bien spécifiques.

Le schéma de l’égalisation multicanale se décompose naturellement en deux sous-problèmes
distincts :

– le calcul de la réponse en fréquence optimale du réseau de filtres inverses ;
– le calcul des réponses impulsionnelles de chacun des filtres inverses respectant au mieux le
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FIG. 6.2 – Égalisation multicanale réalisable dans la pratique. Reproduction de champs sonores
réels ou virtuels (gauche), ou seulement virtuels (droite)

gabarit fréquentiel.

6.3 Calcul de la réponse en fréquence du réseau de filtres inverses

Nous traiterons le cas de l’analyseur représenté sur la partie gauche de la figure 6.2. Un che-
minement analogue est possible pour la deuxième possibilité. Nous partons de la connaissance du
champ sonore mesuré :

p
mes

(ω) = [p1 (ω) , . . . , pMmic (ω)]T (6.1)

Les signaux de commande des transducteurs sont reliés aux signaux mesurés par la relation
suivante :






y1(ω)
...
yNtrans(ω)




=






c11(ω) . . . c1Mmic(ω)
...

. . .
...

cNtrans1(ω) . . . cNtransMmic(ω)




 .






p1(ω)
...
pMmic(ω)




= Cp (6.2)

Le champ sonore reconstruit aux Mmic points de mesure est relié aux signaux de commande
par la relation suivante :






p̂1(ω)
...
p̂Mmic(ω)




=






G11(ω) . . . G1Ntrans(ω)
...

. . .
...

GMmic1(ω) . . . GMmicNtrans(ω)




 .






y1(ω)
...
yNtrans(ω)




= Gy (6.3)
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Les champs sonores analysés sont reliés aux champs mesurés par la relation d’analyse suivante,
qui décrit le module d’analyse






P1(ω)
...
PK(ω)




=






w1(ω,k1) . . . wMmic(ω,k1)
...

. . .
...

w1(ω,kK) . . . wMmic(ω,kK)




 .






p1(ω)
...
pMmic(ω)




= Wp (6.4)

Les poids wm (ω,kk) sont ceux qui ont été calculés par l’une des méthodes décrites au cha-
pitre précédent, ou bien par une méthode alternative, telle que la décomposition en harmoniques
sphériques.

Ainsi, le champ d’erreur est donné par la relation suivante :

ε = W (Id−GC)p (6.5)

Ainsi, pour minimiser le champ d’erreur à la pulsation ω indépendamment du champ sonore
en entrée, il faut que WGC approche au mieux W. Ce problème peut être décomposé en Mmic

problèmes indépendants.

∀m ∈ [1,Mmic] ,





w1(ω,k1) . . . wMmic (ω,k1)
...

. . .
...

w1(ω,kK) . . . wMmic (ω,kK)











G11(ω) . . . G1Ntrans(ω)
...

. . .
...

GMmic1(ω) . . . GMmicNtrans (ω)




 .






c1m (ω)
...

cNtransm (ω)




 =






wm (ω,k1)
...

wm (ω,kK)




 (6.6)

WGcm = wm

εm = WGcm −wm

Le vecteur cm minimisant la norme quadratique est :

cm =
(
GHWHWG

)−1
GHWHwm (6.7)

Nous en déduisons que le réseau de filtres inverses minimisant la norme quadratique du vecteur
d’erreur à la pulsation ω est :

C =
(
GHWHWG

)−1
GHWHW (6.8)

Le paramètre décisif est le calcul de l’inverse dans l’équation précédente. W est une matrice
de dimension [K ×Mmic]. G est une matrice de dimension [Mmic ×Ntrans]. En général, nous choi-
sissons K ≥ Mmic ≥ Ntrans de sorte que la matrice

(
GHWHWG

)
, de dimension [Ntrans ×Ntrans]

ait toutes les chances d’être inversible. Nous mettons en place une régularisation à l’aide d’un
coefficient de régularisation λ, et nous inversons la matrice

(
GHWHWG+ λId

)
.

La qualité de la reproduction est quantifiée par la matrice d’erreur :

ε = W (Id−GC) (6.9)

Un indicateur global est par exemple la norme de Frobenius de cette matrice d’erreur :

‖ε‖F =
K

∑
k=1

Mmic

∑
m=1

|εkm|2 (6.10)
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6.4 Calcul de la réponse impulsionnelle des filtres inverses

Le plus souvent, les réponses impulsionnelles qui constituent la matrice de propagation sont
modélisées par des filtres à réponse impulsionnelle finie. Il s’agit de la modélisation la plus com-
mode pour effectuer des traitements. Une autre solution aurait pu être de modéliser les réponses
impulsionnelles par des filtres à réponse impulsionnelle infinie, et une dernière utiliserait un mo-
dèle mixte. C’est cette dernière qui serait la plus proche de l’acoustique, les pôles caractérisant
les résonances d’une salle et les zéros étant fortement dépendants de la position de la source et
des capteurs. Du point de vue du traitement du signal, ces trois modélisations sont équivalentes, et
nous choisissons celle par réponse impulsionnelle finie, car elle permet d’utiliser les algorithmes
rapides de convolution circulaire pour calculer des convolutions linéaires.

Il est nécessaire d’introduire un retard dans le champ sonore de référence ou dans la signature
afin d’obtenir des bonnes performances, étant donné que les réponses impulsionnelles à inverser
ne sont pas à phase minimale, de sorte que le réseau de filtres inverses correspondant est à la fois
causal et anticausal. Du point de vue de l’implémentation par RIF, nous ne pouvons pas réaliser de
filtres anticausaux, c’est pourquoi l’introduction d’un retard dans le signal de référence permet de
prendre en compte dans une certaine mesure la partie anticausale du filtre [69].

De même, nous supposerons que le réseau de filtres inverses est constitué de filtres à réponse
impulsionnelle finie. Soient Lc et Lg le nombre de coefficients de chaque filtre inverse et de chaque
réponse impulsionnelle. Le champ sonore reconstruit, qui est le résultat de la convolution entre le
réseau de filtres inverses et de la matrice de propagation, possède Lg +Lc−1 coefficients non nuls.
Ainsi, nous pouvons calculer la réponse fréquentielle en L = Lg +Lc−1 bins à l’aide de la FFT en
complétant les réponses impulsionnelles par Lc − 1 zéros, et les filtres inverses par Lg − 1 zéros,
de sorte à ne pas introduire de repliement dans le domaine temporel.

Si nous considérons un des Mmic problèmes indépendants introduits à la section précédente,
nous utiliserons les notations suivantes :
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cm = [c1m (1) , . . . ,c1m (Lc) , . . . ,cNtransm (1) , . . . ,cNtransm (Lc)] (6.11)

cm (ωl) = [c1m (ωl) , . . . ,cNtransm (ωl)] (6.12)

cm =
[
cT

m (ω1) , . . . ,cT
m (ωL)

]T
(6.13)

G(ωl) =






G11 (ωl) . . . G1Ntrans (ωl)
...

. . .
...

GMmic1 (ωl) . . . GMmicNtrans (ωl)




 (6.14)

G =









G(ω1) 0[Mmic×Ntrans] . . . 0[Mmic×Ntrans]

0[Mmic×Ntrans]
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0[Mmic×Ntrans]

0[Mmic×Ntrans] . . . 0[Mmic×Ntrans] G(ωL)









(6.15)

W (ωl) =






w11 (ωl) . . . w1Mmic (ωl)
...

. . .
...

wK1 (ωl) . . . wKMmic (ωl)




 (6.16)

W =









W (ω1) 0[K×Mmic] . . . 0[K×Mmic]

0[K×Mmic]
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0[K×Mmic]

0[K×Mmic] . . . 0[K×Mmic] W (ωL)









(6.17)

wm (ωl) = [w1m (ωl) , . . . ,wKm (ωl)]
T (6.18)

wm =
[
wT

m (ω1) , . . . ,w
T
m (ωL)

]T
(6.19)

εm = WGcm −wm (6.20)

Il ne reste plus qu’à relier le vecteur exprimé dans le domaine fréquentiel cm au vecteur exprimé
dans le domaine temporel cm. Soit M [L×Lc] la matrice de bourrage de zéros, ayant des 1 sur la
diagonale, et des 0 ailleurs. Soit F la matrice calculant la transformée de Fourier discrète, de
dimension [L×L]. Soit C la matrice réordonnant les données de sorte à obtenir cm fréquence par
fréquence. Il s’agit d’une matrice de permutation circulaire. Alors, nous avons :

cm = CdiagNtrans

(
F M [L×Lc]

)
cm = Tcm (6.21)

Comme d’habitude, le vecteur cm minimisant la norme de l’erreur quadratique ‖εm‖2 est donné
par l’équation suivante :

cm =
(
THGHWHWGT

)−1
THGHWHwm (6.22)

Le calcul direct d’une colonne du réseau de filtres inverses global tel que décrit par l’équa-
tion précédente requière l’inversion d’une matrice dont les dimensions sont [LNtrans ×LNtrans]. Ces
dimensions deviennent vite trop importante pour envisager l’inversion directe de la matrice.

6.4.1 Algorithme itératif de calcul des filtres inverses

Au lieu de réaliser une inversion directe de la matrice, nous recourrons à un algorithme itératif
de type gradient ou Gauss-Newton approché [18, 38, 88]. Dans le cas de l’algorithme de Gauss-
Newton approché, nous utilisons pour cela une estimée de l’inverse de la matrice du Hessien :

TH
(
GHWHWG

)−1
T (6.23)
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La matrice
(
GHWHWG

)
est constituée de blocs de dimension [Ntrans ×Ntrans] non nuls uni-

quement sur la diagonale principale. Ses blocs sont au nombre de L. Ainsi l’inversion de cette
matrice ne requière que l’inversion de L matrices de dimension [Ntrans ×Ntrans], ce qui est considé-
rablement plus rapide. L’itération est alors donnée par la formule suivante :

cm (n+ 1) = cm (n)+ µ(n)TH
(
GHWHWG

)−1
TTHGHWHεm (n) (6.24)

Le pas d’itération est choisi de façon à minimiser la norme de l’erreur à la prochaine itération
‖ εm (n+ 1)‖2 : il s’agit d’un algorithme itératif à pas optimal.

Initialisation

Matrice de propagation

G

Matrice d’analyse

W

Inverse de la matrice d’autocorrélation fréquentielle

A =
(
GHWHWG+ λId

)−1

Itération

Vecteur reconstruit

ŵm(n) = WGTcm(n)
Vecteur d’erreur

εm(n) = wm − ŵm(n)
Gradient

dm(n) = THGHWHεm(n)
Gradient modifié

bm(n) = dm(n) si gradient
bm(n) = THATdm(n) si Gauss-Newton

Version normale Version à pas optimal
Vecteur pour le pas optimal

cm(n) = WGTbm(n)
Mise à jour Pas d’itération

g
m
(n+1)=g

m
(n)+µbm(n) µ(n) =

εH
m(n)cm(n)

cH
m(n)cm(n)

Mise à jour

g
m
(n+1)=g

m
(n)+µ(n)bm(n)

TAB. 6.1 – Algorithmes de Gauss-Newton approchés

6.4.2 Initialisation des filtres inverses

Il est nécessaire d’initialiser le réseau de filtres inverses. Il existe plusieurs solutions possibles
afin d’effectuer celle-ci :

– le réseau de filtres inverses est initialisé à zéro. Il s’agit de l’initialisation la plus naïve
et qui nécessitera un plus grand nombre d’itérations par rapport à une initialisation mieux
réfléchie ;

– nous pouvons utiliser comme initialisation le vecteur suivant :

cm (0) = THATTHGHWHwm (6.25)
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Cette initialisation est à mettre en rapport avec les algorithmes d’égalisation multicanale
rapide Kirkeby et al. [56]. Pour ces méthodes, les convolutions linéaires sont calculées à
l’aide de convolutions circulaires rapides, ce qui a pour effet d’introduire du repliement dans
le domaine temporel. Afin d’atténuer les effets du repliement, il est nécessaire de recourir à
une régularisation ou de considérer des ordres élevés pour les filtres inverses.

6.5 Illustration des performances dans le cas de l’annulation d’inter-
férences

Dans le cas des systèmes de reproduction stéréophoniques avec annulation d’interférence, nous
cherchons à reproduire deux signaux de référence différents en deux points de l’espace distincts, de
façon que l’auditeur puisse entendre le signal gauche d’un mix stéréo sur son oreille gauche, et le
signal droit sur son oreille droite. La reproduction stéréo de base ne satisfait pas de critère, comme
en témoigne la figure 6.3. En effet, si nous mesurons la réponse impulsionnelle entre les deux
sources et les deux points de consigne, nous nous apercevons que la première source reproduit une
version déformée du signal de référence au premier point de consigne, déformée par la réponse de
la chaîne électro-acoustique et par l’effet de salle, mais aussi au deuxième point de consigne. Le
même constat s’applique pour la deuxième source.
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FIG. 6.3 – Réponses impulsionnelles initiales - Matrice de propagation

Idéalement, il faudrait annuler les interférences de la première source sur le deuxième point de
consigne, et de la deuxième source sur le premier point de consigne. De plus, si nous souhaitons
compenser l’effet de salle (pour ces deux points uniquement) et corriger les défauts de la chaîne
électro-acoustique, il faudrait obtenir des impulsions de Dirac filtrées passe-bas sur la diagonale
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de cette matrice. Après avoir appliquer le réseau de filtres inverses adéquat, nous obtenons les
réponses corrigées de la figure 6.4.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

−6

−12

−18

−24

−30

−42

−54
−Inf
−54

−42

−30

−24

−18

−12

−6

0

Time (in s)

L
e

v
e

l 
(i
n

 d
B

)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

−6

−12

−18

−24

−30

−42

−54
−Inf
−54

−42

−30

−24

−18

−12

−6

0

Time (in s)

L
e

v
e

l 
(i
n

 d
B

)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

−6

−12

−18

−24

−30

−42

−54
−Inf
−54

−42

−30

−24

−18

−12

−6

0

Time (in s)

L
e

v
e

l 
(i
n

 d
B

)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

−6

−12

−18

−24

−30

−42

−54
−Inf
−54

−42

−30

−24

−18

−12

−6

0

Time (in s)

L
e

v
e

l 
(i
n

 d
B

)

FIG. 6.4 – Résultats de l’annulation d’interférence (Crosstalk Cancellation). Idéalement, séquence
de Dirac retardée filtrée passe-bas sur la diagonale, et zéro ailleurs.

Nous pouvons voir que les réponses corrigées sont assez conformes à nos attentes pour 2000
coefficients dans le filtre inverse, amenant le bruit résiduel à un niveau de −40 dB, ce qui est en
dessous du seuil de masquage de l’oreille. J’attire l’attention du lecteur sur le fait que les représen-
tations utilisées sont en décibels signés. La majorité des articles traitant d’égalisation multicanale
affichent ces mêmes réponses en échelle linéaire. Les mêmes réponses affichées en échelle linéaire
seraient “parfaites” étant donné que le bruit résiduel est d’un niveau inférieur de 40 dB environ,
soit inférieur à 0.01 en échelle linéaire.

La rapidité de convergence de l’algorithme est tracée sur la figure 6.5. Nous pouvons voir
que l’algorithme de Gauss-Newton approché utilisant la valeur λ = 10−2 pour le paramètre de
régularisation (voir tableau 6.1) accélère sensiblement la rapidité de convergence de l’algorithme.
L’algorithme converge vers l’expression théorique pour le réseau de filtres inverses (6.22). Si les
performances ne sont pas jugées suffisantes, il est nécessaire d’augmenter le nombre de coefficients
des filtres inverses.

De plus, notre algorithme possède l’avantage de réduire les phénomènes de pré-échos et de
post-échos qui apparaissent naturellement en utilisant seulement une déconvolution dans le do-
maine fréquentiel du type de celle exposée par Kirkeby et al. [56]. Pour cela, nous avons tracé les
spectrogrammes de l’élément en bas à droite de la figure 6.4 sur la figure 6.6, pour le signal de ré-
férence, celui reconstruit en utilisant les filtres inverses calculés par la déconvolution fréquentielle,
et par notre algorithme. Nous pouvons voir sur le spectrogramme correspondant à la déconvolu-
tion fréquentielle que des répliques apparaissent avant et après le pic principal. Ils sont réduits en
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FIG. 6.5 – Norme de l’erreur quadratique (en dB) tracée en fonction du numéro de l’itération,
pour l’algorithme du gradient et l’algorithme de Gauss-Newton approché, pour les valeurs de
λ = 100,10−2,10−4

utilisant l’algorithme de Gauss-Newton approché présenté dans ce chapitre.
Un derniers points sur lequel je souhaite attirer l’attention est l’absence de régularisation dans

le domaine fréquentiel, telle qu’elle est utilisée généralement dans Kirkeby et Nelson [55], Kirkeby
et al. [56]. Dans notre algorithme, nous ne pénalisons pas certaines fréquences dans la fonction
de coût, bien que nous pourrions le faire. Plutôt que d’imposer une régularisation, nous imposons
un signal de référence clairement différent. Si nous ne souhaitons pas tenir compte des fréquences
supérieures à 20 kHz, alors celles-ci n’ont qu’à ne pas être présentes dans le signal de référence.
Ceci est clairement visible sur les spectrogrammes de la figure 6.6, où nous pouvons voir que la
bande passante du signal de référence est limitée à environ 18 kHz. Ainsi, nous pouvons voir que
les filtres inverses correspondants ne possèdent pas d’énergie en dehors de cette bande passante,
figure 6.7. Pour cela, il n’a suffit que de filtrer les impulsions de Dirac par un filtre passe-bas idéal.
De manière générale, nous pouvons voir que les filtres inverses accentuent les basses et les hautes
fréquences de manière assez significative, compensant les défauts de la chaîne électro-acoustique.

6.6 Conclusion sur les algorithmes de synthèse de champ sonore

Les algorithmes de synthèse de champs sonores par un réseau de sources secondaires présentés
dans ce chapitre apportent des améliorations significatives par rapport aux solutions existantes :

– dans le cas de l’égalisation multicanale étendue, ils permettent de traiter des longues ré-
ponses impulsionnelles (supérieures à 16384 coefficients et plus sans problèmes) grâce à la
résolution itérative de l’algorithme, plutôt que l’inversion directe de la matrice préconisée
par Miyoshi et Kaneda [67] ;

– contrairement aux algorithmes d’égalisation multicanale basées uniquement dans le do-
maine fréquentiel [56], ils permettent d’envisager de prendre un nombre limité de coeffi-
cients pour chacun des filtres inverses même si l’objectif est d’inverser de longues réponses
impulsionnelles ;

– ces algorithmes ne nécessitent pas de recourir à une régularisation pour limiter l’énergie
des filtres inverses aux hautes fréquences. Ils utilisent à la place un signal de référence ne
contenant pas ces lesdites fréquences ;

– l’algorithme présenté peut s’appliquer à une large diversité de cas, et non uniquement à
l’égalisation multicanale traditionnelle. Pour cela, nous avons inséré un module d’analyse
visible sur la figure 6.2, capable de prendre en compte toutes les méthodes de représentation
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FIG. 6.6 – Spectrogrammes des champs sonores effectivement reconstruits. Champ sonore de ré-
férence (haut), champ sonore reconstruit par une déconvolution fréquentielle uniquement (milieu),
champ sonore reconstruit avec l’algorithme de Gauss-Newton approché (bas).

des champs sonores, qu’il s’agisse des impulsions de Dirac multidimensionnelles (égali-
sation multicanale traditionnelle), des ondes planes (notre méthode), ou des harmoniques
sphériques (procédés ambisoniques d’ordres supérieurs) ;

– nous avons introduit deux méthodes d’égalisation différentes. La première calcule un réseau
de filtres inverses qui permet de reproduire n’importe quelle source, tandis que la deuxième
optimise le réseau de filtres inverses uniquement pour une source précise. La première mé-
thode est plus coûteuse en termes de calculs mais elle devient avantageuse lorsque le nombre
de sources que nous souhaitons reproduire est supérieur au nombre de microphones utilisé
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FIG. 6.7 – Spectrogrammes du réseau de filtres inverses pour l’annulation d’interférence

dans l’antenne de microphones.
Nous avons illustré l’efficacité de notre approche dans ce chapitre dans le cas de la la repro-

duction stéréophonique avec annulation d’interférences. Nous appliquerons le même algorithme
pour la synthèse lorsque la représentation du champ sonore choisie sera la décomposition en ondes
plane, au chapitre 7.
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Solution expérimentale retenue pour
l’analyse/synthèse de champs sonores
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Chapitre 7

Mise au point du dispositif
d’analyse/synthèse par simulation

Résumé :
Dans la première partie de ce chapitre, nous présentons les caractéristiques d’un dis-
positif permettant de faire une analyse complète de champs sonores. L’analyse effec-
tue en premier lieu une décomposition fréquentielle des opérateurs de propagation des
sources que nous souhaitons analyser. Puis, à chaque fréquence d’analyse, nous calcu-
lons des filtres spatiaux associés à un ensemble de directions d’incidences réparties sur
tout l’angle solide. Ces filtres spatiaux sont calculés à l’aide des algorithmes d’analyse
présentés au chapitre 5. Le module d’analyse de champs sonore est validé par une série de
simulations qui montrent que les directions d’incidence des sources analysées sont cor-
rectement estimées. Nous avons utilisé une antenne de microphones tridimensionnelle
ayant environ une centaine de microphones, pour laquelle nous montrons que l’analyse
effectuée possède une bonne résolution et est valide sur une large plage fréquentielle.
Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous montrons qu’il est préférable d’utiliser
un module d’analyse du champ sonore dans l’algorithme d’égalisation multicanale pré-
senté au chapitre 6. En effet, l’utilisation de la représentation du champ sonore en ondes
planes permet d’améliorer sensiblement la qualité du champ sonore reproduit par rap-
port au champ reproduit par l’égalisation multicanale traditionnelle, c’est-à-dire lorsque
le module d’analyse est omis dans l’algorithme d’égalisation multicanale. La qualité du
champ sonore reconstruit est évaluée quantitativement à l’aide du rapport signal sur bruit
de reconstruction, évaluée soit dans le domaine spatial, soit dans le domaine des vecteurs
d’onde. Les meilleurs rapport signal sur bruit sont obtenus dans les deux cas pour la mé-
thode utilisant la décomposition en ondes planes. A la fin du chapitre, nous montrons
que la reproduction du champ sonore est localisée au centre de l’antenne servant pour
l’analyse, ce qui confirme le fait que les algorithmes d’analyse du champ sonore présen-
tés au chapitre 5 effectuent une analyse localisée du champ sonore. Ainsi, notre approche
d’analyse et de synthèse de champs sonores est validée par les simulations. Elle possède
l’avantage de ne pas trop colorer spectralement la reproduction contrairement à l’égali-
sation multicanale traditionnelle.



Module d’analyse du champ sonore par formation de voies

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons les algorithmes d’analyse de champs sonores présentés au
chapitre 5 et les algorithmes de synthèse de champs sonores présentés au chapitre 6 comme des
constituants élémentaires des modules d’analyse et de synthèse.

L’objectif initial de la thèse présenté dans l’introduction était de caractériser le rendu spatial
des scènes sonores. Dans la section 7.2, nous introduisons un module d’analyse de champs sonores
permettant de réaliser des prises de sons à forte sélectivité spatiale.

Dans la section 7.3, nous utilisons ce module d’analyse dans l’algorithme permettant de faire
la synthèse de champs sonores, et nous montrons l’efficacité de notre approche par rapport à l’éga-
lisation multicanale traditionnelle pour laquelle il n’y a pas de module d’analyse dans l’algorithme
d’égalisation multicanale.

Ce chapitre se termine par quelques réflexions et perspectives sur la synthèse de champs so-
nores utilisant la représentation du champ sonore en ondes planes.

7.2 Module d’analyse du champ sonore par formation de voies

Au chapitre 5, nous avons explicité les algorithmes permettant d’optimiser la réponse de filtres
spatiaux visant à focaliser l’énergie dans une direction donnée de l’espace. Une vue d’ensemble du
module d’analyse de champ sonore a déjà été initiée à la section 5.2, notamment par la figure 5.1.
Nous pouvons maintenant préciser les traitements effectués. Tout d’abord, la représentation fré-
quentielle des champs sonores est calculée, à l’aide de la transformée de Fourier discrète rapide.
Puis, à chaque pulsation d’analyse ωr, nous établissons une cartographie du champ sonore utilisant
des estimations de la transformée de Fourier spatiale p̂(kn,ωr), les vecteurs d’ondes kn formant
un maillage de la sphère définie par la relation de dispersion k = ωr/c. Pour obtenir ces estimations
de la transformée de Fourier spatiale, il est nécessaire pour chaque vecteur d’onde kn et chaque
pulsation ωr, de calculer un vecteur de pondération optimal w(kn,ωr), ce qui a été développé à la
section 5.4. Il faut donc constituer une banque de filtre spatiaux, adaptée pour une certaine antenne
de microphones, permettant d’obtenir une analyse optimale. L’ensemble des données p̂(kn,ωr),
les vecteurs d’ondes (kn)n∈J1,NK constituant un ensemble de directions d’incidence maillant la to-
talité de l’angle solide, définit une cartographie du champ sonore à la pulsation ωr.

Il n’est pas obligatoire d’utiliser exactement w(kn,ωr). Nous pouvons recourir à la place au
filtre spatial optimisé pour la même direction, mais à une pulsation voisine, c’est-à-dire d’utiliser
le vecteur de pondération w(kn,ωr + δω). Celui-ci a été optimisé à l’intérieur d’une couronne
sphérique. Le rayon de la sphère définie par la relation de dispersion n’est pas alors le rayon médian
de la couronne sphérique, mais se situe quand même à l’intérieur de celle-ci. Les performances
sont certes un peu moins bonnes, mais cela permet d’économiser du stockage pour la banque de
filtres, ainsi que le temps de calcul nécessaire pour les calculer.

Dans cette section, nous allons donc analyser le champ de sources acoustiques diverses, telles
que des sources ponctuelles, de directivité monopolaire ou plus complexe. Nous allons aussi étu-
dier l’effet de la distance de la source par rapport à l’antenne de microphones.

L’antenne de microphones utilisée est constituée de 5 solides platoniciens : trois icosaèdres
(12 sommets), deux dodécaèdres (20 sommets) insérés entre ces derniers, et un dernier micro-
phone situé à l’origine du repère. Les rayons des sphères successives dans lesquelles ces polyèdres
réguliers sont inscrits sont [7,18,49,129,340] mm. Cette antenne possède 77 microphones. La ré-
solution fixée au cours de l’algorithme correspond à un demi-angle d’ouverture de 17 dg. Nous
avons choisi d’échantillonner la sphère dans le système de coordonnées séparables de la sphère, 64
et 33 pas d’échantillonnage respectivement pour l’azimut et l’élévation, soit tous les 5.5 dg. Nous
avons choisi pour valeur du paramètre de régularisation λ = 10−8, afin d’obtenir un bon compro-
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mis entre le pouvoir de focalisation et le gain pour un bruit blanc. Le pouvoir de focalisation,
défini à l’équation (5.9), et le gain pour un bruit blanc par rapport à l’utilisation d’un vecteur de
pondération uniforme, moyennés sur l’ensemble des vecteurs d’ondes d’analyse kn, sont affichés
sur la figure 7.1.
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FIG. 7.1 – Pouvoir de focalisation et Gain pour un bruit blanc moyens pour une antenne constituée
de trois icosaèdres, deux dodécaèdres insérés entre ces derniers, inscrits dans des sphères de rayons
successifs [7,18,49,129,340] mm.

Comme premier exemple de cartographies de champs sonores, nous allons considérer le cas
d’un réseau de transducteurs1 constitué par un icosaèdre (12 sommets, 20 faces) de monopoles
acoustiques inscrits dans une sphère de rayon 1 m. Comme nous l’avons mentionné au début
de cette section, les cartographies sont calculées pour une fréquence d’analyse donnée : nous
avons choisi de calculer les cartographies à une fréquence d’analyse de 1550 Hz pour ce premier
exemple. De plus, nous avons choisi de représenter ces cartographies sous forme de diagrammes
de directivité tridimensionnels, extension à trois dimensions des figures de directivité des micro-
phones tracées en courbe polaire.

Sur la figure 7.2, nous pouvons voir 12 cartographies différentes, chacune correspondant au
cas où un seul transducteur émet à la fois. Sur chacune de ces cartographies, nous avons surimposé
l’icosaèdre de sources monopolaires initiales, que nous avons représenté à l’aide de points bleus,
marquant la position des sources, et de segments noirs, indiquant l’axe d’émission de la source2.
Pour chacune des 12 cartographies représentées, le transducteur émettant est encerclé en vert. La
cartographie idéale serait d’obtenir un pic pour la direction d’incidence alignée avec celle du trans-
ducteur, et une amplitude nulle pour toutes les autres directions d’incidence. Dans la pratique, cela
est impossible car les filtres spatiaux utilisés ont une résolution angulaire finie, et qu’ils possèdent
aussi des lobes secondaires, introduisant de nouveaux pics dans la représentation.

Nous pouvons constater que la cartographie de chacun des 12 transducteurs du réseau possède
bien un maximum d’énergie pour la direction d’incidence alignée avec la position du transducteur
analysé. L’analyse spatiale utilisant des filtres spatiaux ayant une résolution finie, ce que nous
observons n’est pas un pic, mais un lobe principal aligné dans la direction du transducteur analysé.
L’étendue de ce lobe principal est liée à la résolution des filtres spatiaux utilisés au moment du
calcul du réseau de filtres spatiaux. Nous avons choisi d’imposer une demi-résolution angulaire de
17 dg, de sorte que l’analyse spatiale sous-jacente est précise : en effet, un cône dont l’angle de

1dans cette thèse, nous nommons transducteurs tout dispositif permettant d’assurant la conversion d’énergie élec-
trique en énergie acoustique. Selon cette définition, un microphone n’est pas un transducteur car il réalise la conversion
réciproque.

2Cette donnée n’est intéressante que pour les sources acoustiques ayant des caractéristiques de directivité plus com-
plexes.
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demi-ouverture est 17 dg occupe un angle solide de 0.27 Sr (Stéradians), soit 2% de l’angle solide
total.

L’échelle de dynamique utilisée pour la représentation de ces cartographies est une échelle en
décibels, ayant une dynamique de 18 dB. Étant donné qu’en dehors du lobe principal, l’énergie
provenant des autres directions d’incidences autres que celle alignée avec le transducteur est co-
lorée en bleu foncé, cela signifie que la puissance rayonnée estimée est inférieure à 18 dB par
rapport à la puissance maximale. Ainsi, la dynamique associée à notre cartographie de champs
sonores est de 18 dB. Il s’agit du niveau maximal des lobes secondaires des filtres spatiaux utilisés
pour l’analyse. L’analyse de champs sonores par formation de voies optimale n’a fait que limi-
ter leur amplitude, mais ils demeurent toujours présents néanmoins. Ainsi, la dynamique utile du
module d’analyse de champs sonores est de 18 dB.

FIG. 7.2 – Cartographie d’un réseau de transducteurs (icosaèdre de sources monopolaires situées
à 1 m de l’origine) à la fréquence f = 1550 Hz

Dans le premier exemple de cartographies de champs sonores, nous avons fait varier la posi-
tion de la source et maintenu constant la fréquence d’analyse. Nous allons maintenant maintenir
constante la position de la source, et faire varier la fréquence d’analyse. Nous allons donc observer
l’influence de la fréquence d’analyse sur les cartographies de champs sonore. En particulier, lors
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du calcul du réseau de filtres inverses servant à l’analyse, les seuls paramètres que nous pouvons
ajuster sont la résolution angulaire, fixée par kres, et le paramètre de régularisation λ. Nous ne
contrôlons donc pas directement l’amplitude maximale des lobes secondaires, qui viennent per-
turber l’analyse des champs sonores, ni leur localisation. Ainsi, nous pouvons voir à l’aide de
simulations comment ceux-ci affectent l’analyse de champs sonores. Comme deuxième exemple,
nous avons donc choisi de tracer les cartographies de champs sonores d’un seul transducteur, pour
plusieurs fréquences d’analyse (voir figure 7.3).

Sur cette figure, nous pouvons visualiser que le niveau et la localisation des lobes secondaires
varie en fonction de la fréquence d’analyse. Il y a des fréquences d’analyses (1378, 2067, 6546,
9647 et 14126 Hz) pour lesquelles l’analyse est de bonne qualité, avec peu de lobes secondaires
d’amplitude assez faible, et d’autres fréquences (3101, 4479 Hz) pour lesquelles l’analyse est de
moins bonne qualité, avec une présence d’un grand nombre de lobes secondaires, d’amplitude plus
élevée. Ces fréquences coïncident bien avec les creux et les bosses du pouvoir de focalisation de
l’antenne (figure 7.1). À la fréquence de 20500 Hz, nous observons que l’énergie de la source est
moins importante par rapport aux fréquences précédentes, étant donné que la même échelle en
dB a été utilisée pour toutes ces représentations : ceci est à relier au fait que la source émet une
impulsion de Dirac filtrée passe-bas dont la fréquence de coupure est 20 kHz. D’autre part, dans les
basses fréquences, la régularisation appliquée permet certes d’atténuer le bruit présent au niveau
des capteurs, mais au détriment des performances en terme de focalisation : ceci est clairement
visible pour les fréquences inférieures au kHz, pour lesquelles le lobe principal occupe une région
plus importante comparativement aux plus hautes fréquences.

Comme troisième exemple d’analyse de champs sonores, nous souhaitons mettre en évidence
les effets de la distance sur l’analyse de champs sonores. L’antenne de microphones utilisée pour
l’analyse est toujours la même que précédemment. La source est positionnée en az = 180 dg et
el = 0 dg, pour 4 distances différentes : 0.25, 0.5, 1 et 10 m. La cartographie du champ sonore
est représentée à la fréquence f = 2067 Hz, sur la figure 7.4. Nous pouvons voir que l’étendue du
lobe principal diminue3 lorsque la distance de la source augmente : celui-ci est plus étroit lorsque
la source est à 10 m que lorsque la source se situe à 25 cm du centre de l’antenne. Ceci traduit
la courbure du front d’onde dans le domaine espace-temps, qui se manifeste d’autant plus que la
source est proche. Une autre chose que nous pouvons remarquer est le niveau de l’échelle de dyna-
mique des différentes cartographies : la source située à 10 m est estimée à une puissance inférieure
de 20 dB par rapport à celle située à 1 m, elle-même estimée à une puissance inférieure de 6 dB
par rapport à celle située à 50 cm. Ceci respecte bien l’atténuation de l’amplitude de la pression
acoustique en 1/r où r désigne la distance par rapport à la source, soit 6 dB et 20 dB si la distance
double ou décuple respectivement. En revanche, nous n’observons qu’une augmentation de 5 dB
du niveau entre les deux sources situées à 50 et 25 cm au lieu des 6 dB attendus. Ceci s’explique
par le fait que la source se situe à l’intérieur de l’antenne (le rayon maximal de la sphère corres-
pondant à l’icosaèdre externe est de 34 cm) de sorte que la totalité des microphones ne concoure
pas à estimer une source sonore située dans la direction d’incidence [az = 180 dg, el = 0 dg].

La dernier exemple de cartographie du champ sonore que nous donnerons est celui d’une
source ponctuelle, dont la directivité est celle d’un dipôle, située en [r = 1 m, az = 180 dg, el =
0 dg] et dont l’axe d’émission est (Oy) : cette source n’éclaire pas le centre de l’antenne. Cette
figure fait apparaître non pas un lobe principal, mais deux lobes localisés en azimut aux angles
157 dg et 203 dg, situés de manière symétrique de part et d’autre de 180 dg, azimut de la source
initiale. De plus, alors que le dipôle émet la même impulsion que le monopôle, la puissance estimée
par notre module d’analyse de champ sonore se situe environ 30 dB en dessous. Ceci s’explique
par le fait que notre module d’analyse de champs sonores pondère de manière beaucoup plus forte
les échantillons situés au centre de l’antenne que ceux situés en périphérie. Comme les micro-

3Il s’agit d’une légère diminution, plus appréciable sur la version électronique que sur la version imprimée.
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FIG. 7.3 – Cartographie d’un transducteur pour différentes fréquences d’analyse : 172, 345, 517,
861, 1378, 2067, 3101, 4479, 6546, 9647, 14126 et 20500 Hz.

phones situés au centre de l’antenne ne sont pas éclairés par la source dipolaire, il ne reste plus
que les microphones situés en périphérie qui contribuent à l’analyse, fournissant deux directions
d’incidence différentes, et une puissance estimée beaucoup plus faible.

Les deux figures 7.4 et 7.5 mettent en évidence une des grandes limites de notre module d’ana-
lyse de champs sonores : l’analyse privilégie un point de l’espace, le centre de l’antenne. En effet,
si l’analyse du champ sonore était valable sur une zone étendue de l’espace, nous devrions détecter
la figure de directivité classique pour le dipôle, “en huit”, pour la figure 7.5. Pour la figure 7.4, dans
le cas de la source située à l’intérieur de l’antenne, pour r = 25 cm, nous devrions théoriquement
obtenir la figure de directivité d’un monopole située à l’intérieur de la zone d’analyse, à savoir
de module constant sur toute la sphère définie par la relation de dispersion. Or, nous estimons
toujours que la direction d’incidence est la même, [az = 180 dg, el = 0 dg]. Nous avons déjà men-
tionné cette limite dans la conclusion du chapitre 5 sur les algorithmes pour l’analyse de champs
sonores.
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FIG. 7.4 – Influence de la distance sur la cartographie du champ sonore. Source monopolaire située
en [az = 180 dg, el = 0 dg], à la fréquence f = 2067 Hz, pour les distances suivantes : 0.25, 0.5,
1 et 10 m. Attention aux différences d’échelles.

FIG. 7.5 – Cartographie d’une source sonore ponctuelle à directivité dipôlaire dont l’axe d’émis-
sion n’éclaire pas le centre de l’antenne. Source située en [r = 1 m, az = 180 dg, el = 0 dg], d’axe
d’émission (Oy). Fréquence f = 2067 Hz.

7.3 Module de synthèse de champs sonores

Dans cette section, nous nous proposons de comparer deux méthodes pour la synthèse de
champs sonores, différant seulement par le module d’analyse apparaissant dans le diagramme
gauche de la figure 6.2. La première méthode n’utilisera pas de module d’analyse : le champ sonore
effectivement reproduit par le réseau de transducteurs est celui qui minimise l’erreur quadratique
dans le domaine temporel au niveau de chacun des microphones (égalisation multicanale tradi-
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tionnelle). Notre méthode utilisera le module d’analyse de champs sonores présenté à la section
précédente. Le module d’analyse estime les paramètres liés à la décomposition en ondes planes
du champ, et le champ effectivement synthétisé par cette méthode minimise l’erreur quadratique
entre les deux décompositions en ondes planes estimées.

L’antenne de microphones utilisée pour caractériser le rayonnement de la source à reproduire
et de chacun des transducteurs du réseau est celle définie à la section précédente. Le réseau de
transducteurs utilisé est toujours un icosaèdre de sources ponctuelles de directivité monopolaire
inscrit dans une sphère de rayon 1 m.

Dans un premier temps, la source que nous souhaitons reproduire est un monopôle acous-
tique, dont la position est [r = 2 m, az = 150 dg, el = 10 dg]. Nous itérons l’algorithme présenté
au chapitre 6 pour les deux méthodes précédemment mentionnées (notre méthode et l’égalisa-
tion multicanale traditionnelle). Un point important sur lequel il est nécessaire d’attirer l’atten-
tion est que l’erreur quadratique moyenne, de même que le rapport signal sur bruit, dépendent
de la représentation utilisée pour le champ sonore. L’égalisation multicanale traditionnelle mini-
mise l’erreur quadratique moyenne du profil temps-espace du champ d’erreur, c’est-à-dire utilisant
une modélisation du champ sonore en impulsions de Dirac multidimensionnelles, c’est pourquoi
nous utilisons la notation MSEδ et PSNRδ. Notre méthode minimise l’erreur quadratique moyenne
du profil fréquence-vecteur d’onde du champ d’erreur, c’est-à-dire utilisant une modélisation du
champ sonore en ondes planes, c’est pourquoi nous utilisons la notation MSEop et PSNRop. Dans
le tableau 7.1, nous donnons la valeur du rapport signal sur bruit, ainsi que de la norme quadra-
tique moyenne par échantillon, pour chacune des deux méthodes de synthèse envisagées, et pour
les deux types d’erreurs quadratiques moyennes.

MSEop PSNRop MSEδ PSNRδ

Notre méthode −27.4 7.5 −6.58 0.01
égalisation multicanale traditionnelle −23.5 1.9 −8.01 −1.45

TAB. 7.1 – Erreur quadratique moyenne (MSE) et rapport signal sur bruit (PSNR) selon la méthode
de synthèse employée

Concernant le critère de la norme quadratique, les résultats sont conformes à nos attentes, à
savoir que le champ reconstruit par l’égalisation multicanale traditionnelle minimise le MSEδ, et
que la notre méthode minimise le MSEop. Les résultats concernant le rapport signal sur bruit sont
très intéressants à interpréter : notre méthode de synthèse permet une amélioration de 5.6 dB par
rapport à l’égalisation multicanale traditionnelle pour le critère du PSNRop. Contre toute attente, le
recours à l’égalisation multicanale traditionnelle n’améliore pas le rapport signal sur bruit PSNRδ

par rapport à notre méthode, ce qui est un résultat assez inattendu, qui peut s’interpréter comme
ceci : le champ reproduit par l’égalisation multicanale traditionnelle est bien celui qui minimise
l’erreur quadratique, mais celui-ci n’est pas très énergétique, conduisant à un mauvais rapport
signal à bruit, tandis que même si l’erreur quadratique moyenne est plus forte pour notre méthode,
le champ synthétisé est plus énergétique, conduisant à un meilleur rapport signal à bruit. Ainsi,
nous en déduisons que minimiser l’erreur quadratique moyenne n’est pas synonyme de maximiser

le rapport signal sur bruit.
Afin de mieux visualiser ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, nous avons tracé sur

la figure 7.6 l’énergie du champ sonore de référence, du champ sonore reconstruit, et du champ
d’erreur, en fonction de la fréquence, pour les deux différentes normes : la norme spatiale, cor-
respondant aux deux dernières colonnes du tableau 7.1, et la norme dans le domaine des vecteurs
d’ondes, correspondant aux deux premières colonnes du tableau 7.1. Si nous nous intéressons
tout d’abord aux courbes relatives au champ sonore de référence (courbes noires), nous observons
que l’énergie de celui-ci est constante sur toute la bande des signaux audibles (jusque environ
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FIG. 7.6 – Représentation graphique de l’énergie des champs sonores de référence, reconstruit, et
d’erreur en fonction de la fréquence, pour les deux différentes normes quadratiques : dans l’espace
(haut) et dans le domaine des vecteurs d’onde (bas). Coordonnées de la source initiale : [r =
2 m, az = 150 dg, el = 10 dg].

20 kHz) pour la première ligne de la figure 7.6 (modélisation par impulsions de Dirac multidimen-
sionnelles) tandis qu’elle est décroissante jusque 800 Hz puis constante pour la deuxième ligne
(modélisation du champ sonore par ondes planes). Dans le premier cas, le résultat est conforme à
nos attentes, étant donné que la puissance de la source que nous simulons est constante sur toute
la plage des signaux audibles. Il est donc surprenant d’observer qu’une source émettant la même
puissance à chaque fréquence occasionne une décroissance dans le deuxième cas, pour lequel le
champ est modélisé par des ondes planes. La raison de cette décroissance s’explique par le choix
effectué pour la normalisation des filtres spatiaux : nous avons choisi que l’énergie du filtre spatial
à l’intérieur de la sphère de résolution soit proportionnelle à son volume (cf. étape 5 du tableau
récapitulatif de l’algorithme de calcul des filtres spatiaux 5.2). Or, lorsque nous observons les
cartographies d’un transducteur donné pour plusieurs fréquences d’analyses (figure 7.3), nous ob-
servons que l’énergie du transducteur n’est pas confinée à l’intérieure de la zone de résolution pour
les basses fréquences (première ligne de la figure 7.3), ce qui explique les raisons de la croissance
de l’énergie du champ sonore de référence aux basses fréquences. Si nous souhaitons obtenir une
énergie constante sur toute la plage de fréquence, il aurait fallu normaliser les filtres spatiaux de
manière à ce que leur énergie intégrée sur la zone d’optimisation (et non la zone de résolution) soit
proportionnelle au volume de celle-ci.

Nous allons maintenant nous intéresser aux courbes relatives à l’énergie du champ reconstruit
(courbes bleues- et du champ d’erreur (courbes rouges) de la figure 7.6. Nous allons d’abord
préciser quelle est la signification à attacher à chacune de ces deux différentes courbes. Pour la
courbe relative à l’énergie du champ sonore reconstruit, il est préférable que ses variations suivent
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celles de la courbe de l’énergie du champ de référence. Si ce n’est pas le cas, cela signifie que
le dispositif de synthèse déforme le timbre des sources acoustiques reproduites. Ce critère est
indépendant de la qualité de la reproduction spatiale associée. Celle-ci est justement quantifiée par
l’allure de la courbe de l’énergie du champ d’erreur (courbe rouge). Un bon dispositif de synthèse
aurait une courbe de champ d’erreur beaucoup moins énergétique par rapport à celle du champ
reproduit. Si les deux courbes ont un niveau comparable, ou que la courbe de l’énergie du champ
d’erreur est supérieure à celle du champ reproduit, cela signifie uniquement que la qualité de la
reproduction spatiale est défaillante. Ainsi, les deux courbes de l’énergie du champ reproduit et du
champ d’erreur sont complémentaires : l’une quantifie la distorsion temporelle tandis que l’autre
quantifie la distorsion spatiale.

Nous pouvons voir sur la figure 7.6 que l’énergie du champ sonore reconstruit par notre mé-
thode suit les variations de l’énergie du champ sonore de référence, quelle que soit la norme utilisée
pour l’évaluer (colonne gauche de 7.6). En revanche, l’énergie du champ sonore reconstruit par
la synthèse utilisant une analyse en impulsions de Dirac (colonne de droite de 7.6) ne suit pas les
variations du champ sonore de référence : elle décroît en fonction de la fréquence. Ceci signifie
que notre méthode de synthèse modifie moins le timbre des sources acoustiques reproduites que
l’égalisation multicanale traditionnelle.

Concernant la qualité de la reproduction spatiale, un bon indicateur est le croisement éventuel
entre la courbe rouge de l’énergie du champ d’erreur et la courbe bleue de l’énergie du champ
reproduit. Ce croisement, lorsqu’il a lieu, ne se situe pas à la même fréquence selon la modélisation
employée pour le champ sonore : pour l’égalisation multicanale traditionnelle, le croisement a lieu
entre 5 et 6 kHz pour une modélisation par impulsions de Dirac multidimensionnelles et entre 6
et 7 kHz pour une modélisation en ondes planes ; pour notre méthode, le croisement a lieu entre
7 et 8 kHz pour une modélisation par impulsions de Dirac multidimensionnelles et les courbes
ne se croisent pas lorsque le champ est modélisé par des ondes planes. De ce fait, notre méthode
améliore la qualité de la reproduction spatiale dans les deux cas, que le champ soit modélisé par
des impulsions de Dirac multidimensionnelles ou par des ondes planes.

Dans un deuxième temps, la source que nous souhaitons synthétiser possède les coordonnées
suivantes : [r = 1 m, az = 90 dg, el = 70 dg]. Cette source se situe dans une direction indiquée
par le centre de gravité d’un des triangles formant l’icosaèdre : il s’agit donc du pire cas de repro-
duction. L’erreur quadratique moyenne et le rapport signal sur bruit global sont résumés dans le
tableau 7.2.

MSEop PSNRop MSEδ PSNRδ

notre méthode −17.0 2.11 −2.50 −1.39
égalisation multicanale traditionnelle −14.6 −4.08 −4.75 −3.53

TAB. 7.2 – Erreur quadratique moyenne (MSE) et rapport signal sur bruit (PSNR) selon la méthode
de synthèse employée

Les conclusions générales sont les mêmes que celles faites pour la première source : le rapport
signal sur bruit est supérieur pour les filtres inverses calculés en utilisant notre méthode. Si nous
comparons les données des tableaux 7.1 et 7.2, nous nous apercevons que les performances sont
beaucoup moins bonnes pour la reproduction de cette source sonore : le rapport signal sur bruit
chute de plus de 5 dB et l’erreur quadratique moyenne augmente de 10 dB pour la norme éva-
luée dans le domaine des vecteurs d’onde. Le rapport signal sur bruit chute de 2 dB et la norme
quadratique augmente de 4 dB environ pour la norme évaluée dans le domaine spatial.

Nous avons aussi représenté la valeur des deux normes quadratiques (évaluées dans l’espace
ou dans le domaine des vecteurs d’ondes) des champs de référence, reconstruit et d’erreur sur
la figure 7.7. Les résultats de la table 7.2 semblent cohérents avec ceux qui seraient obtenus par
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intégration des différentes courbes représentées en fonction de la fréquence. Nous pouvons com-
parer cette figure avec la figure 7.6. Alors que les croisements des courbes de la norme du champ
d’erreur et celle du champ reconstruit se situaient au dessus de 5 kHz au minimum dans le cas
précédent, les croisements s’effectuent cette fois dans une plus basse plage de fréquence, autour
de 1 kHz. En revanche, dans le cas de la reproduction utilisant notre méthode, nous observons
toujours que le champ sonore effectivement reconstruit suit les variations du champ de référence
dans une enveloppe de 4 dB, alors que celle utilisant comme module d’analyse une décomposition
en impulsions de Dirac multidimensionnelles s’étale sur environ une quinzaine de dB, le système
ayant alors beaucoup de mal à synthétiser les hautes fréquences.
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FIG. 7.7 – Représentation graphique de l’énergie des champs sonores de référence, reconstruit, et
d’erreur en fonction de la fréquence, pour les deux différentes normes quadratiques : dans l’espace
(haut) et dans le domaine des vecteurs d’onde (bas). Coordonnées de la source initiale : [r =
1.5 m, az = 90 dg, el = 70 dg].

Dans un dernier temps, nous allons nous placer dans le cas le plus favorable où la source que
nous souhaitons synthétiser se situe dans une des directions pointée par un des transducteurs du
réseau de sources secondaires, en l’occurrence [r = 10 m, az = 90 dg, el = 32 dg]. La source
est donc dans le même axe que celui d’un des transducteurs, mais plus éloignée que celui-ci. Les
résultats relatifs à la qualité de la reproduction sont résumés dans le tableau 7.3 et sur la figure 7.8.
Le croisement entre les courbes du champ d’erreur et du champ reconstruit survient cette fois dans
une plage de fréquences beaucoup plus élevée que pour la source précédente. Celle-ci est donc très
bien restituée.

Nous allons maintenant nous intéresser au profil des champs sonores reproduits par chacune
des deux méthodes dans le domaine spatio-temporel. Pour cela, nous utilisons la représentation
suivante (déjà utilisée dans [40]) : il s’agit d’une image ayant pour abscisse l’axe (Ox) et en
ordonnée le temps. L’amplitude du champ acoustique est fournie en dB par un code de couleurs.
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MSEop PSNRop MSEδ PSNRδ

notre méthode −54.0 21.3 −22.6 2.92
égalisation multicanale traditionnelle −41.0 7.03 −24.3 2.78

TAB. 7.3 – Erreur quadratique moyenne (MSE) et rapport signal sur bruit (PSNR) selon la méthode
de synthèse employée
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FIG. 7.8 – Représentation graphique de l’énergie des champs sonores de référence, reconstruit, et
d’erreur en fonction de la fréquence, pour les deux différentes normes quadratiques : dans l’espace
(haut) et dans le domaine des vecteurs d’onde (bas). Coordonnées de la source initiale : [r =
10 m, az = 90 dg, el = 32 dg].

Il est à noter que les profils représentés ont été calculés volontairement en dehors des points de
l’antenne utilisée pour l’analyse. Ceci n’est faisable qu’à l’aide de la simulation, mais cela nous
permettra vraisemblablement de tirer des conclusions qui peuvent s’appliquer aussi aux dispositifs
réels. Le profil temporel des trois sources précédemment étudiées est représenté dans la colonne
centrale de la figure 7.9. Étant donné que la première source possède un azimut de 150 dg, ce
sont les microphones situés sur la gauche qui reçoivent en premier le front d’onde direct. Pour les
deux autres sources d’azimut 90 dg, c’est le microphone situé au niveau de l’origine qui reçoit
en premier le front d’onde direct de la source. De plus la réponse est alors symétrique de part et
d’autre de l’origine.

Le profil de ces champs sonores de référence est à comparer avec la colonne de gauche, où sont
représentés les champs reproduits à l’aide de l’égalisation multicanale traditionnelle, et la colonne
de droite, où sont représentés les champs reproduits par notre méthode. De manière générale, nous
pouvons vérifier que le contraste est plus accentué sur la colonne de droite que sur la colonne
de gauche : ceci correspond au fait que les fronts d’ondes émis par les transducteurs du réseau
de sources secondaires sont plus courts et énergétiques. Ceci confirme que la bande passante des
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FIG. 7.9 – Représentation dans le domaine spatio-temporel des champs sonores effectivement
reconstruits pour chacune des trois sources envisagées. Méthode utilisant un module d’analyse
par décomposition en impulsions de Dirac multidimensionnelles (gauche), référence (milieu), mé-
thode utilisant un module d’analyse par décomposition en ondes planes (droite).

dispositifs de synthèse utilisant notre méthode est plus élevée que celle des dispositifs utilisant
l’égalisation multicanale traditionnelle.

Si nous étudions maintenant la reproduction ligne par ligne, en commençant par la troisième
source, la mieux reproduite, nous pouvons voir que celle-ci est correctement reproduite sur une
large zone d’écoute. La seule différence est la différence de courbure du front d’onde entre la
source de référence et la source reproduite. En effet, la source à reproduire est située à 10 m de
l’origine, le front d’onde associé est quasiment plan à cette distance. Les deux algorithmes de
reproduction utilisent principalement le transducteur situé dans la même direction que la source
à reproduire. Ce transducteur étant beaucoup plus proche de l’origine, à 1 m, nous commençons
à sentir des effets dûs à la proximité du transducteur servant à la restitution, pour lequel le front
d’onde ne peut pas être considéré comme plan à cette distance.Si nous analysons maintenant la pre-
mière ligne, où la source à reproduire est assez proche de manière angulaire d’un des transducteurs
du réseau, nous voyons que celui-ci est majoritairement sollicité. Nous pouvons aussi distinguer
d’autres composantes mais largement plus atténuées par rapport à la précédente. De plus les in-
clinaisons des deux courbes représentatives du font principal entre le champ de référence et celui
reproduit ne sont pas parfaitement identiques. Si nous examinons maintenant le profil dans le do-
maine spatio-temporel de la dernière source, nous pouvons identifier la contribution d’au moins 4
transducteurs différents pour la synthèse de la source en question. Les deux profils du champ de
référence et reproduit sont très différents. En fait, les deux ne sont sensiblement identiques qu’à
l’origine. Dès que nous nous en écartons un tout petit peu, les réponses sont largement différentes.

L’étude du profil des champs reconstruits pour ces trois sources confirme une fois de plus ce
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que nous disions en conclusion du chapitre 5 sur l’analyse des champs sonores par une antenne de
microphones : il s’agit d’une analyse localisée. Nous en voyons la conséquence sur la figure 7.9 :
un bon rapport signal sur bruit correspond à un rendu sur une zone beaucoup plus étendue que dans
le cas d’un faible rapport signal sur bruit. Il ne reste maintenant plus qu’à tester cette méthode de
reproduction afin de savoir si les indices de localisation de sources acoustiques sont reproduits,
aussi bien dans les cas favorables que dans les cas défavorables.

7.4 Réflexions et perspectives

En guise de conclusion de ce chapitre présentant le dispositif retenu d’analyse et de synthèse de
champs sonores, nous allons faire quelques réflexions sur les résultats obtenus, et nous essaierons
de dégager des perspectives à partir de ces réflexions.

Pour commencer, nous avons vu que l’analyse effectuée par l’antenne de microphones utilisée
tout au long de ce chapitre était de bonne qualité, dans le sens où la résolution des cartographies
obtenues était assez fine. Nous avons dit qu’un angle solide engendré par un cône dont l’angle de
demi-ouverture vaut 17 dg ne constituait que 2.2% de l’angle solide total. Dans ces conditions,
si nous utilisons seulement 12 transducteurs dans notre réseau pour la synthèse, cela ne permet
de synthétiser au plus que 26% de l’angle solide. Dans ce cas, le maillon faible de la chaîne
d’analyse/synthèse est le nombre insuffisant de sources pour la synthèse de champs sonores. Cela
explique pourquoi certaines sources sont très bien reproduites, et d’autres très mal reproduites.

Nous avons vu que la dynamique de l’analyse spatiale offerte par l’utilisation des algorithmes
d’analyse du chapitre 5 était d’environ une quinzaine de dB. Cette dynamique spatiale peut s’in-
terpréter de la manière suivante pour la synthèse : une source est considérée comme éteinte si son
énergie est d’un niveau inférieur à 15 dB par rapport à l’énergie d’une autre source utilisée dans le
réseau. Clairement, un auditeur est encore capable d’entendre des sources dont le niveau se situe à
−15 dB par rapport à une source principale. Donc il est nécessaire de trouver encore d’autres as-
tuces afin d’améliorer la dynamique spatiale de l’analyse, afin d’améliorer encore plus le réalisme
spatial de la reproduction.

Toutefois, nous pouvons parier que les 15 dB de dynamique pourront certainement encore être
améliorés dans l’avenir par l’utilisation de géométries encore plus performantes pour les antennes
de microphones. Pour le moment, afin de contourner ce problème, il peut sembler plus adéquat
d’estimer la position des sources du réseau de reproduction par des algorithmes d’estimation pa-
ramétriques, tels que ceux introduits par Wang et al. [103] par exemple. L’utilisation de modèles
physiques pour les sources du réseau de transducteurs pourrait permettre d’augmenter largement
la dynamique de l’analyse car nous pourrions tirer profit de pouvoir extrapoler le champ sonore en
dehors du réseau de microphones, ce qui constitue un avantage considérable.

Au vu des résultats des tableaux 7.1, 7.2 et 7.3, ainsi que des figures 7.6, 7.7 et 7.8, il apparaî-
trait intéressant d’utiliser d’autres critères pour le calcul de filtres inverses optimaux que celui de
la minimisation de la norme quadratique de l’erreur. Par exemple, il serait intéressant de prendre
aussi en compte le rapport signal sur bruit de la reconstruction, afin d’éviter les écueils qui sur-
viennent lorsque la méthode utilisée pour la synthèse est l’égalisation multicanale traditionnelle,
à savoir la modification du timbre. L’objectif deviendrait alors de maximiser le rapport signal sur
bruit plutôt que de vouloir minimiser la norme quadratique de l’erreur. Il faut étudier comment
cela se répercuterait sur les fonctions de coût utilisées au chapitre 6, car l’avantage de la fonction
de coût utilisée est qu’elle était simple à évaluer, et qu’elle permettait de développer un algorithme
permettant de converger vers le réseau de filtres inverses optimal. Il n’est pas forcément évident
que ce soit toujours le cas si nous cherchions à maximiser le rapport signal sur bruit de la re-
construction. Une autre alternative serait de minimiser la norme de l’erreur quadratique sous la
contrainte que la puissance du champ reconstruit par le réseau de sources secondaires soit iden-
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tique à celle du champ de référence. Ainsi, nous pourrions espérer diminuer la déformation du
timbre du dispositif.
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Chapitre 8

Validation expérimentale du dispositif
d’analyse de champs sonores1

Résumé :
Dans ce chapitre, nous effectuons la validation expérimentale de notre approche pour
l’analyse spatiale de champs sonores. Dans un premier temps, nous avons mesuré toutes
les réponses impulsionnelles entre chaque enceinte d’un réseau de transducteurs et
chaque microphone de l’antenne de capteurs. Nous avons utilisé un algorithme de ca-
librage automatique de la position des microphones afin d’obtenir une meilleure estima-
tion de la position réelle des microphones. Nous avons ensuite appliqué toute une calibra-
tion de la chaîne électro-acoustique afin de compenser les différences entre les différents
matériels utilisés (microphones, pré-amplificateurs, etc.). Les réponses impulsionnelles
calibrées ont ensuite étaient réorganisées afin d’obtenir l’opérateur de propagation de
chacune des sources du réseau de transducteurs. Ce sont sur ces opérateurs de propaga-
tion expérimentalement mesurés que nous avons appliqué nos algorithmes d’analyse du
champ sonore.
Malgré le bruit présent sur les capteurs et malgré l’incertitude sur la position exacte
des microphones, l’analyse est de bonne qualité avec les signaux expérimentaux, ce qui
valide notre approche. Il y a adéquation entre l’analyse effectuée sur les opérateurs de
propagation mesurés, et ceux simulés en approchant la source réelle par un monopôle
acoustique, concernant la direction d’incidence. Dans certains cas, les cartographies des
opérateurs de propagation mesurés révèlent même la présence de réflections précoces,
absentes sur les cartographies des sources simulées.

1Ce chapitre est basé sur notre article [41].



Mesure de réponses impulsionnelles

8.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de valider par l’expérience notre approche pour l’analyse spatiale
des champs sonores. Afin d’y parvenir, nous allons décrire dans un premier temps le protocole
expérimental que nous avons suivi afin d’acquérir les données qui ont servi de base pour le calcul
des cartographies de champs sonores de ce chapitre.

La méthode de mesures de réponses impulsionnelles est d’abord expliquée à la section 8.2.
Puis nous décrivons les procédures de calibrage que nous avons effectuées afin de compenser cer-
tains défauts de la chaîne d’acquisition, tels que les différences de gain entre les pré-amplificateurs
ou entre les différentes voies d’entrée du séquenceur, les retards d’acquisition pour les différentes
voies du séquenceur, les différences entre les microphones, etc. Nous présentons ensuite la procé-
dure de calibrage automatique de la position des microphones que nous avons employée afin de
réduire la marge d’incertitude des erreurs de position.

Finalement, nous appliquons les algorithmes d’analyse présentés au chapitre 5, en prenant
soin d’appliquer une régularisation, afin d’obtenir la cartographie des opérateurs de propagation
mesurés expérimentalement. Nous comparons les cartographies obtenues par les opérateurs de
propagation mesurés expérimentalement avec celles obtenues par les opérateurs de propagation
simulés en approchant les sources réelles par des monopôles acoustiques.

8.2 Mesure de réponses impulsionnelles

8.2.1 Méthode employée

Il existe deux grandes familles de méthodes de mesures de réponses impulsionnelles d’une
chaîne électro-acoustique : celles utilisant des séquences pseudo-aléatoires [87, 100] (les plus ré-
pandues étant les “Maximum-Length Sequences” (MLS)) et celles utilisant des signaux chirp [34,
70] (sinusoïdes balayant une plage de fréquences). Ces deux familles de méthodes possèdent cha-
cune leurs avantages et leurs inconvénients [94] :

– les séquences MLS ont l’avantage d’être robustes au bruit de fond présent au moment de
la mesure, que celui-ci soit stationnaire ou impulsionnel. Cette méthode peut donc être em-
ployée dans des environnements bruyants. Le fait de répéter la séquence un certain nombre
de fois permet d’améliorer à chaque fois le rapport signal sur bruit de la mesure, de sorte que
le stimulus excitateur peut même être camouflé afin qu’il ne soit presque pas audible. Ainsi
cela peut permettre de mesurer une chaîne électro-acoustique en même temps que celle-ci
est utilisée pour un but totalement différent, telle que de la diffusion. En revanche, l’incon-
vénient des séquences pseudo-aléatoires est leur comportement vis-à-vis des non-linéarités
des enceintes [24], dont l’influence, bien que celles-ci restent faibles pour du matériel de
qualité, est non négligeable. En effet, elles influent sur la dynamique des réponses impul-
sionnelles mesurées qui sont alors plus faibles que celles obtenues par des systèmes utilisant
la deuxième famille de méthodes ;

– les signaux chirps, qu’ils soient linéaires ou logarithmiques, possèdent un spectre similaire à
ceux utilisant des séquences pseudo-aléaoires, naturelles ou bien normalisées en fréquence
afin d’optimiser le rapport signal sur bruit de la mesure. La différence entre ces deux signaux
se situe au niveau de la phase ou de manière équivalente leur retard de groupe. Dans le cas
des séquences pseudo-aléatoires, la phase est aléatoire en fonction de la fréquence, tandis
qu’elle est tout à fait déterministe dans le cas des signaux chirps. Cette caractéristique est
astucieusement utilisée par les systèmes de mesure basés sur les chirps pour isoler la réponse
impulsionnelle linéaire de ces composantes de Volterra d’ordre supérieur [70] (influence des
non-linéarités) alors que ces composantes d’ordre supérieur ajoutent un bruit supplémentaire
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aux mesures basées sur les MLS, limitant la dynamique obtenue. De plus, en environnement
acoustique calme, une seule répétition du signal est suffisante contrairement aux MLS. En
revanche, l’inconvénient de ces méthodes est leur manque de robustesse vis-à-vis des bruits
impulsionnels, qui détériorent beaucoup les performances du système de mesure.

Ainsi, nous pouvons conclure que les méthodes de mesure de réponse impulsionnelle basées
sur les signaux chirps sont plus performantes que celles basées sur les séquences pseudo-aléatoires
en environnement de mesure calme. En revanche, les séquences MLS sont mieux adaptées aux
environnements bruyants ou bien pour calibrer des systèmes électro-acoustiques tout en étant peu
audibles.
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FIG. 8.1 – Représentation d’une réponse impulsionnelle d’enceinte mesurée à l’aide d’un signal
chirp, dans le domaine temporel, en dB signés (gauche) ou non signés (centre), et dans le domaine
fréquentiel (droite).

Une réponse impulsionnelle d’enceinte, mesurée en chambre anéchoïque, utilisant un signal
chirp comme signal d’excitation est représentée sur la figure 8.1. Cette réponse a été représentée
dans le domaine fréquentiel et dans le domaine temporel, en décibels prenant ou ne prenant pas
en compte le signe de la réponse impulsionnelle initiale. Sur la représentation en décibels non
signés, nous pouvons voir clairement l’enveloppe de décroissance de la réponse impulsionnelle.
Le pic de la réponse impulsionnelle possède un niveau de −9 dB, si bien que la dynamique de la
réponse impulsionnelle mesurée est de 90 dB environ étant donné que l’enveloppe décroît jusqu’à
un niveau inférieur à −100 dB. Nous voyons que la réponse en fréquence de la totalité de la chaîne
électro-acoustique (amplificateur de puissance, câbles, enceinte, salle, micro, pré-amplificateur,
séquenceur) est plate à ±5 dB dans la plage de fréquence 50− 9000 Hz. Pour les fréquences in-
férieures, l’enceinte est responsable de la croissance rapide de la réponse. Pour les fréquences
supérieures, l’enceinte et le microphone utilisés sont responsables conjointement de la décrois-
sance de 15 dB/oct observée. La dernière représentation en décibels signés permet de dissocier
dans une certaine mesure la réponse impulsionnelle de l’enceinte de ses premières réflections.
Nous pouvons voir que celles-ci apparaissent 12 ms après le front direct, temps correspondant à
un trajet effectué par l’onde sonore de 4 m, soit à peu près la distance avec les premiers obstacles
potentiels (parois, enceintes du bâti situés en face de l’enceinte mesurée, voir figure 8.2). Le niveau
de ces premières réflections est inférieur de 35 dB par rapport au front direct, ce qui est dû au fait
que l’enceinte et le microphone de mesures étaient assez rapprochés, environ 20 cm2, de sorte que
la composante due au front direct sur le signal mesuré est beaucoup plus favorisée par rapport à
la composante réverbérée. Deux facteurs sont responsables de l’atténuation de cette dernière : la
proximité entre l’enceinte et le microphone, et le fait d’avoir réalisé la mesure en chambre ané-
choïque. Nous pouvons dissocier deux parties subtiles dans la décroissance de l’enveloppe : une
première due à l’enceinte uniquement, très rapide, et une deuxième due à la salle anéchoïque, lé-
gèrement moins rapide. Le temps de réverbération à 60 dB est d’environ 35 ms, ce qui est très
bref.

2mesure réalisée en champ proche afin de minimiser l’influence de la salle sur la réponse impulsionnelle.

157



Description du protocole expérimental Mesure de réponses impulsionnelles

8.2.2 Description du protocole expérimental

Afin de mettre en œuvre le module d’analyse de champs sonores décrit à la section 7.2, le
protocole expérimental utilisé a été le suivant :

– dans une chambre anéchoïque, nous avons disposé 12 enceintes sur un bâti circulaire en
aluminium, ainsi que 4 enceintes supplémentaires placées au niveau du sol. Plusieurs pho-
tographies de la manipulation sont représentées sur la figure 8.2 ;

– 8 microphones omnidirectionnels Schoeps MK 2 ont été utilisé simultanément. Ils ont été
arrangés sur une antenne linéaire à espacement quasi-logarithmique, entre 2.5 cm et 95 cm.
Nous avons tourné cette antenne linéaire à espacement logarithmique 12 fois afin d’engen-
drer une 8 antennes circulaires de 12 microphones, à rayons logarithmiquement espacés ;

– les signaux de sortie des microphones sont amplifiés par des pré-amplificateurs Behringer
Ultragain Pro à potentiomètres crantés ;

– les signaux de sortie des pré-amplificateurs viennent en entrée du séquenceur multi-pistes
Tascam MX-2424 ;

– les signaux de commande envoyés à chacun des transducteurs sont aussi synchronisés par
le séquenceur multi-pistes. Ces signaux de commande sont des chirps logarithmiques d’une
durée de 3 s environ (217 échantillons à 44.1 kHz).

FIG. 8.2 – Photographies de la manipulation effectuée

D’après la description du protocole expérimental qui vient d’être faite, il est clair que nous fai-
sons l’hypothèse de stationnarité pour la mesure des réponses impulsionnelles : en effet, le nombre
de microphones disponibles était insuffisant pour enregistrer les 96 réponses impulsionnelles du
réseau simultanément. De fait, nous faisons aussi implicitement l’hypothèse que notre système
de mesure ne perturbe pas le champ sonore mesuré. Bien entendu, ces deux hypothèses ne sont
pas vérifiées dans la pratique, particulièrement celle sur le fait que notre antenne linéaire ne dé-
forme pas le champ sonore : il doit y a voir de la diffraction dans le domaine des petites longueurs
d’ondes (hautes fréquences) comparables aux dimensions de l’obstacle. Nous verrons que le mo-
dule d’analyse de champs sonores est capable de fournir une analyse robuste devant ces conditions
imparfaites.

La deuxième remarque que je souhaite faire est qu’il est nécessaire de calibrer les réponses en
temps et fréquence de la chaîne électro-acoustique, ce que nous allons développer à la section 8.3.
De plus, il existera toujours des différences de position entre le réseau de microphones pris pour ré-
férence, et celui effectivement déployé. Comme nous l’avons vu à la section 7.2, les performances
du module d’analyse de champs sonores sont très sensibles aux erreurs de positionnement, de
sorte qu’une procédure de calibrage automatique de la position des microphones apparaît comme
vivement souhaitable. Elle sera développée à la section 8.4.
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8.3 Calibration de la réponse temps-fréquence du canal électro-
acoustique

Une procédure de calibrage de la chaîne électro-acoustique est vivement souhaitée pour les
raisons suivantes :

– bien que les huit microphones utilisés soient du même type, il peut exister de la dispersion
dans leurs caractéristiques, telles que la directivité ou la réponse en fréquence,

– les 4 pré-amplificateurs utilisés peuvent avoir des gains différents même si le gain est ré-
glable par des potentiomètres crantés,

– il apparaît pertinent d’étudier les performances de la synchronisation entre les différentes
voies du séquenceur multi-pistes.

La méthode de calibrage que nous avons mise en œuvre conduit à une calibration relative.
En effet, obtenir une calibration absolue des microphones une opération très difficile, même si
elle serait vivement souhaitable. Comme une calibration absolue n’est pas facilement réalisable,
nous avons pris comme référence le signal enregistré par un microphone, branché sur un pré-
amplificateur, lui-même relié sur une voie du séquenceur multi-pistes. Puis nous avons effectué les
essais suivants :

– pour la calibration des microphones, nous avons utilisé à chaque mesure le même pré-
amplificateur et la même voie d’entrée du séquenceur, et nous n’avons changé que le micro-
phone servant pour la mesure, en essayant, autant que faire se peut, de le placer au même
endroit. Les analyses de cette calibration ont conclu que les réponses impulsionnelles ainsi
mesurées étaient identiques dans le domaine des fréquences inférieures à 10 kHz à ±1dB.
Pour les hautes fréquences, les réponses commencent à se différencier sensiblement, mais
nous attribuons ceci à l’incertitude sur la position du microphone. En effet, la distance entre
un ventre et un nœud de pression à cette fréquence est de 9 mm, ce qui correspond à peu
près à la précision effective sur la connaissance de la position du microphone. Nous avons
donc jugé qu’il n’était pas nécessaire de corriger la réponse en fréquence des microphones
(en tout cas pas pour une calibration relative).

– pour la calibration des différents pré-amplificateurs, nous avons utilisé le même microphone
et la même voie d’enregistrement du séquenceur, et nous avons comparer chacune des 8 ré-
ponses mesurées. Il s’est avéré que les gains étaient sensiblement variables, même pour des
positions de potentiomètres identiques. Ils différaient de ±6 dB selon le pré-amplificateur
utilisé. En revanche, les réponses en fréquences étaient rigoureusement identiques à une
translation près.

– pour la calibration des différentes voies du séquenceur, nous avons procédé de manière ana-
logue en fixant le microphone et le pré-amplificateur utilisé, et en ne variant uniquement que
la voie d’entrée. Les résultats sont que les différentes réponses mesurées étaient identiques
à un gain de ±0.2 dB, excepté pour une voie, qui était atténuée de 6 dB. Nous avons aussi
fait des essais en boucle fermée, et il s’est avéré que la réponse en fréquence était très plate
jusque 20 kHz, de sorte que ce n’est pas le séquenceur qui est responsable de la diminution
de la bande passante sur la figure 8.1 par rapport aux 20-20000 Hz. Par contre nous avons
aussi testé d’autres voies de sortie pour le signal d’excitation, et il s’est avéré que le pic
principal de la réponse n’apparaissait pas toujours au même échantillon. En revanche, les
essais étaient reconductibles. Ainsi, la correction mise en œuvre se constitue d’un gain et
d’un retard.

Pour conclure sur cette phase de calibrage des réponses du matériel électro-acoustique, nous
pouvons dire que les défauts à corriger étaient mineurs, car une simple correction par un gain et
un retard est suffisante. Le matériel utilisé est donc globalement de bonne qualité et ses caractéris-
tiques possèdent une faible dispersion.
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8.4 Calibration automatisée de la position des microphones

Les algorithmes que nous avons développés pour l’analyse de champs sonores sont d’autant
plus performants que la marge d’incertitude sur la position des microphones est petite. Dans la
pratique, nous avons eu beaucoup de difficultés pour trouver une solution permettant de placer un
microphone à une position définie. De fait, nous avons préféré faire de notre mieux pour placer
les microphones, mais utiliser une procédure permettant d’obtenir une meilleure estimation de la
position des microphones plutôt que d’utiliser les positions de référence. La procédure que nous
avons utilisée a été proposée par Raykar et Duraiswami [86]. Les conditions imposées sont de
placer au moins 5 enceintes et de leur attacher un microphone dans la proximité de leur pavillon.
Les performances sont meilleures si les enceintes servant à l’estimation entourent le réseau de
microphones. Ceci est tout à fait compatible avec notre configuration expérimentale. L’algorithme
se déroule en deux étapes. Une première estimation de la position des enceintes et des microphones
est établie par “Multidimensional Scaling” (MDS). Cette étape nécessite de connaître chacun des
temps de trajet entre enceintes/microphones, d’où la nécessité d’avoir placé des microphones dans
la proximité des enceintes. Ceci nous permet de construire la matrice contenant les distances entre
chacun des éléments du réseau global D de dimension N×N où N = Ntra +Nmic, et où dij contient
la distance calculée à partir du temps de trajet entre le iième et le jième élément du réseau. Il est
possible de calculer la matrice des produits scalaires B , dont l’élément générateur bij vaut ri ·
rj (le produit scalaire entre les deux vecteurs ri et rj) à partir de la connaissance de la matrice
de distance. Si nous prenons comme origine du repère le centre de gravité du réseau global de
microphones/transducteurs, alors il peut être montré que [86] :
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(8.1)

Or, si X est la matrice N×3 contenant la position des éléments du réseau, la matrice contenant
les produits scalaires B peut justement se factoriser sous la forme B = X X T . Il suffit alors d’utiliser
une décomposition en valeurs singulières de B = UΣUT et de ne retenir que les trois premières
colonnes de X ′ =UΣ1/2 pour obtenir ladite matrice. En effet, seules les 3 premières valeurs propres
sont énergétiques et les autres correspondent à du bruit. Ceci nous fournit une première estimation
de la position des différents éléments du réseau.

La deuxième étape de la procédure de calibrage automatique nécessite de fixer un nouveau
repère, en prenant une nouvelle origine, et en précisant l’orientation des axes de celui-ci. Pour
cela, il est nécessaire d’appliquer trois translations, et deux rotations. Finalement, l’estimation
est raffinée par une minimisation d’une norme quadratique de l’erreur entre les temps de trajets
observés et les temps de trajet réels. Ceci conduit à une fonction de coût non linéaire, qui est
minimisée par la méthode de Levenberg-Marquardt. Afin que l’algorithme converge vers la bonne
solution, la méthode de Levenberg-Marquardt nécessite d’avoir un bon a priori sur la position des
différents éléments. Cette initialisation est fournie par l’étape de Multidimensional Scaling.

En utilisant cette procédure, les positions estimées des microphones et des enceintes sont affi-
chées sur la figure 8.3. Dans les grandes lignes, les positions estimées coïncident bien avec celles
du réseau de référence. Toutefois, il existe des différences parfois sensibles entre les positions
des microphones de référence et celles estimées, surtout au centre de l’antenne, où la densité de
microphones est importante. Malheureusement, nous ne disposons pas de moyens pour évaluer
la marge d’incertitude entre la position réelle et la position estimée, étant donné que la position
réelle est inaccessible. Une étude sur les performances de l’estimateur a été réalisée dans [86],
qui nous permet de voir que la configuration des enceintes est optimale pour diminuer la variance
de l’estimateur dans ce cas : il faut que les enceintes soient le plus éloignées possibles l’une de
l’autre.
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FIG. 8.3 – Position estimée des enceintes et des microphones à l’aide de la procédure de calibration
automatique.

8.5 Analyse de champs sonores réels

Nous allons maintenant utiliser différents modules d’analyse de champs sonores et comparer
les cartographies du champ sonore obtenues pour différentes fréquences d’analyse. Trois modules
d’analyse différents ont été utilisés : un module de référence utilisant une pondération uniforme
pour le vecteur de pondération, un module utilisant des vecteurs de pondération optimaux non
régularisés, et un dernier utilisant des vecteurs de pondération optimaux régularisés (λ = 10−5).
Il s’agit des mêmes modules d’analyse de champs sonores que ceux utilisés lors du chapitre 7 sur
la simulation de notre dispositif d’analyse et de synthèse de champs sonores. La description du
module d’analyse de champ sonore est disponible au début de la section 7.2.

Les pouvoirs de focalisation, ainsi que les gains pour un bruit blanc, pour les différents mo-
dules d’analyse, sont représentés sur la figure 8.4. Les courbes sont en accord avec les remarques
effectuées au chapitre 5 décrivant les algorithmes permettant de calculer les filtres spatiaux né-
cessaires pour le module d’analyse : le pouvoir de focalisation du module d’analyse régularisé est
moins performant que celui du module d’analyse non régularisé, compromis nécessaire afin de
ne pas trop amplifier le bruit blanc. Le module d’analyse non régularisé amplifie le bruit blanc
d’environ 35 dB de plus que par rapport au module d’analyse de référence, tandis que le module
d’analyse régularisé ne l’amplifie au plus que de 5 dB, pour les fréquences inférieures à 4 kHz.
Nous allons mettre en évidence les bienfaits du recours à la régularisation pour effectuer l’analyse.
Les deux modules d’analyse utilisant des filtres spatiaux optimaux possèdent un meilleur pouvoir
de focalisation que celui utilisant des vecteurs de pondérations uniformes.

Aux basses fréquences, nous voyons sur la figure 8.4 que le bruit présent sur les capteurs est
amplifié de 35 dB. Afin d’illustrer l’influence du bruit présent sur les capteurs, nous avons calculé
et représenté les cartographies du champ sonore pour une enceinte dont les coordonnées sont [r =
1.13 m, az = 180 dg, el = 3 dg] sur la figure 8.5 (première ligne), et nous avons aussi représenté
la cartographie pour une source ponctuelle de directivité monopolaire placée au même endroit
(deuxième ligne). Nous pouvons observer que même la cartographie pour la source simulée, sans
adjonction d’un bruit supplémentaire, dans le cas d’un module d’analyse non régularisé (colonne
de gauche) est erronée. En revanche, les cartographies utilisant les deux autres modules d’analyse
sont conformes à nos attentes : le pic spectral correspond bien à la direction d’incidence de la
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FIG. 8.4 – Pouvoir de focalisation (gauche) et Gain pour un bruit blanc (droite) pour les différents
modules d’analyse utilisés.

FIG. 8.5 – Cartographie d’une enceinte réelle (haut) de coordonnées sphériques [r = 1.13 m, az =
180 dg, el = 3 dg], à la fréquence de 129Hz, et d’un monopôle acoustique simulé, occupant la
même position (bas). Vecteurs de pondérations optimaux non régularisés (gauche), régularisés
(centre), et vecteurs de pondération uniformes (droite).

source. La résolution est faible, ce qui se traduit par un lobe principal étendu, caractéristique
de l’analyse aux basses fréquences. La plage de dynamiques de l’analyse est légèrement plus
importante dans le cas du module d’analyse régularisé. Si nous comparons maintenant les deux
lignes entre elles, nous pouvons voir qu’elles sont assez semblables, avec toutefois de légères
différences visibles concernant la dynamique des deux cartographies.

Étudions maintenant la même source, mais à la fréquence de 861 Hz, 7 fois supérieure à la
précédente. La cartographie du champ sonore est affichée sur la figure 8.6. Nous pouvons voir
que la résolution de l’imagerie est largement meilleure que dans le cas de la figure 8.5. À cette
fréquence, l’amélioration obtenue en ayant recours aux modules d’analyse utilisant des vecteurs
de pondération optimaux est clairement visible, étant donné que les cartographies correspondantes
ne laissent apparaître que très peu de lobes secondaires. Le lobe principal se situe toujours dans
la direction d’incidence de la source. Finalement, nous observons que la cartographie utilisant le
module d’analyse régularisé est légèrement moins bruitée que celle utilisant le module d’analyse
non régularisé. Les cartographies de la source réelle et celles de la source simulée sont aussi très
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FIG. 8.6 – Cartographie d’une enceinte réelle (haut) de coordonnées sphériques [r = 1.13 m, az =
180 dg, el = 3 dg], à la fréquence de 861Hz, et d’un monopôle acoustique simulé, occupant la
même position. Vecteurs de pondérations optimaux non régularisés (gauche), régularisés (centre),
et vecteurs de pondération uniformes (droite).

semblables.

Nous allons maintenant étudier une cartographie du champ sonore à une fréquence plus élevée,
6546 Hz. L’estimation des coordonnées de la source étudiée est [r = 1.11 m, az = 31 dg, el = 2 dg].
Les cartographies correspondantes sont représentées sur la figure 8.7. La première chose visible est
que les cartographies utilisant le module d’analyse de référence (colonne de droite) ne disposent
pas d’une densité de points suffisante pour le maillage de la sphère définie par la relation de dis-
persion, de sorte que toutes les variations du spectre ne sont pas retranscrites. En revanche, ce n’est
pas le cas pour les deux autres modules d’analyse pour lesquels la résolution a été fixée lors de la
procédure du calcul des vecteurs de pondération optimaux. La deuxième chose visible est que les
cartographies correspondantes aux deux modules d’analyse optimaux sont identiques, ce qui est
conforme à nos attentes, étant donné que les pouvoirs de focalisation et le gain pour un bruit blanc
sont identiques pour cette fréquence d’analyse. La dernière chose visible est que les cartographies
de la source réelle diffèrent de celles de la source simulée : les premières laissent apparaître de
nouveaux pics spectraux. La présence de nouveaux pics pour [az = 180 et 210 dg, el = 0 dg] tra-
duit la détection de réflections précoces par ces deux modules d’analyse, alors que celles-ci étaient
totalement camouflées sur la cartographie du module de référence. Ainsi, l’analyse de champs
sonores utilisant des vecteurs de pondération optimaux surpasse l’analyse de référence. Ces réflec-
tions proviennent de la direction opposée à la direction d’incidence de la source : il s’agit sûrement
des réflections sur les enceintes situées à l’opposé du bâti par rapport à la source analysée, voir
figure 8.2. Nous pouvons nous demander pourquoi seules 2 réflections sont visibles au lieu des 11
attendues, étant donné qu’il y a 12 enceintes sur le bâti circulaire. La réponse à cette question a
déjà été mentionnée plusieurs fois dans ce qui précède : l’analyse de champs sonores effectuée est
localisée dans la pratique au centre de l’antenne, de sorte que seules ces réflections secondaires
éclairent principalement la zone analysée. Ces réflections n’apparaissent pas sur les figures 8.5
et 8.6 parce que les longueurs d’onde concernées sont supérieures aux dimensions caractéristiques
des enceintes, de sorte que la diffraction occasionnée par celles-ci est encore très limitée.
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FIG. 8.7 – Cartographie d’une enceinte de coordonnées sphériques [r = 1.11 m, az = 31 dg, el =
2 dg], à la fréquence de 6546Hz, réelle, et simulée numériquement. Vecteurs de pondérations opti-
maux non régularisés (gauche), régularisés (centre), et vecteurs de pondération uniformes (droite).

8.6 Conclusion sur la validation expérimentale du dispositif

Dans ce chapitre, nous avons validé notre stratégie pour l’analyse de champs sonores dans le
cas d’une antenne quasi-bidimensionnelle aux erreurs de positionnement près. Il serait intéressant
de poursuivre ces tests en utilisant de véritables antennes tridimensionnelles de façon à éliminer
l’ambiguïté entre le haut et le bas inhérente aux antennes bidimensionnelles. Puis il serait intéres-
sant de caractériser d’autres lieux qu’une salle anéchoïque, de façon à voir quel est le potentiel de
ce système d’analyse de champs sonores dans des conditions réelles. Le fait d’avoir réaliser cette
expérience en chambre anéchoïque nous a permis de valider des paramètres telles que la direction
d’incidence de la source. Il serait intéressant de pouvoir caractériser aussi les premières réflections,
sachant que ce sont elles généralement qui sont prises en compte par les systèmes d’auralization
actuels, et qu’un tout autre traitement est réservé pour le traitement de la réverbération tardive.

En ce qui concerne la synthèse de champs sonores, nous n’avons pas eu le temps de vérifier si
la stratégie proposée au cours du chapitre 6 donnait des résultats plus satisfaisants que l’approche
de l’égalisation multicanale traditionnelle. Cela apparaît donc être une perspective intéressante de
cette thèse, réalisable à court terme.
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Le travail mené au cours de cette thèse a permis de jeter un regard nouveau sur le domaine
de l’analyse et de la synthèse de champs sonores, réels ou virtuels. Toutes les méthodes de re-
production de champs sonores par un réseau de haut-parleurs s’appuient sur une description du
champ sonore qui appartient à l’une des deux familles suivantes : les représentations harmoniques
ou les représentations intégrales. Peu de travaux antérieurs existaient dont l’objectif était de relier
ces deux différentes approches, et notre contribution a permis d’apporter un certain nombre de
nouveaux résultats théoriques.

Nous avons montré que toutes les représentations harmoniques s’appuyant sur la théorie des
transformées de Fourier généralisées étaient équivalentes d’un point de vue théorique. Nous avons
de plus fait des liens entre les représentations harmoniques et les représentations intégrales. En par-
ticulier, nous avons montré que la conversion d’une représentation intégrale en une représentation
harmonique est toujours réalisable tandis que la transition inverse s’accompagne de dégradations
dans la représentation du champ sonore. Ceci est lié à la limitation principale de la formulation
de Kirchoff du principe de Huygens : l’intégrale correspondante synthétise le champs des sources
extérieures dans le domaine intérieur et réciproquement.

Représentations intégrales

Un champ sonore dans un domaine vide de sources acoustiques est complètement caractérisé
par la connaissance du profil temporel du champ de pression acoustique sur la frontière du domaine
d’intérêt. Ce résultat permet d’envisager une méthode de reconstruction de champs sonores dans
laquelle un réseau de sources secondaires essaie d’imposer les mêmes conditions aux limites sur
la frontière du domaine d’intérêt que celles générées par les sources initiales.

L’objectif de tout dispositif d’analyse de champs sonores sur une zone étendue de l’espace se-
rait de pouvoir caractériser complètement le champ à partir d’un ensemble discret, et de préférence
fini, de paramètres. Nous avons montré en utilisant des résultats de la théorie des séries de Fourier
généralisées que seule une répartition discrète d’harmoniques, encore connus sous l’appellation
de modes, était suffisante pour caractériser le champ sonore sur une zone finie de l’espace. Si le
domaine d’analyse est infini, nous avons eu recours à l’hypothèse que les champs sonores étaient à
support de Fourier fini (à “bande limitée”) de sorte que seule une répartition discrète d’échantillons
suffit pour caractériser complètement le champ sonore. Ainsi, quel que soit le cas, domaine d’ana-
lyse fini ou non, seul un ensemble discret de paramètres suffit pour caractériser complètement le
champ sonore. L’inconvénient est que cet ensemble de paramètres est encore de dimension infinie
pour assurer une connaissance exacte du champ sonore.

Toute la difficulté du défi de l’analyse spatiale est de passer d’un ensemble discret de para-
mètres de dimension infinie à un ensemble fini de paramètres. Nous avons montré que cela n’était
pas réalisable dans la pratique et qu’un nombre fini de paramètres ne permettait pas de pouvoir
garantir une reconstruction exacte du champ sonore. De fait, tout dispositif réel (ayant seulement
un nombre limité de mesures du champ sonore à leur disposition) ne peut réaliser qu’une ana-
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lyse approchée. L’analyse de champs sonores permettant de réaliser le meilleur compromis entre
le nombre de paramètres utilisé et la marge d’erreur sur le champ reconstruit utilise une analyse
hybride associant le meilleur des représentations harmoniques et des représentations intégrales.
Des représentations intégrales, elle utilise l’économie de stockage liée aux dispositifs d’hologra-
phie acoustique : seule la connaissance du comportement du champ sur la surface délimitant le
domaine d’analyse permet de caractériser complètement le champ en tout point du domaine si
celui-ci est vide de sources acoustiques. Des représentations harmoniques, elle utilise le fait que le
champ sonore sur cette surface peut être caractérisé par une décomposition modale. Sous réserve
que le nombre de modes pris en compte lors de la décomposition modale est assez grand, alors
la connaissance du champ en tout autre point de la surface peut être garantie avec une certaine
tolérance sur l’erreur.

Si nous faisons le bilan des trois derniers paragraphes, nous pouvons dire que la méthode de
synthèse de champs sonores s’appuyant sur le contrôle des conditions aux limites peut s’effectuer
sur un ensemble discret, et dans une certaine mesure fini, de points. En effet, si la répartition des
points de contrôle est assez dense, alors la marge d’erreur sur la connaissance exacte du champ
sonore en tout autre point de la surface peut être rendue arbitrairement basse. La seule restriction
à cette approche est d’ordre pratique : le nombre de points requis est gigantesque pour pouvoir
garantir une marge d’erreur décente, et aucun système dans l’état actuel de la technologie n’est
capable de gérer une telle complexité, autant pour l’analyse (nombre de microphones requis) que
pour la synthèse (nombre de points de contrôles et nombre de sources secondaires nécessaires
pour avoir un bon contrôle des conditions aux limites). De plus, le principal inconvénient de cette
approche majoritairement basée sur la représentation intégrale des champs sonores est son manque
de scalabilité : la réduction du nombre de points servant pour l’analyse détériore rapidement la
précision avec laquelle nous connaissons le champ sonore initial.

Représentations harmoniques

Contrairement à l’analyse basée sur une modélisation du champ sonore à l’aide d’une repré-
sentation intégrale, l’analyse basée sur une représentation harmonique possède l’avantage de la
scalabilité. En effet, un des avantages des représentations harmoniques sur les représentations in-
tégrales est qu’il s’agit de représentations qui permettent d’étudier efficacement les effets de la
discrétisation. L’observation du champ sonore sur un nombre fini de points peut dans certains cas
introduire des ambiguïtés, étant donné que deux champs physiquement différents peuvent conduire
à la même observation sur le réseau de points de mesure. Ce phénomène, intrinsèque à la repré-
sentation choisie pour décrire le champ sonore, est connu sous le nom de repliement spectral.
L’utilisation des représentations harmoniques permet de caractériser efficacement le repliement
spectral : la famille d’harmoniques initialement utilisée ne forme plus une famille libre lorsque
ceux-ci ne sont observés que sur le réseau de points de mesure. Ainsi, tout objectif d’un dispositif
d’analyse de champs sonores basé sur une représentation harmonique consiste à orthogonaliser
au mieux la base d’harmoniques lorsque ceux-ci ne sont observés que sur le réseau de points de
mesure. Pour accomplir cet objectif, il existe deux moyens complémentaires : la première consiste
à optimiser la géométrie du réseau de microphones, et la deuxième consiste à mettre en œuvre un
traitement du signal afin d’améliorer l’orthogonalité de la base d’harmoniques discrétisés.

Concernant le traitement du signal, nous avons employé une méthode qui estime au mieux la
décomposition temps-espace/fréquence-vecteur d’onde du champ sonore analysé, représentation
qui imite au mieux la manière dont fonctionnent les mécanismes de la perception auditive. Ainsi,
l’algorithme décrit permet de filtrer la composante du champ sonore provenant d’une direction
d’incidence spécifique en ayant pour référence une position donnée de l’espace, à savoir le centre
de l’antenne de microphones. Cet objectif est implémenté en pratique en maximisant l’énergie du
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filtre spatial pour le voisinage de la direction d’incidence souhaitée et minimise l’énergie pour
toutes les autres directions d’incidence, qui constituent des signaux d’interférence. Pour cela, la
seule hypothèse utilisée est que les champs sonores satisfont l’équation de propagation, et donc la
relation de dispersion. Cette hypothèse renseigne sur la partie du domaine de Fourier pour laquelle
est excitée la décomposition en ondes planes. L’optimisation du filtre spatial se fait en utilisant
un ensemble continu de directions d’incidences : il ne s’agit pas de l’approche traditionnelle dans
laquelle la réponse du filtre spatial est calculée de façon à minimiser l’erreur entre la réponse dé-
sirée et la réponse effective sur un ensemble discret de directions d’incidences. Cette amélioration
a été rendue possible en utilisant des résultats d’analyse harmonique sur les fonctions d’ondes
sphéroïdales aplaties et en utilisant le développement en série d’une onde plane en harmoniques
sphériques. L’algorithme permet donc d’éviter d’avoir à se préoccuper du nombre et de la densité
de directions d’incidence à considérer lors de l’optimisation du filtre spatial.

Le deuxième paramètre sur lequel il est possible d’améliorer les performances de l’analyse
temps-espace/fréquence-vecteur d’onde est la géométrie de l’antenne de microphones. Nous avons
montré qu’une bonne antenne devait comporter une forte densité de microphones au centre de
l’antenne (point de référence pour l’analyse espace-vecteur d’onde) mais aussi des microphones
assez éloignés, ceci afin d’obtenir des bonnes performances des algorithmes d’analyse sur toute
la plage de fréquences des signaux audio. Plus le nombre de microphones utilisé et plus leur
répartition est judicieusement choisie, meilleure est la qualité de l’analyse. Ainsi, l’analyse basée
sur les représentations harmoniques possède bien l’avantage de la scalabilité, contrairement aux
représentations intégrales. Ceci est dû au fait que le repliement spectral devient vite très important
lorsqu’on diminue le nombre de points du maillage surfacique.

L’analyse de champs sonores basée sur les représentations intégrales possède l’avantage de
caractériser le champ sur une zone étendue, mais l’inconvénient est le manque de scalabilité. Quant
à l’analyse de champs sonores basée sur les représentations harmoniques, leur avantage est la
scalabilité, mais cette scalabilité est obtenue au prix fort : l’analyse sous-jacente est localisée au
centre de l’antenne, bien que la zone dans laquelle cette analyse est correcte s’agrandit à mesure
que le nombre de microphones utilisé pour l’analyse croît.

Dans la pratique, les algorithmes d’analyse de champs sonore présentés dans cette thèse
peuvent être utilisés comme briques élémentaires d’un système de prise de son directif performant,
dont les perspectives d’utilisation sont vastes : elles s’adressent à toutes les méthodes de synthèse
possibles, qu’il s’agisse de la Wave Field Synthesis, ou des procédés ambisoniques d’ordres élevés.

Égalisation multicanale

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous avons voulu montré l’efficacité de la représen-
tation du champ sonore en ondes planes pour la synthèse, de la même manière que nous l’avons
démontrée pour l’analyse. En particulier, nous avons présenté un algorithme d’égalisation mul-
ticanale minimisant l’erreur quadratique entre deux représentations harmoniques de champs so-
nores, qu’il s’agisse de la représentation du champ en impulsions de Dirac multidimensionnelles,
comme dans le cas de l’égalisation multicanale traditionnelle, de la représentation du champ en
harmoniques sphériques, ou de la représentation du champ sonore en ondes planes. Nous avons
montré que la reconstruction du champ sonore associée à l’algorithme d’égalisation multicanale
pour une représentation du champ sonore en ondes planes surpassait le même algorithme lorsque
la représentation du champ sonore utilisée était les impulsions de Dirac multidimensionnelles. En
particulier, le recours à la représentation en ondes planes ne déforme pas trop la réponse en fré-
quence du dispositif tandis que la réponse en fréquence des dispositifs d’égalisation multicanale
était décroissante aux hautes fréquences. Le même algorithme d’égalisation multicanale peut être
utilisé quelle que soit la méthode de synthèse considérée, qu’il s’agisse de la Wave Field Synthe-
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sis, de l’égalisation multicanale traditionnelle, des procédés ambisoniques, ou des décompositions
modales.

Perspectives

Le travail que nous avons conduit tout au long de cette thèse est par nature interdisciplinaire :
les disciplines concernées sont l’acoustique, le traitement du signal, toutes deux s’appuyant for-
tement sur les mathématiques appliquées. Même si l’objectif de cette thèse était de faire des
connexions entre ces différentes disciplines, il n’en demeure pas moins qu’il est difficile d’être spé-
cialiste de chacun de ces domaines. De ce fait, les perspectives de ce travail de thèse ne manquent
pas.

Nous allons commencer par détailler les perspectives au niveau de l’analyse. Une perspective
à court terme serait de valider notre approche de l’analyse spatiale expérimentalement en utilisant
des antennes tridimensionnelles et non plus bidimensionnelles dans le but de faire une analyse
spatiale de l’acoustique de plusieurs lieux, et voir si le système est capable de caractériser les pre-
mières réflections par exemple. Une deuxième perspective de notre travail consisterait à essayer
d’associer les avantages de notre approche pour l’analyse, utilisant un ensemble continu de di-
rections d’incidences lors de l’optimisation de la fonction de coût pour le calcul du filtre spatial,
aux avantages des approches traditionnelles, ayant une meilleure flexibilité. Ainsi, nous pourrions
considérer notre approche comme un lot de contraintes supplémentaires pour l’approche intro-
duite par Yan [112]. Nous pourrions alors utiliser d’autres normes que la norme quadratique pour
la minimisation de la fonction de coût, etc.

Les algorithmes d’analyse de champs sonores que nous avons introduit utilisent le plus souvent
une répartition non uniforme des microphones. Ainsi, le domaine de l’analyse de champs sonores
pourrait tirer profit de résultats afférents au domaine de l’échantillonnage non uniforme, que ce
soit pour l’interpolation ou que ce soit pour l’utilisation de transformées de Fourier rapides dans
le cas non uniforme, sur lesquelles nous pourrions nous appuyer pour améliorer la complexité de
calcul de nos filtres spatiaux.

Finalement, nous avons mentionné le caractère localisé de l’analyse effectuée dans le domaine
des vecteurs d’onde par le réseau de microphones. Nous pensons qu’il s’agit des prémices de l’ana-
lyse temps-espace/fréquence-vecteur d’onde, et que beaucoup de résultats de la théorie concernant
la transformée de Gabor ou les transformées en ondelettes pourraient enrichir la discussion sur
l’analyse de champs sonores.

Concernant la synthèse de champs sonores, la méthode préconisée est d’analyser aussi bien la
scène sonore à reproduire que la manière dont rayonne chacune des sources faisant partie du réseau
de reconstruction. L’algorithme de synthèse effectue ensuite la projection orthogonale du champ de
référence sur le sous-espace engendré par le réseau de sources secondaires. En agissant de la sorte,
nous analysons la scène sonore de manière semi-aveugle : l’analyse sous-jacente du rayonnement
des sources du réseau de reconstruction souffrira des limites dues à l’emploi des représentations de
Fourier, notamment en termes de résolution et de dynamique par exemple. Étant donné que nous
avons accès aux signaux de consigne des sources secondaires, il serait dommage de se priver de
cette connaissance, comme c’est le cas actuellement. Il serait mieux ainsi d’utiliser des méthodes
d’estimation paramétriques à haute résolution permettant de s’affranchir des limites classiques,
ce qui est l’objectif des algorithmes introduit par Wang et al. [103]. Cela permettrait d’améliorer
encore plus le réalisme spatial au niveau de la synthèse.

Pour conclure cette conclusion générale, nous proposons de revenir sur les objectifs principaux
de cette thèse tels qu’il ont été précisés au cours de l’introduction, à savoir donner naissance à un
cadre général commun pour l’étude des champs sonores, donner des critères quantitatifs permettant
de juger la qualité du rendu spatial d’un dispositif haute-fidélité et envisager de nouvelles solutions
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pour améliorer le rendu spatial d’une scène sonore. Nous avons bien introduit un cadre commun
pour l’étude générale des champs sonores d’un point de vue théorique, car la liaison entre chacune
des représentations que nous avons décrites pouvait se faire en passant par un domaine intermé-
diaire : le domaine spatio-temporel. C’est en utilisant cette méthode que nous avons pu montrer
des résultats intéressants sur les liens entre les représentations harmoniques et les représentations
intégrales. Malheureusement, ce lien devient beaucoup plus flou lorsque nous ne connaissons plus
de manière idéale le champ sonore, de sorte qu’il est très difficile d’introduire des critères quantita-
tifs pour l’évaluation de l’analyse et de la synthèse du champ sonore qui ne soient pas dépendants
de la méthode envisagée. Dans notre approche, nos critères d’évaluation pour l’analyse étaient le
pouvoir de focalisation, le gain pour un bruit blanc, la résolution et la dynamique de la représen-
tation. Il s’agit de critères propres au domaine de la formation de voies. Ces critères peuvent donc
se généraliser à l’analyse lorsque la représentation employée est la décomposition en harmoniques
sphériques, mais il est impossible de trouver d’équivalents si la représentation employée est une re-
présentation intégrale du champ sonore. De la même manière, pour la synthèse de champs sonores,
nous avons employé des critères tels que la norme quadratique de l’erreur et le rapport signal sur
bruit spatial, mais ces critères dépendent de la représentation employée. Nous l’avons montré pour
les cas de la représentation par impulsions de Dirac multidimensionnelles et de la représentation
en ondes planes. La question à se poser est quelle est la norme quadratique et quel est le rapport
signal sur bruit le plus pertinent. Logiquement, nous pensons qu’il s’agit de celui que nous avons
employé, lié à la représentation localisée en ondes planes. En effet, cette représentation possède
une multitude d’avantages : les exponentielles complexes sont simples à calculer et bénéficient
de la propriété d’addition (propriété de convolution de la transformée de Fourier). De plus, cette
représentation essaie d’imiter les mécanismes de la perception auditive pour l’analyse de scènes
sonores.
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