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Introduction

Soit T' un sous-groupe de congruence de PSL(2,7Z). Une forme modulaire de poids 2k est
une fonction f qui satisfait aux conditions suivantes :

— (holomorphie) Elle est holomorphe sur le demi-plan supérieur H.

— (modularité) Pour v = <Z Z)GFetzEH,f‘%V:JC, ou

ok, [QZ+D
(,07) 9 = s +ay 2 (220, )
(cela signifie I'invariance de la forme f dz¥).

— (condition de croissance au bord) On demande que |f(z)| soit majorée par un polynéme

en max{1,Im(z)~1}.

On note M(T") lalgebre graduée (par le poids) des formes modulaires par rapport & ce
groupe.

Dans les années 50 Rankin a initié I’étude des opérateurs bi-différentiels sur M (I") produisant
de nouvelles formes modulaires. Et, vingt ans plus tard Henri Cohen a donné une réponse
complete (cf. [4]) en démontrant que tous ces opérateurs sont des combinaisons linéaires des
crochets

[frgln = _(=1) <n ke 1> <n 2 1> Fg) € Mogyarran(D), (2)

n—r T
r=0

. 1 0\"
ol f € My et g € My sont deux formes modulaires, et f(") = <2— 8_>
i 0z
Ces crochets ont intéréssé plusieurs auteurs. En particulier, au début des années 90, P. Cohen,
Yu. Manin et Don Zagier ont établi une propriété nouvelle des crochets de Rankin-Cohen : grace
a une correspondance bijective entre les formes modulaires et les opérateurs pseudo-différentiels
formels invariants, ils montrent que la formule suivante (apres extension linéaire) définit un

produit associatif sur M(T')[[h]] : pour deux formes modulaires f € Moy, g € My,

pE(fr9) =Ytk DIf, gln, (3)
n=0
ou les coefficients t%(k, 1) sont définis par la formule :

iii
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I o) W [
RO e

J J J

(4)

On souligne ici que dans la démonstration de I’associativité, la preuve d’une certaine identité
combinatoire n’était pas explicitée.

Inspirés par ce travail, Connes et Moscovici ont développé une théorie de crochets de Rankin-
Cohen généralisés RC,, a ’aide de I'action d’une algebre de Hopf canonique, notée H1, qui est
une analogue quantique du groupe de difféomorphismes formel, sur ’algebre de Hecke modulaire
A(T) (ou T est un sous-groupe de congruence du groupe modulaire), qui est le produit croisé de
l'algebre des formes modulaires avec I'anneau de Hecke (réduit ensuite par un projecteur). Ils
utilisent la formulation de Zagier (cf. Section 1.2) des crochets pour élucider le role d’un élément
Q dans l'agebre A tel que

S(a)=Qa—aQ,Vae A (5)

ou l'on suppose aussi 0x(2) = 0 pour tout k& € N (et les J sont des générateurs de H;, cf.
Annexe A).

Plus généralement, Connes et Moscivici ont étudié la situation ou ’algebre de Hopf H 1 agit
sur une algebre involutive .4 avec un tel élément 2 (ils appellent cela une structure projective).
Leur théoreme principal, qui utilise le résultat de Cohen-Manin-Zagier sur ’associativité des
produits déformés pour avoir une théorie de déformation a la Rankin-Cohen, est le suivant :

Théoréme. Le foncteur RC, appliqué a toute algébre A munie d’une structure projective donne
une famille de déformations formelles associatives de A, dont les produits déformés sont donnés
par

fxg=>_ RCn(f.g)h". (6)

Dans cette these, nous nous intéressons aux questions suivantes :

1. Y a-t-il d’autres interprétations pour ces crochets 7
2. Quelles sont les propriétés de ces déformations formelles 7

3. Donner une démonstration de 1’identité combinatoire manquante.

Dans le Chapitre I on donne un exposé des théories existantes concernant ces crochets de
Rankin-Cohen, notamment la présentation de Zagier (la notion d’algebre de Rankin-Cohen ca-
nonique), et les travaux de Cohen-Manin-Zagier et d’Eholzer sur les produits déformés qui sont
définis sur ’algebre des séries formelles a coefficients dans les formes modulaires. A la fin on
présente brievement la théorie de Connes-Moscovici qui généralise celle de Cohen-Manin-Zagier
a laction de l'algebre de Hopf Hq sur ’algebre de Hecke modulaire, puis a toute action de Hy
munie d’une structure projective.
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Le Chapitre II donne un point de vue assez différent par rapport a ceux décrits plus haut sur
les produits déformés. Il s’agit d’une collaboration avec P.Bieliavsky et X.Tang, qui constitue
une réponse a la Question 2. ci-dessus. On se place dans le contexte d’une variété symplectique
et on utilise la théorie de quantification de Fedosov pour construire une réalisation des produits
déformés a la Rankin-Cohen. Les étapes sont les suivantes :

1. D’abord on cherche & comprendre une version simplifiée de ces déformations, c’est a dire,
les formules de déformations universelles pour l'algebre de Lie résoluble de dimension 2,
notée hi. On établit I’équivalence entre ces déformations et le produit de Moyal sur le
demi-plan, d’une part par un argument via la méthode des orbites (plus précisément un
théoreme de S.Gutt), et d’autre part par une formule explicite ; on obtient en particulier
I'équivalence entre la Formule de Déformation Universelle(UFD) de Giaquinto-Zhang avec
le méme produit de Moyal.

2. Ensuite on construit, sur le demi-plan, un produit déformé pour ’algebre de Weyl selon la
méthode de Fedosov, et on retrouve la méme relation de récurrence que Connes et Mosvo-
civi utilisent dans leur définition des crochets de Rankin-Cohen généralisés ; on parvient
en plus a donner une interpretation géométrique de la projectivité de I'action de H;.

3. On démontre aussi, dans le cadre de I'action de H1, l'injectivité totale, qui implique I’as-
sociativité pour le produit sur Hq[[t]].

4. Alafin on remarque que jusqu’a l’ordre 2 il est possible d’avoir les conditions d’associativité
encore valables sans I’hypothese de projectivité.

Le chapitre suivant (III) comprend deux parties : d’abord, on donne une interprétation
des crochets de Rankin-Cohen a l’aide de la théorie de représentations de SL2(R). Le résultat
principal®* s’écrit sous la forme suivante : !

Théoreme. Soient f € Moy, g € My deuz formes modulaires. Soient Tp = Tgeg £, Mg = Tdegg
les représentations associées qui sont des séries discrétes du groupe SLo(R). Le produit tensoriel
de ces deur représentations se décompose en une somme directe des séries discrétes,

Tf QMg = @Wdeg f+deg g+2n- (7)
n=0
Le crochet de Rankin-Cohen [f,gl, donne (a un scalaire prés) les vecteurs de K -poids minimal
dans l’espace de représentation de la composante Tgeg f+deg g+2n-
Ces représentations sont construites de la fagon suivante : soit f € Mop(I') une forme
modulaire ; on lui associe une fonction oo f sur I'\SLa(R) grace a lapplication suivante :

b

(0)0) = gli) = i+ 725 (20)powrg = (£ ) ) ST ®

Cette fonction appartient a

C(D\SLy(R), 2k) = {F € C™(I\SLy(R)), F(gry) = exp(i2k6) F(g)}.

LCe fait est certainement connu des spécialistes, comme le montre une remarque de Deligne en 1973(cf. ci-
dessous Remarque 29), mais je n’ai pas pu trouvé une présentation détaillée et compleéte.
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En tenant compte de l'action naturelle a droite de SLy(R) sur C*°(I'\SLy(R)) :

(w(h)F)(g) = F(gh), (9)

on obtient une représentation de SL2(R) et donc de l'algebre de Lie complexifiée sio(C) en
prenant le plus petit sous espace invariant qui contient 1'orbite de oo f. On démontre que cette
représentation est une série discrete de poids 2k. A la fin, on ramene les vecteurs de base de
I'espace de représentation & un sous-espace de C'*°(H) en utilisant l'inverse des Oo(k+n)> 1 = 0.

Puis, en utilisant cette interprétation issue de la théorie des représentations, nous étudions
certaines propriétés des produits déformés. On obtient notamment les deux énoncés suivants :

Théoreme. Cohen-Manin-Zagier ont trouvé tous les produits déformés formels associatifs * :
M([R]] x M[[R]] = M[[A]] définis par la linéarité et la formule

e Ap(deg f,degg) n
fr9 = Z(Olegf)n(degg)n[f’g]"h’ (10)

ott M est lespace des fonctions qui satisfont la condition de modularité, et la notation (), =
ala+1)---(a+n—1). On demande en plus Ag =1 et A1(x,y) = zy.

Proposition. Soit T un sous groupe de congruence de SLo(Z) tel que M(T') admet la propriété
d’unique factorisation (par exemple SLo(Z) lui-méme), soient Fy, Fy, G1,Go € M(T) telles que

RO(Fy,Gy) = RC(Fy, Gs), (11)

en tant que séries formelles dans M(T)[[A]], alors il existe une constante C telle que

Fy = CF,,Gy = CGy. (12)

A la fin de ce chapitre on donne une démonstration de I'associativité du produit d’Eholzer
(celui que généralisent Connes et Moscovici).

Le Chapitre IV contient une réponse a la Question 3 : la démonstration (absente dans la

littérature) de l'identité combinatoire annoncée dans article de Cohen-Manin-Zagier, qui est
centrale pour 'associativité du produit déformé :

L OO
BENCRNGEE

ou n > 0 et les variables a, z,y, z satisfont z +y + 2z =n — 1.

Bien qu’il soit plausible qu’'une telle identité résulte par exemple de propriétés des fonctions
hypergéométriques, nous avons choisi d’en donner une démonstration directe, n’utilisant guere
plus que les propriétés de base des coefficients binomiaux.
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La stratégie de la démonstration consiste a spécialiser la variable a & des valeurs spécifiques

2

de a, alors que les polynomes qui interviennent sont de degré au plus n en a>, puis a procéder

1
€ {k‘ + 3 [2] —-1<k< [g} } (il y a donc un nombre supérieur a n de valeurs spécifiques

de la manieére suivante :
— Réduction des deux cotés au méme dénominateur, ce qui ramene a démontrer 'identité

EOCIECICC T Yo

- e ey oo

e G006 )

— Elimination d’un facteur commun & gauche et a droite ;

— Travail sur ’expression des termes obtenus a gauche pour d’abord démontrer la symétrie en
(y, z) — (z,y) par une premiere décomposition et une premiere ressommation des termes;
puis deuxieéme décomposition et deuxieme regroupement des termes pour enfin obtenir les
termes de droite en calculant la somme de chaque groupe.

3

Ce texte comporte aussi trois annexes : L’Annexe A donne brievement les notions et pro-
priétés de base de I'algebre de Hopf H1, dont une grande partie est prise de I'article de Connes et
Moscovici [10]. Dans I’Annexe B on reproduit d’abord deux sections de la these d’Alain Valette
qui contiennent une présentation courte de la théorie de représentations unitaires du groupe
SLs(R), et on donne aussi le théoreme principal de la these de Joe Repka. L’Annexe C consiste
en des expressions explicites des deux polynoémes calculés par Mathematica, évoquées dans le
Chapitre III.
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Chapitre 1

Résultats Antérieurs

Dans ce chapitre nous présentons l'origine de la quesiton traitée dans cette these et de
résultats antérieurs a 2003.

I.1 Formes Modulaires et Rankin-Cohen

Le qualificatif “modulaire” a pour origine 'identification du quotient du demi-plan supérieur
H = {z € C|Imz > 0} par I' = SLy(Z) avec 'espace des modules des courbes complexes (ou
surfaces de Riemann) de genre 1. Une telle courbe s’identifie & un quotient de la forme C/A ou
A C C est un réseau. Deux réseaux Aq et Ay donnent la méme courbe si Ay = AA; pour une
certaine constante A € C*. Une fonction modulaire associe a un réseau A un nombre complexe
F(A), avec F(A1) = F(Ag) si Ay = AA;. Comme tout réseau A = Zwy + Zws est équivalent
a un réseau de la forme Zz + Z avec z(=wj/w2) un nombre complexe non réel, la fonction F'
est complétement déterminée par les valeurs f(z) = F(Zz + Z) avec z dans C \ R, ou, comme
f(z) = f(==2), avec z dans le demi-plan supérieur H. Le fait que le réseau A est préservé par la
transformation (wq,ws) — (awy + bwa, cwy + dws)(a, b, c,d € Z,ad — be = £1) se traduit par la
propriété d’invariance modulaire :

(E5) -re (1)

La condition z € H équivaut a dire que I’on considére uniquement les bases {w1,ws} orientées

. . b co .
(i.e. telles que wy /wo € H) et les matrices ( Z d ) de dterminant 1. L’ensemble de ces matrices

forme un groupe SLy(Z) et son quotient par { < (1) (1) > , < _01 _01 > } sera noté I'y, et appelé

le groupe modulaire. Mais en général cette condition (I.1) est trop restrictive. Souvent, les objets
que Pon étudie sont des fonctions sur les réseaux qui satisfont I'identité F(A1) = A2* F Ay lorsque
Ao = AAq pour un entier 2k, appelé le poids. Une fois de plus la fonction F' est complétement
déterminée par sa restriction f(z) aux réseaux de la forme Zz + Z avec z € H, mais maintenant
f doit satisfaire la propriété de modularité :
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az+b
F(E5) = et i (12

En général, quand on parle des formes modulaires, on rajoute aussi une condition de crois-
sance et on demande que les fonctions concernées soient holomorphes. Donc on a

Définition 1 (cf.[19]) Soit T un sous-groupe de congruence de PSL(2,7), une forme I'-modulaire
de poids 2k est une fonction f qui satisfait :
— (holomorphie) Elle est holomorphe sur le demi-plan supérieur H.

— (modularité) Pour el etz e H, f vérifie (1.2).

b

d

— (condition de croissance au bord) On demande que |f(z)| soit majorée par un polynéme
de max{1,Im(z)"'}.

Une premiere opération naturelle est la multiplication : le produit d’une forme modulaire
de poids 2k et une forme modulaire de poids 2l est une forme modulaire de poids 2k + 2I.
On note par M(T") lalgébre des formes I'-modulaires pour le produit. M(I') admet ainsi une
graduation naturelle. Dans le cas ou I' = I'1, on obtient ’algebre commutative libre sur C avec
deux générateurs

1 | 1 o1
PO =5 & Tt 0w 2 T )

(m,n) (m,n)

ol E/(mn) indique que I'on somme sur tous les couples d’entiers relatifs (m,n) # (0,0).

En général, 'anneau gradué des formes modulaires sur I' n’est pas une algebre libre, mais
il y a toujours un nombre fini de générateurs. On souligne aussi que M(I") contient M(I';)
comme un sous-anneau, donc il est un module sur M(I'1). C’est toujours un module libre a n
générateurs, ol n est I'indice de I" dans I';((cf.[19])).

Dans cette these, le point de départ est une autre facon pour obtenir une nouvelle forme
modulaire a partir des deux formes modulaires connues. La question a été posée par R.A. Rankin
dans les années 50(cf. [27]), qui demande quelles sont les formes modulaires obtenues a partir de
deux formes modulaires et de leurs dérivées (il a traité lui-méme le cas ou les nouvelles formes
modulaires sont des fonctions rationnelles d’une seule forme modulaire et de ses dérivées). La
réponse que H. Cohen a fournit en 1977 est la suivante : les combinaisons bilinéaires de deux
formes modulaires et de leurs dérivées qui sont encore modulaires sont de la forme suivante
Alf, g]n ot A est un scalaire et

Foal = Z":(_l)r <n + 2k — 1) <n + 21 — 1>f(r)g(n—r>, (1)

—~ n-—r r
. . . 1 0
ol n est un nombre entier positif, et f() = 2 5 f De plus, [f, gln € Mogioi12,(T"). Nous
m 2

allons d’abord démontrer ce fait(cf.[4], [19],
Soit f € My (I"), alors pour < CCL Z ) el et tout n >0, on a
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Lemme 2 Soit f une forme modulaire de poids 2k, alors

n

m (az+b) 1 n!2k+n-1)0 Shtnti (1)
/ (cz—i—d)_(27ri)”;i!(n_i)!(zk_,_i_l)!c (cz +d) fY(2). (L.5)

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. L’énoncé est évidemment
valable pour n = 0. Le passage de n a n + 1 se fait en observant que :

f(n+1) az + b
cz+d

. i éf(n) (IZ+b g (IZ+b
21 \ Oz cz+d 0z \cz+d

_ 1 2 " n!(2k +n —1)! c Shetnti p(i)
= gty <Zz‘!(n—z‘)!(2k+z‘—1)!(2m‘)”"'(02+d) o (Z))

zn: n!(2k +n —1)! c
— il(n — 0)1(2k + 1 — 1)! (2mi)n—i—1

n—1i

(CZ + d)2k+n+if(i+l)(z)

_ 1 2

=0
n

| _ | n—i+1 ) )
T2 R AR IR ok 4+ i) (cz+d>2k+"“—1f<”<z>]

n—i)(2k +i—1)! (2mi)n—

= L (x4 )| @mi)(cx + )2 pED ()4

211

- n!(2k +n —1)!

; <(i — Dl(n —i+ )2k +i—2)!
n!(2k +n —1)!

il(n —i)!(2k +i — 1)!

cn—i—i—l
(2mi)n—t

(2k +n+ Z)) (CZ + d)2k+n+i—1f(i)(z)]

1
= —(cz+d)?

5 (2mi) (cz + )2k 20 D ()4

z": n!(2k +n —1)!
il(n+1—14)!(2k +i—1)!

=0
Cn—i+1

(2 4= 1) (o 1= )+ D]

(CZ + d)2k+n+i—1f(i) (Z)]

1
= —(cz+d)?

5 (2mi) (cz + )2k 20 D ()4

n

n D)2k £n) it o
2 (+ - 2)5(21@ + i)— Dy 2+ )(z)]

=0
n+1 o

- (n+ D2k + )t T 2k+n+1+i £(i)

- ,Z:% il(n+1—0)l(2k +i — 1)! (2mi)n—it! (cz +d) [Y(2).

Le lemme est donc démontré. [
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Remarque 3 Pour que (1.5) soit vrai, il suffit de supposer la modularité de f, on n’a besoin ni
d’holomorphie, ni de la condition de croissance au bord.

Une autre fagon d’écrire ces formules de transformation est de dire que la fonction génératrice

[e.e]

~ 1
— (n) n
f(z,X) : %n!(n+2k_l)!f (2)X", zeH,X €C, (1.6)
satisfait
sfoaz+b X % cX/(catd) F a b
= X T. L.
f<0z+d’(cz+d)2> (cz+d)*"e f(z,X), V e d )€ (L.7)
Ecrivons la méme formule pour g € My, on trouve que le produit
F 032 -X) = Y G . gln(2)X" 18)
ST T L 2k — Dl(n 20— Do ’ '
az+b X

et cela

est multiplié par (cz + d)%12 quand z et X sont remplacés par et
plié par ( ) q p par e G a

démontre la modularité de [f, g]n.-

1.2 Zagier

Dans son article [34], Zagier introduit le point de vue suivant : soit I' un sous-groupe de
congruence de PSL(2,7), on définit une dérivation X : Mor — Mok par la formule :

- - Y - = 4y |
Xf= 2mi dz  2mi Oz (log ™) - k- (L9)

(historiquement ceci est dii & Ramanujan) et deux séries d’éléments par récurrence :

fro1=0fr +r(r+2k—1D)Pf—1, gs+1 = 9gs + s(s + 21 — 1)Pgs_1, (I.10)
. 1 . ,
ou ® = mE4. Zagier démontre que
= L2k =1\ (n+20—1
> (1) Fron—r = [f. gln, (1.11)
— n—r r

ce qui rend évident la modularité du résultat car les fonctions f, et g,_, sont modulaires.

Il montre de plus que, pour toute algébre associative Z (ou N) graduée ayant une dérivation
qui augmente le degré de 2, et tout élément ® de degré 4, la formule (I.11) définit une structure
d’algeébre de Rankin-Cohen canonique.

Remarque 4 Quand ® = 0, la situation se réduit a ce que Zagier appelle algébre de Rankin-
Cohen standard.
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1.3 Cohen-Manin-Zagier, Eholzer

P. Cohen, Yu. Manin et Don Zagier proposent en 1995 ([5]) la construction suivante : soit

v = < CCL Z > € SL(2,C). L’action de ~ sur le demi-plan H s’écrit

az+b
cz+d’
Elle induit une action de SL(2,C) sur C(H) donnée par la forme : Vy € SL(2,C), £ € C(H)

(W€)(2) = &(7-2). (L12)
Donc la dérivation ordinaire 0 = ig se transforme par
2mi 0z
(WZoW,£) (2) = (cz + d)20¢(y.2). (L.13)

Maintenant on étend formellement la regle de Leibnitz pour obtenir la formule suivante a
toute indice w € N :

n

WX0UW, = [(cz + d)20]" = f: n! <1:> (w N 1>c"(cz +d)2e-ngen, (L.14)
n=0

A partir d’une forme modulaire f € Mo(T'), on construit un opérateur pseudo-différentiel
formel

D10 =3 <—”k> <_k”_ 1> gk (1.15)

—2k
n=0
n
Il admet I'invariance suivante par rapport a l'action du groupe I :

D—k(f|2k77 a) = W:D—k(,ﬂ a)W’w (116)

pour tout v € SLy(C).

Cohen, Manin et Zagier affirment d’abord 'existence d’un isomorphisme entre ’espace des
séries formelles a coefficients dans les formes modulaires et 'espace des opérateurs pseudo-
différentiels formels invariants.

On s’intéresse ensuite a la composition de deux tels opérateurs. Dans leur article, la com-
position de deux opérateurs pseudo-différentiels formels Y g, (2)0"1 ™™ et > hp(2)0W2™ est
définie par la formule

<Z gn(z)awl—n> (Z hm(z)awg —m) _ Z Z <ZU1 r— TL> gnar(hm)awl—i—wz—n—m—r’ (1.17)

n,m r>0

qui étend formellement la regle de Leibnitz. Mais en réalité, nous pouvons obtenir cette relation
en utilisant 'identité suivante :
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O7'h = ho7l + 071 h)

= ho ! - 8—1[ ,hjo~t

= ho~t—07Yon)o™!

= ho~ ' — (0h)02 — [0, 0n07 "

= ho~ ' —(0n)O~ 2+ 07 9,0n0 o7t

= ho~' — (0RO + (0*h)0™3 + [0, 0%h)0 2

~ > (=1)romho (1.18)
n=0

modulo les opérateur d’ordre —oo.

Maintenant en faisant la composition de D_k(f,d)(pour f € My) avec D_;i(g,0)(pour g €
My;), on obtient un opérateur qui a la méme invariance sous I’action de groupe. Les coefficients
sont des combinaisons bilinéaires de f, g et de leurs dérivées. Donc d’apres l'isomorphisme
mentionné plus haut, il existe une série formelle a coefficients dans les formes modulaires que
Pon notera u(f,g) qui correspond a cet opérateur. Autrement dit, il existe une unique suite
de formes modulaires h,, € Mogio1 19, telle que D_r(f,0)D_i(g,0) = >_.D__1_n(hy), et bien
évidemment chaque h,, s’expriment comme une combinaison bilinéaire de f, g et de leurs dérivées.
D’apres le résultat de H. Cohen, on conclut que h,, est un multiple de [f, g],, et, plus précisément
on a,

g) = Ztn(k7l)[fag]n (119)
n=0

ou les coefficients

s : Z <—Tk> <—/<:r— 1> (n —I—j‘ + l> (n +k j l— 1> | .

TN, A, —2k 2n + 2k + 20 — 2
n r S

Selon cette formulation il est facile de voir que u(f, g) définit un produit associatif sur les
séries formelles & coefficients dans les formes modulaires.

Ensuite ils conjecturent que ces coefficients s’écrivent sous la forme :

G0

1 n
= () UL _ -
4 JZZ% (—k—§> <—l—§> <n+k+l—§>
J J J
De plus Eholzer a vérifié pour les premiers termes que 1’égalité
frg:=>_[f. g (1.22)

n=0
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définit un produit associatif.

Pour avoir une formule qui contient & la fois les deux cas, Cohen, Manin et Zagier généralisent
la notion d’opérateur pseudodifférentiel formel invariant en introduisant un parametre s : on
définit I’action de v sur les fonctions £ par

(WEE)(2) = €(v.2)(cz + d), (1.23)

et on obtient

(Wf*@Wf{) (2) = (ez + d)22i£'(7.z) + k(ez + d)é(v.2).

™

On peut donc définir

DE(f.0) = fj <_"k> <_k . 1> feahon, (1.24)

—2k
n=0
n
et vérifier que les opérateurs D=, (f,0) satisfont D=, (f|2xy,0) = WI*D5 (f,0)Wy. Comme
ci-dessus, la composition de deux opérateurs de ce type donne un produit associatif

pE(f,9) = ta(k, DI, gln, (1.25)
n=0

ou les coefficients sont

T Z<—Tk><—k+:—1><n+k:l—n><n+k:—l—1>' .

-2\ | = —2k 2n + 2k + 20 — 2
n r S

A nouveau, ces coefficients sont conjecturés égaux a

(1.27)
Jj=0

T [ ) [
O ERE e

La démonstration de ’égalité des deux séries de coefficients n’est pas fournie. Il est tout
simplement indiqué que ceci est une situation simplifiée de I'identité combinatoire

= (i)((i ; ) <z><<; ) ) s (G
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ou n > 0 et les variables a, z,y, z satisfont z +y + 2z =n — 1.

La démonstration de cette derniere identité devrait faire partie d’un article([36]) que Zagier
n’a pas encore publié.

Nous donnons dans le Chapitre IV une démonstration de cette derniere identité qui implique
en particulier I’équivalence des coefficients.

Remarque 5 On souligne que pour définir les objets ci-dessus, seule la modularité de la fonction
f est utilisée. On peut donc généraliser au cas d’une fonction non holomorphe.

1.4 Connes-Moscovici

Soit
F(N)={<ZZ>GSL2(Z); <ZZ>E<(1)(1)> modN}, (I.29)
et
M(T(N)) := X% Mo (T(N)), resp. M°(T(N)) := 2% MY (T(N)), (1.30)
on pose
M= lim M(T(N)), resp. M°:= lim M°(T(N)). (1.31)
N—o0 N—oo

On définit I’algebre modulaire de Hecke ([12]) comme I’algebre des formes de Hecke opératorielles
de niveau I'. Une telle forme est une application

F:T\GL;(Q) — M,

T. > F,eM. (1.32)
a support fini, qui vérifie la condition de covariance :
Foy (2) = Folv(2) = Fo(v.2), VYa€eGLI(Q),yeT,z€H. (I.33)
Le produit est défini comme
(F'«F?)o:= > Fj-Flg.B. (1.34)

BET\GLT (Q)
La Proposition 2 de [12] montre que 'on obtient ainsi une structure d’algébre associative,

notée A(L).

On construit ensuite une action(explicite) de 1'algebre de Hopf Hj(cf. Annexe A pour les
définitions) sur A(I'). Commengons par rappeler deux dérivations de M :
1 0 1 0 1 0 1 0
Xi=— 2 - Z(logA)- Y= = — — Z(logy')- Y 1.35
(log &) 211 Dz 2mi 8z( ogn’) Y, (1.35)

ou
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Az) = 2m)2p*(2) = 2m)2q (1 - ¢, q¢=€"" (1.36)

est la forme parabolique de poids 12, donnée en terme de la fonction n de Dedekind, alors que
Y est opérateur d’Euler

Y(f)=k-f, VfeMy. (1.37)
Définissons ensuite pour v = < CCL Z > € GLT(2,Q),
1 [ . omic
i (2) = 55 (Gl () - G3) + 222 (13%)
ol
* 1 7T2 2 2mimnz

Notons ici pq =0 si a € SLy(Z),

Maintenant pour un élément F' € A(T"), on définit

Y(F)o, = Y(F,), VYFecA{I),acG(Q)),

X(F)o = X(F,),

5TL(F)a = Mpo - La, (1.40)
fino = X" ), VneN. (1.41)

L’algebre A(T") est graduée par le poids des formes modulaires, i.e. par 'opérateur Y. La sous-
algebre de poids 0 est 'algebre de Hecke standard associée a I'.

On remarque le fait suivant : quand on se restreint aux formes modulaires, on voit sans
difficulté 'action de X et Y, mais on ne voit pas ’action des §,,. Ceux-ci n’agissent que dans la
direction complémentaire (du groupe GLj (Q)).

Nous avons le théoreme de Connes et Moscovici :

Théoréme 6 Soit I' un sous groupe de congruence.
19. Les formules (I.40) définissent une action de Hopf de l’algébre de Hopf H1 sur l’algébre
A(T).
1
20, La dérivation de Schwarz 8 = 65 — 5(5% est intérieure et est implémentée par un élément
de degré 4, wq € A(I).
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L’égalité wy = —%Ezl suggere une relation avec ’algebre de Rankin-Cohen Canonique que Zagier
avait définie. Connes et Moscovici proposent alors une généralisation des crochets de Rankin-
Cohen dans le cadre général des actions de H; sur une algebre quelconque qui sont projectives
au sens suivant :

Supposons que nous avons une action de H; sur une algebre A et que la dérivation d est
intérieure et implementée par un élément Q) € A tel que,

5(a)=Qa—aQ,Vaec A (1.42)
ou 'on suppose, d’apres la commutativité de dy,
0k(Q)=0,VkeN (1.43)
Il s’en suit que

6x(X7 () =0, Vk, j eN. (1.44)

On dit que 'action de H; sur A est munie d’une structure projective et on définit A, et B,
par les relations de récurrence,

Apir = S(X) A, —nQ° (Y o 1> Ay, (1.45)

1
Bpi1 = X By —nQ (Y . ) Bn_1, (L.46)

ouA_1:=0, Ag:=1et By:=1, By := X. On définit

n

RCy(a,b) =Y % (2Y + k)n_s(a) % (2 +n — k)(b). (1.47)
k=0

Dans le cas de ’algebre modulaire de Hecke , cela reproduit exactement les crochets de
Rankin-Cohen sur les formes modulaires.

Maintenant, en tenant compte des travaux de Cohen-Manin-Zagier et d’Eholzer, notamment
(I.22), Connes et Moscovici obtiennent, en utilisant le fait que I’algebre de Hecke modulaire est
un produit croisé de M par une action de GLT(2,R) (réduite par un projecteur er), que le
foncteur

RC =Y RC, (1.48)

appliqué sur A(T") définit une déformation formelle. De plus, en démontrant I'injectivité complete,
nous pouvons utiliser I’associativité du produit déformé des formes modulaires pour démontrer
I’associativité au niveau de ’algebre de Hopf, puis celle sur la déformation d’une algebre quel-
conque (munie d’une structure projective). On a ([13])
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Théoréme 7 Le foncteur RC, appliqué a toute algébre A munie d’une structure projective

donne une famille de déformations formelles associatives de A, dont les produits déformés sont
donnés par

frg=> RCu(f g)h" (1.49)
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Chapitre 11

Rankin-Cohen via Fedosov

Nous présentons ici un autre point de vue qui donne l’associativité au niveau d’action
d’algebre de Hopf avec une structure projective. Il s’agit d’une collaboration avec Pierre Bie-
liavsky et Xiang Tang([2]).

II.1 La construction de Fedosov

Rapelons pour commencer la construction de quantification par déformation de Fedosov pour
une variété symplectique :

Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n. Pour chaque fibre T, M du fibré
tangent, qui est également une variété symplectique, on définit une algebre associative unifere
W, sur C que l'on appelle I'algébre de Weyl, dont les éléments sont des séries formelles de la
forme

a(yah): Z hkak,aya7
k,|a|>0

oil h est un parametre formel et y = (y!,...,y?") € T, M un vecteur tangent, a = (o, ..., a2,)
un multi-indice, y® = (y!)® - .- (y2")%2n.
Le produit de deux éléments a,b € W, est donné par :

dob = exp <_%w’ 9 9 >a<y,h>b<z,h>rz:y

2 Oyl 0z
= —— RISk
Z < 2 > ol w Dyt - Qyir Dydr - - - Dyir” (IL.1)

k=0

Nous considérons le fibré des algebres de Weyl W sur (M, w) dont la fibre en chaque point z
est W, et notons par C*°(W) l'algebre des sections lisses de W . Pour introduire la connexion
de Fedosov, nous prenons 'algebre I'*(W ®@ A) = EBg’:‘OFOO(W @ A?), ou A? est 'ensemble des
g-formes lisses.

On définit quelques opérations sur I'>°*(W @ A).

13
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1. le commutateur : [a,b] = aob — (—1)d&(@de®)p o g o1 o est la multiplication point par
point.

2.0, 0*: T®(WaN\) = T®(WaA),

oa . (0
5a=d:vk/\a—yk, 5a:yk2<w>a.

Quand on fixe un champ de base e; du fibré tangent, une connexion V est déterminée par
les identités

Veej =Y Thep, (I1.2)
k

ou les Ffj sont appelés les symboles de Christoffel.Une connexion symplectique V sur M est dite
sans torsion si elle vérifie

FZ’ = F;gz (I1.3)

Une connezion abélienne (de Fedosov) sur le fibré en algebres de Weyl W est une application
linéaire D : (W @ \) — I'*™(W @ A) qui satisfait la régle de Leibnitz telle que, pour toute
section a € (W @ \),

D?a = 0.

Dans [15], sous ’hypothese d’existence d’une connexion sans torsion, Fedosov démontre qu’il
est toujours possible de construire une connexion abélienne D sur W définie par la formule

D=-6+0+ %[r, 1, (I1.4)

i 1 . 1 o
ou da := da—l—%[F, al, avec I' = §Fijky2y]dx =3 Z F%wukylyjdx, et ou r est une 1-forme locale
n

a valeurs dans W.

On regarde la sous-algebre Wp C T'°°(W) des sections plates pour D. Le théoréme principal
que Pon utilise est le suivant(Theorem 5.3.3, Page 153 dans [15]) :

Théoréeme 8 Pour tout ag € C™(M)[[h]], il existe une unique section a € Wp, notée par

o~ ap), telle que o(a) = ag, ot a(a) désigne la projection sur le centre : o(a) = a(x,0,h).

Cela implique dans un tout premier temps qu’il y a une correspondence bijective entre Wp
et C°°(M)[[A]]. Nous pouvons alors définir sur C°°(M)[[A]] un produit associatif

axb=oc(c" (a) oo (b)). (I1.5)
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11.2 Déformation Universelle de h;

On s’intéresse a la situation ot nous avons une action de I'algébre de Hopf H 1 sur une algébre
A (cf. Annexe A pour les notations). Dans le cas ou tous les §,, agissent trivialement, ’algebre
de Lie H; est réduite a hq, I’algebre de Lie du groupe ”ax-+b” ; et ’algebre de Hopf H; se réduit
a lalgebre enveloppante U (h1) pour hi. Maintenant RCleq := Y RC), reqh™ est une formule de
déformation universelle pour hq(ce qui veut dire qu'’il existe un élément F' € U(h1) @ U(hy)[[A]]
tel que (A®1)F)(F®1)=(1®A)F)(1®F)), o RC), ycq est une version réduite de (1.47) :

L _ 1)k
RCn,red(av b) d:ef Z [QXIC(2Y + k)n—k(a)

o X"RQY +n—k)k(b)|,  (IL6)
k=0 ) )

1
(n—Fk)
ou X,Y € hy sont tels que [Y, X] = X, (a)k = ala+1)...(a+k—1), et a,be A

Nous étudions dans cette section cette déformation universelle.

II.2.a La Formule de Déformation Universelle de Giaquinto-Zhang

Dans leur article de 1993(publié en 1998), Giaquinto et Zhang ([18][Thm 2.20]) ont proposé
une formule de déformation universelle(FDU) pour hj : étant donnés deux éléments X et Y avec
[Y, X] = X, la formule suivante donne une FDU pour 'algebre de Hopf associée a hy

0 n 2
F:E —Fnzl><1+hX/\Y+h—(X2®Y2—2XY1®XY1+Y2®X2)+---, (I11.7)
On! 21

n

o F), est définie par F,, = E (-1)" <n> XY, XY, .
r
r=0

Proposition 9 L’élément F' peut étre réalisé comme le produit de Moyal standard :
9,9 1y o oo o
ooy ) T — N L.
P <81’ 83/) zn: Z: r'(n — T‘)' ox™T 82/7" ® ox" ayn—r ( 8)

9
yay?

Démonstration. Nous considérons 'espace R x R, sur lequel X et Y agissent par Y =

10
et X = e Il est évident que laction de X et Y sur C*°(R x Ry ) est injective.
y Oz

En vertu des identités,

10
XN = XT=—

yraxr’ 5
Y, = Y(Y+1)...(Y+7’—1):(—y)rayr.

Il en résulte tout de suite que F' pour cette représentation est égal au produit de Moyal. [J
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11.2.b Déformation de Rankin-Cohen pour h;

Nous devons souligner que la formule de déformation universelle (II.7) pour hy n’est pas
égale a RC..q dans I’équation (II.6). Néanmoins nous allons voir que les deux sont équivalentes.

On fixe les notations (V,w) := (R2 ={(p,q)},dp A dq) et on note par h = h(V,w) ==V xR
l'algebre de Heisenberg associée. Soit g l'algebre de Lie de SLy(R), sla(R) = spang{H, E, F'},
([H,E]l =2F, [H,F] = —2F, [E,F] = H), on forme le produit semi-direct naturel g := g x b.
Ad-équivariante).

d
De fagon assez explicite, en notant les champs de vecteurs de la base par A} := Tl exp(—tA)-
r A€g, ona

H* = —p0, + q04; E* = —q0p; F* = —p0y; P* = —0,; Q" = —0;

On note A : g — C°(V) Papplication de moment correspondante(cette application est telle que
d(A\(X)) soit égal a la contraction de X* avec la forme symplectique) :

1 1
i = pg; \p = qu; A\p = —§p2;>\p =g Ao = —p.

Nous avons [A*, B*] = [A, B]* et A\j4 g = {\a,Ap} ol le crochet de Poisson {u,v} = dpud,v —
Opv0qu, et A, B € g.
Soit S := AN = exp(span{H, E'}) la composante d’Iwasawa dans SL2(R), qui n’est autre

que le groupe “ax + b”. On considere 'orbite O d:ef S-(0,1) dans V, qui est égale a ’ensemble

{q > 0}. Comme S agit simplement transitivement sur O, on a l'identification ¢ de S dans O
définie par g — g - (1,0). On utilise la méme notation pour 'application de moment restreinte
transportée A de g dans C'*°(S) définie par :

A= o <>\A‘O) (Acq). (11.9)

Lemme 10 Soit Xg = %0 gexp(tX) le champ de vecteurs invariant & gauche associé a
X € hy = Lie (5), alors :

(i) H Ax1o = (=2)Ax + (=1) A\, pour X €getveV;

(ii) E" . Ax = 0 pour r >3, pour tout X € g;
(i) E" . XAy = 0 pour r > 2, pour tout ve V.

Démonstration. Une paramétrisation convenable pour la variété de groupe S est donnée par :

R? — S : (a,f) — exp(aH)exp({E).

Pour ces coordonnées, la loi de groupe s’écrit comme (a,f) - (a’, ') = (a+da’,e 29 ¢+ (). On
en déduit des expressions pour les champs de vecteurs invariants a gauche :

H=20,—2008;;: E =0,.
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L’atlas correspondant sur l'orbite O ~ S est donné par

p=e; qg=e %
On souligne que da A dl = +¢*w|p (c’est la définition d’une application de Darboux). L’appli-
cation de moment (incomplete) est donc

1 1
Agp={; A\g = 56_2‘1 AR = —56262‘1 s Ap=e%; Mg = —el.

Les trois énoncés du lemme résultent alors d'un calcul direct. O
Dans (I1.6), pour toute action de U (h;) & gauche sur une algebre A, les crochets de Rankin-
Cohen sur U(hy) sont définis par,

- (_1)k k 1 n—k
RChy red(a,b) :=) [TX (2Y + k)n-g(a) G X"V +n —k)i(b) |,
| K !

ou X et Y € h; sont tels que [V, X]| = X, () stackreldef=a(a+1)...(a +k—1), et a et b
appartenant a A.

Puisque h; agit comme champ de vecteurs invariants a gauche sur S, l'algebre U(h) agit
comme opérateurs différentiels invariants a gauche sur C*°(5), et RC), yeq, un élément de U(h1)®
U(h), agit comme un opérateur bi-différentiel invariant & gauche sur C*°(S). Comme [H, E| =
2F, on note

Y=-H e X=E. (I1.10)

Lemme 11 Pour tout A dans g, nous avons

déf
Aa, ulp = RCyrea(Aa, u) — RCpyea(u, Aa) = 0 pour n#1. (IL.11)
Démonstration. Pour X € g et v € V, le Lemme 10 implique que X*(2Y 4 7)s x40 =
(=2 +7)s X*Ax + (=1 +7)sX*\, = 0 si k > 2. Par conséquent, dans l’expression (I1.6) de
RCy, red(Ax+4v,u) seuls les trois premiers termes correspondant a k& = 0, 1,2 ont une contribution
non nulle. Dans ces termes les facteurs suivants apparaissent :

epour k=0 : (=2),Ax + (—1)nAs; (I1.12)
epour k=1 : EJ(=1)p_1Ax + (0)n_1A]; (I1.13)
epour k=2 : E2[(0)n_2rx + (1)n_2)y]. (I1.14)

1. La premiere expression (II.12) s’annule dés que n > 3. En effet, une fois n — 1 > 2,
(=2)p = (=2)(-2+1)(—2+ 2)...(—2 +n — 1) est nul; et par le méme argument (—1),
annulesin —1>1;

2. Toujours par le méme argument, la deuxiéme expression (I1.13) s’annule pour n — 2 > 1,
et donc sin > 3;
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3. A la fin, la troisitme expression (I1.14) est égale & (n — 2)!E%(\,) qui est identiquement
nulle d’apres le Lemme 10 (iii). On en conclut donc par la simple observation que RC) et
RC5 sont symmétriques. [

En vertu de ce Lemme 11, la forme réduite (I1.6) de la déformation de Rankin-Cohen (1.47)
définit un star produit g invariant sur (V,w). Dans le Corollaire 2, Section 2.7 de [17], S. Gutt
a montré qu’il existe un unique star produit g-invariant sur (V,w), qui est le produit de Moyal
standard. On conclut donc que la déformation de Rankin-Cohen sur C'*°(S) est identique au
produit de Moyal. On obtient donc

Proposition 12 La déformation de Rankin-Cohen réduite realisée sur O C 'V coincide avec la
restriction sur O du produit de Moyal standard sur (V,<2).

Pour généraliser la construction de la Proposition 12, on explique sa relation avec la théorie
de quantification par déformation des variétés symplectiques de Fedosov.
L’action naturelle du groupe S ~ “azx + b” sur R,

2

exp(aH + nkE) -z = e“’z1 + ne?,

se releve & T*(R) = R? par la formule

2 2

exp(aH + nkE) - (x1,x2) := (e*®x1 + ne®, e ““x3).

La S-orbite O du point 6 := (0,1) = dx1|o € T*(R?) est alors naturellement isomorphe & 1’espace
S-homogene O C V' ; notamment on a l'identification :

©0:0—=0:g-e3g-o.

Si 'on passe aux coordonnées (p, q) sur O, cela devient :

SO(Z?,Q):<2%7(12>-

En identifiant O avec S (via ¢ o ¢), on obtient des expressions pour les champs de vecteurs
invariants a gauche :

~ - 1
H = —2290,, ; E = —0,,.
€2

En particulier, on fixe les notations
H=2Y et E=X.

En écrivant V© la restriction & O de la connexion standard plate symmétrique sur V' (Vgp Op =
@ _ O _
Vaqi?p = Vaqaq = 0), et en prenant

VO = SO(VO)7
on obtient une connexion symplectique sur (5,
5 3 1 5 1
@] @ @]
VaZIle =0 N VQZl 8932 = 2—1'289:1 5 V&EQ 8:02 = —2—1.28932. (1115)

On identifie O avec RxR™, et on utilise vO pour construire une quantification par déformation

de (R x R, w déf dx A dy) comme décrite dans la Section II.1.
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Corollaire 13 La déformation de Rankin-Cohen réduite sur O est identique a la construction
des star produits de Fedosov sur (O,w) en utilisant la connezion V©.

I1.2.c Rankin-Cohen réduite—-méthode explicite

Ici on donne un calcul explicite qui montre I'identification du produit de Rankin-Cohen
réduit avec la restriction du produit de Moyal. Comme dans II.2.a, on garde le méme espace

1 0 0 10
géométrique R x R, sur lequel X et Y agissent comme ¥ = —— (y— +2— ], et X = ——.
2 \7 oy ox y Ox

Nous avons d’abord

X"2Y +n)(2Y +n+1)--- (2Y +n+m—1) (=)™ Em M) g O mer 077 )" (IL.16)

n n n+m—1)=-—>" T —_— — | . .
y" —\r oz 7 oym—r oz

Ceci est & démontrer par récurrence sur m et n. Le résultat est évident pour m = 0, et si

I’égalité a lieu pour m et n, on a pour m + 1 et n,

X"2Y +n)2Y +n+1)--- (2Y +n+m)
= X"2Y +n)2Y +n+1)---2QY +n+m—1)(2Y +n+m)
_ (_1)m - my o m—r o 2 " - 2 - 2
ERTE Tz:;) r )% oz oym—r | \ Ox y@y e tnm
_ (_1)m S m r o . . m—r o . m—r+1 8m—7’+1 2 n
- y" ; z ox" (m T)y aym—r Yy 8ym—r+l (al‘)

r
(_1) % m rﬁ m—r o _ g n _ g n+1

+ Yy Z;] r )" oY oym—r n(8$) $(8$)

MY gr O e T (DN

r )" oY oym—r ox m
- (_1)m m m . o" S gm-r — 8m—r+1 3 n
- n Z) r)" o |7 gymr Y dym-r+l Ox

m (& m\ o, O o\

_ (_1)m+1 m—+1 m+1 . 8T o 8m+1—r 2 n
= . )T Y oy | \az) (I1.17)

Alors d’apres le calcul ci-dessous,

% p
kZ:O(—l)k<k>Xk(2Y +E)QY +k+1)- (2Y +p—1)
®Xp—k(2Y+p—k)(2Y+p—k+1)...(2Y+p_1)
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p —k [Pk r —k—r k

() [ R P (D

B Z( 2 <k> [ yk Z r )7 9z Qyp=k=r | \ 0z

K\ 0% g 0\ (9"
' —y" T | =
s)" Oxs Oyk—s Ox
—k— o g p—k+s 2 k—s
Oz oy

) t:Z;:o <§>tzp: 2 (_1)p_kkl(pp! k)! rl(zgp kkz r)! sl(k;ki 5)!
GG @G

=y G)tg 2 TR k“i;f?L )
[ aaw o (;y)ﬁ—'f—r . <%>p_k+s <%>k_]

p—r
— Z p k—r ( Z r

| _ l el

i <y> (p—Fk—r) k s) rls!

h=s rs=t
[<%>k+r< )—k—r®<%pk+s<§y>k s]
i t=7§:0 G)t’”(pp; 'g( i T(p Jf?f?é SIS
[ 83 k+r pkr®<§>p—k+s<§>k_1
x . .

- @) @) < ) () s

On retrouve donc le produit de Moyal.

I1.3 Construction exacte générale

Sur le demi-plan supérieur, on regarde la connexion suivante :

0 0 0 1 0
V oy 8—331—M(9617962)8—@, Viaﬂm —

_ 21‘2 81’1
orq 0y
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o 1 0 0 1 0
VO om T 2mon V.0 95 9a0m (IL.19)

Oxa 0z
Ici p est une fonction sur R dont on précisera le role plus tard.

Dans la suite, on étudie 'influence de cette connexion (II1.19) sur le produit (II.5).

Lemme 14 La connezion V (I11.19) est plate si et seulement si p(x1, ) = xov(x1), ot v(w1)
est une fonction lisse quelconque sur R.

Démonstration On calcule directement la courbure de V et obtient

0 15, 15, 0 0
R%@@ﬁ(@ﬁ-YzVQKaﬁ—YiVEK@ﬁ

Oxr1 Oxo Oxy  0x1

0 15, 15, 0 0
RGaaﬁ(%ﬁ-YzVEKGQ‘Y173(£ﬁ

oxr1 Oxo ro Oy
1 0 1 0

= Vo <‘z—a—> Vo (2_a_>

ory 0z
1109 1Yo 11 9

21‘2 21’2 61‘1 21’% 61‘1 21‘2 21‘2 81’1
= 0. (I1.20)

Il en résulte que R = 0 si et seulement si a:ﬁ — 57“ = 0. La solution de cette équation aux
2 2

dérivées partielles du premier ordre est © = xov(z1), ot v(x1) est une fonction lisse quelconque
sur R. [J

On suppose désormais que la connexion (I1.19) est plate. On déforme (O = R x RT, w =
dzy A dxg) en utilisant cette connexion. Nous fixons comme base canonique de cette variété

9 -9
8951’ 2_8302

D’apres (I1.19), les symboles de Christoffel pour VO sont calculés comme suit,

symplectique e; =

1
21‘2

1

P%1:F%2:P%1:F%2:07F%lzu’r%zzrélz _%

2 _
7P22_

Prenons la Formule (5.1.8) de [15] avec les mémes notations, on trouve
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_ 1 2 _ _ 1 2 _
I = wiil'yy + wi2l']] = wi2p, 911 = worl'y; +waeel'f; =0,
1 2 1 2
12 = wiil'g + wi2l'{y =0, Ii21 = wiil'y) + w23 =0,
1 2 1 2
Po19 = worl'{y + wool'fy = 2wl Poo1 = wo1l'5 + wool's = EIRCIE
2 2

1 2 1 2
D9 = w1159 + wi2l'5y = ———w12, 220 = wo1l'59 + wool'59 = 0.

212

On peut écrire I', a, T'oa, aol, et [T, a] sous la forme.

1 1 1
r—2 M - 2] g 1
2w21{[ p(u’) +2x2(u) x1+2x2

a = Z am7n(u1)m(u2)n7

ou les @y, ,, sont des séries formelles en .

2utu?drsy } ,

—ih\ 1
Toa = Ta+—2)=
o a+<2>1!

W2 <”§1< p2utday + 5— 2u2dx2>>zamn " (u?)"

1
+w21% . (2u2dw1 + 2u1dx2) Z (1,,~b7n77”c(u1)m_1 (uz)”]
x2

+<_2Zh> 2 [( 2P (S (20de1) S amaul " nln = 1))

1
L1221 wa1 (2u2dw1 + 2u1dx2 Z A, M ul)m_l(u2)"

—ih\ 1
I = al'+(— ) =
a o a—|—< ) 222

2 1!

L2 (ﬂ <—Iu2u1dx1 + i2u2dgcz>) Zamn(ul)mn(u2)”_1]
2 2x9 ’
—1ih 1272 (W21 2\n—2
+< > > 2![< 7 (55 (2 ) D amn (!l — 1))
2
o122 (ﬂ—d@) E am pm(ut)™ tn(u?) !

+(w?h)? <% %dﬂ) > ampm(m — 1)<u1)m_2(u2)"] 7

et nous avons
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%[F, a = X <%(_N)2am,n(ul)mn(u2)”_l - 4—;2% nm(ul)m_l(u2)"+1> day
+4Lm(2ﬂm,n(ul)mn(u2)" — 2,y (ut)™ (u?)")das.

Lorsque p = z1v(12), V2 est nulle, donc en vertu du Théoréme 8, pour toute f € C*®(R x
R4)[[A]], il y a une unique solution de I’équation Da = 0 telle que ago = f. Dans la suite, on
calcule 'expression explicite de a.

D’abord, pour Da,

Da = 8a—5a:—5a+da+%[F,a]
= —Z(ggnm(ul)m Hu?)day — szn( D (u?) ds
+> m"(ul ™ (u?) dl‘1+z T ()™ (u?) " ds
[uZamnn(u1>m“< 2y —Z%m(ul)m_l(uz)"ﬂ]dxl
+ 8 G (0= m)(u!)" () d.

L’équation Da = 0 donne le systeme des équations différentielles suivant :

Q. a _
mmn (n+ 1),U«Clm—l,n+1 _ M(m+ 1) = 0,
X1 21’2

—amiin(m+1)+

aam,n Am.n (

- = 0.
81’2 21‘2 " m)

—ampnt1(n+1) +

Etant donné ago = f, il est possible de résoudre le systeme par récurrence.

1 aam_l,o 1 8am_170 8 m— 2

a = — — U — = — — — = A

™0 m 0x1 plm-2.1 m 0x1 a 0xo 229 m=20 )
1 m + n—m-—1

Gmn =0 Oxy  2x9 0xo 219 4m.0-

Si ’on écrit

19

2 &”ﬂé (IL.21)

Y =-—
x281‘2

nous pouvons considérer les quantités suivantes

Am+1 =—XAn— m% (Y - m—_1> Am—la

vy 2 (I1.22)
" m—1
Bny1 =XBp—m— (Y — —> Bp—1.
i 2
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L’intérét de ce calcul, c’est qu’il confuit aux relations ci-dessous :

xg A
U = =2 ; —":(2Y—|—m)---(2Y—|—m+n—1)a,
! (I1.23)
bpm = —2——(2Y +n)---(2Y +m +n— 1)b.
’ m! nl!
Les expressions de A,, et B,, ici sont identiques aux relations de récurrences dans (2.9) de
[13] avec —X, et % = 12 jouant respectivement les roles de S(X) et de Q. On obtient ainsi

2 2
un produit associatif selon Fedosov qui est un analogue de celui de Connes-Moscovici, dont la
construction fait intervenir deux dérivations X et Y telles que [V, X| = X, et un élément (2.

II.4 Structure Projective

Pour reconstruire la déformation de Rankin-Cohen & la Connes-Moscovici, on a besoin de
mieux comprendre la signification géométrique d’une structure projective, dont la définition
précise est donnée ici :

Définition 15 ([13]) Supposons que nous avons une action de Hi sur une algébre A. Cette

dé
action est dite projective si &) :f by — %5% est donnée de facon intérieure par un €élément
QeA, e,
85(a) = [, a, Va € A,
et
0,(Q2) =0, Vk € N.

II.4.a Le cas plat

On regarde la connexion V définie par

0 0 1 0
= -0 N
Vi 81’1 ’ Vi 61‘2 21‘2 81’17
21 s g 9
1 1
L _ - Y S 11.24
Vi 81’1 21’2 61‘1 ’ Vi 61‘2 21’2 61‘2 ( )
0o 0z
Proposition 16 Cette connexion vO (11.24) est invariante sous le difféeomorphisme local ¢ :
dé dé
Tl — 21 :ef¢(m1),w2 — T :ef% si et seulement si §5(¢p) = 0.

Démonstration. Nous avons les régles de transformation de champs de vecteurs suivante :

9 _ 1 2 ¢ D
8‘%1 N ¢/(x1) 8951 (25/2 28{527
o 0

Oy Omy
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Autrement dit,

On calcule ensuite

25
o\ o ¢ 0
O« 8—351 _¢(l‘1)3—~1_ﬁ$28—3~62’
o 10
P \oz;) = aa—>
o ¢ 0
Vo 090 <¢<>a——¢—a—>
R T
o 0
12 _ /_ / _
PNV 0 g5 T Vaz,
9
¢ o 0 9 0
7V 9 3%, om ) am,
" 071 o ¢// b , o
oV 0 a5 20w Y an
Oiy
¢// 8 gbl/ 8 ¢/l i
+<¢/2ZE2 Vi%+ﬁ$28—ig ¢/233‘2 8952
L g
0+¢/_(¢//)_~
og 01y
qb” 1 9 1 ¢/// ¢/2 —9 ¢//2 gb' ¢// 2 o
— /_ S — _— —_— _—
¢ 255, o ¢ (¢2)? 2 \o2) 72| on
qb” qb” 2 1 b qb” ,qb” b
/ —_— e —_— e
—¢ W“?a—il 0+ \2%2) 35,05, T 2% 2 an,
¢/// qb' _ 2 ¢//2
—foaa%, (I1.25)
2
10
Vo 28D (52
Vi, RE 2622 ,
1 0,0 (1) 9
%/Vaga@ T <¢f> 07
X
Yl 9 ¢ 0 (1) 9
o272 0 05y @201, \ ¢ ) 0Fs
1 0 1%2&' o ¢ 1 1 0
, —_— —_— —_— — —
2_x28_:%1+¢$<_ﬁ> 075 ¢f2:”2¢/< 2@0@) 0
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1 0 14" 9

200 071 2 ¢ Oia

_ ¢*< 19 ) (I1.26)

2a9 01

_ 1y O N, Lo (1) 9
T2 9 \0i,) T ¢ 0w, \ &) 0y

1 0
‘¢4%ﬁ£>

On voit donc que la condition d’invariance de la connexion sous ¢ est équivalente & ¢"'¢/ —

. (11.27)

(i‘lvi?)

gqﬁ”Z =0, i.e. 0h(¢) = 0. O

I1.4.b Le cas général

Dans le cas ol §) n’est plus trivial, on regarde la connexion suivante,

0 0 0 1 0

Vo ggy ~Henmdms V9 e = 5 ey
81’1 8 8 61‘1 a 8
1 1
VO om " 20 V.0 85 2m0m (IL.28)
0o 0z

Ou p est une fonction & laquelle on imposera certaines conditions précises.

Théoréme 17 Soit I' un pseudo-groupe engendré par des difféomorphismes locaux sur R agis-
sant sur R X R par ¢ : x1 — ¢(x1), 29 — ————, Voo € T'. Supposons aussi que la dimension

2
¢ (1)
de l’ensemble des points fizes de chaque élément ¢ € I est inférieure ou €gale a 1. La connexion
V dans (I1.28) est invariante par rapport a laction de T' si et seulement si l'action de Hy sur

lalgébre de groupoide correspondante T' x C°(R x RT) est projective.

Démonstration. Etant donné un difféomorphisme local ¢, nous avons les quantités suivantes
qui sont différentes de celles qui apparaissent dans la démonstration de la Proposition 16. Les
autres termes sont les mémes.

0 0 ok 0
\4 O <—> =V /" <¢/(1‘1)—~ - _/332—~>
o (5) N0 Vg~ Tl R 920R
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0 0 0
_ 2 v r Yo Y
= PV o 55t g
¢// ail a 8 ¢// 8
/
75V 0 35, " Yen e as,
¢// ajl o ¢// o b
_ S —_ / —_
7%V 0 95~ 705, o,
" &%2 " "
¢ 0 ¢ ¢
+(W:E )2V 0 ¢/2 28~ (¢/2 2
agz ’ )
_ 2 /i m_Y
, qb” 1 a 1 ¢/// ¢/2 ) ¢//2 ¢/
R 05, By ¢ A )
gb” 1 a
/
—(Z) ¢,2 22~ a—xl +0

¢// 2 1 ¢// /¢// o
<¢/2 2> 2j2 al, ¢/2 T2¢ ¢/2a—j2

/N 112
_ [¢2 u(Er, 59) %

D’apres 'invariance de V, nous avons

"ot 3 112
¢/2N($17$2) %5@] 0

et

"ol 3 12
w@ — ¢/2/~6 <¢($1)7 @) — %M

¢/3

Cette équation (I1.30) nous montre que

¢///¢/ _ %¢//2

¢/

P 3 = ¢"Eap <¢(fﬂ1), %) — zop(21, T2).

1. =. Soit ¢ un élément de I'.

w(z1, z2)

T2

¢///¢/ 3¢//2
(b/

On introduit la notation v =

/2 Q
ey (¢< 0.2

1
Notons o(x1,z2) = v | 1, — |, et nous avons
45

qu ¢/ 3 ¢//2

X

22 = (0000, 22) < vion ) = 0% (o). £

N
2| 92y

3—@ = ¢« (N(l‘l,l?)aim) p(x, 2)—

) - vtz

) 0

(1‘1,1‘2).

332+<

gb”

W

1

) <]

0

& 9y’

, et I'équation (I1.31) est équivalente a

27

0%2

(11.29)

(I1.30)

(IL31)
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1

Ecrivons maintenant y = —, I’équation ci-dessus donne
45

(b/// ¢/ . % ¢//2 B

¢/2 -

Enfin, prenons Q(x,y) = y?o(x,y), 1 = z, on voit alors que I'équation (I1.32) implique

¢///¢1_%¢//2 2 22 , 2 e
— Y = ¢y o(¢(z1),9'y) — o(z,y)y” = (¢ )" (Q)(z,y) — Lz, y).

¢o(¢(a1),¢'y) — o(x,y). (11.32)

Le coté gauche est égal & expression de d5(¢~!). Cette identité montre alors que &5 est
intérieure quand on considere I'action de Hj sur le groupoide de feuilletage F'X x G comme
expliquée plus haut.

2. <. Supposons que l'action de H; sur I' x C°(R x RT) soit projective.
On montre d’abord que si l'action de H; est la projection sur I' x C°(R x R™), le support
de 2 est nécessairement contenu dans l'espace des unités. On écrit Q = > Q. U, et
05(Uy)Ug = [, Uy], alors les observations suivantes sont faciles a obtenir.

(a) Comme 6;(2) =0, Vi > 0, on obtient que 6;(U, )2, = 0, Vau.

(b) Comme 6&;(f) = 0 pour tout f € CX(R x RT), on voit que [, f] = > p(a*(f) —
QU,. Ainsi (a*(f) — f)Qq = 0, pour tout « € I

Pour un « € T' donné différent de I'identité, nous avons §;(U, )2 = 0, Vi > 0 et (a*(f) —
£ = 0. S’il existe g € R x R tel que Q4 (z9) # 0, alors il existe un voisinage N
de zg sur lequel 6;(U,) = 0. En particulier §;(U,) = log((a™!)") = 0. En résolvant cette
équation différentielle, on voit que l'action de « sur N est nécessairement donnée par
a: (x1,22) — (axy +b,azs). D'apres le fait que (a*(f) — f)Qa(z0) = 0 sur N, pour toute
fonction lisse, on a a(zg) = xg. Le méme argument montre que tout x € N doit étre point
fixe pour «, parce que ,(z) # 0. Mais cela contredit notre hypothese que ’ensemble des
points fixes de « est de dimension au plus 1. Donc Q, = 0.

On conclut que le support de Q est contenu dans l’espace des unités, la condition de
projectivité se traduisant par

2
e ¢/// ¢/ o % ¢//
=Y ¢/2

D’apres (I1.32) et la transformation la-bas, on sait que l'existence de €2 implique existence
d’une connexion invariante comme (I1.19). O

567" Us = (2 = ¢"(2)Us-

Remarque 18 Ici, pour alléger les notations dans les calculs, on a identifi¢ le fibré des repéres
FR avec le fibré cotangent T*R par 7 : (z,y) — (z, %) La connezion V est définie sur T*R et
par la transformation 7, elle est aussi définie sur FR.

Dans le Théoreme 17, I'hypothese “la dimension de ’ensemble de points fixes pour tout
élément de I" est au plus 1”7 n’est utilisée que dans la partie “suffisante” de la démonstration. En
général, 2 est & support dans ensemble des points fixes B de T, qui est {(v,2)| v €T,y(z) =
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z}. Le groupe T agit sur B(Y) par conjugaison. Le résultat similaire du Théoréme 17 est étendu
a cette situation générale sans effort supplémentaire.

Théoreme 17’ Soit I un pseudo-groupe engendré par des difféomorphismes locaux sur R et soit
B = {(y,2) €T x R x Rt|y-2 = 2} Uensemble des points fires. Une action projective (p, )
de Hy sur T x C°(R x R™) correspond de fagon bijective a une connezion I'-invariante ¥V sur
R x R de la forme (I1.19) et a une fonction lisse f sur T x R x RY, qui est a support dans
BO) — {(id,z)|z € R x RT} et invariante sous l'action de T' par conjugaison.

I1.5 Injectivité Complete

Nous avons vu plus haut que la quantification par déformation de la structure symplectique
standard du demi-plan supérieur par rapport a la connexion (II.19) avec p(zi,z2) = zav(x1)
donne quelque chose de tres proches de la déformation de Rankin-Cohen pour l'algebre des
formes modulaires. Pour généraliser cela a toute action de H; munie d’une structure projective,
nous adaptons argument de Connes et Moscovici [13][Sec. 3] & notre situation.

On rappelle 'argument de Connes et Moscovici :
D’abord, nous introduisons une algebre abélienne libre P avec un ensemble de générateurs
indexé par N, Zy, Z1,...,Zy,,.... On définit une action de H; sur P par

. déf .
Y(Z)F (+2)Z;, X(Z) = Zjs1, o) =0,¥pe P, j >0, (11.33)

et on étend X et Y comme dérivation. Ensuite, on considére le bi-produit croisé H; d:ef P x
‘H1 X P, qui s’identifie & P ® H1 ® P en tant qu’espace vectoriel. Le produit est défini par

Pxhx@Q-P xhwx@Q = Phu(P)xhah' xhs(Q)Q, (I1.34)
(h)
oun P,Q,P',Q" € PethheH.
Connes et Moscovici définissent sur H; une structure d’algébre de Hopf étendue sur P. Ils
la rendent un P-bimodule (libre), & I'aide des homomorphismes source et but : o, : P — H;
définis par

alp) =px1lxl, Blq) =1x1xgq, Vp,q€eP. (I1.35)

On a donc

PxhxQ=aP)-BQ)-h, PQeP, heH, (11.36)

et la structure de module a gauche est définie par la multiplication & gauche par 3(-), la structure
de module & droite définie par la multiplication & gauche par a(-).
On peut maintenant considérer le coproduit A : H1 — Hi1 ®@p H; défini par

A(P xhx Q) ::ZPNh(l) X 1 @1 hg) X Q. (I1.37)
(h)
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1l satistait & toutes les propriétés de la Proposition 6 de [10]. En particulier, méme si le produit
de deux éléments dans H; ®p H; n’est pas défini en général, le fait que A soit multiplicative,
c’est a dire,

A(hy - hy) = A(hy) - A(hg) , Vhy, he € Hy,

a toujours un sens parce que la propriété

A - B 1 -10a(Q)) =0, YQ € P,h € Hy,

ne fait usage que de Paction & droite de H; ® H; sur H; ®p Hi par la multiplication & droite(cf.
[13]). )
La co-unité € : H; — P est définie par

e(Pxhx@Q):=Peh)@Q, P,QeP, heHy,

et satisfait aux conditions de la Proposition 7 de [10].
Enfin, la formule pour 'antipode est

S(PxhxQ):=S5(h)1)(Q) x S(h)) x S(h)s)(P) = S(h) - a(Q) - B(P).

Dans le méme esprit, une algebre A est appelée une algebre-module sur 7:[1\]3 si : elle est
dotée d’un homomorphisme d’algebres p : P — A (jouant le role d’application d’'unité sur P),
qui rend A un P-bimodule via les multiplications & gauche et a droite de I'image de p; Elle est
munie d'une action H®a +— H(a), H € Hi, a € A qui satisfait, outre les regles d’action usuelles

(H-H')(a) = H(H'(a)), JH, H' € Hy,
1(a) = a, ac A, (I1.38)

H(apap) = Y Hpuylar)He(a), ai,a1 € A,
(H)
H(1) = ple(H)), H € H;. (11.39)

En particulier, pour tout P € P,

a(P)(a) = p(P)a, resp. B(P)(a) =ap(P), a€ P, (11.40)

et donc, plus généralement, pour tout monéme H = P X h X Q € H; on a

P h % Q(a) = p(P)h(a)p(Q). (1L.41)
Maintenant, pour prendre en compte la structure projective, on définit

~ 4 1
85 def dy — 55% —a(Zo) + B(Zo), (11.42)
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et on observe d’abord qu’il est un élément primitif dans H; :

A(d) = A(5é)—%A@%)—A(a(Zo))JrA(ﬂ(Zo))
0oR1+1®d61 +01 R
—%(5f®1+1®5%+251®51)
—ZogX¥1Ix1®1Ixlxl
+IxX1IX1I®1Ix1KX Z
= 51 +1®4§
—%5%@1 —%1@5%
—ZpHNIX1I®IXIX1I—1x1IXx1®Zyx1xl

HIXIXZp@1IX1Ix1+1x1Ix1®1x1x Zy
= 0h®1+1® 0. (11.43)

On note par H, le quotient de H; par I'idéal engendré par (5~2/. D’apres (I1.43), ce dernier
est aussi un co-idéal. Donc H, est muni d’une structure d’algébre de Hopf étendue sur P. 11 est
clair qu'une action de 7:(1\]3 sur une algebre A avec une structure projective descend aussi a une
action de H, sur A.

Fixons-nous maintenant une fonction u(x1,x2); considérons alors une action du pseudo-
groupe I' sur R dont le relevé & T*R préserve la connexion V (I1.19) définie par u. D’apres le

Théoreme 17, I’action correspondante de H1 sur I'algebre de groupoide A, r déf I'x CX(RxRT)
est projective avec ) définie comme dans la démonstration.

~ On définit p,r : P — Ayr par p(Zy) = X*(Q). Ceci fait de A, r une algébre-module sur
H1|P par

xur (@ % b3 ) (U 1) g, 2 U, ppr (@),

L’algebre A, r devient une algebre-module sur 7:(5\]3 parce que (5; agit trivialement quand

I’action de H; est projective.
(n)

On définit I'action x,, 1,

X" R @p - @ Hy — L(Aur @ - A, Ayr)
e %,_/

n n

par son action sur chaque composante, ou £ désigne ’ensemble des applications linéaires.

Pour p = x9v(z1), Nous avons la proposition suivante, analogue de [13][Prop. 12].

Proposition 19 Pour tout n € N, ﬂu(m),F Kerx(") r=0.

zov(z1),

(n)

Démonstration. Par la définition des x T

n=1.

, il nous suffit de présenter ici la démonstration pour

Suivant la preuve de [13][Prop. 12], un élément quelconque de H, s’écrit de facon unique
comme une somme finie
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H = Z (€7 pgklm QJklm)(s{Xley
]7k7l7m

ou p et q appartenant a P.
S0it Xgyu(ay),r(H) = 0, pour tout v(z1) et tout pseudo-groupe I' préservant la connexion
définie par zov(r1), d’apres la démonstration du Théoréme 17, nous savons qu’ici, 2 = x3v(z1).
Si Uy f € Agyu(as),rs alors

> Purv(an) T Pikim) Y (Parw(ws) (Grim)) 01 (7)Y XFY(f) = 0.
i,k,lm

On tient compte aussi du fait que f est une fonction lisse quelconque sur R x R*, et que

m+l dk dl

XFy'l = Ty e 0 d . Cela implique que

prlv(wz (jkim )Y (Pwlu(xg)(qjkzm))51(7)j:0,

pour tout [ et m.

Pour terminer la démonstration, on consideére la famille des algebres, A, ,(z,) 1

Fixons un difféomorphisme ¢o, 0, d'un ensemble ouvert O; C R a un autre ensemble ou-
vert O C R, avec Op disjoint a Os. Cette propriété topologique fait de I'ensemble I'y d:ef
{id|r,id|o,,id|o,,d,# ', } un pseudo-groupe. A partir d’'une connexion V; quelconque de la
forme (I1.19) avec u = xov(z1) sur O1, nous faisons d’abord le poussé en avant de cette connexion
A Oy par ¢, et étendons des connexions définies sur O; et O en une connexion globale V sur
R x RT. L’extension existe bien parce que O1 et O sont disjoints. Elle est I', invariante par
définition. Selon notre construction, nous avons ’action de H, sur 'algebre de groupoide cor-
respondante A 601,097

Maintenant pour tout x € R, on fixe O contenant z, et on fait varier Os, ¢ et Vy. Si H
s’annule sur cette famille d’algebres, A b0 o, €t comme il ne contient qu'un nombre fini de
1.¥22
_1//
termes, il est donc polynomial pour la variable T(cf. (A.1). Nous voyons que H s’annule en
x, grace au tres grand degré de libertés pour cette famille d’algebres. On en déduit que H est
égal 2 0. 0

D’aprés la Proposition 19, on conclut que RC' peut étre tiré en arriére & H, et définit une
déformation associative universelle pour toute action projective de H;.

Remarque 20 Pour la déformation (1.47), on avait comme hypothése la projectivité de ’action.
On peut se demander s’il est possible d’aller au-dela. On cherche une approximation d’ordre 1 de
la déformation générale et démontre que RCY définit une structure de Poisson non commutative
sans aucune hypothése complémentaire. En d’autres termes, il existe un cocycle P tel que la
condition d’associativité au degré 2 soit vérifiée :
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Définition-Proposition 21 Pour une action de Hi sur une algébre A, RC; = —X ® 2Y +
2Y @ X +6Y @2Y définit une structure de Poisson non commutative sur A, il existe un élément
P dans H1 ® Hy, tel que pour tous a,b,c € A,

aP(b,c) — P(ab,c) + P(a,bc) — P(a,b)c = RC1(RC1(a,b),c) — RCy(a, RCy(b,c)).  (I1.44)

Démonstration. La démonstration est assez calculatoire. Afin de trouver un tel P, on cherche
d’abord dans le cas spécial ou I'action d’algebre de Hopf est projective. Ici, 'associativité de la
formule de déformation universelle de H; de Connes-Moscovici suggere que RC9 est un choix
approximatif pour P.

Pour une action de Hq en général, on considere d’abord le terme suivant

P =SXP?YQY +1)+SX)2Y + 1)@ X2V + 1)+ Y (2Y + 1) ® X2

Nous devons calculer la différence entre les cobords de Hochschild pour P’ et le coté droit de
(I1.44), en utilisant la primitivité de Y et 65 = 6 — £67. L’astuce que 'on utilise est la suivante :
nous savons déja que cette différence est zero si 65 = 0, il nous suffit donc de calculer la somme
des termes qui contiennent 05. Dans notre cas, la seule maniére dont 05 apparait est quand on a
un X devant un d; dans le calcul et une commutation entre les deux donne, outre que le terme
normalisé 61 X, le terme dy, et a fortiori 5. Nous avons donc comme préparation,

S(X)? = X?-0X(2Y +1)+6Y <Y + %) — &Y
XS(X) = —X24+6XY + %5%1/ + 04,

P = |X?2-6X(2Y +1)+6Y <Y+ %) —5§Y] RY(2Y +1)

HX+0Y)2XQ2Y +1)+Y(2Y +1)® X2,
AX)? = (X@1+109X+60Y)?
= X?@14+2X@X+10 X2 +50Y?
+HXH+0X)®Y +01 ® (XY +YX)

1
= X2®1+2X®X+1®X2+5%®Y<Y+§>
+26 X @Y +55,0Y + 6 ® X(2Y 4+ 1).

Pour b(P')=1®@ P — (A®1)P'+ (1® A)P' — P’ ® 1, nous observons :
— dans 1 ® P’ la contribution en 5 est : —1®@ LY @ Y(2Y + 1) ;
— pour —(A® 1)P’, on a le développement :

(Ao 1)P = [AX)? - AG)AX)2AY) + 1)+

A(61)2A(Y) <5(Y) + %) —A)AY)| @Y (2Y +1)
+H(=AX)+ADAY) @ XQ2Y +1) + AYV)2A(Y) +1) @ X2,

la contribution en &5 est : —[05 @Y — A(65)A(Y)] @Y (2Y +1);
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— pour +(1® A)P’, on a le développement :
(1®AP = |X?-5X(Q2V +1)+468Y (Y + %) - 6§Y} @ A(Y)(2A(Y) + 1)

H=X+0Y)RAX)2AY) + 1) +Y(2Y +1) ® A(X)?,

la contribution en 64 est : —5,Y @ A(Y)2A(Y)+1)+Y(2Y +1)® 5, QY ;
— dans —P' ® 1 la contribution en 8} est : Y @ Y (2Y +1) ® 1.
De méme, dans le calcul de [RCy, RC1| = (A®1)RCY)(RC1®1)— (1® A)RCY)(1® RCY),
on observe :
— Dans

(A®1)RC1)(RC; ®1)
= [(—AX) +AG)AY)) @2Y +2A(Y) @ X][(-X +6,Y) @ 2Y +2Y @ X) @ 1],

la contribution en 0 est : —5Y @2Y ®2Y = —46,Y @ Y @ Y';
— Dans

—((1® A)RCy)(1 ® RCy)
= (X +8Y)@2A)+2Y @ AX)[1® ((-X +6,Y) ®2Y +2Y ® X)),

la contribution en 04 est : —2Y ® 05Y ®2Y = —4Y ® Y QY.
En sommant ensemble ces termes qui contiennent 5§ , on trouve

1Y Y(2Y +1) - [6RY — A(SH)A(Y)] @Y (2Y +1)
—5BY QAY)2AY)+ 1)+ Y2V +1)®650Y —HY @Y (2Y +1)®1
+40Y Y QY +4Y ® 65Y @ Y
= (Y +Y®5H)YRY +1)-6Y @4Y Y +Y(2Y +1) @550 Y
+40Y @Y @Y +4Y @ Y @ Y
= VR4V +2Y @542 +2Y 20,0V +4Y @ Y @Y. (I1.45)

C’est & dire

(b(P') — [RCy, RC1))(a, b, c) = 2Y2adhbY ¢ + 2Y adhbY *c + 2Y adhbY ¢ + 4Y adhYbYe.  (I1.46)

Les identités suivantes résultent d’un calcul direct.
b(35Y @ Y?)(a,b,c) = adhYbY?c — LY (ab)Y?c + 8,Y aY?(bc) — 65Y a(Y?2b)c
= —6baYbY° — YadhbY?c + 28,YaYbYe,
b(0LY? ®Y)(a,b,c) = adhy?bYc— 85Y?(ab)Yc+ 65Y2aY (be) — 85Y2a(Yb)c
= —6baY?bY c — Y2adybY ¢ — 26,Y aYbY ¢ — 2Y adhY bY ¢,
b(0h @ Y3)(a,b,c) = adhbY3c — 85(ab)Y3c + 8haY3(be) — Sha(Y3b)e
304aY2bY ¢ + 38,aY bY %c,
b(0Y @ Y)(a,b,c) = adYbYe— 04Y (ab)Y e+ 65YaY (be) — 85V a(Yb)e
= —04aYbY ¢ — YadhbYe,
b(dh ®Y?)(a,b,c) = adhbY?c— dh(ab)Y e+ dhaY?(bc) — dhaY %be
= 28,aYbYc.
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2
On y voit alors la nécessité d’introduire P” = —28Y @ Y2 —25,Y2®@Y — 555 Y328V ®
Y -8, ®Y? et P= P + P"”. Donc nous avons

b(P)(a,b,c) = b(P' + P")(a,b,c) = RC1(RCy(a,b),c) — RCi(a, RC1(b,c)).0
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Chapitre 111

Rankin-Cohen via la Théorie des
Représentations

Dans ce chapitre, exposons une autre interprétation des crochets de Rankin-Cohen au moyen
de la théorie des représentations unitaires (de dimension infinie) de SL2(R), et nous utilisons
ensuite les résultats obtenus pour étudier des propriétés du produit déformé, et démontrer no-
tamment son associativité.

ITI.1 Crochets de Rankin-Cohen et SLy(R)

ITII.1.a Des formes modulaires aux séries discrétes

Dans la suite nous allons suivre en partie 'argument qui m’a été indiqué par Jean-Pierre
Labesse [24]) :

Soit f € Mok (') une forme modulaire de poids 2k par rapport & un sous groupe arithmétique
(c’est a dire de congruence) I' de SLy(Z). On lui associe une fonction I'-invariante sur I'\S L2 (R).

(o)) = 1], 90) = (i +-0) 7 9i) = @i+ ) %f (S50), i)

b . . . L
pour g = < CCL d > € SLy(R). Cette fonction est invariante par translation a gauche des

éléments du groupe I' : soit v € I, flxyg = (flxY) kg = flrg-
On vérifie aussi que pour

ro = ( cosf sind > € SLy(R), (ITL.2)

—sinf cosf

on a

_— acost —bsinf asinf + bcosf
970 =\ ccosh —dsinf csinh+dcost )

et (ccos — dsin)i + (csinf + dcos ) = (ci + d)(cos @ —isind), ro(i) = i. Cela implique

37
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(o2r.f)(gre) = exp(i2k8)(o2k.f)(9)- (I11.3)

En particulier notons que pour # = 7, on obtient la fonction oo f elle-méme.

En effet, o9, donne une bijection entre

GWNHJ@:{FeCwmmﬂm@:&w+®%ﬂ@ﬁ:(Z 2>GF}. (ITL.4)
et

C®(T\SLy(R),2k) = {F € C*(T'\SL2(R)), F(grg) = exp(i2k0)F(g)}. (IIL.5)
Prenons 'espace des fonctions lisses C*°(I'\SL2(R)), on considere 'action naturelle & droite

de SLa(R) sur T\SLy(R) : pour F' € C*°(T'\SLy(R)),
(m(h)F)(g) = F(gh). (I11.6)

On regarde le plus petit sous-espace invariant sous l’action de SL2(R) qui contient l'orbite
de o9 f pour une forme f € Moy, et on s’intéresse a l'action de 'algebre de Lie sl2(R) sur cet
espace. On adopte les notations que S. Lang utilise dans son livre [23](cf. Annexe B). Une base
de cette algebre de Lie est

Vz(?é),H:<(1)_01>,W:<_01(1)>. (ITL.7)

Nous allons considérer aussi sa complexifiée sl2(C), dont une base est donnée par

E+:<1 _i1>,E_:<_1i :i),wz<_01 é) (I11.8)

- cosht sinht [ expt 0
exp(tV) = < sinht cosht ),exp(tH) N ( 0  exp(—t) )’
1+t it 14+t —it
cost sint
exp(tW) = < Csint cost > . (I11.9)

Soit £ une fonction holomorphe sur le demi-plan H, pour tout k, on définit

(Fx€)(g) = (02k8)(9)-

On calcule d’abord l'action des éléments des bases définies ci-dessus sur Fj£ en utilisant la
formule habituelle



II1.1. CROCHETS DE RANKIN-COHEN ET SLy(R) 39

exp(tX) — 1

LxF :=lim F, (111.10)

pour toute fonction F' € C°(I'\SL2(R)) et X € slo(R)(ou sl2(C)). On trouve les quantités
suivantes :

LB = (2955 0n8)0) +2 (rasnf ) 0
di+c d§
= IR +2 (Fkﬂd—) (9),
LuF0) = (205 oue)e) + 2 (rasnfE ) 0
— (W IANW +2 (Fnf ) o) (i)

ce qui implique

Le, (Fk&)(9) = (Lu+ ZLv)(Uzkﬁ)(g) = 2(Lg)(Fié)(9)

= 2|20 S RO0 + 2 (A ) ()]
Lo (FO6) — (b — i) Fx)s) 0. (IIL.12)
Et on a aussi
(LwFk)(9) = 2ki(o2k8)(g9) = 2ki(Fi€)(g)- (IIL.13)

D’autre part, d’apres le calcul suivant

ci—d (d? — )i ci—d 2cdi
v <Ci+d> (ci+d2 " <ci+d> (ci+d)?’

c’est a dire

et

on voit facilement que

LwLg, (Fi€)(9)
ci—d

=2 [(_%)LW (cz' +d

(Fko(g)) 2Ly <Fk+1%> <g>}
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= 2|20t () (90 + (20 G (B0 + 2w (Ko ) )

_ [( 2k)2z< Z)(ka)(g)ﬂ—?k)zz;j

= (2k+2)i (LE+FI€£)( ).

(FLE)) + 22k + il 0]

Le Le, (Fé)ls) = [( ke (5 j(Fk@( >)+2¢LE (Fin) )]

- e (GG e

(Fk§

Ainsi par récurrence, on obtient,

Lemme 22 Pour tout n € N,

w9 =2 30 (5 1) (A i (1, 8 0

— n—t ct+d

2. Lw(Le, )" (Fré)(9) = (2k + 2n)i(Le, )" (Fr)(9) ;
3. Lp_(Lp,)"(Fig)(g) = —4n(2k +n — 1)(Lp, )" (Fié)(g)-

Démonstration. Nous avons,

LE+(LE+)n(Fk§)(9)

n

N w2k +n —1 ci—d\"" ., dte
DYC G )[LE (259) e (Redd) o
—d\"" d
H(559) e (Au) @

SICT (2"‘ - [<n—t><—2><§ﬁ;§>"—t+l< ) (B ) @

" ( - d) 2|2k =20 (229 (e TS 0 +21 (B ot ) 0] ]
2n+1zn: ) en! <2k:ft 1) (— 2k—n—t)<cjlj>n t+1(2z’) <Fk+tjt§>(g)

d n—t dt—i—l
+ (ZZ n d) (20)'2i <Fk+t+1d t+§> (9)]

e (ka2 ()
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_d n—t+1 dt
(™ e (et

Mais comme

(1) t!< n_t >( k—n—t)+(-1) (t—l)!<n—t—|—l>

(-t [n—!<2k+n_1 2k +t—1)+ tl <2k:ft 1>(n+1)+(tnf!1)<

! n—t n—t

2k +n —1
+1

=t n_' 2k +n—1 B 2k +n—1 Z' 2k+n—1
(=1) [t!<n+1—t (R+1-1)+ t' S T G L

t! n+1-—t

' . J—
(1)t (n 4+ 1)! [<2k+n 1) N <2k+n 1>]
t! n+1—t n—t
(_1)n_t+1(n+1)! 2k+n+1-1
t! n+1l—1t ’

(_1)n_t+1n_! [(2/@—1—71— 1>(n+1)+ <2k;unt— 1>(n+1)}

on obtient que

Le, (Le,)"(Fré)(9) 1t
n+1 )= t+1L1) 2k+n+1-1 ﬂ o d'¢
2 Z < n+1—t ><ci+d> e <Fk+tdt

Les deux autres relations sont obtenues par les calculs suivants :

Lv(Le, )" (Fi&)(0)
- R () e (550) e ()
n (Z :r Z)n_t (2i) Ly (FW ;lt§> (g)]
_ 2n;(—1>"‘t?—f (o [2<” ~ 1) (ZEIZZ)_t @ (o)
(30 e s () )
n tn' <2k+n—1>

= 2" [2(n — )i+ 2(k + t)i( i
t=0

n—t

= (2k +2n)i(Lg, )" (Fi€)(9).

i —d nt di¢ et d'&
<cz+d> <Fk+td—> <CZ—|—d> (22) <Fk+t%

)@

) <g>]

41
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et

Lg (Lg,)"(Fr8)(9)

n

R e (e (o
+ <ZZ 4__ Z)n_t (2i)'Lg_ <Fk+t%> (9)]
- e g (U e (55D) e () o)

=0
= —2"2n(2k+n—1)

S g () e () 0

t=0
= —4n(2k+n— 1)(LE+)”_1(Fk§)(g).D

Ensuite on s’intéresse a 'opérateur de Casimir défini par

w=V2+H>?-W?= %(E+E_ +E_E,) - W2 (I11.14)

Le calcul ci-dessus nous montre que pour, chaque vecteur (L g, )"Fj&, de

w(Lp,)"Fi& = %[—471(2]4: +n—1) —4(n+1)(2k + )| (Le, )" Fié + (2k + 2n)*(Lg, )" Fié
= Ak(k —1)(Lp, )" Fit. (IT1.15)

On conclut donc que l'opérateur de Casimir agit sur I'espace engendré par les (Lg, )" Fj.§
comme multiplication par une constante.

Si l’on part maintenant d’une forme modulaire f(donc une fonction holomorphe) de poids 2k et
forme un espace vectoriel engendré par les fonctions (L g, )" F}, f. La discussion ci-dessus montre
donc sl9(C) agit dessus et en plus le Casimir agit comme la multiplication par la constante
4k* — 4k. On obtient ainsi une représentation de sl3(C).

On démontre maintenant son irréductibilité : pour tout opérateur T' qui commute avec la
représentation, [T, F_] = 0 implique que pour le vecteur de poids mininal Fy f, TF}) f est encore
un vecteur de poids minimal(puisqu’il est annulé par E_), donc il existe une constante A telle
que TF,f = AFi.f. De méme, d’aprés E_T(E,Fif) = TE_(ELF,f) = T(8kFyf) = 8kNT}f,
on obtient T(E, Fyf) = AE+ Fy f. Ainsi par récurrence on démontre que T agit par constante,
la représentation est donc irréductible. La théorie des représentations de SL2(R) implique (cf.
23], [33]) :

Proposition 23 Ce que l'on a construit est la représentation irréductible de l’algébre de Lie
slo(C) qui est la version infinitésimale de la série discréte du groupe SLo(R) de poids 2k.
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Quand on ramene ces fonctions dans C*°(SLy(R)) a espace C°(H) grace a la bijectivité
des applications oap42,, on obtient une représentation de sl2(C), notée par 7. On écrit par
E,,E_,W les opérateurs qui correspondent aux Lg, ,Lg_, Ly .

On a d’abord besoin de 'expression de E.. En fait, d’apres

(o2r42E4f)(9) = Le.(oaf)(9)

= 2|50 + 2 (rusa ) )]

= 2|(=2k)(ci — d)(ci + d)oograf + 2i02k+2%] (9)

1 . d
= 2 |2k—g—oo42f + 210’2k+2d—£ (9)
L 24 d?
1 : daf
= 2 2kT+b0’2k+2f+ 2102k+2£ (9), (I11.16)
Im —
L ci+d
on peut définir
~ 1 1 2
Xf:=— ( )f——d—f—ﬁ, (I11.17)

2midz 4wy

En effet nous pouvons vérifier directement que

Lemme 24 Soit f une fonction dérivable qui satisfait

F(Z5) = e+ i)

cz+d
nous avons,

Xf (Zji;) =(cz+ d)2k+2Xf(z).

Démonstration. 11 suffit d’utiliser

az+b az+b cz+d Im z
=1 . = . II1.1
m<cz—|—d> m(cz—i—d cz+d> lcz + d|? (IIL18)

Et le résultat énoncé s’obtient par le calcul ci-dessous :

Xf az+b B ig az+b / az—+b 2k ! az+b
cz+d 2 0z cz+d 0z \cz+d 47TIH1 (az-‘rb) cz+d
1 2%k f

o L e and

+ 2k(cz + )1 f(2 )] (cz + d)?
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(cz+d)

2k (cz+d)(cz +d)
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(cz +d)* f(2)

47

ok2 1 df

2wt dz

Im z

2k 2k (cz+d
—|—(cz+d)2k+l ___(CZ+ )

211

47 Imz 1(z)

1
8

2k
47 Im z

okre L df
2k+2_ L 4
(cz+d) 57 + (cz +

(cz +d)*2X f(2).0

d)2k+1

(cz +d) + (ez +

d)2k+1
) 47 Im 2

En itérant cette opération, on établit le tableau suivant :

[2iImz — (cz + d)] f(2)

(cz+d)f(2)

iy 1 (1 df kS
<‘87> DTSR A T T <ﬁd— - %)
2
1 L pyr o 1 1o kHIN(L O kN,
8w ) 2k(2k+1) 2k(2k +1) \ 2710z 2wy 2ri 0z 2wy
" 1 n 1 19 Y \"
) @y wm ey (e a) (H11.19)

ouY f = kf est Vopérateur d’Euler. D’apres la théorie des représentations de SLo(R), nous pou-
vons choisir les vecteurs de la colonne de droite comme les vecteurs de la base. Plus précisément,
on note par

1
% (2k+n—1)

1 0 Y

Pn =

(

2mi 0z 2my

(I11.20)

)f,

pour n € N. L’action des éléments de la base de I'algebre de Lie sl2(C) est donnée par

Erpn = (=8m)(2k 4+ n)pn41,
n
E_ o, = %‘pn—la
W, = 2nip,.

On introduit aussi un opérateur 9 tel que dp, = @n1, alors

Pn = 571(’00 = 5nf

Et en plus nous avons

(111.21)
(111.22)
(111.23)

(111.24)

Lemme 25 Soit f une fonction lisse qui satisfait la condition de modularité de poids 2k, alors,

m—-r

—r)!

1 0

27 9z

f(m) .

(

m 1 X
) s =" 2 Ty (m

(

2k+m —1
r

(I11.25)

)



II1.1. CROCHETS DE RANKIN-COHEN ET SLy(R) 45

Démonstration. En effet, on a d’abord

O (1 b
oz \y/) 2%

. 0
Donc si on prend d = ——, on aura

<

211 0z

PRI
Ay \dmy /)

L’égalité (I11.25) se démontre alors par simple récurrence. Pour m = 1, c’est la définition de

. Et si elle est valable pour m, on a

f(m+1 _ df(m

m'z{ () e ()

1 X 9k 4m —1 1 (2k+2m—2r)X"7" (2k+m—1
el ) G e )f}

Xmr (2k4+m—1
i Z{ (Amy)r+1 ( r)!( r >f

r

i 1 Xm+1r 2k +m—1 f+§:2k+2m—2r Xm T (2k+m—1 ;
— (4my)" (m —r)! r —  (dmy)tt (m—r)! r
= (r—l—|—2k‘+2m—27‘—|—2) Xmortl 2k+m—1f
" o (4my)r (m—r+1)! r—1
1 X" k4 — 1
+ f
(Amry)" (m —r)! r
m'7§(2k+m—1)!5{m—7"+1f 2k 42m-rtl . moritl
= (my)r(m—r+ DD [(r=DIQk+m—r)t 12k +m—r—1)!

|m§+:1 2k +m — D)X f 2k +2m —r +1)r + (m—r+1)(2k +m —7)
= () (m—r+1) r1(2k +m —1r)!

m,””‘f (2k +m — D)IX™=T1F (m + 1)(2k + m)
e ryyr(m—r+ ) P2k m )]

m+1 Xm—r+1 2k + (m —+ 1) -1
(m—l—l)!; (47ry)"(m+1—7“)!< r >f' -

(I11.26)

Précisément cela implique

ogh = Y1y &7 <2k e 1) Fxn <2l o 1>g, (11.27)

r
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pour f € Mok, g € My, parce que

= v (M () g
_ é(_l)r<n;2_k;1> (n—i—il—l)
(“ 2 e <2k L 1> %f )
(i G () e )
s (B () (e
<2k tr— 1) (21 tn—r— 1> Py X"_T_tg> (1IL.28)

S t

Bien évidemment, lorsque u =s+tetv=r—s (et par conséquent n —r —t =n —u — v)
sont tous fixés, le coefficient devant XV f X" %" Vg est

sqv(n+2k—1\/n+20—-1
ZS:(_l)+<n—v—s>< v+ S >
(v+s)l(n—v—s)! 2k+v+s—1\[2+n—-—v—s5—1
. (n_v_(uﬂf% 159' > EL_+82Z 1)!
- (_1)UZS:(_1)S(2]<:+U+S—1)(n—v—s) 'Ql4+n—v—s—1)Nv+s)!
(w+s)!(n—v—3s)!2k+v+s—1)! @2l+n—v—s—1)!
ol (n—v—u) slk+v—-1)! (u—s)!2+n—u—v—1)!
(n+2k—1)!(n+20—1)! 1

= (-1 ;(—1)3(2k+v—1)lvl(n—v—u) 2l +n—u—v—1) s,(u_s),
_ v (n+2k—1)(n+20—1)!
= (—1) (2k+v—1)lvl(n—v—u)(21—|—n—u_1;_1|ulz u—s)'

qui est non nul si et seulement si v = 0, i.e., s =t = 0. On a donc le résultat. [J

Le paragraphe qui suit donne une explication plus conceptuelle de cette identité.

III.1.b Construction des Crochets

Rappelons d’abord la classification de Bargman des représentations unitaires du groupe
G = SLy(R) (cf. [23], ou ’Annexe B) :

Théoréme 26 Le dual G est formé des éléments suivants :
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1. Les représentations mo s(s € iR) : série principale paire ;
2. Les représentations w1 s(s € iR\{0}) : série principale impaire ;

3. Les représentations mo (s €] —1,1[\{0}) : série complémentaire ; Pour ces trois séries, on
9
) ~
a la relation mg ¢ = m _s.

4. Les représentations war et my, : "fausse” série discrete ;
5. Les représentations w1 (n > 1) : série discréte ;
6. La représentation triviale 1¢.

Le calcul du produit tensoriel de ces représentations sont donné par J. Repka dans sa these
(cf. [28], ou ’Annexe B), ce qui nous sera utile dans la suite est :

Théoréme 27 Nous avons, pour deuz séries discréetes de SLo(R), la décomposition suivante :(pour
m,n >1)

o
+ ot + + + ~ -
T @ T E M O o @y B = @Wn+m+2k. (I11.29)
k=0

Chaque représentation du groupe de Lie correspond & une représentation de I'algébre de Lie
associée. On traduit ce théoreme a la situation du produit tensoriel de deux représentations de
I’algebre de Lie, on s’intéresse en méme temps a la décomposition des espaces de représentations.
Plus précisément,

Proposition 28 Etant données deux formes modulaires f € Moy et g € Moy, alors dans la
décomposition

Tf ® Tg = @ Tdeg f+deg g+2n» (111.30)

n=0

un vecteur de K-poids minimal de Taeg f+deg g+2n S €CTil comme

1 (T 5 v Ay 1 = vor(2k4+n—1 (20— 1
mgo(—n <T>a f@I"g = (%)n(%)n;)( )X < o >f®X ( . >g.
(I11.31)
Sous Uapplication définie par le produit :

M: f®gr— fg, (I11.32)

cela correspond a une forme modulaire de poids 2k + 21 4+ 2n qui est

1 B 1
2k(2k +1)--- 2k +n—1)20(2A+1)--- (2L +n — 1) 9l = (2K)n(20)p

[f, 9]n- (I11.33)
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Preuve. La premiere partie résulte du fait que l’espace des vecteurs de K-poids minimal est
exactement le noyau pour 'opérateur AE_ = F_® 1+ 1® E_, nous avons

e (S ()irssira)

= Yy ( ) (@ ey a0 80 )
r=0

_ 2 (")(a’“ 'fed Tg+(n—r)aff®a"’“1)

27r r

2 ( (?) n—r)+ (=1)+! (r N 1) (r+ 1)) dfed g
0.

Quant a la deuxieme moitié, c’est exactement (I11.27). L’opérateur M est en effet un opérateur
d’entrelacement entre la sous-représentation dans le produit tensoriel et la représentation construite
a partir de [f, g],,. O

N.B. Dans cette construction, on ne voit de possibilité de fixer les coefficients
constants qu’a une constante multiplicative pres.

D’ailleurs, la formulation des crochets de Rankin-Cohen & laide de 'opérateur X s’étend
naturellement & tout couple de fonctions (f,g) € M2, ou

) :@M%(r) ::@{f:HeC,f%fy:f, nyel“} (I11.34)

est l'espace des fonctions complexes lisses défnies sur le demi-plan qui satisfont (seulement) la
condition de modularité.

Mais dans ce cas général nous ne bénéficions pas d’interprétation par les séries discretes
comme ci-dessus.

Remarque 29 1) En fait, le lien entre les produits tensoriels des représentations séries discrétes
et les crochets de Rankin-Cohen est déja observé par P.Deligne en 1973 [14] : il y parle des séries
discrétes pour GL(2) :

"Remarque 2.1.4. L’espace F(G,GL(2,7Z)) ci-dessus est stable par produit. D’autre part,
Dy_1 ® D1 contient les Dyyjrom(m > 0) . Pour m =0, ceci correspond au fait que le produit
fg d’une forme modulaire holomorphe de poids k par une de poids [, en est une de poids k + 1

Pour m = 1, en coordonnées (1.5.2) (remarque : cela devrait étre 1.1.5.2), on trouve que

l% — kfa—z est modulaire holomorphe de poids k + 1+ 2, et ainsi de suite. De méme dans le
cadre adélique.”
10 10
En effet, ce que l’on obtient est la modularité de ——f _ 2
k 0z 10z

2) D. Zagier avait indiqué dans son article [34] la possiblité de “plonger l'algébre des formes
modulaires avec Rankin-Cohen dans une algébre de Rankin-Cohen Standard.”
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3) A la fin, nous remarquons qu’il y a aussi une interpretation de ces crochets de Rankin-

Cohen qui passe par la théorie de transvectants. On peut citer les auteurs comme Lecomte,
Owsienko, etc.

II1.2 Applications a la Déformation Formelle

Dans cette section, on considere I’algebre tensorielle
MT)® =" MT)=", (I11.35)
n
et on définit

M:MI)E = M(D),
h®fo@ & fn — fifor fa (I11.36)

On prolonge X & M(I')® par

X(@ [ 0f)=> (@@ @Xfi@ @ fa (I1L.37)
=1
et le degré par
deg(f1® f2® - @ fn) = Y _ deg fi. (IIL.38)
=1

_ Nous nous intéressons a deux produits formels. Le premier est x : M(D)®[[A]] x M(D)®[[R]] —
M(T)®[[h]] défini par extension linéaire et la formule suivante :

B Ap(deg f,degg) [~ yrgrfdegf+n—1 ~nrfdegg+n—1 n
f*g‘zmegf)n(degg)n(;:o( e A TS >g>h’ (1159

ot f,g € M®. Le deuxiéme produit est sa restriction a~./\;l(F) cM ~(F)® composée avec I’appli-
cation M définie ci-dessus (II1.32). Il s’agit donc de * : M(T)[[A]] x M(T)[[A]] — M(T)[[R]] défini
par extension linéaire et la formule :

fxg = M(fxg)
B Ap(deg f,degg) [~ ror(2k+n—1\ ,op_p[(204+n—1 n
-2 (deg f)n(deg g)n (Z(_l) * ( n—r >fX ( r )g) "

r=0

Ap(deg f,degg)
2 (deg f)n(deg g)n

[/, glnh", (IT1.40)

ot f,g € M.
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Nous allons étudier leur associativité, dont on appelle celle du premier produit associati-
vité forte, et celle du deuxieme associativité faible. Nous prenons comme hypothese Ag = 1 et
Ai(z,y) = zy.

Nous nous posons la question suivante : déterminer tous les produits associatifs de cette
forme.

Notre démarche pour étudier I'associativité forte est la suivante : pour trois fonctions f, g et
h appartenant a M, les objets (f x g) xh et f * (g = h) sont des éléments de l'espace vectoriel

Hy g =D Huson =D <er ®X g X' h T r s+t = n> : (IL.41)
n

n

L’espace vectoriel Hf.q 5, est de dimension 3(n + 1)(n + 2). Il est donc naturel de vérifier
l'identification des coefficients pour la base canonique consistuée des X" f ® X%g ® X'h p'tstt

(r+ s+t =mn). Cette approche présente le probléeme suivant : elle conduit & considérer, pour
n nNn—rn—r—s

1 .
Hy. 1,905 Z Z Z 1= 5(71 + 1)(n + 2) équations.

r=0 s=0 ¢=0
Pour réduire le nombre d’équations a vérifier, on va essayer de déterminer un sous-espace

dans lequel (fxg)*h et f*(g*h). On sait par exemple que si f et g sont holomorphes, alors fxg
est une série qui s’écrit comme une somme (avec coefficients) des h™ > (—1)" (") IfRI g, et
ces derniers constituent une base du noyau de 'opérateur A 'AE_ =h Y (E_®1+1® E_).
Ceci conduit au lemme qui suit :

Lemme 30 Soient f,q et h trois fonctions holomorphes appartenant ¢ M. On définit un

opérateur € : Hy g, — Hy g par la formule suivante :

E = MY(E_®1l®l+10F ®1+1910E_). (I11.42)

le noyau de & est engendré par les vecteurs (0 <p <n)

P » s "R\ - 3 .

= m" —1)° PR OP~*h.

Snp SZ:(:)( ) <s> (2k + 21 + 2n), <§< r ) fe g) ©
1

Démonstration 1) En effet, H,,.; 5 est un espace vectoriel de dimension g(n +1)(n+2). On

établit d’abord le fait que Papplication € est surjective : pour chaque vecteur A" 29" f@9°gRth
avecr+s+t=n—1,o0na

n—1-r i
5<h" > - (—1)l

= weo(r+1+u)

Z ( s > <t> Gt g §itig g §t-ip )
11— J

i=0
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110 T, - 0r+1+u) i:(z:])(j)

((r +140)0 T f0d Mg dIh
—|—(S — i+ j)éT’-‘rl-Hf ® 58—’i+j—1g ® ét—jh

+Ht— )o@ g @ 5t—j—1h)]

- nl;[ u0r+1+u)<ijj><§>(r+1+i)

a5 ) (e
i—1
+1_([u1())(r%(—1+u ( ><] )t—]—H)

ar+2f®as H—]g@at jh

- “1;[ u0r~|—1+u< J><>
=1 1)
+1%ulz(r+1+l ( J><>Z_‘7
n% Tﬁ{f'( ol
= 0 ar+2f®8s z+]g®8t jh

- S i () 0)
n%u 011::“( )0

ar-Hf ® 8s—i+jg ® ét—jh

n
71 1

r

= ih"_lé’"f ®9°g® J'h.
27

1
Comme la dimension en degré n — 1 est §n(n + 1), cela implique que la dimension de ce

noyau en degré n est n + 1.
Les vecteurs &, , sont dans le noyau de £ : on vérifie d’abord que pour deux fonctions f et
g dans le noyau de E_, nous avons

(E_®1+10E)X(fog) = (E_®1+10E_)(Xfog+f® Xg)
EXfog+f®E_Xg

ddeg ffRg+4deggf ®yg

= 4(degf+degg)f ®g

= 4ddeg(f®9)f®g.
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Donc par simple récurrence, nous pouvons obtenir

XS -— =P\ sn—p—r ar
(E_®1+1®E_)(2k+2l+2n)s <Z< . )8 f®ag>

r=0

Xs—l n—p n—p\ .
= n—p—r T
T (2k+ 20+ 2n) ) <Z ( . >3 f®d g) : (I11.43)

r=0

ce qui implique

p n—p
f6ur - [z () (S (1 Yo oo
r=0

s=0
s Z)E 88 < <n ;p> én—p—rf ® 5rg> ® (p _ S)ép—s—lh]

En plus, on projete &, , en deuxieme composante sur g et on trouve

I"Pf®g® dPh. (111.44)

Ces derniers sont linéairement indépendants. Cela montre que les (n + 1) &, , forment une base
du noyau de & en degré n. O

Les séries formelles (f x g) x h et f * (g * h) appartiennent & ce noyau.

Soit f un élélment quelconque de M®. On peut définir, dans I'espace vectoriel engendré par
la base {¢, = @z dog s X"f, n € N}, un opérateur 0 par les formules dp,, = @,41. La formule
(II1.31) est encore valable dans ce cas. On définit un opérateur £ : Hy 4, — Hy, g par la formule
suivante :

E0f@d° g ) = 10 ' f0dgedh+s0" f0d g®d'h
+t0"f ® O°g @ O th)RTTETL (I11.45)

Alors argument ci-dessus marche sans aucune modification. Les séries formelles (f x g) x h
et f* (g *h) appartiennent aussi au noyau de cet opérateur.

1 suffit maintenant d’identifier les coefficients de h"9P f®g®0"™ Ph pour obtenir I'associativité
forte. Pour (f x g)  h, il s’agit d’'une somme qui a pour n — r > p, un terme qui vaut

(—1)" Ay (2K, 20) (1 — 1\ (=1)P~" Ay, (2K + 21 + 27, 2m)
(2k), < D ) (2k 4+ 21+ 2r)p—p(2m), ’

Pour f % (g% h), il s’agit d’'une somme qui a pour s < p, un terme qui vaut
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(—1)PA,—s(2k, 20 + 2m + 2s) (n — s\ As(2l,2m)
(2k)p—p(2l + 2m + 2s),, n—p) (2m)s

Donc finalement ce que nous devons démontrer est I’égalité suivante, pour p =0,1,...,n :

n—r\A,_r(2k + 2l + 2r,2m) A, (2k, 2])

; < P ) (2k 4+ 214 2r)p—p—r(2m)p (2k),
n— s\ An_s(2k, 20 + 2m + 2s) A4 (21, 2m)

- Z (n - p> (2K)n—p(2l + 2m + 25)p—s(2m)s

(IT1.46)
s=0

Examinons d’abord le cas le plus simple, Iidentification du coefficent de i dans (f * g) x h
et f* (g*h). Il revient & vérifier

1 1
Aq(2k + 21,2m) <m(f2k+2921h2m + forgorr2hom) — f2k92l%h2m+2>
1 1
+A1(2k,21) <%f2k+292lh2m - fzkggzprzhzm)
1 1
= Ay(2k,20 +2 — m— ————— hom ham
1(2k, 21 + 2m) <2kf2k+292lh2 ST 2m(f2k92l+2 om + fargarhom+2)

1 1
+A1(21,2m) <f2kﬂg2l+2h2m — f2kg2l%h2m+2> .

Autrement dit,

1 1
— 20) = —A1(2k,20+2
Qk—ii2lA1(2k+2l’2m)+2{6A1(2k, ) 2116’ 1( , 2l + 2m),
- = = — [,2 — A2k, 21 42
2k+21A1(2k—|—21,217’L) 2lA1(2]{3,2l) 2ZA1(12, m) 5+ om 1( ]{7,1 + m),
—%Al(Qk + 21,2771) = _2l n QmAl(Qk,Ql + 277’L) - %Al(Ql,Qm)

Il est évident que Aj(2k,2l) = 2k - 21 vérifie bien ces équations.

Quand on passe a I’étape suivante, I'identification des coefficients de #? demande

A2(2k + 2l, 2m) . A2(2]€, 20 + 2m)
2m(2m +1) (20 +2m)(20 +2m + 1)
A2(2l, 2m)
4kl + —2
e S em 1)
A2(2k +21,2m) A2(2k, 2l +2m)

20 + 2 2)21
+ (2k + 21+ 2)21 2kl T 2m) + (21 4+ 2m + 2)21,

(2k +21)2m
ARk +20,2m) L Ap(2k 20 Ay(2k, 2+ 2m) (I11.47)

(2k + 20)(2k + 20 + 1) 2k(2k + 1) 2k(2k + 1)
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Ce systeme a d’abord une solution spécifique :

Ay(2k,20)

1
52k (2k +1)20(21 + 1),

(I11.48)

il nous reste a résoudre le systeme homogene :

Ao (2k + 21, 2m)

A2(2k, 20 + 2m) A2(2l, 2m)

2m(2m + 1)
Ay (2k + 21,2m)

(214 2m) (2l +2m + 1)
Ay(2k, 20 + 2m)

2m(2m + 1)

(2k + 20)2m

A2(2k‘ + 21, 2m) A2(2k‘, 2[)

2k(2L +2m)
As(2K, 21 + 2m)

(2k +20)(2k + 20+ 1) ' 2k(2k +1)

2%k(2k + 1) (ITL49)

2k +20+1

Posons A(2k,2l) = YT

A(2k,21)

Ay (2k + 21,2m)

A2(2]€, 20 + 2m)

).

Ay (2k + 21, 2m) (

Ay (2K, 20 + 2m)

(I11.50)

. Les équations sont transformées en :
1

2m+1 2k+201+2m+1

1 1

20F2m+1 2k+2[+2m+1

~ 1

As(21,2 —

) +~2( ’ m)<2m+1 2+ 2m + 1

A2(2]{7 + 21, 2m) = AQ(Q]{I, 20 + 277’L),

1 1

2%k +204+1 2k+2l+2m+1>

- 1 1

Ay (2k, 21 —

A2 (2, )<2k+1 2k+2l+1>

1 1

B 2k+1 2k+20+2m+1)"

Les deux premieres équations impliquent d’abord 1212(21, 2m) = 1212(211: + 21,2m) pour tout
(2k, 21, 2m),~et en utilisant & nouveau la deuxieme équation, on obtient As(20,2m) = A2k +
21,2m) = Ay(2k,20 4+ 2m), i.e., A est une fonction constante. On en conclut donc que nous
bénificions en effet d’un degré de liberté, donc que dans la forme générale de A5 on peut introduire
un parametre c :

2k21
c— .
2k +20+1
Nous cherchons désormais a expliciter les conditions nécessaires et suffisantes sur une suites

A, pour qu’elle définisse un produit fortement associativif. Nous établirons 'existence d’une
telle suite dans la section suivante.

Ao (2K, 21) (IIL51)

%2143(2/1@ 1202 4 1) +

Lemme 31 Pour tout n > 3, la condition d’associativité forte et la donnée des Ag, A1,..., Ap_1

déterminent A,
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Démonstration. Notre but est de déterminer la valeur de A, (2x,2y) pour tout couple (z,y) €
N2\ {(0,0)} ((0,0) est exclu parce que dans ce cas, pour tout n > 1, [f,g], = 0). L’idée est
tres simple : pour procéder a l'identification des coefficients de A", nous avons n + 1 équations,
indexées par p, en considérant 2k, 2l et 2m comme des constantes et supposons que les A;(i < n)
sont déja connues.

Sil > 0, il y a, dans ces équations, (au plus) quatre inconnues : A, (2k,2l), A,(2l,2m),
A, (2k + 21,2m) et A, (2k,2] 4+ 2m). Les deux premiéres n’apparaissent qu’une fois chacune :
p = 0 pour A,(2k,2l) et p = n pour A,(2l,2m). Lorsque n > 3, prenons les deux équations
avec p = 1 et 2. Le déterminant pour le systeme d’équations linéaires avec A, (2k + 2[,2m) et
Ap(2k, 20 4+ 2m) comme inconnues est

et <T> (2k + 21)1_1(2771)1 <nﬁ 1) 2R (;z o),

<Z> (2k + 25)1—2(27”)2 <n i 2> (2k)n—2(;l +2m)2

- <n . 1) (n . 2> 2k + 2l)n_2(2m)11(2k:)n_2(2l T 2m);

1 1
(2k+20+n—2)(2l+2m+1) (2m—|—1)(2k+n—2)>

- (262 1
N n—1 n—2 (2]€ + 2l)n_2(2m)1(2k:)n_2(2l + 2m)1
—(20)2 — (2D)(2k +2m +n — 1)

2k +24+n—2)2 +2m+1)(2m + 1)(2k +n —2)

(IT1.52)

Il est non nul compte tenu du fait que [ > 0, n > 2, k et m sont tous entiers positifs.
Nous pouvons ainsi obtenir la valeur de A,,(2x, 2y) pour un couple (2z, 2y) exprimable comme

(2k 4 21,2m) ou (2k, 2l + 2m) pour un certain [ > 0 sans aucune ambiguité. Le lemme est donc
établi.l]

Ensuite, on obtient le lemme suivant par une récurrence :

Lemme 32 Nous avons A,(2k,2l) = A, (2,2k) et A,(2k,0) = 0.

Démonstration. Nous avons déja obtenu A, (2k,20) = A, (2l,2k) et A,(2k,0) = 0 pour n =
0,1 et 2. Supposons maintenant que cela soit valable pour 0,1,...,n — 1. Quand on regarde
Iassociativé pour trois fonctions f € Moy, g € Moy et h € Moy, la formule (I11.46) devient,
pour tout n et p fixes,

n—1r\ An—r(2m + 21 4 2r,2k) A, (2m, 21)

; ( p > (2m + 20 + 2r)n—p—r(2k), (2m),

_ Z <n - s) Ap_s(2m, 21 + 2k + 25) A5 (21, 2k) .
n—p) (2m)p—p(20 + 2k + 2s),_5(2k)s

s=0

Si 'on échange la place des indices r et s, et remplace p par n — p, on obtient,
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n— s\ An—s(2m + 20 + 2s,2k) As(2m, 21)
; (n - p> (2m + 21 4 25)p—s(2k)n—p(2m)s
B n—r\ An—r(2m, 2l + 2k + 2r) A, (21, 2k)
=2 ( p ) (2m)p (20 + 2k + 2r)n—p—r(2K),

r=0

Pour 0 < p < n, par rapport a (II1.46), la seule différence, compte tenu de I’hypothese
de récurrence, est que nous remplagons A, (2k,2] + 2m)(resp. A,(2k + 21,2m)) par A, (20 +
2m, 2k)(resp. A,(2m,2k + 20)). Cela implique, entre autres choses, que A, (2l + 2m,2k) et
A, (2m, 2k + 21) satisfont le méme systeme des équations linéaires que A, (2k,2] + 2m) et
Ap(2k 4 21,2m). Le lemme précédent dicte donc A, (2z,2y) = A,(2y, 2z).

Quand on prend la valeur | = 0 avec de plus k,m # 0 dans (I11.46), I’égalité pour p = 0 se
simplifie comme

(2k + 27)p—p—r(2m), (2k), (2k), '

Z Ap—r(2k + 2r,2m) A, (2k,0)  An(2k,2m + 2s)
r=0

i.e.

An(2k,2m)  An(2k,0)  An(2k,2m)

(2k)n (2k)n  (2k)n
on a donc A, (2k,0) = 0 et le lemme est établi.C]

Quand on écrit A,, comme polynéme de 2k, 2! et ¢, alors, di au fait que Ag, A1 sont tous de
degré 0 en ¢, on conclut par le raisonnement ci-dessus que

Lemme 33 A, est un polynome de degré [g} en c.

Bien évidemment, si la suite A,, définit un produit * qui est associatif au sens fort, la méme
suite définit un produit * au sens faible. En fait la réciproque est également vraie : Nous allons
démontrer que ’associativité faible implique ’associativité forte :

Proposition 34 Si les A, donnent un produit associatif au sens faible, alors ils définissent
ausst un produit associatif au sens fort.

Démonstration. Supposons que nous avons pour trois fonction fo, go, ho € M,

(fo* go) * ho = fo * (g0 * o), (I11.53)
mais
(fo* go) x ho # fox (g0 * ho).

Il existe donc un n tel que le coefficient de A" dans (fy * go) * ho differe de celui de A" dans
fox (goxhp) mais leur différence est envoyée en 0 par I’application M. Cela implique que (II1.53)
est équivalente & une équation différentielle de fo,go, ho dont les coefficients (qui dépendent
de deg fo, deg go, degy h, que nous supposons désormais fixés) ne sont pas tous nuls, et elle est
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satisfaite par tous les f € Mgeg f55 9 € Mdeggor B € Mdeg ho- Plus précisément, quand on revient
a l’écriture initiale des crochets de Rankin-Cohen (cf. (I.4)), on obtient une combinaison linéaire
O"f0%g O'h
des —,
0z" 025 0z
9" f 9%0g doh
0z70 9z50 Jzto
Maintenant la seule contrainte posée sur ces fonctions est I'invariance par rapport a ’action
de I', ce qui implique que nous avons la liberté de modifier les fonctions a l’intérieur d’un domaine
fondamental. Donc dans un petit ouvert contenu dans le domaine fondamental, nous pouvons

of 0o%g Ih
92" 925 Dt 0,0_T,S,t_n,T#TO,S#SO,t?é

et il y a au moins un triplet d’indices (g, so,to) tel que le coefficient devant

soit non nul.

modifier les fonctions f, g, h pour que
tg; et

oof ,  ovg ,  dh
Ozro 70, 0z0 70, Ozto 7 0.

Mais cela nous conduit & une contradiction. La proposition est démontrée. [

Dans [5], leur construction utilise uniquement la modularité pour construire les opérateurs
pseudo-différentiels formels invariants. Ainsi un produit * associatif au sens faible peut étre défini
sur M[[h]] au lieu de M[[A]]. Ce qu’ils ont obtenu est une famille & un paramétre de produits
formels(cf. (I1.25)). D’apres la proposition ci-dessus, les mémes coefficients définissent un produit
* associatif au sens fort. Mais le Lemme 33 nous dit qu’il y a exactement un parametre a utiliser
pour obtenir tous les produits formels x associatifs au sens fort. On conclut donc

Théoréme 35 Il n’y a pas d’autres produits formels associatifs de la forme (II1.40) que ceux
construit par Cohen-Manin-Zagier.

Remarque 36 On souligne deuzx faits :

1. numériquement, le paramétre ¢ introduit dans (IIL.51) vaut —3 + 4k — k2 pour le K dans
(1.25);

2. quand on restreint sur les formes modulaires classiques, en chaque degré l’espace Moy, est
de dimension finie. Notre argument ci-dessus ne marchera plus, et donc il n’est pas exclu
que d’autres produits formels définis a l’aide des crochets de Rankin-Cohen existent.

Pour terminer cette section, on donne une proposition qui révele que la structure de multipli-
cation définie par le produit d’Eholzer (de Rankin-Cohen pour Connes-Moscovici) est beaucoup
plus “fine” que celle définie par le produit usuel. En effet, nous avons

Proposition 37 Soit I' un sous-groupe de congruence de SLo(Z) tel que M(I") admet la pro-
priété d’unique factorisation, soient Fy, Fy, Gy et Go € M(T") telles que

RC(Fy,G1) = RC(Fy,Gs), (I1L.54)

en tant que séries formelles dans M(T)[[A]]. Alors il existe une constante C' telle que

F = CFy,Gy = CGy. (I11.55)
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Notons tout d’abord qu’un exemple de tel groupe est SLo(Z) lui-méme. On démontre d’abord

Lemme 38 Soient f € Mok, g € Moy, h € May, trois formes modulaires telles que [fg,h]|, =
[f, ghln pour tout n. Alors 1 =0, et, donc, g est une fonction constante .

Démonstration du lemme. Nos données satisfont automatiquement a [fg, h]o = [f, ghlo. En
ce qui concerne le casn =1, on a

dh d(fg), ., .dlgh) df
ce qui implique
1dg 1df 1dh
2k +2m)—— =2l =—— + ——
(2k +2m) =2 <f@+hw>’
autrement dit
gt = C(fh), (ITL.56)

pour une constante C' non nulle. Maintenant on écrit les développements de Fourier pour ces
trois formes modulaires :

f = agt+aigt+ag®+---,
g = Bo+Big+Bed®+--,
h = y+7q+7E+---. (I11.57)
(2riz). O d 1 9
avec ¢ = exp(2miz). Comme g— = ———, nous avons
dg 2mi 0z

27 Oz
AN
omioz)
1 9\"
<ﬁa_> h

Cela implique, dans un premier temps, que dans le calcul de [fg, h],, et de [f, ghl,(n > 1), il
n’y a que deux termes (parmi les n + 1 & sommer) qui contiennent le terme de degré 1 en ¢ : le
premier et le dernier dans la formule de définition. Nous avons alors pour tout n,

1 8 " n n n 2
f = 0"ag+1"a1q +2"q” + -+ -,

0" + 1"B1g + 2" Bag® + - -,

0"y0 + 1" y1q + 2"v2q° + - - - . (I11.58)

<2l<: + 21n+ n — 1)(%0%71 Ly <2m +n— 1> (0B + a1.80)70
— <2k +: B 1)@0(5071 + Bivo) + (1) <2l " 2mn+ "o 1>a1ﬁ070- (111.59)

Nous devons ensuite distinguer plusieurs cas différents :
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1) 1 =0, c’est a dire, g = [y. Alors (II1.59) est valable automatiquement, et c’est exactement
I’énoncé du lemme.

2) 1 >0, il y a deux possibilités :
a) Bo # 0. Alors d’apres (II1.56) nous avons ag # 0 et 79 # 0(puisque le terme constant de

(fh)ET™ est non nul).En utilisant la bilinéarité des crochets, il est donc possible de supposer
ag = Py =70 = 1. L’expression (I11.59) devient, pour tout n,

<2k+21+n_1)71+(—1)”<2m+n_1>(ﬁ1+a1)
= (T e rs e (PTE a (111.60

Sans perte de généralité, on peut supposer que m > k (sinon on considere [hg, f], = [h, gf]|n)-
Alors les variables aq, 31 et 71 satisfont aux équations (pour tout n)

Aprar + Ap2f1 + Apzy1 =0 (IIL.61)
ol
A = (=1)"@m), — (~1)"(20 +2m),.
Ana = (=1D"2m), — (2k)n,
Ans = (2k+20)n — (2k)n, (111.62)
et en particulier,
An = 2,
A12 = —2k-— 2m,
Az = 2,
Ay = —(©2m+2m+1)20 — (20)2 = —(4m + 21+ 1)(21),

Ay = 2m(2m + 1) — 2k(2k + 1) = (2m — 2k)(2m + 2k + 1),

Ay = (4k+20+1)(2D),

Azr = (203 +3(2m +1)(20) + (3(2m)? + 6(2m) + 2)(20),

Azy = —2m(2m+1)(2m + 2) — 2k(2k + 1)(2k + 2),

Asz = (20> +3(2k + 1)(20)* + (3(2k)? + 6(2k) + 2)(21). (I11.63)

Le déterminant du systéme des équations linéaires est alors

det A1§i7j§3
21 —2k —2m 21
— et | —(Am 420+ 1)) (2m—2k)(2m+ 2k +1) (4k + 20+ 1)(20)
Az Asz As3z
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1 —2k —2m 1
= (20)%det | —(4m+20+1) (2m —2k)(2m +2k+1) (4k+20+1)
Agl/(zl) A32 Agg/(2l)
0 —2k —2m 1
= (20)%det | —(4k + 41 +4m +2) (2m — 2k)(2m + 2k + 1) (4k + 20+ 1)
6(2m —2k)(k+1+m+1) Aso Asz/(21)
—(4k + 4l +4m + 2) (2m — 2k) 4+ (2m + 2k)(2k + 20 + 2m + 1)
2
= et o ) (k4 I mA 1) (2K + 2m)(2k + 20)(4k + 21 + 3)

+2m(2k — 2m)(2k + 2m + 3)
— (2)? [ — (4 + 4L+ 4m + 2) ((2k + 2m)(2k + 20)(4k + 21 + 3)

F2m(2k — 2m)(2k + 2m + 3))
—6(2m — 2k)(k + 1+ m+ 1)((2m —2k) + (2m + 2k)(2k + 20 + 2m + 1))}
- (21)2{ —6(k +1+m+1)(2m — 2k)2 + [2m(4k+4z S+ dm 1 2)(2k + 2m + 3)
—6(2m + 2k)(2k + 20 + 2m + 1)(k + [ +m + 1)}(2m —2k)
— 4k + AL+ dm + 2)(2k + 2m) (2k + 21) (4 + 21 + 3)}
- (21)2{ — 6(k +1+m+1)(2m — 2k)?
(2K + 20+ 2m + 1) [4m(2k + 2m + 3) — 6(2m + 2k)(k + 1+ m + 1) | 2m — 2k)
— (4 + 41 + 4m + 2)(2k + 2m) (2K + 20) (4k + 21 + 3)}
- (2z>2{ — 6(k + 1+ m+1)(2m — 2k)>
(2K + 20+ 2m + 1) { — (2k + 2m)(6k + 61 + 2m) — 121@} (2m — 2k)
—(4k + 41 + 4m + 2)(2k + 2m) (2K + 20) (4 + 21 + 3)}
< 0 (I11.64)

Comme m > k et k,l et m sont tous entiers positifs avec de plus [ > 1, les trois termes de la
somme sont tous négatifs. Donc ce déterminant est strictement négatif.

On en conclut donc que a; = 1 = 11 = 0. Le méme argument s’applique alors quand on com-
pare les coefficients de ¢2, et on obtient un systéme d’équations linéaires pour as, 35 et 75 avec la
méme matrice de coeffients, donc ay = B2 = 2 = 0, ainsi de suite. On arrive & une contradiction.

b) fp = 0. Le méme argument par (II1.56) nous conduit & ag = 0 ou 7y = 0.

Et on peut alors supposer que les premiers termes non nuls sont respectivement a,.q", 8sq°
et vq* (7,5,t >0 ). On considére maintenant le terme non nul de degré le plus bas en ¢, soit
r + s+t dans U'identité [fg, h], = [f, gh]n, on obtient, pour tout n,

S (-1 (") (2k + 2L + P)n_p(2m + 1 — P)p(r + 5)Pt" Por, Bey

p=0 b
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n

= Z(_nq <Z> 2k + @)n-1(2l+2m +n — q)gri(s + )" Yo By (I11.65)
q=0

Comme les a., G5 et v sont non nuls, en divisant les deux cotés par a5y cela devient
- n
512 (1) 2o+ 20 oyt = )+ 5
p=0

= qzo(_l)q <Z> (2]{7 + Q)n_q(2l +2m+n — Q)q'r'q(s + t)n—q‘ (HI.66)

3l

Pour n =1, on retrouve,
(k+m)s=1(r+t).

l(r+1t)
_l’_

nuls, alors d’apres (I11.56), [ est lui aussi nul, ce qui est une contradiction) pour chaque n > 2
une équation homogene de degré n en r et t. Pour n = 2, cette équation est

En tenant compte de cette relation, on obtient, en remplacant s par (si k et m sont tous

0 = [(2m)a — (2L +2m)a]r? — 2[(2k + 20 + 1)(2m + 1) — (2k + 1)(20 + 2m + 1)]rt
+1(2k + 20)9 — (2k)2]t? + 2[(2m)2 + (2k +1)(20 4+ 2m + 1)]rs
—2[(2k + 20 + 1)(2m + 1) + (2k)2]st + [(2m)2 — (2k)2]s?

= r2{[(2m)s — (20 + 2m)a] + 2((2m)s + (26 + 1) (2 + 2m + Do

Hams - @0l () )

k+m
—i—rt{ —2[(2k + 20+ 1)(2m + 1) — (2k + 1)(2L + 2m + 1)]

+2[[(2m)2 + (2k + 1)(20 + 2m + 1)] = [(2k + 2 +1)(2m + 1) + (2k)s]] L

) k+m
r2l(m)s - 0] () )

+2{[(21 -+ 20)2 = (28] +2{(2R)2 + (2 -+ (2 + 2k + 1)) ——
2
Heme - 0] () )

E+m
_ ﬁ{[(k+3m)(k+z+m)+(k+m)]r2

+(©2m — 2k)(k + 1+ m)rt — [(3k +m)(k + 1 +m) + (k+m)] t2}.

On voit d’abord que 7 et t sont tous nuls ou tous non nuls, parce que les coefficients des
termes 72 et t2 sont tous strictement non nuls (dii au fait que k,l et m sont entiers positifs,
[ > 0, k et m ne peuvent pas s’annuler simultanément). Le cas ou r = t = 0 est déja fait plus
haut, on suppose désormais r, s,t > 0. La derniére expression a comme facteur r + t, i.e.



62

CHAPITRE III. RANKIN-COHEN VIA LA THEORIE DES REPRESENTATIONS

0 = ﬁ{[(k+3m)(k+z+m)+(k+m)]r2

+(2m—2k:)(k+l+m)rt—[(3k+m)(k+l+m)+(k+m)]t2}
- ﬁ(wﬂ{[(m:&m)(wumw(k;+m)]r

—[(3k +m)(k+1+m)+ (k+ m)]t}. (I1L.67)

Cela implique qu’il existe une constante positive p telle que

[(kE+3m)(k+1+m)+ (k+m),
[(Bk+m)(k+ 14+ m)+ (k+m)],
— Ak 41+ m) +2]. (I11.68)

T xE

On calcule ensuite ’équation pour n = 3. La différence des deux cOtés est, en tenant compte

de (I11.56),

m{(% +20)(2k + 20 + 1)(2k + 21 + 2)t3 (k +m)?

—3(2k + 20 + 1)(2k + 20 + 2)(2m + 2)[(k +m)r + 1(r + t)]t*(k + m)?
+3(2k + 21+ 2)(2m + 1)(2m + 2)[(k +m)r + 1(r + t)]*t(k +m)
—2m(2m + 1)(2m + 2)[(k + m)r + 1(r + 1)

—2k(2k + 1)(2k + 2)[I(r +t) + t(k +m)]?

+3(2k + 1)(2k + 2)(20 4 2m + 2)[I(r + t) + t(k + m)]*r(k + m)
—3(2k 4+ 2)(20 + 2m + 1)(20 + 2m + 2)[I(r 4+ t) + t(k + m)]r?(k +m)?

(2 4+ 2m)(20 + 2m + 1)(2 + 2m + 2)r (k 4+ m)*} (I11.69)

On note Pj3 la quantité en accolade, que 'on considére comme un polynome a coefficients

entiers en k,l,m,r et t. Prenons maintenant les valeurs de r et ¢ comme dans (II1.68), et nous
obtenons alors un polynéme en k,l et m dont les coefficients sont tous positifs (cf. Annexe C
pour les expressions explicites), ce qui implique qu’il ne peut pas avoir un triple racine en k, 1, m
sous le contraint qu’ils sont tous entiers positifs. Cette possibilité est donc exclue. [

Démonstration de la proposition 37. Nous faisons d’abord une simplification : Soient

Fir = fior+ fiok+2 + froksa + - 5 Gr= g1+ g12142 + 91,2044 + -+

Fy = foor + foor42 + foorqa+ - 3 G2 = goor + goor42 + goor4a+ -5

la graduation naturelle de ces formes modulaires. Alors quand on regarde, pour chaque degré en
h, le terme dont le coefficient est une forme modulaire de plus petit poids, on trouve les termes
[f1.26, 91,2010 " €t [f1,287, g1,20]n ™. Nous avons done
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RC(f12k,91,21) = RC(fo01, g2,21)-

Autrement dit, [fi2k,91.2ln = [f2.2, 92,20 ]n POur tout n. On a pris comme hypothese que
I’algebre des formes modulaires en question admet une théorie de factorisation unique. Ceci
permet de définir le plus grand diviseur commun de fi 9 et f2 o1/ (resp. g1 et go 97), noté par
fo(resp. go). Le méme principe montre qu’il est possible d’ajuster par la multiplication d’une
constante pour avoir

f1,2k _ 92,21 _—

ffo 90
2,2k 91,21

= =227 = B, II1.70
fo 90 ( )

Nous avons alors [foA, Bgol; = [foB, Agol; pour tout i. En plus, A et B sont premiers entre
eux en tant que polynomes des générateurs . On utilise

Lemme 39 Soient f € Mo, A € Moy, B € Ma,, et g € Ma, quatre formes modulaires telles
que
— pour tout i, [fA, Bgl; = [fB, Agli ;
A et B sont premiers entre euzx en tant que polynomes des générateurs.
Alors soit A =1, soit B =1.

Démonstration du lemme. Pour i = 1, d’aprés la définition,

(m+n)Bg=(k+m)fB d(;;ig) - d(ng) (l+n)Ag, (ITL.71)

(Bg) _d(fA)

d
(k+1)fA P pi

donc

dB dg af dA
NDfA{—g+B—)—|-—A4A — B
(k+0)f (dngr dz) <dz +fdz>(m+n) g
B dA dg dB df
= (k+m)fB <£g + AE) - < e + EB> (l+n)Ag. (IT1.72)
On divise tous les termes par fABg pour obtenir
ldf 1dg 1dA 1 dB
— —— 4 -] = 2 —_—— = 21 —— ITI.
(1 m)<fdz+gdz> (k+ m—l—n)AdZ (k+ +n)BdZ, (II1.73)
et donc que
o Ak+2m+n
(F9)'™" = S (ITL.74)

Sil > m, alors le co6té gauche est un polynéme pour les générateurs. Vu que A et B sont
premiers entre eux, on obtient B = 1. Si [ < m on obtient A = 1. Le lemme est démontré. [

On résume les deux lemmes précédents comme suit :
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Lemme 40 Soient f1 € Moy, g1 € Mok, fo € Moy, go € Moy quatre formes modulaires non
nulles, telles que pour tout n :

[f1, 91]n = [f2, 92]n- (I11.75)

Alors k=K', 1 =1, et il existe une constante non nulle C telle que

fi=Cfa, Cq=go. (I11.76)

suite de la démonstration de la proposition 37. En appliquant lemme 40, on obtient k = k'
et [ =1, ainsi que I'existence d’une constante C' telle que

fior = Cfook, G221 = Cog12.

Ensuite on passe au degré suivant, qui dans le développement de RC(F1,G1) = RC(Fy, G2)
est, pour chaque A", le deuxiéme terme selon l'ordre croissant de poids dans le coefficient(qui est
un élément dans M(I")). Outre f1 o1 = C fo2r €t Cg1,21 = 92,21, les termes dans le développement
de I, G, Fy et G concernés sont, fi k42, f2.2k+2, 91,2142 €t g2 2142 . Nous avons, pour tout n,

1,260 9120420 + [f1,2642, 91,200 = [f2,28, 92,2042]n + [f2,2k+25 92.21)n-

c’est a dire,

[f1,2k7 C91,2l+2 - 92,2l+2]n = [f1,2k+2 - Cf2,2k+27 91,21]7“

pour tout n et la méme constante C. Si f1 op42—C f22k42 € Mojyo et Cg1 o142 — 922142 € Mojyo
sont non nulles, on applique & nouveau le lemme 40 pour obtenir une contradiction. Donc la
seule possibilité qui nous reste est que

fr2k42 = Cfoort2 et ga242 = Cg1 o142

Le reste se démontre par récurrence. Si nous avons fi ox+2i = C f2.2k+2i, 92,2142i = Cg1.2142i
pour 0 < i < p— 1, alors quand nous considérons dans RC(F1,G1) = RC(F3,G2) le terme qui
appartient a Moy 2112n42,1", nOUS Obtenons une égalité

Z[f1,2k+2iygl,21+2p—2i]n = Z[f2,2k+2i7 92,2142p—2i|n- (IIL.77)

% %

Compte tenu de I’hypothese de récurrence, elle se simplifie en

(1,255 91.2142p)n + [f1,2612p> 91,210 = [f2,205 92,2142p)n + [f2,26+2p> 92,21]n, (IIL.78)

ou, de facon équivalente,

(1,26 C91,2142p — 92,2142p)n = [f1,264+2p — C f2,2k+2p> 91,21 ns

pour tout n (avec la méme constante C'). Si f1 2x4+2p—C f2,2k+2p € Makyop €t Cg1 2142p—92.2142p €
Moy9p sont non nulles, le lemme 40 donne lieu & une contradiction. Il nous est possible de
conclure que
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f1,2k+2p = Cf2,2k+2p7 g2.21+2p = Cgl,2l+2p~

La proposition est donc établie.[]

IT1.3 Associativité du Produit d’Eholzer

Il est un peu génant de remarquer que jusqu’ici, I’associativité du produit étudié par Cohen-
Manin-Zagier , et par conséquent celui de Connes-Moscovici, repose sur l'identité (I1.28), dont
la démonstration n’est pas encore publiée. Nous proposons 'argument suivant pour donner
démonstration dans le cas que Connes et Moscovici utilisent (et dont nous aurons besoin par la
suite), i.e., c’est le cas traité par Eholzer qui a annoncé que le produit

o0

Frg=>>_[fglah"

n=0
est associatif. D’apres la Proposition 34, cette associativité est équivalente a I'associativité forte
du produit

fro=3" ~ (R, (Z(—l)? ()ose é“%) 2

n=0 r=0

Autrement dit(d’apres la proposition 28), on veut démontrer (I11.46) pour

An(2k,21) = %(%)n(zz)n, (IT1.79)

c’est a dire

(n B T> %(Qk)r(Ql)T ﬁ(% + 20+ 27)p—r (2m)p—r

—o \ P (2k), (2k + 20 + 2r)p_p—r(2m),
n—s %(208(27”)3 ﬁ(zk)n—s(zl +2m + 23)n—s
= 5=0 (n - p) : (2m)s (2l 4+ 2m + 2s)p—s(2k)n—p (II1.80)

On a, pour le coté gauche,

- %(gk)T(Ql)T ﬁ(% + 20+ 27)p—r (2m)p—p
TZ::O < p ) (2k), (2k + 21 + 2r)p—p—r(2m),

Z (n—nm!  1(2k),20), 1 (2k+20+2r)p—(2m)pn—y
—pl(n—r—p)lr! (2k),  (n—1) (2k+ 214 2r)p_p_r(2m),
B Z (20), 2k +20+2r)p—y (2m)p—r

B rl 2k 4 20+ 2r)p—p—rp! (2m),(n —r — p)!

r=0
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_ Z<2l+r—1><2k+2l+n+r—1><2m+n—r—1>’ (IIL81)
r P n—p—r

r=0

Gardons l'idée que, n et p étant fixés, ce qui est a vérifier est un polynoéme en 2k, 2l et 2m.
Lorsque 2l est un entier négatif, en utilisant les deux relations combinatoires suivantes :

X -1 -X
o = (—1)”( >, n positif,
n n

2()65) - (07)

(2

on obtient que :

<2l—|—: 1) _ 1)T,< 2l>
2k+204+n+r—1 2k+2l4+n—1 r
< P > ( p+2l+u ><—21—u>’
2m+n—r—1 204 2m+n—1 =2l —r
( n—p—r > - (n p+2l+v>(—2l—r—v>’

(IT1.81) devient donc
-2l 2k+20+n—-1 r
= —1)
2::( )<r>[§u:< p+2l+u ><—21—u>]

Z 20+2m+n—1 —2l—r
- n—p+2l+v —2l—r—w

B Z 2k +20+n—1\[2l+2m+n—1

N — p+20+u n—p+2+v
- —21 r =2l —r

[Z:(_l) ( r ><—21—u> <—21—r—v>]'

On simplifie la quantité entre les crochets par

S ()

B o (=2 rl (=20 —r)!
- ZT:(_l) (=20 — ) (=20 —uw)!(r + 20 + uw)! (=21 — r — v)lv!

=1

1
N 2l—u'v'z r—|—2l+u)( 20 — 7 —v)!
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B (—20)! 1 , (u—wv)!
T (20— w)W! (u—)! Z:(_l) (r+ 20+ u)!(—2 — r — v)!

B (—20)! 1 . u—v
(=2 —w)! (u—)! ZT:(_D (—2[ —r— v)

- (—Q(Z_—%z)j)!v! (u _1 0)! (1—1)»7o(=1)"2"
(—%%Fl)‘”—”aw, _—

ol 04 est le symbole de Kronecker (§,, =1 si =y, et est nul sinon) ; on a finalement,

I %(zk)r(zl)r ﬁ@k + 204 2r)p—r(2m)p—r
2 ( » > T (2k), 2k + 2+ 2r)n_p_r(2m),
_ Z <2/<:+21+n— 1) <2l+2m+n— 1> (—20)! (—1)-2-

— -2l — 1!
g N P2 A n—p+2+v ) (=20 —u)!

s <2l<: + 12)1 e 1> <2z +n2Tp+_nt— 1> 1y <_t2l>' (L83

t

Pour le co6té droit, on a

%(2[)3(2771)5 ﬁ@k)n—sal +2m + 28)n—s

;} (n - p> (2m)s (2l 4 2m + 25)p—s(2k)n—p
(n—s)! 1(2D)s(2m)s 1 (2k)n—s(20 + 2m + 25),—

- ; (n—p)lp—s)sl 2m)s (n—s) (2k)n_p(20 +2m + 25), &

_ Z<2l+s—1><2k+n—s—1><2l+2m+s+n—1>' (I11.84)
S p—s n—p

s=0

donc par la méme méthode,

-2l 2k+2l4+n—-1 -2l —s
= —1)8
SZ_;]( )<S>[ZU:< p+2+v ><—2l—s—v>]
Z 204+2m+n—1 s
” n—p+2l+u =2l —u
B Z 2k +2l+n—1\ /2l +2m+n—1
B p+ 2+ n—p+2l+u

ser(M) L) )

s—0
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B p+2+v n—p+2l+u ) (=20 —u)!

u=v=—2l—t

_ Z <2l<: +2l+n— 1) <2l +2m+n— 1> (—1)" (—t2l> (I11.85)

; p—t n—p-—t
ce qui donne la méme quantité. On obtient alors

Proposition 41 Le produit d’Eholzer est associatif.

Remarque 42 Si on veut montrer directement [’associativité forte du produit * qui correspond
a celui d’Eholzer en faisant l'identification des coefficients de chaque d“ fd’gd™h, ce que nous
devons démontrer est a chaque triplet d’indice (11,12,13), l'identité combinatoire suivante :

Lol I3
sf(E+lh+s+lz—t—-1\(E+r+s—1
SN Syt (B T ( )i

r=0 s=0 t=0 l3_t 5
E4+l+r+t—1\(E+r+s—1
e )

<E+l1—T‘—{—lg—S—{—lg—l)<E+l3—|—l2—8—1>h
ll—’l“ 12—8

_ iii(_l)ll+l2_s<E+l1+s+lg—t—1><E+l1+s—1>f

r=0 s=0 t=0 l3_t 5
E+l—s+t—1\[(E+lL+t+r—1
e )

<E+l1—T‘—{—lg—S—{—lg—l)<E+t+lg—8—1>h
ll—’l“ l2—8 ’

ou E est Uopérateur d’Euler. En d’autres termes, nous avons démontré l'identité algébrique

iii(—l)ll+l2_s<){+ll+8+lg_t_1> <X—{—7‘—|—5—1>
I3 —t

r=0 s=0 t=0 8
Y+h+r+t—-1\(Y+r+s—-1
t r
Z4+l—r+ly—s+13—1 Z4+l3+1ls—s—1
ll—’l“ 12—8
Lol 1
_ iii(_l)HlQ_s(XHl+8+13_t_1)<X+l1+8_1>
r=0 s=0 t=0 ls —1 $
<Y—i—l2—s+t—1><Y—|—lg+t+r—1
t T

<Z+l1—7‘+l2—8+13—1><Z—|—t—|—l2—s—l>

ll—r l2—8



Chapitre IV

Une Identité Combinatoire

Dans ce chapitre nous voulons démontrer

co - OO0 < GO
B ) ERE N

ou n > 0 et les variables a,x,y et z satisfont a x +y+ 2z =n — 1.

(IV.1)

On procede d’abord a quelques transformations. Notre but est d’éliminer les coefficients bino-
miaux dans le dénominateur de chaque coté. Posons tout d’abord la notation , X = Hg‘z_ol(X —1).
Les coefficients binomiaux s’écrivent alors :

<‘§> - % (IV.2)

On utilise ensuite

X\ X X (m-nl al /X nl
pour simpliﬁe<r qe>membre de gauche, ce qui donne <n>
e D) Z(rz@;i)
e OC)EE) CEDEICT) v
<22> (nl)?

1L @& =) al rn-n) <n—r>r!(n—r)!

(IV.3)

69
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(IV.4)
Le coté droit, quant a lui, se simplifie grace a l'identité
1 _ it j12
<Y—%> v =h T @r—2i+ 1)y —2j+3)---(2Y — 1)
J
_ (2Y =25 +2)(2Y —25+4)--- 2Yj!2j
(2/)2Y
;)
LYY Y e o ) @ )
27)2Y il 2)2Y (2))! <2Y> @
2)

ou de facon équivalente :

)-C0)%

On a la transformation suivante :

()

ou [u] signifie le plus grand entier inférieur ou égal a p.
En combinant (IV.4) et (IV.7) on pourra donc multiplier les deux cotés de (IV.1) par le

2 2 2
dénominateur commun < x>< y>< Z>. On note le polynéme obtenu du coté gauche par

n n n
P.(y,z,a) :
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i = (O )

<n § > (f:i) <2Z o ) (rln —))?, (IV.8)

et celui & droite par @, (y, z,a)(on remplace x parn —y — z — 1) :

i - e ()i

n—y—z—1\/2n—-2y—2z—-2-2j

J n—2j
Y\ (2y — 25\ (=) (22 — 23
j)J\n—-25)\j/)\n—25)"
(IV.9)
On observe dans un premier temps que Q,(y, z,a) bénéficie de la symétrie suivante :

Qn('Z?y?a) = Qn(yvzaa) = Qn(yvza —CL), (IVlO)

alors que pour P,(y, z,a), il n’y a que la symétrie apparente suivante :
P,(y,z,a) = Py(z,y,—a). (IV.11)

Nous avons :

Lemme 43 1. P,(y,z,a) est un polynome de degré <2n eny, <2n enz, et <n ena;

2. Qn(y, z,a) est un polynome de degré <2n eny, <2n enz, et <n ena;

Démonstration. Pour P,, le terme a sommer qui correspond a r est de degré r+r+ (n—r) =
n+reny, dedegré (n—r)+ (n—r)+r=2n—ren z, et de degré n —r +r =nen a.

Pour Q,(y, z,a), la situation est semblable : pour le terme & sommer qui correspond a j, le
degré en y est j+ (n—2j)+j+ (n—2j) = 2n—2j, celui en z est aussi j+ (n—2j)+j+ (n—2j) =
2n — 2j, et celui en a est 7 + j = 25 < n par hypothese.

On cherche donc a égaler ces deux polynomes, i.e., & démontrer

Pu(y,z,a) = Qu(y, 2, a). (IV.12)

1
On veut démontrer d’abord pour a = k + 5 ou k € N, 2k < n. Sous cette hypothese, le coté

droit est une somme finie de k + 1 termes. En tant que polynémes en y et z, en remplacant les

X nX ) .
par —-, on obtient que pour tout j < k,
n n!
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<y> <2y - 2J>  Gy) (2 (2y — 27))

i) \n—2j T
(k) (n—2k) (2y — 27)) H(Qy —2t—1)
N J1(n — 2j)!

k—1
kl(n —2k)! [T 2y — 2t - 1)

(v [(2y—2k t=j
— \k/\n—2k gl(n — 2j)! ’

v\ (2y — 2k R
a comme facteur </<;> (n _ 9 > De méme,

k—1

N\ (22 -2\ (2 [22— 2% k!(”—2k)!g(2z—2t_1)
<j><n—2j>_<k><n_2k> RO

En d’autres termes, nous avons

y\ [(2y — 2k\ [ 2\ (2z — 2k
Lemme 44 Q,(y,z,a) est divisible par <k:> <n _ 2k> (k:) (n -2k )

Notre idée est donc de diviser d’abord P, (y, z,a) par cette quantité pour simplifier encore
I’égalité a démontrer.

Le reste de ce chapitre est organisé de la fagon suivante, apres une premiere section qui
démontre le cas k = 0 (et donc redémontre I’associativé du produit d’Eholzer), on a une section
qui contient essentiellement une proposition technique, puis une derniére section assez longue
pour traiter le cas général, qui est décomposée en 4 étapes (« a ).

IV.1 lecas k=0

1
Dans le cas le plus simple, i.e., a = 5 I'identité & démontrer s’écrit :

(0 )E) e
— (n))? <2n — 2yn— 2z — 2) (2;,) <2nz> (IV.13)

On transforme le terme de gauche en utilisant (IV.6), 'égalité & démontrer est équivalente a
(on divise les deux cotés par (n!)?) :
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B )

- (e (%), v

IV.1l.a Simplification

Nous avons, toujours d’apres (IV.2),

@y) (25__ . ) CE (0 20) (o (20 — 7)) 21)

(
n! B (2r)!(n —7)In!
((n)zy)((r)(zy - T)) . 2y 20 —r r!
(n—r)n! _<n>< r >(n—r)!’

2z +1 22 —n+r
(2(n_r)>< , )(Q(n—r)!) _ (2(n—r) (22 + 1)) (+(22 = n + 7))
n! nlr!
(22 + 1)(9(n-r)-1(22))(+(22 = n + 1))

nlr!
(n(22))(n=r—1(22 = n+7))[(22 —2n + 2r + 1) + 2(n — )]

nlr!
22\ [(n—r(2z =n+7)) +2(n — r)(n—r—1(22 = n +1))]

B eI ey

2 2
Apres division des deux cotés par le facteur commun < y> ( Z), (IV.14) devient
n n

(1) z”: <2yr— 7‘) KQZ;?: 7°> N 2(2;_—:_+1r>] _ <2n — 2yn— 2z — 2>' (v 15)

r=0

Et en utilisant

<2n—2y—22—2> _(_1)n<2y+2z—n+1>

n n

cela est transformé en

72;(21/; r) [<2zn—izr—|—r> +2<2nz_—;z_+1r>] _ <2y+2,zn—n—|— 1>‘ (IV.16)
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IV.1.b Les sommes Sy(n; A, B) et S(n; X)

On étudie la somme

" (k+A\(n—-k+B
So(n; A,B) = (n - k) < L > (IV.17)
k=0
D’abord nous avons Sy(0; A, B) = 1, et, comme <X + 1) = <X> + < X ),
n n n—1
n+

1
E+ A 1-k+B
s - S

B k+A-1 N k+A-—1 n+l1—k+ B
- — n—=k n+1-—k k

= So(n;A—1,B+1)+ So(n+1;A—1,B). (IV.18)

MIIlM

De méme, So(n+1; A, B) = So(n;A+1,B—1)+ So(n+1; A, B —1).
D’autre part, on définit maintenant

5]
S(n;X):Z<X+n_1_2p>. (IV.19)

prd n—2p

Les coefficients ainsi définis ont les propriétés suivantes :

So(0; X) = 1; (IV.20)
Sn+1X) = Sh+1X—1)+ 5(n; X); (Iv.21)
S, X —1)+25(n—1,X) = <X: ") (IV.22)

En effet :
— (IV.20) est immédiat ;
— (IV.21) se déduit de 'identité
24 2
X4+n—2p
S(n+1;X) Z<n+1—2p> Z
p=0 p=0
= Sn+1;X—-1)+ S(n; X).

] X4+n—-1—-2p X4+n—-1—-2p
_I_
n+1-—2p n—2p
— Enfin on déduit () des calculs qui suivent :

Sn,X—-1)+25n—-1,X) = S(n;X)+Sn—1;X)
(5]

B <X-|—n—1—2p>+_<X—|—n—2—2p>
= n—2p o n—1-—2p

bS]
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_ g—l)i K_XZ._ 1) * <_¢X—_1 1)]
- e () =)

Nous déduisons de ce qui précede le lemme qui suit :

Lemme 45 Sy(n; A, B) = S(n; A+ B).

Démonstration. Nous démontrons ce lemme par récurrence sur n. Quand n = 0, I’égalité est
évidente. Si I’énoncé est valable pour 0, 1, --- , n, alors d’apres les deux relations de récurrence
ci-dessus,

So(n+1;A, B) — S(n+1; A+ B)
= (So(n+1;A, B—1)+Sp(n;A+1,B—1))—(S(n+1;A+B—-1)+S(n;A+ B))
= (Soln+1;A,B—1)—Sn+1;A+B—-1))+ (So(n;A+1, B—1)—S(n; A+ B))
= Soln+1;A,B—1)—S(n+1;A+B—1).

De méme, cette différence est aussi égale & So(n +1;A—1, B)— S(n+1; A+ B —1). On
peut conclure qu’elle a la méme valeur pour tout couple (4, B) € N2. Mais on observe que, par
définition :

_ B . [ 0—-0=0 sin estimpair,
§(n+1;0,0) = S(n +1;0) = { 1—1=0 sin est pair.

Nous avons donc I’égalité pour tout n et tout couple (A, B) € N2, Mais ce que nous voulons
démontrer est une identité polynomiale en A et B(pour n fixé), par conséquent il est valable
pour tous les (A, B).

IV.1l.c Resommation

Théoréme 46 L’identité (IV.16) est vraie.

Démonstration. En fait, grace a (IV.1.b), on a

Z”:(Zy—r) {<2z—n—|—r> +2<2z—n+r>]
= r n—r n—r-—1
= [So(n;2z —n,2y —n) 4+ 25(n — 1,22 —n,2y —n + 1)]
= [S(n;2y + 2z —2n) 4+ 2S(n — 1;2y + 22 — 2n + 1)]
 (2y+2z2—n+1

" .
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. . . . Ve . \ 1
Corollaire 47 L’associativité du produit d’Eholzer correspond exactement au cas ou a = 3

dans (IV.1). Ainsi on obtient une autre démonstration de ce fait.

IV.1.d Interprétation Combinatoire

On donne maintenant une interprétation combinatoire du Lemme 45. D’abord on a la formule
suivante pour S(n; X) :

X+n—1—2p>

o n—2p
n N
P n—t = n—1—2p
n—2
R~ <X—|—n—1—z’> 7§<X—i—n—1—1—i>+[2]<X—|—n—1—2—2p>
P n—t = n—1—1 = n—2-—2p

(—1) <X +n— j)_ (IV.23)

Puis on regarde le diagramme ci-dessous :

X 14 o

T s

I ] y

| A | n | B |

Dans un tel diagramme de taille n x (A + n + B), on considére des chemins entre X et ),
composés uniquement de segments horizontaux et de segments inclinés nord-ouest sud-est. On
en distingue deux catégories : ceux qui traversent la droite ¢ en un point “entier” comme par
exemple celui montré dans la figure ci-dessus, dits de la premiere catégorie, dont le nombre sera
noté Ny(n; A, B); et les autres, ceux qui traversent ¢ au milieu d’une case, comme celui montré
dans la figure ci-dessous, dits de la deuxieme catégorie, dont le nombre sera noté Ny(n; A, B).
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X 4

1 |

. y

I

| A | n | B |

Observons d’abord que Ni(n; A, B)+ Na(n; A, B) est le nombre total des chemins qui relient
X et ), ce qui implique

(IV.24)

Niia, B)+ (4, B) = (AT,

n

Ensuite, constatons d’une part qu’en faisant un comptage selon le “point de passage” de la
droite £, on a

" (k+A\(n—-k+B
Nin: A, B)=3" (n_ k)( ' ):som;A, B), (1V.25)
k=0
et d’autre part la transformation des figures suivantes montre tout de suite
Ny(n; A, B) = Ni(n—1; A, B). (IV.26)

Donc si

By o, S

T |

n —_— = = —_— = =

JL) ] v
| A F— n — B |
x =0 =0

T o ‘1 2

n-1 - -

4 ]

A -1 B
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n—1 .
A+ B —1-
Suln 15 4, B) = Sn— 15 4+ ) = (- (1T,

= n—1-j
on a
A+B+n
So(n; A, B) = Ni(n; A, B) = — Na(n; A, B)
-~ <A+B+”> Ni(n—1; A, B) = <A+f+n>—5(n—l;A—|—B)
1

_ [(A+B+n\ <« i(A+B+n—1-j
N 0 n—1—7

- <A+f+n>_ Z (—1)j’—1<A+fj;_j,>

§i=j+1=1

.

_ i(_l)j’ <A +B+n- j/> — S(n; A+ B). (IV.27)

/
n —
§'=0 J

La condition initiale étant facile & vérifier, on démontre ainsi le Lemme 45 sans beaucoup de
calcul.

IV.2 Les sommes S,,(n; A, B)

Avant de continuer avec les m, on s’intéresse a la somme

Spu(n; A, B) = f: <it’:> <" N ]]‘:L B> <Z> (IV.28)

k=0
pour tout m entier positif. On cherche & exprimer cette somme comme une combinaison linéaire
des S(n; A+ B). Nous allons démontrer

Proposition 48 Pour m >1, on a

(n, A, B)
) ":’:(_1) <p+n: 1> <B L _p> (1V.20)
_<p+g—1> (B+:@—_T—P>]s(n—m_p;l4+3)‘

En utilisant, pour tout (n, A, B,p) :

pt+m—1\(B+n—-—m—-p\ (p+m—-1\(B+n—m-—p
m—1 m m m—1
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<p+m—1 B+n—-2m—-p+1 B+n—m—p>

m—1 m m—1
p(p+m—-1\/B4+n—m-—0p
m m—1 m—1
1 -1\ /B —m —
_ (T TREMIEPY By 2m 1 - 2p), (IV.30)
m m—1 m—1

il nous suffit de démontrer

Proposition 49 Pour m > 1, n > m, on a

n—m
1 p+m—-1\/B+n—m-—p
. _ ~(_1\P
Sm(n; 4, B) pzz;)m( 1)< m—1 >< m—1 >
(B+n—2m+1-2p)S(n—m —p; A+ B). (IV.31)
La relation de récurrence a utiliser est

Lemme 50 Pour m > 1, n > m,

Sy(n: A, B) = %sm_l(n L A41L,B—1)—Smn—1A+1,B—1). (IV.32)

Démonstration du Lemme.

s -3 () (7))

B 2": r+A\ /n—r+B -1 n—r—i—BL r—1
- \n—r r—1 r m\m—1
_ Zn: r+A\/n—-r+B-1\n—-r+B/r—-1
N n—r r—1 m m—1

r=0
S 91 (RN | AR [

9 Ve (i | G g [y
= M =
EEC e

_ Ws (n=13A+1,B—1)—Sp(n—1;A+1,B—1). O

Démonstration de la Proposition 49. On démontre la proposition par une double récurrence,
d’abord en m, puis en n :
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1. On démontre d’abord la Proposition pour m = 1 : c¢’est vrai pour n = 0 parce que les deux

cOtés s’annulent. Ensuite si ’énoncé est vrai pour 0,1,...,n — 1, nous avons
n—1
> (-1P(B+n-1-2p)S(n—1—p; A+ B)
p=0

n—2
+> (-1)P(B+n—3-2p)S(n—2—p; A+ B)
p=0

n—1
= > (-1)P(B+n—-1-2p)S(n—1-p;A+ B)
p=0
n—1
— > () (B+n-1-2)S(n-1-p;A+B)
p'=p+1=1
= (B+n—-1)S(n—1; A+ B). (IV.33)

n—1
ie, Y (“1)P(B+n—1-2p)S(n—1-p;A+B)+S1(n—1;A+1,B-1)
p=0

=(B+n—-1)S(n; A+ B). (IV.34)
Le cas est démontré en vertu du lemme ci-dessus.

2. L’énoncé est valable pour n < m, puisque les expressions (IV.28) et (IV.31) s’annulent
toutes les deux;

3. Supposons que 'énoncé soit valable pour 0,1,...,m — 1 et aussi pour les (i,m), tels que
0 < i < n. Alors d’apres les hypotheses de récurrence,

—m+B
B G n—1,A+1,B—1) = Sp(n—1;A+1,B—1)
m
n—m

B n—m—|—BZ(—1)p p+m—2\(/B—-—1+n—-1—-m+1—p
B m p:om_l m— 2 m— 2
B-14n—-1-2(m—-1)+1-2p)S(n —m —p; A+ B)
_n_zm:_l (—1)p<p+m—1>(B—l—i—n—l—m—p)
m m—1 m—1
p=0
(B-1+n—-1-2m+1-2p)S(n—m—1—p; A+ B)

“m+B 1 (B+n-m—1
_ nomt tnom >(B+n—2m+1)5(n—m;A+B)

m m—1 m — 2
+”_m+Bn_§1<—1>”p’ P+m—1\(B+n-m-2-yp
m - m—1 m — 2 m — 2

0
(B+n—-2m—-1-2p)S(n—m—1-p'; A+ B)

p+m—-1\/B+n—m-2—-p
m—1 m—1

+
NE
T
T
3=
T
N
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(B+n—2m—1-2p)S(n—m—1—p; A+ B)
)(B+n—2m+1)5(n—m;A+B)
= m m—1 m — 2 m — 2
n—m+B—p—1<p+m—1><B+n—m—2—p>
_|_
m—1 m — 2

<p+m—1><B+n—m—2—p>]
+
m—1 m—1

(B+n—-2m—1-2p)S(n—m—1—p; A+ B)

m—1

_ i B+n—m
o om

La quantité entre crochets se simplifie :

p+1 (p+m—-1\/B+n—m—-2—p
m—1 m— 2 m— 2
n—-m+B—-p—1/p+m—-1\/B+n—m—-2—0p
+
m—1 m — 2 m — 2

p+m—1\/B+n—m—-2—p
_|_
m—1 m—1

_ (ptm—-1\(B+n—-m-—-2-p
B m—1 m— 2
p+m—-1\/B+n—m—-1—-p p+m—-1\/B+n—-m-2-p
+
m— 2 m—1 m—1 m—1
p+m—1 B+n—-m-2-p B+n—-m-2-p
= +
m—1 m— 2 m—1
p+m—1\/B+n—m—-1—0p
_l’_
m— 2 m—1
p+m—-1\/B+n—m-1-p p+m—-1\/B+n—-m—-1-p
= +
m—1 m—1 m—2 m—1

Le calcul peut donc continuer comme suit,

— B
%Sm_l(n—l;Ale,B—1)—Sm(n—1;A—|—1,B—1)
1 (/B —
= —( n m)(B+n—2m—|—1)S(n—m;A+B)
m m—1

n—m—1
(=P ‘p+m\ (B4+n—m—1—p
* ;) m m—1 m—1
(B+n—2m—1-2p)S(n—m—1—p; A+ B)
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= %<B+n_1m>(3+n—2m+1)S(n—m;A+B)

N ni?:n (—1)” <p'—|—m—l> (B—{—n—m—p’)
m m—1 m—1
p'i=p+1=1
(B+n—-2m+1-2p)S(n—m—p; A+ B)

B nml (p+m—1\(B+n—m—19p
N ,_Om m—1 m—1

p
(B+n—-2m+1-2p)S(n—m—p';A+ B).0O

IV.3 le cas général

On passe finalement au cas général. Soit £ un nombre entier strictement positif tel que,
2k < n. On décompose la démonstration en plusieurs étapes :

[ ] Nous pouvons d’abord dégager un facteur qui ne dépend pas de r dans chaque terme de

1
Qn (y, z, k+ §> grace au Lemme 44 :

Proposition 51 @, (y, z, k+ %)

= 12°(6t) (n—2k) (2y — 2112 (12) (n—2n) (22 — 2K))] @ (y, z, k+ %) ; (IV.35)
Q (yzk+1>=§k:2' (IV.36)
n 5 <y 2 =~ 7
et

5 - 1Y (j1)22% (j) (—kj— 1> <n -y j— z— 1) <2n - 2yn—_22j— 25 — 2>

(J
2y — 2~ 1)+~ (25~ 2k +1)(22 — 2j ~ 1)~ (22 — 2k + 1))
_ 22](2])<k+]><n—y—.z—1 2n — 2y — 2z — 25 — 2

[(2

2 n—2j
(y—jj—l) (]2y—2k+1)(2§—2j—{)---(22—2k+1)]
= (=1)" % (2j)<k2—|—j]> <y + 2 ; n +]> (22/ +§Z_—2]n + 1) (1V.37)

[(2y =25 —1)--- 2y — 2k +1)(22 — 2j — 1) -+ (22 — 2k + 1)].

Nous voudrions ensuite faire la méme chose pour P, (y, z, k+ %) : dans chaque terme a
sommer dans (IV.8), on sépare les facteurs qui contiennent y et z; apres avoir dégagé le
facteur 2k(ky)((n_2k)(2y— 2k)) pour y (resp. 2k(kz)((n_2k)(2z—2k)) pour z), on décompose
chaque quotient en une somme. Et on arrive a
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Proposition 52 P, (y, z, k+ %)

= 2o (20 = 2024 ooty 22 = 2601 (2 4 3 ) (1v.38)

ol

~ 1 k k
B, <y,z,k:+§> = DY Y D> Ay —2p-1)-- 2y — 2k +1)

p=0 ¢=0 r=0
B, 22z —-2¢—1)--- (22 =2k + 1),
k\ (r 2y —r
A, = 2<> p< ) IV 39
o= c(C)( (1v.39)
k+1—q
(2¢9)127 (k +q E+1—q 2z —n+r
B, = (-1) 2t
4 (=1) q! 2q uE::O U n—2¢q—r—u

La démonstration de cette proposition est donnée dans la Section IV.3.b.
Ainsi, on obtient une simplification de (IV.12), sous la forme

P, <y,z k+ 1) Qn <y,z,k+ %) i (IV.40)

[3 ] Prenons le terme dans la définition de P, (y,z,k + 1) (cf. (IV.39)) pour chaque couple
(p, q), et sommons le par rapport & r. On obtient une quantité Dy, = >" A, , By,

Dyg = Z ArpBrg
r=0
(— 1) 2P+4(2q)!p! <k‘> <k‘ + q>

q! p)\ 2¢
n—2q
k+1-—
Z( + q)Z“Sp(n—2q—u;22—n,2y—n—|—2q+u).
U
u=0

Sip > 1, en faisant usage de (IV.19), on trouve que :

D, = (a2t <k> (k + q> "”Zl‘q (k + i - q> .

q! P 2q

u=0
"‘2‘12‘:“"’(_1)@ [(v—l—p—l) <2y—p—v> - <v+p—1> <2y—p—v>]
= p—1 p p p—1
Sn—2¢—u—p—uv;2y+2z—2n+2¢+u). (IV.41)

Si p =0, d’apres le Lemme 45,
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k+1—q
29(2q¢)! (k 1—
DO,q:(—l)q ( Q) ( +q> Z <k+ >2u5( 2 — 2y—|—2z—2n+2q+u)

q! 2q = u
(IV.42)
On obtient Pexpression P, (y, z, k+ %)
koK
=(=1)"> > Dpy2y—2p—1)-- 2y — 2k +1)(22 —2¢ — 1) -+ (22 — 2k + 1), (IV.43)

p=0 ¢=0

[y ] On introduit la notation, pour (a,b) € N2,b < n :

S\ (X) = Tib(—l)i (;) (‘):; B Z:Z) (IV.44)

Alors en écrivant, pour p > 1, w < p,

24020l (K (K +4
Dpgw = (—1 q+w+17< >< > .
o 1) qg'(p—w)! \p 2 ( )
p—w
(P w) (w—ltp k—q o(n)
22 ( ! >< p >( DA I4+p—k+q— 1k+q+1(2y+22),
1=0
nous avons
p
Dpq =D Dpqu(2y—2w—1)-- (2y =2p+1), (IV 46)
w=0

qui sera démontrée dans la Section IV.3.d.
Cela nous permet alors de procéder a une premiere resommation :

kK k
D)"Y Dpg2y—2p—1)--- (2y — 2k +1)(22 —2¢ — 1) -+ (22 — 2k + 1)
p=0 q=0
k P
= ()" D> Dpgwy—2w—1)-- 2y —2p+1)(2y —2p— 1)+ 2y — 2k + 1)
p,q=0w=0

(2z2—2¢—1)--- (22 -2k +1)

k P
= ()" )Y Dpgwy—2w—1)+(2y — 2k +1)(22 —2¢ — 1)+ (22 — 2k + 1)

k k
= K <Zqu7> 2y —2w—1)--- 2y —2k+1)(22 —2¢ — 1) --- (22 — 2k + 1)
0

p=w
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k
= (D" Y Cugy—2w—1)---(2y—2k+1)(22 —2¢ —1)--- (22 — 2k + 1), (IV.47)

q,w=0

ou la quantité Cy, ; = Zp D,, 4. admet une autre expression qui est symétrique en (y, z) —
(z,y)(cf. Section IV.3.e) : Si w + ¢ > 1,

2080 21 2w)! (k+q\ (k+w\ o)
Cuwg = _T < 2 > ( o >5w+q_17w+q+1(2y + 22). (IV.48)

Siw=q=0, Cyq=p.
On peut alors réécrire P, (y, z, k + %) sous la forme suivante :

k
<y, 2,k + %) = (=1)" Y Cug(2y—2w—1)- - (2y—2k+1)(22—2¢—1) - (22—2k+1), (IV.49)

q,w=0

et surtout cela montre que

Lemme 53

- 1 ~ 1
P, (y,z,k + 5) =P, <z,y,k + §> , (IV.50)
i.e.,
1 1
P, (y, 2,k + 5) =P, <z,y,k‘ + §> . (IV.51)

[0 ] Finalement on écrit, pour (w,q) € N2, (w,q) # (0,0),

207020 (k+ 5\ [w+q\ (2] —w—q
gy = = (" T . , ot Lwsart (20 +22), (IV.52
Cuai =~ (P ) () (Y 7 ) Susatasanay + 29, (V.52)

dont les termes sont non nuls lorsque max{w, ¢} < j < min{w + ¢, k}.
D’un c6té nous allons obtenir dans la Section IV.3.f

k
Cuwg = > Cugyj (IV.53)
j=0

et, de 'autre, comme sera prouvée a la fin de ce chapitre(cf. Section IV.3.g),

k
(D)™ > CugiRy—2w+1) - (2y—2k+1)(22—2¢+1) -+ (22— 2k +1) = 5. (IV.54)

w,q=0

On démontre donc (IV.40).
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En combinant avec le résultat de la Section IV.1, nous parvenons ainsi a démontrer 'identité
n
(IV.12) pour tout a = k + %, ou lentier k satisfait 0 < k < 3 D’autre part, (IV.51) implique
que, pour tout (y, z) :

1 1 1
Pn<yaza_k__> = Pn<z7yak+§>:Pn<y7z7k+§>

= Qn (y,z k+ 1) Qn <y,z, —k — %) , (IV.55)

1
i.e., (IV.12) est valable pour tout triplet (y,z,a) ou a = + <k‘ + §>, k un entier compris entre

0 et g Si n est un entier pair, il y a g + 1 différentes valeurs de k, et donc n + 2 différentes

. . g o n+1 .
valeurs de a; si n est un entier positif impair, il y a différentes valeurs de k, et donc n+1

différentes valeurs de a. Mais comme nous 'avons vu au début de ce chapitre(cf. Lemme 43),
P, @, sont deux polynomes dont le degré en a est au plus n, donc P, = Q,, i.e.,

Théoréme 54 L’identité (IV.1) est valable.

Nous ne disposons & ce jour (fin novembre 2006) d’aucune information sur la méthode par
laquelles Cohen, Manin et Zagier ont démontré cette identification de coefficients.
Les détails nécessaires sont fournis ci-dessous.

IV.3.a Quelques lemmes techniques

Avant de donner les détails de la démonstration du théoreme 54, nous présentons quelques
lemmes techniques qui nous seront utiles dans la suite.

Proposition 55 Pour m € N,

2™ ((n—1)) (22 — 2n + 2r + 2v)

G SRR 0)

=TT —2t — 1) = =

2" () (0 = 7)) (m—g—1) (22 — 20+ 2r 4+ 2m — 1)). (IV.56)

Démonstration.On introduit les notations suivantes :

o= (DEC D)) e

on observe d’abord que C = 1(et C(;,1) = 0 pour tous les autres j,q). On va démontrer
(0,0,1) (4.a,1)
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Lemme 56 Les C; 4, satisfont la relation de récurrence suivante :

_ j—2
Cj.gm+1 = Cjgm— (m+q) Z H(m +q—2-1)Cigm—(m+q—1) Z H(m +q—2—-20)Cig—1m.
i<j l=i i<j l=i
(IV.58)
Autrement dit, nous allons démontrer 1'identité
(=1)7(25)! / j—s\/m+1\ /-1
'2J SZ:;) q—5)\2j —s s
_ e i: j=s\( m \(i-1
j127 —~\g—s 2j — s s
—(m+ )Z] 2(m+ - (20 ZJ: s il
4 i 4 1'22 —~\g—s 2@—5 s
(—1)i(2i)! < i—s m \ (i—1
-1) 20 —2
—(m+q ;HWH_C] T 1121 g qg—1—5)\2i—s s
(IV.59)
i.e.,
EJ: j—s m 7 —1
'2J pur qg—s)\2j—s—1 S
2 22 J 1— S 1 —1
- o Sl ()
—2 ; i . .
(—=1)%(21)! i—s m i—1
— —1 -2l —-2)——~
(m+q )Z;E(m+q Y ;q—l—s 2% —s)\ s )
(IV.60)

Démonstration du Lemme. La démonstration se décompose en trois étapes :

1. D’abord (IV.60) est vrai pour j = 0 puisque les deux cotés sont nuls.

2. Elle est vraie aussi pour ¢ = 0. La démonstration de ce fait nécéssite une récurrence en j : si
nous avons déja

% <2j77z 1) - H meA=y z)'2(’21) <2Z>

1<j l=1

alors
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(—1)7t1(2 (j+1))!< m >
G+ \2G+1)—1
(=172 + 1) @j+1ym
B (Jj_rl N2+ (25 + 1)!
(=177 (2(5 + 1)! N ()M
m =205y

1
(

(7 + 1)127+1

“DHRG+D)! eym (PG epm

_ _

BN P (25 +1)(2)! ? (J+ D27 (25 +1)(25)!
= 1)7(25)! @2jym ( 17 (25)! @pm

'2ﬂ @)l % (@21

B '2J '<2y>+m 2“”%(27‘”11)
() -

'<727; (m — 2y+1mZHm 21 —1) z)'2(’ )'<Z>

1<j l=1
J+1-2 e
(=1)*(20)! (m
SV | (UEE R - ()]

On voit donc qu’elle est vrai pour tout (j,q, m) avec ¢ = 0.
3. Ensuite on utilise une double récurrence en j et ¢. Si on note

21'] 1— 8 1 —1
m= 2l—1 , V.61
Sy =" TLm - z(q_s)(m_s)(s) (1v.61)

1<j l=t s=

on remarque tout d’abord que l'on peut réécrire (IV.60) comme

(= 1)!2(]21) ;) <2 - Z) <2j o 1) (j - 1> = (m+ Q)Sjqm — (M4 q— 1)) 1. (IV.62)

L’hypothese de récurrence pour (j,¢ — 1, m) nous donne

—(m +q— 1)Sj,q—l,m
(=(m+q—1)Sjq—1,m — (M +q—2)Sj4-2m)
—(—(m +q— Q)Sj,q—Q,m —(m+q- 3)Sj7q—37m)

i i«n’?@_z:z_g<2j:z_1><f:1>

Sy [( 2 ) () G ) ()
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= 1)!282]) Z::o <; _ i _ i) <2j —n; - 1> <j ; 1>’ (Iv.63)
et (IV.62) devient alors
s = SIS [0 - ()] () ()
- L))
(g5 j— 5 — 5!
_ = 1>!2<]2y>' 2; . _q!s - <2j " 1> ((gs)i =8 ;!1»(5(;' - 1))
- S 06 )0
_ 7(_2)!;(],2j ) ;‘f?) (j . 1). (IV.64)
D’autre part, par définition,
s = SRS (L - )0
+ i;:]jj(m tq—2l— 1)7(_1i)!;(i2i)! :) <; _ Z) <2Zni S> <Z . 1>
RS0 )
+(m+q—2j+3) Z ﬁ(m +q—21—-1) (_12';(222)'
1<j—1 l=1 -
(60
ilors Il m C 1
SR )
+(m+q—2j+3)Sj—1,9.m; (IV.65)

On utilise ’hypothese pour (j —

I'identité :

1,q,m), la formule & établir se réduit & la démonstration de
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G0,

(=17 (2))!
5129

90

=)0

) e

q_

J—1 .
G
S

2G - 1)
2

_(m 4 q) (_1)j_1

(IV..66)

g

q

-0
=)0

N

2(j -
20— 1

Jj— .
G
s=0
j—1 .
S < q_s

~
<«
-
—
~—
Y
L
_
—
I
S
~__
N\
—
= L
+ —
_
m./U.
O
)\'/
T N -
+
- S
PN
_ —
o\l
& I
+ S
g &
S~— _
AT\I/
— |
(S
N N———
/'\\W‘/.A
7N\
o>~ +
+ | g
g Q—
~—— —
= s
_|_|_
-~ £E&
&

(IV.68)

j-1 (j—2
. q—1/\s
)

—(m+q))

0

m+q—

2j — 3

)]

2
La suite de la Démonstration de la Proposition 55. On note ensuite

»
)

j—2
._2)<'

—ng<%j—1
2(]’—771)—8')
1>1—< (7

. )

identité est facile & démontrer :
q

D
)
I§

Le lemme est donc établi.(]

q

(g —9)'(

J—1 .
G
S
i—9

Cette derniere
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m—1
I(min —71,2z—2n+2r) =2"(n(n —1) H (22 — 2n + 2r + 2v). (IV.69)
v=1
Nous voulons démontrer

m
I(min—r2z—2n+2r) = Z
j=0

J
Cjqm
I1- 1( 22— 2t —1) Z e

2m+q((m+q) - ))((m—q—l)(22 —2n+2r 4+ 2m —1)).

On procede par une récurrence sur m. Le cas m = 1 est évident car les deux cotés sont égaux
a 2(n — r). Si l'identité est valable pour m, alors, pour m + 1 on a

Ilm+1;n—r,2z —2n + 2r)
m

= 2 (n—1)) H(Qz —2n 4 2r + 2v)

v=1
m—1
= 2n—-r)2z—2n+2r+2)2"((n —r—1) H2z—2n+2r+2+2v)
v=0
= 2n—r)2z—2n+2r+2)I(m;n—r—1,2z — 2n+2r+2)
m
1
= 2(n—r)(2z—2n+2r+2)z — ZC]"q’m

j=0 Hizé@z — 2t — 1) q=0
2m+q((m+q) (n =7 —=1))(m-g—1)(22 = 2n + 21 + 2m + 1)).

Selon la relation (4(X —1))X =(,41) X, on peut continuer comme suit :

m J
= Z ZqumT’”q Nms14q)(n—1))
0 (2z —2t—1) q

[(2z—2n—|—27‘—|—m+q—|—2)—(m—l—q)]((m_q_l)(Qz—2n—|—27“—|—2m—|—1))
m 1 J
= . Cii qm2™ () n—1))((m-eg (22 —2n4+2r +2m+1
D TP Il (om0 (1 = 1) () )

Ui 1
0 Y e

J
> Cram2™ (m14) (0 — 1)) (g1 (22 — 20+ 27 + 2m + 1))
q=0

On multiplie ensuite la derniere somme par la quantité

2m—r—m—-—q—1)+Q2z—2n+2r+m+q+2)+(m+qg—2j—1)
22— 25 1 ’

1=
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et on trouve

m
- Z 1
Jj= OH? 0(22—2t—
m

—(m+Q)Z

j—1
7=0 Hi:o (22 -2t — 1)

J
D Z Clgm2 T (149 (0 = 1)) (mg) (22 — 20+ 2r + 2m + 1))
q=
1

> Cham2™ M (ng14g) (0 = 7)) (mog—1)(22 — 20+ 2r + 2m + 1))

2n—r—-m-—-—qg—-1)+2z2-2n+2r+m+q+2)+(m+qg—2j—1)
22— 2j — 1
m
- Z 1
§=0 Hg:O( z—2t—
m

—~(m+q) )

iz =022 =2t = 1)

J
3 ZOJ a2 (mi14) (= 1)) (m—q) (22 — 20+ 27 +2m + 1))
q
1

J
Z C-7q7m2m+q+2((m+2+q) (n— r))((m_q_l) (22 —2n+2r +2m+1))

= 1
—(m+q) :
;0 [[i—o(22 —2t - 1)
J
> Ciam2™ T (149 (0 = 1) (nq) (22 — 20+ 2 +2m + 1))
q=0

<

1
I (22 —2t—1)

NE

—(m+q) ) (m+q—2j-1)

<
Il
o

J
> Cham 2™ (1) (0 — 1)) (megery (22 — 20+ 27 + 2m + 1)).
q=0

Quand on réitere cette procedure en utilisant les relations algébrique

2m—r—-m—-q—1)+2z-2n+2r+m+q+2)+(m+q—2j-20—-1)=22-2(j+1) -1, (IV.70)

on obtient 1’égalité suivante :

Ilm+1;n—7r,2z —2n+ 2r)

ZHJ 122—2t—1)

=0

J j—2
Z Cj,q,m - (TTL + Q) Z H(m +q— 20 — 1)Ci,q,m

q=0 1<j j=t

.
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j—2
(m+q—1> [[m+aq-2- zz)ci,q_l,m] (IV.71)

1<j l=1
2 (1 4g) (0= 7)) (m1—g-1) (22 = 20+ 27 +2(m + 1) — 1))

Il nous suffit maintenant d’utiliser le lemme 56 pour conclure la démonstration. [

Proposition 57 Soient k,j et p trois entiers positifs. La quantité définie par

Nip = %ip <2j 1:42;1_ q) [Z; <; _ z) <2j2;€; q) (j 5 1)] : (IV.72)

q=0
(ki (k+1—
Nj,p—< 2j >< » ) (IV.73)

Démonstration. On fait d’abord un changement de variable s’ = ¢ — s :

(00

s

satisfait a ’égalité

2j+p k41
N;, =
J,P g <2] +p _ q>

B zjip 2‘1: k+1 \[(j—q+s\[(2+p—q\[i—1
N 2j+p—q s/ 2j—q+s)\qg—¢

q=0 s’:=q—s=0

B 2§f’i< k41 ><j—q+s’><2j+p—q> (j —1)!
2j+p—q s' p—s" Jla=sNG—q+s —1)

q%Os’ZO
_ zjf< ke > G- 1)
S \2i+p—q)d(j—q+p—1)
q ) , . .
jma+s\(2+p—q\_d (G-gtp-1)!
: V.74
LZ::O< s’ >< p—+ >(q—5’)!(j—q+s’—1)! ( )

k+ji\(k+1—j
Nous devons démontrer que cette somme est égale a < 2+‘7> ( + ]>.
J D

Lemme 58

S0 Vet

s'=0

= G —q+ 1)y é <<p | 1> = (i:i)) (pn2i+p—a)(ra).  (IV.75)
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Démonstration du Lemme. On note M (p, q) la quantité du coté gauche. On démontre cette
identité par récurrence sur p. D’abord pour p = 1 un calcul direct donne M(1,q) = (2j — ¢ +

DG@-a)+(G—q+1)g=352j—2¢+1) =327 +1)—q]
I1 existe une relation de récurrence

M(p+1,q)
Z‘I: j—q+s\ (2 +p+l—q) ¢ (j—q+Dp)
s/ p+l1—=s" J(g=s)N0G—q+s =1

s'=0

q . , ) .
—q+s 27 +p+1-— ! —qg+p)!

Z:5+p+1—5)j % J+Dp /q q/ .@ q/m

5'=0 5 p+1—s J(q—=8)N(G—q+s—1)!

- (p+1— J—aq+s"\(2j+p+1—q q! (j—q+Dp)

=0 s ptl=s )@= —q+s -1

565 J—Q+S 2j+p+1-q\ ¢  (G—q+p)
p+l=5 )(@g=s)NQG—q+s—1)

s/

q . .
J=ats 2j+p—q\ ¢ (G—g+pl—qgtp-1)
2 1-—
L’:O s >(]+p+ Q)< p—s )(q—s/)! G-—q+s—1)
q

j_q+D<J—q+§><%+p+1—q>(q—D (J—q+p)
= s'—1 p+l=s ) (g=sN0G—-q+s 1)

: : J—a+s\(2i+p—q¢\ ¢ (G-—g+p-—1)
- 2j — 1)p!
(J—q+p)(2i—qg+p+1)p SZ_:O< o/ >< p—s )(q—s’)!(j—q—i—s’—l)!

Sf joa+ s+ 1\ (2 +p—q+1\ (¢—D! (j—q+p)
120 s p=s" Jlg—s"=DI(j—q+s")
(J—q+p)(2 —qg+p+1)M(p,q) +q(j —q+1)M(p,q —1). (IV.76)

et on vérifie

(p+1)!

+q(j —q+ 1)p!

(G—q+p)2i—q+p+1)j(j —q+1),-

§i<<p;1>_(i:i))%%mej+p_q»6®

A=0
+q(j —q+1)j(J —q+2)p-1

ﬁé((p;1>—< >> (- (27 +p—q+1))(x(¢—1))

] f_flﬂpi((g) (271)) o0 o0

/O<Gx/> <§ a>>17NZJ+P—q+DNWHﬂ)
= ﬂj—q+1M§;[ <pA >>

= >

+i(G—q+ 1),
A

[e=]
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+ <<§:1> - (i:;)) ] (pr1-2)(2i +p—q+1))(xq)
— jG-a+ 1»2 ()= (171)) vt +p—a+ D)o,

Le lemme est donc établi. OJ

Suite de la Démonstration de la Proposition 57 Maintenant on utilise

Tk G- |
q;) (27' +p—q> q!(j—q+p—1)!‘7(]_q+1)P—1((p—A)(2J +p—-9)1\q)

Jj+p—1

_ (Qjp-ok+1)  (j— 1)
- ;) +p—a) @G-qgtp—1)
Jj+p-1

B (@j+p—q (K +1)) J!
N q;) (2j+2=9)! (a= NG —g)!

B *Z (o + 1)) (2jir—g) (B +1=p+ X)) (1j)(G — M

p (2542 -q)! (4= MG - a)!
B .2j+,\ Flopt A\ /- A
- <<p_x><k+1>><m>q§:;< N [
k—i—j—i—l—p)
27 ’

!j(j —q+ Dp-1(p-n (27 +p— ) (x9)

= (kT 1))(@( v

pour obtenir

-2 Gt
D e
-2 Gt
J=a+ Dy go ("3 (321)) to-n2i+ =0
O (GOR ()
i

p—1 .
(550 ) e =i~ 4 Dyt (2 42— ) )

q=0
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1 & -1 il ‘

] > <<p A ) - <§ _ 1>> ((p—» (F +1)(x7)

(p ; 1) () (k+1)(n4) — Z <§ i 1) (- (k+ 1))(@]

(")
(" )a
_ <k+j2—jp+1>(p;!1)! Z(((p i)(lkjl! Z( _fjl) ()\(A_j)l!)!]
(")
(")
(72

Lx=0 A=1
(ki -p+1\(p-1) k j p k+1 ji—1
S G L TR S BN TR0 ST RSN ()]
 (E+i-p+ 1\ (-] kE+j (k+]
B 2j p! _(k+1)<p—1>_j<p—1>]
Y . N -
_ k+j2jp+1 7k+1 ]((p y(k+79) = (2 t;j)!erl))kJr; ]((p—1)(/-c+j))
(2j4+p—1)(k + 7)) k‘—l—l —J_ (25y(k + 7)) (p—1y(k — 3))(k +1—j)
. (27')2 X N (25)! p!
(kg (k1
_ < y >< : > (IV.78)

Ceci acheéve la démonstration. OJ

2y —v —
Lemme 59 Il existe une décomposition de < 4 q) comme une somme des multiples de
p
1
<y —q+ 5) ,t=0,1,--- ,q, donnée par la formule :
t

q—21

(77 = 2w () e (5 (6)

= 3 (-p)itige (y . l__z Z__l %> (q _; B l) (j) (IV.79)

1i

M s
e,

Démonstration. On traite de facon légerement distincte le cas ¢ = 2s et le cas ¢ = 2s + 1,
seN
[a] Si ¢ = 2s alors

<2Y — 2s> C @e9(2Y —2s)  [IQY —2s—1-— 2u) o '<Y s>
S )

2s @) (2s)!

et on procede a deux réécritures :

ey —2s—1-20) _ 2((-s—})
(2s)! B (2s)! ’
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(YS_S> _ (_1)8<2s—zf—1>

e (T

J

<2Y2; 23> _ 25(8(1;2;)!5 - %)283!(—1)8 i(_l)s_j <y —j- %> <s - %)
1

7=0 57 J
3 e 28 e 27 = ) 220 (565 — §)
j=0 (s = J)! 251 4!
Et a la fin on utilise
(i(s = 3)) o (2s—2j+1)(25—-2j+3)--- (25 1)
B 271

(25 — 25 +1)(25 —2j +2) -+ (2s)
(25 —2j+2)(25s —2j +4)---(25)27 5!
(2s)! o (29)(s —g)!
(2s —2)(s—j+1)(s—j+2) 8225 (25 — 2j)!s!;12%"

pour obtenir

2Y — 25\ < (Y == 5\ (2s— )22l (29)!(s — j)!
( 2s ) - Z(_1)< 23—]‘2) (s — ) (25)! (25 — 2j)!s!j12%

<X ()

J=0

[b] De méme, si ¢ = 2s + 1 alors

<2Y — 25 — 1> o oee(2Y =2s—1) [ (2Y —25—1—2u) ss'<Y —s5—1

25 +1 (2s +1)! B (2s+ 1)!

Nous avons

[[a=0o(2Y —2s —1—2u) _ 28+1((s+1)(Y —5— %))
(25 +1)! (25 +1)! ’

97
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et

<y_ss_1> _ 28;1/)

La quantité a décomposer devient

_9s sH(, —s— 1y I S T AN
<2Y 2 1) _ 2 (Y 2), A1) 0(_1) ]<Y j 2>< +2>

2s+1 (254 1)! o s—j j
s (Y =5 = 3) (Y —j = 3)) 22H1s! (5(s — 3))
- 20 - (28—;)13) : (2s+1)! 4! -

J

Et comme ci-dessus, on a ’égalité

Gis+3)  (25—2j+3)(2s—2j+5)---(2s+1)  (25s—2j+2)(2s —2j +3)--- (25 + 1)
4! N 27 5! © (25 —27+2)(25 — 25 +4)---(25)275!
(2s+1)! o (2s+1)i(s =)

(25 =25+ D(s —j+1)(s—j+2)---8225 (25 —2j + 1)!s!51227°

Ce qui implique

<2y_25_ 1> i(_l)j (Y—j— %) (25 +1 — j)! 225+l (25 +1)!(s — j)!

25 +1 = 2s+1—7j (s—)! (2s+1)!(2s+1—25)lsl512%

- ST ()

[c] En général, nous avons

<2y —qv - q> e <2q - 2yq— 1+ v)

o |
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_ Zz;(—l)" (U0
g Eere (A0

Le lemme est établi.(]

Lemme 60 On introduit les notations suivantes :

gn—r—g g-1
Glk.g) = —; [z +2k+1-28) ()22 —n + 7)),
-
[%] _n—r’—l 9j
R(k,g) = -1 ] @z-2e-1)
i=0 1= I
n—r—2j . .
3 (2J+p)!< k+j >2p
— o \2jtp-(n-r)+yg

2z—n+r 1o 2z—n+r
n—r—2j—p n—r—2j—p—1 '

G(k,g) = R(k,g). (IV.80)
Démonstration du Lemme. On procéde par une récurrence sur g.

1. pour g = 0, on doit prouver (compte tenu du fait qu’il faut avoir n —r — 25 — p = 0 pour
obtenir des termes non nuls) que :

22—n+r
— _ |1on—r
G0) = (n—r)2 ( o >
R(k,0) ["2251( 1)jnﬁ1(2 2 1)2j (=) n-r—2
) = — — 2t — S A— n—r)—
( j=0 t=j ’ gt (n —1r—2j)!
("] o ‘
) D ) U S G A W Gt L
(n—r)2 j:o( 1)72 (n_r_j>j!(n_r_2j)!,

(IV.81)

Pégalité de ces deux quantités résulte du Lemme 59 ci-dessus (en remplagant Y par z, ¢
par n —r).
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2. On démontre maintenant par récurrence sur g que

6o ba)-n(+La) ave

En effet, d’'une part nous avons bien évidemment

pour tout g > 1.

1 on—r—g g9-1
e <_z - §=9> Ty 5H:0<—26><<n-r><22 —n+7)=0,

et, de l'autre,

[257] n—r-1 '
R<_Z_l,g> = > v ] (2z—2t—1)2i'

0 t=j J:

‘]:

—r—27 , .. .

S i,
p! 2j+p—(n—r)+g

2z—n+r 49 2z—n+r
n—r—25—p n—r—2j—p-—1

(25" n—r—j—1 ;
DI el | (R R S
j=0 §=0 '

[""“‘zj (2j+p)!< —z—1+j >2p
] ; —(n —

= o \2jtp-(n-r)+yg
2z—nmn+r+1 + 22—n+r
n—r—2j—p n—r—25—p—1

n r—2j .
_ nr2nrz Z ( %_Z> ' (]+p+g)! i
j+p+yg (2j+p—(n—r)+g!J!

(2]+p). 2z—n+r+1 22 —n+r
——2P . + .
p! n—r—2j—p n—r—2j—p—1

3. Les relations de récurrence & utiliser sont :

= 0.

G(k+1,9) — G(k,g)
gn—r—g g1 g1

= — | [] 2z +2k+3—28) = [[ (22 + 2k + 1= 28)| ((n-r)(22 —n+7))
g B8=0 B=0
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gn—r—g g—2
= 29 [T (22 +2k+2+1-28)((n-r)(22 —n+7)) = G(k,g — 1), (IV.83)

!
g: 3=0
R(k+1,9) — R(k,g)
["ET] n—r—1 c [n—r—27 .
; 27 25 +p)!
= -1’ 1 (2z—2t—1)ﬁ[ > (T)
j=0 t=j p=0

[( k414 >_< k+3 >]2p
2j+p—(n—r)+yg 2j+p—(n—r)+yg
2z—n+r 49 22—n+r
n—r—2j—p n—r—25—p—1
[ngr] n—r—1 9j

— -7 JT @z-2t-1)=

]
j=0 t=j J:

n—r—2j . .
ZJ(QJ+I9)!< k+j >2p
p! 2j+p—(n—r)+g—1

p=0
2z—n+r 22—n+r
, +2 .
n—r—2j—p n—r—25—p—1

= R(k,g—1). (IV.84)

Donc si (IV.80) est vraie pour tout couple (k,g) avec g < go, on obtient

m—1
1 1 I
G(—z—§+m,go> = G<—Z—§,QO>+k§,_0G(—Z_§+k’90_1)

m—1
1 1
= R <—z — §,go> + klE_OR(—Z 3 + k', 90 — 1) = R(k, g0),

pour tout entier positif m en combinant (IV.82) et (IV.83). La relation (IV.80) est donc
valable pour une infinité de valeurs de k. Or g, z,n et r fixés, G(k, g) et R(k, g) sont tous
les deux des polyndémes en k, on conclut donc que (IV.80) a lieu pour tout couple (k,g). O

IV.3.b Démonstration de la Proposition 52

On dégage d’abord le facteur Qk(ky)((n_gk)(Zy —2k)) (resp. Qk(k-Z)((n_zk)(2Z —2k)) ) dans

— 2kt1N /9, ktl 2y —
la. quantité <y> <y 2 >< y 7,> (resp. < : ) <Z+ 2 ) ( ‘ n—l—r) > Pour
r r n—r n—r n—r r

les facteurs qui contiennent y :

Lemme 61 Nous avons

(a) pouri <k,
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k—i

(2y—2i—1)---(2y—2k+1):Z2t<kt_i>t!(2y—2i—3—2t)---(2y—2k—1), (IV.85)
t=0

(b) pour tout k,
k k AN k
I(k) = [l2y =25+ 1) = 2r] = > (~1)"2" <Z> <Z>Z' I @v—2s+1). av.se)
s=1 =0 =

(c) pour 0 <r <n,2k <n,

o[ R

= {20 ((n-aty 2 — 20)) | (1V.87)
{ <2yr_ 7’> Zz;(—l)"z" (f) (:)ﬂ Szlil(zy — 25+ 1)} .

Démonstration. 1. (IV.85) se démontre comme suit,

(20 —2i—1)---(2y — 2k + 1)
[(2y — 2k — 1) 4+ 2(k —i)](2y — 2 — 3) -~ (2y — 2k + 1)
= (2y—2i—3)- 2y -2k +1)(2y — 2k — 1) +2(k —i)(2y — 20 —3)--- 2y — 2k + 1)
(2y —2i —3)--- (2y — 2k + 1)(2y — 2k — 1)
+2(k —3)[(2y —2k — 1)+ 2(k —i—1)](2y —2i — 5)--- (2y — 2k + 1)

= (2y—2i—3)---(2y — 2k +1)(2y — 2k — 1)
+2(k—i)(2y —2i —5)--- (2y — 2k + 1)(2y — 2k — 1)

422k —i)(k —i—1)(2y — 2i —5)--- (2y — 2k + 1)

2. Cette égalité est obtenue par récurrence sur k. Elle est valable pour £ = 0. Si elle est
valable pour 0,1,...,k, alors

I(k+1) = I(k)[(2y—2k—1)—2r]

<><Z> [(2y — 20— 1)+ (2y — 2k + 1)(2y — 2k — 1)]

- Ek:(—1)i2i+1 (iﬁ) (Z) ril(2y — 2i— 1) (2y — 2k + 1),

=0

I
NM”
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on obtient, en utilisant (IV.85),

]

k
I(k+1) = > (-1)2 <’:> <7f>z'! [(2y —2i —1)--- (2y — 2k + 1)(2y — 2k — 1)]

ijzk%(nv”l <I;> <:> ril Lz;: ot <k . Z)t!(zy —2i—3-2t)- (2y — 2k — 1)] .

On regroupe les termes avec les mémes facteurs en y, cela devient

Ik+1) = kf:l ((—1)828 (i) (Z) !

s=0

_ §2t(—1)8—t—125—t <S _l;:_ 1) (S _Z_ 1>7~<k -0 ;r t 1)15!(3 —t- 1)!)

t=0
2y —2s—1)--- 2y —2k+1)(2y — 2k — 1).

Mais, d’autre part, la quantité entre les parentheses se simplifie comme suit :

ce qui réduit ’expression a

k+1
Ik+1) = Y (-1)2° <k ‘; 1> <:>8!(2y — 25— 1)+ (2y — 2k + 1)(2y — 2k — 1).
s=0

Et acheéve la démonstration de l'identité énoncée.

3. Le coté gauche s’écrit sous la forme suivante
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2kl _
927 y> (y > <2y r>r!(n —r)!
r r n—r
1

r—1 r—
=TTy —20) [Ty~ 2k 1 26)(uy(2y — 7))
" a=0 £=0
r—1 r—1
= LTy —20) [T @y — 2 — 1= 20)(1u o192y — 26 (2 2y — 20)) (s (2 — 1)
rl
" a=0 £=0
r—1 r—1
=TTy —20) [Ty — 2k 1~ 26) (qumsiy (20 — 26)
g f——
[T@v—20) T] @v—2r—1-20((2y —1)).
a=r t=0
Son quotient par Qk(ky)((n_gk)(2y—2k))< T) = i' 1:[ (2y—2a)( (n— 2k)(2y—2k))(r(2y_

7)) n’est autre que ngl[@y —2s+ 1) — 2r]. Il nous suﬂit d’utiliser 2. pour conclure. [J
Nous avons aussi, pour les facteurs qui contiennent z :

Lemme 62 Pour 0 <r <n,

k+1
22<n—r>< : )(”T) <2Z‘”+’”>r!(n—r)!
n—r n—r T

{25 (62) (i (22 — 20)) } (1V.88)
k k—1 j N [ner=2 s e
e w0 S () 2 (7)) (50

Démonstration. L’expression du quotient de la quantité a gauche par la premiere quantité
en accolade & droite dépendant de (k,n — r), il nous faut donc distinguer plusieurs cas :

Cas 1. n — r = 0, le quotient vaut

(n(22)) T
28 (12) (n—2k) (22 — 2K))

qui est bien évidemment le seul terme non nul dans la deuxieme quantité en accolade au

coté droit de (IV.88)(j =p =0);

Cas 2. n —r = 1, le quotient vaut

22(22 + 2k + 1) ((n_1) (22 — 1)) .

25 (k2) ((n—2k) (22 — 2K)) = (2e+2k+1) g@z —2t—1)
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2z -1 k+1
H soo—1) | (¥ por (PR
L - 1-0 1
nous obtenons ainsi de nouveau la deuxieme quantité en accolade au coté droit de (IV.88)(les

seuls termes non nuls sont j =0, p=10,1);

Cas 3.2 <n—r,2k <n—r, le quotient dans ce cas est,

k k—1 n—r—2k—2
Us(2) = n—r'H —2a—1) 5110(2z+23+1)1_[0(27:—271—}—27“4—27—1—2) 5H() (2z —n+r—9)
= v= =

Nous voudrions démontrer qu’il est égal a

V(z)zzk:(_l)jlﬁ@ 2t—1)( 7)127 <k+3> "§2j<k+1—j>2p< 2z —n+r )

1l —r —9q9 —
= ol J! 2j pr P n—r—25—p

i.e., le réécrire comme une combinaison linéaire des HZ:A@Z —2a—1) HﬁBZO(Zz —n+r—>0)
ou nous nous permettons de manipuler les bords A et B des indices. Divisons les deux

polynomes Us et V' par la méme quantite )1 H —2a — 1) et utilisons la relation
_% :(_1)j1'3"'(2]—1) _(—1) (29)!
j 4! 274141

pour écrire les deux quotients sous la forme suivante :

k k-1 n—r—2k—2
Ug(z) = H(2z+26+1) H(2z—2n+2r+27+2) H (2z —n+r—9),
B=0 =0 =0

o zk: 1?231< ,2> (k;;]> S <k+ 1 —j>2p((2j+p)(n_r))

i= (2:—2t—1) " g
t=0
n—r—2j—p—1
H (2z —n+r—9).
6=0
Nous voulons démontrer Us(z) = V3(z). Cette identité est obtenue grace a lidentité

(IV.56) : en fait, comme

k

[[ez+28+1)
B=0
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1
— 2k+1<(k+1) <z—n+r+k+§+(n—r)>>
1
okt (z—ntr+k+5+(n—r)
(P
k+1 1
— —ntrt+ktl
_ gkt 0 n—r\[{z—n 5
(k+1) Z( m k—m+1

m=0

k+1 k—m
::2“4§:<k;#ymm—T»II@—n+r+%+4n+w
m=0

v=0
k+1 k—m

_ Z <k7—7: 1> 2™ (;(n — 1)) H (22 —2n 4 2r +2m +2v + 1), (IV.89)

m=0 v=0

nous avons,

k k—1

H(2z+26+1)H(2z—2n+2r+27+2)

k—m k—1

kt1
k+1
= 2™ (m(n — 22 — 2n+2r +2m + 2v + 1 22 — 2 + 21 + 2 + 2
Z<m> (m(n T))H(z n+r+m~|—v+)£[0(z n+2r+ 2y +2)

S
Il
o

m=0
Lo m—1 2k+1
= Z< >2m(m(n—r)) (22 — 2n + 2r + 2) H (22 — 2n+ 2r + w)

m
m=0 y=1 w=2m

m—g—1 2k+1
2m+q((m+q)(n —r—u)) (22 —2n + 2r +2m —v) H (2z —2n 4+ 2r + w)

v=1 w=2m

ol e A o)

=0
2k+1
2m+q((m+q) (n—r—u)) H (22 — 2n + 2r + w). (IV.90)
w=m+q+1
c’est a dire,
k k-1 n—r—2k—2

Us(z) = JJ@z+28+D)[[@z—2n+2r+2y+2) J[ @z—n+r-9)
B8=0 =0 6=0
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_1
2 19741 .
B k+1 ka1 k <]> J j s " i
= > ()Y OIS A [P IC
m=0 3=0 4=0 Ls=0
(22— 2t — 1)
t=0
2k+1 n—r—2k—2
2" (g (N — 1 — 1)) H (22 —2n+ 2r + w) H (2z—n+r—9)

2" gy (0 = 7 = W) (ner—m—q) (22 =+ 7)) (IV.91)

Donc le coefficient pour
1

2J < .2> 4!
J 2m+q

[[ee-2t-1)

t=0

((m-i—q) (’I’L —-r-= u))((n—r—m—q) (2Z —n+ T))

(avec j et m+ g = 2j + p fixés) est

27+p 7 . . .
k+1 — 2 — -1
Z ‘ + Z J—s ]‘f"p a\(J 7 (IV.92)
2j+p—q q—s 2j—s s
q=0 s=0
k+j3\/k+1—3

Donc égal a N; , défini dans la Proposition 59. On conclut donc que : il est < 2—;‘7) ( + » ‘7> .
Cas 4.2 <n-—r, k<n—r <2k, le quotient vaut

n—

1 r—k—2 k
Us(z) = T L[O (22 — 200 — 1) 511(22 +26+1)
n—r—k—1 2k—n+r—1
2z—2n+2r+2v+2) [ @z—n+r-9)
v=0 6=0

Ce terme tres semblable a celui du cas précédent, et nous le traitons de méme : d’apres
(IV.89), nous pouvons écrire

k n—r—k—1
[[ez+28+1) [] (@c-2n+2r+2y+2)
B=0 v=0
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k+1 k41 k—m n—r—k—1
= Z < >2m(m(n—r)) H(2z—2n+2r+2m+2v+1) H (22 —2n 4 2r 4+ 2y + 2).
m=0 m v=0 v=0
Mais
n—r—k—2 k—m
[T @:—20-1) []@z—2n+2r+2m+2v+1)
a=0 v=0
n—r—k—1 2k—n+r—1
H (2z —2n+2r+2y+2) H (2z—n+r—9)
v=0 6=0
k—1 m—2 (n—r)—2m
= H(2z—2a—1)H(2z—2n+2r+2’y+2) (2z—n+1r—0)
a=0 =0 =0
k—1 m—1 (n—r)—2m
= H(2z—2a—1) H (22 — 2n + 2r + 29') H (2z—=n+r-19),
a=0 v i=y+1=1 6=0

(IV.93)

en utilisant (IV.56), on transforme ainsi le quotient & la forme suivante :

k+1 k—1
Uiz) = % (’“ * 1>2m(m(n — ) [[ 22— 20— 1)
m=0

m a=0
m—1 (n—r)—2m
H (22 —2n +2r +27') H (2z—n+r—19)
=y +1=1 5=0
k—1
= JJ@z-20-1)
a=0
k+1 m—1
E4+1\.m ,
Z( m )2 (m(n—r1)) H (22 —2n +2r 4+ 27v')
m=0 vy i=y+1=1
(n—r)—2m
H (2z—n+r—29)
6=0
k-1
= H(Zz —2a—1)
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H (2z—n+r—19)
0
k—1
= J[ez-2a-1)
0 1
C2)205t . .
L i ST )

(22 —2t — 1) "
=0

~+

2" (mrg) (0 = ) (ner)—m—q) (22 = 1+ 7))

La fin de la démonstration est alors identique au Cas 3.

Cas 5. 2 < n —r <k, le quotient s’écrit

(nir)! g—r—l(g —2a) 57"~ 1(22+2k+1 —208)(+(22 = n+7r))

HeE 2k (2 )(n—2k)(2z_2k))
k-1 n—r—1
- ﬁﬂﬂz—?a—l) T @2 +2k+1—28)((uer)(22 — n+ 7).
T n—r B=0

Nous devons démontrer que Us(z) = V(z), et considérons les quotients des deux cotés de
cette égalité par le facteur commum Hk ! (22 —2a—1). Nous allons donc montrer que les
deux quantités qui suivent sont égales :

n—r—1
Os(z) = ﬁ T 22+ 2 +1—28)((uor) (22 —n+1)),
B=0
k n—r—1 n—r—2j .
~ - Y NGRS k+1—=3\p( 22—n+r
e = ;( ) e 2z == 075 (27) p;] ( P >2 (n—r—2j—p>

1
(—1) (22 — 2t — 1) 2] '2J (kﬂ)

=0 o
{ Z(("‘;a> (=)o)
_ zk:(—l)j n_r_1(2 Qt—l) |2y <k+j>
j=0 iy i

e k=3\qp 2z —n+r 2z —n+r
2 . +2 .
— p n—r—25—p n—r—2j—p—1
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k .n—r—l 9j
= -1 I (2z—2t—1)F
§=0 t=j ‘
n§2j(2j+p)! k+j op 22—n+r ) 22 —n+r
= p! 2j+p n—r—2j—p n—r—2j—p—1 )

Mais cette identité est exactement lidentité G(k,n —r) = R(k,n — r), démontrée dans le
Lemme 60.

La proposition est démontrée.[]

IV.3.c Les sommes S[(zf;;)

Pour la quantité :

50)0) = (- G0

(avec a > 0 et b < n) nous avons les deux relations de récurrence pour les Sén)

, (avec a > 1) :

S (X) = =503(X) — 2571 (X), (V.94

arce que
(parce g

S(Ti)l,b—i-l + St(ltz) + 251(:;))—4-1

- S el
| GO0
- Sl O )
D)

- S () S e ()

1=a—1 1=a—1
n—b—1 . . n—b—1 . .
1+ 1 X—n—1 g (i +1 X—n—17¢
— —1)° . —1)?
Z( )< a ><n—b—1—i> , Z =) < a ><n—b—1—i’>
i=a—1 i:=it—1=a—1
= 0)

et
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n 1 n n
S (X) =~ [m—a—b+ 1S, — (X —2n+b+ DS

arce que
(parce q

sM(x) = g(—l)’(;) (i:::;)

-2 (n—a—b+1)i§1(_1)i<ail> <)§:Z—_zz>

8 () ) ()

X—n—1
n—b—1

)
~(X=2n+b+1) (_1)i< i )(X—n_i

n—b—1—1

_ é (1 —a—b+ 15, — (X —2n+b+1)80, ] )

Elles impliquent notamment la relation (valable pour a > 1)

k k
EN i a(n) k—1 k—1 ()
2 <j>2j5“vb+j -2 K j > i <j - 1>] ¥ e

1
a
(onutiliseiciz’—a+1:(n—a—b+1)—(n—b—i))

111

(IV.95)

)

Jj=0 j=0
k k—1
k_l n ]’{7 1 ’ n
- Z< j >2]Sc(lb)+a+ Z ( 3 >2j +15§,b)+jl+1
J=0 J'i=j—1=0
k—1
_ k=1\ 0 (om (n)
_ ;( ; >2a (S50 + 28005 01)
k—1 n—b—j . . )
kE—1\ . (1 X—n—1 X—n—1
= 2.] _1Z 2
> () (Z e ) = 5500)
k-1 n—b—j . ) )
B (RO ()
Jj=0 J i=a a n—b—j—i n—b—j—1—1
B k—1 k—l 2] n—b—j—l (_1)i,+1 Zl+1 X—TL—Z/
a j a J\n—(b+j+1)—4
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+n béf | <> <n—£;;+_1i)—i>>
(0 (2 o () O) Goairii-)
: <"}) ( | <—1>i<afl)<n_?§;?;f>_i))
- :: <lc ; )2 S i (IV.96)

En itérant cette procedure (et en tenant compte de la restriction a > 1), nous pouvons
éventuellement (si a > k et b+ k > n) avoir :

k
k ] n n
3 (j)wsﬁhl)ﬂ = (~1)FS™ ke (IV.97)
§=0
Nous avons aussi (pour a > 1) :
n 1
S (X) = =585 +50)
1 1 n n
- -3 [a[(n —a—b0+2)8",  — (X —2n+0)8", T+ 50,
11 n X—-2n+b—a
= _55(71 —a—b+ 2)5,&—)1,1;—1 + % Sé—)l,b (IV.98)
11 n 1X—-2n4+b—a, (n n
= _55(" —a—b+ 2)55—)1,17—1 3 %0 (Sé—)z,b + St(z—)l,b—l)
X—-b—-3a+4 X—-2n+b—a .,
= —TSIS_)M_NX) - 1a 5[(1_)2,b(X)-

Proposition 63 Soit j un entier strictement positif, alors

(J+s) (= (n) X n+j\(X-n+1
]HZ ] < j—s >5J+s 1,J+s+1(X)=<2 : ). (1v.99)

J n—2j

(n)

Démonstration. Nous démontrons ceci par récurrence sur j. Avec les notations S ; définies
K
plus haut, le cas j = 1 revient a démontrer

X _1 n n X X—-n+1
<21 )sg,;+2s;g:(3_n+1)( o )

Pour ceci nous pouvons utiliser les relations de récurrence (IV.94) et (IV.95) pour calculer

i_l n n
(P17 )t +osty
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K:_'l n 1 n n
= (7)) st 2500 - s

é;_'l n n n n
= ()52 - 100 - 288 - (x - 2+ s - s
X n n
= <E—n+1>sé,2)+(X_2n+2)Ség)
n—2 .
X (X —
- <7—n+1> ;(—1)<n_2_1>+2z <n_ _Z>]
n—2 n—2 .
(X (X —n—itl i (X =i+l
_ (2 n+1> Z;( 1)< o >+i/:§:1( 1) ( o
_ (X L X—-n+1
- 2" n-2 )

Supposons ensuite 1’énoncé valable pour j. Alors pour j+1, d’apres ’hypothese de récurrence,
nous transformons d’abord le coté droit de (IV.99) en

I P SRR (C e I CEE ERATES BRI CRE R
j+12 j n—2—2j
1 (X ERY SRS G R S
= _ - _ J 2
j+1<2 n+1])( 1);) sl < i s )
n—3—j—s
J 1y D )( X—n-—p >
p=j+s—1 j—1+s/\n=3-j—s-p
_ WX LG (X 1= — s\
S 7 ! ; jls! j—s Sits—1,j+s+3 (IV.100)

Nous allons terminer la preuve en itérant plusieurs fois la relation de récurrence (IV.98).
Nous avons

J+l . n—=2—j—s
(—1)J'+1ZM y—j—s—1 (P X—n—p
= (j+ 1)!s! jH+1—s et j+s)\n—2—j—s—p
G+s+1) /X —j—s5-1 . (25 + 2)!
D 2 (m) it GEDE e
Z ]+1 ' ! < j+1—s Sj+87j+8+2+( 1) (]+1) (]+1)|S2]+12]+3
s= O
+1Z GHs+D [(F—j—s—1\ )
: j—i—l's' j+1—s J+s,j+s+2
S=
=1yt (27 +2)! X243 3@+ )+ m)
G+DG+ D! 425 + 1) 2j,2j+2
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X =2n+2 @n)
_m 27—1,25+3

+1 (j+s+1)! —Jj—=s—1\
Z (7 + Dls! j +1—s Sitstst2
s=0 ‘ x ‘
+(_1)j+1w 7 -2 -1 g
(7 + 1)l5! 1 2,27 +2
i+ 2D o 1 (X (25)! ()
<3_4]_ )(]+1) |S2]2]+2 ( 1)J ]+1 E_n—i_l ]] SZ] 1,25+3

J—

1y s+ 1) <——]_5_1>S(n)

- (] _.I_ 1)'8' Y] + 1 — 8 Jj+s,j+s+2

X _92j—1 X (25)!
j+1 . 2 : (n)
+=1) [(2] + 1)< 1 > - <5 —4i- 1)] Gt 1)1 22+
(- rx (29)! o
P (7 ) e

(s D (X —s—1\
j+1§% jj+1 15! < j‘il )S]('+)s,j+s+2
(25)!
7o (5 -)) 55
[_X (2+2)-32) +dgm X -2+2m
4(2j) 2j—1,25+1 4(2]') 2j-2,2j+2

(1 rx (25)! o(n)
+]+1 St 1) Ss

_ g+1 J+S+1 ——J—S—l (n)
s=0

_ 2j +2) —3(2)) +4
_(_WH[ ( >] y+1'y' - 4(;j) S s

() P

(-D*? (X 2j)! o(n
() Bl

_ N~ s DS —j—s =1\ ()
= (1) Z G+ 1)s! 2j+1_5 Sjts,jtst2

(1) + )l <§ —1- —u>5(n)

j—u JFutlj+u+3

(—1)i+2 (X ) 4 (j+s)!<£—1—j—s> )
SR Sont1) ) , 2 S; 543"
15! _ JH+s—1,j+s+3
741 2 MR RVACL ]—Ss

>

On réitere cette procédure et on obtient tous les termes a droite dans (IV.100) multipliés
par (—1)7*1. La proposition est donc démontrée. [J
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Dans la suite on écrit simplement Sg;)) pour désigner Sgg (2y + 22).
IV.3.d Démonstration de (IV.46)

Pour obtenir une démonstration de (IV.46), on peut utiliser le Lemme 59 pour réécrire

(03

- > izo(_l)me—zz-i <y ; l__l Z_—Z %) <p —ll — z)
OF (D07

La quantité entre les crochets a droite se simplifie :

v\ fv+p—1 v—1\[/v+p—1
<Z>< p—1 >+<i—1>< p >

ol (v+p—1)! (v=1! (v+p-1)
(v —9)! vl(p—1)! (t—Dlv—1)! (v—1)p!
wtp-D!  (t+p-1)
'(U(—i)( —1)1) ((Z+— ! (f)—@)'p'

v4p— i+p— ,
(v=)(i+p—1)! ilp! (i+p)

B <v—i—p—1><z+p>
i+p—1 p )
Nous avons donc 1’égalité suivante,
)00
p P p—1
] C 1 . |
= ZZ z+l2p—2l—i<y_l_z_§><p_l_l><v+p_1><l+p>
p—1—1i l i+p—1 D

w\'d

l: =0
[% l+v 1

_ Z w2p—w—l<y_w_§><p_w>< v+p—1 ><w_l+p>
lOw—H—ll p—w : woltr -l Y
b

_ %li (p w>< vtp—1 )<w—l+p>(2y—2w—1)---(2y—2p+1)
1=0 w=l w—l+p—1 p (p —w)! 7

et nous pouvons décomposer D, , comme
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P
Dy g = ZDp,q,w@y —2w—1)--(2y—2p+1).

i=0

ol chaque

20+4(2¢)Ip! (k\ [k + g k+1—q kel g
Dyow = _ypteZ 4 .
P4, (=1) q! (p)( 2q > uE::O < u >2

N

Z(—1)vzi< vtp—1 ><w_l+p>

v=0 1=0 (p_w_l)'l' w_l+p_1 D

S(n—2¢—u—p—v;2y+ 2z —2n+ 2q+ u)

— (caprne T () (k)

q(p — w)! =
zw:2_l<p—w>< v+p—1 ><w—l—|—p>
e l w—Il+p—1 P

k+1—q
kE+1-—
Z < + q>2“S(n—2q—u—p—v;2y+22—2n+2q+u)

u
u=0
20+4(29)1p! (KN [k + ¢ —
— _1p+q+w7 1y
=1) ¢'(p — w)! <p>< 2q >UZ::O( D
zw:2_l<p—w>< v+p—1 ><w—l—|—p>
e l w—Il+p—1 P
kz_:q k—gq ou 2y+2z—n—p—v+1
=\ u n—2q¢—u—p—uv ’

On peut encore simplifier la triple somme dans 'expression de D), 4., :

Z Uzw:2 < >< v+p—1 ><w—l—|—p>
= w—Il+p—1 D
kzil k: X—-n—-p—v+1
U n—2q—u—p—v
: ( ”)( LR
1=0 v
p_lz_ vtp—1 v—{—p—l 204+2z2—n—-—p—-—v+1
— w—Il+p—1 n—2¢—u—p—v

i p—w l+p n)
l - 1 u
= ZQ ( ( > 1P~ Z< >2 Sw I+p—1,2q+u+1
l_
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p—w

_ f(p—w\[w—1+p g a(n

= (-1rty 2 l( l >< ) >(—1)’c S bkt (IV.101)
1=0

Et on arrive donc a

Dpgw = (_1)p+q+w&2q)!ﬁ! (k) (k:;;q>

g'(p —w)! \p

_1p—w (p—w\(w—=1+p b ()
— Z ? ( ! ) ( p >(_1) S0 p—kg—1 kg1

1=0
_ (qypren 2720 <k> (k + q)

g'lp—w)! \p/)\ 2q
— (p—w\ (w—=1+Dp\ )
Z . ( l > ( P >S1U—l+p—k‘+q—l7k+q+1‘ (IV.102)
1=0

(IV.46) est donc vraie.

IV.3.e Démonstration de (IV.48)

La démonstration de (IV.48) s’obtient de la fagon suivante,

k
Cuwg = ZDp,q,w
p=w

_ ]i(l)q*”“m @ <k2+qq>

7 f(p—w\ [ [w—1l+p k—q o(n)
Z 2 ( 1 > < P > (=1) qu—l+p—k+q—1,k+q+1
1=0

— (_1)k+w+12q(2Q)! k+q
q! 2q

k—w
2p! [k (p—w\ (w—1+Dp\ )
Z (p—w)! <p> ; ? < l P Sw—l+p—k+q—1,k+q+1’

p=w

mais

k 2pl [k e Gt (P W) (W= I+p g
Z (p _ U))' D e l P w—l+p—k+q—1,k+qg+1
k

B Pkl 2P—lpl (p—w)!
oy [<p>(p—w)!((p—l)—w)!(p—(p—l))!
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(@+E=0) ]

plw—p+(p—1)) w—l+p—k+q—1,k+q+1

B FRY 2r- 12w) w!
-2 [() I (w—p+-0))- (-1

p=w [=0
(w+ -0 ow
(2w)!((p _ l) _ w)! w—l+p—k+qg—1,k+q+1

k k

2" 2w)! (w + 1"\ ((n)
- Z Z w+l’—p ! 2w Sl —ktg—1 kg1

I':=p—1=0 p=w
k

k4w 2ll(2w)! w1\ on)
- Z w1l w! 2w St —ktq-1k+g+1

l'=w

- 2 Ek: E+w) CRLRPNN
wh A (k=D w D) - w)(Qu)! T e R LD

ce qui implique

a1 29(2 k+
Cw,q — ( 1)k+ +1 (Z')w(' ) < 2qQ>

k
~ _ l’ w + l’) (l’ _ w) (2w) wHl'—k4+q—1,k+q+1
k
2‘1(2q) Cuw)! (k+q\ (k+ w)! 1 ’ on)
_ k+w+1 l
= (b qlw! 2q (2w)! IZ (k — NI — w)!2 Suwti—ktg- L+t
k
= (cpyhtwt 21(29)!(2w)! (k+q\ (k+w 3 (k—w)l v gm
q|w| 2(] 20 (k _ l’)!(l’ _ ) wHl' —k+q—1,k+q+1°

l'=w

On utilise ensuite la relation (IV.96) pour simplifier la derniére somme

(E—w)! v k=w) o gy
Z (k — NI — w)! 2 S k-1 kgt = Z U — w 2 Syl kg1 kgt
l/

k—w "+ (n) ke (n)
- Z < " )2 wS?w-H” k+q—1,k+q+1 — ( 1) w2w5w+q—l,w+q+17
U:=l'—w=0

pour conclure a l'identité :

w1 2129)!2w)! (k+q\ (k+w wow a(n)
Cug = (—1)FF HT % 90 (=D 2% S g

270 (29)12w)! (k+q\ (k+w\ o)
- T( 2% >< 2w >5w+q—1,w+q+1- (IV.103)
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IV.3.f Démonstration de (IV.53)

Afin de prouver (IV.53), on compare I'expression des Cy, 4 et des Cy, 4,; €t on constate qu'’il
suffit de démontrer la proposition suivante :

Proposition 64 Soient w, q, k trois entiers positifs avec k > w,q. On introduit la quantité

min{k,w+q}

(29)! kE+75\ /(2] —q—w\[w+q
Kygqj = § — . . . IV.104
o (2j —q—w)!'\ 2j i—q J ( )
]:max{?‘l)»q}
Alors nous avons
29)'Cw)! (k+q\ (k+ w
Kyogi=——> . V.1
@ q'w! 2q 2w (IV.105)

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que w > ¢. On peut donc réécrire K, 4 ;
sous la forme

min{k,w . . .
o {Z:Jrq} (25)! <k+]> <2j—q—w> <w+q>
e = (2-g-w)'\ 2j J—q j
min{k,w+q} i . .
_ E:‘l (25)! (k+)! (2 —q—w) <w+q>
= @ gmw) (k= DIEDNG -G -t g
min{k,w .
_ U ey (7+)
2 GG WG\
min{k—w,q} k " |
S (k+w+ )1 (w+ q)!
iy (k= w = NG — g+ w)! (w + ) g = )
2w)! [k
et on divise les deux cotés de (IV.105) par (q‘lzlj))‘ < 2—:1) w> afin de transformer l'identité a

démontrer en

Ko :min{f”’q} @ (ktw+) (k—w) (g wl  (k+q)
(2w)!<k+w> ot Mg =3 (k+w)! (k—w—)N(w+iNG —qg+w)! (k—q)
q'w! 2w

(IV.106)

Cette identité est démontrée par récurrence sur q. Elle est vraie pour ¢ = 0, et pour passer
degag+1(sig+1l1<w<k):

(k+q+1)! (k+q)
(k—qg—-1)!" (k—q)

(k4 g+ 1)(k—a)
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min{k—w,q} ‘
— g\ (k+w+j) (k—w)! (w+q) wl o,
_ { 5 0 <’fwj’>!<w+j'>!<j'q+w>!}(k2+k 7~ q)

/=0
min{i—:w,Q} <q> (k+w+]’)' (k’ w)
i) (k+w) (k—w—j)
(w+q)! w!
(" = g+ w)!
- min{i—:w,Q} (k:—{—w+]’—|—1) q) w_|_q w!

[(k+w+j +1)(k—w—73")
j§'=0

+(w+ 5 ) (w+ 5"+ 1) —Q(q+1)]

+7
(k+w)! (k- w—]—l <J’ (wHING —atw)
min{i—:w,q} (k+w+j7)  (k—w) q
(k+w)t (b —w— )\
(w+ q)! w!

jl(w + i) (w45 +1) —qlg +1)]

w+q)!  w!
w! (w—q)!

On simplifie la deuxieme somme comme suit :

min{i—:w,‘ﬁ (k;+w+]')' (k’ — UJ)' q
(k+w)! (k—w—jN\y
(w+ q)! w!
A gt )
i+ w)! (k—w— " —1I\j"+1
(w+ q)! w!
@+ 7+ DG —atwt 1)
B mm{ki#]}—l (k+w+j// + 1)' (k — w)‘ q
k+w)!  (k—w—j" DI\ +1
(w+q)! w!

(w+3"+ D" —q+w+1)!
min{k—w,q}—1

j'=1

[(w+ ) (w+35" +1) —qlg+1)]

j":=j'—1=0

[(w+ "+ 1) (w+ 5" +2) —q(g+1)]

4"'=0

(w+i"+1-q)(w+;7"+2+q)

B Z (k+w+j" +1)! (k —w)! (w+q)!
s E+w)!  (k—w—j" —1)! (w+ ")
w! g Yw+j"+q+2

(" =q+w)!\j"+1) w+j"+1 "

On a maintenant
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(k+q+1)! min{ki”’Q}‘l(k+w+j'+1)! k-w)! (w+q)!  w!

(k—q—1) (k4+w)!  (k—w—j —1) (w+ ) —q+w)

q i q w+j +qg+2
i) T\ 1) w1

+(w—i—q+1)1 w!
w! (w—q—1)V

§'=0

dont on simplifie le membre de droite en utilisant 1’égalité suivante :
a\ (0 wtdtat2 _(a\, (@ \,( ¢\ g+l
Vi i'+1) w+i+1 \§ j'+1 i +1)w+j +1

qg+1 N qg+1 q—j3  [(q+1\w+qg+1
J'+1 1w+ +1 \J+1)w+j+1

et on trouve

(k+q+1)!
(k—q—1)!
min{k—w,q}— .
{ZQ} 1(k+w+]'—|—1)! (k —w)! <q—|—1>w+q—|—l (w+ q)! w!
o (k +w)! k—w—7 -\ +1)w+j5 +1(w+ 7)) —q+w)
+(w+q+1)! w!
w! (w—q—1)!
min{k—w,q}— .
{ZQ} 1(k+w+]'—|—1)! (k —w)! <q—|—1> (w+q+1)! w!
= (k 4+ w)! (k—w—7—-DI'\J+1) (w+ 7+ D —qg+w)
+(w+q+1)! w!
w! (w—q—1)!
ml“{’“z‘:’“”’q}(mwﬂ)! (k — w)! <q~|—1>(w~|—q+1)! w!
| —w — 1) ] ! — 1 — |
i tw)l (k—w =)\ g (w+i)! (-1-qg+w)
+(w+q+1)' w!
w! (w—q—1)!
mm{i”’q}<q+1>(k+w+j)! (k—w)! (w+q+1) w! -
= J (k+w)! (k—w—j)! (w+j)! (w—qg—1+7) '

La proposition est donc démontrée. Elle fournit la décomposition souhaitée.[]

IV.3.g Démonstration de (IV.54)
A la fin, pour démontrer (IV.54), on étudie
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k
D Cugi2y—2w—1)-(2y — 2k +1)(22 — 2¢ — 1) -+ (22 — 2k + 1)
w,q=0
_ _Zk: 924+w (24)1 <k:+j>(w+q><2j—w—q>
wq02‘7_q_ ' 2] ] ]—’UJ

S g1 (2y — 20— 1) (2y — 2j + 1)(22 — 2 — 1) -~ (22 — 2 + 1)
[(2y —2j —1)---(2y — 2k +1)(22 —2j — 1) --- (22 — 2k + 1)].

Le coefficient de [(2y —2j —1)--- 2y — 2k +1)(22 — 2j — 1) --- (22 — 2k + 1)] se simplifie
comme suit

Ek: 20t (2)1 <k+j><w+q <2j—w—q>

- _ ' . . ._

o ZI—a—w)\ 2 J J—w
Qy—-2w—-1)---2y—2j+1)2z2—2¢—1)--- (22 —2j + 1)

(I = 2T 48\ o)
= _(2])!< 2j > Z (] _ S)‘ j Sj+s—1,j+s+1

w+q—1,w+q+1
s=0

S U o o1y (2 2 4 1)(25 - 2~ 1) (25— 2] + 1)

wiins U =W —a)!

/<:—i—j 4 2“S Jj+s
= ( >Z j (- )Sy(+)s Lj+s+1

s=

> <_1)j-82j_s<jfy— %) <jiz—%>

w+q=j-+s J—w J—4

(B g2 5 (5 g (2 —y— 21
= _(2])!< 2j >2JZ j S]—i—s 17j+8+1( 1)] j—s

s=0

K+ 5\ 25w (545 o) X-j—s
_(2])< 2] >2JZ ] S]—i-s 1,7+s+1 j—S )

s=0

on obtient donc

k

D> CugiRy—2w—1)-(2y — 2k +1)(22 —2¢ — 1)--- (22 — 2k + 1)
w,q=0
NTERE 7+ 5 o) y+z—j—s
_ —(2])!< % >22JZ< ; )Sj—i-s Ljtstl P
s=0
[(2y —2j— 1) 2y — 2k +1)(22 — 25 — 1) --- (22 — 2k + 1)]. (IV.108)

La Proposition 63 permet ensuite de simplifier les coefficients :
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]+1 G+ (y+2z—7—5\ o (ytz—mn+j\[(2y+2z—n+1
Z 4!s! < j—s Sj+8—17j+8+1(2y+2z)_ j n—2j :

On conclut donc que

—1)™) Cugiy—2w+1)-- (2y —2k+1)(22 —2¢+1) -+ (22 — 2k + 1)
w7q

n . k+j J+s (n) y+z—7—s
= (-1 <—(21)< 2 )2%2( j >S]+s 1,j+s+1 i

s=0

[(2y—2j—1)~~~(2y—2k+1)(2z—2j—1)---(22—2k+1)])

k+j ! J+ 8\ on) y+tz—j—s
— _1\n+1 2]2 : \ )
(=1) (27)! < 27 >2 s=0< j SJ+s—1,J+s+1 j—s
(2y—2j—1)--- 2y —2k+1)(22—2j —1)--- (22 — 2k + 1)]

= (—1)"+1(2j)!<k;j]>22]( 1)7+! <y+z B n+j> (2y+22 T 1)

J n—2j
[(2y —2j —1)---(2y — 2k +1)(22 — 25 — 1) - (22 — 2k + 1)]

2j —1) -
_ (—1)”—1(2j)!<k;j]>22g<y+z;n+y><2y+;z_—2j@+1>
= 1) (2y — 2k +1)(22 —2j — 1) -+ (22 — 2k + 1)]
= (IV.109)
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Annexe A

Algebre de Hopf H;

Dans cette partie nous présentons I'algebre de Hopf H 1 et ses cocycles cycliques de Hopf qui
correspondent respectivement a la classe de Godbillon-Vey, a la dérivation Schwarzienne, et a la
classe fondamentale transversale. On suit essentiellement la présentation de Connes et Moscovici
dans leur série d’articles sur le sujet([9], [10]).

Pour un feuilletage lisse au rang constant sur M, on choisit une transversale plate complete
X. On considere le fibré de reperes orientés F'X de X avec I'action correspondante du groupoide
d’holonomie de feuilletage, qui définit un groupoide étale G = FX. Connes et Moscovici ont
trouvé une algebre de Hopf H; agissant sur lalgebre lisse de groupoide Cg°(G), ou k est la
codimension du feuilletage. Dans cette annexe on se limite au cas k = 1.

Dans ce cas-1a, la transversale compléte X est une variété plate de dimension 1, et F'X est
isomorphe & X x RT en fixant une connexion plate sur X — X. On introduit les coordonnées y
sur la composante X et y; sur la composante RT. Soit I' un pseudogroupe associé au feuilletage
agissant sur X. L’action de I' sur F'.X est

(v, 1) = (0(y), @' (W)y1), Vo eTl.

Par définition le groupoide F.X x I' = F'X est un groupoide étale munie d’une forme sym-

dy Ad
plectique naturelle w = #
Y1
Sur F X, on considere les champs de vecteurs X = yla— et Y = yla—. On a d’abord
Y Y1
o 0

/ Oy1 — -
Hom Z (& gy | ou

ce qui veut dire que Y est invariant sous l'action de I'. Mais ce n’est pas le cas pour X, qui
satisfait a la relation de commutation suivante :

—1
Up XU, = X — yl‘ZT,((s))y

125
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On introduit maintenant les opérateurs suivants sur A.

X(fUp) = X(f)Us,

Y(qub) = Y(f)Uqﬁ’ (A 1)

01(fUp) = pp—1fUs, '
(fUg) = X""Npg—1)fUs,

(=9

n
_n

y)
o~V (y)

Leurs relations de commutation sont

ol Nqﬁ*l(y,yl) =W

Y, X] =X, [Y,0,] =nd,, [X,0,] =0n+1, [0k,00] =0, mn,kl>1. (A.2)

Ces opérateurs X, Y, d,, n € N forment une algebre de Lie de dimension infinie H1, et I’algebre
de Hopf H; est définie en tant qu’algebre comme son algebre enveloppante universelle.

Pour faire de H; une algebre de Hopf, il faut définir le coproduit, la co-unité et I'antipode.
Ils sont donnés par :

1. le coproduit A : H; — Hi ® Hy. Il est déterminé par

AY=Y®1+1Y, AX = XR1+1X+§HQY

et la propriété de multiplicativité
A(hth?) = ARt - AR?, AL A% e My ; (A.4)
2. la co-unité est
e(h) = le terme constant de h € H; . (A.5)
3. L’antipode S. Elle est donnée par
SY)=-Y,SX)=-X+4Y, S(01) =-0 (A.6)
et la propriété d’anti-isomorphisme
S(h'h?) = S(h*)S(h'), h',h* € H; ; (A7)

Il n’est pas difficile de vérifier que (H1,-, A, S, €,id) définit une algebre de Hopf.

Le role de ‘H1 comme jjsymétrie dans la géométrie transverse;; vient de son action naturelle sur
les produits croisés ([9]). Etant donné une variété M! de dimension 1 et un sous-groupe discret
I C Diff *(M1'), H; agit sur 'algeébre de produit croisé

Ap = C(JL(MY) % T,
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par une action de Hopf, ou J}F(M 1) est le fibré orienté des 1-jets sur M'. On utilise les coor-
données dans J}F(M 1) définies par le développement de Taylor,

js)=y+sy+---, y1 >0,
et supposons que des difféomorphismes agissent de la maniere fonctorielle évidente sur les 1-jets,

o(y,y1) = (e(y), ¢'(y) - y1) -

L’action de Hy s’écrit comme ci-dessus :

Y(ngo) | 5y1 ng ’ X(ngo) =W 8y U4p7 (AS)
o = (0 92N e
10D = it (1085 0z (A9

ol nous avons fait 'identification J}_ (M) ~ M' x Rt et noté par (y,y1) les coordonnées sur
ce dernier.

dy N dyy

La forme de volume ———— sur J!(M") est invariante sous Diff*(M') et donne la trace
Y1
suivante 7 : Apr — C,
dy N dyy
fyp) ——=— ife=1,
T(fU}) = /Jiuw) ui (A.10)

0 ifo#1.

Cette trace est v-invariante par rapport a laction H; ® Ar — Ar et avec le caractere
modulaire v € ‘H}, déterminé par

7(h(a)) = v(h)T(a), vV heH;. (A.11)
Le fait que
S? £ Id,
est corrigé automatiquement en tordant avec v. En effet, S = xS satisfait la propriété involutive
S?2=1d. (A.12)
On a N N N
S(61) = =01, SY)=-Y+1, SX)=-X+46Y. (A.13)

L’équation (A.12) montre que la paire (v,1) donnée par le caractére v de Hy et ’élément de
groupe 1 € H; est un couple modulaire en involution, i.e. un élément de type groupe et un
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caractere tels que le carré de 'antipode doublement tordue correspondante est I'identité. Cela
permet de définir la cohomologie cyclique HCYy, ¢ (H1) (cf. [9], [10]).

En fait, étant donnée une algebre de Hopf munie d’un couple modulaire en involution (v, o),
dans le cas spécial o = 1 (cf. [9]), on a les définitions suivantes (Pour le cas plus général, on peut
consulter [10]) :

Soit H une algebre de Hopf, v un caractere de H tel que ’antipode tordu S = v S satisfait la
propriété involutive
S5?=1d.
Les groupes de cohomologie cyclique H C’I*_Iopf(H) sont définis a ’aide des modules cycliques

associée & I'algebre de Hopf H comme suit. Pour chaque n € N, C"(H) = H®" ; les opérateurs
de "face” 0; : C" " 1(H) — C™(H), 0<i<n,sont

dhte...or™h = 1ehte...0h !
oihte...eh) = hle.. . eAM®...eh"t, 1<j<n-1,
o e...erm ) = Me.. e lel;

Les opérateurs de dégénéréscence o; : C"T1(H) — C*(H), 0<i<n, sont

oM @...oht) =hle.. e ®...@ "t
Les oprérateurs cycliques 7, : C"(H) — C™(H) sont donnés par
bt ®.. @h") = (A"IS(hY) R ®... @kt 1.
La cohomologie cyclique de Hopf est calculée a partir du bicomplexe normalisé (CC**(H), b, B),

ou :

CCPI(H) = CI7P(H), q>p,
CCPI(H) = 0, q<p;

avec

L’opérateur



129

a comme expression explicite

bhle...ehr ) = 1ehe...er!
n—1
+ ) (-1 Zhl L @Ry, ®h{2)®---®hn‘1
j=1
+ (1)%1 LRI ®

alors que pour n =0, b(C) = 0.
L’opérateur B : C"(H) — C™(H) est défini par la formule
B=AoBy, n>0,
ou By : C""Y(H) — C™(H) est I'opérateur

By(h' @ ...t = (A"'S(hY) R ®... @kt
= D S(h{y)h? @ ... ® S(hiy)h" @ S(h{y)h"H,
Bo(h) = wv(h), heH,

et
A=1+4(=1)"m+ ...+ (=) 7",

Les groupes H Cﬁopf (H) sont calculés a partir du premier quadrant du complexe total (T'C*(H), b+
B),

TC"(H) = Z CCP"P(H)
alors que les groupes périodiques (Z/2— gradues) PH CHopf(H) sont calculés a partir du complexe

total (PTC*(H), b+ B),
PTC"(H) =Y  CCP"P(H

La formule

(M ®...@h")d,...,a") = 7(a®h(a")... K" (a™)), (A.14)

ou hl,....h" € Hi et a°,a’,...,a" € Ar, induit un homomorphisme caractéristique

X: : Hcfjlopf (Hl) — HC” (AF)

Dans [9] Connes et Moscovici ont construit un isomorphisme

K} © H*(a1,C) — PHCjops (H1),
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entre la cohomologie de Gelfand-Fuchs de 1'algebre de Lie a; = R[[x]]0, des champs de vecteurs
formels sur R! et la cohomologie cyclique périodique de 1’algebre de Hopf H.

Proposition 65 L’élément 01 € Hy est un cocycle cyclique de Hopf, qui donne une classe non
triviale

[51] € HC%IOpf (Hl) :

En plus, [61] est un générateur pour PHCﬁ%%f (H1) et corréspond a la classe de Godbillon-Vey

dans lisomorphisme k7 avec la cohomologie de Gelfand-Fuchs.

Démonstration. En effet, le fait que §; est un 1-cocycle est facile a vérifier :
b(dl) =10 —AN1+01®1 =0,

alors que

71(61) = S(01) = S(61) = —d1.
D’autre part, son image sous ’application caractéristique ci-dessus,

X; ([61]) € HC' (Ar),

est précisément la 1-trace non abélienne de [7] (cf. aussi [8, III. 6. 7]), et ce dernier est connu pour
donner une classe non triviale sur le fibré de reperes transversales aux feuilletages de codimension
1. Le reste est démontré dans [12] Appendix B .

Nous allons maintenant décrire un autre 1-cocycle cyclique qui correspond a la dérivée Schwar-
zienne {y;z}, dont Pexpression est

d2 dy 1/d dy\\ 2

1
Proposition 66 L’élément &) := 5y — 5(5% € H1 est un cocycle cyclique de Hopf, dont l’action

sur l’algébre de produit croisé Ar = C°(JL(M')) x T est donnée par la dérivée Schwarzienne

5 (fU5) = yi {e(y) sy} fU;

et la classe
[65] € HC%IOpf (Hl)

est égale a B(c), ou ¢ est le 2-cocycle de Hochschild suivant,

1
c = 51®X+§5%®Y.
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Démonstration. Nous donnons ici le calcul en détail. On calcule b(c) :

b1 X) = 170X -(0114+1®6)0X + (A.16)
NOXRNI+103X+0h0Y) -1 XR1=H01H1Y

et

O2RY) = 108 Y —(°0142000+106)QY + (A.17)
PR R1+10Y)-#Y®1=-206QY

Cela signifie que

donc ¢ est un cocycle de Hochschild.

On passe au calcul de B(c). D’abord, on rappelle que
Bo(h' @ h?) = S(h')h? .
Comme S(8;) = —d1, on a
1
Bo(c) = =61 X + 55%1/.

Comme S(Y)=-Y +1 et S(X)=—X+0,Y, il en suit que

S(Boe) = S(X)61 4+ %§(Y)5% (A.18)
1
= (X +aY)h+5(-Y + 1)6%
= —X0 4+ 8Y +67 — %@%Y +62)
1 1
= —X6 + 56%}/ + 55%.
Donc que
B(c) = Boc— S(Boe) = (A.19)
—0 X + %5% Y — (—X0; + %5%1/ + %5%) = &,

ce qui montre que la classe de 8/, est triviale dans la cohomologie cyclique périodique PH Cﬁopf (H1).

On conclut cette annexe en notant qu'un générateur de PHCE Tt (H1) est la classe du 2-cocycle

cyclique
F=XY-YX-LYQY, (A.20)

qui, dans le contexte de feuilletage, représente la ‘classe fondamentale transverse’.
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Annexe B

Rappel de quelques résultats
concernant SL9(R)

Nous rappelons dans cette annexe des notions et des résultats nécessaires de la théorie des
représentations (unitaires, des dimension infinie) du groupe de Lie SLs(R). La premiere section
est une partie de la Section 4.2 de la these d’Alain Valette (cf. [32]), je le remercie vivement de
m’avoir autorisé a la reproduire ici.

Le groupe G = SL2(R) est intéressant, vu sa petite dimension, comme exemple de groupe
ou tous les calculs peuvent se faire explicitement. D’autre part, c’est un des quelques groupes
semi-simples dont on connaisse le dual complet G.Du point de vue des algebres d’opérateurs, on
a donc une description non seulement la C*-algebre réduite, mais aussi la C'*-algebre maximale.

Dans la représentation standard de (G, on spécifie d’abord quelques sous groupes :

cosf sinfd e 0
K_{<—sin9 cosH)’aeR}’ A_{<O e_t>’t€R}
1t 10 -1 0
v{lo e {0 V) (0 ) e
Nous avons la décomposition d’Iwasawa G = KAN, et P = MAN est un sous-groupe
parabolique minimal. Nous appellerons ici représentation de G un homomorphisme 7 fortement
continu de G dans le groupe des opérateurs inversibles d’un espace de Hilbert, et tel que 7|k

est unitaire.
Notons A\s(s € C) le caractére de A donné par

(5 1)

et notons € = 0 (resp. € = 1) le caractere trivial (resp. non trivial) de M. On forme la
représentation

Tes = Ind% @ \s @ 1.

133
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ou [ ndg est la représentation induite. La fonction modulaire de P est donnée par A p(man) =

€2t.

B.1 Description de G

Maintenant nous passons en revue les différentes représentations unitaires irréductibles de
SLa(R); classifiées en 1947 par Bargmann.
Pour les représentations 7. s introduites ci-dessus, identifions K avec S! par

cosf) —sind s i
sinf cos6 ’

et posons @, (0) = ¢ (n € Z). On réalise mg s(resp. m1 ¢ sur le sous-espace H'(resp. H!) de
L?(S') engendré par les ¢, avec n pair (resp. n impair). Soit alors

E+:<1 —i1>’E—:<—1i j)’W:(—Ol(l))’ (B-2)

la base usuelle de I’algebre de Lie complexifiée sl2(C) de G. Par [23], p.119, cette base agit dans
I'espace de 7., par

Ws,s(W)QOn = —inPy,
Tes(Ey)on = (s + 1 —n)pp_a,

7T€78(E—)‘Pn = (s +1+n)pnio.

En utilisant ceci, on montre ([23], pp.119-121) que 7., est irréductible si s n’est pas un
entier, ou si s est un entier tel que s = £(mod2). De plus, dans ce cas, 'application

n|

2k—1-—s
o [[ 15, (ne)
k:12k+1+s

n

2k — s
Pap+1 kl:[l o 1 5 et (n €N),

n

2k — s
O (2n+1) — H ok 1 5Pt (n € N)
k=1
réalise I’équivalence entre . 5 et m. _g(cf. [30]. p. 197). Dans tous les cas, les représentations 7. s
et m. _g sont duales I'une a l'autre ([23], p.45).
Considérons les cas réductibles. Pour k € N, la représentation mo; 1 contient deux sous-
espaces irréductibles de dimension infinie
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&y Cey, et P Cen

n<—(2k+1),nimpair n>2k+1,nimpair

qui fournissent des représentations notées respectivement g €t w;rk. Pour mgok—1, on a une
situation semblable : les sous-espaces

@ Copp, et @ Con

n<—2k,npair n>2k,npair

donnent des représentations irréductibles notées 7, ; et ﬂ;k_l respectivement.

Les arguments de [30], §2 montrent que toute représentation unitaire irréductible non triviale
de G est infinitésimalement équivalente & 'une des représentations données ci-dessus, i.e., qu’il
existe un isomorphisme g-équivariant entre les espaces de vecteurs K-finis.

Par [23], p. 109, deux représentations unitaires irréductibles de G sont infinitésimalement
équivalentes si et seulement si elles sont unitairement équivalentes. Il suffit donc de voir quelles
sont les représentations ci-dessus qui sont unitarisables, i.e., infinitésimalement équivalentes a
une représentation unitaire. La discussion faite en [23], pp. 121-124 montre que, si s n’est pas
un entier et si 7. 4 est unitarisable, alors

se iRU[-1,1] si =0,
se R si e=1.

La représentation 7,5 (n > 1) peut étre unitarisée comme suit ([23], pp. 181-185) : soit M, (resp.

H,,) l'espace des fonctions holomorphes (resp. anti-holomorphes) f sur le demi-plan supérieur,

na1drdy
telles que fy>0 |f (2, )y Y2 < 0.

Un élément g = < : ? > de G agit sur H;® par

(T (9)f)(2) = (@ —72) " flg " 2),

(M (9)F)(2) = (@ —=~2) " g™ 2),

Une base orthonormée de vecteurs K-finis pour H:- est donnée par, respectivement

= <2_2>m(z+i)_"_1 (m € N)

et

On vérifie (cf. [30], p. 203) que la fonction

t
o (m ()t
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est équivalent & Ce~ ("t pour une certaine constante C' lorsque ¢ tend vers +oo. A partir de
la formule intégrale par rapport & la décomposition de Cartan G = KAK ([23], p.139) :

dg = sinh 2t dk,dtdks,

on déduit le résultat suivant :

+

Lemme 67 Pour n > 1, la représentation m, est de carré intégrable. Pour n > 2, elle est

intégrable.

Au contraire, les représentations 7'('8: ne sont pas de carré intégrable.
cosf) —sinf

Si x désigne le caractére de base de K, donné par x < Ginf  cosd

> = ew, on voit que

n+1(k)30n+17

7 (k) @nt1 = X
T () p—n—1 = X" (k)p—n-1, (n>1)

de sorte que le poids minimal(resp. dominant) de 7,7 (resp. ) est n + 1 (resp. —n — 1).
En résumé, on a la description suivante de G :

Théoréme 68 Le dual G est formé des éléments suivants :
1. Les représentations mo s(s € iR) : série principale paire ;
2. Les représentations m 4(s € iR\{0}) : série principale impaire ;

3. Les représentations mo s(s €] —1,1[\{0}) : série complémentaire ; Pour ces trois séries, on
) ~
a la relation m. s = m _g.

4. Les représentations war et m, : "fausse” série discréte;
5. Les représentations w(n > 1) : série discréte;

6. La représentation triviale 1¢.

B.2 Théoreme de Repka

On présente ici le théoréme principal de la these de J. Repka [28]

Théoréme 69 Le produit tensoriel de deux représentations unitaires irréductibles de SL(2,R)
admet la décomposition suivante :

1. Pour deux séries principales unitaires nous avons

Ter & el s =2 </+ Tree! it dt) 2] @ Tk | (BS)
R

|k|>2,k=ee’

ou r,s € iR ; lintégrale directe est sur tous les séries principales, wp sont des séries
discretes, et la somme directe est sur tous les k pairs si e’ est trivial et sur tous les k
impairs si e’ est non trivial.
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2. Pour le produit tensoriel d’une série complémentaire et une série discréte nous avons
mo,s & T = </+ Wae’,itdt> D (6977771)- (B4)
R
3. En cas de deux séries discrétes, on a (pour m,n > 1)

o0
+ + ~, + + + ~ +
Tm ® Tn = Tmin ©® 7Tm+n+2 ©® 7Tm+n+4 D= @ 7Tn+m+2]€’ (B5)
k=0

on a également (¢ est trivial sin —m est paire)

1%

T @, Ind[G(Xn_m &~ / Teitdt @ @ | . (B.6)
R+ k=n—m,2<|k|<|n—m)|
4. Soit € le caractére non trivial,

(i) Pour un couple (¢',r) (r € iR ; our € (—=1,0) et =0);

T, ~ < / +7r€€f7itdt>@ D (B.7)
R

m=ee’,m>2

TN QT R </+ waazﬁdt) EB @ T (B.8)
R

m=ee’ m<—2

(i)

0o

T RmM = @7"2”“ (B.Q)
m=1
oo

T_1Q®@m_1 = @ﬂ'_gm, (BlO)
m=1

T RT_1 ~ /ﬂ'ityga/dt; (B.11)
R

(ii1) sim > 2, € est le caractére trivial (resp. non) si m est pair (resp. impair), on a

o
T QT A @Wm+1+2k, (B.12)
k=0
o
TRy @ﬂ'—(m—‘rl—k%)a (B.13)
k=0
T QT = </ ﬂ'it,gefdt> EB @ Tk (B.14)
R+ k=m+1,2<k<m
T QT = </+ ﬂ'it,galdt> EB @ T_k. (B.15)
R

k=m+1,2<k<m



138 ANNEXE B. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS CONCERNANT SLa(R)



Annexe C

La valeur de 3

Ce sont les résultats des calculs de Mathematica.

Ps(k,l,m,r,t)

= 4l(r +t)(=3k*r? — 2k 4 3kir? + 2k1*r? — 6kmr? — 15k*mr? — 3k>mr? + 3lmr?
— — 9klmr? — 6k2lmr?3kI®mr? — 3m2r? — 24km2r? — 15k*>m?r? — 9lm?r?
—24KkIm>r? — 912m?r? — 11m3r? — 21km3r? — 18Im3r% — 9m*r? + 12k%rt + 17k%rt
+3kYrt + 6klrt + 21K%rt + 6k31rt + 4kI%rt + 3k21%rt + 24kmrt + 51k*mrt + 24k3mrt
+6lmrt + 42kImrt + 42k2mrt + 4%mrt 4+ 18k1*mrt + 12m2rt + 51km?rt + 42k>m>rt
+21m2rt + 42kIm>rt + 302m>2rt + 17m>rt + 24km3rt + 6lm3rt + 3m*rt — 3k*t?
—11k3% — 9k*M? + 3kit? — 9K%1t? — 18K31t? + 2kI*t? — K212t — 6kmt? — 24k*mit?
—21k3mt? + 3lmt? — 9kImt® — 24k Imt* + 21%°mit? — 3ki*mt® — 3m>t? — 15km>t?
—15k%m2t? — 6kim>t? — 2m>t* — 3km>t? + 21%mr?).

En prenant les valeurs t = u[(k + 3m)(k + 1+ m) + (k+m)],r = p[(3k + m)(k + 1+ m) + (k +m)],
on obtient

Py(k,lL,m, p[(3k +m)(k +1+m) + (k+m)], u[(Bk + m)(k +1+m) + (k+m))])

= P (48Kk51 + 320k51 4 72071 4 672k81 4 256Kk°1 4+ 96k + 960k°12 + 2976K°1% + 3552k 71>
+1536k%12 + 640k + 379251 + 6624Kk51° + 3584713 + 1536k + 5280%°1*
+4096k51* 4+ 1536k*1° + 2304k°1° + 512k416 + 240k*Im + 1920k°Im + 5232k51m
+5760k7Im + 2304k31m + 384k>31>m + 4800k*1>m + 18240k°1>m + 26016k%1%m
+12288k71%m 4 2560k313m 4+ 19152k*13m + 40896513 m + 25088k51m + 614431 m
+26784Kk* 14 m 4 24576514 m + 6144Kk315m 4+ 11520k*1°m + 2048%315m + 480k3Im>
+4800k*Im? + 16080k°Im? + 21120k51m? + 9216k Im? + 576k%12m? + 9600312 m?>
+46176k*12m? + 80352k°1%2m? + 43008k512m? + 3840k%13m? + 38496k313>m?
+103968k*12m? + 75264k°13m? + 9216k%1*m? + 53952k31*m? + 61440k 1*m?
+9216k215m? + 23040k31°m? + 3072k%15m? + 480k%Im3 + 6400k3Im> + 27120k Im?>
+43392K51m? 4 21504k51m3 + 384k1*m> + 9600k%1>°m?> + 61824k%1>°m?> + 135840k*1%m>
+86016&°12m> + 2560k>m> + 38496k21°m> + 139392k313m> + 125440k 13 m>
+6144k1*m® + 53952k21*m> + 81920k%1*m? + 6144k1°m? + 23040k%1°m3
+2048k1%m> + 240kim* + 4800k2Im* + 27120k3Im* + 54720k*Im* + 2561m”°
+32256k°Im* + 9612m* + 4800kI*m™* + 46176k%1>m* + 135840k>312m*
+107520k41>m* + 6400°m* + 19152k1°m* + 103968k%1>m* + 125440k31>m*
+15361*m* + 26784k1*m* 4+ 61440k%1*m* + 15361°m* + 11520k1°m* + 51215m*
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ANNEXE C. LA VALEUR DE P3

+48Im® + 1920kim® + 16080k2Im® + 43392k3Im°® + 32256k Im°> + 9601°m°
+18240k1%m® + 80352k%12m> + 86016k312m> + 379213m> + 40896k1>m>
+75264k%13m> + 528014m> + 24576k1*m> + 23041°m° + 3200m° + 5232kImS
+21120K21m5 4 21504k31m8 + 297612m° + 26016k1>m° + 43008k21%m°
+662413m5 + 25088k13m5 + 409614mS + 720lm” + 5760kim” + 9216k3Im”
+35521%m" + 12288k1%m” 4 358413m” + 672lm® + 2304kim® + 15361%m?).
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