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« C ’est une bien triste chose qu’il y ait

de nos jours si peu d’informations

inutiles. »����� ���	
 � � 
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��� �� ������ �� �� 
 ��
��� 	��� �
	

« M ais rangez un peu ! Avec le prix

qu’on paye, quand même, le m inimum

c’est qu’il y ait un peu de ménage qui

soit fait ! »����� ����� � � �� �� �� 	
 ��  
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 ��  �� � ����� ������� � ����� ������� ���������� �� ����� ��� ��� ���� �  ��� ������
!� "�# ��$� " �� ���� ��� � � ������ ��%� ����� �� �$��" "� ����� " ���&��$� ����'
���# "���  ��� � �� �&��� " � ���(��� � �"��� ��� � ����" " ����� ��� ) *�+��� &��'
��� � ,� � ��� ����� �� �$��" "� -./ ��$� ���� ���� ��� !�� ������ 0 )

1 �� ��� 2�"���� 2���� " ������ ������ " �����"� �  ��+ " �&%� ) 1 ��� �$��� ��
�������� �� �������� !� ���� ����� �� ���� " �� �������� 3 *
 43 �//� 5 6��� ) 
 ���
5 7��� 8������ � 
 ��&%� *��$ " ������ ���� "�# ���"��� �� �9�& " ���� ����� ���
� ������ " ������������ � ��$$����� ����� " ��� ����������� � "������ �� �������$ � ��
������������� ���$����# " �������� ��� ��� " ��� �&%� ) 2� ������# " �7��� 8������ �
"��� ������� ���� ��� �&� "� �&�� ���!�� "������ �� ��� � ��� ���������%�� �� ����
���� ������� ) 
 ��� 5 �� � " ������ ����� ������� "����� ����� " ��&��& #������ "���
� "� ��� �� ) :�� ������� � 
 ��&%� *��$ ���� � ���� � �&����� " ������� " �������
�� ��� �%� ����� "� ��� ����� " �����������$ " � �7; *< � !� ��� $����  " "� ��������
��!��  ����������� � �� ���� � �//� ) =� ��� ���� �� ���� " �� ���(��� ) 1 �� ���
>&������� ? �� �� " ������ �$��� �� �������� � 5 �  ��+) >�� � ��� � ��� � �� �� ������� �
�� #� ����� ����&������ " ��������� ��� �� � ���� " �� ���"������ " ��� ���� @A
BCDEF G HIJKEAL ) 7�(� �  ��"��� ���� � � $������" 5 M����� >����� � ��� ��� �� ���������
"��� � �� "������� ) *� ������� � �� �������� "���������� ���������%�� �� ���&� �
������ !� ���� ����� �� ���� �N ����� �� " ��� �� ������%�  "������ " �&%� � !��
� �"� ������ �� � �$������ �� $��"� � � ������# " ��&��& � ���� � ��� ������ ��
��������"� " !��!� � ���%� !� � ���� )

2� ���+��� � ������� ��� !� ��� "������� ���� $������� �� �� ���$� � ����" "
������� �������� �������� �� "����� ��� � "��� �� ����� ��� ���� � ��� � ��� ���� ��� '
��$���� �� ��"������ � �������� ���� " ����� ) 
 �� #� ����� � ��� ��� ��� � ����
� ���� 5 � ������ � � ��� ����� �  �����  !� � ��� � ��%� $���" ����� $�9� 5 � � "�#
"������� " �&%� O P����� >��� � � M���,��� Q��� ) > ��� �� ��� � ������ " ��������� ���
�# � �"��� �� ����� ��� � " � ���(��� " ��� #� ����� � " ���� ������� ) :�"���
�� !��!�� ����� "��� � � ��" " �� ��&��& ���"�� �!� �  ��� �� �������� ������
� "$�� " ��� ��������� " ��� "������ " �&%� "��� �� ������# "� "�������� ������� " ���
�&%� 5 �� ���� ) R �� �$��" � �� ������������� " �P����� � M���,��� � � ���������� "���
�� �9�&� �� ���� �����%�� " ���$��� � ����� � " ��"������ " �������� � � ��� #�����"�'
���� ) 1 ������� !� � ��� ���� �� � ����� � ��� ��$ � �� ���� $���" ���$������� ) :���
� ������ "��� � ������ � !� ��� �  ���� "��� � �� �� " � ��������� ����� O

S 7� ������ �//� � 5 �� ���� " �����"��� " ����� � ����� �  ��� "T � ������� " � �7; *<
� ��� �� "�U��� "  ���� ) P��� �� � ����� �� ��������� " � � #� ������ � �  �� �
�� !��!��  ���� ����� �� ���� " � ���$����&�  " �������� �������� ������� "���
��� �&%� ) 2 ����� �� ������� � ��� � ������ ���� ����� "��� " ���� ���"������ V

S W� � ��� ���� ���" � ����� !� ��� "�� " ����� " ��������� � ��� �� ������������� ��
4X( M����� " <#�� Y47M< Z � �������� ����� � �"��� � � ���$�� � M���,��� �
����� �� ���$��� � � !�  ������ ������ � �� � � ���� ��# ���� � ��� �  �� �����
�� ��" ��� "��� � �[� " �#� ���� ������ � " ������ ��"��� !�   � ������ �'
$�$� 5 �� ���� ) : ��� ���" � �� � ����� � � �"�� �� ���� ����� 243 ��� �!�� � ����
���������� �� $���" ����� "� #� ������ �������� "��� � "���� �&����� )

=� ���� ����� �&������� �� �� ����� " ��� "����� �� � � ��� ��� V
\]^_ ` a bcdef^gaehdicj ` _k lkmkln ko hia di jpqak j^gj rk ag cjk ` cd _ bs i hia tgk rka uidug da ` cd s i igaactgkdtgka cddgajlijc^_a v
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4 ��� ��� ���� " �� ���� ��� � � � ����%$�� " ����� � ������ ����� �� ���� "
�&��# ) *��� � ���� ��� �� ���&�� " ��� ��&��$� ������(!�� �   "��� ��� "�� !� ���� ���
��� �� ����� ���������� " ��$���"� � !� � ���� <&�� �� Y�& � �� "�� ���&� �� � ����� �
�� ���&�� � �� M����� : ����"� � 4 �"�� *�� �Z �� ���" Y�& � �� "�� ���&� �� � ����� � ��
���&�� � 
 �"���� � 1��'1��!�� 8��"� �� � Z ) 7� �� � �� ����� � ��� �� ���� ���� ������
"� ����� 43 � -� � � ��'��� �� � � � ���� "�[� � ��� " ��� ("����� � " ��� ����  ��� ����
������� �&���� O � ��� �� (���� � � �� ��� 5 �[�� " �� ����� )

3��%� "� #� ������ � ��&��& � � ������� ��� �� �&���� � �� " � � ���� "���
� "������� ����� " �  ��� �������� ��� � ������������ " � ��&�"� ��������!�� �� ����'
�� �� "� ���$�� ) 7� �� � �� ���" �&�� � �� #�������� �A�� E� KE��	J � � J�CD
AK � DL �A
BH�	D � ����!��� �� � � ���� !� ��� ��&��!� " ������ �� �� ����������� " �� �[��
� �"��������� � � ��� $�9� 5 � ������� !� � �� ������ � ��!���  < *3> � ����� � �� ���� "�
��� ������ "� � ��  ��� ) W� $���" � ��� "��� 5 7��� � 1��'M���,��� � >���� � M���,��� �
8���" � 1�� �� � Q��� � ����� !� ���# "� �������� 1���� � 1��'M���,��� � ; ����+� )

>� ����� ��� ������� ��� ������� ��� � ���� �$������ ��   � ������ ��� ������ � ��#
"������ " �������� " � �7; *< � !��!�� ��� ��$���� " $��%� ) 1 ��� � ������ ��� �'
� ���� >&������& � <�"��� � ������� � ��� ��$���� ��"������ �� " �� "���%� ��$�
"���� ��� �� �'�"� " ���T� �//� ) 
 ��� " � ������ ���� ������ ��� ���� ������ !�
 ������� ������� ��� ��� �� ���$� Y" �� �[� 3������!�Z !� ��� �� ��$� Y" � � �&%�Z )
1 ���"���� �$��� �� ��� ��$�� " � � $������" 5 8��$��� � �� $������� ������� � ��
���� "� >�� Y��� � �� � ��� � ���� #������ ����!� � ��� ������ �� "�# !������� �Z �

 ��&�� � � ��'��� ��� � !�  ��� � ���� ������ � ��� ���� ��� ������� � " �� ��� �%� ����
5 �� �������� � � ������� ��� � 6���� "� 4��������� � � ; ������ � � �� ���[�  ���'
���� " ���� �� �!� � �+�� ��$����� � � �� ������� ������� � ��� � � !������� �
����������$ ����� ���!� � ������� � ��� ��� �� � �� �� ���� "����� ) 4 �N ��� " ����
#&������� �� ����� �� ����� � ������ !�� ��� �$�+� �� ����� ����� 5 � �7; *< ) 1
�  ���� ����'"'� ��  "��� �� ���� ������� � �� �������� " � ���� 5 "��������� "�
"������ �� < *� ���� " ������� "� 64< � � � #���� ��� ����� � ��� �� ����������
������ O ; ������ Y*�����Z � 8���&� � 4 �� �� � *�(� � ?"� � ; ������ Y4 ����+ Z � ?�� ��� � 1��'
:&�����  � 8�������  � ;���+� :��� � >&�� � � >��� � *��� � *�� ��� � <&������ � 3����� � 
 �$�� �
7"���"� � ?��&�� � 1��� � <&�� �� � ?����" � *���& � 6�����" � 3� �� � 2���� � ; ������ Y< �'
U�� Z � *������ � 
 ���� � M����� � 2����� � *��&�'>&������ � :������� � >���� � 3�$��� )

*��� ������� � ����"� "�� ����� �� ��� �� �� � "&��� "� ����� �  ��� ����� ����'
���� �� �� � ��� � ��� ���� ��# � �� �� �� ��� ��� � ������ � $���"�'������ � !�� ���
��� ������� � �"��� �� ����� ��� � � ���������� �  ��� " �� �������� ) 4 �# � ������
�� ������ 5 �� �$��" O � ��� 5 � � $���"'� %� � !�� � �� �&������� �� �������� "����� ��
"�# �� ���� !�� � ���� � �� �� " ��"�$� �� � � �� ����� "� ������ "���� �� � � �����
5 3��'2��� � "��� � ������ ���� ��� ������� �� ��������� � ���� �� ���$ " ��� �&%� )
W� $���" � ��� 5 ��� � � ��  �� � ���� $���" !� ��� ���� � �� ��� "������� ��� ���� ��� 5 ����
� !� �� � ��� ��� ���� � � ���� ��� ���� )

W� "���� �� ���� �� � ����� " ����� "��� � ��� "� �� � � 5 � ��������� "� ���'
���� " ��� �&%� � " ��# !�� � ���� ������ !� !��!�� ��$� ��# !��!�� �����$�#
!�� ��� "������ � ������"������ O ���� � ������ "�  ��+ " �&%� �   � �� ���� ���������%'
�� �� 5 ; ������ � ���" � >&������& � *��� ) 
 ��� 5 ���� � !�� ��U $���"� �� ���������
5 � ��� ���������� " � � �������� )

��gc ` cd s i kg u^nnk g_ upi_�kn k_j r bin� ci_uk v
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;��� �� ��"��� "��� ��� �&%� � �����%�  " �� ������(������ ��� ��� ����� " "�'
��� ��� ��� "� � ��&�"� ������������ ) ;��� ���" � ������� � ���������� ��� �
� �"%� " � ����$ " ���� �������� ���� ��� �������� ������ �&�� ���!�� �� ����� "�
"� ��� ��� )

2� ������������ " $���� � " "� ��� ��� �&�� ���!�� �� &�� �$%�� �� �� "� ��&'
����$�� " ��� " �� ������ " �#� � � ����� " ������ �� ������������ � ����� � �� � �'
�&��& "���� ����� !� �� ����$��������� " "� ��� ��� � �� ���� � ��� � ����� " �&%� �
� �� ������������ " ����� �� ) 4 ����� ���� �������� ������ ��� ��� ����� " � �"%�� ���'
��������� � �� ����� " "���� ��� " ��� �$���� � ��� ) 2� � �"%�� " ������(������
������������ ��� � �������$ " � ������ �$��� �� ��� ��� ��� �  "� ������ � �� ����� "
��������� "� ������������� ��� ���!�� �+��&���!�� "� ������ ������ ������� "���
� "� ��� �� ) >� � �"%�� � !�� �� ��� "� ��������� � ��� �� $������������� � � ����������'
���� "� ��������� � � ���� �������� "� �����%� � " ����� ����� "�N ���� � !�� ���� "T� �
���������� 5 �� ��%� $���" "�� ����������� "� ���������� )

;��� ������������ 5 ��� ��� ��� " ������# �� "���� O ���� ��������� " ��� ����
�������� ��$����&� � " �������� � ������� ���$����# � � ��� � ����� ����� "� � �"%� " � �'
���$ " �������� ���� � ���� ��������� �$��� �� �� ���" �+���� ���!� "� � ����'
� ���� " �� ��$����&� � � ����������� ����� " ������# ������ � ��&�"���$�!�� � ���
� ���� �� � ����� ���� "� ������ " ������(������ ��� ��� ����� ) 2� � ��� ���������
������ ��� ���� ��� 5 " ������ ��$����&� � ������!�� ��������� � 5 ���� ���� � �� � ������
" � � �"%� " � ����$ ��� �� � ��� �� ������ �$������� �������� �� "� "� ��� ���
� ����&�� ���!�� )

��	�����

�� �&�� �&��� �  ������$�� �& �� �� � ������������� � �"� ��� ����� ����" ��������$
�� �#� ���������� ) � �� ��� �� ���������� �� �& �������� ��� � �#��� � �"� �  ��& ��
����� �&�  ������� � � "� ��� �� )

W���� ����" ��������$ &�� � ���  � ����� � �"�� ��� � ��+ ������$�� �#� ��������$
������������ � ���& �� ������ ����� ������� � �#� ������(������ �� ������ ����� #�������� )
?��� ���� ����� &�� � � � �" �� ������������� ��������$ � �"�� � &��& ����" �����	
�&� '"� ��� �� ���� �������� ) <&� � �"�� ���� �� ��� ��� � ��� ��& "���� �� � � ���'
�������+ ����� &�� ����� ��� �  �������" �� �& ����$�& �� �& ���� ������� � ��
"� ��� ��� ��" ������� ) 3 � ���& � �&� ������ ��� ���� ��� �� ��� �� �#�� ���� � ���'
"�� ������� ��� �����	 ���� ) <&� � �"�� &��� � �� ���'���� ��� ���� ����� ������ � �
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" ����� � " ������� ���� ������ �� �� �������� � ����� � �� ��"�� � ��"�� ) �� � ��$��
"��� " ��� � � � ��� �� ����������� "� ������ ��� � ��� �$��� �� � ��� ��� ������� �����
�� ���� $���" ����� ) 7� ��� ���� �� "� ������ �� ���# !� ���� �� �������&%!�� �
�� � �"���&%!�� � � "������ � �� ��%� ����" " ������� Y� ����� � �� "� �D�	
 �E
A
�A+Z � �� � " ���"� ����������� � !��!�� ����� " ��� ������ ����� ������ 5 � �����
� ��� "� � ��" ) ;��� � ��� � � �������� �� !� ��� "���� "� ��� ����� $����� " ��� �'
�������� � � ���������� � ��� � !�� �� "� �������� ��"��������� Y( �� � � ���&��� ��"��Z �
� ��� � " ���� � "� 5 � �� ��������� " "����� �#����� � �������� " ��,�� � �����!� ��
"� ��" � ��� "� ������ " <����� �� 3���� ���!� "� 2��$�� Y<32Z ����"� � � �'
���� ���� ) >� ��&��!�� ��� �&��$� ���� ��,�� " �������� �� ��&��& " ������� ����� O
� ���"#����� ��� ���!� �� � �� ���%� ���� ����� � ������ � ����" 5 �� ����������� !�
� ������ �� � �������# "� ����� "��� "� ��+����$� ) ;�� � �� �� ���" �&�� �� �����
� ���� "� ������ " ��&��& ����� ������ ) 2 ������ 5 ������ �� "��� ���������'
���� � ��� ������ �� ��� ��� ����" 5 "���� �+� � " !������� � ������  ��!� �5 ����
������ ���� �������� ��������� )

>� ��%�� �� �� "T � � ��� �� ���� �� � ������ � 5 � ���$� ������� #� ������� " ��
�������� "� ��"������� � "��� " �� !������� " "����� !� ���� � ���� ������ ) 3 ����
!� �� ��� ��� "������ � �� " � �������$�� ����(���� �&��&���� ����[� "� � ��&�"�
�+��� �� ������ 5 �� ��� �� ��� � ���� ��� &�� ���� � �� ��$����&� � ������ ���$� ���!�'
� �� ����� " �� �������� " ������ "� ��"������� � ���� ��� ��� �� ������ ��$������ �
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��� �� ���" �&�� ������ ��� N ������ � ����� � �� "��� �� ������ ����� " �������������
"� <32 Y������(������ � ���"������ � ����� � � ��Z (1������+ ��" 
 ����� � �///) ) 7� �������'
��� � � �����'���� "� �
@ K �H�EK �E��A �� !� �� ������ � ������� "� ���$�$ ������� 5 ��
����������� "���� � ���� ��� H�� �EK ��� " ���$� ���� " "� ��� ��� � �� �D�� �K) 2�
������������ ���������� � ����� � ���� ����  ��� #� �� " ���� " ������� � �� DL �D�
	D EAK� �� " �+��&%�� " ����� " �#� ��� � ���� � $������ � � �������� � <32 ��������!� � �
����"�$�  ����� !� ���� ������ ����� �� ���(!� � �� ��� ������ ��������!�� �� � �+�'
���� �� ��� "� ��� ����� ��N ��� � �� ���� � �� � �"%� ���U ������ ) W� #� ��
���������%�� �� ���!��� 5 � �� � �� �� ��&��& " ������� ������ ��� ������ � ��� �  �
��� #� �� � �� "�� " ��� ����� �� &������!� ) 2� ��� ��� ������ � ����� "��� ��
����� " ��$� �� $���" !� � ���� !� � �� ���� �� � !��!�� ���� ������� ��� �����
"� ����� � $�� ��� � ����������� � ��� ������ � ��� �"��"��� � �� "�� #��� (>�&� �
�//�) )

2� � ��&�"� ��������!�� ��� � �������$ " ���� � "��� ��� �������  $������ � � ��� ��
� ���� ��"�� �"���� " �� ���$� � "� "�� ��� �����"���� ) 7� � � � 5 ������ " ��� $���"
����� " �#� ��� Y!�� ���� � �# � �������� �� "�� �"���� "� ����#�Z � �� ��$����&� �
�����!��� ���� ������ ��N ��� � �� $������# � ��� ���������� " �� � ��  � ���%� "���
"� ��� ��%� "�� ����� ) ��� ��� �$��� �� �� �������� 5 ������ � #������ " ��,�� �����'
������� "� "����� ��� ������� ����� " ������ � " ��� � �������� Y
DLL JAK +�� E�JAK Z �
� �� ����� � ����� � �� � " ������� �������� ������������ �� ��� " ��� � ��  �&���
" ������ �� ) 3 ���� � �� �+��%� � " <32 ������ ������� � ���� � �������� " �+�'
�%� � " ������������ ����!� �� �� ��� Y��� #� �� � � ��� ������� ����� ���!�� ��
�� ��� ��'��"� " ������� � �� ���� � ������ ������� ������������ "� �� ����� � ����'
�������� �� ��� � ����� � ����� ���!�Z � �� ��&��& " ������� ����� 0 �� " ���� � ����
��������$� � ��� �  � ��� ������ Y� ��� � �� � "� ��� ��$�� B�DKK @HL�H A ��H 	�H�EDL
�D��� (>27M � �///S�//�)Z ) 7�(� � � � � ��� ��� � � ���"� " ���� ����%� � �� � ��&�"�
��������!�� ��� �� ������ ��� N ������ "��� " �������� �9�&� ��� �&� " �� ��&��&
" ������� ����� ���� " ��� �� " ��&��& � " �&����$� ��� �������� �!��� � � ��� !�
��# ��$������ ��� � ; �*< Y�������� �������� "� ����"��"� � " �� ��&����$� �� ������� Z �
� ����� � �� �� �AF � �� ��EA�H 	 BDL� A�AL�AK (<?7> � -���S�//�) � �� � � M���� � � 4X(
M����� " <#�� (3��&��� � �� )� �//� � � ���# 6 ) )

����� ��� ��!���
;��� ���� ���������� � "��� ��� ���" � 5 "� � ��&�"� � �� ����� " ��������� "�

$���� � ��� Y�	�K �A�K � ��$����Z ��� KE� E	H�E�J "��� �� ������ " "���� ��� ) 4 �(��� ��
��� ������� ����"� � ��� ��� ���"�� ��� �� � �� � ����� 5 ��� "� �����# O ��� �������
" $��� � " ������� � " ��+�� � " ���$�� � ���� "�� �" � ������� " �� ����� "� ������
� " � ������������ (��� )

;��� ����� ��� �&��&� ���� �� ���(!�� �� "� ���# �� ���� �� "� ��&����� �����'
$���� � � ������� �� ����� "� ���������� � � � ���������� "� ���#�� ���� KJ� HL �E�� AK�
� ���'5'"�� !� ���� ����� ���&���� �$���� � "� �#�� !�� � ������ " �� � ��  �&�� � )
� �� ���� ������ �� "�N ��� ��� � ��������� �� 5 �� �9�& " ����$��������� �� �� �&%� �
5 ������&� ��# "���� ��� ���� "�(��� � ������ � ���� �� ����� ��� �� ���� �� �$� "�

\�i lkupklupk r bc_m^ln ijc^_ ���� �� !"��� �#"��#$!% & kaj di j'upk rg ()� u^_acaji_j * jl^gfkl ri_a g_
k_akn� dk rk r^ugn k_ja ukg+ tgc a^_j dk h dga h kljc_k_ja fcae*efca r bg_k �#,- ."# �,- #�/ & u^_ajcjg0k r bg_ n^j^g r bg_ _^n�lk l0rgcj rk n^ja ` u^nnk dk m^_j dka n ^jkgla rk lkupklupk 1
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"����� ���'� �� � � ��� �� ����� " $���������� �����[�� ��� � ������������ )
2 ��"� $������ � ��� ��� ���" �� ��� � " �� �	HKKE� �H�EDL LDL K�� A��EK JA) W� "�

�� ����� �������$��� �� � �HLH 	IKA AF� 	D�H�DE�A " ������ !�� ������� � � !��!� ���� � 5
������� �� � ��&�"� " ������(������ ��� ��� ����� ��� �  "� � ���� � � � �� �����
" �#�� ��� $������ �� � ������ " ��� ������ � ���� ����� 5 � ��� " ��,�� "������� )
2 ���"��� " � �+�  " ����" �� �� � 	HL 
A �	HKKA� AL �� � ���'5'"�� �� ��,�� " ��� �'
�� �&�!� �#� "� ������ 5 �� �� �������� $���� � ) *������ �� � ��&�"� � � ���� "
������ �� �� �� ��� ��������� 5 "� "����� �,�� ��������� �� 5 ��� ���� ������� )

2� �� ���(����� "� "����� �#����� � � ����� � �� �� !������� " � ��+��� � � "
�+���+� � � ���� ��&��� "��� ��� �9�& �� ������$�� �� ���� �� � �"���� ) > ��� �� ������
� ��� ��!��� �� $���" ����� " � ��&�"� ��� ��� ���� ���� � ��� � �����+� #��������� �
������� " �� ������(������ ��� ��� ����� " "���� ��� �� �� � " ��&��& �����������
�� ������ �� " �������� "�� ���� � ��� ��� �� ������� ���!�� ���������%�� � ���� !�
�� �&��# " ������������ � " � ���� " ��� ������� �� " ��� ��"��� " ����������� � ���
#� �� ) 4 ��� ��� �&%� � ���� ���� ��� � � ���� �� ������ �� ��������� 5 � ���� ��� "�
� ��&�"� ������������ "��� � ����#� ) ;��� #���!����� � ���!��� � ��� � �,��� ���
"��������� $������ "� "�� ��� "��� �� ������ -)� )

��� ���		�������� ��� 	�� ��� �	��

��� �� � �$ �!�� �� &# �&#�����#!��� ��� �"	 �� �
2� ������(������ ��� ��� ����� � ���� �� 5 �� ����$��������� " "���� ��� �� ������'

(������ ��� ����� � !�� ������� 5 ����$�� �� ���!��� 5 " ������# �#�� 5 ������
" �#� ��� (>&�� �� ��" *���U � -��� � 
 ���&�� � -���) ) 2 ������������ �� ���� ������!� "
�� ����$��������� �� � �EL
AF H�EDL � ���������� 5 �&��&� �� ��� " ��� ����� " ����$����
# ������� Y�� ��+����$� �� ������� " ��� �������&%!�Z ��� Y�Z !�� ������ ��" Y��Z �
� ��# 5 �&�!� ������ "���� �� ) >�� �9�& ���" � ������ " �� �� ����!� ��� "���
��� � ���� � ������ �� � � �������� " � ������ ��������� �� ���"�� "��� � ����#�
(*�������� � �//�) ) :��� � �� � ��&�"� �+��� �,� � ���� " ��������� � ������ � ��� ����� �
� ������(�� ��+���� ���� (2 �� � -��.) �� �� ���������� 5 ���� � ��$ YK��� D�� �A��D�
� H�CEL AK � ��$����Z (1���&�� � � -��.) ) �� + � �� ���" �&�� �� ���$ �������� "��� �� ��� '
������� ����������$������� �� ����� ���!� "� ���$�� ��� � ���� !� � �����%�  "
�� ������(������ ��� ����� " "� ��� ��� �� � $���" ����� ������ � ����$���� �� �����#
" � ����� ���� " �� ������(������ � ����� (*�������� � �//�) )

7� ������(������ ��� ����� � �� "����� " �����������$ ����� �������� �� 
J� LEAK

 	 �H�HL�A� � �JH 	H+	A� AL � 
 	 �H�� 	E�H�EDL 
A 	 �H 	 D�E�C� A� �� � �� " � ��  "� ����$����
����������� �� ���!���� O ��� ���� � ����� (�� � � $������ ��� � �"�(���� ) 4���
�� ������������ " ������(������ ��� ��� ����� � �� ���!���$� � ���� ��� "��� ������ ��
��� ���� ���� ��T��# � ��� � ������ ��� ������ " ��,�� ����������� )

�il k+knhdk ` ac _^jlk j'upk kaj rk udiaakl dka uc_t ^gfli�ka ag cfi_ja � �! ���"�,- # �# %! �!���� � -�#` �!
� � ��� ���%�� �# �# % �#�� ��"` �-���-� #" %! �� !��# !- "�����` �-���-� #" %! � �  #  !� �,- # kj �#� !$#�"-�#�
�# � �� ���� ��` cd kaj lica^__i� dk ` ri_a g_ hlkn ckl jknha ` kj h^gl hl^j0�kl d bc__^uk_uk rk d bk_mi_uk ` rk
a0hilkl dka rkg+ hlkn ckla rka jl^ca igjlka 1 �kh k_ri_j ` ihlqa if^cl lkjcl0 � i_j kj � k�kd ` cd kaj j^gj igaaclica^__i� dk r bk+ c�kl tgk di udiaac�uijc^_ a^cj irihj0k kj aiupk rcajc_�gkl �gce^gc rk  c_^uupc^ ig n^sk_ `
hil k+knhdk ` rk di h kjcjk f^cjglk � ig_k kj l^g�k �cd kaj � ck_ u^__g tgk  c_^uup c^ _ bi hia dk h kln ca rk
u^_rgclk& 1
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��� �� ��� &��#!���� �� &# �&#�����#!��� ��� ��� �"	 �� �
4� ������������ �����!�� " �� ������(������ ��� ��� ����� ���� � ��� #� �� � ��

�9�&� " "������� " �������� �� " ���� ��&����$�!� � "��� ��!���� �� � �� ���
�� �� 5 ������ " ������# �#�� ������� " �� �� "���� � ������# � ���� � ������
� ��� "��� ��� " ��� ����$��������� �������� ) 2 �HLH 	IKA AF� 	D�H�DE�A � ����� � ��� ��������
" ��������� � ��� � " ����" � ��� �� ��� �� ������� " � ������ $��������� �� ��������� 5
"� "����� ������ ) �� ���� ���� !� � �#������� � ��� ��� ������ ����!� "� 5 � ���+�
�� + � !��!�� "������ "��� � ��"� " � �����+� " "����� (6�U���� � �� )� -�. -) ) 7 ��
"���$���� ����� �� "�� ���& ���������� 5 ��&��&� "��� �� "����� "� ��$�������� ���
����"�� �� � �� �� " ��� ������ � ��� �� �������� " ������������� � " ��������������
"� ��������� ) 2� ��������� ���� "��� ��� ������ � � ��  �� �� ������������ � �� ����� (����
���� � "��� ���� ��� Y������(������ ��� ��� �����Z � � ���� ���� 5 � ����" " �� ���$� !�
� ��� 6�U���� Y����+� ��������� � �# ���� ����Z )

:�� ������� � �� ��$����&� � " ������(������ ��� ��� ����� ����� "� ������ � �� �����
" �$���� � "���� �+� � " "����� � ��� ���� �$��� �� ����� � ���� !� ����� ��� "
�+��%� � ���� ��� ��#� � ����� � �� � ��&��& " ������� ����� � � ����$��������� ) 4���
�� �����%� � " $���" "�� ����������� � ��� � �� ���� " ��"��� � ����� " ����������
� �� �$������� � ����'������ ��&����� ) 7� ������(������ ��� ����� � ����!� ��
����$���� �� ������ ���� ����� �� &�����$%�� � �� + � �� ������$ ����� 5 �� ����"� �
����'����$���� ���� ��&����� (� ���� ��" Q��� � �//�) ) 4 ��� � �+�  " ������������ � �
�$���� � �� " "���� ��� �� �����"��� ���!�� �� ��� �  �� � �+� " ������� ����
N ���� �� �� ���� �� ���� ) 2� ����������� "� ������ � ��� � �� ��� " ��� ������� )

7�(� � �� ���� ����������� " �� ������(������ ��� ��� ����� �� � ����" " �� ���$� )
:��� ������ " � ���� ��������� " ���"������ ��� � ������ " ��� ������ � �� � �"%� "
���$�$ ���������� � ��� ��� ��� ���� ��N ���� � �� � �� ��� ������$�# " ���������
"�� ����� � �"%�� ��� "� $���� � &�� �$%�� " "� ��� ��� ) 4 ��� �� "�� ���& " �+� 

E�EKA���D����JLA� � � ����������� �� �� "��� ��� �� � �+� " � ��� ���(� �� �9�& "
� �"��������� "�N ��� � �����"����� "� ����'������ ���� ��$����� Y� "��� ���� ��� ��� 5
���"��Z )

2� ������������ " �� ������(������ ��� ��� ����� ���� "��� �� �������� � � �������
5 " ������# �����# ) 4 ��� �� ������ ������� � ���� ��������� �� $���"� ��� ����
" ���$����&� � "�"��� 5 ��� �9�& ����� " ���� ��� �� "��������� ��� �� ����%�� "
�������� ��� �� � ��&�"� )

��� �� � ��� �#"#��'$�� �����""��!�
:��� � �� � ��&�"� " ������(������ ��� ��� ����� " "� ��� ��� "���� "  ����(��'

����� �&����!�� ����"� � �+��� �,� �� ���$ �������� "��� �� ��� ������� " ��&��& �
�� �� � ����� � " "�����$�� "�# $���"� ��"���� O �� � ��&�"� �A��D�EA	 	AK � �� � �'
�&�"� � �D+H+E	EK �AK)

:��� #���!�� � !�� �� "�����$� � �� �� � ����� � " ������ " ��� �����%�  ����' ���� �
��� � "� �&��# " �� ������������ O

S �� �� � ����� � " � �"����� �&�!� �#� ��� �  �� ����� ) �� � �� � ��$�� " ���
����� " ������ " �� ����� "� �� �������� �������� �� ��� ��� " � ��� "��� �
"� ��� �� � !������ Y� �"%� "� � ��� " � ��� � � ������ � )-)-Z �� " ��� ����� "
���� ����� ��� "����� ��������� ������ Y��� #� �� � �� ������������ � �J��AL �A
EL�A�K JA K�� 	AK 
D��� AL �K � �� E
� � ������ � )� )�Z ) M��� � �&��# " ��� ������������
����� �� ������� �� 5 �&����� �� ���� � "��� �!�� �� "� ��� ��� ���� ��������
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������� �� �� 5 �� ������(������ ��&��&� ) > �����%�  � �� ��� �$��� �� ��
��� �  � �&��# " ��� "������ � ������ ��� �� �#�� )

S 4 ��� �� ������ ����������� � � ������ �� �� ��� �  � �������� " ��� ��� ����� $���'
����� ���� �� � �"%� ����' ���� ) 2� ����������� ��"�� �"���� � �"���!�� ��
"��������� ���� � ��� #� �� � ������� �� � ����� " �� � �� "���� ��� �� �� � �'
������� � ��� �� ������������!� ��� ��� "� � �"%�� ������������ �� !� ���� ����
�������� �� ������ ����� " ����� %��� � "��� �� "���� ������� �� EL� J�AL�A ��
�� ���� '��� " �� ���������� "� �����%�  " ������(������ )

:��� �� � ��&�"� ��������� � �� ���� � ������� " � �"��������� ����� � �� �� � ����� �
" ������!�� �� $���" ����� " ���$����&� � ������!�� � ����+� " "����� ���"�� ��� ��
���# �� ���� ��� �� "���� ��� ) 2 ��� "� ���� �������� �� �������� �� �� � '� �+���
(
 ��=�� � -���) � ��� �!�� ���� ����"���� � ������� � )� )- � � )-) 2 �������� "� � '
� �+��� � ��� �  " ������ ��$����&� � " ������(������ � �� !� �&�!� "���� �� �����'
���� 5 �� � �� ��� �&%�  " ��,�� ��� ����$� ) ; ��� ������� "��� � ��� " �	HKKE� �H�EDL

J�A�� ELEK �A) R � ������ � �� �� �����$��� !� �&�!� "� ��� �� � ���� ��� �� ��� 5 ��
�&%�  � ��� ��� �� ������ ����������� " ���������� 5 �&�!� $����  ) W� ����������� ��
�� ����� ����������� ��� �� ������ Y" ��� �  -Z "������ �� ������������ � ��� �&�!� "�'
��� �� " ���������� ��# �&%� � ) �� � ��$�� ����� " �	HKKE� �H�EDL � �D+H+E	EK�A� ) 2� � ��&�"�
������������ ���"����� ��� "�(������ "� ������(������� ������������ ) 7� �����& � �� ��
���# " "�� !� ����� �� � ��&�"� ��������� �������� � "� ����������� ��� "���'
� ������ ) 4  ���� � !� ��� ���� "T 5 �� �� ������� " ��� ����� ��� "� ����'����� �� 5 ��
"�(������ "� � �"%�� � �� # ��� "� � ��&�"� ��������� !�� ���"����� �� ������(������
����������� O

S � �����+� ��� ����!� ����� Y2*3 Z (4���� � �� )� -��/) �� � ������������ �� ���
���������� " �� � ����� " ��� ��� " ��� ��$����&�  ���� $������ " "���� ��������
� �������� � �����+� � ��� � ������ ���������� Y3>:Z ) 2 �3>: ������� 5 ��������
�� � ����� " ��,�� ��"��� � ������ � � � ������ �� "���� �������� � ������
������ Y�� ���$���%��Z � � � ��������� !� �� ���� ��$��(������ �

S �� "���� � ������� � � ������ ��� ��$����� Y;
 MZ (2 ��" *��$ � �// -) ��� �
�����%�  " �� ������(������ ��� ��� ����� 5 �� ���� "���� �������� � ��������
���������%� � !�� � � ��� ���� ��� 5 2*3 � �� ������������� !� ���� �� ���� ��� �����
� ������� �� ���� Y� !�� ��" � �������  �� ��������� ���� ������ 5 ���������Z �

S �� ���� ��$����&�  ��� ����������� � � ���"��� ��� �� �&���� " � ������� ����� � �
������ " �������� ������������ � � ���������� "��� �� ������(������ ��� ��� �'
� ��� �#���� O �� � ��$�� " �� � ��&�" " ��"������ " �"��"��� ��� � $�����
" ������� ����� � (*����� ��" <��&�+� �///) )

; ��� �� ��"���� ���� � "����� �� � ��&�"� �A��D�EA	 	AK � ������ � )� )
2� � ��&�"� ������������ !� ���� ������ ���"�� �� ���� ����� ��� � �# ����� " ���

� ����� " ����� %���
β !�� ���� �� � �� �������� ��# � �&%� � � ��&��&�� "��� �

������ ) ������ ��� �� � �� ������� � ��� � ������ " �&�!� � �� "��� �&�!� �&%�  )
2� "������� � ��&�"� � "�����$��� � �����& ��� � ����� ��!�� �� "���� ��� �
�&%�  ����� )

S � ��� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� (;�$�� � �� )� �///) � !�� �� ��� � !��
� ���������� �� ���� ���� �������� "��� � ��� " �� �&%� � � ����$ "� �&%� 
�� � ���� �� ���� ��� "���� �� ) P� ���� � ��� ��� ������ " ������������

��_k udiaac�uijc^_ r0jkln c_ cajk kaj k_ micj g_ uia hiljcugdckl rk udiaac�uijc^_ hl^�i� cdcajk ri_a dktgkd
j^gjka dka hl^�i� cdcj0a r bihhiljk_i_uk a^_j � ` aigm ukddk tgc c_rctgk dk jpqn k iaa^uc0 ig r^ugn k_j ` tg c figj
� 1
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� DLD�CJ� H�E�� A �
S � �����+� ����������� ��� ����!� ����� Y:2*3 Z (� ��� ��� � �// -) �&����� " �����'

"��� �� ������ � ���"���� �� ��� �  �� � " ����" �������$�� ) :2*3 �� � ��� ��
� �"%� ����������� ������� �� ��� ��� �� � �"%�� �������� � 2*3 "��� � ��� �

S � ����� ������ 4 ����&�� ����� Y243 Z (6�� � �� )� �//�) � �� �������� �� �� ���" �&��
� � �"%� � ���� ���"�� "��� � "�� ��� " �� ������ " �#�� ����������� ) W�
������� �&�� ���!� �� ���� � ��� �&�!� � ������� � ���� �� "����������� "�� �'
"��� "� "���� �� ) 2 � �������  " $��������� � �� ��"� ���� ��� ��# � � ���
�����!��� � �� �&�� " �������� � �� �$��� �� ���� " "�N ������ �

S ������ �$��� �� � �# ����� " ��� � �"%� �H�� H�� DEKKDL Y8�: Z (>���+ � �//� ) !��
� ���� "��� �� ��$�� " 243 � � ��� ���� �� " � �"����� �� "����� ��� " ������
"������������ " ����������� )

;��� �������� � ��� �� � ��&�"� � �D+H+E	EK �AK � ������ � )� ) 2 � �"%� " � ����$
��� " ����� ���� �� ��"� ���� ���$�� �� �� �&����� � � �� ���" ���� "������� " 243
��� ������� �� �&����� � )

4 ���� � ����� � �� ������� "� � ��&�"� " ������(������ ��� ��� ����� ���������� �
�� ���� ���� 5 ������ �������� " ������� "� ����%�� " �������� )

��� �� �"�!�"�� �� �����
���� � ����� �� �������������� �� �� ����� �������� 2 ��� ���� ��� �� " ��� ��$����&� 
" ������(������ ��� ��� ����� �� � ��� "�(������ � " ���� ��� �� �$���� � �� ��&����
"� �#�� �����"���� ) >� �"��� � �� ���� !������ � ��� ��������� �� � ���� �� � ��'
���� � !� ���� � ������ ���� � ��� �� O �� ���� ������ � ������ �� " ������� ���
�� ������ ����� " �#� ��� � �������'���� ����"� �� ����� �� �&%�  5 �� ������
"���� �� � �,� � ��������� �� 5 �� �&�� " ��������� " �� ������(������ � 7� " ������
��� � � �� ��������� !� ���� ����� ������ ��� �� ����� " �����������$ "���� ����'���
#���� ������ � 2 ��� ��� �� �������� �� " ������ 5 ������ � ������ " � ���$����&� 
� ��� �� ��� �� ���������� ������� ����� ) 2� � ��&�"� !� ���� ���������� "��� �
�&����� � ���� ���� �� � ���� �"����� 5 ��� ��������� ) :��� � � �"%� " � ����$ "
�������� ���� Y������ � )� )�Z � � �����%�  �� ��$�� " ��,�� ��� �� ��� � � ��� �� ������
����� " ��� ��� "���� � �� �� � ����� � " "���� ��� #������� �� �� "����������� ���"�'
������� " �� ������� "�(������� � �&%�  ) :��� �� ����� � �"%�� � �� ��������� ���� $�'
������ �� � ����  ����(�� �&����!�� �� ) 3 ���� �� � ��&�"� ��������� ����������'���
" ��� �� � ������ ����� "���� �� ��� � � ����� ��� ����!� � Y���� � ����������
2*3 � ������ � )� )�Z ) :��� ��������� !� ���� ����� � �� ��������� ��������� �� � � � �"
&�� � ��� ��� ������� �� ��"� ��������!� �� �� ������%� �� ����� ��� � ����� ����� "�
����� %��� ���� " �� �&�� " �����������$ � � ������������ " �� ���� �� � �"��� �� �&��
" ��� )

>�� ������� ���!� �� ��� 5 �� ���� !������ � ������ �� � ������ � ��� �� �������'
����� ��"�������� � ��� 5 ��!��� ���� ����� �����"� � ���� " � ��"� "��� � ��"� " ���
�&%� ) 7 �� � ��� ��� �� � ����� ����� " ������ �� ����������$ EL��J� AL �H 	� � ���'5'"�� "
� ������ ������ �� �#�� �� 5 �� � " ���� ������ " ��N �� � � �"%� 5 �&�!� ������
���������� ) :�� "����� � �� ������� "� ��$����&� � �!��%��� � ������ "� �����������
����� #������� " �� �&�� " �����������$ � � ��� �� # ��� "��� ��� "� ��� "� �������
������ ����� ) >����� ��� #� �� (6���" � �//�) � ��� �� "���� � ������� � ������ ���$�'
��%�� Y2*3 Z � (;�� ��" � ����� � -���) � ��� � ���$����&�  �� �����'� �#�� ������� Y� �"%�
" � ����$ " �������� ����Z )
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���������� ����� ��� ��������� 2 �����+� #��������� ��� 5 "���� 5 � ����������� ��
� ����� ����������� "� ������ " ����" ) 4 ��� � ����#� � �� � ��� ��� ��N ���� " ����'
��� �� ����������� �� "� "� ��� ��� � � ��� �� �� ����� ������� " ��� ���"� 5 !��� ����
������� �&���� "� �&%� � � " "���� ��� ��� �� � ������ "��� � ������ � �� ��&����
����� ) 2� � �"%�� ������������ ������ "��� ��� " � � ���� " �� " ��� ������$ ���
�� ����� � "��� �� � ��� �� �� �����%� � � ���� � �#���� � � ��� � ��������!�� ������ )
:�� #� �� � � ����" "� ����� %��

β
����� �&%� � � �� �������� �� " ��� ��" �����"�'

���� � ��� �� "���� ������� "� � ��� �� ���� �� � ������� "��� �&�!� $����  ) >� �"��� �
�� ����������� " � ����� %�� � � ��  �� �� ����" � ��� � ��"������ "� � �"%�� �����'
������� � � ������ ��� ���� �� �����%� � ) ;��� + ����"���� � "����� "��� �� ������
� )� )

������ �������� 2� ����� �� ���"��������� �� �� ����%� �� � ������ � ��� ������ ��
��$����&�  ) *��� � ���  � � ���&�� � ������� "�# ����%�� �������� � ��� ��� �"���!�� O
� ���"� �&����!� " ��� ��# ��� " ��� ���� � �� � ����� ���� �����!�� " ����� ���� � !��
� ���� ��� �������� ��� ��� " ������ ������������!�� Y�������� "� "����� � ��� '
���� �� � �� ��� ������������� " �#������� � ���$�$ " ���$��� � ����� � ��Z ) 4 ��� ����
��� � �� ������� " ��� ��# ��� �&����!�� � ���� ��� ��%� ������ ����� ��� �� ��� " ��
����������� "� ������������� � "� ����� " $���"��� �������� 5 �����"��� Y�����
" "� ��� ��� � ����������$ � � ��� � ����� "� �� �������� � ���$��� "� "� ��� ��� �
����� " �&%� � � ��Z ) :�� ������� � "� � ���� " �� " �� ����� " �#������� ���� � ��'
��� ��$����&�  � ���� � "�����$�� ����� �� �� "��� ��� #� ������ ) ; ��� � ������
"��� ��� �&���� � ����%� ���� � ��� ��������� ) �� ���� �������� ���� !� � � ��� �� �����'
������� ��"�������� �� �� "� ��� ��� � ���� � ��� ��� � ������� " � ������� � ��
������ " �� �������� � � ������"� " � ��� � "� "�� ����� !�� � ���� ��� ��� ���� ��$��'
(������ � ���� � ������ �� � ������� � � � ������ ������� "� ��" � !�� � �� ��� ��� ����
� ������� " ���� �������� � �� �$��� �� �� ����  "������ )

W� ���� !������ �� � ������ �� �� "�� �"��� " � ���$����&�  " ������(������ ���'5'
� �� " � ��� ������������ �� � � " ������ ��� � � �� ��������� " �� � ����� ���� ) �� �� "�N ���
" ������� �� ���" �+���� ���!� " ��������� � ��� ����� �� � ��&�"� ���"��� ) ;���
����"���� ����� ���� ��� �� !������� � ��� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� "���
� �&����� � � � ��� 243 "��� � �&����� � ) 2 �����%�  " �� �������� "� ����� "
�&%� � �� �$��� �� �� �����%�  ���"��������� �� "�N ��� � ������(������ ��� ��� �'
� ��� ) 2 �# ����� " ��� ������$� ������� � ��� � �&��# " �� ��"� " � �"%� �����
"��� �� ��$�� �� ���� � ����� " ��� � ��&�" ) ; ���� ���� � � �����%�  � � �� "���
�� � �� � ��� � � ��� ����� �� � ��&�"� ���"��� �� �&����� � � �� ��������� � !��
��%��� "� ��"� $������ " 	H KJ	A��EDL 
A � D
�	AK � � ����� ��� �������� "��� ���
�&%� ) 7�(� � �� "���� ����%� � �������� �� � ������ � ��� �� �������� " � ��&�"�
�� ��� � " KI� J��EA � D�K� 
D��� AL �K ) 2� � ��&�"� �����"���� � �� ����'��� " ��� ���
�� ������(������ ��� �� ��� � ����� ������ �� !� ��� �� �#�� � 2� ��� ��� �� ����
�������� �� ��� � ��� �� � ��&�"� ��������� � � � ���������� ��� "� $����� " ������'
� ����� Y������ � )� )�Z � � ��� ���� �� ���� ����� � �������� �� ������(������ ��� ��� �����
" 
D��� AL �K� ���� � ������ ��� �������$�� ���������%�� �� ��� ������ �+� ����!� )

2� ����%�� !� ���� ����� �����"���� ����������� � �� � ����� ����� " ������ �� "���� ��
��� �� � � ���������������� "� ��������� � ������� "��� � �&��# ��� �� � �"%�� �������'
����� � �� "����� �� " ������ � ��&�"� " ������(������ ��� ��� ����� � ��� ��!���� ��
���� � � ���'����������$ � ���� ��� ����� "����� )
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2 � ���� " �� "������ � "��� ��� �&%� �� "��� !� �� � ��&�"� ������������
� �� ���� �� ������ �� ���� ���$��� � �&����!�� �� ��&���� !� ���� &�� ���$��
��� ������������ ) ;��� ��������� "��� � ����� " � ���� �� ����� " ��������� ���!�
� �� ����� " � ��� ���� ������ �� � ���"�� �� ���� � "�� ����� ��� �� � �"%�� )
;��� ���� ����� ��� ������� "��� � ��"� ����������� " �����&�� ��� �� ���� ��������!��
�� � ��# ���������� � ��� � �"����� �� ��� ��� " � ��� � �� �� � ������ ����� "�
����+�� ��������� :2*3 � 243 � �� � �"%�� ��� ������ )

4 ��� � ��� " �������� �� ��"� #� ���� ���� " ����������� � ���� ����� � �� � ����" ��
���� #&������ � ����� � ��� � ������ "� � ���� " � ����� ��� ������� � ������(������
��� ��� ����� � � � ����� � ������ ��� ���� !�� ���� � ���� � ������� � ��� �� "�����
�#����� )

:�� ��� #� ������ ��� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� � 243 � ���� � �������
!� O

S �� ����� ����� " � ���$����&�  �� �����'� �#�� ������� ��# ���"������ �� ������ �� "�
5 �� ����� "� �� �������� � !� ��� &������!� ��� �� " �������� �������� � �� �
" ��� ������ �� ��������� � �� � ����� ���� �

S �� ��"��� " � ���$����&�  �� �����'� �#�� ������� 5 ���"��� �� ������(������
���!� "���� ����� �� �� � � ��� ���� " �� ����� "� �� �������� � "� ���$����
"� "���� ��� �

S � ���$����&�  " ���&����������$ " 8���� ���'���������� � !�� �����  ��!� �5 ������ ���
���� ���!�� �� � ��� 243 � � �� ��� �$��� �� ������� � ��� � � �"%� " � ����$
" �������� ���� �

S �� ��� ��� $������� �� ��� ���� ��# � ����� ���� � �"�� ��� "� � �"%� " � �'
���$ " �������� ���� � ����� � �� ��� 243 � " ��"���� �� ��� ����� " $���������
���� ��� ���!�� � ��� ��� � ����!� �������� ) 4  ���� � ������� �� � �"%� ��� �� �
�������� �� ����� ��� �� �&�� " �������� �� �$��� �� �� ������$� ������'
���� � � ������������ " 243 � ������ � ������� �� ��� ��� ���� �� $������ " � ���
��������� " ������(������ )

7� �����& � ���� � ������ ��� �� ��������� " ��� ��"� � �����%�  "��� �� ���� $���"
$��������� ) 2� ��� ��� �� � ������� " �� ������(������ ��� ��� ����� " "���� ��� !�� �
���� ��� �� � � �� ��"�� "��� � "� ��� �� ���� �� �������� O

S ���� ����� �������� �� ��������� ��� �� ������ � � � ���"�� �� $�������������
5 " ������ ���������� ) 2� ������ � )� ������ !��!�� ���� ��� " ������  �# "
"����� � ��� ���� ���" "� �� "��� �� ��"� �� �� "���� ��� ���� ����[� � �'
���&�� ���!�� � �� ����$���� ������� �� ���������� ���� � � �������� �

S ���� � �� !������� �$��� �� ���!��� � ������ � )� � �� "������� " ��� ���'
�� �� " � ���$����&�  7
 � ��� " ��%� $���"� ������ " �&%� � � ���� ��� ���
���"��� � ��� ���� !� � ��"���������� "� ��"� " ����������� 5 ��� ��������� �

S � "&��� " � ����� " � ���� � ���� � ������ ��� �� ��"� �� #������� &������&�!�� "�
� �"%�� ������������ ) 4 � � ��&�"� �&����!�� �� � �����!�� �� �������������
����� ���� ���� 5 "�������� � ��� � �����%�  �

S ���� ����� ��� ���� �����"��� "��� ��� "� � � �� � ����� " �&%� � � �� &+���&%�
����� �� ����� ��� � ���������%�� �� � ����+� #��������� ����!� � ������ ��
� � �������� �� ������� ) W� ���� �������$�� "��� ���� ����#� ����� " ������!��
"� ��������� " �� �&���� ��������!� " �������� " � �"%�� �� �����%�  �����!�
"� �&��# "� ����� " �&%� � )
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2 ���� " �� �&%� �� � ����" "� � �"%� " � ����$ " �������� ���� � ���� "����
��� ��� � ��� �� ������������� �������� " �&��&� "� ���� � ��� � ��� ������ ) ; ��� ��'
���� �$��� �� � �� ������� " ������� " ������ � �"%�� � " ������"��� �� ��"� " �����������
�� " ��� ��"� �� �����%� � �� ���(!�� " �������� "� ����� %��� )

4 ��� � �&����� � � �� ��� �%� ������ �� ��" �� �����%� � " ��������� �� "�
"����� � "� !������� �����!�� " ���� ����� "� ���������� 5 ���� " �� � �"���������
��������!� "� ��� ��� � � �� �� ��������� �������� "��� �� ���� " �� �&%� ) 2 ��� "�
�&����� �� �������� 5 � ����� " � ���� ������ �� "�� � � ��� � �,��� ��� �� � ��&�"� ��
���� �������� � ��� �� ������(������ " �#�� ��� ��� ����� ) 2� ����" ������ �$���� 
" ��,�� �� � � ��������� �� � ��&�"� ��� ������������ O � '� �+��� � 2*3 � ;
 M � �'
$���� � �� �� ����� � $����� " ������� ����� ���������� �� � ���� �� " ������������ ����
��%�� " ������ � ��&�"� Y������ � )� )�Z ) 4 ��� �� ������%�  ����� � ���� ���� ����������
��� ��� ������� ��# ��$����&� � �� ����� ��� �� � �"%� ����������� � !��� !� ���� �� � �'
�&�" " �������� "� ����� %��� ) ;��� + �� ��"��� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� �
:2*3 � 243 � 8�:� ����� !� "� #������� &������&�!�� Y
 3 *�3 ��:2*3 Z � �� ���"
��� �� "�N ������ �� ���(!�� ���� 5 �� � �"��������� "� ��� ��� " � ��� ) 7� (� " �&����� �
���� ���������� �� ������ ��# ���� ��� �� "�� ����� � �"%�� ����� "  ����(� ����
�&��# " ���� �������� ���� ���������%�� �� �� � �"%� " � ����$ " ���� �������� ���� )

2 �&����� � �� �������� 5 � ����������� "��� � "�� ��� " �� ������(������ ��� ��'
� ����� ) ;��� �� ��"���� �� "�N ������ ��&����� 5 �� �9�& ) 7 ��� ��������� � ��� ��
������� "� ���� !� � ��� ���� " �� ������(������ ��� ��� ����� � � �� !� ��+��� �� ��� � �
� �� ��� "�(�� ����� �� � ��� � ������ � ��� ��� ����� ) ; ��� "������ ���� ����� ��
� ���� !� ���� ����� �������� "��� �� ���� " �� �&%� � �������� �� �� � ���#��� �
���� " ��� ������� ��� ������� �� ��� �� � ��&�" &��$���� )

;��� ������ ���� � "����� ��� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� "��� � �&�����
� � � ���������� � �������� ��� � ���$����&�  7�� �����'
 �#�� ������� Y7
 Z ���� � ���&��'
��������$ " 8���� ) ;��� ��������� �� ��� �%�� #� ������ ���"���� ��� � � �"%� �
� ������ � ���������� ��� � �����$ ) ;��� ���� ������$��� ��� ������� ��� �� ����� ���'
�� �� ����������� " �� ������(������ ����� � � ������� !� � "��� � ��� � �� "������
" ��������� ��� �� ��$����&�  " ����������� �� "���� ����� �� ���� � ) ;��� � �������
� !��� ���� ��� � � " ��,�� �+��!� "��� �� ��������� ����� � ����������$ ���� �
��� " � H 	J
E��EDL 
A 	H 
E� ALKEDLLH 	E�J Y�� ���KA D� 
E� ALKEDLH 	E�I� ���� � ��� #� �� �
(4�"� � �� )� �///)Z ) 2� � �� � ���"�� " �� "�N ������ ������ ����� " �������
� ��&�"� " �������� ) 2 ��� � ������ " � ��� ������������ "��� �� ���� " $���" "�� �'
���������� �� ��������� ��� � ����� " ��� ��$����&�  �������� ) ;��� � ������� �$��� ��
��� � �� �����!�� "� � ��&�"� ��� ���!�� Y
 >
 > � �CH�LAK 
A � H��D� � DL �A BH�	DZ
� ��� � �������� � � ���������� � ���&����������$ " 8���� ) ; ��� ��������� � �&����� ���
�� ��%� ��� ������ 5 � �����������$ ��� ����� )

2 �&����� � �� �$��� �� ���U ������ ��� � �#� ���� ������� � � ��� ��� � ��������� "
������ "� ��"� ������ " � ����" "� � �"%� " � ����$ " �������� ���� � ��� � ��� ���� 5
" ������ � ��&�"� " ������(������ ��� ��� ����� O � ���$����&�  ������!� "� � '� �+���
� � ����� ������ 4����&�� ����� Y243 Z) 2� "�#�%�  ����� "� �&����� �� ��" � �����%� 
" � �������������� "� �&%� � � ���� �� !��!�� � ��&�"� ��� ��� � ��� "���� ��� ��
� ��� �� ���� ������������ " �&�!� �$���� � �� ) 4��� �� ����� " ��&���� � ����
����� � �� � ������ ��� �� � ��&�"� �"�$%�� ��# � �"%�� ������������ � � ���'5'"�� �
���������� ��� " ������!�� � ������� �� "� ��&��!�� ��� ���� 5 �� �&���� ��������!� )
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:��� � �� ������# � �"%�� # ������� � ��� �� ������(������ ��� ��� ����� � ���� �����
�&���� " ���� ���$�� "��� � �&����� ��# !�� ��� ���� ���� ����� � ��� � �����+� "
"����� �#����� ) 2 "�� ��� " ������������ "� �#� � � � � ������� �� ���(����� �
����� � �� "��� �� � �"��������� "� "���� ��� � !�� ���� !� "� ��$����&� � � �������
� ����� ���� ��� ������� + ���� � ������� �� � ���� �"����� ) > ��� � ��� ��� #� �� "
���� ��# !�� � ���"�� ��� �� "������ ����"��� ��� �� � ����� " ��� ��� � ����� '
� �� �� ��$����&� � " �+�  &������&�!� �$$��� ������ � �� ������ �� ���� ���� ����� "
� ���$����&�  "� � '� �+���0 (1������+ ��" 
 ����� � �///) )

<��� �� ������� !� ���� ��������� ��� �"����� � �&+� ��&%� "� � ��� " � ��� � Y��� � 
����� ��� � ����� "� �� ��������Z ��� �  � ���� " "����� "� ������ �� "� "� ��� ��� �
���� !� ��� ���� �� �&��# "���� ��� " ���� ���� "��� �� �������� ������$���&�!� ) �� ����
������� �� + ���� � ������� �����"����� "� � �"%� " ����� ������� Y�A��D� ��H�A
� D
A	 Z (*����� � �� )� -���) � ������ " �#�� � � ��&��& " ������� ����� �� �����
"� "���%�� "������ ) 3���� � ����" ������$���&�!� ������ �� "�� � ���� �����������
�� ��� �%� ������ �� ��������� �� "� "����� � � � ����� � ������ ��� �� �&�� "
������������ "� ���������� � ����� " ������"��� �� ��������� �������� "��� �� ���� " ��
�&%� )

;��� ����������� "� � ��&�"� ��� ������������ ��� � �� ��� �� � ��&�"� �� ����
������!�� � ������(������ ��� ��� ����� � ����� " "������� �� �� ���(����� " ������������
��# "����� �#����� ) ;��� ���� ����������� ����� � "����� ��# !���� � ��&�"� "
������(������ ��� ��� ����� " "� ��� ��� !�� ���� ������ �� ���� �� � ������� Y����+�
��� ����!� ����� � �$���� � �� �� ����� � ������������� � � ������ ���'��$����� � $��'
��� " ������� ����� Z � � ������� ���� ���%�� �� " ������ "��� �� ���!��%�  ����'������ )
2� ������%�  � !�����%�  ������� "� �&����� ���� "�"��� ��# � �"%�� ������������ �
" ��� ��" ��� �� ��������� " ������������ "� � �"%�� � "� ���� ��� �� Y� � ����$ "
�������� ���� � ���"�� ���� � "����� "��� � �&����� � Z �� ���� ������ Y���� ������ 4 ����&��
����� � ����� "��� � �&����� �Z � ���� ��� �� � �� � ���"�� "� �������� ��� �# )
7�(� � ���� #���!���� "��� �� "���%� ������ �� �&��# " �� �&%� �  ����( ��� � " ��� ���� �
� ����� ����� � " ��� ������$���&� � ����� "� � �"%�� ������������ � � " ����� ���� �
�� ������� " � ��������� � �������� �� � ����$ " �������� ���� �� "����� �� "� � �"%��
���� ��� ��#� )

\�d ag� j rk u^_acr0lkl di u^nhilica^_ r bg_ jk+jk ifku dk n �nk r^ugnk_j rghdctg0 rkg+ m^ ca h^gl
u^_ajijkl tgk di rcaji_uk kgudcrck__k kaj c_irihj0k * di lkhl0ak_jijc^_ rka jk+jka a^ga m^ln k rk u^nhjka �
ri_a g_ kahiuk * jlqa �li_rk rcn k_ac^_ u^nnk dk f^ui�gdiclk ` cd kaj hdga cnh^lji_j r bif^cl rka fidkgla
_^_ _gddka agl dka n �nka c_rcuka tgk r bif^cl k+iujkn k_j di n �nk fidkgl rk u^nhjk h^gl upitgk n^j 1



�� � � ���� �� �����

� �� � ����	�������� ��	 �� ��� ���	

� ���� � " !"#�!�$��!�
:��� �� ��� �� ������ �� ��������!� ��� "� "����� � �� ���� ������ �� ������������

"� ������ ��� ��!��� ��������� �� � �"%� ) 4  ������# �&��# !���������� �� !�����������
���� � ����� �� � ��� � ���� �����"� � ������ " �#�� � � ��&��& " ������� �����
�� ��� � " ����� ��� �&�!� "� ��� �� 5 �� ����� " ��� ��� ��� � �� �������� ) >��
&+� ��&%� �� ����� ���� � ��� " �&+� ��&%� "� � KH� 
A � D�K � Y � +H D� 	 D�
K �Z
(*����� � �� )� -���) ) 7 �� � �� ������� �����$��� �� ��� ���(������ ����!� ��� � ��$�� "
� ��� ����&�� " � ���"� "� � ��� � " � � �������� � !� " ��� ����� " ����������
"��� � �#�� ) ; ��� ���� ����� �������� !� �� ��������� " � ��� ���� � 5 ��� ���� �
��� ��N ��� � �� ������ ����� � ��� �� �9�& !�� ���� ������� )

:��� #����� �� � ��� "� �#� � "�� ����� ������ ��� ���� � ����� �� � ��� "� ��&'
��!�� " �����+� ���$�����!� ���� �� � ���� � ������ � "� ��T�� � �� �� � � ��������
��%� �������� ) 3 ���� � � �����  " �$� ������� � � ��� �� " �D�ALEKH�EDL � � ���'5'"�� � ��"�'
��(������ " �&�!� ���� � � ���� �������� �� ������ ����� " "�������� � � ��� �� � ����
���������� � !� ���� "��������� ��'"����� )

� ������� ��� � ����� 2� � ���������� ��� �� � ��� �� � $������ �$���� � � ����������
!� ��� ��� ��� ��� ����!� �� ��� ��� ��� ���� ��� ��# � ��� �#'� �� � ����  ����(� )
2 �����%�  �� � �����& �� � � ���� ��� ���!�� � ��� �� �&�� �� � "��� ) 2�� ��� ���
� ��� ������� ��� ��$��$��� � ��� 5 ���"����� " �� ���� ����� ������� �� � " ������
��������� !� � ��� #� �� � �� �&���� 

������
� 

 KA� �A� +�A ��
 �� ��
 �� 


"����� ��� �$���� �� ���� � � ��  ��"�� ) W� "�N ����� �����$� � ������ � ��� ��
������ Y�AL � � E	 	A� 
������ 
�� ���� ��Z )

� ������� ��� �� ���� ��	 �� �� �$��� �� " ����$ " ����� �� � ��� " ������� � " �����'
�������� "� �#� Y������� � ��� �������� " ����"������� � ���� ��������Z � ��� ��� HL �E�� D�K
YK�D� 	 D�
K � ��$����Z � ��� ��� � ������ "������ ����� " ��� "���� �� ��� ���� ��� 5 ��
���� �� ������ ���� � � ��� � ���� ��� " ��� $���" ������ � "%� ���� !� � �&+� ��&%� "�
� ��� " � ��� � �� ������ ) 4 ����� ���� � � ���� " ����� ��� �� � ��� ��������� �� ����
����� ���!���� ���"��� �� � � " �� ������$ � � � ���'5'"�� "�� ��� � ��� �����" �����
" �� ���" "� ���!���� �����"���� � "��� � � �������� �� � �� "�N ������ " ��� ���$
� " ������ ) >� �"��� � � ( ����$ "� ����'� ��� �� �� ������ ��� �� ���� ���'������
���������� �� ��������� ) 7� � ��� ������� � �� # ��� "� ��� "��� ��!��� �� ����'� ���
���� � ����� �� ����� Y(*�������� � �//�) ��� ����� � �� �� ������# " ������������ "
� �������� � 5 "� �#�� " ������� �������� � "��� ��!��� �� ����%�� ��+�����!�� ����
"���� ������Z � � !�� ��" �� "������� " ( ���� �� ����'� ��� �� ��� � �� "�� �"��� "�
������ � " � ������������ )

��k micai_j ` cd kaj 0fcrk_j tg bg_k hiljck ac�_c�uijcfk rk d bc_m^ln ijc^_ kaj h klrgk 1 il k+knhdk ` a^ga
d bpsh^jpqak rg � aiu rk n^ja � ` di hpliak % ��%�� � !�" #�" � %-� � ��" ,- # % �� ������"! # rkfck_j ajlcujkn k_j
0tgcfidk_jk * % �� ������"! # #�" � %-� � ��" ,- # % ��%�� � !�"1 �_ micj ` cd ak jl^gfk tgk di h dghilj rka n 0jp^rka
tgk _^ga hl0ak_j^_a h^gllick_j m^_ujc^__kl agl rka n^rqdka hdga u^nhdk+ka 1 il k+knhdk ` dk hl^� dqn k rk
rc�0lk_uckl dka rkg+ hpliaka ucerkaaga aklicj l0� d0 k_ u^_acr0li_j u^nnk g_cj0 rk �iak dka u^ghdka rk n^ja `^g ��� �!  #� ` h ^gl g_ jlicjkn k_j jp0^lctgk a^gfk_j iaako i_id^�gk n ica ig hlc+ r bg_k u^nhdk+ cj0 rk
uidug d iuulgk 1

�^gl di r0�_cjc^_ rk m^ln k�n^j�^uugllk_uk ` _^ga lk_f^s^_a dk dkujkgl ig � d^aaiclk h 1��� 1
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� ������� ��� ����� 2 � �"%� "� � ��� " � ��� � �� ��� " ��,�� ��&���� 5 "�
�����%� � " $���" "�� ����������� O �� ����� "� �� �������� � � ���'5'"�� � ����� "
���� � "������� � "����� ��� ���� � ����� " "���� ��� Y" � ���"� " �//// � ���
�/// "� ��� ��� � "��� ��� #� ������Z ) *�� � ������ " � �� �������� � �� � � �����
"� � ��� �������� ��%� � � Y�� � ��$�� " ��� � � " �� ��� " � ��� � ���� �� ������ � )� )� )-Z
� � ������� !� ��� ����� ��"��� " �� �������� ) 3 ���� � �� ��������� �� ������� ��
" ��$���� �� ��� � !�� � ���� !� ��� � ������� "��� � ������ YCH� HF Z �� � ���� " ���
��� ��'���� � �� ��� ���� " ������� ��# !�� � ������������ !� "��� �� ����� ��� ��� "
"� ��� ��� "�������� ) 2� ��"������ "� �� �������� � �� ����� � "���� ������$ " ���������
� ������ �� ������ ���!� � " ��"� �� "����� � ���� ������� Y�� "����� �#�����
� ������  �� ��� �������� � �� ������ ����� " �&���# � ���� ����� � �� ������ ��"� 5
"� � ��� �������� � �� ���&�$���&���Z ) ;��� ������ ������ 5 � �+�  " � ��&�"� �
����+����� ��� � � "��� �� ������ � )� )-)

����� �	����� � �������	����� 4 ��� ������� ���������� � �� � �� ����� ���&������
" �$���� � ������� ���� � � �����"����� � ��� #� �� � !� !� ��� � �� �� ���$���� �
�� ����  ������� "���$��� ���"�� ����� �� � � ��  ������ ) :��� !� ���� ��� ���
����� �""�������� � �� ���� � ������ �� "����� ��� �  ����� �"���!�� ) 2� ��&��!� ��
���� ����!� Y�H�ELEKH�EDL � �� K �A�� EL � ��$����Z ���� ��� ��� �� ��� � 5 "� &����'
��!�� ���������� 5 ����!�� ������� ��N #� Y�+��!�� �� �� ���� K (��� � ��� � ���
���$�����������Z ) 4 � � ������� � ���$�����!�� ���� ������� � �� ����� ��� �� ����+�
"� �#� ���� � ����� Y	A�� H�EKH�EDL Z � �� ���� " ������� �� 	A�� AK ����������� �� ���
������!� " �&�!� ����  Y��(����� � ��� �� ���  � � ������� ���$���� � ��� �� ��� Z ) >'
� �"��� � �� ��������� " �� ������ � � �� !� ���� ����� ��������!�� �� ������������� � � ����
��� �������� � ���� �������� �� " ��$$���� � �������� �� "� �����%� � " �&�� ��+� �
Y��� #� �� � � �$������� ���� � � ��  �� �  �� � ��� �K A� �A�DKA� � �DKA� Z ) 2 ��������'
���� " �� ��&��!�� � ���� � ��� � " ���$� "����� � ����+� "� "����� �#����� Y����
��� #� �� (2���� ��" *��� � -�..)Z ) :��� � ��� " �� ������(������ Y��� ����� �� ���
��� �����Z � �� � ������ " �� � ��&�"� "� �� �������� (*�������� � �//�) ) 7� ���� �
�� ���� � �"����� $������ 5 � �����+� ��������!� " "����� � ��'"�5 " � ������������
�#���� � �� " � ��� �����!�� " ��� ���(������� " ������������ � ������ � ���� !� ���
� �+ � ��� " ������" !� ���� ����� � ���(!�� (>&�� �� ��" *���U � -���) )

����� �� ��� ��� ������ 2 ������ " ��� �&���� �� � � �� ) P� ���� "��� � ��� "
� �"%� �LE �H�� A � ��� "�� !� �� "�� �"��� ��� �� "�� ����� ��������� � ��� ���
�����"��� "����� �� ) �� �� � ����� � " ��������� ��� "� ������ " ��� ���� $���"�
���� !� �� ������ " � ��� Y+E �H�� AK Z ) 2� ����� "� ���������� "���� � "��� � ���
"� ��� �

nW
2 ) 6 �� !� � ������ �� � �� �� " ����� ���� " ������� ����� ������ ��

�#� ���$���� � � ���$� ������� " "�� ����������� !�� � ������ �� ������ �� ������ � 5
$��� � �����!� � "��� �� � ��� ��

nW
�� "� 5 �� �'� ��  ��%� $���"� ) 7� ���� � � �����

" �� ��������
l

������ �"���!� ����� !� �� ����� "� ���������� ��$� �� � �� �� �������
!� � ����� ����� "� ����� %��� ���� � ���� � ��� ) W� ���� � ����� ����� � ��� �$���� � ��
� ��� �� " �&��&� �� ��� � !�� ���� ������ ����� "� � ��  �+���$�  Y��� #� �� �
� E� A	 �� ������ ���� ��� 5 �D�� Z � ��� �� ��� ��� ���� � � ��  ��"�� ) 25 ���� � �� � �+
� ��� ������ ��� ��� � ��� ���� � ������ " �� �"�� � ������(������ (*�������� � �//�) )

�^gl g_ k+knhdk r b0jgrk agl dka � c�linnka ` f^cl 	
iddiup ` ���� tgc irihjk dk n ^rqdk rk d bidd^ uijc^_
� cl cupdkj dijk_jk * uk uia 1



�� � � ���� �� �����

2� "��������� !�� ����%" ��"�!� �� !������� 5 �����"��� � ��� ���� � � ����������
5 ������ " �#�� ����� � � ��� � "�� ��� !��� �#�� �����"��� ) ; ��� ��������� "��� ��� "
"�# ������ � � ��� ����� ������� � ��� �� �&�� " �����������$ Y� ����� ����� "� ����� %���Z
� � ����� � ��� �� �&�� " ��� Y� ����������� "� � �"%�Z ) W� �������� ������� 5 ���������
� ���������� 5 ������ " � ������ "� ���� � "� ������ " �����������$ � " ��� )
>� �"��� � ��� ������$� �!������ 5 ������ ��� "� ������ ������ ����� "� ������ " ���
"��� �� �&�� " �����������$ � � !�� � ��� ��� �������� � ��� �� �����"�� " �����������
�� ���� )

4 %� ���� � �� �������� ���� �������� �� ��� ��� �� " ��$���� �� � ��� "� ������ "
��� ������ "� ���������� " �����������$ ) >�� "������� ������ �� ������� �� !� ��
� ��� ������� � ���� ��� ��������� � ��� ���� ��� �� ���� " ������ �� �"�!��� ) P� �
"��� �� ��� ���� � �� �#�� ��� ��� ��������� ������ �� "� ���� � �� �������� � ($�'
���� ��� "��� � ������ " �����������$ � � �����'� !� "��� �� ��� � ������ ) W� ����
������$� � ��� ���"� � ��� �� �� ������� ���� � ������� ��� #� �� 5 ��� ��� ��
� �������� ����� ���� � ���� ������� � D�� D� �D�H+�	H�I � ) >�� � ��&�" � � �� � "
�$���� � ���� �� � ��  ��"�� "� � ��� � �������� �� ��%� "�� ����� � " ���� �� � ��
��%� ���!��� "��� � ������ " ��� Y� � ��� ����� ��� �� "������������ �������� "�
��� ��� " � ���Z � "��� �� � ���� ��� ����!� ��� � ��  �� ��� ��� �� "��� � ������ " ���'
��������$ ) >�� ��������� � ���� (���� �� ��� ��$�� " ��,�� "�(����� � �����%� 
" ���� � ��� ��� "� ������� ���� � � � � �� " ������� !������� � ����� � �� � ���
� ����� ����� "� ����� %��� ) 4 ���� �� "�N ������ � ���� � ������ "��� ��� ���� ���
�������� )

� ���� � �!#!����
;�����

nT
� ����� " $���� � ���� �� ��� � ���$����&�  " ������(������ ��� ��� ���'

�� � !�� ������ ��"���� ���� ��������� �� � "��� �� ��� !� ���� ���"����� � ��# �&%� � )
;��� ������

nD
� ����� " "� ��� ��� "��� � ������ " �����������$ ) >�� �  "��

"��� �� ������ �����"�� � � ���������� �� ��������� ���!�� �� 5 ������ "� ���� �
������������ �� � ���� �� ���� "��� � ������ " �����������$ ) ;��� ������

nW
� �����

" ���� � "�� ����� � � ���'5'"�� �� ����� "� �� �������� )
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Cwd
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� ����� " ���������� "��� � �#�
d

�

l =

nD∑

d=1

ld

� ����� ����� " �� �������� "��� � ������ " �����������$ � ��� �  " ���� �� ��� � "
�� � ����� " ��� ��� )

4  ��,�� ��� ����� 5 � !�� ����%" � ���� "�(������� � ��� � ������ " ��� O � �����
" "� ��� ���

nD
? � �� � ����� ��� ��"���� ���

C? � " ���  $������
C?

wd?

Y���
d? ∈

{1, . . . , nD
?}

Z � �� ���$���
l?d?

"� "���� ��
d? � � ����� ����� " �� �������� "��� �

������ " ���
l?

)

� �� ���� ��	 ��� ������ ���	��	

2 �����%�  "� ����������� �� " "����� # ��� ��� ��'"�5 " �� ������ " �#��
� " ��%� ������# � �"%�� � �������� �� �"����� " ������ "�� ���� � � ���� �����
5 �$���� � "� "���� ��� ��� ������ ) 4 ��� ��,�� $������ � �� ��N � " "�(��� �� ����'
�������� "� "���� ��� ��"������ �� "������ � �� � ��&�" � ��� "����� � ����� 5
������ " ��� � ����� " ���#�� ��� ) > � ���� " �� �$�$ 5 "������� � �����%�  " ��
������(������ " ��� � " �� ������������ "� "����� ) :�� �����!��� � "��� �� ��� ��
�� �� � ���� ���������� �� � �"%�� " ������(������ ��� ��� ����� �� ���� �������� O
��$����&� � &������&�!� �$$��� ������ � � '� �+��� � ����� " � ����� "��� !�� ����
�� ��  �"����# " �� �����!�� ��� � ����� " ��������� ������ ��� �� ��� ��� )

;��� ���� ���������� ����� 5 !���� � ��&�"� !�� ��� �,� � ������ " ���&�� ��
"���%�� ����� � ����������$ ����� ���!� ���� � ������ " �#�� O � �����+� ��� ��'
��!� ����� Y2*3 Z � � �$���� � �� �� ����� � �� ������������� � � ������ ���'��$�����
Y;
 MZ � � $����� " ������� ����� YEL� D�� H�EDL +D��	ALA�� Z ) 2� "���%� ����'������ ���'
��� ���%�� �� " ������ �"�� ������� 5 �� ������(������ ��� ��� ����� � � �����������
"��� "� ��"�� ��� ������������ )

� �� �� � ��� &�� ' � "#�� �� �&#�����#!��� ��� ��� �"	 �� �
2� � �"%�� " ������(������ ��� ��� ����� Y���� (1��� � �� )� -���) ���� �� �+��&%�Z

���� ������ � �� "������ � "�# ������ O � �"%�� &������&�!�� �� � �"%�� " ���������'
�� ��� )

� ��� ���  ������ ����� 2 �������  "� � �"%�� &������&�!�� �� " ��� ��"� �����'
���� �� � � ��&��&��� 5 �&�!� ����  �� $����  5 "����� ���� �� ������ ����%� !��
"�� �" " �� "������ ��� "�# $���� � (>�����$ � �� )� -��� � 1��� � �� )� -���) ) *��������
"��� �� ��� �� �� �� !� ���� ���&���� ������� �� ��� "������ ) �� �� ����� � ����� �
" ��� ��"� ��� �$���� � �� H 	D� J�H�E� O

S � � ���� " "����� �� " �����"��� !� ��� + � ������ " $���� � !� " �#� ���
Y
nT = nD

Z �
S 5 �&�!� ����  � �� � ��$�� " ������� �� "������� ��� �&�!� ����� " $���� � �

" �������� �� "�# ���� ����&� )
2 ���$����&�  � �� � ������� �� ���� !� ��� ����� " �&%� � "���� ��� � ��� ������ ��
��������  ��!� �5 �������� " ��� $����  ���!� � � !�� � �� � " �#&�� � �� ���� "
����������� �� �����!��� �� ��� "��� �� ����� � ��� �� ����� " $���� � !�����!�



�. � � ���� �� �����

��� - �
nD

) 2 �������� � �� � �������� " ��,�� �+��&���!� ���� �� ����  " ��� ����
"��� �� ������ ���� �� "���� ��� ) P� ��� �� � �������� �� 
AL
�D �H�� A (1��� � �� )�
-���) )

2 ������������ " �� ��$����&� � �� �� "��� ���%�� �� ��� �� "�(������ " ��� "������
��� "�# $���� � " "� ��� ���

τt
�

τt′
) *� ���� ���� ����� "��� ��� " ��� "������

��� "�# "���� ���
d(Cd, Cd′)

� ��� #� �� � ���� ��� "� ���"��� ������� ��� �� "�#
������ " ��� ��� Y���� ������ "��� �� ������ ������� ��� � �� "�(��� " � ������
�������������Z � �� "������� �������� ���� ������!�� �� �������� O

S 	EAL KE�� 	A YKEL 	A 	EL�H AZ O
d(τt, τt′) = mind∈τt,d′∈τt′

d(Cd, Cd′)S 	EAL �D�� 	A� Y�D�� 	A�A 	EL�H AZ O
d(τt, τt′) = maxd∈τt,d′∈τt′

d(Cd, Cd′)
S 	EAL � DIAL YH�A�H A 	EL�H AZ O

d(τt, τt′) = 1
|τt||τt′ |

∑
d∈τt,d′∈τt′

d(Cd, Cd′)7� ������(������ ��� ��� ����� � $������ � �� ��$����&� � " �$���� � �� &�����'
�&�!� "����� " � ���� � ����� ���� �� "� "������� Y��� ����������� � � ���
$���� �Z � ������� ���'5'��� "� "����� � "� �����%�  ���� ����������� � � ��� �� ���#
" ��� �� �� " ������ �� � ������ Y� � ������ " �&������!� �������� � �� ���"�� �������
�� "������� ��� �&�!� ����� " � �����Z (1��� � �� )� -���) )
��� ������� 2� ��$����&� � " ����������� �� � "�����$��� "� ��$����&� � &�����'
�&�!�� ��� � ���� !� ���� ���"����� � $������ �� �$���� � �� ���!� � ��� �� �����
" �&%� � "����� � ��� �� "�"��$��� �  ) 2�� ��� ��� �� ���� $������ !� ���� "�
��$����&� � &������&�!�� � �� �� " � ���� "�N ��� " �� "���� �� ��������������� ������ )
4 � ������ ��� ���� ��# ��$����&� � " ����������� ��� ���� !� ���� ����� ���� � $������
�� ����%� ��� � ������ "� "����� " ��,�� �������� � !� ���� ���� ������ ����� �� 5
�� �����"�� " ��� ������������ (1��� � �� )� -���) ) W� "��������� ��� �� ��$����&� � " �����'
������ �� "��� ��� ���� $���" $��������� "����� � ��"� " ��� �&%� � ���� �����
"��� �&���� " ���� �������� ���� ���������%�� �� 5 � ��� " ���� �# O � ���$����&�  "�
� �� DIALL AK)

4  ��� �� ��� ������� � �� � ��� ��������� ��� "� �����%� � ������ � � ���$����&�  "�
� '� �+��� (
 ��=�� � -���) ��� � ��� "� � ��&�"� �� ���� �������� � ������(������
��� ��� ����� ) 2 �������  "� � '� �+��� �� !� �� "���� ��� � �� �&%� � ���� "�
� ����� " ��� ���� �����"�� ������� � ��� �!�� ���� ���� ����� "���� �� "������

d
)

2� "� ��� ��� ���� "��� �� ��� �� �� �� �� ���� ��������� �� 5 �&�!� $����  ) :���
� ������" " �&�!� �&%� 

τt
�� ������� ��� �  ����� � ���+���� " � ������ "�

��"�� �"�� " � $����  ) �� � ��$�� "��� " ������ "��� � ����� "� �� �������� � !� ����
������

βt•
)

2� ������"� � ����$������ "� ��"���"�� ��# �&%� � ���� ����� � ����� � ����'
���� � ��� �  � � ���� �� ($�� � )-� "��� ��!��� �&�!� "���� �� �� �������� ���
��� ����� " ��� ��� )

>�� �  ���� �� ��$����&� � " ������(������ &������&�!�� � � �&��# " �� ������������
� " �� "������ ���� ���� ��"���# � ��� � �N ������ "� � '� �+��� ) :��� �� "�����
�#����� ��������� ���� ����  " ��� ��� � �� "������ ����"��� ����� � ������� ��
���"���� � �� �� " ����$ " ���� ��� � 5 �� "������ �������

d(Cd, τt)
� ������� ��� O

d(Cd, τt)
−1 =

∑nW

w=1 Cwdβtw√∑nW

w=1 C2
wd

√∑nW

w=1 β2
tw

,

���� �� "�(������ ������!� "� ������� ��� "�# ������ � !�� � ��� ��� ��� �������
"��� �� ���� ����"�� ) >� �"��� � �� � ��� �$��� �� ������ !� " � ������ ���������



��

S <��� ���� �� ��� �������  �� �&%�  � ��� �&�!� "� ��� ��
"��� � ������

{τ1, . . . , τnT
}

S :��� �� ������ ����� " ����������� � ��� ��� O
S >����� "� ������# ���+����� O

∀t ∈ {1, . . . , nT },∀w ∈ {1, . . . , nW}, βtw =

∑
d∈τt

Cwd

|τt|

S ?��� ������� "� "� ��� ��� � � ���
d ∈ {1, . . . , nD}

O

arg min
t=1,...,nT

d(Cd, τt)

� 	� � � )- S :������  " � ���$����&�  "� � '� �+��� )

� ������� ��� ������ � �&��������� " ������ ������������� !� �� ������ " ��� ���
��� � �"�(�� (1������+ ��" 
 ����� � �/// � ��$� ��� 5 ��� ) ) ;��� �� ��"��� 5 ������ ��
!������� " ��������� ����� "� ��� ��� )

� �� �� �"#����"$#!��� ��� ��$�!��
2 ������������ "� ��$����&� � " �$���� � �� "������ "��� �� ������� �����"���

��# ������ " ��� ��� "��� "� ��������� � ���$�� (1������+ ��" 
 ����� � �///) ) > ���
�� ������ � ��� ��!��� �� �� ��$����  " � �������$� ��� � ���� �������� " �������� " ������
������������� � " ������ "������� ) 2 ��� "� ������� "� � ������� ��������� ��� ��
������ " ��� ��� ����� � ���� ��� �� � ������ �!������ ��� �� ������������ "�
� ��� �� ���� ���!���� � ��� "� � ��� ���� ���� ) ;��� ��������� "��� ��� ������ "�#
�"�� � �"�(��� �� �!������ � � ��� ���������� 5 �$���� �� ��� ��� � � ����� 5 �� � ��"���
" ��,�� �"���� )

2� ������������ �� ���� ��� �� � !� ���� �����  ��!� �5 ������ ��$��$� � ���� �������'
���� " �� ���$��� "� �#�� O �� "���� �� � �� ��� �� ��� �  �� ����� "

nW��"������� ������� � �&���� " ���� �# ������ ��"��� 5 �� ������ �� � ������ " ���
� �� "� ���������� "��� � "� ��� �� ) ; ���� ���� � (
 �>����� ��" ;�$�� � -��.) � ����
� ������(������ ��� ����� !� � � �"%� � ����� ���� � ��� G A�LD�	 	E ��	�E�H�EJ� "���
�+���� ���!�� �� " � ���� � ���� � ����� ���� � � ��� "� ����������� " �� ����� "�
�[�� � !� ��� ������������ ���"� ��� � � ��� " � ��� � ) >�� ����+� ���(��  � ���'
������� !� � ����� " ���������� " ��� ���  "��� �� �#� �� �� � ������ � ��'"�5 "�
��� �� ���� !� ��� ���� ������ ) >�� ������� !� �� ����������� ���� ������ ������ �� ���
��� ��� ����� � ���� ����� � ��� �� ���� � ���� ���$�� �� � �"��� ���"�� ��� �� ��� ��� )

W� ���� �� ��!� ��� �� ������������ ���� ����  " ��� ��� ����� �� !� �� ���'
$��� "� "� ��� ��� � �� $���" �� ������� ) 4 ���� � �� �� "������ �����"��� �� �
��� �� ���"��� ������� ��� ������ " ��� ��� � �� �#� �������� � ������ " ������'
���� �����"�� ��������� �� "� ����� " ��� ������� ���� $���"� !� ��� �#� ��������
#���� �� �� � �� � � ��� � ��� ��� "� ��� ��� ���� � ���� ) 2 ���������� "��� !� ��
� � " �� ���$��� "��� ��� ��� � ��� � � ��� " �������� � !� ���� ����� ���� � ������
�����"�� O � ����$ " �� "������ ������� ���� ����� ��� �� ��� ��� ����� �� #���� ��
�!������� 5 � ����$ "� ���"��� ������� ��� �� ������ " ��� ��� ���� ������ ��� ��
���� 

L2
) ; ����� ��� !� �� ���� ��������� ��� �� ���� 

L1
� �� � ��� � � " "����� ��



�/ � � ���� �� �����

��� ��� ��� �� ���$��� "� "���� �� � � ��� ������ "� � �D� 	K ��� � ���������� ) ;���
� ������ �� �"��� ��� ������� ��� ���� ��������� � � ���� ������� ����!� � ��� �&����� ��
"������ ������� )

2� ���� ���������� � ��N ��� ��� 5 ��� � ��� �� � �� " "���!������ ��� ��
��� ��� ���!��� ��'"���� ) R �� � � � ���� �����"������ 5 ������ �� � �J�� AL�A EL�A�KJA
K�� 
D��� AL �K� ��� �� ���� ������ � �� E
� Y� ��� EL�A�KA 
D��� AL � � �A�� AL�I Z ) > ������
� �"�(����� � !�� ������� " �������� �������� � �����$ �� ����� " �� ������������
���� ����  " ������ " ��� ��� O �� � ��� !�� �������� �� ��� ��� �� ���� ����� �
���� ��� ������ �� �� ���� � ������� ) 3 ���� � �� ����'� ��� � !�� ����������� "��� ����
�� "� ��� ��� " ��,�� ��%� ���!��� � ���� � $������ ����'5'���� "����� " �������� � ���
�� ������(������ �&�� ���!� ) 2 ��"� �� " � ������� �� ��� � ������������ "��� ���� ��
"� ��� ��� Y� � ������%�� �� � " ����� ���� �� � ��� ���� ����Z ��� � ��"� �$�� 5 O

∀w ∈ {1, . . . , nW}, idf(w) = log
nD∑nD

d=1

�
{Cwd>0}

> ������ ������� " �������� ����� "�(������� !� ��� !� ���� ��������� ��� � ���
� �������  �� ��� ���� � � ��  O � ��� �&�!� � �� � �� �� " ������� ���� $���" !� � ��� 
�������� "��� � � " "� ��� ��� � �� � � " ������ ��� � � 5 ������ " �� �������� �$��# � ��
���� ���$� �� � ��� � ��� ��!���� �� ����������� ���� �� ���� ��������� "��� �� �����
��� ��� " "���� ��� ) �� ���� � ���������� ���� !� � � ��� �� � ��� ($����� "��� ���� ��
"� ��� ��� � ���� ����� ∑nD

d=1

�
{Cwd>0} = nD

� � "���
idf(w) = 0

)
2 ����$ " ��� ������������ � ����� ���� � ��� " �� ��� �� ������� � ����'

��( ������ ��� ��� ����� � � ���������� ��� � ���$����&�  "� � '� �+��� ������� 5 ��
"������ ������� (1������+ ��" 
 ����� � �///) ) (*������& � �� )� �///) ���� ��� "� #� �'
����� ���� ��!���� � ���$����&�  "� � '� �+��� �� ���� ����" � ������ " � ������
� ����� ���� !� �� ��$����&� � &������&�!�� ) 2 ���$����&�  "� � '� �+��� ��� <M �4M
� �� "������ ������� �������� "��� �� � ��� ������� � ���  �$� "� � ����� ���� " ���
��$����&�  " ������(������ ��� ��� ����� " "���� ��� ) 4 ��� �� ������ � )-� ���� ���'
������� �� ��� ��� �������� )

� �� �� ��#&� �� � $#�!�%�� &#!��!� �������� �

2 ���"#����� ��� ����!� ����� Y2���� *� ����� ��"# ��$ � 2*�Z (4���� � �� )�
-��/) � �������� "��� �� ����!� ���"�������� � ����+� " "����� ) �� � ��$�� " �� "�'
��� � ������� " � ������ ���� ���� "�������� ������ Y�� ���$���%��Z � ��� ������� ��
� �#���� " �� ������ ����� � ��� �� ����� � ������ " "�� ������ ) 
LH 	IKA 
AK �D��AK�
�DL
HL�AK (6�U���� � �� )� -�. -� 2���� ��" *��� � -�..) � HLH 	IKA AL �D��DKHL �AK � �EL�E�
�H 	AK �� J�CA	DLLA� AL � ��	�E
E� ALKEDLLA	 Y��	�E
E� ALKEDLH 	 K�H 	EL (� ������ � -��� ) ����
������ " ��&��!�� ������� ��� � 5 "� "���� � �������� � ������ ���$���%�� Y���� (>&��'
(�" ��" >������ � -�./) ���� �� �+��&%�Z � ���'� �� � �!�������� 5 "� "���� � ��������
� ������ ������ " ��� � ����� ����� ������� Y� ����� " ��� �����" � " ��������� � '
����!� � ��Z ) ;��� ������ ���� !� � ��� � � ��  �������  !�� �� 5 � ����� ��� � � ��  ��
�� � ���������� ��� �%�� "� ������ " � ���"#����� ��� ����!� ����� ������ "� "�'
� ��� " �� ��&��& " ������� ����� ) 4���� � �� ) ��������� !� �� ��&��!� �� ����
��� �� � ���������� 5 ��� ��"� 5 �� �!��� " ����������� � ��������� �� "� ��� ��� !��
��������� � ���� " �� �������� "� � ��� ������� "��� �� �!��� � � &��� 5 "� ��� ���
���� 5 "� �����%� � " � ��+��� � � " �+���+� � O
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S �� �� � ����� � !� "��� ������� "� ��� ��� "� ������ � �� ��� � " �� �!��� �����
������� � ��� � ���+�� "��� �� ���� ��� !� ��� � ��&��&� ��� � ����������� Y�����
" "� ��� ��� ��� � ������� � "�$��"����� "� ���� " ��������� � Z �

S �� ����� 5 � ������ !� � � �� "� ��"� � � ����� ��� "��� �� "���� �� � �������
� ������ � ��� � �&%�  ��� � ��� �� �+���+�  !�� �� � ���+� Y����� " "� ��� ���
� ������� � "�$��"����� "� ���� " ���� �Z )

2 �&+� ��&%� " 4���� � �� ) �� !� ������ �� � �+� " �����"��� � ����#�
" ��� � �� � �� ���� ����' ����� ��� "� ��� � "��� � ������ � �� � " ��$�� � �����
�� �����%� � � �� � ���� ��� � " �� �+���+� � ) *� � ��� #� �� � � ����������� ��&��& �
� �� �DE���A � !� ��� "���� �� ������ ���!�� �� � ���  H��D� D+E	A� � ���� !� " ������
��� � "� � ��  �&�� � �#���� ��� !� � D�A�� �� �H�DKKA�EA ����� � " ��� ���� � �������
� ����� "��� � �#� � � " ����� ���� � � ��� ������� ���!��� ��� � ���  " ��
�!��� �DE���A ������� "��� � ������ � � �� � " ��N �� � !� � �#� �� �������� ��
� ������ )

:��� "�������� �� ��� �������� 	H�AL �A "��� � ������ � � ��"� �� " ���� ��� � 5 ��
"���� � ������� � ������ ���$���%�� Y� EL�	H� �H 	�A � A�D��DKE�EDL � *�4 Z " �� � �����
" ��� ���

C
) P� ������ !�

C
�� " ���$

m
)
C

�� ����� "���� ������ � ������
���$���%�� � � ���'5'"�� !� ��� # ��� "� � ������ ���&����� ���

U
Y
nW ×m

Z �
V

Y
nD×m

Z
� �� � ����� "��$����

S
Y
m ×m

Z � " ������ ������ ������� �� � ������� � ���$��
� ��"� "���������� � ���� !� O

C = USV T

2 �������$ " ��� ������������ �� !� ��� ������� �� ����� ���� " "�� �����
m� ��� ��������

C
� �� ������ ���$���%�� ��� �� "��$���� "

S
���������� � �� �� � ������ �

"� "�� ����� "�� ������ ) ;��� ������ !�
m

�� �������� 5
min(nW , nD)

� ��� ��� �
$������� � ��� !� ��� ���� � ��� ) P� �� ����� �� ������������ ���� ����  " ��� ���
��� �� ���� � �� ��� $���" ������� �� �� "�� ������ "� � ������ ���� ����� �� �� ��
� �� �� ) :�� �����!��� � � �����  ������� �� " ��"��� ������������ �� �� "�� ����� "
� ����� ����� � ���� � � �"��� � � ���� " �� ������ ����� � � ����� � ) W� �������� �������
5 ������� � �� "�� ������ �������� ��# ������ ������ �� ���� ���� �� )

: ��� ���� ��� �� � � ��� ����
k = 1, . . . ,m

� �� ���
C(k) = U (k)S(k)V (k)T � ��� O

S U (k) Y
nW × k

Z �
k

��� �%�� ������� "
U

�
S S(k) Y

k× k
Z � � ����� "��$���� ������ ��"��� 5

S
���� ��

m− k
���� � ���� ������

������ �
S V (k) Y

k × nD
Z �

k
��� �%�� ��$�� "

V
)

2� � �����
C(k) �� �� �����# �� ����� "

C
"��� �� � �� � ����� !� ��� �� �� � �����

" ���$
k

�� ��� " �� ���� 
L2 � � ���'5'"�� ���� ��� !�� ����� � � ��# �� �������

"� "����� �� ������ )
2� "���� � ������� � ������ ���$���%�� �� ��� 5 �� "��$����������� "� � ������ ������

�+� ����!�� �����
CCT �

CT C
� � !� � ��� ������� ���U ������ �� ��� �� �������

�������� O
CT C = V S2V T

CCT = US2UT

��^cl dk upihcjlk � h^gl di r0�_cjc^_ rka n kaglka rk hl0ucac^_ kj rk lihhkd 1
�)g u^_jliclk ` _^ga s fkllc^_a h dgj�j ` c_jg cjcfkn k_j ` rka c_u^_f0_ck_ja ` _^jinnk_j dk lcatgk rk hklrlk

dk hl0uckg+ uiliujqlk ulkg+ ���!��#& rk di n ijlcuk rk u^nhjka ` u bkaje*erclk dk micj tg bkddk i� upk � kigu^gh
hdga rk o0l^a tgk r b0 d0nk_ja _^_ _gda 1
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P� �
CTC

�� �� � ����� " ��� ������� ��� �� "���� ��� ����� !�
CCT �� ��

� ����� " ��� ������� ��� �� � ��� Y��� ��� �  "� ������ " "� ��� ���Z ) 3�� �� ��'
���# �� ������ ��'"���� �

C(k)T C(k) �
C(k)C(k)T ���� "����� "��� �� � �+� " ��� ����

"�# ���� ��� "��� � ����� ���� ) (4���� � �� )� -��/) #���!� ����� ��� � ��
��� �� �� ������ ����� " � ��� Y�!��� �� "� ��� ��Z

Cd
"��� � ����� ���� O ��

������������ �� "���� ��� ���
S(k)−1

U (k)T Cd

� )
2 ����������� � ��� ��� �� �9�& " ��&��& " ������� ����� O �� "���� � ������� �

������ ���$���%�� �� �����!�� 5 �� � ����� " ��� ��� " ��� ������ � ��� �!�� ����
"��� ������ "� ������ �!�������� " "���� ��� � ������� ) 2� �!���� ���� �����
��� ��� "��� � ����� ����� � �� "� ��� ��� ����� ���� ��# !�� ���� �� ���� ��� �&�
"��� � ����� ���� ) 2� ��������� ���� �������� ���� ����  " ����� � �������������� � )

��� ���� � �"���� �� ������$���� ) 2*� ���� ��� ���� ���� �� � ���� ����� � ��
!� ��� � ��&�" ����!� " ����� ��� � ��� ��� ���� Y�A�� � H��CEL Z � ��� � ��� � ��� "
��,�� ���$�� ��� ���� ��� 5 " ������ ��&��!�� ���� ������� Y��
�� (*����� � �� )� -���)
� �	�K�A��+HKA
 �A��EA�H 	 (����&� � -�.�)Z ) 2� ������ �����$��� !� �� "������� ���
�� ���� � " ��������� �� Y( ����$ � "� ��� �� ���!��� ����� � ����� ������� )))Z � ����
����� �� ������ ���'��$��$��� ��� �� � ����� ��� (��� ) ��� ��$$%��� � ��� �����!��� �
!� 2*� �� !� ���� � �������� Y��� �� ��� �� ( ����$ "� � ��� ���� ���� � ��� ����Z
"����� ��� �����"� ���� ����� " ������ ��&��!�� " ��&��& " ������� ����� � ��� ������
�� �+��%�  ��� ��� ��� "� � ����� ���� ��� ������ 5 � �����'"'� ���� ��� ���� �� ������
" ��� )

>������ �����%� � � ���� ���!��� !� ���%�� �� � ����� 5 ��������"�� O
S �����"������ " ������# "���� ��� "��� �� ��� ���� ��'����� �� *�4 ���%�� �
S ���$���� ��&�� �$%�� "� "�� ����� "���� ��� Y�� ��� � �� ��������� � ��� ���'

���� " �#�� ��%� ���$�Z �
S �&��# "� �����

k
" �&%� � 5 ������� )

2� "������ � ��� ��������� ����� � ������ ���� � ������� !� �� ��������� ��������
"��� ��� ��� �%� ���" ) 3 ���� � (4�� ��� � -��/) � ���� !� ��� ���� ��� � �����  " ���'
������ �� � �� � " $�$�� ����� �� �� � � ����� ���� Y�� ����+� ��� �& "� �������
!� ���� ��������� � ������ � )- 5 ���� �� " � ���$����&�  "� � '� �+���Z ) 7� ���������� �
� ������������ " ��� ��� � �"�(�� ��� �� �������� ��� � �� � ��"������� ��� �� �� N ����
" �������� � �� ���� " ��"� 2*� ��� ������� ��� � ����� " � ���� � ��&��& " ������'
� ����� ) >� � ��� ��������� ����� ���(�� �� "��� �� ��� ��$�� " ����������� <?7> Y���� �
��� #� �� � (4�� ��� � -��� )Z )

2 ������������ " �� "���� � ������� � ������ ���$���%�� " �� � ����� " ��� ��� � ��
��� ������� "��� " ������ ���� !� � ���"#����� ) :�� #� �� � �� � ��$��� � ��� ���� " �������
�� �&%� � "�� ������ "��� � ������ � �&���� ����� ������� 5 �� ����'���� ���$���� ) ;���
�������� "��� ����[� "��� �� ���� " 2*3 Y@H�AL � � A� HL �E� 
LH 	IKEK Z � � !�� "���$�

��k l0agdjij kaj dc0 ig micj * di lkupklupk r bg_k u^llkah^_ri_uk k_jlk dka u^d^__ka rk
C

` u bkaje*erclk dka
fkujkgla rk jkln ka ` kj dka u^d^__ka rk

V T
` lkhl0ak_jijc^_a rka jk+jka ri_a d bkahiuk ac_�gdckl 1 �i m^lngdk

r0u^gdk cnn 0rcijkn k_j rk di r0u^nh^acjc^_ �
V = (US)−1C = S−1UT C

`
U
0ji_j ^ljp^_^ln idk kj

Saghh^a0k rk li_� hdkc_ 1
� �c d b^_ _^jk

Cd

dk fkujkgl u^d^__k * i�^gjkl ` dk hl^� dqn k u^_acajk * r0u^nh^akl di n ijlcuk
(C|Cd)

(nW ×nD +1)
�tgc kaj k_ micj 0�idk *

CCT +CdCT
d

& k_ gjcdcai_j dka l0ag djija ^�jk_ga agl
C
1 � ka n 0jp^rka

h^gl l0a^grlk uk hl^� dqn k �ihjca0ka 	 
� ����� #�"!%# ^g !� -�"# #�" �# �!��  u^_acajk_j * a0hilkl
d bkahiuk akd^_ d bpshklhdi_ ^ljp^�^_id *

Cd

kj * gjcdcakl dk micj tgk ` ri_a ukj kahiuk ` di n ijlcuk rk u^nhjkakaj j^g� ^gla
C
1 �^cl 	� li_r ` ���� h^gl rka ifi_u0ka l0uk_jka agl dk ag� kj 1

��_ hlijctgk ` uk jkln k h 0_idcak dka n ^ja tgc ihhilicaak_j ri_a rk _^n�lkg+ r^ugn k_ja ` * di n i_cqlk
rk di � ��,- #� �# �#� ���- #�"� ��$#���# �crm & �f^cl akujc^_ � 1�& 1
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��� ��� �� � ��� ������� " "���� � ������� � ������ ���$���%�� ���� ��� " ���"#����� )
�� �� ��������� " �������� !� � ����" " 2*3 � ���(�� 5 ��� " ������ "�� ���� �

������� ����$��� " � ���"#����� ) >����� ����� � �� O
S � ��+�&���$�������� ��$������ � � ������������ " 2*3 � �� ��� ���� 5 � ����$� 

"�� � " :����� � � !�� �� !� �� ����� " ���!�������� "� ���������� ��� �� ��"���"�� �
� � ���������� �� ������ � ���� ���� �� ��� ����� �� ����� " ������#
� ��� ��������� ���  ��� ) (2��"��� ��" 4�� ��� � -���) � ���� � ��� "� �����������
����� ���!�� " ���� " �+�  < P7M2 ��� "� ������ ����� �� ��� � ������ "�
�#�� ��#!��� � �� ��� #� ��� �� ����� 5 �� 9$ "���� � !� ��� $���" ����� "
� ������� ����� ��� "� � ��� �������� � �� ��� ������ " ��,�� ����#���� �� � �+�
" ��� � �"%� ��� �  2*3 �

S � ��� �� ���������� " �����%� � Y� �D+	A� KD 	� EL Z � �� � ��� ����� �� ������ ��� "�
������� "��� �� � ��" ���� � �� "���� ��� "����� "� ��!���� " ����������
"� �����%�  ����� " � ������ " �����������$ � � ���� ��� " 2*3 �� "������ "���
(=���"� � �� )� �//�) )

2 ������� (2��"��� � �� )� -��.) ���� � ������ "� ������������ " 2*3 � "� !������'
����� " �+���+� � 5 �� ��������� ����� ���!� " ��"������� ) 4 ����� ���� � � ���������� "�
>�����"� 5 6���"� � "������ � �� ��$ � ���� ������ �����	�
� ��
� ��� ��!��� �� ��
� ����� � " ���� � ��$� � �����+� ��� ����!� ����� ��� "���� ������ Y"��� ������� �
����,���Z ����� � �� � ��� ������ "� ���� �������� " � ��� �� � ���� "� ��� ���������
" ��� � �� " "���� ��� )

(:���"�� ������ � �� )� -��.) ���� "  ����(� �&����!�� �� � ������������ " 2*3 � ���
�� ��&��& " ������� ����� ) 7� ���� ����� �� � �"%� $�������� " ������ � � �&���%�  ����'
����� " � ������� ����� !� � ����!� �� ����������� ������ 5 �&�!� �&%�  ���������
��N ��� � �� " � ��� � �� ������ ���� ���� 5 "�# "���� ��� "����� ���� �� � "��� � ��'
��� ����� � �� ��$� ��%� ���� � � ���� ����������� �� � ��  �&%�  � ���!� "���� � ����
����������� 5 "�# �&%� � "������� � � � ��� �� ����������� " ������� ���� ���� !�
� ����� " "� ��� ��� �����"��� �� $���" )

2� ���� �� " ��� ��" ���� "��� � ��� �� �� �&%� � ���� ��� ��%�� �� "�� �����
���� ���"� 5 �� ��� ���� $������ $�9� 5 �� �&���%�  ��������� �� ��������� " ��
"���� � ������� � ������ ���$���%�� 5 " ���� �� � ����������� Y� ���'5'"�� "��� �� ���� 
�� �����[��Z ) 
 ��� � � ��  "��� � ��� � �� &+� ��&%�� �!���� ��� � ������� O

S "�� ������� "� ����������� ���� ���� 5 �&�!� �&%�  �
S ����� �� " ��� �&%�  ��� �� ����� ��N ��� � �� $���" " � ��� "�� ������ �
S $���" ����� " �#�� "��� � ������

������ ���� ��%� ����� ��� ���� ��� 5 �� !������ ����� "� � ����� ���� " 2*3 "���
"� ��� ��� � ���� ��������� ) :��� ��������� �� � � �� "���%� ���"����� � �� ������
� ������ "��� �� "���%� ����� " � ������� !� �� �����!���� 2*3 ��� �� ����'�����
" "� ��� ��� �&����� �� &����" Y�HL
D� � �D A��EDL Z � �� ������ �� �����# �� ����� �����'
������� " �� ������(������ ����� ��� � ������ ���� )

� �� �� � �'"��� �$��! �� ��!"#& � $ !����� � ���#��
2 �����+� ��� ����!� ����� ���"��� 5 � ���� �� "���� � ������� � ������ ������

Y�� ����+� � ��� � ������ ����������Z ��� �� � ����� "� ���"���� �������� "� ������
" ��� ��� Y

CT C
Z ) 2 �A �D�� A� AL � K� A���H 	 ���� " ��� � ���� " �� ���� $������ � � ���'

� ����� "���� �� � �����
W

" "�� ������
nD×nD

" �H� LE�J ��� ���� ��� ) 4��� � ���
" 2*3 � � ��N ���� ��� "�# �#��

d
�

d′
����� "��� ∑nW

w=1 CwdCwd′
����� !� � �$���� '



�� � � ���� �� �����

� �� �� ����� �&����� � ��� ��������� "� "�(������� ���� !�
Wdd′ = e−||Cd−Cd′ ||

2/2σ2 � � ���
�"����� 5 �� �$� ������� " ��� �$ � ����������� " ����$�� " ��� ��� ��� " ���$����&� � )
2 �������  $������ �� " $���� � �� "����� 5 ������ " � ����" "� ������ � ������
������ "

W
) 2� "������� � ��&�"� " �$���� � �� �� ����� "��%��� ��� �� � �����

�����"��� � �� ���� � " ���� ��������� � � �� �� ����'����� ������ �������� (���� �
-���) )

2 ��"� $������ �� "����� " ��,�� �+��&���!� "��� (� ����� � �� )� �///) ) 2� ��� �%�
����  ������� 5 �����"� 5 �� "���� � ������� "

W
� ��� � ������ ���������� � 5 $��"�

������ " ������ ������
u1, . . . , unT

!� " $���� � ���&����� � � �� �������� ������'
�� �� ��� ������ ������ "����������� ) *� � ��� ��� �����

wd
��

d
'�%�  ��$� "

W
� �

�$���� � �� ������� 5 ��� �� �&�!� ��$� "��� �� ����'����� ������ � 5 �� ���
� ����� ��

d
�� �&%� 

t !�� � �#�� �� � ���"��� �������
uT

t wd
) W� ��������� �� ������!�

�� " ���� ����� �� � ����� " ��N ���� ��� �� ��� �  "� � ��"� �� ���� 5 �&�!� "� ��� �� )
>�� �� ������� � �� � " ���� ��� �� " � ���� �� "� "����� "��� ��� $�������� � � ���
����� �� $���� � ���� � ���� � ��������� " �������������� �� ���� (*&� ��" 
 ���� � -���) )
4 ������ �������� (;$ � �� )� �//�) ��$$%��� " ������!�� "� � ��&�"� " ��� ������� ����
������� ��# "����� ��� ��� "��� �� ����'����� ������ � ��� #� �� �� ��$����&� 
"� � '� �+��� Y���� ������ � )-Z )

2���!� � �&��# " � ��N ���� �� ���������%�� �� ��� �"���� ��# "����� � � �������� "
�� "�� ���& �� ��%� ����� O ����� !� �� �$���� � ��� � ������� ��� ������� �� ��������
"��� � ����� " "����� � ��� � ���� "���� ���"��� "��� �� ���� " �������  �"�����'
� �� �&���� (;$ � �� )� �//�) ) >�� �"� � ����� ���� � ��� " �� ����� "� ��+�� � Y� A�L A	
��E�� Z � � � ��������� "��� � ������������ "� ���������� 5 ���� � ��$ YK���D�� �A��D� � H�
�CEL AK Z (6��� � �� )� -���) � � �� � " �#� ���� ��� ����%� 5 "� ��"�� ��� �������� "�
��$����&� � � ������ ���,�� � ��� "� "����� �������� �� ��������� (*&�'<�+��� ��"
>���������� � �//� ) )

2 ��"� $������ "� � ��&�"� 5 ��+��# �� !� ������� ��$����&� � � ���� � ���� " ���'
��"� ��# "����� !� ��� � ����� "� ���"���� �������� ��� #� ��� ) 3 ���� �� � �����
�+� ����!� "� ���"���� �������� ��� �&�!� ���� " �#� ��� Y"�� � H��E�A 
A ��H� Z
�$����  � ������ "� ������ ������ 5 ���� �� "� ������ " �����������$ "��� �� � �'
�&�"� ��� � ���� ) :�� �����!��� � �� ���� ��� � � ������� " � "����� � � �� ��������
" � ����� � ���� ����� " ������# ���"���� �������� ��� #� ��� Y� ���'5'"�� ��
������ LDIH� Z � � ��� � ������� !� � ���"��� ������� ������!� � ���� � ������ �$��� ��
������ ��� ���� �� ��$����&� � �������� �� "�"��� �� ��� ������� ) 2 ������ "� ��+�� � ���
������� "��� �� ��%� $���" ����� " ������������� � ����������$ ��������!� )

(>���������� � �� )� �// -) "����� �� ���� ��,�� " �������� �� ��������� " 2*3 "��� �
��"� "� � ��&�"� 5 ��+��# !� � �$���� � �� �� ����� ) 3 ���� !� � "��� � "���� �
� �� � �� " ������ �� ���� � ������ "��� �!�� �����!�� � �����+� � ��� � ������
���������� � � ��"� " (>���������� � �� )� �// -) �� " �������� 2*3 ��� �  �� ��������� ��
� �� ����� " "�(��� �� ��+�� ��� ����!�� �� � ������ 5 " ������ (�� ) 2� ������
"������� " ��� ��" ���%�� �� ������� � �"%�� �������� � ����+� �#���� ���� � ���$�
� ��+��# � � ����� � �� � � D
�	A �A��D�EA	 (*����� � �� )� -���) � "� �������� ���� �������
������ � ��� �� �� �� ��������� ��� ��� � �� �� �������� �+���+� �!�� ) :���
��� �� ��!��� !� � �������� " "���� � ������� � ������ ���$���%�� " 2*3 � �� �
" ������� �� ������� ��� ������� ��� "� ��� ��� Y"��� � ����� �����Z � "��� ��
������ ��+�� O � LDIH� 	H�AL � KJ� HL �E��A) 2 ���������� " � ������� �� "� 5 ������ "���
(4���� � �� )� -��/) � ��� �� �� ��� #���!�� " ��,�� ���� �+���� ���!� ���� �������
� ��� �������� Y��+��# � ��+��� ���# �� $�������Z "��� "� ���������� 5 ���� � ��$



��

Y*�
 Z) >�������� "� "�N ������ ��� ���!�� ���� 5 � ������������ " �� "���� � ������� �
������ ���$���%�� � $���" "�� ����� � �� ������ ���� ���� �� ��$����&�  �����# �� ����
��������� "��� "� ��� ���� � � ���'5'"�� ����!� � ����� " "� ��� ��� �� $���" ) >�
��$����&�  �� ����� � �"�(� "��� �� "���%�� ������� ��� �� &������!� �����"���
���� " ��� � ������ ��# "���� ��� �� ���� � ������� )

2� ��������� ���� � ���$�� O � �� !� � ������������ " ��+��# �� ���(!�� "��� "� � �'
���� ���� � $������ �� � ���� ����� � ���� !� � ��+�� ������� � ��� � ���� � ������
� ��# !� "��� ������� ��� ��%� ������ � �� ����� " � ������� � � �� � ��� " "���� �'
�� ������ �� "��� !���� ���"������ ) >�� ���" "� �� ���������� ��� �� ������
�� ����������� ���$���� " 2*3 � � ���� $������� �� � "�� ���� � !��� �� � ��&�"
" �����+� ��� ��� ����� � �� ������� �� ��"� " ������� � ��� $������ � ��� � ���������'
��$ � � �������� 5 " ��������� � ��&�"� ��� ������ Y���� ����� (*����� ��" <��&�+�
�// -� � ���� ��" Q��� � �//�) 5 � �� �Z )

:��� ������� ��� � �$���� � �� �� ����� � �� � ��&�"� 5 ��+��# � ��$������ !� �
� ��$�� !��!�� �������� " ��+��# ���� ������� � �� �� "�N ��� " ������� � ��� � �#�
"� � ����� ���� ��$��(������ �� � ������ !� � ��+�� ������� (1���&�� � � -��.) ) ����
(?�"�� � �//� ) � ��� �� ���" "� � ��&�"� 5 ��+��# ������ ��� � ������������ !��
���� ������� ��� ) 4 ���� �� "�N ������ � ��� �&����� �� ��+�� � �� �������� " �� �����"�
�� ���� � �� ��� ��� " ��,�� ��� ����� 5 ������ " ������ � ��� ���� ��� � ��� " ������
"�� ���� (6��& ��" 1��"�� � �//� ) ) 
 ��� � �5 ���� � � �������������� " �� � ��&�" 5 � �����+�
" "����� �#����� ���� ��� ���!�� 5 ������� )

� �� �� �#�!�"��#!��� �� $#!"���� ����� '#!�	�� ��� � �

2 ������������ " �� ������������� � � ������ ���'��$����� (2 ��" *��$ � �// -) �
���"��� ��� "����� �� �� ����������� �� � ��� ������� 5 ������ �� �����#�� �����
� �������� ����� �� Y������������!� !� ��� �����$ ��� 2*3 Z ���� �� ��������� " � �'
����� ��� ) �� � ��$�� " "���� ��� "�# � ������

W
�

H
" "�� ������ ��� �����

nW × nT�
nT × nD

� " ��� � ���� � ������� �� ���� ���� !� O

C ≈WH

;��� "��������� ���� ���� � ������������ 5 �� ������(������ ��� ��� ����� " "���� ��� � ���
"������ " ���� � "� 5 � ���������� "���%� ��� "���� �������� ) >&�!� ������ " �� � �'
���� " ��� ���

Cd
�� ����� �&� ��� �� ��� �  � ��"��� Y��� ���!�� �� "� � ��"�

� �������Z " ������ ��� � �� �������� � �� ������� "
W

� !�� ��������� �� � �&%� � � )
2� � �����

H
� !�� ������� �� � ��"�������� � ������� � �� ������ � " �&�!� �&%� 

"��� �� "���� ��� )
2 �+�� ��

≈
�� ���������� �� ��$� ��� ����!� �� ������ " ������#�� ����� �� �!��'

����� 5 ��� " � ���� ������� " ��� �������� " ��T� � !� 2 � *��$ � ���� ����
"�# ���� "�# � ������

A
�

B
O

S 2� "������ ����"��� O
‖A−B‖2 =

∑

i,j

(Aij −Bij)
2

S 2� "���$�� " ��������'2�� �� O
D(A‖B) =

∑

i,j

(Aij log
Aij

Bij
−Aij + Bij)

��� ��

������$� ��� ��� ���������� ������!�� � � �"� ����� !� ��� "���$�� �����
��� ��(�� )

2 ���� " ���� ��� "�# "������� � �� � " �&����� ��� !�� ���� � � ��# ������� ��
�����%�  � �� � � ��� ��&���� " �� � �� �� !�� �� � ������� �� ���"���� ) :�� #� �� �



�� � � ���� �� �����

�� �����!� 5 � ������� " 2*3 � ������� ����� � �� ��� � ��� ��� (� ��� ��� � �// -� �
������ � )�) � �� !� �� � ���� ������� " �� "������ ����"��� �� �� ��� "� &+� ��&%��
����' ����� " ���� ����� ��� �� "����� !�� � ������ ��� ������ ��  ����(�� "���
� ��"� " � ������ " ��� ��� " �� �������� " � ��� ) > ��� � ���!��� �� �� � ����%� ��
"���$�� " ��������'2�� �� )

2� �&���%� � ���"�� ����# " � ������� "����� "� �%$�� ������ �������� "�!����
� "�"����� "� ��$����&� � ��������� � ��� � ���� ��� �� ���� �� 0� �&���� "� "������� )

S 2� "������ ����"���
‖C −WH‖

"������ �� � ��� �����!� ��������� �� �� �%$��
" � �� 5  ��� O

Htd ← Htd
(W T C)td

(W T WH)td

Wwt ←Wwt
(CHT )wt

(WHHT )wt

S 2� "���$��
D(C‖WH)

"������ �� � ��� �����!� ��������� �� �� �%$�� " � �� 5
 ��� O

Htd ← Htd

∑nW

w=1 WwtCwd/(WH)wd∑nW

w=1 Wwt

Wwt ←Wwt

∑nD

d=1 HtdCwd/(WH)wd∑nD

d=1 Htd2 � *��$ �� ��!��� !� �� �%$�� " � �� 5  ��� � !�� � ������� � ���� ���
���� 5 � ���$����&�  " "���� " $��"��� � ��������� � ���� 5 ����� � $��"��� ���� ��
��� $����������� �� ���������� " � ��������� � " ��������� " �� �������� " ��� ���� )

2 ��� " � ������� ������� �� ����� " �����$�� ) P� �� ��!� " ��� ��" !� � ���
� �� � ���� ��� ��������� �� �

H
� 5

W
�������� � � �

W
� 5

H
�������� ) P� "�(��� �����

�� �������� ��# ������ 5 "�# ��������
G

��� !� � ��
F

�� �� "������ 5 � ���� ��� �
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��� !�
G(h, h′)− F (h)

� ��"��� 5 �� �������� !��"����!� � ������ "
(h− h′)
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"
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λt
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H

���� �� ������� "
W

� ��� !� ����
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�
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(�� � �� )� �//�) �� ��" "����� �� � ������������ " ; 
 M 5 �� ������(������ ��� ��'
� ����� " �#�� � � � ����� � ������ ��� �� "�� ���� �� � ������ ��� 2*3 O �� ����'
����� ������ � ���� ��� ������ �� ���&�$����# � ���� �������� �� " ������� ��� �
� !�� �� ���&������ � ��� " ������# ������ ) 2� � ����� ���� " � ���$����&�  ����
��� ����� 5 "� � ��&�"� " �$���� � �� �� ����� ��� "�# ������ �� � �+� " ��� ����
" ��� �������� Y���%� �� ����  " �������� �� "� $���� � � ���� ������ � )� )�Z � " ���
���� " ������� ����� ������ ) 2� ��������� " ������(������ " ;
 M ������ ���� ��
� ���� �!�������� 5 ���� "� ��$����&� � " �$���� � �� �� ����� ����� � �� ���������
����� �� ������� ��� �� ���� ��������� �����$� 5 ��� !� ���� ����� ���!�� � ��� ��
� ����� " ��N ���� )

(� ��������� � �//�) "��� �$��� �� "� ��������� �����!�� "� � ����� ���� " ;
 M
��� �� �9�& " ��&��& " ������� ����� � � ������� �� ��� �������� ��� 2*� � ��� � "
�������������� � " "���� ��� � ������� ) W� "� ������� ������� ��� � ��������� � ��
!� ;
 M ������$ �� ������������� ����� Y� ���'5'"�� �������� � ������ " U����Z0�
� ��� ������������ �� ���� ("%� 5 �� � ����� " ��� ��� � !�� �� �$��� �� ���� ) 2
� ��  ������ ���� �� �� ��,�� ����������� " ������� �� �!������� " � �� 5  ��� "
;
 M � ��� � �&+� ��&%� " ��� ����� � �������� � " "������������ � ������ ���������� � ���
W

�
H

� ��� �� �����# �� ����� ������������ " �� "����������� ������� ) >�� ��� �%�
������� " ������$� ��� ;
 M � " ������ ��$����&� � " ������(������ ��� ��� �����
��� ���� � " ����� " ��� �������� ����� ��� � ����� � �� � � �$���� � �� �� �����
(4��$ � �� )� �//�) � :2*3 (8������ ��" 8���� � �//�) ) >� �������� ����� ���"��� �
������ � )� )

;
 M � ���� � ��� � " ��� �������� �����"����� "���� ��� �����"������ � -��� � �
���������� "��� � "�� ��� "� ������ �� " � ��� �$ � �� �� "���� � ������� " ��� �� � �
�������� � ������ � �� ��������� �� ��������� ) W� �����%�  ��� ����� ���� ��������'
���� � �� � ��$�� " � ������ �&����!� " �������� " �� "���� � ������� ) �� �� ����� " ����(�
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W
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αt > 0

� " �� ��$�
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H
� ��
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 ��� � � ��� $������� �� � 5 ������ " ��� ��������
W

�
H

� �� ��N � " ����'
�� �� � �����

A
Y
nT × nT

Z ������� � � ��� !�
W̃ = WA

�
H̃ = A−1H

����� ����
� ������� � ��� ������ �� ���� �������� � � �������� �� ��� �������� �� "�� ���� � �
��� !�

W̃ H̃ = WH
) (4���&� ��" *��""� � �//� ) � �������$ ��� � �����%�  " �������� "

�� "���� � ������� Y��# � ���������� � 5 � ���&�� ��%�Z " ��� � ���� " �� �&����!� � ���'
� �� �� ���� "��� �� ��� ���������� " "���� � ������� � ��� � �����# � !�� ���� ��%�
������ ��� � ������ �� " � ��� �$ ) W� ���� �������� " �������� ������ �� #������
" � ���$����&�  ;
 M ���� � ��������� " ��������� "��� � ��� " � ����� ���� YK�H�KA
��� (� �+� � �//� )Z ) 2� ���"������ �!���� ���� ���� ���� �� !� �� ���������� 5 �� ��'
� ��� � ��� ����� ������� �� ��� ���� Y

nT = 2
��

W̃−1W ≥ 0
��� #� ��Z (<&�� � �� )�

�//�) ) >�� ���'������� " �� "���� �������� ��� "��� �� �����%�  �������� �� ����� O
"%� ���� !� �� �������� ��������� �� ��� " ��� ��$����&�  �������� �����$��� ��� ��
� ������ �� ��� � !� ��� �� "�N ��� " ���� ��� "� ������$�� " ��� ������������ #� ��� "
���� ���� �& � �� ������ " "�� ����� � ����� " �����$�� � ����� �� � �� " �������
!������� " ��������� � " ���������������� "� ��������� )

\��g micj rka u^_jlic_jka rk h^acjcfcj0 ` dka a^dgjc^_a ^�jk_gka ig n^sk_ r bid�^lcjpn ka cj0lijcma ^_j rka
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� �� �� ���&�! � ��� ��"$#!���
2� � ��&�" "� � $����� " ������� ����� � YEL� D�� H�EDL +D��	ALA�� Z (*����� ��" <��&�+ �

�///) ��� ��� ����������� " �� �&���� " � ������� ����� � ���� "���� " � ��� ���������
� ��� � �����+� #��������� ) 2 $����� " ������� ����� ���� "�# �"�� ���������� O

S �� �����%� � " �������� " ���������� ��� � �� �������� � " ������(������ ��� ��� �'
� ��� " "� ��� ��� ���� ���"�� ����� �� ��� ������ O �� � ��$�� " ��"������ " "�� �'
���������� "��� �� "�# ��� � ���� �� "�# "�������� " �� � ����� � ����"���� ��� �

S � ������� ����� ������ � �� � " "�(��� �� ����%� � ������ �� � �� " ������� �����
� � "��� � �� !������ " ��� ����������� �� Y��� �� "� ��� ��� ��� �  ��� �� � ���Z )

2 �������  �� " ������ �� �$���� � �� ��� �� ��� " ��� ����%� " � �#�� ������� " ���'
���� ����� ������ " ��� �������'��� � ) �� � ��$�� ����� " ������� ������ " ������� �����
!� � ����� � ��� �� "����������� "� � ��� � �� ���,��� �� ������(������ ���� ��� ����������
5 ����� �� ��� "� ��� �� ��� $����  Y

nD
$���� � �� �����Z ��� �� �$���� � �� ����

������� " �&%� � ) 2� � ��&�" � �� � � ����� � �� � " ����� � �� ������������ "� �&%� �
���"��������� �� ��# "���� ��� !�� "�(������ �� ������(������ ����������� "� �#��
���� �

nT
$���� � )

;�����
W

�
D

�
T

"� �������� ��������� ��"�������� ��� ����� �� "� � ��� � "�
"� ��� ��� �� "� �&%� � Y"�(��� �� ����� "� "� ��� ���Z � 5 ������ "���

{1, . . . , nW }
�

{1, . . . , nD}
�
{1, . . . , nT }

) 4 ��� �� ����� " ��&���� ��� �� � �"%�� ������������ ���'
����� � ������ � )� � ���� �����"������ �$��� �� "� ��������� �� ���(!�� � ��� �������
������������ O

αt = P (T = t)

βtw = P (W = w|T = t)

µdt = P (T = t|D = d)

4 ����� ���� � �� ���  ����
P (W = w,D = d)

�� ���� ��� ����� Y� !�� "��� ����� � "
���� � � �#������� "� ���� � ��$����� � ���"��������� ���������
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�
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�� �� !������� �+� ����!� � ������ � ������� �'

���� !� �� ����������� " �� ������� �������� � �&%�  � ��� ��� ��� �� ������� � � �� � )
7 �� �� "�(�� ��� O

I(T ;W ) =

nW∑

w=1

nT∑

t=1

P (T = t)P (W = w|T = t) log
P (W = w|T = t)

P (T = t)

2 �����%�  �� "��� " ������ � �$���� � �� �&�� ���!� "�(�� ��� �� ������������
������� 5

T
O
α

�
β

�
µ

���� !� � ������� ����� ������
I(T ;W )

���� � �#�� ��� � ���� �
�����[���� � ������� ����� ������ ��� ���� ��� 5

D
�
I(T ;D)

0� ) : ��� �������� �� � �� !�������
� ���� ��� ��� ���� ��� ��# "������������ ���"��������� "

T
"��� (<��&�+ � �� )� -���) ��

"�(�� ��� O
Q = I(T ;D)− λI(T ;W ) ,

λ
����� �� ����� %�� �����$� 5 �� � ���# " ��� ������� � �� ����� �� ��� ���� �� ��� ��

�$���� � �� "� "� ��� ��� � ���� �+��&���!� � ����� � Y
I(T ;D)

� ���Z � �� �����������
" ��� � �#���� " ������� ����� ��������� �� "����������� "� � ��� Y

I(T ;W )
$���"Z )

\� �d a bi� cj rk a biaaglkl tgk dk _^n�lk rk �l^ghka
nT

kaj ac�_c�uijcfkn k_j hdga h kjcj tgk dk _^n�lk rk
r^ugn k_ja

nD
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>�� � ���� ������� �� ����� ��� ��� �� ��$����&�  �������� ) R
αt

�
βtw

(#�� �
µdt

�
"�"��� ��� � �#������� O

µdt =
αt

Z(λ, d)
e−λDKL(P (W=w|D=d)||P (W=w|T=t)) Y� )-Z

���
Z(λ, d) =

∑nT

t=1 αte
−λDKL(P (W=w|D=d)||P (W=w|T=t)) �������� " ���� ��������� �

DKL(P (W = w|D = d)||P (W = w|T = t))
"���$�� " �������� '2�� �� O

nW∑

w=1

P (W = w|D = d) log
P (W = w|D = d)

P (W = w|T = t)
.

R
µdt

(#� �
αt

�
βtw

���� "����� ��� O

αt =

nD∑

d=1

µdtP (D = d)
Y� )�Z

βtw =
1

αt

nD∑

d=1

P (W = w,D = d)µdt
Y� )�Z

2 ��������� " �� �!������� �� "������� � ���# 3 )� ) P� ������ "��� �� �����
" � ��� 5  ��� Y� )-Z � Y� )�Z � Y� )�Z !�� �����$�� ��� �� � ������ ����� " �� ��������
�� ���� ) 2 ����� ��� ���� " � ���$����&�  7�� �����'
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P̂ (W = w,D = d) =
Cwd

l
>�� ���� ����� $�����%� � ���� ����� ����  " �����$ � �� �������� �� � ������ � ���
�� ����� %��� ���� ���� ��# � ��� ���� � � ��� ��!��� �� � "��� �� !� " ��� ����� ��"���
" ������������ )
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D
���� ������� �� �+� ����!�� " ��� � ���� " �� ���� � �

!� ��� �� "��� � ����� � " �������� �� ��$����&�  �������� �����$� � ��� ���� � "� $���� �
��� �� � ��� ) > ��� ����� !� (*����� ��" <��&�+� �///) �����"��� �� � ��&�" "� 
D�+	A
�H��E�EDLLA� AL � Y
D�+	A �	�K �A�EL Z O "��� �� ��� �%� ����  " � ���$����&�  � �� � ��$��
" �������� "� $���� � " � ��� ��������� � ���� " ������� ����� � ����� � Y��� ���� ��� ��
�� �������� �� �����Z 5 ���� �� "� "���� ��� � � ��� �� ���� � " ���� � "� ���������� "
"� ��� ��� !�� � ���� ���� �� � �� " ������� ����� ��� ���� ��� 5 �� $���� � " � ��� ) �����'
���� �� � �� � ��$�� " ��"��� ���������� �� �� "�# "�� ������ " �� � ����� " ��� ���
� ��������� 5 �&�!� ����  � ���� " ������� ����� ������ � ����� � ���'5'� �� " � �����
"�� ����� )

4 ��� �� � ��� �� �� ������� � ������� � ���� !� �� ���# � � ��� ������������  �� ��
�[� ������� � � !� ���(�� �� (*����� ��" <��&�+� �/// � *����� � �� )� �//�) ) 2� ������
��� ������� ��������� "��� � ��� " �� ������(������ � "���� ����� � � ���� ���� "�� �'
���� ������$�� � �� ����� ��� � ����$ " ���������� ��������� � �� ��������� " ����� ���
�� �������� �� �������� �� ���� ) 2 ������%� � �" &�� � " �� &������!�� " ��� ������������



�/ � � ���� �� �����

��" � ������������ " �� � ��&�" � ���� ����������� ) :�� ������� � � �����%�  "� �&��#
" ����� " �&%� � � ��� ��� �� ��"� "��� � ������������ " �� � ��&�" � �� ������ "
�&���� " � ������� ����� � "����� ��� � � ������ � " � �+� ������ " � ��$�� )

*�� � ���� �����!� � �� � ����� ���� ���� ������� ��� ��� ������� ��� �� ������(������
��� ��� ����� � � �������� �� �&%� �����$��� ����� � ���� � � ������ �� � Y� !�� � ���
� ����� � !� ����!� � ����� " �&%� � �� ��"��� � � �� " ���� ��,�� � ���� ������������
!� �� � ��&�" &��$���� "������ � � ������ � )� )�Z ) 2� � ��&�" "� $����� " ������� �����
���"��� �� � ������ ��������� � ��� �� ��$����&� � Y���"�� ��� "� "�������

L1
�
L2

Z
��#!��� �� �� ��� ���� ������ " ���� ��,�� � � � ����� ���� ��� �� ������������
�#����� � � ��� ��$��� �� � ��� ������ ��� " � ��&�"� ��� ��� ���� !� � ���$����&� 
"� � '� �+��� � �� &������!� ���"� ��� �� ������������ <M �4M (*����� ��" <��&�+ �
�///) ) 2 ��"� "� "���� ����������� �� � �� �� ��� � ���� "�$� " �������� � �� ������ �
"�� ������ � � ������!���� 5 ���� �� ��$����&� � �������� ) �� � ������ �+���� ���!�� ��
�� $��� � !������ " ������(������ )

(*����� ��" <��&�+� �// -) ��� �� � ���(�� " ��� ����  " ������(������ ��� ��� �����
"� ��� � � �� " ��� �� ���� (��� " ������(������ ��� ����� " "� ��� ��� ) 2 ��� ����'
������ " � ����� ���� ��� � ������(�� ��+���� ���� �� � ������ � ��� �� �� ��$����  "
� "� ��"� �� � ���� ��� " � �����  " �$���� � �� ����� ����� ���� ��� " ������ � ��&�"�
" ������(������ ) 7� � � � �� ���� ���� "� ������(�� ��+���� ���� ����"�� �������� ��
"��� ��� &+���&%� ��� ���(������ " ���"�� �"��� ��� �� � ��� ) 7� � ��� � � �����  "
�$���� � �� � �� � " � �"��� ��� ��"�� �"��� � �� ������ 5 � ���"� ��T� �� ���
��� �� ��� � ) :��� �� ���� ��$����&�  !�� #��������� " ��,�� ����������� �� ����
��� �� ��������� � �� � ��� ��� ���"�� !� ��� ��"������ " "�� ����������� ��� � ����� "
�� ������(������ ��� ��� ����� ����� ����� � ���(!� )

2 ��� "� $���"� ������ " �� � ��&�" "� $����� " ������� ����� �� " ������� ��
��"� ���(����� ��# "�# �����%� � � ������ ����$��� !� ���� �� ������(������ ��� ��'
� ����� � �� �������� " ���������� Y� ���'5'"�� � ��� � " �� ��������Z ) 7� ��+��� �� � ��� �
�� "���� ��� ��� �  "�# "�� ������ " ��� � ��  � ����� " ��� ��� � � � �&��&���
5 ��"��� �&�!� "�� ����� � � ���� ����� �� � �� " ������� ����� ������ ��� ���� ���
5 � ����� � � $����� " ������� ����� ���� �� �� �������� ������� � ���$���� 5 "�# ���'
��%� � ������!�� " �����������$ ��������!� ) ; ���� ���� � ���� � �����%�  " ����� �����
"� ������������ ������� 5

W
�

D
��� ��&����������$ � �� � ��&�"� " �������� �����'

��� ����� � � ������������� ��� ��%� ����� �� ��# ������� � �����# ) > �+�  " �����%� 
� ��� ��� �� ���(!� 5 �� � ��&�" "� $����� " ������� ����� � ���� � ����� �� ����+�
"������� � ��� � ��� " � ���$����&�  7
 "��� � �&����� � ) 2� ��� �������� ����� !� ����
"������ ���� � ������ � )� )- ��� � �7
 � ��� � � ����$ " �������� ���� � � ���$����&� 
"� $����� " ������� ����� �������� ������� � ��� !� ���� ���� �������� �� �� �� 5 "� "�N '
������ " � ��  ����� )

� �� �� ��!"�� $��� &�� �� �&#�����#!��� ��� ��� �"	 �� �
� �� �� � ������ �������������������

2� ����� ����'��$���������� Y� A	� �
� HLEKEL � H� K Z " ��&��� (��&��� � -���)
� ���� ��� �������� � ��� � �����+� #��������� (2�$�� � �� )� -���) ) �� � ��$�� " ���"��� �
"�� ����� � Y�� �Z �� � �����$ ����������� "� "����� ) >�� $���� ������� �� �����
" ������� ������� � �+��!�� �� " � ���"� " !��!�� ������� � � � "��� ���� �� ��� �
��%� �������� 5 �� "�� ����������� " � ����� " "����� ) W� ���� ����'��$��������� ��
"��� �� ����� " ������ ���������� "��� �!�� �&�!� ���� �� " �� $���� �� ���� ���



� -

5 � ����� " "����� ��� �� ����� " � ��"� ) >� � ��"� ���� � �"�(�� ��������� �� �
��������� �� #� ��� " �����������$ �� ��� ���%� �� ����� O �� ������ " � ��"�
"� ���� �� ���� ����� � ����� � ��� ��� � ������ �&�� � "� #� ��� " �����������$ ) 2�
� �"�(������� �����!��� ���� ���$������ �� "�� ����� � ��� �����$� ��� �� ��� ���$�
���������%� )

2 �������� ����� �� ����� 5 ��������� ����!� ��� ������ ��" 5 �� ���� ) :��� � ���'
��������� !�� ���� ������� � �&�!� �#� �� ����� � �� � ���� " � ����� � � ��� � ��
�"���(� ����"� �� "� $���� � �&�� ���!�� ) 2� �����!�� �������� 5 � ������� "
��� � ��&�" ���� !� ��� �� ��%� # �$��� � �� �� " ������0� � !� � "�� ��� "
� �����+� #��������� � �������%!�� �� �����'"�� ������� � �������� � � � ���� ���
����� � �� !� " ������ 5 �� ������������ $���&�!� � "�� ����� � )

� �� �� �� � ���� �������� �� �� ��������
2 ������� (� �� � �� )� -��.) � ���� "��� � ����#� "� &+� �$���&� � ��� ���� ��� ��

����������� �� " � ������ "� "� ��� ��� ) W� &+� �$���& �� � �#������ " ��� $���&
"��� ��!��� �� ���� � �� ���� ���� " "�# ��� � �� ) �� � ��$�� "��� ���� $������� ��
" �� "���� " ��� ����� " � ����� � " ��� ����� " $���� � ��� " �� ��� � �� )
2� ������(������ ��&��&� �� �� &+� �$���& ���������� �� �&�!� � ���� �������� "���
�� $���� � �� � �� ��� )

2 �$���� � �� " �&+� �$���& ������� "��� �� ��� �� �� �� 5 ���� �� �$� "�
���� �������� �� ��� "� "����� � ��� "�(��� �� &+� �'����� ) 4��� � ��� "� �#� � ��
� ������� � ��$�� " "���� ��� �� ������ " ��� � � ���� ������ � ����������� ��
��� "� ������ ) W� ���� ����� � ��� �� &+� �$���& � ���� " �� ������(������ �������
��� ��� �� 5 ��"��� � ����� " �&+� �'����� ) (� �� � �� )� -��.) ������ 5 �� �� ��
��$����&�  " ����  " �&+� �$���&� � �
 7< �* � ���"� ��� �� ������& " �+�  � "�����'
� ���'��$�� � ) >� �"��� �� ��� �%�� ������������ " ��� � ��&�" � ���� ��� �#�����
� �� � ��� ��� ���"�� !� �� &������!�� �������� "�������� "� ��������� �������������
"��� � ����� " ��%� $���" "�� ����� !� �������� � �� �������� )

� �� �� �� � ������������� �� ����� ��� ��������
2� ������������� �� ���� �� ������� Y@D�H 	 	I @ EL AH� �� +A

EL � @@� Z (*��� ��" ?�'

�� � �// -) �� �� ��� �� "���� �������� � ������ ������ ��� �  �� ������ ����� "
� ��&�"� " �����+� " "����� ) 2 ��"� �� ���(!� ��� �� " ������� �� � ��# �� "�������
�� ���� ��� �� ����� � �� ������� ) > �������  " ������������� �� ��� �� � ��� ���U
��� �& " ��� ���� ��&��!� ������!� " �����+� " "����� O � ���&����� �� �����"�� �'
������ Y��	�E
E� ALKEDLH 	 K�H 	EL � ��� Z (� ������ � -��� ) � !�� ��� 5 ������� �� "�������
��� ������ " ������������ )

4 ��� 227 � �� ���� $���" ����� " ������� �� �����"��� � $�9� 5 "�# ���� � " ����'
�+� O �� ��� �%� ��� 5 ��������� �� � ����� �����

W
" "�� ������ � ����� " �����'

������� � " "��$���� ���� � �����# �� ��� �&�!� ��"���"� ��� �� ��� �  � ��"��� " ���
����� ��� ��� " ������ ��"�� �"�� � �� ���� ����� ��� � �����

W
� �� � ��$�� " �����"�

�� ���� �����%�  " ������ ������� O ���������� �� "����� "��� �� ���� " "�� �����
���� �� �������� � � ��� ����� �� � ��# �� ���� ��� �� ���� ����&� ������� ��"��
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�� � � ���� �� �����

"���
W

Y� ��� ��� "�# �%�  ����  !�� ���� �������� �� �����%�  " "����� ������� "
������ ������Z )

2 �N ������ " 227 �� �� $���"� �� ��� �� ���(��� "��� �� "��� �� ���� � ����'
� ����� "� ���� ��� �&� ������� � � � "��� � ���� �� "������ ��� � ����� " "����� �������
5 �� � � ) ;��� ����� "� 5 ������� "��� �� ������� �����"��� ��� � ���� !� ��� �����
"�N ��� "��� ���� ����������� " "���� ��� �� � ��� " ��� ������� ������������ ���
"�# ������ " "� ��� ��

Cd
�

Cd′
� � �&��# " ��� ������������ ���������� � $������

" ������!�� "� &������!�� ���������� )

� �� �� � � ������ �� ��� ������� �����
2 ���������� "� �A �D�� A� AL � 
EK��E� ELHL � Y
EK��E� ELH�E�A �	�K�A�EL Z (:����� � �� )�

�//�) �� !� �� �9�& " ������(������ ��� ��� ����� �� ��� ���� "��� �� ���$ � ���
� !� ��� �� ������� � ����� � " � ������� �� � �+� " "����� #���� "������ "� �����'
� ������ ��� �� ��� ������� ��� �� "����� ) 4 ��� � �#� �� ������ � �� ������� ��# ������ ��
�� ���� " � ���'���� ������� 5 �&���� "� "���� ��� 5 ������ ) 2 �������� " �� � ��&�"
�� !� ��� �� � ����� � " ����"� � �$���� � �� 5 " ������# �#�� � � ��  �� ��#'�� �
���� ��� ����� ��$��� " � ���'���� ) :��� � ��� � � �$���� � �� "������ ����� �������
5 � ���� ��� �� �������� " "��������� ��� �� "����������� ���"�������� "� � ���'����
����������� �� "���� ��� � "� ���( �� ���� ���� 5 �&�!� �&%�  ) 7� ��� � �� � ��&�"
������ "� ���������� ��� � $����� " ������� ����� Y������ � )� )�Z ����� � �� "���
�� ���������� ��� �� ��$����&�  �������� " ��� �����%�  " � ���� ������� " ��� � �+�� "
"���$��� " ��������'2�� �� )

*� � ���$����&�  "� �$���� � �� "������ ����� � ������ ��� �� �"� ���$���� "��� ��
����#� ��� ������(������ ��� ����� � ��� ��� ����� � �� � �����$� �� � � " �� ���'
���� ���!� ���"�� "��� ��� �&%� !�� ��� 5 ���� ��� �� ������(������ ���� �����
������ ����� #������ ��# "���� ��� �#'� �� � ) ; ���� ���� � ��� "� ��� " ������������
���� � �� �� ������� " ������ �� � ���� !��!�� ��"�������� ��� �� ������(������ 5 ������ � "
� � ������ �� �������� �����%�� �� ���� �� ����  " ������ " "� ��� ��� ) 4 ��� � ��� �
"� � �"%�� ���� ������ � ��� �  ���� "� �$���� � �� "������ ����� � � ���� ���������
�� ��� ���� �� ���������� )

� �� �� �� ������� �� ����������� ����� ��������
2 �HLH 	IKA AL �D��DKHL �AK EL
J� AL
HL �AK (�+������ � �� )� �// -) �� �$��� �� ��� ��

KJ�H�H�EDL 
A KD���AK� " ����%� ��� "�� ��� " ������������ ������!� O �� � ��$�� "��� � ���
" "���� ���� �� ���# � ����$�� " �������� �� ������ �� ��� " ��$���# ��������
" ��� ������ ����� " � �����&��� ������ "��� �� ��%� ) 3 ���� !� "��� � �����+� �
��� � ������ ���������� � ������ �� � �� ��� � ����&�$������� "� ��� ������� � � �#���������
" �� ������� �� ��� "� "����� � � �����+� � ��� � ������ ��"�� �"���� �&����� ��� � 
����%� ���� ���$�� � ���"�� �"��� "� ������ )

2 ������������ ��# "����� �#����� � !� "����� (����"� ��" � ���� � -���) � �������
���� ��� �� 5 "���� � ��� �� � ����� " ��� ��� � ����� � ������ O

C = AS + U
� ��

A" "�� ������
nW × nT

�� ��� �� � ����� " � ����$ �
S

" "�� ������
nT × nD

�� ��
� ������ "� ������ Y� �����

nT
Z �

U
�� �� � ����� " ����� � ��� �� "����������� 5

������� ) 2 ������������ " ��� ��$����&�  ���������� "�� �" ����� "� �&��# ����������� "�
"������������ ����' ����� ) >��� !�� ���� �����"���� "��� (����"� ��" � ���� � -���)
���� "������ " ������ "�� ���� � � ������ ��� ��� ���������%�� �� � ������� � ���
�� "���� � ������� " �� � ����� " ��� ��� ) 4 ��� �� ������ ������� � ���� ���� ����������



��

���� �� ��� �� 5 � �&��# " � �"%�� ������������ � ��� �� "����� �#����� ) 4 �����
���� � �� ������ � )� � ������ "�� ����� �!�������� ��� �� ������������ "� �����%�  �
��� � " "���� �������� � �������� � ���� !�� � �������� ��� "� � �"%�� $��������� ) 2�
"���� � ������� " � �����+� � ��� ������� ��"�� �"���� ������� ��'"���� � !�� � ���%�
��� �� � ��  !� ��� " ;
 M � ��� �������� �� �� ��"� )

� �� ���� ��	 ������ ���	��	

;��� �� ��"��� � �������� �� ������ " �#�� "��� � ��"� "� ��������!�� ����� �'
���!�� � � ��������� "� � �"%�� " � ����$ !�� "�� %��� ��� � �&��# � � ���$���������
" �� �������� ��� ����!� �� � �+� " �������� ���&�� )

7� $��� " ������"������ � ���� ��������� � � �"%� ���$��� �  � �������� �� �� � �'
"%�������� �� ���� ��� �� � ��� "� "����� �#����� ) ; ��� �� ��"��� ����� �� � �"%��
" ������(������ �&�� ���!� ������ �� "��� � � ��� � �,��� ��� � � �"%� " � ����$
" �������� ���� !�� � �������� !� ��� ������� ����� " �&%�  ��� "���� �� ) 2 �����+�
��� ����!� ����� ����������� Y:2*3 Z ���� �� ���� " �# ������� � � �"������� �� �����
Y� �� �"� ��� ��Z � ��� � ������� ��� 5 "����� �� � �"%� ��� ��%�� �� $�������� ) 2�
� �"%�� " ����� ������ 4 ����&�� ����� Y243 Z � 8�� � �':������ Y8�: Z �����$�� � "�����
��� � ������"������ " � �"%�� �&����!�� �� � ��#  ����(�� � ��� � ��'��� � ���� ��������� )

4 ��� �� "���%�� ������� � ���� "�������� "� ������� ���!�� "�� ����� � ���������
"� #������� &������&�!�� �� "� � �"���������� "�� ����� "� ��� ��� )

� �� �� � ��� &� ���'"#$$�
;��� �����"����� 5 ������ � ������ ��� �  �� ����� "

nD
����������� �����'

������ ��� � ����� "� �� �������� � ���� �&��&��� �� ��� �"�!��� � ��� � �"����� ��
������ " ��� ���

Cd
) 4 �# �&��# �������� ���� � �&+� ��&%� "� � ��� " � ��� � ���� O

S �� ��� �������� ��� " ����� %���
(ld, (β1, . . . , βnW

))
O

P (Cd; ld, (β1, . . . , βnW
)) =

ld!∏nW

w=1 Cwd!

nW∏

w=1

βCwd
w

Y� )� Z

���
∀w ∈ {1, . . . , nW}, βw ∈ [0, 1]

� ∑nW

w=1 βw = 1
�

S nW
���� " :������ ��"�� �"���� " ����� %���

(λ1, . . . , λnW
)

O

P (Cd;λ1, . . . , λnW
) =

nW∏

w=1

e−λwλCwd
w

Cwd!

Y� )�Z


 ��$�� ��� "�� ���� ������� � �� ������������� ���� ������� �� ���� ��+� �����!�'
� �� � �� ���� #�� ����� � �&���� %� � �� ��� � �� ) 7� � � � "��� � �&+� ��&%� �������'
� ��� � � ��� �� " ��� � �� ���������� " �����������

βw
���� �� ��� � ���� ��� ) P� � ���� ��

&+� ��&%�� Y����������� ���Z !� � ����� " ����$�
l

��" ��� � ���(�� � !�
βw

��"
��� / � !� � ���"���

lβw
��" ��� �� ��������

λw
� �� ��� � ���� ��� ��" ��� �� ���

" :������ O � ���
k � l

�

P����� ���(k) =

(
l

k

)
βk

w(1− βw)l−k



�� � � ���� �� �����

=
l(l − 1) . . . (l − k + 1)

k!

lk

lk
βk

w

(
1

1− βw

)k

el log(1−βw)

=
l

l

l − 1

l
· · ·

l − k + 1

l

(
1

1− βw

)k (lβw)k

k!
el log(1−βw)

∼ 11 . . . 11
λk

w

k!
e−lβw

∼
λk

w

k!
e−λw

∼ P:������ (k)

�� �� ��� ������� ��+� �����!� " �� "�# � �"���������� � ���� � ������ ������� !�
� !�� �� ���� � ��� � ��� � ��� �$��� �� � ��� � ����� � �&����� �� ������������ ���
" ������ ����%�� !� � ��"�������� ��# "����� ) 7� � �� ������� � ���� ������ �������$��
�� ������������ �������� ��� � � ��� ��� ������ �� ���� ����������� " �� ���$��� "�
"� ��� ��� Y���� � "����� " ��� �����!� 5 � ������� " �� � �"��������� ��� ��� " :������
"��� �� ������ � )� )�Z )

*� ���� ��������� !� � ������ �� $����� ��� �� ��� �������� ��� ��� � ���������� �
" ����� %���

(l, (β1, . . . , βnW
))

� !� ���� ���&������ ���� � ��
β

��� � �#���� "
����������� � ���� ������� �� ������ ������� O

∀w ∈ {1, . . . , nW }, β̂w =

∑nD

d=1 Cwd

l
> � �"%� " ����$ ��"�� �"��� � �"���!�� �� "�������� "� � ��� ���� �� � ��  "��'
��������� �������� ��� �� ����� ���� � ��� " � D
�	A �LE �H�� A) 3�� ��� � ��&�" �
� ����� " ������������ !�� ���������� 5 � ����� ����� " ��� �� N ����

βw
�� � �����

" ������������ "� � �� " ���"��
w

"��� � ������ )
P� � ���������� � �� "����������� ��%� ���������%� Y���� + ����"���� � ������

� )� )� )-Z !�� ���� !� �� ����� %��� ���� ��# ��� ��� � ��� ���� ��%� ��� ���� �� Y��
���� � �� ���� ���!���� ����������� �������� "�U���� " � ������ " ���� "��� �� ���'
��� " �/// "� ��� ���Z ����� !� ��# !�� ���� ���� ���� ��# &���# ���� ���� �$��# �
�����"������ �� � �� ���� �� 5 ������ " ��� ���!� ���������� � ��� �&�!� ���  ) 2
������ 5 "� ��&��!�� " 	EKKH A� ��"��� ����� � �����!� � � �� � " �������� � �����
� �����%�  ) 2� ��&��!� �� ���� ��� �� � "�� �����$ " 2����� � ������� 5 � ���� ��
��������

λβ > 0
5 �&�!� ��� �� � � ����� ���� "����� ����� O

∀w ∈ {1, . . . , nW}, β̂w =

∑nD

d=1 Cwd + λβ

l + nW λβ

�� # ��� " �������� ����� ��&��!�� " �����$ � � �"��������� "� ���$�$ (8�� �
-��� � >&� ��" 8��"� �� � -���) � � ��� ���� � �� ����� ��� �����"���� "��� � ��"� "
��� �&%� )

� �� �� �  &#�'� �� $�&!���$ �#&��
�� � ��$�� " ��� "� � �"%�� ������������ �� ���� ��� ��� � ��� $����� �� ������ �����'

�&�� ���!� ) �� � ��� ������� "��� (;�$�� � �� )� �///) "��� �� ����#� �� � � "�� ���� �
"��� � ��� " ��� ������ �� � ����� ���� " ��� ������(�� ��+���� ��� � �� ��� � ����� " "��'
��� ���'���!���� ) (>����� � �� )� �//� ) ������ �� � �"%� ����& Y� ����$ " :������ Z �



��

"��� �� ����#� ��� ���� "����� �� 5 �� ��������� !�� ���� ������� ) ��� � ���� �����"�'
���� � � ������ � !� ���� � "��� ����� " ������ ������ ����� " ������ � ���� ���� ��� ��
����� %��� "� � �"%� $�������� � ��� $���� � ����� �� "� ��� ��� ������� �� "�� �����
��� � ������ "� � ����$ )

;��� "�������� � � �"%� "��� �� ����  �� ���� ��� �� � "��������� � ������������ "
� ���$����&�  � K� J�HL�A�� HF E� EKH�EDL ���� (4� ���� � �� )� -���) ) ; ��� ����"���� ���
� � �"%� ���� �� ���$ " �� �&%� � � � ���������� "��� � �&����� � � "��� �� ����
$���" $��������� � "��� �� ��"� ��+���� )

P� ������ !� �� �#�� ���� $������ ��"�� �"�� � �� ) >&�!� "� ��� �� Y��� �����
d ∈ {1, . . . , nD}

Z ������ "
ld

����$� ��"�� �"���� ��� � ���������� Y&+� ��&%� "� � ���
" � ��� �Z ������� �� "����������� ��� �� �&%�  � �!�� �� �� ������� ���&� ���� ��
���� ��� �#� ) 4 ��� � � �"%� $�������� � ��� �� "���� �� O

-) < ��� �� �&%� 
Td ∼ Mult(1, (α1, . . . , αnT

))
�� ��

αt
���� "� ����� %��� ��� !�

∑nT

t=1 αt = 1
)

� ) >��"��������� �� �� �&%� 
Td

� ���� �� ����� "
ld

� ���

Cd ∼ Mult(ld, (βTd1, . . . , βTdnW
)) ,

β
����� �� � �����

nT × nW
" ����� %��� ��� !�

∀t ∈ {1, . . . , nT },

nW∑

w=1

βtw = 1.

2� ����� %��� "� � �"%� 0� ���� "��� O

Θ = ((αt)t=1,...,nT
, (βtw)t=1,...,nT ,w=1,...,nW

)

2� ����������� " ��� "� ��� �� �� ����� O

P(Cd; Θ) =

nT∑

t=1

P(Td = t; Θ)P(C1d, . . . , CnW d|Td = t; Θ)

=

nT∑

t=1

P(Td = t; Θ)ld!

nW∏

w=1

P(w|Td = t; Θ)Cwd

Cwd!

=
ld!∏nW

w=1 Cwd!

nT∑

t=1

αt

nW∏

w=1

βCwd
tw

3���� �&�!� �&%�  �������� 5 �� ����������� $����� "� "���� �� ��� �� ����������� �
������

αt
� � � ��� �&�!� �������� "� �#� � ��� �� �����������

βtw
" ��� ������ "� � ��

w"��� � �&%�  � !������ )
2� ����������� "� ������ � �� ����������� "� ����������� � �� ����� � ���������

� ���"��� " � �#������� ��'"���� � ��� � ������ "� "���� ��� ���"��� � ��� &+� ��&%�
" ���"�� �"��� ) >� �"��� � �� � ��� ��� � ����� � " �������� "����� �� �� #������� " ���
���� ���� " � �#���� " ����������� )

�� �� ����� " ����$ " ���� ��� � 5 � ���$����&�  7
 ) �� � ��$�� " ��� ��$����&�  ��������
!�� ������� 5 ���� � � �������� �� ������������ � � �������� "� "���� ��� " ������'
���� ��# �&%� � � �� ����� %��

α, β
"� � �"%� ) :��� ��� � �� � �������� 5 � ��� �����

\�� i_a uk n^rqdk ` u^nnk ri_a j^ga ukg+ tgk _^ga 0jgrc^_a ` dka d^_�gkgla
ld

rka r^ugn k_ja a^_j u^_ace
r0l0ka u^nnk rka filci� dka k+^�q_ka kj _k akl^_j r^_u hia n^r0 dca0ka ajijcajctgkn k_j 1



�� � � ���� �� �����

���"��������� �� ��# ����������� " �� ��$'����������� �D�� 	��A
Lc � � ���'5'"�� ��

��$'����������� "� ������ ����� " ��� ���
Cd

� �&%� 
Td

� "�(�� ��� O

Lc =

nD∑

d=1

log P(Cd, Td)

=

nD∑

d=1

log P(Td) + log P(Cd|Td)

=

nD∑

d=1

(
log αTd

+

nW∑

w=1

log βCwd

Tdw

)
+ K

=

nD∑

d=1

nT∑

t=1

�
{Td=t}

(
log αt +

nW∑

w=1

Cwd log βtw

)
+ K

��
K

�� �� �������� ��"�� �"��� "� ����� %��� Y!� ���� ��������� ��� �� ����Z )
2� �������� � "���$� �� �������� ��"������� "�(�� ��� O

�
A =

{
1

��
A

�� ����
;

0
�����

.

:�� "�(������ � ��� �� ����� �� �� ����������� "
A

) 7� ��������� � ��� ����� ���"�����'
���� �� ��# ����������� � � ��������� !� �� ����� %��� ���� (#�� 5 "� ������

Θ′
����� " � ���������� �����"�� � �� ������ "��� O

E[Lc|C; Θ′] =

nD∑

d=1

nT∑

t=1

P(Td = t|Cd; Θ
′)

(
log αt +

nW∑

w=1

Cwd log βtw

)

2� ������������ � � �������� ���� "����� ��� �� ������ " 6�+� � ���"������ � � ���
t ∈

{1, . . . , nT }, d ∈ {1, . . . , nD}
5 O

P(Td = t|Cd; Θ
′) =

P(Cd|Td = t; Θ′) P(Td = t; Θ′)

P(Cd; Θ′)

=
P(Cd|Td = t; Θ′) P(Td = t; Θ′)∑nT

t′=1 P(Cd|Td = t′; Θ′) P(Td = t′; Θ′)

=
α′

t

∏nW

w=1 β′Cwd
tw∑nT

t′=1 α′
t′
∏nW

w=1 β′Cwd

t′w

Y� )�Z

;��� ����� "� 5 �� � �#������� "� ��� ������ "��� � ������ O �� � ��$�� " �� �����������
 ���� "� "���� ��

Cd
� "� �&%� 

t
� !�� � "���� � �� ��������� �� � ���"��� " ��

����������� � ������ "� �&%� 
t

� " � �� �� ������� � "��� � �&%�  " �&�!� ��������
"� � ��

w
"��� � �#� �����"��� ) 2 "���� ������ ���� " � ��� ������� " ���� ���������

������ ��"��� 5 ∑nT

t=1 P (Td = t|Cd;α
′, β′)

)
�� �� ����� � ����� � " �������� �� �!������� " ��'���� ����� "� ����� %��� � � �#�'

� �����
E[Lc|C; Θ′]

� ��� �� ��&��!� "� ������ �������� " 2�$���$ � ��� ���� ����� "
��,�� ��������� �� ����� %���

α
Y� ����� ��� �  5

1
Z �

β
Y�&�!� ������ ��� �  5



��

1
Z ) P� ������ � � ���

t ∈ {1, . . . , nT }
�

w ∈ {1, . . . , nW}
O

αt =
1

nD

nD∑

d=1

P(Td = t|Cd; Θ
′)

Y� )�Z

=
1

nD

nD∑

d=1

α′
t

∏nW

w=1 β′Cwd
tw∑nT

t′=1 α′
t′
∏nW

w=1 β′Cwd

t′w

βtw =

∑nD

d=1 Cwd P(Td = t|Cd; Θ
′)∑nD

d=1 ld P(Td = t|Cd; Θ′)

Y� ).Z

=

∑nD

d=1 Cwd
α′

t

∏nW
w=1 β

′Cwd
tw∑nT

t′=1
α′

t′

∏nW
w=1 β

′Cwd
t′w

∑nD

d=1 ld
α′

t

∏nW
w=1 β

′Cwd
tw∑nT

t′=1
α′

t′

∏nW
w=1 β

′Cwd
t′w

>� ������� ��� ��� ����� �� ������������� �������� ��� �� �� �� ������������ " ������'
�����

P(Td = t|Cd; Θ
′)

���� #���� ��
0

��
1

Y������(������ � "���� ����� � � �&�!�
�#� � ��������� � ����� 5 �� �&%�  � �� ���Z O

S ;��� �������
αt

� ��� ����� � ����� " "� ��� ��� "��� � �&%� 
t

���� �
���� ������� )

S ;��� "���� ����� �� ������ ����� "
βtw

� "��������� � ����� " ����������
"� � ��

w
"��� �� �#�� ������ ��"��� �� �&%� 

t
� ���� ���� ���� ������� ���

� ������ "� � ��� )
>�� ������������� � �� ��� ���"� �� ��� �� �� ������������ " ����������� � ���� ���
������� Y������(������ � ����������� �Z ) >&�!� �#� �������� ����� �� �������� ��
"� ����� %��� � ���� ������ " ��� � �� ��������� � "��� � �&%�  )

2 ���$����&�  7
 ������� 5 �����!�� � 5 ������ " ��� ����� �� ����� "� ����� %��� �
�� ������� Y� )�Z � Y� )�Z � Y� ).Z " ��,�� ��������  ��!� �5 �� ����(������ " ��� ����%� "
�����$�� )

2���!� ��� � ��
w

� ���  �� ��� ������ "��� �� �&%� 
t
� �� ������� ���"����� 5 ��

���� ����� ���� � ���
βtw

) 4  ��,�� ��� ����� �� ������ �� "� � �"%� ���$��� �  � �� ��
����� �������� " ������� 5 "� ��&��!�� " �����$ "� ���� ����� � � ��� ��"� ��� ��
"� ���� !� � � ��  �� �� � �� � ��  �� ��� ��� �� � ��� ������� ��� �� �&%�  "���� "���
� ������ " �����������$ � ��� ���������� "��� � �&%�  � ��� ��� ������ �� �� ������ �
Y�� �� ����� ���� " ����������� ��%� ���� �Z ) �� �� " ����$ " ������ � �����%�  ���
�� �����$ " 2����� � ���������� 5 ��$� ��� ���� �� ��� ��� " ��� �������� Y������
�$�� 5

1
Z ) ;��� ������ "��� � �&����� � !� � �����$ � �� ��� ��������� ��� �  ���'

��� ��"��� 5 � ���$����&�  7
 ������� �� � �#���� H �DK�A�ED�E Y� ��� ���� �� � �#����
" �����������Z ����!� �� ����� %���

β
���� ����� " ��� "����������� H � �ED�E " �+� 

4 ����&�� )
3� (��� � ���� ������� � ��� �&�!� "���� �� "� ������������ " ����������� 5

�&�!� �&%�  ) 
 ��  �� � � �"%� �� "�� � � ����&�� ���!� � � �� �� �� ������� " ���'
��$�� !� � "��� � ��� $������ � � ����������� �� ��"��� � ��� ��� � "���� ����� � � ���
� ����������� � O �&�!� �#� � �� ����������� " ����������� ���� �� � ���� � ��!�� 5
�&�!� �&%�  )

;��� ��������� ��� ����������� � �����$���� �� "� ������$� "� � �"%� O �� � ��"���
" ��,�� ��%� ������� ��# ��� ��� ����� � �� �'��� ����� (;�$�� � �� )� �///) ) 2� ��������
������ �&�� ���!�� " ������� "� ��� ��� � ���� ����� ���� ���&�� � ��� ��������� �
� ���� "��� ��� �� ��� 5  ��� � � ��!������ Y� )�Z � ��� �����!�� !� � ��� �� �#�� "���



�. � � ���� �� �����

� ����!��� �� ������� ) W� #� �� " ������������ �� ����#� �� �'��� ����� ��� ���"��
� ������ � )� )-)

� �� �� ��#&� �� � $#�!�%�� &#!��!� �"��#� �&��!� ����� �

;��� ��������� � �������� � � �"%� " � �����+� ��� ����!� ����� �����������
Y:2*3 Z (���� ��� � �// -) ) >� �"��� � ���� � ��"������ ��� ���� 5 ���� �� ���� ���������
" � ������� ��� �� � ���� ���� ��� �� ���� ����� � ��� "�����$�� �� !�������� (#�
"� ����� %��� � � ��� �����!��� � �� ���� � " � ���$����&�  7
 ) 2� �������� �������
��� �� ���!�� ���%�� �� ��� ���� ��� ��� �  �� ����� ���������� �!������� ) ;���
����"���� ����� ���� � "����� ��� �� ������������ � ���+�� "��� � ������� � � ���
��� ��� ��������� )

4 ��� � � �"%� :2*3 � �&���� "�
l

� �������� �� �� ���������� ��"�� �"��� "�
����� ) 2 ������ �� "��� �� ��� �  �� ����� " ������ � ���"���� ��

(W,D)
� �&�!�

���� ������������
Cwd

���� ) P� ������ � �������� � � ��� �&�!� ����� � � �# ����� " ���
������� ���&� ��� �� �C �� A � 5 ������ "���

{1, . . . , nT }
) �� � ��$�� ����� " ��� � �"%� "

� ����$ ������!� � ���� ����� !� �� ����$� "� � �� � "� "���� �� ���� ��"�� �"���� �
���"��������� �� �� �&%�  ) 2 � �"%� $�������� ������� 5 ����

l
����������� " �� ��,��

������� O
-) < ��� �� �&%� 

T ∼ Mult(1, (α1, . . . , αnT
))

�� ��
αt

���� "� ����� %��� ��� !�
∑nT

t=1 αt = 1
)

� ) >��"��������� �� 5
T

� ���� �� "���� ��
D ∼ Mult(1, (µT1, . . . , µTnD

))
�
µ

�����
�� � �����

nT × nD
" ����� %��� ��� !�

∀t ∈ {1, . . . , nT },
∑nD

d=1 µtd = 1
)

� ) >��"��������� �� 5
T

� ���� �� � ��
W ∼ Mult(1, (βT1, . . . , βTnW

))
�
β

����� ��
� �����

nT × nW
" ����� %��� ��� !�

∀t ∈ {1, . . . , nT },
∑nW

w=1 βtw = 1
)

2� ����� %��� "� � �"%� ���� "��� O

Θ = ((αt)t=1,...,nT
, (µtd)t=1,...,nT ,d=1,...,nD

, (βtw)t=1,...,nT ,w=1,...,nW
)

*� � ��� ���
(Wi,Di)

�� �������� ��������� �������� ��# ��� ���� "� � �� � "� "���� ��
"� ����$

i = 1, . . . , l
�

Ti
�� ������� ���&� ������ ��"��� � �� ����������� "� "�����

((W1,D1), . . . , (Wl,Dl))
�� ����� O

V = P((Wi,Di)i=1,...,l; Θ)

=

l∏

i=1

P((Wi,Di);Θ)

=
l∏

i=1

nT∑

t=1

P(Ti = t; Θ)P((Wi,Di)|Ti = t; Θ)

=
l∏

i=1

nT∑

t=1

P(Ti = t; Θ)P(Wi|Ti = t; Θ)P(Di|Ti = t; Θ)

=

l∏

i=1

nT∑

t=1

αtβtWi
µtDi

2� � ����� " ��� ��� � �� � " "���� ��� � ����� " ���������� " �&�!� ����� �



��

� !�� "��� ��� ���� �� #������� " �� ��$'����������� O

L =

nW∑

w=1

nD∑

d=1

Cwd log

(
nT∑

t=1

αtβtwµtd

)


 ��� � ��� #������� � ������ ��� � �#�� ����� "����� �� � �������� "� ����� %��� �
���� �����"����� � ��� ����� ���"��������� �� ��# ����������� " �� ��$'�����������
�D�� 	��A

Lc � � ���'5'"�� �� ��$'����������� "� ���� ���
((W1,D1, T1), . . . , (Wl,Dl, Tl))

�
� ���� ����� !� � �&%�  ������ ��"��� 5 � �����������

(Wi,Di)
��

Ti
)

Lc =

l∑

i=1

log P((Wi,Di, Ti);Θ)

=
l∑

i=1

log P(Ti; Θ) + log P(Wi|Ti; Θ) + log P(Di|Ti; Θ)

=
l∑

i=1

log αTi
+ log βTiWi

+ log µTiDi

=

l∑

i=1

nT∑

t=1

�
{Ti=t} (log αt + log βtWi

+ log µtDi
)

2 ��� ����� ���"�������� ��� ���� ��� ��# ����� %���
Θ′ ����� " � ���������� �����"��

� ������ " ��,�� ��� ����� �� � �"%� ��� �� " � ����$ " �������� ���� O

E[Lc|C; Θ′] =

nT∑

t=1

l∑

i=1

nW∑

w=1

nD∑

d=1

�
{Wi=w,Di=d} P(Ti = t|Wi = w,Di = d; Θ′)

× (log αt + log βtw + log µtd)

=

nT∑

t=1

nW∑

w=1

nD∑

d=1

Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)

× (log αt + log βtw + log µtd)

2� � �#�� ������� " ��� #������� "��� � � � ������ �� ���"������ " ���� ���������
�"�!���� ��� �� ��&��!� "� ������ �������� " 2�$���$ � � ���

t = 1, . . . , nT , w =
1, . . . , nW , d = 1, . . . , nD

O

αt =
1

l

nW∑

w=1

nD∑

d=1

Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)
Y� )�Z

βtw =

∑nD

d=1 Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)∑nW

w=1

∑nD

d=1 Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)

=

∑nD

d=1 Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)

lαt

Y� )-/Z

µtd =

∑nW

w=1 Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)∑nW

w=1

∑nD

d=1 Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)

=

∑nW

w=1 Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)

lαt

Y� )--Z



�/ � � ���� �� �����

:��� ������� �� ������������ � � �������� � �� ���� ������� �� ������ " 6�+� � ����� � � ���
t = 1, . . . , nT , w = 1, . . . , nW , d = 1, . . . , nD

O

P(T = t|W = w,D = d; Θ′) =
P(W = w,D = d|T = t; Θ′) P(T = t; Θ′)

P(W = w,D = d; Θ′)

=
P(W = w,D = d|T = t; Θ′) P(T = t; Θ′)∑nT

t′=1 P(W = w,D = d|T = t′; Θ′) P(T = t′; Θ′)

=
α′

tβ
′
twµ′

td∑nT

t′=1 α′
t′β

′
t′wµ′

t′d

*��� ��� ����  � � � �"%� �� �+� ����!� "��� �� �[��  ���� ��� �� � ��� � �� "� ��� ��� �
� !�� ���� ������� �� �����'�������� ) > ��� � ���!��� ���� ��� ������ � � �"%�
$�������� " ��� ���� ��,�� ����!� ��� � ������"��� "��� (� ��� ��� � �// -) � � �������� ��
����$� "� �&%�  � "� "���� �� O

-) < ��� �� "���� ��
D ∼ Mult(1,P(D))

)
� ) >��"��������� �� �� "���� ��

D
� ���� �� �&%� 

T ∼ Mult(1,P(T |D))
)

� ) >��"��������� �� �� �&%� 
T

� ���� �� � ��
W ∼ Mult(1,P(W |T ))

)
3 ���� !� � ����� " ����� %��� ���� "�� ���� � �� ��N � " ������!�� �� ������ "
6�+� � ��� ����(� !� �� �����������  ���� " ��� "� ��� �� � " ��� ���  ���������� �� ���
5 �� � ��  �!������ � ����� !� � ��� �����!��� � �� ��$'����������� � �� ������� "
��'���� ����� ) �� �� ���������� " �� ��!�� !� �� ����������� " ���� �� "���� �� � ���
� ���� ��� ��'���� � ��� �� ����� � �#�� ����� �� ����������� �� � ����� " � ���
"��� � "���� �� "����� ��� � ����� " � ��� "��� � ������ � !�� �� �"���!� " ���
��������� ��� � ����� ) �� � ��� ��� "�N ��� " ������ !� ��� ����������� �� �$�� 5 ��
� ��  �������� ��� � ����� ����� ���������� � � "���� � ����� �� ������������ � � ��������
� �������� "� ������������ 5 � �����  �����"�� � 5 � ���" "� ������� " ��'���� ����� O

∀d ∈ {1, . . . , nD}, P(D = d; Θ) =

nT∑

t=1

P(D = d|T = t; Θ)P(T = t; Θ)

=

nT∑

t=1

µtdαt

=

nT∑

t=1

∑nW

w=1 Cwd P(T = t|W = w,D = d; Θ′)

l

=
1

l

nW∑

w=1

Cwd

=
ld
l

7� �� ������ �!������� �� ��������� � ��� �� � ��� � � !�� �� ��&���� ��� �� �����
" ��� ���� ���� "� � �#���� " ����������� )

2� ����� ������� " ��'���� ����� ���� #���� �� �"���!�� � ���
β

� �!��������
� ���

p
�

α
��� �� ������ " 6 �+� ) 2� ����������� " � ������� � �� � � � �����!� � "

��'���� � � ���� " ����� %��� � ��� � ����� "���� !� �� ������� ���� ���� ��� ���!��� �
�� ��� ��# ��� �� ����� �� �� �� � ��  )

2 ��� ��� 2*3 � :2*3 �� ����� #������� � �� ������ ��� ����� �� "���� ��������
����# " �� ����������� " ��� � �� � ��� �� "���� �� ������ "���� "��� � � ����� ����� �



� -

"� �&%� � � � ���'5'"�� ��� �� ������������ ���"��������� �� 5 �� �&%�  "���� 0� � ���
w = 1, . . . , nW , d = 1, . . . , nD

O

P(W = w|D = d; Θ) =

nT∑

t=1

P(W = w|T = t; Θ)P(T = t|D = d; Θ)

=

nT∑

t=1

P(W = w|T = t; Θ)P(T = t; Θ)
P(D = d|T = t; Θ)

P(D = d; Θ)

=

nT∑

t=1

βtwαt
µtd
ld
l

*��� O

ld P(W = w|D = d; Θ) =

nT∑

t=1

βtw(lαt)µtd

*��� ��� ����  � ���� ������������ � �� �� �����$� ��� �� "���� � ������� �
������ ���$���%�� " �� � ����� " ��� ��� � !� � ��� �&��& 5 �����# �� � ���

ld P(W =
w|D = d; Θ)

���
U

������ ��"��� 5
β

�
V

5
p

�
lαt

��#
nT

������ ���$���%�� ) 4���
�� "�# ��� � �� ������ ���$���%�� � ���� ������� "� � ����$ ��������� � �� �� � ��'
���� � " �&�!� �&%�  "��� � ������ ����� !� �� � ������ " �����$ ���� � ���
��� � ����"���� ��� � �&%� � )

<������� � �� "�� ���� ���"�� ���� ����" "��� �� !������� ����� ��� ���� "� ��������
" ������# �� ����� O � ��� 2*3 � �� � ��$�� " � ���� ��� �� "������ ����"��� ����� !� :2*3
�&��& � � �#���� " ����������� 0� ) � ��� ��� ���� %� �$��� �� �������� ������$�
" :2*3 ��� 2*3 O � �������������� ���� ����� "� ���� ��� "� � ����$ � �� � ����� �����
" ������ � ����� " �&%� � ����� �� $�9� 5 �� �&���� " �������� " � �"%�� � "
�����[� " ��� ��#��� ) *�� � ���� �����!� � � �����& � �� ���� !� 2*3 ���� ���� �����
5 � ��� � ���� !� :2*3 ) 7� � � � �� "���� �������� � ������ ���$���%�� �� �����
" � ���%� #��� � � �� � " ������ �� ������� $����� ����� !� � ���$����&�  7
 �
�����$ !� ���������� �� � ��� �� � �#���� "��� ��� � $������� !� ��� ���� $����� )
� ��� ��� ����� ������� �� �� ������������ � ��$������ !� � "��� �� #� ������
���"���� � �� #��� � $�����# ���� ������ � ���'�"����� � ��# "����� " �����������$
Y�� ���� " K���H�� �AL �EKKH A �� D�A�� ��EL Z � !� ��� �� "��� � �� " � ��� ���"��� ����
" ����������� ) 4 ����� ���� � �� ��� ��# ��� " ��� ��������� " � ���$����&�  �� "� � ��  ��"�
" $���"�� Y

O(lnT )
Z !� 2*3 0� � "��� �� �� �� " ������ $�����# ���� ��� ������� ��

� ����� " ����������� �� ��"��� )
� ��� ��� ��� ��� ����� :2*3 ��� "� � �"%�� " ������(������ ��� ��� ����� !��

���� ���� �� ������� ����� �&�� ���!� 5 �&�!� "���� �� ) �� � � � ������ ��� �� "��'
����� ������ !� � ����!� �� ������ " 6�+� �� ������� � ��� ������� �� ������������
" ����������� � � �������� " ��� "� ��� �� 5 �� $����  � � ����������� " ��� �#� 5 ���'
����� �&%� � � ����" !� "��� � ���������" ��� �� ����� "� �&%�  ) 4 ��� � � �"%� :2*3 �
� �����& � �� ������� ����� Y�� �&%� Z "�� ���� �� ������� 5 �&�!� ����������
Y� �� � "� ��� ��Z � "�# � �������� " ��� � ��  � �� "��� �� � ��  "���� �� � ������

\��^mn i__ hl0ucak tg bcd a bi� cj r bg_k hl^� kujc^_ ig ak_a rk di rcfkl�k_uk rk �gdd�iu�e�kc� dkl 1\��i mi�^_ rk _^ln idcakl dka n ijlcuka rk hiaai�ka kaj 0�idkn k_j rc�0lk_jk kj kaj di u^_a0tgk_uk rg h^c_j
rk fgk ir^hj0 �upi_�kn k_j rk �iak ri_a g_ uia kj hl^�i� cdcajk ri_a d bigjlk& 1\��k uidug d rk di u^nhdk+ cj0 r bg_k r0u^nh^acjc^_ k_ fidkgla ac_�gdcqlka ifku ihhl^+ cn ijc^_ rk li_�

kagl g_k n ijlcuk ulkgak kaj g_ hl^� dqn k rc� ucdk 1 �^cl 	�klls kj id 1` ���� h^gl g_k 0jgrk r0jicdd0k 1
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� ��  ��� ����� " "�� ����� � ��� ��� � �� �&%� � ) <��� �� � ��� " ��� "���� �� ����
���� " � ��  ���� � �� ��� �� ��� �����$�� �� ������������ � ������

P(T = t|D = d; Θ)
)

2 ����������� "� � �"%�� �� ���� ���� �� � A�� 	AF E�J ��� "� "����� " ��� ) 2� "�'
(������ � �� ������� " ������������ ������ ��"���� ���� "�������� "��� � �&����� � ) 2�
��������� � ������ !� :2*3 �� ��� ���� ���� ("%� ��# "����� !� 2*3 � ��� � �����'
���� "� ������������ ���"������ �� �� �� 5 "��������� "��� �� "�# � �"%�� ) �� �� � ���
�����!��� � "�N ��� " "���� "� ����������� � ��� �  � �����$� ���� ��� ) * �����������
�� �&���� %� " ���'����������$ � �� ���� �� �� ������ � �"�(� " � ���$����&�  7

��� �� ����� %�� " �� � ������ !�� �����[� �� �����$�� � !� � ��� ����  ��� ��
����  � " "����� )

2 ����������� �� ������$� ��� �� �9�& " ��&��& " ������� ����� ��� "� ������
������� ) :2*3 �� ��� ���� � ��� � " �������������� � 5 �� ��&��!� " ��� "
��� ������� "� ��� �����!���� � 5 2*3 ) >� �"��� � �� ��� ������� ������� � ��� ��� #���'
� �� ��� !�� ����� ���"�� ��� :2*3 � � ��� � ������ � �� � �� � �+�� "� ��� ��������
���"��� ��� �&���� "� �&%� � ���&�� ) 2� ������ � ��� ��!��� ��� ��&��!� �� �������
�� "����� �� " � ��� � ������ ������ "� "�� ����� �&%� � "��� � ������ � ��� ��� ��%�
����� "��� � ������� ) ���� ��� ���!� �� �����%�  " �������� )

� �� �� � &&� �#!��� � �"��� &�! &#!��!� ���� �

2 ����� ������ 4 ����&�� ����� Y2���� 4 ����&�� 3 ��� ������ � 243 Z (6�� � �� )� �//�) �
��� ���� ��� 5 ������ "� ��� ��� " :2*3 ) 2� "�# �����!�� �������� " 6 �� � ;$ �
1��"�� 5 � ��$��" " :2*3 ���� O

S 2 � �"%� � ��� ��� �� � �"%� $�������� "� "� ��� ��� � ��� �� ������� �������� "�
�#�� �� �� �������� ��� !�� � � �� ���"� ��� �  ������ !� �� ��� ���� "�
�#�� " � ������ " �����������$ ) *� �� ��� ������$� " ���"�,�$ � ���� ���
� ��� " �����%�  ��� �� � ��� � �� �� ���� "�������� ��� �� "� ��� ��� ��� �
� �� � ��� " ����� � ��� ��� �� �� ����������� " ��� "���� �� ��� �� )

S 2� ��� ��#��� "� � �"%� �� ������� � �������� "� ����� " "���� ��� ��������
� ��� � ����� ����� "� ����� %��� ) 6 �� � ;$ � 1��"�� ����� � �����%�  ��� �  ��
���� "� �&���� %� " ���'����������$ ������ ��� ���� ��� Y!� ���� ���(�� ��
" �������� "��� ���� #� ������Z )

2 � �"%� $�������� ���� ��� "��� "��� ������� �� ������� " ����� ��� ��� 5 ����
�� � ��� " ��� "���� �� � ��� ���� � ��� ������ � �"� �� �����'�&�� ������� $������ ���
:2*3 ) > ��� � ���!��� �� ������ ��$$%��� " ���� �&�!� � �� " ��� �&%�  � �� �'� ��  ����
"��� �� � ����$ � ��� �&�!� "���� ��

d = 1, . . . , nD
O

-) < ��� �� ����� %��� "� � ����$
µd ∼ Dir(α)

)
µd

�� "��� �� ����� "��� ��
nT��� � ������ ��� � �� 5 -)

α
�� �� ����� " � ��  ���$��� � ��� "��� �� ��� '

� ������ � ������� �� � ������� � ���� �� � �� � � ��� ���� �� �#�� "� ������ )
� ) :��� �&�!� � ��

i = 1, . . . , ld
O

Y�Z >��"��������� �� 5
µd

� ���� �� �&%� 
Ti ∼ Mult(1, (µ1, . . . , µnT

))
)

Y� Z >��"��������� �� 5
Ti

� ���� �� � ��
Wi ∼ Mult(1, (βTi1, . . . , βTinW

))
�
β

�����
�� � �����

nT × nW
" ����� %��� ��� !�

∀t ∈ {1, . . . , nT },
∑nW

w=1 βtw = 1
)

2� ����� %��� "� � �"%� ���� "��� O

Θ = ((αt)t=1,...,nT
, (βtw)t=1,...,nT ,w=1,...,nW

)



��

>�� �  � ��� (6����� ��" 1������ � �//� ) � �� � �� �$��� �� ���� � � �"%� ��� � 
�� � �"%� " � ����$ " ���� "����%�� � "��� �� ��N ����� " � ����$

µd
���� �����

��"�� �"�� � �� � ��� �&�!� "� ��� �� ) >&�!� "� ��� �� ������ ����� "
ld

����$�
��"�� �"���� ���� �� ��� "����%� " ����� %���

(
∑nT

t=1 µdtβt1, . . . ,
∑nT

t=1 µdtβtnW
)
� � ���

5 "�� !� � ���( � " �� �������� ������������!� " �&�!� "���� �� � ������� ��� �  ��
����������� ���+�����!� � �����[�� ��� �� ������� �����

µd
� "�

nT
���( �� " ���

β1, . . . , βnT

)
4 ��� ���� �� ��� � �� ����������� " ��� "���� �� �� O

P(Cd; Θ) =

∫

µ
P(Cd|µ; Θ)p(µ; Θ)dµ

=

∫

µ

(
ld∏

i=1

P(Wi|µ;β)

)
p(µ;α)dµ

=

∫

µ

(
ld∏

i=1

nT∑

t=1

P(Wi|Ti = t;β) P(Ti = t|µ)

)
p(µ;α)dµ

P� � � ���
µ

�
α

"��� � ��� ��# " "�� �����
nT − 1

� � ���
w = 1, . . . , nW

� � � ���
t = 1, . . . , nT

�

p(µ;α) =
Γ (
∑nT

t=1 αt)∏nT

t=1 Γ(αt)

nT∏

t=1

µαt−1
t

P(T = t|µ) = µt

P(W = w|T = t;β) = βtw

4��� O

P(Cd; Θ) =
Γ (
∑nT

t=1 αt)∏nT

t=1 Γ(αt)

∫

µ

(
ld∏

i=1

nT∑

t=1

βtWi
µt

)(
nT∏

t=1

µαt−1
t

)
dµ

=
Γ (
∑nT

t=1 αt)∏nT

t=1 Γ(αt)

∫

µ




nW∏

w=1

(
nT∑

t=1

βtwµt

)Cwd



(

nT∏

t=1

µαt−1
t

)
dµ

�� � ��$�� " ��� �������� &+� �$��� ����!� !�� � ��� ��� � �#�� ����� "����� �� ) 6 �� �
;$ � 1��"�� �������� �� ��&��!� " �������� ������������ � ��� ������ �� � ���
�����# �� ����� 0� ) >�� � ��&�" � ���"� ��� � ����$����� " 1��� � ������� 5 ������ ��
"����������� ��������� � � ��� ��� �� � � " �� ���� �� ����� %��� �(� " � ���� ��� �� "���'
$�� " ��������'2�� �� ��� �� "����������� ���� ) 2� ������ ���� ���� ��� " ��� ���(�
� � �"%� � ������ � ��� ���

µ
�

T
) �� �� ����� � ����� � " � ���� ��� �� "������

��� � � �"%� ������&� � �� "����������� ������� ��� �� � ��&�" " ; ���'? ��&��� ) ��
� ��$�� " � �����  7 " �� ��$����&�  7
 � ����������� � ) 4 ��� � �����  
 � �� � �� �����
� �#�� ��� �

α
�

β
�� � ��� �������� " �� ����������� ����� ����� )

243 �� " ��� ��" ������ ���� ��� �� ��� �� � ��� " � ���# ��� Y���� � �&����� �Z )
2� � ��&�" �� ��� ���� �� � �"%� ���$��� �  ��� �� � 5 �� � ����$ " �������� ����

\� �d migj _^jkl tgk r bigjlka jkup_ctgka r bc_m0lk_uk ^_j 0j0 hl^h^a0ka rkhgca h^gl kajcn kl dka hilin qjlka
rk ��) 1 � b0upi_jcdd^__i�k rk � c��a _^jinnk_j akn� dk r^__kl rk n kcddkgla l0agdjija tgk d bc_m0lk_uk fielcijc^__kddk ` u^nnk dk n^_jlk_j 	�lc� jpa i_r �jksfkla ` ���� ` �g_jc_k i_r �i�gdc_ ` ���� 1 � bid�^lcjpn k
r bkah 0li_ukehl^hi�ijc^_ 	� c_�i i_r �i�kljs` ���� u^_ajcjgk g_k igjlk idjkl_ijcfk 1
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Y�� �&%�  ��� "���� ��Z � 5 :2*3 ��� "�# ������ Y3: � >?3 ; Z) :2*3 ���� �����[�
" �����$�� �� ��� !� ����� �� ����� ��&��!�� ) 3�� �����[� " �����$�� �
�� ���� � ��# !� �� � �"%�� ���$��� �  � " � ����$ " �������� ���� � !�� ��������
"� � ���# ���� ��� ������� ) 243 �� ���� ���� �� � ����� � " ������� ���� !� �
����� " "�� ������ ��$� �� )

*�� "� ������������ ���� �����%�� � ��� �  " �� ������(������ ��� ����� �� "� (����$
������ �������� � 243 �� � ����� !� �� "�# � �"%�� �� ���� ����!�� � � �� !� " ��,��
� ���� � ��!�� ) 
 ��&����� �� � � � �"%� � ��� ��� ���� ��� ��� ���� 5 :2*3 )

7� ���������� � ��� !� 243 ���� �� � �"%� �&����!�� �� � ��#  ����(� !� :2*3 �
� ���� " ���� �� �&%�  ���� �&�!� � �� ���� � ������"������ ��� �� ������ ��������
" ���������� "��� � "������� ) >�� � �� ������%�'�'�� �� �&��� !�� ������� -/ �&%� �
"�� ����� ��� #� �� � �� ��������� ������� �� � ��� ���� �� ���� � ��"����� "� ������ "
�����"��� �� $���" �����

nT
" �&%� � � ����� �� � 2� ��� ��# ��� "� � �"%� ��"��� �����

"� "�N ������ " ������ � !�� ����$�� 5 � ���� �������� �����# �� ������ "��� � ����� �����
"� ����� %��� ) >� �"��� � �� (��� � �� !������ "� � ����� ���� ������ �� �� ��$�� ��
" � ��"� � ����� " 243 � !�� � ���� �� ��$����&�  5 ������ "��� �� ���� " ����
��� �������� ��� �� ������(������ �#���� ��� ��� ����� ) ;��� ����"���� ���� � "�����
��� � � �"%� � ������ � )� )

� �� �� �#$$#�������� ��#� �

2� � ��������� " (>���+ � �//� ) ���� ���� ��� � � �"%� 8�� � �':������ �� " �����'
�� �� ����� �"���� ��� �� � �"%�� ������� � �&%�  �� ����� "� "� ��� ��� Y� ����$
" �������� ����Z � ��# !�� � ������ �� ����� "� � �������� Y:2*3 � 243 Z � �
�� �������� ��� "� ������ " �#�� ) 2 ���������� ���� ������� " �����"� !� ��� "� ��'
� �� � ��� ��� ������ �� � ����&�� ���!� ���� � ��� ������ ������ !� ��� ���� ��� ����
" ���� �� �&%� � "� ������ )

2 � �"%� $�������� " 8�: �� � ������� O
-) :��� �&�!� "���� ��

d = 1, . . . , nD
�

Y�Z :��� �&�!� �&%� 
t = 1, . . . , nT

� ���� �� ���$��� ����� "� �����$� "� "�'
��� ��

d
�������� "� �&%� 

t
O
Ldt ∼ Gamma(at, ct/at)Y� Z :��� �&�!� � �� "� �� ��������

w = 1, . . . , nW
�
Cwd ∼ Poisson(

∑nT

t=1 Ldtβtw)
2� ����� %��� "� � �"%� ���� "��� � �&���� O

Θ = ((at)t=1,...,nT
, (ct)t=1,...,nT

, (βtw)t=1,...,nT ,w=1,...,nW
)

7� �����!� �� �"��� �
a

�
c

���� �����"���� (#�� � ���� ��
β

����� � ��� � " ��� ��$�'
���&�  " �������� )

2 ����$������� " � � �"%� ����" "��� � ����������� " �� �������
Ldt

� !�� � " � �� 
!�

µdt
"��� �� ������� �����"��� � � � ��� �������� " ��� "���� ��� � �&%� � ) 
 ���

�� � � ��$�� ���� ��� " ��� ����������� � ��� �� �&%�  " ���������� "��� �� "���� �� � ���
����[� " �� ���$��� � � ����� " �� �������� � " � ������ "� �����$� "� "���� ��
d

�������� "� �&%� 
t

� "��� " ��� ������� ���%� � ������ ) 2 ������� ������ ����� ����
�� �d a bi� cj ` ri_a ukjjk k+h 0lck_uk ` rk hl0rclk ` * hiljcl r bg_ k_akn� dk rk � dn a r^__0a h^gl g_ gjcdcaijkgl `

g_ igjlk � dn tg bcd ihhl0uckli 1 �k n^rqdk kaj k_jlic_0 agl g_ � kg u^nhdkj r bgjcdcaijkgla ifku dkgla � dn a
mif^lca kj jkaj0 agl g_ igjlk k_akn� dk r bgjcdcaijkgla 1 �k hl^� dqn k kaj i_id^�gk * ukdg c rk di udiaac�uijc^_
rk jk+jka ac d b^_ lk�ilrk upitgk jk+jk u^nnk g_ gjcdcaijkgl kj dka n ^ja tgc dk u^nh^ak_j u^nnk aka � dn a
hl0m0l0a 1
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!� ��  ����� ��� � ������ " ���&��
c

� �� �� � ����� � " ��������� �
Ldt

� �� �����������
�&�� ���!� � � !�� �� �������&���� "� �[� "�

µdt
"��� :2*3 � 243 )

βtw
�� ��� ���� �

� �����& � �� ����������� " ����������� "� � ��
w

"��� � �&%� 
t
)

4 ��� �� � ��� �� � ����� %�� " �� ��� " :������ �!������ 5 � ��� ����� " �� ������� �
∑nT

t=1 Ldtβtw
� �� ��� �� ��� �  �� �����# �� ����� "

Cwd
) (>���+ � �//� ) �����$� !�

8�: � �� ����� ��� ������ �&� "� �����%� � " ������������� � �������� �+�  ; 
 M ���
� ������# �� ����� O

C ≈ lβ
) >�� �����$� ��� ����� � ��� �� � ����� " � �������� )

>���+  ����( � �&��# " �� ��� 8�� � � " � ���%� � ����!� � ���� ��� ��
Ldt��� �� ������ ��� "� � ��&�"� &������!�� ) 2 ��� � ������ "� ������ " ���� 

a
��

�$��� �� ���!�� ) >���+ ��� ���� !� � ������ � � ��� �� ������� �� ������ � � ��
"���� �� ��"������� ��� � ����� � �+� " �����$� ��������� �� �&%�  "���� "��� ��
"� ��� ��� ) ;���� ���� � "��� � ����#� " (>���+ � �//� ) �

a
�� ���� ��� (#� � � �#� �����

��$$%� !� ��� ���� � ��# � ����'���� � !� � ���'���� � Y�+��!�� �� �
a = 1.1

"��� ��
#� ������ ��������Z )

>�� �  "��� � ����" "� � �"%�� ������������ �����"��� � �� ��$'����������� � ���
��� � �#�� ����� "����� �� � �� ����� %��� ) 2 ������ " �� ��$'����������� ��� ��%�
� ��� "� ���$���� �&�� ���!��

Ldt
(#�� "��� O

Lc =

nD∑

d=1

log P(Cd, Ld; a, c, β)

=

nD∑

d=1

log

(
nW∏

w=1

P(Cwd|Ld;β)

nT∏

t=1

p(Ldt; at, ct)

)

=

nD∑

d=1

log

(
nW∏

w=1

e−
∑nT

t=1 Ldtβtw(
∑nT

t=1 Ldtβtw)Cwd

Cwd!

nT∏

t=1

(Ldtat/ct)
at−1e−Ldtat/ct

Γ(at)ct/at

)

= −

nD∑

d=1

nT∑

t=1

Ldt(

nW∑

w=1

βtw +
at

ct
) +

nD∑

d=1

nW∑

w=1

Cwd log(

nT∑

t=1

Ldtβtw)

+

nD∑

d=1

nT∑

t=1

(at − 1) log Ldt + nD

nT∑

t=1

log
(at/ct)

at

Γ(at)
−

nW∑

w=1

nD∑

d=1

log(Cwd!)

2 ��"� �� ����� " (>���+ � �//� ) �� " ������!�� � ���$����&�  7
 � ��� �� � ���%� !� �
������ " � ��� ����� "�

Ldt
� �� �����%�  � >���+ ���� �� "��� " �� ����� � �����  7

��� �� � �#�� ������� "�
Ldt

� � ����� � ����� �� ����  "� "������������ #� ���� �����
Y�� "����� �� ��%� �������� ������ " ��� � ����Z )

W� � �#�� ������� "���� � ��� ��� � ����� � � ��� >���+ �� ��!� !� �� � ���� �������
"
−Lc �

Ldt
� �� ��� ����� 5 � ���" " ��� ����  " � ���$����&�  ; 
 M � ������������

"��� �� ��� � "
−Lc !�� ��������

β
�� "���$�� " �������� '2�� ��

D(F ||WH)
���

H ↔ l
� "� � ������

F
�

W
" "�� ������ ��� �����

(nW +nT )×nD
�

(nW +nT )×nT
O

F ↔




C

a1 − 1 ) ) )
anT
− 1






�� � � ���� �� �����

W ↔




β

a1/c1 ) ) )
anT

/cnT




:�� �����!��� � � � ���������� " �� � �� 5  ��� " ; 
 M (2 ��" *��$ � �// -) O

Ldt ← Ldt

(
nW∑

w=1

Cwd∑nT

t′=1 Ldt′βt′w
βtw +

at − 1

Ldt

)
/

(
nW∑

w=1

βtw +
at

ct

)

:��� � �����  
 � >���+ �������� �$��� �� " ������!�� �� � �� 5  ��� " ;
 M � �
������������ ��� ���� "����� �� �� "���$�� " ��������'2�� �� ������ 5 � ������#�'
� �����

C ≈ lβ
���� � ���� ��� �

β
) ; ��� ������� ����� O

βtw ← βtw

(
nD∑

d=1

Cwd∑nT

t′=1 Ldt′βt′w
Ldt

)
/

(
nD∑

d=1

Ldt

)

6�� !� ���� �+��� ������� � ������ � )� )- ��� ��� ��� ������� � ���� ��� ����� ���
������ � �����$���� �� "�� ���� ����� ��� �� � �"���������� ��� ��� �������� ���
Y� )� Z � ��� "������������ " :������ Y� )�Z ) >�� "���$�� ���� 5 �� ���� � ��� �� "
�� ���$��� "� �#�� O

S � ��� �� ��� �������� ��� � �� ���$��� "� �#� �� �� ����� %�� Y!�� � ��� " ��������
��� ���� � � � ��� �����"��� ��� �  "���� "��� � � �"%� " �� ������ � )� )�Z � "
���� !� ��� �� � ����� � � ���%� ���� ����� "�

β
� " $����� #���� �� �� �#� " ���

���$��� !�����!� �
S � ��� �� ���� " :������ � � �����& � �� ���$���� "� "���� ��� ���� ����� �

��� �� " ��,�� �� ������ ��� ��
λ

O ����!� � ����� %�� " �� ��� � ��� � ��� �����
"� ����������� � �� ��� �  "�

λ
������� �� ���$��� � �+�� "� �#�� ) 
 ��� ��

� ��� ��� � ����� � " ���� ���� �� ���(!� � " ���� ��� �� " ��� ������� �����������
" ���$��� " ��� �#� 5 � ����� ) :��'��� ���� ����������� � �� � ��� ��� � ����� � ���
���� 5 ������ " ����� %��� ���� �� " ������ �� "���� �� " ��� ���$��� "���� )

�� � ��� ��� ����� !� � ������ �� " �� ���$��� ��� �  �� ������� #�$%� "��� �
� �"%� " � ����$ " �������� ���� ���� �� � ����� ��,�� " �����"�� 0 � � ��� �� ����
���� �������� !� ��� �������� �� ���� �� ���� ����������� !� ��� � �"���������
�� ������ Y���� " :������ � � �"��������� 6������� �� ���� ��������� " �&�!� ������ "
�� � ����� "� ��� ��� ��� �� ��� �  � � ��� � �����"��� !� "� ���!����Z ) > ��� � ���'
!��� ���� ����� "��� �� ���� " �� �&%� ������� �� ������������ � �������� ��� � 5 ��
������������ � :������ � )

7� �����!� � 8�: ������ " � ������ ��������� !� 243 ��� � �������� ������������
���� � ��� �� � ���# ��� !� ��� �� �9�& " ��&��& " ������� ����� ) 2 ���������� "���%�
� � �"%� �� ������� �� ����������� � ��� ���� ������ �� "�# �����%� � ���������#
�������� O "� � ���� " �� " �� � �"��������� � ��� �� ��� " :������ � �� � ��� ��� � ����� �
" $����� �� "���� �� !�� ���� #���� �� " �� ���$��� ����"� � �� ������$� " �����'
��� ���� � " ��� ���� $���" ����� " ������#�� ������ � � ��� �� (��� � �������� ����� ��
" � ���$����&�  ;
 M Y��!�� � � �"%� � ��� " �������� ��� ��� ���� #� ���� ����� ��Z )
:��� ������ � "���� � ���� � ��$������ !� (6����� ��" 1������ � �//�) � ���� ��� � ��
������� � �������� ������������ � � ���&����������� " 8���� "��� � ��"� " 8�:)
�\�d aklicj 0�idkn k_j h^aac� dk rk di n^r0 dcakl hil g_k d^c rk ^caa^_ ` u^nnk ri_a 	� dkc kj id 1` ���� 1



��

� �� �� �"'#���#!��� � � "#"�� �%��
�� ��� �� # ��� " �������� ��,��� " ����"� 5 "� &������&�� �&�� ���!�� ��
� �"%�� ������������ � ��� �� ������(������ ) 4 ��� �� � ��� �� ����� � ���� ����� ��
� ��� � ��� ��� �  ����� � ����� !� �� ����� � ��� ������� ���!� " ��&��& ���
���������%�� �� ����� "���� �� ��� �%�� �������� � ��� #� �� (6��&�� ��" <�����$ �
-��. � 6��� � �� )� -���) ) ; ��� ���� ���������� 5 � �#������ ���� ��� "��� (� ���������
��" 8������ � � �//�) ���� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� ) >� ������ �� �� ���
� �&+� ��&%� !� �� � �"%�� &������&�!�� � � ��  � ���� ���� �&����!�� �� �!�������� 5
���� &�� ���$�� ����� Y��� �� � ����$ " � ����$� �� �� � ����$Z � ���� � �����!� ����
N ���� ��� ��� ������ �� �������  " "�����'� ���'��$�� "��� � ����� ����� "� ����� %��� )
3 ���� � � ��� �� &�� ��� �+��� 5 ���� �� �9�& " �$���� � �� � �� �� ���� ����� " "�����
$�����%�� �� � �� ����� ��� ��� " ��� "��� �� ��� �� �� �� ����� �������� �� "
� ��'�������� ��# ��� �� ���� &�����$%�� ) 7� ���� � "��� �� ��� " �����+� #��������� �
� ���� " � ������ "+��� �!�� �� � �"�(� �� &������&� " � ����� � ��� � #����� ��
��� �� ���������� ���� ��������� )

2 ������� ���� �� "�# � �"%�� O � ��� ������� " :2*3 � � �����&���� :������������ 2����
*� ����� 3���+��� � �+� ����!� "��� � �[� !�  ���� �� � ��� � �� "� ��� ��� � � � ����� �

 ������� ��� 3�+� � ���� � �����&���� 3���+��� Y
 3 *�3 Z� ��+� ����!� � "��� �!�� ����
�� � ��� " ��� � ��  "���� �� ����������� �� � ��  $����  �&�� ���!� � 5 ���� ��
� �"%� " � ����$ " �������� ���� " �� ������ � )� )� )

P� ���� �� "���� �� &������&�
τ !�� � �� ����  " ��� ���� " �����

c1
� !�� ��� ��

nC
���"� �� ����� ) :�������� " ��� ��" � � �"%� $�������� " 
 3 *�3 ���� �� "���� ��

d
" ���$���

ld
���� ��� ����� )

-) < ��� �� �&%� 
Td

���� � ��� ��"� ������� O
S P� ���

ck
� ���" ������� )

ck ← c1
)

S <��� !�
ck

� ��� ��� �� ����� � �� ���
ck(1), . . . , ck(p)

��
p

(�� "
ck

� �� ���
ck+1 ∼ Mult(1, (αm+1, αm+2, . . . , αm+p−1, αm+p))

�
αm+i

����� �� ����������� � �
����� �� ���"

ck
� " �&����� � ( ��

ck(i)
� ��� �� ������� ∑p

i=1 αm+i = 1
�
m

�����
�� ��"�� "�� �"��� " �� ��,�� " ��� ����� �� �����&� ) 2 ����� ����� "
����� %���

α
����� �� � ����� " ������

nT
� ����

1
�� ) :���

t ∈ {1, . . . , nT }
�

�� ���������
(c1, . . . , ct)

� � ���� 5 �� �����
ct

� �� � �&%�  "� "���� �� )
� ) >��"��������� �� 5

Td
� ���� ��

ld
� ��� "� �#�

Cd ∼ Mult(ld, (βTd1, . . . , βTdnW
))

�
β

����� �� � �����
nC × nW

�� " ����� %��� ��� !�

∀t ∈ {1, . . . , nC},

nW∑

w=1

βtw = 1.

?� ��!���� !� �� �� ������"�� " � ����� � ��� !� " -� �� ������ �� � �"%� "
� ����$ " �������� ���� ������!� ) 2� �� ���(���� " ��� � ��&�" ����" "��� � ����� 
���kuc h kgj ak f0lc�kl k_ lica^__i_j u^gupk hil u^gupk 1 �gl dka mkg cddka ` cd s i igji_j rk u^k� uck_ja tgk

rk mkg cddka n ^c_a dk _^n�lk rk hilk_ja agl di u^gupk agh 0lckglk hgcatgk h^gl upitgk hilk_j ` dka u^k� uck_ja
r^cfk_j a^nnkl * � kj ^_ i r^_u g_ hilin qjlk dc�lk rk n^c_a 1 �gl di u^gupk r bigerkaaga ` ^_ i g_ _^n�lk
rk hilin qjlka 0�id ig _^n�lk rk _�gra n^c_a dk _^n�lk rk _�gra rk di u^gupk igerkaaga ` kju 111 �_ i
r^_u g_k acnhdc�uijc^_ �gatg b* di liuc_k rk d bil�lk ` tgc _k u^_jck_j tg bg_ _�gr

c1

kj dk _^n�lk lkupklup0kaj
nT − 1

1
��)g �_id ` akg dka dka

nT

rkl_ cqlka dc�_ka lkdijcfka ig+ mkg cddka a^_j gjcdca0ka n ica ` ri_a di hpiak r bihe
hlk_jcaai�k ` cd kaj _0ukaaiclk r biaa^uckl rka hl^�i� cdcj0a rk n^ja * upitgk _�gr rk d bil�lk 1



�. � � ���� �� �����

" �������� "� ����� %��� !�� �� ����� ���" ��� ���" � �� � �+� " � ���$����&� 
7
 )

:��� ���� ���"
c ∈ τ

� �� ���
τc

� ������ "� ������ " � ����� ��������� ��� ��
c��� ��� ���"� � ���� ( �� ) 4 ��� �� ��� �� �� �� � �� ��� �%" ��� �  �� � ����� � ������

!� ��� ����& ���� �� ����� ) P� ������ ����� �� ������� ������!�� " ������������ "
� �7
 � ��� �� � ����$ " �������� ���� � ��� �� ��� �%� ����& ) 2 ���$����&�  �� �����!��
 ��!� �5 �����$�� )

*��� ����� � �������� !� ���� ��+��� "��� �� ���"
τl

� !� ���� �+��� ������ ��
αc

�
βcw

������� ��# ����&� ��� ������ ) ; ��� �� �����"����� 5 ������ (#�� � ���� ����
���������� ���!�� �� 5 ��# !�� �������� �� ( �� "� ���"

l
) 7� � �"�(��� ��$%�� �� ��

!������� " � �7
 � �� ����  " ��� ����� ���"�������� " �� ��$'����������� ��� ��%� �
��� 5 � ����������� "� "� ��� ��� �� ���"

l
� (� ��������� ��" 8������ � � �//�) ���� ��

" ������!�� � ���$����&�  ���� ������ �� ����� %��� ������� 5 �� ������# ���"� ����
�������� ���� �� ����� ) 
 ��� � �������& �"���� "��� � ������� � ���� ��� ���"� �
��� �� !� ��� "� ��� �� ����� � ������ "��� � ��� � ��� !��� ����� 5 �&�!� ����  "
������������ " � ����� ) �� ���� "��� � ��������� "��� � ����� ����� " �� !������� " � �7
 5
�D��AK �� ������ "

τl
� ��� ���!�� �� 5 ���� !�� ������ " ���� � ���� ) *� � ��� ����

" � �#�� ��� �� !������� ����� " � �7
 � �� ���� "��� ������ " ��'���� � �� � ���� ����
�� ����� %��� ���� ��# ������ � �� #�������� ���� ����� �� �� ���� ��� ���!��� ) 2
$��� � �� �� " ������ � �� � ����� �� "����� $�9� 5 �� ��� ���(������ "� �����%�  ��
����� ���� " ���� ���"�� )

*��� 
 3 *�3 � �� �#� � � �� ��������� !� �5 �� ��� ����� ) > ��� �� ������ � ���
��!��� � ��������� � 8������ � ���� ���� � � � ���������� " :2*3 � � �����&���� :������'
������ 2���� *� ����� 3���+��� Y�:2*3 Z "��� � � �"%� $�������� �� �� ����������� "
:2*3 � " 
 3 *�3 ) 2� �������� " ����� �� ������� � ��� �� ������ ���� �� �&%� �
"� ����� � ���"���� ��

(w, d)
� ��� ���� ��� ��� �� "� "���� ��� ) 2 ����� "

����� %��� �� ���� �� � ������ Y����!� � ��� "��� �� ���� �� � �����
α

���� ��� �� "� ��'
� ��� ��# �&%� �Z � ��� �� �!������� " ��'���� ����� ���� �����#�� ����� �� �� � �� �
!� � ��� 
 3 *�3 )

;��� ����� "� 5 ���!�� � �����%�  " ��'���� ����� �� ��� "� ����� %��� ) W� ����
"� �� ������ !� � ��� � �� ������� 5 � ������� " �� � �"%�� �� !� ���� ���� ����
� �# ����� " ��� ���� � ������ ) *�� �� �����%�  ��� � �� ������ #���� � �� "�N ��� � 5
� ���� " ������ �� ����������� ������ "� "����� � " ������ �� ��� �������� ) 7�
� � � ����� !� "� �&��# ��� ��� ��� �  � ����� " "�� ������ ������ � ���� "� 5 ���
���"��� � � ����� " �&+� ��&%�� 5 ������� � ������ ��� �� ���� ��� ���� $���" )

>�������� !� � �&��# " � ����� �� �� �����%�  � � ��������� � 8������ � ���� ����
�� ����%� " �������� " � �"%�� ) > ��E���A 
A �D�� 	AF E�J K �D�CHK�E��A ������� � ���� 5
������� �� ����������� ��� ��%� "� � �"%� ���%� ����� �����!�� � �7
 � � ���� �����
!� �� ������������ � ������ ���� 4 ����&�� ) 3 ���� � ���%� " ������ �� �����# �� ������ "���
��  ����(������� ���� ���� �� � ����!�� � ��� �������� �� � ���%� " ��� ���� "�#
��������� ��� ���� ��� 5 �� ��,�� "��� ��� ������&�� �� "����� ) >�� "�� � � ��  �� �
����%� ����� �&����!�� �� ������������ � ����� �� ��������� � �� ���� � �����!� ���
"�N ��� 5 �����!�� O �� ������ � � �� " ����� � �� ����� %��� " � �7
 ���� ���� ��
����� � ����� �� ) �� ���"���� �� ����%� ���� ��� �� � ��� ������ �� � �"%� � ������ � ��"�� �'
"�� � �� "� �����#�� ������ ������ ��� �� ���� � ���� " � ����� ����� "� ����� %��� )
> �����%�  � ���� " �������� ��� � "� �&��# "� ����� " �&%� � "��� " ������ � �"%�� )

2� � ��&�" " ����������� �� �� ��� �� ����%� " ������� ����� ������ ) �� � ��$�� " "�'
��� ��� �� ���# �� ��� " ��� �$���� � �� ��� �� ����������� �� " ������� � ���������



��

" ������ ������� � ������ �� ) 2� "�(������ � � ������ " � ������� ����� ������ �����
�������� "��� � �&����� � ) >�� �  ��� ����� �������� � "��� � ���$�� ������� " �� ������
� �&��# "� � �"%� � � � ����������� �� ���� � ������ #&������� �� �� ����'����� "
� �"%�� � 5 ������ ���� �� ����� �!�������� " ������"�� � � ��� � 5 � (�� � � 5 � � '
���� ( �� ��� ( �� ) 2� ��������� ���� ��� ����� ��� �� � ����� ���� "� � �"%� ���� ��� �
� ��  ����� " ������ ) :�� ������� � � ����%� " ��� ��# ��� ��� �&����!� �� ������� � ���
�&�!� � �"%� ) *��� #������� � �� ��������� ���� � $������ � ������ � ��� �� � �"%��
&������&�!�� � 
 3 *�3 �� � ����� !� �:2*3 ) 
 ��� � ����� " ���� �� �� � �"%��
����� ���� ��� ������ � ��� ��� ��$��$��� � ���� ����������� ��� � ����%� " ��� ��#���
��� �&����!� � !�� � ��� ������� � � ��"���( ��� ��� ���� �� � ������ ��������� � ��� �
" ������� ����� ������ ) 2 �&��# " �� �������� ��� "��� �� �����%�  �����!� )

����� �� # ��� ������� �������� " :2*3 � !�� "��%��� � � �� ����� "� � �"%� � ���
��� ���� �� ����� " �� � ��&�" " �������� � ���������� 5 ����� ������� ��� � ������
5 ��� ��� ��� 5 ���� �� "� ��� ��� Y� ����� " ���" �Z (�&�� � �� )� �//� � 
 � ��" �&�� �
�//�) ) >� ���"� ���������� �� ��� �%� ����  ��� � ��������� " ��� � �"%� &������&�!�
5 ������ " :2*3 ) 4 ��,�� ���� � ��!�� � (8������ � �� )� �//�) ���" �� � �"%� &�����'
�&�!� �������� �� ������� "��� (� ��� ��� ��" :�U��&� � -��.) � ��������� ��� �� � �� �
���� !� :2*3 � � ��"� ����� ��� !� ���� �� ���"� " � ����� ������ ��"�� 5 �� �&%� 
Y� ���� 5 � ���� �������� 5 �� "����������� ��� � �� ��������Z � !� �� ������ ���� �
���� �����"���� ��� �  "� ������ � � ���'5'"�� ���� ���� 5 "� "������������ ��� �� ��"���
" "� ��� ��� ) 2 � �"%� " $��������� ������� 5 ���� �� �� ��������� � ����"���� ��� �
��� �  :2*3 � � ������ ��������� �� O

S �� ���"'����� �
S �� "���� �� ���� ��� ����� �
S �� �&%�  ���� � � ������ "� ���"� ������� " �� ����� � + ��� ���� ��'� ��  �
S �� � �� ���� �� "����������� �&�� ���!� ������ ��"��� )

2� �������� � ��� ��� ($� � ��� ��������� ���������� �� 5 � �����  " �������� � � �����'
���� �� ���������� " � ���$����&�  �&���� � 5 ������ � ��� �A�� J�J Y�A�� A�A
 �� Z ) W������
�$��� �� "��� (� ��� ��� � �// -) � ��� � ��&�" " �A�� E� KE��	J YKE��	H�A
 HLLAH 	EL Z
������� 5 �$�� ��� � ���� �� "� ������������ � � �������� � ��� � ����� " ��� ����� %�� "
� �� � ������ � ) 2 ��� ��&��&� �� � $������ " ������ �� ������� � �����# ) ��� � �� � ��$��
�$��� �� " ���� �� ��������� "� �&%� � � ��� ��������� � ����� &������&�!� )

>�� ���" � � � ���� " ���� ��� �� �������� � ��� � ����� ������� " �� �������� )
; ���� ���� � � ���"��� ��� :2*3 � �� ���� � "� � �� � "������ " � �"��������� � ����� '
� �� � ��� � !�� �� "� "�N ������ " $������������� 5 "� "� ��� ��� ��� ��� ) 4 �����
���� � � ���$����&�  7
 �� � ��� � !�� � � ������������ " ���� ���� ������� ��� �� �����!� !�
��� �� �&���� � �� ��� �� ��� �� ��������� 5 �� ��� ��"�� " �������� "��� � ��$��$ "�
����� %�� " �� � ������ )

���� 7�(� � 243 � ���(�� �� � ����� " �#������� &������&�!�� )
:��� (6����� ��" 1������ � �//� ) � �&�!� ���" �� �� �&%�  ) 2� �������� " � �����

�������� "��� � ����$ "� �&%�  � � ��� �!�� "� ����� %��� ������� ������ ���� ��'
���"���� O �� � ��$�� "� ������������ " ���� ��� �� �&%�  �� " "���"� ��� �� ( �� )
2 ���$����&�  ��������� � ��� � �������� �� � ���&����������$ " 8���� ) >�� �"��������
&������&�!� ���� �&����!�� �� ���  ����(� � ��� ���� � " ��� ������ ��$�"��� ) 3 ���� �
�� ������"�� " � ����� � � ����� " ( �� " �&�!� �&%�  � �������� � "����� ��� �� ���(��
����� ����������� " � ���$����&�  � �� �������� � ������ ��� � �"�(��� "+��� �!�� �� )



�/ � � ���� �� �����


 �"%� ?������ Y�Z <&%�  �����

 ����$ " (;�$�� � �� )� �///) W� ��� "���� ��

�������� ���� (>����� � �� )� �//� )
:2*3 (���� ��� � �// -) W� ��� � ������� �

��� �����
(w, d)243 (6�� � �� )� �//�) W� ��� � ������� �

����������� "� �&%� �
(#� �� ����� "� "���� ��

8�� � �':������ (>���+ � �//� ) ?���������� "� �&%� �
(#� �� ����� "� "���� ��


 �"%� ������� ������ &������&�!�

 ����$ " 7
 (� ��������� ��" 8������ � � �//�)

�������� ����
:2*3 7
 (� ��� ��� ��" :�U��&� � -��.)

(8������ � �� )� �//�)
243 X�&����������$ 8���� (6����� ��" 1������ � �//� )

������� ������������ (6�� � �� )� �//� )
7�� �����'�����$�����

8�� � �':������ X�&����������$ 8���� S
������� ������������

��� � � )- S <����� ������������� ��� �� � �"%�� ������������

(6�� � �� )� �//� ) ���� �� " ��������� � ����� ��� �� ��� ����� ���������� Y"�� � "�
��������� �&����� �Z ) 2� ������"�� �� (#� � ��� � ����� " ( �� � ������� " �&�!�
���" �� ��(�� � � !�� "��� �� $���" �# ������� 5 �� �������� ) >&�!� "���� �� ��'
������� 5 �� ����� � �� �&%� � ���� ����� ���� � � �&� �� "� ���"� ���"������ 5 ���
����� ) 243 �� ����� ���� ��� �� �����!�� ) 2 ���&����������$ " 8���� �� ������� � ���
� �������� � � �������� � ��� �� �������� � �� �&%� � ) �� �� �������� ��$����  " �
"� ��"� � ��� �� ��� "� ��%� $���" ���� 5 #����� � �� � ����� " �������� � �� ���#
"��� �!�� � �� ���� � ���&����������� " 8���� � ���� ��� ������� �� 5 �� !������ "
� �������� )

P��� �� #������� &������&�!�� � " ������ �������� ��� ��� ���� ���� ������ " 243 )
>����� ����� � �� � � D
�	A 
 �C �� AK �D��J	JK Y�D��A	H�A
 �D� E� � D
A	� B�� Z (6�� ��"
2�� ��+ � �//�) � !�� ���� �� " �������� �� ���� � ������ ��� �� �&%� � !� 4 ����&�� ) W� ���
��$����!� ���� �� � �� � " � �"����� �� ��'����������� " �&%� � "������� ) 2� � �����
" ����������������� ������ ��"��� ������� �� ���� ��� �&%� � � � �� ��� �������
� ��� ��������� �� $���& ��� ����!� ����������� "� ������ ) 4  � ��  !� � ��� 243 �
� ����� ����� "� ����� %��� �� ���"��� ��� ������� ������������ )

7� $��� " ���������� 5 ��� ������ � ���� ���� ����� �� ������ ������������� ��� ��
� �"%�� ������������ � �+��&������� �� � ����� ��� ���� � "������� ��� �� � ��&�"�
�������� � )-)

� �� �� � �!��" ��" &# $�� &��#!��� ��� ��$�!�� �� $�!�
4 ��� ��� ������ � ���� ���� ������$��� ��� �� � ������ " �� � �"��������� "�

��� ��� " � ��� ��� "� ���� :������ �� �������� ��� ) ; ��� ������ !� ��� &+� ��&%� �



� -

������ ������ � �� ��� �� � �"%�� ������������ �����"��� � ��" ��%� � �� ��� �� "
������� �� ���(����� "� "����� �#����� )

� �� �� � ��� �� � ���
3���� " ���� ��� �� ��� � ��� � �"����� �� "����� �#����� � �� �� �������� " ���'

���� �������� �� ���� �������������� ) 2� ��� ��� " � ��� "��� �� ������ ������
$������ �� �� ��� " � ��� � � ���'5'"�� !� � �� ���� ��$������� � �� �������� ��� ��"�
"���������� " ���!��� Y" ���� !� � ���"�� "� � �� ���� ����� ��� ���$Z � �� �����������
" ����������� "� � �� " ���"��

w
�� ���� ��������� 5

1/wα � ��
α

�� �� �������� ��� �&
" - (� ��� � -��� � 6 ��+� � �// -) ) 7� " ������ ��� � � � �� ���� ����� �&���

α
��� -� �

��� �� "� � ��
w

��� � ������ "� ������ � �� ��� ���� � ��� k
w

�
k

����� �� �������� 5
"���� ��� ) ;��� ����(��� ��� ��� ��� �� ��&�������� �� "� ������ ?���� (?���� � �///) �
� (#���

k
�� ��� �� "� � �� � ���� ���!��� ) 2 ����� " �� �������� ��

l = 1409016� �� ����� "� ����������
nW = 43320

) 2 � ($�� � )� � ���� � "��� �� ������������
� "���� ��&�� ��$����&� �!� � �� � ��� �"�!������ ��� �� ��� ��� ������� � ��
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Prédiction de la loi de Zipf

� 	� � � )� S ;���� " �� �������� "� � ��� "��� � ������ � �������� " ��� ���$ )

�� ������� " $��"� 5 � ������ ������� �����!���� �����!�� " ��� ���������� � �
���������� ��� �� �������� ��� � ����� " � ��� "�� ����� � � ����� " ����������
"��� � ������ ) 3 ���� � ����!� ���� �����"����� �� ���������� " ��� ����� "� ������'
���� � ��� �  ���� � ����� � ������ � )� )-� � ��� ���� � ��� � " ������ " �� ��������
���^cl di akujc^_ � 1� 1� h^gl di m^ln ijc^_ r0jicdd0k rk ukj 0upi_jcdd^_ 1



�� � � ���� �� �����

���� $���"� �� ������� �� ����� "� � ��� ������ O �� �// � ��� �� ���� ���!���� �
��������� !� / )��� "� ���������� � ��� �. )�� "� � �������� ) R � ������ � �� � ���
������������ - �� � ���� ��������� �� )�� "� ���������� � ��� ���� �� -)�� "� � �'
������� ) 4 �� ����� �� � �� �� ���� ������ � ����� � " ��"��� �� �#�� " � ����� � �
������� ��� !� �// � ��� ��� ����/ !� " �� ������ !����� �� ���&��$�� � ������� ��
� ����� "� ��� � ����������� � �� �������� )

� �� �� �� �� ��������� �� �� � ��� �������� ��� ������� �� � ���
4 ��� ��� ������ � ���� � ����� � ���"�� "� ������ " �� ��� " :������ � ���

�� � �"��������� "� ��� ��� (� ��U � -���) ) 2� ��� ������� ��� �� ��� �������� ��� � � �� �
���"�� � ������ � )� )-� ����� � ��� !� ��� �� �� �� ��# � �� � �� ���������� )

;��� ���� ���������� ��� � ��� ���������%�� �� 5 �� �����!� (>&���& ��" 8�� � -���) )
2� ����"��� " �� � �"��������� "� ��� ��� ��� �� ��� " :������ �� ��� � ���� ��� �
������ 6��� � �������$ &����� ���� " �// "� ��� ��� " ����$��� ��%� "����� Y� �����!� �
���$��� � (����� � ���������� ������!� ��� #� ��Z ) 2� "�� ���& ������� 5 ������� "�����
��������!�� ��� � ������ "� �#�� � 5 ��� ���� ��� ����� 5 ��� !� � ��� �����"����
�� �� ��� ��� �������� �� ��� " :������ ) 7� � �����+��� ��� �� ��������� � >&���& � 8��
�"���(�� !� �� ��� ��� ������� ���� �� ��� ������� " "�# �&���� %�� "�������� O
� ��� ������ 5 �� ������ �� 5 � ������ " ��� � �� "��� �� �#� � � ����� ������ 5 ���
��J� E�A� AL � Y+��K �EL AKK � ��$����Z � �� ��� " � ������� � � ���'5'"�� � ����� " ���� ��
�� �������� ����!� ��� �� ������ ) >�� �� ��!� ���"��� ���U �������� �� �� ������ 5
�����$� "� � �"%�� ���������� O

S �� ��� � ���� ��� ��$���� " ����� %���
(N, p) !�� "��� �� ����������� " �����"�

k��&�� ����� " �������
N

����%� Y" ����������� ��"���"���
p

Z O

P6; (k) =

(
N + k − 1

k

)
pN (1− p)k ;

S � � '� ����$ "��� � ��� �� ����� %��
α ∈ (0, 1)

�� �� ���(!�� �� �������� 5 ��
� ��� " ����������� � / ����� !� � ����

β > 0
�� ��� 5 � ������� �� O

P� (k) = (1− α)
�
{k=0} +

α

β + 1

(
β

β + 1

)k

;

S ���� $������� �� � �� "�# ���� �����"��� � ���� ��� ��� ��� �  "� ��� �����'
������ " � ����$� ��(��� " ���� " :������ � ��� "� �&��# ����������� " "�����
" � ����$

Φ
O

PΦ(k) =

∫ ∞

0
Φ(θ)

e−θθk

k!
dθ .

:��� � �� �&���� %�� ����� ��� >&���& � � ��U � �� "� !������� !�� � ����
���� �������� �� O � ��� �� � �� "���� � ������ " "� ��� ��� "� ������ ��� #���� ��
k ∈ N

��������� � 2 �������� �� 5 ��� ���� ��� �� ���������� "� ���!����
P(CwD =

k)
���"��� ��� � � �"%� Y� ���� ��� �� ����� %��� ��� �� � ��&�" "� � �� ���Z )

;��� ����� ����"��� �� #� ������ " (>&���& ��" 8�� � -���) ��� � � ��  ��&��������
"� ������ ?���� !� "��� �� ������ �����"�� O � ($�� � )� � ���� ����� ����� ��
&����$��� �  "� "���� ��� ��� �� ��� "� ����� " �� �������� Y� ��������Z " !��!��
� ��� �&����� �� &����" ) 7� ��"����

y
� ($�� "��� � ����� " "���� ��� ��������

x
����

� � �� �����"��� ) 2� ��� ��� ���� ���� ��������� ��� "� ����� � ��� ���� 5 ��� ����



��

��� �� ���"������� � � ���'5'"�� ��� �� ����������� ������� �� "������� � �"%�� !� �
� �� ���������

x
���� "��� �� "���� �� � ������ ��� ��� � ����� ����� " �#�� ) 2� ������

� ��� ��!��� �� !�������� ���� ��� ������� ���� " �� ��� "� $���"� ������ ) 3 ���� �
� ��� �� � �� "����

w ∈ {1, . . . , nW }
O

∀k ∈ N,P(CwD = k) = E[
�
{CwD=k}]

= lim
nD→∞

1

nD

nD∑

d=1

�
{Cwd=k}

= lim
nD→∞

; ���� " �#�� ��������
k

���� � � ��
w

nD

:�� �����!��� � ��� �� ����� " "� ��� ��� ��N ����� � � �& ����$��� �  "����� ����'
���� �������� �� �� ������������ ������ ��"���� ) ; ��� �����"����� ��� �� � �"%� "
:������ ��� �� � "��� � ����� %�� �� ���� � ��� �� � �+�� "� ����� " ����������
��� � ������ ) ;��� ���������� "� ����� " ���"������ �� �������� � ����� � �� ��� ��
$���"� ������ " �� �������� � �� �� ������������ ���� ��%� ���� �� ����'���� �� ) W�
&+� ��&%� #���!���� �� ����� �� � ��� � ������ "� ���

k = 0
O � ��� �� ������� "� � ��� �

�� + � � ������ ���� " "���� ��� "��� ��!��� � � �� � ($�� ��� !� " "� ��� ���
"��� ��!��� �� ($�� �� � ���� �� ���� )

4 ��� � ��"� " ������"��� �� ���� � �"%� " :������ Y� :������ Y/ #����Z �Z �� ����
�����"����� ���!�� �� �� �#�� "��� ��!��� � � �� �������� ) 2� ����������� " ������
� �� ����� ��$�!�� �� ����'���� � � ��� � � ��&����� �� � � ��� " �� "�����������
� ��� �$��� �� ������&� !� " ��,�� � �"�� �� ) 7� �����& � �� ���� �����"����� ��
��� � ���� ��� ��$���� � � ���� ��� �� ����� %��� ��� �� � ��&�" "� � �� ��� ��� � 
"��� (>&���& ��" 8�� � -���) � �� ������������ ������ ������ ���� (���� � � �+�����
� ������"������ " ��� ����� %�� ������� ����� ��� � �� )

2� ������ ����� !� �� � � "�� �" "� �&%� � � "� � ��� �����"���� ) 3 ���� � ��
� ��� !�� "���$�� � ���� " �� ���"������ � :������ � ���� ��# !�� � 5 ����� " ����������
"��� � ������ �$�� � � ������� "��� � � ���� " "� ��� ��� ) ��� ���� "��� ���� �������
"��� �� �#�� "��� ��!��� ��� ����������� � �� ���� ��$�!� " ������� !� ���
�� � ������ � �� ����� ) 2 �����+� � ����� " !��!�� ��� " �� ��� � "��� (>&���&
��" 8�� � -���) � ���� !� � ���� � ����� �� "� � ��� � ������ " ��� Y�DL �AL � 	 D�
K Z )

> �&���� %� � �� ������ � ��� !� ��� � �"%� " � ����$ �&�� ���!� " ���� "
:������ ����� � ���� �� � ��# ���� ���� ���!��� ��'"���� ) 7� � � � �� ���� ���������
!� ��� � �� "���� �� ���������� �� �����&� 5 �� �&%�  ���!� � !� ���� � �����"�����
����� !� "� �#�� �������� " � �&%�  � � � ��"� "� "���� ��� � ��� ��!���

k = 0"����� ��� � ���� �� ������� ) �� � �� �� ��� ) ;��� ����� �������� � ($�� � )� �� � �� �
$���&� !� �����"� � �� � � ��� � � �����$���� ��# �#�� �������� ���!�� �� " ��
����$��� ?���� "��� ��!��� � � �� �� � ���� ������ ������ Y�� � ���  � ������
" ��,�� ���� "��� "�# ����$���� � ��� �  BH 	E� D�LEH� ���� ����� �������� �� "�# Z )

 ��  ��� �� ����'������ ���� &�� �$%�� � �� ��� � ���� ��� ��$���� � ��"��� � ��# ��#
"����� !� �� ����� )

* ��� �� ����������� !� �� � �"��������� ��� �� ��� � ���� ��� ��$���� �� ���� ("%� 5
�� ������� � �� ���� ���� " � ��  ������ � ��� ������� �����!� " ��� �� ���������� ) 3 ���� �
�� $���&�!�� �����"��� ��� ��� ���,�� � ��� #�$��� � "�������" ��� �� ���"������ �
�� "����������� ���� � ����� � �� ��� � �� ���� " � ���&�� �� �'��$����&� �!� ) 2 �����
" �#�� "��� ��!��� �� � �� "���� �������� ���� " -/ ���� �� ��%� ��� ��� Y������ - ��
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� 	� � � )� S 3 ���� �� " ���� " :������ � ����� ��� ��$���� 5 "� "����� ����� )

� ��� �///Z ) 
 ��  � ��� �� � ��'���  ���� �� ���&������ !� � ����� ����� "� ����� %���
���� 5 � ���  ���� �� � ����� � ����� � ��� �� "���� ��� ����������� � �� � ��� ��� �T� !�
���  ����( ���%�� �� � ������"������ " ����� %��� ������� ������ � � ��� �����!��� �
" � ��&�"� " �������� ���� ��� ���!��� )

;��� ����� � �� ����� " ��� ������# " �&%� � ���� � ���$����&�  �� �����'� �#�� �������
� ��� �� � �"%� " � ����$ " ���� ����� ���� ��$����� ) 2� "��������� � ���U ��� ����� 5
��� "� � �"%� " � ����$ " ���� �������� ���� � �� "������ � � ���# Y������ 3 )-Z )
2� ��� ��� ����� ��� � � �"%� � ���� � ��&����� �� ��� ��� ���������� � � �� �� "
������ " � �7
 � �"�(� ����� ���� �� ������� � ��� � ������ ������� "� #� ������ ��$��('
������ ) >�� ��� " ��� ���������� " �� � �"��������� � ��� !� ���� ���� � �����������
"��� " ���������"�� �� � � � �����  " �������� ) �� ���� ���� !� � � �"%� � �$��� �� ���
������� "���� � ��� �� ������(������ ��� ����� "��� (3����"� � �� )� �//�) )4 ��� �� ���� � �
���� �� � �"���������� ���� ��� ��� !�� ��� � ���� �������� )

� �� � � ������ 	 ����� ��	 � ��� ��	

4 �������� �������� # ����� ��� �� ��$����&� � �������� � ������� � )� � � )� )
P��� �� ��� �������� " ����������� ��� :2*3 � 2*3 ���!��� ��� (���� ��� � �// -) � ��
# ��� "� ������ �&� ��� ���� ���� ������ ��� �� ��� ��"��� " �������� " :2*3 �
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� 	� � � )� S 3 ���� �� "� ���� " :������ � ����� ��� ��$���� � � � �����$���� ��#
"���� ��� ����� " ��� ����$��� )

;
 M � ��� ;
 M � ������� ������� "� �$���� � �� �� ����� ) :�� ������� � (� ��� ���
��" :�U��&� � -��.) ����+� �� ���� ��� "�� ����� �������� "� � �"%� " � ����$ "
�������� ���� � " :2*3 ) 2� ������# " ���+ 6����� (6����� ��" 1������ � �//� �
�//�) ���������� �� ��"� ���(����� ��# � �"%�� ������������ � � ��� �� ���(!�� �� �����
������ " 243 � 8�:� !�� � �� � " � ��# "������� ���� ��� �������� � "�� ����� )

� �� �� ���&�! � ��� ��"$#!��� �! $ &#�'� �� $�&!���$ �#&��
;��� � ������� 5 ������ � � ������� (*����� ��" ���� � �//�) � !� ��� # ��� " �����

��� �������� ��� � ���$����&�  �������� "� $����� " ������� ����� Y������ � )� )�Z � � ���$����&� 
7
 �����!�� �� � �"%� " � ����$ " �������� ���� Y������ � )� )�Z )

4 ��� �� ��� �� �� �� � ������� � ��!������ " � �� 5  ��� "� ������������ " ���'
�������� ��# �&%� � � ��� � $����� " ������� ����� Y� )-Z ) ; ��� �������� �� �������� "
���� ��������� � ���+��� " ������� � ���� �� ������� ������ �������� ��"�� �"���� "

tY����!� ���� ����� ��� ���(�� ��� � ��� ������� " ���� ��������� Z O

µdt ∝ αt exp−λ

nW∑

w=1

P (W = w|D = d) log
P (W = w|D = d)

P (W = w|T = t)



�� � � ���� �� �����

∝ αt exp λ

nW∑

w=1

P (W = w|D = d) log P (W = w|T = t)

∝ αt exp λ

nW∑

w=1

Cwd

ld
log βtw

∝ αt

(
nW∏

w=1

βCwd
tw

)λ/ld

*��� ����� "��� �� ��� �� �� �� !� �� �#�� ����� ���� " � ��  ���$��� � " ����
!�

ld
" "�� �" ��� "

d
� (#���

λ
�$�� 5 ��� ���$��� ) 2� � �� 5  ��� " � ���$����&� 

"� $����� " ������� ����� "���� ����� �"���!� 5 ��� " � �7
 O

µdt ∝ αt

nW∏

w=1

βCwd
tw

Y$����� " ������� ����� Z

P(Td = t|Cd; Θ
′) ∝ α′

t

nW∏

w=1

β′Cwd
tw

Y7
 Z

4 ��� � ��� " ���$���� �"���!�� � ��� �  �� � ��&�" "� $����� " ������� ����� �������
5 ���� � �� ������������ ������� 5

W
�

D
� ����!�� �� ��� �� � ����� " ��� ��� �

P̂ (D = d) = 1
nD

� � !�� ������� � ��!������� ��� O

αt =

nD∑

d=1

µdtP (D = d)
Y$����� " ������� ����� Z

αt =
1

nD

nD∑

d=1

P(Td = t|Cd; Θ
′)

Y7
 Z

7�(� � ����!� �� �!������� " � �� 5  ��� "
β

� ���� ������ �
w

�
P̂ (W = w,D =

d) ∝ Cwd
� �� ��� ������� "� � ��� 5  ��� "

β
�� �� ����� ���"�� O

βtw ∝

nD∑

d=1

P (W = w,D = d)µdt
Y$����� " ������� ����� Z

βtw ∝

nD∑

d=1

Cwd P(Td = t|Cd; Θ
′)

Y7
 Z

2���!� �� ���$���� "� "� ��� ��� � ���� ��� &�� �$%�� � �� "�# ��$����&� � �
���� ��� ������� �� �!�������� � ��� � ������� (*����� ��" ���� � �//�) � ���� #� ���� �'
���� �� � � (#���

λ = l
nD

!� ���� ������� ������ "� ��������� ��� �&� � � " �������
���� !� �� ������ ���� $���"� ) �� �� ���������� " �� ��!�� !� ����!� �� ���������
"�� %��� � ����� "� "�# � ��� �+���� ���!�� �� � ����� !� � ����� � �� ��� " � �����'
� ������� "� ��������� �� ����� )

7�(� � ���� ���������� !� � ����� %��
λ

� � ���� !� �#� ����� "� ���"��� "�
β

�
�� ������ ��� �� �����$�� " � ���$����&�  �������� � !�� �� �$��� �� ����� � ���
� ���$����&�  7
 ) 4 ��,�� ��� ����� � �� # ��� �� ������ � �"�(� " � ���$����&�  7
 �
"�� �� �A�� J�J� !�� ��� � ������"������ ��� ����� " ��� #� ����� � � �"�( �� ����� "
�����$�� "��� � ��� ��� " ������ �� ������� � �� ���# Y��� ��&��!� �� ��� #� ��
������� "��� (� ��� ��� � �// -)Z ) ; ���� ���� � � ������"������ � � ��$��$ "� ����� %�� "
�� � ������ ������� ���������%�� �� ��������� � ���� ����� �&��&� " ������ ������$��
� ��� ��������� �� ������� � �����# "��� � ��"� " ��� �&%� Y�&����� � Z )
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(8������ ��" 8���� � �//�) � � � ���"�� �� ��� ������� �� � ������ ��� � ������'
������ " � ���$����&�  7
 5 :2*3 � � ���$����&�  ;
 M ��� �� "���$�� " ��������'
2�� �� ) :��� "�� ����� ��� �!������� � �������� �� �!������� " � �� 5  ��� " � ����� 

 " :2*3 Y� )-/Z � Y� )--Z � �� ����� "����� �� �� ��������� " � �����  7 O
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;
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?��� ���� 5 ������ " � ��!������ " ������# �� ����� " �� � ����� " ��� ��� " :2*3 �
������� � ��� ������� �� �����$� ��� 2*3 O

ld P(W = w|D = d; Θ) =
∑nT

t=1 lαtβtwµtd
)

4 ��� � ������# �� �����
C ≈WH

��� �� �!��������
Wwt ↔ lαtβtw

�
Htd ↔ µtd

)
2� �!������� " � �� 5  ��� � ���� � ������� � ������� ��� �����$� ) *��������

!� ���� ��$����� � �����%�  " �� ���� ��������� " ; 
 M � ������� ��� � � �� ��$�� "
H

Y��
p

Z 5 -) �� �� ����� � ����� � " � ����� ��� �������� !� �� �!������� " � �� 5  ���
�����$�� ��� ��������� ∑nD

d=1 Htd = 1
Y∑nD

d=1 µtd = 1
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"
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:��� Y� )-�Z � Y� )-� Z � � �����& � ���� �������� !� � "���� ������ �� "������ O � ���
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5 �� �!������� ������� � � ��� �������� �� �� ������ � ��� ��!��� (4��$ � �� )� �//�)
���� ��� "� ��������� "�� ����� " :2*3 � ; 
 M 5 ������ " ��� ������������� �"���!�� )
; ���� ���� � "��� �� � � ����� "� ��� � ���� ���� ����"��� 5 � !� ��

αt
� �������� !�

� � " ��� ��������� ��� � ����� � � ��� �����!��� � ���� � ������ �N �� � !� �� ���������
" � �������� " :2*3 ��� � ���$����&�  7
 � � ���$����&�  ; 
 M ���� �� "���$�� "
��������'2�� �� "����� "���� "� ��������� ��� ������ � ������� �� � �� � ����������'
��!�� "��� �� ������� "� ��� � � !� (4��$ � �� )� �//�) ���(��  ) ? ����� � � ���������� �
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�� �� ��!� " (8������ ��" 8���� � �//�) ���� ��!��� ; 
 M "��� ���� ��� " �� ������
" � ������ � �� ���# � ���� ��� �  � �7
 � $���" "�� ����� )

*�� ;
 M �(� � ��$������ �� ���� ���� " ������$� ������� "��� (4��$ � �� )� �//�) )
2� ������ ���"����� � ���$����&�  "� � '� �+��� � �� "�� ����� ��$����&� � " �$���'
� � �� �� ����� � ��� � " "���� � �������� � ��������� ) ��� � ������ �� ������ ���� '
����� "��� �� ��������� �� ����� � !�� � ���� � �#���� � ��� �  "������� ����"����
" � ������ � � �������� ��� �� "�� ����� ��� �� ��$����&� � � ���� ��# ���������� "
���� ��������� � " ����&�$������� �� ��# "�� ������ �������$��� )

� �� �� � ���� ��!"� &�� $��� &�� �"��#� �&��!��
6�� !� � ���� ����� !� �� �����$�� !� ���� ����� �������� "��� �� "�# ��'

� �%�� ������� � �� # ��� �$��� �� � �� ��� "� � �"%�� ������������ �������� "��� ��
������ � )� � "� ���� ��� �� ��$����&� � " �������� � "� $�������������� �$������
�������� � �"%�� � � ������� "� �� ��!�� � ���������� ��� 243 )

W� ��� �� ������� �� ��� ��� (8������ � ��" � ���� � �//�) �� !� �� ��$'�����������
" :2*3
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βtwµdt)
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2�� ���������� �� !� ��� �� � ����� � " ������� �� ��� ��"�� " �������� " :2*3 �
������� "� � �"%� 243 � � �������� "� ������

µ̂dt
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µdt
"���� �� ��� "� ��� ��

��� � �#���� � � �������� ���� � "���� ����� ��
βtw

��� � �#���� " �����������
���"��������� �� ��#

µ̂dt
) >�� �����$� ��� ����� ���� ���U �������� "��� � ������� �

�� ������ ��"���� "��� �� � ��� 5  ��� " � ���$����&�  7
 � ���� ��� "������ �� )
���+ 6����� � � ���� �� �� � ������ ������� " �+��&%� ��� 243 � ����� � �� ��� ��

"�� ����� � ��&�"� " �������� ) �� � ���" " �������� � ��� � ���  HLH 	IKA AL �D��DKHL �AK
� �EL �E� H 	AK 
EK����A Y
EK��A�A � B
 Z �� ��	�ELD� EH 	A Y��	�ELD� EH 	 � B
 Z � � ��� � ��# �'
���� � ������$� ��� � �����+� � ��� ������� ���������� ���"�������� ) >�� "���%� �
� � "����� �������� �� " ��� "���� &+� ��&%� $������� Y����������� "� ��� � ������
� $��������� " ��� ���������� 5 ������ " ��� ����������� Z ����� !� 243 ��� ��� ��
��� �  �� �!������� "����� � � ���,��� �� � ������ 4 ����&�� ��� �� ������� " �����������
"� �&%� �

µ
� �� "����������� �������� ��� ���

C
) 3 ���� (6����� � �//�) ������� !�

� � �"%� $�������� 243 ��� ����� � �#���� � � ��� �&�!� "���� ��
d

" ��,�� ����
��� ���� O

-) < ���
µd ∼ Dir(α)

� ) >��"��������� �� 5
µd

� ����
Cd ∼ Mult(ld,

∑nT

t=1 βtwµdt)6����� � ���� ��� ������� ��� � �� ������� �� � ��&�" " �������� ������������
�����$� 5 ��� " (6�� � �� )� �//�) � � ������� " ��� ��"� �&����!� ���� $������ ���
�� ��� ���� #� �������� ) �� ������� !� � � �"������ �� ���� ���������� � �� ��$����&� 
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" �������� ������������ ������ ��" ��# � ��� 5  ��� " ; 
 M � " :2*� ) (6����� ��"
1������ � �//� ) "��� �$��� �� �� ������%� ��� � �����+� � ��� � ������ ��"�� �"���� �
� ������� !� � ������$� � �� ��� ������� � � �"������� �� ���$��� "� "���� ��� "���
243 ) �� + � "��� �� ������ �� ����" ������ #� ���� ���� � ���"���� ����� � �� � ���� ���
" �� ������(������ ��� ��� ����� ��� 243 � ��� �� ������(������ ��� ����� � �"���( ��� ��
Y����Z ��� "��� �!���� �� � ��&�" � �� �� ������ �� � ����� ���� "� ���������� 5
���� � ��$ Y*�
 Z� � ��� ����������� � ��&��& " ������� ����� )

�� + � �$��� �� � � ��� 243 �� ������ ����� " ��� ��������� " � ��&�"� " ���'
����� ) 3 ��������� �� 5 � �������� ������������ (6�� � �� )� �//�) � (8��N �&� ��" *�+'
��� � �//�) ���� �� �� J�CHL �E	 	DLLA�� 
A �E++K � (
 ���� ��" 2�� ��+� �//�) �����"��� ��
� ��&�" " �AK� J�HL�A�� �D�H H�EDL � ��� � � �"%� � " �������� ��� �� "��� �� ������ � D
�	A
 JL J�H�E� 
 HK� A��K Y ALA�H�E�A HK� A�� � D
A	 Z ) (6����� ��" 1������ � �//� ) ����" � ��� � ����'
�������� " � ���&����������$ " 8���� 5 � ����� " ��� ����� ��� � �������� � ��� 243 ) ;���
+ ����"���� � ������ � )� )� )

:�� ������� � (6����� ��" 1������ � �//�) ���"� ���������� �� 8�: � 243 "��� ��
��"� ���(����� ) �� � � � ���"�� �� �!������� ��� �� "�# � �"%�� � ���� �������
���"������ Y"�# �%�  ����� %�� " �� ��� 8�� � � �������� � ��� 8�: � � �"��������� "�
����� ����� " ��� ���

l
��� �� ��� :������'8�� � � "��� 243 Z) 4 ��� � � ��  ������ �

6����� � 1������ �������� �� ��$����&� � " �������� ������������ � " ���&����������$
" 8���� � ��� �� "�# � �"%�� )

(6���  � �� )� �//� ) �"���( �������� ��� �������� ����������� ��� "������� � �'
�&�"� " ������(������ ��� ��� ����� � ����� � �� �� � '� �+��� � � ���$����&�  7

"��� � ��� " � ����$� " ��� ���� #� �������� ) 2� ������ � ������ !� �� "����
" ��� �������� ����# �� ��N ���� � ��� ������� �� "���$�� ��� �� ���� � !�� � ��
������ ��"� �� ��� 5 �� "������ � � ��� !�� ������ ����� � �� �� ��� "� "�������
����"���� � " 
 �&�������� �� " �� "���$�� �������� '2�� �� ) ��� �����"����� �����
� ������ " ������� ����� " 6�$� �� � � ������ !� � ��� � �� "��� � ��"� $������
�����!�� � ���$����&�  7
 ���� ������� �� ����������� �� ����������� ) >�� $���������'
���� �� ���������� ����!� ��� ������ "� ��� ������ �����"���� � ������ " �#�� �
"��� �� ��$����&�  ��� �� " ������(������ ��� ��� ����� � "%� ���� !� � ��� ����� ��
"���$�� " 6�$� �� �"���� 5 �� �����%�  )

� �� ������� �� � ��� �� �� � � ����� �� �� ������ �� ��	

;��� ��������� � �#� ��� " �� �������� � ��&�"� ��� �� ������  ����( ��� ����
�&��# � !�� ���"�� � � �� �&����� � � " ���� �������� ��� � � �"%� " � ����$ "
�������� ���� )

2� "������� " ������� �� � ��&�"� ��� ������������ � "� 5 ��� �!����� � ������
-)� )� O

S 2� � ��&�"� ��� ������������ �� ��� ���� �� "� ��������� �&����!�� �� �����'
�������� � ��� ������� �� ������������ " ����������� ��# �&%� � " ��� "� ��� ��
��� �� "��� � ������ " �����������$ )

S W� ����������� ��� ��� ��# � ��&�"� ��������� �� �� "�N ����� " "���� ��
������������� �������� ��# "������� ����� ��� ����!�� ) :��� 2*3 � �� �� ��� ����
� ����� � " �#���� � �� ����'����� ������ ��� �  �� ����������� "� "�� ������
" ��� Y�� ��� � "� �� ��������Z � ��� ��� ����������� � ���  �� ��� ��� ����!�'



�/ � � ���� �� �����

� �� ������������� ) :��� �� � ��&�"� 5 ��+��# ���� !� �� ��+��# ��� ����!��
������ �� � �$���� � �� �� ����� � �� !������ " � ���������������� "� ��������� �
� �� ���� ���� !� "��� 2*3 ����!� �� ����� ������ ���� "����� �� � �� ��
��� �����!��� ���� "�N ��� " ��� "���� �� ������������� ��� ����!� )

S 2� � ��&�"� ��������� ��������� " ������ �� ������������ �"���� � ���
"���� " � ��� ��������� ) >�� ������������ �� ������ ���� ��� 5 "� "��������
���������� � � ����!�� ��  ����(�� � ��� �&����!�� �� � � ������������� ) 2� �����'
���� ����� �"� � ������� ���� " ��%� �������� ���� � "������� "��� �� ���������� �
� �� �� "� #� ��� �� ���� �������� )

R �� ����������� � � �� ����� ��� ������� "� !������� " �����$�� � " �������� " ��
�������� � " �������� � ��� ������� ��$����&� � ��� ������������ Y;
 M ����� � ��Z )

2� ������ "� � �"%�� ������������ � ���������� 5 � �"����� � ��� ����� �� "� "�����
�#����� ���� !� ���� ���� ������� � � ��� ��� � ����� " ������ �� ��������� ������ �
���� ���� ��������� �� ���� ������������ ) P��� �� ��������� " $������������� "� � �'
"%�� � � ������������� ����� "� �&%� � � � ��"� ����������� � ��"��� �������� �� 5 ��
������ ����� " �����%� � ����#� � ��� !� � �����������$ �� �'��� ����� � � �&��#
"� ����� " �&%� � Y��� �� �&���� " �������� " � �"%��Z )

:��� � �� � �"%�� ������������ � :2*3 � � ������������ " � ��� ��� �� � �"%� $�����'
��� � � !�� ��" �� $������������� �&����!�� �� �� � ����� � ) 4 �������� ����� � ��&�"�
���"�� ��� "� � �"%�� ����� �� $��������� ��� ��� "������ �� Y8�:� 243 � #�������
&������&�!��Z � � ���� ���� Y���� ��� #� �� "���%�� �� � � �"%� ����'�"�������
:������ (8&�� � �� )� �//�) � ��� ������� ��� ��&����������$ " 8����Z ) >� �"��� � ��
���� ���� !� ���� � ���� ����� ��� ��� ��� �  "� #������� "� � �"%� " � �'
���$ " �������� ���� " ��� � "��� �� � ��� �� ��� ��������� 5 � ���� "� ��������
������ " �&%� � ) :������� �� � ������ ��� ���"�� !� � � �"%� �� ����� ��� ��� ��N '
��� � �� ���"�� � !� �� ��� ��� ����� �������� �� ������ ) 2� ���������� # ������
� �������$ � � ��� �� !������ " � �������� ) 4��� �� ����#� �� � ����� " ����� %���
�� ��%� �� ������� � �� �� ��� " � ��� � �� � " ���"�� !� ��� $���" ����� " ���� �#
����� ��%� � �� ���� �� � �� ���� ������ ������ " ������� �� ���(!�� �� � ��� ���� " � ����� 
" �������� ) ;��� ���� ����������� � ���������� 5 �� �����$�� " � �7
 � �� �����%� 
" � ��� ������������ )

3 ���� � �� ��� " ������� 5 � �� ��� " �����# " ��� ��# ��� ��� � � �"%� � !�� �� '
� ���� � ���� � ������ �� ���� &��� � "� "�N ������ ������������ �����"������ � �� ���� ������
���&������ " � �������$� ��� � �����  " �������� "��� � � �"%� " ��� � " ������� �� � �'
���� ���� " � ���$����&�  7
 � " � ��������� 5 "� ���������� Y�&����� � Z ) 7� " ������
��� � � �� ���� ���� !� � � � ������ " � �&+� ��&%� " � ����&�� ������� � �������
� ������"������ " 243 �� �� � � #����� � ������ � ������� ��� �� ��� " � �#�%� ����� �
� � �������� � !� ��� ���"��� Y�� �����'�&�� ������� #����  � ��� �� ������� ����� ���
� �������Z )

��� c� ucdk k_ k�kj rk r^__kl g_ ak_a * g_ jpqn k tgc aklicj hil k+knhdk �
4×

uc_0ni
− 1.2×

j^gl
+3.8×n^gjilrk 111
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;��� �� ��"��� 5 ������ � �����%�  " � ����������� � "��� �� � ��� ���� $������ �
� ��� � ��� ���� " "�(��� �� ��"� " ����" � ��� � � �"%� " � ����$ " �������� ����
Y� )� )�Z ���"�� "��� � �&����� ������� ) :��� � � ���� ������� " ��&��!�� �������� "���
�� ���������� � ���� ����� ��� �����!��� ���� ���$�� ���� !�� ��� � ���� " ��� "��� �
��"� " ��� � �"%� ����������� ) ; ���� ���� � ���� �9�&���� " ���� ����� $������ !�
� ����� � "��� �� ����������� � �� "�(������ "� � ���� )

:��� ��� ���� � ��� � ������ "� "������� ����� %��� ��� !� � ��� ������������ � � �&��#
"� ���������� �� � ����� " ����������� " � ���$����&�  7
 � �� �� ��"��� ����� " "��'
� ��� " ��� �� �������� � ��&�"� " ����������� � ���� � ����� �������� " ���� ����� �
��� ��� ) 7� �� � � ������(������ ��� ��� ����� " "���� ��� � ��� �  "��� � ������
" ������ �9�&� " ������ �� "� ���$�$ (8������ ��" 1��� � -���) � �� � �+ � ��� ��������'
� �� " ������� ��� ��� � �������� " ����������� � � ��# �"���� ) 2 �&��# " ��� � ���
" ����������� ���������%� � ��� ��� �����!���  �� ��� ���� � ���"��� �� � ���� " �� "
� �#� ���� ������ ��� �� �9�& ) 3 ���� � � ������������ " ����%�� $������# " ������(������ ���
��� ����� ������ �� ������ ���(��� "��� �� ������������ �&���� ����!� �� � '
���� ���� "����� �� ��� � 5 �� "������ ��� �� "� ��� ��� ) 2 ��"� ����������� �
!���� 5 ��� � � �� � " $��"� ���� " ��� ���� � ��� " !������ � �� ��$'����������� �
�� " ��� " �� �������� 	H � A�� 	AF E�J� �� �������� ��� � ��"�!������ "� � �"%� ��# "����� �
� ��� !� ��� �� �9�& (��� ) 7�(� � �� � ��� " ��� ��� ������� ��� �� ������(������ "
������� ��$��$ � �����%�  " � �# ����� " ������ �� ������(������� ��� �� ������ � � �'
������� �� ��%� "������� �� ��� "� ����� � ��� ����� �$��� �� � ������� " ���
������ � ���� " �� ) W� !������ !� ���� �� ��"��� � � "��� � �&����� �� ��� "
� ����������� � � ����� � ��� ���� � ���������� 5 ������� � �������� " �� ������(������
5 �� ��������� &�� ��� � 5 � ������  �$ " �� � ������ ) >�� ��� ��"�� � "�N ��� 5
!�����(� � �� ����� � ���$� ���!�� �� � ���� ��T��� � ��� � ������ ��� �����!�� " ��,��
�+���� ���!� ) ;��� ����"���� �������� ��� � �����%�  ����# " � �������������� "�
�&%� � "��� �� ������ � )� )

> �&����� �� �������� ��� �  ���� ) 2� ��� �%� ������ ������ ���%�� �� �� � '
���� ��� ����� �� �������� "��� � ��"� " �� ������(������ ��� ��� ����� � � ��� "�
������������ "�� ����� " � �����+� �#���� ) ;��� ������ � ���!��� ��� ����������� ��
"�N ��� "��� ���� ��� ) :��� ���� ��������� �� � ���#��� ) ;��� � ������� � !��� � ���
" �� � ���#��� ��� �� �&���� " � ������� ����� � ���� �� � ��� ���������%�� �� ����'
��� "��� ���� ����#� ) 4 ������ ������# ��$$%��� " ���� ����� " � ���� " �����



�� � � �������	��

�������� "��� " ������ ��"�� � �� ��� � " �� ������(������ ��� ����� � � ��������� � ���$�'
���&�  " ����������� �� ��� �  �� ����  " ��� ��� ����� ���� ���� ) > ��� � ��� � "
� ����������� AF ��ELK��� A !� ���� ���"����� "��� �� ������ � )� ) 7�(� � �� "���%� �"�
#�������� � ��� � ����������� " �� ������(������ ��� ��� ����� �� " ��� ���� ��� ��
������ �� "� 5 # ������ Y� $������ ������ � ������ ��Z � � �!�� ���� ����� �� ��'
���� ���(��� ) ;��� �����"����� "�# � ���� 5 ��� (� O � �EL� D�� H�EDL ���� A	 	A � �
��� �� "� ��� �������� ��� �� � J�CD
A CDL �DEK A) 2� ��� �������� " �� ��������� ������
� ������ �� ��� "� &�� ���� � " ��� !� ��$$%� � � �"%� � �� � � " ��� ������
��,�� � " !�����(� �� !������ ) 7�(� � ���� ��������� � �&����� ��� �� "��������� $������
��� � ��"� " ����������� !� ���� ��������� "��� �� �&������ �������� )

� �� � �	���	 ������ ��	 �� � ��		�������� ��� 	�� ��� �	��

2� ������� !�� ������� " �� ������(������ ��� ��� ����� "��� �� ���� $���" $�'
�������� ���� ������# � � ���������� "��� � "�� ��� " � �����������$ ��������!� ) 2
�����%�  " � ����������� + �� ������ �� ��"� ���� � ���� ������� � ����"����� � (
 ����� ��"
6��"+���"&+�+� �//� � � ��� �"� � �� )� �// -) ) W� ��"��� �����"� �� " �����"��� !�
�� "����� " ��� �����%�  " ������(������ ��� ��� ����� ���� �� #� ��� 5 ��"����
" ��� ���� � �� "������ ��� � ����� "��� �!�� ��� ������� " ����� ���� ) 7� �������
���(��� 5 ��� ��� ���$� � � ����������� � �� �������� 5 � ���� ��� ����� �� �� �D� �
�H�E�J " �&�!� $����  � �� 
EK�HL �A EL �A�� �D�� AK ) ��������� �� � ���� ���&������ !�
�&�!� �� � ���� � ���� ��� �& � ����� � "� ��"�� �"�� !�� ���� "��� ��� $����  � � ����
���� � ����� � " ���� �� ����� )

2� � �� � ���� �� ���� �� � �"��� " � �������  ������� 5 ������ �� EL A��EAK
EL ��H� A� EL �A���	HKKAK (6����� � �// -) ) 3 ���� � "��� � ��� " �� ������(������ "���� ����� �
���� ����� !� �� �����������

x1, . . . , xn
������ ����� " ��� ���� ������� ���� " ���

"������
d(·, ·)

) ; ��� � ������ ����� "�(��� � ������"
gt = 1

|Gt|

∑
x∈Gt

x
" �&�!� �����

Y�� �&%� Z
Gt

� � ������" $�����
g = 1

nT

∑nT

t=1 gt
) 2� "�(������� " � ������ �����'�����

Ia
� � ������ ����'�����

Ie
���� ����� O

Ia =

nT∑

t=1

∑

x∈Gt

d(x, gt)
2

Ie =

nT∑

t=1

|Gt|d(gt, g)2

P� � "��� �� ��� ��������� � �&���%�  " ����$'��+$�� ������ !� �� ��� �  " ��
"�# ������ �� �������� � �$�� 5 � ������ ����� ∑n

i=1 d(xi, g)2
) >�� !������� �

"�� �"��� ��� "� ����������� �� �&���� � �� �� ����� " � �#�� ��� � ������ ����'������
� " � ���� ��� � ������ �����'������ ���� "��� � ��� �"���!�� (6����� � �// -) )

; ���� ���� � � "�(������� " � ���%� "�� ���� �� ������ � �� �� � ����� � " ���� ���
" ������ � ���� ����� ������ �� ������� �����'$����  Y�� "�� ���� � "��� %�� �� ��
"��� ����� �����'$���� Z ��"��� � �� ������� ����'$����  Y!� � ��� !����( ���������'
� �� " "������ ��� ������ �� " "��� ����� ����'$���� Z ���� ) >����� ��� #� ��
��# !�� ���� ������ "��� �� ���������� ���� �� ��� � " 4 ����'6���"�� � 4��� � >������ �'
� ������U �� � �'6�� (
 ����� ��" 6 ��"+���"&+�+� �//�) ) 4 ��� ���� �� ��� � �� ��"���
���� &���� �� "�� �"���� "� �&��# " �� "������ ) P� � � ��� ���� ����������� � ���� �����
"� 5 ������� "��� � �&����� � ��� � ���� !� � �����%�  " "������ �� ���������%�� ��



��

��$� � ����� ������ ������ ) ;��� ����� "��� � ��"��� 5 ���� ��� ����� �� � ���� �
������ �� ������� � ����� " � ��&�"� ��������� �� � ��  "������ � ��� � �����������$
" �� ������(������ � � ��� ��� ���������� )

:��� ��� ��� ���� � ������ �$��� �� "��� ��� ������ �� ��"��� !�� � � �����
!� ��� ��� �� ���������%�� �� ��� �� "� �������� " �� ������(������ ) 3 ���� � � ��� �� ������('
������ ����������� � (� ��� �"� � �� )� �// -) � ������ �� ��N ���� " ��������� � �� N ����
" ��������� ������!� !�� � ����� ���� "�# � ���� �� "���� ����� "� �$���� � �� )
2 �&+� ��&%� ����' ���� ���� ��� !� �� !������ " �� ������(������ �� "����� �� ���'
���� ��� � �������" 5 ����� �� "���� �� "��� �� �&%�  ���!� � � ���'5'"�� �� ��"���
" � ���$����&�  5 ������� "� ������(������� ���!� "���� ������ ) 2� � ������ " ���
�N �� ����� � ������ ��� ���"�� � ������ )

� �� ������� ���

� �� �� � ���"� �� �" ���!��� ��� ���� ��
W� ��,�� ��� �� " �������� �� ����� " ��� � �"%� ����������� �� " �&��&� ��� � ��

�� � �J
E� " ������# "���� ��� ���%� ����������$ "� ����� %��� ) >� ��������� "
���"�������� � ���� ��� ������� ��� �� � ���#��� � � ��� �����"��� � � �"��������� "�
���$�$ (1���� � -���) � ����� ����� � �� ��� (� ��� ��� � �// -) � (6�� � �� )� �//�) )

>����"����� �� ���� " �������� ���������
X1, . . . , Xn

Y
n ∈ N

Z ��"�� �"���� �
�"���!�� �� "��������� Y� )� )" )Z � �� ����� �� "����� " �����������

p
���� ��� ������� �

� "��� " � ��  ������
Hp(X)

� �� ����������� " �� ��� ���� � "� $���"� ������ �
��� �� � ��������� " ��!����������� ��+� �����!� � (>��� ��" <&�� �� � -��/) � � ���� O

lim
n→∞

−
1

n
log p(X1, . . . ,Xn) = lim

n→∞

n∑

i=1

−
1

n
log p(Xi)

= Ep[− log p(X)]

= Hp(X)

> !�� ���� ������� � ���� � � ��� " ����� � �� "����� ������� ��� �� "����������� ���� ���
q

� �� "����������� ����
p

) P� � �� ������� 5 �� �� �� "���$�� " �������� '2�� �� O

D(q||p) = Ep[log
p(X)

q(X)
]

= −Hp(X) + lim
n→∞

−
1

n
log q(X1, . . . ,Xn)

2 ��� �� ���  � � ������� "
X

����
p

� �� ��"�� �"��� "� �&��# "
q

) 4  ��,�� 5 � ���� �'
�� �� "���$�� � �� � ��$�� "��� � ��� ���� " � �#�� ��� �� � �+�� "� ��$'������������
"� ����������� ���� �� "����������� ���� � ) P� �����"%� ������� � �#� ������� " �
���  � ��� ������ �� ��"� " $���"�� " ��� � ����� " ������ � ����� �� � � ��� �����'
$� ��� �� �&���� " � ������� ����� )

� �� �� ��#�!#!��� #� �#� �� $��� &� �� $ &#�'� �� $�&!���$ �#&��
>�� � �� ������� �� ����������� " � ������ "� ����������� ���� � � �"%�

�&���� � 2 ������������ " ��� � ��&�" �� ���U ����� "��� � ��� "� � �"%� ���$��� � 
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�� �� � �+ � ��� " �����$� ��� ��� �� ������ � )� )" ) " ��� 5 �����"��� O � ���� �� � ��� ) 2� ��'
������ �� � ���� ���"�� "��� � ��� "� � �"%� " � ����$ " �������� ���� ��� �� ����$�
" � ��� 5 � ��������� " ��� � ��  "���� �� � ���� ��"�� �"���� !� ���"��������� ��
�� �&%�  ) �� ���� "��� ��������� �� ����� "� "���� ��� � !�� ���� ��� ��"�� �"����0 )
��� � ���� � �����& ��� ���� 5 ���� �"���!�� �� "��������� ����!� � ����� " � ���
����� "�� %� " ��� �#� ��� � ����� ) 7� ���� ����� !� � ��� � �"���� �$��� �� �� �����������
" �� ���$���

ld
"� "���� ��

d
� �������� ��� �  �� ����� " � ���

Cd
� �� !������� 5

������� �� "��� � ����!� �� ���$��� �� ��"�� �"��� "� �&%�  O

−
1

nD
log q(C1, . . . , CnD

) = −
1

nD

nD∑

d=1

log q(Cd)

= −
1

nD

nD∑

d=1

(
log q(ld) + log

(
nT∑

t=1

q(t)q(Cd|ld, t)

))

= −
1

nD

nD∑

d=1

log q(ld)

−
1

nD

nD∑

d=1

log

(
nT∑

t=1

αt
ld!∏nW

w=1 Cwd!

nW∏

w=1

βCwd
tw

)

= −
1

nD

nD∑

d=1

log

(
q(ld)

ld!∏nW

w=1 Cwd!

)

−
1

nD

nD∑

d=1

log

(
nT∑

t=1

αt

nW∏

w=1

βCwd
tw

)

;��� ���� ���������� ���!�� �� �� ����" ���  ����!� � ��� �� ������ �� ���$���
� �� ��"�� �"��� "� �&��# "

α
�

β
) >� ������� ����� � ����� �� ����� "� "� ��� ��� �

� ��� ������� " "����� ��� �� ���$��� � �+�� Y l
nD

Z � �� � " � ��� �� �� ����� "�
� ��� ) ;��� ������ ����� � �#� ������� � ��� ������ �� ����� " �&��# � ������� �
���������� � ������� � �+�� " ��� � �� ) 2� ������ ��������� � �� ����� " ������� ��
� ���#��� �� ������ ����� � �� ��� � ������ " �����������$ !� ��� � ������ " ��� )

P = exp

(
−

1

l

nD∑

d=1

log

(
nT∑

t=1

αt

nW∏

w=1

βCwd
tw

))
Y� )-Z

;����� !� � ������ " ��� !������� �� ���U �� � �"��� ���%� � ������������ " � ���$�'
���&�  7
 � ����!� ��� � � � �  � !� �� ��$'������������ � � �������� � "� 5 �������
��� ������� ) *�� � ������ " �����������$ � ���������� � � ���$����&�  7
 ���"��� 5 ���'
���� �� ��$'����������� Y�������� �� 5 "� (�� " ����(������ Z "��� �� � ���#��� �
"�"��� ���!� �� � �"���� �� Y� ���� ������� � � �&��$��� " ��$� � � ������ � �#'
� �������Z ) 4 ��� ��,�� $������ "��� �� � �"%�� ������������ � �� ��$'����������� �
�� � ���#��� "���$��� 5 � � " �&��� ��%� �� � ��  !������� ) 4��� � !�� ���� � ���� �����'
"������ "��� ����[� �� � ���#��� � � ��� � ������ ��� ���� ��� "� � �"%�� ���� ��� ��� �
�� � � �"%� ���$��� �  )

\]^j^_a ig hiaai�k tg b^_ hl^u0rklicj rk n �nk h^gl 0fidgkl di h klh dk+ cj0 rk ��) 1 ^gl ��) ` k_
lkfi_upk ` d bc_rcuk ngkj

d
hl0ak_j ri_a dka hilin qjlka _ bi hia rk ak_a k_ rkp^la rka jk+jka r0� * fga 1

� ^mn i__ _k r^__k hia r bc_rcuijc^_ agl di mi�^_ r^_j cd r0jkln c_k di h klh dk+ cj0 nica 	� dkc kj id 1` ���� ` tg clkhlk_r ukjjk diug_k u^nnk g_k ulcjctgk rk ��) ` hl^h^ak ri_a uk uia r b0fidgkl di hl^�i� cdcj0 r bg_ n^jk_ a^nni_j agl j^ga dka jpqn ka kj r^ugn k_ja h^aac� dka 1
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 ��  � ��������� !� � ��� ���& �������� �� ���� � �� !�������� !�� ����������
"��� �� ������� � �� � ���� " � ���# ��� � ���� ��� #� ��� " �����&� ) 7 ��� �
�������� !� ��� ��� �� " � ��"�!������ ��# "����� � �"���� � � �"%� ��# "���� ���
5 � �#�%� � �� ���"��� 5 "� ���'����������$� 7��� � ���� "��� ��� ������ �� ��� ����
�������� ��� �� ������ �������� " � � ����� � � �"%� ) :�� #� �� � 243 � �� �����
" ��� ��#��� ������� ����� ��� ���� ��� 5 :2*3 � � ��� "��� ���� ������� !� ��� � �� �
" ������� �� � ����� � ���# ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� ������ �� ���� !� ��� ���
�� � ����� ��" 5 � �����+� #��������� )

� �� �� ���"� ��� � ��#	��������! �

W� ���� � ���� " �� � � ��'��� ���� � ������ ���'5'��� "� ��� (��� " � ���$����&�  �
�� " �����"��� �� �������� " ���"������ ��� �� � ��� ) 
 ��� ��� �  ��� � ���� ��� ��'
"�� �"���� � �� ���� ������� ��� ���� �� � ��� � ��� � " ������� ���"�������� ) P�
��� � � � ������ �� �� ����������� "� ����� � ��� "� �#� ��� ��� ���� " ������"
��� �� � �� "���� ) �� � ��$�� " ��� ����� �& " �+�  � ���'��'��� � ) *� � ��� ��� ���� ��
� �������� ��� ��� ��"� " ����������� "��� � ������ � �� ���

Wi
�

Di
�� ��"��� "

� �� � " "���� �� ������ ��"��� 5 � �� ������� ��� ���
i ∈ {1, . . . , l}

Y� � ��� " � �� �
���� ��� �� "���

CDi

Z �
C−Wi

Di

� "� ��� ��
CDi

���� � � ��
Wi

� )

H(W |C−W
D ) = EP[− log P(W |C−W

D )]

= lim
l→∞
−

1

l

l∑
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log P(Wi|C
−Wi
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)

= lim
l→∞
−

1

l

l∑
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(
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)

P(C−Wi
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)

)

= lim
l→∞
−

1
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l∑

i=1

log
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−Wi
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!

∑nT

t=1 αt
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= lim
l→∞

1

l

l∑

i=1

log

(
CWiDi

∑nT

t=1 αt
∏nW

w=1 β
CwDi
tw /βtWi

lDi

∑nT

t=1 αt
∏nW

w=1 β
CwDi
tw

)

= lim
l→∞

1

l

l∑

i=1

log

(
CWiDi

lDi

nT∑

t=1

αt
∏nW

w=1 β
CwDi
tw∑nT

t′=1 αt′
∏nW

w=1 β
CwDi

t′w

1

βtWi

)

= lim
l→∞

(
1

l

l∑

i=1

log

nT∑

t=1

P(TDi
= t)

βtWi

+
1

l

l∑

i=1

log
CWiDi

lDi

)

;��� ���� �������� " ������� � "�#�%�  ���  � !�� � "�� �" ��� "� ����� %��� )
�]^ga if^_a r0� * 0f^tg0 uk hl^� dqn k rk agleihhlk_jcaai�k ig upihcjlk � kj ag��0l0 g_ lkn qrk ` dk

%���!� #1 �k hlc_uch k rk hlcf cd0� ckl ukljic_a n^rqdka i hlc^lc h ^gl dgjjkl u^_jlk dk agleihhlk_jcaai�k kajgjcdca0 ri_a � ck_ rka acjgijc^_a a^ga rka _^n a kj jkup_ctgka rc�0lk_ja � hil k+knhdk ` hlc_uch k r b���! 
�!��� k_ ihhlk_jcaai�k ajijcajctgk ` gai�k rk ukljic_ka d^ca i hlc^lc ri_a g_ uirlk �is0ack_ ` l0�gdilcaijc^_
k_ i_ids ak ` hlc_uch k rk %���-#-�  ��� !%# �# �#����� "��� ����& k_ jp0^lck rk d bc_m^ln ijc^_ 1

��_ _k aghhlcn k cuc tg bg_k akgdk ^uugllk_uk rg n^j
Wi

1 � bcd ihhili�j hdga r bg_k m^ca ri_a dk jk+jk ` dku^nhjk kaj r0ul0nk_j0 r bg_k g_cj0 nica hia i__gd0 1
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7� �����!� � ���� ����� �������� !� ��� � ��� � "� ���������� ��%� ��� ������
5 �� � ���# ���

P
"�(�� � Y� )-Z ) > �&���� %� � �#���!� ������ �� ����!� � �����'

������ �� �� ���!� "���� ����� � � !�� �� ���� ��� Y���� �� ������ � )� )� Z ) 3 ���� � ��
P(TDi

= t) ≈
�
{TDi

=t}
� � ���'5'"�� �� ∑nT

t=1 αt
∏nW

w=1 β
CwDi
tw ≈ αTDi

∏nW

w=1 β
CwDi

TDi
w

�
P

� ������ O

exp

(
−

1

l

nD∑

d=1

(
log αTd

+

nW∑

w=1

Cwd log βtw

))
.

4 ����� ���� � � ��� �� � ���# ��� � ���'��'��� � � ���� ������� � ������# �� ����� ������� O

1

l

l∑

i=1

log

nT∑

t=1

P(TDi
= t)

βtWi

≈
1

l

l∑

i=1

log
1

βTDi
Wi

≈ −
1

l

nD∑

d=1

nW∑

w=1

Cwd log βTdw

3�# ��� � �
log αt

� !�� ���� ���!� �+���� ���!�� �� ��$��$���� "��� �� ��� �  � �
5 �� �������� #� ������� ��%� � �� � ��$�� " ��� #������� �!������� 5

P
) 7� ���������� �

� ��  �� � ��"� " �� � ���#��� � ���'��'��� � ���� ���� ������� � � ���� !� ��� "���
!����� �� �� � �� � ��������� !� �� � ���#��� Y� )-Z "��� ��� #� ������ ���� � ���"���
5 � ��� �� ������� "��� � ��"� " ����������� )

� �� ��� ������� ������	����

4���� �� "�N ������ 5 ������ "� ����%�� �� ����� " ����������� " �� ������(������ ���
��� ����� � �� �� ���!��� " ������� 5 "� � ���� "��� " ����������� #�����%!� (8������
��" 1��� � -���) � � ���'5'"�� ���������� 5 ���� �� � ����� ��� "� � �"%� ��� ���� ��� 5
�� �9�& ���������� �� ���(!� "���� � ��� ��!��� �� ���� "������ ��� �� � ������� ��'
� ���� "� � ���� Y��� ��� ������� 5 � ����������� �������%!� !�� ��� "���� ��� �� !������
" ��� � �"%� "��� � ������� Z )

> ��� � �&��# ��� #� �� " (4���� � �� )� -��/) � !�� ������ � ��� � ����������� "
2*3 �� ������ ������!� " ��&��& " ������� ����� � ��� �!���� � "� ��� ��� � �������
���� ���� ) 4��� � ��"� � �� ���$����������� � � ������# �� ����� " �� � ����� "� ��� ���
���� "� ��������� 5 "� �9�&� " ���"#����� � $������ � " ��� ��� 5 �� ��&��& �
���������� ) 2� �!��� �� ����� ��� 5 �� "���� �� ��%� ����� � ��� �� "��� � �����
����� � ��� ������� �� �#�� "� ������ !�� � ���� � ���� ����& ) 4  � ��  � (3UU����"�
� �� )� �//�) ���� �� �� ���" ���������� ��� :2*� � ���� !� � �"%� " ���$�$ � �
�������� 5 �� �9�& " ��&��& " ������� ����� ) 2� ������ ��������� �� �����������
� ����!� ��� �� � ����� ���� � ��� � " � ���# ��� � ��� ������ � � �"%� " ���$�$
� �� ��������� ��� � ��� ���� (��� " ��&��& " ������� ����� ) W� #� ����� �����$�
5 ���� �� "� !������� " ���� ��� "�� ����� � "$��� � " ����������� �� "����� 5 ��
(� " � ������� (� ��� ��� � �// -) ) 2� ��������� � ������ �� ����������� �� ������� ���
� ���#��� � ��������� Y5 �� ����� (#� " ���� �Z ) 7�(� � �� ������ ���� ���� ������
" � � �" " ����������� #�����%!� � �� �������� 5 "������ � �� �&��� " ������ ��
��� ��# � �����+��� ��� �� � �"%� " ������(������ ��� ��� ����� ��� �  ���� �� "
��� ) :�� #� �� � (6����� � �� )� �//�) ��������� ������ " 243 �� ������ �&�� ���!�
"� ��$����&� � " ������ �� Y�HL� EL Z �������� ������!�� �� ��� �� � ����� " ��&��& )
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;���� ���� � " ��� ��,�� $������ � ��� ����� �& " ������%� ��� �� �9�& ��� �����
� ���� ��������� ��� ������ �� ��� �� ���� !� � �����+� #��������� � �� ��&��&
" ������� ����� � ��� !� ������� � � ����� ��� ������ �� �����$�� ) W� " ��� ����������
�� � � � !� � ���� " ������ �� ���� ������$�� � � ��� �� ��������� &�� ��� �����
!� ��� ��$����&�  " ��&��& " ������� ����� � ��� � ����� ��� ���� �� 5 �� �� �� � ������ )

>����� "��� �� � ��  ����$��� �� �9�& " ( ����$ ������ ������ (6�� � �� )� �//�) !��
������� 5 ������ �� �� �� !� ����%� �� ���������� 5 ������ " �� �&��# ��� �� �����
" �������� �� ) 4  � ��  !� � ��� �� ��&��& " ������� ����� � �� � ��� ��� �������� � ���
������ �� � �� (��� ������ ������ " �������� �� ���� " ������ �� ��� ��� )

7�(� � � ���� !� �� ������(������ ��� ����� " "� ��� ��� ���� �� "�� ��� ��� �&
" � �����+� #��������� � � ��� � � ��  �� �� � ������ � ��# ���� � � ���� �� ��� �
���� ���$�� � ��� � ����������� #�����%!� ) �� �� � ����� � � ��� #� �� � " ���� "� ����'
������ � ��� �� ������ �� � ����� ��� " ����$��������� (� ���� ��" Q��� � �//�) �� � � ��� ��
� ��&�"� �+� ����!�� � " ���� � ���� ��� " ��� ����  " ������(������ ��� ��� ����� ��� ��
� ��� (*����� ��" <��&�+ � �// -) �� " $����� " ������# ��������� �&�� ���!�� (6�����
��" 1������ � �//�) ) W� #� �� �����!� " � �+�  " �#� ������ �� ���� �������������
�� "�( ������� " �#�� Y4 7M< Z �//� � "����� � ���# 6 )

� �� � �	���	 �� ��� ���� �	�� ���� �� ���������� � ���� �

� �� �� � "����� � �! ��!#!����
:��� ������ � ����� �� ������ ������ " ����!���$ � ���� ��� ������� ) 3 ���� � �� � ���

"��� �� "� 5 " ��� ����$��������� "� "� ��� ��� � !�� ��"��� " ���� �� ����������� �� �
�� # ��� �������� � ���� � ��� ��� ���� �� "�# ������(������� ) :��� � ��� � ���!����
���%�� �� �� � ��A�J (6����� � �// -) � !�� "�(��� �� !������ " ��� �&%�  ��� �  �+��� ��
��� � ������� �� ���� &�� �$%� � ����� � ��� ���� ��� 5 � ����� ������ �� ) >�� � ��� � � ��
!� ���������� � ��� ��" ������� �� 5 �� !������ 	A �	HKKA� AL � �H� �C �� AK �AK� A��A���E	 	AK
�D�� ��AK EL
� E�AK �H� 	H �H��E�EDL ELE�EH 	A � � ��� ��� 5 �� ������� � �$��� �� �� � ������ 	A
�	HKKA� AL � �H� �C �� AK L �EL ��D
� E��E	 �HK 
A KD�K��C �� AK K�� A�� �K �) >� !������� � ������
��� !� ��� + � "�# ��� ��� 5 ������ � " ��,�� �� � � �����$� 5 �� "�(������ " �� ���������
� "� ���� � � ��&��& " ������� ����� )

W� �����%�  ���"�� ���� ��� 5 �� ��� �������� ��� "�# ������(������� �� !� ����
� ������ ��� " � �+� �� � �"��� " ������ !���� ����$���� �� ������ ������ ��"�� 5
�&�!� �&%�  "� ������ ������ �� � ������ �� ) 2� ��"��� " ?��" � " 1�����"
(� ��� �"� � �� )� �// -� ?���+ � �� )� �//�) � ����� "� ��������!�� ������!�� � ���������� �
�����%�  � �����"����� �� � �����"� � ��� ����� " "� ��� ��� � � ���'5'"�� !� ���� ���'
���� � ��� �&�!� ����� " "���� ��� � ���� ���� "��� �� � ��  ��������� "��� � ������ ��
" ������� � "��� � ������ �� ���� ��� ) 2� �+��&%� ��������� �� ���� ����� "�
� �����"� � ��� � ������ "� ����� "��� �� ���� " ��� ������� ��� �� "�# ���������� )
6 �� !� �� ��"��� � ����� ��� �� ��� ������� � ����������� ��� � �# �� � #&������ "�
����� � �����%�  " � �������� �� �&%� '����$��� � ��� �����"%��� "��� ��� ������ "
��� ���!�� �� � ��� " �� ������(������ "���� ����� ) 4 ��� �� ��� �&��� ����'������ �
���� � ������� !� �� � ��� " ������� ����� ������ � !�� "��� �� " ���"� ��� � �&����
" � ������� ����� � � �� � " $��� �$��� �� � ��� " �� ������(������ ����������� ) 4���
�� "���%� ����'������ � ���� ���������� �� ��$����&�  " �������� �� !�� � �� � "
�����"��� � �����%�  �� � � "�� ��� � �� � ���� ����� �� #�� � #&������ " �����
�� ���($�������� � ����� �� O �� � ��&�" &��$���� )
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4 ��� � !�� ���� � ���� ��� ���� ��� ���� �&%� � �� ������(������ �������� " � ���$�'
���&�  5 ���� � �� ������

τ = {τ1, . . . , τnT
}

) >&�!� �#�
d ∈ {1, . . . , nD}

���������
����� �� �&%� 

τt
��� �� ������ �����������

P(τt|Cd)
) :�� ������� � �� ��������� !�� #���

"� 5 ��� � ������ � !�� � � $������ ��� ������ � ������ �� � �� ����$���� � �� ���� "
��,�� ��� �����

Γ = {Γ1, . . . ,ΓnC
}
� )

� �� �� �� ��"$#!��� $�!��&&�
2� � ��� �� � ��#  ����(� � ��� � " �&���� " � ������� ����� ���� ��� �� "��'

���� ��� �� "����������� ���� ��� ��� � � �"%� � � ������� ����� " ����$���� � �� ��� � 
�� "����������� �"��� ) �� � ��$�� " � �EL� D�� H�EDL ���� A	 	A� � ������� ����� � �� "��� (� �'
�������� ��" 8������ � � �//�) � "�(�� ��� �  � ������� " �� "����������� � �"��� �

Γ� ���� ��� ������ ���"�������� ����������� �� "����������� ������&�
τ

)

IM =

nC∑

c=1

nT∑

t=1

P(Γc, τt) log
P(Γc, τt)

P(Γc) P(τt)

P� ����  �� ������������ " �&%�  � ����$��� ��� ��&����������$ ��� � ������ O

∀c ∈ {1, . . . , nC}, P̂(Γc) =

nD∑

d=1

P(Γc|Cd) P(Cd) =
1

nD

nD∑

d=1

P(Γc|Cd)

∀t ∈ {1, . . . , nT }, P̂(τt) =
1

nD

nD∑

d=1

P(τt|Cd)

4 � ��  � �� �����������  ���� �� ���� � ��� O

∀c ∈ {1, . . . , nC},∀t ∈ {1, . . . , nT }, ̂P(Γc, τt) =

nD∑

d=1

P(Γc, τt|Cd) P(Cd)

=
1

nD

nD∑

d=1

P(Γc, τt|Cd)

=
1

nD

nD∑

d=1

P(Γc|Cd) P(τt|Cd)

� ��������� !� ����$��� � �&%�  ���� ��"�� �"���� ���"��������� �� 5 �� "���� "�
"���� �� ) 2 ������� ����� ������ � �� "��� ��� ���� � ��� O

ÎM =

nC∑

c=1

nT∑

t=1

(
1

nD

nD∑

d=1

P(Γc|Cd) P(τt|Cd)

)

× log nD

∑nD

d=1 P(Γc|Cd) P(τt|Cd)(∑nD

d=1 P(Γc|Cd)
) (∑nD

d=1 P(τt|Cd)
)

�il a^guc rk �0_0lidcj0 ` _^ga ir^hj^_a hdgj�j cuc g_k _^jijc^_ hl^�i� cdcajk h^gl dka jpqn ka �lkah kujce
fkn k_j uij0�^lcka& irihj0k * g_k udiaac�uijc^_ hl^�i� cdcajk 1 �kh k_ri_j ` cd kaj h^aac� dk tgk upitgk jk+jk
ihhiljck__k * g_ kj g_ akgd jpqn k �lkah kujcfkn k_j uij0�^lck& ` aglj^gj ac dka uij0�^lcka a^_j caagka rk u^le
hga rk udiaac�uijc^_ aghklfca0k 1 �k uia rk di udiaac�uijc^_ r0jkln c_ cajk h kgj �jlk fg u^nnk g_k dcn cjk
rg hl0u0rk_j ` j^gjka dka rcajlc�gjc^_a 0ji_j u^_uk_jl0ka k_ g_ akg d h^c_j 1 �ka m^lngdka h kgfk_j id^la �jlk
ifi_ji�kgakn k_j acnhdc�0ka ifku rka _^jijc^_a k_akn� dcajka 1

�� bc_m^ln ijc^_ ngjgkddk kaj igaac u^glinnk_j gjcdca0k k_ udiaac�uijc^_ aghklfca0k h^gl dka hl^� dqn ka
rk a0 dkujc^_ r bijjlc�gja 	� u�iddgn i_r ] c�in ` ���� 1



��

�� �� � ����� � " �������� � ���� " ��� ������� �� !�� � ��� �� "���� ���� ������� �� ����
�������� 5 � ���� ����� � ��� ������ �� � ��� ��� ���� ���

0
�

1
) P� � �� �������

� ��� ��� �� ������� "� "������������ ) 7� ������
H

� ������� � � ������� ����� ������ "�
"�# �������� ���������

τ
�

Γ
�� � � � �$�� 5

H(τ)−H(τ |Γ)
�

H(Γ)−H(Γ|τ)
O �� � ��$��

" � ������� " ��� "� "�# �������� � ���� ��� ������ ���"�������� ����������� � �����
Y������ �� ��������Z ) (:�� ���'6��� � �///) � ���� "��� �� ���� ��"� � ��� � " �����������
" �� ���������� " �� ��'������� � !� �� ���� ������� ��� �� ������� "� "������������ �
�� ������ "�# ����� IM

H(τ)

� IM
H(Γ)

��� ���� ���
0

�
1

� !� � ��� � �� ��� ���� 5 "�
� ���� " ��������� � ���� � ��� �� !������� ��������� �� ��� ������ 5 � ������� �����
��� ���� ��� �� ����$��������� ���$���� ) 7� �� � ��

H(Γ|τ) = 0
� ��� ��$��( !�

Γ
��

������ �� ����� ��� �� "���� "
τ

� "��� !� �� �&%� � ��� ������� � ������ "
� ������� ����� ������ "��� �� ����$���� ) 7� ��&��& " ������� ����� � ���� ������� �����
�� ���� � "

1
� ��� � IM

H(Γ) = H(Γ)
H(Γ) = 1

) P� ��� �� ������� ��� !������� �  HEL 
 �EL� D�� H�EDL
�A	H�E� ) 4  � ��  � �� � �� "�(��� �� ��������� !�� � � ���� ������� ���

H(τ)
� �� ���� "

� ������� �� ������(������� !�� ���������� ���� " $���� � !� �������� ) �� �� " ����$
" ����� � �� "�# ������ ������ ��� ��� � �+�� $��� ����!� � "�� � ��� "� � �K�D�A

 �EL� D�� H�EDL ����A	 	A O

IMFS =
2

1/
�
 :��������

+ 1/
�
 ?��� �

=
2IM

H(τ) + H(Γ)

H(τ) = −
∑nT

t=1 P(τt) log P(τt)
�

H(Γ) = −
∑nC

c=1 P(Γc) log P(Γc)
���� ���� �� ���

��&����������$ ��� � ������ � " � ��  !� �����"� � �� ) 4 ������ ������$�� " ���'
� ��������� ���� � ����� �� � � ��� ����� !� (�� � �� )� �//�) �������� " ���� ����� ���
max(H(Γ),H(τ))

) <������� "��� �� ����#� �� �� $���� � ���� 5 � � ��%� �!�������� �
�� "�� ����� ���� ���������� "����� "� ��������� �����$�� )

2 ������� ����� ������ ������ "��� " �������� ���������� ����������� � �����'
���� � ��� ��� ���� "�# "������������ ������������ �&�� ���!�� ) 2 ����" (
 ��� � �//�) �
!�� �������� �� � ��� ��%� ��� �& "� M'*��� O �� �H�EH�EDL 
 �EL� D�� H�EDL � "�(�� ���
H(τ) + H(Γ)− 2IM

� "�� ���� �� ������ ����� " �� ������$� "��� � ��� " ������'
(������� "���� ������ � ��� #� �� �� ���������� " �+� ���� � " ����$����� �����$����� )
; ���� ���� � �� ���������� � � ������ ���� ��� ����� �� ��� " ����������� ��� ���'
��������� ) > ��� "��� � ����#� !� ��� #� ������ ��� � ��  ������ �� ��� � ���� ��
$����� "��� ������� ���������� ��� ��� � ����� � �� ����!� � ����������� �� " ����'
��� ������� 5 �������� ���!� ���� �� ��"�� �"�� "��� � � ��  $����  ) 3 ���� � �� ����
���� ����� � "��� �� ��� #����  � !� ���� �� "���� ��� ���� ������� " �� � ��  ��,�� �
� ���'5'"�� !�

P (Γ|Cd)
� "�� �" ��� "

d
� ���� ������� � ��� � ���  �

log
" � ���'

���� ����� ������ O

log nD

∑nD

d=1 P(Γc|Cd) P(τt|Cd)(∑nD

d=1 P(Γc|Cd)
) (∑nD

d=1 P(τt|Cd)
) = log nD

P(Γc|Cd)
∑nD

d=1 P(τt|Cd)

nD P(Γc|Cd)
(∑nD

d=1 P(τt|Cd)
)

= 0

> �������� � ���� !� �� � ����������� �� ����������� " ������� �� � � ��  � ���
���� �� "� ��� ��� � � ������� ����� ������ �� ���� !��� !� ���� �� ������(������ ���� ���
��� � ����������� � � ��  �� � ��� �� � ��  !� ��� " ������� V ; ��� ��+��� "��� ��� ��
��� ��� "� � ���� ���"�� ��� � ������� ����� ������ ���� !� ���� ���&������ �� �������



./ � � �������	��

Y� ��� ��� ���� "�# ����������Z ) �� �� ���� !� � ��� �� � � � ���&���$�!� � � "�����
��� � ���"��� "��� �� ������� ) ;��� ���&������ � �� !� �� ����$��������� " �������
���� ��� ��� ����� �� �� ������ ����� ��� � ������ � �������� �� "� ��� ��� � � !��
��$��( !� ��� "��� ��� � $������ ���� "���� ����� !� ����������� ) ;���� ���� � ����
������ �&���� � ������� ����� ������ �������� �� � ��� �� �������� 5 ���"� � ��� �� ��
�� �������� ������������ ) * ��� � ���%� !� ��� � ������ ��� �� ��� ����� �� ��������
"��� � "�� ��� � �� ������ ���&������ " �&��&� �� ���� �������� ) 4 ��� �� ������
������� � ���� ��������� � �����%�  " � �������� �� �&%� �'����$���� #������� �� �
��� �� � ��&�" ���� " �� �&����� "� $���&� )

� �� �� �  !���� ���'"� ���
4 ��� � !�� ����%" � ���� ����� ������ � �����%�  " � �����$� ��� " � ����� �������

�&%� �'����$���� � ����� ���� ��� "� � ���� !�� � �� ������ " � ��������� ) ;���
� ������� "��� ��� ������ !� ��� # ��� �� � �+� " �������� �� ������� �� ��� "�#
����������� ��� ) *� �� "�# �$���� � ��� ��� � � ��  ����� " �&%� � � ��� � ��
��� ���� �� � �+� " ��� ��$����&�  ������� � J�CD
A CDL �DEK A (��&� � -��� � :���"�� ������
��" *��$���U � -��. � M���� � �//� ) � !�� ������ � � ����� ������� �� � ��"��� "��� ��
$���& ��'����� )

; ��� ���� ����� !�
nT = nC

� ���������� � �����%�  " �� ��,�� ������� ) *���
�� $���& ��'����� �������� " ��� �[�� �� ��� � � � ��� �&�!� �&%� 

t
� " � ����� ��

��� � � ��� ����$���
c

) >&�!� �&%�  �� ������� 5 �&�!� ����$��� ��� �� ���� 5
��!��� �� ���� �� � � ��"� O

dtc =
∑nD

d=1 P(τt|Cd) P(Γc|Cd)
� ) ;��� �&��&��� � �������� ��

" � ��"� � �#�� �� � � ���'5'"�� � ������
{(t1, c1), . . . , (tnT

, cnT
)}

"
nT

����� ����&���
�� � �� ��� ���� �&�!� �&%�  � ����$��� �� !� ∑nT

i=1 dtici

���� � �#�� �� ) P� ��� ��
����'������� �� �� ����� " ������ !�� ����& �� � �#���� �� ���� �&�!� �&%�  �
�&�!� ����$��� � ��� !�� � ����� ��� ������ �� ���� �� ��� � �� )

2 �������  $������ �� " �� ���� ��������� �� �� �D��A����A "� $���& � � ���'5'"��
�� ����� " � ��"� ���� ���� 5 �&�!� �&%� 

στ (t)
� 5 �&�!� ����$���

σΓ(c)
� ��� !�

∀t, c ∈ {1, . . . , nT }, στ (t) + σΓ(c) ≥ dtc .
Y� )�Z

P� "�� !� ��� ���� �� KH���JA ����!� ��� + � �$����� "��� � ��!������ Y� )�Z ) 2 ���$����&� 
�"��� ���$������ �� �� � ��"� � ��� ������ � ���� " ������ � ����� �� � " ��� ��,�� !�
����!� ��� # ��� �� ������� �� "��� � ������ "� ����� ������� � ���� ��� � � �T�� !� ���
� ��$�� " ��� ������� �� " � ��"� � �#���� )

2 ��� ������������ �� �� �� � ��"� ��� 5 �&�!� ����$���
c

O
σΓ(c) = 0

� � � ��"� � ����
���� � ����� � 5 �&�!� �&%� 

t
O
στ (t) = maxc∈{1,...,nT } dtc

) >����"����� ����� � ������
"� ����� ������� Y�� + � � �� � ���� �� ��� �&%� Z � "���� ����� � � ������������
���� � �� ����� � � ����'������� �� �������� � ���� $���" ����� " �&%� � O

S ;��� ������� " ��� ����'������� �� !�����!�
A

Y��� #� �� � � �����"����� ��
�&%� � "��� � ���"� � � ������ � ��� �&���� � �� �� # ��� � �� ��� �%� ���� ������
���"������ 5 �� ����$��� ��� ������ "���

A
 ��!� ������Z )

S ;��� �������� �� ����� ������� O
S "

Γ
���

τ
� ��� ���� !�� ���� ������� "���

A
�

S "
τ

���
Γ

� ��� �� ����� )
��_ hlijctgk ` cd h kgj �jlk gjcdk r bill^_rcl di tgi_jcj0

dtc

h^gl _ bif^cl * jlicjkl tgk rka h^cra k_jckla `uil rka hl^hlc0j0a rk u^_fkl�k_uk a^_j r0n^_jli� dka ri_a uk uia 	�li_� ` ���� 1 �kjjk ihhl^+ cn ijc^_ kaj
r bigji_j hdga fidcrk tgk dk _^n�lk rk r^ugn k_ja kaj �li_r hil lihh^lj ig _^n�lk rk jpqn ka 1



. -

S ;��� ���� ���������� ����� 5 � ������ "� ��� � �� Y"���
τ

� "���
Γ

Z !� ����
� ������ �����"� ��� � ����� " �&���� ������� " ���$��� !�����!� � �������
"� �C �� AK !�� � ���� ��� "���

A
) ; �����

Z
�� ������ ) *�

Z
������� ��

����$��� !�� � ��� ��� "���
A

� �� �� � ����� � " ������� �� ����'������� �� ����
$���" � � ��&��$��� �� ����������� "� ����� " �� �&��� �������� (M���� � �//� ) )

S ;��� ��� ����� � ��� ������� ���� !� ��� # ��� " ���� �&���� ��������� � � ����'
������� �� � �#�� �� (���

A
�� ����������� ��� �� ����� ������� "

Γ
���

τ
)

*� � �������� �� � �#�� ��
A

����� �� ��� ��� � � ���$����&�  � ������ ) *���� ������ O

Zτ = Z ∩ τ

ZΓ = Z ∩ Γ

ε = min{στ (t) + σΓ(c)− dtc, t ∈ Zτ , c ∈ Γ\ZΓ}

:��� � �� �&%� � ��� ���� ������� ���
A

� ���� �&��&��� "��� ��# "��� � � ��"� � ��
��� "�� ���� ) P� � ��� �(� �� � ��"� " �� ��,�� ������� O

∀t ∈ Zτ , στ (t)← στ (t)− ε

∀c ∈ ZΓ, σΓ(c)← σΓ(c) + ε

:��� �� ����" ��������� �� "���� �� "���� ������� " � ������
A

�  ��!� �5 � !� �
"���� ���� �� ������� �� ��� ��� )

2� ��� ��# ��� " �� ��$����&�  �� ����!� ��� ���� ��� �� ����� " �&%� �
nT

)
; ��� � "��������� ��� ���� ��� �� ��$����&�  � � ���������� ��� �� ����� " �����$��
� " ��� ��#��� ) ;��� ����+��� � ����� �������� 5 (M���� � �//� ) ���� �� ������ !�
���� ����� ������� Y� �����+��� ��� "� $���&�Z � 5 (:���"�� ������ ��" *��$���U � -��.)
� ��� �� ������ �� ��$����&� �!� ���� ��� ��� )

W� ���� � �����  "������ " �������� �� �&%� '����$��� ������ � ���� � ������ �������
� � �������$ " "���� ��� ��� ��!��� �� "�# ����������� ��� ���� � " ������" � � � ���'
5'"�� ��# "��� � �&%�  � �� ����$��� ���� ���� ���� ��� �� � ��&�" &��$���� ) > ���� �
������ ����� �� ���%� ����������� " � ���$����&�  O �� ��N � " "����� � ���� " �������� ��
� �#�� �� ��� � ����� " "� ��� ��� ) (2��$ � �� )� �//� ) "����� ���� �������� �� ��� � ��
��� � ��&�" � �� ��� #������ "��� � ��� " �� ������(������ ��� ��� ����� )

W� ��� �� " ��� ������$� " ����������� �� ����� ��� �� � ��&�" &��$���� �� !� ���
� ��� ��� �"���� 5 �� ��� �������� " "�# ������(������� ������������ ��� "�� �����
������ " ������ ) W� ��� !� �� � ��� ��������� " ��,�� ���������%�� �� ���%� ��
��� � �� �� ����� " �� ���������

τ
�� "�� ��� � "�# ������ "��� �� ���������

Γ
Y��

������ ��Z � �� ����������� "��� � ���� � ��� � ������� ����� ������ ) �� �� ��������
� ����� � " ��"���� �� � ��&�" &��$���� �� ��� "���!�������

nT 6= nC
� ) W� ���� �������� �

���� ��� ��� (�&�� � �� )� �//�) � ������� 5 �"���� �� 
EK�HL�A 
A � H 	 	D	K "�(�� ���
"�# "������������ " ������������ � ��� "���� ��� �� ������� �� ����������� ����� �� )

�il u^_ajlgujc^_ `
Z

u^_jck_j ig n^c_a dka jpqn ka tgc _k a^_j hia ri_a
A

kj dka uij0�^lcka ig+tgkddka
cda a^_j rclkujkn k_j u^__kuj0a 1 � k hl^upk k_ hl^upk ` cd kaj igaac agaukhjc� dk rk u^_jk_ cl r bigjlka jpqn ka kjuij0�^lcka tgc _k a^_j hia rclkujkn k_j dc0a ig+ jpqn ka rk r0hilj 1

�� ica di r0�_cjc^_ rk � nkcddkgl ihhilckn k_j � rkfck_j id^la _^_ jlcfcidk k_ m^_ujc^_ rka rc�0lk_ja � kg+
rk u^_jlic_jka 1 � c _^ga aghh^a^_a ai_a h kljk rk �0_0lidcj0 tgk

nT > nC

kj tgk _^ga up^cacaa^_a rk lkah kujkl
di u^_jlic_jk �� !,- # "� � # ���" ."�# !������ � -� # #" -� # �#- %# �!"�� ���# �d bc_fklak 0ji_j n i_cmkajkn k_j
c_u^nhijc� dk ifku

nT > nC

& ` cd kaj h^aac� dk rk n^_jlkl tgk di n kcddkglk ajlij0� ck u^_acajk * jl^gfkl dka
nCnkcddkgla n ilci�ka hil di n 0jp^rk p^_�l^cak kj * u^gflcl dka

nT − nC

jpqn ka lkaji_ja k_ iaa^uci_j upiug_
* ai uij0�^lck di hdga hl^upk 1
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2 �����%�  �� ����� ��� ���!�� �� ������ ��� ���$��� � ����� ������� ) 6 �� !� ���
� ��&�" ������� " �&����� �� ����%� " ������ ����� ���� � �� "������� "������� " 
 ��'
�� � � " ������!�� �� ��$����&�  " ��� ��# ��� ���� $���" !� �� � ��&�" &��$���� � ��
� �� ��������� �� ��������� 5 #����� "��� �� Y����Z ������������ �� � �������� ��
" �� � ��&�" &��$���� � ���� ��� ������������ )

*�� �� ��� " � �������� �� � ���� � ������ �$��� �� �� �$��� ������� " ������ � '
���� !�� � ������� ��� ������� 5 �� � ��������� "� ��"��� "� �&%� � � ���� !� ��
"���$�� " ��������'2�� �� ���

τ
�

Γ
) ; ���� ���� � ��� �  ���� � ������ � ������

� )� )� � �� ������(������� !� ���� ���"����� � �����!� ���� ��N ��� � �� "���� ������
� ��� � ������ � ������� "� ���� " ��� �������� )

� �� � �	��		��� �� � ������ ��� ��

=���� !� ����� ��  ����(������� �&����!�� "� � ���� " ��� �������� ��� �� ����'
�� �� " ������� � ��� �� ���� ��� �� &+� ��&%� �� ������ !� �� ����$���� ����������
� �������� �"��� ��� �!�� �� ���&��� ��"� ) > ��� � $������ ������ ��� �� ����$����
� ��������� !� ��� ������ �� � ����� � ���� � ��� " ������ � � ��� (�� �� ���� $������� �
"��� ������� � ���� ��� ���� ����� � ������� ) :���!� ���� ��� � � "��� �� ��"� ���
��� ����� � �� ��  ���� �� ��������� " ��"��� �� !������ " ��� � �"%� 5 �� ��� � ��� )
�� ���������� "��� ���� ��$�!� " ������� �� !������ " � �����+� #��������� � 5 � �� �� �� �� �
� �������� "� ��������� !� ��� "��� ��� �� ������ ) >�� ���� ������� � �������� ��
� ��� �� ����� " �#�� "���� ��� �� � ��&�" "���� � � ��� ��� ��� � �#� ����� ���
"� "�� ���� ��N ��� � �� ������ ��� �&���� "� � �"%�� ���"��� �� ��������� ) 2� �����
" ��� �������� �������� ��� �� � ��&�" &��$���� ���������� �� ��� ���� �� ����������
��� ���� � ��"�!������ "� � �"%� ��# "����� Y"������� �&����!�� ��Z � ��� N ������
�����!� ���'5'��� " �� �9�& 5 �� ���� )

4 ��� ���� �� �����%� � " �����������$ ��������!� � �� �� ���"�� ���� " "�����$�� ��
� ����� ��� ��� ������ " �����������$ " ��� ��� ����� " ��� ) 2� ��� �%� � ����
��� � �� � ���$����&�  � �H
H� �A ��# "����� � �� ����" ��� � �� ��  JLJ�H 	EKA 5 "� �����'
����� ��� ��� ) 2 ��� (��� �� " ������ ��� � "���� ���� � ����!� "��� �� ������������
����� " � �����������$ � �� � �������� ����[� 5 "� "����� ��� ��� ���������� ) W�
!������ �� ������� �� ����� " ������ �� � ������ ������� " ��� ����%� ��� � ������ " ���'
��������$ �� � ���(!� � ��� �� � ����� ��� ��� � ������ " ��� ) 2 �&���� %� "
K���H�� �AL �EKKH A � ���� !� � � ��� ��� ��� ���� � ��� � ���� ���� �����&���� "���
5 �����"��� �� ����� ��� �� "�# ������ "��� �� #� ������ 5 ���� ) ; ��� �����
#���!�� � ��� !���� ������� ���� �������$����� "��� �� ���� �� ����� " ��� ������� ) ��
��� � ���� ���������� " � ���� ��� ����� �� �� � ���#��� � " ����"�� �� ����������
"��� �� � ��� �� �� ����� ���� "����� �� �� !������ " � �������� )

2� ������ (���� ������ � ��� �� � ���� ���� �������� �� "�� �"���� "� "��'
��� ) W� !������ ������� �� "��� " � "� ��"� 5 !�� � ���� �� ��������� ������
��� ����� " $��������� ) W� ��� ��� � ����� � ������� 5 ������� "� � ��$� " ����� ���'
�����!� ��� �� ��������� ) ;��� ����� "���� ���� �� � ������ � �����%�  "��� � �&����� )
> �&��# �  ����( ��� � ����$ !� ���� ����� "� ��"� " ����������� O �� � ��$�� ���� ���
" ���� "� ��"���� !� " ���"� "� "�������� "�(������ � ����� " ��� � ��&�"
�� " ��� ���� ) 4%� ���� � � ������ " �� KELE� �H�EDL K �H�EK �E��A YK�H�EK�E�H 	 KELE� �HL �AZ
"� ��������� � �� ��� $���" ������� �����!� ) ;���� ���� � �� ���� ���&������� � � ��� �

��k hl^� dqn k a^gae� iuk_j tgc ak h^ak id^la kaj ukdgc r bc_jklhl0jijc^_ rka jpqn ka 1 �^cl di akujc^_ � 1� 1
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���� 5 " ������ (�� � �� ����� ������� �� � ����� � " ��"���� �� ���� ���� ���� � ��� ��
��&��& " ������� ����� "��� � ������� (���� � -���) �� "��� � ����" ���� ��� ��%� (8����
��" 8������ � �//�) )

4 ������ "�� ���� "� <32 � ������ !� �� ��&��& " ��� � ����!� �"��� �� ���'
����� �� �� �� ���� �������� � ) 3 ���� � "� ����� �����"������ ��� ��� ������� � ���
������ �� �����"�� " ����������� ����� ���!� " ������� � � ���������� " �� ������'
��� (:�� ���'6��� � �///) � ���� ��� �  � ���"������ ����� ���!� (8���� � �//�) ) 2 �
���������� �� �"���!� "��� �� "�# ��� O ����� "� "������� � ���� ���� ���� � �
"����& �������� �� ��� ��� ��� ����� ���� ������$� � ���� ������������ ������ �
�&���� ��"��� ��� �� " "�� ����� ��� ��� "� � ����� ���� � ��� ������ ��� �5'� �� 
�� ���� �� ���������� " ���# ��� ) >�� �  ���� � ������ �� "��� � �&����� � �� ������('
������ ��� ��� ����� � ���� ��� #������ 5 �� �%$� "��� �� ������ �������� "� � ����
���� ���� ) <������� � � "�� ��� ���� �� � � � ���� ������ "��� �� �������� "� � ����
" ������� � � ��� � � ����� �� !� ������� � ���� � ���� !� � ������� ����� ������
� � ���� " ��� ������� ��� �� � ��&�" &��$���� � ���� �"��"���� ) > ��� � ���!���
���� ����� "���"� " � �� ������� !� "�# � � ���#��� � ���� " ��� ������� � ��
�����'���� !� ���� �����  ����(� ���� �� ���$ " � �&����� )
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;��� ��������� "��� � �&����� �� ���" � �� ��� � � �"%� " � ����$ " �����'
��� ���� �� � ������ � )� )� )

; ��� ��� � �,��� ��� ������� � � �"%� ���� � "����� !� "��� � �&����� � � �
� ������� ����� � �� ��� � �� �� �� � ����� � " "����� "��� �� ��"� ��+���� "� ���'
���� ����$��� � ��� �� ������������ �&�� ���!�� ���"��������� ) ;��� #� ����� 5 ����
" �#� �� �� ����������� 5 � �����������$ ��� ����� "��� � �������� �����!� ��� ���"��
"��� �� ������� � )� Y� ��� � ��"� ��� ��� �����Z � � )� )� Y� ��� � ��"� ��� �����Z )

2� ������ � )-� !�� "������ �� ��� �%�� #� ������ ��� � � �"%� " ��� � � �� "����
�� ������ " ��������� � �����!� �� ��,�� "��� ���� ��������� � ��"� " ����������� � "
� ������� "� ��������� ������ ������ ����� "��� �� ���� ) 3 ���� � ���� ���� ����� "���
�� ������� �������� "� ������$�� ��� ��"��� ��# ������ " � ���$����&�  7
 � ��� �
���"�� � ������ � )� � �������� �� "�� 5 �� ������ " ��%� ������# ������� �
��� � ����� " $���" "�� ����� !� ��� � ���������� ) W� ��� �%� �"� � �� " ���
#� ������ ��� � �����$ � �� �� ��"������ " �� "�� ����������� ) ;��� � ����"���� � "�����
� ������ � )� � � ������� !� ��� � �� "���� ��� 5 �� � ��&�" " �������� &������!�
��� � ������ )

;��� ��� ������ ����� �� ��������� 5 �� ������$� ���"� ��� �� �&���� " 
 ��'
��� 
 ��� >���� Y
 >
 >Z � ���� �������� �� � ���&����������$ " 8���� ) 7�(� � ����
��������� ��� "�# ���� ��� �� ��"�� �� �'��� ����� � ��� ����� � �� ��� �%� � ��� ���'
��� � ����� " ����!���� ��������� � ��� �� ������ � �������� ��� � ���$����&�  7
 �
�������������� 4 ����&�� � � �� ����" � ��� ����� ��� �� !������� � ���� � (� " ������
� )-)� ������� �� ������(�� ��+���� ���� )

� �� � ����� 	�� �� � ��� ��
4 ��� ��� ������ � ���� ������� �� ����������� "� � �"%� " � ����$ " �������'

� ���� ) R �� "������ " �� ������ � )� )� � ���� ������ 5 ������ � "������ � "��� �� ��"�
������ �� ��+���� � ��� "� � ������� 4 ����&�� ��� �� ����� %��� )

2� ���� " ��� ������ �� ��������� " "������ � ��� �&����!�� ��� � � �"%� )
;��� � ������� � ������ � )-)� � !��� � � �"%� �� ��� �� ������(�� ��+���� ���� � ����
#���!���� � ������ � )-)� !� ������� "������ ���"��������� " �������� ������ ��
���� ��� � ��� �� � E�E�C 	A����	�ELD� EH 	 � � !��� ��� �� ���� ����� � �� � ������(������
��� ����� !� ��� ��� ����� )
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� ���� ���"� ��� �#� ������ �! &��� ���� �'� ��
4 ��� �� ����� �& ��+����� � �� ����� %��� "� � �"%� ���� �#'� �� � �����"����

��� �  "� �������� ��������� ) 7� � ������ " ���� ���������� � ��� ���� ���� ���� �����
�� ��� "�� H � �ED�E) 2� ����������� � �"�(�� ���� ����������� "� ����� %��� � ����
� ������ ������� ��� ������ ��� "�� H �DK�A�ED�E (?�� �� � �//�) )

7� � ������ " ������� ������ ������� ��� �� "����������� � ������ � �� �� " ����$ " �&�����
�� ��� �DL ��JA ��� �� ��� "� ����������� ) P� "�� !� ��� ��� � ������ �� ��� �$�� ��� ��
��� "� ����������� �� �� ��� � � �������� "� ����� %��� ���"��������� �� ��# �����������
� �� � ��  ����  !� �� ��� � ������ ) 7� " ������ ��� � � �� ����������� � � �"�(�� ���
��"����� �� ��� &+� ��&%�� ��� �� ����  " �� "����������� "� ����� %�� � ��� � ���� !�
� �"�(� �� &+� ������ %��� ) 2 ��������� ������� "� ���� ��� �$��� �� ����������� O ���
� �� ���� " ������� "� ������� #������� � ��� �� "����� " �� "����������� � � ��������
� � ��� �����!��� � ��������� � ��� ����� " �������� ) <������� � �� ��� ���(������� � �� ���
��� �� "������������ ��� �$��� � "����� ��� ����� " ����#� �� �&��# " "������������
� ������� �� ���"����� 5 ��� ������������ � ������ ) 4 ��� ���� ��� � �� ��� " 4 ����&�� �
��� �$�� " �� ��� �������� ��� � �� � �����!� ��N ��� � �� �# ��� � ��� ��������
������� �� �� ������ ����� " ���($�������� ��������� "� ������������ "����%�� )

2� ��� " 4 ����&�� "�(��� "� "������������ " ����������� ��� � ��� ��# ) >&�!� ��'
�������� �����'"�� ��������

α = (α1, . . . , αnT
)

����( "��� O∑nT

t=1 αt = 1
) 7� "�� �����

nT
� ��� ��� �� ����� ������ ��� �� ����� "

nT
����� %���

p = (λ1, . . . , λnT
)
) 2 �

����������� " ��� ����������
α

�� O

p(α|λ) =
Γ(
∑nT

t=1 λt)∏nT

t=1 Γ(λt)

nT∏

t=1

αλt−1
t

�

��
Γ

"���� �� �������� 8�� � � " �7��� ) 2���!� ���� ��
λt

���� �$��# 5
λα

� ��� #���'
���� � ��� ���( � O

p(α|λα) =
Γ(nT λα)

Γ(λα)nT

nT∏

t=1

αλα−1
t

2� "������������ 4 ����&�� � �������� ��� ���� ��� �$��� ) : ��� �������� �� � ���� �'
���� !� � �����

α
���� �� ��� � ������ 4 ����&�� � " ����� %��

(λ1, . . . , λnT
)
� � !�

� ��� � ���
l

����$� ���� �� �������� ��� " ����� %��
(α1, . . . , αnT

)
�
Kt

����� �� (���
� ����� " ��������� "� ��������

t
� ���

t ∈ {1, . . . , nT }
Y�������� �� � ∑nT

t=1 Kt = l
Z )

2� "����������� � � �������� "
α

���"��������� �� ��# �����������
K

�� 4 ����&�� "
����� %��

(K1+λ1, . . . ,KnT
+λnT

)
) ; ��� � ������ ����� � ��# �� ��$��(������ "� &+� �'

����� %��� Y!�� ���� ������� ���������� � "��� �� ��"� ��+���� � ��� �  "� �����������
�E��� A	 	AK (?�� �� � �//�)Z ) >&�!� ����� %�� �� 5 ��� ���� ��� � ����� " ������������
������� "��� �� ��� � ����� � � ��������� ∑nT

t=1 λt
�� � � ��������� � ��� � �����

����� " ������������
l
) : ��� ��� �������� �� �� ������� � � ��� � ������� " � �� ������

� ���� " �� �� 5 � �� ��� "���� � ����� " ������������ )

� ���� � " ���!#!��� �#� ������ �� $��� &�
��� � ���� ��������� !� �� ���� � ������ "� ����� %���

α
�

βt•
0 ���� "� ���� "

4 ����&�� �!�������� Y� ���'5'"�� !� ���� ���� ����� %��� ���� �$��# Z " �&+� ������ %���
��� �����

λα > 0
�

λβ > 0
)

2 � �"%� $�������� � ��� � ������ ����
C = (C1, . . . , CnD

)
"���� � �����!��� O

\]^ga r0ac�_^_a ic_ac di u^d^__k rk di n ijlcuk
β

lkdijcfk ig jpqn k
t
1



.�

-)
α ∼ Dir(λα, . . . , λα)

� ) :��� �&�!� �&%� 
t = 1, . . . , nT

O
βt• ∼ Dir(λβ , . . . , λβ)

� ) >��"��������� �� 5
α, β

� � ��� �&�!�
d = 1, . . . , nD

O
Y�Z ���� �� �&%� 

Td ∼ Mult(1, (α1, α2, . . . , αnT
))Y� Z ���"��������� �� 5

Td
� ����

ld
� ���

Cd ∼ Mult(ld, (βTd1, βTd2, . . . , βTdnW
))2� ��� � � �������� � ������� " ��,�� ������!� Y� �� ����� �� ��� � ��"�� �"���� "

α
�

β
Z O

p(α, β|C) ∝ P(C|α, β)p(α)p(β)

∝

(
nD∏

d=1

nT∑

t=1

αt

nW∏

w=1

βCwd
tw

)
nT∏

t=1

αλα−1
t

nT∏

t=1

nW∏

w=1

β
λβ−1
tw

Y� )-Z

>�� #������� � ��� ��� � �#�� ����� #������� �� ) �� �� ����� ���� � ����� � " �������
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 � " �� � ��  ��,�� !� �� ������ � )� )� O

P(Td = t|C;α′, β′) =
α′

t

∏nW

w=1 β′Cwd
tw∑nT

t′=1 α′
t′
∏nW

w=1 β′Cwd

t′w

Y� )�Z

αt ∝ λα − 1 +

nD∑

d=1

P(Td = t|C;α′, β′)
Y� )�Z

βtw ∝ λβ − 1 +

nD∑

d=1

Cwd P(Td = t|C;α′, β′)
Y� )� Z

� �� ������� " ���� ��������� ���� "���� ���� ��� �� ���������� O
{ ∑nT

t=1 αt = 1∑nW

w=1 βtw = 1
� ���

t ∈ {1, . . . , nT }.
7� ���� � ���� ������ ���� "��� �� ������ ������� !� �� �� �������� ������ " �&%� �

���� ������ " ��,�� "���� ����� Y��"� ��� �����Z � �� � �#�� ������� #������ " Y� )-Z
�� � ����� � )

� ���� �� �&#������" �#� ���� �#��
2���!� � ����� " �&%� �

T = (T1, . . . , TnD
)

�� ����� � ��� � ������ " ������'
�����$ � ���� � ������ "�(��� �� !�������� �������� O � ��� ����

t ∈ {1, . . . , nT }, w ∈
{1, . . . , nW}

� ������
St

� ����� " "���� ��� " � ������ " �����������$ !�� �����'
������ �� �&%� 

t
�

Kwt
� ����� " ���������� "� � ��

w
"��� � �&%� 

t
)

2� ��&��& " ����� ����� "� � �#���� � � �������� "��� O

log p(α, β|C, T ) =

nD∑

d=1

log P(Cd|α, β, Td) + log p(α) + log p(β) + k

=

nD∑

d=1

(
log αTd

+

nW∑

w=1

Cwd log βTdw

)

+

nT∑

t=1

(
(λα − 1) log αt +

nW∑

w=1

(λβ − 1) log βtw

)
+ k′

=

nT∑

t=1

(
(St + λα − 1) log αt +

nW∑

w=1

(Kwt + λβ − 1) log βtw

)
+ k′
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��
k

�
k′ ���� "� ��������� ��"�� �"���� "� ����� %��� ) >� ��� � � ��+��� �����

������ ��� �� ��&��& "�
α

�
β

� �#�� �����
p(α, β|C, T )

� ���� � ������ �� �$����
"��� � !�� ���� )

:����� � ��� �� �� ���������� ∑nT

t=1 αt = 1
�
∀t ∈ {1, . . . , nT },

∑nW

w=1 βtw = 1
���

� ������"������ " ������ �������� " 2�$���$ ) W� ���������� ������!� "��� �� ��������� O

αt =
St + λα − 1

nD + nT (λα − 1)
βtw =

Kwt + λβ − 1

Kt + nW (λβ − 1)

���
Kt =

∑nW

w=1 Kwt
����� " ���������� "��� � �&%� 

t
)

>�� ���� � �� � " "���� ��� "� ������
α̂

�
β̂

� ��� �� ����� %��� � �� �� �����
����� " ������� � �&%�  � ���� ������� � ��� �� ������ "���� �� Y��� �� "���
� ������ " �����������$Z

d? O

td? = arg max
t∈{1,...,nT }

P(Td? = t|Cd? , α̂, β̂)

= arg max
t∈{1,...,nT }

P(Td? = t|α̂) P(Cd? |Td? = t, β̂)

= arg max
t∈{1,...,nT }

α̂t

nW∏

w=1

β̂Cwd?

tw

= arg max
t∈{1,...,nT }

(St + λα − 1)

∏nW

w=1(Kwt + λβ − 1)Cwd?

(Kt + nW (λβ − 1))ld?

Y� )�Z

R ������ � ���� ����� �$���� �� ��������� ��"�� �"���� "
t !�� � ���� ��� ���� 5

�� � �#�� ������� ) �� ��N � (���� �� " ������� Y� )�Z Y�� ��� ��$����&� Z � ��� ������
� �&%�  ���"�� ��� � ������(�� ) ;��� ��������� " ��� ��,�� �� ���%�� ������ "�
������(�� ��+���� ���� (2 �� � -��. � 
 �>����� ��" ; �$�� � -��.) )

� ���� �# ���!"���!��� � �" ��� &�!�� �&!���$ �#&�
4 ��� � ��� $������ ��� ��� ����� � �� �&%� � "� "� ��� ��� " �����������$ ���� ��'

������ ) 
 ��� ���� ������ � �������� ���� !� � � ��  "��� � ��� � �� �� � ����� � " �������
�� #������� #�������� " �� ���  ���� "

C
�

T
� �� ����� %���

α
�

β
����� � ��'

$�������� ) 2 ����������� �� ������� ��� �� !� �� "����������� ���"����� ��+����� " ���
����� " ��� ��� ����� "����� �� ����� � ��� ������� ��"������� " �&%�  � �� ���
"���� ��� #������� �� � �� ����� ���� � ��� " "����������� 4 ����&��'
 ������� ���
(
 ���� ��� � -���) )

>�� � �,��� ��� �����"��� �� "�����  ���� "
C

�
T

O

P(C, T, α, β) ∝

nD∏

d=1

nW∏

w=1

βCwd

Tdw

︸ ︷︷ ︸
P(C|T,β)

nD∏

d=1

αTd

︸ ︷︷ ︸
P(T |α)

nT∏

t=1

αλα−1
t

︸ ︷︷ ︸
p(α)

nT∏

t=1

nW∏

w=1

β
λβ−1
tw

︸ ︷︷ ︸
p(β)

∝

nT∏

t=1

(
αSt+λα−1

t

nW∏

w=1

β
Kwt+λβ−1
tw

)

�� �� � ����� � " �����$�� ��� #������� ��� ���� ��� 5
α

�
β

��� �� ��� ��#� �����'
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� ��"���� ) > ������ ���� �������� �� �������� " ���� ��������� " �� ��� 4 ����&�� O

P(T |C) ∝

∏nT

t=1 Γ(St + λα)

Γ [
∑nT

t=1 (St + λα)]

nT∏

t=1

∏nW

w=1 Γ(Kwt + λβ)

Γ [
∑nW

w=1(Kwt + λβ)]

∝

nT∏

t=1

(
Γ(St + λα)

∏nW

w=1 Γ(Kwt + λβ)

Γ [
∑nW

w=1(Kwt + λβ)]

)

R ������ " � �������� � �� �� � ����� � " ����"� � ����� " ���"�������� " �&%�  ���'
���� �� "������� ��� �������

Td
� � " ����� � �� "����������� ���"�������� � � ��������

" ��� "���� ��
d

" ���������� 5 �� �&%�  � ����������� �� �&%� � "� ����� "� ��� ��� )
;��� �������

P(Td|T−d, C)
��� "����� ���"�������� � ��

T−d
"���$� � ����� " ���"�'

������� " �&%�  � ��� ���� �� "� ��� ��� ���� �
d

'�%�  ) 4  ��,�� ��� ����� � ������
C−d� ������ ���� � "� ��� ��

d
�

K−d
wt

�� !�
K−d

wt =
∑

{d′ 6=d:Td=t} Cwd
) 3 ���� O

P(Td = t|T−d, C) =
P(Td = t, T−d|C)

P (T−d|Cd, C−d)

=
P(Td = t, T−d|C)

P (T−d|C−d)

1
P (Cd|T−d,C−d)

P (Cd|C−d)

2 ����" ������ � "�� �" ��� "� �&%� 
t

"� "���� ��
d

) 4 ���
P(Td = t|T−d, C)

��
���� �������� 5 P(Td=t,T−d|C)

P (T−d|C−d)

� � ���'5'"�� 5 O

∏nT

t′=1

(
Γ(St′ + λα)

∏nW
w=1 Γ(Kwt′+λβ)

Γ[
∑nW

w=1(Kwt′+λβ)]

)

(∏
t′ 6=t

(
Γ(St′ + λα)

∏nW
w=1 Γ(Kwt′+λβ)

Γ[
∑nW

w=1(Kwt′+λβ)]

))
× Γ(St − 1 + λα)

∏nW
w=1 Γ(K−d

wt +λβ)

Γ[
∑nW

w=1(K−d
wt +λβ)]

,

"��� �� � ��� �� ���� #�� ����� �� � ��  !������� �� ��� ������ � �� "���� ������ � ��
�&��$� �� �&�� ���!� "� "���� ��

d
��%� ) 4 ��� �� ���"������ � �� ������� "� �������

� ��� ���(�� � �� ��� � �#������� ������� O

P(Td = t|T−d, C) ∝ (St − 1 + λα)

∏nW

w=1 Γ(Kwt + λβ)∏nW

w=1 Γ(K−d
wt + λβ)

Γ
[∑nW

w=1(K
−d
wt + λβ)

]

Γ [
∑nW

w=1(Kwt + λβ)]

Y� )�Z

;��� ������ "��� �� ���� !� ��� ������ � �� ��� ���� 5 �� � ���� "�# ����� O
S 4 ��� �� ��"� ��� ��� ����� � �� ����������� "� "������������ ���"��������� "

���� ��
Td

��$$%� �� ��,�� " ������!�� � ���&����������$ " 8���� � �� ��������
�� ��� ���%� �� ����� ) >�� �"� ��� "������ � "��� �� ������ � )� )� )

S 4 ��� �� ��"� ��� ����� � �� ������ Y� )�Z ������ ��" 5 �� 
EK��E+��EDL +HIJKEALLA
� �A
E��E�A "� �&%� 

Td
"� "���� ��

Cd
� ���� ����� �� ����� "� ��� ���

C−d
�

���� ���!����
T−d

������ Y����� " �����������$Z ) >�� ����� �& ��� "�������
� ��� ���� �� ������(�� ��+���� ���� � ������ � )� )� )

7�(� � ���� �� ��!���� " ��,�� ���� �� ���$� ���!� � ��� � ��� ���� ������� !� �
������ " � ��!������ Y� )�Z � �� ��� " �����"�� ��� � �� �� " �#������� " � ���$����&�  "���
�� � ��� �� �� ��������

Γ
Y�� ����[� ��� ��$����&� Z � ���  �� ��� ������� !� �� "� � �����

" �� ���� 
n + λβ

��
n + nW λβ

� ���
n

���� � � �� "��� ���� � ��� � " ��� ����������
�������� �"�!��� )
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� �� ��� ���� ����	 �� � �� �������� � ��
4 ��� ��� ������ � ���� ��������� �� ��������� " ��� ��� �%� ���� " �#� ������ ���

� ���$����&�  7
 ) 3��%� ����� ������� � ������ ������� � ���� ���!���� �� "�N ������ ���� 5
�� ������$� " ��� ������������ ����� " ����"�� � ������� � ����!� "� ����� %��� " �����$ )

� �� �� �#�"� ���  "�$��!#&
:��� �� #� ������ " ��� �&%� � ���� ����� ������� ���������� �� �� ������ � !�

���� ����� �&���� ������� �� ��� �� Y����$���� ���� �� �� ����������Z � ��� � � �� 
�� �� " ��� ����� ��N ���� Y�/// �#��Z � ��� ��� � ��� 5 ������ "� ��� ���� 5 �� "�'
� ����������� ) �� � ��$�� " ��� ����'����� "� ������ ?���� �///� (?���� � �///) � �!��
� ��� ��� #� �� #������ "��� (?���+ � �� )� �//� � 
 �����$ � �� )� �//�) ) ; ��� �����
���������� �/// �#�� � ������� 5 � !� �&���� " ��# ��� �� � ���� �� ����$��� ���� �
�� ���! �������� O � ���� � �� ���� � ����� � ������ �� ����"��� ) >� ������ ��� ��� �&�����
���� !� ���� ������ ��N ��� � �� ���!���� "��� � ������ � !� ���� ���� ��������
� � ����$�� ) 
 ��� �� �����!� � ���� !� �� ������(������ ��� ��� ����� " � ������ �
� �� !� �������� �� ����� � ��� �� ��������� &�� ��� � � ���%� ��� �� �9�& ���
���� ��� � ��� �� ��$����&� � ����� )

W� "� !������� !�� � � ���� �� ��� "� ������ �� "� "���� ��� �+��� ��������
���!���� ����$������ ) 2���!� ��� "���� �� � ���%" �������� ���!���� ���� � �� ���!
����� � �� �������� �� " ��"���� �� ����������� " ����������� ��# "������� ������
Y-�� � -�� ��� #� ��Z ) 
 ��� � ������ �� � ��� ��� ��%� ������������ ��� �� �� � ����� �
!� � " ��� ���� � �� "���� �� ���� � ������ ���� ��� 5 �� ����� !� �5 � ����� � !� �
" ����� ���� � � "� ��� �� ��������� ���� 5 " ������ ����$���� !� �� ���! �������$���
Y��� ������ ����� � �� " ���� ��,�� ��� ��� �������Z ) M ����� �� � ���� ����� "���"�
" � �����"��� !� �� ��� �%� ���!��� � ��� �&�!� "� ��� �� � �� �#�� ����������
5 �������� ����$���� � ������ ��� ��%� ������# Y���� � ������ � )-Z )

;��� ����� �&���� � ������� " ��� ��� � ���� � ����� � �� ��������� ��� O �� �&�� �� �
���� $������� �� ���� �� �+�� ��� ��� ���&�� ���!�� ���� ���� ���� ) ; ��� ������� � �&+� �'
�&%� !� ���� ���� ���� ������� ��� ���� ��� 5 � ������� ����� !� ���� ��� ����� ) 2� "���� �����
" � ��� ���� ���� �� �+����� ��� ���&�� ���!�� ) 3 ���� � ��� #� �� � �� ����  ����'
���� �� �&��� " �&�� �� �� ������ � "�# ���� � � �������� !� "� ������%��
���&�� ���!�� ) :�� ������� � ���� ����� "���"� " ������� �� ����'� ��� ��� "������ � ��
� ������� ����"� � � �������� ��� ������� ��������� � ��� �  ���� � ������ � ������ � )� )
4 ��� � ��� � �"��� � ���� ��������� � �����$������ "� �� �������� � "��� �� � ��� �� � ������
�� ��N ��� � �� � ��� � ��� ��� ��������� ���� ��"������ "� �� �������� ) 7�(� � � � ���'
��� " ���� ����� " ��� ������$ 5 � ���� � ���� � ������ � ������ 5 ����� ��&��!�
" ����� ������� �� " �� � ��������� )

*�� � ���� �����!� � �� �9�& " �D�ALEKH�EDL �� ������ ��# ����� " �� �������&%!�
+H �D� �	 D�
K (
 �>����� � -���) � !� ���� ����� �"���� � >�� ���� ���� ���$��� � 
�AF ��	�K� Y�� ) ���# >Z )

��k u^lhga u^nhlk_r ��� �� � r0h �upka � kgjkla agl rk _^n�lkg+ ag� kja ` rc�ga0ka k_jlk i^�j ���� kj
i^�j ���� 1 �ka jk+jka a^_j i__^j0a k_ ��� ifku g_ �li_r _^n�lk r bc_m^ln ijc^_a aghhd0nk_jiclka ` r^_jg_k tgc _^ga c_j0lkaak hdga hiljcugdcqlkn k_j � di �^g dka& uij0�^lck �a& * ditgkddk �ig+tgkddka& ihhiljck_j dk
r^ugn k_j 1

��kh k_ri_j ` ri_a di akujc^_ � 1� 1� ` _^ga 0jgrc^_a d bk�kj r bg_k rcn c_gjc^_ rg f^ui�gdiclk agl di �iak rka
ml0tgk_uka rk n^ja kj g_k rk uka k+h 0lck_uka kaj ` rk micj ` 0tgcfidk_jk ig � djli�k rka i_jcen ^ja 1
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� 	� � � )- S 2� "������� ����$���� "� ������ ���������� )

;��� � ������ �� #� ������ ��� � ������ ������� � ������ � )� )- 5 � ���" " ��� ����'
"����� ������ � -/ ���� �� ��� �� �� �������� ���������� 5 �&�!� ����  ��� � ������
"� � ��� "� ������ " �����������$ Y�//// ������ Z ) 2� ��������� ���� "��� � �+���� ���
� ������ "�  �# � � ����!� � �����  " ��� ������������ �� �������� � ���� ���"������ �$��'
� �� �������� ��� �������� ��"�� �"����� Z ) *������ �� ����� ����� "� ��������� � ���� ����'
������ ���� ����� �� ��� ������ � ���� �� ����� � ���� �� ����  " � ����'5'� ������&� O
�� � ���� � ����"�� ��� �� !������� �������� � ��� ����� ����� !� �� � ������&� � ���'
���$�� "� "�# �[���  ��!� �5

±1.5
���� � ��������� ����'!������ Y�� ����������� �� �'

����� � �� ����� " !��!�� ������ ��� �// � ��� ��� �$�����Z )
:��� �� ������� ���!��� ���� " � ����" ������� �� �&����� � � ���� �&��# " � ����

� ��� � ���� ��� �� � ���#��� � �� ����� " ����������� ���%� ����������� " �� � ��&�"
&��$���� )

� �� �� ���!�# &��#!���
�� �� �� � ������ " �� ��!�� !� � ���$����&�  7
 ��� ��� �� �������� ��"�� ��� � ��

" ������ "����� "� ����� %���
α

�
β

�� " ������������ � � ��������
P(Td = t|C;α, β)���������%�� ) 2� ������� Y� )�Z � Y� )�Z � Y� )� Z ���� � �� ���� � � � " ������� �� ����'

� %��� � �������� "� ������������ � � �������� � ������ �� ) :�� �����!��� � �� !������
� � �� � ��� � ��� ������������ " ��� � ��� ��� � �����  7 � ��� "� ������ �� ������ � ��� ��
����� %��� � �� " ��� � ��� ��� � �����  
 ��� "� ������ �� ������ � ��� �� ���������'
��� � � �������� Y� ���'5'"�� �� ����������� �� ����������� �� ����� "� "� ��� ���Z ) ;���
��������� �� ����" �������� � � ��� �������� ������� O

S 2 ��� ������������ " �� � �����
β

������� " ������ "���� ��� "� ������ � ������'
����� � ���� �� ��%� $���" ����� " ����� %��� ) W� �������������� �������� ���'

�� bk_akn� dk rk jkaj kaj u^_ajcjg0 rk ��� r^ugn k_ja ` tgc upi_�k_j * upitgk 0jih k 1 �k lkajk rg u^lhga
kaj gjcdca0 h^gl d bihhlk_jcaai�k 1 ]^ga ^�jk_^_a ic_ac �� � #-� rk r^__0ka rcajc_uja 1

��k _^n�lk rk �� l0h 0jcjc^_a ` gjcdca0 ri_a uk tgc agcj ` _^ga i akn� d0 knhclctgkn k_j � ck_ u^gflcl di
rcfklacj0 rka h klm^ln i_uka ^�jk_gka 1
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����  ���� �����'��"�!�� � "��� �� � ��� �� �� ���"������ "� ������ ��� ��%�'
� �� ���������� "��� � ����� "� ����� %��� "��� �� $���" � � ����� "� ��� ) W�
���� � ����� ����� ����� " � ����� �� ��$%�� �� �� ���!���� " � ��� "� � �"%�
���$��� �  � ��� �� �� "�N ��� " !�����(� � ��"���  � ��$%�� �� � "��� � ��� V

S 2 ��� ������������ "� ������������ � � �������� � ������� ����� ����������� ��� �
� �"%� ) :�� #� �� � �� � ��� ��� �������� " �������� �� ����� "� ���������� )
;��� ������ � ������ � )� � !��� ��� ��������� �� ���������� )

3 ���� � "��� � !�� ���� � ���� �����"������ ���!�� �� "� ��&�� �� " ��� ������������ ���� ����
��# ������������ � � �������� "� "� ��� ��� " ���������� 5 �� �&%�  "���� ) >�� �  �� � �+
� ��� " ������ " �������$�� �� �&%�  � ������ � ���� ������ ���� � ��� �&�!� "� ��� ��
�� ������������ " ����������� ���� �� ��� 4 ����&�� �!������� ) ; ��� ��� ������ "���
� !�� ���� ��� ������$� " ��� ������������ � E�E�C 	A�) �� ��� 5 "���� ��� � ��������� " �� ���
4 ����&�� ������� ) >�� �  � �7
 ��" 5 �� ���(� �� "�� ����� �� ���� � ���� ��� ��� '
� ������ � ���� ����� �� ��!�� !� �� ����������� (��� "� ���� ������ � ������ ��� ��"���
" ��,�� ��$��(����� � �&��������� �� �������� �� � ������ Y������� " �� ��� 4 ����&��
���� ���� �Z ) 7� �����!� � ���� ����� "��� �&���� �� "����������� �������  ��� � ��� ��#
" "�� �����

nT
Y4 ����&�� " ����� %�� -Z )

:��� ����� �� �"� " �� � ����� � ����� ��� � ����� � � ���� ����� �$��� �� �������
�� ����$���� ?���� � ��� �� ���� ������$� " ��� ������������ ) ;��� ����������� �� ��'
 ����� ��� �� ��� � ������ "� � ����$ � �� ����$���� ?���� � (#��� � ��� �&�!�
�#� �� ����������� � � �������� Y� )�Z 5 - � ��� � �&%�  ������ ��"���� )

2� ($�� � )� ������ �� � ���# ��� ��� �� ������ " �����������$ � " ��� �
�������� "� ����� " ����������� " � ���$����&�  7
 )

2� ���������� ���� ������� �� ��� ������ ��� �� ������ " �����������$ � " ��� )
2� "�� ���� ������� �� !� �� ����� " � ���# ��� ���� � ������ ��� � ������ " ���'
��������$ !� " ��� ) > �&���� %� ������!� �� �� � ����������� " ���'����������$ )
>�� �� ��� " �� ��,�� "��� � �� �������� �� ������ Y� �������� �� � ��� !�� � �����'
������� ��� "��� � ������ " �����������$Z � �� �� � ��� ��� ������ � ��� � � �"%�
���$��� � � )

�� bc_jl^rgujc^_ r bg_k hkljgl�ijc^_ k_jlk rkg+ jpqn ka kaj lk_rgk _0ukaaiclk hil dk micj tgk d^latgk rkg+
u^d^__ka rk

β
a^_j k+iujkn k_j crk_jctgka ` dka 0tgijc^_a rk l0kajcn ijc^_ dka jli_am^ln k_j rk di n �nk mi�^_

kj kddka u^_jc_gk_j r^_u * lkhl0ak_jkl k+iujkn k_j dk n �nk jpqn k tgkd tgk a^cj dk _^n�lk r bcj0lijc^_a rk
d bid�^lcjpn k �� 1

� �d a bi� cj _ijglkddkn k_j r bg_k a^dgjc^_ j^jidkn k_j c_ihhdcui� dk agl g_ hl^� dqn k l0kd ` hgcatgk lkh^ai_jagl di a^dgjc^_ tgk d b^_ upklupk 1
��i hdghilj rka n^ja lilka rk d bk_akn� dk rk jkaj a^_j c�_^l0a uk tgc micj n 0ui_ctgkn k_j ig�nk_jkl

dka ml0tgk_uka rka igjlka n ^ja 1 ]^j^_a
Pw =

∑nD

d=1
Cwd+λ�������

l+nW λ�������

di hl^�i� cdcj0 g_c�linnk rg n^j
w

kj
fw, f?

w

dka ml0tgk_uka rk n^ja ri_a dka k_akn� dka r bihhlk_jcaai�k kj rk jkaj kj r0�_caa^_a il� cjliclkn k_jg_k ml0tgk_uk akgcd
θ

tgc a0hilk dka n ^ja lilka rka n^ja � _^_ lilka � 1 �ka h klh dk+ cj0a g_c�linnka a^_j
0�idka * �

P̂ = exp

(
−

nW∑

w=1

fw log Pw

)
= exp

(
−

∑
���� 	�	��

fw log Pw −
∑

���� 
�
 	�	��

fw log Pw

)

P̂? = exp

(
−

nW∑

w=1

f
?
w log Pw

)
= exp

(
−

∑
���� 
�
 	�	��

f
?
w log Pw

)
,

P̂ = exp(−
∑

w

fw log Pw) = exp(−
∑

fw≤θ

fw log Pw −
∑

fw>θ

fw log Pw)

P̂? = exp(−
∑

w

f
?
w log Pw) = exp(−

∑

fw>θ

f
?
w log Pw) ,



��

2 ����������� �� ���� ���"�� �� !� � ������ ��� �� "�# ��������������� �� ��%� $���" )
2� "����������� ���"����� ��� �� � ��� ��� � ��� ������������ 4 ����&�� �� � ����� !� ���� �
� �"%� ���$��� �  � ��� ��� ��� !� ���� � ��� ������������ � �"��� � ) >� ����� �� �$��� ��
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" � ���� �� ���������� " � ����� ���� " ��� ���� 5 � ����� ) ;��� ���������� �� ������
" � ���#��� ��� � ������ " �����������$ � �� ����� " ��� ������� ��� � ������ "
��� � ��� �� ���� " �#�������� ��� � ��� ��  � ��� �� ($�� � )�� ) >�� �  � � ���� ��
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f?
w > fwh^gl dka n ^ja ml0tgk_ja ` rk n �nk tgk dka

log Pw

` kj hgcatgk ∑
w f?

w =
∑

w fw = 1
` _^ga ^�jk_^_a �

∑
fw≤θ fw log Pw +

∑
fw>θ fw log Pw <

∑
fw>θ f?

w log Pw

1
P̂ > P̂?

ak r0rgcj id^la cnn 0rcijkn k_j 1
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� �� �� �������� �� �#"#$ �!"� �� &���#'�
2� ($�� � )� ������� � ������� "� ����� %�� " �����$

λβ−1
� ��� � " � ���# ��� �

" ����� " ����������� ) ;��� � ���� ���������� ��� ��� 5 � ������� "
λα−1

� "��� ��
� ��� �� �� �� � "��� � ����#� � ��� ���� ��$��$��� ��� ���� ��� 5 �� ��� �  ��� ���� ��
"� ��� ��� "� ������������ � � �������� ) :��� � ��� ������������ ��� �� ����$���� ? ���� � �� � �+
� !����� �� ����� "������ �� ����� "� ����� " � ���#��� � ��� "� ������ "

λβ−1���� �� Y� ���'5'"��
λβ − 1 ≤ 0.2

Z ) 2� � ����� ���� � "�$��"�� ��$���%�� �� ����� � �
!�� � ���� !� ��� ����� " � ������� ����� ���� �� � �"� � �������� �� ������ ��"��� 5
� ������ "� � ��� ���� Y����!� � �����$ ������ � �������� �� ����� %��� ���� ��
��� ��%� � � " �� ��������Z ) :��� � ��� ������������ 4����&�� � �� ���������� " � ���#��� �
���� ��� ��%� �� � ������� ��� ���� ��� � ��������� (/ )/ -�-) � � ��� �� �� ��� ���� � ����� �
" ������ �� ������� � ������ " / )� ) 2 ������� ������� " ��� ���������� � ������ ���� ��!���
�� ������������ " ����������� "� � ��� � "������  �� ��� ��� ��%� � ���� � � ��  ��� "�
���� �������� ��� '�&%�  ��%� ���� � �� "��� ���(���� � ��� � �� ���� �� "� � �"%� 5 "
������� "����� )
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� 	� � � )� S :���#��� ��� � ������ " �����������$ � ��� �������� ��� � ������ "
��� � � �������� "� ����� %�� " �����$

λβ − 1
)

2 ����������� "� ����� " ��� �������� ��� � ������ " ��� �� "��� � � ��  ��� )
?� ��!���� ���� " ��� ��" !� �� � ����� ���� " ������(������ ��� � ��� ������������ ��� ��
����$���� ? ���� � ���� !����� �� ��� �������� ��� � ����� %�� " �����$ Y5 ����
� ��� �� ������ ��� ������ 5 � � !�� � ��!��� �� �&�� ���������%�� �� �� � ������Z )

 ��� ���� ��� � � � �����!� ���� ��������� ��� � ��� � ���� �� ����� ��� � ��� ����'
�������� 4 ����&�� O �� ��������� ������ �$��� �� ���U � � � ��� ��� ���� �� � �#����
� ��� �� ����� " �����$ �$�� 5 / )�� ) ��"������� �� � � �����$ � �� � � � ������ ���
�� ��������� " ����$��������� Y� ��  ����!� ��� "�$��" ��$%�� �� � �� ���� ��Z ) W� #'
��������� � ����� � �� !� �� ������� "� ����� %��� ���� ��%� � �� ���� �� 5 ���� " ��
"����������� � U��(�� � "� "����� � !� � "��� � ���� �� � ��� ������� �� ���!����
���� �� ��" 5 �� ������(������ ) 2� ����� �� � ����� �� ����[� � ���� � ���� ���� ������� ��
����������� ) >�� &+� ��&%� ����� 5 � �"�(� � �� �������� � �� #� ����� !� ���� ���'
������ � ������ � )� )-) 4 ��� � ��� � �"��� � ���� � ����� � ���"�� �� ���� �&���� %�
��� 5 �� "�� ����������� !�� � ����� 5 �� "����������� � � �������� "� ��"�������� " �&%�  )

7� ���������� � �� ���������� "� ������ "
λα − 1

�
λβ − 1

� ������ ��� �����
" ��� � ������ ������� ��� �� ��������� � ���� !� ���� ����� "��� �� �������� ����������
Y!� ���� ����� "���� ��� #� ���� ����� �� ��� / � - � ���

λβ − 1
Z ) :�� �����!��� �

"��� � !�� ���� � ���� �� (#��� ��� ����� �� 5 / � / )-)
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� �� �� ��$��"!�$��! �� & �#&'�"�!�$� �� �� '"#��� ��$������
W� ������� ��������� � ����������� ��� � � �"%� �� !� ��� �� � �� � � ����� "�

������������ � � �������� !� ��� "���� �� ��������� 5 �� �&%�  �� ��%� ����& " /
�� -) 3 ���� � � ��� � ��� ������������ ��� �� ����$���� ?���� � �� ���� ������ " �#�� �������
"��� �� �&%�  ���!� ��� ����������� - Y5 �� ��������� ��� ���!� " � ���"������ ��%�Z
�� !����� �� " -//� ) 2 �� � �� �� � � � ���� � ��!�� ��� � ��� ������������ 4 ����&�� �
� !�� ���� ��$�!� "��� �� � ��� �� ���� ������� � �������� �� " � ����� ��� ����
Y" ��!������������� "� �&%� �Z "��� � ��� ��# ) 
 ��$�� ���� � ���%� �� ���!��%�  ��������� �
���� " �/� "� "���� ��� ���� ������� ��� �� ������" ������ )

;��� ���� ��� � � ��� �����!��� ������$� ��� �� "������� " ��� � ���� �� ���
�� ��$����&�  !�� ����� ��� ����� 5 7
 � ��� !�� � �����+���� ��� "� ������(������� "���'
� ������ ) �� � ��$�� � ������� " ��� ������ " � ���$����&�  "� � '� �+��� ��� �� "������
���������%� ��� �� �#�

d ∈ {1, . . . , nD}
� �� �&%� 

t ∈ {1, . . . , nT }
Y� ���'5'"�� ���

�� �#� � � ������" "� $����  �����"���Z O

dist(d, t) = − log

(
αt

nW∏

w=1

βCwd
tw

)

;����� !� ���� �������� "���������� " �� ��� �������
αt
∏nW

w=1 βCwd
tw

���"������ �� � �� �
��������� ) 2 �&��# "

− log
� �� � �������� " ���� �� �����$� ��� �� "�����������

$������� � ��� ��!��� �� "����� �� "�(�� � ��# ������� ������ �������� ��%� � ��� � 
�� ����� " � �#� ������� " �� "������ ) 3��� �����$� ���������� O �� � ��� �� � �
��� 

− log αt
� � $������ ��$��$��� � �� "������ "����

−
∑nW

w=1 Cwd log βtw
� � !�� � 5

"� ������� ������ �������� � �""����� Y��������� ��� ���� ��� 5
t
Z ��%� � �� �$�� 5 O

nW∑

w=1

Cwd

l
log

Cwd/l

βtw
,

5 ������ �� "���$�� " ��������'2�� �� ��� �� "����������� ���$��� �  ���"�� 5 ������
" � "���� �� � �� "����������� �&�� ���!� "�(�� ��� ��

βtw
) 7� " ������ ��� � �

�� �����"%� !� ��� "� ��� �� �� " ������� ���� ����& " ��� �&%�  !� �� "���$�� "
��������'2�� �� ��� ��� ���( � ����������� � ��

βtw
���� ���� �� �&%�  �� ���� � )

>�� "������ �� ������� � ��� ���� �� "� ��� ��� � ���� �� �&%� � � �&�!� �#�
�� ����� �� �&%�  � ���� ����& ) 2� ����� %���

βtw
���� ��'���� �� ������� �� ��

5 Y� )� Z � �� ������������ � � �������� ����� "��� "��� � ��� #������� �� �$��� 5
0

��
1

)
αt

�� ����� ��� ��� �� �� ���� ������ "� "���� ��� !�� ����������� �� �&%� 
t

�
βtw

��
������������ � � �������� "� � ��

w
�� �&%� 

t
"����� ��� � ����� ����� " �� ��������

"��� � �&%�  )

αt =
1

nD

nD∑

d=1

�
{d∈t}

�
βtw =

∑
d∈t Cwd∑nW

w=1

∑
d∈t Cwd

;��� ����� �����!�� �� ��$����&�  ��� � � ��  ������ � ��� �� � �� � ������$�� " ��� �'
����������� !� ��'"���� ) R �� (� " �&�!� ��������� � ���� ����� ������� � ���� " ��� �'
������� ��� �� ������(������ ����������� " �7
 � �� ������(������ "���� ����� " ���
������ "� � '� �+��� )

S R ������ "� ����$���� ? ���� � � ���� " ��� �������� ��� �� ������(������� ��
��� ����� 5 / )�� ���%� -/ ���������� Y�����'�+�  ��� �� -/  �# O / )//�Z )
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S 3�� � ��� ������������ 4 ����&�� � �� ����� " ��� ������� �����$�� �$��� �� ��%� ���
� ��� �����"� �� ���� � �+� " / )�� ���%� -/ ���������� Y�����'�+�  ��� �� -/  �#
� � ��� ������ ���  � O / )/�Z )

2� ���#�� ��� "� ��������� (���� "� � ��&�"� ����������� � "���� ����� ����� "��� 5
� ��� !� � ���� ��� "� ��"� ����������� �� ��� ��� "��� ��� ��������� )

;��� � ����� !� ��� ��"��� "� ������������ � � �������� " ����������� " ����
���!� �$��� 5 / �� - � �� � �#���!�� � ����� ��� � ����" " "�# ����� %��� O

S �� ��%� $���" "�� ����� Y" � ���"� " �////Z " � ����� "� ���������� �
S �� ���$���� "� �#��

ld
)

:��� �������� � �&���� %� � ���� ������� ��� � 5 "� "����� ����(����� $������ ����
�� "�� ���& ������� O

S ���� �����"����� �� ��� " � ��� �� � ������ � )� )� )-� �� ����������� " ����������� "�
� �� ��� ���

w
��

Z/w
Y���

Z ≈ 0.06
��� ���� ������Z �

S ������
nT

"������������ �&�� ���!��
βt ∼ Dir(kZ

1 , kZ
2 , . . . , k Z

nW
)
)

k
�� ��� 5 � ��������� " �� ��� " 4 ����&�� O � ���

k
�� $���" � ���� �� "�� �����

"������������ �&�� ���!�� � �������� ) 7#� ���� ����� �� � �� ���� !� �� �����
k = 1000

"��� "� ��������� ������� �� ��� �&� "� "����� ����� �
S � ��� ���� �#�

d = 1, . . . , nD
Y
nD = 5000

Z �
S ���� �� �&%� 

Td ∼ Mult(1, ( 1
nT

, . . . , 1
nT

))
�

S ���"��������� �� 5
Td

� ���� ��
ld

� ��������0� "� �#� �
Cd ∼ Mult(ld, βTd

)
)

; ��� ��� ����� � ��� ��"� � ��� "������� ������ "
ld

�
nW

� �����!���� 5 �&�!�
���� � ���$����&�  7
 ��� �� "����� ������� Y� ����� " ����������� " � ���$����&�  7

�� " �/ �

nT
�� (#� 5

5
���� �� $��������� "� "����� ��� �  � ��� � ��������Z ) ;���

���������� �� &����$��� �  "�
nD

������������ � � �������� � ($�� � )� )
2 ���� !�

ld
�

nW
��� �� ������ "���� ��� � "$�� " � ������" � "� ���"�������

" � ���$����&�  7
 �� ��� � ������ )
ld

�� � ����� " ������� "��� � ���"���

nW∏

w=1

βCwd
tw

Y� )�Z

!�� �������� "��� � ������ "� ������������ � � �������� �
nW

"���� �� � ���"� " $���'
"�� "�

βtw
�#'� �� � ) 2���!� �� "�# ����� %��� ��$� ���� � �� �� "��� ����� !�

� ���"��� Y� )�Z �� " ���� � ���� ���� " -) ; ���� ���� � � �&���� %� !� ���� ������'
���� ��� "�N ��� 5 #���!�� O � ���

nW
�

ld
��$� ���� � � ��� � � ��� �&�!� "� ��� �� �

� ���$����&�  7
 � ��"��� 5 ������ �� ��� � ����� � ��� ��!��� � ���"��� Y� )�Z ��
� ������ ���� $���" !� � ��� ����� �� ����� ) 3 ������ !� � ��� �� #� ������ ���
"����� ����(����� � ���� ����� ���"��� �� ���� " ������� � ��� �� ����� ������� � "
ld

Y�//Z � ��� ��� � ��� "� ������ �������� " �� ����� "� ���������� � � ��� ��!��� ����
� ������ ��� "������ -// ) ;������� �� � � ��� "� "�� ������������ ��� ������ � � ����� '
� �� � ��� �� "�� ����������� ���� " �//// � �� &����$��� � � �������� � � �������� � ��
� ��  ������������ ������ " / � -)

:�� ������� � ��� ���(��� "��� �� ���"������� � �� ����� ��� ��� �� � ����� ����
����� " � ���$����&�  � !�� ���� ���� " ���� �������� � $���" "�� ����� � ��� �  � ���'
��$��� �� ������� � )� � � )� ) 2 � �"%� � "��� ��� " ��� ��� ��� �� � ������ &�� � 
� �����!� !� ��� �� ��� ���� � ����"� " ������ ������ � ����� � ��  !� ��� � ������ ���� ) W�
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������$� � ��� �� ������ � �������� ������� �������� �� 5  ��� ��� � ���� �� "� ������������
� � �������� ��� � ����� " ��� ����� %�� " �� � ������ ) > ��� � �������  " � �7
 �� ����
"��� ���� ����� "� 5 ���� � �[�� ��������� �� �&����� � ) ;��� ����� ��� �����!���
�&��&� " ������ � �+�� " ��� ������ � �������� )

� �� �� � ��������� ��	 � ������ ����	 �� � ��� ��� ��������� ��
�� � �� �� 	��� �� ����

4 ��� ��� ������ � ���� "������ ��� ���� ��������� !� � ������ "� � ��� ���� �
"����� ��� ���� ��# � ����� ���� " � ���$����&�  7
 � � ������� �������� �� �������
�� �������� ��# "�N ������ " ��� ������������ ���!��� �����"� � �� ) 3��%� ����� ���"��
� �� � " �� ��"������ " �� "�� ����������� � ���� ��������� �� ������$� " ��������
�������� !�� � #����� �� ��� ��� � ������� )

� �� �� �� ��!�$��! �� &# !#�&&� �� 	��#��&#�"�
W� !������ ������� � ���%� ����� "���"� " ��"��� �� ����� "� �� �������� � �� "

"���� ��� � ��� �� ���� � ������ " ����� �� � ��� ���� �� �� � ��� ���!���� Y����
����� ���!�� � ������ � )-)- �� � ����� ����� !� �� ���� "� � ��� �� ���� ���!���� � ��� ���



��

����'� ��� �� ���� ��"� � ������� � � " � ��� � ������ " ���Z ) ;��� ��� ������ "���
��� ������ �� "�# ������$�� � ������� ��������� �� �������� "�U���� � �������
���� � ������ " � ��� "� ���������� ) >�� �� ������� � �� ��� � ������� ��� �� ��$��
������ ��"���� " �� � ����� " ��� ��� )

2� ($�� � )� � ���� !� ��� �� � ����� � " ��� ������ " ��,�� ��$��(����� �� � ����� ����
"� � �"%� ��� � ��� ������������ 4 ����&�� � � ��������� !� ��� ���� � ����� " � ���
���!���� Y�// ��� �////Z )
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� 	� � � )� S *���� " ��� �������� � �������� "� ���������� " � �7
 ���� �� ����������
" ����� �// )

2���!� �� ������ " �� �������� ���� "�� ����� � �� ��� �������� "� ����� " � �'
��# ��� � �� ��� " ��� ����!� �� "�� ����������� � �� �� "���� ��� � ���&�� " ���
� ��� !�� � ��!� ����� ���!�� �� ���� � � ������ " � ����� � ���� �� ��# "��'
��� ) 2� ����� " ��� �������� ����� � �����& ��$��(������ � ��  �� �� �����������
� ���� ��� �"���!�� )

;��� #� ����� � ($�� � )� �� ���" ���� �+���� ���!� � ���� ������ �� ����� "
����������� ��� � ������ " ��� ���%� �� �����%�  ��������� � �������� " �� �����
"� �� �������� ) 4 ��� �� ����� " ����� ����� � � ��# "� �������� � ��� ��� $��"�� " ��,��
��$���%� � ��� ����[� " ���� 5 ������� ��� �� ������ �� ���� �� ��!����� � � ���'5'"��
��� -// � �/// � ��� �� � ��� ���!���� � ��'"���� " �//// Y��� �� �� �������� "
����/Z � ��� �� � ��� ���� ) >�� �� �� �����!��� "� ���� !� �� ������� "� ���������
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� 	� � � )� S *���� " ����������� ��� � ������ " ��� � �������� "� �� �������� � ���
"�# ������$�� "������� O ��� � $���& "� &��� � �� � ��$�� " ������� � �� � ��� �� ����
���� � ��� ��� � "� ��� � �� � ��� �� ���� ���!���� )

2 ��� �� $���& " �� ($�� � )� � ���� !� � ������ "� � ��� ���� �� ��� ����
������ ��� � ��� ������������ "� ����$���� ?���� ����� !� � ��� � ��� ������������ 4 ����&�� �
�� � ����� ��� ���� ������ �� � ������ ��� �� ���������� ��� �// � �/// � ��� )
2� ����� � ����� �� � " ���������� � ���� �� � ���� � �$��" " ��� � ��� �� ���(!� �
���� ��� ��# �������� " -/// ) 4  � ���%� ��� � ���� �� � ������ � �� ��������� "�
� ����� ���� ���� �$��� �� ����� � ��� " ��%� � ���� ������ " �� �������� � ��
� ��$�� " ��� �� ���������� !� ���� � ������� ��� ������ ��� �� ������$�� " �����$ )
;��� + ����"���� "��� �� ����'������ ������� ) 4 ��� � ��� � �"��� � ������ !� � 5 ������ �
� � ����� ���� ����� ��� � ��� ������������ 4 ����&�� � ��� ��%� �������� ��# � ����� ����
������� ��� � ��� ������������ ����$���� ?���� ) >�� �� ��&���� ��� � �&+� ��&%� !�
����!� ���� ����� %��� ���� ������� �� ����������� � � ��  �� � ��� �� ���� ���� ��� ��
������ � ������ )

4  ��,�� � ���� ��������� � � ����" $���& � ���� !� � ������ "� � ��� ���!����
� ���!� ��� ���� �� �� ��$���� ) W� ��� #������ � "�����$� O ��� � ��� ������������



-/ -

����$���� ?���� � � ���� " ��$���� �� -// � ��� �� ���� ���!���� Y!�� ���� ��� �� ����'
� ���Z ���"��� 5 �� ��%� ��$%� �� ���������� � � ��� !�� �� 5 � �� ����� � ��� �� ($�� )
7����� � ���� "�� ��� ��$���%�� �� �� ��� � 5 � ��� !� � ��� ���� �� ����� � ���
���!���� � ��� �����"� �� ��� �� �������� " / )� Y�����" ��������Z ��� �//// � ��� ���� �
� !�� � �� ��� " ��������� ����!� � "��� � ��� � � �� �������� � ��� ���� ��������� !� "
� ��� � ������������� !� ��� ���� "��� � ������ Y&���# Z � �&�!� �#� �� ����� ��"��� 5
�� "��U��� " ��� � ���� �� ���� )

� �� �� �� � "���� �! "#!�	�
2� "�# ����������� " �� #� ������ �� ���� �� � ������� � ��� �� ���� ���� !� O
S ? �"��� �� "�� ����������� Y����� "� ����������Z 5 ����� " ������������ Y����� "�

������Z �������� �� ����� $������ �� �� !������ " � �������� �
S 2���!� � ����� " � ��� �� ��%� ���� � � ���� �������� �$��� �� 5 ��� ��� " ��,��

��$��(����� �� ����������� "� ���� ����� Y� ��  �� � ��� �� ���# " ��� � ����� ���
�������� 5 �� � ����� � ����� �Z )

4 ��� ��� ����'������ � ���� � ������� � !��� �� ����" ��������� � �� � ���%�� ����
�� � ������ ���� !� �� ��� �%� � ��������� �� ������$� " �������� ���� (��� Y�� ���
" � DELK �H�EH+	AZ ) 2 �������  �� " ������� "� ������������ � � �������� � ����������� �
��� �� �� �������� ��%� ��"��� � " �� ������� ����� � ���� !� ��� ������������� � ��� ��
������ ���� " ����������� " � �7
 � ��� �� �� �������� ���� $���" ) ;��� ����������� �����
� �����%�  " � ��� ������������ "� ����� %���

β
������� ��# � ��� ���� � ������� " � �����

����  " � ���$����&�  Y����  
 Z) 2���!� " ������# � ��� ���� � ����� � �� ������������
!�� ��� ���� �������� ���� "��� ����� ���!�� �� ����������� ��� �� ��� ��� � �+��
" �� � ��� � � ��"���� ��� �� ������������ � � �������� �&�� ���!�� ) ;��� �� ���� �
����"��� ����� � ��� ����� " �������� � �������� ���� � ��N ��� �� ������ �� " �������
�� ������$� $����� (��� � ����$���� 5 �&�!� ������� �� � �� ���� )

;��� ��������� � ($�� � ). �� ��������� " ����� #� ������ ���������� 5 ����� -�
���������� " � ���$����&�  7
 ��� "� �� ��������� " ������ ��� ���� Y��� ����� �� �/
� ��� � �// � ��� � .// � ���Z � 5 ������� �� ������ "� ������������ � � �������� �����
������ ���� 5 ����"��� -� ���������� � ������� " � � ���� � � ��� ��� � ����������
���� ) ;��� � ��������� !� �� ����� " ����������� "��� �� � ��� �� � ��� � 
"�� �����"� � �� � �� ��� ��������� � ��� � " � ���# ��� � ���� ������� !� � ��� "�
�� ��������� " � ��  ����� ) ;��� ��"�!���� �$��� �� �� ��������� �����"��� ������ ���
� �� �������� ���� � ($�� � )� 5 ���� " ��� �������� ) ;��� ���������� � ��� �������
" �� ����� �� ����� " �� �������� O � ��� ���'�� �� $���" � ���� � ���� � �#�� �� �� � �� )
>� �"��� ��� �� ���������� "� � ����� ���� � �#�� ��� � ���� �$��� �� �� "����� ��
" �� ��������� "� ��������� O ����� !� �� "�� ����� ��� ������ ������ ��� �� ����������
" �/ � ��� ����� ��� ����� 5 � ����� " �� -�%�  ��������� ��� "� ����� " / )�� � / )�� �
� ������ ��� ��� � � ����� ��� ������ �� "�# ���� ���� $���" ��� �// � ��� Y/ )� - �
/ )��Z � ���� " ����� ���� ���� �� � ������ Y/ )�� � / )�/Z � � ������� " .// � ��� )

2� �������� ���� "��� ��� " ��� ��"� $��"���� �� � � � ������ �� ����� %��� 5
�����"� 5 �� �+�&�  ���$����� � �� ����� " ������� �� ��������� ) > ��� ��� ������$�
!� ���� ��������� � ($�� � )� ��� �� ��� " !���� ������ " �� �������� ��������� )
4  ��� � ���%� � ���� "�� ������� !� ��� �� � ����� � � ��� � ������ "� ��� ������ � " ��� �'
����� � ���� � �#�� �� ���� � � �������� � ���� � ���� �� "��� �� �������� �������� )
�� �� ���"�� � ���� 5 �� #� ������ � !� � �&��# "� ������ ��������� " ����������
�� ���������%�� �� ������� � ����!� � ��� �� ��� ���� �� "������ ��� !������ � ��������� )
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� 	� � � ). S *���� " ����������� ��� � ������ " ��� � ��� "�� ����� ������ " ������'
���� ) 2� -� ��� �%�� ���������� ���� ���"���� ��� "� �� ��������� ��"���� "��� �� ������
���� ��"�!��� � ����� "� ($��� � ����� !� �� -� "���%�� ���� ������ ��� � ������
"� �� �������� )

;��� ����� ������� ���� " �� #� ������ �� ������$� " �� �����'����� � � ��� "���� �'
�� �� ��������� " ����� " ��,�� � ��#  ����(� �&����!�� �� � �� ������ " ��� ������
� �������������� " �� ��$����&�  )

;��� �����  ��!� �5 ������ �&��&� "� � �+�� " ��"��� �� ������� " �� !������
" �� ������(������ �(� !� ��� ���������� (��� "� �+��%�  � ��� �� ����������� ���� ��'
���� ��� ������" �� �������� ��N ��� � �� (��� ���� ����� 5 � ������ " ��� �������������
������ �� �� " � ���� " ����������� ) <������� � �� ���� ����� �& ������� "���� ��
�����%�  ��������� �� $���" ����� " �������� � �����# " !������ ������� �� �� ����'
��$� " 
J� H��H AK ��	�E� 	AK Y������ � �������Z ���������� 5 ����� �������� ��� ������
� 5 ������� �� � ����� ���� �� ������ ����%� ) P� ���� �$��� �� " �A�CA��CA �H�
� HEK�AH� Y� �� ����& Z � ��� "���$�� ��� &������!� ) ��� � �� ������$� ���������� �����
"��� " ���������� �� ����� " �� �������� ���"������ 5 �� � ����� � ����� ��� � ���
#� �� .// � ��� � �� ���� ���� �������� 5 �� ($�� � ). � #����� �������� ����� � �&�����
��� � ���"������ � � ����� ���� " ��� �������� ��� � ������ " ��� )

; ���� ���� � "��� �� ��� " ������������ ��� " ������(������ ��� ��� ����� � " ��� ���� �
���� � ���&������ ��� ����� " ������ " ��� � ��� ����[� ������� � ������ "�
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Inférence itérative

� 	� � � )� S *���� " ��� �������� ��� � ������ " ��� � ��� "�� ����� ���� � " ���
��$����&�  �������� Y�/ ��� ������ ��� � � ��   � " "����� ���� ��� ���������Z )

"� ��� ��� � ��� � �����������$ � � " ����� ���� � ���� � "��� ����� ��� " ������� ����� ��� �
!� � �� ��� � � ����� ������ �� � "��� � � ������ ������� �� ���� " ����������� )
7� �����& � �� � ��� "��� ����� "��� ���� �� ��� "%� �� �&�� " �����������$ �� ��
� ���#��� ) :�� �����!��� � �� !������ 5 � ��� ��� �� " ������ �� �� � ���#��� ��� � ������
" �����������$ �� �� ��"������ (��� � ��� �&����� �� � ������ ��� ������ Y�� ��� "�
����� " ��� ��������Z00 ) 2� ��� ��� �� ��� � ��� �  � � ���� �� ($�� � )-/ )

;��� ����� ����� � �#� ����� ���������� 5 ����� -� ��� ������ " � �7
 ��� �� ��'
�������� " .// � ��� ����� " �� ���� ���� �� ����� � ��� � " ���"��� -� ����������
������� ������ ) ;��� � ������ � ���# ��� ��� � ������ " �����������$ � ����� " ��'
� �������� ��� � ������ " ��� � 5 �� (� " �� !���U�%�  ��������� ��� � ����������
��"��� " ��� ���� � ���� 5 �� (� " �� �����%�  ��������� ��� � ������ "� ���������� �
" ����� ���� ) ;��� �������� �� ����������� ����� � ������ � ���������%�� �� "��� ��
U�� "� � ������ ��� ������ Y���� � � ���# ���S ����� " ����������� �� ��������Z !��
���� ������� �� ��� �� �&� ) >������ �� ��� ����� "������ �� � ���# ��� �� ���� ���� �
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� 	� � � )-/ S >��������� ��� � ���#��� ��� � ������ " �����������$ � ����� " ��� �'
������� ��� � ������ " ��� )

�� "��� �� � ��� ������$� "��� �� "�# ��� � �� ����������� �� ���� ���� ���� ���
� ���������� ���� Y�� -� ���������� ��� ���� �� � ��� ��� "��� �� ����� � ����
���������� "��� � ���Z )

7� ���������� � ���� ����� ������� "��� ��� ������ "�# ������$�� " �������� � �'
���� ���� O

S ����"� � �� �������� � �������� ������ Y�� � ���� � #� ���� ����� ��Z � �����
� �7
 ��� � �� �������� � ���� � ��� � � ���� ��������� �� "� � ��� ���� ����
����� " ������� "� ���������� " �7
 )

S ������ �� � ��� ���� � ���"��� �������� ���������� " �7
 � ������� �� ��� �����
"������ �� � ���#��� �� ���� ���� � ��� � ������ " �����������$ )

4 ��� � ������� (?�$���� � �� )� �//�� ) � ���� � ������� !� �� "�# ������$�� � ����
��� �������� � ��� �� ������ ���� �� !������ � �� ��������� " � �������� )

� �� ����������� ���� �� � ��� 	

4 ��� ��� ������ � ���� ��������� ��� #� ������ ��� �� � ��&�" " �������� ��'
������� 5 � �7
 O � �J�CHL �E	 	DLLH A 
A �E++K (?�� �� ��" >����� � -���) ) 2� ��� �%� ����'
������ �� "�"�� 5 �� ����������� $������ " �� ��&��!� ����� !� �� "�# ��������
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"������ �� ��� ����������� "��� ���� ��� ) ;��� #� ����� �� ��������� ������ ��� � ���'
��������� �� ���� ���� ����� " � ���&����������$ " 8���� ���� ���� �����"������ ��
������ �� � � ���� ���� ��� � "�� �HD�+	H��	 A	 	EKJA � �� ����� ��� �� ������ ����$��
Y� )�Z )

� �� �� � " ���!#!���
2� � ��&�"� " ���������� ��� �&���� " 
 ����� 
 ��� >���� Y
 >
 >Z ���� �"�����

��# ��� �� �� ��� ���� ��!��� �� ��&��������� "����� ��� $������ �� ���� ��� ���!��
� ��� � ������ �����!�� "� ��&��!�� " ���������� ���� "����� ) 2�� ��� ���� "� ����
!� �� ��&��������� ��������� ���� ���� ��� �# ��� �� �&��� " 
 ����� � � ����
�� ���������� " ��� "���%� !�� $���������� �� ����"��� " �� ���������� (?�� �� ��"
>����� � -���) ) W� ��� ���������� " � ��&�" 
 >
 > �� � ���&����������$ " 8���� ) ��
�� ��������� ����!� �� "������ ���"��������� "� �������� " �������� ���� ��N ��� � ��
��� ��� � ������ � ��� ��� ������� ����� !� � � ��� ��� � ��� � ��� �� ���  ���� )

*��� ����� !� ���� ���&������� ������ �� ����� "���� ������ �
n ∈ N

����'
������ Y�������� �� "� �������� � ��� ��� ��������� ��Z

X = (X1, . . . ,Xn)
����

�� "�����  ����
π(x1, . . . , xn)

) *�������� � ���� !� �� ���������� "���� � ���� ���
� ����� � � ��� !� ���� ���&���� � �����& $����� "� ��&��������� ���� �� ���� ���"�'
��������

πk(xk|x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn)
����

k ∈ {1, . . . , n}
) 2 ���$����&�  " ���&��'

��������$ " 8���� � ������ ��� �  ���� O � ������� " ��� ���� �� ����� ���������
x(1) =

(x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n )

� � �����$ " � �����
x(i) 5

x(i+1) � �� ��� ��� �� � ���� O
S � ���

k = 1 . . . n
�

S ������
x

(i+1)
k ∼ πk(•|x

(i+1)
1 , . . . , x

(i+1)
k−1 , x

(i)
k+1, . . . , x

(i)
n );��� ������ 5 ������ � ����� !�

π
�� �� ��� ����������� " �� �&���

x(1), . . . , x(i)

��� �� ��������� " �J�A�KE+E	E�J 
AK �HK 
A �E++K J	J� AL �HE�AK) ; ��� ���� ��� ����� 5 ��
����������� "� ��� "����� � !�� �� ��� � !�� ���� ������ "����� �� ) :��� �� �����'
������ ���� $������ "� ��� ������� � ���� ��� #� �� (>��� � � �� )� �//�) )

>����"����� �� ����
x

� ������
y

�� ������� ������ "����
x

���%� �� ��� O
y

� ��
� �� � ����'������ !�

x
���� �� � ��� #� �� �

k
'�%�  � !�� �� ����� ����� O

yk ∼ πk(•|x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn)

P� ���
Q

� ��+�� " ���������� " �� �&��� " 
 ����� 0� O

Q(x, y) = P(X(i+1) = y|X(i) = x)

2� ������� ����� ������� 5 � ����� !� O

π(x)Q(x, y) = π(y)Q(y, x)
Y� ).Z

P� �� "����� ���"�������� " ��
k

'�%�  ��� ������ �� � ��� "�(������ O

πk(yk|x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn) =
π(x1, . . . , xk−1, yk, xk+1, . . . , xn)∑
xk

π(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn)

\�� ihhkd^_a tgk _^ga u^_acr0l^_a * hl0ak_j dka hia 0 d0nk_jiclka � hil u^_a0tgk_j dka
X(i)

kj
X(i+1) ri_a

di r0�_cjc^_ rk
Q

_k a^_j hia dka n �nka tgk ukg+ rk di r0�_cjc^_ rk d bid�^lcjpn k ` ^� _^ga u^_acr0lc^_a
tg bg_k 0jih k 0jicj g_k a0lck rk acngdijc^_a aguukaacfka ` g_k h^gl upitgk a^gaefkujkgl ` u bkaje*erclk

n
hia

0 d0nk_jiclka 1
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4 ��� �� "��������� ������� O

π(x)Q(x, y) = π(x)




∏

j 6=k

�
xj

(yj)


πk(yk|x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn)




= π(x)


∏

j 6=k

�
xj

(yj)


 π(x1, . . . , xk−1, yk, xk+1, . . . , xn)∑

z π(x1, . . . , xk−1, z, xk+1, . . . , xn)

=


∏

j 6=k

�
yj

(xj)


 π(x)π(y1, . . . , yk−1, yk, yk+1, . . . , yn)∑

z π(y1, . . . , yk−1, z, yk+1, . . . , yn)

=


∏

j 6=k

�
yj

(xj)


 π(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn)π(y)∑

z π(y1, . . . , yk−1, z, yk+1, . . . , yn)

= π(y)


∏

j 6=k

�
yj

(xj)


 π(y1, . . . , yk−1, xk, yk+1, . . . , yn)∑

z π(y1, . . . , yk−1, z, yk+1, . . . , yn)

= π(y)




∏

j 6=k

�
yj

(xj)


πk(xk|y1, . . . , yk−1, yk+1, . . . , yn)




= π(y)Q(y, x) ,

� ��������� � ���� !� ����!� �� ��������� ��"�������� ���� ����� ��� ����� � �� � ��
�� ����� ���� ��

xj
����

j 6= k
��� �

yj
������ ��"��� ) >�� ����� �� ������� ����� " ��

�&��� )
7� ��� � ��� Y� ).Z ��� ���� ��

x
������ �� � ���� ������� O

P(X(i+1) = y) =
∑

x

π(x)Q(x, y)

=
∑

x

π(y)Q(y, x)

= π(y) ,

� !�� ������� �� ������������� )
W� ��������� ���������� " � ���&����������$ " 8���� �� !� �� ���� ������ � ��$�'

������ �� ����� "� ����'������ "��� �� ������ � ���� ��������� ��� "����� �� �
� ���$����&�  � �� � ������!�� " �� � ��  ��,�� ) 3 ���� � "��� � �&+� ��&%� �� ���� �� ��
����� "� ����'������ � ��� #� ��

X1, . . . ,Xm
���

m < n
� ���� ������� � !� ����

������ � ��$������� �� �����
Xm+1, . . . ,Xn

� ��� ������ �� ���� ���"��������� " �&�'
��� "�

Xj
�����������

X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xm
Y� ���

j ∈ {1, . . . ,m}
Z � �� � ��� ���

�������� " ������ ��
n −m

"���%�� ��� � ������ O � ���$����&�  �����$ ��� �� ���
 ���� "

X1, . . . ,Xm
) >�� ����� � !�� � �� � " $�$�� � �� �� � ������� �$��� ��

� !������ " �������� � ��� �  ���� � ������ � ������ � )� )� � �� ����� ���� � ���
" �J�CHL �E	 	DLLH A 
A �E++K �HD�+	H��	 A	 	EK J (?�� �� ��" >����� � -���) )

>� ��������� � "���� � ��&����� �� ��� ��� �� ����"��� " �����$�� ) 7� ���'
��!� � �� �� �������� " �� ���� �������� � ������ " ����������� � " ���&���������� 5 ��'
������� ��$����� � ��� ��N ��� � �� $���"� � ��� !� �� ��&��������� � ����� ��� ����
�������� )
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;��� ���� ���,��� ��� ���� "��� �� ��"� ��+���� � ��� �����!��� �� ����� %���

���� �����"���� ��� �  "� �������� ��������� ) 2 ������������ " � ���&����������$ " 8����
������� "��� " ������ �� ����� " �������� � ��� �!�� �� ���� ������ �&����
����������� �� ����� )

��� � �� � ���%� �� ���� ���"�� " � ���� �� " ���� ��� � ��# �!������� " � �� 5
 ��� ����� " � ���$����&�  7
 Y� )�Z � Y� )�Z � Y� )� Z ) 3 ���� � ��������� �� � ���� O

S ������ �� ��"������� " �&%�  "��� � ������
{1, . . . , nT }

� ��� �&�!� "� ��� �� �
���"��������� �� ��# ����� %���

α
�

β
� ���� �� "����������� �������� ��� "

����� %��� �� ������������ � � �������� !� � "���� �� � !������ ��������� ��#
"�� ����� �&%� � �

S ������ " ������� ������ � ���
α, β !�� � ���"��������� �� ��# ��"�������� "

�&%�  � ������ "� ���� " 4 ����&�� �
S ��������� �� ������� ������������ � � �������� ���� Y� )�Z )
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� 	� � � )-- S :���#��� ��� � �����������$ � ����� " ��� �������� ��� � ��� � ��������
"� ���������� " �7
 �� " ���&����������$ " 8���� )

;��� ���������� ��� �� ($�� � )-- -//// ���������� " � ���&����������� " 8����
��� �/ ��������������� "�� ����� ��� ��  � (#� " "����� � ��� ��� ���� �� ����� �
������ ��"��� 5 � �7
 " ��� � 5 �� � ��&�" " �������� �������� " �� ������ � )� )� � 5 ����
" ��� �������� ) 4  ������ � ���� ��������� �� $���" ����������� "� � ����� ���� " ���
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���� ��� � ����� � � ��  ������� � 5 � ��������� " ��� � ��  ��� ����� ) > ��� � ���� ��
�� �+��!� "� ��� �� � ���&����������� " 8���� � �� ���� ��� ����� �� ��� �� ���
� ��� ���!�� � ��� �  � �7
 � "��� "� ������� � �� ���# ) 7� ������� � ���� � ��������
��� ����'5'���� ���� �� "����������� � � �������� ���� � ��� ����[� ��� �� ���������� "
���'�� 5 �� ����'����� ��"��� " � ����� "� �������� ������ � "� ����� %��� ) 2�
��������� � ��� � " � ���#��� � " ����� " ��� �������� ���� "��� �� � �� � ��"��
" $���"��� !� ��# " � ���$����&�  7
 � ���� �� ��������� 5 ��# " �� � ��&�"
" �������� �������� )

� �� �� � ��#�!�&&���#'� �� � ���� "#��� &#����&&�� 
;��� �� ��!���� 5 ������ !� ��� � ��� � ���� ��� �������� " ������ �� ����� %���

α�
β

����!� ���� � ���� ��� ����$��� "��� � ��!������ ���"�������� Y� )�Z ) >�� ���� � �� �
" ������!�� �� ��$����&�  " 8���� ���'���������� )

;��� ������� ����� "� ���� ������ " �� "����������� "� �&%� �
T

"� "�� �����
"� ��� ��� � � �����!���� � ���$����&�  " 8���� � ��� ������ ���� 5 ���� �&�!� �������
�����

Td
� ���"��������� �� ��# �� �������� "� ����� "���� ��� ) ? � ��!���� !�

�� � "���� ��
d

�� " ���$�� -� ���� ��������� � ���&����������$ " 8���� "����� "���
(8��N �&� ��" *�+��� � �//�) � ��� � � �"%� 243 Y� ��������� � ��"�����

Γ(a+1) = aΓ(a)
Z )

2� ($�� � )-� ���� �� ����� " � ���# ��� " �����������$ � " ����� " �����������
� ��� �/ ��������������� ��������� ��"�� �"���� � ��� ����� ��# � �� � �������� !� "���
�� ����'������ �����"�� ) 4  ������ � � ��� �&�!� �������������� � ���� ��������� -////
���������� " � ���&����������� " 8���� ) 2 ���&����������$ " 8���� "����� � ���$����&� 
7
 ��� !����� �� ����� �� ��� ������ ) *� � ����� ���� ���� "��� � � ��  �������� !�
���� " �� � ��&�" �������� � � �� !� � ������ ���� �������� Y����� " �����������
��� �/� � ��� Z ) ; ���� ���� � ������ "� ��� ������ ��$$%� !� � ���&����������� "
8���� � ��� ��� ����"����� � "��� � ����#� � � �#���� ��� ���� !� "� ������� �
�� ���# ) ��"�!���� �(� !� �� ������$� ���������� 5 ���������� �� ��� ������ ��� ��
��� " ��� ����� " � ���# ��� ��� � ������ " �����������$ ������������� ��%� ��� ���
�$��� �� � �� ����������� ����� ��� ����� 5 ��� " �� ($�� � )-/ )

>�� ������$� " ���&����������$ ���'���������� �� � ������� �� ��� � �����
!� �� ��� �%� � � ��� ���� � ��� ���� �� "� � ���� " �� "� ����� � � ��� �$��� �� "�
� ���� " �� " �� ����"��� ) *� ���� ���� ����� $�����%�� �� !� � ������ "� ����� %��� "
���������� ���" �����# �� ����� �� � � ��  �� �� "��� �� "�# ��� Y� �+��� ���� ����
" ������ ������� �� �� �������� 8�� � �Z � � ���&����������� " 8���� ���� "� �������
" � �7
 ������� " $�����

nT + 1
��&��������� 4 ����&�� Y" "�� ����� ��� �����

nW�
nT

Z � � !�� ������ ��" 5 �� ����� " �������
nW nT

���� 8�� � �� 5 ���� "��� � �����  
 �
����

nD
��&����������$� " ��� "����������� �������� ��� " "�� �����

nT
���� " � ����� 

7 ) 7� ��� �������� � � ���&����������$ " 8���� ���'���������� �� ��"��� 5 �� ����"
����� � � ���'5'"��

nD
����$� �������� ���# " "�� �����

nT
) 2 � "�� ���� � ��� ��� !�

�&����!� O ��� �� :����� �� >:W � )�/8�U ��� -)//8� " � �� ��� � � ����" ��$����&� 
����� �/ ���� ���� ��� )

3� �� "� � ����� ���� " � ���&����������� " 8���� ���'���������� � � ��"� " � �� '
���+� �� ��� " ��� ��$����&�  �������� ��� ��$� ������� ���$����� "� ���������� ������
���U ������� ) ;��� ��������� "��� �� � �� � ���"������ " �#� ����� !� "��� �� ('
$�� � )� Y������ " �� �������� ��������� " �/ � -�/ � �// � ��� ����� " �������� � ������
"� �� ��������Z � � �� ���,��� 5 �&�!� ����  �� �/ ���������� " �7
 ��� ��// ����������
" ���&����������$ " 8���� � � ��������� �� ����� " ��� �������� ��� � ������ "
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� 	� � � )-� S :���#��� ��� � �����������$ � ����� " ��� �������� ��� � ��� � ��������
"� ���������� " �7
 �� " ���&����������$ " 8���� � ��� � ���&����������$ " 8���� ���'
���������� )

��� ) 2� ��������� � �������� � ($�� � )-� � � ������ !� �� ��&��!� " �������� ��������
�� �$��� �� N ��� "��� � ����#� � ���� ��� � ���� " �� ��������� !� ��� ��� � "
�� !������ "� � ����� ���� (���� ) ;��� ������� � �� �� ���� ��%� ��� �& " / )�
� ��� � ������ "� �/ ��� ������ ) �� �� ���������� " ���� !� � ��������� �� 5 � !�
� ��� �������� ��� � ���$����&�  7
 � � ���&����������� " 8���� ���� �� �� ������ ���'
������ "��� �� � ����� ���� "%� �� ��� �%�� ���������� ��� ���������� ��%� ��"��� ) �� �
���� � � � + ����� !� "�# �����# " ����� " ����������� 5 � ���������� ��// � ��
"�� ����� ��� ������ � !� ���� � ����� " ��� � �" �� " � ����� � ����$��� ����"� ��
����� "� ���($�������� ��%� ������� � ��� � " ����� " ����������� )

� �� ������ ��	����� ��	 ��	� ����	

4 ��� ��� ������ � ���� ������ �� ��$����&� � ��� " ������ ������ ������ " ������('
������ " "� ��� ��� O *��� �������� (
 ���� � �//�) � �/ � �$����� (2��$ � -���) � ?����
� -��.0� (2 �� � -���) Y���� (� ���� � �//� ) ��� #� �� � ��� �� ���" ���� ��� ��%� ��� ��
������ �������� � ������(������ ��� �����Z )

\�]^ga if^_a u^_aklf0 akg dkn k_j dka r^ugn k_ja u^_jk_i_j g_k �idcak ������ kj g_k udiaak g_ctgk 1
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 � ��� � ���&��'
��������� " 8���� ��� ���� ����� " ����������� ��� � ������ " ��� )

>� ������# ������ ����� ���U ��� ������ 5 ���� ������ "��� �� � ��� �� �� � ���'
�&�� ������� �� �������$�� � 5 "����� " ��� � �+� ����������� " $��� �� �����'�&�� �������
���� "� �������� " ������������ " �� � ����� " ������� "� ��� ���'����$���� � ��� �
���� !� � ����� " ������ ���� "�� ���� � ������� ���� $���" ��" �� ��������� � � �
���������� �� ����� " ���������� � "�N ���� 5 ��� ���� ��# #� ������ �����"��� )

2� ��������� ���� �������� � ���� � )� ) ;��� ����� � ���� �� � ����� ���� ���%�
�/ ���������� " �7
 � �/ ���������� " � ���$����&�  �������� � �� � ���� � ($�� � )� Y-/
��� ����� " �� �������� � �� ���� � ���� ����� ��# � �� � � ����� � � �������$ "�
�� �������� �����Z � -//// ���������� " � ���&����������� " 8���� ) :��� *��� �������� �
� ����������� �� ���"��� ��� � ���" " �� -/'����"����� ������ ����� !� � ��� �� "�#
"����� ������ � ���� � ������ ����� �� ��$����&� � !� ��� ��  � " "�����0� )

W� "� ���� �� ��!�� ������ ������� "��� ����� �� #� ������ �� !� � �����'
��� �������� �� ����� ��$��(������ �� � ��"�!������ ��# "����� � ���� � ��"������ ��
������� � ��� ���� ��� 5 � ���$����&�  7
 " ��� ) 
 ��� �� � ����� ���� � � ���"�����
��� ��������� �� � � ������ ����� " ����������� ) 2 ���&����������� " 8���� � �$�'
�� �� "� ��������� ��%� �������� � ��� �� "�# � ���� ) ; ��� ������� � �&+� ��&%� !� ��

\��i lica^_ k_ kaj tgk dk jknha rk uidugd a bidd^_�k u^_acr0li� dkn k_j ifku d big�nk_jijc^_ rg _^n�lk rk
jpqn ka 1
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� ���� ��� ����� ����� ������ )

� ������ ����� " � ���# ��� ��� �� "�# "����� ������ ���� "T� �� ���� !� �� ������'
(������� "���� ������ ���� ���� ����� �� � �������� Y"� � ���� " �� " �� � ���#���Z
����!� � ����� " �&%� � �� $���" )

? ����� �$��� �� !� � ��� �� ����� ������ � � ��� ������������ ��� �� ����$���� ������ "
��� � ������ ����� " ��� ������� !� ����� �� ����� ) ;��� � ����� !� �� ���������
� ������ !� "� �&���� %�� "������� " ��# ���"��� � ���"����� � ��� "� $���"�
������ " �&%� � �� "� $���"� ������ " ���������� ) >�� &+� ��&%� ��� 5 ���(�� �
��� "� ������# ������ "��� �� ����#�� )

� �� �����	 	�� ��	�� ��� �	� �� 	�� ��� �	�

4 ��� ��� "���%� ����'������ � ���� ���� � ����� "�# !������� "�������� O
S ;��� ����� �� � ������ � )� ������ � ���$����&�  7
 �� ���� " �� �������� "

������(������ ����� � �����"����� � ������ "� ���!���� � ��� � ��� ������������ �
����!� ���� ��� ��"��� 5 �� �������������� LDL EL� D�� H�E�A) �� �� �� �"��� � ����� �
!� ��� �� � ��� ����� "� ���!���� ���� ��������� ���� " � �����������$ � ���
� ��� � ���$����&�  � ��� �� ��� � ) > ��� � !� ���� ����(��� "��� �� ��� �%� ����'
������ ��� �� ��"� �� �'��� ����� )

S 4 ��� �� ����" ����'������ � ���� �������� � ���� ��� " �� ������ Y� )�Z "��� ��
��"� ��� ����� � � ��� �� ������ �� � ����� ���� "� ������(�� ��+���� ���� )

� �� �� �� ��! � ��� ��"$#!��� �� ��� �"	 �����
;��� ���� ���� ����� " ������� � ����� " ����!���� �������� � ��� �� ������ "

��,�� ��$��(����� �� ������(������ ���"��� ��� � ���$����&�  7
 � �� #� ����� ��� �& "
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��� "����� "��� � ������� (;�$�� � �� )� �///) ) ; ��� �� ����� ����� ������ �� "������
�� � ������ ��� � ��� ������������ 4 ����&�� � � ��� ������������ ����$���� ?���� ) 4��� � ��� �
���� �����"����� �� ����� ��� ��� " �#�� � ��� �&�!� ����� Y��� - � �/Z � ���
� ��� ������������ " �� � �����

β
O �� ���!���� " �&�!� �&%�  ���� ������ � � ������

�� � �+�� "� ���!���� " �&�!� � �� "��� �� �#�� ����� ) 2� ����������� " ��
�#�� � �� �&%�  "���� ����� ������ " ��,�� ������ � � ���$����&�  7
 �� �����!�� �
� �" KA� E�K�� A�� EK J� � ���'5'"�� !� ���� �� ������������ � � �������� "� �#�� "��� ��
�&%� � ���� ����� �� �������� ���� � ��� 5  ��� Y�� ����� ���� �������� �� (#�� 5 -
� ��� � �&%�  � ������ � � 5 / � ��� �� ����� �&%� �Z ) :��� �&�!� ����� " �#��
� �&�!�  � � ���� ��� ����� � �#� ����� -/ ���� � ��� ��� ���� �� ���!�� " ���� "�
"� ��� ��� � ��� ������������ � " ��� �&%�  )
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� 	� � � )-� S :���#��� � ����� " ��� ������� � �������� "� ����� " ����!���� ������
��� �&%�  � ����������$ �� �'��� ����� )

2 $���& �������� " �� ($�� � )-� � ���� !� � ������� �� �� 5 � ���������� � �� ���������
� ��� ������� ��%� ��� ��� �� ����������� "� ����� " ����!���� ��� �&%�  ) 4  � ���
����� ���� ������� ������� �� ����"� �� O ��� -/ ���!���� ��� �&%�  Y���� -)-� "
� ������ " �����������$ ���!���Z � � ���� �� "� 5 ��# �������� " / )� Y5 ��� ����
��� / ). ����!� � )�� "� ����$���� ���� ������ � 5 / )� ����!� ����� �� ���!���� ����
"�����Z )

2 $���& ��� ����� " �� ($�� � )-� ���(��  �� ��� �%� �� ������� � ��$$%� !�
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�������� �/ �� �/ ���!���� ����� !����� �� �� � ��  � ��� � " � ���# ��� ) :��
�����!��� � !��!�� � ������� " "� ��� ��� ���!���� ��N ��� 5 ������ �� � ��� � �'
"��������� " �� "����������� "� � ��� Y� ���# ���Z � 5 � �� ���� � ��� ������ �$��� ��
" � ���� � ����� ���� " ������(������ )

� �� �� �� � "���� ��� �"	 �� �
4 ��� � ���� " �� ��+���� � �� �%$� "������ ����� Y� )�Z �� � ��#  ����(� !� ��

������$� "� ������(�� ��+���� ���� Y� )�Z ������ � �� ������� � ������(������ ��� �����
" �#�� ) ;��� ����������� "��� ��� ������ �� ��� �������� � ����!� )

:��� ������� Y� )�Z "��� �� ��"� ��� ����� � ���� ���� ����� !�
T−d

���� �� ���!����
�� ��� " � ������ " �����������$ �

Td
�� ����� 5 ���"�� � ��� �� ������ "���� ��

���'���!��� ) 7� ������� �� ������ Y� )�Z ��� �� � �� � ��������� Y
St

"����
St − 1�����

Kt
�

Kwt
���� �� ������ ��� ��� ����� ��

K−d
t

�
K−d

wt

ZZ � ���� ����� O

P(Td = t|T−d, C) ∝ (St − 1 + λα − 1)

nW∏

w=1

(K−d
wt + λβ − 1)Cwd

(
K−d

t + nW (λβ − 1)
)ld

7� � �"�(��� ��$%�� �� Y� )�Z � $�9� ��# ���������� " �� ��������
Γ

� �� "���� ����
����� " ��� ���� �� "�# ������� O




(St − 1 + λα − 1)

nW∏

w=1

(K−d
wt + λβ − 1)Cwd

(
K−d

t + nW (λβ − 1)
)ld

Y������(�� ��+���� ���� Z
;

(St − 1 + λα)

nW∏

w=1

Cwd−1∏

i=0

(K−d
wt + λβ + i)

ld−1∏

i=0

(K−d
t + nW λβ + i)

Y������& ���%�� �� ��+�����Z
.

7� ��$��$��� � "�����$ " ��� ����� ��� �� &+� ������ %��� Y"T 5 �� ��� ������"��
"� � �" � " � ��� ����� " �� "����������� 4 ����&��Z � ���� �������� !� �� "�# �������
���� �����# �� ����� �� �!�������� �� O

-) <��� �� ��� ��� ���� �$��# 5
0

��
1

Y∏Cwd−1
i=0 (K−d

wt + λβ + i)
� ��� ���(���� �����

�
(K−d

wt + λβ)Cwd
Z

� ) 2 � ���$��� " ��� "� ��� �� �� ��$��$��� "����
K−d

t +nW λβ
Y����� ∏ld−1

i=0 (K−d
t +

nW λβ + i) ≈ (K−d
t + nW λβ)ld

Z
:��� ����(� �� �����!���� �����!�� ��� �� � ����� ���� � ���� ����� 5 ������

������� ���� ������ ���� " ?���� Y�� ) ������ � )� )-Z � �����!�� � ����������� 5 � ���"
" ��� -/'����"����� ������ ) :��� ������ � ���������� "� ���# " ����� "��� �� "�# ���
� � �"�(��� �� ����� "� &+� ������ %��� � ���� � ����� O

{
λα − 1 = 1

�
λβ − 1 = λ

� ��� � ������(�� ��+���� ����
λα = 1

�
λβ = λ

"��� � ����� ��� ,

�  ����� ��� �� ����� "
λ

) *�� �� ($�� � )-� �
λ

�� � ���� ��� � ��# "� �������� )
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� 	� � � )-� S X�������� "� ���# " ����� � �������� " � �&+� ������ %��
λβ

)

2� ��������� ���� �� ��!����� �� ��� �&� ��� �� "�# ����� �&� ) 2 ������(��
��+���� ���� ���� "�� ��� � ��� �� $���"� ������ " � �&+� ������ %�� " �����$ �����
!� � ������ �& ���%�� �� ��+����� ������ ����� � �������$ � ��� �� ������ �� ����
���� �� ) >�� "�� � �� ���� $���" "�� ���� ��� �� ����� "� "�# � ��&�"� �� " �������
0.2%

� � !�� � ������� !� ��� ��� "� ��� �� "��� ���� ������ " ��� " �// "� ��� ���
5 �&�!�  � " "����� � � ��� "��� ��� ��������!�� �� ��$��(����� )

; ��� ����� �$��� �� ���"��� "� ���� ��� " ������ ������ " ������� � ������('
������ ��� ����� � 5 ������ �/'; �$����� (2��$ � -���) � *��� 3������� (
 ���� � �//�) �
� � �"�(��� ����� � �� � ����� " "� ��� ��� " �����������$ �� �� ����� "� ������'
���� � ��� �� "�� ���� � "����  �� ��� ���� ��$��(����� ) 7� ���� � "� ���"� � ������
��� �� ������(������ ��� ����� " �#� (Q��$ ��" 2�� � -��� � *�������� � �//�) � ������
!� � ������(�� ��+���� ���� �� " ���� ��,�� �+���� ���!�� �� � ���� � ����� ��� !�
�� � ������ � ��&�"� ) 2 �������$ ������� !� ���� ��� �� ������ Y� )�Z "��� � ��� "
� ���&����������$ " 8���� � � ������ "��� ��� "��� � ��"� ��� ����� )
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3��%� �� ���"� "� �&����� �����"�� ��������� ���!�� �� � � �"%� " � ����$
" �������� ���� � � �������� " �� ����� %��� � ���� � ��� ������ 5 ������ 5 " ������
����� �&� � � ��������� ��� ���� � � ��  ��"� " ����������� )

4 ��� �� ��� �� �� �� � ���� ������ � ���$����&�  ������!� "� � '� �+��� ��� ��
������������ �� � ��# �"���� 5 �� ������ " �#� ) :��� ���� ������� � � �"%� �����'
������ 243 � �����"��� � ������ � )� )� ) ; ��� "��������� "��� �� ��� �� �� �� "�� �����
� ����� ������ � ��� ��������� �� "�N ������ �&����!�� ���� 5 �� ��� ��#��� " �� �������� )
;��� ��������� ����� �� ��������� ������ ��� ��&����������$ " 8���� )

7�(� � "��� �� "���%� ����� � ���� �� ��"��� � �����%�  "�N ��� " � ��������������
� � �������� "� �$���� � ��� ��"���� � 5 ������ "� "������������ �&�� ���!�� ��� � �� ��'
������ ) ;��� �������$���� �� ���� " ��"���(������ " ��� � ������������ � � ��������� "�
� ��&�"� ��������!�� )

� �� ��� ���� �	�� ���� � �� �������� � ��	 � �� ���� ��	

2� "��������� " � ���$����&�  "� � '� �+��� ($�� "��� �� ������ � )� )-) 4 ��� ��
��� �� �� �� � ���� ����������� ��� �� ������������ "� ��� ��� " � ��� � �� "������
������� ������!� Y��� ���� ��������� ��� �� ���� � ����"����Z )

>�� �  "��� � ��� " � �7
 � ���� �&��������� " ��� �������� � ���$����&�  "� � '� �+���
��� �� ������(������ ���������%� � � ���'5'"�� �� ���($������� "� ������������ " �&�!�
"� ��� �� " ���������� 5 �� �&%�  "���� � � ��� ���"� �� "�N ����� " ���� ��� "� � ��������
�� ������ "� ������"� ) 7� �����& � ��������� �� �� � �" " ��� ������������ " � �7
 � � ���
�� � '� �+��� � �� ���� !� � ����������� �� �&���� ���� "���� ����� ) > ��� "� 5 � ��� � ���
� ��� ������������ ��� �� ����$���� ? ���� ) :��� � ��� ������������ 4 ����&�� � �����& � ����
"���� � ���%� ����$ � �������� �� ������������ " ����������� � / �� -� � � ���������
� ��� �&�!� "� ��� �� !� � �&%�  � ���� ������� )

;��� ��������� � �������� " ��� ��� �%� ���� " �#� ������ Y������ " ��� ���
��� � �"�(�� � "������ �������Z � ($�� � )-) :�� ����� " ����� ����� � � ��� ��� ($��
��� �  � ��� �� "�# ����� " ��� ������ � ���� � � ������� !� �� -� ��� �%��
���������� ) 2� �������� � �������� ��� " �&��$� ��� �� � ������� ��� � !�� ����
������� � 5 ������ � � ��������� �� "� "�� ����� ����� � �� ��� ��� ���� ��� ��# ����� )
;��� �&��������� ��� �� � ��� "� ��� �������� ��� � ������ " ��� ) 2 ���$����&�  "�
� '� �+��� � ������ ��� �� ��$����&�  ����������� � �� � �+ � � � � ��� " ��,�� �������
" ������� �� � ���# ��� )
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� 	� � � )- S *���� " ����������� "� � '� �+��� ���� � ��"������� �"� )

;��� �������� ��� �� ($�� � )- !� � ���$����&�  "� � '� �+��� �����!�� " �� ����
"��� " � ������ ��������� ��� ���� ������ � ������� �� ��# � ����� ���� " �������
" � ���$����&�  7
 ���������� ��� �� ����$���� ?���� ) 3 ���� � �� � ����� ���� 5 ���'
��� " � ��� ������������ 4 ����&�� ���� $������ �� "��� �� �����&�� �������� Y������ "
/ )�Z " ���� �������� ��� � ���$����&�  7
 ) ; ����� �$��� �� !� � ������� ������� � ���
� ���$����&�  7
 ��� ���� � ��� �� � '� �+��� O �� � ����� ���� �������� �� �����'
������ �� � ������ " ��� �������������� 5 �� ���� ) �� �� �(� ���������%�� �� ���������
" �������� !� � ���$����&�  ���������� ��� �� ����$���� ? ���� � � ������� " ��� � ����
������������ � ����� �� "�$��"����� ���$����� " �� ������(������ � ��� �����"� � (� "
��� �� �� ����� �������� �� ��� ������ 5 � ���$����&�  7
 ��� �������������� 4 ����&�� )
2 ���� !� "� �#�� ������ �� "����� "��� �� � ���� � ���($������� ����� "�������
��� "� $���� � � ���� � ������� � � �� ���"��� !� �5 �� ���������� O �� ������������
�&���� � ��� ��� ���������� "� ��� �������� !� ���� �&��&��� 5 � ��� � ���"�� )

>�� �� ��!� ����� "��� 5 �&��$� " ������������ � ���� �����!���� 5 ������
� ���$����&�  "� � '� �+��� ��� �� "������ ������� ���� ����� ��# "����� ���������
���� �� ����  <M �4 M � ���������� 5 � ��"��� �&�!� � �� ��� �� � ����� � "��� � ������
Y���� � � �� �� ������ "��� " ������# "���� ��� � � ��� ��� ���� " <M �4M �� "�� ���� �
������ � )� )�Z )

2 ��� ���������� "� � ����� ���� �� �� ��������� � ��� �  � ��� ��$� �� ($�� � )� )
3��%� !��!�� ���������� � � ���$����&�  "� � '� �+��� ��� �� ������������ 4����&�� "'
���� � � � � ����� � � �+�� !� � �7
 ��� �� � ��  �������������� ) 2� �����������
�� ��$%�� �� ���� ���� � ��� �� � ����� ���� ���� ��� ������ " -/� � � !�� � ����
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� 	� � � )� S *���� " ����������� "� � '� �+��� ��� � ��"������� �"� )

� �� �� � ������ " ��� ������������ � ��� ���� ������ ) �� ���� � 5 � �� � � ��$����
!� �� #� ������ ���� ��$%�� �� ������� � ����� "� ��$����&� � " ����������� ��
"���� ����� � ��� �  �� � '� �+��� � "��� �� � ��� �� � ������ �� ?���� " ����'
��� �� �� �'� ��  "���� ����� ) 2 ���$����&�  7
 � �����& ��� ������ �� � ������� "%�
���� !� ��� ����$� �� "���� �� 5 "�# �&%� � � � ��  ����!� ��� "������� ��  ����(� )))
*�� "� ������ ��������� "� �������� ��� ������� "� �&%� � � �� ����������� ������
�������� �� � ���� �����&�� )

2 ���  " ���!��� ������ ��� �� "� ��� ��� � ��� ���������� �� � ������� " ���
��&��!� " �����$ � � "�� ������ � ��� � ������ "� ��� � �+��� " �������� � ����'
���� Y���������� �� �� ����'� ���Z ) �� �� "��� ����'"'� ��  ���U �� ��!���� !�
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β
� ��� ��� �� ������ " �� ����������� � "� ������������

� � �������� " ��� "� ��� �� " ���������� 5 �� �&%�  ) 3 ���� !� �� "���%�� � "�"�����
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;��� ��������� �� ��������� �����"���� � ������ � )� )� � ��� ������ "� "�(�������
�������� ) *�

Tdi
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�
T = (T11, . . . , TnDlnD

)"���$� �� ���($������� " �������� ��"�������� " �&%� � � ��� � ������ "� � ����'
���� "� ������ )

T
����� ����� � ������

Ntd
� ����� " �� �������� "

d !�� ���� ��'
��$��� �� �&%� 

t
� " � ���%� �!������� �
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����$��� �� �&%� 
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"��� � "� ��� ��
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�� � ��  !������� � ���
� ������ "� ������ �
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∑nW

w=1 Ktw
� ����� ����� " �� �������� "��� � �&%� 

t
)
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"���� � ���"��������� �� �� �����
µd

� 5 �� � �����
β

� ��
�����������  ���� " "�# ������ " ���$���

ld
� � ��� �

Wd
� �������� �� ��"��� " � ���

� � ����� �
Td

� �� ��"�������� " �&%�  � � �#����  ����� ��� Y�� ��������� ����� ��"�� �'
"����Z O

P(Wd, Td|µd, β) =

ld∏

i=1

P(Wdi, Tdi|µd, β)

=

ld∏

i=1

P(Tdi|µd, β) P(Wdi|Tdi, µd, β)

=
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(µdTdi
βTdiWdi
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β
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tw
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2� "� ��� ��� ����� �$��� �� �������� ��"�� �"���� � �� ����������� "� ������ � "�
��"�������� ������ " �&%� � � �#����  ��� �  � ���"��� O

P (W,T |µ, β) =

nD∏

d=1

P(Wd, Td|µd, β)

2 ����������� ��������� " (8��N �&� ��" *�+��� � �//�) �� !� ��� �� � ����� � " �����'
$�� ��� ����������� ���� �� ��� H � �ED�E "� ����� %���

µ
�

β
) � �� �$�������� ��� ��
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λβ > 0

�
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nT
�

nW
) ; ��� ������� ����� O

P(W,T ) =

∫

β

∫

µ
P(W |T, β)p(T, µ, β)dµdβ

=

∫

β

∫

µ

(
nD∏
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)
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nT∏

t=1

p(βt|λβ)

)(
nD∏
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∫

µ
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dt dµ
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Γ(λβ)nW

∏nW
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>�� �  � � ���� (8��N �&� ��" *�+��� � �//�) � � ��������� � �#������� �����"�� "
�� ����������� ��� ��%� � ���

(W,T )
�

(W−di, T−di)
"��� �� ������ �����$� 5 ��� �

" �� ������ � )-)� ���� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� � ���� ������� � ���%�
��� ���(������� "� ��� � ��"�� �"���� "
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∝
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P(Tdi|T−di,W ) =
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P(Wdi|T−di,W−di)

∝ P(Tdi,Wdi|T−di,W−di)
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∝ P(Wdi|T,W−di) P(Tdi|T−di)
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����������� ) (:����&��" � �� )� �///) ��� 5 � �� � !� �� � ���&����������� " 8���� ����'
�������� �������� �� � �� ��������!�� � �+���� � ������ " ������ ������� ����!� ����
�� ��� � ������������� �!���������� ��� � ��������� Y����� � �� � ����� �� ��$��
" �� � �����

β
������ #���� �� �"���!��Z ) P� � �� "�� � ���,��� �� � � � �����

!� � ����"�#��� �� � � ���&����������� " 8���� �� " ������� ���� ���������� ��� !� ���
��� � ���� �� � �����$� " ��� � ���"�� ��� �� �&���� V

� �� �� �#&��& �� &# 	"#���$� &#��� � �&#�����#!��� ��� �� ��$��!�
4 ��� ��� ������ � ���� ���� ����� �� ����� %��� ������ � ���� ���� ���������� ����

"����� �� 5 "�# !������� ���� 5 �� �9�& ������� " ������������ " ��� ������(������
"� "� ��� ��� O

S !��� �� �� ����������� " ��� "� ��� �� �
S ��� � �� ������� �� "����������� "� �&%� � ���� ��� 5 �� "���� �� �

(8��N �&� ��" *�+��� � �//� ) � ������ �� � ��&�" � �����+��� ��� �� ��&��!� "
� ���&����������$ ���������� � � ��� � "������ ��� �� � �� � ���� ) (
 ���� ��" 2�� ��+�
�//�) ���� �� �� � ��&�" ���"� ��� � ���$����&�  AK� J�HL�A�� �D�H H�EDL ) 7�(� � (6��'
��� ��" 1������ � �//� ) ��$$%� "� � ��&�"� " ���&����������$ " ��� � ������ ���������� 5
� �+��� �� !������� " �������� ��� "�� ����� ����$� � �� ����� �& ���U ������ " ����
!� ���� "������ ��� "��� ��� ������ )

� �� �� � ������ �� �� ������� �����
>����"����� � "���� ��

d
� ���� ����� !� �� "����������� " �&%� �

µd
� ��� �

"� ��� �� ���� ����� ) �� � ��� O

P(Wd|µd) =

nW∏

w=1

(

nT∑

t=1

µdtβtw)Cwd

;����� � ������� !� ��� ����  � � �������� " ��$$��� �� � �"%� $�������� ���������
5 ��� � !� ���� ����� ������� � ���������� �

nD
����$� 4 ����&�� � ��� ��

µd
���� �� �

� ��� �&�!� "� ��� �� � "
ld

����$� ���� �� �������� ��� " ����� %�� ∑nT

t=1 µdtβtw(6����� � �//�) ) P� �� ��!� !�
log P(Wd|µd)

�� �� �������� ������ "�
µdt

O ���%�
������ ���������� ���

µd,1, . . . µd,nT−1
� �� ���� � � � O

log P(Wd|µd) =

nW∑

w=1

Cwd log

(
nT−1∑

t=1

µdtβtw + (1−

nT−1∑

t′=1

µdt′)βnT w)

)

"��� � � ����
H

�� �� �'"(�� ��$���� 0 ) >�� �������� ������ "��� �� � �#���� ���!�
��� � ��� ��# "��� �!�� �����

µd = (µd1, . . . , µdnT
)
)

\ dga hl0uca0nk_j ` h^gl j^gj fkujkgl
u = (u1, . . . , unT −1)

_^_ _gd `

u
T
Hu = −

nW∑

w=1

Cwd

(
∑nT −1

t=1 βtwut − βnT w

∑nT −1
t=1 ut)

2

(
∑nT −1

t=1 µdt(βtw − βnT w) + βnT w)2
≤ 0

1
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2 ������ " �� ����������� "� ��" " � ��$������� ��� ����������� ���"��������
��� ���� ��� 5

µd
� ���� " ������� O

P(Wd) =

∫

µd

nW∏

w=1

(

nT∑

t=1

µdtβtw)Cwdp(µd)dµd

>�� ����$��� � ��"� � ��� " ���������� ����+��!� � �� �� � �����& � ����� � "
� ��� � ���� �� ����� �& " 
 ��� >���� � ���������� 5 ����

M
������

µ
(m)
d

���� ��
��� � � ����� Y4 ����&��Z � 5 ����� �&�

P(Wd)
��� O 1

M

∑M
m=1 P(Wd|µ

(m)
d )

)

� �� �� �� � ���� �������� � ��� ����� ���
7���� � �� "����������� "� �&%� � "��� �� "���� �� ����� 5 ������� � ��� �����

���"�������� "
µd

) :��� � ���� � �� � �� ������� � � ��  ��&�������� " 
 ��� >����
!� �����"� � �� � ������&���

E[µd|Wd, β]
��� O

∑M
m=1 µ

(m)
d P(Wd|µ

(m)
d )

∑M
m=1 P(Wd|µ

(m)
d )

W� ���� � ����� ����� �� " ���� � �� � �+�� "�
E[µd|Td,Wd]

!�� ����������
�������� �� "��� � ���$����&�  " ���&����������$ " 8���� ) 2� "�� ����� ���($��������
" ���"�������� ����� �!���������� � ������ � �� � ��$�� ��� ��� �� " ������� O

∀t ∈ {1, . . . , nT }, µ̂dt =
1

M

M∑

m=1

�
{Td=t}

� �� �� �  !����� � ��� � "���� #&!�"�#!�	��
:�� �� ���� � � ��� "��� � ���&����������� " 8���� "��� ���� ��������� �� � ����'

� ���� ) ; ���� ���� � ���� "�������� ��'"����� "�# ����� � ��&�"� " �������� ����� �&�
"������ �� � ��� 243 ) 7��� ��������� ����� "�# 5 �����!�� "� ��$����&� � ���������
� "�# ���� � ��� ������ 5 � �7
 � �� "�� ���� ����"��� "��� �� �����# �� ������ ��������
� �� !�������� � �#�� ���� (
 ���� ��" 2�� ��+� �//�) )

� �� � � �� ������� ��������������
(6�� � �� )� �//�) ���� �� " "���� ��� �� ����������� ����� �&� ��� ������� ��'

���������� � � ���'5'"�� � � ������� � 5
d, i

(#�� � � �#������� ∑nT

t=1 µdtβtWi

� ���'����$����
��� �� ������ � ����� �� "

µdt
� ��� �� �������� ����$���� ∏nT

t=1

(
µdtβtWi

ΦWit

)ΦWit ��� ��

Φwt
� ��� !� ∑nT

t=1 Φwt = 1
� � ������ ��� ���������� ��� �  � ������ � ��� ��������� "�

��� 
w

"��� � �&%� 
t
(
 ���� ��" 2����+� �//�) )

2� ����� %���
Φ

���� �#'� �� � ���� �� " ��,�� 5 � �#�� ��� �� � ��� �������� �
"��� 5 � ������ �&� � ���� � ����� � " � �#������� ���$���� ) 2 ����� ����  " � ���$����&� 
������� �������� �� 5 ���� �

α̂
�

β̂
� 5

Φ̂
(#�� ) 7� �������� �� "�# � ��� 5  ���

��������� �� � �� ������ ���%� �����$�� "� ���� ������ "� ����� %��� ������ ��"���
5 �� � ��� �������� Y� �#�� ��� �� ���� ��Z " �� ����������� )
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� �� � �� � �� �������� ����������
(
 ���� ��" 2����+ � �//�) � ���� !� �� � ��&�" " �������� ������������ ���"���

������� "� ���� ������ � � ������������� � ������� �� �� ���������� 5 "� �����# �� ������
"�(����� " �� "����������� � � �������� "

µ
) 2 ���������� ���� ��� ��� � ���$����&� 

�� �����'�����$����� ������� �$��� �� 5 �� ����� �� !������� ∑nT

t=1 µdtβtWi

��� ��
���"��� ����$���� �����$� 5 � �#������� " ��� ��� " 4 ����&�� ) 2� "������ ���� "
�� �����"�� " ����� ����� "� ����� %��� �����"���� O �� ��� � ������� 5 �&�!� � ��
���� � �"�(�� ��������� �� ��� ��������������������� � ��� � ������ �&� � � ��� � "
� �+�� � ������� � " � �#������� ������� )

R ������ " ��� ��� ��"�� " ������# �� ����� "� ������������ � � �������� "
µ

� �� ��
� ����� � " ������� "��� �� ���� ����  " ������#�� ������� �#�� ������� "� ������ � ���
�� ����� %���

β
) 2� � ��  ��&��!� !� "��� (6�� � �� )� �//�) �� ��������� � ��� (
 ����

��" 2�� ��+ � �//�) � ��$$%� �� ���� � � ������� "�� ��� � �� �� ��$'����������� )
3 ���� !� � ��� "� "����� � � ����� ����� � � �������� ��� �� �����'�����$�����

���� "���� " � ������ ��������� !� � �������� ������������ (
 ���� ��" 2����+ �
�//�) � �� � ��� ��� ���"�� !� ��� � ��&�" ���� ��������� 5 "� ��� ���� ) (6����� ��"
1������ � �//�) �����$� � �� !� �� ��� ��# ��� ������� " ��� � ��&�" �� ���$� ��
��� ����� 5 ���� " � ���&����������� " 8���� � " � �������� ������������ � ����������
�� ����� " ��� ���$ � ��� �� ������� ����� �"����� " � ���"� "

lnT
) ; ��� � ������ "���

��� �����"��� ��� � ��&�" " �������� ��������� 5 � ���&����������$ " 8���� "��� ��
������ #� ���� ���� !�� ���� )

� �� �� ��$�#"#���� #	�� &� $��� &� �� $ &#�'� �� $�&!���$ �#&��
� �� �� � � ��������

;��� ������ 5 ������ � ���&����������$ " 8���� � ��� 243 ��� � � ��  ������ ����
" ?���� !� �����"� � �� ) 2� ���$��� "� ������� �� ��� ������� ��� � ���� !�
�� � ���� " � ���#��� � " ���� " ����������� ��������� ��� ����� "� ������'
����� � ��� �  �� � ������ � )� )� � � ���� "� ���������� " 8���� "�"��� 5 � ����� �����
" �� � �����

β
) :�� �����!��� � ���� ����� ������� �� #� ������ 5 ��  � " "�����

Y����������$����Z (# )
7� ��� ���� ��������� �� ����� " ����$� � �"�(��� �� ���� �� �������� ��"�������

���� ��� 5 �&�!� �������� " � ������ " �����������$ � ���� ���"������ -//// �����'
����� " � ���&����������� " 8���� � � ������ � ���������� " �� � ���#��� � "� ���� "
����������� ����� �� �/ ���������� ) ;��� ���� ��� �� ��$'����������� ��� �� � ��&�"
�� ���� ��� �� � ���������� 5 � �+��� �&�!�

P(Wd|µ
(m)
d )

��� -/// ����$�� � �������� ��
������������ " ����������� ��� �� � �� � ��&��������� )

2 ��� ������������ ������� " ������� �� ���($������� ��� ��%� " ���"�������� ) 2� ������'
$� �� ���� �� � �"��� ������� 5 ����

l
���� ���� �� ��� "����%� ��� �!������������� ���

�� "�� ����� �&%� � Y�� ������������ � ���"�� �Z ) W� ���� �"� � ��� ��������� "��� ��
��� ��� � ��� � �� ����� " ������ �� �"� ��� � ������� " � �����  " ��� ������������ � �� " ��� �'
������� ����� �� � �������� " ��� � ��  "���� �� ��� �� � ��  �&%�  � ������ ��"���

�]^ga n^_jl^_a ri_a d biljcudk 	� c�^gajk kj id 1` �����  tgk ukjjk jkup_ctgk r bkajcn ijc^_ jk_r * a^gaekajcn kl _kjjkn k_j di flicakn� di_uk d^latgk dk _^n�lk rk jcli�ka kaj jl^h hkjcj rkfi_j dk _^n�lk rk hilien qjlka 1 �kh k_ri_j ` uka k+h 0lck_uka n ^_jlk_j tgk ` h^gl � jpqn ka ` n ^sk__kl agl ���� 0upi_jcdd^_a r^__k
rka l0ag djija lica^__i� dka 1
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?���� �����!�� ��� � ���$����&�  7
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� 	� � � )� S X�������� " �� � ���# ��� � "� ���� " ��� ������� � ��� 243 )

2� ��������� ���� �������� � ($�� � )� � � � ��� ���� ��� �� � ������ � ����'
� ���� ������ �����"� � �� ��� � ���&����������$ " 8���� ���'���������� � ���
� ���$����&�  7
 � ������������ ��� �� ����$���� ?���� ) ; ��� ���������� !� � ���&��'
��������� " 8���� � ��� � � �"%� 243 ������ ����"� �� "� ������ "��� �� � � ������
$�%� ) 2� ���������� "��� �� � ����� ���� ���� � ���� $���"� !� � ��� � � �"%� "
� ����$ " �������� ���� � ��� � ������� " � ��� ������������ � ��� !� ���� ���� � � ��� ���
��$��$��� ) :��� � !�� �� " � �������������� �����!� " � ���&����������� " 8���� � ���
243 � ��� �  � ��� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� � �� �� "��� "�N ��� � ��� �� ���'
������� " ������"� �� ���(��� ���$� 5 �� � ��&�" ���� ���� " ��� ��� ����������� )
*�� � ���� "� � ����� ���� � �+��� � 5 �� ���� � ��� �� � ���#��� " �����������$ � � ���
� ���� " ��� �������� ��� � ������ " ��� � � ���&����������� " 8���� ��� 243 ��
�+���� ���!�� �� �������� 5 � ���&����������� " 8���� ��� � � ����$ " �������� ���� )

:��� "���� ��� �� �� � ���"������ " �� "�� ����������� ��� � �� �������� �� �� ����
"� � ����� ���� � �+��� " � ���&����������� " 8���� ��� 243 � ��� �  � ��� � ���
� ��� � ���$����&�  7
 ��� � � ����$ " �������� ���� � ���� ����� ����"��� �� � �� �
������� ��� �� ���������� ��� ��� Y�� �// � ��� �� ���� ���!����Z ) 2� ��������� � ($��
� )� � ������ !� �� ����� "� �� �������� � ��� ��� ��� "����� �� ��# ����� ������ �
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2 ���� !� � �������� � "��� ��� " � ������ ��������� � "�� ����� ��"��� � ���� !�
� ���&����������� " 8���� � � ��� ���� ��� ��� 243 ��� �  ��� � � �"%� " � ����$
" �������� ���� � � !� ���� �����$��� "��� �� ������ ������� )
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� 	� � � )� S X�������� "� ���� " ���������� � ��� 243 ��� �� ���������� ��"��� )

� �� �� �� � �� �� � ��� ������ �� ����� ���� � ������ �������
2 � �"%� " � ����$ " ���� �������� ���� � ��������� !� �� ������� "� ���� ���'

����� ������������ ��� �&%� � � "���� ��� ) 4 ��� �� �����!� � �� ��%� $���" � � �����
"� "���� ��� �� �� ��� ��� ����������� - 5 �� �&%�  ���!� � ��� �  ���� � ������ ��
� ������ � )� )� ) :��� ��������� � ��� � ���� �� ��� ��� � " 243 � ���� ����� � � ���
�&���� " �� "�# � �"%�� � ������� � ������� � �+�� " �� "����������� "� �&%� � ��'
��$��� 5 �� "���� �� � ��� �� ����� " �// "���� ��� " ��� Y���

nT = 5
Z ) 7�

��������� �� ��������� " �� ������ � )� )� � �� $���"�� � ���� �� "��� �� � �+��
Y��� �/ �����������Z " O

exp

(
1

nD
∗

nD
∗∑

d=1

−µd log(µd)

)

2���!� � ��� ��������� �� ������(������ �
nT

�&%� � � ��� $���"�� ���� ��� - Y��'



-��

�������� "���� �����Z �
nT

Y����������� ������� Z ) 3 ���� !� � � ��� � � �"%� " � ����$
" ���� �������� ���� � ��� $���"�� �� ��� ���� ��%� ��� �& " - Y��� �� �/ ��������������� �
�� � �+�� �� O -)/�Z � � ��� 243 � ��� ����� ����� �& � Y� � �+�� O -)�.Z � ��������
!� � � �"%� � �� � � ����� �� " ��������� "� ������(������� ������������ )

>� ��� �� " 243 � ��&���� 5 �� ������ �������� "� �������� ������ �&�� ���!�� ��
��� " ��� � ��  "���� �� � �� ���"�� ���� � ��� #���!�� �� �����'� ����� ���� ��'
������ ��������� "��� �� ������ �����"�� ) 2� "���� ��� "� ������ ��� �!�� ����
����������� ���� "� "�� ��&� ? ���� � ������ ������ � ������� ��%� ����� �� � � ���'
�&�� ���!�� � ) :�� �����!��� � �� � ��� ��� !� � ���� " ��� ������� �� ������'
�� �� � ������� �� � �"%� � ��� �  243 � ������ � �����!�� �� ���� "� ������(�������
"���� ������ ��� ��� &+���&%� " ��� " ������&�� ������� ) �� � ���� ��� � � ��� ������ �
� ������� !� � � �"%� " � ����$ " �������� ���� ��� ������� ��� ��&����������$
" 8���� ���'���������� �� 5 ������� � ��� ���� �� �����%� � " ������(������ ��� ��'
� ����� ) 
 ��� � �&��# "�� �" �������� �� "� ������������!�� "� ������ ���"�� � � �
���������� "� ���������� �&�� ���!�� �� ��� "� "���� ��� ) *� " � ���� ������� # �����
� ��� �����"��� �� "���� ��� ��� �  � ����&�� ���!�� � ���� ����� � ����� "��� ���
������ !� � �&+� ��&%� " 243 � ��"������ �� � �"%� ���� ��� ��# � "��� �� ������ ��
��� ���!� ���� ���$ � � � �� � ��� ���� �� ��� " ��"��� �� ����������� "� ���������
� ��� � � " ���� � � ��� �����!��� "���� �� "�$��"����� "� � ����� ���� )

� �� �������������� ��	 ���� �	

� �� �� ����!��� �� �"�� &�$�
;��� �����  ��!� ���� � � ������� ��� �� ��� �� " � �����+� #��������� ������� � ��� ��

���������� (��� O �� � ����� ����� " ����������� � " ���������� ����� �� �� �$���� � ���
���������� ) 4 ��� ��� ������ � ���� ���" ��� $��"� ��������� �� ��� �� "�# ����%��
�������� O

S �� � ��&�" " �������������� "� �&%� � !� ���� �&��&��� "��� ��� ������� ��
�"�$%� ��� ���� ��� �� � �"%� �&���� ) �� + � "��� ��� #�$�� �� ������� " ��������
"��� �� �&�� " �����+� �� ������������ �&���� � ��� �� ������(������ � ���� ����� 5
"������ � �� ���$� ���� " � ���'������ ��� �""�������� �

S " ����� ���� � � ��� !� �� �&�� " �������������� ���� �� ���� ����" � ����� � � ����
����"��� " �� � ��&�" !� ��� ���� ���� �� ������ ���������%�� �� �+��&���!�
�&�!� �&%�  ) 2� ������������ �� ���� ���"�� " � � ���� " �� �� �� ����
" � ��� ������������!�� ) ;��� ����� ��� �����!��� � � �����"��� "� ��&��!��
��� ���� ������ ��� ��"��� � ���� 5 � ����%� � ���� !� �� �������� " "� ��� ���
�� ���� ������������ " ��� $����  )

� �� �� ��!�"�" !#!��� ��� �#"#$ �!"��
βtw

W� ������$ ��"������ "� � �"%�� ������������ "� � ���� " �� " � ����������������
�� � ����� ����� " ��� ����� %�� ����� �� �&%� � �� ���������� )

βtw
�� �$�� 5 � ��� �����

"� ��� �� "� � ��
w

���"��������� �� �� �&%� 
t

"����� ��� � ����� ����� " ����$�
Y"��� � ��� �� �� ��� ��� ���� ���� �� ��� "� ���� �������� ����Z ) �� � �� "��� ���
�� ��� �  �� ���!��� "� � �� "��� � �&%�  � !������ ) ;���� ���� � �� "���� " ��
����������� " ��� ������ "� � ��� "��� �&�!� �&%�  � ������ !� �������� �� � �����%� 
" � �������������� "� $���� � ) 6 �� !� ��

βtw
����� ������������ "� �&%� � � ���
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������������� � ��� ��� � ��� ������ �� � �"��� ��� �� � ��� �� ���� � ������� � ��� "�(���
�� �&%�  � ���� ��� ��������� �� ��# !�� ��� ��

βtw
�� ���� ����� ) :��� �������� ��

"�� ����� �����%� � !�� �� �$�� � �����"����� �� � �����
β

���������%� ������ ��"���
�� � ����$ " �������� ���� � ����� ��� � ���$����&�  7
 � � ��� ������������ 4 ����&�� )
;��� ���"���� �� ��� �� �� ����� (���� ���� " -��� )� ���� �� � ���# ��� ��� � ������
" �����������$ � / )�� � ��� � ���� " ���������� ��� � ������ " ��� ) �� �� �� � ������
� � � !� �� ������(������ 5 ����+�� � ���� ��� ���� ����& "� ����$���� ? ���� �����
�� �9�& ���������� � 5 ���� � #�$���� �� ��� �� "���� �� ������ "� �$���� � ��� )

2 ��"� �� ���� �� � �"��� � ��� � �����+� "� � ��� �� �������� �� " ���������� ��#
"��� � ����������� "��� �� �&%�  "���� �� �� ���� ������� � � ���'5'"�� � ��������� �� � ��
���� $���"� ������ "

βtw
) >� �"��� � � �����!���� ��� ������$� �� ��� �� �&%�  �

���� ��+��� !� �� ���� ����� � ��� $�%� ������ ���� O

�CA� D� � �D� EL � HL
� KHE
� DL � � D�� EK� �CH�� 	 HK� E�� 	 E�C � +I� CA� CEK� H�� � �D� � HK� +A
2� � ��� �� ���� �������� ���� � � � �� ����'� ��� ) 7� �� ( ������ $�9� 5 �� ����

���'"�(�� � ���� ������� �� ��� ��� ������� � ��� � �&%�  - O

IAH�� � E	 	EDL � 	 D�	
� � AD� 	A�  H��KDL � IAH�K� �D 	
� � 	� � �E� A� � A��AL �� 	H	 � CAH 	�C �
	 D� AL �  D�A�L� AL �� 	 AA�� K �H�A� 	E� A�  �D�� � H+D��EDL � �D��HLI

X���� ���"� !� ���� �&��&��� "� ��"��� ���� � �� ����� " ������� �� ��'
��$���� ?���� �� ������� � ������� ��� ���� � �&+� ��&%� !� ��� � ��$�� " �� ������(������ "
������� � �� ������� "� � ��� " �� ���� ��'"���� ��������� ������� ) 3 ���� � �� � ��� ��'
��� � � ������ �� � ��" ������ � � ������ ����� ) �� � ������� ��� ��� �����" " �� ����
($��� �$��� �� ��� �� ���� "� ����'� ��� ) >� �"��� � ���� ��� ���� �� ����$� � � ���
� ���!� " ������� "� � ��� � ������� �� $���" ) 7� ������� � � ��  �� ���� ��%� ��"���
�� �������� � " ������� "� � ��� � ������� O ���� ������ ��� #� �� ���� ���� !� �
������ � ������� & �� Y�� &�Z ���������� ��� �� ����$��� ?���� ������ � "��� �� �������
���!��� ������ �� ������ ����� " ��� ��"� �� ��������� ��� � �� ���� " � �������� ) >�
�� ��!�� � ���� � ���� !� � "$�� ��� ��� " ��� ���� ��� � " ���������� ��������
5 �� ������������ " ��� ���� " �����'� ��� �� ��"&������� "��� ��� ����!� " �����+� "�
�&%� � ) > ��� �� ������ � ��� ��!��� ���� ���� ���������� "��� � !�� ���� 5 "� � ��&�"�
� ��+��� ��� ������ 5 � �+�  " ( ����$ )

: ��� !� �� ������ "� ����'� ��� � � ������ !�� ���� � ����� � � �����+� �� !�
���� ���+��� " ��� ���� "� ��� � !�� � ���� ��� �� � ��  ���!��� " ����������� "���
� ������ ) M ����� �� � � !�� ���� ������� � � ��� " ����������� �&�!� �&%�  ��� �� � ���
� ��� ��!��� �� ����������� � ������ � ���� " �� � �+�� ) > ��� � ���!��� ���� �����������
�� ������ ������ �� "� � ��� ��� ��"� "���������� " �� ����� ������� O

βtw −
1

nT

nT∑

t=1

βtw

2 �������� �� ������� � ������ � )-)
;��� ������� 5 ������ �� � ����� �"� " �� ������������ "� �&%� � � � ��$�� ��

������ ��� ���� ������ � "� ����'� ���� ) 3 ���� � �� �&%� � � � � ������ ������ ��"�
�� ihhkd^_a tg bcd a bi� cj rka uij0�^lcka ah^lj ` iuucrk_ja ` ai_j0 ` knhd^c kj ug djglk 1
��ka lkjclkl in 0 dc^lk d0�qlkn k_j dk l0ag djij n ica ifku d bc_u^_f0_ck_j 0f^tg0 ucerkaaga tgk ` hiln c dkan ^ja aghhlcn 0a ` ukljic_a i_jcen ^ja a^_j k_ micj uiliuj0lcajctgka rka jpqn ka 1
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�& &���& +�� &�" �&��
���� ����& &��$��� &�������  ��&
��� �&�� ������ � ��� �$
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�� � &�� ����� � (� � ���&
( �� &�� ��� �N ����� ��+
&�� �  ��� ���+� �� � ��� ����"
�� ��� ����"��� ��" �� ���

�� ������ ������� ����"� �� �&
�� � ���� � ���� �� ���
& +�� ����� �� ����
�� �� ����� �& ��$�

 ��� ��� �� ����� � &��
&�� �& $� ���" (���

��� � � )- S *������� " ��� � ��� ��
βtw

���%� ������������ " �� � �+�� )

���U �������� �� ��# ����$���� ?���� � ���� � ����"��� ��� ����� �� ) 2� ����$����
?���� ������� O ����� � ������ � �� ���� ���� � ������� �!������� �� ���������
"��� �� ����� ����� �&%� � ) *��� ����������� ������� ����� 5 ���� �� "� ������ � �� ��
"�N ��� " ����� ���� ���� ) >�� � ��$��( �� �"��� ��� !� �� �&%� � -� � � � ����
������ �� "����� " ��&���� � � ���� � ���������� 5 ������ ��� ���" $�9� 5 "�
��&��!�� " ��������������� "� �&%� � ���� ������� )

� �� �� � &��!��� �� $�!� "��" ���!#!���
� �� �� � ������ �� �������������

2 �����+� " �$���� � ��� � ��� ��� �� ������� ���!� ������ O �� !������ � ���
� ��� " ��,�� ���������%�� �� �����!� ��� � ���%�� �� " � �����+� � ��� � ������
���������� Y3>:Z (2���� ��" *��� � -�..) ) 7� � � � � �� !� ��� ��&��!� $��������
" ������� �� $���" ����� " �� ��������� "� "����� ���$����� ��� �� �����
������� " "�������� ������ � �� ��� ���&����� " � !� ���� �� ����'����� ������
����� �$��� �� �� � � � � �� � ��� � ����������� " � �3>: ��� �� ����������� )

:��� � � �������� " ��&��!�� #� ���� ��� (2���� ��" *��� � -�..) � ���� ����� ����
� ������ "� �� ���(����� (2���� ��" *��� � -�.. � ������ � )�) !�� ������� � �� ��&��&
"� � D�K �� ���� "������ ������ " �&�!� �&%�  Y� ������� �� �� ��$����� ��Z � " ��,��
�� � � �����$� 5 � �#� �� ���� ����� ��'"���� )

2 ������ "� �� ���(����� ������� 5 ��� ���� �� ������ " �� �������� ����"� �
��� " ��� � �� "��� �� $����  � � ����� " ��� �� ����"� ����� � �"����� ��� �� ���
&+� �$��� ����!� ) 7� �����"����� �� �&%� 

t
� �� � ��

w
� ������

lTt
�� � ���$��� � "�
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�&%� 
t

�
lWw

� ����� " ���������� "� � ��
w

"��� � ������ "�(��� ��� O

lTt =

nD∑

d=1

ld P(Td = t|C)

lWw =

nD∑

d=1

Cwd

4 ��,�� �����$� 5 �� ������(������ "���� ����� � �� �� � ����� � " ���� � �&%� 
t

��� � 
�� ����� "

lTt
��������� � �� !������ 5 � � ��� �� ����� � � �����

ntw = bβtwlTt c" �� �������� "� � ��
w

�� ��� " � $����  ��'�� #��������� � � ) *��� ����� "��� !�
���� �������

lTt
� �������� ���� � ��

l
��������� "� ������ Y�&�!� � �� �� ��� ���

������ " ���� !� ��� ��������Z ���� ��"� � ���� �� �� ) *��� �� ��� &+� �$��� ����!� � ��
����������� " ����

k
���� � � ��

w
� ������� � "��������� �� ������������ "

k
��"���"��

���� � ��
lWw

��������� "� � �� �����"��� � �� ������������ "
m− k

�� �� ��� �����
�� ����� ��������� ) ;��� ������� ��� �����!��� O

∀k ∈ {0, . . . , lWw },P(X = k) =

(
lWw
k

)(
l − lWw
lTt − k

)

(
l

lTt

) ,

��� ����������� ����� �������� �� ���� � ���
k > lWw

Y�� �� �� � ����� � " ���� ���� "
���� � ��� 

w !� ��� ����� " ���������� "��� � ������ ����Z ) : ��� �������� �� � ��
"�# !�������� !� ���� ������ � ���� ���� O

S−(t, w) = P(X ≤ ntw)
Y� )� Z

=
ntw∑

k=0

P(X = k)

S+(t, w) = P(X ≥ ntw)
Y� )�Z

=

lWw∑

k=ntw

P(X = k)

= 1− S−(t, w) + P(X = ntw) .
Y� )�Z

;��� ������� ����� � � ��� �&�!� � �� � ��� "$�� " �� ���(���� � ��� �&�!� �&%�  O ����
S+(t, w)

�� � ��� � � ���
w

�� � ������� �� �� ���(!� Y����� �� �� ���� " �� �������� !�
����� Z � ������ �� � ����

S−(t, w)
�� � ��� � � ���

w
�� ��$����� �� �� ���(!� Y����� �'

� �� � ���� " �� �������� !� ����� Z ) 2� ��������������� " ��� �&%�  � ����� � $��"���
�� � ��� ��� ��

S+
�

S−
�� ���� ���� �� )

*�� � ���� �����!� � ���� �������� �� ������������ � ��$ � $�9� 5 �� �������� ������� )
�� �� � $������  �"����# " ��� � ��� ��� Y� )� Z � !�� ������� ������ � ���� " ��� �
5 ������� !� Y� )�Z � � " ������� �� �� ���(���� � ������ ��� �� ������ " ��� ���� �������
Y� )�Z ) 4 ����� ���� � ��� �  � ��� ������ � ��� ��� �� ������� �� ���!���� "� ���������� �

��k _^n�lk h kgj �jlk k+ukhjc^__kd rk rkg+ mi�^_a � k+ukhjc^__kddkn k_j hkjcj �n^j jlqa lilk ri_a dk
jpqn k hil lihh^lj * a^_ ihhilcjc^_ ri_a dk lkajk rg u^lhga& ^g k+ukhjc^__kddkn k_j �li_r �n^j jlqa ml0tgk_j
hil lihh^lj ig lkajk rg u^lhga& 1
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�� � ��� ��� ���� " �������� � ��� �&�!� �����
k

�� ����� �� N ����� "� ���[�  ��� ��
# ��� �� ������ " �������� ��� �� O

∀k ∈ {1, . . . , lWw },P(X = k − 1) = P(X = k)
k(l − lWw − lTt + k)

(lWw − k + 1)(lTt − k + 1)

4 ��� �� ���� � )� � ���� � ������� �� ��������� "� ������� " �� �(���� � ��� �� � �� 
������(������ !� �����"� � �� ) ;��� ������������ �� ����� �/ � ��� ��� �&%�  � " � �� 
!� �����"� � �� � � ��� ��� ���� �������� ��� -/ � ������� �� �� ���(!�� � -/ ��$���'
�� �� �� ���(!�� ) W� ��� �%� �� ��!� �� !� �� �� ���(����� ��$����� ���� ��� " ���
������� ��� ��� "��� �� � ��� �� �� � ����$���� ?���� �� ������ ���� ������� �� ��� "�'
��� ���� � �� �� ���(����� ��$����� "� �&%� � ���� $������� �� "� �� ���(����� � �������
" ��� ����� ) ; ���� ���� � "��� "� ��� ���� �� �� �� ���(����� � ������� ������ ���������%�'
� �� "�N ���� 5 ��������� � �� �� ���(����� ��$����� � ���� ������� "� ��"�������� �����
� ��� "���� ��� � $����  )

2� ����� ������ ��� ��� � ��&�" ���� $������ �� ���� ��&����� � "�� ������
" � ��� ���'������ ����� ) 2� ��&���� "� �&%�  � ��� � �&%�  � ���� � ��� ��� �� �� �
���� Y� � �� � ���� ����������� � $� � ��$��( 8���� 
 �����Z � ��� �� "��%� �� ������
����" " ��� ���� " �������� �������� " ��� ���� �� ��� " 8���� 
 ����� >���"� � "���
��!��� � �+�"���� >3� Y>���"��� 3��� ������Z � �����"� ��� 6�UU � ��$��� � �  ��� ��
�[� �� ������� ) 2 �&%�  � � ��� "��� � ��'��� !� ��� ����'$����  " �� ����$��� ?����
��� � �� ���� ) 2 �&%�  � � � �� ��� " !������� ���������%�� ) W� #�� � "� �#��
� �� � " �#���!�� � ��# � �&%�  -� !�� ������� ��� �� � ����$ "� ������� " ������
� " ����� ) 7� ������� � �� �$����  "� ���������� ����&��� 5 "����� �� ���� " ����� O
����������� " � �"��&��� � ��� 
 ��&�� 1������ � !������� ������� 5 � ���&����� � ��
�����" ������� � ��� � � �"��� �� ������� � ���� ��� � ���� ��� � ������� �� � � ���� "
� ��� � ����� � ��� *��� �� ?��&"� � � ������������ ����' � �������� " 
 ��� � ��" �
"��� �� ���� ��"��� " 6 ��$���� ) 2� �&%� � � � � ���� ���� ������# � ����������
" "�� ��&� ��� � �� ��� � �� ����� � � �� ���� �� �� ���������&� ) 2 �&%�  � �$����  ����
�� ���(!�� �� �� ������� �����'�&�� ���!�� O "� ����������� "��� �� ����$ " �������&�
Y������& Z ������� " �� (%�� ���$����� � �� � ���� " � ������ Y���$��� �Z &��"��� "��� ��
$���� Y���Z ���� " ��� ���"���� "��� � � ��&� �� � "� ����"��� ������ 5 �� *33 Y*���&
3������ 3 ���+�Z ����� !� "� ������� $������# ��� � ����� Y�������Z � � �� ��� Y��� �
3?2 ' 3��������� ?�$�+ 2�$�Z ) 2� ������ "� � �� �����"��� Y����& Z ��� � �����&
��#������� � ��� ��� � ��� ��� ��������� "��� �� � ��� �� �� � ��$�� " ��� ���  ��%�
���������$���� "��� � ������ ) 2 �&%�  � ���� ��� �� ������ " �������� $������# ��� �
�� ��� Y��$� � �� ��� � ��� � $��� � �& '����� " ��& � ��& � ��� #� ��Z � " "�� ��&� ��%�
���������%�� �������� �� ���� �� � 3��� �$� ��� � �+�"���� �8 
 ���� � �� ��"�������
" �� ���+��� 8����� ���� ��� �� ������������ Y��+ Z "�  ����'� ���"�� Y���� Z )

� �� �� �� ������  ���
4 ��� � � ��  ��"� " ��"� � �� �� � ����� � " "���� ��� � " ��,�� ��+����� � �� "��'

��������� "� ��� ��� " � ��� � " �� ��� ���� ��# "�� �����
βtw

) 3 ���� � � �����"�����
�� � �� ����������

w
� � ����� " �� ����������� � ��� �� ����� " ����$� (#� ���

� �� �������� ���� �� ��� � ���� ��� ��� � ��� � ������ " �����������$ �
lWw

� ����%� �
Y����� " ������������ "� � ��Z �

l − lWw
� ��&�� � Y����� " ������������ " ��� ����

� �d kaj r bicddkgla lkn iltgi� dk tgk dka ah 0uc�ucj0a _0�ijcfka rka jpqn ka dka h dga � �^ga � �� ` � kj �& ak
u^_ajcjgk_j tgiacek+udgacfkn k_j rk n^ja lkhl0ak_jijcma rka jpqn ka dka n ckg+ r0 dcn cj0a �� kj � & 1



-�� � � � 	����� 	�� ��� ������������

(pqn k � (pqn k � (pqn k �
� e � e � e

� iu�a^_ ajlc�k h cd�lcn a �n �n �lk
i�^ljc^_ �^l�kla j^�iuu^ hdi_k pil�l^fk hdi_k
lgaprck g_c^_ ^ajlcup pgllcui_k �^l�kla aj^ln

�kf^l� ci_ �i�k liuk aj^ln ajlc�k pgllcui_k
ag cucrk aj^ln ild uliap igj^ hk^hdk

�i_�id^lk ^� ucida clcap �lk ui_irci_ uliapn caa �n uifk acu� ui_iri � cddkr
di� hdi_k u^_�^ ug�i hdi_ja icl

i�^ljc^_a �klk aii icl ui� j^�iuu^
pca pgllcui_k �iapn cl ajlc�k g_knhd^sn k_j p^n ka

(pqn k � (pqn k �

� e � e
hdi_k pca acu� aicr
�lk � kij c� ajlc�k

aj^ln ugh nkjidd ajijk
�klk jp dki�gk �n

pgllcui_k dki�gk a^uukl �klk
icl �n ugh �^fkl_n k_jn cdka �laj �kainjn kjidd h k^hdk

� c_ra � dn �^id � lk
^� ucida a^uukl his hdi_k
p^n ka �^_ jp icl

��� � � )� S <�� � ����� ��� �� � ��&�" � &+� �$��� ����!� � )
(pqn k � (pqn k � (pqn k �

� e � e � e
� iu�a^_ ajlc�k h cd�lcn a �n �n hk^hdk
i�^ljc^_ �^l�kla j^�iuu^ hdi_k pil�l^fk � lk
lgaprck g_c^_ ^ajlcup aj^ln igj^ hdi_k

�kf^l� ci_ �klk liuk pgllcui_k ajlc�k aj^ln
agcucrk ^� ucida ild �lk �^l�kla pgllcui_k

�i_�id^lk �i�k uifk ajlc�k ui_irci_ icln caa aj^ln u^_�^ icl ui_iri � cddkr
i�^ljc^_a h di_k clcap uliap hdi_ja uliap

di� �n aii �klk ui� p^nka
u^_uklj aicr �iapn cl acu� g_knhd^sn k_j j^�iuu^

(pqn k � (pqn k �

� e � e
hdi_k pca acu� aicr
�lk jp c� �klk
�klk ugh nkjidd ajlc�k
aj^ln � kij dki�gk ajijk

pgllcui_k �laj a^uukl �^fkl_n k_j
icl dki�gk ugh hk^hdkn cdka pk �kainjn kjidd �n

� c_ra �n �^id ^� ucida^� ucida � dn dcfklh^^d � lk
�n �^ldr knhd^skla icl

��� � � )� S <�� � ����� ��� �� � ��&�" �
χ2 � )
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� ��Z ) *� ���� ������� � �&+� ��&%� " ��� � ������ ��� �$�� � ��� Y��� 4 ����&�� � "�� �����
�Z " ����� %��

(λβ , λβ)
� �� ������� ��������

Xw
" ����������� "� � ��

w
���� ���� ��

��� � ��� " ����� %��
(lWw +λβ, l− lWw +λβ)

Y�� � ��$�� " ��� ��� ���������� " �� ��� �$�����
4 ����&��'
 ������� ��� �� � ������ � )-)-Z ) >����"����� "��� �� �������� " �����������
" �� ��� � ��� � ��� �� �������� � ��� ����� ��%� ��$������� O

P(Xw ≤ x) =

∫ x

0
tl

W
w +λβ (1− t)l−lWw +λβdt

∫ ∞

0
tl

W
w +λβ (1− t)l−lWw +λβdt

7� ��������� ��� �������� ��� "� � ��&�"� ��������� ����� �&�� (:��� � �� )� -���) �
�� �� � ����� � " �������

P(Xw ≤ βtw)
) *� ��� ����������� �� ��%� ��� �& " / �

βtw
��

������� � �� � ��� � �� "��� ��$����� �� �� ���(!� "� �&%�  ) 7� �����& � �� ���
����������� �� ��%� ����& " -�

βtw
�� ���� $���" !� ����� � �� "��� � ������� ��

����������� "� �&%�  ) 25 ���� � �� �� � ����� � " ������� �� ���� "� ��� � ���"����
"� ����� �� ���� ����� � "��� �� ��� �� "��� � ����� )

; ���� ���� � � ��� ��� � ��&�" � �� �����%�  ��� ���!� � � �� ��� �� ��� " ��
����  � � ����� � "� "������������ � ��� ������ Y�+��!�� �� �� ����� %��� ���� "
� ���"� "

(10, 40000)
Z ) 2� ���$ " ������ � ��� ��!���� �� �������� " ����������� �

����� ��� #���� �� / �� - �� ��%� ��"��� Y� ��� �� ����� %��� ��'"���� � �� � ��$��
�����# �� ����� �� " � ���������

[10−4, 5.10−4]
Z � � ��� �����!��� � �� ���� $���" �����

" � ��� Y�������� �� ��# !�� ���� ���������Z �������� #���� �� �� ����� / �� - �
� � ���� ��� ��� ������� ��� ��"� " � ������ ) �� ����� "��� �������� �(� " � ������
������� ��� � ��&�" " ��� ���� ��� �� ��$����&�  ���� ������ " ������ " �� �������� "
����������� " �� "����������� � ��� �� ��� " ����� ��� "���%� � ���� � ��������� � ���"�
"� �� ���(����� � "� ��������� !� ���� � ������ ��� � ��� 5 ���� ��� � � ��� � �������� )

� �� �� �� ������
χ2

M����� �� � � �����%�  ���� ����� 5 "���� ��� �� �� "�����������
βt•

�� �� ���
�!������� 5 �� "����������� ���$��� �  ������ 5 ������ "� ������ ���� ) 2 ��� ��������!�
���� � �� ����� " ��� ��"� 5 ��� !������ �� � ��� "�

χ2 (>��&��� � -���) )
; ��� �&��&��� 5 ��� ���� "�# "������������ "����%�� ��� � ���������� � � �� N ����

���$��� �  ������ ��"��� �� � ��
w

�����
lWw /l

� ��� �� ��� "�
l

����������� ������� �
nW

$���� � Y- ��� � ��Z ) 2� �&���� ���� ��"�!� ����� !� ����!� � �����
l

" ����������
��" ��� � ���(�� � ���� � �&+� ��&%�

H0
!�

βt•
������� " ��� ��&�������� " �� "�����������

���$��� �  � �� !�������

l

nW∑

w=1

(βtw − lWw /l)2

lWw /l

Y� )�Z

�����$ � ��� ��� �� "�����������
χ2 5

nW − 1
"$��� " ��� ��� )

2 �&+� ��&%� " ��� ������$� " "������� " �� ���(����� �� !� ��� ��������� ��+� �'
����!� $����� �� #�������� �� ����� ����� � � ���� ����� !� �� ��� � �� ���� $���"�
" �� ��� �  Y� )�Z ���� �������� �� ��# !�� � �� ��� " �� "�����������

βt•
� "����� � ����

" �� "����������� ���$��� �  � � ���� "��� �� ���� �� ���(!�� "� �&%�  ) 2 ��"� �� "���
" ������� �� ������ � ��� ���� ��

w
� " ������ �� � ��� ��� ��� � ��� ) >�� �  "���

�� ������ �����"�� � �� � �� ��� ���� " "�����$�� �� �� ���(����� � ������� Y
βtw � lWw /l

Z
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"� �� ���(����� ��$����� Y
βtw � lWw /l

Z ����!� �� "�# ��� ���� �������� �� " ����������
"��� �� ����� ) ;��� � ������ "��� ���� "�# ����� � $��"��� �� ����� �� ���� �� � �������
� ������� �� ���� ��$����� �� " �� !������� ������� O

signe(βtw − lWw /l)
(βtw − lWw /l)2

lWw /l

2 �������� " ��� �������� �� ������� "��� � ������ � )� ) ;��� ���������� !� � ���'
���" ��� �� � ��&�" �����"�� �� #����� ) 4��� �� � ��� �� �� ������ ������ ��"���
5 �� � ��&�" "� �

χ2 � �� � ������ ���� ��� �� � ����" 5 ������� � ���� �� ����������
5 �� � ��&�" � &+� �$��� ����!� � )

:��� ������� ��� ������ � ���� � ������� !� ����!� ��� ������(������ ������ "
� ������ ����� !� ��� ���� � �� "�� ���� � ��� � " ��&���� �� �$��� �� � ������
5 � �#�� � "� $���� � ) 3 ���� � ���� ���� ���������� �� �������� " ��� ��� ����� " ��
� ��&�" " �������� �������� " �� ������ � )� )� ��� !� ���� ��������� � ($��
� )� ) 2� ����� #���� " �� ������(������ ����+�� ���� "

1283.8
���� �� � ���# ��� ���

� ������ " �����������$ � "
0.82

���� � ���� " ��� ������� ��� � ������ " ��� )
>�������� �� ��# �����"��� � �� ����� "� ������ � )� ���� ��N ��� � �� ������ � ���
� ��� �������� " �#���������� ���#� ) 7 ��� � ������ !� �� �$���� � ��� ���� ��%�
��&����� � ��� �&� " �� ����$��������� ?���� " ������ ) ;����� !� �� ���������
���������� �� ��$�� �� ����" ����� �� ���������� "� ����'� ��� � "��� �� � ��� �� �
�&%�  � Y������Z �� ��%� ����� �� ����������� ��� �� ������ � 5 �� ������%�  � �����
� ��� �� ������� "� 5 ���!��� � ������ � )� )-)

� �� �� ��!"�� $ !����� � ���!�"�" !#!���
7� ������ � )� )� )� � ���� ����� ������� � ��� "�

χ2 " �� ��,�� �� ���� �� � �"��� � ��'
��� � � �&%�  ��� �&%�  ) 7� ������� � � ��� � �� ��� �"���� 5 �� ��������� ����& " ��
���� � "��� ��!��� �� � ��������� $����� � �� ��� "�� ��� � �������� ����'� ����������
� � �&+� ��&%� 5 ���� �� �� ��� ������� "� "������������ "� "������� ����'� ����������
��� �� "����������� $����� ) 2� ��� �  ���� � ������ 5 ��� ���"�� � Y� )�Z "���
�� � ��� �� �� "����������� " ���" �� ��������� " � ������ "� ����'� ���������� �
������ ��" "��� 5 ������ 5 �� "����������� ���$��� �  ) 2� "�� ����� ����'� ����������
���������� 5 �� ��� �  "�

χ2 � ���� ������ " ��� ����� " ���"���"�� � !�� � "��� ����
��� � � �� ��� �"���� " �� ��,�� ������� O

l

nT∑

t=1

αt
(βtw − lWw /l)2

lWw /l

!�� �����$ �$��� �� ��� �� ��� "�
χ2 ����!�

l
��" ��� � ���(�� ) 2 ������������ " ���

��� ������ � ��� �� �������� " ��� � ������������ � ��� � ���� ��� ��%� "������ "
Y� )�Z O �� �����"��� ��� ���� �� �� � ��"������� ��� � � ��"� ������ "� �&%� 

αt
!�� � �� �

" �� ���� �� ��&��& $����� " �� ���(����� ��� ���� �� �&%� � � " �� ��"���� ���
�� � ������ ��"�� �"�� � �� "� �&%�  ��!�� ��� ���� ������&�� ) 
 ��� " ������ ������������
���� �����$���� � ����� � �� "��� �� �������� "� ����� " �&%� � O � ���� "

χ2

� ��� � "��� �� ������ ��� � �� "�� ���������� "� �&%� � ��� ���� ��� �� ���" ��� ��� �
��kh k_ri_j ` k_ hlijctgk ` _^ga u^_ajij^_a tgk d^latgk di rcajc_ujc^_ _ bkaj hia micjk ` uk a^_j dka ah 0uc�ucj0a

h^acjcfka tgc lkaa^ljk_j ig+ hlkn cqlka h diuka ` d b0uilj * di rcajlc�gjc^_ g_c�linnk 0ji_j h dga cnh^lji_j k_
fidkgl i�a^dgk tgk h^gl dka ah 0uc�ucj0a _0�ijcfka 1
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��� � " #$ S %&'( &) '&*&+,) - .,' / 01+23'&+4& 1*3'5*16& 7( 3*8. 9& : χ2 ; #<

,+& )*5*1)*1=,& '148& 9 0&+)&1>+&( &+* )1 +.,) 83)1*.+) ),' /& +.(?'& 9& 4.( - .)5+*&) @
4.+)&'6&' #

A .*.+) / 0&B 1)*&+4& 9 05--'. 48&) '&/&65+* 9 0,+& .-*1=,& 91C 3'&+*& D &+ -/,) 9& 48&'48&'
/&) ( .*) /&) -/,) '&-'3)&+*5*12) E 1/ &)* 3>5/&( &+* &+61)5>&5?/& 9& 45'54*3'1)&' /&) >'.,- &)
-5' /&,') FGFH IJKL /&) -/,) '&-'3)&+*5*12) # (M&?5'* 5+9 N5/&( E OPQQ) 9.++& 9&,B &B&( -/&)
9& 4&) ( 3*8.9&) 56&4 )3/&4*1.+ -5' ,+ 4'1*R'& /13 5, 45/4,/ 9&) )- 341S41*3) 9 0,+& -5'* ., -5'
,+ 4'1*R'& 9& *T- & χ2 9 05,*'& -5'* # U&**& ( 3*8.9& ) 05--/1=,& 5))&V ?1&+ 5, 45) =,& M&?5'*
&* N5/&( 4.+)19R'&+* E 95+) /5 ( &),'& .� /&,') .?)&'65*1.+) 74& =,& +.,) 56.+) 5-- &/3 /&)WXYZH IJKL < ).+* *'R) 4.,'*&) &* - &,6&+* 9.+4 [*'& 61)1.++3&) '5-19&( &+* # \ 5+) +.*'& 45) E
/&) 9.4,( &+*) ).+* -/,) /.+>) &* &+ /1'& -/,)1&,') &+ 1+*3>'5/1*3 - .,' 485=,& *8R( & - &,* [*'&
25)*191&,B # ]+& )./,*1.+ &)* 5/.') 9 0&+ .?*&+1' ,+& )T+*8R)& E -5' &B&( -/& &+ )3/&4*1.++5+*
/&) -5'5>'5-8&) 9& 485=,& 9.4,( &+* ^ ,>3) /&) ( &1//&,') '&-'3)&+*5+*) 9, *8R( & # _ 51) 4&**&
*&48+1=,& ).,/R6& 9 05,*'&) -'.?/R( &) E *&/) =,& / 05?)&+4& 9& 4.83)1.+ 9&) -5))5>&) &B*'51*) E
9.+* /& *'51*&( &+* &)* 5? .'93 95+) /&) *'565,B ),' /& '3),( 3 5,*.( 5*1=,& (_ 5+1 E OPPP) #

`.,' /&) ( 3*8.9&) -'.?5?1/1)*&) E /5 )3/&4*1.+ 9& 9.4,( &+*) '&-'3)&+*5*12) 9&6'51* - .,a6.1' )& 251'& +5*,'&//&( &+* @ -5'*1' 9&) '3),/*5*) 9&) 5/>.'1*8( &) E &+ 4.+)193'5+* - .,' /&
*8R( & t /&) 9. 4,( &+*) d - .,' /&)=,&/) /5 -'.?5?1/1*3 P(Td = t|Cd) &)* /5 -/,) 2.'*& # U&- &+a
95+* E &+ -'5*1=,& E 4&**& )*'5*3>1& )& 8&,'*& 5, -'.?/R( & 19&+*1S3 &+ )&4*1.+ $ #b #$ =,& 4&)
-'.?5?1/1*3) ).+* ).,6&+* *'R) -'.48&) 9& c ., 9& OE )1 ? 1&+ =, 0,+ >'5+9 +.(?'& 9 03/3( &+*)
.+* /5 -'.?5?1/1*3 ( 5B1( 5/& 9& O 9 05--5'*&+1' @ ,+ *8R( & 9.++3 &* / 0&B 1>&+4& 9 0.?*&+1'
,+& /1)*& )T+*83*1=,& 9&) 9.4,( &+*) /&) -/,) '&-'3)&+*5*12) + 0&)* 141 -5) '&)- &4*3& #

d/ &B 1)*& &+S+ 9&) *&48+1=,&) +.+ -'.?5?1/1)*&) E *1'5+* /&,' 1+)-1'5*1.+ 9& *&48+1=,&)
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9 05--'&+*1))5>& 7)3/&4*1.+ 9& 65'15?/&)< ., 9 05+5/T)& 9& 9.++3&) 4/5))1=,& 75+5/T)& 9& /565'15+4&< E 6.1'& 9&) 9&,B # \ &) &B&( -/&) 9 0,*1/1)5*1.+ 9& 4& *T- & 9& *&48+1=,&) ).+* (U/3'.*
&* 5/ #E bcc$ ) ., (� 1>.,)*& &* 5/ #E bcc�5) E '&-'.9,1* &+ 5++&B& � #

� �� ���� ���	��
\ 5+) 4& 485-1*'& E +.,) 56.+) 9 05? .'9 4.( -5'3 /&) - &'2.'( 5+4&) 9& / 03485+*1//.++&,' 9&


 1??) 5--/1=,3 5, ( .9R/& 9& ( 3/5+>& 9& /.1) (,/*1+.( 15/&) @ 9&,B 5/>.'1*8( &) 4/5))1=,&)
&+ 2.,1//& 9& *&B*&) D / 05/>.'1*8( & 9&) � a( .T&++&) &* / 03485+*1//.++&,' 9& 
 1??) 5--/1=,3
5, ( . 9R/& M\� #

 M 05/>.'1*8( & 9&) � a( .T&++&) 56&4 - .+93'5*1.+ : 2'3=,&+4& 9&) 9.4,( &+*) 1+6&')3& ;
)& 4.( - .'*& >/.?5/&( &+* ?1&+ ),' /& -'.?/R( & � &,*&') E ( 51) 56&4 ,+& >'5+9& )&+)1a
? 1/1*3 5,B 4.+91*1.+) 1+ 1*15/&) 4.( ( & / 05/>.'1*8( & �_ # N&) - &'2.'( 5+4&) ).+* /3>R'&a
( &+* 1+23'1&,'&) &+ ( .T&++& @ 4&//&) 9& / 03485+*1//.++&,' 9& 
 1??) '5.a?/54��&//1)3 #

 M&) - &'2.'( 5+4&) 9, ( . 9R/& M\� ).+* *'R) +&**&( &+* ( .1+) ? .++&) &* &+ -5'*14,a
/1R'&( &+* )T)*3( 5*1=,&( &+* 1+23'1&,'& @ 4&//&) 9& / 03485+*1//.++&,' 9& 
 1??) ),' /&
( . 9R/& 9& ( 3/5+>& 9& (,/*1+.( 15/&) # �+ '&65+48& E / 05/>.'1*8( & 9 03485+*1//.++5>& 9&

 1??) - .,' /& ( . 9R/& M\� )&(?/& ( .1+) ).,C'1' 9&) -'.?/R( &) 9& 65'15?1/1*3 95+)
/&) - &'2.'( 5+4&) =,& /&) -'3439&+*) # M5 91( 1+,*1.+ 9& /5 91( &+)1.++5/1*3 + 05-- .'*&
95+) 4& 45) -5) 9 05( 3/1.'5*1.+ #

d/ &)* 1( - .'*5+* 9& '&/5*161)&' /5 - .'*3& 9& 4&) 4.( -5'51).+) E =,1 + 0.+* 3*3 &C &4*,3&) =,&
),' ,+ 4.'-,) E -5' 51//&,') )&/.+ ,+& ( 3*8. 9& 9 0365/,5*1.+ 2.'*&( &+* ?151)3& &+ 256&,' 9& /5
4/5))1S45*1.+ 93*&'( 1+1)*& # M& -'.*. 4./& 9& 4.( -5'51).+ 5 9.+4 +5*,'&//&( &+* *&+95+4& @
),'a&)*1( &' /&) � a( .T&++&) &* @ ).,)a&)*1( &' / 03485+*1//.++&,' 9& 
 1??) - .,' M\� # A 35+a
( .1+) E ,+& 4.+4/,)1.+ ,*1/& &)* =, 01/ + 0&)* -5) ).,851*5?/& 9& -'161/3>1&' )T)*3( 5*1=,&( &+*M\� 5, ( . 9R/& 9& ( 3/5+>& 9& (,/*1+.( 15/&) E 5 2.'*1.'1 95+) /&) 45) .� /&) 9. 4,( &+*)
*'51*3) .+* - &, 9& 485+4&) 9 0[*'& *'R) -/,'1a*83( 5*1=,&) #

A .,) 56.+) 3>5/&( &+* 5? .'93 ?'1R6&( &+* /& ),^ &* 9& / 01+*&'-'3*5*1.+ 9&) *8R( &) E &+
-'.- .)5+* -/,)1&,') ( 3*8. 9&) 9& )3/&4*1.+ 9& *&'( &) '&-'3)&+*5*12) >'�4& @ /5 ( 5*'14& β

#
d/ &)* '5)),'5+* 9& 4.+)*5*&' =,& /&) 9&,B ( 3*8. 9&) /&) -/,) 4.+651+45+*&) 9.++&+* 9&)
'3),/*5*) 3=,165/&+*) E 4& =,1 4.+9,1* +5*,'&//&( &+* @ -'16 1/3>1&' /5 -/,) '5-19& E @ )56.1' /5
( 3*8. 9& 9, χ2 # \ &) -1)*&) - .,' -'./.+>&' 4& *'5651/ ).+* D

 93*&'( 1+&' /5 )1( 1/5'1*3 *83.'1=,& &+*'& /&) ( 3*8.9&) : 8T- &'>3.( 3*'1=,&) ; &* : χ2 ;
^ ,)*1S 5+* /5 )1( 1/5'1*3 9&) '3),/*5*) �

 ^ ,)*1S&' / 0,*1/1)5*1.+ 9& /5 ( 3*8. 9& χ2 95+) ,+ 45) : +.+ 5)T( -*.*1=,& ; 7l 9, ( [( &
.'9'& 9& >'5+9&,' =,& nW

<
 ,*1/1)&' /5 )*5*1)*1=,& 9, χ2 @ -/,)1&,') ).,)a- .-,/5*1.+) E @ 9 05,*'&) S+) E +.*5( ( &+*

- .,' /5 )3/&4*1.+ 9& ( .9R/&) #
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U&**& *8R)& 5 5? .'93 /& -'.?/R( & 9& /5 4/5))1S45*1.+ +.+ ),- &'61)3& 9& 9. 4,( &+*) -5'

/ 03*,9& 5--'.2.+91& 9 0,+ ( . 9R/& -5'*14,/1&' D /& ( 3/5+>& 9& /.1) (,/*1+.( 15/&) 56&4 65'15?/&)
/5*&+*&) *83( 5*1=,&) 5, +16&5, 9&) 9.4,( &+*) #

\ 5+) / 03*5* 9& / 05'* E +.,) 56.+) -'3)&+*3 ,+ -5+.'5( 5 93*51//3 9& /5 4/5))1S45*1.+ +.+
),- &'61)3& 9& 9.++3&) *&B*,&//&) E ( 3*8. 9&) 6&4*.'1&//&) 7� a( .T&++&) E 5+5/T)& )3( 5+*1=,&
/5*&+*& E 254*.'1)5*1.+ &+ ( 5*'14&) +.+ +3>5*16&) E >.,/.* 9 01+2.'( 5*1.+ < &* ( 3*8.9&) -'.?5a
?1/1)*&) 7( 3/5+>& 9& (,/*1+.( 15/&) E 5+5/T)& )3( 5+*1=,& /5*&+*& -'.?5?1/1)*& E 5//. 45*1.+ \ 1'1a
48/&* /5*&+*& E 
5( ( 5a`.1)).+ < # A .,) 56.+) ( 1) / 0544&+* ),' /&) '51).+) =,1 +.,) 4.+9,1)&+*
@ -'323'&' / 03*,9& 9&) ( .9R/&) -'.?5?1/1)*&) E @ )56.1' /&) 2541/1*3) 9& >3+3'5/1)5*1.+ &* 9 01+a
*&'-'3*5*1.+ 9&) '3),/*5*) &* / 0595-*5?1/1*3 +5*,'&//& 9, 459'& )*5*1)*1=,& @ 9&) )1*,5*1.+)65'13&) E +.*5( ( &+* 5,B 459'&) ),- &'61)3 &* )&( 1a),- &'61)3 # `5'( 1 4&) 9&'+1&') E +.,) ^,)*1aS.+) +.*'& 1+*3'[* - .,' /& ( . 9R/& /& -/,) )1( -/& -5' +.*'& )&+*1( &+* =, 0,+& 3*,9& 93*51//3&
9&) 91C 3'&+*&) )*'5*3>1&) 9 01+23'&+4& + 05 -5) 3*3 '35/1)3& #

\ & 251* E +.,) ( .+*'.+) &+),1*& =, 01/ T 5 ? &5,4.,- -/,) @ 91'& ),' /& ( .9R/& 9& ( 3/5+>&
9& /.1) (,/*1+.( 15/&) =,& /& )1( -/& 251* =,& / 05/>.'1*8( & &)- 3'5+4&a( 5B1( 1)5*1.+ &)* *'R)
)&+)1? /& 5,B .-*1(,( ) /. 45,B &* 9.++& >/.?5/&( &+* 9& ( 5,651)&) - &'2.'( 5+4&) # `5' ,+&
3*,9& 4.( -/R*& 9&) &C&*) 9& /5 65'15*1.+ 9& /5 *51//& 9, 6.45?,/51'& E +.,) ( .+*'.+) =,& /&
+.(?'& 9 0.-*1(,( ) /.45,B 91( 1+,& +&**&( &+* - .,' ,+ +.(?'& 9& ( .*) '39,1* &* =, 01/ &)*
- .))1? /& 9& *1'&' -5'*1& 9& 4& 4.+)*5* - .,' -'.- .)&' ,+& )*'5*3>1& 8&,'1)*1=,& 9 01+23'&+4& #
U&**& ( 3*8. 9& 1*3'5*16& -5' 5^ .,* 9& ( .*) '5'&) 5� 48& 9 0&B4&//&+*&) - &'2.'( 5+4&) 9&
4/5))1S45*1.+ +.+ ),- &'61)3& ),' +.*'& 4.'-,) &* 3>5/&( &+* ,+& )*5?1/1*3 ? &5,4.,- -/,)1( - .'*5+*& =,& / 0�_ +.+ ( . 91S3 #

A .,) 56.+) 3>5/&( &+* 5--/1=,3 / 01+23'&+4& -5' 3485+*1//.++5>& 9& 
 1??) @ 4& ( .9R/& #
A .,) ( .+*'.+) &+ =,.1 / 05--'. 48& ?5T3)1&++& 9 01+*3>'5*1.+ 9&) -5'5( R*'&) - &'( &* 9 05443a
/3'&' / 01+23'&+4& -5' 3485+*1//.++&,' 9& 
 1??) *.,* &+ 5( 3/1.'5+* )&) - &'2.'( 5+4&) # U&**&6&')1.+ 9& / 03485+*1//.++&,' E 91*& '5.a?/54��&//1)3& E 9.++& 9&) '3),/*5*) ( .T&+) 5,))1 ? .+)=,& /5 ( 3*8.9& 9 01+23'&+4& 1*3'5*16& E ( 51) 56&4 ,+& -/,) >'5+9& )&+)1? 1/1*3 @ / 01+ 1*15/1)5*1.+ E
9, +16&5, 9& 4&//& =,& +.,) 56.+) .?)&'63& 56&4 / 05/>.'1*8( & �_ #

\ 5+) /& 9&'+1&' 485-1*'& E +.) &B- 3'1&+4&) ),' / 05/>.'1*8( & 9&) � a( .T&++&) &* /& ( . 9R/&
9 05//. 45*1.+ \ 1'148/&* /5*&+*& ( .+*'&+* =,& 4&) ( 3*8. 9&) ).+* 3>5/&( &+* *'R) )&+)1? /&) @
/ 01+ 1*15/1)5*1.+ # N,' /& ^ &, 9& 9.++3&) � &,*&') E /5 )*'5*3>1& 9 01+23'&+4& 1*3'5*16& -5' 5^ .,*
9& ( .*) '5'&) .?*1&+* 9&) - &'2.'( 5+4&) ( &1//&,'&) &* -/,) )*5?/&) =,& *.,*&) /&) 5,*'&)
( 3*8. 9&) 4.+)193'3&) # U& '3),/*5* 1//,)*'& E @ +.*'& 561) E =,& /& ( . 9R/& 9& ( 3/5+>& 9& (,/a
*1+.( 15/&) 9&6'51* '&)*&' ,+ 48.1B -'1.'1*51'& - .,' /5 4/5))1S45*1.+ +.+ ),- &'61)3& 9& 9. 4,a
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9& )*5?1/1*3 9& /5 4/5))1S45*1.+ E 9& 65'15*1.+) 9& /5 - &'-/&B 1*3 &+ 2.+4*1.+ 9, +.(?'& 9&
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*8R( &) E 4 0&)*a@a91'& =,& 485=,& *8R( & - &,* )& 93S+1' 9& ( 5+1R'& ,+1=,& 4.( ( & ,+ &+a
)&(?/& 9& 9. 4,( &+*) &* / 0&+)&(?/& 9&) *8R( &) 4.+)*1*,& ,+& -5'*1*1.+ 9, 4.'-,) � \ 5+) /&
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4.+ �*1*,� /� ����)�	���� �
��������� � ����� � U�� �B-����1.+ � �.+� 	 .1+ � 4.++.�3�� /1+>,1��1=,�	 �+� =,� H XK ��
KI�H I �� �323��+� @ ,+� 5--5�1�1.+ -5��14, /1R�� 9 0,+ H XK 95+ � ,+ ��B �� � � 1+ �1 ,+ 9. 4,	�+�
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� ��� � ��� [��� 5����45? �� @ 9�� ��B ��� ��� 6�� 5� 	�	 ��� 9� � �5���������5>� �
� 	�� � ������� ���� � M5 4�5���S45���� 8 �3�5�48 �=�� 4������� @ 9 �6 ���� 9� �5��� �34����6�
��� �8R	�� 3�5? ��� �� ����a�8R	�� � M� �3����5� �?���� ��� �� 5�?�� 9��� ��� �������� ����
��� �8R	�� ��� ���� �� 34�S=��� � �6�4 �� ��� � �5� E 9 �� �	�� � ������� ���� E �� 4�5���	 ��� ���
5���� ���� �54���	 ��� ����? �� � ��� �� ������5���� =�� ����=�� ���� ��� �8R	�� ���� 5� 	 [	�
��6�5� E 95�� �� �	�� � �	�� �
���( � � M� K%&H I ��� �� ����� ��		�� �� �� ��� !�� ���� �������� ����	"�� � # ��$%� ���
����V �������&� 	 ��� ���� �� ��%������ ��� �� ��&��� $� '���������% �����$� (&��� �� ���� $�
"�� $� ��'� b $� �)������ *+ ��� �� $%� ��$ $� ������ �� $� � ���'����)	 � �)����� �
������( ��� � ���( ������ '� 	� ,����� � ��, � #� -./ ���� [��� ������%���% ��		�
� �����	"�� $�� ���)��!��� $�����%�� 0 ���� �� �������%��� ��� ��$������� $�� �� ��� �� &��
$ ���� ����������� $���%� � #� $%1������ $� �� $�	 ���� ��� �%��������	 ��� &�'�� &�� ��
$�&�����% $�� ������������ � �2��� ��$ #%�� 3 bccb� $����� �� )������!�� $� �� $����� ���� ��a
��		 ��� 0 ���&��� ��� ��	"��� �)��'�	 ���� $ ���� �������� �
4�	�'����� ��� ���� � 5 �� � #���!� ��� ����	"�� $� $���%�� ���!�� ��� $��� ���"�� 3 �� ���
$ ����'� $� �� $�&���� �� n ������� %'���� (n ��� �� ������ 3 ���&��� *c+ �� $� ���$���� n
� � %������� 3 �� %������� 0 �)�!�� ���� ��� $�� n ������� !�� ���&��� � ��� �� ���� �� ��
��������� ��� n − 1 ������ � ��� � ������������'� � 2� ��������� ��� ����� ���� �� ��	 $�
�" 6 7"8 9: ;�9 <=> �� � ��	 �� $� ���$���� ��� ����� ��� n ? >@. $� $���%�� $�A %����� �
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nT
��	"�� $� �)�	��

nD
��	"�� $� $� ��	 ����

nW
������ $� &���"������

Cwd
���	 �� '%�%��� $� �� 	 ������ $� ��	����

ld ���'����� $� $���	 ��� d
l ��	"�� $ �� ���������� $��� �� ������ $ ������������'�
nD

?, C?
wd? , l?d? , l? %!��&������ $�� ��%�%$���� � ��� �� ������ $� ����

V ∼ Mult(k, p) k ����'�� ���&��� ��� ��� 	������	 ���� $� ���"�"����%�
(p1, . . . , pn) 3 �&�� ∑n

i=1 pi = 1 3 �� �%������ %���� ����%
$��� �� &������ V $� $�	 ������ n �� $� ��		� k!"< �"�8 ;@6 >�< �

V ∼ Mult(k, (p1, p2)) k ����'�� ���&��� ��� ��� " ���	 ����
V ∼ Mult(1, (p1, p2)) ����'� ����� ��� ��� $� � ��������

p ∼ Dir(a) ����'� ����� ��� ��� $� \ ����)��� 3 ��� ai
3 ����� !�� ��� pi

3
���� n �%��� � ������� 3 ��� pi

��		 ��� 0 *!"< �"�8 ;@6 >� �
(p1, p2) ∼ Dir(a1, a2) ����'� ����� ��� ��� " ���

x ∼ Gamma(a, b) ����'� ����� ��� ��� 
�		 � $� ����	 �����
a, b > 0 �&�� x ∈ [0,∞)

k ∼ Poisson(a) ����'� ����� ��� ��� $� `������ $� ����	 ����
a > 0 �&�� k ∈ N

UT ������ ��%� $� �� 	 ������ U

Γ �������� 
�		 � � ∀x ∈ (0,+∞),Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−xdx

(������%�% � ∀n ∈ N,Γ(n + 1) = n!+(
n

k

)
�� �� ����� $� "���	 � n!

k!(n − k)!
���� k ≤ n

bxc ������ ������� $� x ∈ R � max{n ∈ N|n ≤ x}
signe(x) �������� signe $%1��� � ��� x 6= 0 � * �� x > 0 3 a * ������
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 � ����� ��  � ���� �� �� �� � �� ����� ���
 ����
� ��� ����� ������� 3 ���� ��%������� �� 	 �$��� $� 	 %���'� $� ���� "���	 ����� �%'���&�� 3

������%�� ��� ��� ������� $� �� 	 �$%�������� ��� ��� $� ������� 	 ���� �� %&�$���� �� �������� �� �� �� �
#�� $���	 ���� ���� ���� ��%� ��$%� ��$���� �� �)�!�� �� �� d ∈ {1, . . . , nD} �%����� $�

ld ����'�� ��$%� ��$���� ��� �� &���"������ ���&��� ��� $�����"����� ��%� �� �)�	� 3 ��!��� ���
��� &����"�� ���)%� ���%� ��� ���� ��� �� �� � � ��� �� 	 �$��� '%�%����� � ��� �� &������ $�
��	���� Cd

�
* � � ���� �� �)�	� Td ∼ Mult(1, (α1, . . . , αnT

)) �� ��� αt
���� $�� ����	 ����� ���� !��∑nT

t=1 αt = 1 �
� � ���� �)�!�� 	 �� w ∈ {1, . . . , nW } $� &���"������ 3

(�+ ����� �� ��	��� ������� ��$��� Cwd
����� ��� ��� " ���	 ���� �%'���&� $� �����

	 ����� (awTd
, bwTd

) ����� !�� �

P(Cd|Td = t) =
Γ(Cwd + awt)

Γ(awt)Cwd!
bCwd
wt (1 + bwt)

−Cwd−awt ,

awt
�� bwt

����������� 0 (0,∞) � ��� ���� w ∈ {1, . . . , nW}, t ∈ {1, . . . , nT } �
#�� ����	 ����� $� 	 �$��� ���� $��� �

Θ = ((αt)t=1,...,nT
, (awt)w=1,...,nW ,t=1,...,nT

, (bwt)w=1,...,nW ,t=1,...,nT
)

#� ���"�"����% $ ��� $� ��	 ��� ��� ����� �

P(Cd; Θ) =

nT∑

t=1

P(Td = t; Θ)P(Cd|Td = t; Θ)

=

nT∑

t=1

αt

nW∏

w=1

Γ(Cwd + awt)

Γ(awt)Cwd!
bCwd
wt (1 + bwt)

−Cwd−awt

#� &�����	"����� $� ������ ��� ������� �"����� �� �A������� �� ���$��� $�� ���"�"��
���%� ��� ���� ��� $� ��	 ���� � 2�		� � ��� �� 	 �$��� $� 	 %���'� $� 	������	 ����� 3 ����
���)������ �������� � ���'����)	 � �� � ��� � ����%����� � 2 ���� �� ������ � ��� ��!����� ����
��������� �� ��'�&�����	"����� ��	����� Lc �
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Lc =

nD∑

d=1

log P(Cd, Td)

=

nD∑

d=1

(
log αTd

+

nW∑

w=1

(
log

Γ(Cwd + awTd
)

Γ(awTd
)Cwd!

+Cwd log bwTd
− (Cwd + αwTd

) log(1 + bwTd
)

))

=

nD∑

d=1

nT∑

t=1

�
{Td=t}

(
log αt +

nW∑

w=1

( Cwd∑

k=1

log(awt − 1 + k) + K

+Cwd log bwt − (Cwd + awt) log(1 + bwt)

))
,

�� ���� �&��� �����!�% �� ��	���1������ ���&���� �

log
Γ(Cwd + awTd

)

Γ(awTd
)Cwd!

= log(Γ(Cwd + awTd
))− log(Γ(awTd

))− log(Cwd!)

=

Cwd∑

k=1

log(awt − 1 + k) + K ,

K = − log(Cwd!) %���� ��� ��������� ��$%� ��$���� $�� ����	 ����� !�� ���� ��"�������
��� �� ����� � ����� �� ���	 ��� ���	 � 3 �� � ����� ���� � ���	 % ���� ��		 � ��		� $� �	
�
���� ��		 � $�A%����� $� �	
Γ� 3 ��������� 
��� �� �� � ����" �

# ���� %����� $�� ��������� ��$��������� %���� %'��� 0 �� ���"�"����% $� � �%&%��	 ��� 3 ����
�"������ �

Q = E[Lc|C; Θ′]

=

nD∑

d=1

nT∑

t=1

P(Td = t|Cd; Θ
′)

(
log αt +

nW∑

w=1

( Cwd∑

k=1

log(awt − 1 + k)

+Cwd log bwt − (Cwd + awt) log(1 + bwt)

))
(� �*+

#�� ���"�"����%� � � ��������� ���� �"������ ��� �� ���	��� $� � ���� � � ��� 3 � ��� t ∈
{1, . . . , nT }, d ∈ {1, . . . , nD} �

P(Td = t|Cd; Θ
′) =

P(Cd|Td = t; Θ′) P(Td = t; Θ′)∑nT

t′=1 P(Cd|Td = t′; Θ′) P(Td = t′; Θ′)

=
α′

t

∏nW

w=1
Γ(Cwd+a′

wt)
Γ(a′

wt)
b′wt

Cwd(1 + b′wt)
−Cwd−a′

wt

∑nT

t′=1 α′
t′
∏nW

w=1

Γ(Cwd+a′
wt′

)

Γ(a′
wt′

) b′wt′
Cwd(1 + b′wt′)

−Cwd−α′
wt′

# �� �������� (� �*+ � ���� 	 � �	 ���"�� $������	 ��� !� ��� α �� b 3 0 a 1 % � � ��� $%���	 ��
���� $��� ��� %!������� $� �%����	 ����� $� ��� $�� ����	 ����� �� 	 � �	 ����� �� !������%
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$� � ��� � � � ��� 3 � ��� t ∈ {1, . . . , nT } �� w ∈ {1, . . . , nW} �

αt =
1

nD

nD∑

d=1

P(Td = t|Cd; Θ
′)

bwt =

∑nD

d=1 Cwd P(Td = t|Cd; Θ
′)

a′wt

∑nD

d=1 P(Td = t|Cd; Θ′)

���� a 3 �� 	 � �	 ������� $������ � ���� ��� � ����" �� � � �����!�� $��� ��	���	 ��� ��
��� $� � �� ��� 3 � �����0�$��� � ��� t ∈ {1, . . . , nT } �� w ∈ {1, . . . , nW} �

awt = a′wt −

∂Q
∂awt

∂2Q
∂a2

wt

= a′wt −

∑nD

d=1 P(Td = t|Cd; Θ
′)
(∑Cwd

k=1
1

a′
wt−1+k − log(1 + b′wt)

)

∑nD

d=1 P(Td = t|Cd; Θ′)
(∑Cwd

k=1 −
1

(a′
wt−1+k)2

)

2�� ���	���� ���� �����!�%�� $� ����� ��%����&� 3 ���!� �0 ���&��'���� � �� ���� &%��1�� !��
Q �� $�	 ���� ��� (�� !�� '������� ����� �� ��� $�	 ������� $� �� ��'�&�����	"�����+ ����!��
�� 	 ��� 0 � ��� $� a � ���� ��� ����� $ ���� 	 � �	 ������� � ������� � ��� �������� 3 ��		 � $���
�� 	 �$��� $� 	 %���'� $� 	������	 ����� 3 �� �����'� $� #������ � ��	 �� $ �%&���� � �����������
$�� ����	 ����� �
	 	� 	���	 �
�� �
�	�
 �� �� ��� ��
 � 	� ��	�
 ��

� ��� ����� ������� 3 ���� ��%������� �� $%���� $� �� $%	 ���������� $� � ���'����)	 � ��%�����
$� '����� $ ������	 ����� �
 �� ������ $ ��" ��$ ��� ��������� $� �� ������� � �� �� � W 3 D �� T ���� $�� &����"���
��%������� ��$��������� ���� ����&�	 ��� $�� 	 ��� 3 $�� $� ��	 ���� �� $�� �)�	�� ($%1��� ��
��&��� $�� $� ��	 ����+ �� 0 &������ $��� {1, . . . , nW} 3 {1, . . . , nD} �� {1, . . . , nT } � #��
��������� ���&����� ���� %'���	 ��� �����$����� �

αt = P (T = t)

βtw = P (W = w|T = t)

µdt = P (T = t|D = d)

� ��� ��������� �� ���"�"����% � ����� 	 ����$���	 ���� ������ � ���� �� λ 1 % 3 �� !����
���% Q 3 $%1��� ��� �

Q = I(T ;D)− λI(T ;W ) ,

��� 	 ���	 ��%� ��� � ������������ ��%����&� ���������� $�� 	 ���� 0 � ��� ���&����� �

µdt =
αt

Z(λ, d)
e−λDKL(P (W=w|D=d)||P (W=w|T=t)) (� ��+

�&�� Z(λ, d) =
∑nT

t=1 αte
−λDKL(P (W=w|D=d)||P (W=w|T=t)) ��������� $� ���	 ��������� ��

DKL(P (W = w|D = d)||P (W = w|T = t)) $�&��'���� $� ���"��� �#��"��� �
nW∑

w=1

P (W = w|D = d) log
P (W = w|D = d)

P (W = w|T = t)
.

��� ���� ��������� ���
α

��� ������� ��� �� ��� ��!�� ��� ��������������� �� ��"���"� #
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αt =

nD∑

d=1

µdtP (D = d) (� ��+

βtw =
1

αt

nD∑

d=1

P (W = w,D = d)µdt
(� ��+

0 �( ���������� �� ���)
 �� �	 �� ����� � $%&����� � $ ��" ��$ � �� �������� Q �

Q =

nD∑

d=1

nT∑

t=1

P (D = d)P (T = t|D = d) log
P (T = t|D = d)

P (T = t)

−λ

nW∑

w=1

nT∑

t=1

P (W = w)P (T = t|W = w) log
P (T = t|W = w)

P (T = t)

αt = P (T = t) �� βtw = P (W = w|T = t) ���� 0 ��%���� ���� ��%�� 1 %�� � �� ���� 	 ���	 ����
Q �� µdt = P (T = t|D = d) ����� ��� ����������� ∀d ∈ {1, . . . , nD},

∑nT

t=1 µdt = 1 3
�����$����� �&�� ��� 	����� ��������� $� #�'���'� �����%	 �������� λd

�

Q′ =

nD∑

d=1

λd(

nT∑

t=1

µdt − 1) +

nD∑

d=1

nT∑

t=1

P (D = d)µdt log
µdt

αt

−λ

nW∑

w=1

nT∑

t=1

P (W = w)P (T = t|W = w) log
P (T = t|W = w)

αt

=

nD∑

d=1

λd(

nT∑

t=1

µdt − 1) +

nD∑

d=1

nT∑

t=1

P (D = d)µdt log µdt −

nT∑

t=1

αt log αt

−λ

nW∑

w=1

nT∑

t=1

P (W = w)P (T = t|W = w) log P (T = t|W = w) + λ

nT∑

t=1

αt log αt

 � 3 ��� $%1������ 3 � ��� ���� t 3 d �� w 3 αt =
∑nD

d=1 µdtP (D = d) �� P (T = t|W = w) =∑nD

d=1 µdtP (D = d|W = w) � ��� ����%!���� 3 �� $%��&��� ��� ���� ��� 0 µdt
� ��� d �� t

1 %� 3

∂αt

∂µdt
= P (D = d)

∂P (T = t|W = w)

∂µdt
= P (D = d|W = w)

� �"����� $��� 3 ���� ���� � ��� d �� t 1 %� 3

∂Q′

∂µdt
= λd + P (D = d)(1 + log µdt)− P (D = d)(1 + log αt)

−λ

( nW∑

w=1

P (W = w)P (D = d|W = w)(1 + log P (T = t|W = w))

−P (D = d)(1 + log αt)

)
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= λd + P (D = d) log
µdt

αt
− λ

nW∑

w=1

P (W = w,D = d) log
P (T = t|W = w)

αt

= λd + P (D = d)

(
log

µdt

αt
− λ

nW∑

w=1

P (W = w|D = d) log
P (W = w|T = t)

P (W = w)

)

= λd + P (D = d)

(
log

µdt

αt
+ λ

nW∑

w=1

P (W = w|D = d) log
P (W = w|D = d)

P (W = w|T = t)

−λ

nW∑

w=1

P (W = w|D = d) log
P (W = w|D = d)

P (W = w)

)

= λd − λ

nW∑

w=1

P (W = w,D = d) log
P (W = w|D = d)

P (W = w)

+P (D = d)

(
log

µdt

αt
+ λDKL(P (W = w|D = d)||P (W = w|T = t))

)
,

�&�� �� $%1������ ������!�� $� �� $�&��'���� $� ���"��� �#��"��� � # ����������� $� �����
$%��&%� ��������� $���� �

µdt =
αte

−λDKL(P (W=w|D=d)||P (W=w|T=t))

exp
λd−λ

∑nW
w=1 P (W=w,D=d) log

P (W=w|D=d)
P (W=w)

P (D=d)

# �� �������� �� $%��	 ������� %���� ��$%� ��$���� $� t 3 �� � ��'�� "��� $ ���� ��������� $�
���	 ��������� �������� $� d �� λ 3 �� !�� � ��	 �� $� $%$���� � �� �������� (� ��+ �
(� ��+ �� (� ��+ � ��"�������� �� ��		 ��� ��� ��� $� ��	 ���� �
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������ �

� � �� ������ ��� �� � � � ������� � �

��	��� � 
 � � �� 

� ��� �����$������ ��� � �������� �
 �'����� �� �� �3 ������ ��"��% $��� �� 
 �&�� $�� ���&�����
���)����'��� $� � ������	 ����� � �� ������ $� ����� ������������� �� ��1 ������� $� �� ������� ��� �� ��)���� �� �� �3 ����� (&��� ����� �� ���� ��" ���� ������� ������ ��� � ��������������� !�+ � �� 	 ����� ��		��� �� 	 �$��� $� 	 %���'� $� 	������	 ����� � ��� ���� ����� ��
���$���� 0 ��� �	 %��������� $�� � �����	 ����� ��� $�� �"�)�� !�� �� ���� ��� $������	 ���
��%�� 0 �� ������1������ ��� ��� ��&��%� 3 	 ��� $��� ���!������ �� � ��� � ����%��� ��		� ��
	�$��� $ ���� �)���� $� ������	 ��� ���� '��"��� �

� �� %'���	 ��� � �����%� � ��$%� $ ������$���� ���� $ ���� &����"�� ������� �)%	 ���!�� ���
$� ��	 ��� 3 �&�� 3 ��� 3 ��� �)���� $� � ����& ��� ��� �)����� 3 ��''%�%� ���������	 ��� ��� ��
��������� $�� $���%�� (�� $%�����'� �� �)����� %���� �A����% ��� ��� ��'���������� $� $%1 + �
� ������ � #��� 
 �'�����? 3  ��& ��� 2��� %? 3 �������� #&��? �� ��"���� 2�%���†
�$ 	������� �

% ? &�� % � %�%��	 ����� ' 2�
 ( % #�2 �
�� ��� �������� 3 ����� ����� 2%$� *�� �
	)*�+ ,-���+ ,./	 0 + *� ���% † ������ � %�%��	 � �& ����� 
 ' � ��20 �(1(���(�� �&���� � ����� � ��2 �� 3 ����� #������ 2%$� ��3� �-+ �-�+�	� 0 ��� -+�+�+-	� �-	�

456785
� ��� ��� ������� 3 ���� 	 ������� ��		��� $�� ������ '%�%��!��� $� �� ������� ��������!�� $�
�� ��� � ��&��� ���� ������%� � ��� �%���$�� ��� �"�)� $ ������������'� ��� ��&��%� � �� ��1������� $� �� ��� ���� � � ��� �� ���	 ��� ��	�� 3 ���� %��$���� ��		��� �������� ��� ������
$�� �� %��1���%� $� �� �"�)� 0 � ���$� $� 	 �$���� $� � ����& ���)%� � ���� $%�������� ������� ���
	 �$%�������� $�� �� ��� ��� �� 	 %���'� $� $�����"������ 	������	 ����� ��� ��� ��	���� $�
	 ��� 3 $��� ��!����� �)�!�� ��	� ������ ������� ��$ 0 �� �)�	� ����������� � #�� ����	 �����
$�� $�����"������ �)%	 ���!��� ���� ����	 %� '�"�� 0 � ���'����)	 � �� � 2� 	�$��� ��� ������%
� ��� $�& ���� �� ������)�	�� ��� $������� $�� $�� ��%��$���� � ���� $�������� 1����	 ���
$�� � �����	 ����� �"������ �� ��	"����� ��� $�� ������ �
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��

�6�����
�� �)�� ������"����� 3 �� �)�� )�� �� ���$ '������ ���"�"������� �� � 	 ����' ����� �� ���&� �
��� ��&���$ ���� � �)� ��1 ������� $� �� ��� ���� � �� 1��� � ����� )�� �)� �� ���1������ �� �)�
���� ��� " � �������$ �� �)� ���	 �� 0 �$$�� � ����& � �$��� � �)�� �� ������� � ���"�"�������
�������) ��� �� � ���������' 3 �)��) 	 �$��� �� �� "� � 	 � ���� �� 	������	 ��� $�����"������
�&�� �)� ���$ ������ 3 �)��� ���) ��	������ ������� ��$� �� � $�A ����� �)�	 � � �� �����
�)� �� ��'����)	 �� ����	 ��� �)� ����	 ����� �� �)��� �)�	 ���� $�����"������ � �)�� 	 �$��
�� ���$ �� �)�	 �������� ��"$�&�$� �)� �&����"�� ����� ��' ������ �� �� ����� ��&���$ 	 ����� �
�� 1����� ������� ��$ $������ �)� � �����	 ���� �"�����$ ����' �)� ��	"������� �� �)���
�� ��� �

� 	
 �
	����
 ��

#� �"�)� ���� 3 �����$���� ���� �� $%���� $��� �� 	 �	� ��	 %�� 3 �������� 0 �������� ��
����$��$���	 ��� ��������� �� ���%���� 3 $��� �� $������� $� ���!��� 2)���� 3 �� ���'	 ���
$� $������� $� �������� � ��������$ � �� � ��'�� 3 � ��� ��� ������������ 3 $� �%����� �� $� ��	 ���
���'���� $� � ������� %&������ � ��� � ��&��� 3 0 ����� 1� 3 � �������� ��� �� ������ $� ����$��
$���	 ���� �����%� ��� ��� ��'���������� �

2���� �"�)� �� ����� � � ����� 0 ��������� ����� �)�� �% � ��$����1������ :9: +<@� >�� < => $� ��'	 ���� �)%	 ���!��	 ��� )�	 �'���� $��� ��� �����
$��$���	 ���� 3 ���"��	� � ��� ��!��� $� 	����� ��� 	 %�)�$�� ���� $��� ���"��� (&��� 3
��� � �	��� 3 �0 ����� 3 *��� 3 2)�� 3 �����+ 3 !�� ������ �������� $� ����� ����� $� � ���'��
�������� �%!��������� $� �� �� � 2���� $%	 ���)� ��� �������%� ��� �� 	 %�)�$���'�� $�
������������ $� �� "��� $� $���%�� 3 ����� ��!����� ��� ���������� $� $������� $� �����
���� � ��������$ �������� $� �)%	 ���!��� $�A%������ $� ������ $�� $������� $� ���!���
2)���� � 2���� �����%'�� � � ��� �����&%����� $� �� ��� �%����	 ��� � ������� ��� $���%��
$� ��� ��&����� $��� ���"��� �% �� ������1������ <@� >�� < => $�� �)����� $��� $�� ���%'����� 3 ��� � ��� �)�!�� ��%�
��$��� � 2���� �"�)� ��� "��� $� ��	 ���%� $��� �� ����%������ �� �� � ���� $� ��	"��� 
������ � ��	 ������ $� �� �%���$�� (&��� 3 ��� � �	��� 3 �(�"������� 3 ����� ���� ��� ���
&��+ � 2���� ������)� 3 !�� � ��	 �� $� ����� �A����&�	 ��� ����� $�� $���%�� $� ��� ���
&����� 3 �� )����� 0 ��� $��"�� $�� ����% � � ���� ���� 3 ��� ���'	 ���� 0 ���%'������ ����
������ ($�� �)����� ����%��+ 3 �� !�� ���'����� ��� �� ���	�� $� ���%'��������� � $ ������
���� 3 �� � ��� � ������$�� 0 �� !�� ��� $�� ������� ������ � ��� �)�� � 3 $��� �� 	 �����
�� 3 $ ��� � ���� $� &�� ����	 ��� �)%	 ���!�� 3 ��� %�)��������� $� �)����� $�� $�� 
��%��$���� �" ��$��� '��"���	 ��� $�� ��� ��� ���� &������ � 1�� &������� 3 � ��	 ������ $�
�%� ��$�� ���������	 ��� 0 �� �����$� �" � ������ ������������ 0 ���$�� �� $�����	 �������
��� $�� �����"��� ����	 ��� ��� �����!��� (���'���� $�� �)����� 3 ��%!����� $ ��	�����
$� �������� 	 ��!����� �� ���� �� ����� �!���+ 3 �� ������� �"��������� $�� 	 ��� �%�
	����!��	 ��� ������ � 2���� ����� �)� ��� ������%�����!�� $�� ���&�� � ������ ���
� ��$����1������ $ �������� �� �� ���	 %���� �� ��2%��� �� �� �3 *�� *� �

#� ������� $�� ������������ 0 ���� ��� ��� ���� ��% $�� 	 %�)�$�� �	�������� 0 ���
$�� $%	 ���)�� � #� ��)%����� $� �� ��'	 �������� ��� �����%� ���� ��� $�� 	 �$���� $�
� ����& ���)%� (0 �$$�� � ����& � �$��� 3 0�� + �������� 3 *���� 3 ���� ��� ��� ������ $� ��'�
	�������� ���%� ���� )��� 3 ����� !�� �� �"�)� $� ������1������ ��� ��&��%� ���� � ��" � �� $�
������	 ���� ���� &���%� � ������1���� "��%����� �&�� � �������� $� $�&��� �����"��� �� ����2�
�� �� �3 ���� 3 #�"�$�% �� �� �3 ����� 3 ������� $� $%� ��$����� ����� �!��� �� ���������� ��$
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��	"����� � 3 ����� �� 	 ��)���� 0 &������� ���� ���� � ���� �) ��$ &�������� 3 ����� ���� $��
� �	���� ���	 � $ ������� �

# ������ �)� !�� ���� �&��� 	 ��� �� ��&�� ���� %'���	 ��� ����� �$%� $� ��	"������� $�
��'	 �������� �� $� ������1������ 3 �� � �������� $�� ������ # =:=� $@>< $� �� ������� $� �� �� 3
�%�������"��� $��� $� ��	"��� ������ ����� ��� � � ��� ������� 3 $ ���� ���� 3 $�� ���)��!���
$� ���%'��������� �� $� ������1������ ���"�"������� 3 !�� �� ���$��� ��� ��� ����%���������
�� � ����$��	��� � $�� �)����� � � ���� 3 �� �)��� $ ������������'� �������� 0 ���%��� ��� ���
��	 ����� $� 	 �$���� 	������)%	 ���!��� $�� $������� $� �)�!�� ��%��$��� � � ���� ����� �)�
&��� 3 $ ������ ���� 3 0 ����� ���1� $�� $�A%������ ����������� $� �� �"�)� 3 �� �� �����������
������ !�� �� $%$������ $� �� 	 %�)�$� $� ������������ $�� ����$��$���	 ���� 3 !�� ���� � �
���	 %�� ��� $�� ����	 ���� 1��� � # �����	"�� ��� ��	"��% ���� �� ���	 � $� 0�� � � #� 1'���
� �* �������� � ������ �)� $��� �� '��"����% �
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2�� ������� ��� ��'����% ��		� ���� � � ��� $%���&��� 0 �� ������� � �� �� ������� � '%�%���
$� � ���'����)	 � $� ��'	 �������� 3 !�� ��� ��� �����������	 ��� ��� �� ���)����'�� $�� 0�� � �
� ��� 	 ������� ��		��� 3 0 ������ $ ��� 	 �$��� ��	��� 3 �� ��� � ����" �� $ ����%'��� ���'����
��&�	 ��� ��� $�A %������ ����������� $� �� �"�)� �� ��������� $�� ���������� $� ���� �� ����
%��" ��%�� � 2���� ������� �� ���	 ��� ��� � ��$�������� $�� 0�� � �� ��� �� ��� $������� $�
�)�!�� ��%��$��� � ��&��� ���� ����%����%� ��� ��������� �)�	�� �)���� �� ���� ����������
� ������� ������� $� ����� 	�����)%	 ������% �� 0�� � � #� ������� � �� ��%����� �� 	 �$���
������% � ��� �$����1�� $� 	 ������ ������� ��&��%� $�� ������)�	�� �� ���� $�� $������� $��
$�� ��%��$���� � � ��� ����� 	 �	� ������� 3 ���� ��������� ��� ���"��	�� $ �����	 ����� !��
� ��� �� 	 �$��� �� ���� ����� ��� �������� ���'����� � ��� � ����� ���� � #� ������� � �� ��������
��� ��%��������� ��	����� $� �����	� ������% � ��� �� �"�)� ���� �� $�� � �����	 ����� !� ���
���� � � ��	 �� $ ��"����� � 1�� ������� ���� $%�����%� $�� �%������� 3 � ��	 ������ $ �����%����
�� ������"����� $�� $�A %����� ������ ������%� �� �%������� ��� %'���	 ��� ���� ��%� � 2�� ���
����� �� ������� ��� ��� $��������� $�� &���� $ ��	 %��������� $� �����	� 3 $��� �� � ���� ����&�
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# ������ �)� !�� ���� �&��� ������� ��	"��� $�� ������ $� "��� $� �� ������� $� �� ��� 3
0 ��&��� $ ���� ���� ��� 	 �$���� $� � ����& � ��� ��� �%!������ � $ ������ ���� ��� 	 �$���� $�
������1������ ���"�"������� ������� ��&��%� � � ��� ����� ������� 3 ���� $�������� �� ����������
�� �� 	 ��� �� ��&�� $� 	 �$���� $� � ����& $��� �� ��� ���'�� ��� �� %��1!��	 ��� �$���%� 0
�� �"�)� $� ��'	 �������� ���� � ������� $ ��� 	 �$��� ���� ��	��� ��&���'���� �� ��'	 �����
���� ���� � ���'�� $� �� ���%'��������� 3 ���� �����$������ ���'�����&�	 ��� $�� 	 �$���� ����
��	��� �� 3 !�� �������� �� ��	��� ��� $�A %������ ����������� $� �� �"�)� �
� �� �� �� 8 ��	
� 6�8
�6�� �� ���5��� �6�� ���

#� 	 �$��� �� ���� ��	��� �	�������� ��� ������� �� !�� ���� �&��� ������� �����$���
�)�!�� ����$��$���	 ��� ��		� ��� ���������� ��$���%� $� &������� Cp

	����$�	 �������
���� (�� ��� �)����+ � 2)�!�� &������ Cp

�������� �� ��	"�� $ �� ���������� Cp(w) 3 $��� ��
�)���� p ($� ���'���� lp+ 3 $� �)���� $�� 	 ��� w $ ��� &� ��"������ $ ���$� ����� ��%$%1��
($� ������ nW

+ � #� �"�)� �������� ����� 0 �%������ ��� &������� �� $�� ������� � �� ������ C
(��� �)����� �����"�%� 0 � � 2)����+ �� �� ������ M (������ $� � � � ��������$+ �

#� ������1��� $�� � � ��%���� � ��� � �#�� �� 3 *��� 3 � �2����	 ��$ � �'�	 3 *���� � ��	 ��
$ ��A ������ 3 �)���� ��� �)���� 3 ����� �A�������� 0 ������ $� 	 �$��� ���"�"������ ���&��� �
�� � ��'�� $� $%���	 ���� �� ������ y∗ ∈ {C,M} !�� ��� �� ���� ���"�"�� ��	��� ���� $�
� ��"���&����� �������� Cp

3 ���� �

y∗ = arg max
y

P (Y = y|Cp) = arg max
y

P (Cp|Y = y)P (Y = y) (� �*+

2)�!�� &������ ��� �����$%�% ��		� �� �%��������� $ ��� ����'� $ ���� ��� 	������	 ���� �(� ��� &������ $�� ����	 ����� {βwy, w = 1 . . . nW , y ∈ {C,M}} 3 � ��� �)����� $�� ����
���� ��%�� 0 ��� $�� ������� 3 ���� ������%�� ������� 3 �� &���� �

P (Cp|Y = y) =
lp!∏nW

w=1 Cp(w)!
β

Cp(w)
wy

2���� ���	��� � ���	 � ��	���	 ��� �� ���� !�� �)�!�� ���������� $ ��� 	 �� w $��� �� �)����
Cp

������"�� 0 �� ���"�"����% '��"��� ��� �� ������� βwy
� �������&�	 ��� 3 ���� �� ������� ���

'���$ 3 ���� �� 	 �� w ��� � �	� ������� � ��� �� ������ y � #� ���� ��� $� ������������ ��� ��
������� $� ���	 ��������� ������!�� $�� ���� 	������	 ����� (!�� �� � ��� ����� �� �� $��� ��
������1������ ��� �� �� $%� ��$ ��� $�� ����	 ����� $� �������+ �(� �� &����� $�� ���"�"����%� � � ����� P (Y = y), y ∈ {C,M} 3 � ��� �)����� $�� $�� 
������� ��� %'���	 ��� ������ 3 �� $�&���� � ����" �� $ ��������� (� �*+ � ��� &������� ��� �)����� �

2� ������1��� ������� � ����	 ��� �� 	 �	� ��'	 �������� !�� �� 	 ��� �� ��&�� $� $%�
��$�'� ��� � ���'����)	 � $� � ����"� $��� �� � �$��� $� � ����& ����%����% 0 �� 1'��� � �� 3
���� � �)�� ��)��� !�� �% �� ��� $ �%	 ������ ������%� 0 �)�!�� %��� ��� P (Cp|Y = y) 3 ������%� ����� ��� ������� ��

� � ��%� ���$����� �% ��� ���"�"����%� $� ���������� ����� %���� 3 ����� !�� ��� ���"�"����%� �� ������� �� 1�����
�� $%� ��$��� !�� $�� ���"�"����%� � ������ P (Y = y)� �
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� �� � � �� % 0�� $� "���
#�� %���� ����� ��� ���������� �������� $����� ��� %���� �� ����� ���� �$����1%� ��� ������)� �������� � ��� !�� ��� ��� ���������� &��� � �%��� 1��� ��� ��� ���)� �������� �

� ��� ������ &��� $��� �� !�� ���� !� ��� ��� � ����" �� $� ��%���&�� �� ���� ����� ������1����
�� 0�� � � ��� � ����)����	 ��� $�� �)����� ���� �� �� ������ $� �� ��	��� ��% $��� ��� $�� 
%��� �� 3 �&�� � ��� ��� $� ������)�	�� $��� �� ������1������ ((������ � ��+ $ ���� ���� �� �&��
� ����%'������ $� ����������� $��� ��� ����������� ����� %���� ((������������ � �� �� �� � �� ��+
$ ������ ���� �
� �� �� ���5���� ��� ��6 ������ ����6 �� 
� �����

# ������ �)� $%����� ���$����� �'���� �������	 ��� �� ��������� �%!������� $� �� �"�)� 3 ��
� ����� � �)����)��� !�� �)�!�� �)���� ��� ��������!��	 ��� ��$%� ��$���� $�� ������ �)�����
$� 	 �	� ����$��$���	 ��� � 2���� )�� ��)��� ��� ���� ����������%� 3 $��� �� 	 ����� �� ���
$� ��	 ���� � ���'������� ��		� ��� ���������� $� �����'�� ������&�	 ��� ���'� $ ��� 	 �	�
������ � �� � ����� ��� ��� ���"�"����%� $� ���������� ����� %���� $� 	 ������ 0 (�+ ��&������
��� $�� $�� ������� �� (��+ � %������� ��� �)��'�	 ���� $� ������� 3 �� ��� ���% $ ��	 %������ ��
� �� �� 	 �$��� $� �� 1'��� � �� � ��� �" ����� 0 �� ��'	 ������ ����������� �� %��!����'� ����
��)%���� ��	�������	 ��� �

2���� ����� �)� �� � ��	 �� ��������� ��� $� ���� ����� $�A %������ ����������� !�� �������
����� � ������� $�� �����	 ������ ���%��������� ��� �� �"�)� �

* � 1� �� �� ��		���� ���� ���� ��� ��� �)���� $� �� ������ C �
� � 2)�!�� ���'	 ��� �������� �������� �� 	 ���� $�� �)����� $� �� 	 �	� ������ (��� $�

�)���� $� � � � ��������$ ����%� �� �� 	 ���� $�� �)����� $� � � 2)���� �� $%"�� $�
�� ��+ �

� � 2)�!�� ����$��$���	 ��� �������� �� ���� ��� ��������� $ ��� "�� � $� �)����� $� ��
������ M � �

�� ��� � ����" �� $ ����%'��� ���'�����&�	 ��� ��� ����������� �� ������&��� � ����)��������
'%�%���� $� �� ���	� � #� ���	 ���� � �� ���	 � ��	���	 ��� ��� �� ���� !�� �� ���"�"����% �� ������
$� � �%��� C ��� * � #� �����$� �� 	 �$%���� �� $����!���� �)�!�� %��� (�� ��� ���� $ �%	 ������
���� ��%��+ � ��� $����� ���� �� 	 �$��� $� �� 1'��� � �� �(�+ 3 $��� ��!��� ��� %���� C �� C ′

(���� ����&�	 ��� M �� M ′ + ���� $�� ������ $� � �%��� C (���� ����&�	 ��� M + $� �� 1'��� � �� �� ��� �� ���&��� 	 �$��� 3 ���� ���'	 ��� ��� ����� ��������� 0 � �����		�� � �� 	 ����
$�� �)����� � #� �������	� ���������� ��� ���$�� � ������� $��� �� 	 �$��� ����%����% � ��
'��� � �� �(" + 3 !�� �������� 	 ��������� � ������ $� � �%��� C � C1 �� C1′ 3 !�� 	 �$%������ ���
�)����� $� �� ������ C ��%���������� 3 �� C2 �� C2′ ���� ��� �)����� � ������������� �

����� ��� ���� � �� ������ ��� ��!�� ���� 	 !�� ��� !�� ��� ���
�
 ������ ������ ���� ����� �� ����� ������ ����� ������� � �� ���"���� �� ���� # � ��� ����� ���������� ��� ���������� ���� � ������"�� !�� �������
 ������� ��� #
������ ���������� �� �"��� ��� ��������� ��� ���� �� ����������� �� �� ��� � ���� # �� ���� � ���
 ������������� �� � �������� 	 ���� �� � ����� �� ���� ��� ����� ���� �� ������ � ������������"� �� ���� ������ #
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C

��
M1� � �	 �� �������� $� �� 	 %�)�$� $� ������������ $�� ������ $ ������������'� �� $� ����

�%&��� ��� ����� �����	 ����� 3 !�� ��� !�� � �����	"�� $�� $������� �� &������ '��"���	 ���
�� $�� '���$� �)�	�� � ��������� � �� �������������� � �� !�� �� ��� �%$��� $� ������������
$�� ������ � &����% 0 �� !�� �)�!�� ���'	 ��� �����% (������ M + $�A��� �)%	 ���!��	 ���
$� $������� $��� ��!��� �� � ������� � ���� �� ���'	 ��� M � ��������� � $��� �� $������� C �
�������������� �3 ���� �� ��������� � 2���� ����� ��% $� �%��������� $�� $������� � ���� 	 ��)���
�����	 ��� ��� ������� ��� ��� ��'���������� � ���� �������� ����� �����	 ����� 3 �� ���$�� $��� 3
$ ���� �������� 	 ������ 3 �� ������������ $� ����� ������� ��&��%� � � ��� &������ ��%���%	 ���
��		��� ���� ��� � ����" �� 0 �� ������� � �� �(��� ����� � ��� � �������� !�� ����� �����	 ����� ���� $��� ���"�� 3 	 �$%���%� ��� !����� (��
��� ���� $�� + ������� $�A %������ � CN 3 CI 3 MN 3 �� MI 3 0 �)����� $��!������ ��� ���� ��%
�� 	 �$��� 	������	 ��� $�A%���� � #� ��'	 �������� $� �� �� ��� ����� �� %�%� ��� �� 	 �$���
$� �� 1'��� � �� � �� ���%'���� ��� ����� ����������� $%������ $��� �� ������� ��%�%$���� 3 ����
�" ��������� 0 �� 	 �$��� $��� �� ��� ���'�� �������$�� $�� ������ $� 	 �$��� � �� �(" + 3 � ����
� ��� ��� �%!������ CN −MI − CN 3 � ������ � ��� ��� �%!������ CI −MN −CI �

CI

CN MI

MN

� �� � � �� % 0�� � �&�� ����������� �� �)�	��
� ��� �� 	 ����� �� �� �%��������� $�� $���	 ���� �� �)�	�� ��� �������� 3 ��� 	 �$���� !��

���� �&��� 1����	 ��� ������%� ���� 	 ���� ���������� � ��� ��� ����� �� �A�� ��� � �)����)���
!�� ��� $������� $� � � 2)���� �� �%���������� �� nC

�)�	�� 3 �� ��� $� � � � ��������$ �� nM�)�	�� 3 � ��"���&����� ����� ��!����� ��������� � �� �������������� � ���� ������%� �� ���$������
���� '%�%����	 ��� ��� �

� � ����� ���������� $������ ����� $�� �)�	�� $� 	 �	� ������ ��� �����$��� (0 � �� ����
���� $�� ���������� 3 �)�!�� �� �� ��� $��� ���� ��% 	 ����)%	 ���!��+ �

� � # ���������� $ ��� ���'	 ��� $� � � � ��������$ �%���� $�� ���'	 ���� $� $������� $�
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� � 2)���� !�� ������������� �� 	 �	� �)�	� �
2�� ����������� � ��� ������ 0 ������ !�� ���� �&��� %����%�� $��� �� ������� ��%�%$���� �

���� &���$�� � ���� ��� �� ���	 �� $� � �����	 ����� $� ��� $�A %������ )����)���� 3 ����
�&��� 1����	 ��� $%&����� % �� ����% � 	�$���� 3 ��� ��%� ���� ��� *3 � �� � $��� �� !�� ���� �
��� ���� ������ ���� ��� ���$������ *3 � �� � 	 ��� �% �� ��� � * �� ����� ��� ��	��� $�� ����������� � (�� ���� ��� ��������� � + �� �

(��)%����� ������)%	 ���!��+ �% �� ��� � � ���� ���� �� ���������� � 	��� ��� � �% �� ��� � � ���� ���� � �����	"�� $�� ����������� $�����%�� ���$����� �
2�� 	 �$���� ���� ����%����%� ��� ��� 1'���� � �� �� � �� $��� �� ��� ��	��� �� nM = nC = 2 �

C1’

C1

C2’

C2

M1 M2

M2’M1’

Type 1
C1

M11 M21

M11’

Type 2

M12’ M22’

M22M12

C2

C2’C1’

M21’

� �� � � �� % 2���������� $� �	�����)%	 ������%� �� $� �������� $��� �� 	 �	� �)�	�
� �$���� �������� ��� ����������� $� ��� ���������� $ ��� �)�	� 0 �� ����� � ��� �� �����'�

$���% $ ��� ������� ������ (*+ �� $ ��$�����% $�� �)�	�� ��% �� � ������������� (�+ �

M11 M21

M11’ M21’

Type 3

M12’ M22’

M22M12

C11

C11’

C21

C21’

C12

C12’

C22

C22’

� �� � � �� % 2��������� $ ���������� ���!��
� �$��� ���� ������ 3 �� ���� $� ������ ��� ������ 3 �� ���������� $ ���������� ���!�� �
#� 	 ��� �� ��&�� $� ��� 	 �$���� ��!����� $�� ��� �� $� ���������� � ��� ����	 �����

$�� ���� $ �%	 ������ 	������	 ����� 3 $��� � �����	 ����� ��� $�����%� 0 �� ������� � �� 3 �� ���
���"�"����%� $� ���������� $� 0�� 3 !�� ���� ������%�� ��		� ���� � ���� ��� ���"�"����%� $�
���������� 3 ���� 	����� ������� ��� ���������� $� �)��'�	 ��� $ ������� (pC2M

�� pM2C
3 1 %��
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0 0.3+ ��� �� ����	 ���� αt
������� ��$��� �� �)�	� &��� ��!��� �� ���������� � ��A ������ � #��

���"�"����%� $� ������ ��� %�% �� '%�%��� 1 %�� 0 0 3 0 � �� ������� ����"�� $� ��� � � �� ���
���"�"����%� $� ������ $�� %���� C � ������������� $��&��� ���� ��'	 ���%�� �� 1 %�� 0 pC2M

�
�� �A�� 3 $��� �� ��� ��������� 3 �� ��&����� ��� %���� � ������������� ��� ���� ��� �� %����
��%���������� �� �� &�����	"����� ��� ����� ����!�� ���� ���� 	 � �	 ��%� �� �A������ ��� $�� 
���	 ����� �)����� 0 � � 2)���� 3 ��� $�� ���&����� 0 � � � ��������$ �� ������ ��� ������ 0
� � 2)���� (����� ���1'������� �$	 ����" �� !�� 	 � �	 ��� �� ��	"�� $� ����'���)�� $��� ���
%���� � ������������� + � #�� ���"�"����%� $� ������ $��� �� 	 �	� %��� (" �����+ ���� ������%��
� ��� !�� �� ��		 � $�� ���"�"����%� $� ���������� � ��� �)�!�� %��� ���� %'��� 0 1 �
� 	� � ����� ��  � ���� �� � �
 �� �����

� ��� � � ����� �� $�������� 0 ��%���� �� 	 %�)�$���'�� ������%� � ��� ���������� 3 $� 	 ��
����� ������� ��&��%� 3 $�� ������)�	�� ������%���%� ��� $�� $�����"������ 	������	 ����� 0
������ $ ���� ���������� $� $� ��	 ���� � � ��� ��������� $��� ����� ������� $� ����� '%�%��!��
�� ���	 � $���	 ��� 3 	 ��� �� �� � ��� ���� "��� !�� �)�!�� &������ $� ��	���� ����%����� ��
����'���)� �� ��� �)���� � ����� ��� ����$� ��%��������� $� 	�$��� 3 ���� $�������� ����
���'��	 ��� $�� ���"��	�� $ �����	 ����� �� $�� ��������� 	 ���� �� ��&�� �

�� ���%� $�� 	 %�)�$�� ������!��� $� ������1������ ������� ��&��%� 3 ������ !�� � ���'��
���)	 � $��  �	������� �� � ������ �� �� 2�	�������� � ���������� (�� ��� &������� ��� �)� �
� �������� (%	 ����!�� #������ �� ��������� �� �� �3 *����+ 3 $�� 	 %�)�$�� ���"�"������� ���
����&% ���� ����� � ��� � ������ �� � ���������� $� $���%�� �� ������� 3 ��� 	 �$���� ��� ����
� ��������� %���� ���"�"��	 ��� � ��������� ��� � � �	
 � �	� �
 ��� 
��� ��� �0 ��	 ��� 3 ��� *� ��
�� �	
 � � ������	�  ����� ���
 �� ��� �� �� �3 ����� � � � ������� $� ��� ������� 3 ���� ���� �������
��� $��� �� $�	 ���� $�� ��������!��� ����	 %���!��� �� ��������� �� 	 �$��� $� 	 %���'� $���
��� &����"��� �������� ��� ��� ��'��1������ 8% =� "8 $@>� #�� ����	 ����� $� ��� 	 �$���� ���
����� ��� �������%������ ��	��� �� � ��� � ��� ���� ���� 0 �)�!�� �)�	� ��� $�����"����� ��� ��
&� ��"������ !�� �$����1� ��� 	 ��� ��� ���� ����%��������� � ��� �� �)�	� � � � 	 ������ $���� 3
�� �%������ $� �����������	 ��� ��� 3 � ��� �)�!�� $� ��	 ��� 3 �� &������ ���"�"����% $ �������
������� �� $�A%����� �)�	�� 3 !�� � ��� � ��������%��� ��		� ��� ���� ������ $� $���	 ���
$��� �� ������ $� ���" �� $�	 ������ �

� ��� �����$%���� ��� �� ���� ��	��� $� ��� 	 �$���� ���"�"������� �� �'�	 �� �� �3 ���� 3 2�%�
��� �� �� �3 ���� � 3 $��� ��!��� �)�!�� $� ��	 ��� ��� ���� ��% 	 ����)%	 ���!�� � �� 	 �$��� ���
����� $������	 ��� ��	����"�� �&�� �� �"�)� ���� 3 $��� ��!��� �)�!�� �)���� ��� ���� ��%�
���������� 0 �� �)�	� ���!�� � ����� �&��� ��%����% �� 	 �$��� 3 ���� $������ ��� %!�������
$ �����	 ����� $� � � �	�	 � ���������� 3 & �� � ���'����)	 � � � �������� � � �	 �2����� (�� + �
� ��� %&�!���� ������� !���!��� �%������� !�� 	 ������� � ��	� ������� $� � ��� ������������ ��
��''%���� ��� 	 %�)�$� )�������!�� � ��� � ����%����� $�� ����	 ����� 3 !�� ��� ����� !�� ����
�&��� 1����	 ��� ������%� � ��� ��� %&��������� �
� �� �� �� 8 ��	
� �5�5��� ��

� ��� ���� ����� ���� ���� !�� ��� �� ��� ���� ����%����%� ��� $�� � �����$��	��� � 3 � �����
0�$��� !�� �� &� ��"������ ��� ����� �� 1�� �� !�� �)�!�� $� ��	 ��� ��� ����%����% ��� ��

����
αt

������������� �� ����� �� �����"� � �� ���
 ���� �� ���� ����� ����� ���� �"���� ��� ������ ��������� � #� # ���� �� � ����� 	 ��������� ������� ��� !� ��� � ���� ��
αt

��� ������ ��� 	 ����
nM + nC

������� 	 �� !�� ���
nM

����� ����� ������������� �� ������ ���� � ������� �
1
	 ����� !�� ���

nC

����� ������������������ �� ������ ���� � #



*��

&������ $� ��	���� ��� ��� ����	"�� � 2�����	 %	 ��� �� ��������� �����$����� �� � �� �*3
nD

3 nT
�� nW

����%������� ���� ����&�	 ��� �� ��	"�� $� $���	 ���� $��� �� ������ $ ����
���������'� 3 �� ��	"�� $� �)�	�� (� �� � �� ��	"�� $� ��	� ������� $� 	 �$��� $� 	 %���'�+
�� �� ������ $� &���"������ �

���� d ∈ {1, . . . , nD} �� w ∈ {1, . . . , nW} 3 �� ���� Cd(w) �� ���	 � '%�%��� $� �� 	 ������
$� ��	���� 3 � �����0�$��� �� ��	"�� $ �� ���������� $� 	 �� w $��� �� $���	 ��� $ ���$��� d �� %��'���� %'���	 ��� ��� ld =

∑nW

w=1 Cd(w) �� ��	"�� $ ������������ $��� �� �� �� d �� ���
l =

∑nD

d=1 ld �� ��	"�� ����� $ �� ���������� $��� �� ������ 3 ��		 � $� ���� ��� ���	 �� $� ��
	 ������ $� ��	���� �

2��������	 ��� �� ��$�� $� �� ���%'��������� ��� ��&��%� 3 ��� )����)��� ����� ��� ���
!� ������� �����	 ����� ��� ��� �A��������� $�� $���	 ���� �� $�A %����� �)�	�� � ���� 0
����� $��� ������� � #� 	 �$��� $� '%�%������ $� ������ ��%����% ���$������ � ��	 �� 3 ����� ���
��	 ����� $�� ����	 ����� 3 $� ���� ���� ��� &���������� $�� $� ��	 ���� ���&��� ��� $�A %������
��	� ������� $� 	 %���'� �

� ���� ��� !�� ��� �� ��� ���� ��$%� ��$���� � #� $���	 ��� d (d ∈ {1, . . . , nD}+ �%�
����� $� ld ����'�� ��$%� ��$���� ��� �� &� ��"������ ����� ��� $�����"����� $%� ��$��� $�
�)�	� 3 �� $������ %���� $%1�� ��� ��� &����"�� ���)%� ���%� ��� ���� ��� �� �� � ������
Mult(k, (p1, . . . , pn)) � ��� %������ ���������� 0 ����� � ���� ���&��� ��� 	������	 ���� $� ����
"�"����%� (p1, . . . , pn) � � ��� �� 	 �$��� '%�%����� � ��� �� $���	 ��� �% � ���� �� �)�	� T ∼ Mult(1, (α1, . . . , αnT

)) �� ��� αt
���� $�� ����	 ����� ���� !��∑nT

t=1 αt = 1 �% � ���� ld 	��� Cd = (Cd1, . . . , CdnW
) ∼ Mult(ld, (β1t, . . . , βnW t)) 3 β %���� ��� 	 ������

nW × nT
$� ����	 ����� ����� !�� ∀t ∈ {1, . . . , nT },

∑nW

w=1 βwt = 1 �
#� ���"�"����% $ ��� $� ��	 ��� ��� ����� 3 �� ������ Td

�� &����"�� ��$�������� $� �)�	�
������ �

P (Cd;α, β) =

nT∑

t=1

P (Td = t;α, β)P (Cd1, . . . , CdnW
|Td = t;α, β)

=

nT∑

t=1

P (Td = t;α, β)ld!

nW∏

w=1

P (w|Td = t;α, β)Cd(w)

Cd(w)!

=
ld!∏nW

w=1 Cd(w)!

nT∑

t=1

αt

nW∏

w=1

β
Cd(w)
wt

� ���� �)�!�� �)�	� ������"�� 0 �� ���"�"����% '��"��� $� $���	 ��� ��� �� ���"�"����% �
������ αt

�� 3 � ��� �)�!�� ���������� $� �� �� 3 ��� �� ���"�"����% βwt
$ �%	 ������ $� 	�� w

$��� �� �)�	� �� !������� �
#� ���"�"����% $� ������ 3 �� &�����	"����� $�� �"���&������ 3 ��� �"����� �� �%�������

�� ���$��� $� � �� �������� ���$����� � ��� � �����	"�� $�� $� ��	 ���� %��$�%� � 2�� ��$��� 3 ��
� ���� ��� � ����" �� $ �%��"��� $������	 ��� ��� � �������� $ ��� ����	 ����� $� 	 � �	�	 $�
&�����	"����� � 2 ���� � ���!��� ���� ������� ��� �� 0 � ���'����)	 � �� (� � �������� � � ��
	�2����� + !�� ��� ��� ��� �� ������ $� � ���� %����� 3 ���$����������	 ��� �� �"���&������ 3 $�
�� ��'�&�����	"����� ;9�� 6&8> Lc 3 � �����0�$��� �� ��'�&�����	"����� $�� ������� &������ $�
��	���� Cd

�� �)�	� Td
3 $%1��� ��� �

Lc =

nD∑

d=1

log P (Cd, Td)
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=

nD∑

d=1

(
log P (Td) + log P (Cd|Td)

)

=

nD∑

d=1

nT∑

t=1

�
{Td=t}

(
log αt +

nW∑

w=1

Cd(w) log βwt

)
+ K

�� K ��� ��� ��������� ��$%� ��$���� $�� ����	 ����� (!�� ���� ��"������� ��� �� �����+ �
#� �������� �

A
$%��'�� �� �������� ��$�������� $%1��� ��� �

�
A =

{
1 �� A ��� &��� ;
0 �����.

# ���� %����� 3 ���$����������	 ��� �� �"���&������ 3 �� ������ ��	��� $�� ����	 �����
α′, β′ ����� $� � ���%������ ��%�%$���� 3 � �%���� �

E[Lc] =

nD∑

d=1

nT∑

t=1

P (Td = t|Cd;α
′, β′)×

(
log αt +

nW∑

w=1

Cd(w) log βwt

)

#�� ���"�"����%� � � �� �	����� ���� $���%�� ��� �� ���	��� $� ����� 3 ���$������ 3 � ��� t ∈
{1, . . . , nT }, d ∈ {1, . . . , nD} 3 0 �

P (Td = t|Cd;α
′, β′) =

P (Cd|Td = t;α′, β′)P (Td = t;α′, β′)

P (Cd;α′, β′)

=
P (Cd|Td = t;α′, β′)P (Td = t;α′, β′)∑nT

t′=1 P (Cd|Td = t′;α′, β′)P (Td = t′;α′, β′)

=
α′

t

∏nW

w=1 β′
wt

Cd(w)

∑nT

t′=1 α′
t′
∏nW

w=1 β′
wt′

Cd(w)
(� ��+

#� ��	 %������ 3 ���$��� $� �� ���"�"����% � ������ $� �)�	� t �� $� � �� �	� �������� $���
�� �)�	� $� �)�!�� � ��������� $� 	 �� w $��� �� �� �� �����$%�% 3 � $%� 0 %�% �$�����
1% ��%�%$�		��� ��		� 	 ������� �������&�	 ��� �� ���"�"����% ������ $� $���	 ��� Cd�� $� �)�	� t � #� $%��	 ������� &���� $� � ��� %������ $� ���	 ��������� ������� ��$��� 0∑nT

t=1 P (Td = t|Cd;α
′, β′) �

�� ��� ����� � ����" �� $� $%���	 ���� ��� %!������� $� �%�����	 ����� $�� ����	 ����� ��
	 � �	 ����� �� !������% $� � ��� 3 �&�� �� ���)��!�� $�� 	����� ��������� $� #�'���'� � ���
���	 ������ $� ����� ��������%� ��� ����	 ����� α (�� &������ ��		 � 0 1+ �� β (�)�!��
������� ��		� 0 1+ � � �"����� 3 � ��� t ∈ {1, . . . , nT } �� w ∈ {1, . . . , nW } �

αt =
1

nD

nD∑

d=1

P (Td = t|Cd;α
′, β′) (� ��+

βwt =

∑nD

d=1 Cd(w)P (Td = t|Cd;α
′, β′)∑nW

w=1

∑nD

d=1 Cd(w)P (Td = t|Cd;α′, β′)
(� ��+

2�� ���	���� ��� ����� ����� ��� �������%������ �������&� ��	��� �� ��� ���"�"����%� $ �������
������� P (Td = t|Cd;α

′, β′) ���� � ����	 ��� 0 �� 1 (�)�!�� �� �� ������������ ����� 0 ��
�)�	� �� �� ����+ �% � �"����� αt

�� ��	����� �� ��	"�� $� $� ��	 ���� $��� �� �)�	� t ���� �� ���	 ��
������ �
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% � $%���	 ��� �� ���&���� &����� $� βwt

�� $%��	"���� �� ��	"�� $ �� ��������� $�
	 �� w $��� ��� �� ��� ������� ��$��� �� �)�	� t 3 ���� �� ���	 ����� ��� � �����	"��
$�� 	 ��� �

2���� �������%������ � ��� ���� %���$�� �� ��� �� ��� ���"�"����%� $ ������������� �� ����
��� "������� � 2)�!�� �� �� ������"�� ����� �� �����&����	 ��� $�� ����	 ����� �� ���� ������
$� ��� � �	���������� $��� �� �)�	� �

# ���'����)	 � �� �������� 0 �����!��� ��� ���	���� (� ��+ 3 (� ��+ �� (� ��+ $� ����� ��%���
��&� ���!� �0 ���&��'���� �

#���!� ��� 	 �� w � ���� � �	 ��� �"���&% $��� �� �)�	� t 3 ��� ���	���� ���$������ 0 ���
����	 ����� ����� � ��� βwt

� �� ��� ����� �%�������� $� �������� 0 $�� ���)��!��� $� �����'� $��
����	 ������ 3 � ��� ���$�� ��	��� $� ���� !�� 3 	 �	� �� 3 $��� � �����	"�� $ ������������'� 3 ��
	 �� � �� � �	 ��� %�% &� �� ���� ������� �&�� �� �)�	� $���% 3 ��� ���������� $��� �� �)�	�
� ���� ��� ������	 ��� �	� ����" �� (���� ��� �%��	 ���� $� ���"�"����% ���� ���" ��+ � � ��� �� ����� 3
���� ��������� �� �����'� $� #������ 3 ���������� 0 ��'	 ����� ���� ��� ��	���� $� 0.1 � � ���
�� ��$�� ���"�"������ 3 �� �����'� � ��� ���� �������%�% ��		� ������� ��$��� 0 � ���'����)	 �
�� ������% �� 	 � �	�	 " �9<8>� 9� (�� ��� ���� �� 	 � �	�	 $� &�����	"�����+ ����!��
��� ����	 ����� β ���� 	���� $ ���� $�����"����� � � ����� $� ��� � � ����)��� 3 $� ����	 ���� 1.1
�
 �'����� �� �� �3 ������ �
� �� �� � 5����� � ��� �5����� ��5��� ��� �� �� �7� �� 8 ��6 ����6

#�� %!������� $� �%�����	 ����� � ��%�� 3 �� ����� ������ ��� 	 ��'� $� 	 ����&�� �	� ���
����� � ��� �� � � %��	 �������� $%������ ���%��� ��� ����	 ����� $� 	 �$��� � � �� !��������
� ���������� ���������� ����		��� �% �� �)�� $� &� ��"������ � ������� �����$%��� �� &���"������ �� ������ �� ������� ��� 	 ���

���� ����� �� ���� ��%!����� �% � ��� ������������ $� 	�$���
2�� �������'������ ���� %��$�%�� �� $%���� $��� �
 �'����� �� �� �3 ����" � � ���� �%��	 ���

$��� �� ���	 ��� ��	�� ��� ����������� $� ��� ���&�� !�� ���� ��	"���� � ���������� � ������� 3 �&��� $� ��%������ �� 	 %�)�$� $ ����%����� 1����	 ��� ������%� � ��� ��� ����� �
� �� �� �� �� ���( ��������� ���	�( �������

#� ������ !�� � ���&� $� "��� 0 ��� � � %��	 ��������� ��%��	 ������� ��� �� ������ ����
�����"��	 ��� ��	��� 3 ���� $� 
 ������ ����� �� ��	���% $� ���� �� ��� %!���%������ $���
� ���%'����� (���� 3 �� ���� 3 �	���� 3 ���������)�� 3 ����%+ �
 ������ 3 ����� � �� ���� $� �� ��'�
&�����	"����� (�� $� 	 ������ %!��&������ 3 $� �� � ����� ��%	 + ������%� ���� $� � ������������'� 3
���� �����$%���� %'���	 ��� ��� ����� 	 ����� $�� � �����	 ����� � 6 / :
 9�� "8 9: � @8@ >6 6>
����� �� ������	 ��� ���$��� ��� �� 	 �$��� �� ��� ���%'����� $� ������ 
 ������ � 2� �������
	 ����� ���� $������	 ��� �� ������% $� � ���'����)	 � 0 ������&�� ��� ��'���� �	 ���� $ ����'��� �

� �� � � %������� ���� ��� � ��	 �� $� 	 ����� �� %&�$���� �� ���� !�� �� �)��� $ ��� �����
�������� $� � ���'����)	 � �� ��� �������� � ��� �"����� $�� ��'���� �	 ���� � ��������� $��
$� ��	 ���� � � ���� ��� %'���	 ��� ���1�	 % � ���������� ���&���� � �� � ��"����� $ ������	 ����� �
� ����� ��� ��� �)�	�� 0 ����&�� 3 �� 	 �������� �� ������������ �������� 0 ������ $� ��'���� �	 ����
!�� �� ������ ��� ���'�	 ��� 3 � ������������'� �� �)��'���� �� '%�%��� $� ��� �%����� � � ��� ���

��� ������ ��� �� ��"���� # ������ �� ��� ����������� �� ����� ����� �� ����������� � �� ����� ������ 	 ��
�������� 	 ����� ���� � ������ ������� 	 ����� ��� !������� ������� #

�� ���� �� ��� ��� ������ ����� � ������������� �� �� ������ ������� ���� ��� � �� �� ��"��������
 �����
�������� 	 ����� #
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������ 3 � ���'����)	 � ��� �� �������% �� 1 ��� ��� ���"�"����%� � � �� �	����� � ��� �� $���	 ���
$ ����������� 0 �� �)�	� % %!������ (� ��+ % ���� ����)�� $� � �%!�����"�"����% ����� ���� ���
�)�	�� � ���� �)�!�� ����� 3 ���� ������ $��� ��� &������ ����� ��� $�����"����� � ����)���
$��� �� 	 ������ ��� �� $�����"����� ������	 � �� $��� �� &������� ��� ���" �� � 2 �����0�$��� !��
�� � ��� 1 � �� ����	 ���� λ > 0 '���$ 3 ��� ���"�"����%� � � ��������� ���� ���%�� � ��� �)�!��
$� ��	 ��� ����� ��� $�����% g ����� !�� � g(p1, . . . , pnT

) ∝

nT∏

t=1

pt
λ−1

� ���� 3 � ��� λ ��� '���$ 3 ���� �� �"����� $�� ���"�"����%� ��� �)�� $� � �%!�����"�"����% � ��
� ��� �� �A�� 	 ������ !�� �� 	 ������ $� �)�!�� pt

��� 1
nT

�� !�� �� &������� ��� %!��&������
0 1

λ
����!�� λ� nT

� ��� �� ����� 3 ���� $%��'������ �� ����%$% ���� �� ��	 $ ��� ������������
�� ����)���� �

�1� $ ��&��� ��� �$%� $� �� 	 �������� � �����	 ���� � ����" �� 3 ���� �&��� %'���	 ��� �����%
$ ������$���� � ������	 ����� $� ��� ��&����� $��� ���"�� 3 ���������� 0 "���� � ��� ������������ ���
��� ���%'����� 
 ������ � ���� �� ����� 3 � �%��� � $ ��� ������������ $���� 0 �� $���	 ��� d $�
���%'���� 
 ������ t ��� &����� $� 1 0 �� ���"�"����% � � �� �	����� $ ����������� �� �)�	� t 3
�� ��� &����� 0 � ��� ���� ��� ������ �)�	�� �

#� ��	�������� ����%	 ���!�� $� ��� $�A%������ ��� �%$���� $ ��� ������������ � ���$��� 0
%��"��� ��� �������� ���&���� �% �� &����"����% ����� ��� $�� ��������������� ��� ���� ����� � ��� ��� $�� 	 ������ � ��'�

&�����	"����� �� �����	 ����� 	������� �% �� ��'�&�����	"����� 	 ����%� ��� � �����	"�� $ ������������'� ��� �� ��$������� ����
�����"�� $� �� !�����% 1���� $� ��'���� �	 ��� ���$��� 3 $��� �� ���� �� ��� &���������
���� ��	����"��� 0 ������ $� �� ��'�&�����	"����� ��� ��� $���%�� $� ���� �� $� � ����
���	 ����� 	������� ��� ��� $���%�� $ ������������'� �� $� ���� �% 0 	 ���� $� � ��&��� ��� �� ��������� ��������	 ��� (�� !�� ��� �	� ����" �� ���� �����	 �����
$� ��� ��&����� + 3 ��� 	 ��� ����� ������� �� '%�%��� 0 � ������������'� �� � �%���� �����
��� $�� ��������������� $�	 ���� ����!�� � ��� �%$��� �� ������ $� &� ��"������ �� ��
������&��� !�� ��� 	 ��� ��� ���� ��%!����� �

� �� �� �� ��� �����		� ������� �� ' ��� �������
(�� �� "��� $� ��� �"���&������ 3 �� 	 %�)�$� $ ����%����� 1����	 ��� ������� ��� ��� ���

�� ������� � $ ���� ��'	 �������� ���'�����&� $� �� ������ $� &� ��"������ $ ���$� ����� (���
��%��������� ���� ��	����� ��� $���%� $��� �
 �'����� �� �� �3 ����" �+ � (�� ������� � ��� ��
���&��� � ������� $ ��� &� ��"������ � ���	�	 ��� �%$��� (��������% $�� *��� 	��� ��� ����
��%!����� 3 ���� �� $� &���"������ �����+ 3 ��� ���	 ���� ����	 ����� $�� ����	 ����� $� 	 ��
$��� ��� �"����� �&�� � ��� ������������ �� ����)���� � 2� ����%$% ��� �%� %�% ��������� ���� �� ����
�� 	 ������� ����	"�� $� ����	 ����� (�� ���� $� �� ��'�&�����	"����� 1����+ ��� ������&% �
�� ���	 � $� ����� %��� � 3 ���� $��� ����� $��� $ ���� &����� � ��� �� (� ����+ ���������	"��
$�� ����	 ����� βwt

������� ��$��� �� 	 ��� ��� ���� ��%!����� � �� ��� � ����" �� $ ��� $%$���� 3
��� ����������� $� � �%��� � � $� � ���'����)	 � �� (%!������ (� ��++ 3 $�� ���"�"����%� � � �����
����� $ ������������� �� �)�	�� ���� 89@< 6>< 79;@� >:8< � ����� ��'	 �������� $� �� ������
$� &���"������ 3 ���� ������� ����� ���� $ ��������� ��� �������������� �� ����)���� $��� � ���� %�
����� � ���� ���� 	 ��������� ������	 � 3 	 ��� %'��� �� ���"�"����%� � � ��������� $� � �%��� �
��%�%$���� � # ���'����)	 � �� � ��� ����� ���� 	 �� �� ��&�� � ��� �%�����	 �� ��� ����	 �����
βwt

� ��� �� ���� '���$ ����	"�� $� 	 ��� 3 $��!���� ������ $%$����� $� ���&����� ���"�"��
���%� � � ��������� 3 ��� � 2���� ��� �%$��� ��� ��%�%� ���!� �0 �� !�� �� &� ��"������ ��	���� ����
1����	 ��� ���� �� ��	��� �
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#�� �%������� ��%����%� $��� �
 �'����� �� �� �3 ����" � 	������� !�� � ���'����)	 � $ ����%�
����� ��%����� ���&���� 0 ������$�� ��� 	 �	�� &������ $� &�����	"����� !�� ������ �"������
�� ������������ �&�� ��� �����	 ������ $� ��� ��&����� � # ������	 ����� 	������� ��� �� � ��
	 ���� " ���� 3 	 ������� !�� �� ����%������ ����� ��� $�� ��$�������� � ���� ��� �"����� 3
	 ��� �� ����� $��� $�� ���'�� $� &������ " ������� ���� �������������� !� ��&�� � ��� ������������
�� ����)���� ��	��� �
� 	� � 
 �����
 �� �� ����
��	 � 
���� 
 ��	 ����

# ��$%� $��������� $� ����� 	 %�)�$� ��� !� ��� $�&���� ���� ���� ������ $ ��$����1�� ��� ����
����� �)%	 ���!��� ����� ��� �)����� �������%�� ��� � � 2)���� �� ������ $� � � � ��������$ ��
� ��� ������� ��%���%	 ��� ��� $�A %����� ��� ��� �" ��$%� ��� �)�!�� �� ������ � ���� � ������
(�� ���� �� ���1�	 � $��� �� $������� ������� + !�� �� �%������ ���� 	 ������� �� 	 �$%������
��� $������� $� �)�!�� ��%��$��� ��� ��������� �)�	�� 3 !�� �� � ���� ������� 3 � ����� !� ���
��������� �����	 ��� �� �)�	� � ��� �)�!�� � ������� �

� ���� 3 ���� ��������� ��� $���%�� $ ������������'� � ��� ����	 �� ��� ����	 ����� ��������
�� �)�	�� �" ��$%� ��� � � 2)���� �� 0 ��� �" ��$%� ��� � � � ��������$ � 1�� ���� ���
����	 ����� �$����1%� 3 ���� ��������� � ���'����)	 � $� � ����"� ��� ��� �)����� $� ������ $�
���� � ��� $%���	 ���� �� �)�	� (�� $��� � �������+ �� ���� &�����	"��"�� � ��� �)�!�� �)���� �
� �� �� � �5��� ���8 ���6


 ��� ����� !�� �� ��	��'�� ���� ������ ����� �"�)�� 3 ���� 3 ��� ��$�� $� $�� ����%
���������� � �� �"�)� � �������� 0 ��'	 ����� $�� �� ��� �"����� � �� �"�)� � $�� �� ��� $���
���!���� ��� $���� ���� ��	����%�� ��� �� ��' ���!�� �$���	 � �� �"�)� * $�� �� ��� $���
���!���� ��� %'���	 ��� %�% ���	 ����%� �� ��	����%� ��� �� ��' ���		 ��� ��	 � $� � �������� �
���� �)����� $�� ����� �"�)�� 3 �� 	 �	� �%��� $� ��%������	 ���� $�� ������ � %�% ������%� 3
���������� 0 ��'	 ����� �)�!�� �)���� �� 	 ��� 3 0 ���	 ������ ��� �)�A��� 3 0 	 ����� ���� ���
	 ��� �� 	 ��������� �� 0 ������	 �� ������ ��� 	 ��!��� $� � ���������� �

� � ������ $� ��� ������	 ���� 3 �� &� ��"������ ������% $��� ��� 	 �$���� ��������!��� � ���
���� �$����1% � �� �������� ������ ��� ���	 �� !�� ������������ $��� �� ������ 3 � ��	���� ���
	 ���������� �� ��� 	 ��� ����� 3 ���� ��&���� �� ��� ���	 �� '���)�!��� � #���!� ��� $� ��	 ���
$� ������ $� ���� �������� �� 	 �� !�� � ��������� ��� $��� �� ������ $ ���������	 ��� 3 ��
	 �� ��� ��	���	 ��� �'���% �

� ��� ���	����� � �)����)��� !�� 3 $��� �� 1�)��� $� � �����	"�� $ ���������	 ��� 3 ������ ���
�)����� �������%�� ��� �� ��%��$��� $���% ���� ������ $� 	 �	� �)�	� � ��� ����%!���� 3
�� ������ $ ���������	 ��� � ��� ������$�� ��� ������)�	�� $� � � 2)���� ��� ��������% ��
������	 ��� ��� ���������� $� � � � ��������$ �� �� �'�%'���� ��� ������� $� �� �� �%���%��
��� ��� ���������� � � �� �����'�� !�� ������������� 0 $�� $���	 ���� $�A %����� $��� ��
������ ���'���� �� ���� � �	 ��� ������%�%� $��� �� 	 �	� �� �� � � � �� 	 �	� 	 ������ 3 �)�!��
���'	 ��� �����"�% 0 � � � ��������$ ��������� �� $���	 ��� $������� �
� �� �� 
 �6�� �� ��� �� 
 �� 
��� ���8 �

# ���'����)	 � ��%����� $ �����	 ����� $�� ����	 ����� $%���� �� ������� � �� �� ��� ������% � ���
�"����� ��� ���� ������ βwt

������� ��$��� �� �)�	�� �%�������� $�� $������� $� � � 2)���� �
#� ��	"�� $� �)�	�� nC

��� 1 % � � ����� �� �A������� $�� 	 ������ $� F ������ (��� !��
$%1�� ��� ��� ��'���������� � ��� � �%&�������� $� �� �"�)� ���� + �� &���$����� �����%� ���
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� �����	"�� $ ������������'� � ���� $%���	 ����� $� 	 �	� �� ��	"�� $� �)�	�� nM
� ���� � � ��������$ 3 �� !�� $���� �� ����� nC + nM

$�����"������ ��� �� &� ��"������ 3 !�� ����
����%�������&�� $�� $�A%����� ��� ��� �" ��$%� $��� ��� $������� $� � � 2)���� �� � � � ��������$ �(�� ��� �� ��� $� ������ $� ���� 3 ���� � ��&��� $ ������ �)�� !�� $ ��A����� ��� &����"��
������� 0 �)�!�� �)���� ����!�� ���� � ��&��� ��� $ ������	 ����� � ������ ��� ��� ��������
�)%	 ���!��� � #� ���"��	� ��� ����� $ �%&����� �� �%!����� �)%	 ���!�� �� ���� ���"�"�� � ���
�)�!�� ���&��� �� �� � ���� ���� 3 ���� ��������� ��� 	 �$���� $� � ����& ���)%� !�� ��� %�%
��%����%� 0 �� ������� � �� 3 �� ��������� �� 	 �$��� $� 	 %���'� $� �� ������� � �� ���� ��������
�� &�����	"����� $�� �)����� � �	 ��%�� $��� �)�!�� �)�	� � ���� �)�!�� $� ��	 ��� $�
������ $� ���� 3 � �%��� (� �����0�$��� �� �)�	�+ �� ���� ���"�"�� $� �)�!�� �)���� ��� �����
$%���	 ��% ��� ����������� $� � ���'����)	 � $� � ����"� �
� �� �� ��� 
7�� ��� �7 6��8 ����7�

� ��� %��$���� ��� ���!��	 ��� ��� �%������� ��� �� �"�)� * $� ���� � $��� �� 	 ����� ��
���� � ��&��� ��� �)���)% 0 ����� ���1� $�� �����	 ������ �� %��1!��� ��%�� �� ��	 � �� �� 
$���� 3 ��� � �����	 ����� ��� ��� ������ �"�)�� ���� !����	 ��� �$����!��� 0 ������ �"������
��� �� �"�)� * � (�� �� "��� $�� �%������� $� � %1 �� ��)���� �� �� �3 ����� 3 �� ��	"�� !�� 3
��	������&�	 ��� �� ������ 	 %�)�$�� 3 ����� 	 �$��� ���� ���� �� ���� ��� ����� �"�)� !��
��� ��� $�� ������ 3 $��� �� 	 ����� �� ��� ������ ���� �����" ��	 ��� ��� 	 �	�� ��� ��� �����
�"�)�� ����� !�� $ ������� %!��� �� �	 %������� ����� � �����	 ����� ��� ��� �"�)�� � �� � � ����
����� $� 	 �	� 3 �� ���� ������ ����� ������� ��� � ��$� $�� $���� �� $�� ��	 � $� � ��������
$��� �� ������ $� �� &�����	"����� $� �)�!�� �)���� �

���� �� ��	��'�� $� ���� �� ������ 3 ���� �&��� ���	 �� ��� ����� �"�)� ��� ��� �� * ��� �&�� nC = 10 �� nM = 4 3 �� ��� � � �"������ ��� 	 ��������� � �����	 ����� � #� ��"�� � �*
	 ����� !� ��� ��� � ����" �� $ �������$�� $�� � �����	 ����� �%'���	 ��� ��� %������� �� ���������
�� ��� � � 3 �������� � ��� ��� 	 �	�� ��	"��� $� �)�	�� �

� � �%� � 
 ��� �� 2��� � � → 2 2 → �
��� � * (���	 ������ ���� *+ �� ��� �� �� * �� ��� �� ��� � ��� * �� *
��� � � (���	 ������ ���� �+ �� ��� �� ��� �� ��� �� �*� � �� * * ���
��� � � �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� * ��� � ���
����!����� ���� �� �� �� �� �� �� − − −

��� � � �* % �&�������� $�� $�A %����� 	 �$����
 %������� � ��� nC = 10 �� nM = 4 �� ��	�������� �&�� �� 	 �������� %!��� � � �� ���� $��
&������ $� F ������ (� ��� β = 1+ 3 � ��� �)�!�� 	 �$��� ���� $���%� �� ��%������ 3 �� ���� ��
(%'���	 ��� ���� !�� $%1��� ��� ��� ��'���������� $� ���� + 3 ����� !�� �� � ��������'� $�

�)����� ��������� �� ��� � ��������'�� $ �������� ��� ��� � (�)����� $� � � 2)���� �����"�%�� 0� � � ��������$ 3 �� �)����� $� � � � ��������$ �����"�%�� 0 � � 2)����+ �
� ����� !�� �� 	 ������� �%������ ���	 � ���� ��� ������ 3 ������ $� F = 88 (��� ��%����%

$��� �� ��"�� � �*+ 3 ��� �"���� �&�� �� ��� � � �� 1 ��� nC = 10 �� nM = 3 �� � ����� '%�%���� 3 ��� �%������� $� ���� �� ��)���� �� �� �3 ����� &���$��� ���'�	 ���
� ������ �)� ���������� 0 ��	"���� 	 %�)�$�� $� ������1������ �� $� ��'	 �������� � � ��� �� %�
��1!��	 ��� 3 �� ��	 ��!�� !�� ��� %!��� �� ��������� $�� 0�� � �� ����2� �� �� �3 ���� 3 #�"�$�%
�� �� �3 ���� 3  ���� �) ��$ &�������� 3 ����� �"�������� ������ $�� �%������� ������������� �1�� ����� �� ���� 1�� $�� �%������� �"����� �&�� �� ��� � � � ��	 �� $� ��������� !�� ���
������� �� ���� ��� %'���	 ��� �%������� 3 	 ��� �� ����������� ��� �� ��	"�� ������&�	 ���
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���" �� $� $� ��	 ���� � � ���� ������� ��$��� 0 $�� ���������� $��� ���!������ �� 	 �$��� � �)����
$� �����$%��� !� ��� ���'	 ��� ��'��1����� $� �� �� %���� ��� ��������� 3 ����� !�� �� �� ��
� ��� ��	������� ��� � �� "��� 3 �� ��������� 3 � ������ 0 $%������ �� 	 ���$�� ��������� � � ���
$� ��� $�� ������� ���� ����� �� �����%�� $��� ��� �� $���	 ���� $� ���� ��� 	 ���� "���
%��!���%� 3 ����� !� �0 � ���&���� ���� $� �� 	 ����% $�� $���	 ���� �� ����������� ������ ������
$� ��'	 �������� �
� �� �� �� 
� 6� ��6 �567 
���6

#� 1'��� � �� � ��	 �� $ �����%���� !���������&�	 ��� � ���� ��� $� �)����� $�� �����������
����� !�� $� � ���'	 �������� $� ��	"�� $� ������)�	�� � �� �������� ����� !�� 	����� ���� ���
������)�	�� ��� $ ������� ���� �� ���� !�� �� 	 �$��� ������% ��� ��������� � � ��� �� ��� � *3
��� �%������� �"����� �� ������� �� �)�	� ��� ������ ���� �����!��	 ��� ��� 	 �������� � �����
!�� � ��� �� ��� � � 3 ���� �"���&��� ��� ��'	 �������� �����" �� $�� � �����	 ����� ����!��
���� 	����� ����� ��� �����$�&������ �)%	 ���!��� � � ��� ���� ��� ��� 3 �� �������� ����������
0 �� '��$�� !�� $�� ������)�	�� ��� ������ ��� ������	 ��� ���������	 ��� � �� ��	"�� !��
��� ��	"��� ����	 �� $� ������)�	�� ������ $� � ���� �� ������ M �� $� � �� *� � ��� ��
������ C � 2���� $�A%����� � �� ���!�� ���"�"��	 ��� ��� �� !������% $� $���%�� $ �����������
��'� 3 " ��� ���� �	� ������� � ��� �� ������ !�� � ��� � ������ 3 �� !�� � ��	 �� ��� ����%!����
$ �����	 �� $� ����� 1�"�� �� ���� '���$ ��	"�� $� ����	 ����� �
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Type3

Nombre de thèmes "J. Chirac"
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1 thème "F. Mitterrand"
2 thèmes "F. Mitterrand"
3 thèmes "F. Mitterrand"
4 thèmes "F. Mitterrand"

� �� � � �� % F �(���� �"���� ��� �� �"�)� * $� ���� �� �������� $� nC

�� $�)��� $� ��� %&��������� � ������ ��� �� �"�)� ���� 3 ��� !������� �%'���	 � 3 �� ������
�������	 ��� � ��������� �� �� !�� �������� � �������% �����!�� $� �� ��� � $� 	 �$���� 3 ��������
�� ������ $�� �)�	�� $%���	 ��%� $� ����� ��� ��� ��&��%� ���� $� � ������������'� � #� ����
�%$��� $ ��������%������ $�� �)�	�� !�� ���� �&��� �$���%� ��� ��� ��� ��� )�������!�� ��
$�� %��� �� �% ������� $� �� ����%��������� ��	����� $�� $� ��	 ���� �� ���� $� 	 ��� 3 ���� ���������

� ������ �)� $� �%������� $� &����"��� $%����� $��� ������% 3 �� ��� ��� 3 ����� 3 !�� � ��	 ��
$� �� ������� !�� ��� �����"��� (��� 	 ���+ !�� 3 ��$�& �$�����	 ��� 3 ��� ������ ��� ������
	����� &���0�&�� $� �� ������1������ $�� $� ��	 ���� ��� ��� *� �)�	�� � 2���� %��� �
&��� 0 �%$���� �����	 ��� �� ������ $� &� ��"������ � $�����	 ����� � �% 0 ������ $� ����� ����%��������� �%$���� �� � ��� �)���� $�� �)�	�� 3 ���� ��������� ��
	 ������ $� ���� ���������� ����� ��� 	 ��� $�� $� ��	 ���� $� �)�	� 3 !�� ��� �������%�%�
��		� ��� 	 ������ $� ��	 ������% ������&�	 ��� �� �)�	� � ���� ������%����� �� �)�	� 3
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���� �������� 1����	 ��� ��� N 	��� ��� ���� ������� �� ���� $� �� ���������% �� ���
����� 3 ���������� 0 �����$%��� �� ���� ������ $� 	�� ��� �� ���	 ���� $�������� ������
$� �� 	 ������ $� ��	 ������% �

#�� ��"��� � �� �� � �� ������� ��� *� 	��� ��� ���� ��������� ����� $%���	 ��%� � ��� �)�!��
�)�	� � � � ��� ��������� !�� 3 $��� �� ������� $�� ��� 3 ��� 	 ������%� ��� ���� 0 $�����
��� �$%� ����2 ��%���� $� �� �)%	 ���!�� ������ ������ � 2 ���� �� ����������� ���� ���� �� ���
� ��� ��� $������� $� � � 2)���� (�)�	�� 2 * 0 2 *�+ � � ��������%������ $� �������� �)�	�� $��
$������� $� � � � ��������$ ��� 	 ���� ����� (&��� �� �)�	� �� �� �����������+ � � ��� 3 	 �	�
$��� �� $������ ��� 3 �� ������	 ��� ���� ��� "���������� ����� �)�	�� ���� �������� (� * ��
��+ �� ������������� (�� �� � �+ �

�)�	� 2 * �)�	� 2� �)�	� 2� �)�	� 2� �)�	� 2�
�	 ���% %���� �������� 	 ��$���������� %����
� ������ ��	 ����� $�&�����% �����$ �����
��� ��	 ���� ���%� �	 %��!�� �������

��������� ����������� ����������� ���������� ����� %��
� ����� ��"��� ���� %������ ����� 	 �	"���
)������� %'����% ��� '����� ����� %����
����� � �������� $����'�� 	 ���)% ��$�
$�� �������% ������� ��������� ������������
����� ������� �	 �� � ������ ��������������

�	"����� ������ ��'�'�	 ��� ����� 	 ���
�������� ���&��� 	 ������� ��$��� ����"�� ��		 ��

���������� ��"��!�� �)�� ��'��� �%�����%
&����� �� ����� ��		 �� ��������� $%�����
������� ���&���� ���� ��� ����� %�� ����� %���
��" ���% �� ��%�% &���� �	����� 	 ��$����

�)�	� 2� �)�	� 2� �)�	� 2� �)�	� 2� �)�	� 2 *�
����!�� $�&��� �%��"��!�� ��	"�� 	 ��
����� ���������� � ����� ��" ���% 	 ����
	 �� �������� �)�� '����� ������

����������� ��	"�� �	����� '%�%��� &���
�������� �������% ��	��������� ��� �����
�)���� �� ��%�% 	 ���� &������ �������
'����� ��"��� 	 �� � �	 ��� ����
��� 	 ������ �	 ���% )�		� ���������

&�&�� ����� �)���� ����� $�	 ����
������������ $���� &�� ��	 ����
���"��	�� �� ����� ����� � )������ ��� 
	 �	"��� %���� ������� ������ �����
� ������ �%� ��$�� ����� ������ $%	 �������

	 �������� ��	 ���� ������ ������� ����� �
	 ��$�	 �� �'�� ������������ $�&��� ��$��� ����"��

��� � � �� % � ��� ������%�����!��� � ��� ��� �)�	�� $� � � 2)����

2���� ������� � ��	 �� $� 	 ����� �� %&�$���� !�� �� 	 %�)�$� $� ������1������ �	����%� 3
" ��� !�� � �� �������� ������ �����	 ����� $� ������ �%	 ����!�� 3 � ��	 �� �A����&�	 ��� $�
���������� $�� '���� �� $� $���	 ���� ��%������� ��� ����% �)%	 ���!�� �
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�)�	� � * �)�	� �� �)�	� �� �)�	� � �
�� ���� 	 ���)% ����� � '�����
��� �� ���� �������

��������� �A��� ��		�����% %����
���� %������ ���! ��������� � ������
��		 �� �����$� 	 ���)% ��		���

%����	 �!��� ��	���	 ��� ����� ������
$�&��� 	 ���� ������ $����
��&��� ���� ������������ %!����"��

��	��������� ���� ������������ � �����
)�		 �'� !���$ ����� %�� $�����

����� ���� � �� ��� 
%����	 �� ��������� %���� �	 %��!��

����		��� 	 ���� 	 ���� �%�����%
	 �	"��� �0 ����� ���
����!�� ����0�$��� ������ $��

��� � � �� % � ��� ������%�����!��� � ��� ��� �)�	�� $� � � � ��������$

��1� 3 � ��� %&����� � ���� ��� $� � ���'����)	 � ��%����� $ ��� ������������ ������% � ��� ���
����$�� ��� ����	 ����� $�� �)�	�� 3 ���� �&��� ��	���% ��� � �����	 ����� �&�� ������ �"���
���� �� ��������� ��� ����%$��� $ ��� ������������ ���� ��	��� (�� ������������ � � ����)��� �+ 3 !��
�����$��� $ ��	"�%� ���� �� &� ��"������ � #�� 	 ������ ������%�� ���� �� � ����� ��% (�������%
$� ��%$������ $� 	�$��� ���"�"������+ �� � ������	 ����� 	������� (������$���� $�� %��!������
2�� ���� ��%�� �&�� ��� �&������ �������+ � 2�		� �� 	 ������� ��� �%������� $� �� ��"�� � �� 3
	 �����%� ��� �� ����'�� 3 ��� � �����	 ����� �����	 ��� 	 ��������� �"������ ��� �� 	 %�)�$�
��%����&� ������ !�� ��� 	 ����� �� � ����� ��% �� ���$������ %'���	 ��� ��� �� '��� 3 $ ��	�����
���� 	 �$���� 3 ��� �� �"�)� $ �%&�������� � ������!�� $� ���� �

� %�)�$� ������ ��% � ������ 2 ������ ��% � ������ � �����	 ����� � �������
���� � � ����)��� ��� ��±� �� ��� ��±� �� � ���±� �� *
���� � ��%����&� ��� ��±� �� ��� ��±� �� � ���±� �� *

��� � � �� % 
 %������� ��	���%� � ��� $�� 	 %�)�$�� $ ����%����� $�� ����	 �����
#�� 	 ������ $ �%&�������� ���� ������%�� ��� �� ����	"�� $� ���� 3 ���� 	 �����%�� ���

��������� ������ �� �� &���$����� �����%� �

� 	� ��� �����

� ��� �&��� ��%����% $��� ��� ������� �� 	 %�)�$� ������%� � ��� �%� ��$�� �� ���"��	�
� ��% $��� �� ��$�� $� ��1 ������� $� �� ��� ���� � ����� ����� �)� � ������� ��� � ������������
$� $�� ������ $� "��� $� �� ������� $� �� ��� � $ ���� ���� ��� 	 �$���� $� � ����& ���)%� 3
$ ������ ���� �� 	 �$��� $� ������1������ ��� ��� ��&��%� � �� ����������� 3 ���� �&��� 	 ����%
!� ��� �$����1 ��� ��� $�����"������ �)%	 ���!��� !�� ��������$��� ��� $������� $� � � 2)���� ��� � � ��������$ $��� �� ������ $ ���������	 ��� 3 ���� ��		�� 	 ��� 0 	 �	� $� ��'	 ����� ��
������ $� ���� 3 �� $%���	 ����� � ����)����	 ��� �)%	 ���!�� �� ���� ���"�"�� � �� ��� ��	 ���
!��"�� !�� ��� $�� 	 �$���� � ������ ��� %�% �� %��1!��	 ��� ������ � ��� �� ���&��� 3 	 ���
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!�� ���� ����	"��'� � ��	 ���� $ ��" ����� 0 $�� �%������� ���� ������������� �� ��� �� ��$�� $�� �"�)�� ���� 3 $� ��	"������ �	 %���������� $� ����� �����%'�� ����
��&���'��"��� 3 ���������� 3 ��� � �	��� 3 0 ������$�� $� 	 ������ ���� ����� ������ !�� �%���%�
��� $�A %����� ����	 ����� (���� $ �%	 ������ �� ���"�"����%� $� ���������� + $�� 	 �$���� $�
� ����& � ���$��0 $� ��� �	 %��'�	 ���� �		 %$���� 3 � �� �����1%� �� &� $� ��������� �� � ��
����1���� $� �� �"�)� ���� ��%� 3 ���� ��&���'���� $ �� ������ $ ������� &���� � ��� �	 %������
��� 	 �$���� �

2��������� ��� 	 �$���� �%!�������� 3 ���� ��%&����� $� ������ ��� $ ������� �"�)�� ��
��	"������� $� �� 	 �$��� $� 	 %���'� �)%	 ���!�� �� $ ��� 	 �$��� $� � ����& ���)% 	 ��
$%������ � ����)����	 ��� $�� &����"��� �������� ���� ��%�� �� �)����� �� �� ����'���)�� 3
$��� �� ��$�� $��� ��!��� � ������������'� $� � �����	"�� $� 	 �$��� � ��A ����� $� 	 ������
���%'����	 ��� ������� ��&��%� � ���� ��� %���� ����� 	 ������ !�� ��� " ��� �%������� �"�����
��� 3 !�� � ��������� �� ������ ��� ��� �� %��1���%� ������������� $� ������ (�����	 ������ ���
��� ��'��� $ ���������� + 3 ���� '%�%������"��� 0 $�� ������������ 	 ���� ����������� � 2���������
���� �� %��1!��	 ��� �� 	 �$��� $� ������1������ ���"�"������ ������� ��&��%� 3 ���� ��&����
'���� $� ��������� 0 ���&������ ��� � ��	 %��������� $�� 	 %�)�$�� $ ����%����� 3 �� ��	������
�� 	 %�)�$� ��%����&� )�������!�� ��%����%� $��� ��� ������� �&�� $�� ��'����)	 �� $� ��	����
���� (%�)������������ $� & �""�+ �
� �( �����( ���� � ��� �$������� ��� ��	 �����	 ���� �� ��'���������� $� �� � %1 �������
$� �� ��� � ��� ���� ���&��� �����$%��"�� 3 ����� !� ��� ���� ������� $��� ��� ��		 ��������
��� '���$�	 ��� ������"�% 0 � ��	 %��������� $� � �������� �
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#�� � � %������� �%����%�� $��� ����� �)��� ��� %�% �	��%	 ���%�� $��� �� ��$�� ���!�� �

->. 8;6@<8 ��� �� ����	"�� $� ������� �� 2�� � ��	 ������ $ ������!��� $�� 	 �$���� ���"�"��
������ $ �������� � ���������� (�����������	 ��� �� 	 %���'� $� ���� 	������	 ����� �� � ����� ������� ����)��� �������+ �

#�� ��%������	 ���� (������� $� 1�)���� 3 ������������ $� &� ��"������ 3 ��		 ��������� 3 ���
��%��������� 	 ����������+ ���� �A ����%� ��� $�� 	 �$���� $� �� "�"����)�!�� � "# +�
 +�9�7
(� �� + �� �2����	 3 *���� � ���� �	��%	 ������ 0 ������ $� ��� %�%	 ���� �� ��$�� $ �%&�����
���� 3 � ��	 ������ ����		��� $� 	 ������ �� � ����� ��% �� �� ��	 ������% �&�� ��� ���%'������
���� � ������� �� $� ���$���� $�� � � %������� �� &���$����� �����%� �

#�� ��'����)	 �� $ ����%����� ����������	 ��� %��$�%� ���� ��� ���&���� �% � ��� �� 	 %���'� $� 	������	 ����� 3 � ���'����)	 � $ ���� %������	� �	 ������� (�� ����
������ &�������� 3 ������ !�� �� 	 %�)�$� $ ����%����� ��%����&�+ �� � �%�)����������'� $�
& �""� �% � ��� � ����� ������ � ����)��� ������� 3 � �%�)����������'� $� & �""� �� � ���'����)	 � $ ���� %�
�����������'����� ��� � ���� $� &�� $� �� ��������� 3 ���� $�����'���� $��� ��� ������� � ��3 !�� ��������

�� ���&������ $�� �� ��� �� �" � ��� ��� ���!���� � ������!���� ��� ��'����)	 �� (	 ������� $�
��	���� ��� � �	���+ �� ��� ������� ->. 8;6@<83 !�� ���� �)��'%�� $�� %��� �� $ ����%����� 3
$ �%&�������� �� $ ��������%������ $� �� ������1������ � � ��� �%��	 ��� ����� �%��������� ��� ��
1'��� 2 �* �
� 	� �� ��� ���������  !"

#� " #" $#%&)�!'( � �� �� �2�$$') 3 *���� 3 &($$( !'( *%'+ $ ,-&%*+ &.-*+/%.) %( 3 + ,-00'#(&%'� %'.+ +'. $(+ .%'&#*(+ *%* %.#(*&%(+ %" � (& � $(+ '&#$#&-#.(+ � ��� �$+ +%*& $%$ #%+ 0 $(+%0 %.-&#%*+ "-+ *#&(-' 3 &($$(+ !'( $( 1%*&.2$( $(+ #*/%.) -&#%*+ -3 1)%(+ (&(." %+(+ 3 $- '(+&#%*
$(+ ) (++-'(+ $ ,(..('. 3 $(+ (*&.%(+�+%.&#(+ 11) #(.+ (& $- '%*%.-&#%* $( *%)".(+ 0.() #(.+ �
� %'+ *( $% 1') (*&%*+ 0-+ #1# 1(+ /%*1&#%*+ $( "-+( !' ,'* '&#$#+-&('. $( ->4 8;6@<8 - 0 (' $(.-#+%*+ $( ) %$ #1(. �

#- 0-.&#( $( � �� 1%$%( (* 2�� 1%*1(.*( $(+ 1$-++(+ +'#&-*&(+ �% &% 1-"'$-#.( (3	�5��6�	�� + �% $()) -&#+-&#%* (3	�5�+7+� + �



*�� � � �� ��������� ��� �>4 8;6@<8

− gammaln

Textes

entrée

CLASSES BOW

Vocabulaire

Lemmatisation

Liste de documents

Matrice de comptes

Vecteurs d’entrées :

  Vecteurs de documents ou de mots

Matrice : wi2dvf (correspondance index

utilise

  de mots/vecteur de documents)

UTILITAIRES BOW

Allocation mémoire

Entrées/Sorties fichiers

Génération de nombres premiers

entrées :

− vocabulaire

− liste de documents

− matrice de comptes d’apprentissage

− matrice de comptes de test

CLASSES TEXTCLUST

Regroupement

  − vocabulaire

  − liste de documents

  − matrices de comptes

  − probabilités a posteriori des documents

    d’appartenir à chaque thème

  − perplexité unigramme, scores de similarité  

 − initialisation des probabilités

− retrait ou masquage partiel du vocabulaire

Utilitaires:

− matrice stochastique

− fonctions de simulation

(lois uniforme, gamma,

dirichlet, beta, discrète)

− méthode hongroise

− validation croisée en orienté−
    objet

  − paramètres : poids du mélange, thème−vocabulaire

  − mesures d’évaluation

  − sélection du "bon" nombre de thèmes

  − termes représentatifs de chaque thème

K−moyennes :

Regroupement :

Regroupement probabiliste :
− algorithme

− document fréquence
  inverse

− mots les plus repré−
sentatifs

sortie

en validation croisée

Scores
Regroupement mélange multinomiales :

  − algorithme EM

− apprentissage supervisé

Regroupement  LDA :

  − échantillonnage de Gibbs

− Espérance−Propagation
− échantillonnage de Gibbs

Messages (information/erreur)

� �� � 2 �	 % (&.'1&'.( 
 $%�-$( �( �4 �������
% $#+&(+ �( �%1') (*&+ �3	�5-�	-* � '&#$#+�(+ $%.+�'( $- ) -&.#1( �( 1%)0&(+ �%#& �&.(&.-#&�( �%1') (*& 0-. �% 1') (*&� �% )-&.#1(+ �( 1%)0&(+ �3	�5� ���/� � &.-#&() (*& �( $- ) -&.#1( �( 1%)0&( ) %& 0-. ) %&� ��(+ 1$-++(+ +%*& ��1$-.�(+ -' +(#* � ,'* �1� #(. � ,(*�&�&( '*#�'( � 3	� �� � �$ /-'& 0.�1#+(. #1#

�' ,'* 1(.&-#* *%)�.( � ,%0&#%*+ � �� %*& �&� +#)0$() (*& 1%0#�(+�1%$$�(+ ) -#+ 0-+ &(+&�(+
�(* 0-.&#1'$#(. 0-.) # $- )'$&#&'�( � ,%0&#%*+ �( $()) -&#+-&#%* � � �(+ /%*1&#%*+ +%*& �%*1+'+1(0&#� $(+ �( 1%*&(*#. �(+ �'
+ (& $(+ '&#$#+-&('.+ 0 %&(*&#($+ �( 1(+ %0&#%*+ +%*& (*1%'.-
�+
� ��.#�(. $( 1%)0 %.&() (*& �' 0.%
.-)) ( �
."1( -' ) �&�%�(+ �� �� � �
! �� �� "����7 
� ���

#- 1$-++( 
�*�.-$( �( $- � #� $#%&�$�'( � �� (* 1�-.
( �( $- 1%..(+0 %*�-*1( ) %&+�#*� #1(++'. $( �% 1-�'$-#.( +( *%))( 3	�5��6*�� (& (+& 1%*+&.'#&( � $ ,-#�( � ,'*( &-� $( �( �-1�-
( �� -*+ � ��� $( �%1-�'$-#.( (* (+& (*+'#&( ��.#�� +-*+ ) %� #�1-&#%* ) -� ('.( � �%'+ -�%*+
�'
� �'( 1($- *( 1%..(+0 %*�-#& 0-+ &%&-$() (*& � *%+ � (+%#*+ � �-*+ $- ) (+'.( %% #$ ( #+&(
�(+ 1-+ %% *%'+ +%'�-#&%*+ &.#(. $(+ ) %&+ �-*+ $( �% 1-�'$-#.( +($%* '* %.�.( 0-.&#1'$#(.
�1($- * ,(+& 0-+ 0 %++#� $( -�(1 3	�5��6*�� 0'#+�'( $(+ #*� #1(+ ��0 (*�(*& � #.(1&() (*& �( $-&-� $( �( �-1�-
(� � �-. 1%*+��'(*& � *%'+ -�%*+ 1%*&' '*( 1$-++( #*&(./-1( 3	�5��6�	��
�'# �%**( $(+ +#
*-&'.(+ �(+ /%*1&#%*+ � #)0$�)(*&(. 0-. &%'&( 1$-++( �( &�0 ( �%1-�'$-#.( �#- 1$-++( 3	�5��6�	��5� ���5��*� (+& $- 1$-++( � �� �( �% 1-�'$-#.( %.#
 #*-$( (& �
-�



	��
$() (*& $- 1$-++( 0-. ��/-'& � #- +(1%*�( 1$-++( ��.#��( 3	�5��6�	��5� ���5��*� (+& ) %#*+(3 1-1( (* &(.) (+ �( &()0+ �( 1-$1'$ ) -#+ 0$'+ �( #� $( 0'#+�' ,-'&%.#+-*& � -++%1#(. * ,#) �0 %.&( �'($ ) %& � * ,#)0 %.&( �'($ #*� #1( � � -*+ $( /'&'. � #$ /-'�.-#& -) �$#%.(. $- .-0#� #&� �($ ,#)0$�)(*&-&#%* �( 3	�5��6�	��5� ���5��*� (* $- ��.#�-*& �( 3	�5��6�	��5� ���5��*�0-. 1%)� #*-#+%* �( $- &-� $( �( �-1�-
( (& � ,'*( � #� (1&#%* �( $ ,(+0-1( �(+ #*� #1(+ �-*+ $'#�) �)( �
! �� �� ��88 �� �6�� ���

#(+ %0&#%*+ �( $()) -&#+-&#%* %�(.&(+ 0-. $- � #� $#%&�$�'( � �� +%*& $(+ +'#�-*&(+ �% 0 %'. $ ,-*
 $-#+ � �(' $#+&(+ � ,-*&#�)%&+ +%*& 0.����*#(+ �-*+ $- 1$-++( 3	�5*�	���*�(& #$ (+& 0 %++#� $( � ,(* -� %'&(. -#+�)(*& �% &%'� %'.+ 0 %'. $ ,-*
 $-#+ � $ ,-$
%.#&�)( �( .-1#* #+-&#%* �( �%.&(. (+& #)0$�)(*&� -' +(#*
�( $- 1$-++( 3	�5�	��+�5*�+��+� � ��.#��( �( $- 1$-++( #*&(./-1( 3	�5*�+��+� �% $(+ � #� �.(*&+ 0-.-) $&.(+ �( $()) -&#+-&#%* �#
*%.(. 1(.&-#*+ ) %&+ � 1� #� .(+ � 0.�� (+ �+'3  (+ � (&1� +%*& .(
.%'0 �+ �-*+ '*( 1$-++( 3	�5�+7+�5����� +�+�* -�(1 �(+ �-�$('.+ 0-. ��/-'& � � (+ 1$-++(+ ��.#��(+ #)0$�)(*&(*& �(+ $()) -&#+('.+ 0-.&#1'$#(.+ �3	�5�����5�+7+�5����� +�+�* � 3	�5�����)�5�+7+�5�����+�+� * � 3	�5�����5	 �
�.5�+7+�5�����+�+� * � �(+ �(.*#(.+ 0 (.) (&&(*& � (*&.( -'&.(+ � �( 0.�1#+(. �(+ ��$#�)#&('.+ 0 %'. $(+ &( &(+ � $(+ ) %&+ (& �( 0.�1#+(. 1( �' ,#$ /-'& /-#.( �(+ 1� #� .(+ �1* $()) -&#+('. � ���*# (* 
�*�.-$ �-*+ $- 1$-++( 3	�5�+7+� (& #)0$�)(*&� 0-. ��/-'& �-*+$- 1$-++( 3	�5�+7+�5*����+ � #*1$'& $(+ %0&#%*+ ��1.#&(+ 1#��(++'+ (& '*( +&.'1&'.( -00 ($�(3	�5�+7 0 (.) (&&-*& �( +&%1�(. $( �%1') (*& 1%'.-*& � #(+ /%*1&#%*+ $(+ 0$'+ '&#$(+ �( $-1$-++( 3	�5�+7+�5*����+ +%*& (* 0.-&#�'( 	�+5�+7�5�� (& 
+�5���5�	�� � �$ /-'& *%&(.

�'( �(+ $()) -&#+('.+ +%*& ���*#+ 0-. ��/-'& (* +&-&#�'( �-*+ $- 1$-++( -�) *�+� �
 0 %'.$(+ '&#$#+-&('.+ *( +%'�-#&-*& 0-+ 0-++(. �' &()0+ � .�
 $(. $(+ � #��.(*&+ 0-.-) $&.(+ �
! �� �� 
 ��78 ���6

� -*+ $( ) %�$$( �' +-1��(�)%&+ � '* �% 1') (*& (+& �' 1%))( '* �(1&('. �( 1%)0&(+ +'.$ ,(+0-1( �' �% 1-�'$-#.( � #- 1$-++( 3	�5�/ #)0$�)(*&( $(+ �(1&('.+ �( ) %&+ (* &-� $(-' 
�( 3	�5�+ �+&.'1&'.( 1%*&(*-*& *%&-))(*& $ ,#*� #1( �' )%& (& $( 1%)0&(� � #(+ -'&.(+#*/%.) -&#%*+ .($-&#�(+ -' �% 1') (*&+ �1-&�
%.#( � *%) �' �1� #(. 1%..(+0 %*�-*& � )%&+ �
#
*%.(. � �&#�'(&&( -00.(*&#++-
( %' &(+&� �
'.(*& �-*+ $- 1$-++( 3	�5-�	- �%*& 3	�5�/ (+&'*( �-.#-� $( ) ()�.( � �' �*-$ � $(+ �$�)(*&+ 3	�5-�	- +%*& .(
.%'0 �+ -' +(#* � ,'*( 1$-++(3	�5-�	-* � �'# (+& '* &-� $(-' �( 3	�5-�	-+ � .�-$$% 1-&#%* ��*-) #�'( � 0 (.) (&&-*& �( *-�
� #
'(. /-1#$() (*& (*&.( �% 1') (*&+ � ,-00.(*&#++-
( (& �( &(+& � 3	�5-�	-* (+& �%*1 �-*+ 1(
�'# +'#& $- +&.'1&'.( '&#$#+�( $%.+�' ,#$ /-'& 0-.1%'.#. $( 1%.0'+ �% 1') (*& 0-. �%1') (*& �
! �� �� � ��� ���6 �� ��8��6

#(+ ) -&.#1(+ &(.) (+��% 1') (*&+ +%*& '&#$#+�(+ 0 %'. 0-.1%'.#. $( 1%.0'+ ) %& 0-. ) %& �
� $$(+ +%*& #)0$�)(*&�(+ 0-. $- 1$-++( 3	�5� ���/� � #( .2$( �( 1(&&( 1$-++( (+& � ,-++% 1#(.1�-�'( #*� #1( �( ) %&+ � '* �(1&('. �( �% 1') (*&+ 3	�5�/ � �&-*& �%**� '* #*� #1( +'.$ ,(*+()� $( �' �% 1-�'$-#.( � '* 3	�5� ���/� .(*�%#( '* �(1&('. 3	�5�/ 1%*&(*-*& $ ,(*+()� $(
�(+ �%1') (*&+ �-*+ $(+�'($+ -00-.-�& $( ) %& (* �'(+&#%* � � $'+ 0.�1#+�)(*& � 3	�5�/ (+& '*&-� $(-' � ,�$�)(*&+ �( &�0 ( 3	�5�+ � '*( +&.'1&'.( -*-$%
'( � 3	�5�+ )-#+ 0 %'. $( 1-+ �(+
�(1&('.+ �( �% 1') (*&+ �0-. 1%*+��'(*& � 1�-�'( 1($$' $( (+& $#�( � '* �% 1') (*& 0-.&#1'$#(.� �3	�5� ���/� 0.%0 %+( �
-$() (*& �(+ /%*1&#%*+ 0 (.) (&&-*& � ,�1-.&(. %' � ,#
*%.(. $(+ ) %&+



	�� � � �� ��������� ��� �4 ������
�( )'$&#0 $(+ /-&%*+ � #(+ ) -&.#1(+ �( 1%)0&(+ 0 ('�(*& �&.( 1�-.
�(+ (& +-'�(
-.��(+ �-*+
�(+ �1� #(.+ �-*+ �( *%)�.(' /%.) -&+ � (& *%&-))(*& $( /%.) -& *���*+ �( � -&$-� �
� 	� ���������

#- 1$-++( 0.#*1#0-$( �( �4 ������ (+& -�)*�+� �
 �.(
.%'0 () (*&� � � $$( (*
 $%� ( $(+ �%* �*�(+ � 1%*+'$&-� $(+ �% 1') (*& 0-. �%1') (*& �� #- -�	-*� %' ) %& 0-. ) %& �� #- � ���/� � �(& 0.%0 %+( �(+ /%*1&#%*+ � ,-11$+ -' �$�)(*&+ �( �-+( � -' -$
%.#&�)(+ (& -' )(+'.(+
� ,��-$'-&#%* � -�) *�+� �
 - .(1%'.+ -' 1$-++(+ � �� 0%'. �'-&.( �$�)(*&+ #)0 %.&-*&+ �$( �% 1-�'$-#.( � $- $#+&( �(+ �% 1') (*&+ (& $(+ ) -&.#1(+ �( 1%)0&(+ � ,-00.(*&#++-
( (& �( &(+& �

#(+ -'&.(+ 1$-++(+ ��.#�(*& �( -�) *�+� �
 *%&-))(*& -�)*�+� �
5� ���5��+�* �-$�

%.#&�)( �(+ ��)%�(**(+� � ��	3�3 ���*� �-5-�) *�+� �
 �.(
.%'0 () (*& 0.%�-� #$#+&( � -�(1

(+&#%* �(+ 0-.-) $&.(+� (& $(+ 1$-++(+ ��.#��(+ �( 1( �(.*#(. �% -�) *�+� �
5� ���5�)�� �	�5� 	�+� �)%�$$( �( ) �$-*
( �( $%#+ )'$&#*%) #-$(+�% -�) *�+� �
5� ���5��� �-$$% 1-&#%* � #.#1� $(& $-&(*&(�� -*+ $- +(1&#%* �(+ '&#$#&-#.(+ � *%'+ 0.�+(*&%*+ $- 1$-++( *�	-�5���� �7 0 %'. $- 
(+&#%*
�(+ ) -&.#1(+ �%*& $(+ $#
*(+ +%)) (*& � 	� -#*+# �'( $(+ /%*1&#%*+ �( $- � #� $#%&�$�'( ��+�0 %'. $- +#)'$-&#%* �( $%#+ �( 0.%�-� #$#&�+ (& $- ) �&�%�( �%*
.%#+( ��&(.) #*-*& $( ) (#$$('.-00-.#() (*& (*&.( �(' .(
.%'0 () (*&+ � #- 1$-++( -�	**5/������ �	 (& +(+ �(+1(*�-*&(+1%*+&#&'(*& '*( #*&(./-1( (*&.( $(+ 0-.-) $&.(+ �( $ ,-$
%.#&�)( (& $ ,%� � (& -�) *�+� �
 (&0.(**(*& (* 1�-.
( $(+ 0.%� $$)(+ �( � #� #+#%* �' 1%.0'+ � �*�* � �+7� -�)*� �- (+& $( 0.%�

.-)) ( � $-*1(. 0-. $ ,'&#$#+-&('. � �$ 0.(*� '* �1� #(. �( 1%*�
'.-&#%* (* (*&.�( � (* /-#& $-$(1&'.( (& ( �1'&( $- �-$#�-&#%* 1.%#+�( -���'-&( �
! �� �� 4 ����7�8 ���

-�)*�+� �
 - 0 %'. �-.#-� $(+ ) ()�.(+ $(+ ) -&.#1(+ �( 1%)0&(+ �����5� ���/� ��+*�5� ���/� � � $(+ &-� $(-' �( �%1') (*&+ �-�	-*� (& $( �%1-�'$-#.( � #(+ �$�)(*&+ .(0.��+(*&-*& $( .(
.%'0 () (*& 0.%0.() (*& � #& +%*& $( *%)�.( �( &�$)(+ (& $(+ 0.%�-� #$#&�+ 0 %'.1�-�'( �% 1') (*& � ,-00-.&(*#. � '* &�$)( �%**� �� %' 	 0 %'. '*( 1$-++#�1-&#%* ��&(.) #�*#+&(� �� -*+ $- ) (+'.( %% *%'+ -�%*+ 0.#+ $( 0-.&# � ,#
*%.(. $(+ ) %&+ �'# *( �
'.(*& 0-+ �-*+$ ,(*+()� $( � ,-00.(*&#++-
( � ����5� ���/� 1%*+&#&'( $ ,%� � (& �( .�/�.(*1( 0 %'. $- 1%*+&#&'�&#%* �' �%1-�'$-#.( � �*+#+&%*+ +'. $( /-#& �'( $ ,%� � (& /	-�3)���. 0 (.) (& � ,%�&(*#. $ ,��'#�
�-$(*1( (*&.( #*� #1(+ +'. $( �%1-�'$-#.( (& ) %&+ ) -#+ * ,- -'1'*( #*/%.) -&#%* +'. $(+ ) %&+
� #
*%.(. �0.�+(*&+ '*#�'() (*& �-*+ $( 1%.0'+ �( &(+&� (& �%*1 +'. $(+ ) %&+ � 1%*+#��.(.0 %'. $ ,-00$#1-&#%* �(+ -$
%.#&�)(+ �

�%'+ $(+ �% 1') (*&+ � �' ,#$+ -00-.&#(**(*& � $ ,(*+()� $( � ,-00.(*&#++-
( %' � $ ,(*+()� $(
�( &(+& � �
'.(*& �-*+ $( ) �)( &-� $(-' -�	-* ��( � � 3	�5-�	-*5�+
��� 	� � $ ,�&-0 ( � ,#*�
�( -
( -�-*& �&� .�-$#+�( 0-. $- /%*1&#%* 3	�5-�	-*5�+
 �*�+�5�	- � �-. 1%*+��'(*& � 1(.�&-#*+ #*� #1(+ �( �% 1') (*&+ +%*& -� +(*&+ �( $- ) -&.#1( � ,-00.(*&#++-
( ����5� ���/� %'
�( $- ) -&.#1( �( &(+& �+*�5� ���/� � �%'. *( 0-.1%'.#. �'( $(+ �%1') (*&+ � ,'* &�0 ( � 0-.( ()0$( '*#�'() (*& 1(' �( $ ,(*+()� $( � ,-00.(*&#++-
( � #$ /-'& '&#$#+(. $(+ /%*1&#%*+ ���
� #�(+ � �-*+ 1( 1-+ 3	�5-�	-*5��+75	�5����5�	- � � ( ) �)( � $ ,%� � (& ��	3� 1%*&#(*& �
$- /%#+ $(+ #*/%.) -&#%*+ �( 1$-++#�1-&#%* .($-&#�(+ -' �% 1') (*&+ � ,-00.(*&#++-
( (& -' 
�% 1') (*&+ �( &(+& �

� %'+ 0 %'�%*+ #)0$�)(*&(. �-*+ $- 1$-++( -�)*�+� �
 $(+ /%*1&#%*+ �'# *( ��0 (*�(*&0-+ �' )%�$$( �( 1$-++#�1-&#%* +%'+�� -1(*& � � ,(+& $( 1-+ 0-. ( ()0$( �( $- 1%*+&.'1&#%*



	�	

� ,'* %� � (& -�)*�+� �
 � 0-.&#. � ,'* .�0 (.&%#.( �( �1� #(.+ &( &(+ � -�(1 '* $()) -&#+('.
�%**� � %' � 0-.&#. �( �1� #(.+ �( �%**�(+ � 0-. ( ()0$( �(+ �1� #(.+ .(0.�+(*&-*& �(+ ) -�&.#1(+ -' /%.) -& *��� *+ �( � -&$-� � #(+ /%*1&#%*+ � ��5�	*���	3 0 (.) (&&(*& � ,#* #&#-$#+(.
�( /-&%* -$�-&%#.( $(+ 0.%�-� #$#&�+ � ,-00-.&(*-*1( �(+ �%1') (*&+ -' &�$)(+ � #- .��'1�&#%* %' $- ) %� #�1-&#%* �' �% 1-�'$-#.( (*&.-�*( $- ) %� #�1-&#%* �( &%'&(+ $(+ �-.#-� $(+) ()�.(+ � �(+ 1�-*
() (*&+ +%*& (� (1&'�+ �-*+ $- /%*1&#%* � ��+5	�5�+�	/+5�	��* � #-0 (.0$( #&� ��0 (*�-*& �' )%�$$( 1%*+#��.� � ($$( * ,(+& � #+0 %*#� $( �'( �-*+ $(+ 1$-++(+ ���.#��(+ � �$ (+& *�-*) %#*+ 0 %++#� $( � ,#)0$�)(*&(. � 1( *#�(-' $( 1-$1'$ � ,'*( 0 (.0$( #&� �(.�/�.(*1( � $- 0 (.0$( #&� '*#
.-)) ( �-	��)�+5) �
���5�+���+7 ��. � � #(+ ) (+'.(+ � ,��-�$'-&#%* *( ��0 (*�-*& �'( �( $- 1$-++#�1-&#%* +%*& �
-$() (*& 1-$1'$-� $(+ �-*+ 1(&&( 1$-++( �0-. ( ()0$( $ ,#*/%.) -&#%* )'&'($$( �-	��)�+5�)�)��5��	���� �	 � %' $(+ +1%.(+ �( 1%�% 11'..(*1(+ �-	��)�+5-		--)��+ -+*� � �*�* � $ ,%� � (& -�) *�+� �
 (+& �
-$() (*& 1%*+&#&'�
�( /%*1&#%*+ 0 (.) (&&-*& � ,-3 1�(. � � ,(*.(
 #+&.(. %' �( 1�-.
(. $(+ � #� �.(*&+ 1%)0%+-*&+ �
! �� �� 4 ����7�8 ��� ����� �
�6��

#- 1$-++( ��	3�3 ���*� �-5-�)*�+� �
 .(
.%'0 ( $(+ 1-.-1&�.#+&#�'(+ 1%))'*(+ -' )%�
�$$(+ 0.%�-� #$#+&(+ #)0$�)(*&�+ � $( ) %�$$( �( ) �$-*
( �( )'$&#*%) #-$(+ �-�)*�+� �
5� ���5�)�� �	�5�	�+�� (& $ ,-$$% 1-&#%* � #.#1� $(& $-&(*&( �-�) *�+� �
5� ���5���� � #(+ �-�.#-� $(+ ) ()�.(+ #)0 %.&-*&(+ +%*& $(+ 0-.-) $&.(+ 1%))'*+ � � +-�%#. $(+ 0 %#�+ �(+ &�$)(+�
����� �α� � $- 0.%�-� #$#&� �(+ ) %&+ 1%*� #&#%**($$() (*& -' &�$)(+ �
��/	- �β � � �'# (+&(* /-#& '* 0 %#*&('. +'. '*( *�	-�5���� �7 (& $(+ �-$('.+ 1%'.-*&(+ �(+ $%
��.-#+()� $-*1(++'. $(+ (*+()� $(+ � ,-00.(*&#++-
( (& �( &(+& �

#(+ ) �&�%�(+ #)0$�)(*&�(+ � 1( *#�(-' 1%*1(.*(*& $ ,��-$'-&#%* �$- 0 (.0$( #&� (+& 1-$1'�$-� $( (* /%*1&#%* �(+ �-$('.+ 1%'.-*&(+ �( $- $%
��.-#+()� $-*1(� � $- +�$(1&#%* �' *%)�.( �(&�$)(+ 0-. 1.#&$.(+ � ,#*/%.) -&#%* ���-#�( � (1��-.&2 � ��0 (*�-*& �' *%)�.( �( 0-.-) $&.(+(& �( $- $%
��.-#+()� $-*1(� (& $ ,#�(*&#�1-&#%* �(+ ) %&+ $(+ 0$'+ 1-.-1&�.#+&#�'(+ �( 1�-�'(&�$)( ���0 (*�-*& �( $- �-$('. �( �
��/	- (& �(+ 1%)0&(+� �
� �� �� �� � ����������	 
��� ��
��� �� ���	���� �
���

#- 1$-++( -�)*�+� �
5� ���5�)�� �	� 5�	�+� � ��.#��( �( ��	3�3 ���*� �-5-�)*�+� �
 �#)0$�)(*&( �(+ -$
%.#&�)(+ $#�+ -' ) %�$$( �( ) �$-*
( �( $%#+ )'$&#*%) #-$(+ �
�%'. $- 1$-++#�1-&#%* *%* +'0 (.� #+�( � $ ,#*/�.(*1( 0 ('& �&.( 1%*�'#&( � #- $ ,-$
%.#&�)(

�� �+($%* � #��.(*&+ ) %�(+ � +#)0$( � -�(1 1$-++#�1-&#%* ��&(.) #*#+&( � #&�.-&#/ %' (* 1%*&( &(+() #�+'0 (.� #+�� �)5+� 5��
	� ���� %' � #(* � #- $ ,�1�-*&#$$%**-
( �( & #�� + �1%)0$(& %' .-%�
� $-1��($$#+�� �)5
�33*5*�����
5��
	� ���� � � -*+ '* 1%*&( &( �( 1$-++#�1-&#%* +'0 (.�
� #+�( � $- /%*1&#%* -	����+5� ���5��/+53�.+* - 0 (.) #+ � ,�&-� $#. $- 1%)0-.-#+%* 0.�+(*&�((* +(1&#%* � �� �� �
� �� �� �� � ����������	 
��� �� ������ ���

#- 1$-++( -�) *�+� �
5� ���5��� (+& �
-$() (*& ��.#��( �( ��	3�3 ���*� �-5-�)*�+� �
(& (+& $#�( -' ) %�$$( -$$% 1-&#%* � #.#1� $(& $-&(*&( �'( *%'+ -�%*+ ��1.#& (* +(1&#%* � �� �
# ,�� * ,�&-*& 0-+ -00$#1-� $( 0 %'. $ ,#*/�.(*1( 0 %'. 1( ) %�$$( � $(+ 0-.-) $&.(+ +%*& -00.#+0-. �1�-*&#$$%**-
( �( & #�� + � � #- �+��5�
��/	-5� ���5
 �33*5*�����
 � � ,-'&.( 0-.& � $(1-$1'$ �( $- $%
��.-#+()� $-*1( 0 ('& �&.( (�(1&'� 0-. �(+ +#)'$-&#%*+ � %*&( �-.$% %' � #(*0-. (+0 �.-*1(�0.%0-
-&#%* �



	�� � � �� ��������� ��� �4 ������
! �� �� ��8 ������6

-�)*�+� �
5� ���5��+� * � ��.#��( �( -�) *�+� �
 � #)0$�)(*&( $ ,-$
%.#&�)( �(+  �)%�(**(+ � �)5�� +�*5��
	� ���� 1%*+#+&( +#)0$() (*& � -$&(.*(. $- /%*1&#%* 0 (.) (&&-*&
�( 1-$1'$(. $ ,-�(1&-&#%* �( 1�-�'( �%1') (*& � '* 
.%'0 ( � -	��)�+5�**�
� +�*5��	�5-+��	��* � (& 1($$( �'# ��&(.) #*( $(+ 1(*&.%��(+ � 0-.&#. �(+ -00-.&(*-*1(+ &��)-&#�'(+
�( 1�-�'( �% 1') (*& � -	��)�+5-+��	��*5��	� 5�**�
� +�* �� (+ �-.#-� $(+ ) ()�.(+ +'00$�)(*&-#.(+ +%*& *�1(++-#.(+ � &($$(+ �'( $(+ 1%%.�%**�(+ �(+1(*&.%��(+ %' $ ,#�/ -++% 1#�( � 1�-�'( ) %& �+(1&#%* � �� ��� � �'( $ ,'&#$#+-&('. 0 ('& ��1#�(. %'*%* �( 0.(*�.( (* 1%)0&( �
! �� �� � � �
��� ���6

#- 1$-++( *�	-�5���� �7 0 (.) (& �( &.-#&(. $(+ ) -&.#1(+ �%*& $(+ $#
*(+ +%)) (*& � 	 (&0 ('�(*& �%*1 �&.( -++#) #$�(+ � �(+ � #+&.#�'&#%*+ �( 0.%�-� #$#&�+ � � ,(+& $( 1-+ 0-. ( ()0$(
�(+ ) -&.#1(+ �
��/	- (& ��	3� � ��+� (+& '*( � #� $#%&�$�'( �( 
�*�.-&('.+ -$�-&%#.(+ ��-00 �(& -$ �� ����� � �'( *%'+ '&#$#+%*+ (* 0-.&#1'$#(. 0 %'. +#)'$(. �(+ $%#+ � #.#1� $(& (& � #+1.$&(+ �#( 1%�( �( $- 1$-++( �)
�� �� (+& .(0.#+ �( �(&-1�*#++ � ���� � � #$ 0 (.) (& �( 1-$1'$(. $( +1%.(
�( 1%%11'..(*1(+ (*&.( �(' 1$-++#�1-&#%*+ �
! �� �� "� 
���� ��� ����65� �� 
���7�� ��6 ��� ���6 �� �����7��� ���

#( ) �1-*#+) ( � ,-00 ($ �(+ -$
%.#&�)(+ � -�(1 $(+ 0-.-) $&.(+ -00.%0.#�+ � (* �-$#�-&#%*1.%#+�( � (+& 
�.� 0-. ��.#&-
( (* 0-.&-*& � ,'*( 1$-++( -�	**5/������ �	 � # ,#��( (+& �(&.-*+) (&&.( $(+ 0-.-) $&.(+ �( $ ,-$
%.#&�)( �$+ $- 1%*+&.'1&#%* �( $ ,%� � (& (& �( $(+ 1%*+(.�(.(* �-.#-� $(+ ) ()�.(+ � # ,-$
%.#&�)( 0.#*1#0-$ ��� � �1�-*&#$$%**-
( �( & #�� + � (&1� (+& -$%.+-00 ($� -�(1 0 %'. -.
') (*&+ (* (*&.�( $ ,%� � (& -�)*�+� �
 1%*1(.*� (& $( �1� #(. �( +%.&#(%% �1.#.( $(+ .�+'$&-&+ �#(+ �1� #(.+ �( 1%*�
'.-&#%* +%*& $'+ (& &.-#&�+ 0-. �+7� -�)*� �- � +%'.1( �( $ ,( �1'&-� $(
�*-$ �'# ��.#�( �'( &%'+ $(+ 0-.-) $&.(+ .(�'#+ 0 %'. $-*1(. '* -$
%.#&�)( 0-.&#1'$#(. +%*&0.�+(*&+ � #( /%.) -& �(+ �1� #(.+ �( 1%*�
'.-&#%* (+& 1$-++#�'( � -&&.#�'& � �-$('. � �%#. $-$#+&( �(+ -&&.#�'&+ (& �(+ ��0 (*�-*1(+ �-*+ $( �1� #(. ����� * �� �-�	**5/������ �	 (& �+7� -�)*� �- � �-*+ $('. /%.) ( -1&'($$( � +%*& '&#$#+-� $(+ 0 %'. (/�/(1&'(. �(+ &(+&+ +'. �(+ 1%.0'+ � /(.) �+ � (& %�&(*#. �(+ +1%.(+ � ,��-$'-&#%* 0 %'. �(+1%*�
'.-&#%*+ 0-.&#1'$#$.(+ � �(&&( -00.% 1�( (+& -�-0&�( -' ( 0 �.#(*1(+ ��1.#&(+ �-*+ 1(&&(&�$+( %% *%'+ *%'+ 0 %+%*+ 
 $%�-$() (*& $- �'(+&#%* �( $ ,#*�'(*1( �(+ � #� �.(*&+ 0-.-) $&.(++'. $- 0 (./%.) -*1( �*-$( � +-*+ -�%#. $( � (+%#* � ,(*.(
 #+&.(. $(+ .�+'$&-&+ �( $- 1$-++#�1-�&#%* � � ,-00$#�'(. 1(&&( 1$-++#�1-&#%* � � ,-'&.(+ �%1') (*&+ %' �( 1%*+(.�(. �'.-� $() (*& $(+
�-$('.+ �(+ 0-.-) $&.(+ � 1* '&#$#+-&('. +%'�-#&-*& +( +(.� #. �( �4 ������ �-*+ '*( +#&'-�&#%* � .�($$( � � (* 1%*+&.'#+-*& $- 1$-++#�1-&#%* *%* +'0 (.� #+�( +'. $ ,(*+()� $( �(+ �%**�(+
� #+0 %*#� $(+ -�* �( 0.%1��(. � $ ,-*-$�+( ( 0$%.-&%#.( � ,'* 1%.0'+ %' � ,'&#$#+(. $(+ .�+'$&-&+0 %'. � ,-'&.(+ -00$#1-&#%*+ � *( /(.- 0-+ -00 ($ � $- 1$-++( -�	**5/������ �	 )-#+ 0.%1��(.-
� ,'*( �(+ �(' /-&%*+ +'#�-*&(+ �% +%#& (* -�-0&-*& �+7� -�)*� �- � 0$'&2& �'( �( 1.�(. (& -00 ($(. '* %� � (& -�	**5/������ �	 � -00 ($(. � #.(1&() (*& $ ,-$
%.#&�)( � ,#*/�.(*1( +%'�-#&� +'. $ ,%� � (& -�)*�+� �
1.�� (& +-'�(
-.�(. $(+ 0-.-) $&.(+ %' $(+ 0.%�-� #$#&�+ - 0 %+&(.#%.# �-*+ '* �1� #(. �% +%#& (* 1.�-*& � #.(1&() (*& '* %� � (& -�)*�+� �
 �(0'#+ '* -'&.( �1� #(. � (* 1%�0#-*&�1%$$-*& $(+ 0-++-
(+ -���'-&+ �( �+7� -�) *� �- �



	��

����������� ��

� � � � � #.%$� # � � � � � �%�(* � -*� ( � � � � #(*� (.
 � � -�(+#-* ) (&�%�+ /%. /.(�'(*& &(.) +#* &( & � �%�($+ %/ 1%*&-
 #%* -*� &�( �($&- +�'-.( +&-&#+&#1 � �* � 	
����� 

 ��  �
� ���� � � ��� 

 ��  � �	
 �� �� ��  ������� ����
 �
���� 

 � 
	�� �� 	��� � ���� �
� � � $0�%*+( � � � �).-*# � � � �2� � � � 0 (#&2 � � �� � ! (2-%'. � -*� ! � "% 1�( � # .�0-.-&#%* �(+

�%**�(+ (& -*-$$+( �(+ .�+'$&-&+ �(  ��� ,�� � %* &�	����  � ���
� ���'� �� (����� ���	� �� & )��(� *++,- . � ���	 /01 � 2+, � �%$') ( � � 0-
(+ 33% 			� 4� 	� 5'#* ���� �
% � �*&%*($$#+ -*� � � & -$$%0 %'$%+ � � 0$%.#*
 &(.) ��%1') (*& ) -&.#1(+ /.%) ) -&.# )%�($+#* &( & ) #*#*
 � ���4 � (%�! �( & ! #* #*
 �%.6 +�%0 �
# � � 22%0-.� # � ! � & #.%$-) # � -*� 7 � �-* " #+5� (.
(* � %*�(+&#
-&#*
 &�( .($-&#%*+� #0 � (&8((*$-*
'-
( ) %�($ 0 (.0$( #&$ -*� #. 0.(1#+#%*�.(1-$$ ) (-+'.(+ � %* � 	
����� 

 ��  *9��� �� � �	���
� � �

 	� 
 : ��	�� �� / ;�
<�  � 

 �
 
	� ���
 : �	�;� �
)�� =�:- � 0-
(+ >43%>?� � ���> �

0 � @--$(* � �
	� 1	'��� / ���	�A���
� � 7 $'8(. � ��� 	 �
� � " � @ -1� -*� ! � % � �%.�-* � #(-.*#*
 +0 (1&.-$ 1$'+&(.#*
 � %* ��;��� � � �	� � �
 
	.

� ���
 � 	
��� �� ����� � )����- � �%$') ( 	4 � ���� �
# �  � @ -6(. � � � 0 %/) -** � � � 7 � ! 1�-$$') � -*� # � #-*
 � � � #(.-.1� #1-$ 0.%�-� #�$#+&#1 ) %�($ /%. *%�($&$ �(&(1&#%* #* &( & � 1"# -��+*++� ��*� �� *) �+�)�B�� �-C+�3B�+�DD� �+�B� -� �-BC ���EC � +'�)#&&(� &% F%# ( ,33 � 	333 �
� � @ -*(.5 (( � ( � ! (.'
' � % � ( �  � #$$%* � -*� � � &�%+� � � $'+&(.#*
 8 #&� @ .(
)-* � #�(.
(*1(+ �
%* � 	
����� 

 ��  
 
�	�� ���� � �	���
� � �

 	� 
 / ��� � ��� � ���� �

� ��# � @ (*2�1.# (& -$ � � 	���'� � � 2�� ��� �� �
G�H �
�  IJ ( ��� ����'� � �4 ��
 �
� ��
 '*%� � 	3K 	 �

! � � � @ (..$� ( � � �  ') -#+ � -*� & � � � L ,@ .#(* � M +#*
 $#*(-. -$
(�.- /%. #*&($$#
(*&#*/%.) -&#%* .(&.#(�-$ � ���� 	;�N � >? �� � ��?>O�3� � 	33� �
� �! � @ #+�%0 -*� ! � � � � #00#*
 � � � #(.-.1� #1-$ $-&(*& �-.#-� $( ) %�($ /%. �-&- � #+'-$#P-&#%* ��000 �	������
� 
 � ���	 �� ����� �� � ����  � �� ���  �� �Q �>� ��K 	O�3> � 	33K �
R � @ #++%* � S�-$'-&#%* (& 1-&�
%.#+-&#%* � T%'.*�( �( &.-�-#$ U�00$#1-&#%*+ � �00.(*&#++-
((& �1�'#+#&#%* �(+ �%**-#++-*1(+ � 0-.&#. �( �( &(+V �A3CTE � � �QQ 	 �
 � ! � @ $(# � � � # � R .#3 &� + � ! � % � T%.�-* � -*� T � @ � �(*(*�-') � W #(.-.1� #1-$ &%0#1 ) %�($+-*� &�( *(+&(� �� #*(+( .(+&-'.-*& 0.% 1(++ � %* ��;��� � � �	� � �X 
	Y ���
 � 	
���������Y � )����- � �%$') ( 	4 � 0-
(+ �>?O��� � �QQ� �



	?� ���� ���������

 � ! � @ $(# -*� T �  � #-�(.&$� �%..($-&(� &%0#1 ) %�($+ � %* ��;� �� � � �	� � �X 
	Y ���

� 	
����� ����Y � )����- � �%$') ( 	K � 0-
(+ 	�?O 	�� � �QQ4 �

 � ! � @ $(# � � � 	 � F
 � -*� ! � % � T%.�-* � #-&(*&  #.#1� $(& -$$% 1-&#%* � %* ��;� �� � � �	� ��X 
	Y ���
 � 	
����� ����Y � )� ���- � �%$') ( 	� � 0-
(+ 4Q 	O4QK � �QQ� �
@ � � � @%+(. � % � ! � R'$%* � -*� 
 � F � 
-0*#6 � � &.-#* #*
 -$
%.#&�) /%. %0&#) -$ ) -.
 #*1$-++#�(.+ � %* � 	
����� 
X ��  ,�� ��� � �
	���
< 
 �
Y< �����
� � (�	�� �� 
	�
)��(�- � 0-
(+ 	��O 	�� � 	33� �

! � @%'$$� � !L # � - @ -$(+ %0&#) -$ � #+1.(&#P-&#%* ) (&�%� /%. 1%*&#*'%'+ -&&.#�'&( � ��.
���  (�	�� � &% -00 (-. � �QQ4 �

! � @ .-*� � %*1.() (*&-$ +#*
'$-. �-$'( �(1%)0%+#&#%* %/ '*1(.&-#* �-&- 8 #&� )#++#*
 �-$'(+ �
%* � 	
����� 
X ��  ��� 0 �	
< � �
X 	� 
 �
Y< ��	 ���
 )0 ��- � 0-
(+ ?Q?O
?�Q � �QQ� �

� � @'*&#*( � 
-.#-&#%*-$ ( &(*+#%*+ &% �! -*� )'$&#*%) #-$ #�� � %* � 	
����� 
X �� �I�� 0 �	
< � �
X 	 � 
 � ����  (�	�� )0 ��(- � 0-
(+ �>O>� � �QQ� �
� � @'*&#*( -*� � � T-6'$#* � �00$$ #*
 � #+1.(&( #�� #* �-&- -*-$$ +#+ � %* � 	
����� 
X �� *��� �
X 	� 
 ��	��� �� � � 	 ��� ��� � � �� ���  � )���- � 0-
(+ �3O44 � �QQ� �
� � @'*&#*( -*� � � T-6'$#* �  #+1.(&( 1%)0 %*(*& -*-$$ +#+ � %* � 	
����� 
X ��  �� A.

�< ��H (�� � � �	����	 �� 1���	 � ����
 � � ��������� � �� �< ��Y �����
 � 	�< ���;��
	���
< )�(�1�- � 0-
(+ 	O>> � �QQ4 �
� � @'*&#*( � T � #�/+&.�) � � � #(.&&' � -*� 7 � 
-$&%*(* � �%0#1�+0 (1#�1 $#*6 -*-$$ +#+ '+#*
 #*�

�(0 (*�(*& 1%)0 %*(*&+ /%. #*/%.) -&#%* .(&.#(�-$ � %* � 	
����� 
X �Y 	��� � ��
�����
X 
	 � 	��� ��� � � �� ��� � *��, �
	���
< � ( �� �� ��� �� � 0-
(+ �?O�� � �QQ� �
T � � � �-**$� R -# � � /-1&%. ) %�($ /%. � #+1.(&( �-&- � %* � 	
����� 
X ��  * ��� � �� �.

�	���
� � �
X 	� 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���
 : �	�;� � )�� =�:- �0-
(+ 	��O 	�3 � �QQ� �
L � �-00 � � � � ! %'$#*(+ � -*� � � "$�(* � �X 	� � � ��� � �	�
; � 
��� )�< 	�� 	� 	�� � � ���������- � �0.#*
(.�
(.$-
 F (8 	%.6 � %*1 �� �QQ� �
L � �-00 � � � � # � "%� (.& � -*� � � "$��* � �� �"T�! # � � .-*+� #) (*+#%*-$ !�!� /%.R-'++#-* ) # &'.(+ �-�-#$-� $( -+ � +%'.1( 1%�(� � �QQ> � M"# ���� ������ �� ! �"# � �$%�

&'B��"�'�%(5E !7� �
� � ��-&�($� -*� � � T � �%$$#*+ � � �	
�����
 �
 Y ����;�	��� �� ����� � ��-0) -* ) W -$$ �

	3KQ �
# � ��((+() -* -*� T � �&'&P � @ -$(+#-* 1$-++#�1-&#%* �-'&%1$-++� � ��(%.$ -*� .(+'$&+ � %*��;��� � * 
N ���  / ���
;	� �� / ��� � ��� � 0-
(+ 	�>O 	KQ � !%� # .(++ � 	334 �
� � � � ��(* -*� T � R%%�)-* � �* ()0#.#1-$ +&'�$ %/ +) %%&� #*
 &(1�*#�'(+ /%. $-*
'-
( ) %�

�($#*
 � %* � 	
����� 
X ��  I+ �� ��� � � ��� 
X ��  � ��
�����
 X 
	 �
Y< �����
� �
( ��� ������ )� �(- � 0-
(+ > 	QO> 	K � 	334 �

� � 	 � 	 � ��%# � ���-*1(+ #* �%) -#* #*�(0 (*�-*& $#*(-. &( & +(
)(*&-&#%* � %* � 	
���� �

X ��  �
X 	� 
X � 
	�� �Y 	��� ���< �	 
X ��  � �( � �(-&&$( � �� � �QQQ �



	?�

7 �� � ��'.1� -*� � � � � R-$( � #%#++%* ) # &'.(+ � �
�	� � 
X � ���	� � (�����  0� � 	�� �
	��� �	4>O 	3Q � 	33� �

�#�� � �.%++ #-*
'-
( ��-$'-&#%* �%.') � �QQQO�QQ4 � M"# ���� ������ �'C"$ �'BE�B!�# �
�%�� �

� � � $�.%& � L � �%$$#* � L � �-00 � � -*� � � ! %'$#*(+ � #( ) %�$$( U)%*%) -*#-�'(V � '* )%�
�$$( +&-&#+&#�'( +#)0$( 0 %'. $ ,-*-$$+( ( 0$%.-&%#.( � ,'* 1%.0'+ �( &( &(+ � %* �
 � �
'�� �	���
� � ��	 �� 1
� �� � � �4 � )��1 � 2�+- � #- " %1�($$( � �QQ� �

� � R � �% 1�.-* � ��( χ2 &(+& %/ 
%%�*(++ %/ � & � �� �� 
X � ��� Y����� � � ���������� �> �
> 	�O>�� � 	3�� �

 � T � �%�(* � �.%) �-� ($ &% 6*%8 $(�
( �  -&- ) #*#*
 $-.
( � #
 #&-$ 1%$$(1&#%*+ � / .( �A
� �� �� � � 	� �>� � �QQ4 �

! � �%.# -*� T � #�%* � #- 1%*+&#&'&#%* �' ��# � �&'�( � #+&%.#�'( �(+ ��*%) #*-&#%*+ (& �(+1%*1(0&+ � �	���Y  � ���
Y ���'� �� ����� � �> �>� �� 	O�� � �QQ� �
� � ! � �%�(. -*� T � � � ��%) -+ � 0 �Y  �� 
X �X 
	Y ���
 �� 
	� � T%�* � #$($� F (8 	%.6 �

	33Q �
R � �.-*( � � �-& �% $%' �% 8 #&� - ) #$$#%* � %%6 + � / .( �A � �� �� � � 	� �>� � �QQ4 �
F � �.#+&#-*#*# � T � ��-8(��-$ $%. � -*� W � #%�� # � #-&(*& +() -*&#1 6(.*($+ � %* � 	
���� �

X ��  �� �� � �	���
� � �
X 	� 
 � ����  (�	�� )� ��(- � ! %.
-* 7 -'/) -* �
�QQ 	 �

 � " � �'&&#*
 �  � " � 7 -.
(. � T � L � #(�(.+(* � -*� T � � � �'6($� �1-&&(.�
-&�(. � � 1$'+&(.�
�-+(� -00.%-1� &% �.%8 +#*
 $-.
( �% 1') (*& 1%$$(1&#%*+ � %* � 	
����� 
X ��  �,�� � ��� �	���
� � �
X 	� 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���
 : �	�;� � )��.
=�:- � 0-
(+ > 	KO>�3 � 	33� �

� � � �  ((.8(+&(. � � � � �  ') -#+ � � � 7 � #-*�-'(. � R � � � �'.*-+ � -*� " � � � W -.+�)-* �
%*�( #*
 �$ $-&(*& +() -*&#1 -*-$$ +#+ � �
�	� � 
X ��  �Y 	��� �
���� 
X �X 
	Y ���

� ���� � 	�4� �>3 	O�Q? � 	33Q �

� � # �  ()0+&(. � F � ! � #-#.� � -*�  � @ � "'� #* � ! - #)') $#6($#�%%� /.%) #*1%)0$(&( �-&-
� #- &�( �! -$
%.#&�) � �
�	� � 
X ��  :
�� � � ��������� � �
���� � @ >3 �	O>K � 	3?? �

� �  #*
 � � � W ( � -*� W �  � �#) %* � L* &�( (�'#�-$(*1( %/ *%**(
-&#�( ) -&.# /-1&%.#P-�&#%* -*� +0 (1&.-$ 1$'+&(.#*
 � %* � 	
���� � 
X ���� � �	���
� � �
X 	 � 
 / ���
� ��� )�/�- � 0-
(+ 4Q4O4 	Q � �QQ� �

� �  #*
 � � � # # � -*� � � #(*
 � F %**(
-&#�( ! -&.# �-1&%.#P-&#%* -*� # .%�-� #$#+&#1 #-�&(*& �() -*&#1 %*�( #*
 � ��'#�-$(*1( � 1� #�+�'-.( +&-&#+&#1 � -*� - �$�.#� )(&�%� � %*
� 	
����� 
X ��  *��� � ���
� � �
X 	� 
 �	��� ��� � � �� ��� � )���� 2�9- � �QQ4 �

 �  %*%�% -*� 
 � �&%��(* � � �(* �% (+ *%*�*(
-&#�( ) -&.# /-1&%.#P-&#%* 
 #�( - 1%.�.(1& �(1%)0%+#&#%* #*&% 0-.&+ � %* ��;��� � � �	� � �X 
	Y ���
 � 	
��� �� ����Y �
)� ���- � �%$') ( 	4 � �QQ� �

" � L �  '�- � # � � � W -.& � -*�  � R � �&%.6 � � ���	 ����� �� ����
 � � #$($�%*&(.+1#(*1(
#'� $#1-&#%* � �QQQ �



	?4 ���� ���������

� � � �  ') -#+ � �*�-*1#*
 0 (./%.) -*1( #* $-&(*& +() -*&#1 #*�( #*
 �#�%� .(&.#(�-$ � �(1�*#1-$
" (0 %.& �!��"W�Q 	?��? � @ ($$1%.( � 	33Q �

� � � �  ') -#+ � #-&(*& +() -*&#1 #*�( #*
 �#�%� -*� �"���� � %* ��  � �
� �4 � :0 .�	�;� ��
X 	� )�:0 �*- � 0-
(+ 	Q�O 		4 � 	33� �
! � � $�@ $P( � T ��! � �%..(+�! %.(*% � -*� � � @ �1�(& � #('&�%* .(*�.( -'&%) -&#�'() (*& � ��+-.1( �'# $' # -00-.&#(*& � �00$#1-&#%* -' 5 (' �' �� #.-*��! #&&(..-1 � %* / �� �� ���� �

�� �
X G	 � &�	���Y  � ���
Y ���'� �� (���� � ���	� �� & )��(� *��,- . � ���	
/01 � 2�, � �%$') ( � � 0-
(+ 	��O 	>� � 4� 	Q 5'#* �QQ� �

� � �.-*6 � L* 7'�* ,+ W'*
-.#-* ) (&�%� � - &.#�'&( /.%) W'*
-.$� �(1�*#1-$ " (0 %.&
�"��QQ�� 	� � �
(.��.$ " (+(-.1� R .%'0 � @'�-0 (+& � �QQ� � M"# ���� ������ �' �"C�" �
���"�%" ������% ��6 � �6 ���E C �

� � R-$( � R%%��&'.#*
 +) %%&� #*
 8 #&�%'& &(-.+ � �(1�*#1-$ " (0 %.& 3� �� � �� ) � @ ($$ #-�
� %.-&%.#(+ � 	33� � M"# ���� ���'E ��"CC�CB�  �'�E �'E�E  ��"�B%�E"#�  � !B���'�D6 �
� �� �

T � " � R-$$#(.+ -*� 7 � � � T%*(+ � 0;� ������ � ���	� � (�����  � 	
����� ����Y � � #(1&'.(
F %&(+ #* � .&#�1#-$ %*&($$#
(*1( � �0.#*
(. � 	33� �

� � R-'++#(. -*� � � R%'&&( � " ($-&#%* � (&8((* ##�� -*� F!� -*� #)0$#1-&#%*+ � %*
� 	
����� 
X ��  *� �� � �� � �	���
� � �
X 	� 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X�X 
	Y ���
 : �	�;� � )�� =�:- � 0-
(+ 4Q 	O4Q� � �QQ� �

� � R-'++#(. � � � R%'&&( � 7 � #%0-& � -*� � � ��(* � � � #(.-.1� #1-$ ) %�($ /%. 1$'+&(.#*
 -*�1-&(
%.#+#*
 �% 1') (*&+ � %* � 	
����� 
X ��  *+ �� � ��.�:� = 0 �	
< � �
 � �
'� ��Y 
�: : ��	�� � 0-
(+ ��3O��? � �QQ� �
# � 
 � R (� $(. � � �  � W %$'� � -*� ! � �($$#*
 � ��( .-&( -�-0&#*
 0%#++%* ) %�($ /%. #*/%.) -�&#%* .(&.#(�-$ -*� %� 5 (1& .(1%
*#&#%* � %* � 	
����� 
X � ��( � �	���
� � �
X 	�

 � ����  (�	�� � �QQ4 �

! � R #.%$-) # -*� � � 7 -��* � L* -* (�'#�-$(*1( � (&8((* ##�% -*� # � � %* � 	
����� 
X
��  *9�� � �� � �	���
� � �
X 	 � 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���

: �	�;� � )�� =�:- � 0-
(+ �>>O�>� � �QQ> �

� � R%'&&( � �'&%) -&#1 (�-$'-&#%* %/ ) -1� #*( &.-*+$-&#%* �'-$#&$� �QQ4 � M"# ���� ������ �
7% '" �7"%�7 �'�E ����C!'B� !�# ����B'�E"#� ����	�����
�"�BC ���$ �

� � R%'&&( -*� � � R-'++#(. � � 0.%�-� #$#+&#1 #*&(.0.(&-&#%* %/ 0.(1#+#%* � .(1-$$ -*� X �+1%.( �
8 #&� #)0$#1-&#%* /%. (�-$'-&#%* � %* � 	
���� � 
X ��  0 �	
< � �
 � �
'� ��Y 
 �: : .
��	�� )0 ��:- � 0-
(+ >��O>�3 � �QQ� �

� � # � R .#3 &� + -*� ! � �&($�(.+ � � 0.%�-� #$#+&#1 -00.%-1� &% +() -*&#1 .(0.(+(*&-&#%* � %*
� 	
����� 
X ��  *+ �� ��� � �
X 	� 
X ��  �
����; � �� � �
���� � �QQ� �

� � # � R .#3 &� + -*� ! � �&($�(.+ � � #*� #*
 +1#(*&#�1 &%0#1+ � � 	
���� � 
X ��  � ���
� �����Y� 
X � ����� 	Q 	 �+'0$ 	� ����KO��>� � �QQ� �
! � W -$6 #� # � 	 � @-&#+&-6 #+ � -*� ! � 
-P #.
 #-**#+ � L* 1$'+&(.#*
 �-$#�-&#%* &(1�*#�'(+ � �.

�� ���  � �X 
	Y ���
 ����Y � �
�	� �� 	� ��O>� �	Q?O 	�� � �QQ 	 �



	??

� ��W � � � W -* � R � 7 -.$0#+ � 
 � 7') -. � -*� @ � ! %�-+�(. � W$0 (.
.-0� �-+(� 1$'+&(.#*
#* � #
��� #) (*+#%*-$ �-&- +(&+ � � +')) -.$ %/ .(+'$&+ � �000 � �� ��� 
X ��  ������ ��
YY ��� 
 / ��� 0� � 	�� � � 	�	� � 	33K �
! � W (-.+& � �( &� #$#*
 � �(
)(*&#*
 &( &+ #*&% )'$&#�0-.-
.-0� +'�&%0#1 0-++-
(+ � �
Y.
< �����
� � ( ��� ������ � �> �	� �>>O4� � 	33? �

� � W%/) -** � M*+'0 (.� #+(� $(-.*#*
 �$ 0.%�-� #$#+&#1 $-&(*& +() -*&#1 -*-$$ +#+ � ����� 
(�	�� �
�	� �� �� �	� �	??O 	34 � �QQ 	 �

� � W%/) -** -*� T � #'P #1�- � �&-&#+&#1-$ ) %�($+ /%. 1%�% 11'..(*1( �-&- � �(1�*#1-$ .(0 %.& �
! -++-1�'++(&+ %*+&#&'&( %/ �(1�*%$%
$� � .&#�1#-$ %*&($$#
(*1( #-� %.-&%.$� 	33K � M"#
$�� ������C!'B� !�#  �B! �E !� �"���B!����C!'B� !�# ����� � �DDD�� �
 � �	�� ��  �

# � L � W %$(. � F%*�*(
-&#�( ) -&.# /-1&%.#P-&#%* 8 #&� +0-.+(*(++ 1%*+&.-#*&+ � �
�	� � 
X
� ����  (�	�� : ��	�� � � �	��?O 	�43 � �QQ� �

 � W'$$ � M +#*
 +&-&#+&#1-$ &(+&#*
 #* &�( (�-$'-&#%* %/ .(&.#(�-$ ( 0 (.#) (*&+ � %* � 	
���� �

X ��  �9�� � �� � �	���
� � �
X 	� 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���

: �	�;� � )�� =�:- � 0-
(+ >�3O>>K � 	33> �

� � W$�-.#*(* � T � 7 -.�'*(* � -*� � � L5 - � ��< � � �
Y<
  � �� ��� �� � � #$($�
%*&(.+1#(*1( � �QQ 	 �

� � 7 � T-#* � ! � F � ! '.0�$� -*� # � � $$** �  -&- 1$'+&(.#*
 � - .(� #(8 � � �� �
Y< ����
��	;��� > 	�>� ��4�O>�> � 	333 �

T ��F � T(-**(*($� #( ���-& -'&%'. �(+ 0.%5 (&+ �( *') �.#+-&#%* � .(�'( �( 0.(++( � �QQ� � M"#
���� ������ ��#$ �$%��B�" ��"%#E !#�'�E5����C" ���E �

� � T($#*(6 � � ��������� � � ��
�� X 
	 �< �� : �
����
 � !%� # .(++ � 	33? �
� � T%-1� #) + � �( & 1-&(
%.#P-&#%* 8 #&� +'0 %.& �(1&%. ) -1� #*(+ � #(-.*#*
 8 #&� )-*$ .(�$(�-*& /(-&'.(+ � %* � 	
����� 
X ��  ���� 0 �	
< � �
X 	� 
 � ����  (�	��
)0 ��(- � 0-
(+ 	>?O 	�� � 	33K �

 � T'.-/+6$ -*� T � W � ! -.&#* � �< �� �� (�����  � 	
����� � � � �	
�����
 �
 � ���	� �
(�����  � 	
����� H �
Y< �����
� � ( ��� ������H �� �< �� : �
����
 � # .(*&#1( W -$$
#�" � �QQQ �

" � 7 -**-* � � � 
()0-$- � -*� � � 
(&&- � L* 1$'+&(.#*
+ � R%%� � �-� -*� +0 (1&.-$ � %* � 	
�.���� 
X ��  + ��� ��� � ��Y<
���Y 
 ��  1
�����
 
X �
Y< ��	 � ��� )1���- �0-
(+ >4?O>?? � �QQQ �
� � ! � 7 -&P �  #+&.#�'&#%* %/ 1%*&(*& 8%.�+ -*� 0�.-+(+ #* &( & -*� $-*
'-
( ) %�($$#*
 ��
�	� � 
X � ���	� � (�����  0� � 	�� � � �	� �	�O�3 � 	334 �
� � 7 (.$% 1� -*� # � R-$$#*-.# � � &.-1&#%* � ,#*/%.) -&#%* � 0-.&#. �( ) %�$$(+ �( ! -.6%�1-1��+ � %* / �� �� ���� � �� �
X G	� &�	���Y  � ���
Y ���'� �� (���� � ���.
	� �� & )��(� *��,- . � ���	 /01 � 2�, � �%$') ( � � 0-
(+ 	��O 	�> � 4� 	Q 5'#* �QQ� �

� � 7%�%*(* � (� #&%. � � �X .
	� ��� �� Y �< � � �0.#*
(.�
(.$-
 � 	33? �
� � 7%$(*�- -*� # � 7 � W -*+(* � %*�(0 (*�(*& 1%)0 %*(*&+ #* &( & � 	333 �



	?K ���� ���������

T � @ � 7 .'+6-$ � F %*) (&.#1 )'$&#� #) (*+#%*-$ +1-$#*
 � - *') (.#1-$ ) (&�%� � � ����
Y �	��� �
�3 ��� �		�O 	�3 � 	34� �

W � 7'�* � ��( W'*
-.#-* ) (&�%� /%. &�( -++#
*) (*& 0.%� $() � � �;� � : ��	�� (
� �����
���	�	 �� � � �K>O3? � 	3�� �

� � #-�-� #� � 	 � " %) (.% � -*� # � �#&� %* � �(
)(*&-&#%* (& 1$-++#�1-&#%* � �(' 0%$#&#�'(+ 1%) �0$�)(*&-#.(+ � %* / �� �� ���� � �� �
X G	� &�	���Y  � ���
Y ���'� �� (����� ���	� �� & )��(� *��,- . � ���	 /01 � 2�, � �%$') ( � � 0-
(+ 	K>O 	3� � 4� 	Q 5'#* �QQ� �
7 � #-
'+ � � � W %*6($- � � � 7 -+6 # � -*� � � 7%�%*(* � � �@�L! /%. &( &'-$ �-&- ) #*#*
 ��	��� ��� � � �� ��� � : ;�N � 	> ���4� �>��O>4� � 	333 �
� � 7 � #-*�-'(. -*� � � � �  ') -#+ � � +%$'&#%* &% # $-&% ,+ 0.%� $() � ��( $-&(*& +() -*&#1-*-$$ +#+ � ��(%.$ %/ &�( -1�'#+#&#%* � #*�'1&#%* � -*� .(0.(+(*&-&#%* %/ 6*%8 $(�
( � � ��.

��
 �
� ��� � : ;�N � 	Q� �� 		O��Q � 	33? �
� � 7 � #-*�-'(. � # � � � �%$&P � -*�  � #-�-) � %*&.%�'1&#%* &% $-&(*& +() -*&#1 -*-$$+#+ �
/ ���
�	�  � 	
��� �� �� ���3O�K� � 	33K �

7 � #-*
 � F (8 +� ((�(. � #(-.*#*
 &% � $&(. *(&*(8 + � %* � 	
����� 
X ��  �* �� � ��(� �	���
� � �
X 	� 
 � ����  (�	�� � 0-
(+ >> 	O>>3 � 	33� �
� � #-*
( � 
 � "%&� � ! � # � @ .-'* � -*� T � ! � @'�)-** � �&-� #$#&$��-+(� �-$#�-&#%* %/ 1$'+�&(.#*
 +%$'&#%*+ � � �	� � �
Y< �����
 � 	4 �4� �	�33O 	>�> � �QQ� �
# � # (�-.& -*� � � �-$() � �� ��� � �������'� �� / 
G� �4 �� � �� �  '*%� � 	3KK �
 �  � # (( -*� W � � � �('*
 � � $
%.#&�)+ /%. *%*�*(
-&#�( ) -&.# /-1&%.#P-&#%* � %* ��;���� � �	� � �X 
	Y ���
 � 	
��� �� ����Y � )����- � �%$') ( 	> � 0-
(+ ��4O�4� � �QQ 	 �
 �  � # (8 #+ � " ('&(.+�� 	�?K � � #+&.#�'&#%* 	 �Q � 	33? � M"# ���� ������ ��B� !��C"� ! �'�E�%" ��% '" ��" � '�CC"'� !�#  �%"��"%  � ���� �
 �  � #(8 #+ � F -#�( �@ -$(+� -& /%.&$ � ��( #*�(0 (*�(*1( -++')0&#%* #* %*/%.) -&#%* " (�&.#(�-$ � %* � 	
����� 
X ��  ���� 0 �	
< � �
X 	� 
 � ����  (�	�� )0 ��(- �0-
(+ �O 	� � 	33K �
T � @ � ! -1�'((* � �%) ( ) (&�%�+ /%. 1$-++#�1-&#%* -*� -*-$$ +#+ %/ )'$&#�-.#-&( %� +(.�-�&#%*+ � %* � 	
���� � 
X ��  1 �X �� � 	��� ��Y<
���Y 
 � ��� Y�����H � ��������� ��
� 	
A�A����� � �%$') ( 	� 0-
(+ �K 	O�34 � 	34? �

# � ! -#+%**-++( -*� � � �-)� ($$#* # �  �0 (*�-*1(+ +$*&- #�'(+ (& ) �&�%�(+ �( ��&(1&#%*
�( 0-++-
(+ 0 %'. '*( +(
)(*&-&#%* +'. $( $% 1'&('. (& $( &�$)( � %* / �� �� ���� �
�� �
X G	 � &�	���Y  � ���
Y ���'� �� (���� � ���	� �� & )��(� *��,- . � ���	
/01 � 2�, � �%$') ( � � 0-
(+ 	��O 	4� � 4� 	Q 5'#* �QQ� �

% � ! -*# � ��;��� � ���
Y ���� �4 � ��YY�	�����
 � !%� # .(++ � 	333 �
� �  � ! -**#*
 � # � " -
�-�-* � -*� W � �1�'&P( � � �	
�����
 �
 �X 
	Y ���
 : �	�;� ���-)�.#�
( M*#�(.+#&$ # .(++ � �QQ? � �% -00 (-. � ��� �!#$�%EB� !�#%"�% !"�BC ��%� �
T � ! -+%* � �0-)� ++-++#* 1%.0'+ � �QQ� � M"# ���� ��� �BE B  B  !# �B�B'�" ��%�����C!''�%�� � �



	?3

M � ! -'$#6 -*� � � @ -*�$%0-��$-$� #(./%.) -*1( (�-$'-&#%* %/ +%) ( 1$'+&(.#*
 -$
%.#&�)+-*� �-$#� #&$ #*� #1(+ � �000 �	������
� 
 <���	 �� ����� �� Y ����  � �� ���  �� ��
�	�� �	4�QO 	4�� � �QQ� �

� � ! 1�-$$') -*� 7 � F #
-) � � 1%)0-.#+%* %/ (�(*& ) %�($+ /%. F -#�( @ -$(+ &( & 1$-+�+#�1-&#%* � %* ����.�� �
	���
< 
 (�	�� X 
	 �4 � ���� 
	�����
 � 0-
(+ � 	O�K �
	33K �

� � 7 � ! 1�-$$') � @%8 � � &% %$6 #& /%. +&-&#+&#1-$ $-*
'-
( ) %�($#*
 � &( & .(&.#(�-$ � 1$-++#� �1-&#%* -*� 1$'+&(.#*
 � 	334 � M"# ���� ������ �' �'E� �"���&E ''BCC�E ���� �
� � ! (# -*� � � ��-# �  #+1%�(.#*
 (�%$'&#%*-.$ &�() ( 0-&&(.*+ /.%) &( & � �* ( 0$%.-&#%*%/ &()0%.-$ &( & ) #*#*
 � %* � 	
���� 
X ��  �; �� � �� ��=*// � �	���
� �

�
X 	� 
 * 
N ���  ����
;	� � ���� Y ��� � 0-
(+ 	3KO�Q? � �QQ� �
! � ! (#$- � �%)0-.#*
 1$'+&(.#*
+ �$ &�( �-.#-&#%* %/ #*/%.) -&#%* � %* � 	
����� 
X �� �9�� �
X 	� 
 (�	�� �� 
	� )��(�- � 0-
(+ 	?>O 	K? � �QQ> �
� � ! #*6- -*� T � #-� (.&$� � 0 (1&-&#%*�0.%0-
-&#%* /%. &�( 
(*(.-&#�( -+0 (1& ) %�($ � %*
� 	
����� 
X ��  �
X 	 � 
 ��	 ��� �� � � 	��� ��� � � �� ��� � )���- � 0-
(+ >��O
>�3 � �QQ� �

� � ! � ! #&1�($$ � �����  (�	�� � ! 1R .-8�W #$$ W #
�(. ��'1-&#%* � 	33? �
T � � � ! %+#) -** � L* &�( 1%)0%'*� )'$&#*%)) #-$ � #+&.#�'&#%* � &�( )'$&#�-.#-&( β�

� #+&.#�'&#%* � -*� 1%..($-&#%*+ -) %*
 0.%0 %.&#%*+ � � �
Y �	��� � �3 �	O�� �4�OK� � 	34� �
" � ! � F (-$ -*� R � � � W #*&%* � � *(8 � #(8 %/ &�( �! -$
%.#&�) &�-& 5'+&#�(+ #*1.() (*&-$-*� %&�(. �-.#-*&+ � �(1�*#1-$ .(0 %.& � M*#�(.+#&$ %/ �%.%*&% �  (0-.&) (*& %/ �%)0'&(.

�1#(*1( � 	33> �
� � 	 � F
 � ! � % � T%.�-* � -*� 	 ��(#++ � L* +0 (1&.-$ 1$'+&(.#*
 � �*-$$+#+ -*� -* -$
%.#&�) � %*��;��� � � �	� � �X 
	Y ���
 � 	
��� �� ����Y � )� ���- � �%$') ( 	� � 0-
(+ K�3OK�4 �
�QQ� �

7 � F #
-) � � � 7 � ! 1�-$$') � � � ��.'* � -*� � � ! � ! #&1�($$ � �( & 1$-++#�1-&#%* /.%) $-� ($(�-*� '*$-� ($(� �% 1') (*&+ '+#*
 �! � �����  (�	�� � >3 ���>� �	Q>O 	>� � �QQQ �
� � W � #-0-� #) #&.#%' -*� 7 � �&(#
 $#&P � �
Y A���
	�� � �< ��Y �����
H � �� 
	���Y � �� �
Y.
< �4 ��� �  %�(. #'� $#1-&#%*+ � 	33K �

� � W � #-0-� #) #&.#%' � W � �-) -6 # � # � " -
�-�-* � -*� � � 
()0-$- � #-&(*& +() -*&#1 #*�( #*
 �
� 0.%�-� #$#+&#1 -*-$$+#+ � %* � 	
����� 
X ��  � �� �
X 	 � 
 � 	���< �� 
X / ���A������Y � )� �/�- � 0-
(+ 	�3O 	4K � �(-&&$( � 	33K �

T � #($&%*(* � T � �#*66%*(* � -*� � � 7 -+6 # �  #+1.#) #*-&#�( 1$'+&(.#*
 %/ &( & �% 1') (*&+ �
%* � 	
���� � 
X ��  � �� � �	���
� � �
X 	� 
 � �	� � �X 
	Y ���
 � 	
�����
)� ����� 2�*- � 0-
(+ 	3�4O 	34Q � �QQ� �

� � #%0 (+1'�@ ($#+ � S�-$'-&#%* *') �.#�'( �( $- .�+%$'&#%* �( $- .�/�.(*1( � �.#&#�'(+ (&0.%0 %+#&#%*+ � �J� J( J � �	���Y  � ���
Y ���'� � �� ����� �Q ��� �		?O 	�4 � �QQQ �
� � W � # .(++ � � � � � �('6%$+6$� � � � � 
(&&(.$#*
 � -*� @ � # � � $-**(.$� � �Y 	��� � : ��< � �� � ��  �	� 
X � �� ��� � �
Y< ���� � �-)�.#�
( M*#�(.+#&$ # .(++ � 	33� �



	KQ ���� ���������

T � 7 � # .#&1�-.� � ! � �&(0�(*+ � -*� # �  %**($$$� %*/(.(*1( %/ 0 %0'$-&#%* +&.'1&'.( '+#*
)'$&#$% 1'+ 
(*%&$0 ( �-&- � = ����� 	�� ��� �3��O3�3 � �QQQ �
T � �'(+-�- � � � 7 #*&+1� � -*� � � R%) (P � � 1%)0'&-&#%*-$ &�(%.$ %/ 1%)0$( 0.%� $()+%$� #*
 '+#*
 $-&(*& +() -*&#1 -*-$$+#+ � %* � 	
����� 
X ��  *+ �� ��� � �
X 	� 
X

��  �
����; � ��� �
���� )��=� �� 2�*- � 0-
(+ ?�QO ?�� � �QQ� �
T ��! � " (*�(.+ � �00$#1-&#%* �(+ ) �&�%�(+ � *%$-' � $- /%'#$$( �( �%**�(+ &( &'($$(+ �
%* � �	���
� � �
X 	� 
 �4 � � ��� )��1 � 2�+- � �QQ� � M"# ���� ��� � !� �
�# !� ���!� !"%  �$%�'!$��B%� !'C" 5���C!" ��"#�"%  �"B# �
 !'�"C5����56 ���� �

" ('&(.+ � " ('&(.+ 1%.0'+ �%$') ( 	 �"�
 	� � �QQQ � M"# ���� ���B���� �%"��"% �'�E�%" "B% '�B#� �B#�B%� �'�%�� � �
# � " #
%'+&( � L � �-00 � � -*� � � 	�%* � ��-$'-&#%* %/ - 0.%�-� #$#+&#1 ) (&�%� /%. '*+'0 (.� #+(�&( & 1$'+&(.#*
 � %* � 	
����� 
X ��  � �	���
� � ��Y<
���Y 
 �<< ��� � �
�������
�
��� �� / ��� �� ����� )���/�- � @ .(+& � �.-*1( � �QQ�- �

# � " #
%'+&( � L � �-00 � � -*� � � 	�%* � %*/(.(*1( /%. 0.%�-� #$#+&#1 '*+'0 (.� #+(� &( & 1$'+&(�.#*
 � %* � 	
���� � 
X ��  �000 �
	���
< 
 � ��������� � ���� � � 	
����� )��� 2�,- �
@%.�(-' � �.-*1( � �QQ�� �

# � " #
%'+&( � L � �-00 � � -*� � � 	�%* � ! %�$$(+ )'$&#�&��)-&#�'(+ ) -.6%� #(*+ 0 %'. $-+(
)(*&-&#%* �( &( &(+ � :� �� � 	;� �� 
�;� �� ���
 �
� �� � � 2�X 
	Y ���
 � �QQ4- �
# � " #
%'+&( � L � �-00 � � -*� � � 	�%* � �'($�'(+ %� +(.�-&#%*+ +'. $( ) %�$$( # � � %* T ��! �


 #0.($� (� #&%. � � ��� �� ��  ��/ �� 0-
(+ K 	3OK>Q � @(+-*&%* � �QQ4� �
� � # � "%� (.& � ( ��
�4 A��G��H � 	���< � � < 	� ��'�� �0.#*
(. � �QQ4 �
� � # � "%� (.& -*� R � �-+($$- � �
 � ��	 �
 � ��������� � � ��
�� � �0.#*
(. � 	333 �
F � "%%*($�  � #-&&(.+%* � ! � R-$'+�6- � -*� 
 �  %�.$*#* � � +1-$(-� $( �%1') (*& 1$'+&(.#*
-00.%-1� /%. $-.
( �%1') (*& 1%.0 %.- � �X 
	Y ���
 � 	
����� �� � ��� Y  �� �� ��� �

		4>O 		?� � �QQ4 �
R � �-$&%* � � � �%*
 � -*� � � � � 	-*
 � � �(1&%. +0-1( ) %�($ /%. -'&%) -&#1 #*�( #*
 ��
YY � J � �� � 	K �		� �4 	>O4�Q � 	3?� �
# � �-'$ -*� � � " %8(#+ � �* #*&.%�'1&#%* &% $% 1-$$$ $#*(-. ()� (�� #*
 � �QQ 	 � M"# ���� �

����� �' ���%�#�� �"���&%��"! �CC"��B�"% �CC"!#�%� ���$ �
� � �(�-+&#-*# � ! -1� #*( $(-.*#*
 #* -'&%) -&(� &( & 1-&(
%.#P-&#%* � � �� �
Y< ���� ��	.;�� � >� �	� �	O�? � �QQ� �
T � ��-8(��-$ $%. -*� F � �.#+&#-*#*# � * 	 � � ��
�� X 
	 � ���	 �� ����� � �-)�.#�
(
M*#�(.+#&$ # .(++ � �QQ� �

T � �� # -*� T � ! -$#6 � F%.) -$#P(� 1'&+ -*� #) -
( +(
)(*&-&#%* � %* � 	
����� 
X ��  �000�
X 	� 
 �
Y< ��	 �� �
 �� � ���	 : �
����
 )��:- � 0-
(+ ?> 	O ?>? � 	33? �
F � �$%*#) � F � �.#(�)-* � -*� F � � #+��$� M*+'0 (.� #+(� �% 1') (*& 1$-++#�1-&#%* '+#*
 +(�

�'(*&#-$ #*/%.) -&#%* ) - #) #P-&#%* � %* � 	
����� 
X ��  *,�� � �� � �	���
� � �
X .
	� 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���
 : �	�;� � )�� =�:- � 0-
(+ 	�3O 	>4 �
�QQ� �



	K 	

F � �$%*#) -*� F � � #+��$�  % 1') (*& 1$'+&(.#*
 '+#*
 8%.� 1$'+&(.+ � #- &�( #*/%.) -&#%*
� %&&$(*(16 )(&�%� � %* : ��	�� �� / ;�
<Y  � � �X 
	Y ���
 : �	�;� �� 0-
(+ �QKO
� 	� � �QQQ �

F � �$%*#) -*� F � � #+��$� ��( 0 %8(. %/ 8%.� 1$'+&(.+ /%. &( & 1$-++#�1-&#%* � %* � 	
���� �

X ��  *I	� 0 �	
< � �
 � �
'� ��Y 
 �X 
	Y ���
 : �	�;� � : ��	�� )0 ��:- � �QQ 	 �

F � �$%*#) -*� 	 ��(#++ � ! - #)') $#6($#�%%� -*� &�( #*/%.) -&#%* � %&&$(*(16 � %* ��;���� � �	� � �X 
	Y ���
 � 	
��� �� ����Y � )����- � �%$') ( 	� � 0-
(+ >>�O>�� � �QQ> �
� � �&-1�*#++ � # #��'*
-.#-* � �'*
-.#-* ) (&�%� � �QQ� �
! � �&(#*�-1� � R � 7 -.$0#+ � -*� 
 � 7') -. � � 1%)0-.#+%* %/ �%1') (*& 1$'+&(.#*
 &(1�*#�'(+ �
%* � 	
����� 
X ��  * 
N ���  / ���
;	� �� / ��� � ��� �
	���
< 
 �4 � � ��� �
�QQQ �

� � T � ��(#+ � 7 � �&-� $&�-**(. � -*� � � �-*-6- � � #.+& .(+'$&+ %* '*#�'(*(++ %/ +0-.+( *%*�*(
-&#�( ) -&.# /-1&%.#P-&#%* � %* � 	
����� 
X 0 �	
< � � ��� � � 	
����� �
X 	�
)0 ���� ��- � �QQ� �

F � � #+��$� � � � � #(.(#.- � -*� � � @ #-$(6 � ��( #*/%.) -&#%* � %&&$(*(16 )(&�%� � %* � 	
�.
���� 
X ��  I ��� ��� � � � �	�
 �
X 	 � 
 �
YY������
H �
 �	
 � �� �
Y< �.
��� � 0-
(+ >4KO>?? � 	333 �

�"�� � � ( & "� &.#(�-$ �%*/(.(*1( � 	33�O�QQ4 � M"# ���� ����%"' �# ! � ����� �
� � 
 #*%6%'.%� � � �$ *%**(
-&#�( ) -&.# /-1&%.#P-&#%* 8%.6+ 8($$ /%. &( & #*/%.) -&#%*.(&.#(�-$ � M"# ���� ���'!�" ""% �! � �� � �"���6����� ���EC � # .(0.#*& � �QQ� �
� � 
 #*%6%'.%� -*� ! � R #.%$-) # � � 0.%�-� #$#+&#1 /.-) (8%.6 /%. &�( � #(.-.1� #1 %.
-*#+-&#%*-*� 1$-++#�1 -&#%* %/ �%1') (*& 1%$$(1&#%*+ � �
�	� � 
X � �� ���  � �X 
	Y ���
 ����Y � �

	K ���>� �	�>O 	?� � �QQ� �
" � 
 #*%& � ������� ����
 ���
Y ���'� � �4 �� ��� �� ���G� 
	�� 
 ��GY ���'�� � ��$+(

�( �% 1&%.-& (* #*/%.) -&#�'( � S1%$( F -&#%*-$( �'0 �.#('.( �(+ � �$�1%))'*#1-&#%*+ � �QQ� �
" � 
 #*%& -*� � � 	�%* � %)0.%� #*
 "% 11� #% 8 #&� 8(-6 $$ +'0 (.� #+(� 1$'+&(.#*
 � %* � 	
���� �

X ��  �+ �� �	
< � �
X 	 � 
 � ����  (�	�� )0 ��(- � 0-
(+ ��4O�4? � �QQ> �

� � ! � 
%%.�((+ � ��( 1$'+&(. �$0 %&�(+#+ .(� #+#&(� � %* � 	
����� 
X ��  ��� � �� � �	.���
� � �
X 	� 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���
 : �	�;� � )�� =�:- �0-
(+ 	KKO 	34 � 	3K� �
W � ! � �-$$-1� � �%0#1 ) %�($#*
 � @ ($%*� �-
�%/�8%.�+ � %* � 	
����� 
X ��  *I	� � �	.���
� � �
X 	� 
 � ����  (�	�� )� ��(- � 0-
(+ 3??O3K� � �QQ4 �
	 � �(#++ � �(
)(*&-&#%* '+#*
 (#
(*�(1&%.+ � � '*#/$ #*
 � #(8 � %* � 	
����� 
X ��  � �	.���
� � �
X 	� 
 �
Y< ��	 ���
 )� ��- � 0-
(+ 3?�O3K� � 	333 �
� � �' � � � # #' � -*� 	 � R%*
 �  % 1') (*& 1$'+&(.#*
 �-+(� %* *%*�*(
-&#�( ) -&.# /-1�&%.#P-&#%* � %* � 	
���� � 
X ��  *9�� � �� � �	���
� � �
X 	� 
 : ��	�� ��
/ ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���
 : �	�;� � )�� =�:- � 0-
(+ �4?O�?> � �QQ> �



	K� ���� ���������

	 � 	-*
 -*� � � # #' � � .(�( -) #*-&#%* %/ &( & 1-&(
%.#P-&#%* ) (&�%�+ � %* � 	
����� 
X
��  **� � �� � �	���
� � �
X 	� 
 : ��	�� �� / ;�
<Y  � 
X �X 
	Y ���
: �	�;� � )�� =�:- � 0-
(+ ��O�3 � 	333 �

� � ��-# � � � 
($#�($$# � -*� @ � 	' � � 1.%++�1%$$(1&#%* ) # &'.( ) %�($ /%. 1%)0-.-&#�( &( & ) #�*#*
 � %* � 	
����� 
X ��  � �� � �� ��=*// � �	���
� � �
X 	� 
 * 
N ��� ����
;	� �� ���� Y ��� � 0-
(+ ?�>O ?�K � �QQ� �
 � ��%' � T � # # � -*� W � ��- � � *(8 )-$$%8 + � #+&-*1( �-+(� )(&.#1 /%. 1%)0-.#*
 1$'+&(.#*
+ �
%* � 	
����� 
X ��  **� � �	���
� � �
X 	� 
 � ����  ��	�� )� ��(- � 0-
(+
	Q�KO 	Q>� � �QQ� �

R � 7 � � #0/ � � �Y� � ��;�
	 �� ��  � 	���< � 
X (���.0� 
	�� ��� #+%* ��(+$($� 	3�3 �



	K>

�����

��# � �%#. -*-$$+( (* 1%)0 %+-*&(+ 0.#*1#�0-$(+-$
%.#&�)((+0 �.-*1() - #) #+-&#%* � �� � �3 � �� � �K � K? � 3 	�
34 � 3K � 			0.%0-
-&#%* � 	��#*1.�)(*&-$ � 	K#*/�.(*1(#&�.-&#�( � 	Q 	+() #�+'0 (.� #+�( � 			+'0 (.� #+�( � 		>

�-.#-&#%**($$( � 	�>
6�)%$(**(+ � �K � 		�-$$% 1-&#%*  #.#1� $(& $-&(*&( � �� � 		K-*-$$ +(
�(+ 1%..(+0 %*�-*1(+ � >Q(* 1%)0 %+-*&(+#*��0 (*�-*&(+ � ��0.#*1#0-$(+ � >Q(* 1%)0 %+-*&(+ 0.#*1#0-$(+ � 	�3( 0$%.-&%#.( � 	� � 	4
� #�.-.1� #�'( )'$&#*%) #-$( -+$) �&.#�

�'( � �?+�)-*&#�'( $-&(*&(0.%�-� #$#+&( � ?4+�)-*&#�'( $-&(*&( � >Q � >>0.%�-� #$#+&( � �K-*&#�)%& � �� � >Q � 3K � 	�K-00.(*&#++-
(
�%**�(+ � ,� 	�Q

�-
 %/ 8%.�+ � �%#. +-1 �( ) %&+
�-$(+#(* �*(� �-00.% 1�(� � K4
� (-) +(-.1� � �%#. .(1�(.1�( 0-. /-#+1(-'
� #
.-)) ( � ��
�'.+&#*(++ � �%#. 1.�0#&() (*&
1-.&( -'&%�%.
-*#+-&.#1( � �Q1-.&( �( 7%�%*(* � �%#. 1-.&( -'&%�%.
-*#�+-&.#1(

1-&�
%.#( � 	>31�-�*( �( ! -.6%� ! %*&( �-.$% � 	Q�1$-++( � 	>31$-++#�1-&#%*
��&(.) #*#+&( � + � 1$-++#�1-&#%* 0.%�-�

� #$#+&( � 	? � 34 � 	>3*%* +'0 (.� #+�( � 	� � �?
� #�.-.1� #�'( � �?*#�(-' �( 
.-*'$-.#&� � 	�+() #�+'0 (.� #+�( � 			+'0 (.� #+�( � 	� � K? � 		>1$-++#�('. �-$�+#(* *-�/ � K?1$'+&(.#*
 � �%#. 1$-++#�1-&#%* *%* +'0 (.� #�+�(1%*&(*& 8%.� � �%#. ) %& 0 %.&('. �( +(*+1%.0'+ � 	� � 	>3

" ('&(.+ � 3Q1%..($-&(� &%0#1 ) %�($ � �%#. ) %�$$( � &�$�)(+ 1%..�$�+1.�0#&() (*& � 4�1.(' � > 	� >?��! � �%#. ) %�$$( � &�$)(+ 1%..�$�+
��1%)0 %+#&#%* (* �-$('.+ +#*
'$#$.(+ � > 	
��)-..-
(+ )'$&#0 $(+ � 	Q�
�(*�%
.-)) ( � �K
� #+1.#) #*-&#�( 1$'+&(.#*
 � �%#. .(
.%'0 (�)(*& � #+1.#) #*-*&
� #+&-*1(

�( @ .(
)-* � �%#. � #�(.
(*1( �( @ .(
�)-*
�( ! -$$%8 + � K�

� #+&.#�'&#%* � �%#. $%#
� #�(.
(*1( �( @ .(
)-* � 43
�% 1') (*& � 	>3
�%'� $( 0-.&#&#%**() (*& � >3
�%'� $( 1$'+&(.#*
 � �%#. �%'� $( 0-.&#&#%*�*() (*&
�1�-*&#$$%**-
( �( R #�� + � 	Q� � 	�Q.-%�� $-168($$#+� � 	Q4



	K� �����

�1�($%**() (*& )'$&#� #) (*+#%**($ � >Q � � 	�! � �%#. -$
%.#&�)( (+0 �.-*1(�)- #) #+-�&#%*(*&.%0#( � ?>
�&#�'(&&( � 	� � 			� 	>3
��-$'-&#%* +'. '*( &�1�( �( .(1�(.1�(

� ,#*/%.) -&#%* � >� � ?4
/%*1&#%* #*� #1-&.#1( � �4 � 	� 	/%.) ( � 	�Q/.��'(*1( #*�(.+�( +'. �%1') (*&+ � >Q � 		4

-#* � ,#*/%.) -&#%* .($-&#/ � ?3R-)) -�#%#++%* � ��R-# � �%#. R-)) -�#%#++%*

�*�.-$#+-&#%* � �(+ �% 1') (*&+ *%* �'+ �

	K

(*(.-&#�( -+0 (1& ) %�($ � �%#. -$$% 1-&#%*

 #.#1� $(& $-&(*&(

%'$%& � ,#*/%.) -&#%* � >K

.%'0 ( � 	�Q

.%'0 () (*& � �%#. 1$-++#�1-&#%* *%* +'0 (.�

� #+�(
�-0- � �� � �� � 	Q 	
W##�� � �%#. -*-$$+( � #�.-.1� #�'( )'$&#�*%) #-$( -+$) �&.#�'(
�$0 (.
.-0�( � � 	
%�� � �%#. -*-$$ +( (* 1%)0 %+-*&(+ #*���0 (*�-*&(+#�/ � �%#. /.��'(*1( #*�(.+�( +'. �%1') (*&+#*� #1( � ,��-$'-&#%*�-$#*+6 #�W -.-�-+P � ?�1% (3 1#(*& �( 0-.&#&#%* � ?>1% (3 1#(*& �( 0-.&#&#%* (*&.%0#�'( � ?>

 -� #(+�@%'$� #* � ?�
 '** � ?�
T-11-.� � ??0'.(&� � ??
" -*� � ??
� #(�@ (*# � ?�#*(.&#(+ #*&.-� (& #*&(.�1$-++(+ � ?�#*/%.) -&#%*
� %&&$(*(16 � �%#. 
%'$%& � ,#*/%.) -&#%*)'&'($$( � >K � ?K0.�1#+#%* � .-00 ($ (& � ��1%.( � ?3.(&.#(�-$ � �%#. .(1�(.1�( � ,#*/%.) -&#%*#*&(.0.�&-&#%* �(+ &�$)(+ � 	3 � 	�?

5 (' ��( �%**�(+� � �%#. �-$#�-&#%* 1.%#+�(
6�)(-*+ � 6�)%$(**(+ � �%#. -$
%.#&�)( 6�)%$(**(+
6(.*($ &.#16 � �%#. *%$-' �-+&'1( �' �
$-&(*&

 #.#1� $(& -$$% 1-&#%* � �%#. -$$% 1-&#%*
 #.#1� $(& $-&(*&(+() -*&#1-*-$$ +#+ � �%#. -*-$$+( +�)-*&#�'($-&(*&(#*�( #*
 � �%#. -*-$$ +( +�)-*&#�'($-&(*&(# � � �%#. -$$% 1-&#%*  #.#1� $(& $-&(*&($()) -&#+-&#%* � ��$#(* +#)0$( � $#(* ) %$(* � $#(* 1%)0$(& � �K$#*6-
( � �%#. $#(*$#++-
( � �� � 		?##� � $% 1-$$$ $#*(-. ()� (�� #*
 � �%#. .(�1%*+&.'1&#%* $% 1-$() (*& $#*�-#.($%
��.-#+()� $-*1( 1%)0$$&( � �%#. -$
%.#&��)( (+0 �.-*1( ) - #) #+-&#%*$%# - 0.#%.#�- 0 %+&(.#%.# � K4

@(.*%'$$# � �3 � 	� 	
� �&- � 	> 	� 	� 	
� #*%) #-$( � 	� 	1%*5'
'�( � K4
 #.#1� $(& � K4 � 	� 	R-)) - � �� � 	� 	)'$&#*%) #-$( � �>O�� � 	� 	
#%#++%* � �> � �� � 4� � 	� 	
� #0/ � 4 	#�� � �%#. -*-$$ +( +�)-*&#�'( $-&(*&(

#�% � �%#. -*-$$ +( +�)-*&#�'( $-&(*&(
) -$�� #1&#%* �( $- � #) (*+#%**-$#&� � ��
!� �W� � �%#. -*-$$ +( � #�.-.1� #�'( )'$&#�*%) #-$( -+$) �&.#�'() -&.#1() -&.#1( � ,-3 *#&� � >�*%.) -$#+�( � >� � >?

�( R .-) � >�
!�!� � �%#. 1�-�*( �( ! -.6%� ! %*&(�-.$%
! � � )'$&#� #) (*+#%*-$ +1-$#*
 � �%#. �1�(�$%**() (*& )'$&#� #) (*+#%**($) �$-*
( � �K � ��



	K�

�( )'$&#*%) #-$(+ � ��
�( )'$&#*%) #-$(+ � �?) �&�%�( �%*
.%#+( � KQ)%�$$(
� &�$)(+ 1%..�$�+ � 4Q

�*�.-&#/ � -+0 (1&+ � �%#. -$$% 1-&#%*  #�.#1� $(& $-&(*&(
� #�.-.1� #�'( � �?)%��$#+-&#%*1%)0&(+ �( ) %&+ � �3 � �> � 4 	� 4�$%*
'('. �(+ &( &(+ � �4)%& � 	�Q0 %.&('. �( +(*+ � 4> � 3K)'$&#0 $( .(+&-.&+ � �%#. ��)-..-
(+ )'$&#�0$(+

*%&-&#%*+ � �4 � 	� 	*%$-' � >�-+&'1( �' � >�*') �.#+-&#%* � 	>
% 11'..(*1( � 	�Q%�(.� &&#*
 � �%#. +'.�-00.(*&#++-
(
0-.&#&#%* � 	�Q0 (.0$( #&� � ?>$(-�(�%*(�%'& � ?�0$-*

�( $- &�$+( � � 	
�( 1$-++() (*& � 	� � 	�Q

� 0$-& � 	�Q
� #�.-.1� #�'( � 	�Q

##�� � �%#. -*-$$+( +�)-*&#�'( $-&(*&(0.%�-� #$#+&(0.�&.-#&() (*& � >Q � >� � 3Q0.%�-� #$#+&#1 $-&(*& +() -*&#1 -*-$$ +#+ � �%#.-*-$$ +( +�)-*&#�'( $-&(*&( 0.%�
�-� #$#+&(

.-1#* #+-&#%* � ��.(1�(.1�(
� ,#*/%.) -&#%* � 	� � >Q0.�1#+#%* � .-00 ($ � > 	� ??0-. /-#+1(-' � 	Q�.(1%*+&.'1&#%* $% 1-$() (*& $#*�-#.( � � 	.(1'#& +#)'$� � �%#. -$
%.#&�)( (+0 �.-*1(�)- #) #+-&#%* &()0 �.�.(
.%'0 () (*&
� #+1.#) #*-*& � ��

+0 (1&.-$ � >>.��(.+#� #$#&� � 	Q�
+-1 �( ) %&+ � ��+($/�%.
-*#+#*
 )-0 � �%#. 1-.&( -'&%�%.
-�*#+-&.#1(+�0-.-&('. � �-+&( ) -.
( � >� � >� � 43+#
*(+ � ��+#
*#�1-&#%* +&-&#+&#�'( � K>+#*
'$-. �-$'( �(1%)0 %+#&#%* � �%#. ��1%) �0%+#&#%* (* �-$('.+ +#*
'$#$.(++0-.+( � �%#. 1.(' +0 �1#�1#&� � 	�3+0 (1&.-$ 1$'+&(.#*
 � �%#. .(
.%'0 () (*&+0 (1&.-$+&-&#+&#1-$ +#
*#�1-*1( � K>+&()) #*
 � �%#. .-1#* #+-&#%*+&%0 8%.� � �%#. -*&#�)%&+'.�-00.(*&#++-
( � � 	� K� � 3�
�
 � �%#. ��1%)0 %+#&#%* (* �-$('.+ +#*�


'$#$.(+
�
! � �%#. +�0-.-&('. � �-+&( ) -.
(
&(.) ( � 	�Q&(+&

�%**�(+ �( � 	�Q
�' χ2 � 	>> � 	>�&( &( � 	>3&�$)( � 	�Q#*&(.0.�&-&#%* � �%#. #*&(.0.�&-&#%* �(+&�$)(+&%6(* � 	�Q&%6(*#+-&#%* � ��

'*#
.-)) ( � �� � ��
�-$#�-&#%*1.%#+�( � 	�Q(* 1$-++#�1-&#%* *%* +'0 (.� #+�( � ?�
�-.#-*1(+ #*&.-� (& #*&(.�1$-++(+ � �%#. #*(.�&#(+ #*&.-� (& #*&(.�1$-++(+
�-.#-&#%* � ,#*/%.) -&#%* � ?3
�% 1-�'$-#.( � �� � 	�Q-5'+&() (*& �( $- &-#$$( �' � 3K


