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iRésumé : La thèse a pour objet la modélisation et la simulation numérique de la propagation d'ondesdans un �uide en é
oulement uniforme ou fortement 
isaillé.Nous retiendrons l'équation de Galbrun 
omme modèle mathématique linéarisé pour dé
rire 
e phè-nomène. Cette équation, dont l'in
onnue est le dépla
ement lagrangien, ne se prête pas à une étudemathématique dire
te en raison d'un défaut d'ellipti
ité.La première partie traite le 
as d'un é
oulement subsonique uniforme. Nous présentons dans unpremier temps une méthode de régularisation pour pallier le défaut de 
oer
ivité de la �partie spatiale�de l'équation de Galbrun et, dans un deuxième temps, une méthode de résolution numérique stable. Enoutre, nous 
al
ulons à l'aide de la te
hnique de Cagniard-de Hoop, le tenseur de Green de l'équationde Galbrun. Ce tenseur admet une singularité non-intégrable en espa
e et en temps.La deuxième partie est 
onsa
rée à l'extension de 
e qui pré
ède au 
as des é
oulements brutale-ment 
isaillés. Nous montrons par l'analyse de Kreiss que le problème limite (lorsque l'épaisseur de la
ou
he de 
isaillement tend vers 0) est fortement mal posé. Pour 
ontourner 
ette di�
ulté, nous pro-posons alors deux appro
hes fondamentalement di�érentes. La première est analytique : nous utilisonsd'une part la méthode de Cagniard-de Hoop pour 
al
uler analytiquement la solution fondamentaledu problème et d'autre part la théorie des ultradistributions pour lui donner un sens mathématique.La deuxième appro
he repose sur la 
on
eption d'un nouveau modèle. Nous montrons 
omment, àpartir de te
hniques asymptotiques de type �
ou
he limite�, on peut 
onstruire de nouvelles 
onditionsde transmission 
onduisant à un problème bien posé et rendant 
ompte du phénomène d'instabilité deKelvin-Helmholtz.Mots 
lés : aéroa
oustique, équation de Galbrun, régime transitoire, régularisation, analyse asymp-totique, 
ou
he de mélange, Méthode de Cagniard-de Hoop.Abstra
t : The goal of the thesis is the modelling and the numeri
al simulation of the wave propa-gation in a �uid with a uniform or strong shear �ow.We retain the Galbrun's equation as a linearized mathemati
al model to des
ribe this phenomenon.This equation for the lagrangian displa
ement, 
an not dire
tly analyzed mathemati
ally due to anellipti
ity defe
t.The �rst part deals with the 
ase of a uniform subsoni
 �ow. First, we present a regularizationmethod to 
orre
t the 
oer
ivity defe
t of the Galbrun equation "spatial part" and then followed by astable numeri
al method of resolution. Furthermore, we 
al
ulate by the Cagniard-de Hoop te
hniquethe Green tensor of the Galbrun's equation. This tensor admits a non-integrable singularity in spa
eand time.The se
ond part, fo
uses on the extension of the previous methods for a strong shear �ow. UsingKreiss analysis, we prove that the "limit problem" (as the thi
kness of the shear layer goes to 0) isstrongly ill-posed. To over
ome this di�
ulty, we propose di�erent approa
hes. The �rst one is analy-ti
al, it 
onsists in applying the Cagniard-de Hoop method to 
al
ulate analyti
ally the fundamentalsolution of the problem. Then, the latter solution is mathemati
ally de�ned in the sense of the ultra-distribution theory. The se
ond approa
h is based on the 
on
eption of a new model. We prove byboundary layers asymptoti
 te
hniques, that we 
an 
onstru
t new transmission 
onditions leading towell-posed problem and taking into a

ount the phenomenon of Kevin-Helmholtz instability.Keywords : aeroa
ousti
s, Galbrun's model, transient regime, regularization, asymptoti
 analysis,layers mixed, Cagniard-de Hoop method.
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Conventions et notations
Notations et rappels relatifs aux ve
teurs et tenseursConvention de l'indi
e muetNous utilisons dans 
e do
ument la 
onvention d'Einstein :

n∑

i=1

ai bi = ai bi.Soit E un espa
e ve
toriel eu
lidien sur R de dimension n (n ≥ 1). Nous munissons Ed'un référentiel R, dé�ni par un repère d'origine le point O et une base orthonormée dire
te
{ei}i=1,2..., n. Un ve
teur v de E est dé�ni par :

v = vi ei,les réels vi étant les 
omposantes de v dans la base {ei}i=1,2,3. Les 
oordonnées d'un point
ourant M sont alors notées xi, i = 1, 2 . . . , n, où les xi sont les 
omposantes du ve
teur OM .Produit s
alaireLe produit s
alaire eu
lidien de deux ve
teurs de l'espa
e E est le s
alaire, noté u · v, dé�nipar :
u · v = uiviProduit ve
torielLe produit ve
toriel de deux ve
teurs u et v est le ve
teur, noté u ∧ v, de 
omposantes :

(u ∧ v)i = εijkujvk, pour i = 1, 2, 3,ave
 εijk =





1 si (i, j, k) est une permutation paire de (1,2,3)
−1 si (i, j, k) est une permutation impaire de (1,2,3)

0 dans tous les autres 
asC'est une appli
ation bilinéaire et antisymétrique sur E. Si E est un espa
e de dimensiondeux, le produit ve
toriel est un s
alaire, dé�ni par :
u ∧ v = ε3ijuivj = u1v2 − u2v1. ix



x Conventions et notationsProduit tensorielOn appelle produit tensoriel, le produit de 
haque 
omposante d'un tenseur par 
haque 
om-posante d'un autre tenseur. Le produit d'un tenseur A d'ordre p ave
 un tenseur B d'ordre
q est un tenseur d'ordre p+ q. Par exemple le produit tensoriel de deux ve
teurs U et V estdonné par :

U ⊗ V = (uivj)1≤i≤p, 1≤j≤qLes opérateurs di�érentielsSoit ϕ une fon
tion ou distribution à valeurs s
alaires sur Ω ⊂ R
n, n = 2 ou 3. On note

∂mϕ

∂xi
m

la dérivée partielle d'ordre m de ϕ par rapport à xi, i = 1, . . . , n. Nous introduisonsl'opérateur symbolique ∇, qui a pour dé�nition :
∇ =

∂

∂xi
ei.Opérateur gradient. L'opérateur gradient asso
ie à la fon
tion ϕ à valeurs s
alaires le
hamp de ve
teurs dé�ni par :

∇φ =
∂ϕ

∂xi
ei.Plus généralement, on peut dé�nir le gradient du tenseur T d'ordre p ≥ 1, qui est le tenseurd'ordre (p+ 1) obtenu par produit tensoriel de T ave
 l'opérateur ∇ :

∇T = T ⊗ ∇.Ainsi, pour un ve
teur u, on a :
∇u =

∂ui

∂xj
ei ⊗ ej ,et pour un tenseur S d'ordre 2, on a :

∇S =
∂sij

∂xk
ei ⊗ ej ⊗ ek.Opérateur divergen
e. L'opérateur divergen
e asso
ie à la fon
tion u(x) à valeurs ve
to-rielles le 
hamp s
alaire dé�ni par :

div u =
∂ui

∂xj
ei · ej =

∂ui

∂xi
.Là en
ore, il est possible d'étendre la dé�nition de 
et opérateur à un 
hamp de tenseursd'ordre p ≥ 2. On note ainsi div T le tenseur d'ordre (p− 1) obtenu par produit 
ontra
té de

T ave
 l'opérateur ∇ :
div T = T · ∇Par exemple, pour un tenseur S d'ordre 2, on a :

div S =
∂sij

∂xk
ei ⊗ ej · ek =

∂sij

∂xj
ei.



Conventions et notations xiOpérateur lapla
ien. Le lapla
ien d'un 
hamp de tenseurs T d'ordre p ≥ 0, noté ∆T , estle tenseur d'ordre p dé�ni par :
∆T = div (∇T ) .Opérateur rotationnel. L'opérateur rotationnel asso
ie à la fon
tion u à valeurs ve
to-rielles le 
hamp de ve
teurs dé�ni par :

( rot u)i = εijk
∂uk

∂xj
, pour i = 1, 2, 3.En dimension deux, il existe deux formes duales de l'opérateur rotationnel. Ainsi, si u est unefon
tion à valeurs ve
torielles, on a :

rot u =
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2
,et si φ est une fon
tion à valeurs s
alaires, on a :

rot φ =
∂φ

∂x2
e1 −

∂φ

∂x1
e2.On utilisera aussi les notations suivantes :

∂t =
∂

∂t
: dérivée partielle par rapport au temps.

∂m
t =

∂m

∂tm
: dérivée partielle mième par rapport au temps.

∂i =
∂

∂xi
: dérivée partielle suivant xi.

∂m
i =

∂m

∂xm
i

: dérivée partielle mième suivant xi.
∇φ = ( ∂1 φ , ∂2 φ ) : gradient de φ.
∂nφ = ∇φ · n| ∂Ω : dérivée de φ sur ∂Ω dans la dire
tion normale à ∂Ω.
∂τ φ = ∇φ · τ | ∂Ω : dérivée de φ sur ∂Ω dans la dire
tion tangentielle à ∂Ω, aussi appelégradient tangentiel.
rot φ = ( ∂2 φ , −∂1 φ ) : le rotationnel ve
toriel de φ.
rotu = ∂1 u2 − ∂2 u1 : le rotationnel s
alaire de u.
div u = ∂1 u1 + ∂2 u2 : la divergen
e de u.
∆v = ∂2

1v + ∂2
2v : le lapla
ien de v.

∆u = (∆u1 , ∆u2 ) : le lapla
ien ve
toriel de u.
∇u =

(
∂1u1 ∂2u1

∂1u2 ∂2u2

) : le gradient matri
iel de u.



xii Conventions et notationsQuelques identités élémentaires entre opérateurs di�érentielsOn désigne par u un 
hamp de ve
teurs dans R
n (n = 2 où 3) à valeurs ve
torielles et φ unefon
tion de R

n à valeurs s
alaires.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆u = − rot ( rot u) + ∇(div u),

∆φ = div (∇φ) (= − rot ( rot φ) si φ est une fon
tion de R
2),

rot (∇φ) = 0,

div ( rot u) = 0.

div ∇( . ) = ∆( . )Espa
es de Hilbert usuels et normes asso
iéesSoit V un espa
e de Hilbert. On désigne par
V ′ le dual de V , 
'est-à-dire l'ensemble des formes linéaires 
ontinues sur V ;

〈· , ·〉V,V ′ le 
ro
het de dualité entre V et son dual V ′ ;
J · K le saut de la fon
tion en
adrée ;

(· , ·)V le produit s
alaire dans V ;
‖ · ‖V une norme sur l'espa
e V .Soit Ω un ouvert de R

n, n = 2 ou 3, de frontière ∂Ω le 
as é
héant.
L2(Ω) = {u : Ω → C mesurable, de 
arré intégrable} , ‖u‖ =

(∫

Ω
|u|2 dx

)1/2

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω), ∇u ∈ L2(Ω)n

}
, ‖u‖H1(Ω) =

(
‖u‖2 + ‖∇u‖2

)1/2

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) | u|∂Ω

= 0
}
, |u|H1(Ω) = ‖∇u‖

H(div; Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)n, div u ∈ L2(Ω)

}
, ‖u‖H(div;Ω) =

(
‖u‖2 + ‖div u‖2

)1/2

H0(div; Ω) =
{
u ∈ H(div; Ω) | u · n|∂Ω

= 0
}
,

H(rot; Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)3, rot u ∈ L2(Ω)3

}
, ‖u‖H(rot;Ω) =

(
‖u‖2 + ‖ rot u‖2

)1/2

H0(rot; Ω) =
{
u ∈ H(rot; Ω) | u ∧ n|∂Ω

= 0
}
,

H(rot; Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)2, rotu ∈ L2(Ω)

}
, ‖u‖H(rot;Ω) =

(
‖u‖2 + ‖ rotu‖2

)1/2



Conventions et notations xiiiFormules d'intégration par parties 
lassiques dans un ouvert Ω borné de R
n

∫

Ω
∇ϕ · ∇ψ dx +

∫

Ω
∆ϕψ dx =

〈
∂ϕ

∂n
, ψ

〉
∀ϕ ∈ D(∆, H1(Ω)), ∀ ψ ∈ H1(Ω).

∫

Ω
u · ∇ϕ dx +

∫

Ω
div uϕ dx = 〈u · n, ϕ〉 ∀u ∈ H(div; Ω), ∀ ϕ ∈ H1(Ω).

∫

Ω
u · rotϕ dx −

∫

Ω
rotuϕ dx = −〈u ∧ n, ϕ〉 ∀u ∈ H(rot; Ω), ∀ ϕ ∈ H1(Ω).où 〈·, ·〉 := 〈·, ·〉H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) est le 
ro
het de dualité entre H−1/2(∂Ω) et H1/2(∂Ω).Notations propres

c0 la 
élérité du son. m/s
p0 la pression statique ou thermodynamique. Pa
ρ0 la masse volumique. kg/m3
v0 la vitesse de l' é
oulement de référen
e m/s
V± la vitesse de l'é
oulement uniforme m/s
M le nombre de Ma
h.
ξ le dépla
ement lagrangien. m
v le 
hamp de vitesse. m/s
f le terme sour
e.
G le tenseur de Green
ε un petit paramètre positif





Lexiques
Pour dé
rire mathématiquement les propriétés d'un �uide en mouvement, deux systèmes 
o-habitent, l'un et l'autre présentant des avantages dans des situations parti
ulières. Il s'agit dela des
ription lagrangienne et de la des
ription eulérienne :La des
ription lagrangienne 
onsiste à observer les modi�
ations des propriétés d'uneparti
ule �uide que l'on suit dans son mouvement.La des
ription eulérienne 
onsiste à se pla
er en un point �xe du milieu à l'étudeet à observer les modi�
ations des propriétés du �uide qui dé�le en 
e point.Autres lexiquesLa 
ou
he limite est une zone située au voisinage d'un 
orps immergé dans un �uideen mouvement en dehors de laquelle on peut négliger les e�ets de la vis
osité.Les instabilités dites de Kelvin-Helmholtz sont 
elles qui se développent à l'in-terfa
e de deux �uides lors d'un 
isaillement sous la forme d'ondes qui déferlent.Mode hydrodynamique : Mode d'os
illations naturelles de tout é
oulement 
isaillénaturellement instable, telle une 
ou
he de mélange. Cette appellation se 
onserve quandles os
illations deviennent auto-entretenues, suite, par exemple, à la rétroa
tion due auxstru
tures tourbillonnaires 
onve
tées vers l'aval.

xv





Introdu
tion générale
Ce do
ument présente les travaux de re
her
he e�e
tués sous la 
o-dire
tion de MadameAnne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Monsieur Patri
k Joly dans le 
adre de ma thèse, réaliséeau sein du laboratoire POEMS1. Ces travaux traitent des problèmes de propagation d'ondesa
oustiques en présen
e d'é
oulement, ainsi que de leur résolution numérique.L'aéroa
oustique est une bran
he 
ommune à l'a
oustique et à la mé
anique des �uides.Elle di�ère de l'a
oustique en 
e sens que l'é
oulement d'un �uide y joue un r�le prépondérant.En suivant la dé�nition de l'aéroa
oustique proposée par Möhring et al (1983) [47℄, on peut
lasser en trois 
atégories les problèmes qu'elle englobe :1. La génération du son, lorsqu'elle est provoquée par un é
oulement.2. La génération d'é
oulement de �uides par le son.3. La propagation du son dans un é
oulement de �uide.Les études e�e
tuées dans 
e domaine ont des appli
ations diverses, telles que la 
réationet la transmission du son dans les réa
teurs ou les pots d'é
happement, et intéressent denombreux se
teurs industriels. En fait, d'importants enjeux 
ommer
iaux et des obligationsréglementaires imposées par l'OACI2 
onduisent les 
onstru
teurs d'avions à mener des a
tionsde re
her
he dans le domaine de la rédu
tion de la nuisan
e sonore. Mais le 
hemin est en
orelong 
ar 
es a
tions de re
her
he n'en sont qu'à leurs débuts.1Laboratoire POEMS, UMR 2706 CNRS-ENSTA-INRIA.2Organisation de l'Aviation Civile Internationale. 1



2 Introdu
tion généraleAéroa
oustique linéaireDans le 
adre de l'aéroa
oustique linéaire, il existe deux appro
hes pour modéliser le phé-nomène de rayonnement a
oustique au sein de l'é
oulement d'un �uide que nous supposonsnon visqueux et stationnaire. La première est bien 
onnue, elle 
onsiste dans le 
adre dela des
ription eulérienne à linéariser les équations d'Euler autour d'un é
oulement de réfé-ren
e3. Les in
onnues sont la vitesse et la pression exprimées en un point x. Elles dé
riventles propriétés d'une parti
ule qui o

upe la position x à l'instant t. La deuxième appro
hequi a été beau
oup moins popularisée est pré
isément 
elle qui fournit l'équation de Galbrun(1931) [23℄. Ce modèle est issu d'une linéarisation de type mixte de l'équation d'Euler : laperturbation de l'é
oulement est dé
rite en variable lagrangienne alors que l'é
oulement deréféren
e v0 est dé
rit en variable eulérienne 
omme nous l'avons dit pré
édemment. Il s'agitd'une équation aux dérivées partielles du se
ond ordre en temps et en espa
e dont l'in
onnueest le ve
teur de dépla
ement lagrangien ξ (l'é
art entre la position d'une parti
ule �uide dansun é
oulement perturbé et sa position dans l'é
oulement d'entraînement) exprimé en fon
tiondes 
oordonnées eulériennes (x, t).
x(t1)

x0(t2)x0(t1)

traje
toire non perturbéetraje
toire perturbéex(t2)

ξ(x0, t2)ξ(x0, t1)Fig. 1: Perturbation du dépla
ement lagrangienpour une parti
ule �uide à deux instants t1 et t2.Ce modèle a été assez peu étudié dans la littérature, pourtant, les équations auxquelleselles mènent ont une stru
ture qui apparaît à première vue similaire à 
elle qu'on ren
ontre enéle
tromagnétisme ou en élastodynamique. Par ailleurs, il n'existe pas à notre 
onnaissan
e detravaux sur 
e modèle en régime transitoire. Cependant, la résolution numérique des équationsde Galbrun en régime harmonique établi a fait l'objet de plusieurs travaux de re
her
he[3, 6, 18,22,52℄.3L'é
oulement de référen
e véri�e les équations d'Euler stationnaires.



Introdu
tion générale 3On se donne un é
oulement de référen
e stationnaire ie. v0 est indépendant du temps. Ondésigne respe
tivement par ρ0, c0 et p0, la masse volumique du �uide parfait, la 
élérité duson et la pression dans le milieu non perturbé dé
rivant l'é
oulement de référen
e4. L'équationde Galbrun s'é
rit :
ρ0

D2ξ

Dt2
− ∇(ρ0c

2
0 div ξ + ξ · ∇p0) + (div ξ + ξ · ∇)∇p0 = 0 (1)où

D

Dt
=

∂

∂t
+ v0 · ∇est la dérivée 
onve
tive par rapport à l'é
oulement d'entraînement.Remarquons que, dans le 
as d'un �uide parfait ie. ρ0, c0 et p0 sont des fon
tions 
onstantesl'équation (1) se réduit à

ρ0
D2ξ

Dt2
− ∇(ρ0c

2
0 div ξ) = 0 (2)Choix de l'appro
he lagrangienneC'est 
ette dernière appro
he que nous avons retenue pour nos études. En raison de sonétablissement et de l'in
onnue qu'elle fait intervenir, l'équation de Galbrun semble être relati-vement originale 
omparée aux équations linéarisées habituellement employées en a
oustique5.Pourtant, le dépla
ement lagrangien s'avère parti
ulièrement adapté pour le traitement de
onditions aux limites dans les problèmes d'intera
tions �uide-stru
ture ou d'interfa
e entredeux �uides (ou dioptre) [32,35,53℄. D'autre part, un gain sur le nombre d'in
onnues mises enjeu est a priori observé. Le 
ara
tère ve
toriel de 
ette équation aux dérivées partielles rend
ompte de l'intera
tion, due à la présen
e d'un é
oulement, entre les phénomènes a
oustiqueset hydrodynamiques, bien qu'elle ne soit que du se
ond ordre. Nous verrons dans nos travauxque la 
ompréhension de 
ette intera
tion joue un r�le fondamental pour la résolution numé-rique de l'équation. En e�et, la mise en ÷uvre d'une méthode d'éléments �nis se heurte à desdi�
ultés qui, bien qu'étant du même type que 
elles ren
ontrées il y a une trentaine d'annéesdans diverses appli
ations numériques en éle
tromagnétisme, ont un 
ara
tère propre relatif4Les fon
tions ρ0, c0, p0 et v0 dépendent uniquement de variables spatiales.5Un retour aux in
onnues �usuelles� que sont les perturbations eulériennesde masse volumique, de vitesse etde pression est néanmoins possible par dérivation de la perturbation lagrangienne du dépla
ement lagrangien.



4 Introdu
tion généraleau phénomène de 
onve
tion des ondes 
ara
téristique de l'aéroa
oustique. Une appro
he ma-thématique rigoureuse du problème est alors né
essaire.Nous passons maintenant à la des
ription pré
ise du plan de la thèse :Plan de la thèseCette thèse s'arti
ule en deux parties :Partie I : Propagation d'ondes a
oustiques dans un é
oulement uniformeLe premier 
hapitre de 
e do
ument est de nature a
adémique : il 
on
erne le 
as d'un �uideen é
oulement uniforme dans un 
onduit bidimensionnel. Même dans 
e 
as simple, l'équationde Galbrun ne se prête pas à une étude mathématique dire
te : en e�et, la �partie spatiale� del'opérateur di�érentiel qui dé
rit 
ette équation présente un défaut d'ellipti
ité, responsabled'instabilités numériques déjà 
onstatées par plusieurs auteurs [1, 14, 37, 54℄. Ce
i peut être
orrigé par une te
hnique de régularisation exa
te, 
'est-à-dire en é
rivant le problème ave
une formulation augmentée [13,14,29℄. En l'absen
e d'é
oulement, 
ette démar
he est voisinede 
elle proposée en éle
tromagnétisme pour des problèmes similaires . Nous avons exploré
ette analogie, puis nous l'avons étendue en présen
e d'un é
oulement uniforme. C'est à notre
onnaissan
e la seule méthode 
onduisant à une résolution de l'équation de Galbrun donton puisse prouver la stabilité. Ainsi, en utilisant le théorème de Hille-Yosida [7, 56℄, nousmontrons que le problème de Cau
hy asso
ié à l'équation de Galbrun régularisée est bienposé. Ensuite nous proposons des s
hémas numériques de résolution, 
ombinant des éléments�nis de Lagrange en espa
e, des di�éren
es �nies en temps et des 
onditions aux limitesabsorbantes dans le 
as de données initiales irrotationnelles. Nous montrons la stabilité dess
hémas numériques et présenterons plusieurs simulations numériques réalisées à l'aide du
ode éléments �nis Melina [45℄.Le deuxième 
hapitre, est également a
adémique mais fondamentalement di�érent. Il s'agiti
i d'obtenir une solution analytique du problème étudié. L'intérêt d'un tel 
al
ul est double :il permet d'une part de dé
rire ave
 pré
ision la propagation du son dans un �uide parfait ené
oulement uniforme, d'autre part de fournir des solutions de référen
e pour la validation desméthodes numériques.



Introdu
tion générale 5Nous nous intéressons don
 au 
al
ul de la fon
tion de Green transitoire de l'équation deGalbrun dans un é
oulement bidimensionnel uniforme à l'aide de la méthode de Cagniard-deHoop [8�10, 31℄. Cette méthode permet par exemple de 
al
uler la fon
tion de Green transi-toire pour une interfa
e plane solide/solide ou solide/�uide [32,53℄.
Fluide
Solide Sour
e

Elle repose prin
ipalement sur l'utilisation d'une transformée de Fourier-Lapla
e puis sur unedéformation astu
ieuse des 
ontours d'intégration qui nous 
onduit à trouver expli
itement lasolution re
her
hée.Dans 
e 
as (é
oulement uniforme), les 
omposantes du tenseur de Green obtenues par laméthode de Cagniard-de Hoop se sont avérées présenter une double singularité : la premièreest située sur les fronts d'ondes 
'est-à-dire sur l'ensemble des points ayant le même tempsd'arrivée (
e sont des 
er
les de 
entre mobile (V t, 0)). Celle 
i ne pose au
un problème sur leplan pratique 
ar elle intégrable. La deuxième pon
tuelle et non intégrable en un point (x =

V t, y = 0) 
onve
té par l'é
oulement à partir de la position de la sour
e. L'idée utilisée pourextraire 
ette (mé
hante) singularité, 
onsiste à é
rire le tenseur de Green 
omme la sommed'un tenseur lo
alement intégrable et d'un tenseur singulier, lui-même obtenu 
omme dérivéed'un tenseur lo
alement intégrable. La formule obtenue est alors exploitable numériquement.Partie II : Propagation d'ondes dans un é
oulement fortement 
isailléL'extension de la méthode de régularisation aux é
oulements quel
onques (non-uniformes)s'avère di�
ile et soulève des questions aujourd'hui non résolues. En e�et, 
ette méthode nous
onduit à un problème 
ouplé. Il s'agit d'un système d'équations aux dérivées partielles dontles in
onnues sont le dépla
ement et la vorti
ité di�
ile à résoudre par la théorie de semi-



6 Introdu
tion généralegroupe [7℄ ou par le théorème de Hille-Yosida [56℄. Néanmoins, les résultats obtenus dansle 
as de l'é
oulement uniforme seront exploités pour traiter les é
oulements dis
ontinus etfortement 
isaillés : (Voir �gure 2).
y

x

V+

V−

Ω+

Ω− (a) Pro�l dis
ontinu
y

xε
Vε(y)

V+

V−(b) Pro�l fortement 
isailléFig. 2: Cou
hes de mélange (idéalisée (à gau
he), min
e (à droite)).Cette partie est dédiée à l'étude les problèmes de propagation d'ondes dans des �uidesparfaits en é
oulement fortement 
isaillé (Fig. 2-b). L'appro
he naturelle pour étudier 
e typed'é
oulement est de le rempla
er par un é
oulement dis
ontinu (Fig. 2-a). Ces problèmes ontété largement étudiés dans le 
as d'un �uide in
ompressible [11, 17, 27, 28, 30, 43℄ depuis l'ap-parition des premiers travaux de Rayleigh [50℄ en 1883. Dans le 
hapitre 3, nous présentonsles di�
ultés qui sont liées à l'existen
e de l'instabilité de Kelvin-Helmholtz [5℄ (une ondequi se développe à l'interfa
e de deux �uides lors d'un 
isaillement). Nous montrons à l'aided'une analyse modale que les 
onditions de transmission �naturelles� qui se traduisent par la
ontinuité du dépla
ement normal et de la pression a
oustique p (=la divergen
e de dépla
e-ment) à travers la ligne de 
isaillement 
onduisent à un problème fortement mal posé sur leplan mathématique. Autrement dit, la solution de 
e problème ne dépend pas 
ontinûmentdes données initiales et peut admettre une 
roissan
e exponentielle in
ontr�lable en espa
eet en temps. La 
onséquen
e immédiate sur le plan numérique est qu'il n'est pas possibled'appro
her 
e problème par la méthode des éléments �nis. Physiquement, on 
omprend alorsque le fait d'avoir négligé l'épaisseur ε de la 
ou
he min
e (le 
as limite) n'est légitime quepour les grandes longueurs d'onde λ >> ε et que le modèle dis
ontinu n'est plus valable pourles petites longueurs d'onde λ << ε.A�n de résoudre 
e problème, nous allons proposer deux appro
hes fondamentalement



Introdu
tion générale 7di�érentes. La première est analytique et fera l'objet du 
hapitre 4 dans lequel nous utilisonsde nouveau la méthode de Cagniard-de Hoop. La di�
ulté spé
i�que à 
e problème est laprésen
e des p�les 
omplexes qui rendent l'appli
ation de 
ette méthode plus déli
ate. En e�et,après la déformation de 
ontour d'intégration nous obtenons des fon
tions qui ne peuvent pasadmettre une transformation de Lapla
e inverse au sens de la théorie de distribution. Ce
i nousoblige à dé�nir notre solution au sens d'une autre théorie qui englobe 
elle des distributions,la théorie des ultradistributions. En outre, la méthode de Cagniard-de Hoop nous permet dereprésenter tous les phénomènes générés par la ligne de 
isaillement ou la 
ou
he de mélangeidéalisée : fronts d'onde ré�é
his et transmis, onde de tête et instabilité de Kelvin-Helmholtz.Dans le 
inquième 
hapitre, nous proposons une appro
he numérique. Il s'agit 
ette foisde trouver un moyen pour e�e
tuer des simulations numériques par éléments �nis d'une vraie
ou
he de mélange min
e. Comme on l'a dit au début de 
e paragraphe, le problème de trans-mission �naturel� est un problème fortement mal posé au sens de Kreiss [42℄ et une résolutionnumérique dire
te ne peut don
 pas donner de résultats exploitables (on le véri�e en pratique).Dans 
e 
hapitre, nous allons 
onsidérer qu'un é
oulement dis
ontinu n'a pas de réalité phy-sique mais n'est rien d'autre qu'une modélisation d'un é
oulement qui varie très rapidementsur une petite distan
e ε > 0.
y

x

Ωε
+

Ωε
−

ε
Vε(y)

V+

V−Fig. 3: Idéalisation d'une de 
ou
he de mélange.Grâ
e à une analyse asymptotique de type 
ou
he limite, nous 
onstruisons un nouveauproblème de transmission pour l'é
oulement dis
ontinu tel que les nouvelles 
onditions detransmission apparaissent d'une part 
omme une perturbation à l'ordre 1 en ε des 
onditions detransmission usuelles et appro
hent à l'ordre 2 la 
ou
he limite exa
te, dont elles représententune idéalisation et permettent d'autre part de rendre 
ompte des instabilités hydrodynamiques



8 Introdu
tion généralephysiques existant dans la 
ou
he d'épaisseur non nulle. Nous montrons �nalement à l'aide de
ritère de Kreiss que le nouveau problème est mathématiquement bien posé.Dans le dernier 
hapitre de 
ette thèse, nous nous intéressons à la résolution numériquedu nouveau modèle asymptotique. Pour 
e faire, il nous est apparu utile (et préférable) dereformuler le problème sous la version �Galbrun�. Ensuite, on étend les résultats obtenus dansla première partie de 
e do
ument au nouveau problème de transmission. A 
et e�et, on établitla formulation variationnelle asso
iée. Nous montrons que 
ette formulation se prête à une ré-solution par la méthode des éléments �nis de Lagarange. Nous présentons �nalement quelquessimulations numériques obtenues à l'aide du 
ode Melina [45℄. Ces simulations mettent enéviden
e tous les phénomènes physiques liés au problème étudié : la manifestation de plusieurstypes d'ondes et le dé
len
hement de l'instabilité de Kelvin-Helmholtz au voisinage de la lignede 
isaillement.



Première partiePropagation d'ondes a
oustiques dansun é
oulement uniforme

9
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12 Chapitre 1. La méthode de régularisationCe premier 
hapitre a pour obje
tif de présenter une méthode pour l'étude du pro-blème transitoire de propagation d'onde a
oustique dans un �uide en é
oulementuniforme v0.Plus pré
isément, nous nous intéressons à l'analyse mathématique et à l'approximationnumérique de l'équation de Galbrun en régime transitoire. Nous montrons pour uné
oulement porteur uniforme subsonique que 
e modèle a une solution unique. Enoutre, nous proposons une méthode de résolution numérique stable du problèmerégularisé qui repose sur l'utilisation d'éléments �nis de Lagrange en espa
e et des
hémas aux di�éren
es �nies expli
ite ou impli
ite en temps.Ce 
hapitre a fait l'objet d'une publi
ation dans le journal AR IMA é
rit ave
 Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Patri
k Joly [4℄.1.1 Position du problèmeConsidérons un 
onduit rigide bidimensionnel de longueur in�nie Ω = R×]−d, d[ 
ontenantun �uide 
ompressible. L'é
oulement est supposé uniforme, 
'est-à-dire que ρ0 et p0 sont
onstantes, et que v0 = v0ex, ave
 v0 
onstante (voir �gure 1.1.1).
y = d

y = −d

Sour
ev0

x

y

Fig. 1.1.1: La géométrie du problèmeLa perturbation du 
hamp de dépla
ement ξ = (ξ1, ξ2) satisfait l'équation de Galbrun adi-mensionnée :
D2ξ

Dt2
− ∇(div ξ) = f dans Ω × R

∗
+ (1.1.1)où

D

Dt
=
∂

∂t
+M

∂

∂xest la dérivée 
onve
tive par rapport à l'é
oulement d'entraînement, M = v0/c0 est le nombrede Ma
h, f est un terme sour
e et n la normale unitaire extérieure. Ensuite, nous traduisonsl'hypothèse de la rigidité du 
onduit par la nullité du dépla
ement normal aux parois ie. :
ξ · n = 0 sur ∂Ω × R

∗
+ (1.1.2)On 
omplète en�n les équations (1.1.1)-(1.1.2) par les 
onditions initiales suivantes :

ξ(x, y, 0, ) = ξ0(x, y),
∂ξ

∂t
(x, y, 0) = ξ1(x, y). (1.1.3)Ce problème présente quelques di�
ultés, tant théoriques que numériques. Sur le plan théo-rique, la di�
ulté majeure est l'absen
e d'un 
adre fon
tionnel naturel pour qu'il soit bien



1.2. Formulation régularisée de l'équation de Galbrun 13posé. La 
onséquen
e sur le plan numérique est qu'il n'est pas évident de trouver une bonneapproximation par élément �nis : par exemple une résolution dire
te du problème, utilisantdes éléments �nis de Lagrange pour la dis
rétisation en espa
e, est instable (voir Fig 1.7.2).C'est 
e qui nous a notamment 
onduit à introduire la notion de formulation régularisée.1.2 Formulation régularisée de l'équation de Galbrun1.2.1 Présentation de la te
hnique de régularisationL'idée de la régularisation, initialement introduite pour les équations de Maxwell par Wer-ner [54℄, a été étendue à l'équation de Galbrun en régime périodique établi par A-S. Bonnet-Ben Dhia et al [18℄. Contrairement aux équations de Maxwell du se
ond ordre en temps,
ette opération 
onsiste à ajouter à l'opérateur "−∇(div ξ)" le terme "s rot (rot ξ)", où s estun paramètre réel positif. L'intérêt de régulariser l'équation de Galbrun (1.1.1) est de faireapparaître un opérateur elliptique par rapport à un espa
e fon
tionnel bien pré
is.1.2.2 Régularisation sans é
oulementNous présentons brièvement dans 
e paragraphe la te
hnique de régularisation de l'équationde Galbrun sans é
oulement :
∂2ξ

∂t2
− ∇(div ξ) = f dans Ω × R

∗
+ (1.2.1)Pour simpli�er la présentation, on suppose que le se
ond membre est à rotationnel nul. Enappliquant l'opérateur rotationnel à l'équation (1.2.1)

rot
(∂2ξ

∂t2
− ∇(div ξ)

)
= 0, (1.2.2)et après avoir remarqué que rot(∇(div ξ)) = 0, on montre fa
ilement que si les donnéesdu problème sont irrotationnelles, la solution reste irrotationnelle dans tout le domaine. Nouspouvons par suite ajouter le terme " rot (rot)" à l'équation (1.2.1 ), nous obtenons le problèmerégularisé suivant :

∂2ξ

∂t2
− ∇(div ξ) + rot (rot ξ)︸ ︷︷ ︸

0

= 0 (1.2.3)En vertu de l'identité suivante
−∇(div ξ) + rot (rot ξ) = −∆ξ,l'équation (1.2.3) n'est autre que l'équation d'ondes ve
torielle standard,

∂2ξ

∂t2
− ∆ξ = 0 (1.2.4)Il est possible maintenant de montrer que le problème est elliptique dans l'espa
e de Sobolev

H0(Ω) :=
{

v ∈ H1(Ω)2 | v · n = 0 sur ∂Ω
}.L'appli
ation de la méthode de régularisation à l'équation de Galbrun sans é
oulement n'apas d'intérêt sur le plan théorique par
e que on peut montrer aisément à l'aide de te
hniquesénergétiques que le problème de valeurs initiales (1.2.1)-(1.1.2) et (1.1.3) est bien posé dans



14 Chapitre 1. La méthode de régularisationl'espa
e de Hilbert H0(div, Ω). Néanmoins, l'approximation en espa
e du problème non régu-larisé par les éléments �nis nodaux n'est pas possible.En é
oulement uniforme, nous verrons dans la suite que la régularisation a un obje
tif doublethéorique et numérique.1.2.3 Régularisation en é
oulement uniformeNous nous intéressons dans 
ette partie à étendre la méthode de régularisation pour l'aé-roa
oustique temporelle de Galbrun en é
oulement uniforme.Pour un terme sour
e f ∈ C1(R+, H(rot, Ω)) et en appliquant à nouveau l'opérateur ro-tationnel à (1.1.1), nous montrons tout d'abord que rot ξ = ψ véri�e le problème de Cau
hysuivant : 



D2ψ

Dt2
=
∂2ψ

∂t2
+ 2M

∂2ψ

∂t∂x
+M2 ∂ψ

∂x2
= rotf dans Ω × R

∗
+

ψ|t=0 = ψ0,
∂ψ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ1 dans Ω

(1.2.5)où ψ0 = rot ξ0 et ψ1 = rot ξ1.On voit que ψ est solution d'une équation aux dérivées partielles en x et en t. La variable
y n'intervient que dans le se
ond membre et les données initiales du problème (1.2.5). Il estdon
 fa
ile de déterminer analytiquement ψ avant de 
al
uler ξ.Lemme 1.1 La solution de l'équation (1.2.5) est donnée par :
ψ(x, y, t) = α(x−Mt, y) + x β(x−Mt, y) +

1

M2

∫ x

0
(x− a)(rotf)(a, y, t− x− a

M
)daoù α et β sont deux fon
tions qui ne dépendent que des données initiales ψ0 et ψ1.Remarque 1.1 La vorti
ité ψ peut admettre une 
roissan
e linéaire par rapport à x et à t.Position du problème régulariséOn suppose dans la suite que ψ0, ψ1 et rotf sont à support 
ompa
t dans Ω et su�sammentréguliers de sorte que la vorti
ité ψ soit nulle sur les bords du domaine ∂Ω et appartienne à

C1(R+, H( rot , Ω))Nous remplaçons alors le problème (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3) par le problème régularisé suivant :
D2ξ

Dt2
− ∇(div ξ) + s rot (rot ξ) = f s, dans Ω × R+ (1.2.6a)

rot ξ = 0, sur ∂Ω × R+ (1.2.6b)
ξ · n = 0, sur ∂Ω × R+ (1.2.6
)
ξ(., 0) = ξ0(.),

∂ξ

∂t
(., 0) = ξ1(.) dans Ω (1.2.6d)



1.3. Existen
e et uni
ité de solutions fortes 15où s est un paramètre positif et f s = f + s rotψEn fait, 
e sont les propriétés d'ellipti
ité de l'opérateur spatial Ls = −∇(div ) + s rot (rot)qui permettent de mener l'étude mathématique et l'analyse numérique du problème (1.2.6)dans un 
adre 
lassique. En parti
ulier si on prend s = 1, l'opérateur Ls devient −∆, par
onséquent l'équation de Galbrun (1.2.6a) peut être é
rite 
omme l'équation d'onde 
onve
-tée. La présen
e du terme sour
e "s rotψ" permet de prendre en 
ompte l'évolution d'uneperturbation rotationnelle.Il est 
lair qu'une solution du problème (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3) est solution de (1.2.6a)-(1.2.6d).La ré
iproque fait l'objet du paragraphe 1.5.Remarque 1.2 La deuxième équation du système (1.2.6) est une 
ondition supplémentaire,né
essaire à l'équivalen
e ave
 le problème (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3)1.3 Existen
e et uni
ité de solutions fortesLe but de 
ette partie est de montrer que le modèle de Galbrun régularisé introduit dansla se
tion pré
édente 
onduit à un problème bien posé, autrement dit qu'il possède une et uneseule solution forte. Pour 
ela nous le faisons entrer dans le 
adre du théorème de Hille-Yosidaqui est un outil mathématique fondamental pour étudier l'existen
e et l'uni
ité de la solutionforte de problèmes d'évolution linéaires. L'essentiel de 
ette partie 
onsiste dans une premièreétape à reformuler le problème sous la forme d'un problème d'évolution du premier ordre entemps et du se
ond ordre en espa
e, puis à véri�er dans une deuxième étape les hypothèsesdu théorème.1.3.1 Un outil mathématique : le théorème de Hille-Yosida.Soit H un espa
e de Hilbert, muni du produit s
alaire (. , .)H . On 
onsidère un opérateur A,non borné dans H, autrement dit une appli
ation linéaire dé�nie sur un sous-espa
e ve
toriel
D(A) ⊂ H, à valeurs dansH.D(A) est le domaine de A. On 
onsidère pour F (t) ∈ C0

(
R+; H

)et u0 ∈ D(A) le problème d'évolution suivant :




Trouver u(t) : R+ → D(A) ⊂ H,

du

dt
+Au = F, ∀t > 0

u(0) = u0

(1.3.1)
Définition 1.1 On appelle solution forte de (1.3.1), toute fon
tion u satisfaisant :

∀ t ≥ 0, u(t) ∈ D(A), t −→ u(t) ∈ C1(R+; H), t −→ Au(t) ∈ C0(R+; H)et véri�ant l'équation du

dt
(t) +Au(t) = F (t) pour t > 0 et u(0) = u0.Ce théorème fait appel à la notion d'opérateur maximal monotone :



16 Chapitre 1. La méthode de régularisationDéfinition 1.2 Soit A : D(A) ⊂ H → H, un opérateur linéaire non borné. On dit que Aest monotone si :
(Au, u)H ≥ 0, ∀u ∈ D(A). (1.3.2)On dit que A est maximal monotone si de plus A+ I est surje
tif de D(A) dans H, ie. :

∀f ∈ H, ∃ u ∈ D(A) tel que : u+Au = f. (1.3.3)On est maintenant en mesure d'énon
er le théorème de Hille-Yosida, dont on peut trouverune démonstration dans [7℄ :Théorème 1.3 (Hille-Yosida) On suppose qu'il existe λ ∈ R tel que A+λI est maxi-mal monotone. Alors pour tout u0 ∈ D(A) et tout F (t) ∈ C1(R+, H), il existe une uniquesolution forte du problème (1.3.1).1.3.2 Résultat d'existen
e et uni
ité d'une solution forteOn 
onsidère l'espa
e fon
tionnel suivant : H := X(Ω) × L2(Ω)2 où
X(Ω) :=

{
ξ ∈ L2(Ω)2 / div ξ ∈ L2(Ω), rot ξ ∈ L2(Ω) et ξ · n = 0, sur ∂Ω

}
,muni du produit s
alaire :

(U, U∗)H = (div ξ, div ξ∗) + s (rot ξ, rot ξ∗) + (ζ, ζ∗), (1.3.4)ave
 U = (ξ, ζ)t, U∗ = (ξ∗, ζ∗)t et (ζ, ζ∗) =

∫

Ω
ζ · ζ∗Pour appliquer le théorème de Hille-Yosida, nous introduisons la nouvelle variable ζ = Dξ/Dt(rappelons que D/Dt = ∂/∂t+M∂/∂x). Si on pose U = (ξ, ζ)t, on peut alors ré
rire (1.2.6)sous la forme du problème de Cau
hy :





dU

dt
+AsU = F

U(0) = U0ave

AsU =




−ζ +M
∂ξ

∂x

−∇(div ξ) + s rot (rot ξ) +M
∂ζ

∂x


 , U0 =




ξ0

ξ1 +M
∂ξ0

∂x


 et F =




0

f s


 .Le domaine de l'opérateur non borné As est dé�ni par :

D(As) =
{
U = (ξ, ζ)t ∈ H tel que AsU ∈ H et rot ξ = 0 sur ∂Ω

}
.Théorème 1.4 (Existen
e et uni
ité d'une solution forte) Si min(1, s) > M2,alors pour f s ∈ C1(R+; L2(Ω)2) et (ξ0, ξ1 +M∂ξ0/∂x) ∈ D(As), le problème (1.2.6) admetune unique solution forte véri�ant :

ξ ∈ C2(R+; L2(Ω)2) ∩ C1(R+; X(Ω)) ∩ C0(R+; D(As))



1.3. Existen
e et uni
ité de solutions fortes 17La démonstration de 
e théorème repose sur le lemme suivant :Lemme 1.2 L'opérateur As + λI est maximal monotone pour tout λ ≥ 1
2 .Démonstration :Montonie : Par dé�nition du produit s
alaire (1.3.4), nous avons, pour tout U = (ξ, ζ)t ∈ H,

(AsU , U)H = (M
∂U

∂x
,U)H + (1.3.5)

(−ζ, ξ) + (div(−ζ), div ξ) + s (rot(−ζ), rot ξ) + (1.3.6)
(−∇(div ξ), ζ) + s ( rot (rot ξ), ζ) (1.3.7)En utilisant le 
ara
tère antisymétrique du l'opérateur ∂x on a :

(M
∂U

∂x
, U)H = −(U , M

∂U

∂x
)H = 0, ∀ U ∈ H. (1.3.8)Grâ
e aux formules de Green 1 [14℄

(v, ∇φ) + (div v, φ) =

∫

∂Ω
(ξ · n) φ dσ (1.3.9)

(v, rot φ) − (rot v, φ) =

∫

∂Ω
(n ∧ v) φ dσ. (1.3.10)valables pour tout v ∈ X(Ω) et φ ∈ H1(Ω), nous déduisons pour tout U = (ξ, ζ)t ∈ D(As) :

(ζ, ∇(div ξ)) + (div ζ, div ξ) =

∫

∂Ω
(ζ · n) div ξ d σ = 0, (
ar ζ · n = 0 sur ∂Ω)

(ζ, rot (rot ξ)) − (rot ζ, rot ξ) =

∫

∂Ω
(n ∧ ζ) rot ξ d σ = 0, (
ar rot ξ = 0 sur ∂Ω)En�n nous obtenons :

(AsU , U)H = (1.3.5) + (1.3.6) + (1.3.7) = (−ζ, ξ) ∀ U ∈ D(As).Mais grâ
e à l'inégalité de Young on a (en notant ‖ · ‖2 = (·, ·)) :
(AsU ,U)H + λ(U , U)H = −(ζ, ξ) + λ‖ ξ ‖2 + λ‖ ζ ‖2 + λ‖ div ξ ‖2 + λ s ‖ rot ξ ‖2

≥ (λ− 1

2
)‖ ξ ‖2 + (λ− 1

2
)‖ ζ ‖2on en déduit que, pour tout λ ≥ 1

2 ,
(AsU ,U)H + λ (U ,U)H ≥ 0, ∀U ∈ D(As). (1.3.11)Remarque 1.5 On remarque que l'opérateur non régularisé (s = 0) A0 + λI est monotonedans l'espa
e H0(div, Ω) × L2(Ω)2, mais nous verrons dans la suite qu'il n'est pas surje
tifdans 
et espa
e.1Pour ξ ∈ H(rot, Ω) (resp, H(div, Ω)), la tra
e tangentielle (resp, normale) est dé�nie 
omme élément de

H−1/2(Ω) par 〈ξ · n, φ〉 =
`

v, ∇φ
´

+
`

div v, φ
´

(resp, 〈n ∧ v, φ〉 =
`

rot v, φ
´

−
`

v, rot φ
´

)



18 Chapitre 1. La méthode de régularisationSurje
tivité : Nous allons montrer que l'opérateur As + ν I est surje
tif ∀ ν > 0 (on auraen parti
ulier As + (λ+ 1)I surje
tif pour tout λ ≥ 1
2), 
e qui revient à trouver une solutiondans D(As) de l'équation : AsU + ν U = F , où F = (f , g)t est un élément quel
onque de

H ; 
e
i équivaut à trouver (ξ ,η) ∈ H tel que :




−η +M
∂ξ

∂x
+ ν ξ = f , f ∈ X(Ω) (1.3.12)

−∇(div ξ) + s rot (rot ξ) +M
∂η

∂x
+ ν η = g, g ∈ L2(Ω)2 (1.3.13)En remplaçant η dans (1.3.13) par son expression en fon
tion de ξ obtenue à partir de (1.3.12)nous obtenons :

Ls(ξ) = −∇(div ξ) + s rot rot ξ +M2 ∂
2ξ

∂x2
+ 2 ν M

∂ξ

∂x
+ ν2ξ (1.3.14)

= M
∂f

∂x
+ νf + g. (1.3.15)Pour montrer l'existen
e d'une solution de 
e problème, nous appliquons la même te
hniqueque 
elle utilisée en régime fréquentiel. Nous voulons don
 montrer l'existen
e d'une solutiondu problème suivant :





Trouver ξ ∈ H(div, Ω) ∩H(rot, Ω) tel que :
Ls(ξ) = h dans Ω

ξ · n = 0 sur ∂Ω

(1.3.16)ave
 h = M ∂f/∂x+ νf + g ∈ L2(Ω)2.Grâ
e à la régularité du domaine Ω, les espa
es :
X(Ω) et H0(Ω) :=

{
v ∈ (H1(Ω))2, tel que v · n = 0

}
oin
ident [24℄ et par 
onséquent la résolution du problème (1.3.16) revient à 
her
her unesolution dans l'espa
e H0 du problème variationnel suivant :




Trouver une solution ξ dans H0(Ω) telle que :
ls(ξ, η) = b(η), ∀ η ∈ H0(Ω),

(1.3.17)ave

ls(ξ, η) = ν2

∫

Ω
ξ · η +

∫

Ω
div ξ div η + s rot ξ rot η −M2 ∂ξ

∂x
· ∂η

∂x
+ 2 ν M

∂ξ

∂x
· η

b(η) =

∫

Ω
h · ηSi nous prenons maintenant η = ξ, on trouve :
ls(ξ, ξ) = ν2‖ ξ ‖ + ‖ div ξ ‖2 + s ‖ rot ξ ‖2 −M2‖ ∂ξ

∂x
‖2 (1.3.18)



1.3. Existen
e et uni
ité de solutions fortes 19D'après un résultat dû à Costabel ( [14℄, théorème 4.1, p. 539), nous avons :
∫

Ω
|div ξ|2 + s | rot ξ|2 ≥ min(1, s)

∫

Ω
|∇ξ|2 ∀ ξ ∈ X(Ω) (1.3.19)On en déduit alors que

ls(ξ, ξ) ≥ ν2‖ ξ ‖ + (min(1, s) −M2)‖∇ξ ‖2Autrement dit, la forme bilinéaire ls(·, ·) est 
oer
ive dans l'espa
e de Hilbert H0(Ω) pourtous les nombres de Ma
h véri�ant M2 < min(1, s).Par le théorème de Lax-Milgram, on montre que le problème aux limites (1.3.16) admet uneunique solution pour tout (f , g) ∈ H et M2 < min(1, s). Par 
onséquent, on en déduit que lafon
tion dé�nie par η = (ν+M∂/∂x) ξ−f est dans L2(Ω)2 (η est une solution de l'équation(1.3.12)). On 
on
lut en�n que pour (f , g) ∈ H et M2 < min(1, s) qu'il existe une uniquesolution U = (ξ, η)t dans H véri�ant le système d'équations (1.3.12)-(1.3.13).
�1.3.3 Conservation de l'énergieEn multipliant l'équation de Galbrun régularisée sans terme sour
e par la fon
tion test v =

∂ξ/∂t, on peut véri�er que l'énergie asso
iée au problème (1.2.6) :
Es(t) =

1

2

∫

Ω

(
|∂ξ

∂t
|2 + |div ξ|2 + s | rot ξ|2 −M2|∂ξ

∂x
|2
)

dΩ (1.3.20)se 
onserve au 
ours de temps. ie.
d

dt
{Es(t)} =

d

dt

{
1

2

∫

Ω

(
|∂ξ

∂t
|2 + |div ξ|2 + s | rot ξ|2 −M2|∂ξ

∂x
|2
)

dΩ

}
= 0 (1.3.21)Remarque 1.6 Soit ξ la solution forte de (1.1.1). Nous notons E(t) la quantité suivante :

E(t) =
1

2

∫

Ω

(
|∂ξ

∂t
|2 + |div ξ|2 −M2|∂ξ

∂x
|2
)

dΩ (1.3.22)Nous remarquons i
i que la forme quadratique E(t) n'a pas un signe 
onstant même si M < 1.C'est pourquoi, il n'est pas immédiat d'obtenir des estimations a priori pour le problème devaleurs initiales non régularisé (1.1.1) − (1.1.2) et (1.1.3). En e�et, prenons par exemple unesolution stationnaire à divergen
e nulle ie. ξ = rot ω (ω est une fon
tion indépendante dutemps), E(t) devient (div( rot ) = 0) :
E(t) =

1

2

∫

Ω

(
|∂ξ

∂t
|2 −M2|∂ξ

∂x
|2
)

dΩ = −M
2

2

∫

Ω
|∂ξ

∂x
|2 dΩ ≤ 0.1.3.4 Formulation variationnelle régulariséeNous asso
ions naturellement au problème régularisé (1.2.6) une formulation variationnelle.Soit η une fon
tion test dans X(Ω). En multipliant la première équation du système (1.2.6a)



20 Chapitre 1. La méthode de régularisationpar η et en intégrant sur tout le domaine Ω, nous trouvons à l'aide de la formule de Green eten tenant 
ompte des 
onditions limites (1.2.6b)-(1.2.6
) que ξ véri�e :
d2

dt2
(ξ, η) +

d

dt
b(ξ, η) + as(ξ, η) = Fs(η) ∀ η ∈ X(Ω) (1.3.23)ave


as(ξ, η) =

∫

Ω
div ξ div η + s rot ξ rotη −M2 ∂ξ

∂x
· ∂η

∂x
,

b(ξ, η) =

∫

Ω
2M

∂ξ

∂x
· η,

Fs(η) =

∫

Ω
f · η + sψ rotη1.4 Existen
e et uni
ité des solutions faiblesIl existe dans la littérature deux théories similaires pour prouver l'existen
e et l'uni
ité dela solution faible d'un problème d'évolution du se
ond ordre en temps dans un intervalle detemps [0, T ] (T > 0). La première est due aux travaux des mathémati
iens Jaques LouisLions et E. Magenès [16℄, la deuxième repose sur l'extension de la notion de solution faibleespa
e-temps [38℄.Pour simpli�er la le
ture, nous avons besoin des quelques notations. Plus pré
isément, on note

ΩT := Ω × [0, T ]

H(ΩT ) :=

{
v ∈ C2(0, T ; L2(Ω)2) ∩ C1(0, T ; X(Ω)), v(T ) =

∂v

∂t
(T ) = 0

}Soit ξ une solution forte du problème (1.2.6) pour un temps �ni (dans [0, T ]) et soit v(x, t)une fon
tion test dans l'espa
e C2(ΩT ) véri�ant :
v(x, T ) =

∂v

∂t
(x, T ) = 0Si nous intégrons l'équation (1.2.6a) sur le domaine spatio-temporel ΩT , nous aurons ;

∫

ΩT

(D2ξ

Dt2
− ∇div ξ + s rot (rot ξ)

)
· v =

∫

ΩT

f · v − sψ rot v (1.4.1)En e�e
tuant des intégrations par parties, en temps et en espa
e, nous montrons que la solutionforte ξ véri�e pour tout v ∈ H(ΩT ) 
ette identité :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

ΩT

ξ · ∂
2v

∂t2
− 2M

∂ξ

∂x
· ∂v

∂t
+ div ξ div v + s rot ξ rotv −M2 ∂ξ

∂x
· ∂v

∂x

=

∫

ΩT

f · v − sψ rot v −
∫

Ω
ξ0 ·

∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

+

∫

Ω
(ξ1 + 2M

∂ξ0

∂x
) · v|t=0

(1.4.2)



1.5. Équivalen
e entre le problème initial et le problème régularisé 21Définition 1.3 (Solution faible espa
e-temps) On appelle solution faible espa
e-temps surl'intervalle [0, T ] du problème (1.2.6) tout fon
tion ve
torielle ξ véri�ant :
ξ ∈ C1

(
0, T ; L2(Ω)2

)
∩ C0

(
0, T ; X(Ω))et satisfaisant (1.4.2) pour toute fon
tion-test admissible (v ∈ H(ΩT )).Lemme 1.3 Par 
onstru
tion même de la notion de solution faible à partir de la solutionforte, toute solution forte est a fortiori solution faible sur tout intervalle de type [0, T ]Théorème 1.7 Si les données initiales ξ0 et ξ1 et le terme sour
e f véri�ent :

(
ξ0, ξ1, f + s rotψ

)
∈ X(Ω) × L2(Ω)2 × L1(0, T ; L2(Ω)2),alors le problème (1.2.6) admet une et une seule solution faible ξ dans l'intervalle [0, T ]. Cettesolution véri�e en
ore l'identité d'énergie suivante :

d

dt
{Es(t)} =

d

dt

{
1

2

∫

Ω

(
|∂ξ

∂t
|2 + |div ξ|2 + s | rot ξ|2 −M2|∂ξ

∂x
|2
)

dΩ

}
=

∫

Ω
f s ·

∂ξ

∂tPour démontrer 
e théorème, on utilise la te
hnique appliquée à la démonstration d'existen
eet d'uni
ité de la solution faible de l'équation d'onde donnée dans [16,38℄.1.5 Équivalen
e entre le problème initial et le problème régu-lariséDans 
ette partie nous nous intéressons à l'équivalen
e entre le problème régularisé (1.2.6)et le problème initial (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3). Pour montrer 
ette équivalen
e, il su�t de montrerque si ξ est une solution du problème régularisé, alors elle véri�e rot ξ = ψ sur Ω (la ré
iproqueest évidente).Formellement, la preuve 
onsiste à appliquer l'opérateur rotationnel à l'équation de Galbrunrégularisée, puis à utiliser l'équation sur le rotationnel de la solution (1.2.5) pour obtenirl'équation véri�ée par la quantité d = rot ξ − ψ. En lui adjoignant la 
ondition aux limitessupplémentaire, nous trouvons un problème type, dont le 
hamp �rot ξ − ψ” est solution, quiest de la forme : 



Trouver d tel que :
D2d

Dt2
− s∆ d = 0 dans Ω × R+

d(0, x) =
∂d

∂t
(0, x) = 0 dans Ω

d = 0 sur ∂Ω × R+

(1.5.1)
Si l'on peut montrer que d est assez régulier (d ∈ H1

0 (Ω)) alors, d'après le théorème d'existen
eet d'uni
ité de la solution forte de l'équation d'onde 
onve
tée, on peut montrer fa
ilementque la solution du problème (1.5.1) est nulle don
 d = 0 dans Ω.Nous proposons 
i-dessous une démonstration rigoureuse de 
e résultat, sus
eptible d'êtreétendue à des situations plus générales.



22 Chapitre 1. La méthode de régularisationPreuve : nous reprenons la formulation variationnelle (1.4.2) et nous 
onsidérons alorsdes fon
tions test v de la forme v = rot φ, ave

φ ∈ C2(0, T ; H(rot, Ω)) ∩ C0(0, T ; H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))de sorte que v soit dans H(ΩT ). Nous avons don
 :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

ΩT

ξ · ∂
2 rot φ

∂t2
− 2M

∂ξ

∂x
· ∂ rot φ

∂t
− s rot ξ ∆φ−M2 ∂ξ

∂x
· ∂φ
∂x

=

∫

ΩT

f rot φ− sψ∆φ−
∫

Ω
ξ0 ·

∂ rot φ

∂t

∣∣∣∣
t=0

+

∫

Ω
(ξ1 + 2M

∂ξ0

∂x
) · rot φ|t=0En e�e
tuant des intégrations par partie en espa
e on obtient :

∫

ΩT

rot ξ
∂2φ

∂t2
+ 2M rot ξ

∂2φ

∂x ∂t
+M2 rot ξ

∂2φ

∂x2
− s∆φ rot ξ = (1.5.2)

∫

ΩT

φ rotf − s∆φ ψ −
∫

Ω
rot ξ0

∂φ

∂t

∣∣∣∣
t=0

+ (rot ξ1 + 2M
∂ rot ξ0

∂x
) φ|t=0 (1.5.3)Or on sait, d'après l'équation (1.2.5), que :

∫

ΩT

φ rotf =

∫

ΩT

D2ψ

Dt2
φ =

∫

ΩT

ψ
D2φ

Dt2
+

∫

Ω
ψ0

∂φ

∂t

∣∣∣∣
t=0

−
∫

Ω

(
ψ1 + 2M

∂ψ0

∂x

)
φ|t=0En remplaçant le terme ∫ΩT

φ rotf dans l'équation (1.5.3) on trouve que :
∫

ΩT

rot ξ

(
D2φ

Dt2
− s∆φ

)
=

∫

ΩT

ψ

(
D2φ

Dt2
− s∆φ

) (1.5.4)
−
∫

Ω
(rot ξ0 − ψ0)

∂φ

∂t

∣∣∣∣
t=0

+ ((rot ξ1 − ψ1) + 2M
∂(rot ξ0 − ψ0)

∂x
) φ|t=0 = 0, (1.5.5)mais 
omme rot ξj = ψj (∀ j = 0, 1), le terme (1.5.5) est nul et par 
onséquent, on obtient :

∫

ΩT

rot ξ

(
D2φ

Dt2
− s∆φ

)
=

∫

ΩT

ψ

(
D2φ

Dt2
− s∆φ

)
,

∀ φ ∈ C2
(
0, T ; H(rot, Ω)

)
∩ C0

(
0, T ; H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)Pour 
on
lure, nous avons besoin du théorème suivant qui est un 
as parti
ulier du théorème1 p. 670 de [15℄ :Théorème 1.8 Pour une fon
tion g ∈ C1(0, T ; L2(Ω)), il existe une solution unique φg ∈

C2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C1(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C0(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) véri�ant :
∣∣∣∣∣∣∣∣

D2φg

Dt2
− s∆φg = g dans ΩT

φg(T, ·) =
∂φg

∂t
(T, ·) = 0 dans Ω

(1.5.6)



1.6. Résolution numérique de l'équation de Galbrun 23En 
hoisissant en parti
ulier
g = rot ξ − ψ et φ = φg,on trouve �nalement : ∫

ΩT

|rot ξ − ψ|2 = 0,d'où rot ξ = ψ dans tout Ω.
�1.6 Résolution numérique de l'équation de GalbrunLa résolution numérique en 
onduit non borné pose des questions déli
ates liées aux 
ondi-tions aux limites sur les bords arti�
iels du domaine de 
al
ul. Cet aspe
t n'est pas traité dans
e 
hapitre. Nous proposons i
i une méthode numérique de 
al
ul du 
hamp de dépla
ementdans une portion bornée Ωb :=] − L; L[×] − d; d[ du 
onduit en imposant, pour simpli�er,

ξ = 0 sur les bords verti
aux (x = ±L) qui ne perturbent pas pas l'é
oulement. En e�et, onsait que la solution de 
e problème se propage ave
 une vitesse �nie, elle véri�e don
 
ette
ondition avant d'arriver aux bords latéraux (
-a-d pour les temps 
ourts). Ce problème n'apas de sens physique mais a un sens mathématique.1.6.1 Formulation variationnelle régulariséeNous 
ommençons par é
rire une formulation variationnelle du problème régularisé (ave

min(1, s) > M2). Soit v une fon
tion-test dans X0(Ωb), ave


X0(Ωb) :=
{
ξ ∈ H1(Ωb)

2, tels que ξ · n = 0, pour y = ± d et ξ = 0 pour x = ± L
}
.En multipliant la première équation du système (1.2.6) par v et en intégrant sur le domaine

Ωb, nous trouvons à l'aide de la formule de Green que ξ véri�e la formulation variationnellesuivante :




Trouver ξ ∈ C2
(
0, T ; L2(Ω)2

)
∩ C0

(
0, T ; X0(Ωb)

) satisfaisant :
d2

dt2
(ξ, v) +

d

dt
b(ξ, v) + as(ξ, v) = Fs(v), ∀ v ∈ X(Ωb),

ξ0 et ξ1 donnés dans X0(Ωb).

(1.6.1)ave

as(ξ, v) =

∫

Ωb

div ξ div v + s rot ξ rotv −M2 ∂ξ

∂x
· ∂v

∂x
,

b(ξ, v) =

∫

Ωb

2M
∂ξ

∂x
· v, et Fs(v) =

∫

Ωb

f · v + sψ rotv

⊲ as(·, ·) est une forme bilinéaire 
ontinue 
oer
ive et symétrique dans X0(Ωb)
⊲ b(·, ·) est une forme bilinéaire 
ontinue antisymétrique dans X0(Ωb)Remarque 1.9 En suivant la même démar
he qui a été appliquée pour le 
as du 
onduitin�ni, nous pouvons montrer fa
ilement que le problème (1.6.1) est toujours bien posé.



24 Chapitre 1. La méthode de régularisation1.6.2 Semi-dis
rétisation en espa
eSoit Th une triangularisation donnée du domaine de 
al
ul Ωb telle que Ωb = ∪K∈Th
K. Leparamètre h désigne le pas du maillage. Considérons Xh l'espa
e de dimension �nie 2nh
orrespondant aux éléments �nis de Lagrange. Nous noterons {wα

i }α=1,2
i=1...nh

les fon
tions debase de Xh, ave
 wα
i = wi eα (wi est la fon
tion de base s
alaire 
orrespondant au i èmenoeud et (e1, e2) est la base 
anonique de R

2). On 
her
he alors une solution sous la formesuivante :
ξh(t) =

nh∑

i=1

2∑

α=1

ξα
i (t)wα

ide la formulation variationnelle appro
hée :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d2

dt2
(ξh, ηh) +

d

dt
b(ξh, ηh) + as(ξh, ηh) = (f s,ηh) ∀ ηh ∈ Xh

ξh(0) = Πhξ0,
∂ξh

∂t
(0) = Πhξ1

(1.6.2)où Πh est une proje
tion sur l'espa
e de dimension �nie 
onvenablement 
hoisie. On aboutiten�n à l'é
riture matri
ielle suivante :
Mh

d2Uh

dt2
+ Bh

dUh

dt
+ Ah Uh = Fs (1.6.3)ave
1. U T := (ξ11 , ξ

2
1 ; ξ

1
2 , ξ

2
2 ; ... ; ξ1nh

, ξ2nh
),2. Mh est la matri
e de masse,3. Ah et Bh sont des matri
es asso
iées respe
tivement aux formes bilinéaires as et b4. Fs est le ve
teur sour
e.1.6.3 S
héma totalement dis
rétiséÀ 
e niveau, nous avons obtenu une semi-dis
rétisation en espa
e de l'équation de Galbrun ené
oulement uniforme. Il reste à e�e
tuer la dis
rétisation en temps. Pour 
ela, nous proposonsdeux s
hémas aux di�éren
es �nies en temps, le premier est un s
héma 
entré, expli
ite etdu se
ond ordre, dit s
héma saute-mouton et le deuxième un s
héma impli
ite, également duse
ond ordre, 
entré. On 
onsidère ∆t le pas de temps, et on pose tn = n∆t.

• le s
héma expli
ite s'é
rit :
SE : Mh

Un+1
h − 2Un

h + Un−1
h

∆t2
+ Bh

Un+1
h − Un−1

h

2∆t
+ Ah Un

h = Fn
s (SE)

• tandis que le s
héma impli
ite est donné par :
SI : Mh

Un+1
h − 2Un

h + Un−1
h

∆t2
+ Bh

Un+1
h − Un−1

h

2∆t
+ Ah

Un+1
h + 2Un

h + Un−1
h

4
= Fn

s (SI)
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1. Un
h est la solution dis
rète à l'instant tn,2. Fn
s est le ve
teur sour
e dis
ret à l'instant tn.1.6.4 Énergie dis
rète et analyse de stabilitéL'étude de la stabilité par une te
hnique énergétique 
onsiste à dé�nir une sorte d'énergiedis
rète, analogue à l'énergie 
ontinue, qui se 
onserve au 
ours des itérations. On 
her
heensuite une 
ondition su�sante pour que 
ette quantité reste positive et dé�nisse bien uneénergie.Etude de stabilité du s
héma SEDéfinition 1.4 On dé�nit l'énergie dis
rète du s
héma SE sous la forme suivante :

E
n+ 1

2
h =

1

2

∥∥∥∥∥
ξn+1

h − ξn
h

△t

∥∥∥∥∥

2

+
1

2
as(ξ

n+1
h , ξn

h)Théorème 1.10 Si f s = 0, l'énergie dis
rète En+ 1
2

h se 
onserve au 
ours de temps ie.
E

n+ 1
2

h − E
n− 1

2
h

△t = 0, ∀ n ≥ 1.Démonstration :Nous reprenons la formulation variationnelle dis
rète sans terme sour
e :
(ξn+1

h − 2ξn
h + ξn−1

h

∆t2
, ηh

)
+ b
(ξn+1

h − ξn−1
h

∆t
, ηh

)
+ as(ξ

n
h, ηh) = 0 ∀ ηh ∈ XhEn 
hoisissant une fon
tion-test dis
rète de la forme suivante :

ηh =
ξn+1

h − ξn−1
h

2∆t
.Après avoir remarqué que pour tout vh ∈ Xh, b(vh, vh) = 0, on obtient alors :

1

2 ∆t





∥∥∥∥∥
ξn+1

h − ξn
h

△t

∥∥∥∥∥

2

−
∥∥∥∥∥
ξn

h − ξn−1
h

△t

∥∥∥∥∥

2

+ as(ξ
n
h, ξn+1

h ) − as(ξ
n
h, ξn−1

h )



 = 0Par dé�nition de l'énergie dis
rète (1.4), on véri�e aisément que :

E
n+ 1

2
h − E

n− 1
2

h

△t = 0
�Théorème 1.11 La 
ondition de stabilité su�sante pour assurer la 
onvergen
e du s
hémanumérique (SE) est donnée par :

△t2
4

9 Ah9 ≤ 1 (1.6.4)ave
 :
9Ah9 déf

= sup
ξh∈Xh−{0}

as(ξh, ξh)

‖ξh‖2
.



26 Chapitre 1. La méthode de régularisationDémonstration :Pour que le s
héma numérique (SE) soit stable, il faut que la quantité En+1/2
h soit une formequadratique positive. Or on remarque que :

E
n+ 1

2
h =

1

2

∥∥∥∥∥
ξn+1

h − ξn
h

△t

∥∥∥∥∥

2

+
1

2
as(ξ

n+ 1
2

h , ξ
n+ 1

2
h ) − △t2

8
as(

ξn+1
h − ξn

h

△t ,
ξn+1

h − ξn
h

△t )ave

ξ

n+ 1
2

h =
ξn+1

h + ξn
h

2d'où on déduit que :
E

n+ 1
2

h ≥ 1

2

(
1 − △t2

4
9 Ah 9

)
∥∥∥∥∥
ξn+1

h − ξn
h

△t

∥∥∥∥∥

2

+ as(ξ
n+ 1

2
h , ξ

n+ 1
2

h )À partir de 
ette inégalité nous trouvons la 
ondition su�sante de stabilité (1.6.4).
�Etude de stabilité du s
héma SIDe la même manière, en étudiant la stabilité du s
héma SI .Propriété 1.1 On dé�nit l'énergie dis
rète du s
héma SI sous la forme suivante :

En+ 1
2

h =
1

2

∥∥∥∥∥
ξn+1

h − ξn
h

△t

∥∥∥∥∥

2

+
1

2
as(ξ

n+ 1
2

h , ξ
n+ 1

2
h ) (1.6.5)Alors l'énergie E véri�e la propriété suivante (f s = 0) :

En+ 1
2

h − En− 1
2

h

∆t
= 0 (1.6.6)Preuve : En multipliant l'équation (3.14) par (Un+1 −Un−1

)
/2∆t et après avoir remarquéque

Un+1
h + 2Un

h + Un−1
h

4
=

Un+1
h + Un

h

4
+

Un−1
h + Un

h

4et que
Un+1

h − 2Un
h + Un−1

h

∆t2
=

Un+1
h − Un

h

∆t2
− Un

h − Un−1
h

∆t2
(1.6.7)on obtient alors 
ette identité :

∥∥∥∥∥
ξn+1

h − ξn
h

△t

∥∥∥∥∥

2

+ as(
ξn+1

h + ξn
h

2
,

ξn+1
h + ξn

h

2
)−
∥∥∥∥∥
ξn

h − ξn−1
h

△t

∥∥∥∥∥

2

− as(
ξn

h + ξn−1
h

2
,

ξn
h + ξn−1

h

2
) = 0D'après la dé�nition de l'énergie dis
rète En+ 1

2
h dé�nie par (1.6.5), on obtient en�n le résultat(1.6.6).

�Lemme 1.4 le s
héma (3.14) est in
onditionnellement stable.la démonstration de 
e lemme est immédiate. En fait, il su�t de remarquer que la formequadratique En+ 1
2

h dé�nie par (1.6.5) est toujours positive.



1.7. Simulations numériques 271.7 Simulations numériquesNous présentons i
i quelques simulations numériques de la propagation a
oustique dansun �uide en é
oulement subsonique uniforme. Nous nous plaçons dans un domaine de 
al
ul
Ωb =] − 5, 5[×] − 2.5, 2.5[. Nous 
onsidérons un maillage non-régulier 
omposé de trianglesde 
�té maximal h = 0.25. Pour l'approximation en espa
e, on utilise les éléments �nis deLagrange P2 mais pour la dis
rétisation en temps, on utilise le s
héma numérique expli
ite SEave
 un pas de dis
rétisation ∆t véri�ant la 
ondition de stabilité ∆t = CFLh = 0.025. Nousrappelons que le problème 
ontinu est posé dans un 
onduit in�ni, mais i
i nous ne faisonsque des simulations dans une portion de 
e 
onduit en imposant sur les parois d'entrée et desortie de l'é
oulement une 
ondition de type Diri
hlet (ξ = 0 sur les bords x = ±2.5).Solution irrotationelleL'expérien
e suivante simule la propagation d'un signal émis par une sour
e irrotationnelle,gaussienne en temps et à support 
ompa
t en espa
e, pla
ée au 
entre du domaine de 
al
uldans un é
oulement uniforme M = 0.5. Plus pré
isément on a,

f(x, y, t) = S(t)∇g (r) (1.7.1)où
S(t) =

{
e−π2f2

0 (t−t0)2 si t ≤ 2 t0
0 sinon, et g(r) =

{ (
1 − r2

r2
0

)3 si r ≤ r0

0 sinon,ave
 f0 (=10/3) est la fréquen
e de la sour
e, t0 = 1/f0, r0 = 0.5 et r =
√
x2 + y2.
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(a) sour
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e spatiale g

Fig. 1.7.1: Norme eu
lidienne du dépla
ement à t1 = 1.2, t2 = 2.4 et t3 = 3.3. Cas s = 1.On voit que la sour
e irrotationnelle rayonne dans toutes les dire
tions du plan en étant 
onve
-tée dans le sens de l'é
oulement. Ainsi le front d'onde aval progresse à la vitesse 1 +M = 1.5et le front d'onde amont à la vitesse 1 −M = 0.5. Dans la dire
tion orthogonale à l'é
oule-ment l'onde se propage à la vitesse du son c0 = 1. et vient se ré�é
hir sur les parois du 
onduit.



28 Chapitre 1. La méthode de régularisationImportan
e de la régularisationNous véri�ons i
i que la méthode n'est stable que si l'équation est régularisée.
(a) ave
 régularisation, s = 1 (b) sans régularisation ie. s = 0Fig. 1.7.2: Norme eu
lidienne du dépla
ement à l'instant t = 1.Solution rotationelleNous réalisons une autre expérien
e en 
onsidérant 
omme sour
e des données initiales rota-tionnelles 
on
entrées au voisinage de l'origine dans un é
oulement uniforme M = 0.5 :
ξ0(x) = 0, ξ1(x) = 0.5 rot φ(x) + 10∇φ(x), φ(x) = e−π2(x2+y2).

Fig. 1.7.3: Norme eu
lidienne du dépla
ement à t1 = 1.2, t2 = 2.4 et t3 = 3.3. Cas s = 1.Contrairement au 
as pré
èdent, on a i
i ψ(= rot ξ) 6= 0. Le but de 
e 
as est de mettre enéviden
e la propagation de deux types de perturbation : la première est la partie irrotationnelle(qui 
orrespond aux ondes a
oustiques) qui se propage (
omme dans l'expérien
e pré
édente)dans tout le domaine de 
al
ul. La deuxième est la partie rotationnelle (qui 
orrespond auxondes de vorti
ité) qui est simplement 
onve
tée par l'é
oulement et se manifeste sur la �gure1.7.3, par un 
er
le de rayon 
onstant qui est translaté au 
ours du temps. On peut noter quel'amplitudes de perturbation 
roit linéairement en t et en x (voir remarque 1.1).1.8 Conditions aux limites absorbantesLa question naturelle qui se pose maintenant est liée à la résolution du problème dans un
onduit in�ni sans avoir imposé la 
ondition non physique ξ = 0 sur {x = ±L}. L'obje
tifde 
ette se
tion vise à apporter une réponse à 
ette question. Pour 
e faire nous pensons àla te
hnique de 
onditions aux limites (CLA). Nous rappelons que 
ette te
hnique 
onsiste àadjoindre aux équations du problème initial des 
onditions aux limites sur les bords arti�
ielsdu domaine de 
al
ul. Ces 
onditions sont 
onstruites de façon à 
e que le nouveau problèmeaux limites soit bien posé et 
onduise à une solution pro
he de 
elle du problème d'origine.



1.8. Conditions aux limites absorbantes 29Dans le 
as de l'équation des ondes a
oustiques les 
onditions aux limites absorbantes ontété initialement introduites par B. Engquist et A. Majda [44℄ dans les années soixante dix.Leur appro
he 
onsiste à é
rire dans un premier temps la 
ondition transparente, 
'est à direl'équation qui relie sur le bord absorbant la tra
e d'une solution de l'équation des ondes ho-mogènes à 
elle de sa dérivée normale. Cette équation implique l'introdu
tion d'un opérateurpseudo-di�érentiel s
alaire qui est non lo
al en espa
e et en temps. La mise en oeuvre de 
es
onditions exa
tes est très 
oûteuse au niveau du temps de 
al
ul, voire irréalisable. Pour sur-monter 
ette di�
ulté, on appro
he le symbole de 
et opérateur à l'aide d'un développementlimité qui permet d'obtenir des 
onditions lo
ales2.En 
e qui 
on
erne l'étude de stabilité de CLA, il existe dans la littérature deux te
h-niques. La première repose sur la dé
roissan
e d'énergie et la deuxième est basée sur le 
ritèrede Kreiss [42℄. Notons que les te
hniques d'énergie peuvent s'avérer di�
iles à exploiter. Leste
hniques de Kreiss ont un 
ara
tère plus systématique et permettent de ramener l'étude destabilité à l'étude des solutions dans le plan 
omplexe d'une équation souvent appelée équation
ara
téristique.Nous nous intéressons tout d'abord à la détermination du nombre de 
onditions aux limitesà imposer à la frontière �
tive pour l'équation de Galbrun. En utilisant une méthode qui reposesur les modes de Fourier, on montre fa
ilement que le nombre des 
onditions aux limitesasso
iées au problème non-régularisé n'est pas le même à l'amont et à l'aval. C'est pourquoion ne peut pas les exploiter pour é
rire une formulation variationnelle. Cette di�
ulté a étédéjà 
onstatée par Gwénaël Gabard dans sa thèse [22℄. Néanmoins elle peut être surmontée àl'aide de la te
hnique de régularisation qui symétrise le nombre des 
onditions aux limites.Nous montrons que dans le 
as irrotationnel on peut étendre naturellement les CLA d'ordreun pour l'équation d'onde usuelle à l'équation de Galbrun régularisée. En revan
he, pour le
as général (
as d'une sour
e rotationnelle) 
es 
onditions ne sont plus valables 
ar elles nelaissent pas sortir du domaine de 
al
ul les ondes de vorti
ité (voir 1.7.3). Ce
i est dû au faitque la régularisation introduit une sour
e mobile à support 
ompa
t dans l'équation. Dans
e 
as on ne peut plus appliquer la démar
he 
lassique pour 
onstruire des CLA. En e�et,
ontrairement au 
as habituel, le problème �extérieur� n'est plus homogène. Nous ne traitonspas 
e 
as dans 
e 
hapitre et 
ette question reste ouverte.1.8.1 Analyse modale de l'équation de GalbrunOn se donne des 
onditions initiales ξ0 et ξ1 à support 
ompa
t dans Ω− (domaine tron-qué), on 
her
he don
 à établir une 
ondition aux limites sur la frontière �
tive Γ := {x = 0}ave
 
omme obje
tif prin
ipal que la solution 
al
ulée ave
 
ette 
ondition appro
he au mieuxla solution exa
te sur l'espa
e entier restreinte à Ω− (voir �gure (1.8.1)). Considérons don
l'équation de Galbrun posée dans le demi plan Ω+ :
( ∂
∂t

+ M · ∇
)2

ξ − ∇(div ξ) = 0, (x, y) ∈ Ω+, t > 0 (1.8.1)
M = (M1, M2)

t est le ve
teur d'é
oulement uniforme.2Pour une présentation plus générale et détaillée des CLA, nous renvoyons le le
teur aux revues bibliogra-phiques données par Dan Givoli [25℄ et Jinsoo Kim [12℄.
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y

x

M

Sour
e
Ω− Ω+

Fig. 1.8.1: Géométrie du problèmeEn appliquant la transformation de Fourier en espa
e et en temps à l'équation (1.8.1), onobtient : (
ω − M · −→k

)2
ξ̂ − (

−→
k · ξ̂)

−→
k = 0 (1.8.2)ave
 −→

k = (α, β)t ∈ R
2 est le ve
teur d'onde et ω est un nombre 
omplexe.Ce
i est équivalent à 
her
her des solutions de (1.8.1) sous la forme d'une onde plane :

ξ(x, y, t) = ξ̂(α, β, ω) exp (iαx+ iβy − iωt). (1.8.3)Si on réé
rit l'équation (1.8.2) sous la forme matri
ielle on aura :
(

(ω − M · −→k )2 − α2 −αβ
−αβ (ω − M · −→k )2 − β2

)

︸ ︷︷ ︸
S(α, β, ω)

(
ξ̂1

ξ̂2

)

︸ ︷︷ ︸
bξ

=

(
0

0

) (1.8.4)Remarquons i
i que la matri
e S(α, β, ω) est symétrique, ses valeurs propres sont alors réelles,
e
i traduit l'aspe
t hyperbolique de l'équation de Galbrun. L'équation 
ara
téristique asso
iéeà (1.8.1) est donnée par :
det S =

(
ω − M · −→k

)2(
(ω − M · −→k )2 − α2 − β2

)
= 0qui est équivalent à :

(
ω − M · −→k

)2((
ω − M · −→k

)2 − ‖−→k ‖2
)

= 0 (1.8.5)Cette équation admet troix solutions (en ω) qui sont données par :
ω±

a = M · −→k ± ‖−→k ‖, ωh= M · −→k (1.8.6)En �xant ω et β, nous pouvons fa
ilement déduire de (1.8.6), les valeurs propres α du systèmelinéaire (1.8.4) :
α±

a =
−M1(ω − βM2) ±

√(
ω − βM2

)2 −
(
1 −M2

1

)
β2

1 −M2
1

, αh =
ω − βM2

M1
(1.8.7)
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teurs propres asso
iés sont alors :
V ±

a =

(
α±

a

β

)
, Vh=

(−β

αh

) (1.8.8)Pour déterminer la dire
tion de propagation de 
es modes nous devons introduire la vitessede groupe notée cg et dé�nie par cg = ∂ω/∂α±
p |β=0 (p = a, h) qui a le même signe que

∂α±
p /∂ω|β=0.Or on sait que :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ α+
a

∂ω

∣∣∣
β=0

=
1

M1 + 1
> 0 si − 1 < M1 < 1 =⇒ α+

a est un mode sortant
∂ α−

a

∂ω

∣∣∣
β=0

=
1

M1 − 1
< 0 si − 1 < M1 < 1 =⇒ α−

a est un mode entrant
∂ αh

∂ω

∣∣∣
β=0

=
1

M1
≷ 0 si M1 ≷ 0,=⇒ αh est un mode sortant (resp entrant)On déduit alors que pour un é
oulement subsonique positif, les modes α±

a 
orrespondentrespe
tivement aux ondes a
oustiques amont (-) et aval (+). Par 
ontre le mode αh 
orrespondà l'onde hydrodynamique 
onve
tée par l'é
oulement. Dans lequel la solution se dé
omposeen :
ξ̂ = ζhVh + ζ−a V −

a + ζ+
a V +

a (1.8.9)où ζh, ζ±a sont les amplitudes asso
iées respe
tivement aux ondes V ±
h et V ±

a .La 
ondition de non-ré�exion exa
te se traduit par la nullité de l'amplitude des modes entrantsdans le domaine de 
al
ul. Plus pré
isément lorsque la vitesse de groupe cg est négative, ilfaut que l'amplitude soit nulle, 
e
i implique que la m-ème ligne de la matri
e inverse P−1(P est la matri
e 
omposée par les ve
teurs V ±
a et Vh) est orthogonale au ve
teur ξ̃. GwénaëlGabard a étudié dans sa thèse [22℄ 
e 
as pour la formulation mixte dépla
ement-pressionasso
iée à l'équation de Galbrun en régime harmonique :





(
− iω + M · ∇

)2
+ ∇p = 0,

p + div ξ = 0.
(1.8.10)Pour un é
oulement subsonique dans la dire
tion des x (M = Mex), il propose des 
onditionsaux limites absorbantes dans l'espa
e fréquentiel qu'on réé
rit dans l'espa
e physique espa
e-temps sous la forme suivante :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

( ∂
∂t

+M
∂

∂x

)
ξy = ξy = 0

( ∂
∂t

+ (1 −M)
∂

∂x

)
ξx = 0





à l'amont
∂ξx
∂x

+ (1 +M)
∂p

∂t
= 0

} à l' aval (1.8.11)Il est 
lair que 
es 
onditions ne peuvent pas être adaptées pour une formulation variationnelle.Pour 
ela, on ne peut pas les exploiter pour le problème régularisé.



32 Chapitre 1. La méthode de régularisation1.8.2 CLA pour le problème régulariséNous 
her
hons alors à 
onstruire un opérateur lo
al B tel que le problème suivant :




(∂t +M∂x)2 − ∇(div ξ) + rot (rot ξ) = 0, (x, y) ∈ Ω−, t > 0

B(∂x, ∂y, ∂t) ξ = 0, (x, y) ∈ Γ

ξ(·, 0) = ξ0, ∂tξ(·, 0) = ξ1 (x, y) ∈ Ω−

(1.8.12)soit bien posé dans un espa
e fon
tionnel à déterminer.En vertu de la relation
−∇(div) + rot (rot) = −∆le problème (3.3.2) devient :





(∂t +M∂x)2 ξ − ∆ ξ = 0, dans Ω− × R+

B(∂x, ∂y, ∂t) ξ = 0, sur Γ

ξ(·, 0) = ξ0, ∂tξ(·, 0) = ξ1 dans Ω−

(1.8.13)en utilisant le 
hangement de variables suivant :
x =

√
1 −M2X, y= Y, t =

τ −MX√
1 −M2

(1.8.14)Remarque 1.12 La parti
ularité de 
e 
hangement de variable est de garder la position dela frontière �
tive Γ := {x = 0} dans le nouveau référentiel (X,Y, τ) : Γ = {X = 0}.Après avoir remarqué que :
∂XU = − M√

1 −M2
∂tξ +

√
1 −M2 ∂xξ, ∂τU=

1√
1 −M2

∂tξ,on montre que, U(X, Y, τ) = ξ(x, y, t) est solution de l'équation des ondes usuelle :
∂2

τU −
(
∂2

X + ∂2
Y

)
U = 0 (1.8.15)Or on sait que

∂τU + ∂XU |Γ = 0 (1.8.16)est une 
ondition aux limites absorbante du premier ordre pour l'équation d'ondes (1.8.15)sur la frontière Γ (2.4.12), on déduit fa
ilement une CLA pour l'équation (1.8.13) en revenantà l'espa
e physique (x, y, t) :
B(∂x, ∂y, ∂t) ξ = ∂tξ + (1 +M)∂x ξ = 0 sur Γ. (1.8.17)De la même manière on peut 
onstruire une CLA du premier ordre lorsque la sour
e est situéeà droite de la frontière �
tive Γ :
B(∂x, ∂y, ∂t) ξ = ∂tξ − (1 −M)∂xξ = 0 sur Γ. (1.8.18)



1.8. Conditions aux limites absorbantes 33Remarque 1.13 Les CLA (1.8.17)-(1.8.18) sont des 
onditions qui laissent sortir respe
ti-vement les ondes planes de la forme ξ(t, x, y) = f(x−(1+M) t) et ξ(t, x, y) = g(x−(1−M) t)qui se propagent ave
 une vitesse (1 + M) dans le sens des x > 0 et (1 −M) dans le sensinverse sans au
une ré�exion.1.8.3 Reformulation en domaine bornéNous utilisons les résultats qu'on vient d'obtenir pour é
rire le problème 
ouplé (équationsintiales + 
onditions aux limites) dans une portion du 
onduit Ωb(:=] − L; L[×] − h; h[ ) :




( ∂
∂t

+M
∂

∂x

)2
ξ − ∇(div ξ) + rot (rot ξ) = f , dans Ωb × R+ (1.8.19a)

rot ξ = 0, sur Σ± × R+ (1.8.19b)
ξ · n = 0, sur Σ± × R+ (1.8.19
)

B±(∂x, ∂y, ∂t) ξ = 0 sur Γ± × R+ (1.8.19d)où
B±(∂x, ∂y, ∂t) =

∂

∂t
+ (M ± 1)

∂

∂x
.On 
omplète le système d'équations (1.8.19) par la donnée des 
onditions initiales :

ξ0 = ξ(·, 0), ξ1 =
∂ξ

∂t
(·, 0) (1.8.20)Formulation variationnelleSoit v une fon
tion-test dans l'espa
e de Hilbert suivant :

V (Ωb) := H1(Ωb)
2 ∩H0(div; Ωb) =

{
ξ ∈ H1(Ωb)

2 | ξ · n = 0 sur Σ±
}
.En multipliant l'équation (1.8.19a) par v et en intégrant sur le domaine Ωb, nous avons :

d2

dt2

∫

Ωb

ξ · v +
d

dt

∫

Ωb

2M
∂ξ

∂x
· v +

∫

Ωb

(
M2 ∂

2ξ

∂x2
− ∇(div ξ) + rot (rot ξ)

)
· v =

∫

Ωb

f · vÀ l'aide de la formule de Green nous obtenons :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d2

dt2

∫

Ωb

ξ · v +
d

dt

∫

Ωb

2M
∂ξ

∂x
· v +

∫

Ωb

div ξ div v + rot ξ rotv −M2 ∂ξ

∂x
· ∂v

∂x
(1.8.21)

+

∫

∂Ωb

M2 ∂ξ

∂x
· v (n · e1) + rot ξ(v · τ ) − div ξ(v · n) =

∫

Ωb

f · vEn utilisant le fait que la solution du problème (1.8.19) est irrotationnelle sur les frontièresdu domaine Ωb, on a alors :
d2

dt2

∫

Ωb

ξ · v +
d

dt

∫

Ωb

2M
∂ξ

∂x
· v +

∫

Ωb

div ξ div v + rot ξ rot v −M2 ∂ξ

∂x
· ∂v

∂x

+

∫

∂Ωb

∂nξ · v − div ξ(v · n) ±
∫

Γ±
M2 ∂ξ

∂x
· v −

∫

∂Ωb

∂nξ · v =

∫

Ωb

f · v



34 Chapitre 1. La méthode de régularisationmais 
omme pour tout ξ et v dans V (Ωb)

∫

Ωb

div ξ div v + rot ξ rotv +

∫

∂Ωb

∂nξ · v − div ξ(v · n) =

∫

Ωb

∇ξ · ∇valors la forme bilinéaire suivante :
a1(ξ,v) =

∫

Ωb

div ξ div v + rot ξ rotv −M2 ∂ξ

∂x
· ∂v

∂x
+

∫

∂Ωb

∂nξ · v − div ξ(v · n) (1.8.22)est V (Ωb)-elliptique pour tout é
oulement subsonique (M2 < 1)
e
i nous 
onduit à é
rire la formulation variationnelle asso
iée au problème (1.8.19) :




Trouver ξ ∈ V (Ωb), tel que
d2

dt2
(ξ, v) +

d

dt
(2M

∂ξ

∂x
, v) + a1(ξ,v) + bΓ(ξ,v) = (f ,v) ∀ v ∈ V (Ωb)

(1.8.23)où on a noté :
a1(ξ,v) =

∫

Ωb

div ξ div v + rot ξ rotv −M2 ∂ξ

∂x
· ∂v

∂x
±
∫

Γ+∪Γ−

∂ξ

∂y
∧ v (1.8.24)

bΓ(ξ,v) = −(1 −M2)

∫

Γ−∪Γ+

∂ξ

∂x
· v (n · e1) (1.8.25)En introduisant les 
onditions aux limites absorbantes (1.8.19d), la forme bilinéaire bΓ devientsous la forme suivante :

bΓ(ξ,v) =
d

dt

∫

Γ−

(1 +M)ξ · v +
d

dt

∫

Γ+

(1 −M)ξ · vFinalement, on trouve la formulation variationnelle à mettre en oeuvre numériquement :
∣∣∣∣∣∣∣

Trouver ξ ∈ V (Ωb), tel que
d2

dt2
(ξ, v) +

d

dt
(2M

∂ξ

∂x
, v)+a1(ξ,v)+(1 ±M)

d

dt
〈ξ, v〉Γ∓ = (f ,v), ∀ v ∈ V (Ωb)

(1.8.26)On désigne par 〈ξ, v〉Γ∓ le 
ro
het de dualité sur Γ∓.1.8.4 Résolution numériquePour la résolution numérique de formulation variationnelle (1.8.26), on s'appuie sur lase
tion 1.6. En fait, nous utilisons la méthode des éléments �nis pour l'approximation enespa
e et un s
héma de di�éren
e �nie 
entré de type saute-mouton pour la dis
rétisationtemporelle. La formulation matri
ielle asso
iée a (1.8.26) s'é
rit sous la forme suivante :
M

d2Uh

dt2
+ K

dUh

dt
+ B

Γ± dUh

dt
+ AUh+ = Fhave


• Uh est la solution dis
rétisée.
• M est la matri
e de masse.
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• A, B

Γ± et K sont les matri
es asso
iées respe
tivement aux formes bilinéaires a1(ξ,v),
bΓ

±
(ξ,v) et (ξ,v) 7−→

(
2M∂xξ,v

).Après dis
rétisation en temps, on obtient alors le s
héma numérique suivant :
M
Un+1

h − 2Un
h + Un−1

h

(∆t)2
+
(
K + B

Γ±) Un+1
h − Un−1

h

2∆t
+ AUn

h = Fn
h1.8.5 Simulation numériqueNous nous plaçons dans le domaine borné Ωb =] − 5, 5[×] − 5, 5[. Nous 
onsidérons unmaillage non-régulier 
omposé de triangles de 
�té maximal h = 0.25. Pour l'approximationen espa
e, on utilise les éléments �nis de Lagrange P2 mais pour la dis
rétisation en tempsnous utilisons le s
héma numérique expli
ite SE (en remplaçant la matri
e B par K + B

Γ±).L'expérien
e suivante simule la propagation dans un 
onduit tronqué d'un signal émis par unesour
e irrotationnelle, gaussienne en temps et à support 
ompa
t en espa
e, pla
ée au 
entredu domaine de 
al
ul dans un é
oulement uniforme M = 0.3. Plus pré
isément on a,
f(x, y, t) = S(t)∇g (r) (1.8.27)où

S(t) =

{
e−π2f2

0 (t−t0)2 si t ≤ 2 t0
0 sinon, et g(r) =

{ (
1 − r2

r2
0

)3 si r ≤ r0

0 sinon,ave
 f0 (=10/3) est la fréquen
e de la sour
e, t0 = 1/f0, r0 = 0.5 et r =
√
x2 + y2.

Fig. 1.8.2: Sortie non-ré�é
hissante de la première 
omposante ξ11.9 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons étendu la méthode de régularisation à l'équation de Gal-brun en é
oulement uniforme subsonique. A l'aide de 
ette méthode nous avons pu étudierrigoureusement le problème de valeurs initiales asso
ié à 
ette équation. Pour la résolutionnumérique du problème régularisé, nous avons proposé di�érents s
hémas d'approximation entemps mais en se basant toujours sur la méthode des éléments �nis de Lagrange en espa
e.
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38 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de GalbrunNous nous intéressons dans 
e 
hapitre à 
al
uler analytiquement, par la méthodede Cagniard-de Hoop, le tenseur de Green de l'équation de Galbrun dansun milieu in�ni o

upé par un �uide parfait homogène. Plus pré
isément on 
her
hela solution analytique de 
ette équation quand le se
ond membre est une sour
e pon
-tuelle en espa
e et en temps. Nous 
onstatons que 
e tenseur de Green admet unesingularité forte en un point situé à l'avant de la sour
e, 
onve
té par l'é
oulement(qui n'est pas lo
alement intégrable). Nous montrons alors que l'on peut exprimer lapartie singulière de 
e tenseur 
omme dérivée (au sens de distribution), d'une fon
tionlo
alement intégrable. Ce
i est �nalement exploité numériquement2.1 Introdu
tion2.1.1 Position du problèmeOn modélise la propagation des ondes a
oustiques dans un �uide parfait en é
oulementde vitesse v0 par la perturbation lagrangienne du dépla
ement d'une parti
ule de �uide quivéri�e l'équation ve
torielle suivante :
1

c20

( ∂
∂t

+ v0 ·∇
)2

u − ∇ (div u) = f dans R
2 × R+. (2.1.1)Si l'é
oulement est parallèle, 
'est à dire v0 = v0ex, l'équation (2.1.1) devient :

1

c20

D2u

Dt2
− ∇ (div u) = f dans R

2 × R+. (2.1.2)où D /Dt est la dérivée 
onve
tive dé�nie par :
D

Dt
=

∂

∂t
+ v0

∂

∂x
.Le but de 
e 
hapitre est de trouver analytiquement une solution 
ausale (u(·, t) = 0, ∀t < 0)de l'équation (2.1.1). Pour 
e faire introduisons la notion de solution fondamentale pour lesproblèmes ve
toriels2.1.2 Notion de solution fondamentaleNous supposons maintenant que le milieu est ex
ité à l'instant initial t′ = 0 par une sour
epon
tuelle unitaire lo
alisée au point xs = (xs, ys) dans la dire
tion ed (d = x ou y) :

f = δxs δys δt′ ed

δa étant la masse de Dira
 au point a dé�nie pour toute fon
tion ϕ ∈ C0(R) par :
〈δa, ϕ〉 = ϕ(a) ∀ a ∈ R.Dans 
e 
as la réponse en dépla
ement à 
ette for
e unidire
tionnelle, véri�e l'équation sui-vante :

1

c20

D2ud

Dt2
− ∇(div ud) = δxs δys δt′ ed, pour d = x ou y. (2.1.3)



2.1. Introdu
tion 39En utilisant la linéarité du problème, on peut montrer fa
ilement que la solution asso
iée àl'équation de Galbrun (2.1.2) pour une sour
e impulsionnelle ayant une dire
tion quel
onque
a = axex + ayey est de la forme suivante :

ua = axux + ayu
yPour alléger les notations nous allons introduire G = (Gij)ij le tenseur de Green de l'équationde Galbrun qui 
ara
térise la réponse impulsionnelle du �uide (en prenant xs = 0 et t′ = 0).Ce tenseur G satisfait alors la 
ausalité et l'équation suivante :

1

c20

D2G
Dt2

− ∇ (div G) = δ(x)δ(y)δ(t) I2 (2.1.4)
I2 est le tenseur unité d'ordre 2.En utilisant la 
onvention d'Einstein (
haque fois qu'un indi
e est répété, la somme este�e
tuée sur tous les termes en faisant varier les indi
es de 1 à 2) on peut ré
rire l'équation(2.1.4) sous 
ette forme :

1

c20

D2Gij

Dt2
− ∂i (∂kGkj) = δ(t)δ(x)δ(y)δij ∀ i, j = 1, 2 (2.1.5)

δij est le symbole de Krone
ker1.Si la solution fondamentale est 
onnue, la solution de (2.1.2) peut être obtenue par une simple
onvolution en espa
e et en temps.
uj(x, y, t) = G x′,y′,t′∗ f =

∫

R3

Gjk(x
′, y′, t′)fk(x− x′, y − y′, t− t′)dx′dy′dt′,∀ j = 1, 2 (2.1.6)

∗ désigne le produit de 
onvolution.2.1.3 Méthode de Cagniard-de HoopPrésentation de la méthodeLa méthode de Cagniard-de Hoop (1939) [8, 10, 31℄ est une te
hnique mathématique quis'applique aux problèmes transitoires de propagation d'ondes (a
oustiques, élastodynamiques)dans des milieux non dispersifs (homogène, dioptre). L'avantage de la méthode de Cagniard-de Hoop est d'éviter de 
al
uler des transformées intégrales inverses : en termes plus te
h-niques, l'intégrale de Fourier est modi�ée, au moyen d'une déformation du 
ontour d'inté-gration dans le plan 
omplexe, sous la forme d'une transformée de Lapla
e dire
te, de sorteque la transformée de Lapla
e inverse est retirée par identi�
ation.On peut trouver divers exemples d'appli
ations de la méthode de Cagniard-de Hoopdans [19,32�35,46,48℄.Étapes prin
ipales d'appli
ation de la méthodeSoit F la transformation de Fourier dans une dire
tion homogène du milieu (par exemplela dire
tion Ox) et L la transformation de Lapla
e en temps. La solution de l'équation (2.1.2)sera notée dans l'espa
e spe
tral (espa
e de Fourier-Lapla
e) :
Ĝ = F L (G)1δij = 1 si i = j, δij = 0 si i 6= j



40 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de GalbrunLes di�érentes étapes de la méthode 
onsistent à :1. transformer l'équation (2.1.5) véri�ée par le tenseur G en une équation di�érentielle or-dinaire suivant la variable spatiale y véri�ée par Ĝ.2. Cal
uler la solution Ĝ(k, y, s) analytiquement dans l'espa
e des transformées.3. On applique la transformée de Fourier inverse à Ĝ, on obtient alors la solution dansl'espa
e de Lapla
e sous la forme intégrale suivante :
G̃(x, y, s) = L (G)(x, y, s) =

∫ ∞

−∞
g(k, s) exp(−κ(k, s, x, y)) dk.où g et κ sont deux fon
tions homogènes en k et s et le degré d'homogénéité de κ estégal à 1 (sinon la méthode ne s'applique plus).4. On utilise le fait que g et κ sont homogènes en k et s, pour introduire la transformationde de Hoop q = i c0k/s et on obtient (m ∈ Z est le degré d'homogénéité de g) :

G̃(x, y, s) = sm

∫ i∞

−i∞
A(q) exp(−s τ(q, x, y)) d q. (2.1.7)5. Cette étape 
onsiste à déformer le 
ontour d'intégration dans le plan 
omplexe des q desorte que l'intégrale (2.1.7) 
oïn
ide ave
 une transformation de Lapla
e. Plus pré
isé-ment pour un point �xé (x, y) dans le plan physique, on 
her
he un 
hemin d'intégration

γ dans le plan 
omplexe des q tel que la fon
tion τ(q, x, y) soit réelle positive.6. Finalement, on applique le théorème de Ler
h [55℄ pour déduire la solution dans ledomaine espa
e-temps.Théorème 2.1 (théorème de Ler
h) Si F1 et F2 sont deux fon
tions ayant la mêmetransformée de Lapla
e, ie.
L[F1(t)] = L[F2(t)] = f(s)pour tout s ∈ C tel que ℜe(s) > 0, alors on a :
F1(t) = F2(t), ∀ t > 0.2.2 Résultat prin
ipalNous allons utiliser les notations suivantes pour présenter les résultats prin
ipaux de 
e
hapitre :

D(x, y, t) := c20(1 −M2)(t− ta(x, y))(t+ tb(x, y)),ave

ta(x, y) =

√
x2 + (1 −M2)y2 −Mx

c0(1 −M2)
et tb(x, y) =

√
x2 + (1 −M2)y2 +Mx

c0(1 −M2)
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B(z) :=

z2

(1 −Mz)2
, C(z) =

z γ(z)

(1 −Mz)2
, où γ2(z) = (1 −Mz)2 − z2Soient Ψ et Φ deux fon
tions dé�nies respe
tivement par :

Φ(x, y, t) =
1

πM
cosh−1

( c0 t√
(x− c0Mt)2 + y2

)
H
(
t− ta(x, y)

)

Ψ(x, y, t) =
1

2πM2

(
t cosh−1

( c0 t√
(x− c0Mt)2 + y2

)
−
√
D(x, y, t)

)
H
(
t− ta(x, y)

)Théorème 2.2 Pour un é
oulement subsonique, la solution 
ausale G du problème (2.1.5)est donnée au sens des distributions sous la forme suivante :
G(x, y, t) = GH(x, y, t) + GS(x, y, t) + GR(x, y, t) (2.2.1)1. GH 
orrespond au phénomène hydrodynamique qui se manifeste par le transport desparti
ules de �uide lo
alisées sur l'axe Ox ave
 la même vitesse que l'é
oulement :

GH(x, y, t) =

[
1 0

0 0

]
x

M2
H(x) δ

(
t− x

c0M

)
δ(y) (2.2.2)2. GS 
orrespond à la partie singulière de la solution au voisinage du point (c0M t, 0, t) :





GS
11(x, y, t) = GS

22(x, y, t) =
∂Φ

∂t
+
∂2Ψ

∂t2

GS
12(x, y, t) = GS

21(x, y, t) =
∂Φ

∂y
+

∂2Ψ

∂y ∂t3. GR(x, y, t) est la partie régulière :
GR(x, y, t) =

[
1 0

0 1 +M2

]
c0H

(
t− ta(x, y)

)

2π
√
D(x, y, t)On désigne i
i par H l'é
helon de Heaviside qui est dé�ni par :H(w) =

{
1, w > 0,

0, w < 0,Nous rappelons i
i que toutes les dérivées temporelles et spatiales sont dé�nies au sens desdistributions.Théorème 2.3 La solution 
ausale G du problème (2.1.5) peut être donnée loin de la zonesingulière { (v0 t, 0, t) } par :
G(x, y, t) = ℜe




B
(
ϑ+(x, y, t)

)
; C

(
ϑ+(x, y, t)

) sgn(y)

C(ϑ+(x, y, t)) sgn(y); 1 −B
(
ϑ+(x, y, t)

)



c0H

(
t− ta(x, y)

)

2π
√
D(x, y, t)

, ∀ y 6= 0ave

ϑ+(x, y, t) =

c0 t x−My2

x2 + (1 −M2)y2
+ i

|y|
√
D(x, y, t)

x2 + (1 −M2)y2



42 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de GalbrunRemarque 2.4 Lorsque y → 0, la fon
tion C(ϑ+(t)) → 0. Ce qui nous permet de véri�erla 
ontinuité de la 
omposante G12 dans tout l'espa
e.Lemme 2.1 Les fronts d'onde asso
iés à l'équation de Galbrun pour un é
oulement uniformesubsonique sont des 
er
les 
onve
tés par l'é
oulement. Autrement dit 
e sont les 
er
les derayons c0t et de 
entre mobile (c0Mt, 0) (voir �gure 2.2.1)
b b b

Mt1 x

y

Fig. 2.2.1: Évolution des fronts d'onde au 
ours du temps (M = 0.5 et c0 = 1)2.3 Cal
ul dans le domaine spe
tralNous nous intéressons dans 
ette se
tion à la démonstration du théorème (2.3) en utilisantles outils d'analyse 
omplexe et la méthode de Cagniard-de Hoop. Il nous est apparu utilede rappeler quelques dé�nitions des transformations qu'on va utiliser dans la suite.2.3.1 Dé�nitions de la transformée de Fourier-Lapla
eTransformations dire
tesLa transformée de Lapla
e d'une fon
tion 
ausale u est donnée par :
ũ(x, y, s) =

∫ +∞

0
u(x, y, t) e−stdt (2.3.1)où s est le paramètre de Lapla
e, réel positif.En appliquant à (2.3.1) une transformation de Fourier partielle par rapport à la variable x,on obtient :

û(k, y, s) =

∫

R

ũ(x, y, s) e−ikxdx (2.3.2)où k est le paramètre de Fourier, réel.Transformations inversesUne solution dans le domaine physique est obtenue, à partir d'une solution transformée dansl'espa
e de Fourier-Lapla
e, en utilisant les transformées inverses, de Fourier d'abordpuis de Lapla
e. Les transformations inverses de Fourier et de Lapala
e sont dé�niesrespe
tivement par :
ũ(x, y, s) =

1

2π

∫

R

û(k, y, s) eikxdk, u(x, y, t)=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ũ(x, y, s) es t ds. (2.3.3)où σ est un paramètre 
omplexe tel que ℜe σ > 0.



2.3. Cal
ul dans le domaine spe
tral 432.3.2 Résolution dans l'espa
e de Fourier-Lapla
eSi on applique la transformation de Fourier-Lapla
e à (2.1.5), et en remarquant queles symboles des opérateurs : ∂/∂t, ∂/∂x et D/Dt sont données respe
tivement par s, ik et
s+i kv0, on trouve un système d'équations di�érentielles ordinaires d'ordre 2 fa
ile à résoudre :

{( s
c0

+ iM k
)2

+ k2

}
Ĝ12 − i k

d Ĝ22

dy
= 0 (2.3.4a)

( s
c0

+ iM k
)2
Ĝ22 − i k

d Ĝ12

dy
− d2 Ĝ22

dy2
= δ(y) (2.3.4b)

{( s
c0

+ iM k
)2

+ k2

}
Ĝ11 − i k

d Ĝ21

dy
= δ(y) (2.3.5a)

( s
c0

+ iM k
)2
Ĝ21 − i k

d Ĝ11

dy
− d2 Ĝ21

dy2
= 0 (2.3.5b)où M = v0/c0 est le nombre de Ma
h.Si on note :

κ2(k, s) =
( s
c0

+ iM k
)2

+ k2 (2.3.6)les équations (2.3.4a)-(2.3.4b)-(2.3.5a)-(2.3.5b) se réé
rivent sous 
ette forme :
κ2(k, s)Ĝ12 − i k

d Ĝ22

dy
= 0 (2.3.7a)

(
κ2(k, s) − k2

)
Ĝ22 − i k

d Ĝ12

dy
− d2 Ĝ22

dy2
= δ(y) (2.3.7b)

κ2(k, s)Ĝ11 − i k
d Ĝ21

dy
= δ(y) (2.3.8a)

(
κ2(k, s) − k2

)
Ĝ21 − i k

d Ĝ11

dy
− d2 Ĝ21

dy2
= 0 (2.3.8b)En introduisant respe
tivement (2.3.7a) et (2.3.8a) dans (2.3.7b) et (2.3.8b) on trouve :

(
κ2(k, s) − k2

)
Ĝ22 −

κ2(k, s) − k2

κ2(k, s)

d2 Ĝ22

dy2
= δ(y) ⇐⇒ (2.3.9)

− d2 Ĝ22

dy2
+ κ2(k, s) Ĝ22 =

κ2(k, s)

κ2(k, s) − k2
δ(y) (2.3.10)

(
κ2(k, s) − k2

)
Ĝ21 −

κ2(k, s) − k2

κ2(k, s)

d2 Ĝ21

dy2
=

i k

κ2(k, s)
δ ′(y) ⇐⇒ (2.3.11)

− d2 Ĝ21

dy2
+ κ2(k, s) Ĝ21 =

i k

κ2(k, s) − k2
δ ′(y) (2.3.12)



44 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de GalbrunFinalement nous obtenons la solution de (2.3.10) sous la forme :
Ĝ22(k, y, s) = A(k, s)e−κ(k,s)|y| (2.3.13)où A(k, s) est une fon
tion à déterminer et κ(k, s) est la ra
ine 
arrée 
omplexe donnée par :
κ(k, s) =

C√( s
c0

+ iM k
)

+ k2La fon
tion c√· est dé�nie de la manière 
lassique suivante :
c√· : C −→ C

z =ρei θ 7−→ √
ρ ei θ/2, θ ∈] − π, π[.La 
oupure de c√

z dans le plan 
omplexe sera don
 la demi-droite dé�nie par {z ∈ R−} (voirla �gure 2.3.1).
ℑm(z)

ℜe(z)arg(z) = −π
arg(z) = +π

•z

• c√
z

Fig. 2.3.1: Détermination de la fon
tion z 7→ z
1
2Ave
 
e 
hoix, on véri�e que la solution de l'équation (2.3.10) tend vers 0, lorsque y tend versl'in�ni.Pour un é
oulement subsonique v0 
'est à dire |v0| < c0 ( ie. |M | < 1), la 
oupure de la fon
tion

κ dans le plan 
omplexe des k sera la réunion de deux demi-droites (voir �gure 2.3.2) :
ℑmk ∈] −∞ ; − ℜe(s)

c0(1 −M)
[ ∪ ]

ℜe(s)
c0(1 +M)

; +∞ [, ∀ℜe(s) > 0

ℑmk

Coupure Coupure
ℜe(s)

c0(1 −M)

ℜe(s)
c0(1 +M)Fig. 2.3.2: Détermination de la fon
tion k 7→ κ(k, s)En dérivant (4.3.2), on trouve que :

d Ĝ22

d y
(k, y, s) = −sgn(y)κ(k, s)A(k, s) e−κ(k, s)|y|



2.3. Cal
ul dans le domaine spe
tral 45où la fon
tion " sgn(y) " est dé�nie par :
sgn(y) =

{
+1 si y > 0

−1 si y < 0et l'on doit avoir t
d Ĝ22

d y

|

y=0

= − κ2(k, s)

κ2(k, s) − k2Don

A(k, s) =

1

2

κ(k, s)

κ2(k, s) − k2De la même manière on trouve que les solutions du système (2.3.8a)-(2.3.8b) véri�ent :
Ĝ21(k, y, s) =

i k

κ2(k, s)

d Ĝ22

dy
(k, y, s)

Ĝ11(k, y, s) =
δ(y)

κ2(k, s)
+

i k

κ2(k, s)

d Ĝ21

d y
(k, y, s)D'aprés (2.3.10) et (2.3.12), on obtient

Ĝ21(k, y, s) = Ĝ12(k, y, s) (2.3.14)
Ĝ11(k, y, s) =

δ(y)

κ2(k, s) − k2
− k2

κ2(k, s)
Ĝ22(k, y, s) (2.3.15)Dans l'espa
e Fourier-Lapla
e, les 
omposantes du tenseur de Green Ĝij (i, j = 1, 2)sont données �nalement par :

Ĝ11(k, y, s) =
δ(y)

κ2(k, s) − k2
− k2

2κ(s, k)

e−κ(k,s)|y|

κ2(k, s) − k2
,

Ĝ12(k, y, s) = Ĝ21(k, y, s) = ∓ i k

2

e−κ(k,s)|y|

κ2(k, s) − k2
, ∀ ± y > 0,

Ĝ22(k, y, s) =
κ(k, s)

2

e−κ(k,s)|y|

κ2(k, s) − k2ou sous la forme matri
ielle suivante :
Ĝ(k, y, s) =

1

2




2 δ(y) eκ(k,s)|y| − k2

κ(s, k) ; −i k sgn (y)

−i k sgn (y); κ(k, s)




e−κ(k,s)|y|

κ2(k, s) − k2
(2.3.16)Remarquons i
i que le tenseur de Green de l'équation de Galbrun est un tenseur symétrique.



46 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de Galbrun2.3.3 Résolution dans l'espa
e de Lapla
eEn appliquant la transformation de Fourier inverse en x à (2.3.16), on obtient la trans-formée de Lapla
e du tenseur dans le domaine spatial.
G̃11(x, y, s) =

δ(y)

2π

∫ +∞

−∞

ei kx dk

κ2(k, s) − k2
− 1

4π

∫ +∞

−∞

k2e−κ(k,s)|y|+i kx

κ(k, s)(κ2(k, s) − k2)
dk (2.3.17)

G̃12(x, y, s) =
sgn(y)

4π

∫ +∞

−∞

−i k

κ2(k, s) − k2
e−κ(k,s)|y|+i kx dk (2.3.18)

G̃22(x, y, s) =
1

4π

∫ +∞

−∞

κ(k, s)

κ2(k, s) − k2
e−κ(k,s)|y|+i kx dk (2.3.19)On pose alors k = i qs/c0, (q est une variable imaginaire pure). Ce 
hoix de 
hangement devariable nous permet de ne pas faire apparaître de 
oe�
ients imaginaires dans les intégrands.On peut réé
rire (2.3.17)-(2.3.18)-(2.3.19) sous les formes suivantes :

G̃11(x, y, s) =
δ(y) c0
2πi s

∫ +i∞

−i∞

e−sxq/c0

(1 −Mq)2
d q +

1

4πi

∫ +i∞

−i∞

q2

γ(q)(1 −Mq)2
e
− s

c0
[γ(q)|y|+qx]

dq

G̃12(x, y, s) =
sgn(y)

4πi

∫ +i∞

−i∞

q

(1 −Mq)2
e
− s

c0
[γ(q)|y|+qx]

dq

G̃22(x, y, s) =
1

4π

∫ +i∞

−i∞

γ(q)

(1 −Mq)2
e
− s

c0
[γ(q)|y|−qx]

dqave

γ(q) =

(
(1 −Mq)2 − q2

) 1
2
,ou bien sous la forme matri
ielle :

G̃(x, y, s) = G̃A(x, y, s) + G̃H(x, y, s) (2.3.20)où
G̃A(x, y, s) =

1

4πi

∫ +i∞

−i∞

d q

(1 −Mq)2

(
q2

γ(q) q sgn(y)

q sgn(y) γ(q)

)
e
− s

c0
[γ(q)|y|+qx] (2.3.21)et

G̃H(x, y, s) =
δ(y) c0
2πi s

∫ +i∞

−i∞

(
1 0

0 0

)
e−sxq/c0

(1 −Mq)2
d q (2.3.22)Nous nous intéressons maintenant à 
al
uler seulement la transformée de Lapla
e inverse de

G̃A(x, y, s) par la méthode de Cagniard-de Hoop. En revan
he, on utilise la méthode 
lassiquede résidu pour inverser G̃H(x, y, s).
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ul de GH(x, y, t)En utilisant le théorème des résidus, on trouve que pour 0 < M < 1

c0
2πi s

∫ +i∞

−i∞

e−s x q/c0

(1 −Mq)2
d q =

x

M2
H(x) exp(− s x

c0M
)

=
x

M2
H(x)

∫ +∞

0
δ(t− x

c0M
) e−s tdt

=
x

M2
H(x) Lt

(
δ(· − x

c0M
)
)Finalement, on obtient l'expression de GH dans le domaine physique :

GH(x, y, t) =

(
1 0

0 0

)
x

M2
H(x) δ(t− x

c0M
) δ(y)2.4 Retour dans le domaine physique2.4.1 Contours de Cagniard-de HoopEn suivant la démar
he indiquée dans la sous se
tion 2.1.3, nous devons maintenant pourun point �xé (x, y) du plan physique déterminer un 
hemin dans le plan 
omplexe des q telleque la fon
tion τ(q) dé�nie par :

c0 τ(q) = γ(q)|y| + q x (2.4.1)soit réelle positive.Pour des raisons expliquées plus loin (liées à la singularité de la solution au point y = 0 et
x = c0M t), nous supposons dans la suite que y 6= 0.Le 
ontour de Cagniard est une 
ourbe du plan 
omplexe de la variable q dé�nie par :

Γ := {q ∈ C tel que ℜe(τ(q)) ∈ R+ et ℑm(τ(q)) = 0 }

:=
{
q ∈ C tel que ∃ τ ∈ R+ |

(
1 −Mq)2 − q2

) 1
2 |y| + qx = c0 τ

}Par 
onséquent :
q ∈ Γ =⇒ P (q) =

((
1 −M2

)
y2 + x2

)
q2 + 2

(
My2 − c0τ x

)
q − (y2 − c20τ

2) ≥ 0 (2.4.2)Le dis
riminant réduit de 
e polyn�me est lui même un polyn�me en τ qui sera noté danstoute la suite par :
∆ ′ = −y2

[
(1 −M2)c20τ

2 + 2M xc0τ − y2 − x2
]

︸ ︷︷ ︸
= −y2 × D(x, y, τ)Pour alléger la notation nous dé�nissons le paramètre adimensionné :

µ ,
√

1 −M2.



48 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de GalbrunOn étudie maintenant le signe de la fon
tion τ 7→ D(x, y, τ) dans l'intervalle ]0; +∞[. Cettefon
tion est de la forme :
D(x, y, τ) = c20µ

2(τ − τ−)(τ − τ+)ave

τ± =

±
√
x2 + µ2y2 −Mx

c0 µ2On a don

√
D(x, y, τ) =





√
D(x, y, τ) si τ ≥ τ+ > 0

i
√
|D(x, y, τ)| si 0 ≤ τ ≤ τ+et les ra
ines du polyn�me (2.4.2) sont :

q±r =
c0 τ x−My2 ± |y|

√
|D(x, y, τ)|

x2 + µ2y2
, si 0 ≤ τ ≤ τ+

q±c =
c0 τ x−My2

x2 + µ2y2
± i

|y|
√
D(x, y, τ)

x2 + µ2y2
, si τ > τ+Posons :

Υ± :=

{
υ±(τ) = q±r =

c0 τ x−My2 ± |y|
√
|D(x, y, τ)|

x2 + µ2y2
, 0 ≤ τ ≤ τ+

}et
Γ± :=

{
ϑ±(τ) = q±c =

c0 τ x−My2

x2 + µ2y2
± i

|y|
√
D(x, y, τ)

x2 + µ2y2
, 0 ≤ τ ≤ τ+

}On déduit alors que le 
ontour Γ est in
lu dans
Γ ⊂ Γ+ ∪ Γ− ∪ Υ+ ∪ Υ−Nous véri�ons l'in
lusion inverse, en montrant que les solutions du polyn�me (2.4.2) sont aposteriori des solutions de l'équation (4.4.1). En�n, on obtient :
Γ ≡ Γ+ ∪ Γ− ∪ Υ+ ∪ Υ−Nous verrons que τ+ est le temps d'arrivée de l'onde au point (x, y). C'est pourquoi nous lenoterons dans toute la suite par τa ou ta(x, y). En parti
ulier, G(x, y, t) = 0 si t < ta(x, y).On 
hoisit le 
hangement de variable suivant :





x = ρ cos(θ)

y =
ρ

µ
sin(θ)

, θ ∈] − π; π[ et ρ ≥ 0 (2.4.3)de sorte que
x2 + µ2y2 = ρ2.



2.4. Retour dans le domaine physique 49Remarque 2.5 La relation entre les 
oordonnées (ρ, θ) et les 
oordonnées polaires standard
(r, α) est donnée par : 




cos θ =
cosα√

1 −M2 sin2 α

sin θ =
µ sinα√

1 −M2 sin2 α

ρ =
√
r2 −Mx2

(2.4.4)En parti
ulier, si M = 0 on retrouve les 
oordonnées polaires standard (θ = α et ρ = r).Nous montrons que si q ∈ Γ±, on a alors
Y 2

sin2 θ
−

(
X + M

1−M2

)2

cos2 θ
= − 1

(1 −M2)2
(2.4.5)ave
 X = X(τ) = ℜe(q) et Y = Y (τ) = ℑm(q).Démonstration : Par dé�nition on sait que :

X(τ) =
c0M

µ2
sin2 θ − τ

ρ
cos θ (2.4.6a)

Y (τ) = ±| sin θ |
µρ

√
D(x, y, τ) (2.4.6b)Pour établir la relation (2.4.5), il faut penser à éliminer le paramètre τ dans l'une des équationsdu système (2.4.6). En e�et, si on 
hoisit par exemple la première équation (2.4.6a), on peuté
rire :

c0τ =

[
M

µ2
sin2 θ +X(τ)

]
ρ

cos θ
(2.4.7)Après avoir rappelé la dé�nition de la forme quadratique

D(x, y, τ) = c20 µ
2τ2 + 2c0Mρτ cos θ − 1 −M2 cos2 θ

µ2
ρ2,on introduit (2.4.7) dans le terme droit de l'équation (2.4.6b), il vient :

µ2ρ2Y
2(τ)

sin2 θ
= µ2

[
M

µ2
sin2 θ +X(τ)

]2 ρ2

cos2 θ
+ 2Mρ

[
M

µ2
sin2 θ +X(τ)

]
− 1 −M2 cos2 θ

µ2
ρ2

= µ2ρ2 X2

cos2 θ
+ 2ρ2M

X

cos2 θ
+
ρ2M2

µ2

[
cos4 θ + sin4 θ + cos2 θ sin2 θ

cos2 θ

]
− ρ2

µ2

= µ2ρ2 X2

cos2 θ
+ 2ρ2M

X

cos2 θ
+
ρ2M2

µ2
− ρ2

µ2

= µ2ρ2

((
X + M

µ2

)2

cos2 θ
− 1

µ4

)



50 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de Galbrunen remplaçant µ par sa dé�nition √
1 −M2, on obtient �nalement :

Y 2(τ)

sin2 θ
=

(
X + M

1−M2

)2

cos2 θ
− 1

(1 −M2)2
, d'où le résultat.

�Dans le plan 
omplexe l'équation (2.4.5) dé
rit une hyperbole. Les formules (2.4.6a,2.4.6b)donnent une τ -paramétrisation de 
ette hyperbole,
'est-à-dire en fon
tion du paramètre τ .Lorsque τ = τa = (
√
x2 + µ2y2 − Mx)/(c0 µ

2) la partie imaginaire de ϑ± est nulle et lesommet de l'hyperbole Γ± est donné à 
et instant par :
ϑ(τa) = qa =

c0 τa x−My2

x2 + µ2y2
=

1

µ2

(
x

ρ
−M

)

1er 
as : 0 < cos θ < M le 
ontour de Cagniard-de Hoop Γ := Γ+ ∪ Γ− est une bran
hehyperbolique dont le sommet est situé sur la demi droite des réels négatifs.
y = x

M

y = − x
M

b

b

•x = (x, y)

x

y

ℜe(q)

ℑm(q)

1
1+M

1
M

−1
1−M

qa

Γ+
1

Γ−
1Fig. 2.4.1: Contour de Cagniard-de Hoop lorsque 0 < cos θ < M .

2ème 
as : cos θ > M > 0, dans 
e 
as Γ+ (respe
tivement Γ−) est la partie d'une hyperbolesituée dans le demi plan X ≥ 0 et Y ≥ 0 (X ≥ 0 et Y ≤ 0)
y = x

M

y = − x
M

b

b

•x = (x, y)

x

y

ℜe(q)

ℑm(q)

1
1+M

1
M

−1
1−M

qa

Γ+
1

Γ−
1Fig. 2.4.2: Contour de Cagniard-de Hoop lorsque cos θ > M > 0.
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3ème 
as : cos(θ) < 0, on montre de même que Γ+ ∪ Γ− est une bran
he située dans le plan

X < 0.
•x = (x, y)

x

y

O ℜe(q)

ℑm(q)

1
1+M

1
M

−1
1−M

qa

Γ+
1

Γ−
1Fig. 2.4.3: Contour de Cagniard-de Hoop lorsque cos θ ≤ 0 (x ≤ 0).2.4.2 Retour au domaine temporelNous avons besoin d'introduire quelques notations. On note Ξ et H, deux tenseurs dé�nispar :

G̃A(x, y, s) =
1

4πi

∫ +i∞

−i∞
H(q, y)e

− q
c0

[γ(q)|y|−qx]
d q ≡

∫ +i∞

−i∞
Ξ(q, x, y, s) d q (2.4.8)Notre obje
tif dans 
ette se
tion est de trouver des fon
tions gij satisfaisant 
ette égalité :

∫ +i∞

−i∞
Ξij(q, x, y, s) d q =

∫ +∞

0
gij(x, y, τ)e

−sτ dτ, pour ℜe(s) ≥ 0 et i, j = 1, 2. (2.4.9)où Ξij sont les 
omposantes du tenseur Ξ.Pour 
e faire nous allons utiliser les outils d'analyse 
omplexe pour déterminer la solution.D'après l'expression (2.3.21), nous remarquons que les 
omposantes du tenseur Ξ(q, x, y, s)admettent un p�le d'ordre 2 en q = 1/M . Ce p�le est relié au mode hydrodynamique. Seul lapremière 
omposante admet 3 p�les dont deux sont des points de bran
hement de la 
oupure.Ces p�les sont tous situés sur l'axe réel.
q1 =

1

M − 1
, q2 =

1

1 +M
et q3 =

1

MOn dé�nt alors les 
ourbes suivantes du plan 
omplexe des q. Soit R > 0, on note
D(0, R) le disque de 
entre (0, 0) et de rayon R.
C(0, R) le 
er
le de 
entre (0, 0) et de rayon R.On pose :
Γ±(R) := Γ± ∩ D(0, R)
M±(R) = Γ± ∩ C(0, R)



52 Chapitre 2. Solution fondamentale de l'équation de GalbrunOn dé�nit par A±(R) les ar
s du 
er
le de 
entre (0, 0), de rayon R et d'angle φ ∈
[
−π

2 ; π
2

]joignant les points (±R, 0) et M±(R). On 
onsidère :
CI(R) = [−iR ; iR] ∪ A+(R) ∪ Γ+(R) ∪ Γ−(R) ∪ A−(R)

ℜe(q)

ℑm(q)

qa
1

1+M

A+(R)

A−(R)

Γ+(R)

Γ−(R)

−R

R

Fig. 2.4.4: Contour d'intégration fermé dans le q-plan pour cos θ > M > 0Pour des valeurs de τ inférieures à une valeur seuil τa, le 
ontour Γ est réel, à partir de
ette valeur 
e 
ontour devient 
omplexe, le point de 
hangement de nature est noté par
qa(x) = q(x, y, τ = τa). La partie réelle du 
ontour est symétrique par rapport à l'axe des réelet pour une même valeur de τ on a deux points du 
ontour ayant la même partie imaginaire.Le tenseur Ξ est une fon
tion holomorphe dans le 
ontour fermé CI(R) don
 elle véri�e leshypothèses du théorème de Cau
hy [2℄ :

∫

CI(R)
Ξ(q, x, y, s) dq = 0En véri�ant que lim

|q|→+∞
q Ξ(x, y, q, s) = 0 sur les ar
s A±(R) (pour un point (x, y) ∈ R

2 |
x > M |y|), on déduit d'après le lemme de Jordan [2, 41℄ que

lim
R→+∞

∫

A±(R)
Ξ(q, x, y, s) dq = 0En tenant 
ompte des sens d'intégration indiqués sur la �gure (2.4.4) on a

∫

CI(R)
=

∫ iR

−iR
+

∫

Γ+(R)
+

∫

Γ−(R)
+

∫

A+(R)
+

∫

A−(R)



2.4. Retour dans le domaine physique 53En passant à la limite (R −→ +∞) on trouve que :
∫ +i∞

−i∞
Ξ(q, x, y, s) dq = −

∫

Γ+

Ξ(q, x, y, s) dq −
∫

Γ−

Ξ(q, x, y, s) dqOr on sait que la 
ourbe Γ± est paramétrée par la fon
tion ϑ±(τ) ie.
∫

Γ±

Ξ(q, x, y, s) dq = ∓
∫ +∞

τa

Ξ
(
ϑ±(τ)

)∂ϑ±
∂τ

(τ) dτEn utilisant la symétrie du 
ontour Γ+∪Γ− par rapport à l'axe des réels et l'égalité suivante :
Ξ(ϑ−(τ)) = −Ξ

(
ϑ+(τ)

)on obtient �nalement que :
G̃A(x, y, τ) =

∫ +∞

τa

Ξ
(
ϑ+(τ)

)∂ϑ+

∂τ
(τ)dτ +

∫ +∞

τa

Ξ
(
ϑ+(τ)

) ∂ϑ−
∂τ

(τ)dτ (2.4.10)Il ne nous reste maintenant qu'à 
al
uler ∂ϑ±/∂τ en fon
tion de ϑ± et de τ .Lemme 2.2 Pour tout τ > τa, la dérivée par rapport au temps de la fon
tion ϑ± qui dé
ritle traje
toire du 
ontour de Cagniard est donnée par :
∂ϑ±

∂τ
= ± i c0γ(ϑ

±)√
D(x, y, τ)

sur Γ± (2.4.11)Démonstration : On rappelle que ϑ± s'é
rit le long du 
ontour Γ sous la forme suivante :
ϑ±(τ) =

c0 τ x−My2

ρ2
± i

|y|
√
D(x, y, τ)

ρ2
, τa < τ <∞ (2.4.12)D'après l'équation (2.4.12) on a :

∂ϑ±

∂τ
=
c0 x

ρ2
± i

|y|
ρ2

D′(x, y, τ)

2
√
D(x, y, τ)

=
c0 x

ρ2
± i

|y|
ρ2

c20µ
2τ + c0M x√
D(x, y, τ)

=
c0√

D(x, y, τ)

{
x
√
D(x, y, τ)

ρ2
± i

(
c0µ

2τ +M x
) |y|
ρ2

}En remplaçant q = ϑ±(τ) par (2.4.12) dans l'égalité suivante :
γ(q) =

c0 τ

|y| − x

|y|q ∀y 6= 0,on obtient par ailleurs :
γ(ϑ±(τ)) =

{
∓ ix

√
D(x, y, τ)

ρ2
+
(
c0 µ

2τ +M x
) |y|
ρ2

}
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 en�n que :
∂ϑ±

∂τ
= ± i c0γ(ϑ

±)√
D(x, y, τ)

sur Γ± (2.4.13)
�D'après le résultat du lemme (2.2) et l'identité (2.4.10) nous avons :

G̃A(x, y, τ) = −
∫ +∞

τa

2ℜe
[
Ξ
(
ϑ+(τ)

) i c0γ(ϑ+(τ))√
D(x, y, τ)

]
dτ (2.4.14)Or Ξ

(
ϑ+(τ)

) = 1/(4πi)H(ϑ+(τ)) exp (−s τ), don
 l'expression (2.4.14) devient :
G̃A(x, y, τ) = − c0

2π

∫ +∞

τa

ℜe
[
H
(
ϑ+(τ)

)
γ(ϑ+)

] e−s τ

√
D(x, y, τ)

dτ (2.4.15)D'après le théorème 2.1 de Ler
h, on 
on
lut que :
GA(x, y, τ) =





0, si τ ≤ τa(x, y)

−c0 ℜe
[
H
(
ϑ+(τ)

)
γ(ϑ+)

]

2π
√
D(x, y, τ)

, sinon (2.4.16)En remarquant que G 
oïn
ide ave
 GA lorsque y 6= 0, le tenseur de Green dans l'espa
ephysique (x , y , t) est donné sous la forme �nale suivante :
G(x, y, t) =




B(x, y, t); C(x, y, t) sgn(y)

C(x, y, t) sgn(y); 1 −B(x, y, t)



c0 H

(
t− ta(x, y)

)

2π
√
D(x, y, t)

, ∀ y 6= 0ave

B(x, y, t) = ℜe

[
ϑ+(t)2

(1 −Mϑ+(t))2

]
, C(x, y, t) = ℜe

[
ϑ+(t) γ(ϑ+(t))

(1 −Mϑ+(t))2

]et
ta(x, y) =

√
x2 + (1 −M2)y2 −M x

c0(1 −M2)Nous pouvons exprimer expli
itement la fon
tion B(x, y, t) en fon
tion des parties réelle etimaginaire de ϑ+.
B(x, y, t) =

Y 2

c20
−
(
X −MY 2 −MX2

)2

(M2Y 2 + (1 −MX)2)2
(2.4.17)où X = ℜe(ϑ+) et Y = ℑm(ϑ+). En revan
he on ne peut pas avoir une expression expli
itede la fon
tion C à 
ause de la ra
ine 
arrée 
omplexe γ(ϑ+).Remarque 2.6 Les 
omposantes du tenseur G sont toutes singulières au temps d'arrivée

τa = (ρ(1 −M cos θ)/(c0(1 −M2)) mais 
ette singularité ne pose pas de problème sur le plannumérique par
e qu'elle est intégrable (en temps).



2.4. Retour dans le domaine physique 55Remarque 2.7 Nous avons représenté quelques 
ontours d'intégration obtenus pour di�é-rentes valeurs de y (respe
tivement vert, magenta, bleu et rouge). Quand y tend vers 0, le
ontour tend vers la demi-droite [ 1
M+1 ; +∞]. Le p�le 1/M sera déte
té par le 
ontour d'inté-gration lorsque le 
ouple (x, y) = (c0Mt, 0). Au voisinage du point (c0Mt, 0) , les 
oe�
ientsdu tenseur de Green augmentent rapidement, 
e qui explique la forte singularité de la solution.

ℜe(q)

ℑm(q)

1
1+M

1
M

y −→ 0

Fig. 2.4.5: In�uen
e de y sur le 
ontour d'intégration.Remarque 2.8 Lorsque y = 0, la fon
tion
ϑ+(t) γ(ϑ+(t))

(1 −Mϑ+(t))2
) = ±i

c0τ
√
c20τ

2 − (x− v0τ)2

(x− v0τ)2
, ∀x 6= 0est imaginaire pure, par 
onséquent la 
omposante G12(x, y, t) est nulle sur la droite { y = 0 }.2.4.3 Fronts d'ondes a
oustiquesSoit t un instant donné. Nous 
her
hons à déterminer l'ensemble des points (x, y) dans le planphysique qui véri�e :

Et :=
{
(x, y) ∈ R

2 tel que ta(x, y) = t
}

:=

{
(x, y) ∈ R

2 /

√
x2 + (1 −M2)y2 −Mx

1 −M2
= c0t

}

:=
{
(x, y) ∈ R

2 tel que (x− c0Mt)2 + y2 = c20 t
2
}

Et est alors le 
er
le de 
entre (c0M t, 0) et de rayon c0 t.
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Fig. 2.4.6: fronts d'ondes sans é
ou-lement (M = 0)
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Fig. 2.4.7: Fronts d'ondes ave
 é
ou-lement (M = 0.5)2.5 Extra
tion de la singularité2.5.1 Dé
omposition en parties régulière et singulièreL'idée de base pour extraire la singularité du tenseur de Green est de la dé
omposer en deuxparties dont l'une est régulière et l'autre est singulière, autrement dit on va é
rire toutes les
omposantes du tenseur GA dans l'espa
e physique sous 
ette forme :
GA

ij = Gij − Sij︸ ︷︷ ︸
GR

ij

+ Sij︸︷︷︸
GS

ij

, ∀ i, j = 1, 2 (2.5.1)où GR
ij et GS

ij sont respe
tivement une fon
tion régulière et une distribution singulière, expri-mée 
omme dérivée d'une fon
tion qui est lo
alement intégrable.Nous rappelons au le
teur que pour un instant t donné le tenseur de Green admet deuxtypes de singularité dans l'espa
e physique, la première est située sur les fronts d'ondes, au-trement dit lorsque le point x = (x, y) véri�e l'équation de 
er
le 
onve
té par l'é
oulement,la deuxième est lo
alisée au 
entre de 
e 
er
le ie. au point (c0M t, 0).Nous ne nous intéressons dans 
ette partie qu'à l'extra
tion de la deuxième singularité des
omposantes diagonales Gii (i = 1, 2) de la solution fondamentale. Pour 
e faire nous lesé
rivons tout d'abord dans l'espa
e spe
tral sous la forme suivante :
G̃A

ii(x, y, s) = G̃ii(x, y, s) =

∫ +i∞

−i∞
Ξii(q, x, y, s) d q, ∀ y 6= 0. ∀ i, j = 1, 2. (2.5.2)l'intégrand Ξii(q, x, y, s) est donné 
ette fois par :

Ξii(q, x, y, s) =
1

4π i

Aii(q)

(1 −Mq)2
1

γ(q)
exp (−sτ(q)), (2.5.3)ave


A11(q) = q2, A22(q) = q2 + (1 −Mq)2 (2.5.4)Ensuite nous développons Aii(q) à l'ordre de la singularité (qui est égal à 2) au voisinage dupoint qs = 1/M ie.
Aii(q) = Aii(qs) + (q − qs)A

′
ii(q) + (q − qs)

2Rii(q). (2.5.5)



2.5. Extra
tion de la singularité 57où Rii est une fon
tion régulière au voisinage de qs.Si nous inje
tons le développement (2.5.5) dans (2.5.3), nous obtenons :
Ξii(q, x, y, s) =

1

4π i

[
Rii(q) +

A′
ii(qs)

(q − qs)
+

Aii(qs)

(q − qs)2

] d q

M2γ(q)
exp (−sτ(q)), (2.5.6)

= ΞR
ii(q) + Ξ1,S

ii (q) + Ξ2,S
ii (q)︸ ︷︷ ︸ (2.5.7)

= ΞR
ii(q) + ΞS

ii(q) (2.5.8)D'après (2.5.2) et (2.5.7), on peut dé
omposer la fon
tion de Green sous la forme suivante :
Gii(x, y, s) = GR

ii(x, y, s) +G1,S
ii (x, y, s) +G2,S

ii (x, y, s) (2.5.9)où
• GR

ii est une fon
tion régulière.
• G̃j,S

ii
est une fon
tion ayant une singularité au voisinage de (c0Mt, 0, t)2.5.2 Cal
ul de la partie régulièreAprès l'extra
tion de la singularité du tenseur de Green G, nous nous intéressons au 
al
ul dela partie régulière GR par la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous rappelons au le
teur que

GR est donné par :
GR

ii(x, y, t) =

∫ +i∞

−i∞
Rii(q)

d q

γ(q)
exp (−sτ(q)), (2.5.10)D'après les résultats de la sous-se
tion (2.4.2), nous montrons sans di�
ulté que :

GR
ii(x, y, t) =

ℜe[Rii(ϑ
+(t))]√

D(x y, t)
H(t− ta(x, y)), (2.5.11)ave


R11(q) = 1, R22(q) = 1 +M22.5.3 Cal
ul de la partie singulièreLa question qui se pose maintenant est : 
omment peut-on 
al
uler G̃j,S indépendammentde l'expression (2.5.9) ? Autrement dit existe-il des fon
tions semi expli
ites qui 
oïn
identpresque partout ave
 les fon
tions singulières Gj,S et qui admettent la même singularité ?Nous introduisons pour 
ela une EDP dont la solution est de la forme Gj,S . Soient Ψ et Φ lessolutions fondamentales respe
tivement asso
iées aux problèmes suivants :




(
1

c20

D2

Dt2
− ∆

)
D2Ψ

Dt2
= A(qs)δ(x) δ(y) δ(t)

Ψ est une fon
tion 
ausale (2.5.12)et 



(
1

c20

D2

Dt2
− ∆

)
DΦ

Dt
= A′(qs)δ(x) δ(y) δ(t)

Φ est une fon
tion 
ausale (2.5.13)
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D

Dt
=

∂

∂t
+ v0

∂

∂x
, A(qs) =

1

M2
I2 et A′(qs) =

2

M
I2.Nous allons tout d'abord montrer qu'il existe un lien entre Ψ (resp. Φ) et G1,S (resp G2,S) àsavoir que G1,S est la dérivée temporelle (au sens de distribution) de la fon
tion Φ (resp Ψ).Nous montrons ensuite qu'il est possible de 
al
uler expli
itement les fon
tions Ψ et Φ quisont lo
alement intégrables.Après la transformation de Lapla
e en t et de Fourier en x de la fon
tion Ψ on trouve :

− ∂2Ψ̂

∂y2
+ s2

(
(

1

c0
+ iM

k

s
)2 +

k2

s2

)
Ψ̂ =

δ(y)

s2(1 + i v0
k
s )2

A(qs) (2.5.14)La solution de l'équation (2.5.14) est donnée sous 
ette forme :
Ψ̂(k, y, s) = F (k, s) e−s γ(k, s) | y |ave


γ(k, s) =
(( 1

c0
+ iM

k

s

)2
+
k2

s2

) 1
2
, ℜe(γ(k, s)) ≥ 0En tenant 
ompte des 
onditions aux limites, on trouve que :

F (k, s) =
A(qs)

s3 γ(k, s) (1 + i v0
k
s )2don


Ψ̂(k, y, s) =
e−s γ(k, s) | y |

s3 γ(k, s) (1 + i v0
k
s )2

A(qs) (2.5.15)Si on applique la transformée de Fourier inverse on aura alors :
Ψ̃(x, y, s) =

A(qs)

4πs2

∫ +∞

−∞

e−s (γ(k, s)|y|−i k
s

x)

γ(k, s) (1 + i v0
k
s )2

dk

s
(2.5.16)En faisant le 
hangement de variable suivant q = −i c0

k

s
, on obtient

Ψ̃(x, y, s) =
A(qs)

4πi s2

∫ +i∞

−i∞

d q

(1 −M q)2
e
− s

c0
(γ(q)|y|+q x)

γ(q)
(2.5.17)D'après (2.5.7) on déduit que :

G̃2,S
ii (x, y, s) = s2 Ψ̃ii(x, y, s) =

Aii(qs)

4πi

∫ +i∞

−i∞

d q

(q − qs)2
e
− s

c0
(γ(q)|y|+q x)

M2γ(q)Par 
onséquent nous obtenons dans l'espa
e physique que :
G2,S

ii (x, y, t) =
∂2Ψii

∂t2
(x, y, t).De la même manière, on montre aisément que

G1,S
ii (x, y, t) =

∂Φii

∂t
(x, y, t)I
i la dérivée en temps est à prendre au sens des distributions. Nous allons voir dans la suiteque les fon
tions Ψ et Φ sont dans l'espa
e L1,loc

x,y,t.



2.6. Validation numérique 592.5.4 Cal
ul expli
ite de la fon
tion singulièreConsidérons le système d'équations suivant (j = 1 ou 2) :




1

c20

D2G

Dt2
− ∆G = δ(x) δ(y) δ(t), G(x, y, t) = 0, ∀ t ≤ 0. (2.5.18)
DjKj

D tj
= δ(x) δ(y) δ(t), Kj(x, y, t) = 0, ∀ t ≤ 0. (2.5.19)Les fon
tions Ψ et Φ sont dé�nies alors par les produits de 
onvolution suivants :
Φ(x, y, t) = A′(qs) G

x′,y′,t′∗ K1 (2.5.20)
Ψ(x, y, t) = A(qs) G

x′,y′,t′∗ K2 (2.5.21)La justi�
ation mathématique des produits de 
onvolution (2.5.20) et (2.5.20) fait l'objet dela première se
tion de l'annexe A.Lemme 2.3 Les solutions (fondamentales) des problèmes (2.5.18) et (2.5.19) sont donnéesrespe
tivement par :
K1(x, y, t) =

1

c0M
H(x) δ(t− x

c0M
) δ(y) (2.5.22)

K2(x, y, t) =
1

c20M
2
xH(x) δ(t− x

c0M
) δ(y) (2.5.23)

G(x, y, t) =
c0
2π

H(t− ta(x, y))√
c20 (1 −M2) t2 + 2 c0Mx t− x2 − y2

(2.5.24)où
ta(x, y) =

√
x2 + (1 −M2)y2 −Mx

c0(1 −M2)Lemme 2.4 Les fon
tions Ψ et Φ sont données maintenant expli
itement :
Φ(x, y, t) =

1

πM
cosh−1

( c0 t√
(x− c0Mt)2 + y2

)
H
(
t− ta(x, y)

)
I2

Ψ(x, y, t) =
1

2πM2

[
t cosh−1

( c0 t√
(x− c0Mt)2 + y2

)
−
√
D(x, y, t)

]
H
(
t− ta(x, y)

)
I2Nous démontrons 
e lemme dans l'annexe A.2.6 Validation numériqueLe but de 
ette se
tion est de 
al
uler en utilisant les résultats que nous venons d'obtenir lasolution de l'équation (2.1.2) ave
 un se
ond membre pon
tuel en espa
e et gaussien en tempsautrement dit pour f égal à :

f =

(
S1(t)
S2(t)

)
δ(x)δ(y) (2.6.1)
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onvolution du tenseur de Green ave
 le terme sour
e (2.6.1), la solution de l'équation deGalbrun est donnée par :
u(x, y, t) = G ∗ f :=

( 2∑

k=1

Gjk ∗ Sk

)
ej =





u1(x, y, t) = G11
t′∗ S1 +G12

t′∗ S2

u2(x, y, t) = G21
t′∗ S1 +G22

t′∗ S2Le 
al
ul numérique de la 
onvolution en temps entre les fon
tions de Green que nous venonsde dé
rire et un terme sour
e présente 
ertaines di�
ultés :1. Les 
omposantes de tenseur de Green ne sont pas toujours expli
ites.2. Les fon
tions de Green sont singulières au temps d'arrivée de l'onde.Comme G se dé
ompose en trois parties :
G = G1,S + G2,S + GR,on peut également dé
omposer u sous la forme suivante :

u(x, y, t) = GR t′∗ f + G1,S t′∗ f + G2,S t′∗ fD'après la se
tion pré
édente nous savons que G1,S = Φ̇ et G2,S = Ψ̈, d'où
u(x, y, t) = GR ∗ f + Φ ∗ ḟ + Ψ ∗ f̈ (2.6.2)

= uR + v + woù
uR

j (x, y, t) =

∫ t

0
GR

jk(x, y, τ)Sk(t− τ) dτ, vj(x, y, t)=

∫ t

0
Φjk(x, y, τ)Ṡk(t− τ) dτ (2.6.3)

wj(x, y, t) =

∫ t

0
Ψjk(x, y, τ)S̈k(t− τ) dτ (2.6.4)I
i nous avons utilisé la 
onvention d'Einstein de sommation sur les indi
es répétés.Dans les tests numériques qui vont suivre, nous utilisons une sour
e monodire
tionnelle (dansla dire
tion Oy) qui est impulsionnelle en espa
e et gaussienne en temps, située à l'origine dudomaine de 
al
ul (voir Fig 2.6.1).
S2(t) =

{
e−π2 f2

0 (t−t0)2 si t ≤ 2 t0

0 si t > 2 t0
et S1(t) = 0.ave
 f0 est la fréquen
e de la sour
e et t0 = 1

f0
,

Ṡ2(t) =

{
−2π2 f2

0 (t− t0)e
−π2 f2

0 (t−t0)2 si t ≤ 2 t0

0 si t > 2 t0
et Ṡ1(t) = 0
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Fig. 2.6.1: Graphe de t→ Ṡ2(t) pour une fréquen
e f0 = 4.A un instant t �xé, on trouve alors une solution analytique à support 
ompa
t




uR
1 (x, y, t) =

∫ t

max(ta, t−2t0)
GR

11(x, y, t
′)S1(t− t′)dt′ +

∫ t

max(ta, t−2t0)
GR

12(x, y, t
′)S2(t− t′)dt′

uR
2 (x, y, t) =

∫ t

max(ta, t−2t0)
GR

12(x, y, t
′)S1(t− t′)dt+

∫ t

max(ta, t−2t0)
GR

22(x, y, t
′)S2(t− t′)dt′Rappelons que uR

j (x, y, t) est nulle pour t < ta(x, y) :




uR(x, y, t) = 0 si t ≤ ta(x, y)

uR(x, y, t) =

∫ t

ta

G∞
jk(x, y, τ)Sk(t− τ)dτ si t > ta(x, y)

(2.6.5)ave

GR(x, y, t) =

ℜe[R(ϑ+(t))]√
D(x y, t)

H(t− ta(x, y)), (2.6.6)où
R(q) =

(
1 M2q2

qγ(q)+q2 + 1
M2q2

qγ(q)+q2 + 1 1 +M2

)Nous rappelons au le
teur que ϑ+(t) est donné par :
ϑ+(t) =

c0τ x−My2

x2 + (1 −M2)y2
+ i

|y|
√
D(x, y, t)

x2 + (1 −M2)y2On dé
ompose l'intervalle de temps [ta ; t] en Nt intervalles de même longueur dt. On a alors
uR(x, y, t) =

Nt∑

i=1

∫ ta+idt

ta+(i−1)dt
GR

jk(x, y, τ)Sk(t− τ)dτIl existe de nombreuses te
hniques permettant de 
al
uler les intégrales
∫ ta+idt

ta+(i−1)dt
GR

jk(x, y, τ)Sk(t− τ)dτ
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omme la méthode des re
tangles, des trapèzes, de Simpson ou de Gauss (par ordre de sophis-ti
ation 
roissante). Pour simpli�er notre propos nous présentons i
i la méthode la plus simpleà mettre en oeuvre : la méthode des re
tangles. Pour i > 1 on approximera don
 l'intégrale
∫ ta+idt

ta+(i−1)dt
GR

jk(x, y, τ)Sk(t− τ)dτpar
GR

jk(x, y, ta + (i− 1)dt)Sk(t− (ta + (i− 1)dt)) dtPar 
ontre, pour i = 1, on ne peut plus utiliser 
ette formule puisque la fon
tion GR
jk estsingulière au point (x, y, ta). Une première idée 
onsiste à appro
her

∫ ta+dt

ta

GR
jk(x, y, τ)Sk(t− τ)dτpar

GR
jk(x, y, ta + dt)f(t− (ta + dt)) dtmais 
'est une mauvaise approximation par
e que GR

jk varie fortement sur l'intervalle [ta ; ta+
dt]. Pour 
ette raison on préfère l'approximation suivante :

∫ ta+dt

ta

GR
jk(x, y, τ)Sk(t− τ) dτ ≃ Sk(t− ta)

∫ ta+dt

ta

GR
jk(x, y, τ) dτOn 
al
ulera don
 :

u∞(x, y, t) ≃ Sk(t−ta)
∫ ta+dt

ta

GR
jk(x, y, τ) dτ+

Nt∑

i=2

GR
jk(x, y, ta+(i−1)dt)Sk(t−(ta+(i−1)dt)) dt(2.6.7)Résultats numériquesDans 
e 
as test on prend la vitesse du son dans le �uide c0 = 1(m/s) ave
 un é
oulementuniforme v0 = 0.5 c0. Dans 
e 
as test, nous présentons la 
omposante uy de la solution.
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2.7. Équation de Galbrun régularisée. 632.7 Équation de Galbrun régularisée.2.7.1 Position du problème.On 
her
he dans 
ette partie une solution expli
ite du problème régularisé deGalbrun (2.7.1)dans un domaine in�ni en utilisant la méthode de Cagniard-de Hoop.




1

c20

D2ξ

Dt2
− ∇(div ξ) + rot (rot ξ) = f + rot ω, dans R

2 × R+

ξ(x, y, 0) =
∂ξ

∂t
(x, y, 0) = 0, dans R

2

lim
‖x, y‖→+∞

ξ(x, y, t) = 0, ∀ t > 0.

(2.7.1)
ω est la vorti
ité du dépla
ement (rot ξ = ω) véri�ant

1

c20

D2ω

Dt2
= rotf , dans R

2 × R+. (2.7.2)Remarque 2.9 La solution du problème (2.7.1) est de même nature de rotationnalié que lasour
e.Or on sait que
−∇(div ξ) + rot (rot ξ) = −∆ξdon
 on obtient à partir de la première équation de (2.7.1) une équation ve
torielle dé
ouplée

1

c20

D2ξi
Dt2

− ∆ξi = fi + ( rot ω)i, ∀ i = 1, 2. (2.7.3)Pour résoudre expli
itement 
ette équation, il su�t de 
her
her la fon
tion de Green s
alaire
u de l'équation des ondes 
onve
tées

1

c20

D2u

Dt2
− ∆u = δ(x)δ(y)δ(t). (2.7.4)Une fois on trouve 
ette fon
tion deGreen la solution de (2.7.1) est obtenue par la 
onvolutionsuivante :

ξi(x, y, t) = u ∗ fi(x, y, t) + u ∗ ( rot ω)i(x, y, t), ∀ i = 1, 2. (2.7.5)
∗ désigne le produit de 
onvolution en espa
e et en temps.2.7.2 Solution dans l'espa
e Fourier-Lapla
e.Après la transformation de Lapla
e en t et de Fourier en x de la fon
tion u on trouve :

− ∂2û

∂y2
+ s2

(
(

1

c0
+ iM

k

s
)2 +

k2

s2

)
û = δ(y) (2.7.6)
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û(k, y, s) =

e
−s

n
( 1

c0
+i M k

s
)2+ k2

s2

o 1
2
|y|

2 s
{

( 1
c0

+ iM k
s )2 + k2

s2

} 1
2

(2.7.7)Si on applique la transformée de Fourier inverse on aura alors :
ũ(x, y, s) =

∫ +∞

−∞

e
−s

n
( 1

c0
+i M k

s
)2+ k2

s2

o 1
2
|y|
ei k x

4π s
{

( 1
c0

+ iM k
s )2 + k2

s2

} 1
2

dk (2.7.8)On note
γ(k, s) =

(( 1

c0
+ iM

k

s

)2
+
k2

s2

) 1
2
, ℜe(γ(k, s)) ≥ 0alors

ũ(x, y, s) =
1

4π

∫ +∞

−∞

e−s (γ(k, s)|y|−i k
s

x)

γ(k, s)

dk

s
(2.7.9)Si nous faisons la même démar
he que 
elle de la se
tion pré
édente nous obtenons :

u(θ, ρ, t) =





0 si 0 < t ≤ ρ(1−M cos(θ)
c0(1−M2)

)

1

2π
√

(1 −M2)t2 + 2M
c0
tρ cos(θ) − ρ2(1−M2 cos2(θ)

c0(1−M2)
)

si t > ρ(1−M cos(θ)
c0(1−M2)

)(2.7.10)Ou en
ore en 
oordonnées 
artésiennes :
u(x, y, t) =





0 si 0 < t ≤
√

(1−M2) y2+x2−M x

c0 (1−M2)

1

2π
√

(1 −M2)t2 + 2M
c0
x t− x2+y2

c20

si t >

√
(1−M2) y2+x2−M x

c0 (1−M2) (2.7.11)Remarque 2.10 :Lorsque M = 0 on retrouve la fon
tion de Green de l'équation des ondes en dimension 2.2.7.3 Validation numériqueDans les tests numériques qui vont suivre, nous utilisons une sour
e ex
itatri
e de fréquen
e
f0, située à l'origine du domaine de 
al
ul. Ce
i revient à résoudre l'équation (2.7.4) ave
 unse
ond membre f(x, y, t) donnée par f(x, t) = G(t) δ(x) δ(y) où G est une fon
tion en temps :
G(t) =

d

dt
{e−π2f2

0 (t−t0)2}H(t− 2t0) =

{
−2π2 f2

0 (t− t0)e
−π2 f2

0 (t−t0)2 si t ≤ 2 t0
0 si t > 2 t0

, t0 =
1

f0La solution de l'equation (2.7.4) ave
 le terme sour
e f(x, y, t) est donnée par :
u(x, y, t) =

∫ t

max(τ+, t−2t0)
G(x, y, t′)S(t− t′)dt′
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(
) à l'instant t=0.5 (d) à l'instant t=1 (e) à l'instant t=1.5Fig. 2.7.1: La solution analytique u pour M = 0.6 et f0 = 4
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70 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-Helmholtz3.1 Introdu
tionL'obje
tif de 
ette partie est d'étendre 
e qui pré
ède (régularisation et 
al
ul analytique) à uné
oulement fortement 
isaillé. Un tel é
oulement peut être modélisé par un pro�l dis
ontinu :on est alors 
onduit à résoudre un problème de transmission qui s'é
rit plus naturellementave
 la variable de Galbrun (en e�et, on doit imposer la 
ontinuité du dépla
ement normal àtravers la ligne de 
isaillement) qu'ave
 
elles d'Euler linéarisées. L'intérêt pratique de traiter
e genre d'é
oulement est de 
al
uler, soit analytiquement soit numériquement, la solutiondans une 
ou
he de mélange (voir �gure 3.1.1).

Fig. 3.1.1: Cou
he de mélange
Malheureusement 
e problème de transmission est, en tant que problème d'évolution, un pro-blème fortement mal posé sur le plan mathématique. Autrement dit, la solution de 
e problèmene dépend pas 
ontinuement des données initiales et peut admettre une 
roissan
e exponen-tielle in
ontr�lable en espa
e et en temps. La 
onséquen
e immédiate sur le plan numériqueest qu'il n'est pas possible d'appro
her 
e problème par la méthode des élément �nis 
ar lasolution dis
rète sera ultra-sensible aux variations du pas du maillage. La des
ription de 
e
ara
tère mal posé fait l'objet de la se
tion 3.3.Pour mieux 
omprendre 
e phénomène qui est lié aux instabilités hydrodynamiques, nous
onsidérons que le problème �naturel� de transmission n'est autre que la limite asympto-tique (lorsque l'épaisseur de la 
ou
he de mélange tend vers 0) d'un problème asso
ié à uné
oulement régulier qui appro
he le pro�l dis
ontinu. Mais 
omme nous l'avons évoqué dansl'introdu
tion de la thèse, on ne sait pas traiter les équations de Galbrun pour des é
oulementsréguliers non uniformes. C'est pourquoi nous utilisons i
i les équations d'Euler linéarisées pourmener l'analyse asymptotique de type 
ou
he limite.Nous 
ommençons par quelques rappels relatifs au problème de Cau
hy asso
ié aux équationsd'Euler linéarisées dans un é
oulement quel
onque (les détails sont donnés dans l'annexe B).



3.2. Rappels mathématiques et position du problème 713.2 Rappels mathématiques et position du problème3.2.1 Position du problèmeOn 
onsidère le problème suivant : trouver (u, p) : R
d × R

+ −→ R
d × R, tels que :





∂u

∂t
+ (M · ∇)u + (u · ∇)M + ∇p = 0

∂p

∂t
+ (M · ∇)p+ div u = 0

(3.2.1)ave
 les 
onditions initiales
u(x, 0) = u0(x), p(x, 0) = p0(x) (3.2.2)On désigne par M(x),x ∈ R

d l'é
oulement de référen
e adimensionnel (|M(x)| est par dé�-nition le nombre de Ma
h au point x) supposé satisfaire, au moins au sens faible, les équationsd'Euler stationnaires :
(M · ∇)M = 0, div M = 0.Remarque 3.1 Le modèle 
ompressible (3.2.1) s'oppose traditionnellement au modèle in-
ompressible 




∂u

∂t
+ (M · ∇)u + (u · ∇)M + ∇p = 0

div u = 0,

(3.2.3)lequel semble plus largement étudié dans la littérature pour les instabilités [17,26,27,36℄ ! C'esttoutefois le modèle (3.2.1) qui est 
lassiquement utilisé en aéroa
oustique, notamment pourles appli
ations en aérodynamique.Dans (3.2.1), u(x, t) représente le 
hamp de (perturbations de) vitesses et p(x, t) le 
hampde (perturbations de) pression, 
es quantités étant i
i adimensionnalisées. On rappelle que si
a est un ve
teur de R

d (un 
hamp de ve
teurs) l'opérateur a · ∇ est l'opérateur di�érentiellinéaire s
alaire
a · ∇ =

d∑

j=1

aj
∂

∂xjLe problème de 
onditions initiales (3.2.1)-(3.2.2) relève de l'appli
ation du théorème de Hille-Yosida dès que le 
hamp M est régulier (au moins W 1,∞(Rd)d).Théorème 3.2 Pour des données initiales (u0, p0) dans l'espa
e hilbertien (muni de sanorme naturelle) :
∣∣∣∣∣∣

H(M ,Rd) = {(v, q) ∈ L2(Rd)d × L2(Rd) /

(
(M · ∇)u + ∇q, (M · ∇)q + div u)

)
∈ L2(Rd)d × L2(Rd)}on a existen
e et uni
ité d'une solution forte (ou 
lassique) :

(u, p) ∈ C1
(
R+;L2(Rd)d × L2(Rd)

)
∩ C0

(
R+;H(M ,Rd

)
.dès que

M ∈W 1,∞(Rd)d



72 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-HelmholtzPour les détails de la démonstration d'existen
e et d'uni
ité de la solution forte, on renvoie lele
teur à l'annexe B.À l'aide des formules de Green (voir l'annexe B), on montre que l'énergie E(t) dé�nie par :
E(t) =

1

2

∫

Rd

(|u|2 + |p|2)véri�e l'égalité suivante :
E(t) ≤ E(0) exp {2 (‖ div M ‖L∞ + ‖∇M ‖L∞) t }, (3.2.4)
e qui 
onstitue une estimation a priori dans L2(Rd). On peut alors en déduire une théoriede solutions faibles :

(u0, p0) ∈ L2(Rd)d × L2(Rd) =⇒ (u, p) ∈ C0
(
R

+; L2(Rd)d × L2(Rd)
)ave
 l'estimation a priori suivante (on utilise ‖ div M ‖L∞ ≤

√
2 ‖∇M ‖L∞) :

‖u(., t) ‖2
L2 + ‖ p(., t) ‖2

L2 ≤
(
‖u0 ‖2

L2 + ‖ p0 ‖2
L2

)
exp

(
2
√

2 t ‖∇M ‖L∞

)
. (3.2.5)En d'autres termes plus mathématiques, nous avons montré l'existen
e d'un semi-groupe :





SM (t) : L2(Rd)d × L2(Rd) −→ L2(Rd)d × L2(Rd)

(u0, p0) 7−→ SM (t)[u0, p0] ≡ (u(·, t), p(·, t)),
(3.2.6)où (u, p) est la solution de (3.2.1, 3.2.2), véri�ant l'estimation :

‖SM (t)‖L(L2(Rd)d×L2(Rd)) ≤ exp
(
2
√

2 t ‖∇M ‖L∞

)
. (3.2.7)Remarque 3.3 Lorsque div M = 0, l'estimation (B.1.6) devient :

‖SM (t)‖L(L2(Rd)d×L2(Rd)) ≤ exp (2 t ‖∇M ‖L∞). (3.2.8)3.2.2 Quelques questions relatives à la régularité du pro�lCe type de résultat �minimal� (B.1.7) soulève naturellement deux questions :1. Peut-on avoir une théorie raisonnable lorsque le 
hamp M est moins régulier, typique-ment dis
ontinu et à divergen
e bornée ?Cette question n'est pas si évidente 
ar l'estimation (B.1.4) �ne passe� pas à la limite si
M �devient� dis
ontinu ( ie. si ‖∇M ‖L∞ tend vers +∞)2. L'estimation (B.1.4) (ou (B.1.6)) prévoit, ou du moins autorise, une 
roissan
e expo-nentielle en temps de la solution. La question est : un tel phénomène va t-il se produiree�e
tivement ? La réponse de 
ette question est a priori dé
onne
tée de la régularitédu 
hamp d'é
oulement M mais dépend de sa stru
ture. Une abondante littérature aété 
onsa
rée à 
ette question, surtout dans le 
as des é
oulements 
isaillés 
ompres-sibles. Nous renvoyons le le
teur à l'ouvrage de référen
e [49℄ pour divers 
ritères de
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omme par exemple le fameux 
ritère de Rayleigh) qui 
ara
térisent don
 desé
oulements tels que :
‖SM (t)‖L(L2(Rd)d×L2(Rd)) ≤ C. (3.2.9)et pour des exemples d'é
oulements instables 
'est à dire, par dé�nition, des é
oulementstels que :

‖SM (t)‖L(L2(Rd)d×L2(Rd)) ≥ exp (α t), α > 0. (3.2.10)Dans la suite de 
e travail, nous nous limitons à la dimension d = 2 et à des é
oulements deréféren
e dits �
isaillés�. Nous désignons par x et y les 
oordonnées de l'espa
e et 
onsidéronsun 
hamps de ve
teur M de la forme :
M(x, y) = M(y)ex =

(
M(y)

0

)Notons que M · ∇ ≡ M(y) ∂/∂x, et que le 
hamp M est une solution stationnaire deséquations d'Euler in
ompressibles, (même siM est dis
ontinu, on a alors une solution faible) :
(M · ∇)M = 0 et div M = 0 (3.2.11)En remarquant que, si u =

(
u
v

), on a
(u · ∇)M =

[
u
∂

∂x
+ v

∂

∂y

]
Mex = v M ′(y) ex,on voit que le système d'Euler linéarisé à résoudre s'é
rit :





∂u

∂t
+M(y)

∂u

∂x
+
∂p

∂x
+M ′(y)v = 0

∂v

∂t
+M(y)

∂v

∂x
+
∂p

∂y
= 0

∂p

∂t
+M(y)

∂p

∂x
+
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

(3.2.12)
Remarque 3.4 Dans le 
as parti
ulier d'un é
oulement uniforme, 
'est à dire lorsque lafon
tion M(y) est une 
onstante égale à M , on a :





(
∂

∂t
+M

∂

∂x

)
u + ∇p = 0

(
∂

∂t
+M

∂

∂x

)
p+ div u = 0

(3.2.13)et, 
omme l'opérateur di�érentiel ∂ /∂t+M∂ /∂x 
ommute ave
 les opérateurs de dérivationspatiale, on voit que la pression est la solution de l'équation d'ondes 
onve
tée :
(
∂

∂t
+M

∂

∂x

)2

p− ∆p = 0 (3.2.14)
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e 
hapitre est dédiée à rappeler un 
ertain nombre des réponses déjà 
onnues auxquestions 1 et 2, posées plus haut, en apportant un é
lairage parti
ulier (voir remarque 3.5)et nouveau. Notons que les résultats �
onnus� auquel nous faisons allusion 
on
ernent le plussouvent les équations in
ompressibles et ne sont pas toujours énon
és dans la littérature ave
les détails mathématiques né
essaires : 
e
i nous paraît justi�er en soi 
e travail préliminairequi a par ailleurs surtout l'avantage de préparer les trois derniers 
hapitres de 
e manus
rit.En substan
e, les réponses aux questions 1 et 2 sont :i) Non : en général, pour un é
oulement non régulier, le problème de Cau
hy n'a pasde solution. Ce phénomène est dû à 
e que l'on appelle dans la littérature physiquel'instabilité de Kelvin-Helmholtz (se
tion 3.3).ii) Oui : en parti
ulier tout pro�lM(y) d'é
oulement 
isaillé joignant deux valeurs 
onstantes
M− et M+ est né
essairement instable (se
tion 3.4).La démar
he que nous allons adopter dans 
ette première partie est la suivante :a) Considérons un é
oulement 
isaillé 2D dis
ontinu :

M(y) = Mdisc(y) =

{
M−, y < 0,
M+, y > 0Alors ave
 M− < M+ < M− + 2

√
2, le problème de Cau
hy "naturellement" asso
ié (voirremarque 
i-dessous) à 
e pro�l est fortement mal posé au sens de Kreiss ( [42℄). Ce résultatest déjà "
onnu" depuis longtemps, au moins depuis les travaux de [21℄ et [39℄, mais pasfor
ément identi�é en tant que tel : le mot �instabilité� est utilisé dans [21℄, la di�
ulté àrésoudre le problème d'évolution est soulignée dans [39℄, où les auteurs suggèrent de faireappel à la théorie des ultra-distributions. Ce phénomène est l'équivalent 
ompressible de
e qu'on appelle l'instabilité de Kelvin-Helmholtz en régime in
ompressible qui, elle, a lieuquelles que soient les valeurs de M+ > M−.b) Considérons un pro�l régulier Mε(y) qui 
onverge vers Mdisc(y) lorsque ε→ 0 :

Mε(y) =





M−, pour y < 0,

M+, pour y > ε

M(
y

ε
) pour 0 < y < εoù la fon
tionM ∈ C0[0, 1] est telle queM(0) = M− etM(1) = M+. Alors pour tout ε > 0,le problème de Cau
hy est instable et en outre on a l'estimation, en posant Sε(t) = SMε(t),

‖Sε(t)‖L(L2(Rd)d×L2(Rd)) ≥ exp
(α t
ε

)
, α > 0.Remarque 3.5 Quelques remarques de bon sens s'imposent pour a

ompagner 
e que nousvenons de dire :1. Comme une homothétie de rapport ε transforme le pro�l �unité� M1(y) en Mε(y), il estbien évident que si le pro�l M1(y) est instable, tous les pro�ls Mε(y) le sont égalementdans la mesure où si une donnée initiale (u0, p0) génère ave
 le pro�l M1(y) une 
rois-san
e en exp(β t), β > 0, la donnée initiale (u0(x/ε, y/ε), p0(x/ε, y/ε)) générera une
roissan
e en exp(β t/ε), β > 0. On peut don
 s'attendre, par passage à la limite, au
ara
tère fortement mal posé du problème limite.



3.3. Le 
as d'un é
oulement dis
ontinu 752. La question du sens à donner à 
e problème limite, 
'est à dire lorsque M est dis
ontinu,n'est pas évidente puisque les équations (3.2.1) n'ont a priori plus de sens. Lorsque Mest régulier par mor
eaux séparés pas des lignes de 
ontinuité tangentielle, le sens qu'ondonne habituellement dans la littérature est 
elui d'un problème de transmission : leséquations dans 
haque domaine �régulier� sont 
omplétées par des 
onditions de ra

ord.Comme on le verra plus loin, 
es 
onditions de transmission peuvent être obtenues for-mellement par un pro
essus limite quand ε tend vers 0 sur le pro�l régularisé Mε.3. Ces 
onditions sont homogènes (en termes d'opérateurs di�érentiels), autrement ditinvariantes par 
hangement d'é
helle, 
'est à dire par tout 
hangement de variable
(x, t) → (αx, α t), α > 0. En 
onséquen
e, 
omme la géométrie du problème bi-
ou
heset les équations dans 
ha
un des milieux homogènes le sont également, il n'y a plusd'é
helle 
ara
téristique dans le problème et on 
omprend bien que dans 
e 
as on nepeut avoir instabilité que si 
'est une instabilité au sens fort (ie. au sens de Kreiss).4. Il y a don
 
ohéren
e 
omplète entre les points a) et b). En fait, 
omme il n'est pasévident d'étudier dire
tement le 
ara
tère instable d'un pro�l régulier, nous déduirons,par analyse asymptotique, l'instabilité des pro�ls Mε(y) de l'instabilité forte du pro�llimite Mdisc(y).5. Physiquement, on 
omprend le fait d'avoir négliger l'épaisseur ε de la 
ou
he n'est lé-gitime que pour les grandes longueurs d'onde λ >> ε. Cependant le modèle dis
ontinun'est plus valable pour les petits longueurs d'onde λ << ε.Sur le plan des appli
ations pratiques et numériques, la 
onséquen
e majeure du résultat a)est que l'utilisation du modèle linéarisé standard (au sens de la remarque 3.5) est impossibledans le 
as dis
ontinu. Nous l'illustrerons à la �n de la se
tion 2.3.3 Le 
as d'un é
oulement dis
ontinu3.3.1 Le problème de transmissionNous 
onsidérons maintenant le 
as parti
ulier où M(y) est dis
ontinu :

Mdisc(y) =

{
M−, pour y < 0 (Ω−)
M+, pour y > 0 (Ω+)

(3.3.1)Évidemment se pose la question de donner un sens au système (3.2.12) puisque M ′
disc(y) (i
i

M ′
disc(y) = (M+ − M−) δ(y) !) intervient expli
itement 
omme un 
oe�
ient dans la pre-mière équation du système (3.2.12). Nous supposons dans toute la suite de 
e 
hapitre que

M+ > M−.Traditionnellement (au sens de la littérature s'entend) on donne un sens au problème en tantque problème de transmission. Si on pose (u±, p±) = (u, p)|Ω±
, ave
 Ω± = {(x, y) / ±y > 0},



76 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-Helmholtzon peut par exemple formuler un problème de transmission en (p−, p+) sous la forme :




(
∂

∂t
+M−

∂

∂x

)2

p− − ∆p− = 0 dans Ω−

(
∂

∂t
+M+

∂

∂x

)2

p+ − ∆p+ = 0 dans Ω+

(3.3.2)ave
 les 
onditions de ra

ordement entre les deux é
oulement à l'interfa
e de 
isaillement
Γ := {y = 0} 




p+ = p−

(
∂

∂t
+M+

∂

∂x

)2 ∂p−
∂y

=

(
∂

∂t
+M−

∂

∂x

)2 ∂p+

∂y

(3.3.3)Une première façon de 
omprendre la se
onde 
ondition de transmission 
onsiste à reveniraux équations de la physique. Plus pré
isément à l'a
oustique de Galbrun. En e�et, 
'estla 
ontinuité du dépla
ement normal à travers l'interfa
e qui 
onduit à 
ette 
ondition. End'autres termes, si on 
onsidère que, formellement :
ξy =

(
∂

∂t
+M

∂

∂x

)−2 ∂p

∂y
,alors la deuxième équation de 
ontinuité vient du fait que :

ξy− = ξy+ (3.3.4)Remarque 3.6 Lorsque M− = M+, on retrouve les 
onditions habituelles de ra

ord ( la
ontinuité de la pression et sa dérivée normale) pour l'équation d'ondes 
onve
tée.3.3.2 Analyse modale du problème de transmissionVenons en à l'analyse du problème de transmission (3.3.2)-(3.3.3). Si on identi�e Ω− et Ω+au même demi espa
e, (3.3.2)-(3.3.3) peut être 
omme un problème hyperbolique mixte, 
'està dire le 
ouplage d'un système hyperbolique dans un demi espa
e ave
 des 
onditions auxlimites au bord de 
e demi espa
e. Autrement dit, 
e problème relève de l'appli
ation dela théorie de Kreiss [42℄. Cette théorie repose sur l'analyse modale (spe
trale) 
onsistant àre
her
her une solution non triviale de (3.3.2)-(3.3.3) sous la forme :




p−(x, y, t) = p̂−(y) es t ei k x, pour y < 0

p+(x, y, t) = p̂+(y) es t ei k x, pour y > 0

(3.3.5)où p̂±(y) sont des fon
tions bornées (dé
roissantes à l'in�ni), k est un nombre réel et s est unnombre 
omplexe.Si on inje
te (3.3.5) dans (3.3.2), on obtient aisément :
{
p̂−(y) = ϕ− e+ξ− y, pour y < 0 (Ω−)

p̂+(y) = ϕ+ e−ξ+ y, pour y > 0 (Ω+)
(3.3.6)
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as d'un é
oulement dis
ontinu 77où par dé�nition
ξ± = ξ±(s, k) =

(
(s+ iM±k)

2 + k2
) 1

2 , ℜe(ξ±) > 0. (3.3.7)Si on inje
te dans un deuxième temps (3.3.6) dans (3.3.3) on voit que p+ = p− impose
ϕ+ = ϕ−. La se
onde 
ondition de transmission donne alors (si on veut une solution nonnulle) l'équation :

(s+ iM−k)
2 ξ+(s, k) + (s+ iM+k)

2 ξ−(s, k) = 0 (3.3.8)Si on pose s = σk, alors on obtient par homogénéité, une équation en une seule in
onnue σpour tout signe de k :
F (σ) = (σ + iM−)2

(
(σ + iM+)2 + 1

) 1
2 + (σ + iM+)2

(
(σ + iM−)2 + 1

) 1
2 = 0 (3.3.9)Rappelons que la théorie de Kreiss dit que si l'équation (3.3.8) admet des ra
ines s de partieréelle positive, alors le problème est fortement mal posé. Nous allons voir e�e
tivement le 
asi
i, 
omme le pré
ise le théorème suivant (qui reprend sous une forme un peu moderne lerésultat de [21℄)Théorème 3.7 Si M+ −M− ∈ ]0, 2

√
2[, l'équation (3.3.9) admet deux ra
ines à partiesréelles non nulles et opposées qui sont données par σ = σ∗ et σ = −σ̄∗ où :

σ∗ = − i
M+ +M−

2
+

(√
1 + (M+ −M−)2 − (M+ −M−)2

4
− 1

) 1
2

. (3.3.10)Le système (3.3.2)-(3.3.3) est don
 fortement mal posé.Preuve : E�e
tuons le 
hangement d'in
onnue σ = −iω (
ela permet simplement d'éviterl'apparition de 
oe�
ients imaginaires dans les 
al
uls) . L'équation (3.3.9) se réé
rit alors
(ω −M−)2

[
(1 − (ω −M+)2

] 1
2 = −(ω −M+)2

[
1 − (ω −M+)2

] 1
2 (3.3.11)Introduisons les nouvelles variables X = ω − M− et Y = −(ω − M+) (suggérées par unargument de symétrie) de telle sorte que (3.3.11) équivaut à :





X + Y = M+ −M−

X2(1 − Y 2)
1
2 = −Y 2(1 −X2)

1
2

(3.3.12)Élevant la se
onde équation au 
arré (attention, i
i on ne pro
ède plus par équivalen
e), ilvient :
X4 −X4Y 2 = Y 4 −X2Y 4,
e que nous pouvons réé
rire

X4 − Y 4 +X2Y 2(Y 2 −X2) = 0,soit en
ore
(X2 − Y 2)(X2 + Y 2 −X2Y 2) = 0.



78 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-HelmholtzComme X + Y = M+ −M− 6= 0, 
ette dernière équation est équivalente à
(X − Y )(X2 + Y 2 −X2Y 2) = 0.L'égalité X − Y = 0 
orrespond à ω =

M+ +M−

2
soit σ = −i

M+ +M−

2
.Pour les autres solutions, on remarque que X2 + Y 2 = (M+ −M−)2 − 2XY et don
 que,si on pose P = XY , il vient

P 2 + 2P − (M+ −M−)2 = 0 (3.3.13)d'où l'on tire
P = −1 ±

√
1 + (M+ −M−)2. (3.3.14)Par dé�nition de P , le lien entre ω et P est simplement

(ω −M+)(ω −M−) = −Psoit
ω2 − (M+ +M−) ω + P +M+M− = 0, (3.3.15)équation en ω dont le dis
riminant est

D = (M+ +M−)2 − 4(P +M+M−) = (M+ −M−)2 − 4P.On a deux 
as alors à distinguer :(i) P ≤ (M+ −M−)2/4. Dans 
e 
as les ra
ines ω du polyn�me (3.3.15) sont réelles et les σasso
iés sont imaginaires purs.(ii) P > (M+ −M−)2/4. Dans 
e se
ond 
as les zéros ω du polyn�me(3.3.15) sont 
omplexes
onjuguées de parties imaginaires non nulles et les deux σ = −iω ont des parties réelles nonnulles et opposées.C'est 
e dernier 
as qui va nous intéresser et il s'agit de voir quand (ii) a lieu sa
hant que Pest donné par (3.3.14). C'est 
e qui va nous amener à la restri
tion sur M+ −M−.Nous posons Z = (M+ −M−)2 et 
onsidérons les deux valeurs de P possibles :a) P = −1 +
√

1 + (M+ −M−)2. Dans 
e 
as P > (M+ −M−)2/4 se traduit par
√

1 + Z − 1 > Z/4 ⇐⇒ Z ∈ ] 0, 8[.Autrement dit, on a deux ra
ines σ à partie réelle non nulles et opposées dès que le saut del'é
oulement M+ −M− ∈ ]0; 2
√

2[.b) P = −1 −
√

1 + (M+ −M−)2 < 0 ne peut être supérieur à (M+ −M−)2/4.Pour a
hever la démonstration, il 
onvient de� remarquer que, dès que 0 < M+ − M− < 2
√

2, l'expression des ra
ines de (3.3.15),
ω = (M+ +M−)/2 ±

√
∆ 
orrespond à σ = σ∗ ou σ = −σ̄∗.



3.3. Le 
as d'un é
oulement dis
ontinu 79� véri�er a posteriori que σ = σ∗ ou σ = −σ̄∗ sont bien solutions de (3.3.9).
�Remarque 3.8 Le fait que la partie imaginaire de σ∗ soit égale à (M++M−)/2 signi�e quele mode instable se propage à la vitesse (M++M−)/2, moyenne arithmétique des deux vitessesde part et d'autre de la "ligne de 
isaillement". Selon la terminologie 
onsa
rée [20, 36℄, ondit que l'on a a�aire à une instabilité 
onve
tive si M+ +M− 6= 0, et à une instabilité absoluesi M+ +M− = 0.La partie réelle (positive) de σ∗ mesure le taux de 
roissan
e exponentielle (en temps) del'amplitude du mode : plus elle est grande, plus l'instabilité est forte. Notons que 
ette partieréelle ne dépend que de la valeur absolue du saut de l'é
oulement e = |M+ −M−| ∈]0, 2

√
2[ :

ℜe σ∗ = q(e)
1
2 ave
 q(e) =

√
1 + e2 − e2/4 − 1.Sur la �gure (3.3.1), nous représentons les variations de ℜe σ∗ en fon
tion de e.

M

2,5

0,25

2

0,2

0,15

1,5

0,1

0,05

1
0

0,50Fig. 3.3.1: Variations de ℜe σ∗ en fon
tion de eOn remarque sur la �gure (3.3.1) que ℜe σ∗ est maximale pour e =
√

3 ≃ 1.7320.3.3.3 Illustration numérique du 
ara
tère fortement mal posé.Pour la résolution numérique, il est utile (et préférable pour nous) de reformuler le problèmesous sa forme �Galbrun� en utilisant les dépla
ements lagrangiens ξ± 
omme in
onnues. Ene�et, l'intérêt de 
e 
hoix d'in
onnues, est que les 
onditions de transmission prennent uneforme parti
ulièrement simple et s'intègrent de façon naturelle dans une formulation varia-tionnelle.Or on sait que 
es dépla
ements sont liés aux pressions a
oustiques p± par :
(∂
∂t

+M±
∂

∂x

)2
ξ± = −∇p±, et p± = −div ξ±.



80 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-HelmholtzIl est alors fa
ile de voir que le problème (3.3.2)-(3.3.3) s'réé
rit en ξ = (ξ−, ξ+) :




Trouver ξ+ : Ω+ × R
+ → R

2, ξ− : Ω− × R
+ → R

2, tels que
(
∂

∂t
+M+

∂

∂x

)2

ξ+ −∇(div ξ+) = 0 dans Ω+

(
∂

∂t
+M−

∂

∂x

)2

ξ− −∇(div ξ−) = 0 dans Ω−

J div ξ K = 0 sur Γ

J ξ · n K = 0 sur Γ,

(3.3.16)
ave
 n

(
= (0, 1)t

) est le ve
teur normal à l'interfa
e Γ :Pour simuler le problème de transmission (4.2.5) qui est posé dans tout l'espa
e, nous devronstout d'abord borner le domaine de 
al
ul en imposant une 
ondition physique ξ · n = 0 sur
Σ±(voir la �gure 3.3.2) et une 
onditions non physique ξ = 0 sur les bords verti
aux Γ±

L

ex

ey

h

Σ+

Γ

−h
Σ−

−L

Γ−
L

L

Γ+
L

M+

M−

Ω̃+

Ω̃+

Fig. 3.3.2: Géométrie du problème de transmissionle problème à résoudre numériquement dans le domaine borné Ω̃ = Ω̃+ ∪ Ω̃− est donné alorssous la forme suivante :




Trouver ξ+ : Ω̃+ × R
+ → R

2, ξ− : Ω̃− × R
+ → R

2, tels que
(
∂

∂t
+M+

∂

∂x

)2

ξ+ −∇(div ξ+) = 0 dans Ω̃+

(
∂

∂t
+M−

∂

∂x

)2

ξ− −∇(div ξ−) = 0 dans Ω̃−

J div ξ K = 0, J ξ · n K = 0 sur Γ

ξ · n = 0, sur Σ±

(3.3.17)
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as d'un é
oulement dis
ontinu 81On 
onsidère les espa
es fon
tionnels suivants :
X0(Ω̃±) =

{
ξ± ∈ H1(Ω̃±), / ξ · n = 0 sur Σ± et ξ = 0 sur Γ±

L

}

X0(Ω̃) =
{

ξ = (ξ+, ξ−) ∈ X0(Ω̃+)×X0(Ω̃−), / J ξ · n K = 0 sur Γ
}On s'appuyant sur les résultats de premier 
hapitre, on peut établir aisément la formulationvarationnelle régularisée asso
iée au problème de transmission (3.3.17) :





Trouver ξ = (ξ+, ξ−) ∈ C2
(
0, T ; L2(Ω̃±)

)
∩ C0

(
0, T ; X0(Ω̃±)

) satisfaisant :
d2

dt2
(ξ, v) +

d

dt
b(ξ, v) + as(ξ, v) = 0, ∀ v ∈ X0(Ω̃),

ξ0 et ξ1 sont les données initiales (à support 
ompa
t) (3.3.18)où on a noté :
(ξ, v) =

∫

eΩ+ ∪ eΩ−
ξ± · v, b(ξ, v) =

∫

eΩ+ ∪ eΩ−
2M±

∂ξ±

∂x
· v et

as(ξ, v) =

∫

eΩ+ ∪ eΩ−

{
div ξ± div v + s rot ξ± rotv −M2 ∂ξ±

∂x
· ∂v

∂x

}ave
 as(ξ, v) (resp, b(ξ, v)) est une forme bilinéaire 
ontinue et symétrique (resp, antisymé-trique) dans X0(Ω̃±).Les résultats numériques que nous allons présenter dans 
e paragraphe ont été obtenus ave
le 
ode Melina, à partir de la formulation régularisée (3.3.18). La dis
rétisation en espa
eest réalisée par éléments �nis de Lagrange Q1 et la dis
rétisation en temps par un s
hémaaux di�éren
es �nies expli
ite 
entré. Les 
al
uls qui suivent ont été réalisés ave
 un maillagerégulier uniforme. Le pas de temps est 
hoisi proportionnel au pas de maillage h, 
ontraintpar la 
ondition de stabilité. Dans la suite, on gardera �xe le rapport ∆t/h (égal à 0.25 enl'o

urren
e, de telle sorte que la 
ondition de stabilité CFL est satisfaite dans Ω±) 
e quipermet de 
onsidérer h 
omme le seul paramètre de dis
rétisation. On 
onsidère 
omme sour
edes données initiales 
on
entrées au voisinage de l'origine :
ξ0(x) = ξ1(x) = χ(|x|) ∇ψ(x), ψ(x) = e−π2|x |2 , (3.3.19)où χ est la fon
tion 
ara
téristique de l'intervalle [0, 1].Les 
al
uls sont e�e
tués sur l'intervalle de temps [0, 5] et le re
tangle de 
al
ul est 
hoisiassez grand pour que l'onde n'atteigne pas les bords.

Fig. 3.3.3: la 
omposante normale ξy du dépla
ement à l'instant t = 0
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y

x

M+

M−Fig. 3.3.4: Pro�l dis
ontinu Mdisc(y) = M−1{y<0} +M+1{y>0}En réalisant 
ette expérien
e numérique, nous nous attendons que la solution dis
rète ainsi
al
ulée ne 
onverge pas lorsque la pas de maillage h tend vers 0. C'est 
e que nous allonse�e
tivement véri�er. Pour bien visualiser l'instabilité (forte), nous nous intéressons à la tra
esur l'interfa
e de dis
ontinuité Γ := {y = 0} de la 
omposante selon y du 
hamp ξ = (ξx, ξy)(la seule 
omposante 
ontinue).Nous 
omparons sur la �gure (3.3.5) les solutions obtenues ave
 deux maillages 
orrespondantrespe
tivement à h = 0.2 et h = 0.1. On observe 
lairement l'instabilité forte du problèmeen réalisant que la solution obtenue dépend 
omplètement du maillage : la solution augmenteexponentiellement en temps et 
ette 
roissan
e exponentielle est d'autant plus forte que lemaillage est �n. D'autre part, l'onde instable os
ille dans la dire
tion x ave
 une longueurd'onde qui apparaît proportionnelle au pas de maillage.Nous regardons sur la �gure 3.3.6 la dépendan
e de la deuxième 
omposante de la solution enfon
tion du pas de maillage h . A nouveau on 
onstate le défaut de 
onvergen
e, qui est i
i liéau 
ara
tère mal posé du problème 
ontinu.
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Fig. 3.3.5: La tra
e de la deuxième 
omposante de la solution à di�érents instants pour h = 0.2(à gau
he) et h = 0.1 (à droite)
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Fig. 3.3.6: La tra
e de la deuxième 
omposante de la solution au même instant et pourdi�érents pas de maillage3.4 Le 
as d'un pro�l 
isaillé régulariséL'obje
tif de 
ette se
tion est double. le premier est d'étudier la stabilité de problème deCau
hy lors de la transition d'un é
oulement régulier non uniforme à un é
oulement fortement
isaillé et même dis
ontinu. Pour 
e faire, on utilise la te
hnique d'analyse asymptotique detype 
ou
he limite. Le deuxième obje
tif est de préparer les outils de base pour 
onstruire denouvelles 
onditions de transmission pour le problème limite qui nous 
onduit à un problèmefortement bien posé. Ce
i fait l'objet du 
hapitre 53.4.1 Dé�nition du problème régulariséNous nous donnons une fon
tion régulière (au moins 
ontinue) M(y) : [0, 1] −→ R véri�ant
M(0) = M− et M(1) = M+et nous 
onsidérons le pro�l régulier suivant :

Mε(y) =





M+, si y > ε,

M(
y

ε
) si 0 < y < ε

M−, si y < 0

(3.4.1)
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y

Mε M+

M− εFig. 3.4.1: Pro�l régularisé y 7−→Mε(y).Nous nous intéressons dans 
ette se
tion à la stabilité du système suivant :




∂uε

∂t
+Mε(y)

∂uε

∂x
+
∂pε

∂x
+ (Mε)

′(y)vε = 0

∂vε

∂t
+Mε(y)

∂vε

∂x
+
∂pε

∂y
= 0

∂pε

∂t
+Mε(y)

∂pε

∂x
+
∂uε

∂x
+
∂vε

∂y
= 0

(3.4.2)
et notamment à 
e qui se passe quand ε −→ 0.Remarque 3.9 D'après les résultats que nous avons rappelé dans l'annexe (B), le problèmede Cau
hy asso
ié à (3.4.2) est bien posé dans L2 et que l'on a une estimation du type

∫

R2

(
| pε |2 + |uε |2 + | vε |2

)
≤
[∫

R2

| pε
0 |2 + |uε

0 |2 + | vε
0 |2
]

exp
(C
ε
‖M ′ ‖∞ t

) (3.4.3)pour une 
onstante C > 0 indépendante de ε et de M .3.4.2 Analyse de stabilité par appro
he modale.Introdu
tion.Pour analyser la stabilité du système (3.4.2) nous utilisons la transformée de Fourier en x, latransformation de Lapla
e en temps t. Cela revient algébriquement à 
her
her les solutions dela forme suivante :




pε(x, y, t) = p̂ε(y) es t ei kx

uε(x, y, t) = ûε(y) es t ei kx

vε(x, y, t) = v̂ε(y) es t ei kx

ave
 ℜe(s) > 0, et k ∈ R (3.4.4)
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as d'un pro�l 
isaillé régularisé 85On aboutit alors au système d'équations di�érentielles ordinaires fa
ile à résoudre :




(s+ i kMε(y)) û
ε(y) +M ′

ε(y)v
ε(y) + i kp̂ε(y) = 0 (3.4.5a)

(s+ i kMε(y)) v̂
ε(y) +

dp̂ε

dy
(y) = 0 (3.4.5b)

(s+ i kMε(y)) p̂
ε(y) + i kûε(y) +

dv̂ε

dy
(y) = 0 (3.4.5
)L'analyse va 
onsister à 
her
her d'éventuelles valeurs de s à parties réelles > 0 pour lesquellesle système (3.4.5) admet des solutions non triviales dans L2(R2).Remarque 3.10 On peut se ramener à étudier le 
as k > 0 une fois que l'on a remarquél'équivalen
e entre les deux propositions suivantes :

• (ûε, v̂ε, p̂ε) est une solution de (3.4.5) asso
iée à (s, k),
• (ûε,−v̂ε, p̂ε) est une solution de (3.4.5) asso
iée à (−s,−k).Remarque 3.11 Une 
onséquen
e de l'estimation (3.4.3) est que la partie réelle du nombre
omplexe s est né
essairement bornée supérieurement, uniformément par rapport à k. Démon-trons 
e résultat dire
tement.On multiplie les trois équations du système (3.4.5) respe
tivement par ûε, v̂ε et p̂ε, on sommele tout et on intègre sur R. Il vient :

∫

R

(s+ i kMε)
(
| p̂ε |2 + | ûε |2 + | v̂ε |2

)
+

∫

R

(
(i kûε +

dv̂ε

dy

)
p̂ε

+

∫

R

dp̂ε

dy
v̂ε + i k

∫

R

p̂ε ûε +

∫

R

(Mε)
′v̂ε ûε = 0

(3.4.6)Nous prenons la partie réelle du résultat après avoir remarqué que
i k

∫

R

(ûε p̂ε + ûε p̂ε) = 2 i k

∫

R

ℜe(ûεp̂ε) ∈ i R, (3.4.7)
∫

R

(
dv̂ε

dy
p̂ε + v̂ε dp̂ε

dy
) = 2 i

∫

R

ℑm(
dp̂ε

dy
v̂ε) ∈ i R. (3.4.8)Il vient alors

(ℜe(s))
∫

R

(
| p̂ε |2 + | ûε |2 + | v̂ε |2

)
= −1

ε

∫

Bε

M ′(
y

ε
)ℜe(v̂εûε)Or on a :

∣∣∣∣
1

ε

∫

Bε

M ′(
y

ε
) v̂ε ûε

∣∣∣∣ ≤
1

2ε
‖M ′ ‖L∞

∫

R

(
| ûε |2 + | v̂ε |2

)
. (3.4.9)
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onséquent :
{
ℜe(s) − 1

2ε
‖M ′ ‖L∞

}∫

R

(
| ûε |2 + | v̂ε |2 + | p̂ε |2

)
≤ 0.En parti
ulier

ℜe(s) > 1

2ε
‖M ′ ‖L∞ =⇒ ûε = v̂ε = p̂ε = 0Autrement dit, les valeurs de s pour les quelles le système (3.4.2) a des solutions non trivialesdans L2(R) véri�ent né
essairement

ℜe(s) ≤ 1

2ε
sup

y

∣∣M ′(y)
∣∣.
e que nous voulions démontrer.

�Obtention de l'équation 
ara
téristique.Nous allons ramener la re
her
he des valeurs de s pour lesquelles (3.4.2) admet des solutionsnon triviales à la résolution d'une 
ertaine équation 
ara
téristique (algébrique) en la variable
s.Nous pouvons éliminer ûε et v̂ε. En e�et de (3.4.5a) nous déduisons :

v̂ε(y) = −(s+ i kMε)
−1 dp̂ε

dy
=⇒ dv̂ε

dy
= − d

dy

(
(s+ i kMε)

−1 dp̂ε

dy

) (3.4.10)En remplaçant dans (3.4.5
) v̂ε par son expression en fon
tion de p̂ε, on trouve ainsi que
∣∣∣∣∣∣∣

ûε(y) = −(s+ i kMε)
−1(Mε)

′v̂ε − i k(s+ iMεk)
−1p̂ε

= (s+ i kMε)
−2(Mε)

′dp̂
ε

dy
− i k(s+ i kMε)

−1p̂ε
(3.4.11)En reportant (3.4.10) et (3.4.11) dans la troisième équation de (3.4.5), nous obtenons alors :

∣∣∣∣∣∣∣∣

(s+ i kMε)p̂
ε + k2(s+ i kMε)

−1 p̂ε

+ i k(s+ i kMε)
−2 (Mε)

′ dp̂ε

dy
− d

dy

(
(s+ i kMε)

−1 dp̂ε

dy

)
= 0,

(3.4.12)
e que nous pouvons ré
rire sous la forme suivante :
(γ2

ε + k2) p̂ε + i k γ−1
ε (Mε)

′ dp̂ε

dy
− γε

d

dy

(
1

γε

dp̂ε

dy

)
= 0 (3.4.13)après avoir multiplié l'équation (3.4.12) et introduit

γε = γε(s, k , y) = s+ i kMε(y).Pour la suite, il est utile de ré
rire (3.4.13) 
omme un problème entre :
p̂ε
− = p̂ε|y<0, p̂ε

+ = p̂ε|y>ε p̂ε = p̂ε|0<y<ε. (3.4.14)
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isaillé régularisé 87Les équations s'é
rivent :




[
k2 + (s+ i kM−)2

]
p̂ε
− − d2p̂ε

−

dy2
= 0, y < 0

[
k2 + (s+ i kM+)2

]
p̂ε
+ − d2p̂ε

+

dy2
= 0, y > ε

[
γ2

ε + k2
]
p̂ε + i k γ−1

ε (Mε)
′ dp̂ε

dy
− γε

d

dy

(
1

γε

dp̂ε

dy

)
= 0, 0 < y < ε

(3.4.15)
ave
 les 
onditions de transmission "naturelles" (i
i la fon
tion Mε est 
ontinue)





p̂ε
− = p̂ε,

∂p̂ε
−

∂y
=
∂p̂ε

∂y
, en y = 0

p̂ε
+ = p̂ε,

∂p̂ε
+

∂y
=
∂p̂ε

∂y
en y = ε

(3.4.16)Introduisons les quantités intermédiaires :
{
ϕε
− = p̂ε

−(0) = p̂ε(0) (∈ C)

ϕε
+ = p̂ε

+(ε) = p̂ε(ε) (∈ C)
(3.4.17)ainsi que les variables �adimensionnalisées� (nous nous référons aux notations de la se
tionpré
édente) :

σ =
s

|k| , ζ± =
(
(σ + iM±)2 + 1

) 1
2 (de telle sorte que ξ± = |k| ζ±).Nous avons alors 




p̂ε
−(y) = ϕε

− e+|k| ζ− y pour y < 0

p̂ε
+(y) = ϕε

+ e−|k| ζ+ (y−ε) pour y > ε
(3.4.18)Pour les équations dans l'intervalle [0, ε], nous e�e
tuons le 
hangement d'in
onnue :

p̂ε(y) = P ε(
y

ε
) (3.4.19)et introduisons les quantités �adimensionnalisées� :

γ = γ(σ;Y ) ≡ σ + iM(Y ), η = |k| ε, Y =
y

ε
(3.4.20)de telle sorte que

γε(s, k , y) = |k|γ( s|k| ,
y

ε
) = |k|γ(σ;Y ).Après avoir remarqué que iM ′(Y ) = γ′(Y ), on voit que l'équation en P ε s'é
rit :

η2(1 + γ2)P ε +
γ′

γ

dP ε

dY
− γ

d

dY

(
1

γ

dP ε

dY

)
= 0, (3.4.21)dont on remarque (
'est un point 
lé !) qu'elle peut se réé
rire sous la forme :

η2(1 + γ2)P ε − γ2 d

dY

(
1

γ2

dP ε

dY

)
= 0. (3.4.22)



88 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-HelmholtzPour exploiter adéquatement la linéarité du problème, nous introduisons les deux fon
tions :
Y 7→ P−(σ, η, Y ) et Y 7→ P+(σ, η, Y )solutions respe
tives des problèmes aux limites de Diri
hlet :




η2(1 + γ2)P− − γ2 d

dY

(
1

γ2

dP−

dY

)
= 0.

P−(0) = 1, P−(1) = 0.

(3.4.23)




η2(1 + γ2)P+ − γ2 d

dY

(
1

γ2

dP+

dY

)
= 0.

P+(0) = 0, P+(1) = 1.

(3.4.24)Remarque 3.12 l'existen
e et l'uni
ité d'une solution de problème (3.4.23) (resp. 3.4.24)relève de l'appli
ation du théorème de Lax-Milgram.Compte tenu des 
onditions de ra

ord de type Diri
hlet :
P ε(0) (≡ pε(0)) = ϕε

−, P ε(1) (≡ pε(ε)) = ϕε
+on voit aisément que :

p̂ε(k, s, y) = ϕε
− P−(

s

k
, ε|k|, y

ε
) + ϕε

+ P+(
s

|k| , ε|k|,
y

ε
), pour 0 < y < ε. (3.4.25)Pour que la 
on
aténation de (3.4.18) ave
 (3.4.25) fournisse une solution du problème global,il faut et il su�t que ϕε

− et ϕε
+ soient tels que





∂p̂ε
−

∂y
(0) =

∂p̂ε

∂y
(0)

∂p̂ε
+

∂y
(ε) =

∂p̂ε

∂y
(ε)

(3.4.26)Ce
i fournit un système di�érentiel homogène en (ϕε
−, ϕ

ε
+). En e�et, d'après (3.4.18)

∂p̂ε
−

∂y
(0) = |k| ζ− ϕε

−,
∂p̂ε

+

∂y
(ε) = −|k| ζ+ ϕε

+alors que (3.4.25) donne




∂p̂ε

∂y
(0) =

1

ε

dP−

dY
(σ, η, 0) ϕε

− +
1

ε

dP+

dY
(σ, η, 0) ϕε

+

∂p̂ε

∂Y
(ε) =

1

ε

dP−

dY
(σ, η, 1) ϕε

− +
1

ε

dP+

dY
(σ, η, 1) ϕε

+

(3.4.27)Posons alors




A11(σ, η) =
dP−

dY
(σ, η, 0), A12(σ, η) =

dP+

dY
(σ, η, 0),

A21(σ, η) =
dP−

dY
(σ, η, 1), A22(σ, η) =

dP+

dY
(σ, η, 1).

(3.4.28)
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isaillé régularisé 89Les équations (3.4.27) se réé
rivent :
{

η ζ− ϕε
− −A11(σ, η) ϕ

ε
− −A12(σ, η)ϕ

ε
+ = 0,

−η ζ+ ϕε
+ −A21(σ, η) ϕ

ε
− −A22(σ, η) ϕ

ε
+ = 0,

(3.4.29)soit en
ore
[ ηD(σ) −A(σ, η) ]

[
ϕ−

ϕ+

]
= 0,où nous avons posé

D(σ) :=

(
ζ−(σ) 0

0 −ζ+(σ)

) et A(σ, η) := (Aij(σ, η))1≤i,j≤2. (3.4.30)Autrement dit, nous avons établi le théorème suivant :Théorème 3.13 Le problème (3.4.5) admet une solution non triviale dans L2(R)3 si etseulement si η = εk et σ = s
k sont reliés par l'équation 
ara
téristique :

det [ηD(σ) −A(σ, η)] = 0 (3.4.31)où la matri
e D(σ) est donnée expli
itement par (3.4.30) et où la matri
e A(σ, η) est dé�niepar (3.4.23), (3.4.24), (3.4.28) et (3.4.30).Analyse asymptotique de l'équation 
ara
téristique.Le pro
haine étape de l'analyse va 
onsister à mener une étude asymptotique de l'équation(3.4.31) quand η −→ 0. Nous 
ommençons par remarquer que, 
omme ζ±(σ) 6= 0 si ℜe( σ) 6= 0,
ette équation se réé
rit :
det
[
ηI − D−1(σ)A(σ, η)

]
= 0, (3.4.32)
e qui se développe en

Λ(σ, η) ≡ η2 − ηTr [D−1(σ)A(σ, η)
]
+ [detD(σ)]−1 detA(σ, η) = 0Nous allons ensuite re
her
her un développement de A(σ, η) en puissan
es de η. Ce
i passe parune analyse asymptotique des problèmes (3.4.23)-(3.4.24), a�n d'obtenir un développementen puissan
es de η des fon
tions P±(σ, η, Y ) sous la forme :

P±(σ, η, Y ) = P
(0)
± (σ, Y ) + η2P

(1)
± (σ, Y ) + η4P

(2)
± (σ, Y ) + . . . . . . . (3.4.33)Si nous inje
tons 
e développement dans l'équation (3.4.23), par identi�
ation des termes demême puissan
e en η, nous obtenons tout d'abord :

d

dY

(
1

γ2

dP
(0)
±

dY

)
= 0 =⇒ 1

γ2

dP
(0)
±

dY
(Y ) = Cste = A

(0)
±En tenant 
ompte des 
onditions aux limites respe
tives pour P+ et P− on obtient aisément :

A
(0)
− = − < γ2 >−1, A

(0)
+ =< γ2 >−1,ave


< f >
déf
=

∫ 1

0
f(Y ) dY,
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onséquent
P

(0)
− (Y ) =

1

< γ2 >

∫ 1

Y
γ2(r) dr , P

(0)
+ (Y ) =

1

< γ2 >

∫ Y

0
γ2(r) dr . (3.4.34)On en déduit

dP
(0)
−

dY
(0) =− γ(0)2

< γ2 >
=−(σ + iM−)2

< γ2 >
(3.4.35)

dP
(0)
−

dY
(1) =− γ(1)2

< γ2 >
=−(σ + iM+)2

< γ2 >
(3.4.36)

dP
(0)
+

dY
(0) =

γ(0)2

< γ2 >
=

(σ + iM−)2

< γ2 >
(3.4.37)

dP
(0)
+

dY
(1) =

γ(1)2

< γ2 >
=

(σ + iM+)2

< γ2 >
(3.4.38)
e qui montre que

lim
η−→0

A(σ, η) = A(0)(η) ≡ 1

< γ2 >

[ −(σ + iM−)2 (σ + iM−)2

−(σ + iM+)2 (σ + iM+)2

] (3.4.39)On remarque que 
ette limite est une matri
e de rang 1, non inversible. Du développement
A(σ, η) = A(0)(σ) + η2A(1)(σ) + o(η4) (3.4.40)et de detA(0)(σ) = 0 nous déduisons don
 que :

detA(σ, η) = O(η2) (3.4.41)Après avoir rappelé que
Λ(σ, η) ≡ η2 − ηTr [D−1(σ)A(σ, η)

]
+ [detD(σ)]−1 detA(σ, η) = 0,nous introduisons alors :

F (σ, η) =
Λ(σ, η)

η
(3.4.42)Grâ
e à (3.4.41) la fon
tion (σ, η) −→ F (σ, η), se prolonge par 
ontinuité en η = 0 en unefon
tion analytique telle que :(3.4.32) ⇐⇒ F (σ, η) = 0 et F (σ, 0) = −Tr [D−1(σ) A(0)(σ)

]
. (3.4.43)Un 
al
ul simple montre que

D−1(σ) A(0)(σ) =
1

< γ2 >




−(σ + iM−)2

ζ−
,

(σ + iM−)2

ζ−

(σ + iM+)2

ζ+
, −(σ + iM+)2

ζ+


 (3.4.44)
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F (σ, 0) =

1

< γ2 >

[
(σ + iM−)2

ζ−
+

(σ + iM+)2

ζ+

] (3.4.45)On peut alors remarquer que l'équation "limite" F (σ, 0) = 0 
oïn
ide ave
 l'équation (3.3.9).Nous savons don
 (théorème (3.7)) que si M+ −M− ∈ ]0, 2
√

2[, l'équation F (σ, 0) = 0 admetune unique ra
ine à partie réelle stri
tement positive, donnée par σ = σ∗ (
f. (3.3.10)).D'après la démonstration du théorème (3.7) on peut montrer en outre que σ∗ est une ra-
ine simple de F (σ, 0) = 0. Autrement dit ∂F
∂σ (σ∗, 0) 6= 0. Ce
i va nous permettre d'appliquerle théorème des fon
tions impli
ites pour résoudre F (σ, η) = 0 pour η petit. De façon pluspré
ise, si nous introduisons i
i les ve
teurs 
olonnes de A(l)(σ) :

A(l)(σ) =
(
a

(l)
1 (σ), a

(l)
2 (σ)

)
,nous savons déjà que

a
(0)
1 (σ) = −a(0)

2 (σ) = a(0)(σ) ≡ −1

< γ2 >

[
(σ + iM−)2

(σ + iM+)2

]
. (3.4.46)En utilisant la bilinéarité du déterminant et le développement (3.4.40), nous obtenons

∣∣∣∣∣∣∣

detA(σ, η) = det
(
a

(0)
1 , a

(0)
2

)
+
[
det
(
a

(0)
1 , a

(1)
2

)
+ det

(
a

(0)
1 , a

(1)
1

)]
η2 +O(η4)

= η2 det
[
a(0)(σ), a

(1)
1 (σ) + a

(1)
2 (σ)

]
+O(η4) (3.4.47)Or, si nous posons S1 = P

(1)
+ + P

(1)
− , il vient :

a
(1)
1 (σ) + a

(1)
2 (σ) =




dS1

dY
(σ, 0)

dS1

dY
(σ, 1)


 (3.4.48)Nous inje
tons de nouveau l'ansatz (3.4.33) dans les équations (3.4.23,3.4.24), nous obtenonspar identi�
ation des termes de puissan
e deux en η la relation suivante :

(1 + γ2)P
(0)
± − γ2 d

dY

(
1

γ2

dP
(1)
±

dY

)
= 0 (3.4.49)Après avoir ajouté les deux équations (3.4.49) (pour + et −) et remarqué d'après le résultat(3.4.34) qu'on a toujours P (0)

− + P
(0)
+ = 1, on en déduit :
d

dY

(
1

γ2

dS1

dY

)
=

1 + γ2

γ2
e qui donne après intégration entre 0 et 1

1

(σ + iM+)2
dS1

dY
(σ, 1) − 1

(σ + iM−)2
dS1

dY
(σ, 0) =

∫ 1

0

1 + γ(r)2

γ(r)2
dr (3.4.50)
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ombinant (3.4.46), (3.4.47) et (3.4.48), nous trouvons
detA(σ, η) ∼ −

[
(σ + iM−)2(σ + iM+)2

C(γ)

< γ2 >

]
η2 (3.4.51)où nous avons posé :

C(γ) =

∫ 1

0

1 + γ(r)2

γ(r)2
dr = <

1 + γ2

γ2
> = 1 + < γ−2 > . (3.4.52)Finalement, nous avons montré que :

∂F

∂η
(σ, 0) = 1 +

C(γ)

< γ2 >

(σ + iM−)2(σ + iM+)2

ζ− ζ+
6= 0, ∀ σ ∈ C. (3.4.53)Nous pouvons maintenant appliquer la théorème des fon
tions impli
ites pour énon
er lethéorème suivant :Théorème 3.14 Il existe η0 > 0 tel que pour η ≤ η0 l'équation F (σ, η) = 0 admet uneunique solution ayant une partie réelle stri
tement positive σ = σ∗(η) dans un voisinage de

σ∗. En outre, 
ette solution admet pour η petit, le développement :
σ∗(η) = σ∗ −

(∂F
∂σ

(σ∗, 0)
)−1 ∂F

∂η
(σ∗, 0) η +O(η2).3.4.3 Instabilité du problème de Cau
hyNous introduisons le semi-groupe de L2(R2)2 × L2(R2) :

Sε(t) (u0, v0, p0) = (uε(t), vε(t), pε(t))où (uε(t), vε(t), pε(t)) est l'unique solution du problème (3.4.2).Théorème 3.15 Si M+ −M− ∈ ] 0, 2
√

2 [ , il existe une 
onstante α = α(M−, M+, M)stri
tement positive telle que
‖ Sε(t) ‖L(L2(R2)2×L2(R2)) ≥ exp (α

t

ε
) (3.4.54)Preuve : : Nous allons 
onstruire un jeu de données initiales adéquates. Nous 
ommençonspar introduire, pour tout k > 0 tel que εk ≥ η0 , la fon
tion pε(k, y) ∈ L2(R) dé�nie par





p̂ε(k, y) = ϕ1(εk) e
+ k ζ∗1 (εk) y , y < 0

p̂ε(k, y) = ϕ2(εk) e
− k ζ∗2 (εk) y , y > ε

p̂ε(k, y) = ϕ1(εk) P̂1(σ
∗(εk), εk,

y

ε
) + ϕ2(εk) P̂2(σ

∗(εk), εk,
y

ε
), y ∈]0, ε[où la fon
tion σ∗(η) est 
elle dé�nie par le théorème 3.14, où les fon
tions ζ∗1 et ζ∗2 sont donnéespar

ζ∗± =
(
σ∗(η) + iM±)2 + 1

) 1
2



3.4. Le 
as d'un pro�l 
isaillé régularisé 93et où le ve
teur (ϕ1(η), ϕ2(η))
T appartient à

ker [ηD(σ) −A(σ, η)](normalisé, par exemple, par sa norme eu
lidienne : |ϕ1(η) |2 + |ϕ2(η) |2 = 1).À partir de p̂ε, nous 
onstruisons ûε(k, y) et v̂ε(k, y) à l'aide des formules (3.4.10)-(3.4.11).Nous posons alors
(p̃ε(t), ũε(t), ṽε(t)) (k, ·) = Cε(k) (p̃ε(t), ũε(t), ṽε(t)) (k, ·)où Cε(k) est une 
onstante de normalisation telle que :

∫

R

(
| p̃ε |2 + | ũε |2 + | ṽε |2

)
dk = 1Rappelons (
f. théorème 3.7) que

σ∗(0) = σ∗ = −i
M+ +M−

2
+ q(e)

1
2 ave
 e = M+ −M− et q(e) =

√
1 + e2 − e2/4 − 1 .Bien évidemment, il existe η∗ ≤ η0 tel que pour tout η < η∗

ℜe σ∗(η) > 1

2
q(e) > 0. (3.4.55)Choisissons alors Aε(k) une fon
tion à support 
ompa
t telle que

supp Âε(k) ⊂ [
η∗

2ε
,
η∗

ε
]et nous 
onstruisons les 
onditions initiales





pε
0(x, y) =

∫

R

Âε(k) p̃ε(k, y) ei kx dk

uε
0(x, y) =

∫

R

Âε(k) ũε(k, y) ei kx dk

vε
0(x, y) =

∫

R

Âε(k) ṽε(k, y) ei kx dk

(3.4.56)
On notera que, par Plan
herel, ‖.‖ désignant la norme dans L2(R2) :

‖ pε
0 ‖2 + ‖uε

0 ‖2 + ‖ vε
0 ‖2 = 2π

∫

R

∣∣∣ Âε(k)
∣∣∣
2

dk (3.4.57)Par linéarité, la solution du problème de Cau
hy (3.4.2) pour des données initiales (3.4.56)est donnée par :




pε(x, y, t) =

∫

R

Âε(k) p̃ε(k, y) ei kx ek σ∗(εk) t(k) dk

uε(x, y t) =

∫

R

Âε(k) ũε(k, y) ei kx ek σ∗(εk) t(k) dk

vε(x, y t) =

∫

R

Âε(k) ṽε(k, y) ei kx ek σ∗(εk) t(k) dk

(3.4.58)
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herel nous trouvons :
‖ pε(·, t) ‖2 + ‖uε

0(·, t) ‖2 + ‖ vε(·, t) ‖2 = 2π

∫

R

∣∣∣ Âε(k)
∣∣∣
2
e2k ℜe{σ∗(εk)} t dk (3.4.59)Compte tenu de (3.4.55) et de la propriété de support de Âε, on a :

‖ pε(·, t) ‖2 + ‖uε(·, t) ‖ +2 ‖ vε(·, t) ‖2 ≥ 2π e
η∗ q(e)

2ε
t

∫

R

∣∣∣ Âε(k)
∣∣∣
2
dk (3.4.60)Si on 
onfronte (3.4.57)-(3.4.60) on obtient le résultat annon
é ave
 α =
η∗ q(e)

2
�Commentairesa) Le résultat que nous venons d'établir est un résultat valable quel que soit ε > 0. Autrementdit, il n'est pas né
essaire que le pro�l Mε soit raide pour générer une instabilité. Toutefoisl'estimation montre que plus le pro�l est raide, plus l'instabilité est forte : 
e
i est 
ohérentave
 le 
ara
tère fortement mal posé du problème limite étudié au paragraphe 3.3.1.b) Il est fa
ile de voir qu'on a une instabilité de type (3.4.54) même si on mesure Sε(t) dansune norme du type L(Hs, L

2) et 
e quel que soit s aussi grand soit il (Remarquons que lanorme de (uε
0, v

ε
0, p

ε
0) dans l'espa
e H

s explose au pire en ε−s).
) Notre résultat ne montre pas que la 
roissan
e exponentielle a lieu pour toute donnée initiale
(u0, v0, p0) (
e n'est d'ailleurs pas le 
as) mais nous 
onje
turons que 
'est génériquement le
as (
'est à dire pour un ensemble dense de données initiales)
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isaillé régularisé 953.4.4 Illustration numérique de l'instabilité.Nous présentons i
i quelques résultats numériques obtenus à l'aide d'un 
ode développé dansle projet Poems à l'Inria é
rit par J. Diaz et A. Ezziani pour la résolution des équationsd'Euler linéarisées par une méthode de di�éren
es �nies.Dans toute la suite nous présentons des 
al
uls e�e
tués sur le domaine :
Ω = [−10, 10] × [−5, 5] .Des 
onditions de bord rigide (v = 0) sont appliquées sur les frontières y = ±5 et on utilisedes 
onditions aux limites périodiques. L'onde a
oustique va être engendrée par une 
onditioninitiale en pression lo
alisée au voisinage de l'origine OP (0, 0)

p0(x) = exp−(a |x|2) (a = 10−2 log 2), u0(x) = v0(x) = 0.

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

P
(x

,y
m

)

Fig. 3.4.2: La donnée initiale p0, en lignes de niveau en haut, en 
oupe en bas.Notons que 
'est le paramètre a qui va dé�nir la longueur d'onde prin
ipale du phénomène. Lessimulations seront réalisées sur l'intervalle de temps [0, T ], ave
 T ≃ 21.2 
e qui 
orrespondapproximativement, en l'absen
e d'é
oulement, au temps né
essaire à une onde a
oustiquepour par
ourir la longueur du domaine de 
al
ul. Les 
al
uls ont été réalisés sur un maillagesu�samment �n pour que l'on soit sûr devoir une solution 
onvergée (la situation est i
i ra-di
alement di�érente de 
elle de la se
tion 3.3.3).



96 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-HelmholtzLe pro�l de vitesse Mε(y) sera tel que (attention, on 
hange i
i un peu les notations parrapport à 
e qui pré
ède) :
Mε(y) =





M− si y < − ε/2

M+ +M−

2
+
M+ −M−

2
sin

πy

ε
si − ε/2 < y < ε/2

M+ si y > + ε/2

(3.4.61)La zone de transition entre les deux é
oulements homogènes est don
 
ette fois la bande |y| <
ε/2 mais 
'est toujours le paramètre ε qui règle la brutalité de la transition. Les simulationsseront e�e
tuées ave
 4 valeurs de ε. La valeur ε = 4 servira de référen
e. Elle 
orrespondà une transition trop dou
e (elle s'e�e
tue sur 40 pour 
ent de la hauteur du 
onduit) pourque l'instabilité soit visible à l'é
helle de temps t = 20. Les trois autres valeurs de ε sont
ε = 1, 0.5, 0.25Le 
as d'une instabilité absolueDans 
ette série d'expérien
es, nous 
hoisissons

M+ = −M− = 0.5,auquel 
as nous savons que la vitesse de propagation du mode instable est nulle : l'instabilitéest absolue. Les 4 pro�ls de vitesse 
onsidérés sont représentés sur la �gure 3.4.3.

−5 0 5

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

y

M
(y

)

ε=0.25
ε=0.5
ε=1
ε=4

Fig. 3.4.3: Les pro�ls de vitesse 
onsidérés 
orrespondant à ε = 4, 1, 0.5 et 0.25Dans la suite nous allons privilégier l'observation de la solution sur la ligne de transition y = 0.Ce mode de représentation nous a paru optimal ; pour visualiser le phénomène d'instabilitéque nous voulons mettre en lumière. Cette vision sera parfois 
omplétée par la visualisationd'instantanés 2D (en lignes de niveau) qui permet de mieux appréhender la globalité du phé-nomène physique.
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onsidérons tout d'abord le pro�l �doux� ε = 4 et nous représentons sur la �gure 3.4.4la 
oupe de la pression sur la ligne aux trois instants 
onsé
utifs t = 3T/5, 4T/5 et T sur laligne y = 0. Au
un phénomène spe
ta
ulaire n'est visible. L'amplitude de la solution varie peuau 
ours du temps et on observe essentiellement un phénomène de propagation �
lassique�,ainsi que 
ela est illustré par les instantanés 2D de la �gure 3.4.5. L'expli
ation est simple :l'instabilité est �faible� au sens où le taux de 
roissan
e exponentielle de la solution est troppetit pour que l'instabilité se manifeste avant l'instant t = T .
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Fig. 3.4.4: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 4 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
,
,

Fig. 3.4.5: Instantanés de pression pour ε = 4, t = T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5, T
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Fig. 3.4.6: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 1 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.7: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 0.5 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.8: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 0.25 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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as d'un pro�l 
isaillé régularisé 99Pour les trois plus petites valeurs de ε, les 
hoses 
hangent radi
alement. Sur les �gures de
oupes sur l'axe y = 0 (�gures 3.4.6 à 3.4.8), dès l'instant t = 3T/5 on voit 
lairement ap-paraître une onde "stationnaire" (
'est le 
ara
tère absolu de l'instabilité) dont l'amplitudedomine le reste (la partie qui se propage dans toutes les dire
tions) et augmente fortement(exponentiellement en fait) ave
 le temps. De plus, la 
roissan
e est d'autant plus forte que
ε diminue, ainsi que la théorie le prédit (faire attention aux é
helles qui 
hangent beau
oupd'un dessin à l'autre). En�n, en même temps que l'instabilité se fait de plus en plus forte,la longueur d'onde (en x) de l'onde stationnaire diminue, proportionnellement à ε, ainsi que
'était également prévu par la théorie.Pour mieux saisir l'intégralité du phénomène, nous nous intéressons à l'évolution des ins-tantanés de la solution, en nous restreignant à la plus petite valeur de ε, ε = 0.25. Sur la�gure 3.4.9, l'é
helle de 
ouleurs varie d'un instant à l'autre en s'adaptant aux valeurs dela solution. Ave
 
ette représentation, l'onde volumique a
oustique, en
ore visible à l'instant
t = T/5 disparaît dès l'instant 2T/5. Sur la �gure 3.4.9, nous avons opté pour une é
helle �xequi sature les trop fortes valeurs de la solutions. On peut ainsi observer que :
• L'onde stationnaire est fortement anisotrope et "s'étale" prioritairement dans la dire
tion x.
• Lorsque le temps augmente, 
ette onde "s'étale" également dans la dire
tion y. Ce
i se voitaussi sur les 
oupes en x = 0 (�gures 3.4.11 à 3.4.13).En�n, nous étudions les variations de la norme L2 (dans le domaine Ω) de la solution (pluspré
isément du 
hamp de pression pε) au 
ours du temps. Nous avons 
hoisi de ne pas repré-senter les 
ourbes 
orrespondant à di�érentes valeurs de ε sur une même �gure a�n de ne pasé
raser le phénomène d'instabilité pour les plus grandes valeurs de ε (nous attirons l'attentiondu le
teur sur les é
helles). La �gure 3.4.14 illustre 
lairement la 
roissan
e exponentielle dela solution (sauf pour ε = 4, l'instabilité n'étant pas en
ore visible). Ce
i est en
ore plus 
lairsur la �gure 3.4.15 où on représente, sur la même �gure 
ette fois, les variations du logarithmede 
ette énergie. Nous avons 
hoisi de rempla
er ε = 4 (pas d'instabilité visible) par une expé-rien
e ave
 ε = 0.75. En mesurant la pente de l'asymptote de 
ha
une des 
ourbes de la �gure3.4.15, on peut mesurer le taux de 
roissan
e exponentielle de la solution puis représenter sesvariations en fon
tion de 1/ε (�gure 3.4.16). On observe que 
e taux est proportionnel (aumoins pour ε petit) à 1/ε 
e que prévoit la théorie (voir par exemple l'inégalité (3.4.60)).
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,
,

Fig. 3.4.9: Instantanés de pression pour ε = 0.25, t = T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5, T, l'é
hellevarie d'un dessin à l'autre
,
,

Fig. 3.4.10: Instantanés de pression pour ε = 0.25, t = T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5, T, l'é
helleest la même d'un dessin à l'autre
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Fig. 3.4.11: Variations de la pression sur la ligne x = 0 pour ε = 1 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.12: Variations de la pression sur la ligne x = 0 pour ε = 0.5 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.13: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 0.25 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.14: Variations de la norme L2 du 
hamp de pression en fon
tion du temps pour
ε = 4, 1, 0.5, 0.25
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Fig. 3.4.15: Variations du logarithme de la norme L2 du 
hamp de pression en fon
tion dutemps pour ε = 4, 1, 0.5, 0.25
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Fig. 3.4.16: Variations du taux de 
roissan
e exponentiel en fon
tion de 1/ε.
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isaillé régularisé 103Le 
as d'une instabilité 
onve
tiveDans 
ette série d'expérien
es, nous 
hoisissonsM+ = 0.5 etM− = 0., auquel 
as nous savonsque la vitesse de propagation du mode instable est :
M+ +M−

2
= 0.25.Nous menons exa
tement les mêmes expérien
es numériques que dans la sous-se
tion pré
é-dente. Les pro�ls de Ma
h utilisés pour les 
al
uls 
orrespondent à la �gure 3.4.17.
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Fig. 3.4.17: Les pro�ls de vitesse 
onsidérés 
orrespondant à ε = 4, 1, 0.5 et 0.25Les résultats obtenus, présentés sur les �gures 3.4.19 à 3.4.26 appellent des 
ommentairessimilaires à 
eux que nous avons fait dans le 
as de l'instabilité absolue à 
e
i près que.
• L'onde instable n'est plus stationnaire mais se propage lentement dans la dire
tion des xpositifs à une vitesse de propagation qu'on peut mesurer sensiblement égale à 0.25.
• L'instabilité est moins forte que dans le 
as de la se
tion pré
édente. Ainsi, même pour
ε = 1, l'instabilité n'est pas très visible (voir �gure 3.4.20) aux instants 
onsidérés (alorsque 
'était le 
as pour l'instabilité absolue). Cela est dû au fait que ℜe σ∗ est plus fort pour
e = |M+ −M−| = 1 que pour e = |M+ −M−| = 1/2. (voir �gure 3.3.1).
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,
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Fig. 3.4.18: Instantanés de pression pour ε = 4, t = T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5, T
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Fig. 3.4.19: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 4 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.20: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 1 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.21: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 0.5 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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Fig. 3.4.22: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ε = 0.25 aux instants t = 3T/5(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)
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,
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Fig. 3.4.23: Instantanés de pression pour ε = 0.25, t = T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5, T, l'é
hellevarie d'un dessin à l'autre
,
,

Fig. 3.4.24: Instantanés de pression pour ε = 0.25, t = T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5, T, l'é
helleest la même d'un dessin à l'autre
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Fig. 3.4.25: Variations du logarithme de la norme L2 du 
hamp pression en fon
tiondu temps pour ε = 1, 0.75, 0.5, 0.25
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Fig. 3.4.26: Variations du taux de 
roissan
e exponentiel en fon
tion de 1/ε.Con
lusionNous avons voulu dans 
e 
hapitre mettre en éviden
e le lien entre le 
ara
tère mal posé duproblème de Cau
hy asso
ié aux équations de l'aéroa
oustique linéaire et les instabilités deKelvin-Helmholtz. Nous nous intéressons dans la suite à la résolution de 
e problème par deuxappro
hes. La première est une appro
he analytique basée sur la théorie de la solution fonda-mentale. En revan
he la deuxième repose sur la 
on
eption d'un nouveau modèle bien posé ausens de Kreiss (fortement bien posé) qui peut être résolu numériquement. Nous verrons dansle 
hapitre 5 que la dérivation des nouvelles 
onditions pour les équations d'Euler linéariséesautour d'un é
oulement dis
ontinu est basée essentiellement sur les mêmes te
hniques que
elles nous avons utilisées dans 
e 
hapitre.
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110 Chapitre 4. Fon
tion de Green pour un é
oulement dis
ontinu4.1 Introdu
tionNous nous intéressons dans 
e 
hapitre à déterminer analytiquement une solutionde l'équation de Galbrun dans une 
ou
he de mélange idéalisée qui sépare deux�uides homogènes identiques, l'un en é
oulement subsonique et l'autre au repos.La di�
ulté majeure de 
e problème 
omme nous l'avons évoqué dans le 
hapitrepré
édent est son 
ara
tère fortement mal posé. Néanmoins, nous pouvons surmonter
ette di�
ulté sur le plan théorique en dé�nissant notre solution (qui peut 
roîtreexponentiellement en temps et en espa
e) au sens de la théorie des ultradistributions :
'est l'extension de la théorie des distributions (également appelée théorie des fon
tionsgénéralisées) [51℄. Nous renvoyons le le
teur à l'annexe C pour une brève présentationde 
ette théorie.Dans un deuxième temps, nous étudions théoriquement le 
omportement des ondesd'instabilité qui représentent la partie singulière de la solution et qui la fait sortir du
adre de la théorie des distributions.L'apport de 
ette étude par rapport aux an
iens travaux qui existent depuisune trentaine d'années dans la littérature [39, 40℄ est d'une part l'utilisation d'uneformulation due à Galbrun [23℄ qui est bien adaptée au problème de transmission parrapport aux modèles existants dans la littérature, d'autre part 
'est l'appli
ation d'unenouvelle méthode de résolution analytique due à Cagniard-de Hoop qui nous permetde déduire rapidement la solution du problème aux valeurs initiales dans l'espa
ephysique sans faire intervenir la solution harmonique.4.2 Formulation du problèmeConsidérons un milieu in�ni 
onstitué de deux �uides parfaits identiques séparés par une lignede 
isaillement. Les deux �uides qui sont en é
oulement sont respe
tivement asso
iés aux demi-plans Y < 0 et Y > 0 et les vitesses d'é
oulement dans 
es milieux sont respe
tivement V −et V + (voir la �gure 4.2.1).On dé
rit 
e problème physique en utilisant le modèle de Galbrun dont l'in
onnue est laperturbation du dépla
ement lagrangien ξ = (ξX , ξY ) :
1

c20

D2ξ

Dτ2
− ∇ (div ξ) = f , dans R

2 × R+. (4.2.1)où D /Dτ = ∂ /∂τ + V (Y ) ∂ /∂X, ave
 V (Y ) = V − 1{Y <0} + V + 1{Y >0}.Les 
onditions de transmission �naturelles� asso
iées à l'équation (4.2.1) se traduisent par la
ontinuité de la pression (l'opposé de la divergen
e de la solution) et du dépla
ement normalà l'interfa
e Γ : = {Y = 0}.
J ξ · eY K = 0, J div ξ K= 0 (4.2.2)4.2.1 Changement de référentielNous 
onsidérons le 
hangement de variable suivant (qui est une transformation Galiléennedu repère espa
e-temps (O,X, Y, τ))

(O,X, Y, τ)
ϕ−→ (O, x, y, t) tel que x = (X − V− τ), y = Y, t = τ (4.2.3)



4.2. Formulation du problème 111Les dérivées partielles entre les deux systèmes de 
oordonnées sont reliées par :
∂

∂X
=

∂

∂x
,

∂

∂Y
=

∂

∂y
,

∂

∂τ
=

∂

∂t
− V−

∂

∂xEn introduisant une nouvelle in
onnue dé�nie par u(x, y, t) = ξ(X,Y, τ), on trouve que lafon
tion u véri�e l'équation suivante :
1

c20

D2u

Dt2
− ∇ (div u) = g dans R

2 × R+. (4.2.4)ave
 g(x, y, t) = f(x + V− t, y, t) et D /Dt = ∂ /∂t + U(y) ∂ /∂x, où U(y) = 0 si y < 0,
U(y) = V + − V − si y > 0.

Y

X

V + = M+c0eX

V −= M−c0eX

y

x

U = (V + − V −) ex

U = 0Fig. 4.2.1: Changement de référentiel.
Le 
hangement de variable (4.2.3) nous ramène à la résolution du problème de transmissionsuivant :





Trouver une solution 
ausale u tels que
1

c20

∂2u

∂t2
−∇(div u) = g− dans Ω− × R+

1

c20

(∂
∂t

+ U
∂

∂x

)2
u −∇(div u) = g+ dans Ω+ × R+

J div u K = 0, sur Γ

J u · ey K = 0 sur Γ.

(4.2.5)
ave
 Ω± =

{
(x, y) ∈ R

2, /mid ± y > 0
} et g± = g|Ω±

.



112 Chapitre 4. Fon
tion de Green pour un é
oulement dis
ontinu4.2.2 Reformulation du problèmePour résoudre 
e problème analytiquement nous allons 
her
her le tenseur de Green asso
ié àl'équation de Galbrun dans une 
ou
he de mélange qui 
ontient deux �uides identiques, l'un ené
oulement subsonique et l'autre au repos (voir �gure 4.2.2). Nous supposons que la sour
e estsituée dans le milieu en repos Ω− à une distan
e h(> 0) de l'interfa
e Γ. Le tenseur de Greenvéri�e l'équation suivante (
e tenseur est la solution qui 
ara
térise la réponse impulsionnelledu �uide) :
1

c20

D2Gij

Dt2
− ∂i (∂kGkj) = δ(t)δ(x)δ(y + h)δij ∀ i, j = 1, 2 (4.2.6)où δij est le symbole de Krone
ker.

y

x

h Observateur

rI

r

− θI

Ω+

ρ+ = 1, c+ = c0

Ω−

ρ− = 1, c− = c0

U = Mc0ex

U = 0Fig. 4.2.2: Géométrie du problème dans le nouveau référentiel.En introduisant maintenant les notions d'ondes ré�é
hie GII et transmise GI, on peut toujoursdé
omposer selon le prin
ipe des images le tenseur de Green sous la forme suivante1 :
G = G∞ + GI si y < 0, (4.2.7a)
G = GII si y > 0. (4.2.7b)

G∞ désigne l'onde in
idente qui est la solution de l'équation de Galbrun dans un milieuin�ni (sans interfa
e) 
ontenant un �uide parfait au repos.En inje
tant les identités (4.2.7a)-(4.2.7b) dans l'équation de (4.2.6), on obtient :
c−2
0 ∂2

tG
∞
ij − ∂i

(
∂kG

∞
kj

)
= δ(t)δ(x)δ(y + h)δij , y < 0, (4.2.8a)

c−2
0 ∂2

tG
I
ij − ∂i

(
∂kG

I
kj

)
= 0, y < 0, (4.2.8b)

c−2
0 D2

tG
II
ij − ∂i

(
∂kG

II
kj

)
= 0, y > 0. (4.2.8
)ave
 Dt = ∂/∂ t+ U ∂/∂ x (U = V + − V −).1Nous avons 
hoisi la notation ∞ pour le 
hamp in
ident 
ar il est dé�ni dans tout l'espa
e.



4.3. Résolution dans l'espa
e des transformées 113On 
omplète le système d'équations (4.2.8a)-(4.2.8
) par les 
onditions de transmission sui-vantes :
G1 · ey|y=0+ = G1 · ey|y=0− , (4.2.9)
G2 · ey|y=0+ = G2 · ey|y=0− , (4.2.10)

div G|y=0+ = div G|y=0− (4.2.11)où Gi est la ième 
olonne de la matri
e G.Nous nous intéressons seulement dans la suite aux 
al
uls des fon
tions GL
ij ave
 (L = I ou II).En e�et le 
al
ul du 
hamp in
ident est déjà fait dans le 
hapitre 2).4.3 Résolution dans l'espa
e des transforméesLe but de 
ette partie est de 
al
uler les tenseurs (GL

ij)ij (L = I, II) asso
iés respe
tivementaux ondes ré�é
hie et transmise, dans le domaine spe
tral (k, y, s). Ensuite nous revenons audomaine spatial (x, y, s), en appliquant simplement la transformée de Fourier inverse.4.3.1 Résolution dans l'espa
e Fourier-Lapla
eAprès l'appli
ation de transformation de Fourier en x et de Lapla
e en temps t aux équations(4.2.8a)-(4.2.8b), on obtient un système d'équations di�érentielles ordinaires d'ordre 2 fa
ileà résoudre :
κ2(k, y, s)ĜL

12 − i k
d ĜL

22

dy
= 0 (4.3.1a)

(
κ2(k, y, s) − k2

)
ĜL

22 − i k
d ĜL

12

dy
− d2 ĜL

22

dy2
= 0 (4.3.1b)

κ2(k, y, s)ĜL
11 − i k

d ĜL
21

dy
= 0 (4.3.1
)

(
κ2(k, y, s) − k2

)
ĜL

21 − i k
d ĜL

11

dy
− d2 ĜL

21

dy2
= 0 (4.3.1d)ave


κ2(k, y, s) ,

{
κ2

1(k, s) = (s/c0)
2 + k2 si y < 0

κ2
2(k, s) = (s/c0 + iMk

)2
+ k2 si y > 0,

M désigne le nombre de Ma
h qui est dé�ni par U/c0 ou en
ore par M+ −M−.Le 
al
ul des 
omposantes ĜL
2j (j = 1, 2 et L = I, II) se fait de la même manière que
elui du milieu homogène mais sans terme sour
e :

ĜL
2j(k, y, s) = AL

2j(k, s) exp(−κl(k, s)|y|), ∀j = 1, 2; ∀L = I, II (4.3.2)ave




114 Chapitre 4. Fon
tion de Green pour un é
oulement dis
ontinu
• AL

2j(k, s) est une fon
tion des deux variables k et s à déterminer.
• κ 1(k, s) =

(
(s/c0)

2 + k2
)1/2

• κ 2(k, s) =
((
s/c0 + iMk

)2
+ k2

)1/2où pour la détermination de la ra
ine 
arrée 
omplexe, c√· dé�nie dans le 
hapitre 2D'après la dé�nition de la ra
ine 
arrée 
omplexe (??) que nous avons 
hoisie, la 
oupurede la fon
tion κl dans le plan 
omplexe des k sera la réunion de deux demi-droites pour unnombre de Ma
h Ml (∈ [0, 1[) qui est égal à 0 si l = 1 et égal à M sinon (voir �gure 4.3.1) :
ℑmk ∈] −∞ ; − ℜe(s)

c0(1 −Ml)
[ ∪ ]

ℜe(s)
c0(1 +Ml)

; +∞ [, ∀ℜe(s) > 0

ℑmk

Coupure Coupure
ℜe(s)

c0(1 −Ml)

ℜe(s)
c0(1 +Ml)Fig. 4.3.1: Détermination de la fon
tion k 7→ κl(k, s)Pour 
al
uler les amplitudes AL

2j(k, s), on doit utiliser les 
onditions de transmission (4.2.9) -(4.2.11) sur l'interfa
e qui s'é
rivent dans l'espa
e de Fourier-Lapla
e :
ĜII

21

∣∣∣
y=0+

= Ĝ∞
21 + ĜI

21

∣∣∣
y=0−

(4.3.3)
i k ĜII

11 + ∂yĜ
II
21

∣∣∣
y=0+

= i k (Ĝ∞
11 + ĜI

11) + ∂y(Ĝ
∞
21 + ĜI

21)
∣∣∣
y=0−

(4.3.4)
ĜII

22

∣∣∣
y=0+

= Ĝ∞
22 + ĜI

22

∣∣∣
y=0−

(4.3.5)
i k ĜII

12 + ∂yĜ
II
22

∣∣∣
y=0+

= i k (Ĝ∞
12 + ĜI

12) + ∂y(Ĝ
∞
22 + ĜI

22)
∣∣∣
y=0−

(4.3.6)Nous rappelons que le tenseur de Green G∞ = (G∞
ij )ij est donné dans l'espa
e spe
tral (k, s)pour une sour
e lo
alisée au point (0, h) sous la forme suivante :

Ĝ∞(k, y, s) =
c20
s2




−k
2

κ1
−ik sgn(y + h)

−ik sgn(y + h) κ1


 e−κ1|y+h|, ∀ y < 0. (4.3.7)



4.3. Résolution dans l'espa
e des transformées 115D'après les équations (4.3.2)-(4.3.3) - (4.3.6) et (4.3.7), les amplitudes véri�ent 
e systèmed'équations linéaires :
AII

21 −AI
21 = Ĝ∞

21

∣∣∣
y=0−

(4.3.8)
i k AII

11 − κ2A
II
21 − i kAI

11 − κ1 A
I
21 = i k Ĝ∞

11

∣∣∣
y=0+

+ κ1 Ĝ
∞
21

∣∣∣
y=0+

(4.3.9)
AII

22 −AI
22 = Ĝ∞

22

∣∣∣
y=0−

(4.3.10)
i k AII

12 − κ1 A
II
22 − i k AI

12 − κ2A
I
22 = i k Ĝ∞

12

∣∣∣
y=0+

+ κ1 Ĝ
∞
22

∣∣∣
y=0−

(4.3.11)ave
 AL
j1 les amplitudes asso
iées aux termes ĜL

j1.On remarque i
i qu'on peut 
al
uler les amplitudes asso
iées à la première 
olonne du tenseurde Green (AL
11, A

L
21) indépendamment de la deuxième 
olonne (AL

12, A
L
22).Pour 
e faire on doit 
ompléter le système d'équations linéaires par les équations (4.3.1a)-(4.3.1
) de sorte qu'on obtienne deux systèmes linéaires 
arrés véri�és respe
tivement par

AL
1 = (AL

11, A
L
21) et AL

2 = (AL
12, A

L
22) :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

AII
21 −AI

21 = Ĝ∞
21

∣∣∣
y=0−

i k AII
11 − κ2A

II
21 − i kAI

11 − κ1 A
I
21 = i k Ĝ∞

11

∣∣∣
y=0+

+ κ1 Ĝ
∞
21

∣∣∣
y=0+

κ2A
II
11 + i k AII

21 = 0

κ1A
I
11 − i k AI

21 = 0et ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

AII
22 −AI

22 = Ĝ∞
22

∣∣∣
y=0−

i k AII
12 − κ1 A

II
22 − i k AI

12 − κ2A
I
22 = i k Ĝ∞

12

∣∣∣
y=0+

+ κ1 Ĝ
∞
22

∣∣∣
y=0−

κ2A
II
12 + i k AII

22 = 0

κ1A
I
12 − i k AI

22 = 0qu'on peut é
rire sous la forme matri
ielle suivante :
M(k, s) Aj = Bj e

−κ1 h, ∀j = 1, 2 (4.3.12)ave

M(k, s) :=




0 1 0 −1

i k κ1 −i k κ2

0 0 κ2 i k
κ1 −i k 0 0



, Aj =




AI
1j

AI
2j

AII
1j

AII
2j




et Bj =
1

2




b
(j)
1

b
(j)
2

0

0



, ∀ j = 1, 2
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tion de Green pour un é
oulement dis
ontinuLes 
omposantes du ve
teur Bj sont données par :




b
(1)
1 = i k(

c0
s

)2

b
(1)
2 = −i

k

κ1

et 



b
(2)
2 = −κ1(

c0
s

)2

b
(2)
2 = 1Pour que le problème de transmission (4.2.6) - (4.2.11) admette une solution unique, il fautque

detM(k, s) 6= 0En 
al
ulant le déterminant de la matri
e M, on obtient en�n la relation de dispersion denotre problème :
∆(k, s) = (k2

1(k, s) − k2)κ2(k, s) + (κ2
2(k, s) − k2)κ1(k, s) = 0, (4.3.13)qui peut se réé
rire simplement sous la forme :

∆(k, s) =
s2

c20

(s2
c20

+ k2
)1/2

+
(s2
c20

+ iMk
)2(( s

c0
+ iMk

)2
+ k2

)1/2
= 0, (4.3.14)Nous retrouvons alors (en prenant c0 = 1, M− = 0, M+ = M ) la relation de dispersion (3.3.8)du problème de transmission (3.3.2)-(3.3.3) du 
hapitre pré
édent. Cette relation est résolueen posant σ = s/k mais 
ette fois nous voulons la résoudre en prenant 
omme in
onnue q =

−i kc0/s = −i c0/σ. En utilisant la démonstration du théorème (3.7) nous pouvons montrerfa
ilement le lemme suivant :Lemme 4.1 Si 0 < M < 2 (
e qui est toujours vrai pour le 
as subsonique), l'équation(4.3.13) admet uniquement 2 ra
ines 
omplexes :
q±
0

= qr ± i qiave

qr =

1

2M
+

1

2

√
1 +

1

M2
, et qi =

1

2

√
2 qr

M
− 1 (4.3.15)mais si M ∈] 2, 2

√
2[, on obtient de plus une ra
ine réelle q1 = 2/MRemarque 4.1 Nous rappelons i
i que l'existen
e des p�les 
omplexes q±0 dont les partiesimaginaires sont positives amène à une 
roissan
e exponentielle de la solution en temps ou enespa
e. Ce
i explique l'apparition des ondes d'instabilité. Par 
ontre le p�le q1 qui est un réelpositif ne joue au
un r�le à la manifestation des ondes d'instabilité.Par la méthode de Cramer, on résout aisément l'équation (4.3.12) et nous obtenons en�n lesamplitudes qui sont données sous la forme suivante :

A1 = −1

2




−k
2

κ1
∆−

i k ∆−

2 k2(κ2
1 − k2)

2 i k κ2(κ
2
1 − k2)




1

∆+

e−κ1 h

κ2
1 − k2

et A2 =
1

2




i k∆−

κ1 ∆−

−2 i k κ1(κ
2
1 − k2)

2 κ1 κ2 (κ2
1 − k2)




1

∆+

e−κ1 h

κ2
1 − k2
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e des transformées 117ave

∆± : (k, s) → ∆±(k, s) , (k2

1(k, s) − k2)κ2(k, s) ± (k2
2(k, s) − k2)κ1(k, s)Dans l'espa
e Fourier-Lapla
e, les amplitudes de l'onde ré�é
hie et transmise sont donnéespar :

ĜI(k, y, s) =
1

2




k2

κ1
i k

−i k κ1


 ∆−

∆+

eκ1 (y −h)

κ2
1 − k2

, ∀ y < 0 (4.3.16)
ĜII(k, y, s) =




− k2 −i k κ1

−i k κ2 κ1 κ2



e−κ1 h−κ2 y

∆+
, ∀ y > 0 (4.3.17)Soient Rij (resp Tij) les 
oe�
ients de ré�exion (resp de transmission).

T =




T11

T21

T12

T22


 =




κ1

κ2

κ1

κ2




(κ2
1 − k2)

∆+
et R =




R11

R21

R12

R22


 =




−1
1
−1
1




∆−

∆+En introduisant les matri
es de ré�exion et de transmission, on peut voir la relation entre lesamplitudes des ondes ré�é
hies et transmises :
Ĝ∞

j

∣∣
y=0

Tj−→ ĜII
j

∣∣
y=0

; Ĝ∞
j

∣∣
y=0

Cj−→ ĜI
j

∣∣
y=0

, ∀ j = 1, 2 (4.3.18)ave

Tj =

(
T1j 0
0 T2j

)
, Cj =

(
R1j 0
0 R2j

)
, ∀ j = 1, 2don
 on trouve que toutes les 
omposantes du tenseur sont de la forme suivante :

ĜI
ij(k, y, s) = Rij(k, s)A

∞
ij (k, s) eκ1(k, s)(y−h) (4.3.19)

ĜII
ij(k, y, s) = Tij(k, s)A

∞
ij (k, s) e−κ1(k, s) h−κ2(k, s) y (4.3.20)ave
 A∞

ij les amplitudes de l'onde in
idente.4.3.2 Résolution dans l'espa
e de Lapla
eEn appliquant la transformation de Fourier inverse en x à (4.3.19)-(4.3.20), on obtient latransformée de Lapla
e du tenseur dans le domaine spatial.
G̃I

i j(x, y, s) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Rij(k, s)A

∞
ij (k, s) eκ1(k,s)(y−h)+i kx dk (4.3.21)

G̃II
i j(x, y, s) =

1

2π

∫ +∞

−∞
Tij(k, s)A

∞
ij (k, s) e−κ1(k,s) h−κ2(k,s) y+i kx dk (4.3.22)
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tion de Green pour un é
oulement dis
ontinuOn fait alors un 
hangement de variable en posant q = i c0k/s qui est une étape prin
ipale del'appli
ation de la méthode de Cagniard-de Hoop en deux dimension (2D) d'où les fon
tionsen k et s se réé
rivent sous la forme suivante :
κl(k, s) =

s

c0
γl(q), ∆±(k, s) = (

s

c0
)3 Λ±(q) (4.3.23)ave


γ2
1(q) =

(
1 − q2

)1/2
, γ2

1(q) =
(
(1 −M q)2 − q2

)1/2

Λ±(p) = γ2(q) ± (1 −M q)2γ1(q).Les identités (4.3.21)-(4.4.10) s'é
rivent en fon
tion de la nouvelle variable τ sous la formesuivante :
G̃ I(x, y, s) =

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
HI(q) e

− s
c0

(
−γ1(q)(y−h)+ q x

)
dq ≡

∫ +i∞

−i∞
ΞI(q)dq (4.3.24)

G̃II
(x, y, s) =

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
HII(q) e

− s
c0

(
γ1(q) h+ γ2(q) y + q x

)
dq≡

∫ +∞

−∞
ΞII(q) dq (4.3.25)ave


HI(q) , 1
2




−q2
γ1

−q

q γ1




Λ−

Λ+
, HII(q) ,




q2 q γ2

q γ1 γ1γ2




1

Λ+
(4.3.26)Nous allons maintenant 
al
uler le tenseur de Green, d'abord dans le milieu Ω− qui en repos,puis dans le �uide qui en é
oulement.4.4 Résolution du problème pour l'onde ré�é
hie4.4.1 Contours de Cagniard-de HoopPour un point �xé (x, y) du demi-plan Ω−, nous introduisons de nouveau la variable τ qui ala dimension du temps et qui est dé�nie par :

c0τ = q x− γ1(q)(y − h) (4.4.1)Le 
ontour de Cagniard est alors dé�ni par :
Γ1 := {q ∈ C tel que ℜe(τ) ∈ R+ et ℑm(τ) = 0 }

:=
{
q ∈ C tel que ∃ τ > 0 |

(
(1 −M q)2 − q2)

) 1
2 (y − h) + q x = c0 τ

}Nous posons
rI =

√
x2 + (y − h)2, x = rI cos θI, y − h = −rI sin θI, θI ∈ [0, π]Ave
 
es nouvelles 
oordonnées polaires nous montrons d'une façon similaire à 
elle du 
ashomogène (en prenant M = 0) que

Γ1 ≡ Υ− ∪ Υ+ ∪ Γ−
1 ∪ Γ+

1 ,
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Υ± :=

{
υ±(τ) =

c0τ

rI

cos θI ± sin θI

√
1 − (τ/c0rI)2, 0 ≤ τ ≤ τI

} 2
Γ±

1 :=

{
ϑ±(τ) =

c0τ

rI

cos θI ± i sin θI

√
(τ/c0rI)2 − 1, τ > τI

} 3Nous verrons que τI(= rI/c0) est le temps d'arrivée de l'onde ré�é
hie .Soit q ∈ Γ±
1 , on note X = X(τ) = ℜe(q) et Y = Y (τ) = ℑm(q), on a alors

X2

sin2 θI

− Y 2

cos2 θI

= −1 (4.4.2)C'est l'équation d'une hyperbole. En fait Γ1 = Γ+
1 ∪ Γ−

1 sont deux bran
hes hyperboliquesqui interse
tent l'axe réel au point q = q(x, y, τ = τI) = cos θI.D'après la dé�nition de la ra
ine 
arrée 
omplexe c√· que nous avons 
hoisie, les points debran
hement de la fon
tion ΞI
ij sont alors q±1 = ±1 et q±2 = 1/(M ± 1), ses 
oupures sont lesdeux demi-droites réelles

ℜe q ∈ ] −∞ ; −1 [ ∪ ]
1

1 +M
; +∞ [, ∀ℜe s > 0.Le 
ontour de Cagniard-de Hoop Γ1 peut traverser la 
oupure sous 
ertaines 
onditions quidépendent essentiellement du point d'observation x = (rI, θI) dans le milieu Ω−. En fait si

q(x, y, τI) = cos θI > 1/(1 +M) = cos θM , le 
ontour d'intégration traverse la 
oupure Υ+, etpar 
onséquent la dis
ontinuité à travers 
ette 
oupure va 
ontribuer à l'apparition des ondesde tête.Nous nous intéressons maintenant à la lo
alisation de la zone d'instabilité qui sera déter-miné par la position des p�les par rapport au 
ontour d'intégration. Nous montrons qu'ilexiste un angle 
ritique θv = π/4 (l'indi
e v est lié aux ondes de vorti
ité) tel que le 
ontourde Cagniard-de Hoop passe par 
es p�les. Nous dé�nissons 
ette zone par :
Ωv
− :=

{
(x, y) = (rI cos θI, h− rI sin θI), | π

4
< θI < π

}
.Démonstration :Nous 
her
hons à trouver l'ensemble des points (x, y) dans le milieu Ω− tel que le p�le q0(resp q0) soit 
apturé par la bran
he hyperbolique du 
ontour d'intégration ayant une partieréelle positive (resp négative). Il faut montrer qu'il existe τ > 0 et un point d'observation

(x, y) = (rI cos θv, h− rI sin θv) dans Ω− véri�ant en même temps 
es deux identités :
X0 := ℜe(q0) =

c0τ

rI

cos θv (4.4.3)
Y0 := ℑm(q0) =

√
(τ/c0rI)2 − 1 sin θv. (4.4.4)Or on sait que q2

r
− q2

i
= 1/2, don
 ∃λM ∈ R véri�ant qr = (

√
2/2) coshλM et qi =

(
√

2/2) sinhλM ie.
q0 = coshλM cosπ/4 + i sinhλM sinπ/4. (4.4.5)2Υ = upsilon en majus
ule, υ = upsilon en minus
ule3ϑ = vartheta
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tion de Green pour un é
oulement dis
ontinuEn remplaçant astu
ieusement dans (4.4.3) et (4.4.4), c0τ/rI par coshλM , on peut don
 ré-é
rire X0 et Y0 sous la forme suivante :
X0 = coshλM cos θv

Y0 = sinhλM sin θvqu'on en déduit :
q0 = coshλM cos θv + i sinhλ sin θv (4.4.6)Pour 
on
lure que θv = π/4, il su�t d'identi�er les deux équations (4.4.5) et (4.4.19). Nouspouvons véri�er aisément que les p�les sont situés à gau
he (resp à droite) du 
ontour d'inté-gration si l'angle θI > θv (resp θI < θv).

�Nous présentons 
i-dessous une s
hématisation de la région d'instabilité.
y

x

h

π
4

zoneinstableΩ+

Ω−

U = M c0 ex

U = 0Fig. 4.4.1: Zone de l'instabilité de Kelvin-Helmholtz (IKH)
La question qui se pose maintenant est de savoir s'il existe un point d'observation (rI, θI)tel que le 
ontour de Cagniard-de Hoop traverse la 
oupure sans passer par le p�le. Cettesituation peut se produire lorsque θM < θI <

π
4 (à 
ondition que M <

√
2 − 1 = 0.414).Nous présentons 
i-dessous les 
ontours de Cagniard-de Hoop pour tous les 
as possibles dansle demi-plan inférieur Ω−.
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ℜe(q)

ℑm(q)

−1
1−M

−1 1
1+M

1co
s
θ I

q0

q∗0

θ I>
m
in
(
π
4
, θM

)

π
2 <

θ
I <
π

Γ+
1

Γ−
1Fig. 4.4.2: Γ+ et Γ− dans le q-plan pour di�érents points d'observation (θI ∈ [0; π])4.4.2 Retour au domaine temporelIl faut alors modi�er le 
ontour pour qu'il ne traverse pas les 
oupures. Pour 
ela nous allonsmaintenant utiliser Υ± qui est représenté ave
 Γ± dans le plan 
omplexe sur la �gure 4.4.2.

Υ− est le segment réel [−1 ; −1/(1 −M)] et Υ+ est le segment réel [1/(1 +M); 1]. Seul Υ+peut nous permettre de 
ontourner la 
oupure, de plus nous n'avons besoin que de la partiede Υ+ 
omprise entre 1/(1 +M) et cos θI(> 0), nous notons don

Υ = Υ+ ∩ [ 1/(1 +M); cos θI ].On véri�e fa
ilement que Υ peut être paramétrée par τ :

Υ = {q = υ+(τ) = τ1 ≤ τ ≤ τI}ave
 τ1 = rI cos(θI − θM ) qui est obtenu en utilisant l'identité (4.4.1) en q = 1/(1 +M). Nousperturbons légèrement l'ensemble dé�ni par { q ∈ Γ±
1 , | |q| < ρ

}
, de telle sorte que la
ourbe obtenue notée par :

Γ±
ρ :=

{
q ∈ Γ±

1 , | |q| < ρ et ℜe(q) > 1

ρ

}
,ne tou
he pas l'axe réel et nous dé�nissons :

∣∣∣∣∣∣∣

Υ±ρ := {q ∈ C | q ± 1
ρ ∈ Υ},

cρ := {q ∈ C |
∣∣∣q − 1

1+M

∣∣∣ = 1
ρ et ℜe(q) ≤ 1

1+M }.
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tion de Green pour un é
oulement dis
ontinu
Υ+ρ (resp. Υ−ρ) est l'image de Υ par la translation de ve
teur 1

ρ (resp. −1
ρ), cρ est le demi-
er
le "à gau
he" de 
entre 1/(1 +M) et de rayon 1

ρ .

ℜe(q)

ℑm(q)

1
1+M

1
q0

q∗0

C+
ρ

C−
ρ

cρ

Γ+
ρ

Γ−
ρ

DρFig. 4.4.3: Contour d'intégration fermé dans le q-plan pour θI > min (π
4 , θM )La partie imaginaire du 
ontour est symétrique par rapport à l'axe des réels et pour une mêmevaleur de τ on a deux points du 
ontour ayant la même partie réelle.D'après le théorème des résidus l'intégrale du tenseur ΞI sur le 
ontour fermé CFρ := Dρ ∪

Cρ ∪ Γρ ∪ Υ+ρ ∪ Υ−ρ ∪ cρ (l'orientation du 
ontour est 
hoisie de telle sorte que le segmentréel Dρ soit par
ouru dans le sens des valeurs 
roissantes � voir �gure 4.4.3) est égale à lasomme des résidus :
1

2πi

∮

CFρ

ΞI(q)dq = Res(ΞI, q0) + Res(ΞI, q∗0) = Ψ(q0) + Ψ(q∗0) (4.4.7)On véri�e fa
ilement que :
lim

ρ→∞

∫

Cρ

ΞI(q)dq = 0 (matri
e nulle). (4.4.8)De plus
lim

|q− 1
1+M

|→0
(q − 1

1 +M
) ΞI(q) = 0,don
, en appliquant le se
ond lemme de Jordan [55℄ :

lim
ρ→∞

∫

cρ

ΞI(q)dq = 0. (4.4.9)
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hie 123En faisant tendre ρ vers +∞ dans (4.4.7) et en tenant 
ompte des identités (4.4.8)-(4.4.9), onobtient alors :
G̃ I(x, y, s) = 2πi (Φ(q0) + Φ(q∗0)) −

∫

Γ1

ΞII(q)dq − lim
ρ→∞

[ ∫

Υ−ρ

ΞII(q)dq +

∫

Υ+ρ

ΞI(q)dq
]
.(4.4.10)Il est alors évident (en orientant Υ �de la droite vers la gau
he�) que :

lim
ρ→+∞

∫

Υ±ρ

ΞI(p) dq = ∓
∫

Υ
ΞI(p) dqEn utilisant la symétrie du 
ontour de Cagniard-de Hoop par rapport à l'axe réel, après le
hangement de variable d'intégration et avoir remarqué que

ΞI(ϑ−(τ)) = ΞI(ϑ+(τ)) = −ΞI(ϑ+(τ)),on déduit de (4.4.1)
−
∫

Γ1

ΞI(q)dq =

∫ ∞

τ
I

ΞI(ϑ+(τ))
∂ϑ+(τ)

∂τ
dτ −

∫ ∞

τ
I

ΞI(ϑ−(τ))
∂ϑ−(τ)

∂τ
dτ

=

∫ ∞

τ
I

2ℜe
{

ΞI(ϑ+(τ))
∂ϑ+(τ)

∂τ

}
dτDe même, on obtient :

lim
ρ→+∞

[ ∫

Υ−ρ

ΞI(q)dq +

∫

Υ+ρ

ΞI(q)dq
]

=

∫ τ
I

τ1

2 ℜe
{

ΞI(υ+(t))
∂υ+(τ)

∂τ

}
dτDe la même façon que dans le 
hapitre pré
édent, on montre que

∂ϑ±(τ)

∂τ
= ± i γ1

(
ϑ±(τ)

)
√
τ2 − (rI/c0)2

(4.4.11)
∂υ+(τ)

∂τ
= − γ1

(
υ+(τ)

)
√

(rI/c0)2 − τ2
(4.4.12)En utilisant (4.4.11)-(4.4.12), on obtient �nalement :

ΞI(ϑ+(τ))
∂ϑ+(τ)

∂τ
= H

(
ϑ+(τ)

)
γ1

(
ϑ+(τ)

) e−s τ

2π
√
τ2 − (rI/c0)2

(4.4.13)
ΞI(υ+(τ))

∂υ+(τ)

∂τ
= iH

(
υ+(τ)

)
γ1

(
υ+(τ)

) e−s τ

2π
√

(rI/c0)2 − τ2
(4.4.14)On voit que l'onde ré�é
hie totale G̃ I se dé
ompose en di�érents types d'ondes. Chaque ondea une signi�
ation physique pré
ise :

G̃ I = G̃R + G̃B + G̃V (4.4.15)ave

G̃R(x, y, s) =

∫ ∞

τ
I

ℜe
{
{H
(
ϑ+(τ)

)
γ1

(
ϑ+(τ)

)} e−s τ dτ

π
√
τ2 − (rI/c0)2

(4.4.16)
G̃B(x, y, s) = −

∫ τ
I

τ1

ℑm
{
H
(
υ+(τ)

)
γ1

(
υ+(τ)

)} e−s τ dτ

π
√

(rI/c0)2 − τ2
. (4.4.17)

G̃V (x, y, s) = 2πi (Φ(q0) + Φ(q∗0)) (4.4.18)
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tion de Green pour un é
oulement dis
ontinu4.4.3 Étude de l'onde de vorti
itéNous nous intéressons dans 
ette se
tion aux ondes de vorti
ité G̃V qui viennent de la 
ontri-bution des p�les. Nous rappelons que q0 est un p�le simple don
 le résidu de la fon
tion Ξ aupoint q0 s'obtient par un simple 
al
ul de limite.
Φ(q0) = lim

q→q0

(q − q0)Ξ
I(q)Or on sait que

lim
q→q0

(q − q0)Ξ
I(q) =

1

2πi
C(q0) exp (−s τ(q0))ave


CI(q0) = lim
q→q0

(q − q0)HI(q) et τ(q0)= (q0 x− (1 − q20)
1
2 (y − h)

)
/c0 ∈ Cdon


G̃V (x, y, s) = CI(q0) exp (−s τ(q0)) + CI(q∗0) exp (−s τ(q∗0))Le fait que τ(q0) peut être 
omplexe, la fon
tion G̃V ne peut pas admettre une transforméede Lapla
e inverse au sens de la théorie des fon
tions généralisées mais nous pouvons quandmême l'inverser au sens d'une autre théorie, 
elle des ultradistributions (voir l'annexe C)On dé�nit alors d'une façon analogue à 
elle de la théorie de distributions la transforméeinverse de Lapla
e aux sens des ultradistributions :
GV (x, y, τ) =

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
G̃V (x, y, s) exp (s τ) ds.Le 
hoix du paramètre σ dépend prin
ipalement des singularités de la fon
tion s 7−→ G̃V (·, ·, s)mais 
omme notre fon
tion s 7−→ G̃V (·, ·, s) n'admet au
une singularité ie. analytique, on peutprendre alors σ = 0. Par 
onséquent on obtient

GV (x, y, τ) =
1

2πi

∫ ∞

−∞
i G̃V (x, y, iω) exp (iω τ) dω.

=
CI(q0)

2π

∫ ∞

−∞
exp (iω z) dω +

CI(q0)

2π

∫ ∞

−∞
exp (iω z) dω

=
1

2π

(
CI(q0)δz + CI(q0)δz

)ave

z = τ −

(
q0 x− γ1(q0)(y − h)

)
/c0 ∈ C.On désigne par δz une ultradistribution dé�nie par :

δz=α+i β =
∞∑

n=0

(iβ)n

n!
δ(n)
αoù δα est la masse de Dira
 au sens habituel.Pour étudier l'ultradistribution δz=α+i β , nous devrons déterminer les parties imaginaire etréelle du nombre 
omplexe z qu'on peut réé
rire après avoir remarqué que

q0 = coshλM cosπ/4 + i sinhλ sinπ/4 = cos(π/4 − iλM ), (4.4.19)
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z = τ − (rI/c0) cos(θI − π/4 + iλM )A partir de 
ette formule on peut déduire expli
itement les parties imaginaire et réelle dunombre 
omplexe z. En e�et

ℜe(z) = τ − rI

c0
cos(θI −

π

4
) coshλM (4.4.20a)

ℑm(z) =
rI

c0
sin(θI −

π

4
) sinhλM (4.4.20b)Nous remarquerons à partir de (4.4.20a)-(4.4.20b) que ℑm(z) ≶ 0 est équivalent à θI ≶ π

4et que ℜe(z) = 0 exige que le temps τ soit positif dans la région de l'instabilité 
'est à direlorsque θI <
π
4 .4.4.4 Con
lusionThéorème 4.2 Dans le demi plan y < 0, l'onde ré�é
hie GI est donnée par :

• θI > π/4 et θI > θM , G I = GR

• θI < π/4 et θI > θM , G I = GR + GV

• θI < π/4 et θI < θM , G I = GR + GB

• θI < π/4 et θI < θM , G I = GR + GB + GVave

GR(x, y, t) = ℜe

{
H
(
ϑ+(t)

)
γ1

(
ϑ+(t)

)} H(t− τI)

π
√
t2 − (rI/c0)2

(4.4.21)
GB(x, y, t) = −ℑm

{
H
(
υ+(t)

)
γ1

(
υ+(t)

)} H(t− τ1)

π
√

(rI/c0)2 − t2
(4.4.22)

GV (x, y, t) =
1

2π

(
CI(q0)δz + CI(q0)δz

) (4.4.23)Nous obtenons �nalement le tenseur de Green G I dans le milieu Ω− (= {y < 0}) :
G I(θI, rI, t) = GR(θI, rI, t) + H(θM − θI)GB(θI, rI, t) + H(θI − π/4)GV (θI, rI, t) (4.4.24)4.5 Résolution du problème pour les ondes transmises4.5.1 Détermination du 
ontour d'intégrationPour un point d'observation (x, y) du milieu Ω+ ({y > 0}) qui est en é
oulement uniforme,on introduit la variable τ qui est dé�nie 
ette fois par :

c0 τ , γ1(q) h+ γ2(q) y + qx. (4.5.1)
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tion de Green pour un é
oulement dis
ontinuOn dé�nit une fon
tion 
omplexe F par
F (q, τ) , γ1(q)h+ γ2(q) y + q x− c0 τL'expression du 
ontour Cagniard-de Hoop de Γ2 est plus 
ompliquée que 
elle que nous avonsdéjà ren
ontré pré
édemment :

Γ2 := {∃ τ ∈ R
+
∣∣ q ∈ C | F (q, τ) = h(1 − q2)

1
2 + y

(
(1 −Mq

)2 − q2)
1
2 − c0 τ = 0}. (4.5.2)Etude détaillée de Γ2Nous pouvons tout de suite remarquer que :1. si q = a+ i b ave
 b 6= 0 est une ra
ine de F (q, τ), alors q = a− i b l'est aussi ;2. si q est un imaginaire pur alors q = 0 ;3. si q est réel il faut don
 que

h(1 − q2)
1
2 + y

(
(1 −Mq

)2 − q2)
1
2soit réel et don
 que le nombre réel q ∈] − 1,

1

1 +M
[, 
ette 
ondition nous montre quele 
ontour ne traversera pas les 
oupures qui sont situé sur l'axe réel et don
 qu'il n'yaura pas d'onde de tête pour l'onde transmise.4. soit

F (
q

τ
, 1) = h(

1

τ2
− (

q

τ
)2)

1
2 + y

(
(
1

τ
−M

q

τ

)2
− (

q

τ
)2)

1
2 +

q

τ
x− c0 = 0 (4.5.3)quand τ tend vers +∞, l'équation (4.5.3) devient :

∣∣∣∣∣∣

(
x+ i (h+ y

√
1 −M2)

)
q = τ si ℑm (q) < 0

(
x− i (h+ y

√
1 −M2)

)
q = τ si ℑm (q) > 0Le 
ontour Γ2 admet don
 2 asymptotes paramétrées par τ d'équations

q = q(τ) =
τ

x± i (y
√

1 −M2 + h)
=
x∓ i (y

√
1 −M2 + h)

x2 + (y
√

1 −M2 + h)
τ (4.5.4)Nous remarquons que lorsque τ tend vers +∞ les asymptotes de la 
ourbe Γ2 tendentvers l'in�ni suivant la dire
tion ±θasy = arctan (y

√
1 −M2 + h)/x) si ±ℑm(q) > 0.Dans un premier temps, nous allons étudier les propriétés de la fon
tion suivante :

q 7−→ f(q) := h(1 − q2)
1
2 + y

(
(1 −Mq

)2 − q2)
1
2 + q xseulement dans l'intervalle réel [−1; 1

1+M ], dans un se
ond temps nous étendons l'étude de fdans le plan 
omplexe.Les dérivées de f par rapport à q sont données par :
f ′(q) = x−

(
M + (1 −M2) q

) y

γ2(q)
− q

γ1(q)
h et f ′′(q) = − y

γ2(q)3
− h

γ1(q)3
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tion f ′ est stri
tement dé
roissante 
ar sa dérivée f ′′ < 0, par 
onséquent elle admetune unique solution q∗ dans l'intervalle [−1; 1/(1 +M) ]. En remarquant que f ′(0) = x−Myet limq→1/(1+M) f
′(q) = −∞, on peut déterminer le signe de q∗. Nous résumons 
es résultatsdans le tableau de variation de f 
i-dessous

q

f ′(q)

f(q)

1/(1 +M)−1 q∗

− +

f(q∗)

f(−1) f(1/(1 +M))Finalement, on 
on
lut que τII = h(q∗)/c0 est le temps d'arrivée de l'onde in
idente dans lemilieu Ω+ tel que la fon
tion 
omplexe F (q, τII) admette une ra
ine double q∗.4.5.2 Retour au domaine temporelEn utilisant les résultats (4.5.4), nous montrons que le 
ontour d'intégration Γ2 ne passe paspar les p�les lorsque x ≤ 0. Par 
onséquent ils ne vont pas 
ontribuer dans le 
al
ul ie. il n'yaura pas d'ondes d'instabilités pour x ≤ 0 et y > 0.

ℜe(q)

ℑm(q)

−1
1−M

−1 1
1+M

1
q0

q0

q0

Γ+
2

Γ−
2

Fig. 4.5.1: Contour d'intégration lorsque x ≤ 0 et y > 0.Soient ν+(τ) (respe
tivement ν−(τ)) un zéro de la fon
tion 
omplexe F (q, τ) ayant une partieréelle positive (respe
tivement négative) et.
Γ±

2 :=
{
q = ν±(τ) tel que τ > τII

} et Γ2 = Γ+
2 ∪ Γ−

2



128 Chapitre 4. Fon
tion de Green pour un é
oulement dis
ontinuEn appliquant les même te
hniques de 
al
ul que nous avons utilisé pré
édemment, on obtientla transformée de Lapla
e de l'onde in
idente dans le quart de plan x ≤ 0 et y > 0.
G̃II(x, y, s) = −

∫

Γ2

ΞI(q)dq =

∫ ∞

τ
II

ΞII(ν+(τ))
∂ν+(τ)

∂τ
dτ −

∫ ∞

τ
II

ΞII(ν−(τ))
∂ν−(τ)

∂τ
dτ(4.5.5)

=

∫ ∞

τ
II

2ℜe
{

ΞII(ν+(τ))
∂ν+(τ)

∂τ

}
dτ (4.5.6)Si nous appliquons le théorème des fon
tions impli
ites à la fon
tion F (q, τ), nous avons alors :

∂ν+

∂τ
= −

∂F

∂τ
(ν+, τ)

∂F

∂q
(ν+, τ)

=
c0

∂F

∂q
(ν+, τ)

, (4.5.7)ave

∂F

∂ q
(ν+(τ), τ) = x−

(
M + (1 −M2)ν+(τ)

) y

γ2(ν+(τ))
− ν+(τ)

γ1(ν+(τ))
h.D'après (4.3.25)-(4.5.6)-(4.5.7), nous obtenons �nalement :

G̃II(x, y, s) =
c0
π

∫ ∞

τ
II

ℑm
{
HII
(
ν+(τ)

)[∂F
∂q

(
ν+(τ), τ

)]−1
}
e−s τ dτ. (4.5.8)Par 
onséquent, nous tirons de (4.5.8) l'expression �nale de l'onde in
idente dans le quart deplan x < 0 et y > 0 :

GII(x, y, t) =
c0
π

H(t− τII)ℑm
{
HII
(
ν+(t)

)[∂F
∂q

(
ν+(t), t

)]−1
}
. (4.5.9)Nous nous intéressons maintenant au 
al
ul de l'onde in
idente dans la partie du plan x > 0 et

y > 0. Pour 
e faire il faut tout d'abord lo
aliser l'instabilité dans 
ette région du plan 
e quin'est pas évident par
e que nous n'avons pas d'expression expli
ite du 
ontour d 'intégration.D'après (4.5.1), nous remarquons que le 
ontour de Cagniard-de Hoop asso
ié au point d'ob-servation (x, y) véri�ant les deux 
onditions suivantes :




ℜe {γ1(q0) h+ γ2(q0) y + q0x} > 0, ( qui est toujours vrai ∀x, y > 0)

ℑm {γ1(q0) h+ γ2(q0) y + q0x} = 0.
(4.5.10)passe exa
tement par les p�les. Nous dé�nissons impli
itement alors la zone d'instabilité par :

Ωv
+ :=

{
(x, y) ∈ R

+ × R
+, | ℑm {γ1(q0)h+ γ2(q0) y + q0 x} < 0

}
.Il y aura de nouveau 
ette fois les ondes de vorti
ité dans le domaine Ωv

+ qui sont sous laforme d'une 
ontribution des p�les :
GV

II(x, y, t) =
1

2π

(
CII(q0)δb + CII(q0)δ(b)

)ave

c0 b = c0 t− q0 x− γ1(q0)h− γ2(q0)y et CII(q0) = lim

q→q0

(q − q0)HII(q).



4.6. Fronts d'ondes 129La fon
tion GV
II sera dé
len
hé au même que l'onde d'instabilité dans le demi plan y < 0.Par suite nous obtenons le 
hamps du dépla
ement in
ident qui est donné par :

GII(x, y, t) = GT (x, y, t) + GV
II (x, y, t) (4.5.11)ave


GT (x, y, t) =
c0
π
ℑm

{
HII
(
ν+(t)

)[∂F
∂q

(
ν+(t), t

)]−1
} (4.5.12)

GV
II(x, y, t) =

1

2π

(
CII(q0)δb + CII(q0)δb

) (4.5.13)Nous pouvons remarquer fa
ilement que les deux ondes d'instabilité se rejoignent sur l'interfa
e
Γ. En e�et, si y = 0 on voit tout de suite que b 
oïn
ide ave
 z (b|y=0

= τ − q0x/c0 − γ1(q0)h/c0 =

z|y=0
)4.6 Fronts d'ondesDans 
ette partie nous rappelons quelques propriétés sur les fronts d'ondes de la solutionfondamentale. D'après 
e qui pré
ède on montre que les ondes in
idente et ré�é
hie arriventrespe
tivement à l'instant t = r/c0 et t = τI = rI/c0 ave
 r =

√
x2 + (y + h)2 et rI =√

x2 + (y − h)2. D'autres types d'ondes, dites ondes de tête, apparaissent aussi à l'instant
t = (rI/c0) cos(θI − θM )

h

θM

in
identeré�é
hie Onde de têtetransmiseΩ+

Ω−

Sour
e Vorti
ité Γ

Fig. 4.6.1: Les fronts d'ondes.





Chapitre 5Modélisation asymptotique stabled'une 
ou
he de 
isaillement
5.1 Introdu
tionCe travail vise à apporter une réponse à la question qui se pose naturellement : quel typede modèle peut-on utiliser d'un point de vue numérique pour l'a
oustique �au voisinage�d'un é
oulement 
isaillé dis
ontinu (nous voulons dire : un é
oulement qui varie si brutalementqu'on aimerait le modéliser - à des �ns numériques - 
omme un é
oulement dis
ontinu) ?L'idée que nous allons développer est de 
onsidérer qu'un é
oulement dis
ontinu n'a pas deréalité physique mais n'est qu'une modélisation d'un é
oulement qui dans la réalité variebrutalement sur une petite distan
e ε > 0 (par exemple, une 
ou
he limite due à la vis
ositédu �uide, négligée dans les équations d'Euler).

y

x

M+

M−

Ω+

Ω− (a) Pro�l dis
ontinu
y

xε
Mε(y)

M+

M−(b) Pro�l fortement 
isailléFig. 5.1.1: Régularisation du pro�l dis
ontinuA partir de 
ette idée et grâ
e à une analyse asymptotique formelle de type 
ou
he limite,nous allons 
onstruire un nouveau problème de transmission pour le pro�l dis
ontinu Mdisc.Ce genre de modèle est bien entendu très utile pour des modèles de simulation numérique : onévite d'avoir re
ours à une dis
rétisation à l'é
helle de l'épaisseur de la 
ou
he de transition.Les nouvelles 
onditions de transmission :1. apparaîtront 
omme une petite perturbation des 
onditions de transmission limites for-tement instables,2. garderont la mémoire de la 
ou
he limite dont elles représentent une idéalisation, 131



132 Chapitre 5. Modélisation asymptotique stable d'une 
ou
he de 
isaillement3. mèneront, 
'est le point fondamental, à un problème mathématiquement bien posé,4. permettront néanmoins de rendre 
ompte des instabilités hydrodynamiques physiquesexistant dans la 
ou
he d'épaisseur non nulle.Nous reprenons dans 
e 
hapitre les notations du 
hapitre ??.5.2 Analyse asymptotique du problème de Cau
hy5.2.1 Position du problèmeNous 
onsidérons le problème de Cau
hy asso
ié au système suivant :




∂uε

∂t
+Mε(y)

∂uε

∂x
+
∂pε

∂x
+ (Mε)

′(y)vε = 0

∂vε

∂t
+Mε(y)

∂vε

∂x
+
∂pε

∂y
= 0

∂pε

∂t
+Mε(y)

∂pε

∂x
+
∂uε

∂x
+
∂vε

∂y
= 0

(5.2.1)et à des données initiales que, pour simpli�er, nous supposons à support dans le demi-espa
e
y < 0. Si on applique au système (5.2.1) la transformation de Fourier par rapport à la variable
x, on obtient :

(uε, vε, pε)(x, y, t) −→ (uε, vε, pε)(k, y, t) (5.2.2)Dans 
e qui suit, nous allons travailler à k �xé et 
'est le 
omportement des fon
tions
(y, t) → (uε, vε, pε)(k, y, t)qui va nous intéresser.Le système 1D (en espa
e) satisfait par 
es fon
tions, s'é
rit :





∂uε

∂t
+ i k Mε(y) u

ε + i k pε + (Mε)
′(y)vε = 0

∂vε

∂t
+ i k Mε(y) v

ε +
∂pε

∂y
= 0

∂pε

∂t
+ i k Mε(y) p

ε + i k uε +
∂vε

∂y
= 0

(5.2.3)Lorsque k est �xé, 
e problème d'évolution est bien posé dans L2(R) et on a une estimationa priori du type :
∫

R2

(∣∣ pε
∣∣2 + |uε |2 + | vε |2

)
≤
[∫

R2

∣∣∣ pε
0

∣∣∣
2
+ |uε

0 |2 + | vε
0 |2
]

exp (C |k| t) (5.2.4)pour une 
ertaine 
onstante C indépendante de ε. Par 
onséquent, pour ℜe s assez grand parrapport à k (mais indépendant de ε) on peut dé�nir la transformée de Lapla
e en temps de
(uε, vε, pε)

(uε, vε, pε)(k, y, t) −→ (ûε, v̂ε, p̂ε)(k, y, s) (5.2.5)et en outre, k et s étant �xés :
y 7−→ (ûε, v̂ε, p̂ε)(k, y, s) ∈ L2(R).



5.2. Analyse asymptotique du problème de Cau
hy 1335.2.2 Développement asymptotique de type 
ou
he limiteC'est maintenant au développement asymptotique en ε de (ûε, v̂ε, p̂ε) que nous allons nousintéresser. Ce
i va nous ramener à des 
al
uls analogues à 
eux de la se
tion 3.4 du 
hapitre3. Comme dans 
ette se
tion, on peut tout ramener à un problème de transmission entre :
p̂ε
− = p̂ε|y<0, p̂ε

+ = p̂ε|y>ε p̂ε = p̂ε|0<y<ε. (5.2.6)Cette fois, le système d'équations n'est plus homogène. On véri�e que :




[
k2 + (s+ i kM−)2

]
p̂ε
− − d2p̂ε

−

dy2
= (s+ i kM−)p

0
+
(dv0

dy
+ i ku0

)
, y < 0

[
k2 + (s+ i kM+)2

]
p̂ε
+ − d2p̂ε

+

dy2
= 0, y > ε,

[
γ2

ε + k2
]
p̂ε − γ2

ε

d

dy

(
1

γ2
ε

dp̂ε

dy

)
= 0, 0 < y < ε,où γε est, rappelons le, dé�ni par

γε(y) = s+ i kMε(y)et où (u0, v0, p0
) désigne la transformée de Fourier de la donnée initiale (u0, v0, p0). Le système
i-dessus est 
omplété par les 
onditions de ra

ord :





p̂ε
−(0) = p̂ε(0), p̂ε(ε) = p̂ε

+(ε),

∂p̂ε
−

∂y
(0) =

∂p̂ε

∂y
(0),

∂p̂ε

∂y
(ε) =

∂p̂ε
+

∂y
(ε).

(5.2.7)Nous allons maintenant 
her
her un développement asymptotique formel de la solution sousla forme : 



p̂ε
−(y) = p̂

(0)
− (y) + ε p̂

(1)
− (y) + ε2 p̂

(2)
− (y) + · · ·

p̂ε
+(y) = p̂

(0)
+ (y − ε) + ε p̂

(1)
+ (y − ε) + ε2 p̂

(2)
+ (y − ε) + · · ·

p̂ε(y) = P̂ (0)(
y

ε
) + ε P̂ (1)(

y

ε
) + ε2 P̂ (2)(

y

ε
) + · · ·Nous allons nous limiter à la détermination des termes d'ordre 0 et 1, (p̂

(j)
− , p̂

(j)
+ , P̂ (j)) pour

j = 0, 1, et allons 
her
her à éliminer P̂ (j) pour aboutir à un problème de transmission en
(p̂

(j)
− , p̂

(j)
+ ). Ce
i nous obligera aussi à nous intéresser au terme P̂ (2). Les 
al
uls sont évidem-ment très similaires à 
eux de la se
tion 3.4.2 du 
hapitre 3 dont nous reprenons les mêmesnotations. Rappelons que l�équation en P̂ ε s'é
rit :

ε2k2(1 + γ2)P̂ ε − γ2 d

dY

(
1

γ2

dP̂ ε

dY

)
= 0 (5.2.8)ave


γ(Y ) =
s

k
+ iM(Y ).



134 Chapitre 5. Modélisation asymptotique stable d'une 
ou
he de 
isaillementAnalyse des termes d'ordre 0. Posons g = (s + i kM−) p
0

+
(dv0

dy
+ i ku0

). De façonévidente, on a : 



[
k2 + (s+ i kM−)2

]
p̂
(0)
− − d2p̂

(0)
−

dy2
= g, y < 0

[
k2 + (s+ i kM+)2

]
p̂
(0)
+ − d2p̂

(0)
+

dy2
= 0, y > ε.

(5.2.9)et :
d

dY

(
1

γ2

dP̂ (0)

dY

)
= 0.Ce
i nous dit que la fon
tion 1

γ2
d bP (0)

dY est 
onstante dans l'intervalle [0, 1]. Comme les 
onditionsde transmission de Neumann (la deuxième ligne de (5.2.7)) nous donnent au premier ordre
dP̂ (0)

dY
(0) =

dP̂ (0)

dY
(1) = 0,
ette 
onstante est nulle et la fon
tion P̂ (0) est don
 
onstante (P̂ (0)(Y ) = P̂ (0)). Les 
onditionsde transmission de Diri
hlet (première ligne de (5.2.7)) nous disent alors, en éliminant P̂ (0),que :

p̂
(0)
+ (0) = p̂

(0)
− (0) ⇐⇒ J p̂(0) K = 0, (5.2.10)
e qui 
onstitue notre première 
ondition de transmission pour le problème (5.2.9).Analyse des termes d'ordre 1. Cette fois, on véri�e fa
ilement que :





[
k2 + (s+ i kM−)2

]
p̂
(1)
− − d2p̂

(1)
−

dy2
= 0, y < 0

[
k2 + (s+ i kM+)2

]
p̂
(1)
+ − d2p̂

(1)
+

dy2
= 0, y > 0.

(5.2.11)et que :
d

dY

(
1

γ2

dP̂ (1)

dY

)
= 0.A nouveau, la fon
tion 1

γ2

dP̂ (1)

dY
est 
onstante, notée C1. En parti
ulier

γ(0)−2 dP̂ (1)

dY
(0) = γ(1)−2 dP̂ (1)

dY
(1) (5.2.12)Par ailleurs, nous tirons des 
onditions de transmission de Neumann les égalités :

dP̂ (1)

dY
(0) =

dp̂(0)

dy
(0),

dP̂ (1)

dY
(1) =

dp̂(0)

dy
(1).Compte tenu de (5.2.12), nous obtenons la se
onde 
ondition de transmission :

γ(1)−2 dp̂
(0)
+

dy
(1) = γ(0)−2 dp̂

(0)
−

dy
(0) ⇐⇒ J 1

γ2

dp̂(0)

dy
K = 0. (5.2.13)



5.3. Constru
tion de 
onditions de transmission appro
hées 135Par intégration de 1

γ2

dP̂ (1)

dY
= C1 nous avons bien sûr :
P̂ (1)(1) − P̂ (1)(0) = C1 < γ2 > . (5.2.14)où C1 est la valeur 
ommune de 1

γ2

dp̂
(0)
+

dy
et 1

γ2

dp̂
(0)
−

dy
en y = 0, 
e que nous pouvons réé
rirepour tout α ∈ R :

C1 = 〈 1

γ2

dp̂(0)

dy
〉αave


〈f〉α = αf+(0) + (1 − α)f−(0) (5.2.15)Finalement, 
ompte tenu des 
onditions de ra

ord de Diri
hlet, (5.2.14) nous fournit unepremière 
ondition de transmission, de type Diri
hlet non homogène, pour le 
ouple (p̂
(1)
+ , p̂

(1)
− ) :

J p̂(1) K =< γ2 > 〈 1

γ2

dp̂(0)

dy
〉α. (5.2.16)Analyse des termes d'ordre 2. L'équation (5.2.8) 
onduit 
ette fois à une équation nonhomogène :

γ2 d

dY

( 1

γ2

dP̂ (2)

dY

)
= k2(1 + γ2)P̂ (0). (5.2.17)La fon
tion P̂ (0) est une 
onstante égale à la valeur 
ommune de p̂(0)

+ , et p̂(0)
− en 0. Cela seréé
rit arbitrairement sous la forme :

P̂ (0) = 〈p̂(0)〉β , ∀ β ∈ R.En intégrant (5.2.17) entre 0 et 1, nous obtenons :
J 1

γ2

dP̂ (2)

dY
K = k2 <

1 + γ2

γ2
> 〈p̂(0)〉β ,soit en
ore, 
ompte tenu des 
onditions de ra

ord de Neumann

J 1

γ2

dp̂(1)

dy
K = k2 < 1 +

1

γ2
> 〈p̂(0)〉β , (5.2.18)
e qui fournit la se
onde 
ondition de transmission - de type Neumann non homogène - pourle problème en (p̂

(1)
+ , p̂

(1)
− ).Nous avons don
, formellement, dé�ni (p̂

(0)
+ , p̂

(0)
− ) par ((5.2.9), (5.2.10), (5.2.13)) et (p̂

(1)
+ , p̂

(1)
− )par ((5.2.11), (5.2.16), (5.2.18)).5.3 Constru
tion de 
onditions de transmission appro
hées5.3.1 Le problème appro
hé dans les variables (k, y, s).L'idée est qu'une bonne approximation (du se
ond ordre en ε) de la solution devrait êtrefournie par les fon
tions :

p̂ε,1
+ = p̂

(0)
+ + ε p̂

(1)
+ , p̂ε,1

− = p̂
(0)
− + ε p̂

(1)
− .



136 Chapitre 5. Modélisation asymptotique stable d'une 
ou
he de 
isaillementqui satisfont bien évidemment :




[
k2 + (s+ i kM−)2

]
p̂ε,1
− − d2p̂ε,1

−

dy2
= 0, y < 0

[
k2 + (s+ i kM+)2

]
p̂ε,1
+ − d2p̂ε,1

+

dy2
= 0, y > 0.

(5.3.1)Par 
ontre, il n'est pas possible de trouver des 
onditions de transmission reliant (p̂ε,1
+ , p̂ε,1

− ).En e�e
tuant (5.2.10) + ε (5.2.16) et (5.2.13) + ε (5.2.18), on obtient :




J p̂ε,1 K = ε < γ2 > 〈 1

γ2

dp̂(0)

dy
〉α.

J 1

γ2

dp̂ε,1

dy
K = ε k2 < 1 + γ−2 > 〈p̂(0)〉β .

(5.3.2)qui peut se réé
rire, puisque p̂(0) = p̂ε,1 +O(ε)





J p̂ε,1 K = ε < γ2 > 〈 1

γ2

dp̂ε,1

dy
〉α + O(ε2),

J 1

γ2

dp̂ε,1

dy
K = ε k2 < 1 + γ−2 > 〈p̂ε,1〉β + O(ε2).

(5.3.3)L'idée est alors de 
onserver une approximation de la même qualité (toujours du se
ond ordre)en supprimant les termes O(ε2) dans (5.3.3). Autrement dit, nous proposons d'appro
her
(p̂ε

+, p̂
ε
−) par (p̂ε,app

+ , p̂ε,app

− ), solution du problème de transmission suivant :




[
k2 + (s+ i kM−)2

]
p̂ε,app

− − d2p̂ε,app

−

dy2
= 0, y < 0

[
k2 + (s+ i kM+)2

]
p̂ε,app

+ − d2p̂ε,app

+

dy2
= 0, y > 0.

(5.3.4)




J p̂ε,app K = ε < γ2 > 〈 1

γ2

dp̂ε,app

dy
〉α,

J 1

γ2

dp̂ε,app

dy
K = ε k2 < 1 + γ−2 > 〈p̂ε,app〉β .

(5.3.5)
5.3.2 Le problème appro
hé dans les variables (x, y, t).Ce qui pré
ède nous amène à introduire un opérateur pseudo-di�érentiel "d'ordre (-2)", agis-sant sur les fon
tions 
ausales des variables (x, t). Cet opérateur est dé�ni par son symboleFourier-Lapla
e qui est égal à (1/γ2). De façon pré
ise, si ϕ(x, t) → ϕ(k, s) désigne la trans-formation de Fourier-Lapla
e en (x, t) nous introduisons IM tel que





ÎMϕ (k, s) = ÎM (k, s) ϕ(k, s),

ÎM (k, s) =

∫ 1

0

1

(s+ i kM(Y ))2
dY,

(5.3.6)
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tion de 
onditions de transmission appro
hées 137On notera que le symbole ÎM est homogène de degré -2 en s et k. Cet opérateur est bienentendu non lo
al en espa
e et en temps, mais on peut en faire une des
ription à l'aided'opérateurs lo
aux. Ainsi :
IMϕ (x, t) =

∫ 1

0
ψM (x, Y, t) dY, (5.3.7)où les fon
tions (x, t) → ψM (x, Y, t), Y ∈ [0, 1] sont solutions des problèmes d'évolution :





(
∂

∂t
+M(Y )

∂

∂x
)2ψM = ϕ, x ∈ R, t ∈ R,

ψM (x, Y, 0) = 0, x ∈ R, t ≤ 0.

(5.3.8)Il s'agit d'une famille d'équations de transport 1D d'ordre 2 dans la dire
tion x dans lesquellesla variable Y joue simplement le r�le de paramètre. Après résolution expli
ite de 
es équations,on voit que IM est en
ore dé�ni par :
IMϕ(x, t) =

∫ 1

0

∫ t

0
(t− s) ϕ(x−M(Y )s, s) ds dY (5.3.9)On peut obtenir une autre expression - peut-être plus �lisible� - de IMϕ si on fait l'hypothèsesupplémentaire (mais �naturelle�) :

Y →M(Y ) est régulière stri
tement monotone. (5.3.10)On peut alors introduire l'appli
ation inverse µ : [M−,M+] → [0, 1] telle que
∀ (Y,m) ∈ [0, 1] × [M−,M+], M(Y ) = m⇐⇒ Y = µ(m).En faisant le 
hangement de variable : Y = µ(m), il vient :
IMϕ (x, t) =

∫ t

0

∫ M+

M−

(t− s) ϕ(x−ms, s) µ′(m) dm ds.Notons que, dans le 
as d'un pro�l linéaire, on a simplement :
IMϕ (x, t) =

1

M+ −M−

∫ t

0

∫ M+

M−

(t− s) ϕ(x−ms, s) dm ds.Le problème d'évolution que nous proposons de résoudre 
omme alternative au système pourappro
her (5.2.3) s'é
rit :




Trouver pε,app

+ : Ω+ × R
+ → R, pε,app

− : Ω− × R
+ → R, tels que

(
∂

∂t
+M−

∂

∂x

)2

pε,app

− − ∆pε,app

− = 0 dans Ω−

(
∂

∂t
+M+

∂

∂x

)2

pε,app

+ − ∆pε,app

+ = 0 dans Ω+

J pε,app K = ε DM

〈( ∂
∂t

+M
∂

∂x

)−2 dpε,app

dy

〉

α

,

J
( ∂
∂t

+M
∂

∂x

)−2 dpε,app

dy
K = ε TM 〈pε,app〉β .

(5.3.11)
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ou
he de 
isaillementave





DM , <
( ∂
∂t

+M
∂

∂x

)2
>=

∂2

∂t2
+ 2 <M>

∂2

∂x∂t
+ <M2>

∂2

∂x2
,

TM , Id+ IM
∂2

∂x2 .

(5.3.12)où Id est l'identité et IM est l'opérateur dé�ni pré
édemment par (5.3.9).5.4 Analyse mathématique du problème de transmission5.4.1 Analyse modaleNous pro
édons 
omme à la se
tion 3.2 du 
hapitre 3, par une analyse modale, en 
her
hantune solution non triviale du problème (5.3.11) de la forme :




p−(x, y, t) = p̂−(y) es t ei k x

p+(x, y, t) = p̂+(y) es t ei k x
(5.4.1)A nouveau, en posant :

σ =
s

|k| et ζ± = ((σ + iM±)2 + 1)
1
2on voit que : {

p̂−(y) = ϕ− e+kζ− y, pour y < 0 (Ω−)

p̂+(y) = ϕ+ e−kζ+ y, pour y > 0 (Ω+)
(5.4.2)En inje
tant (5.4.2) dans les 
onditions de transmission (5.3.5), il vient :





ϕ+ − ϕ− + εk < γ2 >
( α ζ+

(σ + iM+)2
ϕ+ − (1 − α) ζ−

(σ + iM−)2
ϕ−

)
= 0,

ζ+
(σ + iM+)2

ϕ+ +
ζ−

(σ + iM−)2
ϕ− + ε k <

1 + γ2

γ2
> (βϕ+ + (1 − β)ϕ−) = 0,soit en
ore sous forme matri
ielle :

Aε
app(σ, k)

[
ϕ−

ϕ+

]
= 0 (5.4.3)où nous avons posé :

Aε
app(σ, k) = A1

app(σ) + ε k A0
app(σ). (5.4.4)ave
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A0
app(σ) =




−(1 − α) < γ2 > ζ−
(σ + iM−)2

α < γ2 > ζ+
(σ + iM+)2

(1 − β) <
1 + γ2

γ2
> β <

1 + γ2

γ2
>


 ,

A1
app(σ) =




−1 1

ζ−
(σ + iM−)2

ζ+
(σ + iM+)2


 .

(5.4.5)
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i nous mène à l'équation 
ara
téristique :
detAε

app(σ, k) = 0. (5.4.6)que nous devons 
onsidérer, ε étant �xé, 
omme une équation en σ dans laquelle k joue le r�led'un paramètre.On pourra remarquer que :
lim
ε→0

detAε
app(σ, k) = detA1

app(σ, k) = − < γ2 > F (σ, 0),
e qui est bien entendu 
ohérent ave
 les 
hapitres pré
édents.5.4.2 Etude de stabilitéSoit σ(k) une bran
he de solutions de (5.4.6), l'analyse du 
ara
tère bien posé du problème(5.3.11) revient à véri�er que, si on pose s(k) = k σ(k) la fon
tion :
k 7−→ ℜe s(k) reste bornée.Il su�t pour garantir 
ela d'étudier le 
omportement de σ(k), don
 de s(k), lorsque k tendvers l'in�ni. On fera dans toute la suite l'hypothèse :

(α = 0 et β 6= 0) ou (β = 0 et α 6= 0) (5.4.7)Dans 
e 
as, quand k tend vers l'in�ni, l�équation 
ara
téristique �limite� s'é
rit :
detA0

app(σ) = 0 (5.4.8)autrement dit :
< γ2 > <

1 + γ2

γ2
>

[
α (1 − β)

ζ+
(σ + iM+)2

+ β (1 − α)
ζ−

(σ + iM−)2

]
= 0. (5.4.9)L'analyse de stabilité repose de nouveau sur le 
ritère de Kreiss qui 
onsiste à étudier le signede la partie réelle des ra
ines de l'équation 
ara
téristique (5.4.9). Nous remarquons que 
etteéquation di�ère de 
elle du problème de transmission naturel, en parti
ulier par la présen
ede nouveaux termes moyennés.Pour 
ommen
er, nous nous intéressons aux ra
ines de l'équation

(Eα,β) α (1 − β)
ζ+

(σ + iM+)2
+ β (1 − α)

ζ−
(σ + iM−)2

= 0.Il est 
lair que, si β 6= 0 et α = 0, l'équation pré
édente devient :
ζ−

(σ + iM−)2
= 0qui n'a pas de solution à partie réelle non nulle puisque par dé�nition ℜe ζ− > 0 dès que

ℜe σ 6= 0. Le problème de transmission est don
 stable.Bien entendu, il en est de même si β = 0 et α 6= 0.
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ou
he de 
isaillementRemarque 5.1 Dans le 
as général, la résolution numérique de l'équation de dispersion
(Eα,β) semble indiquer qu'il existe des solutions σ à partie réelle non nulle dès que 0 < ν < +∞où

ν =
α(1 − β)

β(1 − α)
.En revan
he, nous 
onje
turons qu'il n'en existe pas si −∞ ≤ ν ≤ 0.Par ailleurs, il est 
lair que l'équation < γ2 >= 0 ne peut pas admettre des ra
ines 
omplexes

σ ayant une partie réelle positive.C'est �nalement (de façon assez inattendue) la résolution de l'équation < 1 + γ−2 >= 0 poseune di�
ulté à 
ause du terme fra
tionnel 1/γ2 qui dépend du pro�l Y 7→M(Y ).Nous sommes en mesure de 
on
lure dans le 
as d'un pro�l M(Y ) linéaire. Le 
as d'un pro�lquel
onque est une question ouverte.Lemme 5.1 Soit M(Y) une fon
tion dé�nie par :
Y 7→M(Y ) = (M+ −M−)Y +M−, ∀ Y ∈ [0; 1].Il n'existe pas de valeurs σ ∈ C, telle que ℜeσ 6= 0 et telle que :

∫ 1

0

dY

(σ + iM(Y ))2
= −1. (5.4.10)Preuve :Nous donnons une preuve par l'absurde pour montrer qu'il n'existe pas de solutions nonnulles de l'équation < γ−2 >= −1 ayant une partie réelle positive. En e�et, il est 
lair que sile nombre 
omplexe σ est une solution pour le pro�l M(Y ), alors σ + iM− est une solutionpour le pro�l linéaire suivant :

Y 7→ M̃(Y ) = (M+ −M−)Y ∀ Y ∈ [0; 1]On peut don
 se ramener au 
as où M− = 0. Par 
onséquent, à partir de maintenant on pose
M = M+ et on 
onsidère le pro�l : M(Y ) = M Y (M = M+ −M− ).Si on prend la partie imaginaire de l'équation (5.4.10), on obtient :

∫ 1

0

σr(σi +M Y )
(
σ2

r + (σi +M Y )2
)2 dY = 0 (5.4.11)Soit

− σr

2M

∫ 1

0

d

dY

(
1

(
σ2

r + (σi +M Y )2
)2

)
dY = 0.d'où (si σr 6= 0) :

σ2
r + (σi +M)2 = σ2

r + σ2
i =⇒ 2M σi +M2 = 0 =⇒ σi =

−M
2En remplaçant σi par −M/2 dans l'équation (5.4.10) et en prenant sa partie réelle, on trouve :

∫ 1

0

σ2
r −

(
− M

2 +M Y
)2

(
σ2

r + (−M
2 +M Y )2

)2 dY = −1. (5.4.12)



5.4. Analyse mathématique du problème de transmission 141Après avoir e�e
tué la 
hangement de variable suivant :
Z =

M(Y − 1
2)

σrl'égalité (5.4.12) devient (pour σr ≥ 0) :
∫ M/2σr

−M/2σr

σ2
r (1 − Z2)

σ4
r (1 + Z2)2

(
M

σr

)−1

dZ = −1. (5.4.13)Soit
1

M σr

∫ M/2σr

−M/2σr

1 − Z2

(1 + Z2)2
dZ = −1. (5.4.14)Pour 
on
lure que 
e
i est impossible, il nous reste à montrer que :

∀ a ≥ 0;

∫ a

−a

1 − Z2

(1 + Z2)2
dZ ≥ 0Soit en
ore

∀ a ≥ 0;

∫ a

0

1 − Z2

(1 + Z2)2
dZ ≥ 0Le résultat est évident pour a dans l'intervalle [0; 1 ]. Il est également vrai pour a > 1 
ar :

∫ ∞

1

Z2 − 1

(1 + Z2)2
dZ =

∫ 1

0

1 − Z2

(1 + Z2)2
dZ
e qui se démontre aisément en utilisant le 
hangement de variable X =

1

Z
�Finalement, nous avons démontré dans 
e 
hapitre le résultat suivant :Théorème 5.2 Soit M(Y) une fon
tion dé�nie par :

Y 7→M(Y ) = (M+ −M−)Y +M−, ∀ Y ∈ [0; 1].Alors le problème appro
hé (5.3.11) est bien posé dans les deux 
as suivants :
α = 0 et β 6= 0et
α 6= 0 et β = 0.





Chapitre 6Résolution numériqueLa résolution numérique du nouveau modèle (6.1.1) par la méthode des éléments�nis de Lagrange s'avère di�
ile à 
ause des opérateurs non-lo
aux (de type ∂−2par exemple) en temps et en espa
e. Néanmoins, 
ette di�
ulté peut être surmontéeen réé
rivant 
e modèle sous la version �Galbrun� 
'est à dire en introduisant le dé-pla
ement lagrangien ξ
ε,app

± 
omme in
onnue au lieu quelle soit la pression a
oustique
pε,app

± .6.1 Passage de l'équation d'Euler à 
elle de GalbrunNous rappelons le le
teur que le problème asymptotique à résoudre est donné par :




Trouver pε,app

+ : Ω+ × R
+ → R, pε,app

− : Ω− × R
+ → R, tels que

(
∂

∂t
+M+

∂

∂x

)2

pε,app

+ − ∆pε,app

+ = 0 dans Ω+

(
∂

∂t
+M−

∂

∂x

)2

pε,app

− − ∆pε,app

− = 0 dans Ω−

J pε,app K = ε DM

〈( ∂
∂t

+M
∂

∂x

)−2 dpε,app

dy

〉

α

,

J
( ∂
∂t

+M
∂

∂x

)−2 dpε,app

dy
K = ε TM 〈pε,app〉β .

(6.1.1)
ave


DM =
∂2

∂t2
+ 2 < M >

∂2

∂x∂t
+ < M2 >

∂2

∂x2et
TMϕ (x, t) = ϕ(x, t) +

∫ 1

0
ψM (x, Y, t) dY,où pour 
haque Y ∈ [0, 1], ψM est la solution 
ausale de l'équation di�érentielle suivante :

( ∂

∂t
+M(Y )

∂

∂x

)2
ψM = −∂

2ϕ

∂x2
, x ∈ R, t > 0. 143



144 Chapitre 6. Résolution numériquePour simpli�er la présentation , nous nous limitions dans toute la suite de 
e 
hapitre au 
as
β = 1 − α .Pour é
rire le problème de transmission (6.1.1) en dépla
ement lagrangien, nous suivons lamême démar
he que nous avons appliqué dans le 
hapitre 3 pour résoudre le problème detransmission �naturelle� (3.3.17).Après avoir rappelé que les relations qui relient le dépla
ement ξ

ε,app

± et la pression a
ous-tique pε,app

± :




pε,app

± = −div ξε
±,

∇pε,app

± = −
(∂
∂t

+M±
∂

∂x

)2
ξ

ε,app

±le système d'équation (6.1.1) devient :




Trouver ξ
ε,app

± : Ω± × R
+ → R

2, tels que
(
∂

∂t
+M+

∂

∂x

)2

ξ
ε,app

+ − ∇(div ξ
ε,app

+ ) = 0, dans Ω+

(
∂

∂t
+M−

∂

∂x

)2

ξ
ε,app

− − ∇(div ξ
ε,app

− ) = 0, dans Ω−

J div ξε,app K = ε DM

(
〈ξε,app

y 〉α
)
, sur Γ

J ξε,app
y K = ε TM

(
〈div ξε,app〉1−α

)
, sur Γ,

(6.1.2)
Notons si on a initialement des 
hamps irrotationnels alors

rot ξ
ε,app

± = 0, dans Ω±.Or on sait que la solution ξ
ε,app

± du problème régularisé (voir 
hapitre 1) est dans l'espa
e deHilbert H1(Ω±), on peut dé�nir alors la tra
e de l'opérateur rot ξ
ε,app

± sur ∂Ω± = Γ± et par
onséquent on a
rot ξ

ε,app

± = 0, sur ∂Ω± = Γ±Pour alléger la notation, nous allons identi�er dans toute la suite ξε,app par ξε.6.2 Appli
ation de la régularisationEn s'appuyant sur les résultats du premier 
hapitre, nous nous intéressons dans 
ette se
tionà étendre la méthode de régularisation au nouveau modèle (6.1.2). Cette méthode a pour ob-je
tif prin
ipal est de rendre le problème elliptique dans 
haque sous-domaine Ω± par rapportà la norme naturelle de l'espa
e H1(Ω±).Le problème régularisé s'é
rit alors :
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



Trouver ξε
± : Ω± × R

+ → R
2, tels que

(
∂

∂t
+M±

∂

∂x

)2

ξε
± − ∇(div ξε

±) + r rot (rot ξε
±) = 0, dans Ω±

J div ξε,app K = ε DM

(
〈ξε,app

y 〉α
)
, sur Γ

J ξε,app
y K = ε TM

(
〈div ξε,app〉1−α

)
, sur Γ,

(6.2.1)
où r est le paramètre de régularisation.On ajoute en
ore au système (6.2.1) la 
ondition d'interfa
e supplémentaire suivante :

rot ξε
± = 0, sur Γ±.En remplaçant TM par sa dé�nition le système d'équation (6.2.1) devient :





Trouver ξε
± : Ω± × R

+ → R
2, ψε : Γ × [ 0, 1 ] × R

+ → R,

(
∂

∂t
+M±

∂

∂x

)2

ξε
± − ∇(div ξε

±) + r rot (rot ξε
±) = 0, dans Ω± × R

+

rot ξε
± = 0, sur Γ±

J div ξε K = ε DM 〈ξy〉α , sur Γ

J ξε
y K = ε 〈div ξε〉1−α + ε

∫ 1

0
ψε(·, Y, ·) dY, sur Γ

( ∂
∂t

+M(Y )
∂

∂x

)2
ψε(·, Y, ·) = − ∂2

∂x2
〈div ξε〉1−α, ∀ Y ∈ [0, 1].

(6.2.2)
ave
 la notation

〈f〉α = α f+ + (1 − α)f−.A des �ns d'approximation numérique par éléments �nis, il faut é
rire une formulation varia-tionnelle du problème et 
e
i amène à introduire une in
onnue de bord auxiliaire :
Dε

α = < div ξε >1−α : Γ × R
+ → R, (6.2.3)



146 Chapitre 6. Résolution numériqueet a réé
rire (6.2.2) sous la forme �augmentée� :




Trouver ξε
± : Ω± × R

+ → R
2, ψε : Γ × [ 0, 1 ] × R

+ et Dε
α : Γ × R

+→ R,

(
∂

∂t
+M±

∂

∂x

)2

ξε
± − ∇(div ξε

±) + r rot (rot ξε
±) = 0, dans Ω± × R

+ (6.2.4a)
rot ξε

± = 0, sur Γ± (6.2.4b)
J div ξε K = ε DM 〈ξy〉α , sur Γ (6.2.4
)
J ξε

y K = ε Dε
α + ε

∫ 1

0
ψε(·, Y, ·) dY, sur Γ (6.2.4d)

( ∂
∂t

+M(Y )
∂

∂x

)2
ψε(·, Y, ·) = −∂

2Dε
α

∂x2
, ∀ Y ∈ [0, 1]. (6.2.4e)6.3 Formulation variationnelleIl est naturel d'asso
ier au problème de transmission (6.2.4) une formulation variationnelle.En multipliant l'équation (6.2.4a) par une fon
tion-test ζ dé�nie dans l'espa
e :

V (Ω) = V (Ω = Ω+ ∪ Ω−) :=
{

ζ = (ζ+, ζ−) ∈ H1(Ω+)2 ×H1(Ω−)2
}et en intégrant sur les domaines Ω±, on obtient à l'aide des intégrations par parties (n± =

∓ey) :
d2

dt2

∫

Ω±

ξε
± · ζ +

d

dt

∫

Ω±

M± ∂xξε
± · ζ +

∫

Ω±

div ξε
± div ζ + rot ξε

± rot ζ −M2
± ∂xξε

± · ∂xζ

+

∫

∂Ω±

rot ξε
±(ζ · τ±) − div ξε

±(ζ · n±) = 0.En tenant maintenant 
ompte des 
onditions aux limites (6.2.4b) et (6.2.4
) et faisant lasomme sur les deux sous-domaines Ω− et Ω+ on obtient :
d2

dt2

∫

∪Ω±

ξε · ζ +
d

dt

∫

∪Ω±

M± ∂xξε · ζ +

∫

∪Ω±

div ξε div ζ + rot ξε rot ζ −M2
± ∂xξε · ∂xζ

−
∫

Γ
J div ξε(ζ · n) K = 0, (où on a 
hoisit n = −ey). (6.3.1)On peut véri�er fa
ilement que :
J div ξε(ζ · n) K = J div ξε K 〈ζ · n〉α + J (ζ · n) K 〈div ξε〉1−α, ∀α ∈ [0; 1]. (6.3.2)En utilisant les 
onditions de transmission non-standard (6.2.4
) et (6.2.4d) et la dé�nitionde l'in
onnue auxiliaire Dε

α donnée par (6.2.3), le saut (6.3.2) devient :
J div ξε(ζ · n) K = ε DM 〈ξε

y〉α 〈ζy〉α + J ζy KDε
α. (6.3.3)
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e l'opérateur DM donné par :
DM = ∂2

t + 2 <M> ∂2
xt+ <M2> ∂2

x,on aura :
(6.3.1) =

d2

dt2

∫

Ω
ξε · ζ +

d

dt

∫

Ω
M± ∂xξε · ζ

+

∫

Ω
div ξε div ζ + rot ξε rot ζ −M2

± ∂xξε · ∂xζ

+

∫

Γ
ε DM 〈ξε

y〉α 〈ζy〉α + J ζy KDε
α = 0.




(6.3.4)En multipliant respe
tivement les équations (6.2.4d) et (6.2.4e) par des fon
tions test D̃ et ψ̃dé�nies sur l'interfa
e on a par intégration par parties sur Γ :
∫

Γ
J ξε

y K D̃ = ε

∫

Γ
Dε

αD̃ + ε

∫

Γ
D̃
( ∫ 1

0
ψε dY

)

∫

Γ
∂xDε

α ∂xψ̃ =
d2

dt2

∫

Γ
ψεψ̃ + 2M(Y )

d

dt

∫

Γ
∂xψ

εψ̃ −M2(Y )

∫

Γ
∂xψ

ε∂xψ̃




(6.3.5)On obtient �nalement à partir des identités (6.3.4), (6.3.5) la formulation variationnelle asso-
iée au système d'équation (6.2.4a · · · 6.2.4e) :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Trouver ξε
± ∈ H1(Ω±), ψε ∈ H1(Γ) et Dε

α ∈ L2(Γ) tel que
d2

dt2

{∫

Ω
ξε · ζ + ε

∫

Γ
〈ξε

y〉α 〈ζy〉α
}

+

2
d

dt

{∫

Ω
Mdisc ∂xξε · ζ + ε <M>

∫

Γ
∂x〈ξε

y〉α 〈ζy〉α
}

+

∫

Ω
div ξε div ζ + rot ξε rot ζ −M2

disc ∂xξε · ∂xζ+

∫

Γ
Dε

α J ζy K − ε <M2>

∫

Γ
∂x〈ξε

y〉α ∂x〈ζy〉α = 0, ∀ ζ ∈ V (Ω)

∫

Γ
Dε

α D̃ =
1

ε

∫

Γ
J ξε

y K D̃ −
∫

Γ
D̃
( ∫ 1

0
ψε dY

)
, ∀ D̃ ∈ L2(Γ)

d2

dt2

∫

Γ
ψεψ̃ + 2M(Y )

d

dt

∫

Γ
∂xψ

εψ̃ −M2(Y )

∫

Γ
∂xψ

ε∂xψ̃ =

∫

Γ
∂xDε

α ∂xψ̃, ∀ ψ̃ ∈ H−1(Γ)(6.3.6)où on a noté Mdisc= Mdisc(y) = M−1{y<0} + M+1{y>0} et M est une fon
tion 
ontinue surl'intervalle [0; 1].6.4 Résultats numériquesEn pratique on résout une formulation variationnelle simpli�ée en négligeant tous les termes en
ψε dans (6.3.6). Autrement dit on s'intéresse à la résolution numérique du problème de Cau
hy



148 Chapitre 6. Résolution numérique(6.2.1) en remplaçant formellement l'opérateur TM par l'identité. Pour se faire on reposesur les même méthodes utilisées au premier 
hapitre pour résoudre l'équation de Galbrun ené
oulement uniforme. Plus pré
isément, nous utilisons la méthode d'éléments �nis en espa
e etde di�éren
e �nis en temps. Ensuite, nous mettons en oeuvre le problème totalement dis
rétiséà l'aide de Code de 
al
ul Melina.Simulations de l'instabilité absolueSi nous reprenons les mêmes données et les mêmes paramètres physiques de l'expérien
enumérique qui a été faite dans le 
hapitre 3, on trouve que la solution obtenue par le modèleasymptotique est stable par rapport à 
elle du modèle initial qui est numériquement nonsoluble à 
ause du 
ara
tère mal posé (au sens de Kreiss). A partir de 
es résultats, on voitla manifestation de plusieurs phénomènes physiques liés à la propagation d'onde a
oustiquedans un é
oulement brutalement 
isaillé. En fait on remarque trois types d'ondes, la première
orrespond à l'onde de vorti
ité dans laquelle on observe l'instabilité de Kelvin-Helmholtz quise produit sur l'interfa
e sans être propagé vers les x positifs par
e que nous avons 
hoisiM+ =
−M− = 0.5 ( ie. le 
as d'instabilité absolue). La deuxième 
orrespond à la propagation desfronts d'ondes sonores qui se propagent dans le domaine de 
al
ul ave
 des vitesses di�érentesen amont et en aval. En�n le troisième type d'onde 
orrespond aux ondes de tête qui semanifeste sous la forme des segments qui lient les fronts d'ondes a
oustiques.
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Fig. 6.4.1: Evolution de la deuxième 
omposante ξy.
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Annexe ACal
ul expli
ite des fon
tionssingulières
Nous 
ommençons par rappeler la notion de support 
onvolutif pour donner une sens auxfon
tions dé�nies par un produit de 
onvolution.Définition A.1 On dit que des fermés Fi, i = 1, m de R

n sont 
onvolutifs si l'appli
ationlinéaire
Pm : F1 × F2 × · · · × Fm −→ R

n

(x1, x2, . . . , xm) 7−→
m∑

i=1

xiest propre, 
'est à dire telle que, pour tout 
ompa
t K de R
n, le sous ensemble de R

m,
P−1

m (K) ∩ F1 × F2 × · · · × Fmest 
ompa
t.Remarque A.1 Si A est un 
ompa
t, alors pour tout fermé B de R
n, A et B sont 
onvo-lutifs.Nous notons respe
tivement par K(= K1 = K2) et K3 les supports des distributions Kj et

G. Notre obje
tif est de montrer que K et K3 sont 
onvolutifs. Autrement dit nous devonsmontrer que :
Si on a ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x, y, t) ∈ Kj

(x′, y′, t′) ∈ K3

|x+ x′| ≤ b

|y + y′| ≤ b

| t+ t′ | ≤ b

alors ∃ c > 0, tels que ∣∣∣∣∣∣∣∣ |x′|, |x| ≤ c

|y′|, |y| ≤ c

|t′|, |t| ≤ cPreuve :Pour (x, y, t) ∈ Kj (j = 1, 2), nous avons ∣∣∣∣∣ x = c0M t > 0,

y = 0
(⋆) 153



154 Annexe A. Cal
ul expli
ite des fon
tions singulièresPar ailleurs, le support K3 de la fon
tion de Green de l'équation d'onde s
alaire 
onve
tée
G est un 
�ne dans le domaine espa
e-temps ie. .

K3 ≡
{
(x′, y′, t′) ∈ R

2 × R+, | t′ > ta(x
′, y′)

}
.Par 
onséquent, si (x′, y′, t′) ∈ K3, ∃ c′ > 0 /

∣∣∣∣∣∣∣

|x′| < c′ t′,

|y′| < c′ t′

t′ > 0.

(⋆⋆).D'après (⋆) et (⋆⋆) et le fait que {|x+ x′|, |y + y′|, |t+ t′|} ≤ b, nous montrons qu'il existe
c = sup(b, c′) > 0 tel que ∣∣∣∣∣∣∣∣

|x′|, |x| ≤ c

|y′|, |y| ≤ c

|t′|, | t | ≤ cd'où le résultat.
�En 
al
ulant les produits de 
onvolution (2.5.20) et (2.5.21), nous obtenons les expressions de

Φ et Ψ qui sont dé�nies par des formules intégrales :
Φ(x, y, t) =

A′(qs)

c0M

∫ ∞

0
G(x− z, y, t− z

c0M
) d z (A.0.1)

Ψ(x, y, t) =
A(qs)

c20M
2

∫ ∞

0
z G(x− z, y, t− z

c0M
) d z (A.0.2)Or G est une fon
tion 
ausale en temps, on a alors

Φ(x, y, t) =
A′(qs)

c0M

∫ c0M t

0
G(x− z, y, t− z

c0M
) d z (A.0.3)

Ψ(x, y, t) =
A(qs)

c20M
2

∫ c0M t

0
z G(x− z, y, t− z

c0M
) d z (A.0.4)Nous 
ommençons par 
al
uler l'intégrale suivante :

I1(x, y, t) =

∫ c0M t

0
G(x− z, y, t− z

c0M
) d zEn faisant le 
hangement de variable Z = z/(c0M), l'intégrale I1(x, y, t) devient

I1(x, y, t) = c0M

∫ t

0
G(x− c0MZ, y, t− Z) dZ (A.0.5)D'après l'identité (2.5.24), on a

G(x− c0MZ, y, t− Z) =
c0
2π

H
(
t− Z − ta(x− c0MZ, y)

)
√
D(x− c0MZ , y, t− Z)En remarquant que

D(x− c0MZ , y, t− Z) = c20 Z
2 − 2 c20tZ +D(x, y, t)



Annexe A. Cal
ul expli
ite des fon
tions singulières 155nous obtenons la forme fa
torisée suivante :
D(x− c0MZ , y, t− Z) = c20(Z − Z1)(Z − Z2)où

Z1 ≡ Z1(x, y, t) = t− 1

c0

√
(x− c0Mt)2 + y2 et Z2 ≡ Z2(x, y, t) = t+

1

c0

√
(x− c0Mt)2 + y2Pour un point �xé (x, y), et un instant t donné nous allons maintenant étudier le support dela fon
tion

Z −→ G(x− c0MZ, y, t− Z).Lemme A.1 Pour un point �xé (x, y), et un instant t donné, on dé�nit l'ensemble réel Jpar :
J ≡ J(x, y, t) :=R+ ∩ sup

Z
pG (x−M ·, y, t− ·)

= { Z ∈ R, Z > 0 et Z < t− ta(x, y) }
= { Z ∈ R, Z > 0 et D(x−M Z, y, t− Z) > 0 }Pour t > ta(x, y) (resp t ≤ ta(x, y)), l'ensemble J =]0, Z1[ (resp ∅).Preuve : le point 
lé de la preuve est la 
ausalité de la fon
tion G. En e�et, on sait que lepolyn�me en temps t→ D(x, y, t) s'é
rit sous la forme suivante :

D(x, y, t) = c20t
2 −

(
(x− c0Mt)2 + y2

)

= c20
(
t− 1

c0

√
(x− c0Mt)2 + y2

)(
t+

1

c0

√
(x− c0Mt)2 + y2

)

= c20 Z1(x, y, t)Z2(x, y, t) (A.0.6)D'après l'égalité (A.0.6), on remarque que le polyn�meD(x, y, t) et la première ra
ine Z1(x, y, t)du polyn�me D(x− c0MZ , y, t− Z) ont le même signe. Or le signe de D(x, y, t) dépend dutemps d'arrivée de l'onde ta(x, y), on obtient alors :
sgn(Z1(x, y, t)) =

{
+1 si t > ta(x, y)

−1 si t < ta(x, y)Soit Z un élément de l'ensemble J , il y deux 
as à traiter :Si 0 < t < ta(x, y)Supposons que l'ensemble J 6= ∅, don
 ∃ Z ∈ R+ / D(x− c0MZ , y, t− Z) > 0.Or on sait que
D(x− c0MZ , y, t− Z) = c20(Z − Z1)(Z − Z2),alors l'ensemble

{ Z ∈ R+ / D(x− c0MZ , y, t− Z) > 0 } = R+ ∩
(
] −∞, Z1[∪]Z2, +∞[

)D'une part la 
ausalité de G, impose que Z doit être dans l'intervalle ]0, t[ qui est in
lus dans
]0, Z2[ (
ar Z2 > t), d'autre part Z1 < 0 (t < ta(x, y)), par 
onséquent ,

R+ ∩
(
] −∞, Z1[∪]Z2, +∞[

)
= ∅
e qui est absurde. En�n on 
on
lut que J ne peut être que l'ensemble vide.



156 Annexe A. Cal
ul expli
ite des fon
tions singulièresSi t ≥ ta(x, y)Dans 
e 
as la ra
ine Z1 est positive. En utilisant le même raisonnement on montre quel'ensemble :
R+ ∩

(
] −∞, Z1[∪]Z2, +∞[

)
=]0, Z1[d'où le résultat J =]0, Z1[ (l'autre sens est trivial)

�Finalement nous avons :
I1(x, y, t) = c0M H

(
t− ta(x, y)

) ∫ Z1(x,y,t)

0

c0
2π

dZ√
D(x− c0MZ, y, t− Z)

(A.0.7)
=
c0M

2π
H
(
t− ta(x, y)

) ∫ Z1

0

dZ√
Z2 − 2 t Z + D(x, y, t)

c20En faisant 
e 
hangement de variable
W =

c0 (t− Z)√
(x− c0Mt)2 + y2on obtient

(A.0.7) =
c0M

2π
H
(
t− ta(x, y)

) ∫ c0 t/
√

(x−c0Mt)2+y2

1

dW√
W 2 − 1

=
c0M

2π
H
(
t− ta(x, y)

)[
cosh−1

( c0 t√
(x− c0Mt)2 + y2

)
− cosh−1(1)

]

=
c0M

2π
H
(
t− ta(x, y)

)
cosh−1

( c0 t√
(x− c0Mt)2 + y2

)Pour (x, y, t) = (c0M t, 0, t) la fon
tion I1(x, y, t) diverge vers +∞, don
 la fon
tion Φ admetbien une singularité au point (x, y) = (c0Mt, 0) (t est un instant donné).De la même manière, on montre que l'intégrale :
I2(x, y, t) = c20M

2

∫ t

0
Z G(x− c0MZ, y, t− Z) dZ (A.0.8)admet l'expression suivante :

I2(x, y, t) =
c20M

2

2π
H
(
t− ta(x, y)

) ∫ Z1

0

Z dZ√
Z2 − 2 tZ + D(x, y, t)

c20On peut fa
ilement 
al
uler l'intégrale de Z/√Z2 − tZ + D(x, y, t)
c20

entre 0 et Z1, qu'on peutréé
rire sous la forme suivante :
Z√

Z2 − 2tZ + D(x, y, t)
c20

=
t√

Z2 − 2 tZ + D(x, y, t)
c20

+
Z − t√

Z2 − 2t Z + D(x, y, t)
c20



Annexe A. Cal
ul expli
ite des fon
tions singulières 157L'expression expli
ite de I2 est donnée par :
I2(x, y, t) = c0M t I1(x, y, t) +

c20M
2

2π
H
(
t− ta(x, y)

)[√
D(x− c0MZ , y, t− Z)

]t
0En�n, on obtient :

I2(x, y, t) = c0M t I1(x, y, t) −
c20M

2

2π
H
(
t− ta(x, y)

)√
D(x, y, t)





Annexe BRésultat d'existen
e et d'uni
itépour l'équation d'Euler linéariséeDans un premier temps, nous rappelons dans 
ette annexe quelques résultats d'existen
ed'uni
ité d'une solution faible des équations d'Euler 
ompressibles linéarisées autour d'uné
oulement stationnaire d'un �uide o

upant l'espa
e entier R
d (d = 2 ou 3). Nous proposonsdans un deuxième temps une démonstration d'existen
e et d'uni
ité d'une solution forte enappliquant le théorème de Hille-Yosida [7, p. 100, Proposition VII℄.Nous 
hoisissons dans 
e qui suit, un système de 
oordonnées spatio-temporelles tel que lavitesse du son pour le �uide au repos est égale à c0 = 1. L'é
oulement de référen
e est alors
ara
térisé par la donnée d'un 
hamp de ve
teur adimensionnel M(x),x ∈ R

d (|M(x)| estpar dé�nition le nombre de Ma
h au point x) supposé satisfaire, au moins au sens faible, leséquations d'Euler stationnaires :
(M · ∇)M = 0, div M = 0.On 
onsidère alors le problème suivant :





Trouver (u, p) : R
d × R

+ −→ R
d × R, tels que :

∂u

∂t
+ (M · ∇)u + (u · ∇)M + ∇p = 0

∂p

∂t
+ (M · ∇)p+ div u = 0

(B.0.1)ave
 les 
onditions initiales
u(x, 0) = u0(x), p(x, 0) = p0(x) (B.0.2)B.1 Notion de la solution faibleLa preuve d'existen
e et d'uni
ité de la solution faible du problème de Cau
hy (B.0.1-B.0.2)repose notamment sur la formule de Green et une estimation d'énergie. 159



160 Annexe B. Résultat d'existen
e et d'uni
ité pour l'équation d'Euler linéariséeRappelons que si a est un ve
teur de R
d (un 
hamp de ve
teurs) l'opérateur a · ∇ est l'opé-rateur di�érentiel linéaire s
alaire

a · ∇ =
d∑

j=1

aj
∂

∂xjPar intégration par parties, on a :∫

Rd

(a · ∇)ΦΨ = −
∫

Rd

Φ(a · ∇)Ψ −
∫

Rd

(div a) ΦΨ (B.1.1)Ainsi on voit que
∫

Rd

(
u · ∂u

∂t
+ p

∂p

∂t

)
−
∫

Rd

(div M)(|u|2 + |p|2) +

∫

Rd

(u · ∇)M · uAutrement dit, on a l'identité :
1

2

d

dt

∫

Rd

(|u|2 + |p|2) =

∫

Rd

(div M)(|u|2 + |p|2) −
∫

Rd

(u · ∇)M · u = 0 (B.1.2)En remarquant que ∫

Rd

(u · ∇)M · u ≤ ‖∇M ‖L∞

∫

Rd

|u|2ave

‖∇M ‖2

L∞ := sup
x∈Rd

d∑

i, j=1

∣∣∣∣
∂Mi

∂xj
(x)

∣∣∣∣
2et en introduisant l'énergie

E(t) =
1

2

∫

Rd

(
|u|2 + |p|2

)
,il vient :

dE(t)

dt
≤ 2 ( ‖ div ML∞ ‖ + ‖∇M ‖L∞)E(t)D'après le lemme de Gronwall, on trouve :

E(t) ≤ E(0) exp {2 (‖ div M ‖L∞ + ‖∇M ‖L∞) t }, (B.1.3)
e qui 
onstitue une estimation a priori dans L2(Rd). On peut alors en déduire une théoriede solutions faibles :
(u0, p0) ∈ L2(Rd) =⇒ (u, p) ∈ C0(R+; L2(Rd))ave
 l'estimation suivante (on utilise ‖ div M ‖L∞ ≤

√
2 ‖∇M ‖L∞) :

‖u(., t) ‖2
L2 + ‖ p(., t) ‖2

L2 ≤
(
‖u0 ‖2

L2 + ‖ p0 ‖2
L2

)
exp

(
2
√

2 t ‖∇M ‖L∞

)
. (B.1.4)Nous pouvons en déduire l'existen
e d'un semi-groupe :




SM (t) : L2(Rd)d × L2(Rd) −→ L2(Rd)d × L2(Rd)

(u0, p0) 7−→ SM (t)[u0, p0] ≡ (u(·, t), p(·, t)),
(B.1.5)où (u, p) est la solution de (B.0.1, B.0.2), véri�ant l'estimation :

‖SM (t)‖L(L2(Rd)d×L2(Rd)) ≤ exp
(
2
√

2 t ‖∇M ‖L∞

)
. (B.1.6)En parti
ulier, si l'é
oulement de référen
e est in
ompressible ie. div M = 0, l'estimation(B.1.6) devient :

‖SM (t)‖L(L2(Rd)d×L2(Rd)) ≤ exp (2 t ‖∇M ‖L∞). (B.1.7)



B.2. Notion de la solution forte 161B.2 Notion de la solution forteNous proposons dans 
ette se
tion une démonstration du théorème (3.2) annon
é dans le
hapitre 3. En e�et Pour appliquer le théorème de Hille-Yosida nous devrons tout d'abordré
rivons le problème de Cau
hy (B.0.1,B.0.2) sous la forme suivante :




dW

dt
+A W = 0

W|t=0 = W0

(B.2.1)ave

W =




u

p


 et AW =




(M · ∇)u + (u · ∇)M − ∇p

(M · ∇)p− div u


 .On note par

L
2(Rd) = L2(Rd)d × L2(Rd), (d = 2 ou 3).muni de sa norme naturelle : ‖W ‖2 = ‖u ‖2

L2(Rd)d + ‖ p ‖2
L2(Rd)

.Le domaine de l'opérateur D(A) est dé�ni alors par :
D(A) :=

{
W = (u, p)t ∈ L

2(Rd), / (M · ∇)u − ∇p ∈ L2(Rd)d, (M · ∇)p− div u ∈ L2(Rd)
}muni de la norme du graphe :

‖W ‖2
D(A) = ‖W ‖2 + ‖AW ‖2On remarque que si M = 0 (pas d'é
oulement) le domaine D(A) se réduit à l'espa
e fon
-tionnel H1(Rd)d ×H(div, R

d).Remarque B.1 On a évidemment l'in
lusion : H1(Rd)d × H1(Rd) ⊂ D(A) mais il n'y apas égalité. Par exemple, en dimension 2, si M est un 
hamp de ve
teurs 
onstant orientédans la dire
tion x (y désignant la deuxième dimension) ie.M = M(y)ex on véri�e aisémentque si u = (u, v)t, pour que (u, p) appartienne à D(A) il su�t que p et v soient dans H1(Rd)et que ∂u/∂x soit dans L2(Rd).B.2.1 Appli
ation du théorème Hille-YosidaPour appliquer le théorème Hille-Yosida, on doit montrer en première étape qu'il existe unréel ν ≥ 0 tel que l'opérateur Aν = A + ν I soit monotone 
'est à dire le produit s
alaire
(Aν W, W ) soit positif pour toutW ∈ L

2(Rd) ; en deuxième étape il faut prouver la surje
tivitéde l'opérateur Aν+1 sur l'espa
e L
2(Rd). Autrement dit, pour tout F = (f , g)t ∈ L

2(Rd), ondoit montrer qu'il existe une solution W = (u, p)t ∈ D(A) véri�ant l'équation suivante :
Aν+1W = F
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e et d'uni
ité pour l'équation d'Euler linéariséeMonotonie : Par dé�nition du produit s
alaire, nous avons, pour tout élément W = (u, p)tde l'espa
e L
2(Rd),

(AW, W ) =

∫
(M · ∇)u · u

︸ ︷︷ ︸
(1)

+

∫
(M · ∇)p p

︸ ︷︷ ︸
(2)

−
∫

∇p · u −
∫
p div u

︸ ︷︷ ︸
(3)

−
∫

(u · ∇)M · u
︸ ︷︷ ︸

(4)À l'aide des intégrations par partie, nous montrons que :
(1) = −1

2

∫
(div M)|u|2 (B.2.2)

(2) = −1

2

∫
(div M)| p |2 (B.2.3)

(3) = 0. (B.2.4)Or on sait que ∫
(u · ∇)M · u ≥ −

∫
|M | |u |2 (B.2.5)En�n nous obtenons (pour un é
oulement �régulier� C1) :

(AW, W ) ≥ −1

2

∫
(div M)

[
|u |2 + | p |2

]
−
∫

|M | |u |2 (B.2.6)
≥ −ν

∫ [
|u |2 + | p |2

]
≥ −ν ‖W ‖2 (ν > 0). (B.2.7)d'où on déduit que, pour tout ν ≥ 0, l'opérateur Aν = A+ ν I est un opérateur montone.Surje
tivité : Pour pouvoir intégrer une régularité d'ordre H1 sur les in
onnues d'uneéquation formée d'opérateurs d'ordre 1. Il est alors impossible d'appliquer le théorème deLax-Milgram pour montrer que A est maximal. Cependant les termes de 
onve
tion imposentune démar
he moins naturelle qu'à l'a

outumée et surtout un opérateur à domaine nontrivial. A 
et e�et on va introduire une régularisation elliptique du problème (P ).B.2.2 Régularisation elliptiqueOn pose :

Wε =




uε

pε


 et AεWε =




−ε∆uε + (M · ∇)uε + (uε · ∇)M − ∇pε

ε∆pε + (M · ∇)pε − div uε


Le domaine de l'opérateur régularisé Aε est donné naturellement par :

D(Aε) = {(uε, pε) / uε ∈ H1(R2)2 et pε ∈ H1(R2)}



B.2. Notion de la solution forte 163Proposition B.1 L'opérateur Aε est maximal monotone 
'est à dire que ∃ ν > 0 tel quel'équation
AεWε + ν Wε = F (B.2.8)admet une solution pour F = (f , g)t ∈ L2(R2)2×L2(R2). En plus, nous avons les estimationssuivantes :� ∃ c > 0 tel que ‖uε‖ < c et ‖pε‖ < c� ∃ c′ > 0 tel que ‖∇uε‖ < c et ‖∇pε‖ <

c′√
εDémonstration : Soit (ϕ, ψ) ∈ D(Aε), Il s'agit de résoudre le système :

∫

R2

−ε∆uε.ϕ + (M · ∇)uε.ϕ + ∇pε.ϕ + νuε.ϕ =

∫

R2

f · ϕ

∫

R2

−ε∆pεψ + (0.∇)pεψ + div(uε)ψ + νpε.ψ =

∫

R2

gψCe
i est équivalent à
a((uε, pε); (ϕ, ψ)) = L((ϕ, ψ))où a est une forme bilinéaire 
ontinue sur D(Aε) et L une forme linéaire 
ontinue dé�niespar :

a((uε, pε); (ϕ, ψ)) = ε

∫

R2

∇uε : ∇ϕ + ∇pε.∇ψ

+

∫

R2

(M .∇)uε.ϕ + ∇pε.ϕ + (M .∇)pεψ + div(uε)ψ

+ν

∫

R2

uε.ϕ + pε.ψ

L((ϕ, ψ)) =

∫

Rd

f · ϕ + gψAprès avoir appliqué les inégalités de Cau
hy-S
hwarz, nous pouvons montrer fa
ilement la
ontinuité de la forme bilinéaire. Par 
ontre montrons que a est une forme bilinéaire 
oer
ivesur D(Aε) × D(Aε) pour ν > 0 
hoisie 
orre
tement 
e qui permettra de 
on
lure par lethéorème de Lax-Milgram.On a
a((uε, pε); (uε, pε)) =

∫
ε(|∇uε|2 + |∇pε|2) + (M · ∇)uε · uε

+

∫
∇pε · uε + (M .∇)pεpε + div(uε)pε

+

∫
ν(|uε|2 + |pε|2)
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e et d'uni
ité pour l'équation d'Euler linéariséeOr on sait que ∫
∇pε · uε + div(uε)pε = 0et de plus on a :

∫

R2

(M · ∇)uε · uε =
2∑

i,j=1

∫

R2

Mj
∂u

(i)
ε

∂xj
u(i)

ε = −1

2

2∑

i,j=1

∫

R2

Mj
∂(u

(i)
ε )2

∂xj
=

−1

2

2∑

i,j=1

∫

R2

(u(i)
ε )2

∂(Mj)

∂xj
= −1

2

∫

R2

|uε|2 div Met de la même manière on a
∫

R2

(M · ∇)pεpε = −1

2

∫

R2

div M |pε|2Par 
onséquent on a
a((uε, pε); (uε, pε)) =

∫

R2

ε(|∇uε|2 + |∇pε|2) + (ν − 1

2
div M)(|uε|2 + |pε|2)En prenant ν > 1

2 div M et en posant α = min
Rd

(
ε; ν − 1

2
div M

) alors on a α > 0 et
a((uε, pε); (uε, pε)) > α‖uε, pε)‖2d'ou la 
oer
ivité.Il reste alors à montrer les inégalités.Soit uε la solution de (E). En multipliant (B.2.8) par (uε) et en sommant on trouve :

ε(‖∇uε‖2 + ‖∇pε‖2) +

∫

R2

(ν − 1

2
div M(|uε|2 + |pε|2) =

∫

R2

f · uε + g pε, (⋆)en parti
ulier en posant ‖div M‖∞ = max{div M , x ∈ R
d} qui existe 
ar M est de 
lasse

C1 on a :
ν − 1

2
div M > ν − 1

2
‖div M‖∞Par Cau
hy-S
hwartz on a

∫

R2

f · uε + g pε ≤ ‖uε‖ ‖f‖ + ‖pε‖ ‖g‖ ≤
√
|f‖2 + ‖g‖2

√
‖uε‖2 + ‖pε‖2Don
 on en déduit que

(
ν − 1

2
‖div M‖∞

)
(‖uε‖2 + ‖pε‖2) ≤

√
|f‖2 + |g‖2

√
‖uε‖2 + ‖pε‖2Ce
i implique que

‖Wε ‖ =
√
‖uε‖2 + ‖pε‖2 ≤

√
|f‖2 + ‖g‖2

ν − 1

2
‖div M‖∞
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 on a bien la première inégalité ave

c =

√
|f‖2 + |g‖2

ν − 1

2
‖div M‖∞L'équation (*) et les majorations pré
édentes donnent immédiatement :

ε(‖∇uε‖2 + ‖∇pε‖2) ≤ c
√
|f‖2 + |g‖2
e qui donne la deuxième inégalité de la proposition B.1 ave


(c′)2 = c
√
‖f‖2 + ‖g‖2

�





Annexe CLes ultradistributions
Nous rappelons dans 
et annexe quelques propriétés de la théorie d'ultradistribution.Avant de 
ommen
er la présentation, nous avons besoin d'introduire quelques notations, nousposons alors :

S (Rn) :=

{
f ∈ C (R) tel que ∀ α, β > 0, sup

x∈Rn

∣∣∣xαDβ f
∣∣∣ < +∞

} (C.0.1)
Z (Rn) := { ϕ ∈ S (Rn); | Fϕ ∈ D(Rn) } (C.0.2)Un élément de l'espa
e S (Rn) s'appelle une fon
tion indé�niment di�érentiable à dé
roissan
erapide ainsi que ses dérivées de tout ordre. La topologie de Z (Rn) sera, par dé�nition, l'imageré
iproque par transformée de Fourier de la topologie de D(Rn) ie. Z (Rn) = F−1(D(Rn))C.1 Propriétés immédiates� Z (Rn) est un sous espa
e ve
toriel de S (Rn), dense dans l'espa
e de S
hwarz S (Rn),stable par dérivation et par multipli
ation monomial.� La topologie Z (Rn) est plus �ne que la topologie induite par 
elle de S (Rn).� F∣∣Z (Rn)
est un isomorphisme topologique de Z (Rn) sur D(Rn), son isomorphisme ré
i-proque est noté F−1.Définition C.1 On appelle ultradistribution sur R

n toute forme bilinéaire 
ontinue sur
Z (Rn). L'ensemble des ultradistributions sur R

n sera noté par Z ′(Rn). On peut munir
Z ′(Rn) soit par la topologie duale faible , soit de la topologie forte dualeProposition C.1 Toute distribution tempérée, S sur R

n peut être 
onsidérée 
omme uneultradistribution ; en parti
ulier la 
onnaissan
e de S sur Z (Rn) détermine S. Ré
iproquementune ultradistribution sera une distribution tempérée, ssi elle est 
ontinue sur Z (Rn), pour latopologie induite S (Rn).Définition C.2 On appelle fon
tion à spe
tre 
ompa
t toute ultradistribution dont l'imagede Fourier est une distribution à support 
ompa
t.On appelle ultradistribution à dé
roissan
e rapide toute ultradistribution dont l'image deFourier est une fon
tion indé�niment di�érentiable. ie. 167
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O(Rn) := { ψ ∈ Z ′(Rn) | supp(Fψ) ∈ K(K est un 
ompa
t de R

n) }

O ′(Rn) := { ψ ∈ Z ′(Rn) | (Fψ) est une fon
tion indé�niment di�érentiable }Il est 
lair que :
Z (Rn) ⊂ O(Rn) ⊂ S (Rn), S

′(Rn) ⊂ O
′(Rn) ⊂ Z

′(Rn) et Z (Rn) = O
′(Rn) ∩ O(Rn)C.2 Propriétés algébriquesDé�nition de la multipli
ation dans Z ′(Rn)Soit f une fon
tion à spe
tre 
ompa
t, T une ultradistribution. On dé�nit le produit f T par

〈f T, ϕ〉 = 〈T, f ϕ〉, ∀ϕ ∈ Z
′(Rn)Il est envident que f T ∈ Z ′(Rn) et l'appli
ation T 7−→ f T envoie 
ontinûment l'espa
e

Z ′(Rn) dans lui même.Théorème d'é
hangePour tout f ∈ O(Rn) et tout T ∈ Z ′(Rn), on a F(f T ) = (Ff) ∗ (FT ).C.3 Les ultradistributions à variable 
omplexeNous pouvons introduire les ultradistributions sur C
n à l'aide de la transformation de Fourier-Lapla
e qu'on note par L. En e�et, soit ϕ un élément de D(Rn). On dé�nit la transformée deFourier-Lapla
e de ϕ par :

(Lϕ)(s) =

∫

Rn

exp(−s x)ϕ(x) dx, ∀ s ∈ C
n.Évidement la fon
tion Lϕ, dé�nie sur C

n(Rn) prolonge la fon
tion F ϕ, dé�nie sur R
n.On munira Z (Cn) de la topologie transportée par 
elle de D(Rn) ; alors L est un isomor-phisme topologique de D(Rn) sur Z (Cn), l'isomorphisme ré
iproque étant la transformée de
otransormée de Fourier notée F et dé�nie par

(F ψ)(x) =

∫

Rn

exp(−x y)ψ(y) dy, ∀ y ∈ R
n.pour tout ψ ∈ Z (Cn).Images des fon
tions monomiales et exponentiellesPour tout a ∈ C

n, on dé�nit l'ultradistribution de la masse de Dira
 δa sur C
n par

〈δa, ψ〉 = ψ(a), ψ ∈ Z (Cn).



C.3. Les ultradistributions à variable 
omplexe 169Série de Taylor des ultradistributionsÀ la di�éren
e des distributions, une ultradistribution est toujours analytique. Plus pré
isé-ment, soit T une ultradistribution sur C
n. Pour tout a ∈ C

n la série :
∑

β∈Nn

aβ

β !
Dβ Test sommable vers τ−aT (τ−a désigne la translation dans Z ′(Cn)) pour la topologie dualeforte Z ′(Cn). A 
ette e�et, nous avons par exemple :

τaδ =
∑

β ∈ Nn

aβ

β !
Dβ δ





Con
lusion et perspe
tives
Nous avons 
onsidéré dans notre étude le problème de la propagation d'ondes a
oustiquesau sein d'un �uide parfait en é
oulement, en adoptant le modèle de Galbrun dont la seulein
onnue est la perturbation de dépla
ement lagrangien. L'un des avantages de 
e 
hoix parrapport aux équations habituellement employées en aéroa
oustique, réside dans le fait qu'onpeut traiter les é
oulements brutalement 
isaillés ou dis
ontinus.Dans la première partie de 
ette thèse, nous avons proposé une méthode de régularisationpour le 
as d'un é
oulement uniforme permettant d'ins
rire le problème dans un 
adre ma-thématique 
lassique. Ensuite nous avons résolu le problème numériquement en 
ombinant laméthode des éléments �nis de Lagrange en espa
e, des di�éren
es �nis en temps et des 
ondi-tions aux limites absorbantes (uniquement pour le 
as de données initiales irrotationnelles).La simulation de l'équation de Galbrun dans un milieu semi-in�ni pour le 
as rotationnelreste une question ouverte. Pour la validation de 
es méthodes, nous avons 
al
ulé la solutionfondamentale du problème non régularisé en appliquant la méthode de Cagniard-de Hoop.Nous nous sommes intéressés dans la se
onde partie de 
ette thèse à la résolution du problèmede Cau
hy asso
ié à des é
oulements fortement 
isaillés. Nous avons démontré à l'aide del'analyse de Kreiss le 
ara
tère fortement mal posé du problème de transmission limite, asso
iéà un é
oulement dis
ontinu et l'impossibilité de faire des simulations numériques. Pour mieux
omprendre le phénomène sous-ja
ent, nous avons 
al
ulé le tenseur de Green de 
e problèmepar la méthode de Cagniard-de Hoop. Celui-
i 
omporte une partie qui représente l'instabilitédite de Kelvin-Helmholtz et qui n'est dé�nie qu'au sens des ultradistributions. Nous noussomme intéressés ensuite à la simulation de l'équation de Galbrun dans une 
ou
he de mélangemin
e sans avoir maillé à l'ordre de l'épaisseur de la 
ou
he ε. Pour 
e faire, nous avons
onstruit des nouvelles 
onditions de ra

ord qui amènent à un modèle fortement bien posésous une 
ertaine hypothèse sur l'é
oulement à l'intérieur de la 
ou
he de 
isaillement.Les perspe
tives envisageables pour la suite de 
e travail sont le développement d'une méthodede résolution numérique du nouveau modèle, la validation des résultats obtenus en faisant des
omparaisons ave
 des solutions de référen
e et l'extension des résultats théoriques obtenuspour les é
oulements uniforme et dis
ontinus à des é
oulements quel
onques. En parti
ulier,la méthode développée pour un é
oulement fortement 
isaillé devrait permettre de traiter desé
oulements parallèles réalistes tel que le jet sortant du réa
teur. 171
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