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Résumé : La thése a pour objet la modélisation et la simulation numérique de la propagation d’ondes
dans un fluide en écoulement uniforme ou fortement cisaillé.

Nous retiendrons 1’équation de Galbrun comme modéle mathématique linéarisé pour décrire ce phé-
noméne. Cette équation, dont I'inconnue est le déplacement lagrangien, ne se préte pas 4 une étude
mathématique directe en raison d’un défaut d’ellipticité.

La premiére partie traite le cas d’un écoulement subsonique uniforme. Nous présentons dans un
premier temps une méthode de régularisation pour pallier le défaut de coercivité de la “partie spatiale”
de I’équation de Galbrun et, dans un deuxiéme temps, une méthode de résolution numérique stable. En
outre, nous calculons a ’aide de la technique de Cagniard-de Hoop, le tenseur de Green de 1’équation
de Galbrun. Ce tenseur admet une singularité non-intégrable en espace et en temps.

La deuxiéme partie est consacrée a ’extension de ce qui précéde au cas des écoulements brutale-
ment cisaillés. Nous montrons par 'analyse de Kreiss que le probléme limite (lorsque ’épaisseur de la
couche de cisaillement tend vers 0) est fortement mal posé. Pour contourner cette difficulté, nous pro-
posons alors deux approches fondamentalement différentes. La premiére est analytique : nous utilisons
d’une part la méthode de Cagniard-de Hoop pour calculer analytiquement la solution fondamentale
du probléme et d’autre part la théorie des ultradistributions pour lui donner un sens mathématique.
La deuxiéme approche repose sur la conception d’un nouveau modéle. Nous montrons comment, &
partir de techniques asymptotiques de type “couche limite”, on peut construire de nouvelles conditions
de transmission conduisant & un probléme bien posé et rendant compte du phénoméne d’instabilité de
Kelvin-Helmholtz.

Mots clés : aéroacoustique, équation de Galbrun, régime transitoire, régularisation, analyse asymp-
totique, couche de mélange, Méthode de Cagniard-de Hoop.

Abstract : The goal of the thesis is the modelling and the numerical simulation of the wave propa-
gation in a fluid with a uniform or strong shear flow.

We retain the Galbrun’s equation as a linearized mathematical model to describe this phenomenon.
This equation for the lagrangian displacement, can not directly analyzed mathematically due to an
ellipticity defect.

The first part deals with the case of a uniform subsonic flow. First, we present a regularization
method to correct the coercivity defect of the Galbrun equation "spatial part" and then followed by a
stable numerical method of resolution. Furthermore, we calculate by the Cagniard-de Hoop technique
the Green tensor of the Galbrun’s equation. This tensor admits a non-integrable singularity in space
and time.

The second part, focuses on the extension of the previous methods for a strong shear flow. Using
Kreiss analysis, we prove that the "limit problem" (as the thickness of the shear layer goes to 0) is
strongly ill-posed. To overcome this difficulty, we propose different approaches. The first one is analy-
tical, it consists in applying the Cagniard-de Hoop method to calculate analytically the fundamental
solution of the problem. Then, the latter solution is mathematically defined in the sense of the ultra-
distribution theory. The second approach is based on the conception of a new model. We prove by
boundary layers asymptotic techniques, that we can construct new transmission conditions leading to
well-posed problem and taking into account the phenomenon of Kevin-Helmholtz instability.

Keywords : aeroacoustics, Galbrun’s model, transient regime, regularization, asymptotic analysis,
layers mixed, Cagniard-de Hoop method.
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CONVENTIONS ET NOTATIONS

Notations et rappels relatifs aux vecteurs et tenseurs
Convention de I’indice muet

Nous utilisons dans ce document la convention d’Einstein :

n
E a; bi = a; bi.
=1

Soit E un espace vectoriel euclidien sur R de dimension n (n > 1). Nous munissons E
d’un référentiel R, défini par un repére d’origine le point O et une base orthonormée directe
{ei};—1 o - Un vecteur v de E est défini par :

v =v;e,

les réels v; étant les composantes de v dans la base {e;},_; 5. Les coordonnées d’un point
courant M sont alors notées x;, ¢ = 1,2..., n, ol les z; sont les composantes du vecteur OM.
Produit scalaire

Le produit scalaire euclidien de deux vecteurs de I'espace E est le scalaire, noté u - v, défini
par :
Uu- -V = UuUv;
Produit vectoriel
Le produit vectoriel de deux vecteurs u et v est le vecteur, noté u A v, de composantes :
(u A v); = €ipujvg, pour i =1,2,3,
1 si (4,4, k) est une permutation paire de (1,2,3)

avec €55 = ¢ —1 si (4,7, k) est une permutation impaire de (1,2,3)
0 dans tous les autres cas

C’est une application bilinéaire et antisymétrique sur E. Si E est un espace de dimension
deux, le produit vectoriel est un scalaire, défini par :

U NV = E€3;UiVj = UIV2 — UV].

X



X Conventions et notations

Produit tensoriel

On appelle produit tensoriel, le produit de chaque composante d’un tenseur par chaque com-
posante d’un autre tenseur. Le produit d’un tenseur A d’ordre p avec un tenseur B d’ordre
q est un tenseur d’ordre p + ¢q. Par exemple le produit tensoriel de deux vecteurs U et V est
donné par :

U®V = (uivj)i<i<p, 1<j<q

Les opérateurs différentiels

Soit ¢ une fonction ou distribution & valeurs scalaires sur  C R™ n = 2 ou 3. On note
oM
ox;™
I’opérateur symbolique V, qui a pour définition :

la dérivée partielle d’ordre m de ¢ par rapport & x;, ¢ = 1,...,n. Nous introduisons

0

= €;.
8.%'

v

Opérateur gradient. L’opérateur gradient associe a la fonction ¢ & valeurs scalaires le
champ de vecteurs défini par :

_ 9
V¢— aiiviel.

Plus généralement, on peut définir le gradient du tenseur T' d’ordre p > 1, qui est le tenseur
d’ordre (p + 1) obtenu par produit tensoriel de T avec 'opérateur V :

VI=T®V.
Ainsi, pour un vecteur u, on a :
Ou;
Vu=_——¢€ ®e;j,
8:]:']'
et pour un tenseur S d’ordre 2, on a :
05
VS =4 € RXe;Reg.
8xk

Opérateur divergence. L’opérateur divergence associe a la fonction u(x) a valeurs vecto-
rielles le champ scalaire défini par :

divu Oui e -e Ou;
ivu=—¢€;-e; = —.
8xj ! J 8@

La encore, il est possible d’étendre la définition de cet opérateur a un champ de tenseurs
d’ordre p > 2. On note ainsi div T le tenseur d’ordre (p — 1) obtenu par produit contracté de
T avec U'opérateur V :

divl'=T-V
Par exemple, pour un tenseur S d’ordre 2, on a :

8Sij

aCCj

88,“
div S = ) e; = =
iv Dy e Xej- e

€;.



Conventions et notations x1

Opérateur laplacien. Le laplacien d’un champ de tenseurs T' d’ordre p > 0, noté AT, est
le tenseur d’ordre p défini par :
AT =div(VT).

Opérateur rotationnel. L’opérateur rotationnel associe a la fonction u & valeurs vecto-
rielles le champ de vecteurs défini par :

(rotu), = €ijjr—, pour i = 1,2,3.

U
O
En dimension deux, il existe deux formes duales de 'opérateur rotationnel. Ainsi, si uw est une
fonction & valeurs vectorielles, on a :

t 8U2 8U1
rotu = — — —
8.731 8.752
et si ¢ est une fonction & valeurs scalaires, on a :
o¢ 9¢
rot e — — es.
¢ 6:1:2 al’l 2

On utilisera aussi les notations suivantes :

oy = e : dérivée partielle par rapport au temps.
mn EN
o = o : dérivée partielle m'“™¢ par rapport au temps.
0; = : dérivée partielle suivant x;.
i
m .0
o = 8 : dérivée partielle m'“™® suivant x;.

V¢ = (81 ¢, 0r¢) : gradient de ¢.
On ¢ = V¢ -njsq : dérivée de ¢ sur JQ dans la direction normale a Of).

Or ¢ = Vo 1 pq : dérivee de ¢ sur 02 dans la direction tangentielle a S, aussi appelé
gradient tangentiel.

rotp = (D¢, —01 ¢) : le rotationnel vectoriel de ¢.
rotu = 01 us — Oguq : le rotationnel scalaire de u.
divu = 0y u; + O2uq : la divergence de w.

Av = 93v + 03v : le laplacien de v.

Au = (Aup, Auy) : le laplacien vectoriel de u.

Vu — < 81u1 8271,1

O1ug  Oaus > : le gradient matriciel de w.



xil Conventions et notations

Quelques identités élémentaires entre opérateurs différentiels

On désigne par w un champ de vecteurs dans R™ (n = 2 on 3) a valeurs vectorielles et ¢ une
fonction de R™ & valeurs scalaires.

Au = —rot (rotu) + V(divu),
Ag =div (V¢) (= —rot (rot ¢) si ¢ est une fonction de R?),

rot (Vg) =0,

div(rotu) =0.

divv(.) =A(.)

Espaces de Hilbert usuels et normes associées

Soit V' un espace de Hilbert. On désigne par
Vv’ le dual de V, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires continues sur V ;
(s vy le crochet de dualité entre V et son dual V';
[-1 le saut de la fonction encadrée;
(-, )v  le produit scalaire dans V';

|-y  une norme sur I'espace V.

Soit 2 un ouvert de R™, n = 2 ou 3, de frontiére 02 le cas échéant.

1/2
L2(Q2) = {u :  — C mesurable, de carré intégrable}, |lul| = (/ || da:)
Q

1/2
H'(@) = {u € L3(9), Vue I3(Q)"}, oy = (Il + Wul?)
HY(Q) = {u € H(Q) | u, =0}, ful (@) = |Vl
1/2
H(divi Q) = {u € L2(Q)", divu € L2(Q)}, lull iy = (Jlull® + [ div )

1/2
H(rot; Q) = {u € LX(Q)*, rotu € L2(Q)}, lull o) = (Iull? + | rot ul?)

Hy(rot; Q) = {u € H(rot;Q) | u An,, =0},

1/2
H(rot; Q) = {u € L*()2, rotu € L2(Q)}, lull oy = (Il + || ot w|?)



Conventions et notations xiil

Formules d’intégration par parties classiques dans un ouvert () borné de R"

/V@-dem%—/Agmbdm: <690,¢> Yo € D(A,HY(Q)), Vo € HY(Q).
Q Q on

/u-Vgpdaz—F/divugodaz:(u-n,go) Vu € H(div;Q), V ¢ € HY(Q).
Q Q

/ u - rot pde — / rotupde = —(uAn,p) Yuc H(rot;Q), Vo € H(Q).
Q Q
ot (-, ) := (,) g-1/2(00), 11/2(502) €8t le crochet de dualité entre H=12(09) et H'/?(09).

Notations propres

o la célérité du son. m/s
Do la pression statique ou thermodynamique. Pa
00 la masse volumique. kg/m3
Vo la vitesse de I’ écoulement de référence m/s
Vi la vitesse de I’écoulement uniforme m/s

M le nombre de Mach.

I3 le déplacement lagrangien. m
v le champ de vitesse. m/s
f le terme source.

g le tenseur de Green

€ un petit parameétre positif






LEXIQUES

Pour décrire mathématiquement les propriétés d’un fluide en mouvement, deux systémes co-
habitent, I'un et 'autre présentant des avantages dans des situations particuliéres. Il s’agit de
la description lagrangienne et de la description eulérienne :

La description lagrangienne consiste & observer les modifications des propriétés d’une
particule fluide que ’on suit dans son mouvement.
La description eulérienne consiste a se placer en un point fixe du milieu a ’étude
et & observer les modifications des propriétés du fluide qui défile en ce point.

Autres lexiques
La couche limite est une zone située au voisinage d’un corps immergé dans un fluide

en mouvement en dehors de laquelle on peut négliger les effets de la viscosité.

Les instabilités dites de Kelvin-Helmholtz sont celles qui se développent & l'in-
terface de deux fluides lors d’un cisaillement sous la forme d’ondes qui déferlent.

Mode hydrodynamique : Mode d’oscillations naturelles de tout écoulement cisaillé
naturellement instable, telle une couche de mélange. Cette appellation se conserve quand
les oscillations deviennent auto-entretenues, suite, par exemple, & la rétroaction due aux
structures tourbillonnaires convectées vers 1’aval.
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INTRODUCTION GENERALE

Ce document présente les travaux de recherche effectués sous la co-direction de Madame
Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Monsieur Patrick Joly dans le cadre de ma thése, réalisée
au sein du laboratoire POEMS!. Ces travaux traitent des problémes de propagation d’ondes

acoustiques en présence d’écoulement, ainsi que de leur résolution numeérique.

L’aéroacoustique est une branche commune a l'acoustique et & la mécanique des fluides.
Elle difféere de ’acoustique en ce sens que I’écoulement d’un fluide y joue un réle prépondérant.
En suivant la définition de laéroacoustique proposée par Mohring et al (1983) [47], on peut

classer en trois catégories les problémes qu’elle englobe :

1. La génération du son, lorsqu’elle est provoquée par un écoulement.
2. La génération d’écoulement de fluides par le son.

3. La propagation du son dans un écoulement de fluide.

Les études effectuées dans ce domaine ont des applications diverses, telles que la création
et la transmission du son dans les réacteurs ou les pots d’échappement, et intéressent de
nombreux secteurs industriels. En fait, d’importants enjeux commerciaux et des obligations
réglementaires imposées par ’OACI? conduisent les constructeurs d’avions 4 mener des actions
de recherche dans le domaine de la réduction de la nuisance sonore. Mais le chemin est encore

long car ces actions de recherche n’en sont qu’a leurs débuts.

!Laboratoire POEMS, UMR 2706 CNRS-ENSTA-INRIA.
2Organisation de I’Aviation Civile Internationale.
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Aéroacoustique linéaire

Dans le cadre de I'aéroacoustique linéaire, il existe deux approches pour modéliser le phé-
nomeéne de rayonnement acoustique au sein de I’écoulement d’un fluide que nous supposons
non visqueux et stationnaire. La premiére est bien connue, elle consiste dans le cadre de
la description eulérienne a linéariser les équations d’Euler autour d’un écoulement de réfé-
rence®. Les inconnues sont la vitesse et la pression exprimées en un point x. Elles décrivent
les propriétés d’une particule qui occupe la position & a l'instant ¢. La deuxiéme approche
qui a été beaucoup moins popularisée est précisément celle qui fournit ’équation de Galbrun
(1931) [23]. Ce modele est issu d’une linéarisation de type mixte de I’équation d’Euler : la
perturbation de l’écoulement est décrite en variable lagrangienne alors que 1’écoulement de
référence vy est décrit en variable eulérienne comme nous l'avons dit précédemment. Il s’agit
d’une équation aux dérivées partielles du second ordre en temps et en espace dont I'inconnue
est le vecteur de déplacement lagrangien € (1’écart entre la position d’une particule fluide dans
un écoulement perturbé et sa position dans I’écoulement d’entrainement) exprimé en fonction

des coordonnées eulériennes (x,t).

__ trajectoire non perturbée

trajectoire perturbée

xo(t1) xo(t2)

F1a. 1: Perturbation du déplacement lagrangien

pour une particule fluide & deux instants ¢, et ts.

Ce modéle a été assez peu étudié dans la littérature, pourtant, les équations auxquelles
elles ménent ont une structure qui apparait & premiére vue similaire & celle qu’on rencontre en
électromagnétisme ou en élastodynamique. Par ailleurs, il n’existe pas a notre connaissance de
travaux sur ce modéle en régime transitoire. Cependant, la résolution numérique des équations
de Galbrun en régime harmonique établi a fait l'objet de plusieurs travaux de recherche

3,6,18,22,52].

3L’écoulement de référence vérifie les équations d’Euler stationnaires.
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On se donne un écoulement de référence stationnaire ie. vy est indépendant du temps. On
désigne respectivement par pg, co et pg, la masse volumique du fluide parfait, la célérité du
son et la pression dans le milieu non perturbé décrivant I’écoulement de référence?. L’équation

de Galbrun s’écrit :

D? . .
pors — V(oo dive+ € Vipo) + (dive +&- V)V =0 1)
ou
D 0
Dt o TV

est la dérivée convective par rapport & ’écoulement d’entrainement.
Remarquons que, dans le cas d’un fluide parfait ie. pg, cg et pg sont des fonctions constantes

Péquation (1) se réduit a
D2¢

2 1.
POz — V(pocp divg) =0 (2)

Choix de ’approche lagrangienne

C’est cette derniére approche que nous avons retenue pour nos études. En raison de son
établissement et de I'inconnue qu’elle fait intervenir, I’équation de Galbrun semble étre relati-
vement originale comparée aux équations linéarisées habituellement employées en acoustique®.
Pourtant, le déplacement lagrangien s’avére particuliérement adapté pour le traitement de
conditions aux limites dans les problémes d’interactions fluide-structure ou d’interface entre
deux fluides (ou dioptre) [32,35,53|. D’autre part, un gain sur le nombre d’inconnues mises en
jeu est a priori observé. Le caractére vectoriel de cette équation aux dérivées partielles rend
compte de 'interaction, due & la présence d’un écoulement, entre les phénoménes acoustiques
et hydrodynamiques, bien qu’elle ne soit que du second ordre. Nous verrons dans nos travaux
que la compréhension de cette interaction joue un roéle fondamental pour la résolution numeé-
rique de I’équation. En effet, la mise en ceuvre d’une méthode d’éléments finis se heurte & des
difficultés qui, bien qu’étant du méme type que celles rencontrées il y a une trentaine d’années

dans diverses applications numériques en électromagnétisme, ont un caractére propre relatif

“Les fonctions po, co, po et vo dépendent uniquement de variables spatiales.
5Un retour aux inconnues “usuelles” que sont les perturbations eulériennesde masse volumique, de vitesse et
de pression est néanmoins possible par dérivation de la perturbation lagrangienne du déplacement lagrangien.
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au phénomeéne de convection des ondes caractéristique de I'aéroacoustique. Une approche ma-
thématique rigoureuse du probléme est alors nécessaire.

Nous passons maintenant & la description précise du plan de la thése :

Plan de la thése

Cette thése s’articule en deux parties :

Partie I : Propagation d’ondes acoustiques dans un écoulement uniforme

Le premier chapitre de ce document est de nature académique : il concerne le cas d’un fluide
en écoulement uniforme dans un conduit bidimensionnel. Méme dans ce cas simple, I’équation
de Galbrun ne se préte pas a une étude mathématique directe : en effet, la “partie spatiale” de
l'opérateur différentiel qui décrit cette équation présente un défaut d’ellipticité, responsable
d’instabilités numériques déja constatées par plusieurs auteurs [1,14,37,54|. Ceci peut étre
corrigé par une technique de régularisation exacte, c’est-a-dire en écrivant le probléme avec
une formulation augmentée [13,14,29]. En I'absence d’écoulement, cette démarche est voisine
de celle proposée en électromagnétisme pour des problémes similaires . Nous avons exploré
cette analogie, puis nous 'avons étendue en présence d’un écoulement uniforme. C’est a notre
connaissance la seule méthode conduisant & une résolution de I’équation de Galbrun dont
on puisse prouver la stabilité. Ainsi, en utilisant le théoréme de Hille-Yosida [7, 56], nous
montrons que le probléme de Cauchy associé & I’équation de Galbrun régularisée est bien
posé. Ensuite nous proposons des schémas numériques de résolution, combinant des éléments
finis de Lagrange en espace, des différences finies en temps et des conditions aux limites
absorbantes dans le cas de données initiales irrotationnelles. Nous montrons la stabilité des
schémas numériques et présenterons plusieurs simulations numériques réalisées a 1’aide du
code éléments finis MELINA [45].

Le deuxiéme chapitre, est également académique mais fondamentalement différent. Il s’agit
ici d’obtenir une solution analytique du probléme étudié. L’intérét d’un tel calcul est double :
il permet d’une part de décrire avec précision la propagation du son dans un fluide parfait en
écoulement uniforme, d’autre part de fournir des solutions de référence pour la validation des

méthodes numériques.
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Nous nous intéressons donc au calcul de la fonction de Green transitoire de I’équation de
Galbrun dans un écoulement bidimensionnel uniforme a ’aide de la méthode de Cagniard-de
Hoop [8-10,31]. Cette méthode permet par exemple de calculer la fonction de Green transi-

toire pour une interface plane solide/solide ou solide/fluide [32,53].

Fluide

Source

Elle repose principalement sur 'utilisation d’une transformée de Fourier-Laplace puis sur une
déformation astucieuse des contours d’intégration qui nous conduit a trouver explicitement la
solution recherchée.

Dans ce cas (écoulement uniforme), les composantes du tenseur de Green obtenues par la
méthode de Cagniard-de Hoop se sont avérées présenter une double singularité : la premiére
est située sur les fronts d’ondes c’est-a-dire sur ’ensemble des points ayant le méme temps
d’arrivée (ce sont des cercles de centre mobile (V¢,0)). Celle ci ne pose aucun probléme sur le
plan pratique car elle intégrable. La deuxiéme ponctuelle et non intégrable en un point (z =
Vit,y = 0) convecté par I’écoulement & partir de la position de la source. L’idée utilisée pour
extraire cette (méchante) singularité, consiste a écrire le tenseur de Green comme la somme
d’un tenseur localement intégrable et d’un tenseur singulier, lui-méme obtenu comme dérivée

d’un tenseur localement intégrable. La formule obtenue est alors exploitable numériquement.
Partie II : Propagation d’ondes dans un écoulement fortement cisaillé

L’extension de la méthode de régularisation aux écoulements quelconques (non-uniformes)
s’avére difficile et souléve des questions aujourd’hui non résolues. En effet, cette méthode nous
conduit & un probléme couplé. Il s’agit d’un systéme d’équations aux dérivées partielles dont

les inconnues sont le déplacement et la vorticité difficile a résoudre par la théorie de semi-



6 Introduction générale

groupe [7] ou par le théoréme de Hille-Yosida [56]. Néanmoins, les résultats obtenus dans
le cas de I’écoulement uniforme seront exploités pour traiter les écoulements discontinus et

fortement cisaillés : (Voir figure 2).

Yy A Y A

Vi Vi

Q,
Ve(y)
x /€ T

Q_

a V_

(a) Profil discontinu (b) Profil fortement cisaillé

F1G. 2: Couches de mélange (idéalisée (& gauche), mince (a droite)).

Cette partie est dédiée a 1’étude les problémes de propagation d’ondes dans des fluides
parfaits en écoulement fortement cisaillé (Fig. 2-b). L’approche naturelle pour étudier ce type
d’écoulement est de le remplacer par un écoulement discontinu (Fig. 2-a). Ces problémes ont
été largement étudiés dans le cas d’un fluide incompressible [11,17,27,28,30,43| depuis 'ap-
parition des premiers travaux de Rayleigh [50] en 1883. Dans le chapitre 3, nous présentons
les difficultés qui sont liées a l'existence de l'instabilité de Kelvin-Helmholtz [5] (une onde
qui se développe a 'interface de deux fluides lors d’un cisaillement). Nous montrons a l’aide
d’une analyse modale que les conditions de transmission “naturelles” qui se traduisent par la
continuité du déplacement normal et de la pression acoustique p (=la divergence de déplace-
ment) & travers la ligne de cisaillement conduisent a un probléme fortement mal posé sur le
plan mathématique. Autrement dit, la solution de ce probléme ne dépend pas continiiment
des données initiales et peut admettre une croissance exponentielle incontrélable en espace
et en temps. La conséquence immédiate sur le plan numeérique est qu’il n’est pas possible
d’approcher ce probléme par la méthode des éléments finis. Physiquement, on comprend alors
que le fait d’avoir négligé ’épaisseur ¢ de la couche mince (le cas limite) n’est légitime que
pour les grandes longueurs d’onde A >> ¢ et que le modéle discontinu n’est plus valable pour

les petites longueurs d’onde A << ¢.

Afin de résoudre ce probléme, nous allons proposer deux approches fondamentalement
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différentes. La premiére est analytique et fera ’objet du chapitre 4 dans lequel nous utilisons
de nouveau la méthode de Cagniard-de Hoop. La difficulté spécifique & ce probléme est la
présence des poles complexes qui rendent ’application de cette méthode plus délicate. En effet,
apres la déformation de contour d’intégration nous obtenons des fonctions qui ne peuvent pas
admettre une transformation de Laplace inverse au sens de la théorie de distribution. Ceci nous
oblige & définir notre solution au sens d’une autre théorie qui englobe celle des distributions,
la théorie des ultradistributions. En outre, la méthode de Cagniard-de Hoop nous permet de
représenter tous les phénomenes générés par la ligne de cisaillement ou la couche de mélange
idéalisée : fronts d’onde réfléchis et transmis, onde de téte et instabilité de Kelvin-Helmholtz.

Dans le cinquiéme chapitre, nous proposons une approche numérique. Il s’agit cette fois
de trouver un moyen pour effectuer des simulations numériques par éléments finis d’une vraie
couche de mélange mince. Comme on ’a dit au début de ce paragraphe, le probléme de trans-
mission “naturel” est un probléme fortement mal posé au sens de Kreiss [42] et une résolution
numeérique directe ne peut donc pas donner de résultats exploitables (on le vérifie en pratique).
Dans ce chapitre, nous allons considérer qu’un écoulement discontinu n’a pas de réalité phy-
sique mais n’est rien d’autre qu’une modélisation d’un écoulement qui varie trés rapidement

sur une petite distance € > 0.

Vi

£ 21 Ve(y)
VE V" T

V_

Fia. 3: Idéalisation d’une de couche de mélange.

Gréace a une analyse asymptotique de type couche limite, nous construisons un nouveau
probléme de transmission pour 1’écoulement discontinu tel que les nouvelles conditions de
transmission apparaissent d’une part comme une perturbation & I'ordre 1 en € des conditions de
transmission usuelles et approchent & ’ordre 2 la couche limite exacte, dont elles représentent

une idéalisation et permettent d’autre part de rendre compte des instabilités hydrodynamiques
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physiques existant dans la couche d’épaisseur non nulle. Nous montrons finalement & 1’aide de
critére de Kreiss que le nouveau probléme est mathématiquement bien posé.

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous nous intéressons a la résolution numérique
du nouveau modéle asymptotique. Pour ce faire, il nous est apparu utile (et préférable) de
reformuler le probléme sous la version “Galbrun”. Ensuite, on étend les résultats obtenus dans
la premiére partie de ce document au nouveau probléme de transmission. A cet effet, on établit
la formulation variationnelle associée. Nous montrons que cette formulation se préte a une ré-
solution par la méthode des éléments finis de Lagarange. Nous présentons finalement quelques
simulations numeériques obtenues a l’aide du code MELINA [45]. Ces simulations mettent en
évidence tous les phénomeénes physiques liés au probléme étudié : la manifestation de plusieurs
types d’ondes et le déclenchement de I’instabilité de Kelvin-Helmholtz au voisinage de la ligne

de cisaillement.



Premiére partie

Propagation d’ondes acoustiques dans
un écoulement uniforme
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e premier chapitre a pour objectif de présenter une méthode pour I’étude du pro-

bléme transitoire de propagation d’onde acoustique dans un fluide en écoulement
uniforme wvg.
Plus précisément, nous nous intéressons & ’analyse mathématique et a 'approximation
numérique de 1’équation de Galbrun en régime transitoire. Nous montrons pour un
écoulement porteur uniforme subsonique que ce modeéle a une solution unique. En
outre, nous proposons une méthode de résolution numérique stable du probléme
régularisé qui repose sur l'utilisation d’éléments finis de Lagrange en espace et de
schémas aux différences finies explicite ou implicite en temps.

Ce chapitre a fait ’'objet d’une publication dans le journal ARIM A écrit avec Anne-
Sophie Bonnet-Ben Dhia et Patrick Joly [4].

1.1 Position du probléme

Considérons un conduit rigide bidimensionnel de longueur infinie Q2 = Rx]—d, d[ contenant
un fluide compressible. L’écoulement est supposé uniforme, c’est-a-dire que pg et py sont
constantes, et que vy = vge,, avec vy constante (voir figure 1.1.1).

y=d
—o >y
—_—> —_—
—> —_—> ]—r
— > 5 :1’:
—_— —_—

y=—d

FiGg. 1.1.1: La géométrie du probléme

La perturbation du champ de déplacement & = (&1, &) satisfait ’équation de Galbrun adi-
mensionnée :

D -

D2 V(divg) = f dans Q x RY (1.1.1)

ou

D 0 0
oo Mo

est la dérivée convective par rapport a ’écoulement d’entrainement, M = vg/cy est le nombre
de Mach, f est un terme source et n la normale unitaire extérieure. Ensuite, nous traduisons
I’hypothese de la rigidité du conduit par la nullité du déplacement normal aux parois e. :

£-n=0 sur 0 xRL (1.1.2)

On compleéte enfin les équations (1.1.1)-(1.1.2) par les conditions initiales suivantes :

5(3:7 Y, 07) = £0($7 y)? gf(xv Y, 0) = El('rv y) (113)

Ce probléme présente quelques difficultés, tant théoriques que numériques. Sur le plan théo-
rique, la difficulté majeure est 'absence d’un cadre fonctionnel naturel pour qu’il soit bien
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posé. La conséquence sur le plan numérique est qu’il n’est pas évident de trouver une bonne
approximation par élément finis : par exemple une résolution directe du probléme, utilisant
des éléments finis de Lagrange pour la discrétisation en espace, est instable (voir Fig 1.7.2).
C’est ce qui nous a notamment conduit a introduire la notion de formulation régularisée.

1.2 Formulation régularisée de I’équation de Galbrun

1.2.1 Présentation de la technique de régularisation

L’idée de la régularisation, initialement introduite pour les équations de Maxwell par Wer-
ner [54], a été étendue a l'équation de Galbrun en régime périodique établi par A-S. Bonnet-
Ben Dhia et al [18]. Contrairement aux équations de Maxwell du second ordre en temps,
cette opération consiste a ajouter a 'opérateur "—V (div&)" le terme "s rot (rot )", ou s est
un paramétre réel positif. L'intérét de régulariser ’équation de Galbrun (1.1.1) est de faire
apparaitre un opérateur elliptique par rapport & un espace fonctionnel bien précis.

1.2.2 Reégularisation sans écoulement

Nous présentons briévement dans ce paragraphe la technique de régularisation de ’équation
de Galbrun sans écoulement :
0%¢ ) .
2 (divg) = f dans Q x R%L (1.2.1)
Pour simplifier la présentation, on suppose que le second membre est a rotationnel nul. En
appliquant I'opérateur rotationnel & ’équation (1.2.1)

62
rot <@ — V(div 5)) —0, (1.2.2)
et aprés avoir remarqué que rot(V(divg)) = 0, on montre facilement que si les données

du probléme sont irrotationnelles, la solution reste irrotationnelle dans tout le domaine. Nous
pouvons par suite ajouter le terme " rot (rot)" a I’équation (1.2.1 ), nous obtenons le probléme
régularisé suivant :

if —V(divE) + rot (rot &) =0 (1.2.3)
ot —_———
0

En vertu de 'identité suivante
—V(div§) + rot (rot§) = —AE,
Péquation (1.2.3) n’est autre que I'équation d’ondes vectorielle standard,

o%¢ B
a5~ AE=0 (1.2.4)

Il est possible maintenant de montrer que le probléme est elliptique dans ’espace de Sobolev
Ho(Q) :={ve H(Q)? | v-n=0surdQ }.

L’application de la méthode de régularisation a I’équation de Galbrun sans écoulement n’a
pas d’intérét sur le plan théorique parce que on peut montrer aisément a 1’aide de techniques
énergétiques que le probléme de valeurs initiales (1.2.1)-(1.1.2) et (1.1.3) est bien posé dans
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Pespace de Hilbert Hy(div, 2). Néanmoins, ’approximation en espace du probléme non régu-
larisé par les éléments finis nodaux n’est pas possible.

En écoulement uniforme, nous verrons dans la suite que la régularisation a un objectif double
théorique et numérique.

1.2.3 Régularisation en écoulement uniforme
Nous nous intéressons dans cette partie & étendre la méthode de régularisation pour I'aé-

roacoustique temporelle de Galbrun en écoulement uniforme.

Pour un terme source f € C'(RT, H(rot, Q)) et en appliquant & nouveau l'opérateur ro-
tationnel & (1.1.1), nous montrons tout d’abord que rot & = ¢ vérifie le probléme de Cauchy
suivant :

D%y 9% 0% 9 O .
D = o Mgy M g mrotS dans QxRY s,
) 2.
Y=o = Yo, aif =1 dans €
t=0

ol Yo =rot§, et ¢y =rot&;.

On voit que ¥ est solution d’'une équation aux dérivées partielles en = et en t. La variable
y n’intervient que dans le second membre et les données initiales du probléme (1.2.5). 11 est
donc facile de déterminer analytiquement 1 avant de calculer €.

LEMME 1.1 La solution de I’équation (1.2.5) est donnée par :

r—a

M

sz(x’ Y, t) :Oé(l'—Mt, y) +Z‘ﬁ(l'—Mt, y)+]\;-2/0x(l‘_a)(r0tf)(a” Y, - )d(l

ol a et (B sont deux fonctions qui ne dépendent que des données initiales 1y et 1.

REMARQUE 1.1 La vorticité v peut admettre une croissance linéaire par rapport a x et a t.

Position du probléme régularisé

On suppose dans la suite que g, ¥1 et rot f sont & support compact dans €2 et suffisamment
réguliers de sorte que la vorticité 1 soit nulle sur les bords du domaine OS2 et appartienne &
CHR*, H(rot, Q)

Nous remplagons alors le probléeme (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3) par le probléme régularisé suivant :
/

]]);f — V(divE) + s rot (rot £) = £,, dans Q x R, (1.2.6a)
rot & = 0, sur 9 x Ry (1.2.6b)
£-n=0, sur 00 x R, (1.2.6¢)
€(., 0) = &), %(., 0) =¢&,(.) dans Q (1.2.6d)
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ol s est un paramétre positif et f, = f + sroty

En fait, ce sont les propriétés d’ellipticité de opérateur spatial Ly = —V(div) 4 srot (rot)
qui permettent de mener I’étude mathématique et I’analyse numérique du probléme (1.2.6)
dans un cadre classique. En particulier si on prend s = 1, 'opérateur Ly devient —A, par
conséquent 1’équation de Galbrun (1.2.6a) peut étre écrite comme ’équation d’onde convec-
tée. La présence du terme source "srot y" permet de prendre en compte ’évolution d’une
perturbation rotationnelle.

Il est clair qu’une solution du probléme (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3) est solution de (1.2.6a)-(1.2.6d).
La réciproque fait 'objet du paragraphe 1.5.

REMARQUE 1.2 La deuziéme équation du systéme (1.2.6) est une condition supplémentaire,
nécessaire a l’équivalence avec le probléme (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3)

1.3 Existence et unicité de solutions fortes

Le but de cette partie est de montrer que le modéle de Galbrun régularisé introduit dans
la section précédente conduit & un probléme bien posé, autrement dit qu’il posséde une et une
seule solution forte. Pour cela nous le faisons entrer dans le cadre du théoréme de Hille-Yosida
qui est un outil mathématique fondamental pour étudier I'existence et I'unicité de la solution
forte de problémes d’évolution linéaires. L’essentiel de cette partie consiste dans une premiére
étape a reformuler le probléme sous la forme d’un probléme d’évolution du premier ordre en
temps et du second ordre en espace, puis a vérifier dans une deuxiéme étape les hypothéses
du théoréme.

1.3.1 Un outil mathématique : le théoréme de Hille-Yosida.

Soit H un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (., .)g. On considére un opérateur A,
non borné dans H, autrement dit une application linéaire définie sur un sous-espace vectoriel
D(A) C H, avaleurs dans H. D(A) est le domaine de A. On considére pour F(t) € C°(Ry; H)
et ug € D(A) le probléme d’évolution suivant :

Trouver u(t) : Ry — D(A) C H,

d—“+Au:F, Vi >0 (1.3.1)
dt
u(0) = ug

DEFINITION 1.1 On appelle solution forte de (1.3.1), toute fonction u satisfaisant :

Vit>0, ut) e D(A), t—u(t) e CY(Ry; H), t — Au(t) € C°(R,; H)

et vérifiant I’équation %(t) + Au(t) = F(t) pourt > 0 et u(0) = uo.

Ce théoréme fait appel & la notion d’opérateur maximal monotone :
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DEFINITION 1.2 Soit A : D(A) C H — H, un opérateur linéaire non borné. On dit que A
est monotone si :

(Au,u)g >0, Yue D(A). (1.3.2)
On dit que A est mazimal monotone si de plus A+ I est surjectif de D(A) dans H, ie. :
Vfe H, Jue D(A) tel que : u+ Au = f. (1.3.3)

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoreme de Hille-Yosida, dont on peut trouver
une démonstration dans [7] :

THEOREME 1.3 (HILLE-YOSIDA) On suppose qu’il existe A € R tel que A+ \I est maxi-
mal monotone. Alors pour tout ug € D(A) et tout F(t) € CY(R,, H), il existe une unique
solution forte du probléme (1.3.1).

1.3.2 Résultat d’existence et unicité d’une solution forte

On considére I’espace fonctionnel suivant : H := X (Q) x L?(Q)? ou
X(Q):={¢eL*Q)?/ divE € L*(Q), rot€ € L*(Q) et £-n =0, sur 00},
muni du produit scalaire :

(U, U)n = (divg, divg™) + s (rot &, rot £7) + (¢, ¢¥), (1.34)

avec U = (£,¢)!, U™ = (€°.¢°) et (C. c*)=/ﬁc-c*

Pour appliquer le théoréme de Hille-Yosida, nous introduisons la nouvelle variable ¢ = D& /Dt
(rappelons que D/Dt = §/0t + M9/dx). Si on pose U = (&, {)*, on peut alors récrire (1.2.6)
sous la forme du probléme de Cauchy :

dU

U = U,
avec
f(:+M¥ £o 0
AU = t . Uy= 9 et F =
V(di ¢ (rot &) + M2C 3 + e f
—V(div€) + srot (rot §) + E 1 O 5

Le domaine de I'opérateur non borné Ay est défini par :

D(A) ={U= (¢ ¢)' e Htel que AU €EH et rot€&=0 sur 9Q}.

THEOREME 1.4 (EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION FORTE) Si min(1, s) > M?,
alors pour f, € C1(Ry; L?(2)?) et (&, & + MOE,/0x) € D(As), le probléme (1.2.6) admet
une unique solution forte vérifiant :

¢ € C*(Re; L2A(Q)%) N CM(Ry; X(Q)) N CO(Ry; D(A,))
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La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant :

LEMME 1.2 Lopérateur As + A\l est maximal monotone pour tout \ >

D=

DEMONSTRATION :

Montonie : Par définition du produit scalaire (1.3.4), nous avons, pour tout U = (&, ¢)! € H,
oU

(AU, Uy = (M~ Un + (1.3.5)
(—¢, &) + (div(—¢), divE) + s (rot(—(¢), rot &) + (1.3.6)
(=V(divE), ¢) + s (rot (rot &), ) (1.3.7)
En utilisant le caractére antisymétrique du l'opérateur 0, on a :
oU oUu
(M%, Uy =—-(U, Ma—gC)H =0, V U€eH. (1.3.8)
Grace aux formules de Green ! [14]
(v, Vo) + (divw, ¢) = / (E-n)oddo (1.3.9)
o0
(v, rot¢) — (rotv, ¢) = / (nAv)¢do. (1.3.10)
oN

valables pour tout v € X(2) et ¢ € H(£2), nous déduisons pour tout U = (£, )t € D(Ay) :

(¢, V(divE)) + (div¢, divE) :/89((-71,) divEé do =0, (car ¢-n =0 sur 99)

(¢, rot (rot&)) — (rot ¢, rot&) = /BQ('n,/\ ¢) rot€ do =0, (car rot & = 0 sur JN)

Enfin nous obtenons :
(AU, U)y = (1.3.5) +(1.3.6) + (1.3.7) = (¢, §) V U € D(A,y).
Mais grace a I'inégalité de Young on a (en notant || - ||2 = (-, -)) :
(AU, Uy + MU, Uy = —(C, ) + AIEIP + AP + A divE [ + As || rot €|
> (= DIEP+0 - lICI
on en déduit que, pour tout A > %,

(AU, U)p + AU, U)x >0, YU € D(A,). (1.3.11)

REMARQUE 1.5 On remarque que l'opérateur non régularisé (s =0) Ag+ A\ est monotone
dans lespace Ho(div, Q) x L%(Q)%, mais nous verrons dans la suite qu’il n’est pas surjectif
dans cet espace.

Pour & € H(rot, Q) (resp, H(div, Q)), la trace tangentielle (resp, normale) est définie comme élément de
H_l/z(Q) par (€ -n, ¢) = (v, Vqﬁ) + (divv7 d)) (resp, (nAv,¢) = (rot v, (,b) — (U, rot ¢))
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Surjectivité : Nous allons montrer que l'opérateur A5 + v I est surjectif Vv > 0 (on aura
en particulier Ag + (A + 1)I surjectif pour tout A > %), ce qui revient & trouver une solution
dans D(A;) de I'équation : AU +v U = F, ou F = (f, g)! est un élément quelconque de
H ; ceci équivaut a trouver (£,m) € H tel que :

%3

—n—I—M%—G—Vﬁ:f, fex ) (1.3.12)
~V(div§) + srot (rot ) + Mg—;’ +vn=g, geclL*N)? (1.3.13)

En remplagant 1 dans (1.3.13) par son expression en fonction de £ obtenue & partir de (1.3.12)
nous obtenons :

%€ o€

_ . 2 2

Ls(€) ==V (divE) + srot rot & + M 922 +2v M e + g (1.3.14)
. Of
=M oz +vf+g. (1.3.15)

Pour montrer ’existence d’une solution de ce probléme, nous appliquons la méme technique
que celle utilisée en régime fréquentiel. Nous voulons donc montrer 1’existence d’une solution
du probléme suivant :

Trouwver €& € H(div, Q)N H(rot, Q) tel que :
Ls(€) = h dans (1.3.16)
En = 0 sur 09
avec h = M 0f/0x +vf +g € L*(Q)>
Grace a la régularité du domaine ), les espaces :
X(Q) et Ho(Q) := {v € (H(Q))?, tel que v-n =0}

coincident [24] et par conséquent la résolution du probléme (1.3.16) revient a chercher une
solution dans ’espace Hy du probléme variationnel suivant :

Trouver une solution & dans Hy(R2) telle que :
(1.3.17)

Is(&m) = b(n), VneHo(),

avec

2 ) . . o 2
Is(& n)=v /Qﬁ n+/ﬂd1v§ divn + s rotErotn — M % D D

b(n)z/{)h‘n

Si nous prenons maintenant n = &, on trouve :

0
(€, &) = V|| €| + [ divE |* + s | rot £ || — M7 3*5 I (1.3.18)

T
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D’aprés un résultat da a Costabel ( [14], théoréme 4.1, p. 539), nous avons :

/\div§|2+s|rotg\2 > min(l,s)/ (VE? VEeX(Q) (1.3.19)
Q Q
On en déduit alors que

Is(€, &) = V(| €]| + (min(1, 5) — M?)|| VE|?

Autrement dit, la forme bilinéaire I5(-, -) est coercive dans l’espace de Hilbert Hy(€2) pour
tous les nombres de Mach vérifiant M? < min(1, s).

Par le théoréeme de Lax-Milgram, on montre que le probléme aux limites (1.3.16) admet une
unique solution pour tout (f, g) € H et M? < min(1, s). Par conséquent, on en déduit que la
fonction définie par n = (v + M9/0x) € — f est dans L?(Q)? (n est une solution de 1’équation
(1.3.12)). On conclut enfin que pour (f, g) € H et M? < min(1, s) qu’il existe une unique
solution U = (¢, )t dans ‘H vérifiant le systéme d’équations (1.3.12)-(1.3.13).

|
1.3.3 Conservation de 1’énergie
En multipliant ’équation de Galbrun régularisée sans terme source par la fonction test v =
0&/0t, on peut vérifier que I'énergie associée au probléme (1.2.6) :
2 2 2 2,9€ 5
Eq(t) = | | + | div €]” + s|rot &|° — ’833| dQ (1.3.20)

se conserve au cours de temps. ie.

d d )
a{Es(t)} dt{ / (| 2+ | div€]? + s|rot £]* — |8§|2> dQ} =0 (1.3.21)

REMARQUE 1.6 Soit & la solution forte de (1.1.1). Nous notons E(t) la quantité suivante :

B(t) = /<| 24 |divel? - |g§\2) a0 (1.3.22)

Nous remarquons ici que la forme quadratique E(t) n’a pas un signe constant méme si M < 1.
C’est pourquoi, il n’est pas immédiat d’obtenir des estimations a priori pour le probléme de
valeurs initiales non régularisé (1.1.1) — (1.1.2) et (1.1.3). En effet, prenons par exemple une
solution stationnaire 4 divergence nulle ie.& = rotw (w est une fonction indépendante du
temps), E(t) devient (div(rot)=0) :

B(t) = /(| - %) ao = -2 /r zao <o,

1.3.4 Formulation variationnelle régularisée

Nous associons naturellement au probléme régularisé (1.2.6) une formulation variationnelle.
Soit 1 une fonction test dans X (). En multipliant la premiére équation du systéme (1.2.6a)



20 Chapitre 1. La méthode de régularisation

par 1 et en intégrant sur tout le domaine €2, nous trouvons a 'aide de la formule de Green et
en tenant compte des conditions limites (1.2.6b)-(1.2.6¢) que & vérifie :

d?

&+ tb(s, n) + as(&, m) = Fs(n) VneX(Q) (1.3.23)

avec

as(§,m) = /le{leU-FSrotgrotn M23€ on

or Oz’
_ 23
b(§, n)—/Q2M 5

— [ £ svroty
Q

1.4 Existence et unicité des solutions faibles

Il existe dans la littérature deux théories similaires pour prouver ’existence et I'unicité de
la solution faible d’'un probléme d’évolution du second ordre en temps dans un intervalle de
temps [0, T] (T > 0). La premiére est due aux travaux des mathématiciens Jaques Louis
Lions et E. Magenes [16], la deuxiéme repose sur l’extension de la notion de solution faible
espace-temps [38].

Pour simplifier la lecture, nous avons besoin des quelques notations. Plus précisément, on note
QT =0 x [0, T]
H(Or) = {v e CH0, 75 @) 0 ¢, T X(@), o(1) = 51 =0

Soit € une solution forte du probléme (1.2.6) pour un temps fini (dans [0, T) et soit v(zx, )
une fonction test dans 'espace C%(Qr) vérifiant :

ov

v(x,T) = n

(x,T)=0

Si nous intégrons l'équation (1.2.6a) sur le domaine spatio-temporel 27, nous aurons;

/ (DQS—VdiVEvLsrot(mtﬁ))"U_ J-v—sirotv (1.4.1)
Qr Dt2 B Qp B

En effectuant des intégrations par parties, en temps et en espace, nous montrons que la solution
forte & vérifie pour tout v € H(Q7) cette identité :

0%v 0 Ov 5 08 Ov
QT§~ 2 Ma— 8—+dlv£d1vv+srot§rotfv—M 92 92
(1.4.2)
_ _ _ o
= f v — syrotv /50 5 i /§2(£14—2M8 ) - v|t=0
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DEFINITION 1.3 (Solution faible espace-temps) On appelle solution faible espace-temps sur
Pintervalle [0, T du probléme (1.2.6) tout fonction vectorielle £ vérifiant :

€€ C(0, T; L*(2)*)nC°(0, T; X())
et satisfaisant (1.4.2) pour toute fonction-test admissible (v € H(Qr)).

LEMME 1.3 Par construction méme de la notion de solution faible a partir de la solution
forte, toute solution forte est a fortiori solution faible sur tout intervalle de type [0, T]

THEOREME 1.7 Si les données initiales §, et &, et le terme source f vérifient :
(o, &1, f +sroty) € X(Q) x L2(Q)* x L(0, T3 L*(Q)?),

alors le probléme (1.2.6) admet une et une seule solution faible & dans I'intervalle [0, T']. Cette
solution vérifie encore I'identité d’énergie suivante :

d d 0 0
B0y = 5 {5 [ (150 + 1aivep + slroref -2 32p ) anf = [ £, 5

Pour démontrer ce théoréme, on utilise la technique appliquée & la démonstration d’existence
et d’unicité de la solution faible de I’équation d’onde donnée dans [16,38].

1.5 Equivalence entre le probléme initial et le probléme régu-
larisé

Dans cette partie nous nous intéressons a I’équivalence entre le probléme régularisé (1.2.6)

et le probléme initial (1.1.1)-(1.1.2)-(1.1.3). Pour montrer cette équivalence, il suffit de montrer
que si € est une solution du probléme régularisé, alors elle vérifie rot € = v sur 2 (la réciproque
est évidente).
Formellement, la preuve consiste & appliquer 'opérateur rotationnel & ’équation de Galbrun
régularisée, puis a utiliser I'équation sur le rotationnel de la solution (1.2.5) pour obtenir
I’équation vérifiée par la quantité d = rot & — 1. En lui adjoignant la condition aux limites
supplémentaire, nous trouvons un probléme type, dont le champ “rot & —v” est solution, qui
est de la forme :

Trouver d tel que :
D2d
—5 —sAd=0 dans © x Ry
Dt (1.5.1)
d
d0, x) = gt((), x)=0 dansQ
L d=0 sur 02 x Ry

Si 'on peut montrer que d est assez régulier (d € Hg(Q)) alors, d’aprés le théoréme d’existence
et d’unicité de la solution forte de ’équation d’onde convectée, on peut montrer facilement
que la solution du probléme (1.5.1) est nulle donc d = 0 dans .

Nous proposons ci-dessous une démonstration rigoureuse de ce résultat, susceptible d’étre
étendue & des situations plus générales.
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PREUVE : nous reprenons la formulation variationnelle (1.4.2) et nous considérons alors
des fonctions test v de la forme v = rot ¢, avec

¢ € C*0, T; H(rot, Q))NC°0, T; H*(Q) N HY(Q))
de sorte que v soit dans H(Q7). Nous avons donc :

9% rot ¢ 2M%_8rot¢

rot & A¢ — M285 9¢

QT& P T dr dx
drot 9
| froto—svdo- /50 rot ¢ to+/ﬁ(£1+2M(§))- rot ¢li=

En effectuant des intégrations par partie en espace on obtient :

245

92 2
/ rotE ¢+2Mrot£ —|—M2rot58—2—3A¢ rot§ = (1.5.2)
Qr ox

3rot 50

0
/QT¢r0tf—3A¢¢_/ﬂf0t£08ft:0+

(rot &, +2M ) Pli=0 (1.5.3)

Or on sait, d’aprés 1’équation (1.2.5), que :

D2¢ D2¢
¢ rot f = / /1/1 / P —|—2M 10)
/QT Y e 00t |,y Q(l )|t°
En remplacant le terme fQT ¢ rot f dans I’équation (1.5.3) on trouve que :
D?¢ D?¢
rot & ( — sA(b) = / ) ( — 3A¢> (1.54)
/QT Dt2 Qr Dt2

0
- [ rorey ) G

mais comme rot§; = 1; (Vj =0, 1), le terme (1.5.5) est nul et par conséquent, on obtient :

D?¢ B D?¢
/QTrot£<Dt2—sAqﬁ> —/ ¢<Dt2—3A¢>,

V¢ € C*(0, T; H(rot, 2))NC°(0, T; H*(Q) N H(Q))

((rot & — i) + 20 20t €0 = Yo)

t=0 o ) ¢li=0 =0, (1.5.5)

Pour conclure, nous avons besoin du théoréme suivant qui est un cas particulier du théoréme

1 p. 670 de [15] :

THEOREME 1.8 Pour une fonction g € C1(0, T; L*(R)), il existe une solution unique ¢, €
C2(0, T; L3(Q)) N CL(0, T; HE(Q)) N C°(0, T; H2(Q) N HE(Q)) vérifiant :

D2
%—SA%:Q dans Qp

Dt?
oq(T, ) = %(T, )=0 dans )

(1.5.6)
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En choisissant en particulier

g=rot§ —1pet ¢ =gy,

| totg— vl =0,
Qp

on trouve finalement :

d’ou rot & = v dans tout 2.

1.6 Résolution numérique de I’équation de Galbrun

La résolution numérique en conduit non borné pose des questions délicates liées aux condi-
tions aux limites sur les bords artificiels du domaine de calcul. Cet aspect n’est pas traité dans
ce chapitre. Nous proposons ici une méthode numérique de calcul du champ de déplacement
dans une portion bornée €, :=| — L; L[x] — d; d| du conduit en imposant, pour simplifier,
& = 0 sur les bords verticaux (x = +L) qui ne perturbent pas pas ’écoulement. En effet, on
sait que la solution de ce probléme se propage avec une vitesse finie, elle vérifie donc cette
condition avant d’arriver aux bords latéraux (c-a-d pour les temps courts). Ce probléme n’a
pas de sens physique mais a un sens mathématique.

1.6.1 Formulation variationnelle régularisée

Nous commengons par écrire une formulation variationnelle du probléme régularisé (avec
min(1, s) > M?). Soit v une fonction-test dans X (), avec

Xo(Qp) := {ﬁeHl(Qb)Z, tels que £ -n =0, pouryzidetﬁzOpourx:iL}.

En multipliant la premiére équation du systéme (1.2.6) par v et en intégrant sur le domaine
Qp, nous trouvons a 'aide de la formule de Green que £ vérifie la formulation variationnelle
suivante :

Trouver € € C%(0, T; L*(©)?) N C°(0, T; Xo(Q)) satisfaisant :

2
d?
&, et &, donnés dans Xo(€2p).

(& v) + % b€, v) +as(€, v) = Fs(v), YveX(Q), (1.6.1)

avec
as(€, v) :/ div & divw + srot € rotv — M? o8 . 6—1),
Q, Or Oz
23
b, v)=[ 2M = -v, et Fy(v)= f-v+syroto
Q, oz Q,

> as(+, -) est une forme bilinéaire continue coercive et symétrique dans Xo(£2p)
> b(-, -) est une forme bilinéaire continue antisymétrique dans Xo(£2)

REMARQUE 1.9 En suwivant la méme démarche qui a été appliquée pour le cas du conduit
infini, nous pouvons montrer facilement que le probléme (1.6.1) est toujours bien posé.
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1.6.2 Semi-discrétisation en espace

Soit 7, une triangularisation donnée du domaine de calcul Q telle que €, = Uger, K. Le
parameétre h désigne le pas du maillage. Considérons X} l’espace de dimension finie 2np
correspondant aux éléments finis de Lagrange. Nous noterons {wf‘}f‘:llznh les fonctions de
base de X}, avec w§ = w; e, (w; est la fonction de base scalaire correspondant au j eme

noeud et (e1, e3) est la base canonique de R?). On cherche alors une solution sous la forme

ny 2
Et) =D & (t)w?

i=1 a=1

suivante :

de la formulation variationnelle approchée :

2 d
@(fiu np) + @b(ﬁha np) +as(€n, my) = (Fsmp) Y1, € X
(1.6.2)

£,0) =gy, E(0) =T

ou II; est une projection sur l’espace de dimension finie convenablement choisie. On aboutit
enfin & I’écriture matricielle suivante :

d’uy,, dUy,
M B A =Fy 1.6.
nqp tBhg AU (1.6.3)
avec
LU= (&, &5 6, 6 s & &),
2. My, est la matrice de masse,

3. Ay et By sont des matrices associées respectivement aux formes bilinéaires as et b

B

. F; est le vecteur source.

1.6.3 Schéma totalement discrétisé

A ce niveau, nous avons obtenu une semi-discrétisation en espace de I'équation de Galbrun en
écoulement uniforme. Il reste & effectuer la discrétisation en temps. Pour cela, nous proposons
deux schémas aux différences finies en temps, le premier est un schéma centré, explicite et
du second ordre, dit schéma saute-mouton et le deuxiéme un schéma implicite, également du
second ordre, centré. On considére At le pas de temps, et on pose t,, = nAt.

e le schéma explicite s’écrit :

Uyttt —2un +up! B, urtt —up!

n — FTL
At2 oAt U s (Se)

SEZMh

e tandis que le schéma implicite est donné par :

Uyt —2up+ Uy B, vt -up! LA, Uyt +2up+ Uyt

A2 oAt A =Fs (Sn)

Sr: My,
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avec
1. U}, est la solution discréte a U'instant ¢,

2. F7 est le vecteur source discret & U'instant ¢,,.

1.6.4 Energie discréte et analyse de stabilité

L’étude de la stabilité par une technique énergétique consiste a définir une sorte d’énergie
discréte, analogue & I’énergie continue, qui se conserve au cours des itérations. On cherche
ensuite une condition suffisante pour que cette quantité reste positive et définisse bien une
énergie.

Etude de stabilité du schéma Sg

DEFINITION 1.4 On définit I’énergie discréte du schéma Sg sous la forme suivante :

€n+1 £h
At

1
nty _
E,

+ (€ &)

1

. . . . . . N n+ .
THEOREME 1.10 Si f, = 0, Iénergie discréte E, * se conserve au cours de temps ie.

=0, Vn>1

DEMONSTRATION :
Nous reprenons la formulation variationnelle discréte sans terme source :

n+1l 2£n + é-n—l En—i—l £n—1
h h h h
( AL o)+ (g

En choisissant une fonction-test discréte de la forme suivante :

s M) +as(€r,mp) =0 Vmy, € X,

€n+1 _ ¢n—1
—>h  Sh
= " oA

Aprés avoir remarqué que pour tout vy, € Xp, b('vh, vy) = 0, on obtient alors :

g —gl
At

& —&

At as(gz’ SZJFI) - as(gz, 5271) =0

1
2 At

Par définition de I’énergie discréte (1.4), on vérifie aisément que :

n+% n—1

E, *—E ° 0
At |

THEOREME 1.11 La condition de stabilité suffisante pour assurer la convergence du schéma
numeérique (Sg) est donnée par :

At2
— ALl £ 1 (1.6.4)

avec !

déf Qg 5 5 E
Nanll % sup  en )
gexn—{or &l
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DEMONSTRATION :
Pour que le schéma numérique (Sg) soit stable, il faut que la quantité
quadratique positive. Or on remarque que :

1/2 .
EZ+ / soit une forme

EnJr% } n+1 gh (£n+2 €n+2) . At2a ( n+1 E" €n+1 52)
h 2 At ’ g8 7t At At
avec "
5”"‘2 — 52 + 52
2
d’out on déduit que :
3.1 AtQ gt — 5" n+ n+
E"+2 “(1 = =2 | Ay h h 2 2
A partir de cette inégalité nous trouvons la condition suffisante de stabilité (1.6.4).
|
Etude de stabilité du schéma S;
De la méme maniére, en étudiant la stabilité du schéma Sj.
PROPRIETE 1.1 On définit I’énergie discréte du schéma St sous la forme suivante :
n+3 £n+1 Eh n+i n+l
& 2:2 ~ +§a(h 26, %) (1.6.5)
Alors I’énergie £ vérifie la propriété suivante (f, =0) :
1 1
En+§ o gn—§
“h __Th  — (1.6.6)

At

PREUVE : En multipliant I’équation (3.14) par (U"Jrl — U”fl)/QAt et aprés avoir remarqué

que
Uy +2U + Uy UG 4+ U U U

4 N 4 4
et que
uptt —oup+ Uyt Ut -up Up-U! (167)
At2 N At? At2 o
on obtient alors cette identité :
g gl oSG G g Ja-gr gt et
At 2 2 At 2 ’ 2

1
D’aprés la définition de I’énergie discréte 5}? T3 Jefinie par (1.6.5), on obtient enfin le résultat
(1.6.6).

[ |

LEMME 1.4 le schéma (3.14) est inconditionnellement stable.

la démonstration de ce lemme est immédiate. En fait, il suffit de remarquer que la forme

1
quadratique 5;+2 définie par (1.6.5) est toujours positive.
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1.7 Simulations numériques

Nous présentons ici quelques simulations numériques de la propagation acoustique dans
un fluide en écoulement subsonique uniforme. Nous nous placons dans un domaine de calcul
Oy =] — 5, 5[x] — 2.5, 2.5]. Nous considérons un maillage non-régulier composé de triangles
de coté maximal h = 0.25. Pour 'approximation en espace, on utilise les éléments finis de
Lagrange P» mais pour la discrétisation en temps, on utilise le schéma numérique explicite Sg
avec un pas de discrétisation At vérifiant la condition de stabilité At = CFL A = 0.025. Nous
rappelons que le probléme continu est posé dans un conduit infini, mais ici nous ne faisons
que des simulations dans une portion de ce conduit en imposant sur les parois d’entrée et de
sortie de I’écoulement une condition de type Dirichlet (§ = 0 sur les bords z = £+2.5).

Solution irrotationelle

L’expérience suivante simule la propagation d’un signal émis par une source irrotationnelle,
gaussienne en temps et & support compact en espace, placée au centre du domaine de calcul
dans un écoulement uniforme M = 0.5. Plus précisément on a,

f(z,y, 1) =5(t)Vg(r) (1.7.1)
ou ;
—7T2f2(t—t )2 . o ﬁ .
S(t)—{ e o (t=to sit <2t of g(r)—{ (1 T§> sir <rg

0 sinon, 0 sinon,

avec fo (=10/3) est la fréquence de la source, tg = 1/ fo, ro = 0.5 et r = /22 + y2.

/ \
,,/ N

(a) source temporelle S (b) source spatiale g

4-,. .

FiG. 1.7.1: Norme euclidienne du déplacement a t; = 1.2, to = 2.4 et t3 = 3.3. Cas s = 1.

On voit que la source irrotationnelle rayonne dans toutes les directions du plan en étant convec-
tée dans le sens de I’écoulement. Ainsi le front d’onde aval progresse a la vitesse 1 + M = 1.5
et le front d’onde amont a la vitesse 1 — M = 0.5. Dans la direction orthogonale & I’écoule-
ment ’onde se propage a la vitesse du son ¢ = 1. et vient se réfléchir sur les parois du conduit.
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Importance de la régularisation

Nous vérifions ici que la méthode n’est stable que si I’équation est régularisée.

(a) avec régularisation, s =1 (b) sans régularisation ie. s =0

Fi1a. 1.7.2: Norme euclidienne du déplacement a l'instant ¢t = 1.

Solution rotationelle

Nous réalisons une autre expérience en considérant comme source des données initiales rota-
tionnelles concentrées au voisinage de ’origine dans un écoulement uniforme M = 0.5 :

&o(x) = 0, & (@) = 0.5rot ¢(x) + 10V(x), @) =e ™ H07),

Fi1G. 1.7.3: Norme euclidienne du déplacement a t; = 1.2, to = 2.4 et t3 = 3.3. Cas s = 1.

Contrairement au cas précédent, on a ici (= rot &) # 0. Le but de ce cas est de mettre en
évidence la propagation de deux types de perturbation : la premiére est la partie irrotationnelle
(qui correspond aux ondes acoustiques) qui se propage (comme dans I'expérience précédente)
dans tout le domaine de calcul. La deuxiéme est la partie rotationnelle (qui correspond aux
ondes de vorticité) qui est simplement convectée par I’écoulement et se manifeste sur la figure
1.7.3, par un cercle de rayon constant qui est translaté au cours du temps. On peut noter que
Pamplitudes de perturbation croit linéairement en t et en x (voir remarque 1.1).

1.8 Conditions aux limites absorbantes

La question naturelle qui se pose maintenant est liée a la résolution du probléme dans un
conduit infini sans avoir imposé la condition non physique & = 0 sur {x = £L}. L’objectif
de cette section vise & apporter une réponse a cette question. Pour ce faire nous pensons a
la technique de conditions aux limites (CLA). Nous rappelons que cette technique consiste &
adjoindre aux équations du probléme initial des conditions aux limites sur les bords artificiels
du domaine de calcul. Ces conditions sont construites de fagon a ce que le nouveau probléme
aux limites soit bien posé et conduise & une solution proche de celle du probléme d’origine.
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Dans le cas de I’équation des ondes acoustiques les conditions aux limites absorbantes ont
été initialement introduites par B. Engquist et A. Majda [44] dans les années soixante dix.
Leur approche consiste a écrire dans un premier temps la condition transparente, c’est & dire
I’équation qui relie sur le bord absorbant la trace d’une solution de 1’équation des ondes ho-
mogeénes & celle de sa dérivée normale. Cette équation implique I'introduction d’un opérateur
pseudo-différentiel scalaire qui est non local en espace et en temps. La mise en oeuvre de ces
conditions exactes est trés cotiteuse au niveau du temps de calcul, voire irréalisable. Pour sur-
monter cette difficulté, on approche le symbole de cet opérateur a ’aide d’un développement
limité qui permet d’obtenir des conditions locales?.

En ce qui concerne I'étude de stabilité de CLA, il existe dans la littérature deux tech-
niques. La premiére repose sur la décroissance d’énergie et la deuxiéme est basée sur le critére
de Kreiss [42]. Notons que les techniques d’énergie peuvent s’avérer difficiles & exploiter. Les
techniques de Kreiss ont un caractére plus systématique et permettent de ramener ’étude de
stabilité a I’étude des solutions dans le plan complexe d’une équation souvent appelée équation
caractéristique.

Nous nous intéressons tout d’abord a la détermination du nombre de conditions aux limites
a imposer a la frontiére fictive pour I’équation de Galbrun. En utilisant une méthode qui repose
sur les modes de Fourier, on montre facilement que le nombre des conditions aux limites
associées au probléme non-régularisé n’est pas le méme & 'amont et & 'aval. C’est pourquoi
on ne peut pas les exploiter pour écrire une formulation variationnelle. Cette difficulté a été
déja constatée par Gwénagél Gabard dans sa thése [22]. Néanmoins elle peut étre surmontée a
I’aide de la technique de régularisation qui symeétrise le nombre des conditions aux limites.
Nous montrons que dans le cas irrotationnel on peut étendre naturellement les CLA d’ordre
un pour l'équation d’onde usuelle & I’équation de Galbrun régularisée. En revanche, pour le
cas général (cas d’une source rotationnelle) ces conditions ne sont plus valables car elles ne
laissent pas sortir du domaine de calcul les ondes de vorticité (voir 1.7.3). Ceci est da au fait
que la régularisation introduit une source mobile a support compact dans ’équation. Dans
ce cas on ne peut plus appliquer la démarche classique pour construire des CLA. En effet,
contrairement au cas habituel, le probléme “extérieur” n’est plus homogeéne. Nous ne traitons
pas ce cas dans ce chapitre et cette question reste ouverte.

1.8.1 Analyse modale de I’équation de Galbrun

On se donne des conditions initiales &, et &; & support compact dans Q~ (domaine tron-
qué), on cherche donc a établir une condition aux limites sur la frontiére fictive I' := {x =0}
avec comme objectif principal que la solution calculée avec cette condition approche au mieux
la solution exacte sur I’espace entier restreinte a Q~ (voir figure (1.8.1)). Considérons donc
I'équation de Galbrun posée dans le demi plan QF :

(;+M~V)2§—V(div£) —0, (@ y) €0, t>0 (1.8.1)

M = (My, M2)! est le vecteur d’écoulement uniforme.

2Pour une présentation plus générale et détaillée des CLA, nous renvoyons le lecteur aux revues bibliogra-
phiques données par Dan Givoli [25] et Jinsoo Kim [12].
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O~ )\y Ot

HV

FiG. 1.8.1: Géométrie du probléeme

En appliquant la transformation de Fourier en espace et en temps a I'équation (1.8.1), on
obtient :
— 2 — o~ =
(=M k)&—(k-€k =0 (1.8.2)

N
avec k = (a, B)! € R? est le vecteur d’onde et w est un nombre complexe.

Ceci est équivalent & chercher des solutions de (1.8.1) sous la forme d’une onde plane :

~

E(z,y,t) = &(a, B, w)exp lax + 1Py —iwt). (1.8.3)

0 1.84
(0> (154

Remarquons ici que la matrice S(a, [, w) est symétrique, ses valeurs propres sont alors réelles,
ceci traduit ’aspect hyperbolique de I’équation de Galbrun. I’équation caractéristique associée
a (1.8.1) est donnée par :

Si on réécrit 1’équation (1.8.2) sous la forme matricielle on aura :

((w—M-?F—aQ —ap )(5)
—af w-M-E)P?-3 )\ &

———

S(azﬁvw) E

—

detS = (w— M - k)z((w—M-?y—az—ﬁQ) =0
qui est équivalent a :
2
(w—M?) ((w—M-?)Z— H?W) =0 (1.8.5)
Cette équation admet troix solutions (en w) qui sont données par :
+ — — —
wog=M-k=£| k|, wp=M-k (1.8.6)

En fixant w et 3, nous pouvons facilement déduire de (1.8.6), les valeurs propres « du systéme
linéaire (1.8.4) :

. M- £ (- - (1) g,

a, = 1— M12 ) Qp, ]\41

(1.8.7)
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Les vecteurs propres associés sont alors :

Vi—<a‘f"t> Vi= <_ﬁ> (1.8.8)
a ) h=— 0.
B ap

Pour déterminer la direction de propagation de ces modes nous devons introduire la vitesse
de groupe notée c, et définie par ¢, = 8w/8aff|/g:0 (p = a,h) qui a le méme signe que
Dot [ Ow|g—o-

Or on sait que :

dag -1 >0 si —1<M; <1=a} estun mode sortant

Ow 1p=0 M +1

Oag = ! <0 si —1< M; <1= «; estun mode entrant

Ow lp=0 M;—1 “
dan _ Ly 0 si My 2 0,—> «;, est un mode sortant (resp entrant)
B gz a2 120, h p entran

On déduit alors que pour un écoulement subsonique positif, les modes af correspondent

respectivement aux ondes acoustiques amont (-) et aval (+). Par contre le mode «y, correspond
a I'onde hydrodynamique convectée par 1’écoulement. Dans lequel la solution se décompose
en :

E=CVi+ G Vo + v (1.8.9)

ou (p, (;t sont les amplitudes associées respectivement aux ondes VhjE et Vai.

La condition de non-réflexion exacte se traduit par la nullité de ’amplitude des modes entrants
dans le domaine de calcul. Plus précisément lorsque la vitesse de groupe ¢, est négative, il
faut que 'amplitude soit nulle, ceci implique que la m-e¢me ligne de la matrice inverse p-1
(P est la matrice composée par les vecteurs V.= et V},) est orthogonale au vecteur &. Gwénaél
Gabard a étudié dans sa thése [22] ce cas pour la formulation mixte déplacement-pression
associée a ’équation de Galbrun en régime harmonique :

2
—iw+M-V) +Vp= 0
( Wt )+ p="5 (1.8.10)
p+ divE= 0.

Pour un écoulement subsonique dans la direction des x (M = Me,,), il propose des conditions
aux limites absorbantes dans ’espace fréquentiel qu’on réécrit dans l’espace physique espace-
temps sous la forme suivante :

0 0

(getMp ) =6 =0 |

9 9 4 ’amont

(5 + (-5, )& =0 (18.11)
%_{_(14_]\4)% =0 } al aval

Il est clair que ces conditions ne peuvent pas étre adaptées pour une formulation variationnelle.
Pour cela, on ne peut pas les exploiter pour le probléme régularisé.
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1.8.2 CLA pour le probléme régularisé
Nous cherchons alors & construire un opérateur local B tel que le probléme suivant :

(0 + MO,)? — V(divE) + rot (rot &) =0, (z,y)€Q ™, t>0
B(0z, 0y, 0) € =0, (z,y) el (1.8.12)

£(,0) =&, (-, 0)=¢ (z,y) € Q™

soit bien posé dans un espace fonctionnel & déterminer.
En vertu de la relation
—V(div) + rot (rot) = —A

le probléme (3.3.2) devient :

(O + MO,)2€E -~ AE=0, dans Q7 x Ry
B(0.,0y,0;) £ =0, sur I’ (1.8.13)
L £(,0)=¢&,, 0:&(,0)=¢&, dans Q™

en utilisant le changement de variables suivant :

—MX
z=+1- M2X, y=Y, t= ﬁ (1.8.14)

REMARQUE 1.12 La particularité de ce changement de variable est de garder la position de
la frontiére fictive I' := {x = 0} dans le nouveau référentiel (X,Y,7) : I' = {X = 0}.

Aprés avoir remarqué que :

M 1
OxU =2 9 +\/1- M2 0,6, 0.U= ——— ¢,
== % : Vi

on montre que, U(X, Y, 7) = €(x, y, t) est solution de I'équation des ondes usuelle :
O2U — (0% +05)U =0 (1.8.15)

Or on sait que
0-U+0xU|p =0 (1.8.16)

est une condition aux limites absorbante du premier ordre pour ’équation d’ondes (1.8.15)
sur la frontiére I' (2.4.12), on déduit facilement une CLA pour I’équation (1.8.13) en revenant
a l'espace physique (z, y, t) :

B(03,0y,0:) & = 0§+ (1 4+ M)0, € =0sur I (1.8.17)

De la méme maniére on peut construire une CLA du premier ordre lorsque la source est située
a droite de la frontiére fictive I :

B(0y, 0y, 0p) € = 01& — (1 — M)Dp€ = 0 sur T. (1.8.18)
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REMARQUE 1.13 Les CLA (1.8.17)-(1.8.18) sont des conditions qui laissent sortir respecti-
vement les ondes planes de la forme &(t, z, y) = f(x—(14+M)t) et £(t, x, y) = g(x—(1—M)t)
qui se propagent avec une vitesse (1 + M) dans le sens des x > 0 et (1 — M) dans le sens
mwverse sans aucune réflexion.

1.8.3 Reformulation en domaine borné

Nous utilisons les résultats qu’on vient d’obtenir pour écrire le probléme couplé (équations
intiales + conditions aux limites) dans une portion du conduit Q(:=] — L; L[x] — h; h[ ) :

( (8675 + Maa ) E—V(divE) + rot (rot§) = f, dans Q x Ry (1.8.19a)

roté =0, sur ¥ xRy (1.8.19b)

£-n =0, sur T xR, (1.8.19¢)

B*(0:,0,,0,) & =0 surTF xRy (1.8.19d)

ou
0 0
+ = — -
B=(0y, 0y, 0) = 5 + (M + 1)855'
On compléte le systéme d’équations (1.8.19) par la donnée des conditions initiales :
23
& =850, &=5(,0) (1.8.20)

Formulation variationnelle

Soit v une fonction-test dans ’espace de Hilbert suivant :
V() == HY(Q)? N Ho(div; ) = {€ € H'(%)? | € =0 sur BF} .

En multipliant ’équation (1.8.19a) par v et en intégrant sur le domaine ), nous avons :

d2 L d 0¢ 2 0%
— 2M — M —= -V(d t (rot .
BTE) T oz T /Qb< gz~ Y (divE) + rot (ro &) = Jo, T

A Taide de la formule de Green nous obtenons :

d2 d o€ o€ v

— : — 2M— div £ di t&rotv — M2 = 1.8.21

2 QbE 'v+dt o 'v+/Qb iv§divv + rot { rot v D ax( 8.21)

9 0€ .
+ M*—= -v(n-e)+roté(v-1)—div€&(v-n) = f-v
oq, O o,

En utilisant le fait que la solution du probléme (1.8.19) est irrotationnelle sur les frontiéres
du domaine €2, on a alors :

d? d o€ 5 0§ Ov
— . — 2M — div € di t&rotv — M* —= - —
1 ng v+ & 9 v—i—/ﬂb ivEdivu + rot £ rot v 9 B

+/aQb8n§~v—div£(v-n) / M2 E /<99ban£ v = Qbf v
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mais comme pour tout & et v dans V()

/ div€divv + rot Erot v + On€-v—divE(v-n) = V¢-Vo
Q o Q
alors la forme bilinéaire suivante :
al(ﬁ,'v):/ div{'divv—l—rot{rotv—MZ% av / On€-v—divE(v-n) (1.8.22)
2 O o9,

est V(€y)-elliptique pour tout écoulement subsonique (M? < 1)

ceci nous conduit & écrire la formulation variationnelle associée au probléme (1.8.19) :

Trouver € € V(Qy),  tel que

@(g’ ’U) + E(ZM%7 ’U) + a’l(éav) + bl—‘(s’,v) = (fav) Vv e V(Qb)
ol on a noté :
a1 (&,v) = /Qb div € div v 4 rot £ rot v — M> gi . gz + /1‘+u1‘ ((?935/ Av (1.8.24)
2 23
vgv)=—1-M )/1‘ - p ‘v(n-ep) (1.8.25)

En introduisant les conditions aux limites absorbantes (1.8.19d), la forme bilinéaire b devient
sous la forme suivante :

d d
e ) =g [ arangos g [ a-ng-o

Finalement, on trouve la formulation variationnelle & mettre en oeuvre numériquement :

Trouver £ € V(),  tel que

2 4 9 1 (1.8.26)
C(E 0) + SOMEE o) ar(€0)+ (1% M) TLE v)ps = (F,0), Vo € V()

On désigne par (€, v)r= le crochet de dualité sur T'T.

1.8.4 Résolution numérique

Pour la résolution numérique de formulation variationnelle (1.8.26), on s’appuie sur la
section 1.6. En fait, nous utilisons la méthode des éléments finis pour I'approximation en
espace et un schéma de différence finie centré de type saute-mouton pour la discrétisation
temporelle. La formulation matricielle associée a (1.8.26) s’écrit sous la forme suivante :

2
i CUn e AU prs U

AU, F
dt2 dt q AUt =1

avec
o U}, est la solution discrétisée.
o M est la matrice de masse.
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° A,iIBFi et K sont les matrices associées respectivement aux formes bilinéaires a; (&, v),
I (€, v) et (€, v) — (QM&ES,’U).

Apres discrétisation en temps, on obtient alors le schéma numérique suivant :

uprtt —2up + Ut uptt —upt

M K+ B AUP = F}
(At)? +(K+B) 2AL AU =By
1.8.5 Simulation numérique
Nous nous placons dans le domaine borné €, =| — 5, 5[x]| — 5, 5[. Nous considérons un

maillage non-régulier composé de triangles de c6té maximal h = 0.25. Pour I'approximation
en espace, on utilise les éléments finis de Lagrange P» mais pour la discrétisation en temps
nous utilisons le schéma numeérique explicite Sp (en remplagant la matrice B par K + IB%Fi).

L’expérience suivante simule la propagation dans un conduit tronqué d’un signal émis par une

source irrotationnelle, gaussienne en temps et a support compact en espace, placée au centre
du domaine de calcul dans un écoulement uniforme M = 0.3. Plus précisément on a,

fz,y, 1) =S8(t) Vg(r) (1.8.27)

ou

0 sinon,

3
S(t) = { e~ f3(t—t0)> i ¢ <2t et g(r) = { (1 — %) sir <rg

F1G. 1.8.2: Sortie non-réfléchissante de la premiére composante &;

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étendu la méthode de régularisation & I’équation de Gal-
brun en écoulement uniforme subsonique. A l'aide de cette méthode nous avons pu étudier
rigoureusement le probléme de valeurs initiales associé a cette équation. Pour la résolution
numérique du probléme régularisé, nous avons proposé différents schémas d’approximation en
temps mais en se basant toujours sur la méthode des éléments finis de Lagrange en espace.
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ous nous intéressons dans ce chapitre & calculer analytiquement, par la méthode

de CAGNIARD-DE HOOP, le tenseur de GREEN de I'équation de GALBRUN dans
un milieu infini occupé par un fluide parfait homogéne. Plus précisément on cherche
la solution analytique de cette équation quand le second membre est une source ponc-
tuelle en espace et en temps. Nous constatons que ce tenseur de GREEN admet une
singularité forte en un point situé & l’avant de la source, convecté par 1’écoulement
(qui n’est pas localement intégrable). Nous montrons alors que 'on peut exprimer la
partie singuliére de ce tenseur comme dérivée (au sens de distribution), d’une fonction
localement intégrable. Ceci est finalement exploité numériquement

2.1 Introduction

2.1.1 Position du probléme

On modélise la propagation des ondes acoustiques dans un fluide parfait en écoulement
de vitesse vg par la perturbation lagrangienne du déplacement d’une particule de fluide qui
vérifie I’équation vectorielle suivante :

0

1 2
0(2)((% +v0-V> u— V (divu) = f dans R? x R. (2.1.1)

Si ’écoulement est paralléle, c’est a dire vg = vpe,, 'équation (2.1.1) devient :

1 D%u

2DE V (divu) = f dans R? x Ry. (2.1.2)

ou D /Dt est la dérivée convective définie par :

b_o6. .98
Dt ot P ox

Le but de ce chapitre est de trouver analytiquement une solution causale (u(-, t) = 0, V¢ < 0)
de I'équation (2.1.1). Pour ce faire introduisons la notion de solution fondamentale pour les
problémes vectoriels

2.1.2 Notion de solution fondamentale

Nous supposons maintenant que le milieu est excité a I'instant initial ¢ = 0 par une source
ponctuelle unitaire localisée au point s = (x5, ys) dans la direction ey (d = x ou y) :

f = 525 5ys 5t/ €4
o étant la masse de Dirac au point a définie pour toute fonction ¢ € C°(R) par :
(0a; ) = pla) VaeR.

Dans ce cas la réponse en déplacement & cette force unidirectionnelle, vérifie I’équation sui-
vante :
1 D2ud

2 e V (div ud) = 0y, 0y, Oy €4, pour d =z ou y. (2.1.3)
0
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En utilisant la linéarité du probléme, on peut montrer facilement que la solution associée a
Péquation de Galbrun (2.1.2) pour une source impulsionnelle ayant une direction quelconque
a = aze; + aye, est de la forme suivante :

u’ = a,u” + ayu?

Pour alléger les notations nous allons introduire G = (Gi;),; le tenseur de Green de I’équation
de Galbrun qui caractérise la réponse impulsionnelle du fluide (en prenant x5 = 0 et ¢’ = 0).
Ce tenseur G satisfait alors la causalité et I’équation suivante :
1 D%g .
€
75 est le tenseur unité d’ordre 2.

En utilisant la convention d’EINSTEIN (chaque fois qu’'un indice est répété, la somme est
effectuée sur tous les termes en faisant varier les indices de 1 & 2) on peut récrire 1’équation
(2.1.4) sous cette forme :

1 D%Gy;
¢ Dt?

0 (Ciy) = 5(0(@)3(y)oy; ¥ ij=1,2 (2.1.5)

8;; est le symbole de KRONECKER!.
Si la solution fondamentale est connue, la solution de (2.1.2) peut étre obtenue par une simple
convolution en espace et en temps.

l7 /7t, .
uj(z,y,t) =G 4 f :/ Gip(@ v ) fu(x — 2",y =y, t —t)da'dy'dt’' ,\Vj =1,2 (2.1.6)
R3

* désigne le produit de convolution.

2.1.3 Meéthode de Cagniard-de Hoop
Présentation de la méthode

La méthode de CAGNIARD-DE Hoop (1939) [8,10, 31] est une technique mathématique qui
s’applique aux problémes transitoires de propagation d’ondes (acoustiques, élastodynamiques)
dans des milieux non dispersifs (homogeéne, dioptre). L’avantage de la méthode de CAGNIARD-
DE HOOP est d’éviter de calculer des transformées intégrales inverses : en termes plus tech-
niques, 'intégrale de FOURIER est modifiée, au moyen d’une déformation du contour d’inté-
gration dans le plan complexe, sous la forme d’une transformée de LAPLACE directe, de sorte
que la transformée de LAPLACE inverse est retirée par identification.

On peut trouver divers exemples d’applications de la méthode de CAGNIARD-DE HooP
dans [19,32-35,46, 48].
Etapes principales d’application de la méthode

Soit F la transformation de FOURIER dans une direction homogéne du milieu (par exemple
la direction Ox) et £ la transformation de LAPLACE en temps. La solution de I’équation (2.1.2)
sera notée dans I'espace spectral (espace de FOURIER-LAPLACE) :

G=FL(G)

16 =1sii=46;;=0sii#]
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Les différentes étapes de la méthode consistent & :

1.

transformer I’équation (2.1.5) vérifiée par le tenseur G en une équation différentielle or-
dinaire suivant la variable spatiale y vérifiée par G.

. Calculer la solution G (k,y, s) analytiquement dans ’espace des transformées.

On applique la transformée de FOURIER inverse & G, on obtient alors la solution dans
I’espace de LAPLACE sous la forme intégrale suivante :

Glo.y.5) = £ O)wes) = [ gk, s) exp(—r(k, 5,2, y)) dk.

ou g et k sont deux fonctions homogénes en k et s et le degré d’homogénéité de x est
égal a 1 (sinon la méthode ne s’applique plus).

. On utilise le fait que g et k sont homogénes en k et s, pour introduire la transformation

de de Hoop ¢ =icpk/s et on obtient (m € Z est le degré d’homogénéité de g) :

G(x,y,s) =s" /m A(q) exp(—s7(g,z,y)) dg. (2.1.7)

—ico

. Cette étape consiste a déformer le contour d’intégration dans le plan complexe des ¢ de

sorte que U'intégrale (2.1.7) coincide avec une transformation de LAPLACE. Plus précisé-
ment pour un point fixé (z,y) dans le plan physique, on cherche un chemin d’intégration
~ dans le plan complexe des ¢ tel que la fonction 7(g, z,y) soit réelle positive.

. Finalement, on applique le théoréme de LERCH [55] pour déduire la solution dans le

domaine espace-temps.

THEOREME 2.1 (THEOREME DE LERCH) Si F] et F, sont deux fonctions ayant la méme
transformée de LAPLACE, ie.

LIFL(8)] = LIF(8)] = f(s)

pour tout s € C tel que Re(s) > 0, alors on a :

Fl(t):FQ(t), Vit>0.

2.2 Reésultat principal
Nous allons utiliser les notations suivantes pour présenter les résultats principaux de ce
chapitre :
D(xa Y, t) = 0(2)(1 - MQ)(t - ta(i[f,y))(t + tb(xv y))7
avec

B \/:U2+(1—M2)y2—M:L' B \/m2+(1—M2)y2—|—M:U

ta(xvy) - Co(l _ MQ) et tb(*%?/) - Co(l — MQ)
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2

B(z) := (1_2’7]\42)2, C(z) = (12:2(\;)2)2, ot y2(2) = (1 — Mz)? — 2*

Soient ¥ et ® deux fonctions définies respectivement par :

O(z,y,t) = L cosh™* co! 2)H(t — tq(z, ZJ))

M (\/(x—coMt)2+y

U(z,y,t) = T.%WQ (t cosh*1< N cz(}é/ty — y2> — v/ D(z,y,t) )H(t —ta(z,9))

THEOREME 2.2 Pour un écoulement subsonique, la solution causale G du probléme (2.1.5)
est donnée au sens des distributions sous la forme suivante :

G(z,y,t)=G"(z, y, ) + G5(z, y, t) + G(z, y, ) (2.2.1)

1. GH correspond au phénoméne hydrodynamique qui se manifeste par le transport des
particules de fluide localisées sur I'axe Ox avec la méme vitesse que I’écoulement :

H
t) = — H(z)o(t — 1) 2.2.2
G"(z, v, 1) [oo]M2 @5(t - —57) o(w) (222
2. G° correspond a la partie singuliére de la solution au voisinage du point (coM t,0,t) :
0P R\
S S
t) = ) =—— + —
gll(xa Y, ) g22($7 Y, ) ot + o2
o® 9’V
S
ng(xv Y, t) = gigl(xa Y, t) = 873; + 8y ot

3. Gz, y, t) est la partie réguliére :

1 0 coH(t — to(x,y
GM(x, y, t) = ) (i~ talrv)
0 1+M 21\/D(z,y,t)
On désigne ici par H I’échelon de HEAVISIDE qui est défini par :
1, w>0,
H(w) =
0, w<0,

Nous rappelons ici que toutes les dérivées temporelles et spatiales sont définies au sens des
distributions.

THEOREME 2.3 La solution causale G du probléme (2.1.5) peut étre donnée loin de la zone
singuliére { (vo t,0, t) } par :

B(9"(z,y,1)); C (9" (z,y,t)) sgn(y)
G(z,y,t) =Re COH(t_ta(x’y)), Vy#0
2w/ D(z,y,t)
C(W"(x,y,t)) sgn(y);  1— B0 (x,y,1))

19+(xyt): COt$_My2 i |y|\/D(l‘,y,t)
B 22+ (1 — M?)y? 22+ (1 — M?)y?
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REMARQUE 2.4 Lorsque y — 0, la fonction C(9F(t)) — 0. Ce qui nous permet de vérifier
la continuité de la composante Gro dans tout [’espace.

LEMME 2.1 Les fronts d’onde associés a I’équation de Galbrun pour un écoulement uniforme
subsonique sont des cercles convectés par I’écoulement. Autrement dit ce sont les cercles de
rayons cot et de centre mobile (coMt, 0) (voir figure 2.2.1)

Y

FiG. 2.2.1: Evolution des fronts d’onde au cours du temps (M = 0.5 et co = 1)

2.3 Calcul dans le domaine spectral

Nous nous intéressons dans cette section a la démonstration du théoréme (2.3) en utilisant
les outils d’analyse complexe et la méthode de CAGNIARD-DE HOOP. Il nous est apparu utile
de rappeler quelques définitions des transformations qu’on va utiliser dans la suite.

2.3.1 Définitions de la transformée de Fourier-Laplace

Transformations directes

La transformée de LAPLACE d’une fonction causale u est donnée par :

+o00
u(z, y, s) = / u(z, y, t) e stdt (2.3.1)
0

ou s est le parameétre de LAPLACE, réel positif.
En appliquant & (2.3.1) une transformation de FOURIER partielle par rapport a la variable z,
on obtient :

u(k, y, s) = / a(z, y, s) e *dx (2.3.2)
R

ou k est le paramétre de FOURIER, réel.

Transformations inverses

Une solution dans le domaine physique est obtenue, a partir d’une solution transformée dans
I'espace de FOURIER-LAPLACE, en utilisant les transformées inverses, de FOURIER d’abord
puis de LAPLACE. Les transformations inverses de FOURIER et de LAPALACE sont définies
respectivement par :

1 ) 1 o-+ico
u(x, y, s) = /Rﬂ(k, Y, S) e dk, u(z, y, t)= / a(z,y, s)e*t ds.  (2.3.3)

= o “omi )

ol o est un paramétre complexe tel que Re o > 0.
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2.3.2 Reésolution dans I’espace de Fourier-Laplace

Si on applique la transformation de FOURIER-LAPLACE & (2.1.5), et en remarquant que
les symboles des opérateurs : 9/0t, 9/0x et D/Dt sont données respectivement par s, ik et
s+1 kvg, on trouve un systéme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 2 facile & résoudre :

2 ~ 4G
{(S+1Mk) +k2}G12—z'k: 2 -0 (2.3.4a)
Co dy
s . 2 4 dGra  d2 Gy
— M — — = 2.3.4
(CO +i k) L % () (2.3.4b)
s . 2 N\ A ., dGy
{(CO+1MI<:> tk }Gn L) (2.3.5a)
5 . RPN dGy  d?Gxn _
(% +1Mk:) Gor — k= = S = 0 (2.3.5b)
ou M = vg/cp est le nombre de MACH.
Si on note : .
K2k, s) = (— +iMk)> + k> (2.3.6)

€0

les équations (2.3.4a)-(2.3.4b)-(2.3.5a)-(2.3.5b) se réécrivent sous cette forme :

~ d
k2 (k,s)Gra — ik Gz _ (2.3.7a)
dy
~ . dGyy  d2Go
2 2
(k*(k,s) — k%) Gaa — ik W dr d(y) (2.3.7b)
~ dG
k2(k,s)Gry — ik d;l = o(y) (2.3.8a)
~ dGy &G
2 2 . 11 21
(k*(k,s) — k%) G — ik a dE 0 (2.3.8b)

En introduisant respectivement (2.3.7a) et (2.3.8a) dans (2.3.7b) et (2.3.8b) on trouve :

(k,s) — k2 d?Gao

2
2 Ak _
(k*(k,s) — k%) G2 T 07 0(y) = (2.3.9)
d2 622 2 -~ . HQ(k, S)
Tgr TR O = o) (23.10)
2 2 24 :
2 N A k*(k,s) — k* d* G ik p
_ _ = 2.3.11
(k7 (k,5) — k%) G w20k s) a0 200 5) §'(y) = (2.3.11)
d? Gy 2 ~ ik /
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Finalement nous obtenons la solution de (2.3.10) sous la forme :
Gas(k, y, 5) = A(k, s)e k)l (2:3.13)

ou A(k, s) est une fonction a déterminer et x(k, s) est la racine carrée complexe donnée par :

k(k, 5) = C\Y/(S +iME) + k2

Co
La fonction +/- est définie de la maniére classique suivante :
vV-: C—C

z=pe? — \Jpef? gl —m x|
La coupure de y/z dans le plan complexe sera donc la demi-droite définie par {z € R_} (voir
la figure 2.3.1).

Re(2)

Fi1G. 2.3.1: Détermination de la fonction z — z%

Avec ce choix, on vérifie que la solution de I’équation (2.3.10) tend vers 0, lorsque y tend vers
I’infini.

Pour un écoulement subsonique vg c’est a dire |vg| < ¢g (7e. |M| < 1), la coupure de la fonction
k dans le plan complexe des k sera la réunion de deux demi-droites (voir figure 2.3.2) :

Re(s) Re(s)

X . VERAS) _ Jels)
Smk €] —o0; co(l—M)[ ]c0(1+M)’+OO[’ VRe(s) >0
Coupure Coupure
O -—mmm———— ®
Re(s) Re(s) N
co(1 - M) co(1+ M) Sk

F1G. 2.3.2: Détermination de la fonction k — r(k, )

En dérivant (4.3.2), on trouve que :

~

dGao
dy

(k;) Y, 5) = *Sgn(y)li(k‘, S) A(l{’ 5) 6—%(k,s)|y\
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ou la fonction " sgn(y) " est définie par :

) +1 siy>0
sgn =
sy -1 siy<O0
et I’on doit avoir

d@QQ _ HQ(IC,S)

dy T K2(k,s) — k2
Donc

1 k(k,s)
A(k =
(k. s) 2 k2(k, s) — k2

De la méme maniére on trouve que les solutions du systéme (2.3.8a)-(2.3.8b) vérifient :

~ ik dGo
GQI(k7 Y, 3) - :‘ﬂ?2(k‘,8) dy (ka Y, S)
A ) ik dGxn
Gll(k7 Y, S) - Rz(k, S) + :‘Qz(k,S) dy (ka Y, 8)
D’aprés (2.3.10) et (2.3.12), on obtient
Go(k, y, s) = Gia(k, v, 5) (2.3.14)
~ ) [ 2B
Gll(ka Y, S) = (y) G22(k’ Y, 3) (2315)

k2(k, s) — k2 K2(k, s)

Dans ’espace FOURIER-LAPLACE, les composantes du tenseur de GREEN éij (1,7 = 1,2)
sont données finalement par :

6(y> k;2 e_n(kvs)‘m
k2(k, s) — k2 2k(s, k) k2(k, s) — k2’

Gu(k,y, s) =

lk e_ﬁ(kvs”y‘

Gro(k — Goy(k =F— +
Gl?( , Y, S) GQl( » Y, 8) 92 K/Q(k‘, S) — k2> v Yy > O’
~ H(k, 3) e_“(kvs)‘m
Goa(k =
22(k, 9, 5) 2 k2(k, s) — k2
ou sous la forme matricielle suivante :
1 20(y) exbolvl — —Eo —iksgn (y) oo
~ e~ (ks
k = = —_ 2.3.16
Gk, y, 5) 2 k2(k, s) — k2 ( )
—iksgn (y); k(k, s)

Remarquons ici que le tenseur de Green de I’équation de Galbrun est un tenseur symétrique.
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2.3.3 Reésolution dans I’espace de Laplace

En appliquant la transformation de FOURIER inverse en z & (2.3.16), on obtient la trans-
formée de LAPLACE du tenseur dans le domaine spatial.

;i 5(y) [T eFrdk 1 [0 j2e—rlks)yl+ike

- ~ 3 dk (2.3.1
Gll(l') Y, S) 2T /oo KQ(]C, 5) — k2 47T/oo Ii(k‘, S)(KQ(IC, 8) _ kQ) ( 3 7)
G sgn(y) [ ik bl ki
G Lo wkys)  kslyltike
G22(337 Y, 5) - E /_OO W@ dk (2319)

On pose alors k = 1¢s/cp, (¢ est une variable imaginaire pure). Ce choix de changement de
variable nous permet de ne pas faire apparaitre de coefficients imaginaires dans les intégrands.
On peut réécrire (2.3.17)-(2.3.18)-(2.3.19) sous les formes suivantes :

~ 5(y) o +ico  ,—szq/co 1 +ioco q2 s by(@)lulta]
= S A N0 d P —_— C d

G11(177 Y, S) 271 s /ioo (]. - Mq)2 q+ Ari /ioo ’y(q)(l — Mq)2€ 0 q

~ Sgn(y) +ico q . N

Gra(@ v, 8) = =1 /m aoae g

~ 1 +ioco q e o
Gz, y, s) = 47T/ (lj(M)q)Qe 5 D (@lyl—a }dq

avec

N

v(q) = ((1 — Mq)* - q2) :

ou bien sous la forme matricielle :

Gz, y, 5) =Gz, y, 5) + G (z, y, 5) (2.3.20)
ou
. 2
g~A(x ) s) = 1/+1oo dg < % q sgn(y) )e—c%['y(q)m—i—qm] (2.3.21)
Ami S (1=Ma)? \ gsgn(y)  ~(q)
et

~ d(y) co /HOO 10 e~ sa/co
i = — —_— 2.3.22

Nous nous intéressons maintenant & calculer seulement la transformée de Laplace inverse de
QA(;U, Y, s) par la méthode de Cagniard-de Hoop. En revanche, on utilise la méthode classique
de résidu pour inverser G (z, y, s).
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Calcul de G/ (z, y, t)

En utilisant le théoréme des résidus, on trouve que pour 0 < M < 1

+ico ,—sxzq/co
Co e x sx
_dg=-"H -
27ris/ 1-Mq2 17 M2 (x) exp(=2 7

—ico

x +oo x s
:2H(x)/0 5t — — ) e=stdr

M co M
= 37 H) L3~ )

Finalement, on obtient 'expression de G dans le domaine physique :

GH (2 yt>:<1 0)‘”H<m>a<t— ) s(y)
T 0o 0 ) M2 co M

2.4 Retour dans le domaine physique

2.4.1 Contours de Cagniard-de Hoop

En suivant la démarche indiquée dans la sous section 2.1.3, nous devons maintenant pour
un point fixé (x, y) du plan physique déterminer un chemin dans le plan complexe des ¢ telle
que la fonction 7(q) définie par :

cot(q) =v(@lyl +qx (2.4.1)

soit réelle positive.
Pour des raisons expliquées plus loin (liées a la singularité de la solution au point y = 0 et
x = co M t), nous supposons dans la suite que y # 0.

Le contour de CAGNIARD est une courbe du plan complexe de la variable ¢ définie par :

I':={q € C tel que Re(7(q)) € Ry et ISm(7(q)) =0}

N

= {qG(Ctel que 37 € Ry | (1—Mq)2—q2) |y|—|—q:1::co7'}
Par conséquent :

el =Pq)=((1-M*)y*+23) *+2(My* —corz) g — (y* —c§7*) >0  (2.4.2)

Le discriminant réduit de ce polynéme est lui méme un polynéme en 7 qui sera noté dans
toute la suite par :

Al = —y? [(1 — MY)E? +2M xcor — o —x2]

~~

= —y% x D(z,y, )
Pour alléger 1a notation nous définissons le parameétre adimensionné :

wE 1 - M2
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On étudie maintenant le signe de la fonction 7 +— D(z,y,7) dans l'intervalle ]0; +o0[. Cette
fonction est de la forme :

D(z,y,7) = cgp’(t =7 )(r —77F)
avec
S V22 + p?y? — Ma
co 1
On a donc
D(x,y,T) sio T>7T>0
D(x,y, T) =

iv|D(z,y,7)] si 0<7<7t

et les racines du polynome (2.4.2) sont :

L cTz—My?+ |yl \/|D(x,y,7)]

: +
4 = 21 12y si0<7<r7
j:_COTJ;_Myz ,’y|\/D(CC,y,T) . +
4. = 3 5 5 +i 3 5o SIT>T
Te+ py T+ py
Posons :
— My? £ |y|/|D(z,y, )|
T+ pty

et

e 22t p2y? 22t u2y?

_ 2
ri;:{ﬁi(f): £ cre - My’ WlvD@yT) og757+}

On déduit alors que le contour I' est inclu dans
Fcrtur-uytur-

Nous vérifions I'inclusion inverse, en montrant que les solutions du polynéme (2.4.2) sont a
posteriori des solutions de I’équation (4.4.1). Enfin, on obtient :

r=rtur-uYytruy-

Nous verrons que 71 est le temps d’arrivée de 'onde au point (z, y). C’est pourquoi nous le
noterons dans toute la suite par 7, ou t,(x,y). En particulier, G(z,y,t) = 0si t < to(z,y).

On choisit le changement de variable suivant :

x = pcos(h)
0 €| —m; tp> 24.
L _ L+ d-mlenzo 243)
1

de sorte que
2?4 P = PP
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REMARQUE 2.5 La relation entre les coordonnées (p, ) et les coordonnées polaires standard
(r, a) est donnée par :

( cos &
cos =
V1= M2sin?a
sinf = psmo (2.4.4)

V1= M2sin? «
W = VrZ2— Mzx?

En particulier, si M = 0 on retrouve les coordonnées polaires standard (6 = « et p=r).

Nous montrons que si ¢ € I'f, on a alors

y2 (X + %)2 1
sin?f cos? 0 - (1= M2)? (245)
avec X = X(7) = Re(q) et Y =Y (1) = Sm(q).
DEMONSTRATION : Par définition on sait que :
X(r) = C(l)jy sin? § — % cos 6 (2.4.6a)

in 6
vir) =+ Ba (2.4.6b)
[1p
Pour établir la relation (2.4.5), il faut penser a éliminer le paramétre 7 dans 'une des équations
du systéme (2.4.6). En effet, si on choisit par exemple la premiére équation (2.4.6a), on peut
écrire :

M ., P
coT = 7 sin“ 0 + X (7) p—r (2.4.7)
Apreés avoir rappelé la définition de la forme quadratique
1 — M?cos? 0
D(z,y,7) = & u*m* +2coMpTcosf — $ 0%,
1
on introduit (2.4.7) dans le terme droit de I’équation (2.4.6b), il vient :
Y2(7) M 22 M 1— M?2cos?0
2 2 2 .2 .2 2
= — 0+ X 2Mp | — 0+ X -
W Ty o (7)o T2Mp 2 S0+ (1) 2
g4 X? 22 X p?>M? [cos* 6 + sin* 0 + cos? 0 sin? 0 0>
TP oszg TP cos20 2 cos? 6 2
X2 P2M2 2
2 2 2
= 120 120’ M P
HoP os? o e cos? 6 12 12
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en remplagant p par sa définition /1 — M2, on obtient finalement :

2
M
vir _ (¥+ i) ! Lot le séenltat
= - ot le résultat.
sin? 6 cos? 6 (1 — M2)2’

|
Dans le plan complexe l'équation (2.4.5) décrit une hyperbole. Les formules (2.4.6a,2.4.6b)
donnent une T-paramétrisation de cette hyperbole,c’est-a-dire en fonction du parameétre 7.
Lorsque 7 = 7, = (1/22 + pi2y2 — Mxz)/(co pi?) la partie imaginaire de ¥* est nulle et le
sommet de I’hyperbole I't est donné a cet instant par :

2
ML (2 )
T+ pcy Be\p

1°F cas : 0 < cosf < M le contour de Cagniard-de Hoop I' := I' U I'” est une branche
hyperbolique dont le sommet est situé sur la demi droite des réels négatifs.

7o) = qa =

Y A

A

da / Re(q)
—— \ R

8
I
=~

//// =

FiG. 2.4.1: Contour de CAGNIARD-DE HOOP lorsque 0 < cosf < M.

2¢me cas : cosf > M > 0, dans ce cas I'T (respectivement I'") est la partie d’une hyperbole
située dans le demi plan X > 0et Y >0 (X >0et Y <0)

<
>

7

%ﬂéz (z,y)

8
|
—

FiG. 2.4.2: Contour de CAGNIARD-DE HoOOP lorsque cosf > M > 0.
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3¢me cas : cos(f) < 0, on montre de méme que ' UT'~ est une branche située dans le plan

\\y.

\o:c— (x,y)

N

F1G. 2.4.3: Contour de CAGNIARD-DE HOOP lorsque cosf < 0 (z < 0).

2.4.2 Retour au domaine temporel

Nous avons besoin d’introduire quelques notations. On note = et H, deux tenseurs définis
par :

+ioco

Hg,y)e P OW-al g = / Sqaoys)dg  (248)

—ico

+ioco

~A _ b
g (x7 y7 8) - 47_‘_1

—ioco

Notre objectif dans cette section est de trouver des fonctions g;; satisfaisant cette égalité :

+100 +oo
/ Zij(¢,z,y,s)dg= / gij(x, y, T)e”*Tdr, pour Re(s) >0eti,j=1,2. (2.4.9)
—ioco 0
ou Z;; sont les composantes du tenseur =.
Pour ce faire nous allons utiliser les outils d’analyse complexe pour déterminer la solution.

Y P

D’aprés I'expression (2.3.21), nous remarquons que les composantes du tenseur Z(q, z,y, s)
admettent un pole d’ordre 2 en ¢ = 1/M. Ce pole est relié au mode hydrodynamique. Seul la
premiére composante admet 3 poles dont deux sont des points de branchement de la coupure.
Ces poles sont tous situés sur ’axe réel.

1
M-1

1 1
q2 = et g3 = —

n= 1+ M M

On défint alors les courbes suivantes du plan complexe des ¢. Soit R > 0, on note
D(0, R) le disque de centre (0, 0) et de rayon R.
C(0, R) le cercle de centre (0, 0) et de rayon R.

On pose :
I't(R) :=T*ND(0, R)
M*(R) =T*NC(0, R)
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On définit par A% (R) les arcs du cercle de centre (0, 0), de rayon R et d’angle ¢ € [—3; Z]
joignant les points (£R, 0) et M*(R). On considére :

CI(R)=[-iR;iRJUAT(R)UTT(R)UT (R)UA (R)

o >
fa . Re(q)
I+M
I (R)

-R A= (R)

F1G. 2.4.4: Contour d’intégration fermé dans le ¢-plan pour cos@ > M > 0

Pour des valeurs de 7 inférieures & une valeur seuil 7,, le contour I' est réel, & partir de
cette valeur ce contour devient complexe, le point de changement de nature est noté par
qa(x) = q(z, y, T = 75). La partie réelle du contour est symétrique par rapport a I’axe des réel
et pour une méme valeur de 7 on a deux points du contour ayant la méme partie imaginaire.
Le tenseur = est une fonction holomorphe dans le contour fermé CI(R) donc elle vérifie les
hypothéses du théoréme de CAUCHY [2] :

/ E(¢,z,y,5)dg =0
CI(R)

En vérifiant que | |lim qZ(z, y, q, s) = 0 sur les arcs AT(R) (pour un point (z,y) € R? |
gl—+oo

x > M|y|), on déduit d’apres le lemme de JORDAN [2,41] que

lim =(q,x,y,s)dqg =0
P (4,2, y,5)dg

En tenant compte des sens d’intégration indiqués sur la figure (2.4.4) on a

iR
[ B NS S A
CI(R) -ir Jr+m) Jr-m) Jarw Ja-(wr
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En passant a la limite (R — +400) on trouve que :

+ioco
/ E(Q7x7y73) dq: _/ E(Q7x7y73) dq_/ E(anay78) dq
—ioco r+ -

Or on sait que la courbe I'* est paramétrée par la fonction 95 (1) ie.

+oo 819:t
= = =(9* -
/I‘i ‘—’(qa JJ, 97 3) dq ; /ra (19 (T)) 87’ (T> dT

En utilisant la symétrie du contour I'" UT'™ par rapport a I’axe des réels et ’égalité suivante :

(W0 (7) = —E(¥*())

[1]

on obtient finalement que :

or

a a

~ 4 +o00 oy vt 400 — 9"
G (IIZ‘, Y, T) = \:(79 (T))i(T)dT + \::(ﬁ—i_(T)) W(T)dT (2410)
Il ne nous reste maintenant qu’a calculer 99* /97 en fonction de ¥* et de 7.

LEMME 2.2 Pour tout T > 7,, la dérivée par rapport au temps de la fonction 9* qui décrit
le trajectoire du contour de Cagniard est donnée par :

+ : +
W7 _ @) e (2.4.11)
or D(z,y,7)

DEMONSTRATION : On rappelle que 9F s’écrit le long du contour I' sous la forme suivante :

— My? \/D
,lgzt(T):cOTx Yy :tl‘y| (;jvyaT),

To < T < 00 (2.4.12)
p? p ¢
D’apres I'équation (2.4.12) on a :
0= _cox .yl D'(wy.7)
Ut P P
or — p*  p* 2y/D(z,y,7)
QT ly| Bu’t +coM x
= — 1= = -
Pt Dlay.T)
D
- 0 a: (Z’y’T) +i (60M2T + M x) %
D(z,y,7) p p
En remplacant ¢ = 9% (7) par (2.4.12) dans 1’égalité suivante :
T T
Wa) =5+ -0 Vy#0,
lyl 1yl
on obtient par ailleurs :
ix+/D(x,y, 7
y(9E (1)) = {:Fp(2 ) + (co 7 + M ) ‘52’}
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On trouve donc enfin que :

+ : +
007 _ W) e (2.4.13)
or D(x,y,7)
|
D’aprés le résultat du lemme (2.2) et 'identité (2.4.10) nous avons :
~ +0o0 . 794—
GA(z, y, 7) = —/ 2 Re E(W(T))M dr (2.4.14)
Ta D(l’, Y, T)
Or Z(97 (7)) = 1/(4mi) H(9" (7)) exp (—s7), donc Pexpression (2.4.14) devient :
Gz, y, 1) = -2 +oo Re [H(9" (1))v(¥7)] I (2.4.15)
Y 2 ). 7 D(z,y,T) o
D’aprés le théoréme 2.1 de LERCH, on conclut que :
0, si T < (2, y)
A
Gz, y, 1) = co Re [H(9H(1))v(91)] (2.4.16)

, sinon

2w/ D(z,y,T)

En remarquant que G coincide avec G4 lorsque y # 0, le tenseur de GREEN dans l'espace
physique (z,y,t) est donné sous la forme finale suivante :

B(z, y, t); C(z, y, t) sgn(y) H( @)
_ Co t—tq(x, Yy
6@, y, 1) = 2m\/D(x,y,t) T
C(z, y, t) sgn(y); 1—-B(z,y,t)
- I (1)2 I KA ORICA0)
B(SU, Y, t) = Re [MW] ) C(l‘, Y, t) = Re [MW]
et

2+ (1-M?»)y2 - Mz
ta(l',y) = \/ +£0(1 _]\4)—32/)

Nous pouvons exprimer explicitement la fonction B(z,y,t) en fonction des parties réelle et
imaginaire de 9.
Y2 (X —MY?— MXx?)?

B(z, y, t) = =2
(. 9 1) (M2Y?2 4 (1 — MX)2)?

(2.4.17)

ot X = Re(97) et Y = Im(V+). En revanche on ne peut pas avoir une expression explicite
de la fonction C' & cause de la racine carrée complexe v(97).

REMARQUE 2.6 Les composantes du tenseur G sont toutes singuliéres au temps d’arrivée
7o = (p(1 — M cos8)/(co(1 — M?)) mais cette singularité ne pose pas de probléeme sur le plan
numérique parce qu’elle est intégrable (en temps).
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REMARQUE 2.7 Nous avons représenté quelques contours d’intégration obtenus pour diffé-
rentes valeurs de y (respectivement vert, magenta, bleu et rouge). Quand y tend vers 0, le
contour tend vers la demi-droite [ﬁ ; +0o0]. Le pole 1/M sera détecté par le contour d’inté-
gration lorsque le couple (x,y) = (coMt,0). Au voisinage du point (coMt,0) , les coefficients
du tenseur de Green augmentent rapidement, ce qui explique la forte singularité de la solution.

Fia. 2.4.5: Influence de y sur le contour d’intégration.

REMARQUE 2.8 Lorsque y =0, la fonction

THOAOW) . eor /BT (o wr)?
(1 — Mo+(t ))2) - (@ —vyr)? , Vo #0

est imaginaire pure, par conséquent la composante Gha(z,y,t) est nulle sur la droite { y =0 }.

2.4.3 Fronts d’ondes acoustiques

Soit ¢ un instant donné. Nous cherchons & déterminer 1’ensemble des points (z, y) dans le plan
physique qui vérifie :

= {(z,y) € R? tel que ta(z,y) =t}
_ . | EEOPR M _
_{a:yG]R / Y = cot

= { z,y) € R? tel que (@ — coMt)? + ¢/ :cgt2}

& est alors le cercle de centre (co M t, 0) et de rayon cqt.
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Fi1G. 2.4.6: fronts d’ondes sans écou- Fi1G. 2.4.7: Fronts d’ondes avec écou-
lement (M = 0) lement (M = 0.5)

2.5 Extraction de la singularité

2.5.1 Deécomposition en parties réguliére et singuliére

L’idée de base pour extraire la singularité du tenseur de Green est de la décomposer en deux
parties dont I'une est réguliére et 'autre est singuliére, autrement dit on va écrire toutes les
composantes du tenseur G4 dans 1’espace physique sous cette forme :

Gy =Gy = Sy + Sy, Vij=12 (2.5.1)
—_— =~
Gf’; GZ-S]-

ol Gﬁ et ij sont respectivement une fonction réguliére et une distribution singuliére, expri-
mée comme dérivée d’une fonction qui est localement intégrable.

Nous rappelons au lecteur que pour un instant ¢ donné le tenseur de Green admet deux
types de singularité dans ’espace physique, la premiére est située sur les fronts d’ondes, au-
trement dit lorsque le point @ = (x,y) vérifie ’équation de cercle convecté par ’écoulement,
la deuxiéme est localisée au centre de ce cercle ie. au point (coM ¢, 0).

Nous ne nous intéressons dans cette partie qu’a 'extraction de la deuxiéme singularité des
composantes diagonales G;; (i = 1, 2) de la solution fondamentale. Pour ce faire nous les
écrivons tout d’abord dans ’espace spectral sous la forme suivante :

~ - +ico
Gil(z, y, ) = Gii(w, y, 8) = / Ei(g,xz,y,s)dgq, Vy#0. Vi, j=1,2 (2.5.2)

—ioo
lintégrand Z;;(q, z,y, s) est donné cette fois par :

Zilg,x,y,8) = 4711 (1{“532])2 7(1(]) exp (—s7(q)), (2.5.3)

avec
An(g) =¢*  Axnlg) =¢ + (1 - Mg (2.5.4)

Ensuite nous développons A;;(¢q) a 'ordre de la singularité (qui est égal a 2) au voisinage du
point gs = 1/M ie.

Aii(q) = Aii(gs) + (¢ — a5) A% (q) + (q — ¢s)° Rii(q). (2.5.5)
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ou R;; est une fonction réguliére au voisinage de g;.

Si nous injectons le développement (2.5.5) dans (2.5.3), nous obtenons :

Sl 008) = o [Rala) 4 T o BT H o (g, (@250)
=29 +2%(0) + 257 (a) (2.5.7)
_=B@+ = 255)

D’aprés (2.5.2) et (2.5.7), on peut décomposer la fonction de Green sous la forme suivante :
Gii(xa Y, 3) = Gﬁ(l‘v Y, S) + GZIZ,S(.%,’ Y, S) + G?i’s(x7 Y, 3) (259)

ou
e G% est une fonction réguliére.

° é{i’s est une fonction ayant une singularité au voisinage de (coMt,0,t)

2.5.2 Calcul de la partie réguliére

Aprés lextraction de la singularité du tenseur de Green G, nous nous intéressons au calcul de
la partie réguliere G par la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous rappelons au lecteur que

G est donné par :
4100 d

R = ii 7le —ST 0.
GR(z, y, 1) = / Rile) 2 exp (<a(0), (2.5.10)

—ioco
D’apres les résultats de la sous-section (2.4.2), nous montrons sans difficulté que :
Re[Rii (07 (2))]

. H(t — to(z, ), (2.5.11)

Gl(z, y, t) =

avec
Ri1(q) =1, Ros(q) = 1+ M?

2.5.3 Calcul de la partie singuliére

La question qui se pose maintenant est : comment peut-on calculer GIS indépendamment
de lexpression (2.5.9) 7 Autrement dit existe-il des fonctions semi explicites qui coincident
presque partout avec les fonctions singuliéres G?% et qui admettent la méme singularité ?
Nous introduisons pour cela une EDP dont la solution est de la forme G%°. Soient W et ® les
solutions fondamentales respectivement associées aux problémes suivants :

1 D? D2V
(2 —2) B — A4le)ie) s 51
U est une fonction causale

et

1 D2 Do /
(m - A) = = A(q,)8(x) 8(y) 8(1) (2.5.13)

® est une fonction causale



58 Chapitre 2. Solution fondamentale de I’équation de Galbrun

avec

D 9 0 _ 1 ) = 2
ﬁt = & + vo %a A(qs) - M2 IZ et A(qs) B M 1-2.

Nous allons tout d’abord montrer qu'il existe un lien entre ¥ (resp. ®) et G (resp G2°) a
savoir que G est la dérivée temporelle (au sens de distribution) de la fonction ® (resp ¥).
Nous montrons ensuite qu’il est possible de calculer explicitement les fonctions ¥ et & qui
sont localement intégrables.

Aprés la transformation de LAPLACE en t et de FOURIER en z de la fonction ¥ on trouve :

P L1 ko K2\ =~ 5(y)
- S iME U= A(g, 2.5.14
8y2+8 ((Co—i_l 8) +82> 32(1—|—iv0%)2A(Q) (2.5.14)

La solution de 'équation (2.5.14) est donnée sous cette forme :
\fl(k, y, s) = F(k, s)e k) vl

avec
k’2 1

LM ) ek, ) 2 0

v(k, s) = <(CO —|—ng

En tenant compte des conditions aux limites, on trouve que :

Algs)

Flk, s) =
(k, 5) s3v(k, s) (1 —i—ivg%)?

donc
675 'Y(kv 8) | Y |

s3 y(k, s) (1+ ivog)z

Si on applique la transformée de FOURIER inverse on aura alors :

\/I\f(k‘, Y, 8) =

A(gs) (2.5.15)

_ too s (v(k)lyl-iLz) g
U(z,y, s) = A(qz) / ; %2 o (2.5.16)
1rs? ) Ak, ) (L+iwk)? s
k
En faisant le changement de variable suivant ¢ = —icg—, on obtient
S
_ +ico d — o ((Dlyl+gz)
T(z, y, s) = f(?sl / 4 < (2.5.17)
mis? Jojoo (1—Mq) Y(q)

D’aprés (2.5.7) on déduit que :

S

G T Aii(gs) [T dqg e @ (v(@)lyl+q )
giQ,’S x,Y,8) = 32 \I/u T, Y, §) = . /
( Yy ) ( Yy ) 41 —ico (q —_ qS)Q MQ’Y(Q)

Par conséquent nous obtenons dans 1’espace physique que :

Py
ot?

2,58
Gii (ZL‘, Y, t) =

(z,y,1).

De la méme maniére, on montre aisément que

1,8 0
Gii” (,y,t) = —5~(x,,1)
Ici la dérivée en temps est & prendre au sens des distributions. Nous allons voir dans la suite

que les fonctions ¥ et ® sont dans I’espace Lilﬁ
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2.5.4 Calcul explicite de la fonction singuliére

Considérons le systéme d’équations suivant (j = 1 ou 2) :

1 D%G
0
D/K;
Dtj] =6(z) 6(y) 6(t), Kj(z,y,t)=0, Vt<O0. (2.5.19)

Les fonctions ¥ et ® sont définies alors par les produits de convolution suivants :

VA
'yt

Dz, y,t) = Ags) G " Kq (2.5.20)

xl 7y/ ,t,
*

U(z, y, t) = Algs) G Ky (2.5.21)

La justification mathématique des produits de convolution (2.5.20) et (2.5.20) fait U'objet de
la premiére section de 'annexe A.

LEMME 2.3 Les solutions (fondamentales) des probléemes (2.5.18) et (2.5.19) sont données
respectivement par :

1 T

Ki(z, y, t) = ol H(z)d(t — COM)5(?J) (2.5.22)
Ko(w, y, £) = —— 2 H(z) 6(t — ——) 6(y) (2.5.23)
2T, Y, _C%MQx x COM Yy -

c H(t — t,(x,
Gz, y, ) = -2 —= 2( _ (=, y)) _ (2.5.24)

2m /2 (1 - M2) 2 +2coMzt — 22—y

ou
224+ (1—M?)y?2 — Mx
ta(z,y) = v ( )y

Co(]_ — M2)

LEMME 2.4 Les fonctions ¥ et ® sont données maintenant explicitement :

1 _ C()t
®(z,y,t) =—— cosh™" H(t — to(z,y)) .
(@,y:1) =23 <08 <\/(z—coMt)2+y2> (t = ta(z,y)) T2
1 _ Cot
U(x,y,t) =50 [t cosh 1( \/(w Tk +y2> —/D(z,y,t) ]H(t—ta(:c,y)) I

Nous démontrons ce lemme dans "annexe A.

2.6 Validation numérique

Le but de cette section est de calculer en utilisant les résultats que nous venons d’obtenir la
solution de I’équation (2.1.2) avec un second membre ponctuel en espace et gaussien en temps
autrement dit pour f égal a :

_ ( 5i()
f= ( P >5(:1:)6(y) (2.6.1)
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Par convolution du tenseur de Green avec le terme source (2.6.1), la solution de I'équation de
GALBRUN est donnée par :

2 ul(x, y,t) = G11 gk Sl + G12 gk SQ
u(z, y, 1) =G=* f:= (Zij*Sk)ej: / /
k=1 uz(z,y,t) = Ga 9 S1 4+ Gao 9 So

Le calcul numérique de la convolution en temps entre les fonctions de Green que nous venons
de décrire et un terme source présente certaines difficultés :

1. Les composantes de tenseur de Green ne sont pas toujours explicites.
2. Les fonctions de Green sont singuliéres au temps d’arrivée de ’onde.

Comme G se décompose en trois parties :
g — gl,S + g2,S + gR7

on peut également décomposer u sous la forme suivante :

t/ 4 t/
w(a,y, t) =G0 % f + GM % f+ G2 f

D’aprés la section précédente nous savons que G1S = @ et G2% = U, d’on

w(z, y, t) = GEx f+Ox f+ U f (2.6.2)

= uft +v + w

ou

t t )
uf”(w,y,t) = / Gﬁ(m,y,T)Sk(t —71)dr, vj(z,y,t)= / Qji(x,y, 7)S(t —7)dr (2.6.3)
0 0
t
wj(z,y,t) = /0 Ujp(x,y,7)Sk(t — 7) dr (2.6.4)

Ici nous avons utilisé la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés.

Dans les tests numeériques qui vont suivre, nous utilisons une source monodirectionnelle (dans
la direction Oy) qui est impulsionnelle en espace et gaussienne en temps, située a 1’origine du
domaine de calcul (voir FIG 2.6.1).

Sa(t) =

eIt it < 2¢
et S1(t) =0.

0 sit> 2t
avec fy est la fréquence de la source et ty = f—lo,

. 27w £2(t —tg)e ™ fo(t—t0)* gt < 2¢ .
52(75):{ fo (¢ = to) =T et S =0

0 sit> 2ty
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10 A

|
|
—10 \

FIG. 2.6.1: Graphe de t — Sy(t) pour une fréquence fo = 4

A un instant ¢ fixé, on trouve alors une solution analytique & support compact

t t
/ G{zl(x7y7t/)81(t_t/)dt/+/
max(

ult(z, y, t)
ta, t—2t0)

max(tq, t—2to)
t ¢
/ G (z,y,t)S1(t —t')dt + /
max(

x(ta, t—2t0) max(tq, t—2to)

G12(95 y,t )52(t - t/)dt/
uli(z, y, t)

Gih(w,y, t)Sa(t —t')dt’
Rappelons que u; R(z,y,t) est nulle pour t < t,(

x,y) :
uf(z,y,t) =0 sit <tu(z,y)
(2.6.5)
ull(z,y,t) = t G(z,y, 7)Sk(t —T)dr  sit > tu(x,y)
6w . 1) = SO (e . ) (2:6.6)

_ M2
R(q) = M2q 21 o+ T 1
q*y(q)Jrq2 +1 L+ M?
Nous rappelons au lecteur que 97 (¢) est donné par

19+(t) __GT%— Myz +i ’y‘ VD (7,9,t)
(M e (1 M)

On décompose 'intervalle de temps [t, ; t] en Nt intervalles de méme longueur dt. On a alors

Nt

tot+idt
R § : R
u (:anvt) = / G (x7y77—)5k(t —T)dT
~ Jorii—na " )

Il existe de nombreuses techniques permettant de calculer les intégrales

to+idt
/ GE (2,y,7)Sk(t — 7)dr
fat(i—1)dt
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comme la méthode des rectangles, des trapézes, de Simpson ou de Gauss (par ordre de sophis-
tication croissante). Pour simplifier notre propos nous présentons ici la méthode la plus simple
A mettre en oeuvre : la méthode des rectangles. Pour ¢ > 1 on approximera donc l'intégrale

to+idt R
/ta—f—(i—l)dt Gy, y, 7)Sk(t — 7)dr
par

Gh(,y,ta + (i — 1)dt)Si(t — (ta + (i — 1)dt)) dt

Par contre, pour ¢ = 1, on ne peut plus utiliser cette formule puisque la fonction Gfk est
singuliére au point (z,y,t,). Une premiére idée consiste a approcher

to+dt
/ GE (2., 7)Sk(t — 7)dr
ta

par
GE (2, y, o+ dO) f(t — (ta + dt)) dt

mais c’est une mauvaise approximation parce que Gﬁc varie fortement sur 'intervalle [t ; t,+
dt]. Pour cette raison on préfére 'approximation suivante :

to+dt ta+dt
/ Gf}g(:n,y,T)Sk(t —7)dr ~ Sk(t — ta)/ Gfk(l‘,y,T) dr
ta ta

On calculera donc :

ta+dt Nt
u™(z,y,t) ~ Sk(t—ta)/ Ghi(z,y,7) dT—l—Z Gl (2, y, ta+(i—1)dt) Sp(t—(ta+(i—1)dt)) dt
ta i=2

(2.6.7)

Résultats numériques

Dans ce cas test on prend la vitesse du son dans le fluide ¢y = 1(m/s) avec un écoulement
uniforme vg = 0.5 ¢p. Dans ce cas test, nous présentons la composante u, de la solution.

DeuxiA’me composante DeuxiA’me composante

(a) a l'instant t=1 (b) a linstant t=2
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2.7 Equation de Galbrun régularisée.

2.7.1 Position du probléme.

On cherche dans cette partie une solution explicite du probléme régularisé de GALBRUN (2.7.1)
dans un domaine infini en utilisant la méthode de CAGNIARD-DE HOOP.

1 D?

chtg —V(divE) + rot (rot§) = f+ rotw, dans R? x R,

&(x, y,0) = gf(w, y,0) = 0, dans R? (27.1)
lim  &(z, y,t) = 0, Vit>0.

=, yl|—>+o0

w est la vorticité du déplacement (rot € = w) vérifiant

1 D%w

——5 =rot f, dans R* x R. 2.7.2
2 D2 rot f, dans R® x Ry ( )

REMARQUE 2.9 La solution du probléme (2.7.1) est de méme nature de rotationnalié que la
source.

Or on sait que
—V(div€) + rot (rot &) = —AE

donc on obtient & partir de la premiére équation de (2.7.1) une équation vectorielle découplée

1 D2%¢;
cg Dt2

— A& =fi+ (I‘Ot w)i, Vi=1, 2. (273)
Pour résoudre explicitement cette équation, il suffit de chercher la fonction de GREEN scalaire

u de ’équation des ondes convectées

2u
2 — A= 0o (2.7.4)

Une fois on trouve cette fonction de GREEN la solution de (2.7.1) est obtenue par la convolution
suivante :

i(w, y, t) =ux f(z,y, t) +ux (rotw),(z, y, 1), Vi=1,2. (2.7.5)
* désigne le produit de convolution en espace et en temps.

2.7.2 Solution dans I’espace Fourier-Laplace.

Apreés la transformation de LAPLACE en t et de FOURIER en x de la fonction u on trouve :

Pu L 1 ko, K%\ .
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M 2l }||
u(k,y,s) = S (2.7.7)

25 {(L+imbpt 512

Si on applique la transformée de FOURIER inverse on aura alors :

1
N +oo e—s{(%-&-iM%)Qﬂ-’:%}QM ok
u(z, y, s) = / —dk (2.7.8)
™ ars{(L Mty 51

On note

1k k*\z
—((=+imZ 7) >
1k s) = (o +IM ) +5)" eyl 5) 20
alors (v(k, s)lyl—i & @)
1 +oo€fsvk,s yl—iiz dk
U = — 2.7.
i) = = [ (279)
Si nous faisons la méme démarche que celle de la section précédente nous obtenons :
0 50 <t < p(ro)
u(97 o, t) = 1 . 1—M cos(0)
2142 M 2 1—-M?2 COSQ(Q) o t> p( 60(1_M2) )
(2.7.10)

Ou encore en coordonnées cartésiennes :

(1-M?2)y24z2—M =z

0 50 <t < Yot
U(.’L’, Y, t) = 1 X (1-M?2)y24+z2—M =z
s1 t > o (1112

2 2
27T\/(1 — M?)¢? —l—Q%xt — %

(2.7.11)

REMARQUE 2.10
Lorsque M = 0 on retrouve la fonction de GREEN de [’équation des ondes en dimension 2.

2.7.3 Validation numérique

Dans les tests numériques qui vont suivre, nous utilisons une source excitatrice de fréquence
fo, située a l'origine du domaine de calcul. Ceci revient & résoudre 1’équation (2.7.4) avec un
second membre f(x, y, t) donnée par f(x, t) = G(t) d(x) 6(y) ot G est une fonction en temps :

d ey 2w f2(t— to)e ™ Jo(t0)® gt < 2t 1

G(t) = —{e ™ o OV H (¢ — 2tg) = 0 0 =20 ==

( ) dt{e } ( 0) 0 sit> 2t0 > L0 f(]
La solution de 'equation (2.7.4) avec le terme source f(x, y, t) est donnée par :

t
u(z, y, t) = / G(z, y, t")S(t —t')dt

max(7F, t—2t0)
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Résultats numériques

/

1

(¢) a linstant ¢=0.5 (d) a linstant t=1 (e) a linstant t=1.5

F1G. 2.7.1: La solution analytique u pour M = 0.6 et fo =4
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3.1 Introduction

L’objectif de cette partie est d’étendre ce qui préceéde (régularisation et calcul analytique) & un
écoulement fortement cisaillé. Un tel écoulement peut étre modélisé par un profil discontinu :
on est alors conduit & résoudre un probléme de transmission qui s’écrit plus naturellement
avec la variable de Galbrun (en effet, on doit imposer la continuité du déplacement normal &
travers la ligne de cisaillement) qu’avec celles d’Euler linéarisées. L’intérét pratique de traiter
ce genre d’écoulement est de calculer, soit analytiquement soit numeériquement, la solution
dans une couche de mélange (voir figure 3.1.1).

+[r*

(b)

F1a. 3.1.1: Couche de mélange

Malheureusement ce probléme de transmission est, en tant que probléme d’évolution, un pro-
bléme fortement mal posé sur le plan mathématique. Autrement dit, la solution de ce probléme
ne dépend pas continuement des données initiales et peut admettre une croissance exponen-
tielle incontrélable en espace et en temps. La conséquence immédiate sur le plan numérique
est qu’il n’est pas possible d’approcher ce probléme par la méthode des élément finis car la
solution discréte sera ultra-sensible aux variations du pas du maillage. La description de ce
caractére mal posé fait 'objet de la section 3.3.

Pour mieux comprendre ce phénomeéne qui est lié aux instabilités hydrodynamiques, nous
considérons que le probléme “naturel” de transmission n’est autre que la limite asympto-
tique (lorsque I’épaisseur de la couche de mélange tend vers 0) d’un probléme associé & un
écoulement régulier qui approche le profil discontinu. Mais comme nous I’avons évoqué dans
Iintroduction de la thése, on ne sait pas traiter les équations de Galbrun pour des écoulements
réguliers non uniformes. C’est pourquoi nous utilisons ici les équations d’Euler linéarisées pour
mener 'analyse asymptotique de type couche limite.

Nous commencgons par quelques rappels relatifs au probléme de Cauchy associé aux équations
d’Euler linéarisées dans un écoulement quelconque (les détails sont donnés dans I'annexe B).
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3.2 Rappels mathématiques et position du probléme

3.2.1 Position du probléme

On considére le probléme suivant : trouver (u,p) : R? x Rt — RY x R, tels que :

ou

a-l—(M-V)u—f—(zrV)M—FVp:O
5 (3.2.1)
£+(M-V)p+divu:0
avec les conditions initiales
u(x, 0) = up(x), p(x, 0) = po(x) (3.2.2)

On désigne par M (z),x € R? I’écoulement de référence adimensionnel (|M ()| est par défi-
nition le nombre de Mach au point &) supposé satisfaire, au moins au sens faible, les équations
d’Euler stationnaires :

(M-V)M =0, divM =0.

REMARQUE 3.1 Le modéle compressible (3.2.1) s’oppose traditionnellement au modéle in-
compressible

afu+(M~V)u+(u~V)M+Vp:O
ot (3.2.3)
divu =0,

lequel semble plus largement étudié dans la littérature pour les instabilités [17,26,27,36]! C’est
toutefois le modele (3.2.1) qui est classiquement utilisé en aéroacoustique, notamment pour
les applications en aérodynamique.

Dans (3.2.1), u(x,t) représente le champ de (perturbations de) vitesses et p(x,t) le champ
de (perturbations de) pression, ces quantités étant ici adimensionnalisées. On rappelle que si
a est un vecteur de R? (un champ de vecteurs) I'opérateur a - V est I'opérateur différentiel

linéaire scalaire
d
0
a-V = g aj——
- 81‘j
j=1

Le probléme de conditions initiales (3.2.1)-(3.2.2) reléve de 'application du théoréme de Hille-
Yosida dés que le champ M est régulier (au moins W1 > (R%)%).

THEOREME 3.2 Pour des données initiales (ug,pp) dans ’espace hilbertien (muni de sa
norme naturelle) :

H(M,R?) = {(v,q) € L*(R)? x L*(R?) /
((M-V)u+ Vg, (M-V)g+divu)) € L2(R%)? x L?(RY)}
on a existence et unicité d’une solution forte (ou classique) :
(u,p) € C'(R+; L*(RHY? x L2(RY)) N CO(R+; H(M,RY).

dés que
M € Wh(R?)?
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Pour les détails de la démonstration d’existence et d’unicité de la solution forte, on renvoie le
lecteur a ’annexe B.

A T’aide des formules de Green (voir 'annexe B), on montre que I’énergie E(t) définie par :

1
B0 = [ (u?+1pP)
R4
vérifie I’égalité suivante :
E(t) < E(0)exp {2(|| divM ||z~ + || VM ||p=)t }, (3.24)

ce qui constitue une estimation a priori dans L?(R%). On peut alors en déduire une théorie
de solutions faibles :

(w0, po) € L*(R)? x L*(RY) = (u, p) € C°(R*; L*(RY)? x L*(RY))
avec I'estimation a priori suivante (on utilise || div M ||z~ < V2 || VM ||1) :
Il )13 + 120 B2 < (luolFe +llpo I3:) exp (2v2 2 [ VM ). (3:25)
En d’autres termes plus mathématiques, nous avons montré l'existence d’un semi-groupe :

Sy(t): L2RH x L2(RY) — L2RH? x L2(RY)

(3.2.6)
(’LL[), pO) — SM(t)[UO, pO] = (u(7t)7p(7t))7
ou (u,p) est la solution de (3.2.1, 3.2.2), vérifiant Iestimation :
150 (D)l (12 ety e 22 ety < 0xP (2\@ t| VM HLOO). (3.2.7)
REMARQUE 3.3 Lorsque div M = 0, l'estimation (B.1.6) devient :
IS0 eqaa sy oy < exp (2t | VM ). (328

3.2.2 Quelques questions relatives a la régularité du profil

Ce type de résultat “minimal” (B.1.7) souléve naturellement deux questions :

1. Peut-on avoir une théorie raisonnable lorsque le champ M est moins régulier, typique-
ment discontinu et & divergence bornée ?

Cette question n’est pas si évidente car 'estimation (B.1.4) “ne passe” pas a la limite si
M “devient” discontinu ( ie. si || VM || tend vers +o00)

2. L’estimation (B.1.4) (ou (B.1.6)) prévoit, ou du moins autorise, une croissance expo-
nentielle en temps de la solution. La question est : un tel phénoméne va t-il se produire
effectivement 7 La réponse de cette question est a priori déconnectée de la régularité
du champ d’écoulement M mais dépend de sa structure. Une abondante littérature a
été consacrée a cette question, surtout dans le cas des écoulements cisaillés compres-
sibles. Nous renvoyons le lecteur a I'ouvrage de référence [49] pour divers critéres de
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stabilité (comme par exemple le fameux critére de Rayleigh) qui caractérisent donc des
écoulements tels que :

HSM(t)HE(LQ(Rd)dXLZ(Rd)) < C. (3.2.9)
et pour des exemples d’écoulements instables c’est a dire, par définition, des écoulements
tels que :

IS0 (Dl £(L2 (RAyax L2(R1)) > €xp (a t), a > 0. (3.2.10)

Dans la suite de ce travail, nous nous limitons & la dimension d = 2 et & des écoulements de
référence dits “cisaillés”. Nous désignons par x et y les coordonnées de I'espace et considérons
un champs de vecteur M de la forme :

MG, 0) = MGge, = (M)

Notons que M -V = M(y) 0/0x, et que le champ M est une solution stationnaire des
équations d’Euler incompressibles, (méme si M est discontinu, on a alors une solution faible) :

(M-V)M =0 et divM =0 (3.2.11)

. U
En remarquant que, si u = < ), on a
v

B 0 0 B ,
(UV)M— [u(%c+v(3z/] Me, =v M (y) €z,

on voit que le systéme d’Euler linéarisé a résoudre s’écrit :

ou ou Op , B

ov ov Jp B

g + M(y)% + 87y =0 (3.2.12)
dp dp Ou v B

o MW Tty 0

REMARQUE 3.4 Dans le cas particulier d’un écoulement uniforme, c’est a dire lorsque la
fonction M (y) est une constante égale a M, on a :

@7+M87 u+Vp = 0
ot ox
2 5 (3.2.13)

et, comme l'opérateur différentiel 9 /0t + MO /Ox commute avec les opérateurs de dérivation
spatiale, on voit que la pression est la solution de I’équation d’ondes convectée :

d o\
<8t + M&U) p—Ap=0 (3.2.14)
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La suite de ce chapitre est dédiée a rappeler un certain nombre des réponses déja connues aux
questions 1 et 2, posées plus haut, en apportant un éclairage particulier (voir remarque 3.5)
et nouveau. Notons que les résultats “connus” auquel nous faisons allusion concernent le plus
souvent les équations incompressibles et ne sont pas toujours énoncés dans la littérature avec
les détails mathématiques nécessaires : ceci nous parait justifier en soi ce travail préliminaire
qui a par ailleurs surtout 'avantage de préparer les trois derniers chapitres de ce manuscrit.
En substance, les réponses aux questions 1 et 2 sont :
i) Non : en général, pour un écoulement non régulier, le probléme de Cauchy n’a pas
de solution. Ce phénomeéne est di a ce que 'on appelle dans la littérature physique
I'instabilité de Kelvin-Helmholtz (section 3.3).

ii) Oui: en particulier tout profil M (y) d’écoulement cisaillé joignant deux valeurs constantes
M_ et M, est nécessairement instable (section 3.4).

La démarche que nous allons adopter dans cette premiére partie est la suivante :

a) Considérons un écoulement cisaillé 2D discontinu :

M_, y<0,

Alors avec M_ < M, < M_ + 2v/2, le probléme de Cauchy "naturellement" associé (voir
remarque ci-dessous) a ce profil est fortement mal posé au sens de Kreiss ( [42]). Ce résultat
est déja "connu" depuis longtemps, au moins depuis les travaux de [21] et [39], mais pas
forcément identifié en tant que tel : le mot “instabilité” est utilisé dans [21], la difficulté a
résoudre le probléme d’évolution est soulignée dans [39], ou les auteurs suggérent de faire
appel a la théorie des ultra-distributions. Ce phénomeéne est 1’équivalent compressible de
ce qu’on appelle l'instabilité de Kelvin-Helmholtz en régime incompressible qui, elle, a lieu
quelles que soient les valeurs de M > M_.

b) Considérons un profil régulier M. (y) qui converge vers Mg (y) lorsque ¢ — 0 :

M_, pour y < 0,
M. (y) = My, pour y > ¢
M(y) pour 0 <y<e
€

ot la fonction M € C°[0, 1] est telle que M (0) = M_ et M (1) = M. Alors pour tout & > 0,
le probléme de Cauchy est instable et en outre on a ’estimation, en posant S¢(t) = S (),

at

8=l eaqmayscraay 2 exp (). a>0,

REMARQUE 3.5 Quelques remarques de bon sens s’imposent pour accompagner ce que nous
venons de dire :

1. Comme une homothétie de rapport € transforme le profil “unité” M (y) en Mc(y), il est
bien évident que si le profil Mi(y) est instable, tous les profils M.(y) le sont également
dans la mesure ot si une donnée initiale (ug,po) génére avec le profil Mi(y) une crois-
sance en exp(ft), B > 0, la donnée initiale (uo(x/c,y/c),po(x/c,y/c)) générera une
croissance en exp(Bt/e), B > 0. On peut donc s’attendre, par passage a la limite, au
caractére fortement mal posé du probléme limite.
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2. La question du sens a donner a ce probléme limite, c’est a dire lorsque M est discontinu,
n'est pas évidente puisque les équations (3.2.1) n’ont a priori plus de sens. Lorsque M
est réqulier par morceaux séparés pas des lignes de continuité tangentielle, le sens qu’on
donne habituellement dans la littérature est celui d’un probléme de transmission : les
équations dans chaque domaine “régulier” sont complétées par des conditions de raccord.
Comme on le verra plus loin, ces conditions de transmission peuvent étre obtenues for-
mellement par un processus limite quand & tend vers O sur le profil régularisé M-..

3. Ces conditions sont homogénes (en termes d’opérateurs différentiels), autrement dit
ivariantes par changement d’échelle, c’est a dire par tout changement de variable
(z,t) — (azx, at), a > 0. En conséquence, comme la géométrie du probléme bi-couches
et les équations dans chacun des milieur homogénes le sont également, il n’y a plus
d’échelle caractéristique dans le probléme et on comprend bien que dans ce cas on ne
peut avoir instabilité que si ¢’est une instabilité au sens fort (ie. au sens de Kreiss).

4. Il y a donc cohérence compléte entre les points a) et b). En fait, comme il n’est pas
évident d’étudier directement le caractére instable d’un profil régulier, nous déduirons,
par analyse asymptotique, l'instabilité des profils M.(y) de linstabilité forte du profil
limite My (y).

5. Physiquement, on comprend le fait d’avoir négliger épaisseur € de la couche n’est lé-
gitime que pour les grandes longueurs d’onde A >> . Cependant le modéle discontinu
n’est plus valable pour les petits longueurs d’onde A << €.

Sur le plan des applications pratiques et numeériques, la conséquence majeure du résultat a)
est que l'utilisation du modele linéarisé standard (au sens de la remarque 3.5) est impossible
dans le cas discontinu. Nous l'illustrerons & la fin de la section 2.

3.3 Le cas d’un écoulement discontinu

3.3.1 Le probléme de transmission

Nous considérons maintenant le cas particulier ou M (y) est discontinu :

M_, poury<0 ()

Evidemment se pose la question de donner un sens au systéme (3.2.12) puisque M/, (y) (ici
M, (y) = (My — M_) 6(y)!) intervient explicitement comme un coefficient dans la pre-

miére équation du systéme (3.2.12). Nous supposons dans toute la suite de ce chapitre que
My > M_.

Traditionnellement (au sens de la littérature s’entend) on donne un sens au probléme en tant
que probléme de transmission. Si on pose (u+, p+) = (u, p)ja, , avec Qxr = {(v,y) / £y > 0},
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on peut par exemple formuler un probléme de transmission en (p_, p4) sous la forme :

2
<gt +ng) po—Ap_=0 dans Q_
(3.3.2)

Q—FM@—Q —Ap, =0 d Q
ot +or P+ D+ = ans +

avec les conditions de raccordement entre les deux écoulement & l'interface de cisaillement
I':={y =0}
b+ =D-

) o\ op_ ) o \? op,
M=) = 2 2
<8t * *m) By (at * 8x> dy

Une premiére facon de comprendre la seconde condition de transmission consiste & revenir
aux équations de la physique. Plus précisément a 'acoustique de Galbrun. En effet, c¢’est
la continuité du déplacement normal & travers l'interface qui conduit & cette condition. En
d’autres termes, si on considére que, formellement :

) o\ 2op
=4+ m=) ==
S <6t + m) dy’

alors la deuxiéme équation de continuité vient du fait que :

§y_ = §y+ (3.34)

(3.3.3)

REMARQUE 3.6 Lorsque M_ = My, on retrouve les conditions habituelles de raccord ( la
continuité de la pression et sa dérivée normale) pour l'équation d’ondes convectée.

3.3.2 Analyse modale du probléme de transmission

Venons en a ’analyse du probléme de transmission (3.3.2)-(3.3.3). Si on identifie Q_ et Q4
au méme demi espace, (3.3.2)-(3.3.3) peut étre comme un probléme hyperbolique mixte, c’est
a dire le couplage d'un systéeme hyperbolique dans un demi espace avec des conditions aux
limites au bord de ce demi espace. Autrement dit, ce probléme reléve de 'application de
la théorie de Kreiss [42]. Cette théorie repose sur analyse modale (spectrale) consistant a
rechercher une solution non triviale de (3.3.2)-(3.3.3) sous la forme :

p—(z,y,t) =Dp_(y)e’te**,  poury <0

(3.3.5)
pi(x, y,t) =py(y)est e**, poury >0

ou pi(y) sont des fonctions bornées (décroissantes a 'infini), k est un nombre réel et s est un
nombre complexe.

Si on injecte (3.3.5) dans (3.3.2), on obtient aisément :
{ p-(y) =p- =Y, poury<0 (Q)

(3.3.6)
Pr(y) =¢re Y, poury >0 (Q)
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ou par définition

€1 =Ex(s k)= ((s+iMak)? + K27, Re(s) > 0. (3.3.7)

Si on injecte dans un deuxiéme temps (3.3.6) dans (3.3.3) on voit que p; = p_ impose
¢4+ = @_. La seconde condition de transmission donne alors (si on veut une solution non
nulle) ’équation :

(s+iM_k)* €o(s, k) + (s +iMyk)? € (s, k) =0 (3.3.8)

Si on pose s = ok, alors on obtient par homogénéité, une équation en une seule inconnue o
pour tout signe de k :

F(o)=(c+iM_)*((c +iMy)* + 1)% +(o+iMy)? (0 +iM_)* + 1)% =0 (33.9)

Rappelons que la théorie de Kreiss dit que si I’équation (3.3.8) admet des racines s de partie
réelle positive, alors le probléme est fortement mal posé. Nous allons voir effectivement le cas
ici, comme le précise le théoréme suivant (qui reprend sous une forme un peu moderne le
résultat de [21])

THEOREME 3.7 Si M, — M_ € ]0, 2v/2[, I’équation (3.3.9) admet deux racines a parties

réelles non nulles et opposées qui sont données par 0 = 0, €t 0 = —G, ol :
1
My + M_ M, — M_)? 2

0. =—1i %4‘ <\/1+(M+—M_)2—(+4)—1> . (3.3.10)

Le systéme (3.3.2)-(3.3.3) est donc fortement mal posé.

PREUVE : Effectuons le changement d’inconnue 0 = —iw (cela permet simplement d’éviter
Papparition de coefficients imaginaires dans les calculs) . L’équation (3.3.9) se réécrit alors

1 1
(W—M_)P[(1—(w—Mp)?? =—(w—M)?*[1 - (w— M) (3.3.11)
Introduisons les nouvelles variables X = w — M_ et ¥ = —(w — M;) (suggérées par un
argument de symétrie) de telle sorte que (3.3.11) équivaut a :
X+Y =M, — M
(3.3.12)

X2(1-Y2)2 = —Y2(1 - X2)2

Elevant la seconde équation au carré (attention, ici on ne procéde plus par équivalence), il
vient :
4 4y,2 4 2v-4
X*=— XY =YY" - X°Y",

ce que nous pouvons réécrire
XY 4 XPYVA(Y? - X?) =0,

soit encore
(X2 -V (X24+Y?2 - X%y =0.
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Comme X +Y = M, — M_ # 0, cette derniére équation est équivalente &
(X -V)(X2+Y2-X%Y%) =0.

My +M_ . My + M-
— S0t o= —1—.

L’égalité X —Y =0 correspond & w = > 5

Pour les autres solutions, on remarque que X2 + Y? = (M, — M_)? — 2XY et donc que,
si on pose P = XY, il vient

P24 9P — (My—M_)>=0 (3.3.13)

d’ou l'on tire

P=—1+1+ (M, —M_)2. (3.3.14)
Par définition de P, le lien entre w et P est simplement
(= My)(w—M_) =P

soit
W = (My+M_ )w+P+M,M_ =0, (3.3.15)

équation en w dont le discriminant est
D= (M +M)?—4P+ MM )= (M —M_)?—4P.
On a deux cas alors & distinguer :

(i) P < (My — M_)?/4. Dans ce cas les racines w du polynome (3.3.15) sont réelles et les o
associés sont imaginaires purs.

(ii) P > (M, — M_)?/4. Dans ce second cas les zéros w du polynome(3.3.15) sont complexes
conjuguées de parties imaginaires non nulles et les deux 0 = —iw ont des parties réelles non
nulles et opposées.

C’est ce dernier cas qui va nous intéresser et il s’agit de voir quand (ii) a lieu sachant que P

est donné par (3.3.14). C’est ce qui va nous amener a la restriction sur My — M_.

Nous posons Z = (M, — M_)? et considérons les deux valeurs de P possibles :

a) P=—1++/1+ (M; — M_)2 Dans ce cas P > (M4 — M_)?/4 se traduit par
Vi+Z-1>27Z/4 < Ze€]0, 8|

Autrement dit, on a deux racines o & partie réelle non nulles et opposées dés que le saut de
I'écoulement My — M_ €]0; 2v/2].

b) P=—1—/1+ (M — M_)2 <0 ne peut étre supérieur a (M, — M_)?/4.

Pour achever la démonstration, il convient de
— remarquer que, dés que 0 < M, — M_ < 2v/2, I'expression des racines de (3.3.15),
w= (M +M_)/2+ VA correspond & 0 = 0, ou 0 = —3,.
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— vérifier a posteriori que o = o, ou 0 = —a, sont bien solutions de (3.3.9).
[ |

REMARQUE 3.8 Le fait que la partie imaginaire de o* soit égale a (M4 +M_)/2 signifie que
le mode instable se propage a la vitesse (M + M_)/2, moyenne arithmétique des deuz vitesses
de part et d’autre de la "ligne de cisaillement”. Selon la terminologie consacrée [20, 36], on
dit que l’on a affaire a une instabilité convective si My + M_ # 0, et a une instabilité absolue
st My +M_ =0.

La partie réelle (positive) de o* mesure le tauz de croissance exponentielle (en temps) de
Uamplitude du mode : plus elle est grande, plus 'instabilité est forte. Notons que cette partie
réelle ne dépend que de la valeur absolue du saut de l’écoulement e = | My — M_| €]0, 2\/5[ :

Re o* = q(e)2 avec qle) = /1 + €2 —e2/4— 1.

Sur la figure (3.8.1), nous représentons les variations de Re o* en fonction de e.

o,zsf
0]
0,155
0]

0,054

(0% e e e N R N B

] 05 1 15
M

F1G. 3.3.1: Variations de e o* en fonction de e

On remarque sur la figure (3.3.1) que Re o* est mazimale pour e = /3 ~ 1.7320.

3.3.3 Illustration numérique du caractére fortement mal posé.

Pour la résolution numérique, il est utile (et préférable pour nous) de reformuler le probléme
sous sa forme “Galbrun” en utilisant les déplacements lagrangiens £, comme inconnues. En
effet, I'intérét de ce choix d’inconnues, est que les conditions de transmission prennent une
forme particuliérement simple et s’intégrent de facon naturelle dans une formulation varia-
tionnelle.

Or on sait que ces déplacements sont liés aux pressions acoustiques pi par :

0 0 \2 .
<§ =+ M:I:%) £+ =—Vpy, et pr=-—divg,.
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Il est alors facile de voir que le probléme (3.3.2)-(3.3.3) s’réécrit en & = (§_,&, ) :

( Trouver &, : Q4 xRT = R?2, £_:Q_ xRT — R?, tels que

9 9 \? :
+Mi—) &, —V(divE,)=0 dans Q

ot oz
B 8 \? . B (3.3.16)
<€)t + M_8x> £ —V(divé_)=0 dans Q_

[divE]=0 surl

[€ n]=0 surl,
avec n (= (0,1)") est le vecteur normal & I'interface I" :
Pour simuler le probléme de transmission (4.2.5) qui est posé dans tout ’espace, nous devrons

tout d’abord borner le domaine de calcul en imposant une condition physique & - n = 0 sur
> * (voir la figure 3.3.2) et une conditions non physique & = 0 sur les bords verticaux FjLE

2y
Y —
r; Q4 T}
h r
L b
NV
- SH 13

Fi1G. 3.3.2: Géométrie du probléme de transmission

le probléme & résoudre numériquement dans le domaine borné Q = Q4 U Q_ est donné alors
sous la forme suivante :

Trouver &, : QL xRY 5 R2, ¢ :Q_ xRT = R2, tels que

2
(8 M 8) £, —V(divE,)=0 dans Q)

o or
o d\* . - =~ (3.3.17)
<6t + M(?:U) £ —V(divE_)=0 dans Q_

[dive]=0, [&n]=0 sur T’

E-n=0, sur ©F
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On considére les espaces fonctionnels suivants :

Xo(ﬁi):{gieﬂl(ﬁi), / £-m=0 sur et =0su rﬂg}

Xo(@) = { € = (€4, €) € Xo(A)xXo(D-), / [€-m]=0suT }

On s’appuyant sur les résultats de premier chapitre, on peut établir aisément la formulation
varationnelle régularisée associée au probléme de transmission (3.3.17) :

Trouver & = (€,,€_) € C?(0, T; L2((~2i)) nco(o, T, Xo(fli)) satisfaisant :

d? d -
7z (& )+ b€ v) +as(§ v) =0, Vo e Xo(Q), (3.3.18)

&, et & sont les données initiales (& support compact)

ou on a noté :

_ _ 08y
€o=[  eow wew=[ 2T

06L Ov
— i ~ M2 E LT
as(€, v) _/S~)+US~2 {dIVEi divv + srot £ rotv — M D 8:5}

avec as(§, v) (resp, b(&, v)) est une forme bilinéaire continue et symétrique (resp, antisymeé-
trique) dans Xo(24).

Les résultats numériques que nous allons présenter dans ce paragraphe ont été obtenus avec
le code MELINA, & partir de la formulation régularisée (3.3.18). La discrétisation en espace
est réalisée par éléments finis de Lagrange ()1 et la discrétisation en temps par un schéma
aux différences finies explicite centré. Les calculs qui suivent ont été réalisés avec un maillage
régulier uniforme. Le pas de temps est choisi proportionnel au pas de maillage h, contraint
par la condition de stabilité. Dans la suite, on gardera fixe le rapport At/h (égal a 0.25 en
Poccurrence, de telle sorte que la condition de stabilité CFL est satisfaite dans 1) ce qui
permet de considérer h comme le seul parameétre de discrétisation. On considére comme source
des données initiales concentrées au voisinage de 1’origine :

Eo(x) = &1(2) = x(|2)) Vo(z), (@) =e =" (3.3.19)

ou x est la fonction caractéristique de 'intervalle [0, 1].

Les calculs sont effectués sur l'intervalle de temps [0, 5] et le rectangle de calcul est choisi
assez grand pour que ’onde n’atteigne pas les bords.

0.00E+

-0.67
-1.34
-2.01
-2.68

F1G. 3.3.3: la composante normale &, du déplacement a 'instant ¢ = 0



82 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-Helmholtz

M_

F1a. 3.3.4: Profil discontinu Mu..(y) = M_T <0y + My 150y

En réalisant cette expérience numérique, nous nous attendons que la solution discréte ainsi
calculée ne converge pas lorsque la pas de maillage h tend vers 0. C’est ce que nous allons
effectivement vérifier. Pour bien visualiser I'instabilité (forte), nous nous intéressons a la trace
sur l'interface de discontinuité I' := {y = 0} de la composante selon y du champ & = (&, &)
(la seule composante continue).

Nous comparons sur la figure (3.3.5) les solutions obtenues avec deux maillages correspondant
respectivement & h = 0.2 et h = 0.1. On observe clairement l'instabilité forte du probléme
en réalisant que la solution obtenue dépend complétement du maillage : la solution augmente
exponentiellement en temps et cette croissance exponentielle est d’autant plus forte que le
maillage est fin. D’autre part, 'onde instable oscille dans la direction = avec une longueur
d’onde qui apparait proportionnelle au pas de maillage.

Nous regardons sur la figure 3.3.6 la dépendance de la deuxiéme composante de la solution en
fonction du pas de maillage h . A nouveau on constate le défaut de convergence, qui est ici lié
au caractére mal posé du probléme continu.

600 T T T T T T T T T T
t=2s t=2s
t=3s -------- t=3s -———----
t=4s ----eee- 300000 t=4s - —
t=55 e t=>5s
400
200000 —
200
100000 [ —
6] o
-100000 —
-200 :
-200000 —
-400
-300000 —
_600 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 2 (0] 2 4 -4 -2 (o] 2 4
X Valeur de x

FiG. 3.3.5: La trace de la deuxiéme composante de la solution a différents instants pour h = 0.2
(& gauche) et h = 0.1 (& droite)
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' ' If;:lg, h:IO.2 - ' ' tl,.SZS. h:OI.Z R
L it=1s, h=0.1 i t2s, h=0.1

30 t21s, h=0.05 --------- 1500 |- t=ps, h=0.05 --------- 7
20 . 1000 | . -
10 - T 500 -
0 o}
10 + - -500 _
20 L i -1000 | ) -
-30 . -1500 - 7

1 1 21 1 1 1 1 1 1 1

-4 -2 o} 2 4 -4 -2 o} 2 4

Valeur de x Valeur de x

Fia. 3.3.6: La trace de la deuxiéme composante de la solution au méme instant et pour
différents pas de maillage

3.4 Le cas d’un profil cisaillé régularisé

L’objectif de cette section est double. le premier est d’étudier la stabilité de probléme de
Cauchy lors de la transition d’un écoulement régulier non uniforme a un écoulement fortement
cisaillé et méme discontinu. Pour ce faire, on utilise la technique d’analyse asymptotique de
type couche limite. Le deuxiéme objectif est de préparer les outils de base pour construire de
nouvelles conditions de transmission pour le probléme limite qui nous conduit & un probléme
fortement bien posé. Ceci fait 'objet du chapitre 5

3.4.1 Définition du probléme régularisé

Nous nous donnons une fonction réguliére (au moins continue) M(y) : [0, 1] — R vérifiant
M(0)=M_et M(1) =M+
et nous considérons le profil régulier suivant :

M+, si Yy > g,
M.(y) = M(g) si 0<y<e (3.4.1)

M_, si y<O0
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M_ €

F1G. 3.4.1: Profil régularisé y — M.(y).

Nous nous intéressons dans cette section a la stabilité du systéme suivant :

ou® ou®  Op° N
o ot Op°f B
ot MW g+, = 0 (3.4.2)
op° opt  out  Ov® B
L Ot +Ma(y)%+6:v+8y =0

et notamment & ce qui se passe quand € — 0.

REMARQUE 3.9 D’aprés les résultats que nous avons rappelé dans l'anneze (B), le probléme
de Cauchy associé a (3.4.2) est bien posé dans L? et que l'on a une estimation du type

C
/2(|p5|2+|u5\2+|vf|2)s[/2%2+\u6|2+rvsﬂexp(guM/Hoot) (3.4.3)
R R

pour une constante C' > 0 indépendante de € et de M.

3.4.2 Analyse de stabilité par approche modale.
Introduction.

Pour analyser la stabilité du systéme (3.4.2) nous utilisons la transformée de Fourier en z, la
transformation de Laplace en temps t. Cela revient algébriquement & chercher les solutions de
la forme suivante :

Pe(z, y, t) =p°(y) et etk

us(w, y, t) = u(y) est elh® avec Re(s) >0, etkelR (3.4.4)



3.4. Le cas d’un profil cisaillé régularisé 85

On aboutit alors au systéme d’équations différentielles ordinaires facile & résoudre :

(5 + 1kMa(y)) () + M(y)ee () + 1k (y) =0 (3.4.52)
(8 + ikME(y)) @E(y) + g(y) =0 (3.4.5b)
(s + 1 kM. (y)) 7 (y) + 1 ki (y) + f;@) ~0 (3.4.50)

L’analyse va consister & chercher d’éventuelles valeurs de s & parties réelles > 0 pour lesquelles
le systéme (3.4.5) admet des solutions non triviales dans L?(R?).

REMARQUE 3.10 On peut se ramener a étudier le cas k > 0 une fois que l'on a remarqué
l’équivalence entre les deux propositions suitvantes :

o (u%,0°,p%) est une solution de (3.4.5) associée a (s, k),

o (u°,—v°,p%) est une solution de (3.4.5) associée a (—s,—k).

REMARQUE 3.11 Une conséquence de [’estimation (3.4.3) est que la partie réelle du nombre
complexe s est nécessairement bornée supérieurement, uniformément par rapport a k. Démon-
trons ce résultat directement.

On multiplie les trois équations du systéme (3.4.5) respectivement par UE, U° et %, on somme
le tout et on intégre sur R. Il vient :

. o dvt\ =
[ wimmn) (15212210 2) + [ (ke + )7
R dy
/U5+1k/ﬁ€af+/(ME)'vA€ﬁ5:0
R R

Nous prenons la partie réelle du résultat aprés avoir remarqué que

(3.4.6)

ik/( PF 4 pr —21k/§Re €iR, (3.4.7)
R

dvs — dp dp°
/(dy A+ dp)_21/R\Sm( dpy %) €iR. (34.8)
1l vient alors
1
(Rets) [ (15 +15 417 R) = =2 [ 30/ vee)
R 3 B. 13
Orona:
1 ~E e 1 / ~ |2 ~ |2
- M( JURuE | < o || M| pee (\u! +\v\). (3.4.9)
B. 2e R
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Par conséquent :
1 —~
{Ree) = oo lu= [ (18P +15° P +17°F) <o
2e R

En particulier

1 ~
Re(s) > oo || M| = 0 =0 = * = 0

Autrement dit, les valeurs de s pour les quelles le systeme (3.4.2) a des solutions non triviales
dans L*(R) vérifient nécessairement

1
Re(s) < z—sup‘M’(y) .
€y

ce que nous voulions démontrer.

Obtention de I’équation caractéristique.

Nous allons ramener la recherche des valeurs de s pour lesquelles (3.4.2) admet des solutions
non triviales a la résolution d’une certaine équation caractéristique (algébrique) en la variable
s.

Nous pouvons éliminer u¢ et v°. En effet de (3.4.5a) nous déduisons :

F(y) = —(s +1 kM) Cgf — (?; _ —(‘jy ((s+ikM5)_1 ‘g’;) (3.4.10)
En remplacant dans (3.4.5¢) ©° par son expression en fonction de p*, on trouve ainsi que
°(y) = —(s+ikM.) (M) —ik(s+iMk)"'p*
' » dF ' B (3.4.11)
= (s 4 KM (M)~ (s o+ 1R

En reportant (3.4.10) et (3.4.11) dans la troisiéme équation de (3.4.5), nous obtenons alors :

(s +1kM)P® + k*(s +ikM.) "' p°

' . - I d . 4 (3.4.12)
v k(s +ikM) 2 (ME)’dly—d—y <(s+1kM€) 1;;) — 0,
ce que nous pouvons récrire sous la forme suivante :
A dp® d (1dp
2 2\ ~e 1 /
k k M) — — . — | — =0 3.4.13
(24 ) 7 kgt 0ny L, L (29 (3.4.13

aprés avoir multiplié I'équation (3.4.12) et introduit

Ye = 75(37 k,y) =S +ikMe(y)-

Pour la suite, il est utile de récrire (3.4.13) comme un probléme entre :

156— :156|y<07 ]/53- :]/56|y>s 236 :1/56|0<y<€- (3-4-14)
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Les équations s’écrivent :

d2’\5
(k2 + (s +ikM_)%] p= — dy;:@, y <0
d2pe
[k + (s +ikMy)?) p5 — dy;: : y>e (3.4.15)
L dp® d [/1dp?
2 21 ~¢ 1 !
k k MY 2 4 (=) =0, 0
[/764— ]p +ikqo (M) dy %dy<%dy) ) <y<e

avec les conditions de transmission "naturelles" (ici la fonction M. est continue)

8"\8 €
o= =Ty
%y %y 3.4.16
oF. o5 (3.4.16)
ne pr— /\5 — —_— —— pu—
Py p, dy Ay eny=¢
Introduisons les quantités intermédiaires :
- =p=(0) =p°(0) (€C)
(3.4.17)
0L =p3(e) =p(e) (€0C)

ainsi que les variables “adimensionnalisées” (nous nous référons aux notations de la section
précédente) :

1
o= %, ¢+ =((o +iMy)? + 1)2  (de telle sorte que &+ = |k| (+).
Nous avons alors
PPly) = ety pour y < 0
(3.4.18)
PFly) =¢° eIkl ¢+=2)  pour y > e
Pour les équations dans Uintervalle [0, €], nous effectuons le changement d’inconnue :
Yy
7 =P (3.4.19)
et introduisons les quantités “adimensionnalisées” :
v=yoY)=o+iM(Y), n=ke, Y:g (3.4.20)
de telle sorte que
sy
s, k9) = I (. ) = ki),
Apres avoir remarqué que i M'(Y) = +/(Y'), on voit que I’équation en P¢ g’écrit :
/ IS €
9 e Y dP d [1dP
1 P — —v—= 1| - = 3.4.21
PP+ T8 - (250 ) =0 (3.4.21)

dont on remarque (c’est un point clé!) qu’elle peut se réécrire sous la forme :

d [/ 1dpPe
(14~ P° — fy?W <,Y2 % > =0. (3.4.22)
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Pour exploiter adéquatement la linéarité du probléme, nous introduisons les deux fonctions :
YHP*(O.a m, Y) etYr—>P+(a, UR Y)

solutions respectives des problémes aux limites de Dirichlet :

d 1 dP-
214)P. -2 — [ == =

(3.4.23)
P(0)=1, P_(1)=0.
d 1 dP
PP = <72<le+> (3.4.24)
Pp(0)=0, Py(1)=1

REMARQUE 3.12 [’existence et ['unicité d’une solution de probleme (3.4.23) (resp. 3.4.24)
reléve de Uapplication du théoréme de Lax-Milgram.

Compte tenu des conditions de raccord de type Dirichlet :

on voit aisément que :

Pk, s, y) = > P (f elkl, )+ @05 P+(| ok , €lkl, ), pour 0 < y < €. (3.4.25)

Pour que la concaténation de (3.4.18) avec (3.4.25) fournisse une solution du probléme global,
il faut et il suffit que ¢° et ¢ soient tels que

8"8 —E
P~ ) — op

——(0) =—--(0)

dy Oy (3.4.26)
Pey — %)

oy oy

Ceci fournit un systéme différentiel homogéne en (¢°, ¢% ). En effet, d’apres (3.4.18)

aﬁe_ _ € aﬁi‘ — g
873/(0)_ k| (= o7, aiy(E)——W G+ V%
alors que (3.4.25) donne
op° . 1dP 1dP
——(0) =—-—+(0, 1, 0) o2 +,7+(0 n, 0) o5
W) =10 n e+ - o 1)
oy &) Ty @ Vet oo n Dl
Posons alors
dP_ dP
All(aa 77) (U m, 0)) A12(07 77) +(U m, 0)7
dY dY
i o (3.4.28)
+
A21(Ua 77) 4y (U n, 1)’ A22(07 7’) dy (U mn, 1)
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Les équations (3.4.27) se réécrivent :

n (- ¢S — Aui(o, ) ¢ — Awz(o, NS =0,
(3.4.29)
—n (5 — Aa(o, n) 9= — Ax(o, n) 95 =0,
soit encore
(1D(e) - Al )] | 7 ] =0,
P+
ol nous avons posé
_ 0
D(O‘) = ( C (ga) _C+(o') ) et A(O‘, 77) = (Aij((‘)', n))lgi’jSQ. (3430)

Autrement dit, nous avons établi le théoréme suivant :

THEOREME 3.13 Le probléme (3.4.5) admet une solution non triviale dans L?(R)? si et
seulement si 7 = €k et 0 = £ sont reliés par I’équation caractéristique :

det [nD(o) — Ao, )] =0 (3.4.31)
ou la matrice D(co) est donnée explicitement par (3.4.30) et ou la matrice A(o, n) est définie
par (3.4.23), (3.4.24), (3.4.28) et (3.4.30).

Analyse asymptotique de 1’équation caractéristique.

Le prochaine étape de ’analyse va consister & mener une étude asymptotique de ’équation
(3.4.31) quand 7 — 0. Nous commengons par remarquer que, comme (1 (o) # 0si Re( o) # 0,
cette équation se réécrit :

det [nZ — D' (0)A(o, n)] =0, (3.4.32)

ce qui se développe en
Ao, n) =n* —nTr [D7Y(0)A(0, n)] + [det D(0)] " det Ao, ) = 0

Nous allons ensuite rechercher un développement de A(o, 1) en puissances de 7. Ceci passe par
une analyse asymptotique des problémes (3.4.23)-(3.4.24), afin d’obtenir un développement
en puissances de 1 des fonctions Py (o, 7, Y) sous la forme :

Pi(o,n, V) =P, V) + 2PV (o, V) + * PP (o, V) +....... (3.4.33)

Si nous injectons ce développement dans l’équation (3.4.23), par identification des termes de
méme puissance en 7, nous obtenons tout d’abord :

d (1apY 1 apy” ©
% (nydY _():>? v (Y) = Cste =AY

En tenant compte des conditions aux limites respectives pour P; et P_ on obtient aisément :

A =2t A 2l

avec

s
<f >d=ef/ F(Y) ay,
0
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et par conséquent

POy = <712> /Y 2y dr, PO = - 712 - /0 ") dr (3.4.34)
On en déduit
dfg)(o) =— g(y()?)i =— (01;{)2 (3.4.35)
ap? v1)2 (o +iMy)?
gy W =-C A T AN (3.4.36)
apl” 0) = ¥(0)? (o FiM_)? (3,437
dy <> <% >
ar, 1) = W (o +iMy) (3.4.38)
dy <2 > <72 >
ce qui montre que
lim Ao, n) = A9 (n) = 12 (o HIM)T (oMY (3.4.39)
0 <Y > | (0 +iMy)? (o+iMy)?

On remarque que cette limite est une matrice de rang 1, non inversible. Du développement
Ao, n) = AD(0) + AV (0) + o(n*) (3.4.40)
et de det A% (¢) = 0 nous déduisons donc que :

det A(o, n) = O(n?) (3.4.41)

Aprés avoir rappelé que
Ao, n) =n* =nTr [D7(0)A(o, n)] + [det D(0)] ™" det A(o, 1) = 0,

nous introduisons alors :

Flo,n) = A((;’ n) (3.4.42)

Gréace a (3.4.41) la fonction (o, n) — F(o, 1), se prolonge par continuité en 7 = 0 en une
fonction analytique telle que :

(3.4.32) == F(o, 1) =0 et F(o,0)=—Tr |D (o) A(O)(a)] . (3.4.43)

Un calcul simple montre que

(c+iM_)? (o +iM_)?

(3.4.44)
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de telle sorte que :

1 (a+iM_)2+ (0 +1iMy)?

Fle 0= s a &

(3.4.45)

On peut alors remarquer que I’équation "limite" F(o, 0) = 0 coincide avec 1’équation (3.3.9).
Nous savons donc (théoréme (3.7)) que si My — M_ €]0, 2v/2[, équation F(c, 0) = 0 admet
une unique racine a partie réelle strictement positive, donnée par o = o* (cf. (3.3.10)).

D’apres la démonstration du théoréme (3.7) on peut montrer en outre que o* est une ra-
cine simple de F'(o, 0) = 0. Autrement dit g—f(a*, 0) # 0. Ceci va nous permettre d’appliquer
le théoréme des fonctions implicites pour résoudre F'(o, n) = 0 pour n petit. De facon plus
précise, si nous introduisons ici les vecteurs colonnes de AY () :

AV (a) = (af)(0), o (),
nous savons déja que

-1
<~z >

i(9) = —a}" (o) =V 0) =

(0 +1M_)? ]
(3.4.46)

(O' + iM+)2

En utilisant la bilinéarité du déterminant et le développement (3.4.40), nous obtenons
det A(o,n) = det <a(10), a(20)> + [det (ago), a;1)> + det (a(lo), a(ll)ﬂ n? + O(n?)

= n?det [a(o) (o), agl)(a) + agl)(a)] +O(n*)

(3.4.47)
Or, si nous posons 51 = PJ(rl) + Pﬁl), il vient :
e
(o) +af o) = | T (3.4.48)
1
av >V

Nous injectons de nouveau l’ansatz (3.4.33) dans les équations (3.4.23,3.4.24), nous obtenons
par identification des termes de puissance deux en 7 la relation suivante :

(1)
2y p(0) 2i idpi _
(1+77)PY = (72 & ] =0 (3.4.49)

Apreés avoir ajouté les deux équations (3.4.49) (pour + et —) et remarqué d’aprés le résultat
(3.4.34) qu’on a toujours PO 4 P_?_O) =1, on en déduit :

4 (1asy_1ey?
dy \»n2dy ) 2

ce qui donne aprés intégration entre 0 et 1

1 dsS, 1 dsS L1+ 4(r)?
T ) G @9 [ S @ (3.4.50)
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En combinant (3.4.46), (3.4.47) et (3.4.48), nous trouvons

det A(o, n) ~ — [(a +iM_)* (o + iM+)2<C$)> 7 (3.4.51)

ol Nous avons posé :

P14 o(r)? 14192
C"y:/dr:< >=1+<y2>. 3.4.52
) o (r)? 72 ( )

Finalement, nous avons montré que :

or

B Cly) (c+iM_)*(oc+iM,)?
a?7((;, 0)=1 +

<v?> (e

£0, VoeC. (3.4.53)

Nous pouvons maintenant appliquer la théoréme des fonctions implicites pour énoncer le
théoréme suivant :

THEOREME 3.14 I existe ng > 0 tel que pour n < ng I'équation F(o, n) = 0 admet une
unique solution ayant une partie réelle strictement positive o = ¢*(n) dans un voisinage de
o*. En outre, cette solution admet pour n petit, le développement :

o) =0~ (G (@.0) 50" 00 +00)

3.4.3 Instabilité du probléme de Cauchy

Nous introduisons le semi-groupe de L?(R?)2 x L2(R?) :
S°(t) (uo, vo, po) = (u"(t), v*(t), p°(1))
ou (uf(t), v°(t), p°(t)) est I'unique solution du probléme (3.4.2).

THEOREME 3.15 Si M, — M_ €] 0, 2v/2 [, il existe une constante & = a(M_, My, M)
strictement positive telle que

t
1S°() llcz2meyzxr2(me)) 2 exp (a7) (3.4.54)

PREUVE : : Nous allons construire un jeu de données initiales adéquates. Nous commencons
par introduire, pour tout k > 0 tel que ek > n,, la fonction p°(k, y) € L?(R) définie par

Pk y) =epi(ck) et FGER Y y <0

Pk, y) = pa(ck) e FEEDY y>e

| F(ky) = o1(eh) Pi(o"(ck). ek, 2) + oa(ch) Palo”(ck), <k, ),y €0, e]

ou la fonction o*(n) est celle définie par le théoréeme 3.14, ou les fonctions (f et (5 sont données
par

=

¢t =(0"(n) +i1Mx)* +1)



3.4. Le cas d’un profil cisaillé régularisé

93

et ou le vecteur (p1(n), p2(n))” appartient a

ker [nD(o) — A(o, 1)]

(normalisé, par exemple, par sa norme euclidienne : | ¢1(n) ]2 + | w2(n) \2 =1).

A partir de pF, nous construisons u°(k, y) et 9°(k, y) a l'aide des formules (3.4.10)-(3.4.11).

Nous posons alors

(B° (1), w(t), v°(t)) (k, -) = Ce(k) (p°(t), w*(t), v°(2)) (K, )

ou C¢(k) est une constante de normalisation telle que :
/ (17 P +13 P+ P) dk=1
R

Rappelons (cf. théoréme 3.7) que

M M_

o*(0) = o* = _iL
2

Bien évidemment, il existe n* < g tel que pour tout n < n*

1
Re o*(n) > 3 q(e) > 0.

Choisissons alors A.(k) une fonction a support compact telle que
~ * ,’7*
supp A:(k) € [ -, ]

& [

et nous construisons les conditions initiales

p5(z, ) Z/Rﬁa(k)p}(k, y) e* dk

umw>=/&m&mwé“M
R

i) = [ ARk y)
R
On notera que, par Plancherel, ||| désignant la norme dans L?(R?) :

~ 2
196 17 + 11 12+ 1151 = 2 [ | &0 | ak

+ q(e)% avec e = My — M_ et gle) =/ 1+e2 —

e2/4 — 1.

(3.4.55)

(3.4.56)

(3.4.57)

Par linéarité, la solution du probléme de Cauchy (3.4.2) pour des données initiales (3.4.56)

est donnée par :
P t) = [ A) ) e o9 1) d
R

(2, 1) _/Ze(kma(k, y) kT kR Ly gk
R

fmm>:é&wﬁwwM%WMWM%

(3.4.58)
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Par le théoréme de Plancherel nous trouvons :

~ 2 .
155 ) I + i 017+ 0 ) =20 [ A | 0@ ian 3a50)

Compte tenu de (3.4.55) et de la propriété de support de gg, on a :

* e ~ 2
156 O+ e 42 o ) Pz 2 90 [ A ak (3.460)
R

n* q(e)
2

Si on confronte (3.4.57)-(3.4.60) on obtient le résultat annoncé avec aw =

Commentaires

a) Le résultat que nous venons d’établir est un résultat valable quel que soit € > 0. Autrement
dit, il n’est pas nécessaire que le profil M, soit raide pour générer une instabilité. Toutefois
I'estimation montre que plus le profil est raide, plus l'instabilité est forte : ceci est cohérent
avec le caractére fortement mal posé du probléme limite étudié au paragraphe 3.3.1.

b) II est facile de voir qu’on a une instabilité de type (3.4.54) méme si on mesure S.(t) dans
une norme du type £(H?, L2) et ce quel que soit s aussi grand soit il (Remarquons que la
norme de (ug, v§, pj) dans I'espace H® explose au pire en ¢~%).

c¢) Notre résultat ne montre pas que la croissance exponentielle a lieu pour toute donnée initiale
(ug, vo, po) (ce n’est d’ailleurs pas le cas) mais nous conjecturons que c’est génériquement le
cas (c’est a dire pour un ensemble dense de données initiales)
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3.4.4 TIllustration numérique de I’instabilité.

Nous présentons ici quelques résultats numériques obtenus a ’aide d’un code développé dans
le projet POEMS a I'INRIA écrit par J. Diaz et A. Ezziani pour la résolution des équations
d’Euler linéarisées par une méthode de différences finies.

Dans toute la suite nous présentons des calculs effectués sur le domaine :
Q =[-10,10] x [-5,5] .

Des conditions de bord rigide (v = 0) sont appliquées sur les frontieres y = +5 et on utilise
des conditions aux limites périodiques. L’onde acoustique va étre engendrée par une condition
initiale en pression localisée au voisinage de origine OP(0,0)

po(a) = exp—(a [2) (0 =102 log2), uo(@) = vo(@) = 0.

0.8r

0.61

P(x.y.)

0.4r

0.2

0 ‘ ‘ ‘
-10 -5 0 5 10

X
FiG. 3.4.2: La donnée initiale pg, en lignes de niveau en haut, en coupe en bas.

Notons que c’est le paramétre a qui va définir la longueur d’onde principale du phénoméne. Les
simulations seront réalisées sur l'intervalle de temps [0, T, avec T ~ 21.2 ce qui correspond
approximativement, en 'absence d’écoulement, au temps nécessaire a une onde acoustique
pour parcourir la longueur du domaine de calcul. Les calculs ont été réalisés sur un maillage
suffisamment fin pour que l'on soit sir devoir une solution convergée (la situation est ici ra-
dicalement différente de celle de la section 3.3.3).
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Le profil de vitesse M.(y) sera tel que (attention, on change ici un peu les notations par
rapport a ce qui préceéde) :

M_ siy < —¢e/2
M M_ M, —-M_
Me(y) = +—; + = 5 sin g - ef2<y<e/2 (3.4.61)
5
M, siy>+¢/2

La zone de transition entre les deux écoulements homogeénes est donc cette fois la bande |y| <
£/2 mais c’est toujours le parameétre £ qui régle la brutalité de la transition. Les simulations
seront effectuées avec 4 valeurs de . La valeur € = 4 servira de référence. Elle correspond
a une transition trop douce (elle s’effectue sur 40 pour cent de la hauteur du conduit) pour
que l'instabilité soit visible & 1’échelle de temps ¢t = 20. Les trois autres valeurs de e sont
e=1, 0.5, 0.25

Le cas d’une instabilité absolue
Dans cette série d’expériences, nous choisissons
My =—-M_=0.5,

auquel cas nous savons que la vitesse de propagation du mode instable est nulle : I'instabilité
est absolue. Les 4 profils de vitesse considérés sont représentés sur la figure 3.4.3.

0.6
—=0.25
—e=0.5
0471 —¢=1 i
e=4
0.2 ]
= | i
S 0
_0.2, 4
_0.4, 4
-5 0 5

y

F1G. 3.4.3: Les profils de vitesse considérés correspondant & € =4, 1, 0.5 et 0.25

Dans la suite nous allons privilégier ’observation de la solution sur la ligne de transition y = 0.
Ce mode de représentation nous a paru optimal ; pour visualiser le phénomeéne d’instabilité
que nous voulons mettre en lumiére. Cette vision sera parfois complétée par la visualisation
d’instantanés 2D (en lignes de niveau) qui permet de mieux appréhender la globalité du pheé-
nomeéne physique.
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Nous considérons tout d’abord le profil “doux” € = 4 et nous représentons sur la figure 3.4.4
la coupe de la pression sur la ligne aux trois instants consécutifs ¢ = 37/5,4T/5 et T sur la
ligne y = 0. Aucun phénomeéne spectaculaire n’est visible. L’amplitude de la solution varie peu
au cours du temps et on observe essentiellement un phénomeéne de propagation “classique”,
ainsi que cela est illustré par les instantanés 2D de la figure 3.4.5. L’explication est simple :
I'instabilité est “faible” au sens ou le taux de croissance exponentielle de la solution est trop
petit pour que l'instabilité se manifeste avant 'instant t = T'.

0.2

0.15¢

0.1r

0.05F

p(x,0,T)

Fia. 3.4.4: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ¢ = 4 aux instants ¢t = 37/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t = T (noir)

Fia. 3.4.5: Instantanés de pression pour ¢ =4, t = T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5, T
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p(x,0,T)

F1G. 3.4.6: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ¢ = 1 aux instants ¢ = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t =T (noir)

300

2001

100

0

p(x,0,T)

-100r

-200r

-300
-10

F1G. 3.4.7: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ¢ = 0.5 aux instants ¢t = 37/5
(bleu), t = 4T/5 (rouge), t = T (noir)

10xlO

p(x,0,T)

o N N
>
‘>
>
>

F1G. 3.4.8: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour € = 0.25 aux instants t = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t =T (noir)
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Pour les trois plus petites valeurs de &, les choses changent radicalement. Sur les figures de
coupes sur l'axe y = 0 (figures 3.4.6 a 3.4.8), dés l'instant ¢ = 37'/5 on voit clairement ap-
paraitre une onde "stationnaire" (c’est le caractére absolu de 'instabilité) dont I'amplitude
domine le reste (la partie qui se propage dans toutes les directions) et augmente fortement
(exponentiellement en fait) avec le temps. De plus, la croissance est d’autant plus forte que
¢ diminue, ainsi que la théorie le prédit (faire attention aux échelles qui changent beaucoup
d’un dessin a lautre). Enfin, en méme temps que 'instabilité se fait de plus en plus forte,
la longueur d’onde (en x) de l'onde stationnaire diminue, proportionnellement & ¢, ainsi que
c’était également prévu par la théorie.

Pour mieux saisir l'intégralité du phénomene, nous nous intéressons a l’évolution des ins-
tantanés de la solution, en nous restreignant & la plus petite valeur de &, ¢ = 0.25. Sur la
figure 3.4.9, I’échelle de couleurs varie d’un instant a ’autre en s’adaptant aux valeurs de
la solution. Avec cette représentation, I’onde volumique acoustique, encore visible & l’instant
t = T'/5 disparait dés U'instant 27°/5. Sur la figure 3.4.9, nous avons opté pour une échelle fixe
qui sature les trop fortes valeurs de la solutions. On peut ainsi observer que :

e L’onde stationnaire est fortement anisotrope et "s’étale" prioritairement dans la direction x.

e Lorsque le temps augmente, cette onde "s’étale" également dans la direction y. Ceci se voit
aussi sur les coupes en x = 0 (figures 3.4.11 & 3.4.13).

Enfin, nous étudions les variations de la norme L? (dans le domaine ) de la solution (plus
précisément du champ de pression p®) au cours du temps. Nous avons choisi de ne pas repré-
senter les courbes correspondant & différentes valeurs de € sur une méme figure afin de ne pas
écraser le phénomeéne d’instabilité pour les plus grandes valeurs de £ (nous attirons l'attention
du lecteur sur les échelles). La figure 3.4.14 illustre clairement la croissance exponentielle de
la solution (sauf pour £ = 4, I'instabilité n’étant pas encore visible). Ceci est encore plus clair
sur la figure 3.4.15 ol on représente, sur la méme figure cette fois, les variations du logarithme
de cette énergie. Nous avons choisi de remplacer € = 4 (pas d’instabilité visible) par une expé-
rience avec € = 0.75. En mesurant la pente de 'asymptote de chacune des courbes de la figure
3.4.15, on peut mesurer le taux de croissance exponentielle de la solution puis représenter ses
variations en fonction de 1/e (figure 3.4.16). On observe que ce taux est proportionnel (au
moins pour € petit) & 1/e ce que prévoit la théorie (voir par exemple l'inégalité (3.4.60)).



100 Chapitre 3. Instabilité de Kelvin-Helmholtz

30

1
20
0.5 10

20
5 5
10 5 0 5 10 , -0 5 o 5 10
5 x 10
2
500
1
° LAL o 0 AL 5
-1
-500
2
5 5
10 5 0 5 10 , 10 5 0 5 10
x 10°
5
0 e L1 o
5
5
10 5 o 5 10

Fi1G. 3.4.9: Instantanés de pression pour ¢ = 0.25, ¢t = T/5, 2T'/5, 3T/5, 4T /5, T, I'échelle
varie d'un dessin a I'autre

0.5 0.5
o .. o 0 o"“.o o
05 05

&
Lén

F1G. 3.4.10: Instantanés de pression pour € = 0.25, t = T'/5, 27'/5, 3T /5, 4T /5, T, 1'échelle
est la méme d’un dessin a l'autre
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p(0.y.T)

F1G. 3.4.11: Variations de la pression sur la ligne z = 0 pour € = 1 aux instants t = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t =T (noir)

300

F1G. 3.4.12: Variations de la pression sur la ligne = 0 pour € = 0.5 aux instants ¢t = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t = T (noir)

x 10°

F1G. 3.4.13: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour € = 0.25 aux instants t = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t =T (noir)
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FIG. 3.4.14: Variations de la norme L? du champ de pression en fonction du temps pour
e=4,1, 0.5, 0.25

log(llpll, 2)

FiG. 3.4.15: Variations du logarithme de la norme L? du champ de pression en fonction du
temps pour € =4, 1, 0.5, 0.25
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0.6

0.5
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F1G. 3.4.16: Variations du taux de croissance exponentiel en fonction de 1/¢.
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Le cas d’une instabilité convective

Dans cette série d’expériences, nous choisissons M = 0.5 et M_ = 0., auquel cas nous savons
que la vitesse de propagation du mode instable est :

M, + M-

= 0.25.
2

Nous menons exactement les mémes expériences numeériques que dans la sous-section précé-
dente. Les profils de Mach utilisés pour les calculs correspondent & la figure 3.4.17.

—¢e=0.25
05 —¢=0.5
—e=1
e=4
0.4 i
_ 03¢ R
o)
=
0.2 R
0.1f R
o |
-0.1 :
-5 0 5

y

FiG. 3.4.17: Les profils de vitesse considérés correspondant a € =4, 1, 0.5 et 0.25

Les résultats obtenus, présentés sur les figures 3.4.19 a 3.4.26 appellent des commentaires
similaires & ceux que nous avons fait dans le cas de 'instabilité absolue a ceci prés que.

e L’onde instable n’est plus stationnaire mais se propage lentement dans la direction des =
positifs & une vitesse de propagation qu’on peut mesurer sensiblement égale & 0.25.

e L’instabilité est moins forte que dans le cas de la section précédente. Ainsi, méme pour
e = 1, l'instabilité n’est pas trés visible (voir figure 3.4.20) aux instants considérés (alors
que c’était le cas pour 'instabilité absolue). Cela est di au fait que Re o* est plus fort pour
e=|My—M_| =1 que pour e = |My — M_| =1/2. (voir figure 3.3.1).
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FiG. 3.4.18: Instantanés de pression pour ¢ =4, t =T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5,T

0.15

-10 -5 0 5 10
X

F1a. 3.4.19: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ¢ = 4 aux instants ¢ = 37/5
(bleu), t = 4T/5 (rouge), t =T (noir)
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0.25

0.2 A
0.15¢
0.1f

0.05

p(x,0,T)

-10 -5 0 5 10

F1G. 3.4.20: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ¢ = 1 aux instants t = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t =T (noir)

p(x,0,T)

F1G. 3.4.21: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour ¢ = 0.5 aux instants t = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t = T (noir)

500

4001
3001

2001

100} [\
0 NI

-1001

p(x,0,T)

-200r

-300r

-400 : : :
10 -5 0 5 10

F1G. 3.4.22: Variations de la pression sur la ligne y = 0 pour € = 0.25 aux instants t = 37'/5
(bleu), t = 4T'/5 (rouge), t =T (noir)
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F1a. 3.4.23: Instantanés de pression pour € = 0.25, t = T'/5, 2T'/5, 3T/5, 4T /5, T, 1’échelle

varie d'un dessin a autre

Fic. 3.4.24: Instantanés de pression pour ¢ = 0.25, t = T/5, 2T7/5, 3T /5, 4T /5, T, 1’échelle
est la méme d’un dessin a l'autre
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10

——¢=0.25|

——¢=0.5

——=0.75
=1

107 |

log(lIpll.?)

107 |

1007\_,_‘*.‘ Mvw/\///\/‘/

0 5 10 15 20
t

F1G. 3.4.25: Variations du logarithme de la norme L? du champ pression en fonction
du temps pour € =1, 0.75, 0.5, 0.25

0.7

0.6f

0.5f

0.4f

0.3r

0.2r

0.1r

F1G. 3.4.26: Variations du taux de croissance exponentiel en fonction de 1/¢.

Conclusion

Nous avons voulu dans ce chapitre mettre en évidence le lien entre le caractére mal posé du
probléme de Cauchy associé aux équations de I'aéroacoustique linéaire et les instabilités de
Kelvin-Helmholtz. Nous nous intéressons dans la suite & la résolution de ce probléme par deux
approches. La premiére est une approche analytique basée sur la théorie de la solution fonda-
mentale. En revanche la deuxiéme repose sur la conception d’un nouveau modéle bien posé au
sens de Kreiss (fortement bien posé) qui peut étre résolu numériquement. Nous verrons dans
le chapitre 5 que la dérivation des nouvelles conditions pour les équations d’Euler linéarisées
autour d’un écoulement discontinu est basée essentiellement sur les mémes techniques que
celles nous avons utilisées dans ce chapitre.
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4.1 Introduction

ous nous intéressons dans ce chapitre a déterminer analytiquement une solution

de I'équation de Galbrun dans une couche de mélange idéalisée qui sépare deux
fluides homogeénes identiques, I'un en écoulement subsonique et l'autre au repos.
La difficulté majeure de ce probléme comme nous l'avons évoqué dans le chapitre
précédent est son caractére fortement mal posé. Néanmoins, nous pouvons surmonter
cette difficulté sur le plan théorique en définissant notre solution (qui peut croitre
exponentiellement en temps et en espace) au sens de la théorie des ultradistributions :
c’est 'extension de la théorie des distributions (également appelée théorie des fonctions
généralisées) |51|. Nous renvoyons le lecteur & 'annexe C pour une bréve présentation
de cette théorie.

Dans un deuxiéme temps, nous étudions théoriquement le comportement des ondes
d’instabilité qui représentent la partie singuliére de la solution et qui la fait sortir du
cadre de la théorie des distributions.

L’apport de cette étude par rapport aux anciens travaux qui existent depuis
une trentaine d’années dans la littérature |39, 40| est d’une part l'utilisation d’une
formulation due & Galbrun [23]| qui est bien adaptée au probléme de transmission par
rapport aux modeéles existants dans la littérature, d’autre part c’est I'application d’une
nouvelle méthode de résolution analytique due & Cagniard-de Hoop qui nous permet
de déduire rapidement la solution du probléme aux valeurs initiales dans 1’espace
physique sans faire intervenir la solution harmonique.

4.2 Formulation du probléme

Considérons un milieu infini constitué de deux fluides parfaits identiques séparés par une ligne
de cisaillement. Les deux fluides qui sont en écoulement sont respectivement associés aux demi-
plans Y < 0 et Y > 0 et les vitesses d’écoulement dans ces milieux sont respectivement V _
et V4 (voir la figure 4.2.1).
On décrit ce probléme physique en utilisant le modéle de Galbrun dont l'inconnue est la
perturbation du déplacement lagrangien & = ({x, &y) :
1 D3¢
— == -V (divé) = f, dans R? x R.. 4.2.1
Zh V@O =S dmsExE, (4.2.1)
ouD /D7 =0/0r+V(Y)d/0X, avec V(Y) =V _ Iyy<oy + Vi Liysop-

Les conditions de transmission “naturelles” associées a I’équation (4.2.1) se traduisent par la
continuité de la pression (I'opposé de la divergence de la solution) et du déplacement normal
a linterface I : = {Y = 0}.

[&-ey]=0, [divE]=0 (4.2.2)

4.2.1 Changement de référentiel

Nous considérons le changement de variable suivant (qui est une transformation Galiléenne
du repeére espace-temps (O, X,Y, 7))

(0,X,Y,7) % (0, z,y,t) telque = (X—-V_7), y=Y, t=r1 (4.2.3)
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Les dérivées partielles entre les deux systémes de coordonnées sont reliées par :

o _9 0 _0 0_0
ot

)
0X oz’ Y oy or oz

En introduisant une nouvelle inconnue définie par u(x,y,t) = &(X,Y,7), on trouve que la

fonction w vérifie I’équation suivante :

1 D?
chtg _V(divu)=g  dans R xR,. (4.2.4)
avec g(z,y,t) = flx +V_t,y,t) et D/Dt = 9/t + U(y)d /0x, ou U(y) = 0si y < 0,
Uly)=Vi—-V_siy>0.

Y
A
V+: M+C()€X )\y
s U=(Vy-V_)es
> | > T
V_: M_C()BX
U=0

FiG. 4.2.1: Changement de référentiel.

Le changement de variable (4.2.3) nous rameéne & la résolution du probléme de transmission
suivant :

Trouver une solution causale u tels que
1 2
Cgaa:; —V(divu) =g_ dans Q_ x Ry
1 /0 =0 \2 . 4.2.5
cg<(9t+U8x> u—V(divu) =g, dans Q4 x Ry ( )
[divu ] =0, sur I’
( [u-e,]=0 sur I'.

avec Oy = { (z,y) € R?, /mid =+ y>0} et g9+ =9, -
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4.2.2 Reformulation du probléme

Pour résoudre ce probléme analytiquement nous allons chercher le tenseur de Green associé a
I’équation de Galbrun dans une couche de mélange qui contient deux fluides identiques, 'un en
écoulement subsonique et autre au repos (voir figure 4.2.2). Nous supposons que la source est
située dans le milieu en repos 2_ & une distance hA(> 0) de U'interface I'. Le tenseur de Green
vérifie ’équation suivante (ce tenseur est la solution qui caractérise la réponse impulsionnelle
du fluide) :

1 D%Gy;
2 Dt2

ou d;; est le symbole de KRONECKER.

— 8, (0xGirj) = 5(1)8(2)3(y + h)dyj Vi, j=1,2 (4.2.6)

Yy
_ =1, cp =¢
U = Mcye, P+ y C+ 0
Qy o ] o
— > N 1 >
—> AN — >
—_—> \\TI — >
—_—> N —_—> )
N T
AN
N
R <Z Observateur
a -

o T
U=0 % 07:1,07260

FiG. 4.2.2: Géométrie du probléme dans le nouveau référentiel.

En introduisant maintenant les notions d’ondes réflechie G et transmise QI, on peut toujours
décomposer selon le principe des images le tenseur de Green sous la forme suivante! :

G=G+¢! siy <0, (4.2.7a)
G =¢g! siy > 0. (4.2.7b)

G désigne 'onde incidente qui est la solution de l’équation de GALBRUN dans un milieu
infini (sans interface) contenant un fluide parfait au repos.

En injectant les identités (4.2.7a)-(4.2.7b) dans I’équation de (4.2.6), on obtient :

g 20PGY — 0; (0kGRS) = 6(1)5(x)6(y + h)dij, y <0, (4.2.8a)
¢y 20 Gl — 0i (0uGl;) =0, y <0, (4.2.8b)
¢y *DiG — 0; (0kG5) =0, y > 0. (4.2.8¢)

avec Dy =9/0t+U0/0x (U=V, -V_).

'Nous avons choisi la notation co pour le champ incident car il est défini dans tout 'espace.
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On compléte le systéme d’équations (4.2.8a)-(4.2.8c) par les conditions de transmission sui-
vantes :

Gl . ey|y:0+ = Gl . ey|y:0, y (4.2.9)
G2 . ey]y:0+ = G2 . ey\yzo_ s (4.2.10)
divgl,_or = divg|,_o (4.2.11)

ou G; est la i®™€ colonne de la matrice G.
Nous nous intéressons seulement dans la suite aux calculs des fonctions GiLj avec (L =1 ou II).
En effet le calcul du champ incident est déja fait dans le chapitre 2).

4.3 Résolution dans ’espace des transformées

Le but de cette partie est de calculer les tenseurs (GZL]) .; (L = L) associés respectivement
aux ondes réfléchie et transmise, dans le domaine spectral (k, y, s). Ensuite nous revenons au
domaine spatial (z, y, s), en appliquant simplement la transformeée de Fourier inverse.

4.3.1 Résolution dans 1’espace Fourier-Laplace

Apreés Vapplication de transformation de Fourier en x et de Laplace en temps t aux équations
(4.2.8a)-(4.2.8b), on obtient un systéme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 2 facile
a résoudre :

. dGL
K2 (k, y, s)Gly — ik 522 =0 (4.3.1a)
Y
~ dGL, Gk
2 2 L : 12 22
k — k)G —ik - =0 4.3.1b
(H ( ' Ys S) ) 22 1 dy dy2 ( )
~ dGEL
K2 (k, y, s)GH — ik% =0 (4.3.1c)
Y

dGh  d*Gh
dy dy?

(K*(k, y, 5) — K*) G — ik =0 (4.3.1d)

avec
Kk, y, s) £ {
M désigne le nombre de Mach qui est défini par U /cy ou encore par My — M_.

Le calcul des composantes C/%] (j = 1,2 et L =1, II) se fait de la méme maniére que
celui du milieu homogéne mais sans terme source :

GLi(k, y, s) = AL(k, s) exp(—ri(k,s)ly]), Vj=1,2VL=L1I  (432)

avec
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o AQLj(k, s) est une fonction des deux variables k et s a déterminer.

o ri(k, s) = ((3/00)2 + k2> i

o ko, 5) = ((s/co +iME) + k2>1/2

ol pour la détermination de la racine carrée complexe, /- définie dans le chapitre 2
D’apres la définition de la racine carrée complexe (?7) que nous avons choisie, la coupure

de la fonction x; dans le plan complexe des k sera la réunion de deux demi-droites pour un
nombre de Mach M; (€ [0, 1[) qui est égal a 0si [ =1 et égal & M sinon (voir figure 4.3.1) :

Re(s) Re(s)
(&3 _ A S I S A
Smk €] —oo; co(l—Ml)[U]co(1+Ml)’+oo[’ VRe(s) >0
Coupure Coupure
Re(s) Re(s) o
Co<1 _Ml) 00(1+Ml) Smk

F1G. 4.3.1: Détermination de la fonction k — x;(k, s)

Pour calculer les amplitudes Agj(kz, s), on doit utiliser les conditions de transmission (4.2.9) -
(4.2.11) sur linterface qui s’écrivent dans ’espace de Fourier-Laplace :

Gl = G + G! 433

2 o+ 21 T Gog y—0- ( )

ikGY) + 0,Ghy ot ik (G55 + Ghy) + 9y(GX + Gyy) 0 (4.3.4)
Gl = G +GL 4.3.5

2| o 22 T Gag - ( )

kGl +0,Gn| = 1k(GE+Gh)+ (0G5 +Cn)| (4.3.6)

Nous rappelons que le tenseur de Green G = (ijo)” est donné dans ’espace spectral (k, s)
pour une source localisée au point (0, h) sous la forme suivante :
k2
, | —ik sgn(y + h)
~ 15 K1
G*(k,y, s) = —g e~ fmlythl Vy<0. (4.3.7)
s

—ik sgn(y + h) K1
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D’aprés les équations (4.3.2)-(4.3.3)-(4.3.6) et (4.3.7), les amplitudes vérifient ce systéme
d’équations linéaires :

Ay — Ay =G| (4.3.8)
y=0
ik Al — ko AL —ikAL — gy AL, =1k GSS + 11 G55 (4.3.9)
y=0% y=0%
AL - A, =G| (4.3.10)
y=0
ik AL — Agg—ikAllg—@Agfik@gg‘ LT G .~ (4.3.11)
Y= Y=

avec AJL1 les amplitudes associées aux termes GJLI.
On remarque ici qu’on peut calculer les amplitudes associées & la premiére colonne du tenseur
de Green (A%, AL) indépendamment de la deuxiéme colonne (AL, AL).

Pour ce faire on doit compléter le systéme d’équations linéaires par les équations (4.3.1a)-
(4.3.1c) de sorte qu’on obtienne deux systémes linéaires carrés vérifiés respectivement par
Al = (Afy, Afy) et AY = (A, A)

1I 1 _ Aoco
Agy — Ay = G _
y=0

; I O _ 741 I _ 7. oo oo
lkAll_K/QAQl_lkAll_K/]_A21—1kG11 ++K/]_G21

y=0 y=07

ro ALY +ik AY; =0

et

1I 1 _ Aoo

Agy — Agy = G55 =0~

ik AL — gy AL ik AL — ko AL, =ik G + k1 G
12 1 Agg 12 2 Agg 12| s 1029

y= y=0—

ko ALL +ik Al =0

qu’on peut écrire sous la forme matricielle suivante :

M(k,s) A;j = Bje™h vji=1,2 (4.3.12)
avec
0 1 0 -1 Al by
. . AI' 1 b(])
M(k, s) = ik K1 ik ko 7 Aj: fIJ et B = 2 V=12
0 0 ky ik Aj; 2 o

ki —ik 0 0 AL 0
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Les composantes du vecteur B; sont données par :

1  _..C52

by’ = 17?(?) bgz) _ _,ﬁ(io)2
(1) k . 2) )

BV = i 2 _

9 i o b2 1

Pour que le probléme de transmission (4.2.6)-(4.2.11) admette une solution unique, il faut
que

det M(k, s) #0

En calculant le déterminant de la matrice M, on obtient enfin la relation de dispersion de
notre probléme :

Ak, s) = (ki(k, s) — k) ka(k, s) + (k3(k, s) — k*) k1 (K, s) = 0, (4.3.13)
qui peut se réécrire simplement sous la forme :
s% /g2 9\ 1/2 sz 2/, 8 . 9 2\ 1/2
Ak, s) = cg<cg +k ) + (% +iME) ((% +iME) 4k ) —0, (4.3.14)

Nous retrouvons alors (en prenant cp = 1, M_ =0, M, = M ) larelation de dispersion (3.3.8)
du probléme de transmission (3.3.2)-(3.3.3) du chapitre précédent. Cette relation est résolue
en posant o = s/k mais cette fois nous voulons la résoudre en prenant comme inconnue g =
—ikcy/s = —icp/o. En utilisant la démonstration du théoréme (3.7) nous pouvons montrer
facilement le lemme suivant :

LEMME 4.1 Si 0 < M < 2 (ce qui est toujours vrai pour le cas subsonique), I’équation
(4.3.13) admet uniquement 2 racines complexes :

g =g, tig,

- thd bg= 22y (4.3.15)
© = oM T2 Mz ET 9V o

mais si M €] 2, 2v/2[, on obtient de plus une racine réelle ¢, = 2/M

avec

REMARQUE 4.1 Nous rappelons ici que l’existence des poles complezes qoi dont les parties
mmaginaires sont positives amene o une croissance exponentielle de la solution en temps ou en
espace. Ceci explique lapparition des ondes d’instabilité. Par contre le pole q, qui est un réel
positif ne joue aucun role a la manifestation des ondes d’instabilité.

Par la méthode de CRAMER, on résout aisément 1’équation (4.3.12) et nous obtenons enfin les
amplitudes qui sont données sous la forme suivante :

_kj A~ ik A |
K1
1| ik A™ 1 e mh 1 K1 A 1 e—rih
A=-3 At =g AT
2]?2(:%%—]?2) 1 —21]{7/{1(%%—]{52) 1
21k ra(K3 — k?) | 2 K1 K2 (ki — k) i
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AT : (K, s) — AT(k, s) 2 (K2 (k, s) — k?) ka(k, s) + (K2(k, s) — k?) k1 (K, s)

Dans 'espace FOURIER-LAPLACE, les amplitudes de I’onde réfléchie et transmise sont données
par :

k‘2
- 1 — ik A= eft(y—h)
G(k,y,s) = 3 1 AT W’ Vy<0 (4.3.16)
—ik K1
—k‘2 —iklil
—K1h—kKay
G\H(k7 Y, S) - eT, v Yy >0 (4317)

—ik K9 K1 K9

Soient R;; (resp Tjj) les coefficients de réflexion (resp de transmission).

T K1 Ry -1

T_ Ty | _ | ke (k1 — k%) ot R— Ry | _ | 1 | AT
T12 K1 A+ R12 -1 A+
Too K2 Ros 1

En introduisant les matrices de réflexion et de transmission, on peut voir la relation entre les
amplitudes des ondes réfléchies et transmises :

~ T~ ~ Ci o~
G;)O}y:(] — G?‘y:(); G]QO‘y:O — GHy:O’

(T O _( Ry 0 .
73_<0 sz)’ CJ_<0 jo)’ vi=12

donc on trouve que toutes les composantes du tenseur sont de la forme suivante :

Vi=1,2 (4.3.18)

avec

Glj(k, y, s) = Rij(k, s) A5y (k, s) e (5 2)u=h) (4.3.19)

Gij(k, y, 8) = Ty (k, 8) A3 (k, 5) e (hos) hmralk. o)y (4.3.20)

avec Aff les amplitudes de ’onde incidente.

4.3.2 Résolution dans 1’espace de Laplace

En appliquant la transformation de FOURIER inverse en x a (4.3.19)-(4.3.20), on obtient la
transformée de LAPLACE du tenseur dans le domaine spatial.

~ 1 400 )
Gij(x, y, s) = 5= / Rij(k, s) A (k, ) emr(R)ly=h)tike g, (4.3.21)

2m J_

~ 1 +oo )
G?j(w, Y, 8) — / Tz‘j(k’, S)A?(k, 8) e—m(k,s)h—nz(k,s) y+ike dk (4.3.22)

=5 .
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On fait alors un changement de variable en posant ¢ = icok/s qui est une étape principale de
Papplication de la méthode de Cagniard-de Hoop en deux dimension (2D) d’ou les fonctions
en k et s se réécrivent sous la forme suivante :

rilk, s) = gmq), A*(k, 5) = (

213 A%(q) (4.3.23)
co

avec

) = (1—¢)"* 3 = ((1 —Mq)* - q2>1/2
A*(p) = 72(q) = (1 = M q)* v (q).

Les identités (4.3.21)-(4.4.10) s’écrivent en fonction de la nouvelle variable 7 sous la forme
suivante :

Gz, . s):% j:oHl(q) et (@O raz) g0 / Jir:oEI(q)dq (4.3.24)
Gy, s) = % ::o Hll(g) &= a (M@ M@y rar) g /_ :o =M(g)dg  (4.3.25)
avec
-, 7  qm
Hig2at| " % L HY(g) 2 le+ (4.3.26)
q " a7 M2

Nous allons maintenant calculer le tenseur de GREEN, d’abord dans le milieu 2_ qui en repos,
puis dans le fluide qui en écoulement.

4.4 Résolution du probléme pour ’onde réfléchie

4.4.1 Contours de Cagniard-de Hoop

Pour un point fixé (z, y) du demi-plan Q_, nous introduisons de nouveau la variable 7 qui a
la dimension du temps et qui est définie par :

cotr = qx —y1(q)(y — h) (4.4.1)
Le contour de CAGNIARD est alors défini par :
I'y :={q € C tel que Re(7) € Ry et Sm(r) =0}
= {qE(Ctel que 37 >0 | ((1—Mq)2—q2))

[SIES

(y—h)+ql‘:COT}
Nous posons

r =22+ (y—h)?, x=rcosb, y—h=—rsinb, 6, € [0, 7]

Avec ces nouvelles coordonnées polaires nous montrons d'une fagon similaire & celle du cas
homogene (en prenant M = 0) que

=Y uYturyury,
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avec

TE = {Ui(T) = @(:OSHI +sinf\/1— (7/cor1)?, 0<7< TI} 2

T
rf .= {ﬁi(T) = Cﬁ—TCOSGI +isinb/(7/cor)? — 1,7 > 7'1} 3
I

Nous verrons que 7,(= 71/cp) est le temps d’arrivée de I'onde réfléchie .

Soit ¢ € I'E, on note X = X(7) = Re(q) et Y =Y () = Sm(q), on a alors

X? Y2
sin? 6, cos20,

~1 (4.4.2)

C’est ’équation d’une hyperbole. En fait I'y = T’ f U I']” sont deux branches hyperboliques
qui intersectent ’axe réel au point ¢ = g(x, y, 7 = 7,) = cos b;.

D’aprés la définition de la racine carrée complexe /- que nous avons choisie, les points de
branchement de la fonction Z!; sont alors qf =d1et qgc =1/(M +£ 1), ses coupures sont les

ij
deux demi-droites réelles

1
%eqe]—oo;—l[u]m; +oo|, VRes > 0.
Le contour de Cagniard-de Hoop I'y peut traverser la coupure sous certaines conditions qui
dépendent essentiellement du point d’observation & = (ry, ;) dans le milieu Q_. En fait si
q(z,y,7,) =cosb >1/(1+ M) = cos b, le contour d’'intégration traverse la coupure T, et
par conséquent la discontinuité a travers cette coupure va contribuer a ’apparition des ondes
de téte.

Nous nous intéressons maintenant & la localisation de la zone d’instabilité qui sera déter-
miné par la position des poles par rapport au contour d’intégration. Nous montrons qu’il
existe un angle critique 6, = 7/4 (U'indice v est lié aux ondes de vorticité) tel que le contour
de Cagniard-de Hoop passe par ces poles. Nous définissons cette zone par :

QY = { (z,y) = (ricosby, h —risinb;), | % <6 <m }
DEMONSTRATION :
Nous cherchons a trouver ’ensemble des points (x, y) dans le milieu Q_ tel que le péle g
(resp Q) soit capturé par la branche hyperbolique du contour d’intégration ayant une partie
réelle positive (resp négative). Il faut montrer qu’il existe 7 > 0 et un point d’observation
(x, y) = (ricosby, h — rysinf,) dans Q_ vérifiant en méme temps ces deux identités :

Xo = Re(qo) = C;’—T cos 6, (4.4.3)
I
Yo :=Sm(qo) =/ (7/cor:)? — 1 sinb,,. (4.4.4)

Or on sait que ¢> — ¢ = 1/2, donc IA\y € R vérifiant ¢, = (V2/2)coshAy et ¢ =

(v/2/2) sinh Ay ie.
go = cosh A\pscosm/4 +1 sinh A\jrsinn/4. (4.4.5)

2Y = upsilon en majuscule, v = upsilon en minuscule
39 = vartheta
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En remplagant astucieusement dans (4.4.3) et (4.4.4), co7/r; par cosh Ay, on peut donc ré-
écrire Xg et Yy sous la forme suivante :

Xo =cosh A\y cosf,

Yy = sinh Ay sin 6,

qu’on en déduit :

go = cosh A\ys cos 6, + 1 sinh Asin 6, (4.4.6)

Pour conclure que 6, = /4, il suffit d’identifier les deux équations (4.4.5) et (4.4.19). Nous
pouvons vérifier aisément que les poles sont situés a gauche (resp a droite) du contour d’inté-
gration si I’angle 6; > 6, (resp 6, < 6,).

[ |
Nous présentons ci-dessous une schématisation de la région d’instabilité.

F1G. 4.4.1: Zone de l'instabilité de Kelvin-Helmholtz (IKH)

La question qui se pose maintenant est de savoir s’il existe un point d’observation (r;, 6)
tel que le contour de Cagniard-de Hoop traverse la coupure sans passer par le pole. Cette
situation peut se produire lorsque 63 < 6; < 7§ (a condition que M < V2 —1=0.414).
Nous présentons ci-dessous les contours de Cagniard-de Hoop pour tous les cas possibles dans
le demi-plan inférieur 2_.
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F1G. 4.4.2: T" et '~ dans le ¢-plan pour différents points d’observation (6, € [0; 7))

4.4.2 Retour au domaine temporel

Il faut alors modifier le contour pour qu’il ne traverse pas les coupures. Pour cela nous allons
maintenant utiliser T* qui est représenté avec I't dans le plan complexe sur la figure 4.4.2.
T~ est le segment réel [—1; —1/(1 — M)] et T est le segment réel [1/(1 + M); 1]. Seul T*
peut nous permettre de contourner la coupure, de plus nous n’avons besoin que de la partie
de YT comprise entre 1/(1 + M) et cos (> 0), nous notons donc

YT=""N[1/(1+ M); cosb,].
On vérifie facilement que T peut étre paramétrée par 7 :
T={g=vt(r)= m<r<m)

avec 11 = 17 cos(f; — 0ps) qui est obtenu en utilisant U'identité (4.4.1) en ¢ = 1/(1+ M). Nous
perturbons légérement 1’ensemble défini par { q € Fic, | gl <p }, de telle sorte que la
courbe obtenue notée par :

1
rr={aert L <pe > |,

ne touche pas ’axe réel et nous définissons :

Ti, ={¢geC |qg*;eT}

¢, ={qeC ]‘q—ﬁ’:% et %e(q)SH—M.
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T, (resp. Y_,) est 'image de Y par la translation de vecteur % (resp. —%), ¢, est le demi-

cercle "a gauche" de centre 1/(1 + M) et de rayon %.

FiG. 4.4.3: Contour d’intégration fermé dans le g-plan pour 6; > min (7§, 0ar)

La partie imaginaire du contour est symétrique par rapport & 'axe des réels et pour une méme
valeur de 7 on a deux points du contour ayant la méme partie réelle.

D’aprés le théoréme des résidus U'intégrale du tenseur Z! sur le contour ferme CF,:=D,U
C,ul',UY,,UY_,Uc, (Porientation du contour est choisie de telle sorte que le segment
réel D, soit parcouru dans le sens des valeurs croissantes — voir figure 4.4.3) est égale a la
somme des résidus :

1

5t =!(q)dg = Res(Z!, qo) + Res(Z, ) = U(qo) + ¥(q}) (4.4.7)
Tl CF,

On vérifie facilement que :

lim ='(q)dg = 0 (matrice nulle). (4.4.8)
p—00 Cp
De plus
1
lim (g )E(a) =0,
|(]* 1+1M ‘*’0 1 + M

donc, en appliquant le second lemme de Jordan [55] :

lim [ Zq)dg = 0. (4.4.9)

p—00
Cp
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En faisant tendre p vers 400 dans (4.4.7) et en tenant compte des identités (4.4.8)-(4.4.9), on
obtient alors :

G (2, v, 5) = 27 (@lan) + 2(65)) ~ [ S@da— Jim [ [ g+ [ Zaad).
Iy p=o L)y, Tip
(4.4.10)
I1 est alors évident (en orientant T “de la droite vers la gauche”) que :
i _ [ Ew)do=% [ Z'0)dg
p—+00 Tip T

En utilisant la symétrie du contour de Cagniard-de Hoop par rapport a I’axe réel, apres le
changement de variable d’intégration et avoir remarqué que

=0 (1)) = EL (@ (1)) = ~E (97 (1)),
on déduit de (4.4.1)
- [ Fin= [T @2 i [TE o o) ? D

't 1

= /TOO 2 Re {EI(W(T))&’;(T)} dr

I

De méme, on obtient :

| /T ) =(q)dg + /T ) ='(g)dg] = / 5 %e{EI(v+(t))aU;T(T)} dr

De la méme facon que dans le chapitre précédent, on montre que

o0%(r) _ in(0F(n)
e = (4.4.11)
ovt(7) Y1 (v (7))
5= (:I T (4.4.12)
En utilisant (4.4.11)-(4.4.12), on obtient finalement :
+(r e=ST
51(19+(T))8198T() =HW" (1)1 (9" (7)) SN (4.4.13)
e ) e
=l(vt (1)) P H(vT (7)) m (v ( ))271' ——— (4.4.14)

On voit que 'onde réfléchie totale Glse décompose en différents types d’ondes. Chaque onde
a une signification physique précise :

G'=GF 4G5 +gv (4.4.15)
SR B o n n e ST dr
Rz, y, 5) = / Red (H(0% (7)) (9 (T))}W\/TQ_(W (4.4.16)
GBa,y, s)=— /TI %m{H(v+(7))'yl (U+<T))}7r (i_;;;?—_ = (4.4.17)

GY (w, y, ) = 27 (B(q0) + P(g5)) (4.4.18)
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4.4.3 FEtude de I'onde de vorticité

Nous nous intéressons dans cette section aux ondes de vorticité (:}’VV qui viennent de la contri-
bution des péles. Nous rappelons que ¢g est un podle simple donc le résidu de la fonction = au
point gg s’obtient par un simple calcul de limite.

(g0) = lim (g — 90)="(q)

Or on sait que

qlirglo(q — qo)EI(q) = %C(qo)exp(—S 7(q0))

Cl(qo) = qligglo(q —qo)H'(q) et 7(q0)= (q0z — (1 — @) (y — h))/co €C

donc
G (x, y, 5) = C"(qo) exp (=5 7(q0)) + C"(q5) exp (=5 7(q5))

Le fait que 7(go) peut étre complexe, la fonction GV ne peut pas admettre une transformée
de Laplace inverse au sens de la théorie des fonctions généralisées mais nous pouvons quand
méme l'inverser au sens d’une autre théorie, celle des ultradistributions (voir 'annexe C)

On définit alors d'une facon analogue & celle de la théorie de distributions la transformée
inverse de Laplace aux sens des ultradistributions :

o+ioco
gv(x7 Y, T) L / Qv(a:, y, s)exp (s 7) ds.

21 J oo

Le choix du parametre o dépend principalement des singularités de la fonction s — §V(-, - 8)
mais comme notre fonction s — GV (-, -, s) n’admet aucune singularité 7e. analytique, on peut
prendre alors o = 0. Par conséquent on obtient

GY(z,y, ) = 21/ 16V (z, y,iw)exp (iwT) dw.
S oo
I 00 I~ 00
:C(qo)/ exp(iwz)dw—l-c(q())/ exp (iw Z) dw
2 J_ o 27 —oo

= % (Cl(qo)éz + Cl(ao)éz)

z=1—(qz—(q)y—h))/c €C.

On désigne par ¢, une ultradistribution définie par :

oo i n
Soasin = Z (ip) 5

n=0

ou J, est la masse de Dirac au sens habituel.

Pour étudier I'ultradistribution d,—,+ig, nous devrons déterminer les parties imaginaire et
réelle du nombre complexe z qu’on peut réécrire aprés avoir remarqué que

go = cosh A\pscosm/4 + 1 sinh Asinm/4 = cos(m/4 — i), (4.4.19)
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sous la forme suivante :

z=1—(r1/co) cos(Oy — /4 +1)Mp)
A partir de cette formule on peut déduire explicitement les parties imaginaire et réelle du
nombre complexe z. En effet

™

Re(z) =71 — o cos(b 1 ) cosh Aps (4.4.20a)
Co
o, T .
Sm(z) = o sin(f0;, — Z) sinh Aps (4.4.20b)
0

Nous remarquerons & partir de (4.4.20a)-(4.4.20b) que Sm(z) < 0 est équivalent a 6; < §
et que Re(z) = 0 exige que le temps 7 soit positif dans la région de l'instabilité c’est a dire
lorsque 0; < 7.

4.4.4 Conclusion

THEOREME 4.2 Dans le demi plan y < 0, I'onde réfléchie G' est donnée par :

o O, >w/4et b >0y, gl =g~
o O <m/detb >0, Gl =ght+gv
o O <T/4etb <Oy, gl =ght4+gh
o O <m/det b <Oy, Gl =gf+G8+gv
avec
R + + H(t —7)
Gz, y, t) = Re {H(i? (t))’yl (19 (t))} > (4.4.21)
m\/t? — (r1/co)?
H(t — 7'1)
B )= -G +(t +(t 4.4.22
G7(z, y, 1) SmA{H (V" (6) (v ())}WW ( )
1 J—
GY (@, y, 1) = o~ (C'(q0)3- + C(q0)%) (4.4.23)

Nous obtenons finalement le tenseur de Green G ! dans le milieu Q_ (= {y < 0}) :

GYOy,r,t) = GR(Oy,r1,t) + H(Oyr — 6)GB (01,7, t) + H(O: — w/4)GY (61, 71, 1) (4.4.24)

4.5 Reésolution du probléme pour les ondes transmises

4.5.1 Détermination du contour d’intégration

Pour un point d’observation (x, y) du milieu Q4 ({y > 0}) qui est en écoulement uniforme,
on introduit la variable 7 qui est définie cette fois par :

coT 2 71(q) h+2(q) y + gz (4.5.1)
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On définit une fonction complexe F par

Flg, ) £n(@)h+7(0)y+qz—coT

L’expression du contour Cagniard-de Hoop de I's est plus compliquée que celle que nous avons
déja rencontré précédemment :

Ty:={3r eR" | qeC|F(g,7) = h(1—¢*)% +y((1—Mq)®> —¢*)2 —co 7 =0}. (4.5.2)

Etude détaillée de I'y

Nous pouvons tout de suite remarquer que :

1. si¢g=a+1ib avec b # 0 est une racine de F'(q,7), alors ¢ = a — ib l'est aussi;
2. si q est un imaginaire pur alors ¢ =0;

3. si q est réel il faut donc que

+y((1— Mqg)* = )2

S

h(1—q%)

soit réel et donc que le nombre réel ¢ €] — 1, [, cette condition nous montre que

1
1+ M .
le contour ne traversera pas les coupures qui sont situé sur I’axe réel et donc qu’il n’y
aura pas d’onde de téte pour 'onde transmise.

4. soit

n y<(% _ M%)Q — 4z 4 gx —c=0 (4.5.3)

=

P 1) =h( - (1)

quand 7 tend vers +oo, I’équation (4.5.3) devient :

(z+i(h+yvV1—M?)g =71 siSm (¢) <0
(z—i(h+yvV1-M?))q =7 si Sm (q) >0

Le contour I'y admet donc 2 asymptotes paramétrées par 7 d’équations

:w:Fi(y\/l—MQ—l—h)T (45.4)

-
= T) =
¢=4a(r) r+i(yv1—M2+h) 22+ (yvV1— M?2+h)
Nous remarquons que lorsque 7 tend vers +oo les asymptotes de la courbe I'y tendent
vers U'infini suivant la direction £6,s, = arctan (y\/1 — M? + h)/z) si £3m(q) > 0.

Dans un premier temps, nous allons étudier les propriétés de la fonction suivante :

g— fq) ==h(1—¢*)? +y((1 - Mg)* — ¢*)? + qu

seulement dans lintervalle réel [—1
dans le plan complexe.
Les dérivées de f par rapport & ¢ sont données par :

; ﬁ], dans un second temps nous étendons ’étude de f

fl@)=o—(M+(1-M)g)————L_h et f'(q)=— -
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la fonction f’ est strictement décroissante car sa dérivée f” < 0, par conséquent elle admet
une unique solution ¢* dans l'intervalle [—1; 1/(1 + M) |. En remarquant que f'(0) =z — My
et limg_1/(14 1) 1'(q) = —o0, on peut déterminer le signe de ¢*. Nous résumons ces résultats
dans le tableau de variation de f ci-dessous

g | -1 q* 1/(1+ M)
f'(a) — +
(q%)
f(a)
J(=1) /(A +M))

Finalement, on conclut que 7, = h(¢*)/co est le temps d’arrivée de 'onde incidente dans le
milieu 24 tel que la fonction complexe F(q, ;) admette une racine double g¢*.

4.5.2 Retour au domaine temporel

En utilisant les résultats (4.5.4), nous montrons que le contour d’intégration I's ne passe pas
par les poles lorsque z < 0. Par conséquent ils ne vont pas contribuer dans le calcul ie. il n’y
aura pas d’ondes d’instabilités pour z < 0 et y > 0.

Y

1 1 Re(q

FiG. 4.5.1: Contour d’intégration lorsque z < 0 et y > 0.

Soient v (7) (respectivement v~ (7)) un zéro de la fonction complexe F(q, 7) ayant une partie
réelle positive (respectivement négative) et.

Iy ={q= vE(7) tel que 7> 7, } et To =T UTy,
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En appliquant les méme techniques de calcul que nous avons utilisé précédemment, on obtient
la transformée de Laplace de I'onde incidente dans le quart de plan x <0 et y > 0.

i vi(r o0 v (7
Ga s == [ g = [T i [T 25 ar

’ ' (4.5.5)
_ /TOO 2Re {Eﬂ(w(f))a”;(”} dr (4.5.6)

11

Si nous appliquons le théoréme des fonctions implicites & la fonction F'(g, 7), nous avons alors :

oF

ot oD e 45.7
87’ __a£<y+ T)_8£<V+ T)a ( .. )
oq oq

avec

oF
dq
D’apres (4.3.25)-(4.5.6)-(4.5.7), nous obtenons finalement :

W), r) = — (M + (1 - M>)t(r))—2

~11 co [ I/ + OF + -1 _

Gz, y,s)=— Sm S H (v (7)) [*(V (1), 7')} e T dr. (4.5.8)
Ty dq

Par conséquent, nous tirons de (4.5.8) l'expression finale de 'onde incidente dans le quart de

planz <0ety >0:

gH(.T, Y, t) _ %H(t B TH)%m {HII(V+(t)) [aaf; (]/+(t), t)]_l} . (459)

Nous nous intéressons maintenant au calcul de 'onde incidente dans la partie du plan x > 0 et
y > 0. Pour ce faire il faut tout d’abord localiser I'instabilité dans cette région du plan ce qui
n’est pas évident parce que nous n’avons pas d’expression explicite du contour d 'intégration.
D’apres (4.5.1), nous remarquons que le contour de Cagniard-de Hoop associé au point d’ob-
servation (z, y) vérifiant les deux conditions suivantes :

e {v1(q0) h +v2(q0) ¥y + goxr} > 0,( qui est toujours vrai Vz, y > 0)
(4.5.10)

SmA{y1(q) b+ 72(9) y + @z} =0.
passe exactement par les poles. Nous définissons implicitement alors la zone d’instabilité par :
Qf = { (z,y) eR* xR, | Sm{y1(g0) h+72(q)y+ gz} <0}.

Il y aura de nouveau cette fois les ondes de vorticité dans le domaine 24 qui sont sous la
forme d’une contribution des poles :

&l 1) = o (" (a0)d + " (2,)5(5))

avec
cob=cot—qoz —71(q)h —12(q0)y et C"(qo) = qlij{qlo(q — q0)H"(q).
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La fonction GK sera déclenché au méme que l'onde d’instabilité dans le demi plan y < 0.
Par suite nous obtenons le champs du déplacement incident qui est donné par :

G, y, t) = G"(z, y, t) + Gl (=, , t) (4.5.11)

T _ G« I/, + oF -1
G" (@, y, 1) = =m {H (v (1)) [8—(1(1/ (t),t)] } (4.5.12)
Gr(z, y, t) = %(CH((IO)(SI) + CH(qO)ég) (4.5.13)

Nous pouvons remarquer facilement que les deux ondes d’instabilité se rejoignent sur l'interface
I'. En effet, si y = 0 on voit tout de suite que b coincide avec z (by,_, =7 — qox/co — 71 (q0)h/co =

Zly:O)

4.6 Fronts d’ondes

Dans cette partie nous rappelons quelques propriétés sur les fronts d’ondes de la solution
fondamentale. D’aprés ce qui précéde on montre que les ondes incidente et réfléchie arrivent
respectivement & linstant ¢ = r/cy et t = 7, = 1 /co avec r = /2?2 + (y+h)? et r; =
Vx? 4 (y — h)?. D’autres types d’ondes, dites ondes de téte, apparaissent aussi & l'instant
t = (ry/co) cos(6; — Oar)

transmise

Source

Onde de téte

réfléchie

Q_
=

F1G. 4.6.1: Les fronts d’ondes.







CHAPITRE 5

MODELISATION ASYMPTOTIQUE STABLE
D’UNE COUCHE DE CISAILLEMENT

5.1 Introduction

e travail vise & apporter une réponse a la question qui se pose naturellement : quel type

de modéle peut-on utiliser d’un point de vue numérique pour 1’acoustique “au voisinage”
d’un écoulement cisaillé discontinu (nous voulons dire : un écoulement qui varie si brutalement
qu’on aimerait le modéliser - & des fins numeériques - comme un écoulement discontinu) ?
L’idée que nous allons développer est de considérer qu’'un écoulement discontinu n’a pas de
réalité physique mais n’est qu’'une modélisation d’un écoulement qui dans la réalité varie
brutalement sur une petite distance € > 0 (par exemple, une couche limite due & la viscosité
du fluide, négligée dans les équations d’Euler).

Y/ Y/
M, M,
Q4
_ M(y)
i s “x
Q_
M M_
(a) Profil discontinu (b) Profil fortement cisaillé

Fia. 5.1.1: Régularisation du profil discontinu

A partir de cette idée et grace a une analyse asymptotique formelle de type couche limite,
nous allons construire un nouveau probléme de transmission pour le profil discontinu Mg;..
Ce genre de modele est bien entendu trés utile pour des modeéles de simulation numérique : on
évite d’avoir recours a une discrétisation a I’échelle de ’épaisseur de la couche de transition.
Les nouvelles conditions de transmission :
1. apparaitront comme une petite perturbation des conditions de transmission limites for-
tement instables,

2. garderont la mémoire de la couche limite dont elles représentent une idéalisation,

131
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3. méneront, c’est le point fondamental, & un probléme mathématiquement bien posé,

4. permettront néanmoins de rendre compte des instabilités hydrodynamiques physiques
existant dans la couche d’épaisseur non nulle.

Nous reprenons dans ce chapitre les notations du chapitre ?7.
5.2 Analyse asymptotique du probléme de Cauchy

5.2.1 Position du probléme

Nous considérons le probléme de Cauchy associé au systéme suivant :

ou’ ou®  Op°f PN
5 +M€(y)%+%+(ME) (y)v® = 0
ove ove  Op° B
op° opt  out  Ov® B

\ Ot +M6(y)8x+8x+8y =0

et & des données initiales que, pour simplifier, nous supposons a support dans le demi-espace
y < 0. Si on applique au systéme (5.2.1) la transformation de Fourier par rapport a la variable
x, on obtient :

(u®, 0%, p°) (2, y,t) — (", 0%, p7) (, y, B) (5.2.2)
Dans ce qui suit, nous allons travailler & k fixé et c’est le comportement des fonctions

(yv t) - (28725786)(1437 Y, t)

qui va nous intéresser.
Le systéme 1D (en espace) satisfait par ces fonctions, s’écrit :

a 15
agt ik Mo(y)uf +ikpf + (M) ()f = 0
o . . Opf _
o Tk M(y) v t 5y =0 (5.2.3)
op® Ove
L iR M(y) pf ik u + = —
| 7 +1i (y) p° +i g+ay 0

Lorsque k est fixé, ce probléme d’évolution est bien posé dans L?(R) et on a une estimation
a priori du type :

P P ) < g 2+ o5 C |k| t 5.2.4
g |07 |7+ [ |+ o7 [7) < | 1P+ 165 | exp (C k] ) (5.2.4)

pour une certaine constante C' indépendante de €. Par conséquent, pour Re s assez grand par
rapport a k (mais indépendant de ) on peut définir la transformée de Laplace en temps de
(ge, 257 Ba)

(u”, 0%, p°)(ky, t) — (@, 0%, p°) (K, y, 5) (5.2.5)

et en outre, k et s étant fixés :

y— (u%,0°,p°)(k,y,s) € LZ(R).
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5.2.2 Développement asymptotique de type couche limite

C’est maintenant au développement asymptotique en ¢ de (u®,v%,p®) que nous allons nous
intéresser. Ceci va nous ramener a des calculs analogues a ceux de la section 3.4 du chapitre
3. Comme dans cette section, on peut tout ramener & un probléme de transmission entre :

ﬁi :ﬁs‘y<0’ ﬁi :ﬁs‘y>8 1/7\6 :]/7\6|0<y<a- (5.2.6)

Cette fois, le systéme d’équations n’est plus homogéne. On vérifie que :

(k% + (s +1kM. )2]§E—d2/i:(s+ikM )P +(%+ikzu> y<0
T ay? TR0 Ny OO0
2 2 d*py
(k% + (s + 1My )?] P — a4 =0, y > e,
d /1dp
2 21 e 2
k - — (5= ) =0, 0<y<e,
\[%Jr I %dy<7§dy> yes

ou . est, rappelons le, défini par

Ye(y) = s +1kMc(y)

et ou (ug, Vg, ]30) désigne la transformée de Fourier de la donnée initiale (ug, vo, po)- Le systéme
ci-dessus est complété par les conditions de raccord :

p=(0) = p=(0), pe(e) = p5(e),
Gyl op o O (5.2.7)
8731(0) = @(0): (ny(f?) = 87;(8)'

Nous allons maintenant chercher un développement asymptotique formel de la solution sous
la forme :

(v) :]3(_0)@) +€]/0<_1)(y) + &2 j){_z)(y) 4.

=

)= y—e)+epPy—e)+2pP(y—e)+ -

) = POE) +e PO+ POE) 4.
Nous allons nous limiter & la détermination des termes d’ordre 0 et 1, (]’5(,] ),;B(Jz),ﬁ(j)) pour
j = 0,1, et allons chercher a éliminer PU) pour aboutir a un probléme de transmission en
(ﬁ(_] ), ja\(j)) Ceci nous obligera aussi & nous intéresser au terme P Les calculs sont évidem-
ment trés similaires & ceux de la section 3.4.2 du chapitre 3 dont nous reprenons les mémes

notations. Rappelons que 1’équation en P S'écrit

~ d 1 dpP¢
27.2 2\ pe 2
14+~%)P° — v = 2.
e“k*(14+~7) Y(2Y> 0 (5.2.8)

avec

(YY) = Z FiM(Y).
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dvg

Analyse des termes d’ordre 0. Posons g = (s +ikM_) p, + (d
- - Y

+ ik:g()). De fagon

évidente, on a :

d2/‘(0)
(k2 + (s +ikM )2 p0 — @ =9 <0
o (5.2.9)
d
(k2 + (s +ikM )2 50 — d];; —0, y>e
et : R
4 (L1aPOY
dy \ 12 dy |

=, 4f $ ! est constante dans 'intervalle [0, 1]. Comme les conditions

Ceci nous dit que la fonction =5 %;
de transmission de Neumann (la deuxiéme ligne de (5.2.7)) nous donnent au premier ordre

4P 4pP©
dY(m_ dy -

cette constante est nulle et la fonction P(©) est donc constante (PO (Y) = P(©)). Les conditions
de transmission de Dirichlet (premiére ligne de (5.2.7)) nous disent alors, en éliminant P,
que :
0 0
70 =520) =[5 ] =0, (5.2.10)

ce qui constitue notre premiére condition de transmission pour le probléme (5.2.9).

Analyse des termes d’ordre 1. Cette fois, on vérifie facilement que :
d2’\(1)

2 : 27 ~1)
[k +($+1kM_):|p7 —TyQ

=0, y<0
(5.2.11)

dQA(l)
(K2 + (s +1kM )% B — dZ;

d (1aPOY
dy \ 12 4y |
1 4PW

A nouveau, la fonction ?W est constante, notée C'1. En particulier

=0, y>0.

et que :

4pPM 4P
—2 _ -2

Par ailleurs, nous tirons des conditions de transmission de Neumann les égalités :

(5.2.12)

p() 50) p(1) 50)
dP 0) — dp 0. dP 1 — dp 1.
dY dy dY dy

Compte tenu de (5.2.12), nous obtenons la seconde condition de transmission :

0 0
~0) a5

(1) L= 1) = 5(0)

- = - 0. 2.1
dy v? dyﬂ 0 (5.2.13)
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1 dPM
Par intégration de — ——— = (1 nous avons bien sir :
v¢ dY
PO —PY0) =0y <+ >. (5.2.14)
L 1 N
7 gy o gy YT 0, ce que nous pouvons réécrire
y Y Y Y
pour tout o € R :
1 dp®
- (L Y
7? dy
avec
(fla = af4:(0) + (1 —a)f-(0) (5.2.15)
Finalement, compte tenu des conditions de raccord de Dirichlet, (5.2.14) nous fournit une
premiére condition de transmission, de type Dirichlet non homogéne, pour le couple (ﬁi), ]3(1))
1 dp©®
PV =<2> (5 T, 5.2.16
[P ] =<~ <,y2 a ( )

Analyse des termes d’ordre 2. L’équation (5.2.8) conduit cette fois & une équation non
homogéne :
d /1 dP® _
2 _ 12 2y 5(0)
= k(1 P& 2.1
dY(ZdY) (1479 (5:2.17)
La fonction P est une constante égale a la valeur commune de j)(f ), et ﬁ(_o) en (. Cela se

réécrit arbitrairement sous la forme :
PO — 0, vBeR.

En intégrant (5.2.17) entre 0 et 1, nous obtenons :

1 dP® 1++2
_ — kQ < > ~(0) ,
soit encore, compte tenu des conditions de raccord de Neumann
1 dA“ 1
[= p =k <14+—=> (O, (5.2.18)
ok 72
ce qui fournit la seconde condition de transmission - de type Neumann non homogéne - pour

le probléme en (ﬁg),ﬁﬂ))

Nous avons donc, formellement, défini (ﬁ(f),ﬁo)) par ((5.2.9), (5.2.10), (5.2.13)) et (f)ﬁl), A(,l))
par ((5.2.11), (5.2.16), (5.2.18)).

5.3 Construction de conditions de transmission approchées

5.3.1 Le probléme approché dans les variables (k,y, s).
L’idée est qu'une bonne approximation (du second ordre en ¢) de la solution devrait étre

fournie par les fonctions :

0 1 0 1
pﬁr’l :ﬁ(Jr) +5]/5(+)7 o :15(7) +5]3(7)-
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qui satisfont bien évidemment :

d2/\€,1
[/-{:2 +(s+ikM-) }41—(175:0, y<0
Y (5.3.1)
. Y
(k2 + (s +1kMy)? p7 — i 0, y>O0.
Par contre, il n’est pas possible de trouver des conditions de transmission reliant (p +1, Do 1)

En effectuant (5.2.10) + € (5.2.16) et (5.2.13) + ¢ (5.2.18), on obtient :

1 dﬂo)
~,1 — 2
[P ] e <vy*> <72 e
. (5.3.2)
p _
qui peut se réécrire, puisque p(¥ = p=! + O(e)
1 dp~!
[77'] = € <72><? EM O(e?),
L g (5.3.3)
[[72 dy = ck? <1+772> N5+ 0.

L’idée est alors de conserver une approximation de la méme qualité (toujours du second ordre)

en supprimant les termes O(e?) dans (5.3.3). Autrement dit, nous proposons d’approcher

(p%., %) par (p™", p="™), solution du probléme de transmission suivant :

2 P dQﬁiapp B
(k% + (s+1k:M)] BT =0, y<o0
o (5.3.4)
(k> + (s + 1kML)?] P — d2 =0, y>0.
1 dp=ere
[[ﬁeﬁpp]] = € <’72><72 dy as
5.3.5
1 dp= 5 5 35
[ =g 1 = &b <1+ >0

5.3.2 Le probléme approché dans les variables (z,y,t).

Ce qui précéde nous ameéne a introduire un opérateur pseudo-différentiel "d’ordre (-2)", agis-
sant sur les fonctions causales des variables (z,t). Cet opérateur est défini par son symbole
Fourier-Laplace qui est égal a (1/42). De facon précise, si ¢(z,t) — o(k, s) désigne la trans-
formation de Fourier-Laplace en (z,t) nous introduisons Ips tel que

Inre (k,s) = Ing(k, s) o(k, s),

R . . (5.3.6)
L (K, 5) :/0 (s +1ikM(Y))2 ax,
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On notera que le symbole 1:]\\/[ est homogéne de degré -2 en s et k. Cet opérateur est bien
entendu non local en espace et en temps, mais on peut en faire une description & 1’aide
d’opérateurs locaux. Ainsi :

1
I (z,t) = /0 Yy (x,Y,t) dY, (5.3.7)

ol les fonctions (z,t) — ™ (x,Y,t), Y € [0,1] sont solutions des problémes d’évolution :

) 0
%*M(Y)%)QW:% reR, teR, 538)
Yy (2,Y,0) =0, zeR, t<0.

Il s’agit d’une famille d’équations de transport 1D d’ordre 2 dans la direction = dans lesquelles
la variable Y joue simplement le role de paramétre. Aprés résolution explicite de ces équations,
on voit que I est encore défini par :

1 gt
Inp(x,t) = /0 /0 (t—s) p(x—M(Y)s,s)ds dY (5.3.9)

On peut obtenir une autre expression - peut-étre plus “lisible” - de Ips si on fait 'hypothése
supplémentaire (mais “naturelle”) :

Y — M(Y) est réguliére strictement monotone. (5.3.10)
On peut alors introduire I'application inverse p : [M_, M;] — [0, 1] telle que
v (¥,m) € [0,1] % [M_, My], M(Y) = m <= Y = u(m).

En faisant le changement de variable : Y = p(m), il vient :

t My
I (x,t) = /0 / (t — s) p(x —ms, s) ' (m) dm ds.

Notons que, dans le cas d’un profil linéaire, on a simplement :

1 t M4
Iy (x,t —/ / t—s) p(x —ms,s)dm ds.
@t == | | -9 )

Le probleme d’évolution que nous proposons de résoudre comme alternative au systéme pour
approcher (5.2.3) s’écrit :

Trouver p™ : QF x RT - R, pZ"":Q~ x Rt — R, tels que

8 8 2 £,a £,a
a +M767 p_7 pp*Ap_7 PP =0 dans Q,
X

0 0 ? £,app €,app
=+ My~ ) p7™" = Ap™" =0 dans Q
Oz (5.3.11)

[P | = e D <(a + M2>_2 dpa’app> ’

ot ox dy
L R i -
(57 + M) —g 1= Tulr™™s.
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avec

2 2 2

0
= = +2<M> + <M?*> —,

(1>

Dy

< (gt +M§$)2 >

Ty 2 Zd+ Iy

ou Zd est 'identité et Iy est Popérateur défini précédemment par (5.3.9).

5.4 Analyse mathématique du probléme de transmission

5.4.1 Analyse modale

Nous procédons comme a la section 3.2 du chapitre 3, par une analyse modale, en cherchant
une solution non triviale du probléme (5.3.11) de la forme :

p-(z,y, 1) =p-_(y)e’t eh?
(5.4.1)
p+(z, y, 1) =Pi(y) et ke
A nouveau, en posant :
o= % et Ci=((0+iM)?+1)2
on voit que :
p(y) =@ e¥ poury <0 (Q)
) ) (5.4.2)
Pr(y) =¢r e ™Y, poury >0 (Q24)

En injectant (5.4.2) dans les conditions de transmission (5.3.5), il vient :

2 a Cy (1-a) (- B
oy —p—tek <’Y><m¢+—m@—)—0a
¢ ¢ 1++°

+ _
VR VIRY) g P k 1-— V=0
(0 +1M, )2 o+ + (0 +iM_)2 p-tek < 32 > (Bt + ( B)p-) )

soit encore sous forme matricielle :

A (05 F) [ i; ] =0 (5.4.3)
ol nous avons posé :
A (0 k) = AL (0) + e k AQ,(0). (5.4.4)
avec
(l-a) <¥*>¢ a <> G
iM_)2 i ML)2
A (0) = “ +11 )2 ’ +11 2) :
+ +
(1-p)< 727 > (< 727 >
_ (5.4.5)
i -1 1
1 _
Aapp(a) - C_ CJ’_
L (c+iM_)? (oc+iMy)?
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Ceci nous méne a I’équation caractéristique :

det AS (0,k) =0. (5.4.6)

app

que nous devons considérer, € étant fixé, comme une équation en o dans laquelle k joue le role
d’un parameétre.

On pourra remarquer que :

lim det AZ, (0, k) = det AL (0,k) = — <~* > F(0,0),

app app

ce qui est bien entendu cohérent avec les chapitres précédents.

5.4.2 Etude de stabilité

Soit o(k) une branche de solutions de (5.4.6), ’analyse du caractére bien posé du probléme
(5.3.11) revient a vérifier que, si on pose s(k) = k o(k) la fonction :

k — Re s(k) reste bornée.

Il suffit pour garantir cela d’étudier le comportement de o(k), donc de s(k), lorsque k tend
vers l'infini. On fera dans toute la suite 'hypothése :

(a=0et F#0)ou (B=0et a#0) (5.4.7)

Dans ce cas, quand k tend vers l'infini, 1 "équation caractéristique “limite” s’écrit :

det A2 (o) =0 (5.4.8)
autrement dit :
1+4° < =
2 1— 1— = 0. 4.
<y >< " > |a(l-7) (0+1M+)2+6( a) CESITSE 0 (5.4.9)

L’analyse de stabilité repose de nouveau sur le critére de Kreiss qui consiste & étudier le signe
de la partie réelle des racines de ’équation caractéristique (5.4.9). Nous remarquons que cette
équation différe de celle du probléme de transmission naturel, en particulier par la présence
de nouveaux termes moyennés.

Pour commencer, nous nous intéressons aux racines de l’équation

S —S

(o +iMs) (0 + 13\4,)2 =0

(Eap) a(l=0)

Il est clair que, si B # 0 et a = 0, 'équation précédente devient :

- _
(c+iM_)2 0

qui n’a pas de solution a partie réelle non nulle puisque par définition Re (_ > 0 dés que
Re o # 0. Le probléme de transmission est donc stable.

Bien entendu, il en est de méme si § =0 et a # 0.
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REMARQUE 5.1 Dans le cas général, la résolution numérique de l’équation de dispersion
(Ew,p) semble indiquer qu’il existe des solutions o a partie réelle non nulle dés que 0 < v < +00

ol

_ai-p)

Bl—a)

En revanche, nous conjecturons qu’il n’en existe pas si —oo < v < 0.
Par ailleurs, il est clair que I'équation < 2 >= 0 ne peut pas admettre des racines complexes
o ayant une partie réelle positive.
C’est finalement (de facon assez inattendue) la résolution de ’équation < 1 +~~2 >= 0 pose
une difficulté & cause du terme fractionnel 1/92 qui dépend du profil Y +— M (Y).

Nous sommes en mesure de conclure dans le cas d'un profil M (Y') linéaire. Le cas d’un profil
quelconque est une question ouverte.

LEMME 5.1 Soit M(Y) une fonction définie par :
Yo M(Y) = (M, — M_)Y +M_, YY €[0;1].

Il n’existe pas de valeurs o € C, telle que Reo # 0 et telle que :

! dY
—_ = —1. 5.4.10
|, wrim (5:4-10)
PREUVE :
Nous donnons une preuve par ’absurde pour montrer qu’il n’existe pas de solutions non
nulles de I'équation < y~2 >= —1 ayant une partie réelle positive. En effet, il est clair que si

le nombre complexe o est une solution pour le profil M(Y'), alors o + i M_ est une solution
pour le profil linéaire suivant :

Y M(Y)= (M, —M_)Y VY €[0;1]

On peut donc se ramener au cas ot M_ = 0. Par conséquent, & partir de maintenant on pose
M = M, et on considére le profil : M(Y)=MY (M = M; — M_ ).
Si on prend la partie imaginaire de I’équation (5.4.10), on obtient :

1 .
/ or(oi+ MY) S dY =0 (5.4.11)
0 (024 (oi+MY)?)

Soit

oy L q 1

— dY = 0.
2M /0 dy (02 + (01 + MY)2)2
d’ou (si oy #0) :

-M
2

En remplagant o; par —M/2 dans I’équation (5.4.10) et en prenant sa partie réelle, on trouve :

1 ,.2_(_ M 2
/ (U‘“ (3 +MY) (5.4.12)
0

o2t (o +MP=02+o? = 2Mo;+M>’=0 = o=
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Aprés avoir effectué la changement de variable suivant :

légalité (5.4.12) devient (pour oy > 0) :

M/20c ;201 _ 72\ /00N L
/ 71 =Z) <> dZ = 1. (5.4.13)
—M /20 Ur(1+Z ) Oy

Soit

M/20, _ 72
! / =7 - (5.4.14)

MO’r 7M/20.r (1 + Z2)2

Pour conclure que ceci est impossible, il nous reste & montrer que :
a1 _ Z?
Ya>0; / ———dZ >0

Soit encore

Le résultat est évident pour a dans l'intervalle [0; 1 ]. Il est également vrai pour a > 1 car :
>~ Z2-1 L1-22
—— dZ = ———dZ
/1 (1+22)? /0 (1+22)2

1
ce qui se démontre aisément en utilisant le changement de variable X = -

Finalement, nous avons démontré dans ce chapitre le résultat suivant :
THEOREME 5.2 Soit M(Y) une fonction définie par :
Y MY)=(M;—-M_)Y+M_, VY €]|0;1].
Alors le probléeme approché (5.3.11) est bien posé dans les deux cas suivants :
a=0et [BF#0

et
a#0et=0.






CHAPITRE 6

RESOLUTION NUMERIQUE

a résolution numérique du nouveau modeéle (6.1.1) par la méthode des éléments
finis de Lagrange s’avére difficile & cause des opérateurs non-locaux (de type 92
par exemple) en temps et en espace. Néanmoins, cette difficulté peut étre surmontée
en réécrivant ce modele sous la version “Galbrun” c’est & dire en introduisant le dé-

placement lagrangien £3"" comme inconnue au lieu quelle soit la pression acoustique
<,app

y2x.

6.1 Passage de I’équation d’Euler a celle de Galbrun
Nous rappelons le lecteur que le probléme asymptotique & résoudre est donné par :

Trouver p7™" : QT x RT - R, pZ"™: Q" x RT - R, tels que

0 0 2 €,app €,app
§+M+% py"" = Ap7™" =0 dans Q4

2
(gt + Ma> po™" — Ap=™" = (0  dans Q_
(6.1.1)

0 & \-2 dpeer
£,app — D 7 M*
L] =e A4<<8t+ 5) dy >a’

9 & \-2 dpee
Ay Y — & Toy (P54,
(5 +M5) == Tulr™my
avec
82 2 ) 62
Dy=242<M m2s 2
MZgata<M>gmt <M =50
et

1
Hw@ﬂzw@ﬂ+AwM%KWM

ou pour chaque Y € [0, 1], ¥y est la solution causale de I’équation différentielle suivante :

2 @290
)wM—_@, zeR, t>0.

0 0

<§+MW§;

143
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Pour simplifier la présentation , nous nous limitions dans toute la suite de ce chapitre au cas
B=1—a.

Pour écrire le probléme de transmission (6.1.1) en déplacement lagrangien, nous suivons la
méme démarche que nous avons appliqué dans le chapitre 3 pour résoudre le probléme de
transmission “naturelle” (3.3.17).

Aprés avoir rappelé que les relations qui relient le déplacement €3 et la pression acous-

tique p3™*
P = - dives,
0 0 \2
\V4 €,app _(7 M 7) €,app
P 5 T Mg &7

le systeme d’équation (6.1.1) devient

Trouver £ : Q4 x RT — R2  tels que
a M a 2 £€,app d £,app\ __ d Q
&—i- e - V(divg;™) =0, dans Q4
O 4 ap 9 geam V(dive™) =0, dans O (6.1.2)
5 - ° ivETTP) =0, ns Q_ 1.
[dives™ P ] =e DM((§Z’app>a), sur I’
[0 ] =& Ty ((dive>™)_), T,

Notons si on a initialement des champs irrotationnels alors
rot €3 = 0, dans Q.

Or on sait que la solution €™ du probléme régularisé (voir chapitre 1) est dans I'espace de
Hilbert H'(Q4), on peut définir alors la trace de l'opérateur rot £2™° sur Q4 = 'y et par

conséquent on a
rot €3 = 0, sur Q4 =Ty

Pour alléger la notation, nous allons identifier dans toute la suite £€*"® par £°.

6.2 Application de la régularisation

En s’appuyant sur les résultats du premier chapitre, nous nous intéressons dans cette section
a étendre la méthode de régularisation au nouveau modeéle (6.1.2). Cette méthode a pour ob-
jectif principal est de rendre le probléme elliptique dans chaque sous-domaine {21 par rapport
a la norme naturelle de I'espace H;(Q4).

Le probleme régularisé s’écrit alors :
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Trouver €5 :0QF x RT — R2,  tels que

2
<8 + Mia> & — V(divey) + 7 rot (rot€5) =0, dans Q4

ot Ox
(6.2.1)
[dives™r ] =e DM(<§Z’app)a), sur I'
L[] =& Ta((divET™™)a), sur T,
ou r est le paramétre de régularisation.
On ajoute encore au systéme (6.2.1) la condition d’interface supplémentaire suivante :
rot€y =0, surl'y.
En remplacant T); par sa définition le systéme d’équation (6.2.1) devient :
[ Trouver £ :Q+ xRT - R? ¢°:Tx[0,1] xRt —R,
9 9 ? € i € € +
5 + Mia— €. —V(divesd) +rrot(rot€5) =0, dans Qy xR
x
rot €5 =0, sur 'y
[dives | =& Dar (&) sur T (6:2.2)
1
[&]1=¢e(divE)ia+e / YE(-,Y, ) dY, sur I
0
(2 ) 2w v = -2 (v €91a ¥ € 01
— I . )= - v _ .
ot or s Ly 83}2 1—a 9

avec la notation

(Nla=afr+Q—-a)f-.

A des fins d’approximation numérique par éléments finis, il faut écrire une formulation varia-
tionnelle du probléme et ceci améne & introduire une inconnue de bord auxiliaire :

D =< dive® >1 4 : T xRT = R, (6.2.3)
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et a réécrire (6.2.2) sous la forme “augmentée” :

Trouver €5 : Q4 x RY - R2, ¢ :Tx[0,1] xRt et D% :T x R— R,

2
(8 + My 0 > €5 — V(divEsy) +r rot (rot€5) =0, dans Q4 x RT (6.2.4a)

ot ox

rot 5 =0, sur 'y (6.2.4Db)

[divE® | =€ D (€y)a s sur I’ (6.2.4c)
1

[£]=cDi+e / Ve (-, Y, ") dY, sur T (6.2.4d)
0

3, o2 . 0°D¢,
<§ + M(Y)%> VY =-S5 VY e 1] (6.2.4¢)

6.3 Formulation variationnelle

Il est naturel d’associer au probléme de transmission (6.2.4) une formulation variationnelle.
En multipliant ’équation (6.2.4a) par une fonction-test ¢ définie dans l’espace :

V) =V(@Q=0,00)={(=((.¢) € H () x H(Q-) }

et en intégrant sur les domaines 21, on obtient & l'aide des intégrations par parties (ny =
Fey) :
d2
de?

+/ rot €5 (¢ - 74) —divéL(¢-ny) =0.
004

d
/s;-c+dt Miazﬁi'CnL/ div €S div ¢ +rot €5 rot ¢ — M2 9,£5 - 9.¢
Q4 Q4

Qr

En tenant maintenant compte des conditions aux limites (6.2.4b) et (6.2.4c) et faisant la
somme sur les deux sous-domaines €2_ et {24 on obtient :

d2

d
a1z 0 EE-C+& Miﬁxﬁe'CJr/ div &° div ¢ +rot £° rothMiﬁxgs-axC
Uy

UQ4+ UQ4+

- /F[[ divé®(¢-n)] =0, (o1 on a choisit n = —e,).
(6.3.1)
On peut vérifier facilement que :

[dive® (¢ -n) ] =[divg [(C-n)a+[(¢-n) [(divET)ia, Vae(0; 1] (6.3.2)

En utilisant les conditions de transmission non-standard (6.2.4c) et (6.2.4d) et la définition
de l'inconnue auxiliaire D¢, donnée par (6.2.3), le saut (6.3.2) devient :

[divg“ (¢ n) ] =e Dy (&yla (Gyla+ 16 1 DG (6.3.3)
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Si on remplace 'opérateur D,, donné par :
D, =0} +2<M> 9+ <M?*> 92,

Oon aura :
(6.3.1) = dt2/£e c+dt/ My 0,€°-¢

+ / div £° div ¢ + rot € rot ¢ — M3 0,€° - 0,¢ (6.3.4)
Q

" /FeDM@;m (et 1¢, 1D =0,

En multipliant respectivement les équations (6.2.4d) et (6.2.4¢) par des fonctions test D et ¢
définies sur l'interface on a par intégration par parties sur I :

/F[[ﬁi]]ﬁ = 5/FD~;15+5/F15(/01¢6dy)

A@%&@=:&J¢€+M4 &/@¢¢ MA(Y /aw@w

On obtient finalement & partir des identités (6.3.4), (6.3.5) la formulation variationnelle asso-
ciée au systéme d’équation (6.2.4a--- 6.2.4e) :

Trouver ¢ € HY(Q4), ¢° € HYT)et D5 € L*T) tel que

dﬂ{/sac+s/@n @»}
2 3 [ M0 ¢ + e <ar> [ 0116 (G | +

/ div £° div ¢ + 1ot €° rot ¢ — M3 0,€° - 0.+
Q

(6.3.5)

[Dal61-e <a> [ 06 02(G)0 = 0. ¥ ¢ € V(@)
N I

/FDgﬁzi/F[[gg]]ﬁ—/Ff)(/olde),vﬁ e L*(I)

[ vri 2 [ 0 - 2w [ oo = [a0g a0, v en )

(6.3.6)
ol on a noté Mg,.= My (y) = M_]l{y<0} + M+]l{y>0} et M est une fonction continue sur
lintervalle [0; 1].

6.4 Reésultats numériques

En pratique on résout une formulation variationnelle simplifiée en négligeant tous les termes en
1® dans (6.3.6). Autrement dit on s’intéresse a la résolution numérique du probléme de Cauchy
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(6.2.1) en remplacant formellement l'opérateur T, par l'identité. Pour se faire on repose
sur les méme méthodes utilisées au premier chapitre pour résoudre I’équation de Galbrun en
écoulement uniforme. Plus précisément, nous utilisons la méthode d’éléments finis en espace et
de différence finis en temps. Ensuite, nous mettons en oeuvre le probléme totalement discrétisé
a ’aide de Code de calcul MELINA.

Simulations de ’instabilité absolue

Si nous reprenons les mémes données et les mémes paramétres physiques de l'expérience
numérique qui a été faite dans le chapitre 3, on trouve que la solution obtenue par le modéle
asymptotique est stable par rapport a celle du modéle initial qui est numériquement non
soluble & cause du caractére mal posé (au sens de Kreiss). A partir de ces résultats, on voit
la manifestation de plusieurs phénomeénes physiques liés & la propagation d’onde acoustique
dans un écoulement brutalement cisaillé. En fait on remarque trois types d’ondes, la premiére
correspond & ’onde de vorticité dans laquelle on observe l'instabilité de Kelvin-Helmholtz qui
se produit sur 'interface sans étre propagé vers les x positifs parce que nous avons choisi M, =
—M_ = 0.5 (ie. le cas d’instabilité absolue). La deuxiéme correspond & la propagation des
fronts d’ondes sonores qui se propagent dans le domaine de calcul avec des vitesses différentes
en amont et en aval. Enfin le troisiéme type d’onde correspond aux ondes de téte qui se
manifeste sous la forme des segments qui lient les fronts d’ondes acoustiques.
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0.50E—
0.38E—
0.25E—
0.13E=
‘0.00F+
— 13—
—25E—
—.3BE—

—.50E—
0.50E-

0.38E—
‘0.25F—
0.13E=
‘0.00F +
—13E-
—25F
—.3BE—

—.50E—
0.50E—

0.38F—
0.25F—
0.13E=
‘0.00F+
—13E—
—25F—
—.3BE—

—.50E—
&5.00

225

1.50

0.00E+
—0.75
—1.50

—2.35

—3.00

F1G. 6.4.1: Evolution de la deuxiéme composante &, .
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ANNEXE A

CALCUL EXPLICITE DES FONCTIONS
SINGULIERES

Nous commencons par rappeler la notion de support convolutif pour donner une sens aux
fonctions définies par un produit de convolution.

DEFINITION A.1 On dit que des fermés F;, i = 1, m de R™ sont convolutifs si 'application
linéaire

P, : Fi xFyx---xF, —R"

(1, X2, .., Tm) sz

est propre, c’est a dire telle que, pour tout compact K de R", le sous ensemble de R™,

PAK)NFL x Fy x -+ x Fy,

m

est compact.

REMARQUE A.1 Si A est un compact, alors pour tout fermé B de R™, A et B sont convo-
lutifs.

Nous notons respectivement par K(= K1 = Ks) et K3 les supports des distributions K; et
G. Notre objectif est de montrer que K et K3 sont convolutifs. Autrement dit nous devons
montrer que :

(z,y,t) €K;
(@, y,t") €K |2/, || <c
Si on a lz+2/| <b alors3c>0, telsque | V], [yl <c
ly+y| <b ], |t <ec
[t+t'| <b
PREUVE :
r=coMt >0,
Pour (z,y,t) € Kj (j =1,2), nous avons 0 (%)
y:
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Par ailleurs, le support K3 de la fonction de GREEN de 1’équation d’onde scalaire convectée
G est un coéne dans le domaine espace-temps ie. .

]CB = {(xlvylat,) S R2 X R+7 ’ t/ > ta(l'/, y/)} :

|z’ <,
Par conséquent, si (2/,y',t') € K3, I >0/ | || <t (%x).
t/ > 0.
D’apres (x) et (%) et le fait que {|z +2'|, |y +¢/|, |t + |} < b, nous montrons qu'il existe
¢ =sup(b, ) > 0 tel que
2], |z <c
Wyl <c
], [t] <c

d’oui le résultat.

|
En calculant les produits de convolution (2.5.20) et (2.5.21), nous obtenons les expressions de
® et U qui sont définies par des formules intégrales :

Al(gs) [ z
¢ t) = G(x — t— d A0.1
@t = 8 [ G =t - 2 a (A0
Algs) [ z
U(z,y,t) = IV /0 2G(x — z,y,t — CO—M) dz (A.0.2)
Or G est une fonction causale en temps, on a alors
-A/(QS) coM t Py
P t) = G(x — t———)d A.0.3
@ty = S8 [T o=zt - 2 as (4.03)
.A(qs) coMt Py
U(z,y,t) = Ve /0 2G(x — z,y,t — CO—M) dz (A.0.4)
Nous commencons par calculer 'intégrale suivante :
coM t P
I t) = Gz — t— d
1($,y, ) /0 (l’ %Y, C()M) z
En faisant le changement de variable Z = z/(coM), 'intégrale I (x,y,t) devient
t
Ii(x,y,t) :coM/ Glx—coMZ,y, t—2)dZ (A.0.5)
0

D’apres l'identité (2.5.24), on a

G MZ y t—2) co H(t — Z — to(x — coM Z, y))
T —c —7)=—
0 d 2r \/D(x —coMZ ,y, t — Z)

En remarquant que

D(x—coMZ ,y, t —2Z) = c2 7> —2c4tZ 4+ D(z, y, t)



Annexe A. Calcul explicite des fonctions singuliéres 155

nous obtenons la forme factorisée suivante :
D(x—coMZ,y, t — Z) = c2(Z — Z1)(Z — Z»)

ou

1 1
Zy = Zi(z,y,t) =t — —/(x — coMt)2 + 42 et Zy = Zo(x,y,t) =t + —/(x — coMt)2 + 2
Co o

Pour un point fixé (z,y), et un instant ¢ donné nous allons maintenant étudier le support de

la fonction
Z— Gx—coMZ,y, t— 7).

LEMME A.1 Pour un point fixé (z,y), et un instant t donné, on définit ’ensemble réel J
par :

J=J(z,y,t) =Ry NsuppG (x — M-, y, t — )
Z
={ZeR, Z>0etZ<t—ty(z,y)}
={ZeR, Z>0etDax-MZ y, t—2)>0}
Pour t > t,(z, y) (resp t < tq(x, y)), 'ensemble J =0, Z;[ (resp ().

PREUVE : le point clé de la preuve est la causalité de la fonction G. En effet, on sait que le
polynéme en temps t — D(x,y,t) s’écrit sous la forme suivante :

D(CE, Y, t) = C%tQ - ((LE - COMt)2 + y2)

1 1
=cg(t - %\/(iﬁ —coMt)? +y?) (t + %\/(96 — coM1t)? +y?)

= ¢} Zi(x,y,t) Za(, y, 1) (A.0.6)

D’apres I’égalité (A.0.6), on remarque que le polynome D(z,y, t) et la premiére racine Z; (z, y, t)
du polynéme D(z — cgM Z ,y, t — Z) ont le méme signe. Or le signe de D(x,y,t) dépend du
temps d’arrivée de 'onde ¢,(x,y), on obtient alors :
+1 st t>te(z,y)
sgn(Z1(z,y,t)) = .
-1 si t<ty(z,y)

Soit Z un élément de ’ensemble J, il y deux cas a traiter :

Si0<t<tyz,y)
Supposons que l'ensemble J # (), donc 3Z e Ry / D(x — cgMZ ,y, t — Z) > 0.

Or on sait que
D(x—coMZ ,y, t — Z) = c2(Z — Z1)(Z — Z),

alors ’ensemble

(ZeRy /D(x—coMZ,y, t—Z) >0} =Ry N (]—oo, Z4[U] Zs, +oo[)

D’une part la causalité de G, impose que Z doit étre dans l'intervalle |0, ¢[ qui est inclus dans
10, Zs5] (car Z3 > t), d’autre part Z; < 0 (¢t < tq(x,y)), par conséquent ,

R, N (] o0, Z1[U]Zs, +oo[) =0

ce qui est absurde. Enfin on conclut que J ne peut étre que I’ensemble vide.
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Sit>ty(z,y)
Dans ce cas la racine Z; est positive. En utilisant le méme raisonnement on montre que
I’ensemble :

R, N (] — 00, Z1|U] 2, +oo[) =0, 2]

d’ou le résultat J =]0, Z;[ (l'autre sens est trivial)

[ |
Finalement nous avons :

Zi(zyit) dz

Li(z,y,t) = co MH(t — to(x y))/ 27r NG TR AT (A.0.7)
— o t—
coM /Zl dzZ
= x y
21 Vz272tz+ D(xcéy’t)
0

En faisant ce changement de variable

W= co(t =2)
V(@ — coMt)? + 42
on obtient
co M cot//(@—coMt??+y2 g1
A07 e H t _ ta ’ _daw
(4.0.7) = == H( <my>)/1 o
oM -1 cot .
= H(t — ta(z, cosh ~ eosh=1(1
S H(t —ta(ay)) | (\/(x_COMt)2+y2) )
co M

= — talx cosh™? ot
= =5 H(t — ta(x,y)) cosh <\/(x_COMt)2+y2>

Pour (z, y, t) = (oM t, 0, t) la fonction I (x,y,t) diverge vers +o0o, donc la fonction ® admet

bien une singularité au point (x,y) = (coMt,0) (t est un instant donné).

De la méme maniére, on montre que l'intégrale :
t
I(z,y,t) = chz/ ZGx—coMZ, y, t—2Z)dZ (A.0.8)
0
admet expression suivante :

2 M2 zZdZz

c Z
I(x,y,t) = (z
2( Y ) 2 y / \/ZQ 2t7 + (95 yvt)

On peut facilement calculer l'intégrale de Z/\/Z2 —tZ + W entre 0 et Z;, qu’on peut
0

réécrire sous la forme suivante :
Z t Z —t
2 D(x,y,t) 2 (1‘ y’ 2 ($ yv )
\ 22 22+ Pl \/Z — 272 + \/Z — 27+
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L’expression explicite de I5 est donnée par :

2772

M
Iﬂ@yﬁ):cuMilﬂLyj)+C% H@—¢4xy»[vixx—cdwzdht—zﬂ
T

Enfin, on obtient :

2112
cgM
I2(x>y7t) = COM tIl(xaya t) - 02’/’(’

H(t — ta(z,9))v/D(z, y, 1)

t

0






ANNEXE B

RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE
POUR L’EQUATION D’EULER LINEARISEE

ans un premier temps, nous rappelons dans cette annexe quelques résultats d’existence

d’unicité d’une solution faible des équations d’Euler compressibles linéarisées autour d’un
écoulement stationnaire d’un fluide occupant l'espace entier R? (d = 2 ou 3). Nous proposons
dans un deuxiéme temps une démonstration d’existence et d’unicité d’une solution forte en
appliquant le théoréme de Hille-Yosida |7, p. 100, Proposition VII].
Nous choisissons dans ce qui suit, un systéme de coordonnées spatio-temporelles tel que la
vitesse du son pour le fluide au repos est égale & ¢y = 1. L’écoulement de référence est alors
caractérisé par la donnée d’un champ de vecteur adimensionnel M (x),x € R? (|M(x)| est
par définition le nombre de Mach au point @) supposé satisfaire, au moins au sens faible, les
équations d’Euler stationnaires :

(M-V)M =0, div M =0.
On considére alors le probléme suivant :
( Trouver (u,p) : R? x Rt — RY x R, tels que :

)
6—7:+(M-V)u+(u-V)M+Vp=0 (B.0.1)

Z)+(M~V)p+divu:0

avec les conditions initiales

u(x, 0) = up(x), p(x, 0) = po(x) (B.0.2)

B.1 Notion de la solution faible

La preuve d’existence et d’unicité de la solution faible du probléme de Cauchy (B.0.1-B.0.2)
repose notamment sur la formule de Green et une estimation d’énergie.
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Rappelons que si @ est un vecteur de R? (un champ de vecteurs) 'opérateur a - V est I'opé-
rateur différentiel linéaire scalaire

o
a- V= a;—
Z J al'j
Jj=1
Par intégration par parties, on a :

/Rd(a‘v)q"p = _/qu’(a V) — /Rd(diva) >V (B.1.1)

Ainsi on voit que

/]Rd <u-%§‘+p‘?§> _/Rd(diVMmu’Z‘F\P|2)+/Rd(u-V)M~u

Autrement dit, on a l'identité :

37 L+ o) = [ @i dul+ )~ [ @e-viMu=0 (Ba2

En remarquant que
/(u-V)M-uS\VMHLoo/ ]2
R4 R4

avec
2

| VM [} = sup

et en introduisant 1’énergie

B = [ (P +1oP),

il vient :
PO <o () div M ||+ VM 1) E()
D’aprés le lemme de Gronwall, on trouve :
E(t) < E(0)exp {2 (|| div M [|p + [| VM [|L>) 1 }, (B.1.3)

ce qui constitue une estimation a priori dans L?(R%). On peut alors en déduire une théorie
de solutions faibles :

(w0, po) € L*(RT) = (u, p) € C°(R*; L*(RY))
avec estimation suivante (on utilise || div M ||p= < V2 | VM | ) :
1) 32 + 112G 2) B < (luo 32 + o0 32) exp (2V2 ¢ | VM |lp= ). (BL4)
Nous pouvons en déduire 1’existence d’un semi-groupe :
Sy(t): L2RHY x L2(RY) — L2(RYY x L*(RY)

(B.L.5)
(u07 pO) U SM(t)[u0> pO] = (’U:(,t),p(,t)),
ou (u,p) est la solution de (B.0.1, B.0.2), vérifiant 'estimation :
1801 () u ety aquey) < exp (2V2 4 || VM |10 ). (B.L.6)

En particulier, si ’écoulement de référence est incompressible ie. div M = 0, I'estimation
(B.1.6) devient :
150 (D)l 222 (Rayax L2 (rayy < exp (2 || VM |[1e). (B.1.7)
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B.2 Notion de la solution forte

Nous proposons dans cette section une démonstration du théoréme (3.2) annoncé dans le
chapitre 3. En effet Pour appliquer le théoréme de Hille-Yosida nous devrons tout d’abord
récrivons le probléme de Cauchy (B.0.1,B.0.2) sous la forme suivante :

dw

— 4+ AW =0
dt (B.2.1)
W),—o =W
avec
u (M-V)u+ (u-V)M —Vp
W = et AW =
D (M -V)p—divu

On note par
L2(RY) = L2(R4 x L2(RY), (d =2 ou 3).

muni de sa norme naturelle : | W ||? = ||u H%Q(Rd)d +|p H%Q(Rd).
Le domaine de I'opérateur D(A) est défini alors par :
D(A) := {W = (u, p)t € LA RY), / (M - V)u —Vpe L2RY?, (M -V)p—divu € L2(]Rd)}
muni de la norme du graphe :
IW ey = W2+ | AW ||?

On remarque que si M = 0 (pas d’écoulement) le domaine D(A) se réduit a 'espace fonc-
tionnel H'(R)? x H(div, RY).

REMARQUE B.1 On a évidemment Uinclusion : H'(RY)? x HY(R?) C D(A) mais il n’y a
pas égalité. Par exemple, en dimension 2, si M est un champ de vecteurs constant orienté
dans la direction x (y désignant la deuziéme dimension) ie. M = M (y)e, on vérifie aisément
que si w = (u,v)!, pour que (u,p) appartienne a D(A) il suffit que p et v soient dans H'(R?)
et que Ou/Ox soit dans L?(RY).

B.2.1 Application du théoréme Hille-Yosida

Pour appliquer le théoréme Hille-Yosida, on doit montrer en premiére étape qu’il existe un
réel v > 0 tel que 'opérateur A, = A + v [ soit monotone c’est & dire le produit scalaire
(A, W, W) soit positif pour tout W € L2(R?); en deuxiéme étape il faut prouver la surjectivité
de 'opérateur A, 1 sur 'espace L?(R?%). Autrement dit, pour tout F' = (f, g)! € L2(R%), on
doit montrer qu'’il existe une solution W = (u,p)t € D(A) vérifiant I'équation suivante :

A,/+]_W == F
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Monotonie : Par définition du produit scalaire, nous avons, pour tout élément W = (u, p)?
de l'espace L2(R%),

(AW, W):/(M-V)u.u+/(M-V)pp _ /Vp-u—/p divu—/(u~V)M-u
0 ) ) o

A Taide des intégrations par partie, nous montrons que :

(1) = —;/(divM)|u|2 (B.2.2)
(2) = —;/(divM)|p|2 (B.2.3)
(3) = 0. (B.2.4)

Or on sait que
/(u-V)M-u2/|M||u\2 (B.2.5)

Enfin nous obtenons (pour un écoulement “régulier” C!) :

(aw, W)z =5 [@vdn[juf+[pP] - [ 18] uf (B.2.6)

Z—V/[]u\2+\p|2]Z—I/HW\2 (v>0). (B.2.7)
d’ott on déduit que, pour tout v > 0, Popérateur A, = A + v Z est un opérateur montone.

Surjectivité : Pour pouvoir intégrer une régularité d’ordre H! sur les inconnues d’une
équation formée d’opérateurs d’ordre 1. Il est alors impossible d’appliquer le théoréme de
Lax-Milgram pour montrer que A est maximal. Cependant les termes de convection imposent
une démarche moins naturelle qu’a ’accoutumée et surtout un opérateur a domaine non
trivial. A cet effet on va introduire une régularisation elliptique du probléme (P).

B.2.2 Reégularisation elliptique

On pose :

U —cAu, + (M - V)ue + (u. - V)M — Vp,
WE — et AEWE -
Pe eAp. + (M - V)p. —divu,

Le domaine de 'opérateur régularisé A, est donné naturellement par :

D(A.) = {(ue,p:) | w. € HY(R*? et p. € H'(R?)}
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PROPOSITION B.1 L’opérateur A. est maximal monotone c’est a dire que 3 v > 0 tel que
I’équation
AW +vW.=F (B.2.8)

admet une solution pour F' = (f,g)! € L?(R?)? x L?(R?). En plus, nous avons les estimations
suivantes :
— 3¢ >0 tel que ||uc|| < cet|p] <c

/

— 3 >0 tel que ||Vue| <cet||Vpe] < £

NG

DEMONSTRATION : Soit (¢,%) € D(A;), Il s’agit de résoudre le systéme :

/2 —cAuc.p+ (M - V)u..o + Vp..p + vu..p = /2 -
R R

/ e Apeth + (0.V)peth + div(ue)d + vpep = / "
R2 R2

Ceci est équivalent &

a((ue, pe); (p,9)) = L((p, 7))

ou a est une forme bilinéaire continue sur D(A.) et L une forme linéaire continue définies
par :

alwepe)i(p. ) == [ Vs Vot Vo vy
+/ (M.V)uc.p + Vpe.p + (M.V)petp + div(ue )y
R2
+v /R? Ue.p + Pe.t)

L((p,9)) = /Rdf-cp+g¢
Aprés avoir appliqué les inégalités de Cauchy-Schwarz, nous pouvons montrer facilement la
continuité de la forme bilinéaire. Par contre montrons que a est une forme bilinéaire coercive
sur D(A:) x D(A:) pour v > 0 choisie correctement ce qui permettra de conclure par le

théoréme de Lax-Milgram.
On a

a((ue, pe); (ue, pe)) = / Vel + [Vpel?) + (M- V. - u.
+ / V- e + (M.V)pep. + div(us)p.

4 / ol + Ipef?)
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Or on sait que
/VpE U + div(ug)pe =0

et de plus on a :

2 (4) 2
M. cap. — E M2 ) — E / M _
/RQ( V)us us ij:1 /RQ 7 ax] ug 2 — RQ J 8(13]

2
1 CLOM) 1 .
- (3)\2 ) = 2
53 [Pl e ] e aivag

ij=1

et de la méme maniére on a

Par conséquent on a

1 .
a((ue, pe); (ue,pe)) = /R? 5(\Vu5]2 + ’Vp€‘2> + (v — 9 leM)(‘Usyz + ’p5’2)

1
En prenant v > %div M et en posant o = midn (5; v-g div M) alors on a a > 0 et
R

a((us, pe); (e, pe)) > ofluc, pe)||”

d’ou la coercivité.
Il reste alors & montrer les inégalités.
Soit u. la solution de (E). En multipliant (B.2.8) par (u.) et en sommant on trouve :

1.
Vel + 190 )+ [ 0= gaiv M+ lpP) = [ o vane )

en particulier en posant || div M ||oo = max{div M, x € R%} qui existe car M est de classe
Clona: ) )
v — idivM > v — 5” div M ||

Par Cauchy-Schwartz on a

/R2 £rue+gpe < Jlucll 11+ lpell gl < VIFIP + gl v/ Tuel? + llpe ]

Donc on en déduit que

L.
(v = 3l div Moo ) (a2 + lIp= %) < VIFIP + 1912 /TaaclP + 1P

Ceci implique que

FIP + llgl?
W ) = /Tl + Tl < S+ ol

v— = div M|«
2
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et donc on a bien la premiére inégalité avec

I fII* + lgl?
1
v — 5l div Mo

L’équation (*) et les majorations précédentes donnent immédiatement :

eI Vel + [[Vpel?) < e/ £ + 9]

ce qui donne la deuxiéme inégalité de la proposition B.1 avec

() =V I£I2+ llgll?






ANNEXE C

LES ULTRADISTRIBUTIONS

Nous rappelons dans cet annexe quelques propriétés de la théorie d’ultradistribution.
Avant de commencer la présentation, nous avons besoin d’introduire quelques notations, nous
posons alors :

S (R") := { f e % R) tel que Va,3 >0, sup :U“Dﬁf’ < 400 } (C.0.1)
zeR™
ZR"):={peSR"); | FpeDR")} (C.0.2)

Un élément de espace . (R™) s’appelle une fonction indéfiniment différentiable & décroissance
rapide ainsi que ses dérivées de tout ordre. La topologie de 2 (R"™) sera, par définition, I'image
réciproque par transformée de Fourier de la topologie de Z(R") ie. Z°(R") = F~1(2(R"))

C.1 Propriétés immédiates

— Z(R™) est un sous espace vectoriel de .’(R"), dense dans ’espace de Schwarz . (R"),
stable par dérivation et par multiplication monomial.

— La topologie Z(R™) est plus fine que la topologie induite par celle de .7 (R"™).

- F ‘ @) est un isomorphisme topologique de Z(R™) sur Z(R"), son isomorphisme réci-

proque est noté F L.

DEFINITION C.1 On appelle ultradistribution sur R™ toute forme bilinéaire continue sur
Z (R™). L’ensemble des ultradistributions sur R"™ sera noté par Z'(R™). On peut munir
Z'(R™) soit par la topologie duale faible , soit de la topologie forte duale

PrRopoOsITION C.1 Toute distribution tempérée, S sur R™ peut étre considérée comme une
ultradistribution ; en particulier la connaissance de S sur 2 (R"™) détermine S. Réciproquement
une ultradistribution sera une distribution tempérée, ssi elle est continue sur 2 (R™), pour la
topologie induite . (R™).

DEFINITION C.2 On appelle fonction a spectre compact toute ultradistribution dont 'image
de Fourier est une distribution a support compact.

On appelle ultradistribution a décroissance rapide toute ultradistribution dont I'irnage de
Fourier est une fonction indéfiniment différentiable. ie.
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168 Annexe C. Les ultradistributions

OR"):={¢ye Z'R") | supp(Fy)e€ K(K est un compact de R") }
O'R™) :={¢Ye ZR") | (Fi) est une fonction indéfiniment différentiable }
Il est clair que :

Z([R") C 6(R") C (R, ' (R") C O'(R") C Z'(R") et Z(R") = &'(R") N 6(R)

C.2 Propriétés algébriques

Définition de la multiplication dans Z2”(R")

Soit f une fonction & spectre compact, T' une ultradistribution. On définit le produit f7T" par
(fT, ) =(T, fo), VoeZ'(R")

Il est envident que fT € Z'(R"™) et 'application T —— fT envoie continiiment 'espace
Z'(R™) dans lui méme.

Théoréme d’échange

Pour tout f € O(R") et tout T € Z'(R"),ona F(fT)= (Ff)*(FT).

C.3 Les ultradistributions a variable complexe

Nous pouvons introduire les ultradistributions sur C™ a l'aide de la transformation de Fourier-
Laplace qu’on note par L. En effet, soit ¢ un élément de Z(R™). On définit la transformée de
Fourier-Laplace de ¢ par :

(Lp)(s) = /n exp(—sz)p(x) dz, VseC".

Evidement la fonction £, définie sur C"(R"™) prolonge la fonction F ¢, définie sur R™.
On munira Z(C") de la topologie transportée par celle de Z(R"); alors £ est un isomor-

phisme topologique de Z(R") sur Z°(C"), I'isomorphisme réciproque étant la transformeée de
cotransormée de Fourier notée F et définie par

n

Fo)w) = | ew(-apvl)dy,  YyeRr"
pour tout ¢ € Z(C").

Images des fonctions monomiales et exponentielles

Pour tout a € C™, on définit 'ultradistribution de la masse de Dirac d, sur C" par

(0a; ) = ¥(a), ¥ € Z(C").
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Série de Taylor des ultradistributions

A la différence des distributions, une ultradistribution est toujours analytique. Plus précisé-
ment, soit T une ultradistribution sur C". Pour tout a € C" la série :

a]ﬁ

ZEDBT

BeEN™

est sommable vers 7_,T (7_, désigne la translation dans 2”(C™)) pour la topologie duale
forte Z/(C™). A cette effet, nous avons par exemple :






CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous avons considéré dans notre étude le probléme de la propagation d’ondes acoustiques
au sein d’un fluide parfait en écoulement, en adoptant le modéle de Galbrun dont la seule
inconnue est la perturbation de déplacement lagrangien. L’'un des avantages de ce choix par
rapport aux équations habituellement employées en aéroacoustique, réside dans le fait qu’on
peut traiter les écoulements brutalement cisaillés ou discontinus.

Dans la premiére partie de cette thése, nous avons proposé une méthode de régularisation
pour le cas d’'un écoulement uniforme permettant d’inscrire le probléme dans un cadre ma-
thématique classique. Ensuite nous avons résolu le probléme numeériquement en combinant la
méthode des éléments finis de Lagrange en espace, des différences finis en temps et des condi-
tions aux limites absorbantes (uniquement pour le cas de données initiales irrotationnelles).
La simulation de I’équation de Galbrun dans un milieu semi-infini pour le cas rotationnel
reste une question ouverte. Pour la validation de ces méthodes, nous avons calculé la solution
fondamentale du probléme non régularisé en appliquant la méthode de Cagniard-de Hoop.

Nous nous somimes intéressés dans la seconde partie de cette thése a la résolution du probléme
de Cauchy associé a des écoulements fortement cisaillés. Nous avons démontré a 'aide de
I’analyse de Kreiss le caractére fortement mal posé du probléme de transmission limite, associé
a un écoulement discontinu et 'impossibilité de faire des simulations numériques. Pour mieux
comprendre le phénoméne sous-jacent, nous avons calculé le tenseur de Green de ce probléme
par la méthode de Cagniard-de Hoop. Celui-ci comporte une partie qui représente 1’instabilité
dite de Kelvin-Helmholtz et qui n’est définie qu’au sens des ultradistributions. Nous nous
somme intéressés ensuite & la simulation de ’équation de Galbrun dans une couche de mélange
mince sans avoir maillé & I'ordre de I’épaisseur de la couche e. Pour ce faire, nous avons
construit des nouvelles conditions de raccord qui aménent & un modéle fortement bien posé
sous une certaine hypothése sur ’écoulement & l'intérieur de la couche de cisaillement.

Les perspectives envisageables pour la suite de ce travail sont le développement d’une méthode
de résolution numérique du nouveau modéle, la validation des résultats obtenus en faisant des
comparaisons avec des solutions de référence et 'extension des résultats théoriques obtenus
pour les écoulements uniforme et discontinus & des écoulements quelconques. En particulier,
la méthode développée pour un écoulement fortement cisaillé devrait permettre de traiter des
écoulements paralléles réalistes tel que le jet sortant du réacteur.
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