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Introduction

I. La problématique industrielle

La vibroacoustique est le domaine de la science qui s’interesse aux sons émis par les vibra-
tions d’une structure mince (de type plaque ou coque). Ce type de phénomeéne physique
est présent dans plusieurs milieux industriels comme I'automobile et I’aéronautique. Ce
travail de these, effectué en collaboration avec le groupe indutriel aéronautique E.A.D.S.,
a pour origine deux axes principaux de recherche industrielle :

e l'insonorisation des cockpits d’AIRBUS : Les sources acoustiques externes tels que
les bruits aérodynamiques, les bruits de jets... mettent en vibration le cockpit de
I’avion et transmettent, a I'intérieur de I’habitacle, des ondes acoustiques qui alterent
le confort des passagers.

e la protection des composants électronique embarqués : Les lanceurs ARIANE-5
transportent des satellites qui comportent des systemes électroniques particulierement
sensibles... et accessoirement onéreux. Au décollage du lanceur, les carneaux situés
au sol dévient partiellement 1’onde sonore générée par le moteur central VULCAIN
mettant ainsi la structure de la coiffe ou se trouve le satellite en vibration.

F1G. 1: Cockpit d’un A380
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F1G. 2: Lanceur Ariane-5

Ces deux exemples illustrent bien que le phénomeéne auquel on s’interesse est un phénomene
de couplage entre le fluide environnant et une structure mince (I’habitacle de '’AIRBUS ou
la coiffe du lanceur). Sous 'hypotheése de petites déformations, la modélisation standard
consiste a coupler I'’équation des ondes acoustiques avec un modeéle de structure mince de
type membrane, plaque et plus généralement coque [Lesueur, 1988]. Nous focaliserons nos
develeppements mathématiques et numériques sur I’aspect couplé du probleme en insistant
plus particulierement sur le couplage en temps de méthodes numériques. Dans cette
optique, et par souci de clarté, nous nous limiterons aux cas des plaques ce qui, avouons
le, est une approximation brutale des Airbus proche de la faute de gotit. Cependant
le formalisme et les méthodes de couplage développées dans cette theése s’étendent sans
aucune difficulté aux cas des coques. Du reste, nous avons choisi le modele de plaque de
Reissner-Mindlin, suffisamment général pour modéliser les structures composites épaisses
et dont 'extension naturelle, lorsque 'on courbe la géométrie, est précisément un modele
de coque mince.

La diversité et la nature des sources d’excitation acoustiques requiérent, pour simuler
numériquement ce type de probleme de couplage, de faire des calculs numériques sur une
large bande de moyennes fréquences (cf. Fig. 3).

La plupart des méthodes numériques existantes pour la simulation numérique des phénomenes
vibroacoustiques basses fréquences, ont ceci de commun qu’elles utilisent essentiellement
des méthodes de type décomposition modales sur la partie struture [Lesueur, 1988],
[Morand et Ohayon, 1992]. Ce type d’approche, bien adaptée au cas des géométries
simples, montre rapidement ses limites lorsque ’on cherche & simuler des cas réalistes
et surtout lorsque 'on souhaite monter en fréquence. En effet, le nombre de modes
numériques a calculer croit avec la fréquence et le stockage de ces modes devient alors
particulierement lourd. Les phénomenes hautes fréquences (HF) sont quant & eux souvent
traités par des méthodes statistiques de types S.E.A. (Statistical Energy Analysis) qui per-
mettent, grace a I'utilisation du concept d’énergie et a I’approche statistique des couplages
entre modes de sous-systemes, de modéliser la vibroacoustique des structures industrielles
complexes HF [Kishimoto et al., 1995]. Les méthodes d’éléments finis et d’équations
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F1G. 3: Signal basses/moyennes/hautes fréquences

intégrales sont particuliement bien adapté a la gamme des moyennes fréquences, c’est a
dire celle qui nous intéresse. Dans ce type de probleme de couplage, la géométrie et les
zones d’hétérogénéité sont fixées par la partie structure. Il est alors naturel de contruire
une méthode de couplage basée sur une approximation spatiale de I'inconnue mécanique
par éléments finis. A cet effet nous proposerons deux méthodes de couplage :

1. Une premiere méthode couplant des éléments finis mixtes spectraux, 2D pour la
structure mince, et 3D pour le fluide environnant.

2. Sous I'hypotheése (réaliste) d’un fluide homogene, une seconde méthode couplant
toujours des éléments finis 2D (pour la structure mince) avec une méthode d’éléments
finis de frontiére basée sur une représentation intégrale de I'inconnue fluide.

A notre connaissance, la plupart des méthodes numériques existantes pour la résolution
des systemes vibroacoustiques sont construites a partir de modeles physiques décrits en
régime harmonique. Une spécifité déja mentionnée de notre problematique industrielle,
est celle qui consiste a faire de la simulation numérique sur une large bande de fréquence.
En régime harmonique, les méthodes numériques de type éléments finis imposent alors,
pour chaque fréquence, I'inversion d’un systeme linéaire potentiellement de grande taille,
ce qui se révele souvent bien trop cotiteux en temps de calcul. Une alternative efficace est
alors d’effectuer les calculs numériques en régime transitoire afin d’obtenir, si besoin est, les
résultats en régime harmonique sur la bande de fréquence considérée par des postraitement
rapides de type FFT. Cependant l'aspect transitoire induit, de part la discrétisation en
temps, une problématique majeure et délicate : la stabilité du couplage des schémas
traditionnellement utilisés pour ’approximation des inconnues de chaque milieu (fluide et
structure).

La problématique de cette these est donc la suivante : savoir trouver des schémas de
discrétisation espace-temps pour le probleme couplé :
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e performants (en de temps de calcul mais également en terme de stockage mémoire)
et précis,

e garantis stable : c’est a dire démontrés inconditionnellement stables ou dont on sait
théoriquement controler la condition de stabilité.

L’outil principal pour satisfaire le premier point sera 'utilisation d’éléments finis mixtes
spectraux utilisant le principe de condensation de masse, notamment pour la discrétisation
en espace de I'inconnue mécanique. Pour satisfaire le deuxiéme point, nous nous fixons
comme impératif de construire des schémas en temps qui conservent une énergie discrete
pour le systeme couplé.

II. Premiere partie : couplage non conforme entre éléments
finis mixtes spectraux d’ordres élevés 2D et 3D

Puisque l'on s’est fixé comme contrainte, pour les raisons mentionnées précédemment,
d’utiliser une méthode d’éléments finis sur la partie structure, une premiere approche na-
turelle pour le traitement du couplage consiste a coupler des éléments 2D avec des éléments
finis 3D pour la partie fluide. C’est la premiere approche que nous allons développer.
Cependant les méthodes d’éléments finis standards, requiérent, pour les gros cas de calcul
(notamment en 3D), des ressources informatiques rapidement (trop) importantes. Nous
nous fixons par conséquent comme objectif de satisfaire autant que possible les deux con-
traintes informatiques majeures que sont :

e la minimisation du temps de calcul.

e la minimisation du stockage mémoire des matrices de masse et de rigidité provenant
de la semi-discrétisation par éléments finis.

Les éléments couramment utilisés, comme les éléments P!, nécessitent pour les cas hautes
fréquences ou les géométries de grande taille, un maillage tres fin qui induit la gestion de
grosses matrices pénalisant ainsi le temps de calcul. A l'inverse, une méthode d’éléments
finis d’ordre élevé conjuguée a des formules de quadrature suffisament précises permet
alors une convergence spectrale [Cohen, 2002] (extrémement rapide) de la solution ap-
prochée vers la solution théorique lorsque le pas de maillage tend vers 0, et ce, en limitant
sensiblement la taille des cas de calcul envisagés.

Cette remarque est & la base de la méthode d’éléments finis mixtes spectraux que nous
allons présenter et analyser dans cette premiére partie. Cependant, I'utilisation d’ordres
élevés et de formules d’intégration précises ne suffit pas a satisfaire au mieux les deux
contraintes informatiques mentionnées. C’est pourquoi notre méthode s’appuiera en outre
sur une formulation mixte et le principe de condensation de masse.

II.1. La minimisation du temps de calcul : Une méthode d’approximation espace-
temps standard pour I’équation des ondes acoustiques dans le fluide ou pour le systéme
dynamique de structure, consiste a utiliser une méthode de Galerkin en espace et un
schéma aux différences finies en temps. Dans le cas ou la méthode de Galerkin s’appuie
sur des éléments finis de Lagrange, I'interpolation polynomiale utilisée induit une matrice
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de masse (généralement multi-diagonale) qu’il convient alors d’inverser & chaque pas de
temps lorsqu’on itére le schéma aux différences finies. Selon la taille du cas de calcul,
cette inversion peut pénaliser énormément le temps de calcul et donc la permormance
de la méthode. En pratique, la matrice de masse est calculée successivement a partir de
I’approximation polynomiale et d’une seconde approximation définie par le choix d’une
formule d’intégration numérique. Le principe de condensation de masse consiste alors a
choisir cette formule de quadrature de telle sorte que, par construction, la matrice de masse
soit diagonale. Le colGt de linversion & chaque pas de temps devient alors insignifiant.
Notre premier objectif est donc d’utiliser des éléments finis d’ordres arbitrairement élevés
conjugués a des formules de quadrature judicieuses pour garantir une convergence optimale
et construire une matrice de masse diagonale.

I1.2. La minimisation du stockage mémoire : Puisque nous utiliserons le principe
de condensation de masse, le stockage mémoire requis est alors essentiellement dicté par la
matrice de rigidité (que 'on appellera dans cette introduction Ap). Cette matrice dépend
des coefficients physiques du probleme et de la géométrie des éléments du maillage. A
partir d’une formulation mixte initialement proposée dans [Cohen et Fauqueux, 2000]
nous montrerons comment factoriser Ay, sous la forme :

A, =Ry B, ' R},

ou toutes les informations relatives a la physique du probleme et a la géométrie du mail-
lage seront contenues dans Bjp qui, par construction, sera diagonale ou diagonale par
petits blocs. En utilisant un espace d’approximation non standard, nous construirons la
matrice Ry, de sorte a ce qu’elle soit assemblée a partir d’'une unique matrice élémentaire
]:?, indépendante du maillage. Nous verrons comment déduire de cette factorisation, un
algorithme performant qui permet de calculer un produit matrice-vecteur avec Ay, sans as-
semblage, en réduisant ainsi le stockage de la matrice de rigidité au stockage de la matrice
diagonale par blocs By, (considérant que le stockage de R est négligeable).

I1.3. Contexte scientifique et bibliographique La méthode des éléments finis spec-
traux utilisant le principe de condensation de masse, introduite initialement par G. Co-
hen [Cohen et al., 1994] pour I’équation des ondes 1D, trouvait sa justification théorique
grace aux résultats relatifs aux formules d’intégration numérique donnée dans [Ciarlet,
1978]. Dans [Cohen et al., 1995] les auteurs se sont interessés a la construction d’un
élément fini triangulaire (donc en dimension 2) qui autorise la condensation de masse
pour une approximation polynomiale de degré arbitrairement élevé, et ce, en garantis-
sant la convergence optimale du schéma. Ils ont pu contruire ”a la main” 1’élément fini
et les formules de quadratures qui répondent a ce critere pour les ordres 2 et 3 selon
un processus qui ne se généralise a priori pas aux ordres supérieurs. Des travaux plus
récents [Chin-Joe-Kong et al., 1999] ont permis, en utilisant une démarche similaire, de
construire des éléments qui autorisent la condensation de masse jusqu’a l'ordre 6 pour
les triangles et jusqu’a l'ordre 4 pour les tétraedres. Les “calculs a la main” arrivent a
la limite de la complexité admissible et, a notre connaissance, la généralisation de cette
approche a un ordre quelconque reste une question ouverte. Cependant, puisque ’on peut
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construire un élément fini quadragulaire ou héxaédrique par ”tensorisation” d’un élément
fini 1D, on pouvait alors conjecturer que les propriétés de la dimension 1 avaient une
chance de rester vraies pour des méthodes d’éléments finis en 2D et 3D sur des maillages
quadrilatéraux et hexaedriques, quelque soit I'ordre d’interpolation. Sur la base de cette
conjecture, cette méthode a été développée et implémentée avec succes pour I'équation
des ondes acoustiques en 2D [Tordjman, 1995]. Bien qu’offrant une trés bonne précision,
la méthode des éléments finis spectraux est handicapée, comme toute méthode d’ordre
élevé, par le nombre d’intéractions non nulles (croissant avec 1'ordre d’approximation) en-
tre degrés de liberté. Lorsque 'on monte en ordre, les matrices du probleme discret sont
alors de moins en moins creuses et par conséquent, de plus en plus coliteuses en termes
de stockage mémoire. Pour pallier & ce probleme, les auteurs ont proposé dans [Cohen et
Fauqueux, 2000] une reformulation de la méthodes des éléments finis spectraux sous une
forme mixte qui permet alors la factorisation astucieuse de la matrice de rigidité. L’idée de
cette formulation mixte est précisément le sujet de la section II.1. Une synthése exhaustive
des travaux effectués a ce stade est donnée dans [Cohen, 2002].

La performance de la méthode en termes de temps de calcul, stockage mémoire et précision,
a motivé, en régime transitoire, 'application des éléments finis mixtes spectraux avec con-
densation de masse a de nombreux modeles physiques. On peut citer entre autres les
travaux liés a 1’equation de ’élastodynamique linéaire 3D [Cohen et Fauqueux, 2005],
a un modele poroélastique [Bécache et al., 2004] et aux équations de Maxwell [Pernet,
2005]- [Durufle, 2006]. Plus recemment, cette méthode et surtout les algorithmes de cal-
culs qui en découlent, ont été appliqué a ’équation de Helmholtz [Durufle, 2006]. Les
bonnes proprétés de précision en terme de performance (stockage, temps de calcul, com-
plexité algorithmique...) ont été mis en évidence a travers des tests numériques de conver-
gence [Durufle, 2006] et des analyse de dispersion numériques [Fauqueux, 2003], [Durufle,
2006].

Concernant le domaine de la physique qui nous intéresse, a savoir le couplage fluide-
structure, des méthodes de couplage conformes pour des problemes 3D /3D (fluide/structure)
ont été proposé dans [Fauqueux, 2003]- [J. Diaz, 2005]. En vibroacoustique, des méthodes
non conformes utilisant les domaines fictifs, ont été proposé pour la modélisation de la
tymbale [Rhaouti, 1999] et de la guitare [Derveaux, 2002].

I1.4. Contenu de la premiere partie

Au chapitre 1, nous présentons la méthode sur un cas modele a savoir 1’équation
des ondes scalaire. Nous exposerons les idées déja développées dans [Cohen et Fauqueux,
2000] et [Cohen et al., 1994] sous un angle différent, et surtout nous apporterons le point
manquant : une analyse d’erreur détaillée justifiant théoriquement 'intérét des espaces
d’approximation et des formules de quadrature employées. L’analyse qui tient compte
notamment de l'influence de I'intégration numérique est connue dans le cas des éléments
affinement équivalent & un élément de référence (triangles, rectangles, parallélogrammes)
[Ciarlet, 1978] mais restait, a notre connaissance, une question ouverte pour les éléments
isoparamétriques quelconques. Signalons que la généralisation d’un théroreme d’équivalence
entre éléments finis spectraux et éléments finis mixtes spectraux , dont 'idée centrale est
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donnée dans [Pernet, 2005], sera un des points clés de notres analyse.

Au chapitre 2, nous abordons la modélisation et la résolution numérique du probleme
structure. Aprés avoir présenté et motivé le choix du modele de plaque de Reissner-
Mindlin [Reissner, 1945], [Chapelle et Bathe, 2003], nous appliquerons la méthode des
éléments finis mixtes spectraux avec condensation de masse et analyserons le schéma ainsi
obtenu. Nous montrerons sur des résultats numériques la performance de notre méthode
en terme de temps de calcul et de stockage mémoire, et notamment le bon comportement
des ordres élevés face aux problemes de verrouillages bien connus sur ce modele. A notre
connaissance, peu de méthodes numériques ont été proposées pour résoudre ce modele de
plaque en régime transitoire.

Au chapitre 3, nous couplons les schémas éléments finis spectraux développés pour
le partie fluide au chapitre 1 et pour la partie structure au chapitre 2. Cependant un des
aspects caractéristiques des problemes d’intéraction fluide-struture est que chaque milieu
possede des caractériques physiques différentes et donc des paramametres de discrétisation
optimaux (pas d’espace et de temps) également différents. De nombreuses méthodes
traitent du raccord non conforme en espace et en temps. On peut citer notamment la
méthode des éléments joints pour le raccord non conforme en espace [Bernardi et al.,
1994], [Ben Belgacem et Maday, 1997], [Ben Belgacem et al., 2001] et les techniques de
raffinement développées dans [Collino et al., 2006], [Garcia, 2004] pour la gestion d’un pas
de temps local. Nous proposerons une méthode non conforme sur maillage conforme, en
utilisant la souplesse offerte par 'utilisation d’ordres élevés. En particulier nous adapterons
lordre d’approximation a la physique de chaque milieu. Particulierement simple a mettre
en oeuvre, (au niveau du calcul des matrices de couplage) nous montrerons que le schéma
proposé est optimal et permet de bénéficier des avantages des méthodes établies pour les
parties fluides et structures. Par ailleurs nous proposerons un schéma en temps quasi
explicite (implicite seulement sur l'interface de couplage) et garanti stable.

III. Deuxieme partie : Couplage éléments finis-potentiels re-
tardés

ITI.1. Contexte scientifique et bibliographique Dans cette partie, nous proposons
une méthode alternative a la premiere qui permet notamment d’éviter les calculs éléments
finis 3D dans le fluide, qui, quelques soient les techniques mises en oeuvre, demeurent tres
couteux et posent le probleme (peu abordé dans cette these mais largement traité via les
développements sur les CLA et les PML) de savoir comment borner le domaine de calcul.
Nous nous interessons donc & une autre approche qui consiste a coupler une méthode
basée sur 'utilisation d’éléments finis en espace pour la partie structure (un des postulats
de base), avec une méthode d’éléments finis de frontiere basée elle sur I'utilisation d’une
formule de représentation intégrale. Ce type d’approche a été souvent développée en régime
harmonique pour définir des conditions aux limites transparentes [de La Bourdonnaye,
1995], [Ammari et Nédélec, 1998], , [Hiptmair, 2003]. Les avantages fournis par I'utilisation
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d’équations intégrales, bien connus, ont été largement évoqués dans le cas d’un probleme
de diffraction pure par un obstacle fixe :

(i) Les calculs sont restreints a la surface de l'obstacle : On économise une dimension
d’espace.

(ii) On évite la question de la troncature du domaine fluide extérieur (utilisation de
CLA, PML...) : Le caractére non borné du probleme est traité exactement.

(iii) On évite (au moins partiellement) la dispersion numérique induite par la discrétisation
en temps de I’équation des ondes 3D.

En contrepartie :

(a) La discrétisation en temps de ’équation intégrale peut générer des phénomenes
d’instabilité (ce qui sera bien sure la question centrale)

(b) Le noyau de Green impose la gestion de matrices pleines contrairement a une ap-
proximation par éléments finis 3D. En particulier en régime transitoire on ne peut
pas obtenir de schéma totalement explicite ne serait-ce que sur la partie acoustique
: Une matrice bande, mais symétrique définie positive, doit dans tous les cas étre
inversée.

(c) En régime transitoire, on doit stocker une partie de “I’historique” de la solution aux
temps retardés.

Cependant, bien que le point (c) soit inévitable, les impacts négatifs des points (a)
et (b) peuvent étre minimiser par l'utilisation de techniques avancées dont certaines
sont issues de travaux de recherche récents. Concernant le point (a), les phénomenes
d’instabilité sont essentiellement observés avec les méthodes de discrétisation en temps
de type collocation pour I’équation intégrale [Rynne, 1985]. Le développement d’une
classe de méthodes numériques, initialement introduites par [Duong, 1987] et basées sur
une approche variationnelle espace-temps, ont conduit a des schémas conservatifs in-
conditionnellement stables ( voir aussi [Bécache, 1991] en élastodynamique, [Terrasse,
1993]- [Bachelot et Lange, 1995] en électromagnétisme). De plus, des développements
substentiels ont été fait pour concevoir des algorithmes rapides (Fast-Multiple-Methods)
afin d’évaluer les produits matrices-vecteurs qui apparaissent avec la discrétisation de
I’équation intégrale, minimisant ainsi l'impact du point (b). Initialement développées
pour les cas harmoniques [Greengard et Rokhlin, 1997], les méthodes multi-pdles sont
dorénavant explorées en régime transitoire [Kobidze et al., 2005]. Couplées a des solveurs
itératifs, elles permettent de résoudre de fagon tres performante des problemes de diffrac-
tion a grande échelle par équations intégrales.

Pour notre probleme de couplage fluide-structure, notre objectif principal sera le suivant :

e Pouvoir coupler les méthodes d’approximation espace temps, par nature tres différentes,
qui seraient utilisées pour la discrétisation du probleme non couplé a savoir un schéma
de type éléments finis espace-temps selon la démarche proposée dans [Duong, 1987]
pour ’équation intégrale, et une méthode éléments finis en espace conjugué & un
f-schéma aux différences finies en temps pour I’équation de plaque.

12



Introduction

Cette objectif devra étre atteint en satisfaisant impérativement la contrainte majeure
suivante :

e Le schéma de couplage devra étre robuste, plus précisément garanti stable du point
de vue théorique et dans la mesure du possible sans affecter la condition de stabilité
du probléeme non couplé.

Il est difficile de trouver dans la littérature beaucoup de travaux qui abordent ce probleme
rigoureusement. Dans [Bachelot et Lubet, 1995] et [Bachelot et al., 2001], les auteurs ont
cependant traité un probleme tres semblable en utilisant les potentiels retardés comme
conditions aux limites tranparentes. Une des différences majeures avec la méthode que
nous développerons est qu’ils utilisent une approximation par éléments-finis espace temps
pour les deux équations du probléme couplé, aboutissant ainsi & une discrétisation en temps
de ’équation de Maxwell volumique non-standard et nécessairement implicite. De ce point
de vue nos travaux sont plus proches de ceux issus de la littérature ingénieure [Mansur
et al., 2000], [Soares et Mansur, 2005], dans laquelle la question centrale de la stabilité
n’est pas abordée. Les résultats numériques de ces articles montrent du reste que les
schémas proposés sont instables.

IT1.2. Contenu de la deuxiéme partie

Au chapitre 4, nous reformulons globalement le probléme vibroacoustique sur la struc-
ture & 'aide d’un potentiel retardé de double couche (vu comme un opérateur Dirichlet-
Neumann) que l'on aura pris soin de définir rigoureusement et dont donnera les propriétés
de positivité fondamentales liées a 1’énergie. Nous proposerons dans un premier temps un
couplage “naturel” des schémas traditionnellement utilisés pour chaque milieu de sorte a
satisfaire notre objectif principal. Nous verrons que ce schéma ne conserve pas a priori
une énergie discrete indépendante du couplage, empéchant ainsi de garantir un résultat
de stabilité et donc de satisfaire notre contrainte majeure. Suivant une démarche similaire
a [Bachelot et al., 2001}, nous proposerons alors un schéma totalement implicite, garanti
stable, a partir d’une formulation variationnelle espace-temps pour les deux équations (flu-
ide et structure). Nous verrons que, par construction, on perd alors la souplesse offerte
par le f#-schéma. Nous mettrons en évidence le lien entre cette approche et le schéma
“naturel”.

Dans un deuxiéme temps, nous proposerons alors un nouveau schéma de couplage qui
aura pour principal atout (en dehors evidemment de satisfaire notre objectif principal et
la contrainte majeure) de pouvoir bénéficier de la souplesse du #-schéma perdue dans la
premiere approche. L’idée clef, en supposant que At est le pas de temps utilisé pour la
discrétisation de I'inconnue mécanique, sera d’utiliser des grilles décalées de pas 2At aux
temps pairs et impairs pour la discrétisation de I’équation intégrale.
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Notations et définitions

Soit € un ouvert de RY.

& Produit scalaire, norme, espace produit :

- Soit E un espace de Hilbert :

oV (u,v) € ExE, <u,v>pg sera le produit scalaire sur E.

eVuckE, |u|g =+<u,v>g sera la norme induite.

n
> lwillg,
i=1

eVoeV;x..xV, |lu| =

- Le cas de L?(Q) :

.Ban:{uwémﬁ<+m}

o (u,0) = /Q w, ¥p>0, (uv), = /Q puv, |l = lull? o

& Espace de Sobolev : Soit a = (ay, .., ag) un multi-indice.

- Normes et semi-normes usuelles :
.ngnz{ueBGD]%gGL%QLv&qgm}
T
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- Pour les fonctions a valeur complexe :

On notera en caracteére gras les fonctions a valeurs complexes et les espaces de Sobolev
relatifs a celles-ci. Ex :

u:Q—RecH(Q) , u:Q—CecH(Q)

- Norme & poids dans H'! : Soit s € CT = {5 = 5+ iw, n > 0}

o (u,

U)Ls =

(VU, VU)O,Q + ‘S|2(’u,,’l})07g, VseC*t > HuHis = (u7u)1,5
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Chapitre 1

Analyse d’une méthode d’éléments

finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas
modele.

ans ce chapitre nous présentons et analysons une méthode d’éléments finis

mixtes spectraux utilisant le principe de condensation de masse. Nous ap-
pliquons cette méthode sur un probleme modele, a savoir I’équation des ondes.
Dans un premier temps, nous présentons un élément fini conforme-H' approprié
pour faire de la condensation de masse. Nous analysons alors la discrétisation par
élément fini et montrons qu’avec un bon choix de formules de quadrature la conver-
gence du schéma obtenu est optimale. Toutes les idées et les techniques d’analyse
de ce chapitre resteront vraies et utilisables pour les problemes de plaque et de
couplage fluide-structure considérés par la suite.
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Chapitre 1

Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec

condensation de masse sur un cas modéle.
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1.1 Présentation de la méthode

1.1 Présentation de la méthode

Le but est de ce chapitre est de présenter une méthode d’éléments finis robuste, perfor-
mante et précise pour le probleme modele suivant (équation des ondes scalaires):

Trouver u : Q x [0,7") — IR solution de

( 0%u
w(w,t) — Au(z,t) = f(z,t) sur Qx[0,7T)
(P) g—Z(m,t) =0 sur  0Q x [0,7)
u(z,0) = %(:U,O) =0 sur )

dont la formulation variationnelle est

Trouver u € ST %/ C°0,T; HY(Q)) x C1(0,T; L*(Q)) solution de

d

W/Qu(t)v—i-/QVu(t)-Vv:/Qf(t)v Vue H\(Q) . (L1.1)

Sur le plan théorique, nous nous fixons comme objectifs de construire des schémas numériques
dont nous pouvons:

e garantir la stabilité via la conservation d’une énergie discrete.

e garantir une convergence optimale (I’ordre d’approximation de la méthode est égal a
lordre de l'interpolation polynomiale méme en utilisant des formules de quadrature).

1.2 Approximation par éléments finis spectraux quadran-
gulaires standard.

Dans ce chapitre, nous présentons et analysons la semi-discrétisation par éléments finis
spectraux quadrangulaires du probleéme variationnel (1.1.1). Nous présentons tout d’abord
I’élément fini isoparamétrique utilisé.

1.2.1 L’élément fini isoparamétrique Q' (K) = (IA(,@’”(K), =)
1.2.1.1 Maillage et géométrie

Soit Tp, = UK un maillage de §2. Notons Fi : K—K I'isomorphisme d-linéaire entre

le carré ou le cube unité K et le quadrangle ou ’héxaedre K.

Dans ce qui suit nous utiliserons de fagon récurrente la matrice jacobienne DFi et le
jacobien Jx = det (DF) de l'application F. Précisons le bon choix de parametres pour
décrire la géométrie de K (cf. [Girault et Raviart, 1986])
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Chapitre 1 Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas modele.

F
K
o1 (1,1)/\
N
K
©00) a0

F1c. 1.1: L’application Fx en dimension 2.

- En dimension 2 : Notons p% le diametre du cercle inscrit aux quatre triangles S;_1.5;5;+1
pour 1 <i <3 (Sp=954). On utilisera alors :

hx =diam(K) , px = 211%1%4(/)1() .

- En dimension 3 : On étend facilement la définition de px en considerant les diametres
des spheres inscrites dans les tétraedres définis par les sommets du cube unité.

Dans tout ce qui suit on notera

h
UK:—K et h = max hg .
PK KeT,

Enfin, nous ferons I’hypothése de régularité suivante : Soit {73}, une famille de maillages,
alors on suppose que :

Jo>0tel queVT, € {Th}, , VK €T}, og <o . (1.2.1)

1.2.1.2 L’élément fini

On considere I'espace des polynoémes sur K de degré au plus r en chaque variable :

QK)=qq@)=> a]]af, Vi=(l.la)|li<r, 2K
l l;

[

Soit = un ensemble de points tel que card(E%) = (r + 1)? et tel que 'élément fini
Q'(K) = (K,Q'(K),Z%)

soit unisolvant, c’est a dire que tout polynéme de QT(I? ) est entierement caractérisé (et
de manieére unique) par ses valeurs aux points de 2d. A chaque élément K du maillage,
on associe I'élément fini Q"(K) = (K,Q"(K),Z(K)%) qui est Fi-équivalent & 1'élément
Q" (K) dans le sens ol

2(K)* = Fr(EY),

Q'(K) = {p:K — IR tel que po Fx € QT(I?)} )
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1.2 Approximation par éléments finis spectraux quadrangulaires standard.

De plus on suppose que les points de =4 sont tels que Q" (I? ) soit conforme H'(Q) c’est &
dire :

Ul = {uh € C°(Tp) tel que uy,,, o Fic € QT(IA()} c HY(Q) .
Nous préciserons ’ensemble =4 dans le chapitre suivant lorsque nous aborderons le principe

de condensation de masse.

La discrétisation de I'équation (1.1.1) & l'aide de 'élément fini Q"(K) conduit donc au
probléeme approché :

Trouver uy(t) : [0,7) — U;, solution de

%AUh(t) Vh +/QVuh(t) -Vvh = /g;fh(t) Vp, Vvh € U;; . (122)

Nous reformulons maintenant ce schéma sous forme matricielle. Soit {1;}, .,y la base
SISy
de Lagrange associée aux degrés de liberté de U;. Notons

e M), la matrice de masse (dans la base {1;}) associée a la forme bilinéaire
(up,vp) — /Quh vy, dans Uj x Uy ,
e Aj la matrice de rigidité (dans la base {t;}) associée a la forme bilinéaire
(up,vp) — /QVuh Vv, dans Uj x U,

e pour t € [0,T], Up(t) et Fp(t) les vecteurs des coordonnées de up(t) et fn(t) dans la
base {1);}.

Le probleme (1.2.2) est équivalent au probleme vectoriel :

Vtel0,T], trouver Up(t) € R™V: solution de

M;, %(ﬂ + Ay, Uh(t) = Fh(t) . (1.2.3)

En pratique, les intégrales qui définissent M} et A ne sont pas calculées exactement
mais a P'aide de formules de quadrature. Dans le cas des éléments finis triangulaires (ou
tétraedriques), les fonctions des espaces d’approximation sont polynomiales et 1'utilisation
de formules de quadrature est alors un moyen efficace et simple (mais non impératif) pour
calculer exactement les matrices du probleme sans avoir recours a l'intégration analytique.
Dans notre cas (éléments finis quadrangulaires ou héxaédriques), les fonctions de Uj ne
sont pas polynomiales (car F 1}1 n’est pas affine). Il est alors incontournable de calculer
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Chapitre 1 Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas modele.

une approximation des matrices de masse et de rigidité a I'aide de formules d’intégration
numérique. Il s’agit alors de choisir des formules de quadrature qui conservent 1’ordre
d’approximation polynomiale de la méthode. De plus, la solution approchée du probleme
(1.2.3) est souvent calculée a l’aide d’un schéma aux différences finies en temps. De part le
support des fonctions de base de Lagrange la matrice M}, n’est pas diagonale et nécessite
donc d’étre inversée a chaque pas d’itération du schéma en temps ce qui peut se révéler
particulierement couteux. Le principe de condensation de masse consiste alors a choisir des
degrés de liberté (I'espace éd) qui induisent (en tant que points) une formule de quadrature
qui permette de construire une matrice de masse diagonale My, ~ M, telle que :

e l'ordre d’approximation polynomiale de la méthode soit conservé si Aj est calculée
de maniére exacte (au niveau de l'intégration numérique),

e D’élément fini Q" (K) soit conforme H ().

Ce choix de degrés de liberté est le sujet de la section suivante. En pratique, la matrice
de rigidité est aussi calculée a l’aide d’une formule de quadrature. Nous verrons, lors de
I’analyse, quelle formule d’intégration numérique choisir pour approcher Aj en conservant
lordre d’approximation polynomiale de la méthode.

1.2.2 Formules de quadrature et condensation de masse :

Définition 1.2.1 On appelle formule de quadrature sur K un couple (@ugi)lgigN tel que

vV feLY(K /f AT ~ aA(Ei).

k

Les {&;}, sont appelés poids de quadrature et les {51} points de quadrature.

Il existe plusieurs familles de points et de poids qui définissent des formules de quadrature
exactes pour certains degrés de polyndémes & une variable définis sur [0, 1]. Citons par ex-
emple les formules de Gauss (dont les points sont les racines des polynomes de Legendre),
Gauss-Lobatto (dont les points sont les racines des dérivées des polynémes de Legendre
completés par {0,1} ) et Newton-Cotes (dont les points sont équidistants). Par tensorisa-
tion (pour les points) et produit (pour les poids) on étend trivialement ces formules sur K
(cf. Fig. 1.2). Nous éliminons immédiatement les formules de Newton-Cotes, peu précises,
et dont certains poids associés sont négatifs & partir d’un certain ordre, rendant ainsi in-
stables les schémas en temps [Zienkiewicz, 1971]. Nous rappelons, dans la proposition
suivante, les propriétés des points de Gauss et Gauss-Lobatto.
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1.2 Approximation par éléments finis spectraux quadrangulaires standard.

Proposition 1.2.1 V 1 < i < (r + 1)4, notons (@ZG,@ ) et (OFL, AZGL ) les poids et les
points respectivement associés aux formules de Gauss et Gauss-Lobatto sur K. On a les

deuz propriétés suivantes [Stroud, 1971] :

(r4+1)4

[R@d = 3 of F&) . ¥FeQun(k). (1.2.4)
k=1
(r+1)4 R
/f{ Z Ot GEEt) , Ve Quoi(K) . (1.2.5)

Dans tout ce qui suit, on adoptera pour les points de Gauss les notations suivantes :

(r+1)¢
/ @) dz &)

Ces notations seront étendues aux intégrales discretes sur K ou sur 2. En effet comme
(r+1)4

PR ~ A~ G € o~
| 1@ = [ 7@ ki@ b onposers [ i) e > of FE) Il €)

et, par ailleurs,
/ fo)de Y / e

Enfin, si besoin est, on définira les points de Gauss d’un élément K comme les images par
Fi des points de Gauss sur K :

V1<i<(r+1)?, €F = Fr(eF) .

Les notations pour les formules de Gauss-Lobatto s’étendent évidemment de la méme
maniere.

oo o o
oo oo
e o6 o o e oo
e 6 o o 0 oo
0o oo
oo o o
NEWTON-COTES GAUSS-LOBATTO GAUSS

F1c. 1.2: Exemple de points de quadrature pour » = 3
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Chapitre 1 Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas modele.

A T'aide de ces formules de quadrature, nous proposons alors le schéma éléments finis

Trouver uy(t) : [0,7) — U}, solution de

d

M R
ﬁ/ un(t) vh+/Q Vuh(t)~Vvh:/th(t) on ) Vop € UL (1.2.6)

Q

avec au choix M € {G,GL} et R € {G,GL}. Nous allons voir qu’autant on peut a priori
s’autoriser une certaine souplesse pour le choix de R, autant 1'utilisation du principe de
condensation de masse fixe sans alternative possible le choix de M. Nous noterons

e M}, matrice de masse (dans la base {1;}) associée a la forme bilinéaire

M
(up,vp) —>/Q up vy, dans Uy x Uf (1.2.7)

e A} la matrice de rigidité (dans la base {1;}) associée a la forme bilinéaire
R
(up,vp) —>/ Vup Vv, dans Uj x Uj . (1.2.8)
Q

Le probleme (1.2.6) est équivalent au probleme vectoriel :

Vte0,T], trouver Uy(t) € R solution de

dU,
M, Wh(t) + Ay Up(t) = Fy(t) (1.2.9)
Le principe de consensation de masse [Hennart, 1979] : Comme nous ’avons

mentionné, le principe de condensation de masse consiste a choisir une formule de quadra-
ture pour calculer My, telle que

e cette matrice soit diagonale,
e 'ordre d’approximation polynomiale soit conservé,
e 1’élément fini QT(IA( ) soit conforme H*(2).

Pour satisfaire le premier point, il suffit de choisir des points de quadrature qui coincident
avec les degrés de liberté de 1’élément fini utilisé. Par construction, ce choix rend My

diagonale. En effet, notons 2d = { EZ} les degrés de liberté de I’élément fini
1<i<(r+1)4

QT(I? ). Par définition, les fonctions de base de Lagrange 1); vérifient ’égalité
Yi&5) = 0ij -
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1.3 Reformulation de la méthode comme une approximation par éléments
finis mixtes.

Si on se donne une famille de poids {@i}lgig(r +1)d associés aux points de =4 pour calculer
les intégrales élémentaires de My, il vient :
M M (T+l)d
/K s do = /K i Vil 47 = S @ Bu(E) 95(&) 1Tl @) = B 1T I(E) 65
k=1
Donc tous les termes élémentaires de M}, sont diagonaux et par assemblage M}, également.

Le choix des degrés de liberté : Nous montrerons, lors de 'analyse du chapitre 1.4,
qu’au moins en dimension 2 le critére (1.2.5) est suffisant pour ne pas pénaliser 'ordre
d’approximation polynomiale sur le terme de masse (ce qui est bien connu en 1D [Ciarlet,
1978]). Par conséquent, en termes de précision, les points de Gauss-Lobatto comme les
points de Gauss sont de bons candidats pour le choix de la formule d’intégration. Cepen-
dant, pour la condensation de masse, il nous faut choisir les degrés de liberté aux points de
quadrature. La figure (Fig. 1.2) montre que, pour que les fonctions de U}, soient continues
sur 7, et donc que Uj, soit conforme H ! nous devons choisir les points de Gauss-Lobatto
puisque qu’aucun point de Gauss ne se situent sur la frontiere de 1’élément. Désormais
nous aurons donc
2o &

ce qui fixe un nouveau parametre dans le schéma (1.2.6), a savoir M = GL.

)

}1§z’§(r+1)d

1.3 Reformulation de la méthode comme une approxima-
tion par éléments finis mixtes.

Nous proposons dans cette section une reformulation de la méthode que nous venons
de présenter sous la forme d’une semi-discrétisation par éléments finis mixtes [Cohen,
2002]. Cette nouvelle formulation présente un intérét algorithmique fondamental pour
la minimisation du stockage mémoire. C’est, en pratique, des formulations de ce type
que nous implémenterons pour les problemes de plaque et de couplage fluide-structure
présentés dans les prochaines sections. Bien qu’a priori différente, nous montrerons que la
semi discrétisation proposée pour le probleme mixte est strictement équivalente au schéma,
(1.4.10). Ceci nous garantira les mémes résultats de convergence pour notre formulation
mixte que ceux obtenus au chapitre 1.4.

1.3.1 La formulation mixte

Cette formulation consiste a reformuler le probléme initial, & savoir

Trouver u : Q x [0,7") — IR solution de

0%u

w(w,t) — Au(z,t) = f(z,t) sur Qx[0,7T)
(P) %(m,t) =0 sur  0Q x [0,7)

u(z,0) = %(w,O) =0 sur 2
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sous forme d’un systeme d’ordre 1 en espace afin d’isoler les opérateurs de type gradi-
ent. En rajoutant les conditions aux limites et les conditions initiales adéquates, (P) est
équivalent a

Trouver u,V : Q x IR™ — IR solution de

%(:ﬂ,t} —div(V(x,t)) =0, sur  x [0, 7] (1.3.1a)
V(z,t) = Vu(x,t) , sur Q x [0,7] . (1.3.1b)

On choisit alors d’intégrer par parties 'opérateur de divergence dans (1.3.1a). Le probleme
variationnel associé a (1.3.1a)-(1.3.1b) est alors

Trouver u € ST et V. € L*( 0,T;[L*(Q)]% ) solutions de :

£§ mwv+zgwyvv:l¥um),vUeH%m (1.3.2)

Q

/ V() w= / w-Vu(t) , Vuwe L) (13.3)
Q Q

Remarque 1.3.1 Plusieurs choix d’intégration par parties sont possibles qui menent a
différents types de formulations miztes appelées primale-duale, primale-primale, duale-
duale... Ces formulations sont notamment discutées dans [Diaz, 2005].

1.3.2 Semi-discrétisation par éléments finis

Le probleme élément fini sans intégration numérique associé a (1.3.2)-(1.3.3) est

Trouver uy(t) : [0,T) — U}, et V,(t):[0,T) — VT solutions de

Z%A%@W+Athw=Ah@w,vwew (1.3.4)

Q Q

ol V;" est un espace d’approximation de [L?(9)]? qu’il nous reste & définir. Nous allons
construire cet espace selon une approche non standard proposée initialement dans [Cohen
et Fauqueux, 2000]. Nous aurons besoin du petit lemme algébrique suivant :
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0
—), 1 <i<d. Alors

Lemme 1.3.1 Notons V = ( 3
£y

VKeT,, V’UhEU;;, VUhOFK:DF;{_lﬁ’/U\h .

Preuve :

Le lemme est juste une reformulation vectorielle de la formule de dérivation

) v Fl
0z; (vn o Fic)( Z 83:2 8% (a;) ©

Notons Ry, la matrice de la forme bilinéaire

(up, wy) — / wy, - Vuy, dans Uj x V)|
Q
Nous allons maintenant construire V; de sorte que R}, soit indépendante de la géométrie
du maillage. Nous verrons au chapitre suivant I'intérét d’une telle démarche. En tant que

matrice élément fini, Ry, est construite par un assemblage de matrices élémentaires R{f :
Formellement on a

”Rh — ZRh 2

ou la matrice élémentaire R{f contient, si V3, est un espace d’approximation standard, des
informations relatives a la géométrie de 'élément K (via les termes |Jx| et DFk). Nous
choisissons alors de construire 'espace V}" de sorte a ce que les matrices élémentaires RhK
deviennent indépendantes de K. Plus précisément on va chercher a construire V" de sorte
a ce que

VKT, R,If:ﬁ avec R Y Rhf{.

Pour ce faire, il faut construire I’espace V" tel que
VKeTh,\@hev,:,/wh-vuh:/@h-%h. (1.3.6)
K K

A cet effet, calculons la forme bilinéaire associée a RhK . 11 vient :

/Qh'vvhdl’ = /AwhOFK'(VUh)OFK |JK|df
K K
= /A wy, © FK-DF}’;_Iﬁﬁh |Ji| dz  d’apres le Lemme 1.3.1
K
= /A [|[Jk| DFict wy, o F] -Vy, d (1.3.7)
K

29



Chapitre 1 Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas modele.

N

Nous choisissons alors de ne pas définir notre espace d’approximation élément fini V" a
I’aide la transformation standard

whoFKzﬁv

mais a ’aide de la tranfomation de Piola

1 ~
wy o Fx = m DFg wy, , (1.3.8)

de sorte que

Vi = {w, € (LTI tel que |7l DF wy o i € [€,(R))?) |

Par construction, en injectant alors (1.3.8) dans (1.3.7) on obtient bien (1.3.6) et toutes
les matrices élémentaires sont identiques a R et sont donc indépendantes de la géométrie
du maillage. Par conséquent Rj, est entierement définie a partir de R.

Afin de constuire un probléme approché équivalent a (1.2.6) on propose le probléme
élément fini utilisant des formules de quadrature suivant :

Trouver uy(t) : [0,T) — U}, et V,(t):[0,T) — VT solutions de

d GL R
@/‘ uh(t) Vp + / Kh(t) -V, = / fh(t) v, , Yoy € U;; (139)
Q Q Q
R R
Q Q

Remarque 1.3.2 A ce stade, la formule de quadrature utilisée pour calculer les intégrales
de rigidité (fR) n’est toujours pas fizée.

Notons

e B; la matrice de la forme bilinéaire
R
(wy,, wy) — / wy -wy, dans V) x V|
Q
e R, la matrice de la forme bilinéaire

R
(up, wy,) —>/ wy, - Vu, dans Uj x V)|
Q
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e R la matrice élémentaire de
R o~
@ 2) — [ @0 dans U7V}
K

Comme les fonctions de base de V;" sont purement locales (puisque Vi C [L*(73)]%), By,
est diagonale par blocs d(r + 1) x d(r + 1). On utilisera alors les points {@R} comme
degrés de liberté pour les fonctions de V;, (on rappelle que §ZR désignent indépendamment
les points de Gauss ou de Gauss-Lobatto). Ce choix condense alors la matrice de masse
Bj, en une nouvelle matrice de masse B, diagonale par petits blocs d x d si R = GL
(cf. [Cohen et Fauqueux, 2000]). Notons alors V},(t) le vecteur des coordonnées de vy, dans
la base de V. La formulation matricielle du probleme (1.3.9)-(1.3.10) est alors

— )+ Ry Un(t) = Fu(t)
By Va(t) = R Un(®) -

Comme By, est facilement inversible, nous pouvons élimininer I'inconnue auxiliaire V},(t)
et en pratique on résout 'EDO vectorielle

d*Uy,

M 3

(t)+ Ry, B, ' R}, Up(t) = Fiu(2) . (1.3.11)

1.3.3 Avantages informatiques et algorithmiques de la formulation mixte
pour les calculs de produits matrice-vecteur

Posons N, = (r +1)2. A chaque degré de liberté de numéro local i dans I'élément K
on associe iﬁ ,p Son numéro global. A toute matrice By on associera By, g (K € Tj) ses
matrices élémentaires.

1.3.4 Le calcul des produits matrice-vecteur a partir de la formulation
standard en assemblant A,

A partir de la formulation éléments finis (1.2.6), il existe deux méthodes d’assemblage pour
calculer le produit Ay, Uj ou U} est le vecteur Up(t"), n = {1,2,...} au temps t = ¢".

L’approche classique : en assemblant A;. Dans 99% des cas (& la louche...), & partir
du maillage 7}, on calcule successivement des matrices élémentaires et on construit alors
A, par un processus d’assemblage classique.

e Avantages : Ay, est calculée une fois pour toute et donc I’évaluation de A, U pour
n=1{1,2,...} est immédiate une fois ’assemblage de la matrice effectué.

e Inconvénients : Dans le cas d’une géométrie de grande taille et d’une approximation
d’ordre élevé, le stockage mémoire de A} peut devenir extrémement cotteux. C’est
une des limites classiques des méthodes d’éléments finis.
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L’algorithme pour le calcul du produit est le suivant :

//Assemblage
Pour K décrivant les éléments du maillage

On calcule Ay, g
Pour i allant de 1 & Ny,
Pour j allant de 1 & Nj,,
An(iioy Tgion) = An(igiops Taion) + An,r (i, 7)
Fin de la boucle en j

Fin de la boucle en i
//Calcul du produit

AhU}?:AhXU]ZL

Assemblage X —_
MATRICES ELEMENTAIRES _
classique

Ah Uh AhUh

Fic. 1.3: Calcul du produit via un assemblage classique

1.3.5 Le calcul des produits matrice-vecteur a partir de la formulation
standard en assemblant directement A, U}

Il est facile de voir, en s’inspirant de ’assemblage classique, que 'on peut directement
assembler le produit Ay, U; élément par élément sans assembler Aj,.

e Avantage : L’assemblage et donc le stockage de A} est inutile.

e Inconvénients : Cette méthode est efficace pour calculer un seul produit matrice
vecteur. En effet, dés que 'on change de vecteur il faut recalculer les matrices
élémentaires ce qui est impensable du point de vue du temps de calcul. Une facon
d’éviter de recalculer ces matrices élémentaires est de les stocker une fois pour toute.
Ce choix est stupide puisque le stockage de ’ensemble des matrices élémentaires est
bien plus important que le stockage de la matrice assemblée.
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finis mixtes.

On se donne U/*¢ € RN¢ un vecteur local. L’algorithme est alors le suivant :

Pour K décrivant les éléments du maillage

Pour j allant de 1 a Njpe
U(5) = Uy (igiop)
Fin de la boucle en j
Ul = Apc U
//Assemblage direct du produit
Pour k allant de 1 a N

(A U (ki) = (Ap U (ki) + U (K

glob glob
Fin de la boucle en k
Fin de la boucle en K
U,
EE-EE
MATRICES ELEMENTAIRES =
EHE
N X S
X

Final

A hUh

Fia. 1.4: Calcul du produit via un assemblage élément par élément

Sur la figure 1.4 le bloc rouge dans U} représente formellement U ,lloc.

A priori ce processus d’assemblage est inutile puisque qu’au choix on explose le temps de
calcul ou le stockage mémoire. Cependant nous allons voir que cette approche, combinée
a notre formulation mixte, permet de construire un algorithme tres astucieux et efficace.

1.3.5.1 Assemblage du produit élément par élément i partir de la formulation

mixte

En utilisant la factorisation de (1.3.11), calculer le produit Aj U}’ revient a calculer suc-

cessivement les trois produit
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Px Ul — B, ' xRy U — Ry, x B, ' R}, U .

Pour calculer ces produits nous allons utiliser l'algorithme d’assemblage élément par
élément détaillé dans la section précédente. Pour cela, nous allons calculer et stocker
une fois pour toute les matrices élémentaires de Ry, et B,:l. Grace aux propriétés de ces
matrices il n’y a alors pas de probleme de stockage puisque B,:l est diagonale par blocs
d x d (ces blocs étant précisément ses matrices élémentaires) et surtout puisque Ry a pour
unique matrice élémentaire R. L’algorithme pour assembler le produit A U;' est alors le
suivant :

Pour K décrivant les éléments du maillage
Pour j allant de 1 a N
UR“(5) = Un(gion)
Fin de la boucle en j
Vi = Ry By RO
Pour k allant de 1 a N

(Ah Uh)(kglob) (Ah Uh)(kglob) VZOC( glob) (Assemblage)

Fin de la boucle en k

Fin de la boucle en K

MATRICES ELEMENTAIRES
DE By,

Etape 1

Etape
apep Etapefinae
x-xx-= ffffffffffffffff

Fic. 1.5: Assemblage élément par élément a partir de la formulation mixte
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Remarque 1.3.3 Lorsque l'on discrétise par différences finies l’équation (1.3.11), on
utilise cet algorithme a chaque pas de temps pour calculer le produit Ay Uy'. En régime
harmonique (ou stationnaire) cet algorithme peut étre également trés utile. On doit alors
résoudre le systéeme linéaire

(—w* M, +Ry B, ' R)) Uy = F

ol w représente le parameétre de Fourier qui permet de passer de l’équation des ondes a
[’équation de Helmholtz. L’utilisation de motre algorithme a chaque pas d’itération d’un
solveur itératif permet alors de résoudre ce systéme sans assembler —w? My, + A}, ce qui
permet, selon la taille du cas de calcul, une économie de stockage trés importante. Une
analyse détaillée de cette économie est donnée dans [Durufle, 2006].

1.3.5.2 Minimisation du stockage mémoire :

L’utilisation de cet algorithme permet donc une économie énorme en stockage mémoire
lorsque 'on augmente 'ordre de la méthode ou la taille du cas de calcul. En effet, le stock-
age mémoire est en réalité entierement dicté par les matrices de masse M, et Bj, puisque
que 'on peut considérer que le stockage de R est négligeable. Or, grace a l'utilisation de
la condensation de masse, le stockage de My, et Bj, est minimal.

Notons respectivement F'Sgzock () et F' Mgocr (1) le stockage requis par élément (en nombre
de degrés de liberté) en fonction de 'ordre de la méthode, pour la formulation standard et
la formulation mixte. Le méme type d’étude de complexité que celles effectuées dans [Du-
rufle, 2006] montre que

r2
FS(T) N g si d=2
~ 3
FM(r) s d=3

—e— Ratio FS(r) / FM(r)

FS(r) / FM(r)

4 5
Ordre (r)
Fi1c. 1.6: Ratio du stockage requis en 2D.

Les Figures 1.6 et 1.7 illustrent I’économie quadratique de stockage dont on bénéficie
lorsque I'on implémente la formulation mixte a la place de la formulation standard.
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‘ ——+—— Ratio FS(r) / FM() ‘

FS() 1 FM()

Ordre (1)

F1a. 1.7: Ratio du stockage requis en 3D.

1.3.6 Un résultat d’équivalence entre la formulation mixte et la formu-
lation standard.

Afin de garantir, pour la formulation éléments finis mixtes (1.3.9)-(1.3.10) que nous implémenterons
en pratique, les mémes résultats de convergence que ceux établis au chapitre 1.4 pour

le schéma (1.2.6), nous allons montrer que les problemes (1.2.6) et (1.3.9)-(1.3.10) sont
équivalents. Introduisons 'opérateur d’interpolation 7, défini par :

m,  [CYK)?2 — VW

Yn — ThPh

vérifiant
VI<i<(r+1)?, Ve K, (men) k(&) = onr(El)

Cette opérateur est bien défini si ’application :
7 ~ (7R ~ (FR
Ph — (Soh(fl )7 "780h(£(r+1)d)

est bijective. On remarque que c’est le cas lorsque ’ensemble des points {ZIR, - gﬁ +1)d}

utilisés en tant que degrés de liberté rendent ’élément fini QT(IA( ) unisolvant.

Remarque 1.3.4 ¢y est donc bien défini pour les points de Gauss et de Gauss-Lobatto.

Théoréme 1.3.1 Si le couple (up,V ;) est solution de (1.2.6) alors uyp est solution de
(1.3.9)-(1.3.10). Réciproquement, si up, est solution de (1.2.6), alors le couple (up, V)
ou Vy = mp(Vuy) est solution de (1.3.9)-(1.3.10).
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Une premiere démonstration de ce théoreme, algébrique et non triviale a généraliser a
d’autres équations (que I’équation des ondes scalaires), a été donnée dans [Fauqueux, 2003].
Dans [Pernet, 2005], 'auteur a proposé une démontration d’équivalence éléments finis spec-
traux/éléments finis mixtes spectraux pour le systéme de Maxwell. Cette démonstration
exploite de fagon astucieuse 'utilisation de formules de quadrature et est fondée sur la
remarque suivante:

Pour v, € Uy il n’est pas du tout évident de trouver w;, € V; tel que w;, = Vuy si I'on
a pas VU, C V) (a ce titre I’équivalence des problemes (1.2.2) et (1.3.4)-(1.3.5) n’est pas
immédiate), tandis que 'on peut toujours construire w,, tel que wy,(£X) = Vo, (¢F). Nous
allons reprendre et généraliser quelque peu (en s’autorisant plus de liberté sur le choix de
I'intégration numérique) cette technique de démonstration. C’est a ce niveau qu’intervient
l'opérateur 7. Nous verrons que cette technique s’adapte sans difficulté a des problemes
plus complexes (cf. Chapitre2)

Preuve :

Il nous suffit de montrer que si up(t) et V;,(¢) sont solutions de (1.3.9)-(1.3.10) alors up(t)
est solution de (1.4.10), par unicité des solutions, I'implication inverse est immédiate.
Soit vy, € Uy. Prenons comme fonction test w;, = m, (Vo) € V)| dans (1.3.10).

R R
[ 0w = ¥ [ vio-m©o

KeT,

(r41)?

= Y Wl el m(Vu)Eh)

KeT, i=1

(r41)?

= > 3 Wl vEr ) Vo)

KeT, i=1

= ["v0-vu

Q

Strictement de la méme maniére on montre que

R R
/ wy, - Vup(t) :/ Vuy, - Vop(t) .
Q Q
D’apres (1.3.10) on en déduit que
R R
| Va0 Vo= [ Vo Vunte).
Q

Q

Si on substitue cette derniere égalité dans (1.3.9) on obtient exactement (1.4.10). ¢
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Remarque 1.3.5 On peut reformuler la Proposition 1.3.1 via I’égalité matricielle
A, =R; B, 'R} .

La formulation mizte permet donc de factoriser la matrice de ridigité a l’aide d’une matrice
entierement a partir de R et d’une matrice diagonale par blocs.

1.4 Analyse de la méthode des éléments finis isoparamétriques
spectraux avec condensation de masse

Dans les sections précédentes, nous avons reformulé, synthétisé et généralisé ( a travers la
souplesse autorisée sur les formules de quadrature) la méthode des éléments finis mixtes
spectraux développées essentiellement dans [Cohen, 2002], [Fauqueux, 2003] et [Durufle,
2006]. Dans cette theése nous apportons comme nouveauté des estimations d’erreur pour
cette méthode, justifiant ainsi le choix des espaces d’approximation et surtout des formules
de quadrature utilisées.

Concernant I'influence de 'intégration numérique, la théorie est connue et eprouvée dans le
cas d’éléments finis affinement équivalents & un élément de référence (éléments triangulaires
ou rectangulaires) [Ciarlet, 1978]. Certains critéres lourds et contraingnants sur l’espace
d’approximation élément fini ainsi que sur les formules de quadrature employées sont
donnés dans [Ciarlet et Raviart, 1972] pour quelques éléments finis isoparamétriques, mais
la question reste (& notre connaissance) ouverte pour une approximation par éléments finis
quadrilatéraux (ou hexaédriques) dans sa généralité.

La principale difficulté de I'analyse de notre méthode est qu’a la différence des éléments
finis triangulaires, les éléments quadrangulaires ne sont pas affinement équivalent, mais
équivalent via une transformation d-linéaire a un élément de référence. Le jacobien de cette
transformation n’est alors plus constant par élément : il devient localement polynomial ce
qui complique sensiblement les techniques classiques d’estimations [Arnold et al., 2002].
L’analyse de notre schéma (1.2.6) repose essentiellement sur une version adaptée du lemme
de Strang [Ciarlet, 1978] qui permet d’estimer l'erreur du schéma éléments finis comme
somme de ’erreur due & l'interpolation polynomiale et de I’erreur issue de 'utilisation de
formules de quadrature.

e Concernant l'erreur d’interpolation, les résultats (délicats) existent et proviennent
pour la plupart de [Girault et Raviart, 1986]. Nous les rappellerons et les adapterons
a notre probléeme modéle.

e Concernant l'erreur due a l'intégration numérique, la difficulté majeure de notre
analyse sera la suivante :

L’application Fg étant d-linéaire et non pas affine, les fonctions de I’espace d’approximation
U; sont des fractions rationnelles (et non des polynomes), ce qui nous imposera
d’estimer une erreur de quadrature sur une quantité non polynomiale.

Le plan de notre analyse sera calqué sur celui de [Cohen et al., 1995] qui est partic-
ulierement bien adapté au cas des systemes hyperboliques transitoires. Ce plan consiste

N

a
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e obtenir des estimations sur une famille de problemes elliptiques de type Helmholtz,

e exploiter ces estimations dans le domaine temporel 2 x R & I’aide de la transformée
de Fourier-Laplace,

e en déduire des estimations dans ©2x [0, 7] pour le schéma (1.2.6) a ’aide de techniques
de troncature.
1.4.1 Etude d’une famille de problémes elliptiques ” harmoniques”

Nous commengons par étudier une famille de problemes bien posés de type Helmholtz,
reliés au problemes (P) via la transformation de Laplace. Nous noterons en caracteére gras
les fonctions a valeurs complexes et les espaces fonctionnels utilisés normalement pour
les fonctions a valeurs réelles. On renvoie le lecteur a la page de notations en début de
document pour plus de précision. Pour tout complexe s € C* = {s =71 +iw, > 0} on
considere le probleme :

Trouver u = u, :  — C solution de

—Au(z) + s*u(z) = f(z) dans Q
(Ps) S ou

%(m) =0 sur 00

dont la formulation variationnelle est :
Trouver u € H*(Q), solution de

a(s;u,v) =5(f,v) VveHY(Q), (1.4.1)

ot l'on a posé a(s;u,v) = (u,s5v)15 =35 {/ s2u v +/ VU-VU]
Q Q

Proposition 1.4.1 La forme a(s;.,.) vérifie les inégalités de continuité et de coercivité

alssuv)| < s fullus Vil . Ya,v € HY(Q)

IN

A

nlulli, < la(s;u,ua)|, Vue HY(Q)

Preuve :

On a
la(s;u, v)[ = |(a,sv)1,s] < [s] [[ufl1,s [[v][1,s -

D’autre part
a(s;u,v) =5 (Vu, Vv) + sls*(0,v) = Re(a(s;u,u)) =7 [luf7, .
On peut conclure car

la(s;u,u)| > Re(a(s;u,u)) > glullf, o
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Remarque 1.4.1 Un point important est que nous munissons H'(Q) d’une norme s-
dépendante.

Corollaire 1.4.1 Le probléme (1.4.1) admet donc une unique solution dans H'(Q).

Preuve :

Comme s € CTalors 7 > 0, donc la proposition précedente assure que a(s;.,.) vérifie les
hypotheéses du théoreme de Lax-Milgram. ¢

On considere alors le probleme approché sans intégration numérique associé a (1.4.1) suiv-
ant :

Trouver uy, € U}, solution de a(s;up,vy) =5 (fy,vy), Vv e Uj . (1.4.2)

1.4.1.1 Rappel: Analyse de I’approximation par éléments finis sans intégration
numérique

L’objectif de cette sous-section est de montrer que I'erreur du schéma éléments finis (1.4.2)
est optimale en norme H' dans le sens of1, si u est solution de (1.4.1) et uy, est solution
de (1.4.2) alors,

3C > O tel que [[lu—uplj1,s <CA"

si les intégrales qui définissent la forme a(s;.,.) sont calculées exactement; c’est a dire
analytiquement ou grace a des formules d’intégration exactes. Les résultats d’analyse
utilisés dans cette section (bien plus délicats a établir que dans le cas des triangles) se
trouvent dans [Girault et Raviart, 1986]. On signale cependant qu’une syntheése exhaustive
et particulierement lisible de ces résultats se trouvent dans [Achdou, |.

Pour I'analyse de l’erreur d’interpolation nous aurons besoin des résultats géométriques
(relatifs & Fr) suivants (cf. [Girault et Raviart, 1986]) : Soit K € T}, alors

hd—l
d —1 —d -1
IDFkll o z < Chi, [kl g < Chi, il g < Chy”, [DFg |l & < CpLd (1.4.3)
K
On rappelle dans la proposition suivante une version appropriée du lemme de Céa pour le

probleme (1.4.2).

Lemme 1.4.1 Si u est solution de (1.4.1) et uy, solution de (1.4.2) alors il existe une
constante C > 0 indépendante de h et de s telle que

, s
lu—upll1,s < thlgtfﬂ <1—|— %) lu—vpl,s - (1.4.4)
h

Pour majorer le membre de droite de (1.4.4), nous aurons besoin d’une version raffinée
du lemme de Bramble-Hilbert et de plusieurs estimations d’interpolation données dans
[Girault et Raviart, 1986].
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Lemme 1.4.2 (Bramble-Hilbert)

~ ~

Soitr >1, m<r+1= H™(K) c H™(K). Soit 7" lapplication linéaire continue de
HY(K) dans H™(K) vérifiant

VPpeQ(K), p=p.
Alors il existe une constante C > 0 dépendante de K et der telle que

VieHTYEK) , [6-7"], ;< C [ (1.4.5)

r—i—l,]? :

(lanorme [.] ., 7 est définie en page de notations). L’utilisation du changement de variable

r+1,
x = Fi(7) fournit les estimations suivantes : [Girault et Raviart, 1986]

Lemme 1.4.3 Soit K € T, m > 1. Alors Vv € H™(K) il existe C, > 0 tel que

d
Ivllox = Cohi IVl % -
hi
Vmx < Co o IVl 7 (1.4.6)
K
_d
Vi < Cohy * Vimx - (1.4.7)

Les lemmes 1.4.2 et 1.4.3 conduisent [Girault et Raviart, 1986] a la

Proposition 1.4.2 Soit K € 7j, et 0 < m <[ < r+ 1. Notons my l'opérateur linéaire
continu de H\(K) dans H™(K) défini par

AP

(mv)o Fg =7"v .

Alors il existe Cy > 0 tel que ¥V v € HY(K),

|V — T V|mkx < Cq hl[;m IV]ik - (1.4.8)

Ce dernier lemme va nous permettre de majorer le membre de droite de (1.4.4). On peut
alors énoncer le

Théoréme 1.4.1 Siu et uy sont respectivement solutions de (1.4.1) et (1.4.2) et si f est
suffisamment réguliére pour que u € H™T1(Q), alors

3C >0 tel que |[lu—uplj1,s <C <1 + %) (|sllalro + [ulpr1,0 ) A"
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Chapitre 1 Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas modele.

Preuve :

Soit 115 : C°(©2) — U7, défini par

(V) ik = TxV . (1.4.9)

Alors inf Ju-vy[}, < |u-TITul?
ors vhueluzﬂu villfs < fu pull1s

2
< Y llu—wkullf ok
KeTy,
< > (slPllu—mjullf  + Ju = mheulf )

KeTy,

On applique alors successivement (1.4.8) avec [m =0; [ =r]et [m=1; [ =r+1]il vient

inf Ju—valf, < D Cohx (IsPlulfx + k)
VhEUh KeT,,

Au final on obtient bien

) s s
inf <1 + u) lu—vplis <C <1 + u) (|sllalro + ulpr1,0 ) A" . o
vh€U n n

Remarque 1.4.2 La dépendance en s de cette estimation a son importance. C’est elle
qui va dicter la régularité en temps nécessaire pour la solution du probléme (P) lorsque
nous reviendrons dans le domaine temporel.

Remarque 1.4.3 Le résultat du théoréme 1.4.1 serait suffisant pour finir ’analyse du
schéma éléments finis (1.4.2). Or le schéma qui nous interesse, a savoir (1.2.6) utilise
plusieurs formules de quadrature. Bien qu’utile, le résultat du théoréme 1.4.1 est insuff-
isant pour analyser (1.2.6). 1l va nous falloir utiliser une version améliorée du lemme de
Céa a savoir le lemme de Strang [Ciarlet, 1978]. C’est le sujet de la section suivante.

1.4.1.2 Analyse de ’approximation par éléments finis avec intégration numérique

Pour notre analyse nous aurons besoin de fixer R = G, c’est a dire de calculer les intégrales
qui définissent les termes de rigidité a ’aide d’une formule de Gauss. Nous verrons que ce
choix est plus du a une limite de nos techniques d’analyse qu’a une réalité numérique.

On considere le nouveau probleme approché

Trouver uy, € U}, solution de

ah(s; uh,vh) = §(fh,Vh), Yoy, € U7, (1.4.10)
ou l'on a posé
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GL G
ap(s;up,vy) =5 [ |S|2/ up Vi +/ Vuy, VVh] .
Q Q

Notre analyse reposera essentiellement sur une adptation du lemme de Strang donnée dans
( [Cohen et al., 1995]) :

Lemme 1.4.4 Si u est solution de (1.4.1) et uy solution de (1.4.10) alors il existe une
constante C' indépendante du pas de maillage et de s telle que

: 5 1 a—ap)(s; vy, w
lu—upf1s <C inf [ <1 + u) lu = vallLs +— sup 1@ = an) (5 Vi, wi)|
VhEUZ n n WhEUZ Hwh”LS
Erreur d’interpolation Erreur due a lintégration numérique

(1.4.11)

Remarque 1.4.4 La majoration de l’erreur d’interpolation du membre de droite de (1.4.11)
était l'objet de la section 1.4.1.1. Il ne nous reste donc plus qu’a majorer

sup MO=aEVR W o3 inp sup (v, wa) + 5| inf . sup eh(viwh),
wheUT [whll1,s vh€U}, w,eur vh€U}, w,eur

ou ey’ est l’erreur due a l'approzimation de la matrice de masse par une formule de Gauss-
Lobatto, c’est a dire :

GL
en' (Vh, Wp) = ‘/Vh V_Vh—/ Vi Wp,
0

Q

et e est l'erreur due a [’approzimation de la matrice de rigidité par une formule de Gauss,
c’est a dire :

G
GZ(Vhawh): /Vvh-VV_Vh—/ Vv, - Vwy,
Q Q

Pour notre analyse, nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 1.4.5 En dimension d on a :
Jg € Q41

Preuve :
o e cas d=2:

Fk est bilinéaire donc il existe (k,a,b,\) des vecteurs de R? tels que
Fg(z,y)=k+tax+by+Ary.
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Chapitre 1 Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas modele.

Par définition on a :

Jr = (a1 + A y)(ba+ A2 x) — (b1 + A1 z)(ag + A2 y)
= a1 b2 — b1 ao —|—I‘()\2 ay — )\1 (12) +y()\1 b2 — )\2 bl)

= JKEQI.

e Le cas d=3 :

Fr(r,y) =k+ar+bytcztary+frz+yyz+iryz.

Les développements sont sensiblement plus lourds que pour d = 2. Cependant en calculant
Ji al'aide d’'un développement de DF'i par la premiere ligne on montre trivialement que
Ji peut s’écrire sous la forme

3
T =Y ()" Nai+ i y+Bi 2+ Xy 2)A; (1.4.12)
=1

ou les déterminants A; sont définis par

( D(i) F Qi) T+ V(i) 2+ Ag(i) T2 by + Qi) T+ (i) 2+ Ay T 2 )
Co(i) T By T+ Vo) Y+ Apii) TY - oy + By T o) ¥+ Ap) Y

¢ et 1 étant des permutations sur les indices {1,2,3}. En calculant A; on note que les
termes de plus haut degrés ()‘w(i) Ap(i) 22 y z) ’annulent et que

A, €Qonp -

Comme (a; +o; y+ Fi 2+ Ai y 2) € Qo,1,1, d’apres (1.4.12) on a bien Jg € Q. o

Erreur due a lintégration sur le terme de masse : Estimation de e}'(vy, wp)

Par changement de variable, on a

ar
V(vh, wp) € U, x Up, / Vi W —/ Vi W = Er(Vi, W) (1.4.13)
K K

ou

GL
EK(G}L,V?’}L) = /; |JK| Vi, Wi — /; ‘JK‘ Vi, Wi (1.4.14)
K K
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Lemme 1.4.6 Soit j > 1, ﬁj le projecteur de L2(K) dans QI (K). Alors
Vr>d, Vpel[l,r—d+1], V(vpwy) € U; xUj,
Ex(Vn, Wy )= Ex(Vh — T, 19, , Wy, — oWy, ) .

Preuve :

Soit (vp, wp) € U x Uj, par bilinéarité

Ex(vy =1, 1Vy, Wy —Ilgwy, ) = Eg(Vh, W) — Ex(IL,_1Vy , Wy )

— Ex(%, oWy ) + Ex(I,_1%, , Towy, ) .

Donc le lemme est vrai si

~ ~ ~

Ex(Il,_1Vy , Wi ) = Eg(Vy, oWy, ) = Ex( ﬁp—ﬁh , TlpWy, ) =0 .

Or d’apres (1.2.5), on a

~ ~

Ex (T, 1V, , Wy, ) = 0 des que deg( |Jx| (T, 19,) Wy ) <2r — 1.

D’apres le lemme 1.4.5, Jx € Q1. Or ﬁp_th € QP 1, ¥, € VJ donc

Tk | (T,_19p) Wy, € QPHd+r=2
Par conséquent

~ ~

Exg(I,_1Vy, wp)=0desquep+r+d—2<2r—1lep<r—d+1. (14.15)

Par un raisonnement analogue, comme |J| (TlgWy,) ¥, € Q47! alors

~

Ex(V,, Oowp ) =0dés qued+r—1<2r—1&r>d. (1.4.16)

Enfin comme |Jk| (ﬁp_th) (Ilgwy) € QP2 alors

~ ~

Ex(I,—1v} , Mowp, ) =0des quep+d—2<2r—1ep<2r—d+1. (1.4.17)

Les deux contraintes les plus fortes sont (1.4.15) et (1.4.16), donc le lemme est démontré.

o

Proposition 1.4.3 Soit r > d. 3C > 0 tel que ¥ (v, wy) € Uy x Up

GL
‘/VhV_Vh_/ Vi Wh
K K

<O il [Whlig VP €[lir—d+1] . (1.4.18)




Chapitre 1 Analyse d’une méthode d’éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse sur un cas modele.

Preuve :
Par Cauchy-Schwartz et le lemme précédent on a :

Ex (9wl < Wl g 196 — Tyl z 1900 — oWl

< Clkllo i Val, % Wl 7 par (1.4.5)

P—% -5
< Clklloi Pre * IValpx i *1Waly g, par (1.4.7)
< C hl;;rl‘vﬂp,[( (Whly g par (1.4.3) ¢

Puisque |wp|i,x < ||Wn|l;,, si on applique le lemme précédent avec p = r —d + 1, en
sommant sur les éléments du maillage on obtient le

Corollaire 1.4.2 Soit 7 > d. 3C > 0 tel que V (vy, wp,) € U x U,
en' (Vi wn) < C B2 vyl g wally, - (1.4.19)

Remarque 1.4.5 Le corollaire précédent montre qu’en dimension 3, l'utilisation d’une
formule de quadrature de Gauss-Lobatto pénalise d’un ordre la convergence de l’approximation
polynomiale. Ce phénomeéne est confirmé par les résultats numériques établis dans [Duru-
fle, 2006]. Cependant en dimension 2, l'erreur due a l'intégration numérique sur le terme
de masse reste en O(h"). On doit signaler que la technique de démonstration n’est elle,
pas optimale, puisque le corollaire précédent n’est démontré qu’a partir de r > d tandis
que les résultats numériques montrent une convergence optimale pour les ordres r =1 en
dimension 2 et r=1,2 en dimension 3 [Durufle, 2006].

Remarque 1.4.6 Dans le cas d’un maillage régulier, Jx est constant et plus précisément
|Jx| = h&. Les relations (1.4.15), (1.4.16) et (1.4.17) deviennent alors respectivement
(p<r), (1<), (p<2r). desorte que Vr >1. 3C > 0 tel que V(vy,wp) € Uy x U},

en' (v, wi) < Ch vl g Iwally, - (1.4.20)

Par conséquent, a la différence du cas d’un maillage quelconque, lutilisation d’une for-
mule de Gauss-Lobatto pour calculer la matrice de masse conserve l'ordre d’interpolation
polynomiale quel que soit cet ordre et quelle que soit la dimension.

Erreur d’intégration commise sur le terme de rigidité : Estimation de e} (v, wp,)
Par changement de variable, on a :

G ~ A~ A~
A (Vh,Wh) € U;L x U}, / Vv, 'th—/ Vv, - Vwy, = EK( Vv, Vwy, ) (1.4.21)
K K
avec

Br($9, @n) = / \Jx| DFS ' DFZS9, - S,
K

G = = o~
- /A \Jk| DF ' DF 'V, - Vwy, d’apres (1.3.1) .
K

46
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Remarque 1.4.7 Dans le cas d'un maillage régulier le terme |Jx| DFj 'DF! est
précisément la matrice identité quelque soit l’élément K du maillage. Dans ce cas, il
est trivial de voir qu’utiliser une formule de Gauss sur la partie rigidité revient a faire une
intégration exacte. En effet, Vv, - Vwy, € Q¥ (K) et donc d’aprés (1.2.4)
A~ A~ G A~ A~
VYL Vw, = [ VY, Vwy, .
K K

Dans cette configuration de maillage, Uutilisation d’une formule de Gauss pour calculer la
matrice de rigidité n’a donc aucune influence sur la convergence de la méthode.

On se place donc dans 'hypothese ou 7}, est un maillage quelconque (quadrilatéral ou
héxaédrique).
Proposition 1.4.4 1[I existe une constante C' > 0 telle que

d—1

'/ Vvy, - VWh—/ Vv -Vwy, | < ChH—l (Z h |Vh|r+2 mK> ‘W|1K (1 422)

Pour démontrer cette proposition, nous n’allons pas pouvoir utiliser la méme démarche
que pour le terme de masse. En effet la démonstration précédente était uniquement basée
sur des arguments arithmétiques sur des degrés de polynomes qui ne sont pas valables ici
puisque le terme |Ji| DF I*{_lDF 1}1 est une fraction rationnelle. Cependant le critére de
précision (1.2.4) satisfait par les points de Gauss va nous étre utile. Nous introduisons
donc J"(p), le polynéome d’interpolation aux points de Gauss de la fonction @ défini par

T (@) € Qu(K) et PEF) =T (@)EF), V1<i< (r+1)

Preuve (de la proposition 1.4.4) :

Posons Z = |Jx| DF [*{_IDF IEIVGh. Par définition nous avons

(r4+1)4
k(VVy, VW, ) = /I?ZhK'VV/‘\/h_ > o 2 (€7) Vwi(Er)
=1
- [ & - > of 7 @E) Vo)
= /AZhK'ﬁv/‘\/h_ T ZKY) . vy
R

S Q2r( )

= /A@hK ~J"(@F)) - Vwy,  (par 1.2.4)
R

On remarque que l'on ne peut pas établir une égalité simililaire avec des points de Gauss-
Lobatto. Par Cauchy-Schwartz on en déduit que
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| Ex(Vn,wn ) | <2 =T @3)loz [Waly 7 - (1.4.23)

Pour majorer le membre de droite de (1.4.23) nous allons utiliser 'estimation donnée
dans [Gottlieb et Hesthaven, 2001]

~K ~K
12— T @y 5 < 25,40 5 -

Majorons maintenant le terme [ZhK] La principale difficulté est l'estimation des

r—i-lj(\"
dérivées d’ordre élevé de la fraction rationnelle |J| DFy 'DFy!. Cependant, on note
que

28 = Mg(Vvy o Fi) ot Mg = (m fj{) € My4(IR) est la matrice des cofacteurs de DF a

savoir |Jix| DFy'. Par conséquent

Y (i,5) = {1,..d}*, m5 € Q"Y(K) . (1.4.24)
!
Nous avons alors (en posant Ch = (n_’;)!p!)
. @ d d ar—i—l K )
B Px £ 20D [ gl Tvie Fioy ) |
=1 i=1 j=1
d d d r+l gn . grHiom )
< XN [0 genm) e (Fvne Fi, |
1=1 i=1 j=1m=0"K l 1
am

Or d’apres (1.4.24), (mfg) = 0 dés que m > d. De plus par définition de Mg, on a

Gazl
m

d
alors | %—m(mg) | < C h?{_l. On en déduit qu’il existe C' > 0 tel que
l

ar—i—l—m

d d
A~ 2(d—1
22, 5 < C h Y ZZZZ/IA{‘ sorriom (Va0 Fi); ?

1 i=1 j=1m=0 !

d—1
- 2(d—1) 2
= Chy > [Vvio Frl? R
m=0
d—1 .
< oy RO vy e par (LAT)
m=0
d—1
< CRER Y R Valiy i
m=0
Au final, on en déduit que
. +4 _
[Zi(]T+1 K S C hr 2 Z h |Vh|r+2 m,K - (1425)

m=0
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Il nous reste enfin & majorer la semi-norme |Wp|, » dans (1.4.23). Par changement de
variable et grace aux estimations (1.4.3) on a

Wilg = [ W@
_ /K|DFI*<th|2 Ukl L dr (z = Fr(3))
< ||DFK||20J? ||Jz_<1||oo,f< (Wl k
h%( 2 ) N
< C p_d |Whli g, d’apres (1.4.3)
K

Au final d’apres (1.2.1) il vient

N 1-4¢
|Wh|1f{ <Cohg? |wWhlik - (1.4.26)
En injectant (1.4.25) et (1.4.26) dans (1.4.23) on obtient

d—1
| Ex( Vi, Wi ) | < C h}n(“ (Z h;(m |Vh|7“+2—m,K> \Wh\LK Y
m=0

En sommant sur les éléments du maillage nous avons le

Corollaire 1.4.3 Il existe C > 0 tel que ¥V (v, wp) € Uy x U} |

d—1
eh (v, wy) < C bt (Z ™ \vh|r+2_m,ﬂ> [wally, - (1.4.27)
m=0

On peut alors estimer lerreur due a 'utilisation des formules de quadrature.

Lemme 1.4.7 On a l’estimation

e an)(ssvawi)
WhEU; ||Wh||175

d—1

<Cn s [ P B2 val, g+ B S AT Vala ]
m=0

Preuve :

Par définition

[(a —ap)(s;vh, wp)| Is|® en'(vi, wi)| + |s] €}, (v, wp)
[Whll1,s [Whll1,s

IN

d—1
Ch"ls| [ s> B2 [Val, 10+ B D> R Valrreome ]

m=0

d’apres (1.4.19) et (1.4.27). o
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Corollaire 1.4.4 Quand h — 0 de sorte que h* > h™, ¥ k < m alors

(@ — an)(s; v, Wh)|

e Sid=2,
[Whll1,s

= O(h")

(@ — an)(s;vh, W)
Wl

e Sid=3, =0

Remarque 1.4.8 Le corollaire précédent montre que le choix de l'intégration numérique
proposé pour le schéma (1.4.10) conserve l'ordre d’approximation polynomiale dans le cas
de la dimension 2 mais fait perdre un ordre dans le cas de la dimension 3 sauf dans le cas
d’un maillage régulier d’apres les remarques 1.4.6 et 1.4.7 .

Théoréme 1.4.2 Soit u la solution de (1.4.1) et uy, la solution de (1.4.10). Si la donnée
f est suffisament réguliére pour que u € H™2(Q) alors il existe C > 0 telle que

lu=wls < €W [ sllulea+ [ulig

d-1
. B _
- % ( s K24 ul,_y o + [sllulro + [uls0 + 8 ) R alirome > ]

m=0

Preuve :

11 suffit d’appliquer le lemme de Strang avec v, = I} u ( cf.(1.4.9) ) et d’utiliser le théoréme
(1.4.1) et le lemme (1.4.7). o

1.4.2 Estimations d’erreur dans le domaine temporel

Rappelons que l'objectif de ce chapitre est 'analyse de la semi-discrétisation par éléments
finis du probleme

Trouver u : Q x [0,7) — IR solution de

( 0%u
W(m,t) — Au(z,t) = f(z,t) sur Qx][0,7T)
(P) %(w,t) =0 sur 00 x [0,T)
u(z,0) = %(m,O) =0 sur ()

dont la formulation variationnelle est
Trouver u € ST %/ C%0,T; HY(Q)) x C1(0,T; L*(Q)) solution de
2
4 u(t) v+/ Vu(t) - Vo = / f®) v, YoeHY(Q) . (1.4.28)
dt? Jq Q Q
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Pour pouvoir exploiter les estimations obtenues sur le schéma d’approximation du probléme
"harmonique” (1.4.10) on utilisera une formule de Gauss dans le schéma (1.2.6) pour cal-
culer le terme de rigidité. On consideére donc le probléme éléments finis suivant :

Trouver uy(t) : [0,7) — U;, solution de

d2 GL G
@/ uh(t) Vp, —l—/ Vuh(t) -V, = / fh(t) vy, Vo € U;; . (1.4.29)
Q Q Q

Nous suivrons la démarche proposée dans [Cohen et al., 1995]. Elle consiste essentiellement
a utiliser les estimations obtenues sur le probleme (1.4.10) en utilisant la transformée de la
Laplace. Les puissances du parametres |s| deviendront alors des opérateurs de dérivation
en temps d’ordres élevés. Cela nous permettra d’obtenir des estimations pour (1.4.29)
sous réserve que la solution du probleme continu soit suffisamment réguliere en temps.

Cadre fonctionnel dans le domaine temporel : Nous allons introduire ici les espaces
fonctionnels appropriés pour définir la régularité de la solution du probleme (P) a laide
des résultats de la section précédente. A cet effet, introduisons ’espace

Vro={ve H'(0,T;L*(Q) )N L*(0,T; H(Q) ) tel que v(z,0)=0 VazeQ},

et la norme liée a I'énergie sur Vry :
rr o
2 V2 2
Il = [ | 15780+ 1Vela | o
0

Dans le cas d’une solution plus réguliere en temps nous considérerons la semi-norme

v

T
Vo HOTH" Q) | o= [ 157
0

2,0 dt . (1.4.30)

Enfin nous exploiterons les résultats de la section (1.3.2.4) en utilisant la transformée de
Laplace. Cette méthode nous imposera de travailler avec les espaces de Sobolev & poids

o

HL(RT; H™(Q)) = {v € L} .(RT; H™(Q)) tel que i

e e LARTH™(RQ)), 0<p< z} :

ol 7 est un réel strictement positif.

La transformée de Laplace : On rappelle ici brievement quelques définitions relatives
a la transformée de Laplace d’une distribution. Soit E un espace de Hilbert. On note
D! (E) T'espace des distributions sur IR & valeur dans E causales et S’ (E) l'espace des
distributions tempérées de D', (E) [Dautray et Lions, 1988]. On définit alors I'espace des
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distributions Laplace-Transformable

LT(n,E) ={f €D (E) telque e " f € S, (E)} .
Pour s € C* = {s =+ iw, n > 0} on définit la transformée de Laplace F, sur LT (n, E) :

“+oo
Fla,) 75 Fr(f(a,t) = f(z,s) = %/O flz )™ dt .

Dans notre cas E sera typiquement un espace de type H™(2). L’outil principal pour finir
notre analyse sera le

Théoréme 1.4.3 (Plancherel) Soit s € Ct et w € LT(n, L?(IR)) alors,

+o0
w2(s dw:/ w? (e 2 dt .
i@ as= [ uta)

Nous sommes maintenant en mesure d’exploiter les résultats des sections précédentes.

Proposition 1.4.5 Soit r > d, u et up, les solutions de (1.4.28) et (1.4.29). Alors u et
uy, sont solutions de (1.4.1) et (1.4.10), et si f est suffisamment réguliére pour que

w € H)(IRY; H™?71(Q)) N H)(IRT; H™7"™(Q)) pour | = {1,..,3} et m = {0,..,d — 1},
alors

oo u — uy, _ ” ou 5
/ QU o u—alg) e de < C B /‘ QU2 b g ) e dt
0 ot 0 ot

1 +0o0 8“ 8 d _
T A A Y N
d—1 oo
0
+ hzzh—zm/o |8_1:|72“+2—m,9 e 2 dt]
m=0

Preuve :

11 suffit d’appliquer le théoréme de Plancherel a I'inégalité du théoreme (1.4.2). ©

Pour obtenir des estimations en temps fini nous utiliserons le lemme de troncature suivant
dont une démonstration est donnée dans [Cohen et al., 1995].

Lemme 1.4.8 Soitv € H'(0,T; H™(Q)). Il existe un prolongement v € H'(0,4-00; H™(2))
de v, causal, tel que

v(x,t) = wv(x,t), (x,t)eQx[0,T] |,

l
2
C Z |v’m,j,T .
=0

IN
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En injectant les prolongements u, uy, fh définis grace au lemme précédent, dans I'inégalité
de la Proposition 1.4.5, on déduit Iestimation (car e 2" < 1 sur (0,7)) :

T Ou—up o 2 —ont 2r 2 : 2
; |78t B0 + lu—uplig)e ™ dt<Ch ulror + Z uljr
=0

1 2 3
1 2 2 2(2—d 2
o [ Dol Dl RPN Tl
n =0 j=0 7=0

d—1 1
2 —2m 2
+ YRy el
m=0 7=0

1 1
En prenant n = T pour minimiser —e*"? dans I'inégalité précédente on obtient le

Théoréme 1.4.4 Soitr > d . Supposons que la donnée f est suffisamment réguliére pour
que u € H™3(Q x [0,T]). Alors si uy, est solution de (1.4.29) on a Uestimation d’erreur

1 1 2
[l — Uh|||%T < Ch” |U|72«+1,0,T + Z |U|72«JT +T Z |U|3+1,j,T + Z |U|72«JT
=0

J=0 J=0
3 d—1 1
2(2—d § : 2 2 § : —2m § : 2
+ h ( ) |u|r—l7j,T +h h |u|r+2—m7j,T
j=0 m=0 j=0

Corollaire 1.4.5 Soit T' > 0. Si la donnée f soit suffisamment réguliere pour que
u e H™3(Q x [0,T]) alors

o Sid=2, [[lu—upllir <ChH",
e Sid=3, |[lu—upl|1r<CRHT.

1.4.3 Conclusion : Limites de notre analyse et réalité numériques

En complémént des nombreux travaux (cités en introduction via les références a plusieurs
theses et articles) nous avons dans ce chapitre apporté un point manquant relatif a la
méthodes des éléments finis mixtes spectraux: Une analyse d’erreur détaillée justifiant
ainsi 'utilité des espaces d’approximation et surtout des formules de quadratures em-
ployées. Un point important est que nous montré qu’une condensation de masse optimale
(celle qui conserve une approximation optimale) n’est pas possible en 3D sur maillage quel-
conque. On perd necessairement un ordre et ceci est cohérent avec les résultats numériques
donnés dans [Durufle, 2006]. Pour pouvoir faire cette analyse, nous nous sommes con-
traint a utiliser des points de Gauss pour calculer la matrice de rigidité. Or, les résultats
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numériques de convergence obtenus pour ’équation de Helmholtz dans [Durufle, 2006] ont
confimé et infirmé certains points de notre analyse. Les tableaux 1.8 et 1.9 comparent
nos résultats théoriques de convergence avec ceux obtnus numériquement dans [Durufle,
2006]. Les colonnes vertes représentent les résultats concordant entre théorie et pratique,
et les colonnes roses ceux qui ne concordent pas. On en conclut que :

1. En dimension 2, I'utilisation d’une formule de quadrature de Gauss-Lobatto permet
une convergence optimale sur maillage régulier ou non.

2. En dimension 3, 'utilisation d’une formule de quadrature de Gauss-Lobatto permet
une convergence optimale sur maillage régulier mais fait perdre un ordre sur maillage
non régulier.

3. En dimension 2 sur maillage quelconque et en dimension 3 sur maillage régulier,
I'utilisation d’une formule de quadrature de Gauss-Lobatto pour calculer la matrice
de rigidité suffit a conserver une convergence optimale.

Les points 1 et 2 confirment notre analyse et montrent que I'estimation 1.4.19 est opti-
male. La principale limite de notre analyse est que ’on ne sait pas évaluer I'erreur due a
I'utilisation d’une formule de Gauss-Lobatto pour calculer la matrice de rigidité. Or, le
point 3 montre qu’il n’est pas utile d’utiliser des points de Gauss pour calculer la matrice
de rigidité en 2D. Ceci n’est pas anecdotique d’un point de vue algorithmique. En effet,
lorsque 'on choisit de calculer la matrice de rigidité avec une formule de quadrature de
Gauss-Lobatto (c’est a dire aux degrés de liberté), l'orthogonalité des fonctions de base
(/I\)our le produit scalaire discret induit par les points et les poids de Gauss-Lobatto) rend
R particulierement creuse. Il s’opére une forme de ”condensation de rigidité” [Fauqueux,
2003]. On perd cette merveilleuse propriété lorsque 1'on choisit de calculer la matrice de
rigidité avec une formule de quadrature de Gauss. Sur la figure 1.10 on peut voir les
degrés de liberté (en rose) qui interagissent avec le DL rouge, a lordre r = 3, lorsque
I’on choisit de calculer la matrice de rigidité avec des fgrmules de quadrature de Gauss et
Gauss-Lobatto. L’utilisation de points de Gauss rend R pleine ce qui induit une augmen-
tation importante du nombre d’opérations lors du produit matrice-vecteur pénalisant ainsi
le temps de calcul. Des calculs de complexité détaillés relatifs & I'utilisation de points de
Gauss pour calculer la matrice de rigidité sont donnés dans [Durufle, 2006]. Cependant,
I'utilisation de points de Gauss accroit tout de méme la précision du schéma et permet a
priori d’utiliser un maillage un peu moins fin que celui requis par un schéma utilisant des
formules d’intégration aux points de Gauss Lobatto. Une étude plus approfondie serait
vraisemblablement utile pour évaluer la pénalisation (en terme de complexité) relative a
I'utilisation de points de Gauss pour calculer la matrice de rigidité. Nous avons pris le
parti, dans ce document, d’analyser des schémas dont nous savons montrer des résultats
de convergence optimaux. Cependant en pratique, on utilisera aussi bien des points de
Gauss-Lobatto que des points de Gauss pour calculer la matrice de rigidité pour les calculs
2D.
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RESULTATS DE CONVERGENCE RESULTATS DE CONVERGENCE
SUR MAILLAGE REGULIER EN 2D SUR MAILLAGE NON REGULIER EN 2D
igidite igidite
GAUSS GAUSS GAUSS GAUSS
Masse LOBATTO Masse LOBATTO
Theorique Theorique
GAUSS | . | GAUSS | . |
Numerique Numerique
r r
Theorique Theorique
GAUSS || GAUSS ||
LOBATTO Numerique LOBATTO Numerique
r r

FiG. 1.8: Comparaison des résultats de convergence théoriques et numériques en 2D

RESULTATS DE CONVERGENCE RESULTATS DE CONVERGENCE
SUR MAILLAGE REGULIER EN 3D SUR MAILLAGE NON REGULIER EN 3D
igidite igidite
GAUSS GAUSS GAUSS GAUSS
Masse LOBATTO Masse LOBATTO
Theorique Theorique Theorique
7 r-1 2?
GAUSS |~ | GAUSS | |
Numerique Numerique Numerique
r r =il

Theorique Theorique
? ”
GAUSS oo GAUSS |
LOBATTO Numerique LOBATTO Numerique
r r-1

Fia. 1.9: Comparaison des résultats de convergence théoriques et numériques en 3D

o—0——0—0
o (€]
(] (€]
00— 060
FORMULE DE QUADRATURE FORMULE DE QUADRATURE
GAUSS-LOBATTO GAUSS

Fi1ag. 1.10: Interactions non nulles pour le calcul de R avec intégration numérique pour
r=3.
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1.5 Quelques schémas pour la discrétisation en temps

Traditionnellement, lorsque I'on discrétise un systeme hyperbolique en espace par éléments
finis, on résout I’'EDO vectorielle en temps ainsi obtenue a I’aide de schémas aux différences
finies. Posons

T
[0,T] = {t,} =nAt, At = N et Uyl = Up(ty), n€[0,N] .

1.5.1 Les schémas centrés d’ordre 2

Une premiere approche consiste a utiliser la classe des schémas centrés d’ordre 2 a trois
points. On peut citer entres autres le f-schéma (6 € [0,1]) qui offre la possibilité d’une
résolution explicite si @ = 0 (si on privilégie le temps de calcul) ou implicite (si on privilégie
la robustesse en terme de stabilité). Dans notre cas il s’agit alors d’itérer le schéma :

uptt —aup +Up!
At?

M, +AL[OUMT (1 -20)UP+0 U = F, n=1{2,3,..}

(1.5.1)

initialisé par U g =U é = 0 dans le cas de condition initiales homogenes. Le cas 8 = 0, qui
correspond au tres classique schéma saute-mouton a savoir
n+1 n n—1
U™ =207 + Uy
At?

M, FAL UM =F", n=1{23,.} (1.5.2)

est particulierement bien adapté a notre cas puisque qu’il est explicite grace a 'utilisation
du principe de condensation de masse. Les avantages des schémas centrés d’ordre 2 sont
multiples. Notamment, ils sont

e 3 trois points et faciles a implémenter,
e au choix explicites ou implicites,
e conservatifs (et donc non dissipatif),

e stables dans le cas explicite sous une condition de stabilité “raisonnable” et relative-
ment facile a déterminer.

Concernant le dernier point on rappelle (cf. [Crouzeix et Mignot, 1984]) que le schéma
(1.5.1) est inconditionnellement stable si > 1/4 et, si 6 < 1/4, est stable sous la condi-
tion CFL :

At?
Ja <1, tel que e (1—40) [[Ap| < o

ou 'on a posé :

ALl = su An Vi Vi
" vhthVh'Vh'
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Cependant ces schémas restent d’ordre 2, et on peut se poser la question de leur pertinence
lorsque le schéma en espace est basé sur une approximation d’ordre élevé. Sur ce point,
les analyses de dispersion effectuées dans [Cohen, 2002] et [Fauqueux, 2003] ont tout de
méme montrer le gain important en terme de précision et de temps de calcul a utiliser
des éléments finis d’ordres élevés en espace malgré une discrétisation par différences finies
d’ordre 2 en temps.

1.5.2 Une classe de schémas d’ordres élevés conservatifs et explicites :
La technique de I’équation modifiée

Il semble naturel, pour des raisons de précision (surtout pour minimiser la dispersion
numérique en temps long) de vouloir utiliser des schémas d’ordres élevés en temps. A
ce titre on peut mentionner les (nombreux) travaux effectués sur les EDO notamment la
classe des schémas d’ordres élevés de type Runge-Kutta [Crouzeix et Mignot, 1984], [De-
mailly, 1992] mais qui pour étre stables, sont toujours dissipatifs. On peut alors penser a
discrétiser 'opérateur Oy a ’'aide d’un schéma aux différences finies d’ordre élevé. Cepen-
dant, il est montré dans [Hairer et al., 1987] que tous les schémas aux différences finies
d’ordre élevé a plus de trois points (construits par développements de Taylor) sont incon-
ditionnellement instables.

Une alternative efficace et performante pour construire des schémas d’ordres élevés con-
servatifs & 3 points est donnée par la technique de I’équation modifiée. Introduite par
Dablain [Dablain, 1986], cette technique astucieuse permet de construire des schémas en
temps a 3 points d’ordre 4,6,8... Elle consiste a remplacer les termes du type (8tt)j dans
le reste du développements de Taylor du schéma saute-mouton par des puissances du type
(Au)’ en utilisant de fagon récursive I’équation continue dyu — Au = 0. Au niveau dis-
cret, cette technique donne en particulier le schéma d’ordre 4 suivant (adapté au cas d'un
second membre non nul) :

urtt —our 4 Ut At?
M, —L Atg h LA Up — =5 AnUp | = Fy,
Up=Ul=0.

Une expression généralisée de ce type de schéma aux ordres supérieurs est donnée dans
[Cohen et al., 1995]. On remarque immédiatement que ce schéma requiert, & l'ordre 4,
de calculer deux fois le produit A, U;' ce qui pénalise a priori le temps de calcul. Le
nombre de multiplication augmente de la méme fagon lorsque ’on monte aux ordres 6,8...
.Cependant ’étude de stabilité (cf. [Cohen et al., 1995] ) pour ce type de schémas montre
que la CFL du schéma d’ordre 4 est deux fois meilleure que pour le schéma saute-mouton
ce qui compense largement le cotit induit par le double calcul du produit-matrice vecteur.
Bien que la CFL se dégrade pour l'ordre 6, les auteurs ont montré qu’elle est encore
meilleure pour l'ordre 8 que pour l'ordre 4! La technique de I'équation modifiée est a
notre connaissance un des moyens les plus efficaces pour utiliser un approximation d’ordre
élevé en temps.
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Chapitre 2

Application de la méthode des

éléments finis mixtes spectraux au

modele de plaque de
Reissner-Mindlin en régime
transitoire.

Dans ce chapitre, nous présentons le modele de plaque de Reissner-Mindlin en
régime transitoire. Ce modele, plus géréral que celui de Kirchhoff-Love, permet
de modéliser de fagon précise le comportement des plaques épaisses grace a la prise
en compte des efforts de cisaillement transverses. Apres avoir présenté le systeme
d’E.D.P. utilisé pour la modélisation, nous résolverons celui-ci & I'aide de la méthode
des éléments finis spectraux présentée au chapitre précédent. Nous analyserons le
schéma ainsi obtenu et nous montrerons, via des résultats numériques convaincants,
I'interét de notre méthode en termes de précision, stockage mémoire, et temps de
calcul.
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2.1 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

2.1 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

Dans tout ce chapitre, les indices latins (i, j, k, ) décriront les entiers {1,2,3} et les indices
grecs (o, 3, A, p) décriront les entiers {1,2}. De plus, les champs vectoriels seront soulignés
une fois et les champs tensoriels deux fois.

2.1.1 Configuration tridimensionnelle du probléme

Nous définirons une plaque comme un materiau élastique tridimensionnel €25 dont une des
dimensions, & savoir I'épaisseur, est petite devant les deux autres. Toutefois, cet aspect
ne sera exploité qu’au chapitre suivant. Dans ce document nous considererons une plaque
d’épaisseur ¢ (supposée constante), et de surface mediane ¥ incluse dans le plan {x3 = 0}
de telle sorte que Q5 = ¥ x [ —4/2,6/2 |. Nous noterons (z,z3) avec = € X les coordonnées
d’un point de IR? dans la base canonique (e;, e, e3). La frontiere de Q5 sera notée

N5 =X UX; UL,

ou 58
¥t =% x {6}, Ty =05 x[-5,5]-
Lapl aqueQé (0x) .\
g
= 2
5
| 7
........... i I y
0 Tu / 62 (0x)
v
8
) ha¥l
ox) 1! \/_
o r5

Fia. 2.1: Configuration géométrique du probléme.

Les champs tridimensionnels de déformation de la plaque, notés

)
U(z,x3;t) = Ui(z,x35t), (x,23;) € X X [—5, 5] x [0,T7,
sont caractérisés par le tenseur linéarisé des déformations

€

<~

)"

ISy
I
ISy

1o ou;
Wi = 3 <axj + 8a:i> ‘
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Ces champs vérifient I’équation de I’élasticité linéaire 3D :

U . [~
P oz —LRiv (Q g(Q)) =0 sur Qx[0,7] (2.1.1)

ol p est la masse volumique de la plaque et g le tenseur de loi de comportement qui, dans
le cas d’un matériau isotrope, est défini par [Naghdi, 1963]

i Ev E
= (1+v)(1-2v) 0% + m(dikéﬂ + 0udi) 212)
—_— ———

Ly Lo

ou L et Lo sont appelés coefficients de Lamé. Nous utiliserons alors deux types de
conditions aux limites bien distinctes. Plus précisément nous supposerons que

e la plaque est libre en son bord E; Uy :

CeU(z,t))n=0, (z,t) e 2f US; x [0,T] . (2.1.3)

Cette condition est essentielle pour pouvoir construire un modele de plaque asymp-
totique bidimensionnel & partir de (2.1.1),

e La plaque est “fortement encastrée” en son bord I's :

U(z,t) =0, (z,t) €5 x[0,T7] .

Cette condition n’est pas essentielle et aurait pu étre remplacée par une condition
de bord libre ou d’appui simple [Lesueur, 1988].

Remarque 2.1.1 En pratique, la condition (2.1.3) n’est pas exactement homogéne mais
prend en compte la source de chargement g.

Introduisons les espace fonctionnels

Vo = {g e 1Y), v=0 su F(s} et UT = CY(0,T: Vo) N CH0, T; [L2(Q)]) .

Compte tenu de notre choix de conditions aux limites, la solution de (2.1.1) est également
I'unique solution du probléeme variationnel (cf. [Fauqueux, 2003]) :

Trouver U(z,t) € Ul solution de

d% Ce(U): (U dw:/ g-Urdy, YU €V (2.14)

+
2(5

/pQ‘Q* dr +
Q Q
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2.1 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

Nous allons, dans ce qui suit, présenter un modele asymptotique a celui de 1”élastodynamique
linéaire 3D. Aprés avoir évoqué les motivations qui nous poussent & considérer un modeéle
asympotique comme alternative au modele 3D “naturel” présenté dans cette section, nous
rappellerons les principales hypotheses cinématiques et étapes de calculs qui permettent
d’établir ce nouveau modele.

2.1.2 Construction d’un modele asymptotique bidimensionnel
2.1.2.1 Motivation

Nous allons proposer une méthode numérique de type éléments finis pour calculer les
champs de déformation en tout point de I’espace, au cours du temps, a partir d’un maillage
de la plaque. Le temps de calcul et le stockage mémoire requis pour la résolution du
probleme ainsi discrétisé sont directement liés a la taille des matrices de masse et de rigidité
et donc, au plus petit pas de maillage de la plaque. Il est ainsi naturel de chercher a éviter
de mailler une plaque sur son épaisseur (cf. Fig 2.2). L’idée est d’utiliser un modele
asympotique a celui de 1’élasticité linéaire 3D (naturellement utilisé pour modéliser les
déformations) constitué d’'un systeme d’EDP uniquement défini sur ¥. Nous choisissons
dans cette étude d’utiliser le modele de plaque de Reissner-Mindlin pour les raisons que
nous évoquerons en section 2.1.2.4 .

- — Mailledansleplan
/ —— Maille dans |’ epaisseur

F1c. 2.2: Maillage d’une plaque 3D.

2.1.2.2 Les hypotheéses de Reissner-Mindlin

Dans cette section, nous rappelons les conditions cinématiques sur la forme des champs de
déplacement autorisés pour ramener le probléme variationnel sur € (2.1.4) & un nouveau
probléeme variationnel défini sur la surface médiane . L’interprétation de ce nouveau
systeme variationnel fournira alors le probleme aux limites a considérer.

Les hypotheses fondamentales dues a Reissner et Mindlin sont les suivantes :

Proposition 2.1.1 Tout segment de droite transversal dans la configuration d’équilibre
reste un segment de droite apres déformation.

De plus, dans le cas de la plaque, il n’y a pas de déformation transversale [Chapelle et
Bathe, 2003] ce qui se traduit par la
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Proposition 2.1.2 ¢, (U) =0
Ces deux propositions conduisent a la suivante :

Proposition 2.1.3 [Chapelle et Bathe, 2003/, [Reissner, 1945] Il existe deux champs
vectoriels un = {ua} et 0 = {0,} et un champ scalaire u, tous définis sur la surface
médiane X qui caractérisent entierement U wia les relations

Ua(z,23;t) = ua(x;t) + 230, (2;t),
Us(x,x3;t) = wu(x;t) (2.1.6)

Avant déformation s Aprés déformation

FiG. 2.3: Hypothese de Reissner-Mindlin.

Les champs asymptotiques u,, et u sont appelés respectivement déplacement membranaire
et déplacement en flexion, et correspondent a des déplacements infinitésimaux dans le plan
¥ pour uy, et dans le plan défini par la normale n pour u. Dans le cas de la plaque (a la
différence d’une coque) on peut montrer (cf. Annexe 1) que s’opére un découplage entre
le champ uy, et les champs @ et u. En I'absence d’efforts internes dans la plaque (ce qui
est supposé le cas ici) on montre alors que u,, = 0.

2.1.2.3 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

La Proposion 2.1.3 va nous permettre d’obtenir un systéme d’EDP uniquement défini sur
¥ dont les nouvelles inconnues seront 0 et u. Nous supposerons que g = (0,0, f )T.

Dans (2.1.4) on remplace U par le developpement asympotique donné en (2.1.5) et (2.1.6)
et on utilise des champs tests U* de la méme forme :

Ur(z,xs;t) = us(z;t) + xsb) (x;t),
Uj(wz5it) = (1)

Apres intégration dans I’épaisseur (cf Annexe 1), (2.1.4) conduit & une équation variation-
nelle sur ¥ qui, une fois interprétée, fournit les équations d’équilibre du modele de plaque
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2.1 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

en flexion pure de Reissner-Mindlin :

f@—ﬁDi (05(9))+5G(V +60)=0 r 3 x[0,7] (2.1.7)
Pig g~ 12 = \&EW vrTy = St b o
0%u )
péﬁ—édw[G(Vu—FQ)]:f sur 3 x [0, 7], (2.1.8)
u=0,0=0 suryx]|0,T], (2.1.9)
ot C' est un nouveau tenseur de loi de comportement défini (dans le cas isotrope) par
E 2v
aBAp _ i 2.1.1
C 72(1+V)(5ax 03u + Oap Opx + 1_]/5015 M ) (2.1.10)

G=FE/(2(1+v)) et y=Ty (cf. Fig. 2.1) [Chapelle et Bathe, 2003]. Le détail des calculs
pour obtenir le probleme (2.1.7)-(2.1.9) a partir du probleme (2.1.4) est fourni en Annexe

1. De plus la justification concernant le passage du tenseur C' au tenseur C se trouve
dans [Naghdi, 1963].

Remarque 2.1.2 Pour des raisons de simplicité, nous avons choisit de présenter les
modeles de structure 2D et 3D pour un matériau isotrope. Le raisonnement est identique
pour les matériaux anisotropes bien que les définitions des tenseurs C et C' soient dans ce
cas un peu plus complexes.

Le systeme (2.1.7)-(2.1.9) est désormais complet si on lui rajoute les conditions initiales
(que nous ne rappellerons plus) :

Cou, 00,

U(,O) = Qa(,,O) = E(,O) = W

(,0)=0.

2.1.2.4 Avantages et inconvénients du modele

Le modele de plaque le plus académique est celui proposé par Kirchhoff et Love (cf. [Love,
1944], [Derveaux, 2002] et aussi [Chapelle et Bathe, 2003]). Ce modele est en réalité un
cas particulier du modele de Reissner-Mindlin. En effet, Kirchhoff et Love supposent que
non seulement les segments de droite restent droits apres déformation mais qu'’ils restent
également orthogonaux & la surface médiane (cf. Fig. 2.4). Cette hypotheése revient a
négliger les efforts tranchants de cisaillement, c’est a dire supposer que

Vu+6=0.

Au signe pres, 0 est donc égal a Vu. La méme démarche qui conduisait au systeme (2.1.7)-
(2.1.9) conduit alors (dans le cas homogene isotrope) a I’équation bien connue d’ordre 4
en espace (cf [Derveaux, 2002])
0%u Evé
0p—=—+——"—"ALQu)=f.
P ot gy tew =/

L’hypothese de Kirchhoff-Love est pertinente uniquement pour les plaques treés minces,
mais induit un modele inapproprié pour les structures plus épaisses. Le systeme (2.1.7)-
(2.1.9) fournit alors une modélisation plus générale et plus précise dans le cas des plaques
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modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

épaisses. Du point de vue du modele, I’équation de Kirchhoff-Love parait bien plus simple
que le systéme vectoriel de Reissner-Mindlin. Ceci doit étre tempéré vu la complexité des
conditions aux limites de bords libres (cf [Derveaux, 2002] ). Pour ce qui concerne ’analyse
numérique, le bilaplacien dans I’équation de Kirchhoff-Love est coercif dans H 3(2) ce qui
contraint & utiliser des éléments finis & raccord C'! de type Hermite ou Argyris [Ciarlet,
1976], bien qu’'une alternative efficace soit proposée dans [Bécache et al., 2005] . Comme
nous le verrons dans la section suivante, le systeme (2.1.7)-(2.1.9) est coercif dans un
sous-espace de Hj(X) et permet d’utiliser des éléments finis & raccord C° [Chapelle et
Bathe, 2003]. En contrepartie, la prise en compte des efforts de cisaillement dans le
modele de Reissner-Mindlin (via le terme Vu + 6) produit des phénomenes de vérrouillage
numérique, qui peuvent se résumer (tres) grossierement par des problémes de convergence
des méthodes numériques de type éléments finis lorsque I’épaisseur de la plaque tend vers
0. La littérature est abondante sur ce sujet [Brezzi et al., 1991], [Chapelle et Stenberg,
1998], [Havu et Pitkdranta, 2001] et nous y reviendrons brievement dans ’analyse des
résultats numériques.

Avant déformation b Aprés déformation

Fi1G. 2.4: Hypothése de Kirchhoff-Love.

2.1.3 Existence et unicité d’une solution forte

Dans tout ce qui suit, les vecteurs notés U,V , W seront respectivement de la forme

U=(u,9), V.= (v,n), W=(UYV).

) = =

2.1.3.1 Le théoréme de Hille-Yosida

Nous renvoyons le lecteur a la page de notations en début de document pour tout ce qui
concerne les normes et espaces de Sobolev utilisés. Le modele de plaque de Reissner-
Mindlin est, & notre connaissance, tres peu étudié en régime transitoire. Nous montrons
dans cette section qu’il existe une unique solution forte pour le probleme (2.1.7)-(2.1.9).
Bien que la démonstration soit presque un exercice d’application du théoréeme de Hille-
Yosida [Brézis, 1983], celle-ci va nous permettre d’exhiber ’énergie du modele de plaque
ainsi qu’une propriété d équivalence (la proposition 2.1.4) que nous utiliserons de fagon
récurrente dans la suite de ce chapitre. Dans un premier temps, nous introduisons le
cadre fonctionnel adéquat pour les inconnues u et et munissons les espaces considérés
de la structure hilbertienne la plus appropriée pour vérifier facilement les hypotheses du
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2.1 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

théoreme de Hille-Yosida.

A cet effet posons
U = {uem @), u=0 sur 4} .

Proposition 2.1.4 La forme bilinéaire symétrique < .,. >y, définie par

3

5
<OV sy = gg(Q):g(g)+5/G(Vu+Q)-(VU+Q)
> >

définit un produit scalaire sur Uy qui induit une norme équivalente a la norme usuelle.

Preuve.

Il est facile de montrer que < .,. >z, définit un produit scalaire. En effet,

53
SUU >y = 35 1002s+3G [Vut 83y = 0, VUl

Donc

<Q7Q>Zx{0:0 = ”QHQ;}ZOGTJ Vu:—9
= f0=0et Vu=0

= u=6=0, car u=0sur vy

Grace aux inégalités de Poincaré et de Korn, il suffit de montrer que < .,. >, induit une
norme équivalente a la norme

1
1l = (012, + I 7ulls )

Par inégalité triangulaire nous avons

1012 + [Vu +0ll5 5 < 1912 5 + 2(IVuli s + 1213 2) < max(2,1+2CF) [lU]|?

oit CK est une constante strictement positive telle que ||¢ ||(2),2 < C’f |2 ||éz . On en déduit

aisément qu’il existe alors une constante C’% > 0 telle que
M 2
<U,U>u, < Cse |IUJ" - (2.1.11)
Dans I’autre sens, on peut écrire

10125+ IVulds = (6135 +[Vu+0—0]3s

IN

HQH?;,z +2(|IVu+ 0155 + 1005.5)

< max(2,1+2CF) (|8]E,s + [IVu+ 83 5)
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De la méme facon on montre aisément qu’il existe une constante C’ng > 0 telle que

Cia IUIP <<U,U >y, (2.1.12)

Les relations (2.1.11) et (2.1.12) acheévent la démonstration. <

On munira désormais Uy de la norme

1
Ul = (< U, U >10)7 -

Nous allons maintenant réécrire le systeme (2.1.7)-(2.1.9) sous forme d’une équation différentielle
d’ordre 1 en temps dont la solution est une fonction du temps a valeur dans un espace de
Hilbert que 'on précisera. A cet effet on introduit I'espace

Wy = {w telque Ueldy, Ve [LQ(E)]S} ,

que 'on munit du produit scalaire

<W. W' >y, =< UU >y, +(V, V).

Pour l'opérateur en espace du modele de Reissner-Mindlin, nous adopterons la notation

P
Rn(U) = Ron(u,8) = 3 DIV (C () + G 6 (Vu+0)

a 5 div[ G (Vu+8) ]

On introduit alors les espaces fonctionnels

Dg, = {Q €Uy tel que Rum(U) € [L2(2)]3} et D(A)=Dgr, xUy (2.1.13)

ce qui nous permet de définir 'opérateur non borné A comme suit :
A:D(A)CWO—>W0

-V ) . (2.1.14)

W — AW = (
_Rm(g)

Si on pose F = (0,0,0,0,0, f)! le probleme (2.1.7)-(2.1.9) est alors équivalent au probleme
d’ordre 1 en temps :

1-%+AE=E sur % ,
Trouver W € D(A) solution de
ou
Ce@)n =0, %—FQ n=0  sur~g,
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2.1 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

ol 7 est le vecteur des coefficients physique des termes de masse.
Proposition 2.1.5 V A\ >0, lopérateur A+ Al est maximal monotone.

Preuve i) Montrons d’abord la positivité de A + A\I. Par définition nous avons

< vaw >W0: - < K?Q >U() _(Rm(g)7z) .

D’autre part

< Ra@v> = % [ Do)+ [ G Ture
- 6/Ediv[G(Vu+Q)]’U. (2.1.15)
En appliquant la formule de Green nous obtenons
- [Div(ceoyn = [0 - [Ce@nn (2.16)
—/Zdiv[G(VquQ)]v = /G (Vu+80) Vo — /G —+9 n)v. (2.1.17)

Les conditions aux limites annulent les intégrales de bord et en substituant (2.1.16) et
(2.1.17) dans (2.1.15) il vient :

53
_<Rm(g)vz>: 12 g

[0}

@) :e(m) + 6 EG(Vu+Q)'(VU+ﬂ) =< V,U >y,

et donc
< AW, W >w,=0.

Par conséquent
<A+ M)W, W >y, = AW}, -

Donc (A + AI) est positif si et seulement si A > 0.

11) Il reste maintenant & montrer que (A + AI) + I est surjectif c’est a dire que pour
(f g) € W) il existe W € D(A) solution de

AW + (A +1)W = F sur 3, (2.1.18a)
ou
g(@)n =0, o +0-n=0  surqyg.
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L’équation (2.1.18a) est équivalente au systeme

V4+OA+1)U=f (f € Up) (2.1.19a)

RaU)+(A+1)V =5 (FeLXD)]). (2.1.19b)

En éliminant V dans (2.1.19a) on obtient ’équation

“Rn(U)+ A+ 12U =g+ A+ 1)f , (2.1.20)

dont la formulation variationnelle est

<UV >y A+ 12U, V) =G+ A+ 1D V), YV €Uy (2.1.21)

La Proposition 2.1.4 assure que 1’équation (2.1.21) satisfait les hypotheses du théoreme
de Lax-Milgram et admet donc une unique solution U € Uy. Concernant la régularité,
d’apres (2.1.20) R (U) € [L2(E)]3 et donc U € Dg,,. De la méme facon, d’apres (2.1.19a)
V = (A+1)U — f est définit de maniére unique et est bien un élément de Uy. Nous avons
donc bien montré que (A + AI) + I est surjectif. o

La proposition précedente nous permet d’énoncer le théoreme

Théoréme 2.1.1 (Hille-Yosida) Si f € C1(0,T; L*(X)) alors le probléme (2.1.7)-(2.1.9)
admet une unique solution forte dans [’espace

C2(0,T; [L2(£)]) N C1(0, T;Up) N C°(0,T; Dr.,.)

2.1.3.2 Identité d’énergie et estimations a priori

Nous donnons ici une identité d’énergie vérifiée par la solution du probleme (2.1.7)-(2.1.9)
qui permet alors d’obtenir des estimations de continuité par rapport a la donnée f €
CY(0,T; L*(X)). Pour toutes fonctions &(x,t) nous adopterons la notation &(t) = £(.,t) en
considérant & comme une fonction du temps a valeur dans un espace de Hilbert.

Proposition 2.1.6 Si on définit ’énergie E,, associée au probléme de plaque par

53 . _ 53
12 10155+ p 0 ()5, + E ||9(75)|!2g,2 +6 G [[(Vu+ Q)(t)||(2),z}

(2.1.22)

Eonlf(t), u(t)] = = {p

2
Alors lunique solution (u,0) du probléme (2.1.7)-(2.1.9) vérifie l'identité d’énergie :

d

FEl00. 0] = [ o) (2.1.23)
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2.1 Le modele de plaque de Reissner-Mindlin

Preuve :

En multipliant le systeme (2.1.7)-(2.1.9) par les fonctions tests (v,7) € Uo on obtient :

3 2 3
p% %/Eﬁ(t).ﬂ - % | Div (Ce@(t)n + 9 /EG(vquQ)(t).Q:o,

d2
5dt2/ U—5/dlv (Vu +0)( v—/f

En utilisant les formules (2.1.16) et (2.1.17), la somme des deux équations précédentes
fournit la formulation variationnelle :

3 g2 2 3
p%%/ze()n + p(s(iz/ )y + 2 [ ce@) e

4 5/EG(vu(t)+Q(t))-(vv+g): o,  (21.24)

Il suffit alors de choisir n = 0(t) and v = u(t) pour obtenir (2.1.23). o

Corollaire 2.1.1 L’unique solution (u,8) du probléme (2.1.7)-(2.1.9) vérifie les estima-
tions a priori sur l'intervalle [0,T) :

. 1
[a()lox < Y T f(t) (2.1.25a)
; 12
10 los <4/ == oy T ||f(t) (2.1.25b)
0Olcs < ‘/p? T |If() (2.1.25¢)
1 12C5
[Vullos < | ==+ i 1f(®)llo.s - (2.1.25d)
Preuve.
Les conditions initiales étant nulles, on déduit de (2.1.23) que
t
Vtel0,T], Enlf(t),u(t) = / /f(x,s)u(a:, s) dzds . (2.1.26)
0 Jx
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En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz sur le membre de droite de (2.1.26) on
obtient les quatre estimations

p & [lat)lIfs <TF®llos e o (2.1.27a)
5

P13 161135 ST F®llos e llos (2.1.27b)

53

D 16125 < T f®llos e o - (2.1.27¢)

SG|(Vu+O)D5s < T IfBllos la®)os - (2.1.27d)

La relation (2.1.27a) fournit immédiatement (2.1.25a). On utilise alors (4.4.6) dans
(2.1.27b) et (2.1.27¢) ce qui donne (2.1.25b) et (2.1.25¢). Pour finir, en utilisant (2.1.25a)
dans (2.1.27d) il vient

1
VG §?

[(Vu+0)(t)]lox < T (@®)llo.x (2.1.28)

En remarquant alors que

V()]

0z < [(Vu+0)@)llos + 110(2)]

05 < [(Vu+80)®)los +1/CE [0®)llcs

il suffit d’utiliser (2.1.25¢) et (2.1.28) pour obtenir (2.1.25d). ¢

Remarque 2.1.3 Nous construirons par la suite un schéma au différences finies dis-
cret, conservatif, dont les vecteurs solutions satisferont un équivalent discret de l’identité
d’énergie (2.1.26) et des estimations (2.1.25a)-(2.1.25d) ce qui permettra de garantir sa
stabilité.

Corollaire 2.1.2 D’aprés les estimations précédentes, si f € L'(0,T; L2(IR)) alors le
probléme (2.1.7)-(2.1.9) admet une solution faible [Lions et Magenes, 1968] dans

Sr ™ oY 0, 7 L2(%)) N 0, T; Up) -

2.2 Discrétisation par éléments finis spectraux en espace et
différences finies en temps.

Dans cette section, nous appliquons la methode des éléments finis mixtes spectraux avec
condensation de masse au modele de plaque de Reissner-Mindlin. Nous reprendrons le
plan du chapitre 1 a savoir :

e Définition d’un probléeme éléments finis standard (formulation, choix de I’élément
fini et des formules de quadrature).

e Reformulation de ce schéma sous forme d’un probleme mixte équivalent.

e Analyse du schéma.
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2.2 Discrétisation par éléments finis spectraux en espace et différences finies
en temps.

La quasi-totalité des idées et des techniques d’analyse utilisées dans ce chapitre proviennent
du chapitre 1. Par conséquent, nous inviterons régulierement le lecteur a s’y réferer. En fin
de chapitre, des résultats numériques viendront valider notre méthode, mettre en évidence
sa performance en terme de précision et de temps de calcul, et également illustrer les
phénomenes physiques que ’on cherche a simuler.

2.2.1 Le schéma éléments finis standard

On rappelle (cf. la preuve de la proposition 2.1.6) que le probléme variationnel que 1'on
cherche a approcher est

Trouver v € Sy solution de

3 g2 2 3
vz o0+ pi g [uwe+ 5 [ o)

4 5/G(Vu(t)—|—Q(t))-(Vv+g): ft) v, (2.2.1)
b b

pour toute fonction test (v,n) € Up.

Afin d’obtenir une convergence spectrale et de pouvoir utiliser le principe de condensation
de masse pour un ordre d’approximation arbitrairement élevé, nous allons utiliser 1’élément
fini Q"(K) = (K,Q"(K),Z?) décrit en section 1.2.1 (les degrés de liberté défini par cet
élément étant les points de Gauss-Lobatto). A cet effet on considerera

T =K

un maillage de ¥ et nous reprendrons les notations du chapitre 1.2.1 pour décrire la
géométrie des éléments du maillage. Pour gérer le caractere vectoriel du systeme de
Reissner-Mindlin, on introduit Z/{;;,O I’espace d’approximation élément fini conforme Uy
défini par :

Uy o= {Uh = (up,8;) € [CYUT3))? tel que up|, © F € QT(I?) s Oh 0 F € [Q,ﬂ(f()]2
et up =0, =0sur~y } . (2.2.2)

Ll};o est simplement 'espace produit Uy , x U}, x U}, ot

Upo = {vh e C°(Ty) tel que Uh, © Fi € QT(IA() et vy, = 0 sur 7} )

Pour les mémes raisons et contraintes d’analyse que dans le chapitre 1, nous allons utiliser
des formules de Gauss-Lobatto pour calculer la matrice de masse et des formules de Gauss
pour calculer la matrice de rigidité afin d’établir des estimations d’erreur. On considere
donc le probleme approché suivant :
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Trouver (up,0,) : [0;T) — Uy, o solution de

1)

53 d2 GL 2 GL 53 G
g L B0, + i [ e+ 5 [ Ce00) e,

G
+ 6 /Z G (Vun(t) + 0,(8)) - (Von +1,) = /E Jn(t) on (22.3)

pour toute fonction test (vp,n,) € Uy .

Remarque 2.2.1 Ici on considérera une plaque isotrope potentiellement hétérogéne. Cepen-
dant, on se limitera au cas (trés raisonnable) ot les coefficients physiques sont constants
par élément du maillage. Pour l'analyse, nous aurons besoin de définir les quantités posi-
tives :

A
= max G = max G Co = max max CoBM
Poo KETth’ 9] Ker, k> “oo |k

KeTh CM,,B,)\,ILL:{1,2}

2.2.2 Le schéma éléments finis mixtes

Sur la base des idées développées dans le chapitre 1.3, nous allons proposer, a partir d’'une
formulation mixte, un schéma éléments finis équivalent & (2.2.3) dont 'implémentation
peut s’opérer sans assemblage de matrices permettant ainsi un gain de stockage mémoire
considérable. L’idée principale était d’isoler les opérateurs de type V en introduisant
de nouvelles inconnues auxiliaires discrétisées dans un espace de fonctions discontinues
caractérisées par la transformation de Piola. La seule difficulté est de gérer le caractere
vectoriel des inconnues et tensoriel des coefficients physiques.

Quelques notations : Soit V' un espace de Hilbert munit du produit scalaire ”.” | dont
les fonctions sont vectorielles & deux composantes :

veV =suv= (1}1,1}2)T
Al A

On identifie le tenseur C & la matrice 4 x 4 : a =
- - Ay Ago

> ou les matrices A;; sont

Czl]l Czl]l

définies par A;; = < G201 22 > V (1,7) = {1,2} . On notera

e w tout vecteur de V- x V|
e V le gradient d’un vecteur u € V définit par V u = (Vuy, Vug)’.
Enfin on définit 'opérateur produit ” :” par
UiV =1Uy -V + Uy Uy -

Le point clé pour lever la difficulté relative au caractere vectoriel des inconnues et tensoriel
des coefficients physiques sera l'utilisation de la relation donnée dans [Cohen et Fauqueux,
2005] :

Div (C £(8)) = Div (a ¥ 0) , V0. (224)
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en temps.

2.2.2.1 La formulation mixte :

Ecrivons le systeme (2.1.7)-(2.1.9) sous forme d’un systéme mixte d’ordre 1 en espace. En
injectant 2.2.4 dans 2.1.7 et en introduisant les variables auxiliaires

g=aV0 Q=G (Vu+t0),y=V0, (2.2.5)

alors le systeme (2.1.7)-(2.1.9) s’écrit

P f_z % - (132 Div(g) +0Q =0  sur ¥ x [0,77, (2.2.6)
g=gay sur % x[0,7], (2.2.7)

1=V0 surXx[0,T], (2.2.8)

pd % —5div(Q)=f  sur T x [0,T], (2.2.9)

é Q=(Vu+0) surXx][0,T], (2.2.10)

complété par les conditions aux limites et les conditions initiales homogenes appropriées.

Posons VT = L2(0,T; [LX(2)]) .

En utilisant les intégrations par parties de la section 2.1.3.1, la formulation variationnelle
du systeme (2.2.6)-(2.2.10) est :

Trouver (u,0) €Uy , (g,7,Q) € [V']* x VT]? x VT solutions de

lI=

0 o [ n+ 5 [ et w g /Q()ﬁ
foo-s- fox

JECESY AL
péj—;/zu(t)v—i—é/g wo= [ fu.

1
[gaw-o- /E(VU(t)JrQ(t))-Q,

pour toute fonction test (v,n) € U, (i, £, 3) € [L*(2)%)? x [L*(2)%]? x L*(£)

a

IIQ
IIe

I<b
IIM
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Chapitre 2 Application de la méthode des éléments finis mixtes spectraux au
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Nous proposons maintenant un schéma éléments finis pour I'approximation en espace,
équivalent a la formulation “standard” (2.2.3). Suivant la démarche détaillée dans le
chapitre 1.3, nous utiliserons de nouveau ’espace d’approximation

Vi = {wy € LT tel que |Jx| DFy* wy o Fic € [Q(K)P?}

pour approcher les inconnues auxiliaires. Afin d’assurer 1’équivalence avec le probleme
(2.2.3) nous calculerons les matrices de masse scalaires a ’aide d’une formule d’intégration
de Gauss-Lobatto et les matrices de rigidité a ’aide d’une formule d’intégration de Gauss
(nous pourrions, comme dans le chapitre précédent étre plus général en s’autorisant plus
de liberté sur le choix des formules d’intégration). Nous proposons alors le probleme vari-
ationnel éléments finis :

Trouver (up,0,) : [0;T) — Uy, o et (gh’lh’gh) 2 [0;T) — [V x [VI]? x Vi tels que
53 d2 GL 53 G G

19 di2 ’ 19 : N, = 2.2.11

D) alt2/Z Op(t) 1y, + 12/2 g,(t) zﬁh+/z Q,t)-n, =0 ( )

G G
/gh(t):ih:/ ay, ()¢ (2.2.12)

G G
/1<t>:gh=/ VOt : € (2.2.13)

y =h 2h
d2 GL
pé@/z Uh(t) Uh+5 . Vvh—/fh (2.2.14)
G 1 G
g EQN)‘%:/Z (Vun(t) + 8,(1)) - ¢, (2.2.15)

pour toutes fonctions tests (v, n,) € U o, (w f . 9,) € € [V x [Vi']? x V. Introduisons
les opérateurs d’interpolation aux points de Gauss

m  MCY(K) — V7
Ph — ThPh

YK — [V
@, — 7['}2L£h.

En vertu de la remarque 1.3.4 ces opérateurs sont bien définis. On peut alors énoncer le
résultat d’équivalence suivant :

Proposition 2.2.1 Les schémas (2.2.3) et (2.2.11)-(2.2.15) sont équivalents i.e. si(up,8},)
est solution de (2.2.3) alors (uh,Qh,gh,zh,Qh) ol g = W%(g Vo) Q=G m(Vu+

9),v= 72 (VY 0) sont solutions de (2.2.11)-(2.2.15) et inversement : Si (uh,ﬁh, ,Q )
sont solutions de (2.2.11)-(2.2.15) alors (up,8),) est solution de (2.2.3).
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2.2 Discrétisation par éléments finis spectraux en espace et différences finies

en temps.

Preuve :

Il nous suffit de montrer que si (uh,Qh,gh,Zh,Qh) sont solutions de (2.2.11)-(2.2.15)

alors (up,0;,) est solution de (2.2.3), par unicité des solutions, I'implication inverse est

immédiate.

Nous incitons fortement le lecteur a se référer a la preuve de la proposition 1.3.1 dont les

idées sont reprises pour celle ci.

Soit (vp,m,) € Up - Prenons éh = w%(g* Vn,) (x). Par propriété de 72 on a

/G7 #):¢ :/G7 <t>:g*2nh=/eggh(t>:zgh.

En injectant (*) dans (2.2.13) il vient

/Gv (t):¢ =/Ggmh(t>:zgh.

On en déduit que

G G
g glh(t):th:/ gygh(t):zgh.

o

Prenons alors gh = W}QL(Zﬂh) (#x). Par propriété de 77 on a

/Ggh(t) L, = /Ggh(t) ¥, -

P b

En injectant (**) dans (2.2.12) il vient

On en déduit que

/Ggh(t) : Vn, = /Gglh(t) : V), -

% 2

De (2.2.16) et (2.2.17) on tire

G G
/2 gh(t) :th :/E gygh(t) :Zﬂh .

Prenons enfin ¢, = m(n,) (** *). Par propriété de mj, on a

G 1 G 1

L @0 8= [ g

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)
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En injectant (***) dans (2.2.15) il vient

G

@
g éQh(t) ¢, :/E (Vun(t) + 0,(t) 1, -
On en déduit que
G q G
. EQh(t)'ﬁhZ/Z (Vun(t) +0,,(t) -, (2.2.19)

Par un raisonnement analogue on montre que

G 1 G

= Q, (1) -V, = / (Vup(t) +0,(t)) - Vo, . (2.2.20)
s G— )

En injectant (2.2.18) et (2.2.19)dans (2.2.11) ainsi que (2.2.20) dans (2.2.14), alors

(2.2.11)4+(2.2.14) donne bien (2.2.3). ©

2.2.2.2 Formulation matricielle et algorithme

Formulation matricielle : Nous allons reformuler matriciellement le schéma (2.2.11)-
(2.2.15) et mettre en évidence comment la formulation mixte permet de calculer les pro-
duits matrice-vecteur du systeme obtenu a partir du seul stockage des matrices de masse,
d’une matrice élémentaire de rigidité et des coefficients physiques.

Notons Ngr, = dim(Uj, 3), Ne = dim(V})). Les matrices
M, EMNGL(]R), B, EMNG(]R), Ry EMN@,NGL(IR)

sont définies dans le chapitre 1.3. On rappelle simplement qu’elles sont respectivement
diagonale, locale et diagonale par bloc 2 x 2, locale et entierement définie & partir de
I'unique matrice élémentaire R. (cf. chap. 1.3)

Afin de gérer le caractere vectoriel du systéme on introduit alors les matrices de masses :

e D), = < l\gh 1\9Ih > € Msan,, (IR) la matrice diagonale de

T T
¢, dans Uy xUpg ,

GL
(¢, %) —>/Z -

o« M) = ( P(’)h ];)h > € Man, (IR) la matrice locale et diagonale par blocs de

w =h =

G
(o8,) — [ 2,8, dans (VI x (VP

78



2.2 Discrétisation par éléments finis spectraux en espace et différences finies
en temps.

o M, , € Man,(IR) la matrice locale et diagonale par blocs de
“ 2 2
(o) — [ ag, b, dans R VR

Pour la partie rigidité, on utilisera

e R) = < I({)h f({)h > € Mang 2ng, (IR) la matrice de

G

(0, ¥,) — /E g, Y, dans [Ufo? x [P,

(on notera R = < I; 1% ) € Mang, (R))
et la matrice de couplage entre les inconnues u et 6

e Cj, € Man,, N (IR) la matrice de
; ¢ 2
(25 83) /2 @y -y, dans U " x Vi,

Remarque 2.2.2 Comme By, est purement locale et que G est supposé constant par

élément du maillage, alors — By, est la matrice de

G
G
(fhjﬁh)—>\/z afh'%h dans V; xV; .

Pour tout ¢t € [0,T], notons alors Up(t),On(t), Lp(t), Ty (t), Tr(t) les composantes des
vecteurs up(t), 0,,(t), o, (¢), lh(t), Q, (t) dans les bases ou sont exprimées les matrices définies

précédemment. La formulation matricielle du probleme (2.2.11)-(2.2.15) est alors

53 d*e, 53

Dy, — ——(t — Ry () +CpL Th(t) = 0
P Pr 15 dt2()+12 h Zn(t) + Ch Th(t)

Mh Eh(t) = Mh,grh(t)
My Th(t) = Ry On(t)

d2Uy,

o My, ——
P h a2

)+ Ry, Th(t) = Fu(t)

1
5 B, Th(t) = Ry, Uh(t) + CZ @h(t)
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Il est bien trop colteux (et du reste inutile) de calculer les inconnues auxiliaires. Grace
au principe de condensation de masse ces inconnues s’éliminent facilement. En pratique
on résout le systeme vectoriel

PDhs g )+ 15 R My My R Onlt)
+ GCLB,'[Ry Un(t) +C On()] =0 (2.2.21)
d2Uh *p—1 *

Remarque 2.2.3 Ce schéma peut se mettre sous la forme d’une E.D.QO. vectorielle de la
forme

d?V,
My~ () + Ry Vi(t) = Fa(t)
53
ou l'on a posé Vh(t) = (Uh(t)vgh(t))Tv Fh(t) = (Oth(t))T7Mh = p D E 0
0 P ] Mh

et

R; M .M, 'R;, +CiB; 'Ry, G C,B, 'Ry,
Ry, = -
GR;B,'C; GR;B, 'R,

La encore, on remarque que la formulation mixte conduit a une factorisation de la matrice
de rigidité sous forme d’un produit constitué de

e matrices diagonales par blocs qui contiennent toutes les informations relatives a la
physique du probléme et a la géométrie des éléments du maillage,

e matrices de rigidité entiérement définie a partir de l'unique matrice élémentaire R.

L’algorithme de calcul : Rappelons que cette formulation mixte un peu complexe a
pour but de permettre de calculer le produit matrice-vecteur Ry Vj,(t) sans assemblage
et avec un stockage mémoire minimal. En nous inspirant de la procédure d’assemblage
“élément par élément” proposée dans la section 1.3.5.1, il va nous suffir de calculer et de
stocker les matrices définies pour le cas modele (a savoir My, By, f{) ainsi que la matrice
de masse M,:}l et les matrices élémentaires de Cj. Beaucoup de matrices introduites
précédemment 'ont été pour le formalisme mais ne sont pas calculées en pratique. Dans
I’algorithme suivant nous reprendrons les notations de la section 1.3.5.1. Pour toute ma-
trice Ap, nous noterons Ay, x sa matrice élémentaire relative a I'élément K. On se donne
alors quatre vecteurs locaux (U/°¢, ©¢, Wi Wle¢). L’algorithme pour assembler le
produit Ry, V},(t) est le suivant :
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2.3 Analyse du schéma

Pour K décrivant les éléments du maillage

Pour j allant de 1 a Nioe

Ui(4) = Un(igiop)

O5°(7) = Onligiop)
Fin de la boucle en j
Wie = [ R M, e My R+Chic By jc R] O+ G Ch B, [ R U
Wi = G R* B} Cp « 0/ + G R* B R U}
Pour k allant de 1 a Ny

K K Wi
Ry Vi(kgiop) = Ra Vi (kgop) + ( W loc >

Fin de la boucle en k

Fin de la boucle en K

2.3 Analyse du schéma

En reprenant la démarche suivie au chapitre 1.4, nous proposons dans un premier temps
une analyse pour le schéma élément fini appliqué au probleme ”harmonique” relié a (2.2.3)
par la transformée de Fourier-Laplace. Nous obtiendrons alors des estimations en domaine
temporel a ’aide du théoreme de Plancherel et d’un lemme de troncature exactement de

la méme maniere qu’au chapitre 1.4.2.

2.3.1 Le probleme ”harmonique” associé

Pour tout complexe s € Ct = {s =1+ iw, n > 0} on considere le probléme :

Trouver u=u 0 =60, : ¥ — C solutions de

B,
T Q—E@(gg(g))+5G(Vu+Q)—O sur X,
(£s) pdsiu—5div[G (Vu+8)]=f sur ¥,
u=0,80=0 sur 7,

dont la formulation variationnelle associée est :

(2.3.1)
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Trouver (u,8) € Uy, solutions de

a(s; (w,0),(v,m)) =5 (f,(v,m)) V(v,n) €Uo, (2.3.2)

ou 'on a posé
3

olsiw.8). () = slsP 5 [puv G [0

53
+ _[12 Ce(8):e(n) ~|—5/G (Vu+0)-(Vv+n)

Remarque 2.3.1 Les propositions 2.1.4 et 1.4.1 assurent que le probléeme (2.3.2) admet
une unique solution (u, @) € Uy.

Le probléeme approché pour (2.3.2), relié au probleme (2.2.3) par la transformée de Fourier-
Laplace est alors :

Trouver (uy,8;,) € U}, 5, solutions de

an(s; (up, 1), (v, m,)) = 8, (vi,m,))  V(va.m,) €Uy, , (2.3.3)

ou 'on a posé

GL 3 GL
an(s; (un,0y), (vi,m,)) = sls|’ [5/ pup vy + —/ PQh'ﬁh}
b b

53 G
v s[5 [ ey s [ 6 o) (vwta,)
b

2.3.2 Estimations d’erreur pour le probleme harmonique

Comme dans le chapitre 1, nous allons successivement étudier l’erreur d’interpolation et
Perreur due a 'utilisation de formules de quadrature. D’apres la proposition 2.1.4, a(s; ., .)
est coercive sur Uy. De plus U}, ; C U et comme les poids de Gauss et Gauss-Lobatto
sont strictement positifs alors ap(s;.,.) est coercive sur U}, . La proposition 2.1.4 assure
en plus que a(s;.,.) et ap(s;.,.) satisfont les propriétés de continuité et de coercivité de
la proposition 1.4.1. Par conséquent, on peut énoncer une version du lemme de Strang
appropriée au schéma (2.3.3).

Lemme 2.3.1 Si U = (u,8) est solution de (2.3.2) et U;, = (uy,,8;,) solution de (2.5.3),
alors il existe une constante C indépendante du pas de maillage et de s telle que

. S 1 a—ap)(s; V,, W
[U-U, s < €[  int (1 i U) U=V e )
v, eu n o oweu, W1,

/

~
Erreur d’interpolation Erreur due a lintégration numérique
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2.3 Analyse du schéma

(2.3.4)

Preuve :

La proposition 2.1.4 assurent que af(.,.) et ay(.,.) satisfont les propriétes de coercivité et
de continuité (en norme ||.||;,5) de la proposition 1.4.1. ¢

Vi Wp
Dans tout ce qui suit les vecteurs notés V; et W, seront de la forme | ny;, | et | (yp
N2n Con

Majoration de ’erreur d’interpolation La majoration de I’erreur d’interpolation est
une trivialité grace a la proposition 1.4.4. En effet on a :

W=Vl < imf fJu—valis+ nf (101 —mpllis +  inf - 102 =m0l

vr€U} o M1 €Up 0 M2n€U} o

IN

Ch" [ls(ju

rs + 1012 +102],5) + [ulr 112 + |01 15 + [02]r4 1,5 ]

IN

Ch" s [Ulps + U415 ]

Par conséquent

: El
3C, s > 0 tel f 1+— ) ||lU-V <C,.h". 2.3.5
s el que Vhlguz,o< +5 U = Vplls < Cs (2.3.5)

Majoration de l’erreur due a lintégration numérique Il s’agit maintenant de
déterminer l'erreur due a 'utilisation de formules de quadrature. Par définition, on a

| (@ —an)(8; V3, Wy) [ = En(Vy s Wy ) +E(V,, Wy, ) (2.3.6)

ou &, est I'erreur d’intégration numérique commise sur le terme de masse i.e.
3

1)
Emn( V), , W, ) = s|s|? [5E(/>Vh7wh)+ E[E(/”hhy Cin ) +E(pnan s Con)l

ou l'on a posé

GL
E(phth):/thh_/ Pr an
> >

et & est 'erreur d’intégration numérique commise sur le terme de rigidité que I’on décompose
comme suit :

3
Y W) =5 | 5 €N, W) 5 2V, W)
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ou 'on a posé

1 _ . _ “ .
Y, W) = [ Cetmy)is) - [ Cem) ele)

G
(Y, , W,) = /EG<Vvh+gh>-<th+gh>—/z G (Vvi+n,)-(Twy +¢,) .

On remarque que l'erreur commise sur le terme de masse pour les inconnues vectorielles
est simplement la somme des erreurs commises sur leurs composantes scalaires. Par
conséquent, le corollaire 1.4.2 permet immédiatement d’énoncer la

Proposition 2.3.1 Soit r > 2. 3C >0 tel que V (V;,, W) €U}, o x U}, o,

| Em( Ny, Wy ) [ SO sP [V, 15 Wl - (2.3.7)
Preuve :
53
Posons Cs = max (J, E) Alors

| En( My, Wi ) | < (8P poo Cs [E(Vi, Wi )+ E(m1y s Cin ) + E(m2p 5 Con ) |
< 15 poe Co 07 | IVal10 IWally g + Il 10 1€anll s
+  Manl—1.0 1€2nll1 s ] (d’apres le corollaire 1.4.2)

< s poo Cs B | Vplr—1,s [Whllis ©

Bien que la preuve ne soit pas tout a fait aussi immédiate, nous avons également une
estimation optimale pour I'erreur d’intégration commise sur le terme de rigidité.

Proposition 2.3.2 11 existe C > 0 tel que V (V;,, W,,) € U}, o x Uy, g,

| E( Vo, Wy, ) | < C sl [R™ [V lrras + 07 [V lras ] Wl (2.3.8)
Pour démontrer cette proposition nous utiliserons l'identité :

2 2
Cen,) é@h) = ZZ/EAZ'J'VOM Vi ¥V (V. W) €Uy o xUp o, (2.3.9)

x i=1 j=1

qui se déduit trivialement de (2.2.4) (compte tenu des conditions aux limites).

Cette identité va nous permettre d’obtenir quasi immédiatement une estimation pour 8,}
grace a la 'estimation 1.4.27. Pour majorer 53 nous aurons besoin du lemme suivant :
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2.3 Analyse du schéma

Lemme 2.3.2 Pour toutes fonctions vy, € UQO ,

|Jk| DFY V9, € [Qu(K))? .

Remarque 2.3.2 Ce lemme n’est pas tout a fait évident o premiére vue. En effet, en
tenant compte de la relation 1.4.24, |Jk| DZ*"[’"{_1 € [Q1(K))? et comme grossiérement
Vv, € [Q.(K))? alors on aurait tendance d écrire que

[Tic| DF Vo € [Qr (K]

Cette estimation “naturelle” ne nous sera pas assez précise pour utiliser la propriété
d’intégration numérique satisfait par les points de Gauss pour pouvoir estimer 53.

Preuwve (du lemme 2.3.2)
Icid=2 (¥ C IR2) donc Fg est bilinéaire et il existe trois vecteurs de IR?, a, B, tels que

~

Fr(Z,y) =aZ+By+~yTy pour tout point (Z,7) de K .

de sorte que

ar+my Bi+mzT
DFy = ” e
as+72y PBotrz

Par propriété

1 Bo+r2x —fri—m2
—ay =y oa+my ’

par conséquent,
_. Ovp, OV

el DE B9 (B2 + 72 ) %(ﬂ%y)—(% + 72 Y) 8—17(3:’3/)
K K Vhp =

o OVh OV
~Brm D) G @) + (0t §) 5 (E5)
OVp ~ [9A N = .
Comme ?(:r,y) € Q,_1,(K) et que ?(az,y) € Q,,—1(K) alors on a bien
£ Yy

|Jk| DFE V9, € [Q(K)? . o

Grace aux deux lemmes précédents, nous sommes maintenant en mesure de démontrer la
proposition 2.3.2.
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Preuve (de la proposition 2.5.2)
Soit (V,,, W;,) € U}, o x U}, 5. D’apres (2.3.9) on a

2 2

i=1 j=1

G
/VBM-VCM—/ VO, -V,
b b

Donc d’apres la proposition 1.4.27, il existe une constante C' > 0 telle que

[ENV,, Wy ) <C [RT [ Vylgos + 07 [Vilgas | [Walls -

Il nous reste alors a estimer 53. Par changement de variable, d’apres le lemme 1.3.1 on a

|2V, Wy, ) [ <C Y | Ex(V,,, Wy, ) |
KeTy,

ou 'on a posé
Ex(V,, wm:/G(umDF;-l VO, +7)- (Vx| DE VRn +€) -
b

Or d’apres le lemme 2.3.2, comme 7 € [Q(K))? alors
|Jk| DF;Y V9, + 3 € [Q(K))? .
De la méme facon,
ic| DE! V% + € € [Q,(R)]?
Par conséquent,
(il DET 99 +2) - (il D Vs + 8 ) € Qar(K)

et donc d’aprés (1.2.4), E2( V), , W), ) = 0, ce qui achéve la démonstration. o

Les propositions 2.3.1 et 2.3.2 induisent le

Corollaire 2.3.1 Soit r > 2. 3C >0 tel que ¥V (V;,, W,,) €U}, o x U}, o,

— 1V, W
wp M@= a5V, W)

2 <Cn (1P [Vl _ys + I8l [0 [Valrios + Vil ]) -
W, eUy [Wh[1,s

Nous pouvons alors énoncer un théoréme de convergence pour I’approximation par éléments
finis de notre modele de plaque de Reissner-Mindlin ”harmonique”.
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2.3 Analyse du schéma

Théoréme 2.3.1 Soit U la solution de (2.3.2) et U, la solution de (2.3.3). Si la donnée
f est suffisament réguliére pour que U € [H™2(X)]? alors il existe C > 0 telle que

I[U-Ulhe < W |[IslUls + [Uls

S
+ % ( s[> [U],_y 5 + ||| Ulrs + 2[U|rq1,8 + b [Ulrgos ) ]

Preuve :

De la méme fagon que pour démontrer le théoreme 1.4.2, il suffit d’appliquer le lemme
de Strang 2.3.1 en choisissant pour V, la projection par élément de U sur 'espace Q, et
d’utiliser I'estimation 2.3.5 et le corollaire 2.3.1. ¢

2.3.3 Estimations d’erreur dans le domaine temporel

Pour obtenir une estimation optimale relative & la semi-discrétisation par élements finis
spectraux de (2.2.1), il suffit d’adopter pas a pas la démarche de la section 1.4.2 qui pour
mémoire était la suivante :

e Obtention d’estimations d’erreur sur ¥ x IR' via la transformée de Laplace des
résultats de la section précedente.

e Obtention d’estimations d’erreur en temps fini (sur ¥ x [0,7]) via un lemme de
troncature.

Evidemment nous ne réécrirons pas toute les étapes. En introduisant la bonne norme
liée a I’énergie ainsi que les espaces fonctionnels adéquats, nous donnerons un équivalent
du théoreme 1.4.4. Rappelons que l'objectif de ce chapitre est ’analyse de la semi-
discrétisation par éléments finis du probleme

Trouver u ,0 : ¥ x [0,7) — IR solutions de

B0 P ()£ G (Vut 8 =0  surs

Pig oz ~ 12 = \EEE vTEy = ’
d%u .

péw—édIV[G(VU"_Q)]:f Surz,

u=0,60=0 sur -,
dont la formulation variationnelle est (2.2.1) et le probleme élément fini associé :

Trouver u(t) ,0,,(t) : [0,T) — Uy, o solutions de

53 d2 GL 2 GL 53 G
T L O, i g [ we + G [0, e,

G
+5/2 G(Vuh(t)+gh(t)).(vuh+gh):/th(t)v (2.3.10)
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pour tout couple de fonctions tests (U’“ﬂh) € Uy, o X Uy, - Introduisons alors I'espace

Vro={U€H(0,T;L*(X))NL*(0,T;Up ) tel que U(z,0) =0 Vze},
et la norme liée a I'énergie sur Vr :
T
VU= eVro, IWIfr= [ Balote)u(oldt .
0

Pour les fonctions plus régulieres en temps on utilisera la notation (1.4.30). En repro-
duisant a l'identique les étapes de la section 1.4.2 on peut énoncer le

Théoreme 2.3.2 Soit r > d . Supposons que la donnée f soit suffisamment réqulicre
pour que la solution U = (u,) de (2.2.1) ait la régularité [H™3(Q x [O,T])]g. Alors, si
(up,0;,) est solution de (2.3.10) on a estimation d’erreur

1

3 2
U — Qh‘HiT < Ch¥ |Q|2+1,0,T + Z |Q|z,j,T +T Z ‘Q’?"—l,j,T + Z ‘Qﬁ,j,T
=0 =0 =0

1 1
+ 2 Z U2+ h° Z U2 o
7=0 7=0

Remarque 2.3.3 L’estimation d’erreur obtenue dans le théoréme précédent est optimale
dans le sens ou (lorsque h — 0)

veelo,T], [[[(U-U)®)lr=0(h")

2.4 Un mot sur la discrétisation en temps

Posons

T
0.7) = {tu} = nAt, At =5, n€[0.N], Vilt.) = V.

Sur la base des idées développées au chapitre 1.5 on peut utiliser aux choix des schémas
centrés d’ordre 2 (f-schéma si I'on souhaite faire de I'implicite, schéma saute-mouton si
I'on souhaite faire de 'explicite) ou bien monter en ordre en utilisant par exemple la tech-
nique de ’équation modifiée, et ce, pour les raisons invoquées précédemment. On note que
ces schémas s’appliquent indépendamment du modeéle physique une fois que 'on a écrit la
semi-discrétisation par éléments finis en espace. Nous pouvons donc, pour notre modele
de plaque, reprendre exactement les schémas présentés au chapitre 1.5 en changeant sim-
plement les matrices de masse et de rigidité. Si ’on souhaite utiliser un schéma d’ordre
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2.5 Analyse par ondes planes

de 4 on résolvera alors

Vn-‘rl o 2vn 4 Vn—l At2
p Ath2 h 1Ry, V,?—?th}? =F7,

VP=V!=0.

Les résultats numériques présentés au chapitre 2.6 ont été obtenus a ’aide du schéma
saute-mouton
+1 -1
Vi =2V V) LR, VP = B
At? ’ (2.4.1)
0 1
Vh — Vh — 0 .

My,

L’étude de stabilité de ce schéma est complétement académique. Nous rappelons juste
les principaux résultats dont le détail des démonstrations est donné dans [Bécache, 2003].
Notons

2

+ R, Vv b
Mp,

1

nt L yntl _yn
ViR, =My Vi* - Vi, et Ep 2(Vy) = o -

At

On montre classiquement que la solution de (2.4.1) vérifie I'identité d’énergie
1 _1
A 2 oo Vi v
At 4 2At '

Remarque 2.4.1 Cette identité est l’équivalent discret de l’équation (2.1.23).

De cette identité on déduit que la suite V}' reste bornée et donc que le schéma est stable,
si et seulement si le pas de temps At vérifie la condition de stabilité (CFL)

At? 1
T)\mam(ﬁ) < 1

ou )\max(h—lr) est la plus grande valeur propre de la matrice M;Ll R;,. En pratique on utilise
(par exemple) la méthode des puissances itérées pour calculer cette valeur propre : On
estime la limite de la suite

X,
w, avec X,, definie par X, 41 =M; ' R, X, .
”Xn”l2

2.5 Analyse par ondes planes

Nous proposons maintenant une analyse par ondes planes des équations de Reissner-
Mindlin. L’intérét d’une telle analyse est de pouvoir définir une notion de longueur d’onde
pour le probleme de plaque qui est utile pour calculer le pas de maillage des calculs
éléments finis. Or, pour définir la notion de longueur d’onde, il faut savoir définir les
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Chapitre 2 Application de la méthode des éléments finis mixtes spectraux au
modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

vitesses de phase des ondes se propageant dans la plaque. Ces vitesses sont tradionnelle-
ment déterminées par les relations de dispersion du modele, elles méme établies via une
analyse par ondes planes. C’est le sujet de cette section.

On cherche donc des solutions du systeme (2.1.7-2.1.9) de la forme :

g = 0 e—ilwt—k2) . u = g p—ilwi—k ) k= (k1 k) , (2.5.1)
Y étant une plaque infinie homogene isotrope {z3 = 0}. On adoptera les notations

Ev E
EC =k, Va>0 |, A=——, u=G=———.
Ikl , va Y e
On rappelle dans le lemme suivant, le symbole lié a l'opérateur de 1’élasticité linéaire
[Bamberger et al., 1980] qui apparait (bien qu’utilisant un tenseur de comportement de
plaque) dans (2.1.7).

Lemme 2.5.1 Pour un champ @ de la forme (2.5.1) on a :

2
p% +Div(C ) = [ (k= p )0 + (A + p)(k-0°)k | /750

Proposition 2.5.1 Chercher des solutions de (2.1.7) et (2.1.8) de la forme (2.5.1) est
équivalent a résoudre le systéme de dispersion suivant :

53

— E—pw) O+ AN +u) k-0 k]l +ud(iku+60° = 0

12[(u pw?) 00+ N+ p)(k-0°) k] +p6 (i kuo+0°) (252
8 (u k> = pw?)ug—pdik-6° =0

Preuve

La preuve est triviale. Il suffit de remarquer que les symboles des opérateurs p 9%y —
div(uV), V + I (I étant l'identité) sont respectivement (u k2 — p w?) et (i k+ I). En
utilisant le Lemme 2.5.1 on obtient immédiatemment le systeme (2.5.2). ©

Le systeme (2.5.2) admet donc des solutions (ug,#°) non nulles si et seulement si le couple
(w, k) est solution du probléme aux valeurs propres :

3
0 5—2,0 0 0
A(E)V:w2MVoﬁV:<Q ) et M = 5
Uop 0 —pP 0
B
0 0 dp

et A(k) est la matrice définie par :
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2.5 Analyse par ondes planes

53 bk ,
o [k + N+ k] +po 3 k1 k(A + ) ikipo
A(k) = K bk
(k) 3 ki k2 (A+p) o [k + N+ ) k3 +pud ikopd
—i ki po —i ko pu 0 16 |k[?

L’expression des valeurs propres w en fonction de k constituent les relations de dispersion
associées au systeme (2.5.2).

Proposition 2.5.2 La matrice A(k) admet des valeurs propres réelles positives.

Preuve :

A(k) est clairement hermitienne et admet donc des valeurs propres réelles. Montrons
quelle est définie positive. Notons 6 = (62, 0NT | V = (8°,ug)T et calculons A(k) V-V
(au sens du produit scalaire complexe). On a

53 5 .
= uk2+(x+u)k%+u5} 09+ 75 (A p) ket hz 08+ by a8 o
ARV =] &

53 .
5 A+ p) k k20‘f+ﬁ {uk2+(/\+u) k§+u6] 09 + i ko 11 6 ug

—iky 60 —iky 609+ b ug k2

et donc

AR) V-V = % o k2|92 + 16912] + f—z (A 1) [ K31 0912 + b oo 68 05 + by o 08 63 + i3 (65)°]
+ ud [|u0\2k2 ik (g 09 — 09 do) + i ko (g 09 — 09 ug) + |09 + \egﬂ
= % [(A+1) (<0 k> +pk? |0°P] +po \Qoﬂmf

Donc on a VT A(k)V > 0 et donc les valeurs propres de A(k) sont bien réelles et positives.
o

Remarque 2.5.1 Si nous remplagons les opérateurs C g, V et div par leur symbole dans
la partie rigidité de ’énergie (2.1.22) nous retrouvons le résultat du calcul précédent.

2.5.1 Expression des relations de dispersion

Maintenant que I’on est str que le systéme de dispersion est bien posé, on souhaite calculer
les couples (w, k) solutions du probleme aux valeurs propres

ARV =MV .

Plutét que de passer par un fastidieux calcul de déterminant on résout directement le
systeme (2.5.2).
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modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

pik-6°
—puwr+k2pu
injecte cette relation dans la premiere équation de (2.5.2) et en prenant le produit scalaire
de celle-ci par k et il vient

Pour —p w?+ k% 1 # 0 (%), la deuxiéme équation de (2.5.2) donne ug = n

3
[%(—pw2+k2u><—pw2+u+2m k2)] 00 k—pdpw’d® k=0

12
o [p2w4—pw2 {(AJFSM) k%—ﬂ +k4u()\+2u)] k=0

52 -
12
i Lk) & W2-W/((\+3u k‘2—|——'u +E* (N +2u) =0, avec W = p w?
52
On montre que le discriminant de cette équation s’écrit
12 2 12u
A=[Fk (A+u)+?] —|—4x5—21~c2u

Elle admet donc deux racines réelles qui définissent les deux relations de dispersion suiv-
antes :

120 2 48 k2 12
(A+3u)ks2+12“—\/[/c2(A+u)+—2“] + =K
B 5 5 5 953
wy = 5, , (2.5.3)
120 2 48 k2 12
(A+3u)k2+2#+ [/-c2()\+,u)+—2'u] +72“
B 5 5 5 954
wo = 5, (2.5.4)

La troisiéme relation est donnée par (*). Puisque les w cherchés sont réels positifs on a :

ws =k \/g . (2.5.5)

On en déduit alors les vitesses de phases V; des ondes se propageant dans la plaque définies
comme le rapport w;/k (i = {1,2,3}) sont :

A+ 30)(k 0)2 + 121 — \/[(k 5)2(\ 12u)° + 48 12(k 6)?
fom | QN 100 Vi O T O
v L O 07 12 VI 8200+ 1) + 120] + 48 12k P s
ké\ 2p

(2.5.8)

o
I
NS
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2.5 Analyse par ondes planes

2.5.2 Propriétés du modele

Les relations (2.5.6)-(2.5.7) montrent que le modele de Reissner-Mindlin est dispersif
puisque les vitesses de phase Vi et Vo dépendent de la fréquence. De plus, on montre
facilement que lorsque k ou ¢ deviennent grands, la dispersion diminue et les vitesse V7 et
V5 ont tendance a devenir constantes. Les figures 2.5 illustrent les les vitesses de phases
Vi et Va et les vitesses de groupe 0V;/0k des ondes se propageant dans une plaque en
aluminium pour laquelle

p=2700kg.m™3, E=7410"P,, v =0.34,

et ce, pour différentes épaisseurs. Si ’on définit la longueur d’onde comme étant le ratio
V/f ou V est la plus petite vitesse de phase et f la fréquence du probleme, le cas ou la
quantité k § (qui détermine entierement les vitesses de phase) est grande, c’est a dire soit
le cas des cas hautes fréquences, soit le cas ou ’épaisseur n’est plus un “petit parametre”,
correspond au cas ou la plaque contient plusieurs longueurs d’ondes dans I’épaisseur. Le
comportement de la plaque doit alors étre modelisé via un vrai modele 3D et le modele
asymptotique n’est alors plus pertinent. Du reste, bien que que les vitesses de phases
deviennent constantes comme dans le cas du modele de 'élasticité 3D, elles convergent
vers les vitesses v/(\ + 2u)/p et \/p1/p qui ne sont pas les vitesses du modele 3D puisque
A et p sont définis par 2.1.10 et non comme les coefficients de Lamé qui apparaissent dans
2.1.2. Un moyen pertinent pour appréhender le domaine de validité du modele serait de
comparer les relations de dispersion du modele 3D et du modele de Reissner-Mindlin et
d’estimer leur différence en fonction du parametre & 6.

2.5.3 Longueur d’onde et critere de maillage

Les calculs précédents montrent qu’il convient de considérer trois longueurs d’ondes dis-
tinctes pour notre modele & savoir

Ai:%,:{1,2,3} avec f:%.

Pour une fréquence f donnée (et donc w connue), on inverse (numériquement) les rela-
tions (2.5.3) et (2.5.4) de sorte & obtenir deux nombres d’onde k%, k3. A I'aide de (2.5.6)
et (2.5.7) on en déduit les deux vitesse de phases Vi, V5. On peut alors définir la plus
petite longueur d’onde du probléeme comme étant

Vi

A= min —
i=1{%351,3} f

et ainsi se donner un pas de maillage de la forme A\/N ou N est le nombre de points que
I’on souhaite mettre par longueur d’onde.
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Fi1G. 2.5: Vitesses de phase V7 et V5 et vitesses de groupe associées
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2.6 Résultats numériques

2.6 Reésultats numériques

Nous présentons dans cette section plusieurs résultats numériques validant et mettant en
évidence la performance de la méthode employée (notamment 'utilisation d’une approxi-
mation d’ordre élevé en espace). Les simulations numériques auront en commun :

e La source de chargement localisée : f(t,x) = f1(t)f2(z) ou f1 est une fonction de
type Ricker de fréquence centrale fy (cf. Fig 2.6.a ) et fo une gaussienne a support
compact en espace centrée en (0,0) de rayon r (cf. Fig 2.6.b ) :

—7T2|$|2
fit) = —202 f22r?(fot — e ™IV pey =4 e 1 sifa<r
0 sinon
=
(a) fi(t) (b) fa(z)
F1c. 2.6: La source
e Les dimensions et la géométrie de la plaque : ¥ = [-5,5] x [-5, 5].

e Les conditions aux limites : La plaque est totalement encastrée, .i.e v = 0.
Nous proposerons dans l'ordre :

1. Une validation de la méthode par des comparaisons avec un autre code de calcul.

2. Une étude numérique de performance.

3. Une simulation numérique sur une plaque hétérogene.

Pour la validation et I’étude de performance, nous supposerons que la plaque est en alu-
minium. Les constantes physiques pour ce type de matériau sont alors

p=2700kgm™3, E=7410"P,, v=0.34.
Pour ces deux sections, les maillages utilisés seront cartésiens.
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modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

2.6.1 Validation de la méthode

A notre connaissance, il n’existe pas de solution analytique pour le modele de Reissner-
Mindlin instationnaire. Pour valider notre méthode nous allons utiliser le fait que le modele
(2.1.7)-(2.1.9) est asymptotique a celui de I’élasticité linéaire 3D. Plus précisément nous
souhaitons retrouver numériquement la relation (2.1.6) qui est vrai lorque 1'épaisseur § est
petite devant les autres dimensions. Pour § = 1.4, § = 0.5 et § = 0.1, nous allons calculer:

e U : La solution 3D du systeme de I'élastodynamique linéaire (Psp) a l'aide d’un
code dévoloppé par [Fauqueux, 2003].

e (u,0) : La solution 2D de notre modele de Reissner-Mindlin (2.1.7)-(2.1.9).

Pour ces expériences de validation nous avons utilisé des éléments Q° et des parametres de
discrétisation (h, At) suffisamment petits pour que les solutions puissent étre considérées
comme parfaitement convergées. Afin de mettre en évidence la relation (2.1.6) nous com-
parons les champs u et Us.

Les instantanés de la figure Fig.2.7 obtenus pour § = 0.1 (soit lem d’épaisseur pour une
plaque d’un metre de coté) montrent que les deux champs calculées pour cette épaisseur
semblent représenter deux phénomenes physiques tres proches.

(a) Us & t=2e-4s (b) u & t=2e-4s

[

@

Lems wee

(c) Us a=be-4s (d) u & t=>be-4s

F1c. 2.7: Instantanés de u et Us.

96



2.6 Résultats numériques
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i
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x 10" ‘

25 T T
— Elastodynamic 3d
2F —Reissner—Mindlin | 4

—_ L L L L L L L L L
2O 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
time (s)

(c) Comparaison pour § = 0.1
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Chapitre 2 Application de la méthode des éléments finis mixtes spectraux au
modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

Le phénomene de superposition de Uz et u qui s’opére lorsque I’épaisseur diminue est
plus visible sur les courbes représentant les solutions en un point au cours du temps.
Notons xzg = (0,0). La figure Fig.2.8 représente Us(xzo,t) et u(xg,t). On remarque que
le déphasage des courbes et les différences d’amplitudes visibles pour § = 1.4 s’atténuent
lorsque § diminue jusqu’a devenir négligeables pour 6 = 0.1 validant ainsi notre méthode
et notre code de calcul. Ici toutes nos simulations numériques sont réalisées en 2D et
sur maillage régulier et nous avons utilisé des formule de Gauss-Lobatto pour calculer la
matrice de rigidité.

2.6.2 Inluence de I’ordre de la méthode sur le temps CPU et la précision

Dans cette section 6 = 0.1. On calcule une solution de référence parfaitement convergée
Ures & l'aide d’éléments Q7 sur un maillage trés fin (2500 éléments). Dans cette section,
nous montrons l'intérét de notre schéma en termes de précision et de temps de calcul.
Notons h, et N9 le pas de maillage et le nombre de degrés de liberté nécessaires pour
obtenir une solution qui satisfait un critere de précision donné. Par exemple

€h<5%

oll e, est une mesure pertinente de la différence entre u,.s et uj. Pour satisfaire un tel
critere, D'utilisation d’une approximation d’ordre r’ > r permet évidemment de choisir
h,s > h,. Cependant la vraie question est de savoir si on a N > N;l,dl. En effet si malgré
un maillage moins fin 'approximation d’ordre r’ requiert autant de degrés de liberté que
I’approximation d’ordre r pour obtenir une précision identique, alors le gain en terme
de performance est alors a peu prés nul. L’approximation et les formules de quadratures
utilisés ont pour but d’obtenir une convergence spectrale c’est a dire que 'augmentation de
lordre d’approximation diminue non proportionnellement le nombre de degrés de liberté
requis pour satisfaire un critere de précision donné :

M > = NI < NG
Le tableau ci-dessous montre le nombre de degrés de liberté et le temps CPU nécessaires

pour calculer les solutions uj (z,t), (x,t) € ¥ x [0,0.02] qui satisfont le critere de précision

up(20,t) — Urer(To,
o, = Jun(@o.t) = trep(@o, Oy oo (2.6.1)
||uref($0>t)||L2[0,T]

pour des approximations d’ordres r = 2 a r = 7. Pour chaque ordre on a pris le At optimal
a savoir le plus grand pas temps autorisé par la condition de stabilité du schéma saute
mouton.

Ordre | Eléments | Nb ddl At Temps CPU (s) | exn(%)
2 10000 40401 | 0.604e-5 556 5.2
3 1296 11881 | 0.882e-5 84 5.4
4 484 7921 | 0.908e-5 49 4.8
5 196 5041 | 0.961e-5 26 4.9
6 100 3721 | 0.971e-5 18 5.1
7 64 3249 0.93e-5 16 )

98



2.6 Résultats numériques

Ce tableau illustre clairement I'intérét d’utiliser une approximation d’ordre élevé. L’utilisation
d’éléments Q7 divise par 3 le temps de calcul comparé aux éléments Q% et par 35 com-
paré aux éléments Q2. D’un point de vue stockage mémoire et complexité, 1'utilisation
d’éléments Q7 divise par 2.5 le nombre de degrés de liberté comparé aux éléments 0% et
par 12.5 comparé aux éléments Q2. Enfin, il est connu que le I'utilisation d’ordre élevé
tend a diminuer la CFL et donc & pénaliser a priori le pas de temps. Cependant le mail-
lage peut étre choisi moins fin lorsque I’on monte en ordre. On observe alors que le pas
de temps optimal reste sensiblement le méme au moins pour les ordres r =4 & r = 7. Ces
résultats et interprétations sont illustrés sur la figure 2.9.

45K20 : : : : : : : : 10210 :
4 95F o T T _
350 o —
-
3
8.5¢ /
5 2.51 /
a 5 8 /
< 2r /
75/
1.5r //
1+ N T/
- /
0.5 - .- 4 6.5 /
I y
9 3 5 6 7 2 3 4 6 7
order order
(a) Degrés de liberté en fonction de I'ordre (b) At optimal en fonction de l'ordre
600 T T T T T T T T T 90
500\
\
4001 \\\
gsoo \
£ \
\
200F \
\\
100 1 T
— 20t e
9 3 ‘ 5 s 7 9 a 5 6 7
order order
(¢) Temps CPU en fonction de l'ordre (d) Temps CPU en fonction de I'ordre (zoom
pour r > 3)

FiG. 2.9: Influence de 'ordre sur la performance de la méthode

Afin d’illustrer la convergence en maillage de notre méthode, nous proposons via la figure
2.10 des courbes représentant u(zg,t) pour différents pas de maillage aux ordres r = 3 et
r=>5.
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u(xo,t)

u(xo,t)

Chapitre 2 Application de la méthode des éléments finis mixtes spectraux au
modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.
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(¢) Convergence sur maillage fin pour r = 3. (d) Convergence sur maillage fin pour r = 5.

FiG. 2.10: Convergence en maillage .

Une remarque concernant l’influence de 1’épaisseur sur ’approximation par
éléments finis On peut remarquer le mauvais comportement des ordres 2 et 3 en terme
de degrés de liberté requis pour satisfaire (2.6.1) pénalisant ainsi la perfomance de la
méthode. Précisons que nous n’avons jamais réussi a atteindre le critére (2.6.1) a l'aide
d’éléments Q'. Ceci est probablement un phénomene de verrouillage numérique : Le
"petit parametre” § pénalise I’approximation par élément finis [Havu et Pitkaranta, 2001].
Ce phénomene est particulierement sensible pour des approximations d’ordres peu élevés.
Beaucoup de travaux et d’ouvrages traitent de ce sujet. A propos des problemes de
verrouillage pour les modeles de plaque et coque, le lecteur trouvera une analyse exhaustive
du probléme et de ses solutions dans [Chapelle et Bathe, 2003] et [Chapelle et Stenberg,
1998]. La figure 2.11 montre, pour différentes valeurs de ¢, le nombre de degrés de liberté
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number of dof

Illustration du phénomeéne physique :

2.6 Résultats numériques

(en un sens le pas d’espace) requis pour satisfaire (2.6.1) . On peut voir que lorsque § — 0
le nombre de degré de liberté augmente considérablement pour les ordres 2 et 3 tandis
que ce n’est plus vrai a partir de 'ordre 4. Notre observation est qu'un moyen simple et
efficace de diminuer de fagon significative les phénomenes de verrouillage est d’utiliser un
approximation d’ordre assez élevé bien qu’en aucun cas nous ne prétendons avoir proposé

une méthode non verrouillante.

x 10

——08=0.1
6 8=0.05
x§=0.01

order

(a) ddl requis en fonction de I'ordre pour chaque
épaisseur

number of dof

7 T ‘
——r=2
—%—r=3
| —e—r=4
>—r=5
—+—1r=6
r=7
] |
| |
] |
] |
%77—7——7777777
-_—
— —k
1k B 7
A ——————
I : ‘
0.01 0.05 0.1

thickness o

(b) ddl requis en fonction de 1'épaisseur pour
chaque ordre

FiG. 2.11: Verrouillage numérique pour les ordres bas.

La figure 2.12 illustre le phénomene de prop-

agation d’onde dans une structure mince. Puisque la source est centrée et que le milieu est
homogene, le phénomene physique est relativement simple. On peut voir la propagations
des ondes au cours du temps, puis une réflexion symétrique sur les quatres bords de la
plaque. Cependant, la prise compte du cisaillement transverse dans le modele (via le terme
Vu + @) rend les ondes dispersives ce que 1'on voit assez bien a travers la multiplication
des fronts d’ondes au cours du temps.
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Chapitre 2 Application de la méthode des éléments finis mixtes spectraux au
modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

(a) Instantané & t=0.0002s

(c) Instantané a t=0.000264
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Fi1G. 2.12: Instantané du déplacement en flexion.



2.6 Résultats numériques
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Chapitre 2 Application de la méthode des éléments finis mixtes spectraux au
modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

2.6.3 Propagation d’ondes dans une plaque hétérogene

Dans cette section nous proposons quelques résultats numérique issus d’une simulation
sur une plaque hétérogene ¥ = [—10;10] x [—10;10]. La source f est décentrée au point
z1 = (1.5,0). La plaque est constituée de trois milieux (cf fig 2.14).

e Milieu 1 : Plexiglass = p = 1800kg.m ™2, E=2910°P,, v=04.
e Milieu 2 : Aluminium = p = 2700kg.m ™3, E =7410"P,, v =0.34.
e Milieu 3 : Acier = p = 7800kg.m™3, E =2110"P,, v =0.22.

On peut déduire des relations de dispersion que les vitesses minima des ondes se propageant
dans chaque milieux sont respectivement

vPler — 740m.s7t, VAR = 3097m.s7t, VACer = 3205m.s71 . (2.6.2)
Par conséquent nous devons utiliser un maillage adapté a ce cas, c’est dire beaucoup plus
raffiné dans le milieu 1 que dans les milieux 2 et 3. La plupart des mailleurs disponibles
proposent des maillages triangulaires de meilleurs qualités que les maillages quadrangu-
laires. En 3D il n’existe, a notre connaissance, que tres peu de mailleurs héxaédriques.
Nous construirons donc un maillage quadrangulaire a partir d’un maillage triangulaire en
découpant chaque triangle en 3 quadrangles (cf. Fig. 2.14). Ce procédé a été utilisé avec
succes et efficacité en 3D [Durufle, 2006], [Pernet, 2005] . Les parametres de discrétisation
sont alors :

e 3198 éléments Q° = 80291 degrés de liberté.

e At =510"".

Fia. 2.14: Maillage quadrangulaire adapté pour une plaque hétérogene.
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2.6 Résultats numériques

(a) Instantané & t=0.00375s (b) Vue 3D correspondante

(c) Instantané & t=0.0055s (d) Vue 3D correspondante

F1a. 2.15: Propagation d’ondes dans une plaque hétérogene.

La figure 2.15 illustre la propagation des ondes dans la plaque hetérogene. Icile phénomene
est sensiblement plus complexe et met clairement en évidence les propriétés physiques de
chaque milieux. En effet, on peut voir sur les figures 2.15 a) et 2.15 b) le ralentissement
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Chapitre 2 Application de la méthode des éléments finis mixtes spectraux au
modele de plaque de Reissner-Mindlin en régime transitoire.

et les réflexions des ondes qui arrivent dans le milieux 1 ce qui est cohérent avec (2.6.2).
Ce phénomene n’est quasiment pas visible au moment du passage des ondes du milieu
2 au milieu 3 puisque les vitesses de propagation dans ’acier et dans I’aluminium sont
sensiblement identiques. Au niveau des amplitudes, on note (cf. Fig. 2.15 c) et Fig. 2.15
d)) une augmentation du déplacement en flexion dans le milieu 1 et une atténuation dans
le milieu 3. La encore, ce phénomene est cohérent avec les caractéristiques physiques de la
plaque. En effet, la rigidité d’un matériau est directement proportionnelle au module de
Young de celui-ci. Pour mieux observer localement le phénoméne de réflexion-transmission
a l'interface entre 2 milieux, on propose, via la figure 2.16, un zoom de la figure 2.15
a) autour du milieu 1, sur laquelle on peut notamment observer des sortes ”d’ondes de
raccordement” entre les milieux que I'on appelle "ondes de téte”.

F1G. 2.16: Phénomeéne de réflexion-transmission & l'interface entre 2 milieux
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Chapitre 3

Couplage éléments finis spectraux
2D-3D pour la vibroacoustique
instationnaire

Dans ce chapitre, apres avoir défini les équations de la vibroacoustique insta-
tionnaire, nous proposerons une méthode numérique alternative a la méthode
des domaines fictifs développées pour les probléemes de couplage fluide-structure
dans [Bécache et al., 2005] et [Joly et Rhaouti, 1999]. Cette méthode, non con-
forme, consistera a coupler des éléments finis spectraux 2D et 3D d’ordres différents
en utilisant un maillage conforme.
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instationnaire
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3.1 Les équations de la vibroacoustique instationnaire

3.1 Les équations de la vibroacoustique instationnaire

La vibroacoustique est le domaine de la physique qui s’intéresse au son émis par les vi-
brations d’une structure mince. Sous 'hypothese de petites déformations, la modélisation
standard consiste a coupler I’équation des ondes acoustiques avec un modele de structure
mince de type membrane, plaque et, plus généralement, coque. Dans ce chapitre nous nous
limiterons au cas des plaques, I'intérét et I'originalité de ce travail étant de proposer une
méthode numérique performante et stable pour traiter le caractere couplé du probleme,
indépendamment du modele mécanique.

3.1.1 Notations et configuration du probleme

Dans ce qui suit, on notera x = (z,z3), avec = (1, 2) € IR? et 23 € R les coordonnées
d’un point de IR? dans la base canonique (e1,e2,e3). Pour alléger les notations, = désignera
également le point (z,0) de IR®. On consideére alors les (petites) vibrations d’une plaque
Y située dans le plan 3 = 0 (qui peut donc étre identifiée & un ouvert borné de IR2). La
plaque est supposée encastrée en ses bords et couplée a un fluide homogene (typiquement
de l'air) qui occupe le domaine extérieur {2 = R3 \ X. Par la suite, (en particulier pour
définir les traces d’une fonction définie en espace sur ), il sera utile de distinguer les deux
faces de ¥ a savoir

YT=90TNY et T =00 NYX

ou 'on a posé
QF = {x = (z,23) € Q/ 23>0} (cf Fig. 3.1).

On définit enfin 'orientation de ¥ grace au vecteur unitaire normal n = e3 . Pour toute
fonction g : Q — IR, suffisamment réguliere (typiquement H1(£2)), on notera [g] le saut de
g sur X, défini par :

=95 95, (€HHE) si ge H(Q).

Les inconnues principales de notre modele mathématique seront :

e Le champ de distribution de la pression dans le fluide :
p(x,t), xe€Q, t>0,
solution de ’équation des ondes acoustiques.

e La vitesse transverse issue du déplacement en flexion de la plaque :

0
v(m,t)za—?(x,t), reXx, t>0,

solution du modele de plaque de Reissner-Mindlin.
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Chapitre 3 Couplage éléments finis spectraux 2D-3D pour la vibroacoustique
instationnaire

Remarque 3.1.1 On aurait naturellement envie de considérer comme inconnues prin-
cipales le champ de pression et le déplacement en flexion (d la place de la vitesse trans-
verse). Notre choix d’inconnues principales est motivé par la condition de couplage entre
linconnue fluide et l’inconnue structure. Comme nous le verrons, cette condition conduit
a un systéme bien posé et conservatif lorsqu’elle formulée avec la vitesse transverse ce qui
n’est pas le cas lorsqu’elle est formulée avec le déplacement en flexion. Un des principauz
objectifs de ce chapitre (et des suivants) est de proposer un schéma garanti stable pour le
probléme couplé. 1l est alors fondamental, pour pouvoir démontrer un résultat de stabilité
a laide de techniques énergétiques, de discrétiser un probléme continu conservatif.

couplagg
tV.

Fia. 3.1: Configuration du probleme

Pour différencier les opérateurs bi et tri-dimentionnels nous noterons A le Laplacien
2D et A = A + 9?/0x3 le Laplacien 3D. De la méme fagon on notera respectivement
V= (8%1, B%Q)T et V = (8%1, 6%2, &)T les opérateurs gradients 2D et 3D .

3.1.2 Les équations de la vibroacoustique instationnaire

D’apres la description précédente, si I'on consideére le probléeme sans couplage alors le
champ de pression p est solution de ’équation
10%p
22 —Ap=0, dans Q x [0,T]
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3.1 Les équations de la vibroacoustique instationnaire

ou c est la célérité du milieu fluide. De la méme fagon, si on dérive en temps les équations
(2.1.7) et (2.1.8) alors en introduisant x = 0, la vitesse transverse v est solution des
équations

5 9%k 83
Iggﬁ—l2lv@w(»+wcuvU+@:w sur ¥ x [0,7] , (3.1.1)
po 22 v _ s
) div(G(Vv+k))=f sur 3 x[0,7]. (3.1.2)

Il reste maintenant & établir la condition de couplage fluide-structure entre v et p. Cette
condition traduit ’hypothese selon laquelle la composante normale (sur la plaque) de la
vitesse acoustique V, est égale a la vitesse mécanique v [Lesueur, 1988] [Morand et Ohayon,
1992] :

Vo-n=v dans ¥ x[0,7] . (3.1.3)

Pour en déduire une condition de couplage en fonction des inconnues p et v, on utilise le
fait que V, est relié a p via I'’équation de conservation de la quantité de mouvement (p ¢
étant la densité du fluide )

Va
— 4+ Vp=0 dans Qx[0,7],

de laquelle on tire
Op oVy-n
o R dans ¥ x [0, 7]

En dérivant alors (3.1.3) par rapport a t et en utilisant la relation précédente, on obtient
la condition de couplage

Op ov
— = —pr — dans X x [0,7] .

on PI ot 0,71

A ce stade, en ajoutant les conditions initiales et les conditions d’encastrement appropriées
nous avons construit un systeme vibroacoustique instationnaire régit par le systeme d’EDP

1 0%

ERr Ap=0 dans Qx][0,7], (3.1.4)

Op ov
o = Pf g SW ¥ x1[0,7], (3.1.5)

3 52 3
%%—f2£(06( )+6G (Vo+k)=0 sur X x[0,T], (3.1.6)
b5 0 5a = 5

52 iv(G (Vv+k))=f sur x [0,T] . (3.1.7)
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Chapitre 3 Couplage éléments finis spectraux 2D-3D pour la vibroacoustique
instationnaire

Ce systeme est dit faiblement couplé dans le sens ou le calul de p nécessite la connaissance
de v (via I’équation 3.1.5) tandis que v peut étre calculé indépendamment de p en résolvant
"simplement” le systéme de Reissner-Mindlin (3.1.6)-(3.1.7). En pratique, pour résoudre
un probleme vibroacoustique faiblement couplé, on résout donc, dans un premier temps,
le probleme de mécanique des solides (3.1.6)-(3.1.7). Le résultat servira comme donnée au
bord de type Neumann pour le probléme extérieur (3.1.4)-(3.1.5). Physiquement, ce type
de systéme laisse supposer (ce qui est inexact), que la modification du champ de pression
au voisinage de la plaque n’a pas d’incidence sur les vibrations de celle ci. Pour prendre
en compte 'effet de la variation du champ de pression sur 1688 déplacements de la plaque il
p

faut rajouter comme terme source dans (3.1.7) la quantité [E] [Lesueur, 1988]. Au final,
nous considérerons le systéme vibroacoustique instationnaire en vitesse/pression :
1 0%
292 Ap=0 dans Qx[0,7T], (3.1.8)
dp ov
= P SW Y x (0,77, (3.1.9)
ﬁ@—ﬁm (Ce(k)+0G (Vv+k)=0 r Y x|[0,7] (3.1.10)
Pig oz 12 7L \EER vTRI=1 s o -
0? 0
péa—t;]—édiv[G(Vv-i-ﬁ)]:f-i-[a—]Z] sur X [0,7], (3.1.11)

que 'on complete par les conditions d’encastrement

u(z,t) = k(z,t) =0, x € 0%,
et par les conditions initiales
p(x,0) = p(x,0) =0 , XEQ
{ u(z,0) = u(x,0) = k(z,0) = £(z,0) =0 , z€X

Pour résoudre numériquement ce systeme, on ramenera le domaine 2 a un domaine borné
a l’aide d’une condition au limite absorbante d’ordre 1 sur le bord du domaine de calcul.

Remarque 3.1.2 Le systéme (3.1.4)-(3.1.7) différe donc du systéeme (3.1.8)-(3.1.11) via
le terme supplémentaire dans le membre de droite de (3.1.11).

3.2 Caractere bien posé du probleme

3.2.1 Estimation d’énergie et solution faible

Soit t € [0,7]. On définit E,(p(t)) I'énergie acoustique associée au probleme extérieur
(3.1.8) par

1

Bar(t) = 5 |

Ip(#)]

1
b T Ellvp(t)llﬁ,g : (3.2.1)
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3.2 Caractere bien posé du probleme

En reprenant la définition de la proposition 2.1.6, on définit ’énergie mécanique E,, [£(t), v(t)]
du systeme couplé par

3
Em[@<t>7v<t>]=1{p5 EOBs + 2800y

2 1" 12
53 5 ,
+ G IOIEs + G Vot R)OEs - (3:2:2)

Proposition 3.2.1 Si le probléme (3.1.8)-(3.1.11) admet une solution (v(t),k(t),p(t)),
alors celle-ci vérifie lidentité d’énergie

d ov

Z EvIs(t), v(®).p)] = (f(1), 5

ot l’énergie vibroacoustique Evy est définie par

) (3.2.3)

Evy [ﬁ(t)v U(t),p(t)] = Em[ﬁ(t)v U(t)] + Ea(p(t)) :

Preuve

Notons p* = pjo=- Soit ¢ € H(Q). On notera de la méme facon ¢+ = qj+. Alors en
multipliant successivement (3.1.8) par ¢ et ¢~ et en intégrant sur QT et 2~ on obtient
les équations variationnelles

1 d? N _ _ op(t)  _

Siz [ wa+ [ vrw-ve - [FE o~ o (3:2.4)
1 d? N Op(t)

—— t)q" Vpt(t) - Vg© ———= g = 0. 3.2.5
czdtz/mp()q +/Q+ pr(t) R S e (3.2.5)

0
La condition de couplage (3.1.5) nous assure que 8_p est continu et que (3.2.4)+ (3.2.5)
n

donne
L [0 o+ [ 00090 [ oy 2y =0
gz J P at | Vp 0= | P15 ®)1al =0

. , . . p .

En divisant cette équation par p; et en choisissant g = a5t on obtient
d ov Op
—E,(p(t — @) [=@#)]=0. 2.
G 0) + [ G 15w =0 (3:2.6)

En reprenant les intégrations par parties de la section 2.1.3.1, la formulation variationnelle
du systeme (3.1.10)-(3.1.11) est :
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instationnaire

I

53 42 d? 53
pﬁﬁ/zﬁ(t)'ﬂ + péﬁ/zv(t)w + 5 g e(s(t)) : g(n)

+ géaam@+ﬁ@yww+@—4%$w:Lf@@zn

. . o " v
pour toutes fonctions tests (w, Q) € Uy . En choisissant dans ’équation précédente w = ot

on obtient

d ov dp ov
G Blis®). 0] = [ G 1580 = (1), 5

La somme (3.2.6)4(3.2.8) donne exactement (3.2.3). ©

). (3.2.8)

A partir de cette identité, il est possible d’obtenir facilement des estimations sur (p, v, k).
D’apres [Lions et Magenes, 1968] on peut en déduire le

Corollaire 3.2.1 Si f € L'(0,T;L*(Q)) alors le probléeme (5.1.8)-(3.1.11) admet une
unique solution faible

(p,v,5) € ST = C" (O,T; 222 x LQ(Q)) Nc° <O,T;L{0 X Hl(Q)) :

Remarque 3.2.1 Le choiz de l'inconnue v pour formuler la condition (3.1.5) nous a per-
mis de constuire un systeme vibroacoustique instationnaire conservatif ou l’énergie con-
servée est indépendante des termes de couplage : Ces termes s’annulent ["un 'autre na-
turellement lorsque ’on cherche a faire apparaitre ’énergie du systéme couplé. Cette pro-
priété, fondamentale au niveau continu pour assurer le caractére bien posé du probleme,
aura un équivalent discret tout aussi fondamental pour garantir la stabilité du schéma
NUMETiqUe Propose.

3.2.2 Existence et unicité d’une solution forte

Notons
Da={veH'(Q), Ave L*(Q)} et Dz =DaxH'(Q).

Une fois que l'on a remarqué que les termes de couplage du systeme (3.1.8)-(3.1.11) sont
anti-symétriques, il est tres facile, modulo une formulation et un cadre fonctionnel plutot
lourd, de démontrer I'existence et I'unicité d’une solution forte en appliquant le théoréeme
de Hille-Yosida. On épargne au lecteur le détail des démonstrations mais on expose, dans
les quelques lignes suivantes, les principales idées.

En utilisant la reformulation de I’équation des ondes sous forme d’un systeme d’ordre 1
en temps proposée dans [Brézis, 1983] et la reformulation du systéme de Reissner-Mindlin
proposée au chapitre 2.1.3.1, il est facile de voir que 1’on peut réécrire le systeme (3.1.8)-
(3.1.11) sous la forme

d
A + AN = F(1)
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3.3 Une méthode numérique non conforme sur maillage conforme

ou A est un opérateur de la forme

A C
(e 5)

ou A (cf. 2.1.14) est démontré maximal monotone sur D(A) (cf. 2.1.13) au chapitre 2.1.3.1
~ 0 —I , . . -

et A = < N ) est démontré maximal monotone sur D x dans [Brézis, 1983]. Par

linéarité, la somme de 2 opérateurs maximaux monotones étant un opérateur maximal

monotone, 'anti-symétrie des termes de couplage implique que A est maximal monotone

sur D(A) x Dx. Grace au théoreme de Hille-Yosida on peut alors énoncer la

Proposition 3.2.2 Si f € C1(0,T; L*(X)) alors le probleme (3.1.8)-(3.1.11) admet une
solution unique dans

SE = C2(0,T; [L3(D)]° x L*(Q)) N CY0, T;Uy x H'(R)) N C°(0,T; Dg,, x Dx) -

3.3 Une méthode numérique non conforme sur maillage con-
forme

3.3.1 Présentation de la méthode

Nous proposons ici une semi-discrétisation du probleme (3.1.8)-(3.1.11) par éléments finis
spectraux avec condensation de masse. Les propriétés physiques de la plaque et du fluide
induisent des vitesses de propagation généralement tres différentes dans chaque milieu.
Afin de ne pas surmailler (pour éviter un surcotit de temps CPU) ou sous-mailler (pour
étre assez précis) un des deux domaines, il faut a priori choisir un pas d’espace et donc un
pas de temps (puisque qu’il est relié au pas d’espace via une CFL) appropriés a chaque
milieu. Cet aspect caractéristique des problemes de couplage fluide-structure induit donc
deux difficultés majeures :

e gérer le maillage de l'interface de couplage= Non conformité en espace.
e constuire un schéma stable avec un pas de temps différent dans chaque milieu.

Ce type de probleme est abondamment traité dans la littérature. Concernant la gestion de
maillages non conformes la méthode la plus utilisée est celle des éléments joints (Mortar)
[Ben Belgacem et Maday, 1997], [Bernardi et al., 1994]. Basé sur une formulation mixte
avec multiplicateur de Lagrange, ce type de méthode est relativement complexe a analyser
et a implémenter. Une alternative, notamment développée pour les problemes de couplage
fluide structure dans [Bécache et al., 2005] et [Joly et Rhaouti, 1999] est la méthode dite
des domaines fictifs. Celle-ci permet de traiter la propagation des ondes dans le fluide &
I'aide d’un maillage cartésien, en “communiquant” avec la struture a ’aide d’une nouvelle
inconnue traitée comme un multiplicateur de Lagrange. Plus récemment, les méthodes
de type Galerkin discontinu ont apporté une solution alternative aux méthodes mortar

115



Chapitre 3 Couplage éléments finis spectraux 2D-3D pour la vibroacoustique
instationnaire

pour le raccord de maillage non conforme [Kabakian et al., 2004]. Concernant 'utilisation
d’un pas de temps local dans chaque milieu, on peut citer les techniques de raffinement
développées dans [Garcia, 2004] et [Collino et al., 2006].

En vibroacoustique, la vitesse des ondes dans le fluide est généralement beaucoup plus
faible que la vitesses des ondes se propageant dans la structure (par exemple la vitesse de
propagation dans lair est 340m.s~! tandis que la vitesse de propagation dans I’aluminium
est de l'ordre de 5500m.s~!). Pour gérer efficacement et avec précision cette difficulté,
nous proposerons une méthode non-conforme en espace sur maillage conforme (nous allons
expliquer ce joli contresens) en utilisant & bon escient la souplesse offerte par I'utilisation
d’ordre élevé. Par rapport aux méthodes Mortar notre approche permet :

e une formulation mathématique et une implémentation beaucoup plus simple,
e d’éviter le calcul des matrices et des vecteurs dus a un multiplicateur de Lagrange,
o d’éviter I'utilisation d’éléments devant satisfaire une condition inf — sup.

e d’utiliser un maillage conforme, ce qui simplifie grandement le calcul de la matrice
de couplage entre p et v.

L’idée principale (et simple) de notre méthode est la suivante :

On construit un maillage fluide-structure conforme en ”extrudant” un maillage de plaque
2D dont le pas est donc choisit en fonction des caractéristiques physiques de la plaque.
Les éléments du maillage de plaque sont ainsi les traces des éléments du maillage fluide

(cf. Fig. 3.2).

+
Element dans Q

Element sur Z

Element dans

Fia. 3.2: Maillage fluide-structure conforme

D’apres la remarque faite sur les vitesses de propagation dans les deux milieux, le maillage
3D obtenu pour le fluide est donc trop grossier (le nombre de points par longueur d’onde
est insuffisant). Nous choisissons alors d’utiliser une approximation polynomiale d’ordre
plus élevé dans le fluide que sur la structure (par exemple on utilisera des éléments Q5 sur
la plaque et Q7 dans le fluide).
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3.3.2 Le schéma élément fini

D’apres les équations (3.2.4), (3.2.5) et (3.2.7) le probleme variationnel associé au systeme
(3.1.8)-(3.1.11) est :

Trouver (p,v, k) € S}F solutions de

(1 d? 1 ov
prthQ/Qp()q + Py QVp() Vq Eat()[(}] 0,

3 2 2 3
(P) p%%/zﬁ(t).ﬁ n p&%/zv(t)w-}- > | Cels(®) : eln)

dp B
+ 6 [ G Tut + s (Vwtn) - [l w= [ @)

pour toutes fonctions tests (g, w,n) € HY(Q) x Uy .

Il est bien évident que nous allons utiliser la méthode d’approximation développée dans
le chapitre 2 pour la partie purement structure et la méthode développée dans le chapitre
1 pour la partie purement acoustique. L’utilisation d’un maillage conforme va simplifier
considérablement ’approximation des termes de couplage. Reprenant 'idée principale
développée précédemment, on utilisera 7, = UK un maillage en quadrangles de X et

Ty, = U H un maillage en héxaedres de €2 tels que le maillage 7, U T, soit conforme, c’est
a dire :

VKeT,,3 HeTptelque K=HNY (cf. Fig.3.2) .
Pour 'approximation des inconnues mécaniques nous utiliserons 1’élément fini

Q"(K) = (K,Q"(K),E?)

et pour 'approximation de la pression nous utiliserons 1’élément fini

7~

Q"(H) = (H,Q" (H),=%)

ot H est le cube unité. Par conséquent, nous chercherons une solution approchée (vy, ky,)
de (v, k) dans I'espace Uj, , défini par (2.2.2) et une solution approchée pj, de p dans I'espace

Py’ défini par

Py = {p € CO(Q) tel que p o Fyr € Q7 (M)} € HY(©),

oulFy : H — H est I’équivalent 3D de F (cf. Fig. 3.3).
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001)—— (011

(10,1

=

X1 VS R

(100 (1,1,0)
Fic. 3.3: L’application Fg

Pour distinguer l'ordre des formules de quadrature, nous noterons respectivement G(r) et
GL(r) les formules de Gauss et de Gauss-Lobatto d’ordre r. Posons 7., = max(r,r’).
Nous proposons alors le probleme variationnel approché

Trouver [vp,(t), £, (t), pr(t)] : [0, T] — Up o ¥ P’ solutions de

( 1 d2 /-GL(T’) 1 G(r') G(Tmaz)

Py ) g + — Vou(t)- Van -I-/ — (1) [gn) =0

Q Pf Jo ¥ ot

853 d2 GL(r) 5 42 GL(r) 53 G(r)
) P15 W/E Ep(t) m, + p W/z vp(t) wy, + 2 /s C e(tn(1)) : g(ny,)

G(r)
L5 /E G (Von(t) + 55, (1)) - (Vawop, +1,)

G(rmaz)
- [ = [ 0w,

b

Ce schéma éléments finis proposé est donc un couplage des schémas (1.4.29) et (2.3.10)
pour des approximations polynomiales d’ordre différent dans chaque milieu. On peut
noter que la matrice de couplage est caculée a ’aide d’une formule de quadrature de
Gauss d’ordre 7,4, Nous verrons dans ’analyse qui suit que ce choix correspond a une
intégrations exacte, ce qui va nous permettre de montrer que ’erreur d’approximation du
schéma (P},) est simplement la somme des erreurs d’approximation des schémas (1.4.29)
et (2.3.10) .

3.3.2.1 Analyse du schéma

Nous choisissons de ne pas donner une démonstration d’analyse aussi détaillée que celles
proposées en section 1.4.1.2 et 2.3. Nous proposerons ici une démarche plus synthétique
en utilisant autant que possible les résultats des chapitres précédents. Pour ce faire, on
reprendra le formalisme et les notations de ces chapitres, en particulier :

e l'utilisation des caracteres gras pour les fonctions (en particulier les transformées de
Laplace des inconnues) et espaces fonctionnels sur C,

e la terminologie ”probleme harmonique” pour désigner un systéme d’équation déduit
d’un systeme initial via la transformée de Laplace,
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e pour toute forme bilinéaire a(.,.) définie sur V' x V & partir de produits scalaires
continus, on notera ap(.,.) définie sur Vj, x V3, (V}, C V') sa forme bilinéaire approchée
définie a l’aide de produits scalaires discrets de type formules de quadrature.

Gréce aux analyses des chapitres 1 et 2 il va nous suffire :

1. d’obtenir un lemme de Strang pour notre probleme de couplage (ce qui assurera en
particulier une erreur d’interpolation optimale),

2. de montrer que la formule de quadrature utilisée pour calculer les termes de couplage
conserve ’erreur d’interpolation.

Une version du lemme de Strang pour le probleme P, Posons

b(s(v,6,p),(W,n,q)) = ba(5p,q))+bru (55 (v, ), (W,n) )

+ c(s(v,p),(w,q))

ou les formes bilinéaires by(s;.,.), bra(s;.,.), ¢(s;.,.) sont définies par

1 1 _
ba( 8;P,4) = 28|8|2/pq+8—/Vp-Vq,
prc Q Pf Ja

53
b (55 w)) = sl (5 [ovw s 3 [psen)
by b

3
+ s[% Zgg(ﬁ):g(ﬁ)—i—(s/ZG(Vv—i-ﬁ)-(Vv_v—Fﬂ) ,

cCsivp) ) = o | [vial - [lw] .

Le probléme ”harmonique” associé au probleme (P) est alors :

Trouver (v, k,p) € Uy x HL(Q), solutions de

b(s; (v,k,p),(W,n,q) ) = 3/2fw , V(w,n,q) € Up x H'(Q) . (3.3.1)

auquel on associe le probleme élément fini :

/ .
Trouver (vp, kp,, Pr) € U}, o X P}, solutions de

b, ( 83 (Vi Kp, Pr), (Wh, 1, , dn) ) = S/ £ Wi, ¥ (Whom, qn) € Us o x Ph . (3.3.2)
>
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On ac(s;(v,p),(v,p) ) = 0. Donc d’apres la proposition 2.1.4 il est evident que b(s;.,.)
induit une norme équivalente & la norme ||.||15.0us et qu’elle vérifie la propriété de coer-
civité

3C>0 , Cn(lplisa+(v,B)iex) <b(s;(v,E,D),(V,E,D)) .

omme X C Uy x et que les poids de Gauss et Gauss-Lobatto son
C U}, o x Pj, C Uy x HH(Q) et 1 ids de G t G Lobatt t
strictement positifs alors by, est naturellement coercive sur U}, ; x Pj,. Par conséquent, on
peut énoncer une version du lemme de Strang appropriée a notre probleme de couplage :

Lemme 3.3.1 Si U = (v,k,p) est solution de (3.3.1) et Uy, = (v, Ky, Pr) est solution
du probléeme approché (3.3.2), alors il existe une constante C' indépendante du pas de mail-
lage et de s telle que

1 b—b 'V, W
L T R Ly T T
Xheuz’OX'le n W, el ()X’P;/ ”ﬂh”lﬂs
(3.3.3)

Estimation d’erreur pour le probléeme couplé : En utilisant le résultat du théoréeme
1.4.1 pour p et py ainsi que lestimation (2.3.5) pour (v,k) et (vp,Kp) on peut alors
majorer ’erreur d’interpolation.

Proposition 3.3.1 [l existe deux constantes 07%73, C’,%S strictement positives telles que

wt (1 B vl < e
V, U,  x Py Ui

Il nous suffit alors de majorer I'erreur due a l'utilisation de formules de quadrature

(b — bn)(s; Vo, W)
W, 1,5

sup
W, U, <Py

Notons qu’il nous suffit d’étudier I'erreur effectuée sur les intégrales de couplage a savoir

sup |(c —cn) (55 (Vi, Pr), (Wh,dn) ) |

(Vi.pr)EUL o %P [(Wr,an)ll1,s

puisque les erreurs relatives aux termes purement acoustique et mécanique sont traitées
respectivement dans les sections 1.4.1.2 et 2.3. Or, le choix de formule de quadrature
correspond a une intégration exacte des termes de couplage. En effet, supposons (et c’est
pratiquement toujours le cas) que v’ > r. Comme le maillage 7, U T}, est conforme on
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peut écrire

(e = ¢n) (55 (Va, Pr), (Whyan) ) | = Is]* | D /A(Vh[ah]—[ﬁh]ﬁh)leldf
Ker, 'K

G
[ G @l - B W) L
K

Comme (Vy, [Gn] = [Pr] Wa) |Ji] € Q7" et que r’ > 7 = r+1/+1 <27 +1, dapres le
critére de précision (1.2.4), on a alors

G
@)~ ul ) 5l d = [ @ (5] ) i 7 =0
K K
et donc

|(c —cn) (85 (Vi, Pr), (Wh,an) )| = 0.

On peut alors déduire des propositions 1.4.7 et 2.3.1 et qu’il existe C'1,Cy > 0 tels que

(b — bn)(s: Vjp, W)

Wil <CLh +Cy 1 (3.3.4)

sup
W, €Uj, o %P},

Le lemme 3.3.1, la proposition 3.3.1 et 'estimation (3.3.4) nous permettent alors d’énoncer
la

Proposition 3.3.2 Sif est suffisament réguliére pour que (v, k,p) € [HT+2(E)]3 xH" Q)
alors

3C1,Cy > 0 tels que |[U—Uy|l1s <Ci A" +Cy A7 7L

Reprenant la démarche développée dans le chapitre 1.4.2 il est facile d’obtenir une esti-
mation d’erreur pour la formulation élément fini (P). On peut alors énoncer le

Théoréme 3.3.1 Soit r > 2, ' > 3 . Supposons que la donnée f soit suffisamment
réguliere pour que la solution (v, 1, p) du probléme (P) aie la régularité [H™3( x [0, T})]gx
H™3(Q x [0,T]). Alors si (vn, £y, pn) est solution de (Py,) on & Uestimation d’erreur

3Ci(T),Co(T) > 0 tels que |||(v, &,p) = (vn, £, pa)|lle < CL(T) BT +Co(T) A1,

ot |||.|||1,7 est la norme liée a ’énergie définie par
, T
v plfEr = [ Bvlote).).p(o)] dt
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3.3.3 Discrétisation en temps
3.3.3.1 Le schéma élements finis en espace différences finies en temps

Posons
T

[0,T] = {t,} =nAt, At = N "€ [0,N] .
Soit V3, un espace vectoriel de dimension fini. Pour toute fonction vy (t,.) : [0,7] — V},
on adoptera la notation vy = wp(t,,.). Nous allons proposé un schéma aux différences
finies en temps, centré et d’ordre 2, construit a parti du schéma saute-mouton dont nous
pourrons montrer la stabilité par une technique d’énergie classique.
Dans tout ce qui suit, on notera respectivement A, et p, les couples (vp, £,) et (wp, 1, ).
Enfin, il sera commode pour ’analyse de stabilité d’introduire les notations suivantes :

1 G’L(T/)
(Phran)n = / Ph qh
Py  Jo
1 G(r")
a(pn,qn)n = — Von-Van ,
Pr Ja

§3 GL(r) GL(r)
@ume = 25 [ mem+os [ v,

12 Js;
53 G(r) G(r)
mQdn, ) = 5 . Ce(ky) 1 e(n,) +6 . G (Vop + k) - (Vwp +1,)
G(Tmaz)
c(vn,qn) = /2 up, [qn)] -

Partant de la semi-discrétisation par élément fini (P}), on propose alors le schéma espace-
temps :

Trouver [vy, kj,, pp],n = {1,2,3...} solutions de

n41 n n—1 n+1 n—1
P —2p +p n v —v
(= At}é b gn)n + alph,an) + C(%a%) =0, (3.3.5)
Mt =2+ ppt = pp !
= ———— 1, ) m(Ap, p )n — c(wp, Z/f”wh.3.3.6
(=t ) e, Py = g (330
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3.3.3.2 Formulation matricielle et complément de Schur

Notons

o M, et Ry les matrices de masse et de rigidité acoustiques respectivement associées
aux formes bilinéaires (.,.); et ap(.,.),

o M, et Ry, les matrices de masse et de rigidité mécaniques respectivement associées
aux formes bilinéaires ((.,.))s et mp(.,.),

e (', la matrice de couplage associée a la forme bilinéaire ¢/, .).

Remarque 3.3.1 En pratique on implémente le schéma (3.3.5)-(3.5.6) a partir d’une
formulation mixte construite sur le modeéle de celles proposées en sections 1.3 et 2.2.2.2.
Par conséquent les matrices de rigidité acoustique et mécanique sont en fait entierement
définies a partir de matrices diagonales par blocs et d’une matrice élémentaire (associée a
lopérateur gradient 2D ou 3D). Plus précisément Ry, peut se factoriser selon ’expression
donnée dans la remarque 1.3.5, et Ry, selon l'expression donnée dans la remarque 2.2.5.
On utilise alors les algorithmes décrits dans ces sections pour calculer les produits matrice-
vecteur associés aux matrices de rigidité. Cela nous permet de bénéficier d’une économie
considérable en termes de stockage mémoire, surtout pour la matrice Ry,.

Notons enfin
e A} le vecteur des coordonnées de A} dans U}T;,m
e P/ le vecteur des coordonnées de pj dans Py,
e [}’ le vecteur des coordonnées de A, dans Uy .

La formulation matricielle du schéma (3.3.5)-(3.3.6) est :

Trouver [A}, Pp'],n ={1,2,3...} solutions de

Pttt —2pp + PP At — ARt

My, AL + Ry, P;Z + SAL =0, (3.3.7)
An+1 AT 4+ An—l . Pn+1 _ Pn—l
M, —k Atg h LRy A} — O} % = F. (3.3.8)

En pratique, nous utilisons le principe du complément de Schur conjugué & un solveur
itératif de type gradient conjugué pré-conditionné pour résoudre ce systeme :

Le systeme (3.3.7)-(3.3.8) peut se réécrire sous la forme :
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At At
M, PP+ = Ch AL = opr PPl Ry, PP+ = Cn APt (3.3.9)
At At
My A= =2 G P = 20 = AT - Ry AR - - G BT (33.10)
De (3.3.9) on tire
ho =My 1 Ty Yriy : (3.3.11)

Si on injecte (3.3.11) dans (3.3.10) il vient

_ At
2

At

My, Apt! Cr My! <F1’";;"—1 - Ch Agﬂ) = Fyn!

n4+1 At2 * -1 - n,n—1 At * -1 pn,n—1
= Ah = Mh + Tch Mh Ch F2h + 70}1 Mh F].h (3312)

On résout alors I’équation (3.3.12) en inversant la matrice symétrique définie positive

At2 * -1
My, + =-Cii M;" G, (3.3.13)

a l'aide d’un solveur itératif de type gradient conjugué pré-conditionné. Des lors, con-
naisssant A7 le calcul de P/ (via 'équation (3.3.11)) est immédiat puisque M}, est
diagonale, grace a l'utilisation de la condensation de masse.

Remarque 3.3.2 Le coit de inversion de la matrice définie par (3.3.13) est limité car
celle-ci est purement 2D.

3.3.3.3 Etude de stabilité

Nous allons montrer que le schéma (3.3.7)-(3.3.8) est stable sous réserve de vérifier la
condition CFL la plus restrictive entre la CFL du schéma acoustique et la CFL du schéma
mécanique. Nous allons montrer que ce schéma est conservatif, et, plus précisément
qu’il conserve une énergie discrete indépendante des termes de couplage et équivalente
a l'identité (3.2.3).

. n+z + vy . . P .
Pour toutes fonction, vy(.,t) posons v, * = b " On introduit alors I’énergie acous-

2

tique discrete

2
n+1
P, —Ph

At

n+: nti def
+anlp, 2y 2) |, avec |ppf, = ORDA

My,

+1 der 1
B 2
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et I’énergie mécanique discrete

2
n+1 n
A=A

At

def

nt+i  ntl n o\n
A7) ,avee [ ARlR = (AR A

1
5 -l-mh(Ah

My,

Pour démontrer la stabilité on utilisera les identités algébriques résumées dans le lemme
suivant.

Lemme 3.3.2 Par bilinéarité on a les égalités :

1 n+i n+i 1 nt+i n+i
o an(e Pl = an (ph " ) L G o) = my <vh Pt
n+1 n n+1 n—1 n+1 n|2 n n—12
o (P =2yt o = =it = o, — PR — o,

o (=22 N T X = I - X - I - T

Proposition 3.3.3 La solution (py,, Ajy) du schéma (3.3.7)-(3.3.8) vérifie l'identité d’énergie
discréte

1
_ E 2 n+l _ UZ 1

Ly — Ly % Y n+2

avec Ey, = EnJr2+EnJr2 (3.3.14)

Preuve : 11 suffit d’écrire point par point un ”équivalent discret” des arguments de la
preuve de la proposition 3.2.1.

pn+1 _ pn 1
A cet effet choisissons comme fonctions test ¢, = % dans (3.3.7) et By, =
)\n+l . )\n—l
W dans (3.3.8). Il vient
(AL R SN A W N Al
A2 ’ AL ho 2At
+1 n—1 n+1 n—1
U~ Pp__—Pp
=0 3.3.15
T AT A T A ) (8:3.15)
(BT EMAANT ATy, BN
A2 T 2A¢ Sho oAt
B C( v;;b-i-l vz—l pZ-i-l n f n+1 n 1
2At h
(3.3.16)
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Comme ay (., .), mp(.,.) sont symétriques, d’apres le lemme 3.3.2 la somme (3.3.15)+(3.3.16)
donne

41 _1 N _
Eg Q_Eg 2 N C( 'U]ZH_l—'UZ 1 pz-l-l_pz 1 ):0
At 2At ' 2At ’
En-i—% En—% ntl _,n—-1  n+l _ n—1 ntl _ gyn—l
m — Ly . C( 'Uh _'Uh ph _ph ):/fn 'Uh _vh .
At 2At ’ 2At o R 2At

Par somme on obtient précisément 'identité (3.3.14). ©

11 est donc clair que le schéma est stable si et seulement At est suffisamment petit pour
1

que la quantité E‘Y;JFQ soit positive [Bécache, 2003]. Par somme, cette condition est assurée
si By *3 et E,:lj% sont positives, c’est a dire si At satisfait & la fois la CFL du schéma
relatif au modele de plaque et la CFL du schéma d’approximation de I’équation des ondes.
Par conséquent on choisira un At qui satisfasse la CFL la plus restrictive. En pratique
ce sera toujours la CFL du modele de plaque. Notre schéma présente donc 'avantage de
pouvoir controler la stabilité du probleme couplé en controlant seulement la stabilité du
probleme de plaque. En contrepartie le pas de temps est alors bien plus petit que le pas de
temps "optimal” autorisé par la CFL dans le fluide, ce qui pénalise sensiblement le temps
de calcul.

Pour pallier a ce probleme, une méthode de raffinement en temps conduisant & un schéma
garanti stable (par technique d’énergie) avec un pas de temps optimal pour chaque milieu
est proposé dans [Garcia, 2004]. Ce type de méthode a déja été implémentée avec pour
les problemes de couplage fluide-structure dans [Diaz, 2005].

126



3.4 Résultats numériques

3.4 Reésultats numériques

Nous présentons dans cette section plusieurs résultats numériques qui illustrent un phénomene
vibroacoustique transitoire généré par les vibrations d’une plaque couplée a un fluide en-
vironnant. Dans une premieére partie nous validerons notre méthode en comparant nos
résultats avec un code élément fini de couplage fluide-structure 3D/3D réalisé dans le
cadre des travaux de theése de J.Diaz [Diaz, 2005]. Puis, nous proposerons une étude
de perfomance qui mettra en évidence la convergence en ordre et en maillage de notre
méthode ainsi que son potentiel sur un gros cas de calcul. Quelques instantanés du champ
de pression et du déplacement en flexion de la plaque illustreront le phénomeéne physique
que 'on cherche & simuler.

3.4.1 Validation de la méthode

Nous proposons dans cette section de valider notre méthode en comparant nos résultats
avec un code élément fini de couplage fluide-structure 3D /3D dans lequel la partie struc-
ture est modélisée par le systeme de 1’élasticité linéaire. Cette démarche de validation est la
suite logique de la démarche établie pour valider notre code de plaque. Nous supposerons
que la structure est en aluminium (p = 2700kg.m™3, E =74 10"°P,, v =034 ) et
soumise a la force localisée de chargement f(x,t) = f1(t)f2(x) avec (cf section 2.6)

—7T2|$|2
fult) = =202 f3Er2(fot — e ™D py =9 e 17 sifx<r
0 sinon
La structure ¥ = [—5,5] x [—5,5] est couplée au fluide Q@ = [—6,6] x [—6,6] x [—2,2]

ol ¢ = 340m.s~'. La fréquence centrale de la source est fy = 340Hz de sorte que la

longueur d’onde du fluide soit A = 1. Nous choisissons 1’épaisseur de plaque 6 = 0.1 pour
laquelle nous savons que les déplacements en flexion du modeéle de élastodynamique 3D
et du modele de Reissner-Mindlin sont identiques sans couplage (cf section 2.6). Pour
les deux codes, nous utiliserons un maillage conforme (cf Fig. 3.4) Le code 3D/3D est
basé sur une méthode conforme et impose 1'utilisation d’éléments Q° (pour le fluide et la
structure). Pour notre modele de vibroacoustique nous utiliserons des éléments 0% sur la
plaque et Q7 dans le fluide. Enfin, nous prendrons At = 6.6 10~¢ pour le code 3D/3D et
At = 4.3 1077 pour le code vibroacoustique. On compare alors & 'aide des deux codes
les vitesses transverses en X = (0,0,0) (point « sur la Fig. 3.4) et les pressions au point
X1 =(0,0,0.5) (point e sur la Fig. 3.4). Sur la figure 3.5 on peut voir que les pressions
et les vitesse transverses calculées par les deux codes sont relativement semblables. Les
courbes de chaque cas ne sont pas parfaitement confondues car le maillage fluide Q° n’est
pas tout a fait assez précis. Cependant ce cas 3D /3D nécessite déja environ 15h de temps
de calcul et est suffisamment convaincant pour valider notre méthode.

127



Flexion

Chapitre 3 Couplage éléments finis spectraux 2D-3D pour la vibroacoustique
instationnaire

F1a. 3.4: Maillage vibroacoustique conforme.

x10" gx10” : , , ,

Pression par code 3D/3D

15

— Flexion par code 3D/3D
—— Flexion par code vibro

Pression par code vibro

Pressions

- ‘ ‘ ‘ 3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1% 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018
temps (s) temps (s)
(a) Comparaison des vitesses transverses (b) Comparaison des pressions

F1a. 3.5: Validation de la méthode : Comparaison des pressions et des vitesses transverses.

3.4.2 Etude numérique de convergence et de performance

3.4.2.1 Convergence et précision

Notre code de calcul étant validé, nous proposons ici quelques résultats numériques qui
mettent en évidence la convergence de notre méthode ainsi que le gain de performance
fourni par I'utilisation d’ordres elevés. Pour ce faire, nous reprenons exactement les mémes
parametres physiques et géométriques que dans la section précedente (section de valida-
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3.4 Résultats numériques

tion). On calcule une solution de référence (Vyer,pref) & l'aide d'un maillage Q7/Q7
(plaque/air) tres raffiné. Pour différents ordres d’approximation, on s’interesse au temps
de calcul et au stockage mémoire nécessaires pour obtenir une solution précise a 4% c’est
dire une solution (vp, pp) telle que

[vn (w0, t) — Vrep(®0,t) |l [0,77

p ml’t — p ]’t
H’quj( 05 )ng[07T}

~4% |
Pres (@1, ) ll150,7)

La plage de temps considérée est [0, 7] = [0,2 1072]. On considére alors 3 cas de calculs
pour des maillages (plaque/fluide) utilisant successivement des éléments Q3/Q° , 9*/QF
, @%/Q7. On utilise dans chaque cas le plus grand pas de temps autorisé par la condition
de stabilité. Une analyse quantitative de I'erreur commise et du cout en temps de calcul
et degré de liberté requis est donné dans le tableau ci dessous.

Ordre : ¥/Q | Stockage (ddl) £/Q At temps CPU (s) | Erreur relative : 3/Q (%)
3/5 5776 /1499 872 1.1e-5 36 min 22s 4.2% | 41%
4/6 4761 / 800 522 le-5 22 min 1s 3.7% | 4%
6/7 3721 / 214 286 0.94e-5 8 min 25s 2.3% / 3.3%

Les résultats de ce tableau montrent encore une fois que ’'utilisation d’ordre élevé permet
de diminuer sensiblement le temps de calcul et le nombre de ddl pour obtenir une précision
donnée. L’utilisation d’éléments Q°%/Q7 divise par 4.5 le temps de calcul et par 7 le nombre
de ddl requis pour satisfaire (3.4.1) par rapport & un choix d’éléments Q3/Q°, et ce, sans
pénaliser le pas de temps. Pour chaque cas, vj(xg,t) et pp(z1,t) sont illustrés avec leur
solution de référence associée sur la figure 3.6.

3.4.2.2 Potentiel de la méthode : Un gros cas de calcul.

Afin d’illustrer le phénomene physique que I'on cherche a simuler, la figure 3.7 propose
plusieurs instantanés représentant les vibrations d’une plaque en aluminium et le champ
de pression généré par celles-ci au cours du temps. A titre d’illustration, une coupe du
champ de pression dans le plan (Oy) et sa trace sur la plaque sont illustrés sur la figure 3.8.
Pour ce cas de calcul, la source et la fréquence sont identiques au deux sections précédentes
(fo = 340Hz). On a cependant augmenté de fagon significative la taille du domaine de
calcul : ¥ = [—10,10]% et Q = [~16, —16]? x[~10, 10]. Le domaine fluide représente donc 20
longueurs d’ondes acoustiques dans le plan (Oz) et 32 longueurs d’ondes acoustiques dans
le plan de la plaque! A 'aide d’un maillage approprié constitué d’élément Q° sur la plaque
et Q7 dans le fluide, on a simulé le phénomene de couplage fluide structure durant 0.2s. Sur
la figure 3.7 on peut observer sur les instantanés de gauche le champ de pression au cours
du temps et, a droite, le déplacement en flexion associé au méme instant. Un tel cas met
en évidence le potentiel de notre méthode en termes de temps de calcul et de minimisation
du stockage mémoire. En effet, le maillage utilisé induit 10 000 000 de degrés de libertés. 11
est absolument inpensable (& cause du stockage mémoire requis) d’assembler des matrices
de masse et de rigidité sur un tel maillage. On comprend ici I'intérét fondamental des
formulations mixtes et des algorithmes de produits matrice-vecteur proposés. Pour les
mémes raisons, il est inimaginable de résoudre un systéme linéaire & chaque pas de temps
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pour un cas de calcul de cette taille. L’utilisation du principe de condensation de masse
est alors un atout primordial. Enfin 'utilisation d’ordre élevé nous a permit de limiter
sensiblement le temps de calcul. Au final, cette simulation a pris “seulement” 14h et 1.3Go
de mémoire RAM sur un PC de bureau équipé d’un processeur cadencé a 3.2 GHz.
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1 T T T T T

— Vitesse 26 elements Q° —— Pression 11532 elements Q°
— Vitesse reference —— Pression reference

Lo om0 oom o uu‘zs: ) G oom 0w oom oo % G ool om0 oo‘zsu o oom oo oom oo
- e
( . .11 3 5 . .11 3 5
a) Vitesse transverse avec maillageQ”/Q (b) Pression avec maillageQ”/Q
5 X107 . . x10" T

T
itesse 18 elements Q* — Pression 3528 elements Q°
— Vitesse reference —— Pression reference

e

I L I L I L I L I I L I L I L I L I
0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025 003 0.035 004 0.045 005 0 0.005 001 0015 002 0.025 003 0035 004 0045 0.05

temps (s) temps (s)
(c) Vitesse transverse avec maillageQ*/Q° (d) Pression avec maillageQ*/Q°
x10™ x10”

1 T T T T

— Vitesse 11 elements Q° —— Pression 576 elements Q'
—— Vitesse reference —— Pression reference

)

L L L L L L L L L L L I L I L I L I
0 0.005 001 0015 0.02 0.025 003 0.035 004 0.045 005 0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

temps (<) temps (s)
(e) Vitesse transverse avec maillageQ°®/Q" (f) Pression avec maillageQ®/Q"

Fia. 3.6: Convergence pour différents ordres d’approximation.
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(a) Pression & t=0.04s (b) Déplacement en flexion associé

(c) Pression & t=0.097s (d) Déplacement en flexion associé

(e) Pression a t=0.14s (f) Déplacement en flexion associé

132
Fia. 3.7: Instantanés vibroacoustiques.



3.4 Résultats numériques

(a) Pression & t=0.04s dans le plan (Oy) (b) Trace de la pression sur la plaque

(c) Pression & t=0.097s dans le plan (Oy) (d) Trace de la pression sur la plaque

(e) Pression a t=0.14s dans le plan (Oy) (f) Trace de la pression sur la plaque
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F1a. 3.8: Un autre angle de vus pour le champ de pression.
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Deuxieme partie

Couplage éléments finis-potentiels
retardés: Application a la
vibroacoustique instationnaire et
aux conditions aux limites
transparentes.
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Chapitre 4

Couplage éléments finis-potentiels
retardés pour la vibroacoustique
instationnaire

Dans ce chapitre nous proposons une méthode numérique pour la vibroacous-
tique instationnaire qui traite la partie acoustique du probleme de couplage
par équation intégrale. Notre objectif principal est de construire un schéma de cou-
plage garanti stable. Nous montrerons dans une premiere partie que le couplage
“naturel” entre une méthode volumique (éléments finis en espace/différences finies
en temps) et une méthode d’équation intégrale conduit & un schéma dont ne sait
pas, a priori, démontré la stabilité. Dans une seconde partie, nous proposerons un
schéma nouveau et garanti stable. Le point clé de la méthode sera I'utilisation de
grilles décalées en temps pour la discrétisation de 1’équation intégrale. La stabilité
sera démontré a l'aide de techniques énergétiques.
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode numérique pour la vibroacoustique in-
stationnaire qui constitue une alternative a celle développée dans le chapitre 3. Nous
supposerons que le fluide entourant la plaque est homogene (hypothese peu restrictive en
pratique) ce qui nous permet de connaitre explicitement la fonction de Green du probléeme
acoustique extérieur. La méthode numérique que nous proposons consiste alors a cou-
pler une méthode d’éléments finis de frontiere adaptée pour la résolution des équations
intégrales temporelles avec un schéma classique de type éléments finis en espace/différences
finies en temps pour I’équation de plaque (cf. chapitre 2). L’approximation numérique de
la solution de ’équation intégrale associée au probleme de diffraction sans couplage est en
soit un sujet tres délicat. Une méthode basée sur I'utilisation d’éléments finis espace-temps
pour la discrétisation des opérateurs intégraux a été développée et démontrée stable d’un
point de vue théorique dans [Duong, 1987]. Cette approche a été a appliquée par la suite
aux équations de I’élasticité linéaire [Bécache, 1991] et aux équations de Maxwell [Bachelot
et Pujols, 1992], [Terrasse, 1993], [Bachelot et Lange, 1995].

Notre objectif est de coupler ce type d’approximation avec une méthode volumique tem-
porelle basée sur une approximation par éléments finis en espace complétée par un schéma
aux différences finies en temps.

La formulation variationnelle proposée par [Duong, 1987] a ceci de particulier qu’elle utilise
des fonctions tests en temps un degré moins régulieres que les fonctions de base de ’espace
d’approximation. Ce décalage de régularité, motivé par I'identité d’énergie satisfaite par
la solution du probleme continu, permet de construire un schéma espace-temps dont la
propriété fondamentale est d’étre inconditionellement stable. Pour cette raison, nous nous
contraindrons a utiliser cette méthode de discrétisation pour la partie acoustique de notre
probleme de couplage.

Nous verrons que le traitement “naturel” des termes de couplage par différences finies
centrées dans ’équation de plaque (cf équation 3.3.8) et par éléments finis espace-temps
dans I’équation acoustique, conduit & un schéma couplé dont on ne sait pas, a priori,
démontrer la stabilité par technique d’énergie. Le probléme est du a une “asymétrie” des
termes de couplage induite par I'utilisation de deux méthodes d’approximation différentes
pour les équations acoustiques et mécaniques.

Nous allons proposer une nouvelle méthode pour obtenir un schéma de couplage conservatif

Le point clé de notre méthode : L’idée de base pour construire un schéma qui
vérifie un équivalent discret de 'identité 3.2.1 (permettant ainsi de garantir un résultat de
stabilité) est la suivante : on utilisera

e (i) des éléments finis en espace combiné & un #-schéma en temps (avec un pas At)
pour discrétiser ’équation de plaque,

e (ii) des éléments finis espace/temps pour la discrétisation de 1’équation acoustique,
projetés deux fois sur deux grilles décalées défines a partir du pas de temps 2At.
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Chapitre 4 Couplage éléments finis-potentiels retardés pour la
vibroacoustique instationnaire

Le plan du chapitre : Afin de ne pas compliquer inutilement la présentation de notre
méthode, nous présenterons celle-ci sur un probléme modele dans lequel on remplace
I’équation de plaque par une équation de membrane. La majeure partie de ce chapitre sera
donc consacré a la présentation et a I’analyse de notre méthode sur le cas de la membrane.
L’extension naturelle de notre méthode au modele de plaque est traitée au chapitre 4.7.
Les grandes lignes de notre étude seront les suivantes :

e Au chapitre 4.3, on décrit et rappelle quelques propriétés d’'un opérateur de type
Dirichlet to Neumann qui permet de reformuler le probleme de couplage entierement
sur la membrane.

e Au chapitre 4.5, nous rappellerons la méthode de discrétisation proposé par [Ha-
Duong, 2003] pour les équations intégrales et nous montrerons que le couplage “na-
turel” de ce type de méthode avec une méthode volumique temporelle conduit & un
schéma dont on ne sait pas, a priori, démontré la stabilité.

e Au chapitre 4.5.3, nous proposerons un schéma garanti stable selon une approche
tres semblable a celle proposée par [Bachelot et al., 2001] basée sur une discrétisation
globale du systéeme couplé par éléments finis espace temps. Nous mettrons en
évidence un lien étonnant entre ce schéma et le précédent.

e Au chapitre 4.6, nous proposerons un nouveau schéma de couplage garanti stable
qui utilise des grilles décalées pour ’approximation de ’équation intégrale.

4.2 Un probléeme modele

Pour la géométrie, nous utiliserons les notations (notamment pour distinguer les opérateurs
et variables 2D et 3D) détaillées au début du chapitre 3.1.1. Dans ce qui suit nous noterons
p la densité du fluide € et ¢ la vitesse du son. De la méme fagon, si on note o la den-
sité surfacique de la membrane et 7' sa tension, alors ¢, = /T /o représente la vitesse
des ondes se propageant dans la membrane [Joly et Rhaouti, 1999]. Pour des raisons de
simplicité, on considérera une membrane homogene, ce qui n’est en soit absolument pas
essentiel. On considere enfin que la membrane est soumise a la densité de forces sur-
faciques f(z,t), x € X, t > 0. Les équations de notre modele mathématique sont alors
les suivantes :

1 02 o)

CTa—t;)—AU == f+[a_1t)]’ 3362, t>0,

. (4.2.1)
ga—té)—Ap = O7 XEQ, t>0,

a laquelle on rajoute la condition de couplage fluide structure inchangée 3.1.5 & savoir :

@
on

_opp __Ov
s, onls.  Par

reX, t>0. (4.2.2)
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4.2 Un probléme modele

Il reste, pour compléter notre modele, a rajouter la condition d’encastrement

v(z,t) =0, xze€X, t>0. (4.2.3)

et les conditions initiales homogenes

v(z,0) = %(w,O) =0, ze€k,
ov

p(x,0) = E(X,O) =0, xeX.

(4.2.4)

4.2.1 Un résultat mathématique : Existence, unicité, régularité.

Dans un premier temps nous allons réécrire le systéme vibroacoustique (4.2.1) sous forme
d’un probléme équivalent uniquement défini sur la membrane ¥. Pour cela nous allons
reformuler la condition de couplage (4.2.2) a 'aide d’un opérateur Dirichlet-Neumann en
utilisant les formules de représentation intégrales données dans [Ha-Duong, 2003]. Nous
proposons dans la section qui suit un cadre fonctionnel sur ¥ x [0,7] qui nous permettra
de définir rigoureusement cet opérateur.

4.2.1.1 Espaces fonctionnels

Introduisons tout d’abord quelques notations pour les fonctions de la variable ¢t € [0,T] &
valeur dans l’espace de Sobolev X qui sont restrictions de fonctions causales d’un espace
d’un espace de Sobolev sur IR. Plus précisément, étant donné v € IRt on pose :

HY(0,T;X)={uc L*(0,T;X) / 3u e HY(IR; X) tel que / u(t) =u(t)si0<t <T}.

ou, par définition,

HY(R; X) ={ue H'(R; X) u(t) = 0 pour t < 0}.

On munit H”(0,7; X) de la norme

[uller 0,1:x) = inf [l o R
(0,7:X) wetrr(RiX) 0.7 —u H(IR; x)

et on notera H~"(0,7; X) le dual de H”(0,T; X).

Remarque 4.2.1 La borne inférieure 0 de [0, T] joue évidemment un role particulier. On
peut montrer par exemple que [Lions et Magenes, 1968]

e pour 0<v<i, HY0,T;X)=H"0T;X),
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(NI

1 r dt
* pour v =g, Hz(0,T;X) = {u € H%(O,T;X)/ / lu(®)]|% 7 < +oo},
0

e pour %<V< %, HY(0,T;X) ={ue H"(0,T;X) / u(0) =0}.

De plus, pour Ty > T3, HY(0,77; X) n’est rien d’autre que 'espace généré par les restric-
tions & |0, T [ des fonctions de H” (0, Ts; X).

4.2.1.2 Un résultat d’existence-uncité

En s’inspirant des arguments de la section 3.2.2 on donne dans le théroréme qui suit un
résultat d’existence-unicité et de régularité pour le probleme (4.2.1, 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4).

Théoreme 4.2.1 Si la donnée
fe CYIRT; L*(%)) (4.2.5)
alors le probléme (4.2.1, 4.2.2, 4.2.4) admet une solution unique (v,p) ou

v e C*IRT;LA(%) N CYRY; Hy(2)) N CO(IRT; HA(X))
(4.2.6)
p € C*(R";L*(Q)) n CHR* HY (), Ap € CO(RY;L*(Q)).

Preuve :

Ce théoreme est juste I'application du théoreme de Hille-Yosida pour lequel les arguments
sont donnés en section 3.2.2. ¢

4.3 Un opérateur Dirichlet-Neumann et ses propriétés

Dans ce chapitre on introduit un opérateur de type Dirichlet-Neumann Ny que l'on peut
caractériser explicitement a partir de formules de représentation intégrales temporelles
établies pour les problémes de diffraction [Duong, 1987], [Ha-Duong et al., 2003].

L’essentiel de ce qui est developpé dans cette section est bien connu mais indispensable &
la compréhension de ce qui suit, notamment les propriétés de positivité vérifiées par Ny
qui seront a la base des résultats de stabilité de notre méthode numérique. De plus, nous
choisissons ici de redévelopper les définitions et propriétés relatives a la notion de potentiel
de double couche [Ha-Duong, 2003] sous un angle différent, notamment en utilisant un
cadre fonctionnel approprié au cas des temps finis (sur ¥ x [0,7] , T' < c0).
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4.3 Un opérateur Dirichlet-Neumann et ses propriétés

4.3.1 Définition formelle de 'opérateur

Dans cette section, on s’intéresse aux propriétés du probleéme intermédiaire de diffraction
d’une onde acoustique par un obstacle fixe (X) avec condition de Neumann. Ce probleme
consiste donc a résoudre ’équation des ondes dans tout I'espace ou ’on suppose que la
dérivée normale de I'inconnue du probleme est continue. En notant ¢ le saut de pression,
il s’agit de résoudre le probleme :

1 0%u
=2 at; Au, =0 sur €2,
Oup =0, [uy]=¢ sur X (4.3.1)
on ’ v ’
Ou,
L 'U,@(%,O) W(Q}O) =0.

Formellement, on définit alors 'opérateur Ny, par :

ou
NE LY — NEQO = 8—7;0‘27 (4.3.2)

. . P ou .
qui est bien défini puisque n £ est continu sur X.
n

Dans les sections suivantes nous :
e définirons un cadre fonctionnel pour définir rigoureusement Ny ,
e donnerons les principales propriétés vérifées par Ny ,

e donnerons une expression explicite de Ny (ce qui est indispensable pour les calculs
numériques).

4.3.2 Cadre fonctionnel et principales propriétés de Ny

Notre premier objectif est d’établir un cadre fonctionnel (utilisant les espaces du chapitre
4.2.1.1) dans lequel Ny, est rigoureusement défini. Ce sujet a déja été traité [Ha-Duong,
2003], [Abboud et al., 2000] et notre objectif n’est pas ici de donner une synthese exhaus-
tive de I'analyse fonctionnelle existante mais de donner les informations indispensables a
la clarté et a la rigueur de ce qui suivra. Cependant, le cadre fonctionnel que ’on propose
n’est pas celui traditionnellement utilisé pour les potentiels retardés.

La premiere étape est de définir précisément Ny pour des fonctions ¢ suffisament régulieres.
Comme d’habitude la notion de conditon au bord de Neumann est & prendre au sens faible.

1
Proposition 4.3.1 Soit ¢ € C3(IRT; HE (X)) . Le probleme (4.3.1) admet une unique
solution :

u, € CYIRT; H'(Q)) N C*(IRT; L*(Q)), (4.3.3)
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avec, de plus,

Au, € CUIRT;L*(Q)).
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Preuve :

1
Soit p € C*(R*; Hg, (D)) et 2, € C3(RT; H(Q)) un relevement de ¢ solution probléme

stationnaire
{ —Azp+z, = 0
2] = ¥

Alors w = uy, — z, est solution de

1 0%w 1 82% QO
2o ST E gr TR S
0
[%]:0, [w] =0 sur X .
n

Comme 8;% + 2z, € CHIRT; H()) les arguments classiques [Joly, 2002] de théorie des
semi-groupes permettent d’établir la régularité (4.3.3) pour w et donc pour u,, . o

Par théoréme de trace (pour les fonctions de H*(X), on en déduit que :

ou ou ou 1
8—;|2+ = 8—7j|2_ = a—;\z c CORY; HE(D)). (4.3.4)

Cela nous permet alors de définir 'opérateur

1 1
Ny : C3RYHZ(E) — CURTHE (D))
(4.3.5)
@ —  Nyp=—x.
n

Le résultat (4.3.5) est loin d’étre optimal en terme de régularité requise pour ¢. Des
résultats plus précis peuvent étre obtenus par des techniques de type Fourier-Laplace,
desquelles ont déduit la régularité en temps de ¢ via des estimations dépendantes du
parametre fréquence de la transformation utilisée [Ha-Duong, 2003]. Ce type de tech-
niques mene naturellement & des estimations dans des espaces de Sobolev & poids (voir
aussi [Terrasse, 1993], [Abboud et al., 2000]) sur Q@ x IR et ¥ x IR*. Cependant, par des
techniques de troncature et des arguments de causalité proches de ceux que l'on a utilisés
pour obtenir des estimations éléments finis dans le domaine temporel (cf. chapitres 1.4.2),
on peut obtenir des résultats de régularité sur Q x [0, T'] proches de ceux obtenus dans [Ha-
Duong, 2003] sur € x IR™ sans utiliser les techniques de type Fourier-Laplace. C’est le
point de vue que nous choisissons d’adopter ici.

Pour T' > 0, on note Qp = 2x]0,T[ et Sy = 2x]0,T[. On introduit alors I’espace fonc-
tionnel

V(Sr) = L2(0.T; HE (S)) N H3(0,T; I3 (E)) (4.3.6)
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et son dual
1
V(Sr) = L0, T: Hip(8)) 0 H2(0,T; L(9),
que I'ont munit de leurs normes naturelles || - ||y (s, et || [[v(s,)-

Proposition 4.3.2 ] existe une constante Cr > 0 telle que

1
Ve CHRYHH®),  INsellvsyy < Cr llellvisy, (43.7)

Preuve :

Cette estimation n’est inhérente au cas de la plaque et reste valable pour toute autre
surface suffisamment réguliere. Dans notre cas, puisque X est incluse dans le plan z3 = 0,
cette estimation se démontre facilement en utilisant la transformée de Fourier-Laplace en
temps et la transformée de Fourier en espace. En effet, notons

- 90(337t) ) .CL‘EE, tE[O,T]
w(w,t)Z{
0 , r€{xs3=0}\X, t€[0,T]

Soit s € C* (cf. chapitre 1) le parametre Fourier-Laplace en temps et k € IR? le paramétre
Fourier en espace. On note alors ¢(k, s) la transformée de ¢(z,t) et on renvoie a [Lions
et Magenes, 1968] pour la définition des espaces de Sobolev par transformée de Fourier-
Laplace. Comme ¥ est plan, on en déduit que

du, 1
%“"*5’%3 =0) = (k" + s2/c0)3 ¢k, s), (avec Re (k% + s2/c?)2 > 0).

~ 1
Soit ¢ € D(0,T; Hyy(X)). D’apres le théoreme de Plancherel on a

o g 32 de| = | [ S d] <o (e 1) (s + s0210)

2R On
1
Par densité de D(0,T; Hg, (X)) dans V(S7) [Lions et Magenes, 1968], on en déduit que

T Ouy, < onlG ~
; Emi/f_ el 3 meomy 1 IV s

On en conclut que :

(8u<p ~
on’ . -
sup —e— < inf [ 1 pe o
YeV(Sy) [l20]] ¥ ,P|[0,T1=% Hz2 (IR"xIR)

On peut se référer a [Lebeau et Schatzman, 1984] pour une étude approfondie de 'opérateur
Ny, dans le demi-plan.
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1
Par densité de l'espace C3(R*; H3) (X)) dans V(S7) (modulo la troncature sur [0,T]),
Popérateur Ny peut étre prolongé de maniére unique en un opérateur (toujours noté Ny)
tel que

Ny, € [,(V(ST),V(ST)/), (4.3.8)

et on notera alors by( -, -) sa forme bilinéaire associée :
bT(@vw) =< NZ@#/’ >Sr v (9071/)) € V(ST)27 (439)

(ou < -, - >g, désigne le crochet de dualité entre V(St) et V(Sr)") que 'on peut réécrire
de la fagon suivante :

T
br(p,) = /0 < Neg(- 8),6(- ) >x dr,

1 1
ol < -, - >y désigne le crochet de dualité entre Hi(X) et Hi(X).

De plus pour tout ¢ < T on peut définir
bt(SD, w) = bT(va th)7 v (Soa w) € V(ST)2>

ou x; est la fonction indicatrice de [0,¢]. Nous allons maintenant donner un résultat de
positivité fondamental pour I'opérateur Nyx. Pour cela, on introduit ’espace

3
2

W(Sr) = H'(0,T; Héo(z)) N H2(0,T; L*(%)). (4.3.10)

Puisque l'opérateur 0/0t envoie W (Srt) dans V(Sr), on peut définir, pour tout ¢t < T, la
forme bilinéaire :

nle.0) = bl 90 Y (,9) € V(Sr) x W(ST). (1311)

A T'aide de ces notations, on est maintenant en mesure d’énoncer le

Théoreme 4.3.1 Pour tout 0 <t <T et ¢ € W(St), la quantité :

def

l¥s, = pe(p,p) (4.3.12)
est positive. De plus, la forme quadratique
def [T T
¢ € W(Sr) — llellvsy = [ pilop) dt = lol3r.s, dt (4.3.13)
0 0
definit une norme notée || - ||n.s, sur W(Sr)? qui satisfait (pour un certain ar positif) :
lelifs, = ar llelis,)- (4.3.14)
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Preuve :

1
Evidemment il suffit de démontrer ce théoréme pour ¢ € C3(0,T; HZ (X)), on conclut
alors par densité. La solution u, du probléme 4.3.1 est solution de I'équation variation-

nelle :
1 9%u ou
//Qt(gatf—Au@) (%wda:ds—O

En utilisant la formule de Green de part et d’autre de ¥ (cf. preuve de (3.2.3)), on en
déduit que :

¢ Ouy,, Ouy, 1 1 aup 9

ou
Puisque 8—@ est continu et égal & Ny, alors par définition de b(-, -) et pi(-, -) on a:
n

1

¢ ou 1 Ou
pt(%%"):/ < Nsp, = >x dszi/( 2 <p\2 +[Vuy?) (2,1) da,
0

ce qui prouve la premiére partie du théoréme. Si on intégre sur [0, 7] cette identité il vient :

T 1 9
/ pe(p, // u¢|2 + [Vuy| ) dzdt.
0

de laquelle on déduit I'estimation (4.3.14) par continuité de 'application trace dans H1(Qr). o

Remarque 4.3.1 Suite a communication orale avec Gilles Lebeau, il apparait que l’application
o — |.|n,sp définie en fait une norme. Cependant le complété de V(St) pour cette norme
n’est a priori identifiable a auncun espace de Sobolev. Les arguments théoriques qui justi-
fient ces propriétés sortent trés largement du cadre de ce document et des competences de
son auteur.

4.3.3 Une formule de représentation explicite pour Ny.

Nous allons maintenant exploiter le fait que nous considérons ici un milieu fluide homogene,
ce qui va nous permettre de donner une expression explicite de 'opérateur Ny, a partir de
la fonction de Green associée au probleme 4.3.1.

On rappelle tout d’abord (cf. [Ha-Duong, 2003],) que si u est la solution de ’équation des
ondes dans R? \ ¥ égale & ut dans QF et v~ dans Q, alors elle vérifie la formule de
représentation intégrale

u(x,t) = (SY)(x,t) — (M)(x,t) , (x,t) e R\ & x RT (4.3.15)
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Dans le cas d’un milieu homogene, 'opérateur S, appelé potentiel de simple couche, est
défini par

v— 5060 = [ [ Gt =) dryir (43.16)
et Uopérateur M, appelé potentiel de double couche, est défini par

o — (Mp)(x,t) /IR+/ an, (x—y,t —7)o(y,T) dyydr , (4.3.17)
ou n, désigne la normale a ¥ au point y € ¥ et G est la fonction de Green dans R?3 de

2
I'opérateur i A a savoir
X
BN )
(x,t) = dmelx|

Compte tenu de la continuité de sa dérivée normale sur X, la solution u, du probleme
4.3.1 admet donc une représentation intégrale définie uniquement & partir d’un potentiel
de double couche. En développant ’expression du noyau de Green dans 4.3.15 et en util-
isant le fait que dans le cas de la plaque n, = (0,0, DT, Vy € ¥ alors u, admet la formule
de représentation intégrale suivante :

/ 23 (so(y,t—T(XJJ) W1 Sb(y’t_T(X’y)) dy
b

Ix —y Ix — yl? c x -y

uSO(X? t)=—

ou 7(x,y) = |x—y|/c est appelé “temps retardé”. Déterminer une expression de Ny, revient
donc a détermier la dérivée normale de la formule de représentation précédente, c’est a
dire de dériver par rapport a xs cette formule et d’estimer sa trace pour x3 = 0. Ceci est
relativement délicat a cause de la singularité de G quand x — y € ¥. La formule que I'on
obtient définit un noyau intégral hyper-singulier [Duong, 1987] inexploitable pour mettre
en oeuvre une méthode numérique. Une fagon de lever cette difficulté est d’exprimer le
noyau Ny au sens faible, c’est a dire de fournir une expression explicite pour la forme
bilinéaire by (p, ), qui est de plus la forme naturellement utilisée pour une approximation
par éléments finis. L’idée est d’utiliser une intégration par parties astucieuse qui transfert
les dérivées en espace du noyau de Green vers les fonctions tests [Nédélec, 1982].

Théoréme 4.3.2 Soit o € H*(0,T; L*(X)) N L*(0,T; H} (X)) tq p(z,0) =

br(p, ) = / / / y’t_c;‘;’_y)yﬁ Y0 ey

N / // Vo(y,t —1(z,y)) - Vip(z, t) ddydt

|z — |

Op
Y (x 0) =0,

(4.3.18)

pour toute fonction test 1 € V(Sr) N L%(0,T; H (X)).

149



Chapitre 4 Couplage éléments finis-potentiels retardés pour la
vibroacoustique instationnaire

Preuve :

Dans notre cas, ¥ est plan, ce qui va nous permettre de donner une démonstration rela-
tivement simple en utilisant la transformée de Fourier.

Soit § € HY(IR? x R) N H?(IR; L*(IR?)) telle que

Pz, t) =0, Vo ¢ B, et @(x,t)=¢p(x,t) Vo e X, Vte [0,T].

Soit v € H2(0,T;L*(X)) N L%0,T; HY(X)) et ¢ son prolongement par 0 en dehors
de Sp. On utilise successivement la transformée de Fourier en temps et la transformée
de Fourier en espace (chacune normalisée telle que le coefficient de la masse de Dirac soit 1 :

@)z, t) T (@, 0)(@w) T (@9)kw) .

Par définition de bp(-, - ), on peut écrire, grace a la régularité de ¢ et 1 que :

8u§0 B Ouy, ~
/ / (x,0,t) Y(x,t) dedt = /IR /IR2 o (,0,t) ¥(x,t) dedt .

D’autre part on a :

o 2 2 ;2
M (b o5 = 0) = 5 (K — )% ph),  avee (K — )3 = tim 2~ D

Donc, en utilisant le théoreme de Plancherel on a

br(p, ) = /IR/ Q(k:z—oﬂ/cz)% 7] Edk:dw.

kp ik
- / /2 “";ﬁldkd +—/ /QM—ldk:dw.
/c?)? ?fc?)2
Maintenant, en utilisant le fait que :
B 2/ 2\—%
F, E(k —w )| = ——
par transformée de Fourier inverse, il vient :

B kp —i%|z— yI
F 1 i / - ,w) dy .
((k2 —w2/c2)%) R? 4r|z —y| Ve(y,w) dy

En utilisant alors le théoréeme de Plancherel selon la variable x, il vient

k@ zk‘z/} —i%|z—y| Vo(y,w) VI(z,w)
/ o / / 2loy ddy.

—w?/c?)z Ar|z — y|
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Maintenant, on remarque que
F et oy,0)| = eyt - 7(@,y)) -
Par conséquent, le théoreme de Plancherel en la variable ¢ (car supp J C ¥ x[0,T]) donne

Z]CQD Zk’?[) 1 T Vgo(y,T(x,y,t)) i V’l,z)(l‘,t)
dkdw = — dxdydt. (4.3.
/ / 2 w2/02)% “ 47T/0 /2/2 |z —yl mdydt. (4.3.19)

De la méme facon,

/ / 2 ) i;f;éj =1 / / / (9,7 ﬁxy_yi YY) dydt. (4.3.20)

En sommant (4.3.19)+(4.3.20) on obtient le résultat voulu. ¢

Remarque 4.3.2 Les intégrales dans (4.3.18) sont bien définies car [Nédélec, 1982]

(z,y) — |z —y|™" € L} (T xX)

Proposition 4.3.3 La formule (4.3.18) assure que br(p, 1)) est bien définie pour des fonc-
tions moins régqulieres quand

(¢ 9) € H?(0,T; Hy(2)) x L*(0,T; Hy (%)).

Preuve:

Posons

1
drlz —y|

T
fr(z,y) = /O (@7, 1) bla,0) dt

g(z,y) =
17 = // 9(z,y) fr(z,y) dedy , avec
EXE

Il existe une constante C' > 0 telle que :

1
3
C lgllL2(zxx) // </ By, 7(z,y, 1) dt) dfﬂdy// (/ (2,1))? dt) dxdy
XX I ON

T— lz—y| 5
C lglaises) Wl [, E(/ . |¢<y,s>|2ds> dedy , s =(z,y,1) .
>< — 1 _J)
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Par causalité, ¢(z,s) = 0 pour s € [—@,0] et donc on peut déduire de la derniere
inégalité :

\IlT\ <C HQHLQ(sz) WHL?(QT;L?(E)) ”SOHHQ(O,T;L?(Z))
Par définition de g et d’apres la remarque 4.3.2, I{ est donc bien définie si

(p,00) € H*(0,T5 L* (X)) x L*(0,T5 L*()) -

Strictement de la méme fagon, on montre que la quantité

T def 1 / //VQO yvt_Tx‘T_yy)R Vi/)(.f,t) d{lfdydt

est bien définie si (¢, 1) € L*(0,T; HA(X)).
Par somme, by (¢, 1)) est bien donc définie pour (g, 1) € H2(0,T; H} (2))xL*(0,T; HA (). o

Corollaire 4.3.1 Pour toutt <T on a

bi(p,) = br(e, xe), VY (@,9) € H?(0,T; Hy()) x L*(0,T; Hy (%))

Remarque 4.3.3 La formule (4.3.18) est un cas particulier d’une formule plus générale
donnée et démontrée dans [Nédélec, 1982], valable pour une surface ¥ quelconque d savoir

ng ny $(y, 7(2,y,t)) Y(, 1)
b - y drypdryyd
o) = g [ L ot
rots ¢(y, 7(z,y,t)) - tots ¥(, 1)
drypdryyd
wl L = ot

Dans cette formule, EEZ désigne le rotationel surfacique [Nédélec, 1976], [Terrasse, 1993)].
La formule (4.3.18) se_d>éduit trivialement de cette formule générale puisque dans notre
cas ng-ny =1 et V = roty.

4.4 Formulation surfacique pour le systéme vibroacoustique

Nous allons maintenant reformuler le systéme vibroacoustique (4.2.1) entierement sur ¥ a
I’aide de 'opérateur Ny et d’une nouvelle inconnue acoustique. Nous noterons

W,(St) = C*(0,T; L*(%)) N CH0,T3 Hi()) N C0,T; H* (X))
= {p e C*(0,T; L*()) N CY0,T; H'(Q)) / Ap € C°(0,T;L*())}
les espaces fonctionnels introduits dans le théoreme 4.2.1. Soit (v,p) € Wy (St) x Wy(Qr)
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l'unique solution du probleme (4.2.1, 4.2.2, 4.2.4). On introduit alors comme nouvelle
inconnue le saut de pression ¢ :

p=[p] (ExR"—R),

qui, par théoreme de trace dans H'(Q2), a la régularité :

o € CHO,T; HE (X)) (4.4.1)

Nous ferons I’hypothése que f est suffisamment réguliere pour que p € H3(0,T; L2(f2)).
Comme I'opérateur de trace p — [p] envoie H3(0,T; L%(Q)) N'H'(0,T; H*(Q)) dans
H%(O,T; L?*(X)) on a:

© € H3(0,T;L2(%)). (4.4.2)
Finalement puisque p(z,0) = 0, alors :
¢(z,0) = 0. (4.4.3)
On déduit alors naturellement de (4.4.1), (4.4.2) et (4.4.3) que

o € W(Sp). (4.4.4)

Des lors, en substituant dp/On par Ny dans la condition de couplage fluide-structure
(4.2.2) on peut reformuler sur ¥ le systéme vibroacoustique 4.2.1. Plus précisément le
couple (v, ) € W, (Sr) x W(Sr) est solution de

(1 0% dp
= - _ - = b
ST v 5 f, zreXx, t>0,
ov
Ny + Par = 0, dans V(Sr), (4.4.5)
ov
| v(z,0) = E(:U,O) = 0, zeX.

On a donc construit un nouveau probleme équivalent & 4.2.1 dans le sens ou :

Théoréeme 4.4.1 Si (v,p) € W,(Sr) x W,(Qr) est l'unique solution de (4.2.1, 4.2.2,
4.2.4) alors si ¢ = [p], (v,p) € Wy(St) x W(Sr) est solution de (4.4.5). Réciproquement
si (v, ) € Wy(St) x W(Sr) est solution de (4.4.5), alors (v,p = uy,) € Wy (St) x Wp(Qr)
est lunique solution de (4.2.1, 4.2.2, 4.2.4).
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Preuve :

Nous avons déja démontré la premiere partie du théoréme. Pour la réciproque, il suffit
de démontrer un résultat d’unicité pour (v, p) qui est une conséquence du lemme suivant. <

Lemme 4.4.1 Sile couple (v,p) € W, (S1) x W(Sr) est solution de (4.4.5) alors il sat-
isfait Uidentité d’énergie VO <t <T :

;/(1 |8v|2 |VU|2> (x, t)dx+ |90|N5t // fa:sg:(a: s) dxds . (4.4.6)

Preuve :
La preuve de ce lemme est treés proche de la preuve de 'identité (3.2.3).

v
En multipliant la premiere équation de (4.4.5) par ot et en intégrant sur S;, on obtient,

grace a la formule de Green :

1 0v,y 9 // 890 ov //
- = — 4.4.
/ ( | | + |V > dx S 3 Bt dxds = Stf Y dads. (4.4.7)

D’autre part, en multipliant la seconde équation de (4.4.5) par 8—f et en intégrant sur S,

on obtient, par définition de by(-, -) :

v 890
- = 4.4.
bt go, //St 5 Ot dxds = 0. (4.4.8)

On conclut alors en sommant (4.4.7) et (4.4.8). ¢

Remarque 4.4.1 L’identité de ce lemme est équivalente a l'identité (3.2.3) obtenue pour
la formulation vibroacoustique volumique. L’énergie du systéme couplé est définie comme

la somme de énergie du systéme structure (via la quantité 5 5 ( ! %|2 + ]Vv]2> ) et

de l’énergie du systeme acoustique dorénavant formulé a l'aide de | opémteur Ny (via la
1
quantité P |g0|?v75t).

L’identité (4.4.6) est fondamentale dans le sens ou elle ne fournit pas uniquement un
résultat d’unicité mais également des estimations a priori. En effet, en intégrant (4.4.6)
sur [0, 7] on obtient I’égalité :

5 ([ (G 1968 e Zielis, = [[ @0 G amin @as)

Ce qui donne, d’apres le théoréeme 4.3.1 :

[llarsyy < Crllfllzese)
(4.4.10)
1ol 3 gy = 7 lIFllz2gsyy-
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Pour ces raisons, nous chercherons au niveau discret & construire un schéma numérique
qui permet d’établir un équivalent discret des identités (4.4.6) et (4.4.10) ce qui garantira
alors un résultat de stabilité.

4.4.1 Une formulation variationnelle non uniforme en espace et en temps

Nous donnons, dans cette section, une formulation variationnelle pour (4.4.5) qui prépare
I’approximation espace-temps. Cette formulation est motivée par les points suivants :

e Si ¢ était considéré comme terme source dans la premiere équation de (4.4.5), alors
on calculerait une approximation de v par éléments finis en espace et différences finies
en temps, comme pour la discrétisation standard du probleme purement structure
(cf. chapitre 2). C’est pourquoi il est naturel d’utiliser une formulation variationnelle
en espace seulement pour la premiere équation de (4.4.5).

e Si v était considéré comme un terme source dans la seconde équation de (4.4.5),
alors on calculerait une approximation de ¢ en utilisant une méthode d’éléments finis
espace-temps comme celles développées pour les problemes de diffraction formulés
par potentiels retardés (cf. [Bécache, 1991] , [Ha-Duong et al., 2003], [Ha-Duong,
2003] ). C’est pourquoi il est naturel d’utiliser une formulation variationnelle espace-
temps pour la deuxieme équation de (4.4.5).

Par conséquent, la formulation variationnelle du probleme (4.4.5) est la suivante :

Trouver (v,p) € W,(Sr) x W(Sr) tel que Vwe HY{(E), Ve V(Sr),

2
w00 +av®.0) ~ [ Fio) wi) do= [ 1.0 wle) d,

(4.4.11)
—ngp, // — 1 dxdt = 0,
ST
| o0 =% 0) =
ou 'on a posé
1 2/31\2
(v,w), = z vwdzr, VY (v,w) € L)%,
> (4.4.12)

a(v,w):/Vv~Vw dr, ¥ (v,w) € HY(X)2
by

Remarque 4.4.2 [l est important de remarquer que dans la seconde équation de (4.4.11),
Despace des fonctions tests W (St) est différent de l’espace V(St) dans lequel est cherchée
la solution. Plus précisément, W (St) définit par (4.53.10) contient les dérivées en temps
des fonctions de V(St) (cf. (4.3.6)).
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4.5 Le schéma d’approximation espace-temps naturel

Ce chapitre est consacré a la partie la plus originale du travail de cette theése, a savoir
la construction d’un schéma d’approximation espace-temps stable basé sur un couplage
éléments finis/potentiels retardés discrets. Le plan de ce chapitre est le suivant :

e Dans un premier temps, nous rappellerons comment la discrétisation du potentiel
retardé Ny par éléments finis espace-temps proposée dans [Duong, 1987] conduit &
une convolution discrete. Nous adopterons un point de vue original et détaillerons
et justifierons autant que possible les calculs qui conduisent aux matrices de cette
convolution. A partir de la formulation variationnelle (4.4.11), nous discrétiserons
le terme de couplage dans I’équation acoustique en utilisant la méme méthode que
celle employée pour traiter Ny.

e Pour la partie structure, nous proposerons un schéma classique, a savoir une discrétisation
par éléments finis en espace et un #-schéma aux différences finies en temps . Nous
verrons que le schéma de couplage ainsi obtenu, celui qui correspond donc & une
approche naturelle, ne conserve pas a priori une énergie discréte équivalente a celle
définie pour le cas continu par (4.4.6), nous empechant ainsi de démontrer la stabilité.
Cependant nous verrons qu’en modifiant la formulation variationnelle (4.4.11), on
obtient un schéma dont on sait montrer la stabilité et qui est en fait le schéma na-
turel pour 0 = %. Cependant, on souhaite pouvoir utiliser la souplesse offerte par le
f schéma et notamment pouvoir rendre explicite le schéma au moins pour ’équation
de plaque.

e Nous proposerons alors une méthode originale basée sur 'utilisation de grilles décalées
en temps pour la discrétisation de l'opérateur Ny, afin de rendre le schéma couplé
conservatif (donc stable) et explicite pour 1’équation de membrane.

4.5.1 Discrétisation du noyau intégral Ny

4.5.1.1 Espaces d’approximation et notations

Nous construisons dans cette section les espaces d’approximation éléments finis pour
W(Sr) et V(Sr). Dans ce but, on introduit quelques notations utiles pour ce qui suit.

Considérons 'espace de Hilbert X et le pas de temps At = T'/N. On introduit alors les es-
paces des fonctions de la variable ¢ a valeur dans X, respectivement linéaires et constantes
par morceaux :

PAO,T;X) = {feC0,T],X) /Vn<N, flgnm € PHX)},
PRAOT:X) = {feL*(0,T],X)/ Vn<N,f |gmme € PUX)}, ol
ou t" = nAt et
PYX) = {9(t) = o + 11, (dho,9n) € X2},
PUX) = {¢(t) =0, o€ X}.
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On introduit alors (My,h > 0) un espace d’éléments finis conforme HE(X) (en pratique
on utilisera des éléments P! dans le cas de la membrane) et on considére alors pour W (St)
et V(Sr) les espaces d’approximation suivants :

What(S1) = {¢nat € PA(0,T;Mp) / nae(-,0) =0},
(4.5.2)
Viat(St) = PR,(0,T; Mp).

Notons alors {w"(t)}, n € IN, une base de fonctions de la variable ¢ € [0,T], linéaires
par morceaux et nulles en t =0 :

1-— It si[t] < At
w"(t) = wo(t —t") avec wp(t) = At -
0 , sinon

(4.5.3)

F1G. 4.1: Fonctions de bases w,,.

et {¢"(t)}, n € IN*, une base des fonctions de la variable ¢ € [0,7], constantes par
morceaux (cf. Fig. 4.2) :

¢"(t) = (4.5.4)

1, site]t" 1t
0 , sinon

F1G. 4.2: Fonctions de bases w(,.

W (St) et V(St) sont ainsi caractérisés par le fait que @p At € Wi A¢(ST) si et seulement
si il existe (@1, ...,oN) € MhN tels que :

N
enailzt) = 3" (@) wl(t) - (4.5.5)
n=1
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et de la méme facon 9y A+ € Wj, At(ST) si et seulement si il existe (¢1,...,9n) € MhN tels
que :

N

Unad(@,t) = " (x) ¢ (t) (4.5.6)

n=1

Si on introduit maintenant {{?, 1<j <N }T} une base de My, alors pour toute fonction

(en.at, Unat) € Whae(ST) X Viae(ST), on a la décomposition suivante :

N N N N
onat=>_ Y Qfw' @&, tnar=Y_ > ¥R, (4.5.7)

ot w" ® &(x,t) = w"(t)€(x) . Pour conclure avec les notations, on utilisera
" = (¢ hicjeny et V"= (P h<i<ng

les vecteurs des composantes de ¢p a¢(.,t") et wh,Athn_l - dans la base {f;l}

4.5.1.2 Discrétisation de opérateur Ny

Le schéma d’approximation “naturel” associé a la formulation variationnelle (4.4.11) est
celui qui consiste & remplacer les espaces fonctionnels W (Sr) et HJ(Z) (pour les in-
connues), V(Sr) et H}(X) (pour les fonctions tests) par leurs espaces d’approximation
associés. On s’intéresse, dans cette sous-section, uniquement & I’approximation du terme

br(p,v) pour (p,9) € W(St) x V(Sr) .

Plus précisément nous allons donner la formulation matricielle associée au terme

br <90h,At71/1h,At) pour  (@n At Unat) € Wi at(St) X Vi, ae(ST).

Cette formulation est assez complexe et repose sur le lemme 4.5.1. Pour écrire ce lemme,
nous aurons besoin des notations suivantes. Soit 6 > 0 (homogene & un temps). On intro-
duit le domaine d’intégration espace-temps de IR* :

Cr(0) = { (z,y) eX?/ek—Dkd<|z—y| < cké}, k>1. (4.5.8)

On peut remarquer [Ha-Duong, 2003] que pour k suffisamment grand cet ensemble est
vide :

] b))
k>1+dm%:>ck(5):@.
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On introduit alors les matrices P’ft(é) de taille N;* x N;* définies par :

E(§) = o2 §i@)&(y)
Pj(0) =6 /Ck(é) 4ﬂ|xiy’ dxdy. (4.5.9)

Puis, en posant :

1 Vei(2) - VES
oh@,y) = 5k —lz—yl/e)? et Gyla,y) = %

on définit les matrices Q(8) de taille N/ x NI™

o = o

Gij [ ol +o0_, } dzdy
Cr(9)

Gy dedy — 52 /
Ok (4) (4.5.10)

+ 52/ Gij o _y drdy + 52/ Gij J,‘iH dxdy .
Cr—1(9) Cry1(9)

Les matrices qui servent a décrire by (pp, At, ¥n,At) sont les matrices Nﬁ(é) définies par

Nk (5) = P (0) ~2 I:f;(é) PO e (4.5.11)

On peut remarquer que PIZH(&), QF () et NK(8) sont toutes symétriques. Le résultat
précis est le suivant

Lemme 4.5.1 Soit (¢p at, Vnat) € What(St) X Vi at(St). Alors on a :

n

N
br(nanvnar) =Y > Np(AL) &y U, (4.5.12)
n=1

m=1
Preuve :

On présente ici une preuve formelle qui est justifiée théoriquement dans le lemme 4.5.2.
Par bilinéarité on a :

N N
DD brwm e, ("R&) e by
e (4.5.13)

By v

WE

br(enat, Ynat) =

Il
M=
M=M=

3
I
_
S
I
o

ot B est la matrice définie par (BZ'}") C=br(wm®& , ("®&;). En utilisant la for-
ij

mule (4.3.18), on a formellement (puisque a priori J%%n défini ci-dessous n’est pas défini) :
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Bgf’n = Bgf”ln + B?j’;
B = — >IN\ ST

( 7,1 )ij An /2 s 2z —y S (2, y) drdy (4.5.14)
B = — RAAS /AR ASAN | dxd

( T2 )ij A7 /2 s 02|33‘ _ y| mn($7y) ray

T

Thle) = [ (= r(@) 1)
T

J2n(2,y) = /0 w™ (t —7(x,y)) ¢"(t) dt.

En particulier, puisque supp w™ (- — 7(z,y)) C ™', +00 [ on peut voir que :

m>n = J. (z,y)=J2, (z,y) =0, ¥(z,y) € TxT — B =0.

Pour m < n, l'intégrale J! peut s’exprimer au sens des distributions. En effet, comme
on a ( 0y désignant la distribution de Dirac en ¢ = t*) :

Wt — 1) = é (Gt (E—7) =2 60t — )+ 00 1(t—7) ] ,

alors

T (T, ) = é [ (™ 4 7 (2, y)) — 2 ¢ (™ + T(2, ) + (™ + 7(2,y)) ] (4.5.15)

Le lecteur notera que l'expression ci-dessus a un sens pour presque tout (z,y) € ¥ x 3 (tant
que 7(z,y) n’est pas un multiple de At), ce qui permet de donner un sens aux calculs. 11
s’agit maintenant de voir comment les supports des fonctions (z,y) — ¢ "(tk—i—T(x, y)) (k=
{n —1,n,n + 1} introduisent des domaines d’intégration de type Ci(At). On a :

(" T(2,y) £0 e < 47 (2,y) <t
o "Il < r(z,y) <tvmE
& Atln—m—2) <7(z,y) < At(n —m —1)
& (z,y) € Cpom—1(2At) .

De la méme maniere, on montre que
(" +7(z,y) #£0 < (3,y) € Cpom(At)
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et
Cn (tm_l + T(ZL‘,Z/)) 7& 0« (m,y) € Cn—m—i—l(At)
En injectant J} . dans (4.5.14), on en déduit que

P (AL) — 2 PPT™(AL) + PR AL
At?

B — (4.5.16)

Par ailleurs,

At B
J2 = / wh(t+mm = =Y
0 C

Or, w! étant non nulle entre 0 et 2At, cette intégrale sera non nulle pour toute valeur de
t' =t""™ — |z — y|/c comprise entre —At et 2At, et elle vaudra :

1
Z—At(t’ + At)? si ' € [~At,0]
1
E[(t/ +At)? —3t7%2 si e [0,At
1
——(2At — t')? si t' e [At,2At
\ 2At

En injectant ces expression dans (4.5.14), on en déduit que

By = —Q) (Al) o (4.5.17)

Nous allons maintenant justifier théoriquement la validité des calculs précédents, notam-
ment en quoi J}  est bien défini. Nous allons régulariser I'expression de J} et passer
a la limite en utilisant principalement des arguments du type convergence dominée de
Lebesgue. On construit tout d’abord une fonction réguliere wg qui régularise wy dans un
sens que l'on va préciser. Soit

po € C°(R) , supp po C [-1,1] , /IRpo =1.

Par construction

def 1 1
pe X ~po(2) — b . (4.5.18)

Nous remarquons que la fonction 1. = p-(t — At) — 2p-(t) + pe(t + At) est paire et par
conséquent

t
/IR Ye(s) ds =0 et de plus /_oo Ye(s) ds € C°(R) .
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On introduit alors la fonction régularisée

qui satisfait les propriétés suivantes :

wl € CX(R) ,

supp w? C [~At —e, At +¢]

w? — w°  uniformément .

D’apres (4.5.18) on a la propriété suivante :

lin% IF{Z'L}O(t)LZJ(t) dt = (—At) — 2¢(0) + ¢ (At) , V9 continue sur R . (4.5.19)

Posons wy,(t) = wg(t —t,,) et introduisons I'opérateur de régularisation

Ph,AL = Z% ) wn(t) € What(Sr) — Jepnar = an ) € H*(0,T; My,).

En particulier, on peut définir (cf. remarque 4.3.2)

br(Jeon,at: Ynat),  Ynae € VaalST) -

Lemme 4.5.2 Pour tout (¢p at, Vnat) € What(St) X Vi ae(St), on peut définir

br(n,at, Vnat) = gl_{% br(JePn,ats Un,At) -

Cette limite est donnée par Uexpression (4.5.12) du lemme 4.5.1.

Preuve :

En tenant compte de la décomposition (4.5.13) il suffit de montrer que I’expression

//mz 47T|ac — yy ! sy /IR @ (t =" = 7(x,y)) ¢"(t) dt

est bien définie. Posons s =t — 7(x,y) — t"". Par changement de variable et en utilisant
le théoreme de Fubini on a :

J(w?) = / // C s+7(x,y) +t") dedy ds
( ox® 477’33—?/| ( @) ) 5
f(s)
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é

Soit {35} s une suite telle que s° — s. Pour la mesure relative a 3 x ¥, I'ensemble

Es(A)={(z,y) e ¥ x X [/ s+ 7(x,y) +t™ = qAt , ¢ € N}

a savoir 'ensemble des points pour lesquels Pexpression ("(s + 7(x,y) + t") n’est pas
définie, est de mesure nulle. En dehors de ces ensembles, ("(.) est constante et donc con-
tinue. Par conséquent

(" T y) + 1) — s+ T(x,y) ) DD

De plus on a trivialement

|

D’apres la remarque 4.3.2, le membre de droite de cette estimation est en particulier dans
L'(Z x ). Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue assure alors que s — f(s)
est continue presque partout. D’apres (4.5.19) on a alors

C"(s” + (@) +17) = (s + 7(,y) + 1)

§i()&5(y )H

Ar|z — y|

<[4

Art|z — y|

lim J(w?) = J(w®)

e—0

n m— l n m
//ExE 477]35 _ y[ C ((z,y) +1 //Exz 477]3; = y| C (t(x,y) +t™) dedy

”T m+1

On reconnait les domaines d’intégration qui apparaissent initialement dans (4.5.15) et
ainsi cette limite est précisément le terme élémentaire de la matrice

PitL(At) — 2 PE(AL) + PE1(AY)
At?

La définition rigoureuse du terme Jf,w ne pose quand & elle aucun probleme. Le passage
a la limite est immédiat. ©

, k=n—m.

4.5.2 Un schéma naturel pour le probleme couplé
4.5.2.1 Le schéma

Nous proposons ici le schéma d’approximation naturellement issu de la formulation vari-
ationnelle (4.4.11). Rappelons que nous nous sommes fixé comme contrainte de conserver
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la méthode de discrétisation (sujet de la section précédente) du noyau Ny pour la par-
tie acoustique. Toutes les notations nécessaires pour 'approximation du saut de pres-
sion ont été introduites dans la section précédente. Précisons quelques notations pour
I'approximation de I'inconnue v.

Soit V;, un espace élément fini conforme H}(X). La solution approchée de v sera

Uh,At € Pit(O,T; Vh)

avec vy = vpA¢(t"). On utilisera {n;,1 < j < N/} une base de V, et on notera V" le
vecteur des composantes de v, dans cette base Comme convenu, l'approximation de la
premiere équation de (4.4.11) est complétement standard. On utilise une approxima-
tion par éléments finis en espace (dans Vj,) et un -schéma (différences finies) en temps.
Par conséquent le schéma d’approximation “naturellement” (dans le sens ou les espaces
fonctionnels sont remplacés par leurs équivalents discrets et les fonctions indexées par les
parametres de discrétisation) associé a la formulation variationnelle (4.4.11) est :

Trouver (op aAt, Vh,At) € W(ST) X Pit(O,T; V1) tel que V (Y A, wp) € V(ST) X Vy,

n+1 n n—1 n+1 n—1
v, = 2up n,0 /9% ' / n
’ o ary va = 5.2
( At2 ,’U)h) +CL(’Uh , Wh ) . AL Wh, dx Ef Wh d.1(45 O)
1 ov
~br (%Ata %At) + / / AL oy g dadt = 0, (4.5.21)
1% St ot

ot f"=f(t") et vg’e =0 vt + (1 —20) v} + 6 v}~ '. Dans ce qui suit nous donnons
la formulation matricielle de ce schéma.

Pour I’équation de membrane, on introduit :

e la matrice de masse My, de taille N}’ x N} définie par :
M, = ((Mij))1§¢,j§]\/ﬁ o Mg = (i, my), (4.5.22)
e la matrice de rigidité Ay, de taille N} x N} définie par :

e la matrice de couplage Cj, de taille N x N;* définie par

L’équation (4.5.20) est alors équivalente a

sz®+1 _ 2th + th—l
At?

n+1 n—1
(I)h — (I)h

M
h 2At

+A, V-, =F', n=12.N-1. (4525)
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ou F' = <F3n>1§j§N;j , avec F" = /Zf(;r,t”) n; dx.

Nous allons donner maintenant ’expression vectorielle de I’équation (4.5.21). Dans cette
équation, la partie concernant la forme bilinéaire by est déja traitée via le lemme 4.5.1.
Il reste alors a exprimer le terme de couplage. Pour ce faire, on décompose v a; sous la

forme :
N Ny

VhAL = Z ZUZ" w™ ®&; . En utilisant la décomposition (4.5.7) pour ¥, a¢, il vient :
m=1 i=1
N NTrL U

[ 2t =352 S5 g [mas [P

n=1m=1 j=0 =0

a m
Or le produit ;}t ¢™ est non nul si et seulement sim = n—1oum = n. On en déduit que
Ovp AL N 1 " Gunt A
’ dzdt = Crun. v c otV —
// gt Vmadd > [ R Vh /tnl ot oY /tnl ot ]
St n=1
N
= > G- (Vi -vprh (4.5.26)
n

D’apres le lemme 4.5.1, Péquation (4.5.21) est alors équivalente & :

N
—Z ZN“ AL B TR+ Y CRUT (V= V) =0, YneN
n=1

n 1 m=1
qui est elle méme équivalente a I’équation vectorielle :

1 n
P SONFTAL B + CHV - V) =0 (4.5.27)

m=1

Le schéma naturellement issue de la formulation variationnelle (4.4.11) est donc :
Trouver V', n={2,3...} (V2=V!=0), &% n=1{1,2.} (&) =0) solutions de

V}?-‘rl _ 2th + V}?—l (I)Z—i-l _ (I)Z—l

My, o +A, VY~ gy A = (4.5.28)
AT dONPHIT A @+ ChTh =0. (4.5.29)
m=1

Remarque 4.5.1 On a écrit 'équation (4.5.27) au “temps suivant” afin de coupler les
mconnues acoustique et mécanique au méme instant.
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4.5.2.2 Le probleme de la stabilité

Le probleme : Le schéma de couplage que I'on obtient naturellement en s’imposant
de garder la méthode de discrétisation de Ny proposé dans [Duong, 1987] est donc le
schéma (4.5.28)-(4.5.29). Il est “naturel”’dans le sens ou il couple les deux schémas que
I’on aurait choisi sans couplage, & savoir une approximation par eléments finis en espace
couplée a un f-schéma en temps pour I’équation de membrane et un schéma éléments finis
espace-temps selon la démarche proposée dans [Duong, 1987] pour ’équation intégrale
acoustique. Le gros inconvénient de ce schéma est qu’il n’est a priori pas conservatif. Il ne
conserve a priori pas ’énergie discréte naturelle pour le systeme couplé qui serait définie
comme somme de I’énergie discréte mécanique associée au 6-schéma et de I’énergie discrete
acoustique induite par la convolution du lemme 4.5.1. En effet, le terme de couplage dans
(4.5.28), & savoir
(I)Z—"_l o (132—1

2At ’
est obtenu par une approximation aux différences finies centrée sur une grille de temps de
pas At. D’un autre coté, le terme de couplage dans (4.5.29), a savoir

Ch

CZ th—i-l _ Vf? 7
At

peut étre vu comme une approximation aux différences finies centrée sur une grille de
temps de pas At/2. Ceci differe fondamentalement du schéma en temps (3.3.5)-(3.3.6)
développé au chapitre 3 puisque les termes de couplage étaient obtenus par une approx-
imation aux différences finies sur une unique grille de discrétisation en temps de pas At.
On construisait alors I’énergie discrete du systeme vibroacoustique en multipliant de fagcon
classique 1’équation de plaque (ici de membrane) par la quantité

n+1 n—1
vV o Vi
2At

et ’équation acoustique par la quantité

+1 -1
s M
2At

Les termes de couplage ainsi obtenus s’annulaient alors naturellement par simple somme.
La encore, pour faire apparaitre ’énergie discrete classique du 6-schéma dans le schéma
(4.5.28)-(4.5.29), il nous faudrait multiplier (4.5.28) par

+1 -1
Vi =V
2At ’
Mais le terme de couplage ainsi obtenu ne s’annule pas naturellement avec celui de
I’équation (4.5.29) car ici les termes de couplage sont obtenus par des approximations

aux différences finies établies sur deux grilles différentes, 1’'une utilisant un pas de temps
At, Pautre un pas de temps At/2.
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L’origine du probleme : Cette différence de grilles de discrétisation en temps est
induite par le décalage P°/P! (fonctions tests/fonctions de base) utilisé dans la méthode
de discrétisation de Ny. Ceci se comprend assez bien lorsque I'on reprend le petit calcul
algébrique qui permet d’interpréter la quantité variationnelle

(%h,At
//ST ot ?Z)}%At dxdt
v -yt

comme un terme aux différences finies (en 'occurence Cj—2

At )
Du reste, par un calcul simple, on montrer que si I’'on prends comme fonction test 1, a¢ €
Wi at(ST), alors la quantité variationnelle

Ovp, At
2 o ae dodt
/ /ST ot ¢

peut se réinterpréter comme le terme aux différences finies

n+1 n—1
C* Vh - Vh
YN

qui dans ce cas-la peut potentiellement s’annuler avec le terme de couplage de 1’équation
de membrane. Cependant, le choix P1/P! (fonctions tests/fonctions de base) mene & un
schéma instable (au moins en temps long) pour le noyau Ny [Bécache, 1991] et donc, pour
le probleme couplé.

Sur la base de toutes ces remarques, nous allons proposer un nouveau schéma établi a
partir d’une formulation variationnelle uniformisée, a savoir une formulation variationnelle
espace-temps pour I’équation acoustique et ’équation de membrane.

4.5.3 Un schéma stable
4.5.3.1 Une formulation variationnelle “uniformisée”

Nous proposons dans cette section un schéma de couplage établi a partir d’une formulation
variationnelle “uniforme” en espace et en temps. Plus précisément, nous allons discrétiser
I’équation acoustique et I’équation de plaque de la méme facon afin d’obtenir des termes
de couplage sous formes de différences finies centrées et calculées sur une méme grille
de temps. Comme on s’impose de conserver la discrétisation du potentiel Ny selon la
démarche de [Duong, 1987], il s’agit alors de discrétiser I’équation de plaque par éléments
finis espace-temps.

A cet effet, on va conserver la deuxieme équation de (4.4.11) et proposer une formulation
variationnelle espace-temps pour ’équation

1 0% Oy
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Pour pouvoir discrétiser cette équation par éléments finis espace temps, 'idée naturelle
est d’écrire I’équation variationnelle :

Trouver (v, ) € Wy (Sr) x W(Sr) tel que VYV w e V,(Sr)

1 2
T/ 8—; w dxdt+ Vou-Vuw dxdt—// 9¢ w dxdt = / fwdzxdt . (4.5.31)
Cn JJsp O Sr sp Ot Sr

Cependant, nous avons vu que la discrétisation du noyau Ny impose de choisir des fonc-
tions tests en temps constantes par morceaux et des fonctions de bases en temps linéaires
par morceaux. On a choisit (via espaces fonctionnels dans (4.5.31)), nous d’utiliser le
méme “décalage de régularité” pour cette équation (ce qui est en soit cohérent avec le
souhait de vouloir uniformiser la formulation variationnelle du probleme couplé). Un tel
choix, bien qu’adapté a la discrétisation du potentiel retardé Ny, est inadapté a I’équation
(4.5.31). En effet on ne dispose alors pas d’assez de régularité sur les fonctions des es-
paces d’approximation pour intégrer en temps le terme d’accélération. On introduit v = o
comme variable auxiliaire. On propose alors la formulation variationnelle suivante pour

(4.5.30) :

Trouver (v, @,v) € Wy(Sr)xW (S7)xW,(Sr) tel que Vo* € V,(Sr), V"€ Vy(Sr)

T ST ’
Cm ST ! Sl S( S(

Il nous reste alors a prendre en compte ’équation acoustique, a savoir la deuxieme équation
de (4.4.11). La formulation variationnelle pour le probléme couplé sera alors :

Trouver (v, p,vy) € Wy(Sr) x W(Sr) X W, (Sr) telles que

ar = L
= Y, 4.5.33
/ST at ST ( )
1
7// AR / W.W*_// 8_9%*:/ f ot (4.5.34)
Cm ST 8t ST ST 8t ST

1 ov
b * o =0. 4.5.35
pT(so,sD) + /ST({%SD ( )

(4.5.32)

pour toute fonction test (v*, p*,v*) € V4, (Sr) x V(Sr) x V,(Sr).
Proposition 4.5.1 Si (v, ¢,7) est solution de (4.5.33)-(4.5.84)-(4.5.35) alors on a lidentité
d’énergie

1 1 1 0
—/ <—\’y!2 + ]Vv]2> (z,t) dv + = |plx.s, = // f(a;,s)—v(a:,s) drds . (4.5.36)
2 » P ’ St ot

2
m
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Preuve :

*

Il suffit de choisir comme fonctions tests v* = 4 , v* =¥, ¢* = ¢ et de sommer alors

(4.5.33)+(4.5.34)+(4.5.35). ©
4.5.3.2 Discrétisation par éléments finis espace-temps

Les espaces d’approximation de W (Sy) et V(Sr) sont déja définis par (4.5.2). Sur ce
modele, on définit pour Wy, (Sr) et V,,(Sr) les espaces d’approximation :

Wh At ST {vh At € 'PAt(O T Vh) / Vh At =0 }
(4.5.37)
VfﬁAt(ST) = Pgt(O,T; Vh)-

On considere alors le probleme approché (evidemment associé a (4.5.33)-(4.5.34)-(4.5.35)) :

Trouver (vp,at, h,at; Yhat) € Wi at(ST) X Wi at(ST) X Wi A+(ST) tel que

// UnAt Vhat = // Vh,At Vh At (4.5.38)
St
// 'YhAtwhAt+/ Vupat Vi At — // Oh,At Vp A = // fh.at Vb Aty (4.5.39)
Sr St St

; br(en, AtaSOh ar) + // Vn,At Ph At =10 (4.5.40)
St

pour toute fonction test (vh a¢, ¥k At Vhat) € Viae(ST) X Vi at(St) X Vi ae(St)-

Nous allons maintenant reformuler matriciellement ce schéma. Pour cela, nous utiliserons
pour v, At et o A+ la décomposition donnée par (4.5.7) et nous réutiliserons les vecteurs
Vit et @) associés. Conformément aux espaces discrets, nous utiliserons pour v, a; la
décomposition :

N N

That= > > Y uwn®E,

m=1 j=1

et nous choisirons dans (4.5.42) des fonctions tests de la forme
That =" O Y, -

Les fonctions de bases w™ et (" sont définies par (4.5.3) et (4.5.4) et on rappelle que {;};
est une base de V. On notera alors I'} le vecteurs des composantes de 7;' dans la base

{gj}j'

Soit X est un espace de Hilbert, alors on notera :

" n+1
¥ upae € PHOT;X) , uy 2 = % : (4.5.41)
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Des calculs algébriques simples et proches de ceux qui conduisent a la relation (4.5.26)
permettent de voir que le schéma (4.5.38)-(4.5.39)-(4.5.40) est équivalent &

Trouver (vy, onat:Vh) € VX Wh at(ST) XV, tel que V (v, @Z,At,'y};) € Vi x Vi at(S1) XV,

vy v nt}
S B = /’y 27 (4.5.42)
/2‘: At h h h
1 n+l 1 n+1 n 1
— ’Yh fyh h—l—/ an+2 -V, —/ had 3 vy = / f}?-‘r? vy, (4.5.43)
Ch JxT » At »
1 * . *
p br (¢n,ats Phat)  + On,At Ppar =0 (4.5.44)
Spn

Matriciellement, ce schéma s’écrit alors : Trouver (®}, V", T'}) tels que

| VAL, Vil
M), et = M, VR (4.5.45)
Fn—i—l _Tn (I)n+1 —_Pn 1
M, L—=" A7 Lo+ Ay Vn+2 —-Cp———" A7 b= (4.5.46)
1 vty

ZN”+1 m(AL) T+ Cf =0 (4.5.47)

p o At At

ol les matrices dans les équations (4.5.45)-(4.5.46) sont définies par (4.5.22),(4.5.23),(4.5.24)
et les matrices de la convolution discréte dans (4.5.47) sont définies par (4.5.11). (On ren-
voie & (4.5.26) pour 'expression du terme de couplage dans (4.5.47))

4.5.3.3 Analyse de stabilité

Nous allons montrer dans cette section que le schéma (4.5.45)-(4.5.47) est incondition-
nellement stable. On rappelle (c’est un point important) que 'opérateur 0, envoie respec-
tivement W, A¢(St) dans Vi a(St) et Wi A,(St) dans Vi o, (Sr).

Le caractere inconditionnellement stable du schéma provient pour I’essentiel de la propo-
sition suivante :

Proposition 4.5.2 On définit ’énergie mécanique discréte centrée au temps t™ par

def

By (i) = 5 (Rl + alvp, vh))

1
2
La solution (vn At hAt Yhoat) de (4.5.42)-(4.5.43)-(4.5.44) vérifie Uidentité d’énergie
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suivante (Yn € IN) :

n/,n .mn 1 2 . k+2 Uﬁ—‘rl _Uﬁ
Ep(vy,on) + —lenatlv s, = Z At | f5T2 — AL dx (4.5.48)
P P b t
Preuve
Dans les équations (4.5.42)-(4.5.43) on note n = k et on prend
k+1 _ _k k+1 K
,Y*:’Yh Tk p r =P T
h At h At
Il vient
/ A e e/ A / e/ Al
N Al T Al
k+1 k+1 k+1 & k+1 k+1 &
R — U _”h /V k+2.v”h — Y _/ en = v
07277, » At At » At At

k+1 k
k+2 U T
At

On multiplie alors ces équations par At, on somme pour k = 0 & n (cette étape correspond
a une intégration discrete), par somme il vient alors

k+1 k

k n
k+1 "Yh _7h k+1 v, Uy
= ZAt/ A + kZ_OAt/zvvh Q'VT

k—i— E+1 _ k-+1

1
ZAt/ _Soh vh vh ZAt/fk—i_é vh

Comme les conditions initiales sont homogenes, en utilisant la définition (4.5.41) il est
facile de voir que cette équation est équivalente & :

Ep (i vn) ZAt/

D’un autre coté, on peut se convaincre sans probléeme que

k:+ E+1 k+1 _  k

1
_SOh Uh Uh ZAt/ k+§ w (4.5.49)

k—i—l _ ”h i ok
€ What(S ‘ : At b :
pour ¢ At € What(Sr) on a //stn Un,At Ph,At = Z / AL

Par conséquent en prenant ¢}, oy = Pn,a¢ dans (4.5.44) il vient
k+1 k+1 k
A 2

—bn At [ b Th h=0. 4.5.50

in (@n,at, Ph,At) +Z / N At ( )

k=0 >
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La somme (4.5.49)+ (4.5.50) donne exactement (4.5.48). ¢
Par des arguments classiques (lemme de Gronwall discret), cette identité d’énergie nous
permet d’énoncer le théoreme de stabilité suivant :

Théoréme 4.5.1 Le schéma (4.5.42)-(4.5.44) est inconditionnellement stable et on a les
estimations de stabilité suivantes :

IA

sup |v,| +  sup [Vuplres C T | fllzeeor;r2(x))s
n+1ST

tntl<T t

sup |onatls, < CT|fllper2x)-
tn<T

4.5.4 Une drole de coincidence

D’un point de vue pratique il est inutile de calculer I'inconnue auxiliaire I'}}. Nous allons
voir qu’en I’éliminant, on retrouve un schéma qui ne nous est pas inconnu. Nous allons
effectuer une dérivation discrete de I’équation (4.5.45) afin de faire apparaitre I’équivalent
discret de p dans (4.5.46).

De I’équation (4.5.45) on tire les deux relations :

Vit -y 41y
h At h 2 )
v — Vn—l | A Fn—l
M h h - M h h .
PTTTA T
Par soustraction (et en divisant par At) il vient :
vn—l—l ) VA Vn—l Pn+1 —_Ir T — Pn—l
Mh h Ath2 h == Mh hfh Mh hfh (4551)
Or de (4.5.45) on tire les deux équations :
. - ;
| AR 1| n+l /A VAL ontt — on
M h h _ = F' 2 A h h C h h
" oAt 2| h h 3 UM A ’
N R (A e o — P!
M, b ~h  _ ZHEp"3I _ A, R "R o, TR Th
" TAL 2 | h h 2 UM A

Par somme il vient :

Pn+1 o Fn Fn . Pn—l vn—l + 2vn + Vn—l @n-i-l o (I)n_l
M h h M h h — FP_ A h h h h h
hTOAE . TV T 9Ag ho 4 O A
(4.5.52)
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En utilisant (4.5.51) dans (4.5.52) on obtient I’équation discrete indépendante de I'} suiv-
ante :

| /AR AR A vt yoyn pynt
At? 4
Par conséquent le schéma de couplage que 'on obtient est :

1 -1
PPt — o7
2AL

+ Ay - Cy :F}ZL.

vt — oy 4 vt AR A Pt —op!

A - C = F
At? +An 4 oAt B
1 vyl _yn
— Y Nt A e 4 CE b —
o AL mz::l h (At) @'+ Cj, Al

La drole de coincidence est que ce schéma est exactement le schéma naturel (4.5.28)-
(4.5.29) (dont on ne savait a priori par démontré la stabilité) pour § = 1/4.

4.5.5 Conclusion de ce chapitre.

Le schéma “naturel”, a savoir celui qui couple naturellement les schémas espace-temps
(volumique pour la membrane surfacique pour le fluide) n’est pas a priori conservatif. On
ne sait pas montrer qu’il est stable, ce qui ne signifie pas pour autant qu’il ne ’est pas.
Cependant, puisque la méthode proposée par [Duong, 1987] conduit & un schéma incondi-
tionnellement stable, on espere controler la stabilité du schéma de couplage en controlant
la stabilité du 6-schéma; ce qui est clairement le cas si le schéma de couplage conserve
une énergie discrete définie comme somme des énergies discretes acoustique et mécanique.
Or, des simulations numériques montrent que ce schéma est instable pour 8 = 0 sous la
CFL du 6-schéma... ce qui laisse fortement penser ce schéma est loin d’étre robuste. En
contrepartie, nous avons vu, mais finalement via une coicidence algébrique et non grace a
une démonstration a priori, que le schéma naturel pour § = 1/4 est onconditionnellment
stable. En conclusion, il doit exister des valeurs de 6 pour lesquelles le schéma est stable
et des valeurs de 6 pour lesquelles il est instable. La encore le probleme est que 'on ne
sait pas déterminer ces intervalles de valeurs. Bien que nous ayons réussi a construire un
schéma de couplage inconditionnellement stable, nous avons perdu la souplesse offerte part
le § schéma, notemment celle de rendre le schéma global potentiellement semi explicite (si
on utilise le principe de condensation de masse pour le calcul de My,).

4.6 Un schéma de couplage éléments finis/potentiels retardés
utilisant des grilles décalées

Nous allons modifier le schéma (4.5.28)-(4.5.29) de sorte & construire un nouveau schéma

qui assure une identité d’énergie discréte indépendante des termes de couplage. L’idée

principale de notre méthode est motivée par les explications du sous chapitre 4.5.2.2. En
supposant que At est le pas de temps de utilisé pour discrétiser 1’équation mécanique
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At
| | | | | | |

[ [ [ [ [ [ [ H Tt
Grille initiale
t2n—3 t2n—2 t2n—1 t2n t2n+1 t2n+2 t2n+3

S L o Grille aux temps pairs

| n y " Grille aux temps impair¢
2n-3 2n-1 2n+1 2n+3

Fi1G. 4.3: Grilles décalées aux temps pairs et impairs

(4.5.28), on distinguera deux grilles décalées de pas 2At correspondant aux temps pairs et
impairs pour la discrétisation de I’équation acoustique (4.5.29) (cf. Fig. 4.3). Dans une
premiere section nous construirons le schéma numérique a l'aide de ces grilles décalées et
dans une seconde partie nous étudierons sa stabilité.

4.6.1 Construction du schéma numérique

Dorénavant At =T/(2N). Dans ce qui suit, nous aurons besoin de distinguer deux grilles
de temps de pas 2At, & savoir les grilles aux temps pairs t2” et aux temps impairs 2711 Une
décomposition naturelle des espaces PX,(0,T;X), {k=0,1} (cf. (4.5.1)) sur les grilles
décalées aux temps pairs et impairs est :

PR0,T; X) = PRP(0,T; X) + PRi(0,T: X), {k=0,1}, avec

Pﬁ’f(o,T;X) = {f € PE(0,T;X) /Vn<N—1, f |20 s2ns2) € PF(X)},
PR0,T;X) = {f € PLOT;X) /¥Yn<N—1, f |gzn1 2 € PH(X)}.
(4.6.1)

Pour k = 1, on associe a la décomposition (4.6.1) les deux opérateurs d’interpolation

4P - C%0,T; X) — PXP(0,T; X), T3 :C%0,T; X) — PXi(0,T; X),

caractérisés par les relations
I G RGO N ES S}

‘ (4.6.2)
{Hki f] () = 2, 0<n <N -1
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grilles décalées

De la méme facon, pour k = 0 on définit les opérateurs de projection L?

XY+ L2(0,T5 X) — PRP(0,T; X), T, : L*(0,T5 X) — PR;(0,T: X).

Le role de ces opérateurs de projection et d’interpolation est illustré sur la figure 4.4.

ECHELLE: ’T{
FONCTIONS DE P; FONCTIONS DE P,
o f T f
0
0 — ® "
7I_Ii (f) o " I_Ip . //// \\\
’ RS P \\ 5/ \\: - /// \\
/// | Sl -7 ‘77\ 77777777777 | /,/ \\#%\ﬁl
. K * — . ; .
P . , .
» NP
\ \ \ \ \ \ : a — : :
t 2n-3 t2n—2 t2n—1 t2n t 2n+1 2n+2 2n-2 2n-1 2n 2n+1 2n+2
FONCTIONS DE P; f FONCTIONS DE P;
o f -
1
o —n
: A _ . °
_— - o % ) T K el
o« . . R —
, . T //////// e
N ) [Ng /-
: : i : : : : : : : : :
t2n—3 2n-2 th—l t2n 2n+1 2n+2 2n-2 2n-1 1:2n 2n+1 2n+2

Fi1c. 4.4: Fonctions des espaces d’approximation pairs et impairs.

En notant f, 1 la valeur sur [t",t"*1] d’une fonction f € P%,(0,T;X) on a simplement :

f. 1+f. 3
0, 2n+ 2n+

f2n+%+'f2n7 1

[H% f (t)] =— 5

Nous allons maintenant donner notre schéma d’approximation.

si 2" <t < 22,

0<n<N-1,
(4.6.3)

sio P l<t<t™™l 0<n<N-1.

Afin d’obtenir, dans

I’équation acoustique, un terme de couplage équivalent & une approximation par différences
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finies centrées sur une grille de pas At, I'idée est de “projeter” deux fois la deuxieme
équation de la formulation variationnelle 4.4.11 sur les grilles décalées aux temps pairs et
impairs. C’est a ce niveau qu’on utilise les opérateurs de projection (4.6.3) et d’interpolation
(4.6.2). On donne alors le schéma d’approximation suivant :

Trouver (¢n at, Vh.at) € W(St) x Pa.(0,T;V4), solution de

n+1 n—1

'Un+1 — " & ,Un—l p © ©
(L h — h ) +a(w)’ wy ) — / ThTh oy, de = / f"wp dr (4.6.4)
At? h 5 2At 5
1 8]._.[ Uh LAt
p bT( [T on,ad) ,nghm / /S 04, A dadt =0, (4.6.5)
T

1 Ol v
= bT< (1L} on,at) aHgT/}h,At> + / / T A 0y Ay dadt =0 . (4.6.6)
p sy Ot

pour toute fonction test (wp,¥n at) € Vi X V(Sr).

4.6.2 Reformulation matricielle du schéma

Nous allons maintenant reformuler matriciellement ce schéma pour pouvoir préciser I’algorithme
de résolution utilisé. Evidemment, I’équation 4.6.4 est toujours équivalente a 1’équation
vectorielle (4.5.20). Il nous reste par conséquent & :

e reformuler matriciellement la discrétisation du potentiel retardé Ny sur les grilles
décalées,

e interpréter sous forme de différences finies les termes de couplage des équations
(4.6.5) et (4.6.6).

Dans ce qui suit, nous reprenons les notations et le formalisme (fonctions de base, matrices
de convolution...) détaillés au chapitre 4.5.1.2. Nous détaillerons seulement le “cas pair”
a savoir la discrétisation de ’équation (4.6.5) (le cas impair étant strictement identique &
un décalage d’indice pres).

Il s’agit donc de réécrire sous forme d’une convolution discrete la quantité

br ( [Mhen.ad Thvn,ar) -

Il n’est pas tres difficile de voir que les matrices qui interviennent dans cette convolution
sont en fait les matrices NF¥(2At) ott N¥ () est défini par (4.5. 11) Pour cela, il suffit
simplement de remarquer que, par déﬁnition les opérateurs Il ’p et H ¢ transforment
respectlvement les fonctions de base w?" et les fonctions tests ¢ ' en nouvelles fonctions
w3k, et 1/2(¢C3R,) définies par (cf. Fig. 4.5) :
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t— t2n_2 on_9 .9
27& 5 Slte[tn_,tn]
2 2n+2
w22t(t) £ —t site [t2n t2n+2] (467)
2At ’ ’
0 , sinon
et
GA(t) = , (4.6.8)
0 , sinon.
W,
1+ 2n 1
I'Ip(van)
O I I } I I
t2n 2 t2n—1 t2n t2n+1 t2n+2
1 Z2n
> Flg(ZZH) =12 Z2n
2At
0 } } } } }
th—2 l:2n—1 t2n t2n+1 t2n+2

Fi1G. 4.5: Transformation de w"” et (™ par les opérateurs de projection et d’interpolation.

Reformulons maintenant le potentiel retardé Ny, sur la grille des temps pairs.

Par définition Hll,goh,At € Pi’f(o, T; Myp,) et Howh At € 77 ?(0,T; M},) donc on a la décomposition
suivante :

2N Ny 2N Ny
Menat = Z P Wik, @ &5, Todnar =Y Z Vit GRe ® &, (4.6.9)
n=1 j=1 n=1 j=1

Posons alors ®2" = (@?")15]-3 N et U2 — (1/1]2-n)1§j§N,§n- En reprenant la démarche
développée au chapitre 4.5.1.2 on a :

n 2N
Zj: 2m,2n x2m 2n

m=1n=1

br (([MWhnar)  T0vn,a0)
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oll B?Fm’% est la matrice définie par (BQTm’%)ij =bp(wiR, ® &, (3R, ®¢&;). En utilisant

la formule (4.3.18) on a (la justification reléve la encore du lemme 4.5.2) :

2m,2n 2m 2n 2m,2n
BT = B + BT2
2m,2n _
(BT,l )ij - / - 02|$ . y| J2m 211('r y) dl‘dy (4610)
2m,2n o V§ vfz ) 2
(BT,2 )ij - / / 02|33‘ _ y| J2m,2n('r7 y) dl‘dy
ol
T 2
Jom,on(T,Y) /0 WA ( (z,9)) GR(t) dt,
T 2
Fanles) = [ walt = (a0)) Glt) .
Comme on a
M 1
W3R (=) = 57 [Samya(t = 7) = 2 0am(t = 7) + Sama(t = 7) ], (4.6.11)

alors
1
Taman(@y) = 17 [CM(E 2 4 7(2,y)) =2 (™ 4 7(2,y)) + M (E + 7(@,0)) ]

Il reste maintenant & faire le lien entre les couronnes de type Ci(d) (cf. (4.5.8)) et les
ensembles définis par les fonctions indicatrices ¢?* dans la formule précédente. Or

<2n(t2m+2 + T(l’,y)) ?é 0 t2n—2 < t2m+2 + T(l‘,y) < t2n
t2n—2—2m—2 < T(JI y) < t2n—2m—2
2At(n —m —2) < 7(z,y) < 2At(n —m — 1)

(x,y) € Cp_m-1(2At) .

(I

De la méme maniere on montre que
(" + 1(z,y)) £ 0 < (2,9) € Crom(2A8)
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et
¢ (t2m_2 +7(2,y)) #0 = (2,y) € Chomi1(2A0)

Par conséquent, on peut énoncer le

Lemme 4.6.1 Soit (¢ At Ynat) € Whae(St) X Vi ae(St). Alors on a :

2N n
br([TLenad) T wn at) = Z Z N, ~"(2A) 9" - W3, (4.6.12)

n=1 m=1

Donc, I'utilisation de grilles décalées ne complique en rien le calcul des matrices de la con-
volution discréte inhérente a la discrétisation de Ny. Notre schéma requiert simplement
le calcul de ces matrices avec un pas de temps de taille 2A¢. Le lecteur se convaincra
facilement que, sur la grille de temps impairs, les calculs sont strictement identiques.

Concernant le traitement du terme de couplage, un calcul tout a fait identique a celui qui
permit d’établir (4.5.26) nous permet d’écrire :

// (%h,At
Sr ot

En adoptant une démarche similaire pour ’équation (4.6.6), la formulation matricielle du
schéma d’approximation espace-temps (4.6.4)-(4.6.5)-(4.6.6) est

N
Hgﬂlh,m dxdt = Z C;"l\IJQ” . (thn _ Vh2n—2)
n=1

vt gy ynt ot — pn—t

n,0 n
M;, AL + Ay Vh — Cy SAL =Fy, (4.6.13)
1 n v2n+2 . V2n
— NP (2AL) ®2mH2 xh  h 4.6.14
1 n V2n+1 _ V2n—1
—— Y NPTM(2AL) C: h__—0. 4.6.1
spat 2 N EAD AT+ G Sy 0 (4.6.15)

4.6.3 Algorithme de résolution

Dans cette section nous décrivons ’algorithme qui permet de calculer itérativement la
solution (V;*, ®}') du schéma (4.6.13)-(4.6.14)-(4.6.15). Au passage, cet algorithme assure
Pexistence et I'unicité d’une solution pour le schéma (4.6.4)-(4.6.5)-(4.6.6).

VTL
On introduit les vecteurs U, B2" et Bi"“ de taille N;" 4+ N}’ et définis par U’ = ( @f; )
h
et
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A
(2M), — A2(1 — 20)Ap) V2" + (My, — OAE2A,) V2 — gch@g"-l + ARF

B = 1= At

_ NP=M(9A (I)2m+1 =" *12n—1

2pAt Ynz::I h ( t) h + 2 Cth
A
(@M, — AL(1 - 20)A,) V2L 1 (M), — 0A2A,) V2 — gch@%ﬁ L ARF
Binﬂ - S omt2 | At 2
——— ) NT(2At) &7 4 —CrV"
AL mz::l n(2A0) @ 4 5 “nVh

En supposant U}'f déja calculé pour k < 2n, nous expliquons dans ce qui suit comment
calculer U™ et UZ"*? & partir de la formulation (4.6.13)-(4.6.14)-(4.6.15). On écrit
d’abord I'équation (4.6.13) au temps t2" (i.e “n=2n") et on la couple & I'’équation (4.6.15),
puis on écrit 'équation (4.6.13) au temps t2"*! (i.e “n=2n+1") et on la couple & I’équation
(4.6.14). 1I est alors facile de voir que l'on est amené a résoudre successivement les deux
systemes linéaires de méme nature a savoir :

K, (At) U = B, K, (At) U2 = gt (4.6.16)

ou la matrice K (At) est définie par blocs de la fagon suivante :

(M, + QAtQAh) —%Ch
K (At) = At 1
—C3 — N%2A

K, (At) est inversible car la matrice N)(At) est symétrique définie positive.

En effet si on prend N = 1, i.e T' = At dans (4.5.12) il vient (en notant ® = @}, ¥ = U})

bai(dn.ae, nar) = Np(AL) & U .

Prenons alors ¢y, At = Q.Sh,At. Par définition de la fonction de base w! et comme <I>9L =0
on a )

bat(n,ats Phat) = EN%(At) oD
D’apres la propriété de positivité du théoreme 4.3.1 on en déduit que N }?(At) est positive.
De plus d’apres la remarque 4.3.1 on peut étre plus précis et assurer que N 2 (At) est en
fait définie positive.

Sur la figure 4.6 on montre comment ’algorithme de calcul proposé permet de calculer
(V8,@9) et (V;7,®7) connaissant (V;", ®}), V n < 5.
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0 1 2 3 4 5 6 V
~ ~ ~
~ ~ X ~
o—X—0 o o @
0 1 2 4 6
0 1 2 3 4 5 6 7
~ ~ o ~ V
o o < N D
S A
< o o O " ey q)
0 1 2 4 6 7

————————————— | nconnues independantes du couplage pour le calcul de V

| nconnues independantes du couplage pour le calcul de @
_____________ Couplage implicite
Couplage explicite

FiG. 4.6: Algorithme de calcul.
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4.6.4 Analyse de stabilité

Dans ce qui suit nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.6.2 On a la propriété de commutation suivante :

0vn,A 0 0vn.A 0
aht L= o [Lonae) ., II7 aht L= En I on,at] -

(4.6.17)

Vonar € What(Sr), HS

Preuve :

La preuve est extrémement simple une fois que I'on a remarqué comment les opérateurs
de projection et d’interpolation transforment les fonctions de bases initiales en fonctions
de bases sur les espaces pairs et impairs. Nous démontrons la premiere égalité.

On remarque qu’il suffit de monter cette égalité en remplacant ¢ A; par une fonction de
base w?" défine par (4.5.3). Par définition, on a :

_ 42n—1 1
ik , sit el 2 — , site)?l e
2 2 +Alt ow?" -
n __ n _ vy _
= tAit ,siteln 2t T Tor ~; o Site et
t
0 , sinon 0 , sinon
D’apres (4.6.3) il vient alors
1 : 2n—2 42n
—— , site)??
w2n 2At
0 — -1
I, ot ) 3A; sit €t 12 +2) (4.6.18)
0 , sinon

Or, on a vu que Héw% = w3k, ol w3}k, est défini par (4.6.7). Sion dérive en temps (4.6.7)
on obtient exactement (4.6.18). ¢

Cette analyse de stabilité est basée sur un équivalent discret de I'identité (4.4.9). Dans ce
qui suit on notera

1odef vt
v = (Mv,v) et on rappelle que vZ+2 A S

2
On introduit alors I’énergie discrete classique associé au 6-schéma :
L1 ot — vp2 1 ntl  pal 1 ot — vy ot vy
Ents = 5 hT +5 a(v, 2,v, 2)—1—(9—1) a(-L X h A7 ). (4.6.19)

Cette énergie n’est rien d’autre que 1’équivalent discret de 1’énergie continue relative a la
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membrane (qui apparait comme premier terme du membre de gauche dans (4.4.9)) :

B(t) = %/ ( ! |gj|2+|w|2> (2.1) da.

L’énergie discrete (4.6.19) du #-schéma satisfait I'identité classique :

). (4.6.20)

E"ts _ g3 _ vZH — 20 + vﬁ_l UZH vﬁ_l ta o UZH — v 1
At At? ’ 2At h 2At

Le principal résultat de cette cette section (et en quelque sorte de cette these) est donné

dans le

Théoréme 4.6.1 La solution (v, ppa) de (4.6.4)-(4.6.5)-(4.6.6) vérifie les identités
d’énergie suivantes (Vn € IN) :

oan—1 1
E, *+ % |:|Hi190h,At|12\I,5t2n—1 + |H11’(’0h’At|12\I’St2“ ]
2n—1 k+1 _ vk—l
E?n-ﬁ-% + i |H1 |2 + |H1 |2
h 2p iQOh,At N,Sth p(ph7At N,St2n+1
In+1 k:+1 _ ,Uk—l
_ Z A / e " g (4.6.22)
Preuve :

On démontre uniquement (4.6.21), la preuve de (4.6.22) étant tout a fait identique.
k+1l k-1
—v

En prenant wy, = thTh dans (4.6.4) (avec n = k), et en utilisant l'identité (4.6.20)
on obtient :
k+s k=3 k1 kel kel k=l k1l k=1
Ep *(vn) — Ep *(vn) _/ Ph —Ch Uy~ de = | f* h — U da
At 5 2A¢ 2At 5 2At ‘

Aprés sommation pour k allant de 0 & 2n — 1, on peut, en décomposant 'intégrale de
couplage, obtenir :
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oL n—1 Q2T 2R 2l 2k
2 _ At h h  Yn Y4
b ") kz—o/ﬁ 2At 2A1 v
n—1 2k-+2 2% ,2k+2 2k 2n—1 2k+1 _, 2k—1
P T Ph Yh T U 2k U T Y
Y NS S e e
kZ:O s 2At 2At kZ:O > 2A¢

0 .
Puis dans I'équation (4.6.5) on prend ¥ At = Xonat 5 PhAt ce qui ne pose pas de

probleme puisque xa2nar 0/0t envoie Wi, a¢(St) dans Vj a+(St). D’apres le lemme 4.6.17
on a

0

0
0 _ 1
Hp |:X2nAt a S%,At} = X2nAt a prh,At,

et donc la propriété de positivité de la forme bilinéaire br( -, -) (voir en particulier (4.3.1))
donne :

br ( [Mhen,ad] 118 [xznar & onadd ) = br( [Mhenad s xanar & Maenar)
(4.6.24)
|H11090tht |?V7$t2n )

De plus, on déduit d’un petit calcul simple équivalent a celui qui nous a permit de refor-
muler certains termes de couplage que

th At 8 /
" dx dt = 2At g
//ST © X2nAt A7 ot Ph,At

Par somme, on obtient :

2k+2 2%k, 2k-+2 2%k
— ¥h
At

Uh — U
A e (4.6.25)

2k:+2 2k 2k+2 2k

Ph Yn T Uk _
|Hp90hAt|N82n+2AtZ/ sap v =0. (4.6.26)

0
De la méme fagon, on choisit ¥ At = X(2n—-1)A¢ 77 5 ©n,A+ dans (4.6.6) pour obtenir :

2k+1 2k—1 | 2k+1 ,U2k—1

- v
‘HzSOhAt|N$2n1+2AtZ/ Soh R dr =0, (46.27)

Au final, la combinaison (4.6.23) + % (4.6.26) + % (4.6.27) donne bien le résultat annoncé.
o

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre théoréeme principal de stabilité :
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Théoréme 4.6.2 Pour 6 > 1/4, notre schéma est inconditionnellement stable et on a les
estimations de stabilité suivantes :

ot —on n+
sup hTh + sup Vo, ey < CT | fllzeeo,mr2m),
i — (4.6.28)
sup [Mpponadls,  + sup [Monads, < CT[|fllre@ri2):
tn<T tn<T

ou C est une constante positive indépendante de At.
Pour 6 < 1/4, notre schéma est stable sous la condition CFL :

At?
Ja< 1, telque - (1 —40) llap|| < a. (4.6.29)

ot l'on a posé :

a(Vp, Up,
lan]| = sup A0:%)

4.6.30
VR EVY |/Uh|2 ( )

Preuve :

On limite notre preuve au cas 6 > 1/4, le cas 6 < 1/4 étant identique & quelques détails
techniques pres.

Puisque 6§ > 1/4 alors

n+1
v = U |2 ntg
At

<2 E,

Grace au lemme de Gronwall discret on en déduit que
n+1 n
Y — Y

A | S C Zan”LQ(E) At < Ct" || fllz=1;2(2))- (4.6.31)

k=0

En injectant (4.6.31) dans (4.6.21) et (4.6.22), on obtient facilement l’estimation

o

n+3 n
B, 2 < C (") £ o2 -

de laquelle on déduit immédiatement la premiere inégalité de (4.6.28). Enfin, (4.6.21) et
(4.6.22) donnent également

2
|H1190h,m|?v,stn + |H;1>90h,At|?V,Stn < C (") HfH%OO(O,T;L?(Z))

pour tout t" < T et, par conséquent, la deuxieme estimation de (4.6.28). o
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4.7 Extension aux vibrations d’une plaque

Nous montrons ici comment notre méthode numérique s’applique aux systemes vibroa-
coustiques définis & partir d’'un modele de plaque mince. On considérera deux modeles
classiques de plaque : Le modele de Kirchhoff-Love (K.L) et le modele de Reissner-Mindlin
(R.M). Pour des raisons de simplicité on supposera que la plaque est constituée d’un
matériau homogene isotrope caractérisé par son module de Young F et son coefficient
de Poisson v. Cependant, l'extension & des plaques anisotropes (voir [Naghdi, 1963])
pour la définition des lois de comportement) ne pose aucun probléeme pour le couplage.
On notera p, la densité surfacique de la plaque et ¢ son épaisseur. Il est important de
noter que, comme dans le cas de la membrane, nous utiliserons la vitesse transverse issue
du déplacement en flexion (cf. chapitre 2) comme inconnue structure pour le probléme
couplé, ce qui laisse la condition de couplage (3.1.5) inchangé dans tous les cas de figure.
Le changement de modele n’affecte en réalité que la premiére équation du systeme (4.2.1)
: il suffit de remplacer ’équation de membrane par le modele de plaque. Nous montrons
dans cette section comment le modele de couplage s’inscrit dans le cadre variationnel
abstrait (4.4.11) quel que soit le modele de plaque, de sorte que la méthode numérique
développée au chapitre 4.6 reste directement applicable. Pour les deux modeles (K.L) et
(R.M), l'inconnue ¢ désigne, comme dans le cas de la membrane, le saut de pression sur
la plaque 3.

4.7.1 Le cas d’une plaque de type Kirchhoff-Love

Dans ce cas, la vitesse transverse est la seule inconnue du modele mécanique. Les équations
qui régissent le modele sont :

82'0 (53E 2 8p
pp(SW—FmA’U = f—f—[a], red, t>0,
) (4.7.1)
()
= = E
v(x,t) o, (z,t) 0, redx, t>0,

ou la source f et la pression p joue le méme role que dans le chapitre 3 (dans lequel on
construit pas a pas le modele vibroacoustique d’une plaque). Dans ce modele, nous avons
considéré le cas d’'une plaque homogene isotrope, totalement encastrée (ce qui justifie les
conditions aux limites dans 4.7.1, n, étant la normale extérieure a X).

En procédant comme au chapitre 4.4, il est alors trivial de voir que le systéme (4.2.1) dans
lequel on remplace l'opérateur de membrane par l'opérateur de K.L (on rapelle que la
condition de couplage est inchangée) est équivalent & un probléme variationnel surfacique
de la forme (4.4.11) ou dorénavant :

(V= H§(X),
(v,w) =pp o /211 w dz, Y (v,w) € L*(X)?, (4.7.2)
$F )
a(v,w)—m /EAvAwdx, vV (v,w) € V.
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4.7.2 Le cas d’une plaque de type Reissner-Mindlin

Le modeéle de Reissner-Mindlin est sensiblement plus compliqué puisque qu’en complément
de la vitesse transverse, il introduit une inconnue supplémentaire pour décrire le comporte-
ment de la plaque a savoir le vecteurs des rotations

0 = (6,,0,)".

On renvoie évidemment le lecteur au chapitre 2 dont toute la premiere partie est consacré
a la description de ce modele. On rappelle tout de méme que les équations qui régissent
ce modele sont

( 0%v . op
ppéw—édlv[G(Vv—i-Q)] = f+[a], reY, t>0,
5 0% 8 .
| v(z,t) =0(x,t) = 0, x€edx, t>0.

(4.7.3)

ou ¢ est le tenseur des déformations linéarisé :

£(0) 2 e(0)i = 5 (a"@' n 89]’) Vij=1{1,2}

8$j 8332
G = ——— et C est le tenseur de rigidité défini par :
214v) =
E 2v
COPME = —— (a0 O+ Oap Opn + ———00p Orp )-
2(1+V)( a IBH+ op ﬁ)‘+1_yaﬁ )\H)

La encore, aprés une reformulation sur ¥ a 'aide de potentiels retardés, on peut écrire
une formulation variationnelle du type (4.4.11) ou le cadre fonctionnel est défini par les
espaces et les formes bilinéaires suivantes :

[V =H)Z) x HY(E) et pour tout( (v,0), (w,n) ) in V2
3
((v,0), (w,m)) =ppd /Ev w dx + pp % /29-77 dz, (4.7.4)
3
\ a((v,0), (w,n)) = % Zgg(é) 2 e(n) +<5/EG (Vo +0)- (Vw +n).

En conclusion, notre schéma de couplage éléments finis-potentiels retardés s’applique a
tous modele vibroacoustique, et ce, indépendamment du modele mécanique utilisé. Il était
cependant plus “pédagogique”de présenter notre méthode numérique, dont le formalisme
est un peu lourd, sur le cas de la membrane sans alourdir inutilement les calculs avec
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un modele de plaque. Du point de vue de I'implémentation, le schéma (4.6.13)-(4.6.14)-
(4.6.15) se programme toujours a laide de l’algorithme décrit a cet effet, quelque soit
le modele mécanique choisit. Lorsque que 'on change le modele structure, on change
seulement les matrices de masse de rigidité et de couplage.
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4.8 Reésultats numériques

Les résultats numériques présentés dans cette section n’ont pas la prétention de reproduire
des expériences physiques réalistes mais ont pour objectif de valider notre méthode et le
code de calcul développé. Pour ce faire nous comparerons les résultats obtenus avec
notre approche éléments finis/potentiels retardés (BEM-FEM) sur les grilles décalées (pour
6 = 0) avec des résultats obtenus par 'approche élements finis 2D-3D développée dans
le chapitre 3. On considerera successivement le cas des vibrations d’une membrane et
d’une plaque de type Reissner-Mindlin, couplée a de 'air. Ces deux expériences auront en
commun :

e Pour le modéle continu :

— La vitesse du son ¢ = 1.
— Les dimensions de la membrane (ou de la plaque) : ¥ = [—5,5] x [-5, 5].

— La force de chargement f localisée au centre de Y. déja utilisés dans les chapitres
2et3:

F(t,) = g()h(t)
h(t) = =2m f3 27 (fot — 1)] 7™ o7

g(x) = el i |x] <1 , 0 sinon .

e Concernant les parametres de discrétisation :

— Pour la discrétisation du saut de pression ¢ i.e I’espace My, on utilisera des
éléments finis de Lagrange P; associé a un maillage triangulaire de Y.

— Le maillage pour ¢ est construit a partir d’'un maillage quadrangulaire a 50
mailles dans chaque direction < pas de maillage h = 0.2, ou chaque quadrangle
est découpé en deux triangles .

— Pour les calculs via "approche 2D-3D on utilisera le meme maillage de plaque
avec des éléments Q2. et le maillage fluide sera suffisamment grand pour que la
condition absorbante élimine parfaitement les ondes acoustiques générées par
la plaque.

Suivant la démarche de validation proposée dans les chapitres 2 et 3, on calcule une solution
de référence avec le code 2D-3D sur un maillage Q7 raffiné. Cette solution nous permettra,
en plus de valider notre méthode, de comparer également la précision respective de chaque
approche.

4.8.1 Les vibrations d’une membrane

Nous présentons dans cette section quelques résultats numériques qui illustrent le saut
de pression @p a; et la vitesse transverse vy a; solution du systeme (4.4.11) ou les formes
bilinéaires (.,.) et a(.,.) sont définies dans (4.4.12). On se donne alors la vitesse dans la
membrane ¢,, = 1 et la fréquence centrale fy = 0.5 de sorte que la longueur d’onde dans
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chaque milieu soit A = 2. Les parametres de discrétisation en espace décrits précédemment
bien sont adaptés a ce cas de calcul.

Afin d’illustrer le phénomene physique que 'on souhaite simuler, on représente, sur la
figure 4.9 deux instantanés de ¢p, a¢ et vp A aux temps ¢t = 4.2s et t = 8.4s. Du fait que
les vitesse de propagation sont les mémes dans chaque milieu, le phénomene physique est
particulierement simple : Une phase de propagation a une vitesse de 1 dans la membrane,
suivi de 4 réflexions symétriques apres I'impact sur les bords.

Sur les figures Fig. 4.7 et Fig. 4.8, on observe et compare ¢ a¢+ et vy A au cours du temps
au centre de la membrane pendant 30s. Nous avons successivement calculés ces solutions
vec notre méthode (BEM-FEM) et notre méthode éléments finis 2D-3D. On peut voir que
les deux solutions sont tres proches ce qui met en évidence que notre méthode est stable
en temsp long et calcule la bonne solution avec précision.

4.8.2 Les vibrations d’une plaque

Dans cette section on considere les vibrations d’une plaque de type Reissner-Mindlin a la
place de la membrane. On présente ici quelques résultats liés au saut de pression ¢, ¢ et
a la vitesse transverse vy a¢, solutions du systeme (4.4.11) ot les formes bilinéaires de la
plaque sont définies par (4.7.4). On a choisi les mémes parametres de discrétisation (h et
At) que pour le cas précédent, notamment pour ne pas a avoir a recalculer les matrices
N}]‘f , qui est une des étapes les plus cotiteuse en temps de calcul. Pour que le maillage soit
suffisament précis, nous avons choisi les parametres physiques

pp=1, E=01297 , v=03, fo=1,

(ce qui correspond & peu pres a une vitesse de propagation de 1 dans la plaque). Signalons
tout de méme qu’un tel choix de parameétre correspond a un matériau physique... un peu
atypique pour de la vibroacoustique (ligament croisé!).

Comme dans la section précédente, nous donnons quelques instantanés (Fig. 4.14) des solu-
tions pour illustrer le phénomene physique. Comme on pouvait s’y attendre, le phénomene
est plus complexe que dans le cas de la membrane : En particulier la nature dispersive
des ondes se propageant dans la plaque est clairement visible.

Puis on observe ¢ At et vy A au cours du temps (sur [0,T]=[0,50]) au point z; = (—2,5,0)
(qui n’est donc plus le centre de la plaque). Les figures Fig. 4.10 et 4.11 montrent la
comparaison entre les solutions de référence et les solutions calculées par notre méthode
(BEM-FEM). Ces courbes attestent la encore que notre méthode est stable et calcule la
bonne solution.

Enfin, pour montrer 'avantage de notre méthode (BEM-FEM) en terme de précision
(I'utilisation des potentiels retardés minimise la dispersion numérique) on montre le saut
de pression et la vitesse transverse calculée par notre code 2D-3D avec les parametres de
discrétisation utilisés pour valider la méthode (BEM-FEM). Les figures 4.12 et 4.13 lais-
sent voir qu’en utilisant le méme maillage, la méthode (BEM-FEM) est plus précise que la
méthode éléments finis 2D-3D. Notre interprétation est que ceci est probablement di au
fait que la propagation acoustique est traitée plus exactement via les potentiels retardés :
La dispersion numérique due a la discrétisation en temps de I’équation des ondes 3D est
éliminée.
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X o)

v(X 0,t)

03

05 | I I I I
0 5 10 15 20 2 30
time(s)

Fi1G. 4.7: Saut de pression au centre de la membrane.

0.2

03 I I I I I

0 5 10 15 20 25 30
time(s)

F1G. 4.8: Vitesse transverse au centre de la membrane.

—  méthodes éléments finis 2D-3D
méthode BEM-FEM
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(a) Pressure jump at t = 4.2s (b) Tranverse velocity at ¢ = 4.2s

(c) Pressure jump at t = 8.4s (d) Tranverse velocity at ¢ = 8.4s

Fi1G. 4.9: Instantanés des solutions.
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—_——

ion par méthode (BEM-FEM) .

Fic. 4.10: Saut de press

par méthode (BEM-FEM) .

Vitesse transverse

Fic. 4.11:

--- méthode BEM-FEM

——  solution de référence
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I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

time(s)

F1c. 4.12: Saut de pression par méthode 2D-3D .

0.8 [ T

0.6 [ T

T

I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

time(s)

F1a. 4.13: Vitesse transverse par méthode 2D-3D .

--- méthode 2D-3D
——  solution de référence
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0.3

-0.1

-0.2

-0.3

(a) Saut de pression a t = 5s

0.3

-0.2

-0.3

-5 0 5

(c) Saut de pression a t = 7.5s (d) Vitesse transverse a t = 7.5s

F1G. 4.14: Instantanés des solutions.
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