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INTRODUCTION 1
IntroductionCette thèse s'inscrit dans un contexte global de multiplication des appareils électroniques intégrantdes systèmes de transmission non �laires. Les solutions techniques de réseaux sans �ls rencontrent dessuccès tant industriels que commerciaux et sont encore appelées à évoluer rapidement. La demande pourune augmentation des débits est très forte, alors même que les cellules se densi�ent avec l'augmentationdu nombre d'utilisateurs et de leurs équipements, et que les ressources spectrales disponibles sont limitées.Tout est mis en ÷uvre pour obtenir la qualité des liaisons �laires, en termes de débit et de �abilité...mais sans les �ls.Des solutions de transmission radio multi-antennaires commencent à apparaître et présentent de trèssigni�catives améliorations de performance. Les perspectives les plus intéressantes pour l'exploitation dessystèmes à plusieurs antennes sont o�ertes par les codages Spatio-Temporels (ST). Les principaux critèresde performance d'un code ST sont : son rendement, son ordre de diversité et son gain de codage. Uncode ST de rendement maximal permet de multiplier le débit de transmission par le nombre d'antennesemployé à chaque transmetteur. Plus l'ordre de diversité d'un code ST est important et moins il y a, àfort rapport signal à bruit, d'erreur de décodage. En�n, le gain de codage permet de diminuer la puissancedu signal en conservant les mêmes performances.Ce travail de thèse a été e�ectué dans le cadre d'une convention industrielle entre l'ENST et la sociétéCOMSIS1. L'objectif de COMSIS, en 2002, était de proposer une solution multi-antennaire pour lesréseaux locaux sans �ls intégrant un codage Espace-Temps. Ce projet précurseur passait par la réalisationd'un démonstrateur MIMO dérivé de la norme Wi� 802.11a de l'IEEE. Cette norme basée sur unemodulation OFDM à 5 GHz avait du mal à s'imposer face à la 802.11b, plus simple à réaliser. Le codageST devait permettre de diminuer les taux d'erreur pour éviter les ré-émissions des trames et les pertes deliaison. La qualité de service devait être su�sante pour supporter des applications vidéo. De plus, il fallaitpouvoir transmettre à plus bas rapport signal à bruit a�n de baisser la consommation et de diminuer lesinterférences entre cellules. Ce démonstrateur fonctionne actuellement et continue d'être amélioré.Le savoir-faire acquis a été mis à pro�t dans le développement MIMO d'autres systèmes de réseauxsans �ls tels que Bluetooth.1COMSIS3, rue Broussais75014 Paris



2 INTRODUCTIONLe décodage ST est un point sensible dans la mise en pratique des techniques Spatio-Temporelles.Si le codeur ST est très simple, il n'en va pas de même du décodeur qui occupe une surface de siliciumnon négligeable pour un transmetteur Wi�. Des techniques de décodage ont été retenues en fonction dunombre d'antennes et des constellations utilisées a�n de satisfaire au mieux à un compromis entre lesperformances et la complexité.Cette thèse s'articule en deux parties. Les trois premiers chapitres forment la première partie. Ilstraitent du cas des transmissions cohérentes où les caractéristiques du canal sont supposées inconnues auniveau de l'émetteur mais parfaitement connues au niveau du récepteur. Cette première partie corresponddonc au scenario Wi� et aboutit à la présentation du premier prototype de COMSIS.Les chapitres quatre et cinq forment la seconde partie et traitent du cas non-cohérent, lorsque le canalde transmission est inconnu, aussi bien à l'émetteur qu'au récepteur. Cette partie aboutit à la mise enpratique du codage ST pour la norme Bluetooth.Le premier chapitre présente un état de l'art sur les ST construits dans l'optique d'un décodagecohérent. Les calculs de la théorie de l'information sur la capacité d'un canal MIMO et sur les probabi-lités d'erreur des codes ST permettent de dégager des critères pour construire et comparer les di�érentscodes. Nous nous intéressons plus particulièrement à une catégorie de codes en blocs linéaires : les codesalgébriques.Le décodage des codes Spatio-Temporels dans le cas cohérent est traité dans le deuxième chapitre.Un code ST est délicat à construire mais son intégration dans un système est simple. Le décodeur ST,par contre, est très lourd à implémenter et il est primordial de le choisir avec soin.Les systèmes MIMO peuvent être représentés par des réseaux de points et le décodage ST peut ainsise faire par la recherche d'un point le plus proche dans un réseau de points. Cela passe par la constructiond'un arbre de recherche. Le choix des algorithmes permet de choisir soit un algorithme optimal, c'est àdire équivalent au décodeur au sens du maximum de vraisemblance, soit un algorithme sous-optimal.Nous présentons, en �n de chapitre, un décodeur sous-optimal minimisant le bruit et les interférencesde manière itérative.Le troisième chapitre est consacré au prototype développé par COMSIS. Dans un premier temps,nous présentons le principe de la modulation OFDM ainsi que la norme pour les réseaux sans �ls 802.11ade l'IEEE. Puis nous précisons le codeur et le décodeur ST utilisés dans cette première version du dé-monstrateur. En�n nous évoquons les évolutions futures qui sont actuellement à l'étude a�n de constituerune o�re commerciale.Les schémas de codage non cohérents font l'objet du quatrième chapitre. Nous présentons uneapproche géométrique du problème ainsi que des calculs de capacité et de probabilité d'erreur.Après la présentation des décodeurs ST non-cohérents, nous faisons un état de l'art sur la construc-tion des codes ST non-cohérents, en commençant par les codes di�érentiels, en poursuivant par les codes



INTRODUCTION 3purement non cohérents et en �nissant par les codes à entraînement.Le cinquième chapitre propose une nouvelle famille de codes ST construite pour les modulationsnumériques de fréquence. Ce système de transmission non cohérent utilise des signaux de puissanceconstante où l'information est uniquement portée par leurs fréquences. Cette solution a l'avantage depouvoir être produite industriellement à très bas coût, dans l'esprit des transmetteurs Bluetooth. L'adap-tation du codage ST à la norme Bluetooth est ensuite présentée dans le cas d'un système bi-antennaire.Les performances d'un codage ST di�érentiel ont également été étudiées, a�n de suivre l'évolution de lanorme Bluetooth.
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7
Chapitre 1Codes Espace-Temps cohérents
IntroductionCe premier chapitre traite des systèmes de transmission multi-antennairse et plus particulièrementdes schémas de codage Espace-Temps dans le cas cohérent, où les coe�cients du canal de transmissionsont supposés connus au niveau du récepteur. Nous verrons une synthèse sur l'état de l'art du codage ST,avant de nous intéresser, dans les chapitres suivants, au décodage et à la mise en ÷uvre pré-industrielle.Après un exposé de la problématique, l'étude de la capacité des canaux MIMO1 mettra en évidencel'intérêt des schémas multi-antennaires. Le calcul analytique de la probabilité d'erreur nous permettraensuite de faire ressortir les principaux critères de construction des codes ST.Puis nous présenterons les premiers codes Spatio-Temporels et les di�érentes classes de codes construits,jusqu'aux codes en blocs et codes algébriques qui seront utilisés dans la suite.1.1 Schéma de transmissionLe codage Spatio-Temporel s'inscrit dans un cadre plus général que sont les systèmes de transmis-sion multi-antennaires. Un système MIMO emploie M antennes au niveau de l'émetteur et N antennesau niveau du récepteur. Le coe�cient multiplicatif représentant le canal entre l'antenne d'émission i etl'antenne de réception j est noté hij . Au niveau de l'émetteur, les bits d'information à transmettre sontmodulés avant d'entrer dans le codeur ST. Par la suite, nous utiliserons des modulations d'amplitude enquadrature (QAM2) ou des modulations de phase (PSK3). Le codeur ST agit ensuite comme un mul-tiplexeur sur les symboles d'information avant de les transmettre sur le canal. Le récepteur réalise lesopérations inverses, avec, tout d'abord, un décodeur ST qui reforme les symboles d'information, puis un1Multi Input Multi Output2Quadrature Amplitude Modulation3Phase Shift Keying



8 Codes Espace-Temps cohérentsdémodulateur qui régénère les bits d'information.De fait, le codeur Espace-Temps forme, à partir de symboles d'information, un mot de code Spatio-Temporel X de dimension M × T , où T est la longueur temporelle du code. Dans un code ST linéaire,chaque élément xit de la matrice X est une combinaison linéaire des symboles d'information. Le ren-dement du code est dé�ni comme le nombre de symboles d'information transmis par utilisation canal(p.u.c.), soit le nombre de symboles par mot de code divisé par T .Dans le cas extrême où T = 1, les mots de codes ne sont alors que des vecteurs colonnes et la trans-mission est dite non-codée.A la réception, le signal reçu par chaque antenne est modélisé par la somme des signaux émis par lesantennes d'émission a�ectés d'un coe�cient de canal, et par un bruit additif. Sur l'ensemble du récepteur,nous reformons le mot de code
YN×T = HN×M ·XM×T + WN×T (1.1)où H est la matrice de transfert du canal de transmission et W est le bruit additif blanc gaussien(AWGN4). Les indices correspondent aux dimensions des matrices.1.1.1 Modélisation du canal de transmission

4Additive White Gaussian Noise



1.1 Schéma de transmission 9
Nous nous intéressons, ici, aux systèmes de transmission radio-mobiles. Que nous soyons en milieufermé (INDOOR) ou à l'extérieur (OUTDOOR), les ondes électromagnétiques suivent plusieurs trajetsentre chaque antenne de l'émetteur et chaque antenne du récepteur. Il peut y avoir un trajet direct sil'émetteur et le récepteur sont en vision direct (LOS5), et des trajets indirects dus aux ré�exions etdi�ractions sur des objets environnants. Les trajets indirects sont déphasés et arrivent avec des retardsétalés dans le temps en fonction de la distance parcourue et tous les trajets interfèrent entre eux. Lesmulti-trajets peuvent donc créer des problèmes d'interférences entre symboles qui serons vus dans lechapitre 3.Sur le plan fréquentiel les multi-trajets rendent le canal sélectif en fréquence avec des risques d'éva-nouissements à certaines fréquences. Les parties réelle et imaginaire de chaque coe�cient du canal sontindépendantes et suivent des lois gaussiennes (N ). Les coe�cients suivent donc des lois gaussiennes com-plexes (CN ). Si les antennes d'émission sont su�samment espacées entre elles, et que c'est également le casdes antennes de réception, les coe�cients du canal peuvent être considérés comme indépendants entre eux.S'il n'y a pas de trajet direct (NLOS6), les lois gaussiennes sont alors à moyennes nulles. Dans ce cas,l'enveloppe de chaque coe�cient du canal suit une loi de Rayleigh et la phase suit une loi uniforme. Untel canal est appelé canal de Rayleigh.En présence d'un trajet direct (LOS), la moyenne des évanouissements n'est pas nulle, le module dechaque coe�cient du canal suit une loi de Rice et le canal est dit de Rice.Dans les chapitres 1 et 2, nous ne travaillerons que sur des canaux de Rayleigh. Nous prendronsdes coe�cients de canal i.i.d.7 avec des parties réelles et imaginaires dans N (0, 1

2 ). Les enveloppes descoe�cients suivent donc des lois CN (0, 1).Nous normaliserons l'énergie moyenne des mots de code à T . Ainsi, quelque soit le nombre d'antennesutilisées ou la longueur temporelle du code ST, la puissance d'émission sera toujours unitaire, commedans le cas mono-antennaire. Les antennes de réception captent, en plus du signal émis, du bruit dû auxautres utilisateurs et à d'autres systèmes radio auquel s'ajoute le bruit dû aux chaînes radio-fréquences.L'ensemble de ces bruits est modélisé par un bruit AWGN, i.i.d. sur chaque antenne, de moyenne nulle etde variance σ2. Le calcul du rapport signal à bruit (SNR) dépendra uniquement de la variance du bruitSNR = 1
σ2 = 1

N0
. La comparaison des performances des codes se fera préférentiellement en Eb

N0
, où Eb estl'énergie par bit d'information transmis.Si maintenant l'émetteur, le récepteur ou les objets se déplacent, alors il s'ajoute un e�et dynamique :le canal varie au cours du temps. Le temps de cohérence Tc est dé�ni comme le temps pendant lequel la5Line Of Sight6Non Line Of Sight7indépendants et identiquement distribués



10 Codes Espace-Temps cohérentsvariation du canal est négligeable. L'étude des canaux MIMO utilisent trois modèles classiques de canauxde Rayleigh .Le canal ergodique 8 : à chaque temps symbole, il faut considérer une nouvelle réalisation du canalindépendante de la précédente.Le canal quasi-statique 9 : le canal reste constant durant la transmission d'une trame ou d'un mot decode ST.Le canal à évanouissement par blocs 10 : le canal reste constant durant la transmission de plusieurstrames ou de plusieurs mots de code ST.La mobilité engendre aussi un décalage des fréquences par e�et Doppler, qui sera vu dans la chapitre 3.Le canal de transmission utilisé dans les chapitres 1 et 2 sera un canal de Rayleigh quasi-statique, sauf pourcertains calculs de capacité. En outre, la détection sera cohérente et le canal sera supposé parfaitementconnu au niveau du récepteur.1.1.2 Les diversités non codéesSi nous considérons un système de transmission SISO sur canal de Rayleigh
y = h · x + w ,il est clair que, même si la variance du coe�cient du canal vaut 1, certaines réalisations du canal présen-teront de forts évanouissements qui feront chuter le SNR au niveau du récepteur et ne permettront pasde décoder l'information transmise. L'idée sous-jacente des techniques de diversité est de permettre aurécepteur de récupérer n fois le signal transmis et qu'à chacune de ces transmissions, la réalisation ducanal soit di�érente. Une technique de diversité consiste donc à envoyer sur plusieurs voies indépendantesle même signal de façon à moyenner les évanouissements. L'ordre de diversité correspond au nombre devoies indépendantes par lesquelles transite chaque signal.Ainsi les risques d'avoir un très mauvais canal diminuent, mais parallèlement les chances d'avoir untrès bon canal baissent de même. Néanmoins, dans le cadre des communications numériques, la plage derapport signal à bruit utilisée correspond, dans la pratique, à de faibles taux d'erreur où seuls les trèsmauvais canaux engendrent des estimations fausses. Nous voyons donc clairement l'intérêt apporté parla diversité pour améliorer les performances des transmissions.Il existe deux groupes de diversités non codées. Tout d'abord, les techniques de diversité relativementintuitives où chaque signal est émis n fois pour atteindre une diversité d'ordre n :La diversité temporelle : elle correspond au code à répétition (n, 1, n), où chaque signal est trans-mis n fois, chaque envoi étant séparé du suivant par un intervalle au minimum égal au temps de8Fast-Fading Channel9Quasi-Static Fading Channel10Block-Fading Channel



1.1 Schéma de transmission 11cohérence du canal Tc, a�n d'assurer l'indépendance des coe�cients de canal. Cette technique estutilisable sur un canal sélectif en temps et lorsque Tc est assez court, comme dans le cas du canalergodique.La diversité fréquentielle : l'envoi des n signaux est simultané, mais est réalisé sur n fréquences dif-férentes. Sur un canal sélectif en fréquence, les canaux sont indépendants si les fréquences sontséparées d'au moins la bande de cohérence du canal. La diversité fréquentielle peut notamment êtreutilisée dans les systèmes OFDM que nous verrons chapitre 3.La diversité d'espace en émission : les n signaux sont émis par des antennes di�érentes séparées d'aumoins la longueur de cohérence qui assure l'indépendance des canaux. La longueur de cohérencedépend de la fréquence, elle est d'environ dix fois la longueur d'onde (λ) à 900 MHz (GSM), maispeut être réduite à λ
2 dans la bande des 5 GHz.Ces techniques de diversité sont coûteuses en terme d'e�cacité spectrale car elles consomment n utilisa-tions canal pour chaque signal à transmettre. L'association d'un entrelaceur et/ou d'un code correcteurd'erreur à ces techniques de diversité est plus e�cace et évite de gaspiller les ressources spectrales.L'autre groupe de techniques de diversité a, intrinsèquement, une meilleure e�cacité spectrale :La diversité d'espace en réception : le signal, émis par une ou plusieurs antennes, est traité par nantennes de réception di�érentes, séparées d'au moins la longueur de cohérence du canal.La diversité de trajet : elle utilise, dans le domaine temporel, l'étalement des retards dû aux multi-trajets. S'il y a au moins n trajets di�érents, un récepteur Rake peut discriminer ces n trajets quisont a�ectés de coe�cients de canal di�érents.L'association de di�érentes techniques de diversité permet d'augmenter l'ordre de diversité global. L'ordrede diversité total atteignable est le produit des ordres de diversité de chaque technique employée.Cette étude porte sur la diversité Spatio-Temporelle. Le codage Espace-Temps associe la diversitéd'espace en émission et la diversité d'espace en réception11, mais la diversité Spatio-Temporelle n'est pasune simple addition des deux. Le codage et l'entrelacement sont e�ectués de façon à obtenir une fortediversité en utilisant peu les ressources du canal.11contrairement à ce que pourrait laisser croire son nom, le codage Espace-Temps ne béné�cie pas de la diversité temporelle,car le canal doit être quasi-statique



12 Codes Espace-Temps cohérents1.2 Résultats connus sur les codes STNous présentons ici des résultats de la théorie de l'information, qui permettent de déterminer analyti-quement les performances des codes Espace-Temps. L'étude de la capacité ainsi que celle de la probabilitéd'erreur nous permettront, par la suite, de dégager les principaux critères pour construire de "bons" codesST.1.2.1 Capacité et diversitéSur un système de télécommunication numérique, il est primordial de connaître la qualité d'une liaison,c'est à dire la quantité maximale d'information transmissible entre un émetteur et un récepteur.L'information mutuelle entre deux variables aléatoires A et B, notée I(A; B), est la quantité d'in-formation qu'apporte la réalisation de l'un sur la réalisation de l'autre. Nous considérons ici des trans-missions non-codées où T = 1. Dans le cas où le décodage est cohérent, la réalisation H du canal Hest supposée inconnue de l'émetteur et parfaitement connue du récepteur. La sortie du canal est alors
(Y,H) = (HX + W,H), et l'information mutuelle entre l'entrée et la sortie est

I(X; (Y,H)) = I(X;H) + I(X;Y|H)

= I(X;Y|H) .Dans notre schéma de transmission, le mot émis X peut prendre des valeurs discrètes dans un codeet le mot reçu Y peut prendre des valeurs continues. L'information mutuelle s'écrit alors
I(X;Y|H) =

∑

X∈Code

∫

CM

P (Y|X ,H)P (Y|H) log2

P (Y|X ,H)

P (Y|H)
dYoù X , Y et H sont les réalisations de X, Y et H.Soit une réalisation de canal H. Si Y est le signal reçu lorsque le signal X est émis, la capacitéinstantanée du canal de transmission est le maximum de l'information mutuelle entre X et (Y|H) surtoutes les distributions possibles de X, soit encore l'information mutuelle lorsque le signal émis est lemeilleur signal possible

Ci , max
p(X )

I(X;Y|H = H) . (1.2)La capacité ne dépend plus du codage, mais uniquement des caractéristiques du canal utilisé. La capacités'exprime en bits par utilisation de canal (bits p.u.c.). La capacité est aussi le débit maximal avec lequelil est possible de transmettre en garantissant un taux arbitrairement bas.Dans la suite nous présentons les calculs de capacité dans le cas des canaux ergodiques. Le canalergodique est un cas d'école et n'est pas très réaliste, néanmoins ce modèle simple permet de trouverune expression de la capacité en MIMO. Historiquement, c'est la capacité MIMO ergodique, étudiée par[Telatar, 1995] et [Foschini et Gans, 1998] qui a poussé la recherche sur les systèmes multi-antennaires.



1.2 Résultats connus sur les codes ST 131.2.1.1 Capacité ergodiqueLa capacité ergodique est l'espérance de la capacité instantanée (1.2) sur la variable aléatoire H. Nousprésentons dans un premier temps le cas bien connu du canal SISO avant d'étudier le cas multi-antennaire.Sous la contrainte d'une puissance maximale d'émission P , la capacité ergodique d'un canal mono-antennaire s'écrit
CSISO = EH


 max

p(x)

E[|X|2]≤P

I(X ; Y |H)


 .Si le canal est AWGN, la capacité s'écrit aussi

CSISO = EH

[
log2(1 + ρ|h|2)

]où h est le coe�cient complexe du canal à évanouissement et ρ = P
σ2 le rapport signal à bruit. h suitune loi de Rayleigh, donc |h|2 suit une loi du χ2.Dans le cas MIMO, l'énergie d'un mot de code est Emot = E

[
X†X

]
= TrE[XX]

† et la contrainte depuissance devient Emot ≤ P .La capacité ergodique du canal MIMO s'écrit alors
C = EH


 max

p(X )Emot≤P

I(X;Y|H)


 .

[Telatar, 1995] a montré qu'il était optimal de mettre la même puissance sur toutes les antennesd'émission (E[XX]
†

= P
M IM ) et que la capacité ergodique du canal MIMO AWGN s'écrivait alors

C = EH

[
log2

(
det
(
IN +

ρ

M
H†H

))] (1.3)où ρ = P
σ2 est le SNR moyen par antenne de réception.Lorsque le nombre d'antennes d'émission tend vers l'in�ni, nous pouvons appliquer la loi des grandsnombres. Nous trouvons alors que 1

M H†H−−−−→
M→∞ IN . Dans ce cas, la capacité s'écrit

lim
M→∞

C = N · log2 (1 + ρ)Il apparaît donc un phénomène de saturation. Augmenter le nombre d'antenne d'émission sera alors in-e�cace.Telatar a proposé de prendre la décomposition en valeurs singulières (SVD12) de la matrice de canal :12Singular Value Decomposition
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H = UDV† où D est une matrice diagonale composée des valeurs singulières λi de H et où U et V sontdes matrices unitaires. La capacité (1.3) peut alors se mettre sous la forme

C = EH

[
log2

(
det
(
IN +

ρ

M
D2
))]

= EH


log2




min(M, N)∏

i=1

1 +
ρ

M
λ2

i






=

min(M, N)∑

i=1

EH

[
log2

(
1 +

ρ

M
λ2

i

)]
.La capacité ergodique de notre canal MIMO à M antennes d'émission et à N antennes de réceptioncorrespond donc à la capacité de K = min(M, N) canaux mono-antennaires. K est appelé nombre dedegrés de liberté ou gain de multiplexage du canal MIMO.À fort rapport signal à bruit, la capacité ergodique du canal MIMO peut s'écrire

C = K log2(ρ) + O(1) (1.4)soit l'équivalent de K canaux SISO parallèles.1.2.1.2 Capacité de coupureL'hypothèse d'ergodicité du canal n'est généralement pas véri�ée dans la pratique pour les canauxradio-mobiles, où la durée de cohérence du canal est souvent grande devant la taille des blocs de donnéesémis ([Biglieri et al, 1998]). Dans ce cas, la capacité de Shannon du canal est nulle. En e�et, quel quesoit le débit de communication visé, il y a une probabilité non nulle que la réalisation du canal ne puissela supporter, et ce même avec un code de très longue taille.Pour mesurer les performances des canaux à évanouissement par blocs, une nouvelle capacité est doncdé�nie à partir de la probabilité de coupure13 et en associant ainsi un taux de con�ance à chaque capacité.La capacité est alors considérée comme une variable aléatoire dépendant de la réponse instantanée ducanal, celle-ci restant constante durant la transmission d'un mot de code de longueur �nie.Pour une réalisation de canal, si la capacité instantanée est inférieure au rendement visé, le mot decode transmis ne pourra être décodé sans erreur, quel que soit le code utilisé. Inversement, si pour uneréalisation de canal, la capacité instantanée est supérieure au rendement voulu, alors le théorème deShannon indique qu'il existe un code permettant de transmettre à ce rendement avec une probabilitéd'erreur aussi petite que l'on veut.13Outage Probability



1.2 Résultats connus sur les codes ST 15La probabilité de coupure se dé�nit comme la probabilité que la capacité instantanée du système detransmission soit inférieur au débit (ou rendement) R

Pout(R) = P {Ci(H) < R} .La capacité de coupure14 se dé�nit ensuite de façon naturelle : Cε, la capacité de coupure à ε%, est lacapacité atteinte par les meilleures réalisations de canal, sans considérer les ε% de réalisations de canalqui ont les plus mauvaises capacités instantanées. Cε correspond donc au débit R maximal auquel onpeut émettre en pouvant avoir (100 − ε)% des transmissions sans erreur, soit encore le débit R, tel que
Pout(R) = ε%.Les capacités de coupure sont di�ciles à calculer, c'est pourquoi les expressions des capacités ergo-diques sont souvent prises comme références, même lorsque les canaux considérés sont à évanouissementpar blocs.1.2.2 Probabilités d'erreurA�n d'établir des critères de performances des codes Espace-Temps, [Tarokh et al, 1998] ont été ame-nés à évaluer les probabilités d'erreur par mot de code ST. Le système de transmission à M antennesd'émission et N antennes de réception suit toujours l'équation (1.1)

YN×T = HN×M ·XM×T + WN×Toù les coe�cients de canal hi,j sont CN(0, 1) et les coe�cients du bruit additif wi,j sont CN(0, σ2).Les performances de la transmission dépendent évidemment du décodeur utilisé. Nous étudierons iciun récepteur employant le décodeur optimal : le décodeur à maximum de vraisemblance (ML15). Noussommes dans le cas cohérent et H, la matrice de canal, est supposée parfaitement connue du récepteur.Le décodeur ML cherche alors, de façon exhaustive, dans l'alphabet du code ST, le mot de code X̂ quiminimise la distance quadratique avec le mot reçu
X̂ = arg min

X∈ Code
‖Y −HX‖2 . (1.5)La probabilité d'erreur par mot de code est alors

P e
mot

= P
{
X̂ 6= X

}

=
∑

X′∈Code

P {X′} · P
{
X̂ 6= X |X = X′

}
. (1.6)14Outage Capacity15Maximum Likelihood



16 Codes Espace-Temps cohérentsLa borne de l'union permet ensuite de majorer P
{
X̂ 6= X |X = X′

}

P
{
X̂ 6= X |X = X′

}
≤

∑

E∈Code
E6=X′

P (X′ → E) (1.7)où P (X′ → E) est la probabilité d'erreur par paire (PEP16), la probabilité de détecter le mot de code E,alors que c'est le mot de code X′ qui a été émis. Pour une réalisation H du canal et dans le cas cohérent,la PEP s'écrit
P (X→ E|H = H) = P

{
‖Y −H · E‖2 ≤ ‖Y −H ·X‖2 |X est émis}

= P
{
‖H · (X−E) + W‖2 ≤ ‖W‖2 |X est émis}

= P {V ≤ 0}avec V = ‖H · (X−E) + W‖2 − ‖W‖2. V est une variable aléatoire gaussienne de moyenne
mV = ‖H · (X−E)‖2 et de variance σ2

V = 4 ‖H · (X−E)‖2σ2. La PEP correspond donc à la queue dela gaussienne
P (X→ E|H = H) = Q

(
mV

σV

)

= Q

(‖H · (X−E)‖
2σ

)
.En utilisant la borne exponentielle Q(x) ≤ e−

x2

2 , nous trouvons
P (X→ E|H = H) ≤ exp

(
−‖H · (X−E)‖2

8σ2

)et en moyennant sur H, nous obtenons
P (X→ E) ≤ exp


−

EH

[
‖H · (X−E)‖2

]

8σ2


 . (1.8)Nous allons maintenant expliciter le numérateur de l'exponentielle

EH

[
‖H · (X−E)‖2

]
= EH

[
H(X−E)(X−E)†H†] .Par construction, la matrice aléatoire A = (X−E)(X−E)† est hermitienne. Elle est donc diagonalisableet nous pouvons écrireA = U†DU oùU est une matrice unitaire dont les colonnes sont les vecteur propresde A et D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A. Comme A est hermitienne16Pairwise Error Probability



1.2 Résultats connus sur les codes ST 17positive, ses valeurs propres λi (i = 1, ..., M) sont positives. Notre expression devient donc
EH

[
‖H · (X−E)‖2

]
= EH

[
Tr
(
HUDU†H†)]

= EH

[
Tr
(
BDB†)]

= EH




M∑

i=1

N∑

j=1

λi|bji|2



=

M∑

i=1

N∑

j=1

λiEH

[
|bji|2

]où B = HU.Étant donné que les colonnes de U sont les vecteurs propres normés de A, elles forment une baseorthonormale de CM . De plus, comme les coe�cients de canaux sont CN (0, 1) et indépendants entre eux,les coe�cients bji sont eux aussi CN (0, 1). L'équation (1.8) devient donc
P (X→ E) ≤

N∏

j=1

exp

(
− 1

8σ2

M∑

i=1

λi

)
.Soit r le rang de la matrice A, nous pouvons réécrire l'équation en ne tenant compte que des r valeurspropres non-nulles de A

P (X→ E) ≤
(

r∏

i=1

(
1 +

λi

8σ2

))−N

.À fort SNR, lorsque la puissance du bruit devient négligeable devant les valeurs propres, c'est à dire,
σ2 = N0 � λi ∀i = 1, ..., r, nous obtenons

P (X→ E) ≤
(

r∏

i=1

λi

)−N(
1

8σ2

)−rN

. (1.9)À fort rapport signal à bruit, la PEP diminue donc asymptotiquement en ρ−rN . Par (1.6) et (1.7), laprobabilité d'erreur se comporte de même et r ·N est l'ordre de diversité du code Espace-Temps.Le produit (λ1λ2...λr)
1
r est appelé gain de codage et correspond à une diminution statique de la PEP,indépendante du SNR. Comme son nom l'indique, il est obtenu pour un système de transmission codé(T > 1). Le gain de codage du code ST est déterminé par la plus mauvaise paire de mots de code (X, E)qui fera chuter les performances

δCode = min
X, E∈Code

X6=E

(λ1λ2...λr)
1
r

= min
X, E∈Code

X6=E

|det (X−E)|2/r
. (1.10)L'ordre de diversité et le gain de codage serviront à évaluer les performances des codes ST et à établir



18 Codes Espace-Temps cohérentsdes critères de construction.1.3 Critères de performance des codes STLes deux principaux critères de performance et de construction des codes ST sont basés sur la mini-misation de la PEP, entraînant une diminution de la probabilité d'erreur par mot. Ce sont le critère durang et le critère du déterminant, introduits par [Tarokh et al, 1998].Critère du rang : A�n d'obtenir la diversité maximale (M ·N), la matrice A = (X− E)(X−E)† doitêtre de rang plein pour tous les couples de mots de code (X, E). Si r est le rang minimal atteint parla matrice A sur tous les couples de mots de code, alors l'ordre de diversité du code ST est (r ·N).Nous remarquons que la diversité d'espace en réception est structurellement acquise. En revanche, l'ob-tention de la diversité d'espace en émission est plus délicate et nécessite un codage spatio-temporeljudicieux.Critère du déterminant : Si la diversité maximale (M ·N) est atteinte, le minimum du déterminantde A sur tous les couples de mots de code ST doit être maximisé.Le gain de codage δCode est alors maximisé.Il existe d'autres critères de construction de codes ST, mais ils sont moins utilisés :� Le critère de l'information mutuelle ([Hassibi et Hochwald 1, 2002]) maximise l'information mu-tuelle entre le signal émis et le signal reçu, a�n d'atteindre la capacité du canal.� Le critère de la trace ([Aktas et al, 2002]) maximise la trace de AA† sur tous les couples de motsde code, a�n de maximiser la distance euclidienne minimale du code ST.Le compromis gain de multiplexage/diversité Nous avons vu que les codes Espace-Temps étaientconstruits de façon à minimiser la probabilité d'erreur par mot de code. Pour cela, ils doivent atteindreune forte diversité (critère du rang) et s'approcher de la diversité maximale �xée par le canal MIMO etcorrespondant au nombre d'antennes d'émission multiplié par le nombre d'antennes de réception (M ·N).Alors, pour un débit R �xé, la probabilité d'erreur diminue avec le rapport signal à bruit ρ. À fort SNR,
Pe décroît en 1

ρM·N .D'un autre côté, l'étude de la capacité ergodique des canaux MIMO a mis en évidence l'existence d'ungain de multiplexage spatial K qui augmente la capacité du canal. Ce gain de multiplexage correspondau nombre de degrés de liberté du canal : K = min(M, N). À fort rapport signal à bruit, nous avons vuque la capacité était équivalente à K log2(ρ), soit l'équivalent de K canaux SISO en parallèle.Un système de transmission MIMO associé à un code ST peut béné�cier à la fois de la diversité etd'un gain de multiplexage, néanmoins les deux restent di�ciles à concilier : la diversité est obtenue à fortSNR, en ayant �xé le débit R, alors que le gain de multiplexage traduit une augmentation de la capacité



1.4 Les di�érents codes ST cohérents 19et donc une augmentation du débit R utilisable.Pour traduire cela, [Zheng et Tse, 2003] ont introduit un compromis entre le le gain de multiplexageet le gain de diversité. Pour cela, nous notons le gain de multiplexage maximal rmax = K = min(M, N)et la diversité maximale dmax = M ·N . Nous nous plaçons toujours à fort rapport signal à bruit et nousconsidérons un point de fonctionnement correspondant à un débit R. Le rendement normalisé
r =

R

log ρreprésente le gain de multiplexage. r est �xé et le débit R = r log ρ augmente avec le SNR, mais représentetoujours une même fraction de la capacité ergodique. À ce rendement normalisé r correspond un gain dediversité
d = − lim

ρ→∞
log2(Pe)

log2(ρ)
.En utilisant un code ST de longueur temporelle T ≥M +N − 1, [Zheng et Tse, 2003] ont montré quele gain de diversité maximal atteignable par le système pour un gain de multiplexage donné est

d(r) = (M − r)(N − r) .Et lorsque T ≤M + N − 1, [Zheng et Tse, 2003] ont proposé des bornes inférieures et supérieures dugain de diversité (r).Dans le cas simple M = N = 2, la �gure 1.1 illustre le compromis gain de multiplexage/diversitéavec une diversité maximale atteinte dmax = 4 pour r = 0 et un gain de multiplexage spatial maximal
rmax = 2 atteint pour d = 0.La �gure présente aussi les performances du code à répétition qui émet deux fois le même signal : unepremière fois sur une antenne, puis l'intervalle de temps suivant sur l'autre antenne

X =

[
x1 0

0 x1

]
.Le code à répétition peut atteindre la diversité maximale dmax = 4 pour r = 0, mais son gainde multiplexage ne peut dépasser r = 1/2, car il ne transmet qu'un seul symbole sur deux intervallestemporels.

1.4 Les di�érents codes ST cohérentsLes études sur la capacité des canaux MIMO et sur la probabilité d'erreur par mot des codes ST ontmis en évidence l'intérêt des systèmes de transmission utilisant des codage Espace-Temps. De multiples
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Gain de multiplexage spatial r = R/log(SNR)
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Compromis optimal
Code à répétition(0, 4)

(2, 0)

(1, 1)

(1/2, 0)Fig. 1.1 � Compromis gain de multiplexage/diversité pour M = N = 2codes ont été proposés depuis 1998.La �gure (1.2) présente les plus intéressants, ainsi que leur "�liation". Deux familles de codes ST onttout d'abord été présentées, les codes ST en treillis et les codes ST en blocs.

Fig. 1.2 � Les di�érents codes Espace-Temps
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Fig. 1.3 � Code en treillis à 41.4.1 Codes ST en treillisLes codes ST en treillis ont été les premiers codes ST présentés par [Tarokh et al, 1998]. Ces codessont une adaptation des codes en treillis classiques (transmission mono-antennaire sur canal gaussienAWGN) aux systèmes MIMO. A chaque instant, les transitions du treillis sont codées par les symbolesPSK transmis par l'ensemble des antennes d'émission.
La �gure (1.3) présente un exemple de treillis MIMO à M = 2 antennes d'émission pour une modula-tion QPSK. Si nous voulons transmettre la séquence {0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1}, correspondant aux symbolesQPSK {0, 2, 3, 1, 2} il faut alors transmettre le mot de code ST

X =

[
0 0 2 3 1

0 2 3 1 2

]
.La construction de codes ST en treillis véri�ant les critères du rang et du déterminant permet d'ob-tenir des codes à diversité maximale avec un fort gain de codage.Comme pour les codes en treillis classiques, les codes ST en treillis se décodent en utilisant l'algorithmede Viterbi. Cet algorithme calcule en chaque noeud du treillis les sommes des métriques des branches yparvenant et qui correspondent aux di�érents chemins possibles. Ensuite, pour chaque noeud, il sélec-tionne le chemin obtenant la plus petite somme. Malheureusement, le nombre d'états du treillis augmenteexponentiellement avec le débit de transmission et le nombre d'antennes d'émission. La complexité dudécodeur limite donc rapidement les possibilités d'utilisation des codes en treillis.



22 Codes Espace-Temps cohérents1.4.2 Les codes ST en couches[Foschini, 1996] a très tôt étudié la capacité des systèmes MIMO aux Bell Labs et a proposé un codageEspace-Temps. Ce codage ST est structuré en di�érentes strates d'où son appellation de code Spatio-Temporel en couches (LAST17), et son code ST en couches diagonales sera ensuite baptisé D-BLAST18.Une version simpli�ée à couches verticales (V-BLAST) sera ensuite proposée par [Wolniansky et al, 1998].Le codage WST, présenté postérieurement par [Caire et Colavolpe, 2001], permet de regrouper lescodes en treillis et en couches dans une même famille.1.4.2.1 D-BLASTLe codage D-BLAST a été conçu pour un système symétrique (M = N). La trame de bits d'in-formation est démultiplexée pour former M sous-trames, les sous-trames formant ensuite les di�érentescouches du code. Chaque sous-trame est codée indépendamment par un code correcteur d'erreur, avantd'être modulée (PSK ou QAM). Les symboles de chaque trame sont émis une seule fois, mais l'antenneallouée à chaque sous-trame change de façon cyclique tous les di symboles. Les sous-trames occupentainsi les diagonales du code ST.Le décodage peut se faire à l'aide d'un égaliseur par retour de décision (DFE19) par suppressionsuccessive d'interférence (SIC20) des couches déjà décodées. Nous voyons, pour cela, qu'il est intéressantde ne pas faire de codage entre les couches.Nous voyons que D-BLAST atteint le rendement maximal de M symboles par utilisation canal (puc).De plus le codage binaire des sous-couches permet de faire transiter une partie de l'énergie de chaque bitd'information sur l'ensemble des chemins entre les M antennes d'émission et les N antennes de réception.La diversité maximale M × N est donc elle aussi atteinte. Malheureusement le décodage est beaucouptrop compliqué et D-BLAST n'est donc pas utilisé.1.4.2.2 V-BLASTLa solution D-BLAST se révélant di�cilement exploitable, les Bell Labs [Wolniansky et al, 1998] ontconstruit un nouveau code beaucoup plus simple : V-BLAST. Cette fois, chaque couche est associée à uneseule antenne émettrice. V-BLAST est donc un simple système non-codé et peut entrer dans la catégoriedes codes en blocs avec T = 1.Le rendement est toujours plein avec M symboles puc, mais la diversité obtenue est uniquement unediversité de réception (d = N). Comme le codage binaire des sous-trames ne permet plus d'obtenir de ladiversité d'émission, il devient facultatif.Le décodage peut aussi se faire à l'aide d'un égaliseur SIC, et comme toutes les couches sont équiva-lentes, nous pouvons décoder les couches de façon ordonnée, de celle ayant le meilleur rapport signal àbruit à celle ayant le moins bon. Nous obtenons ainsi un SIC avec ordonnancement (OSIC).17Layered Space-Time18Diagonal-Bell Laboratories LAST19Decision Feedback Equaliser20Succesive Interference Cancellation



1.4 Les di�érents codes ST cohérents 23V-BLAST est su�samment simple pour être utilisé, bien qu'il ne possède que la diversité de réception.Une solution V-BLAST à deux antennes d'émission et trois antennes de réception est actuellement envente sur le marché grand publique. Le chipset est produit par Airgo Networks et est intégré par Belkin.La solution V-BLAST est aussi l'une des techniques proposées pour la norme MIMO Wi� IEEE 802.11n.1.4.2.3 Codes ST Wrapped[Caire et Colavolpe, 2001] ont proposé un codage ST Wrapped21 (WST) qui permet de construire descodes couches de grande longueur, sans pour autant présenter une trop grande complexité. Cette solutionutilise un unique codage binaire pour toute la trame de bits d'information et la longueur du mot dépendde la longueur du codage binaire.Cette construction est remarquable, car elle englobe les codes en treillis pour qui le délai d'intercalage
di est nul. Le code D-BLAST est obtenu en choisissant un code binaire formé de la réunion des codesbinaires indépendants de chaque sous trame. Sans codage binaire et avec di = 0, nous retrouvons le codeV-BLAST.1.4.3 Codes ST en blocsUn codage Espace-Temps en blocs découpe les symboles à transmettre en paquets de taille �xe et lesincorpore dans un mot de code spatio-temporel XM×T , lui aussi de taille �xe.Depuis 1998, de nombreuses constructions de codes ST en blocs ont été proposées. Nous présentons iciles codes qui nous paraissent avoir apporté certaines "innovations" par rapport aux codes préexistants.Les caractéristiques de ces codes nous permettent d'observer certaines �liations entre les familles et desuivre l'évolution des codes ST en blocs (�gure 1.2).Le plus célèbre des codes ST en bloc est, sans doute, celui présenté par [Alamouti, 1998]. C'est uncode Espace-Temps à deux antennes d'émission dont la structure orthogonale permet un décodage linéairesimple et astucieux. De plus, il permet d'atteindre la diversité maximale M ×N et il a pu être généraliséà un plus grand nombre d'antennes. Toutefois le code d'Alamouti est pénalisé par son rendement de 1symbole puc qui ne tire pas parti des antennes multiples. L'augmentation du nombre de degrés de libertépasse par l'abandon de la contrainte d'orthogonalité.Les codes à dispersion linéaire (LD22) sont des codes en blocs non-orthogonaux, mais dont l'expressiongénérale ne permet pas de trouver facilement des codes intéressants.L'utilisation d'outils d'algèbre permet la création de nouveaux codes : les codes algébriques (AST23).Ces codes utilisent des constellations tournées, ce qui revient à augmenter la dimension algébrique desconstellations.21enveloppés22Linear Dispersion codes23Algebraic Space-Time codes



24 Codes Espace-Temps cohérents1.5 Codes ST orthogonauxLes codes ST orthogonaux sont des codes Spatio-Temporels en blocs dont tous les mots de codes sontdes matrices orthogonales. Cette orthogonalité est une contrainte très forte qui va faciliter le décodage,mais qui va aussi empêcher l'augmentation du nombre de degrés de liberté.1.5.1 Le code d'AlamoutiLe code ST construit par [Alamouti, 1998] pour deux antennes d'émission et une antenne de réceptionest optimal. Il regroupe les symboles à transmettre (PSK ou QAM) par paires (s1, s2) et les place dansle mot de code carré (T = M = 2)
X =

[
s1 −s∗2

s2 s∗1

]
.L'antenne de réception capte donc successivement

y1 = h1 · s1 + h2 · s2 + w1et y2 = −h1 · s∗2 + h2 · s∗1 + w2où h1 et h2 sont les coe�cients de canaux entre les antennes d'émission et l'antenne de réception. Le motde code reçu s'écrit donc
y = [ y1 y2 ] = [ h1 h2 ] ·

[
s1 −s∗2

s2 s∗1

]
+ [ w1 w2 ] .En remarquant que

y∗
2 = h∗

2 · s1 − h∗
1 · s2 + w∗

2 ,nous pouvons introduire le nouveau mot de code en réception y′ qui fait intervenir [ s1

s2

]

y′ =

[
y1

y2∗

]
=

[
h1 h2

h∗
2 −h∗

1

]
·
[

s1

s2

]
+

[
w1

w∗
2

]
.La transmission étant cohérente, h1 et h2 sont connus du récepteur et nous pouvons facilementconstruire

X̂ =

[
x̂1

x̂2

]
=

[
h∗

1 h2

h∗
2 −h1

]
· y′ =

(
|h1|2 + |h2|2

)
·
[

s1

s2

]
+

[
v1

v2

]
.Comme les coe�cients h1 et h2 sont décorrélés, les bruits additifs v1 et v2 restent décorrélés. Laconstellation des symboles s n'a subi qu'une dilatation de (|h1|2 + |h2|2

) et le détecteur ML est donc unsimple détecteur à seuil.



1.6 Codes à dispersion linéaire 25Lorsque le récepteur possède plusieurs antennes, il su�t de faire un MRC24 en calculant la moyennedes X̂j calculés sur chaque antenne réceptrice j = 1...N .Avec une seule antenne de réception, le code d'Alamouti est optimal : il atteint la diversité maximale
M ×N = 2 ainsi que le gain de multiplexage maximal K = min(M, N) = 1 symbole puc.Par contre, lorsque N > 1, si la diversité maximale M ×N = 2N est toujours atteinte, le rendementreste bloqué à 1 symbole puc comme dans le cas d'une transmission SISO.Bien qu'il ne permette pas d'augmenter le débit, le code d'Alamouti est utilisé sur de nombreuxsystèmes radio-mobiles comme l'UMTS (release 99) en mode STTD25, la norme WiMax IEEE 802.16 ouencore le projet de norme MIMO pour le Wi� IEEE 802.11n.1.5.2 Codes orthogonaux de grande dimensionDes codes orthogonaux ont été proposés pour un nombre d'antennes d'émission M > 2, en générali-sant le code d'Alamouti.[Tarokh et al, 1999] ont construit des codes orthogonaux réels à diversité maximale pour n'importequel nombre d'antennes. Leur rendement est de 1 symbole réel puc, ce qui en complexe ne donne qu'unrendement de 1/2 symbole puc.[Tarokh et al, 1999] ont aussi montré qu'il est possible de transmettre K symboles d'information dansun mot de code ST orthogonal carré de taille M×T = 2K−1×2K−1. Le rendement du code est alors K

2K−1 .Par exemple le code orthogonal 4× 4 proposé par [Tirkkonen et Hottinen, 2002] s'écrit
X =




s1 −s∗2 −s∗3 0

s2 s∗1 0 s∗3

s3 0 s∗1 −s∗2

0 −s3 s2 s1




.Les codes ST orthogonaux, bien qu'étant faciles à utiliser et à diversité maximale, ne sont pas trèsintéressants en raison de leurs faibles rendements (inférieurs ou égaux à 1 symbole puc), alors que l'étudede la capacité nous permet d'espérer un rendement plein de M symboles puc. Nous devons donc nousa�ranchir de la contrainte d'orthogonalité qui assurait pourtant un décodage remarquablement simple.1.6 Codes à dispersion linéaireLa généralisation des codes orthogonaux aux codes ST linéaires en blocs a été faite de façon for-melle par [Hassibi et Hochwald 1, 2002]. Soit un système de transmission à M antennes d'émission et N24Maximum Ratio Combining25Space-Time Transmitt Diversity



26 Codes Espace-Temps cohérentsantennes de réception, un codage à dispersion linéaire (LD) de longueur temporelle T transmettra surchaque antenne et à chacun des T instants, une combinaison linéaire de Q symboles d'information. A�nd'atteindre la diversité maximale, l'énergie allouée à chaque symbole devra être dispersée sur l'ensembledes antennes d'émission.Les Q symboles complexes (QAM ou PSK) se décomposent en parties réelle et imaginaire sq = αq+iβq.Le mot de code X s'écrit alors de façon générale
X =

Q∑

q=1

αqAq + iβqBq . (1.11)Le code LD de taille M × T est entièrement dé�ni par le choix de Q et des 2Q matrices de dispersion
Aq et Bq. Le code est linéaire par construction, son rendement est de Q

T symboles puc. Comme le rende-ment ne peut pas dépasser la capacité du canal (1.4), il faut prendre Q ≤ K, où K = min(M, N) est lenombre de degrés de liberté du canal MIMO. Le cas Q = K correspond alors au rendement plein.L'expression (1.11) est une formulation trop générale pour permettre de construire directement descodes intéressants. Elle a néanmoins l'avantage de formaliser la construction des codes linéaires en blocset englobe donc les codes orthogonaux et V-BLAST.Le code d'Alamouti peut ainsi s'écrire
X = α1

[
1 0

0 1

]
+ i β1

[
1 0

0 −1

]
+ α2

[
0 1

−1 0

]
+ i β2

[
0 1

1 0

]
.Nous allons maintenant présenter certains des principaux codes LD. Ils sont basés sur des constructionsalgébriques.1.7 Codes algébriquesNous introduisons tout d'abord quelques éléments d'algèbre. Ils nous permettront ensuite de construirenotamment les codes DAST, TAST et le Golden Code.1.7.1 Quelques notions d'algèbreNous dé�nissons quelques éléments d'algèbre ([Samuel, 2003], [Rekaya, 2004]) qui seront utiles pourla construction ultérieure des codes ST algébriques.� Un nombre algébrique sur un corps K est la solution d'une équation polynomiale P (X) = 0 àcoe�cients dans K (P (X) ∈ K(X)). Un nombre non algébrique est dit transcendant.Soit θ un nombre algébrique sur un corps K, alors il existe un unique polynôme irréductible uni-



1.7 Codes algébriques 27taire26 µθ(X) ∈ K(X) dont θ est racine : c'est le polynôme minimal de θ sur K. Le degré de θsur K est le degré du polynôme minimal et les autres racines de µθ(X) sont les conjugués de θ.� Un corps L est une extension d'un corps K si L ⊃ K. L'adjonction d'un corps K et de θ, unnombre algébrique sur K est l'extension algébrique K(θ). K(θ) est le plus petit corps contenant
K et θ. Il contient toutes les combinaisons27 de θ et des éléments de K.� Un corps de nombres L est une extension �nie du corps Q des rationnels. Il existe un nombrealgébrique θ ∈ L de degré n sur Q tel que L = Q(θ) et alors {1, θ, θ2..., θn−1} forme une base de Q(θ).Une extension de degré 2 de Q est appelée corps quadratique. Une extension de Q par une racinede l'unité est appelée corps cyclotomique.Par exemple Q(i) est un corps quadratique de Q et son polynôme minimal est
µi(X) = X2 + 1.� Soient K un corps, L une extension algébrique de K de degré n1 et M une extension algébrique de
L de degré n2, alors M est une extension algébrique de K de degré n = n1 + n2.1.7.2 Codes algébriques diagonaux DAST[Boullé et Bel�ore, 1992] ont montré qu'il peut être avantageux de tourner la constellation des sym-boles d'information en la multipliant par une matrice de rotation unitaire. Dans une constellation dedimension n, si sur chaque dimension aucun des points de la constellation n'a la même coordonnée,alors la diversité de modulation est maximisée et vaut n. [Boutros et al, 1996] et [Giraud et al, 1997] ontconstruit des constellations tournées à diversité de modulation maximale telles que la distance produitminimale

d p
min

= min
x̃=x−x′

x 6=x′∈S

n∏

j=1

|x̃j |est maximisée.Pour construire le code algébrique DAST28, [Damen et al 1, 2002] ont eu l'idée d'utiliser ces constella-tions tournées pour béné�cier de la diversité. Ils répartissent ainsi les symboles dans l'espace et le temps,avec un bon gain de codage, à l'aide de la transformation de Hadamard. Le code DAST utilise des ma-trices de rotation formées sur des corps de nombres [Boutros et Viterbo, 1998].Si M est une matrice de rotation de dimension M à diversité maximale, elle tourne le vecteur dessymboles d'information pour former x = M · s. Le mot de code DAST se construit en multipliant la26un polynôme est unitaire lorsque le coe�cient du monôme de plus haute degré est égal à 127combinaisons par les quatre opérations : +, −, ×, ÷28Diagonal Algebraic Space-Time code



28 Codes Espace-Temps cohérentsmatrice d'Hadamard de dimension M par la matrice diagonale contenant les symboles tournés
X = HM · diagx .Le codage TAST fonctionne bien pour deux ou des multiples de quatre antennes d'émission, mais ilsou�re évidemment de son faible rendement, limité à 1 symbole puc.1.8 Premier code algébrique optimal[Damen et al 2, 2002] ont construit le premier code linéaire à rendement plein et à diversité maximale.Ce code, conçu pour un système symétrique à deux antennes, est carré (M = N = T = 2). Il permet doncde transmettre 2 symboles puc avec une diversité de 4. Il est issu de la théorie algébrique des nombres,et est fabriqué sur des corps de nombres.Soit s = (s1, s2, s3, s4) le vecteur des symboles d'information à transmettre. Les symboles sont prisdans une constellation QAM, s ∈ S ⊂ Z[i]

4. Le mot de code s'écrit
X =

[
(s1 + θ s2) φ (s3 + θ s4)

φ (s3 − θ s4) (s1 − θ s2)

]où φ2 = θ et θ est de module 1. Nous pouvons donc écrire θ = eiλ où λ ∈ R est le paramètre à optimiser.En considérant une constellation in�nie S = Z[i]
4, le gain de codage se met sous la forme d'unpolynôme en θ de degré 3

δ∞ = inf
s∈Z[i]

∗4

(
detXX†) 1

2

=
1

2
inf

s∈Z[i]
∗4

(
s2
1 − s2

3 θ − s2
2 θ2 − s2

4 θ3
)et pour une constellation S ⊂ Z[i]

4 �nie
δ = min

s̃= 1
2 (s−s′)

s 6=s′∈S

(
s2
1 − s2

3 θ − s2
2 θ2 − s2

4 θ3
)avec évidemment δ ≥ δ∞.En faisant en sorte d'avoir δ 6= 0, nous satisfaisons le critère du rang et nous atteignons donc ladiversité maximale de 4. θ doit alors être, soit un nombre algébrique, soit un nombre transcendant.� Si θ est algébrique de degré strictement supérieur à 3 sur Q(i), (1, θ, θ2, θ3

) forme une base de
Q(i, θ) et donc δ ne s'annule pas. Ainsi, avec θ = ei

π
8 , le gain de codage vaut 0.1304 avec une



1.8 Premier code algébrique optimal 29constellation 4-QAM.� Si θ est algébrique de degré 2 sur Q(i) avec θ2 ∈ Q(i), alors δ ne s'annule pas.En e�et, {1, θ} forme un ensemble libre sur Q(i) donc
s2
1 − s2

3 θ − s2
2 θ2 − s2

4 θ3 = 0

⇔
(
s2
1 − s2

2 θ2
)
− θ

(
s2
3 − s2

4 θ2
)

= 0

⇔
{

s2
1 − s2

2 θ2 = 0

s2
3 − s2

4 θ2 = 0
(1.12)et comme le degré de θ > 1, θ2 n'est pas un carré dans Q(i), donc s2

2 θ2 et s2
4 θ2 ne sont pas descarrés dans Q(i) et (1.12) équivaut à s2

1 = s2
2 = s2

3 = s2
4 = 0 d'où s = (0, 0, 0, 0) et δ 6= 0.Ainsi, avec θ = ei

π
4 , le gain de codage vaut 0.0858 avec une constellation 4-QAM.� En prenant pour θ = eiλ, un nombre transcendant, le gain de codage peut être optimisé numéri-quement. Avec une 4-QAM, le gain de codage est maximal pour λ = 1

2 et vaut 0.2369. Pour uneconstellation 16-QAM, le gain de codage est maximisé pour λ = 0.448 et vaut 0.1397.[Galliou et Bel�ore, 2002] ont généralisé ce code pour n'importe quel nombre d'antennes en travaillantsur les corps de nombres. Leurs codes carrés sont eux aussi à rendement plein et à diversité maximale.Par exemple leur code 3× 3 s'écrit
X =




(s1 + θ s2 + θ2s3) φ (s4 + θ s5 + θ2s6) φ2(s7 + θ s8 + θ2s9)

φ2(s7 + j θ s8 + j2θ2s9) (s1 + j θ s2 + j2θ2s3) φ (s4 + j θ s5 + j2θ2s6)

φ (s4 + j2θ s5 + j θ2s6) φ2(s7 + j2θ s8 + j θ2s9) (s1 + j2θ s2 + j θ2s3)


où θ = ei

π
6 , φ = θ

1
3 = ei

π
18 et j = ei

2π
3 .1.8.1 Codes TASTLes codes TAST29 combinent le principe du codage en couches (LST) et la construction algébrique descodes. [Gamal et Damen, 2003] obtiennent ainsi un codage à rendement plein et à diversité maximale.Les codes algébriques à rendement plein et à diversité pleine vus en 1.8 font partie de la famille des codesTAST.Contrairement aux codes LST, les couches sont ici placées dans un code en blocs. Les couches, ap-pelées thread30 par [Gamal et Hammons, 2001] s'enroulent autour du mot de code de telle sorte quechaque couche est émise à chaque temps symbole et chaque fois sur une antenne di�érente. Toutes lesinterférences pourront ainsi être supprimées et pas seulement annulées comme certaines couches dans le29Threaded Algebraic Space-Time codes30��l�



30 Codes Espace-Temps cohérentsdécodage des codes LST.Les ` symboles d'information à transmettre sont regroupés en L sous vecteurs s1, ..., sL de longueursrespectives `1, ..., `L avec ∑i `i = `. Chaque couche i subit un codage de type DAST avec une rotation
Mi de sa constellation. Et le vecteur de symboles codés de la couche i s'écrit

xi = ϕi ·Mi · si .Les coe�cients ϕi sont choisis de façon à ce que chaque couche soit codée sur un sous-espace algébriquedi�érent. Les di�érentes couches pourront ainsi être aisément discriminées, ce qui facilitera le décodage.Le rendement maximal d'une couche codée en DAST est de 1 symbole puc, donc le rendement maxi-mal du code TAST est de L symboles puc. Toutes les couches ayant le même rendement de 1 symbolepuc, elles peuvent utiliser la même rotation M. Le code TAST ainsi formé à L couches et transmettant
L symboles puc est appelé code TAST symétrique.En pratique, le rendement est limité par la capacité du canal et le nombre de couches L ne doit doncpas excéder le nombre de degrés de liberté du canal (1.4) : L ≤ K = min(M, N). Choisir un nombre decouche L = K permet d'obtenir un code TAST à rendement plein. Il nous reste maintenant à atteindrela diversité maximale.[Gamal et Damen, 2003] ont montré que, pour un code TAST symétrique, prendre des nombres dio-phantiens pour le choix des ϕ1, ..., ϕL permettait de maximiser la diversité et le gain de codage. Unnombre diophantien est un nombre dont l'approximation diophantienne par les nombres algébriques estmauvaise. Pour cela, les auteurs proposent de prendre {ϕ1 = 1, ϕ2 = Φ

1
M , ..., ϕ2 = Φ

M−1
M } avec� soit Φ un entier algébrique tel que {1, Φ, ..., ΦM−1} soient algébriquement indépendants sur le corpsde nombres engendré par les éléments de la matrices de rotation M,� soit Φ un nombre transcendant de la forme eiλ avec pour λ un nombre algébrique non nul.Si toutes les couches du code n'utilisent pas la même rotation, le code TAST est dit asymétrique. Enutilisant par exemple un code à répétition sur certaines couches, la diversité maximale est conservée etle rendement diminue au pro�t d'une diminution de la complexité du décodeur.

1.8.2 Codes algébriques à rotations réellesTandis que nous n'avons vu jusqu'ici que des rotations complexes pour tourner les constellations ducode DAST, des codes 2× 2 peuvent être construits à partir de rotations réelles.



1.8 Premier code algébrique optimal 31La matrice de rotation d'angle θ s'écrit
R(θ) =

[
cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

]
.[Yao et Wornell, 2003] utilisent une rotation di�érente pour chacune des deux couches i (i = 1, 2)

xi = R(θi) ·
[

si

si+1

] avec si et si+1 ∈ S ⊂ Z[i]. Le mot de code ST s'écrit donc
X =

[
s1 cos(θ1) + s2 sin(θ1) s3 cos(θ2) + s4 sin(θ2)

−s3 sin(θ2) + s4 cos(θ2) −s1 sin(θ1) + s2 cos(θ1)

]
.Les angles θ1 =

arctan 1
2

2 et θ2 = arctan 2
2 permettent de satisfaire le critère du déterminant. Ce codeà rendement plein et diversité maximale est remarquable, car quelle que soit la taille de la constellation

S utilisée, le gain de codage ne s'évanouit pas. Nous rappelons que pour un système à deux antennesd'émission, le gain de codage (1.2.2) s'écrit
δCode = min

X, X′∈Code
X6=X′

|det (X−X′)| .

Pour la constellation in�nie S = Z[i], la linéarité permet de calculer le déterminant entre un mot decode X 6= 0 et le mot de code nul X′ = 0. Le déterminant minimal du code in�ni s'écrit alors
δ∞ = min

X∈Code
X6=0

|det (X)| .

Pour une constellation �nie telle que S ⊂ Z[i]

δCode ≥ δ∞ .

Nous calculons le déterminant minimal du code de [Yao et Wornell, 2003] : pour (s1, s2, s3, s4) =

(1, 0, 0, 0), alors
δ ∞
Y ao

= cos(θ1) sin(θ1) =
sin(2θ1)

2
=

1

2
√

5
.[Dayal et Varanasi, 2003] ont construit un code similaire, en remplaçant la rotation complexe du code



32 Codes Espace-Temps cohérentsTAST par la rotation réelle
X =

[
s1 cos(θ) + s2 sin(θ) ϕ(s3 cos(θ) + s4 sin(θ))

ϕ(−s3 sin(θ) + s4 cos(θ)) −s1 sin(θ) + s2 cos(θ)

]
.Le gain de codage est maximisé pour ϕ = −i et θ = arctan 2

2 . Le déterminant minimal de ce code,calculé en (s1, s2, s3, s4) = (1, 0, 0, 0), est alors
δ ∞
Dayal

= cos(θ) sin(θ) =
sin(2θ)

2
=

1√
5

.Le gain de codage ne s'évanouie donc pas lorsque la taille de la constellation augmente.1.8.3 Golden CodeLe code algébrique présenté par [Bel�ore et Rekaya, 2003] est construit à partir d'algèbre cycliquede division de façon à être de rendement plein, de diversité pleine et avec un déterminant minimal nes'évanouissant pas lorsque la constellation augmente.Il est issu d'une première famille de codes appelés codes quaternioniques utilisant l'algèbre des qua-ternions [Bel�ore et al, 2005].Le Golden Code peut être vu comme un code TAST, dont la couche 1 subit la rotation
M1 =

1√
5

[
α α θ

ᾱ ᾱ θ

]et la couche 2 subit la rotation
M2 =

[
1 0

0 γ

]
·M1 =

[
α α θ

γᾱ γᾱ θ̄

]avec θ = 1+
√

5
2 , α = 1 + i(1 − θ) et leurs conjugués θ̄ = 1−

√
5

2 , ᾱ = 1 + i(1 − θ̄). γ est le coe�cient demodule unitaire permettant de séparer les deux couches. Ici γ = i. Le coe�cient 1√
5
devant M1 permetde rendre la matrice unitaire.Le mot de code ST s'écrit alors

X =
1√
5

[
α(s1 + s2θ) α(s3 + s4θ)

γᾱ(s3 + s4θ̄) ᾱ(s1 + s2θ̄)

]
.

θ et θ̄ sont les zéros du polynômes µ(X) = X2−X−1 et ont ainsi donné leur nom au Golden Code31.Le code ST est construit sur Q(i, θ) = {a + bθ | a, b ∈ Q(i)}, une extension quadratique de Q(i). Le choixde α et de γ a permis de maximiser le déterminant minimal : en prenant (s1, s2, s3, s4) = (1, 0, 0, 0),31θ = 1+
√

5

2
, un des zéros de µ(X), est le fameux nombre d'or



1.8 Premier code algébrique optimal 33nous calculons
δ ∞
Golden

=
1√
5
|α ᾱ| = 1√

5
.Le Golden Code a été généralisé par [Ogier et al, 2006] pour quatre antennes d'émission en QAM etpour trois et six antennes d'émission avec une modulation de type hexagonal. Tous ces codes ST linéairesconstruits sur des algèbres cycliques de division sont à diversité pleine et rendement plein, et leur déter-minant ne s'évanouit pas lorsque l'e�cacité spectrale augmente.Le code à quatre antennes d'émission est construit sur le corps de nombre K = Q(i, θ), avec θ =

2 cos
(

2π
15

). La matrice de rotation 4× 4 s'écrit numériquement
M4 =




0.2582− 0.3122i 0.3455− 0.4178i −0.4178 + 0.5051i −0.2136 + 0.2582i

0.2582 + 0.0873i 0.4718 + 0.1596i 0.1596 + 0.0540i 0.7633 + 0.2582i

0.2582 + 0.2136i −0.5051− 0.4178i −0.4178− 0.3455i 0.3122 + 0.2582i

0.2582− 0.7633i −0.0540 + 0.1596i 0.1596− 0.4718i −0.0873 + 0.2582i




(1.13)Le mot de code ST s'écrit ensuite dans la base de l'algèbre de division (I4, e, e2, e3) de la façonsuivante
X = diag(M4S1)I4 + diag(M4S1)e + diag(M4S1)e2 + diag(M4S1)e3avec

e =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

γ 0 0 0




.La base (I4, e, e2, e3) permet de séparer les di�érentes couches. Chaque couche ` = 1...4 transportequatre des seize symboles d'information transmis par mot de code avec
S` =




s`1

s`2

s`3

s`4




.Le déterminant minimal de ce code vaut δ ∞
parfait 4

= 1
1125 .ConclusionNous avons dans ce chapitre présenté le canal de transmission multi-trajet et nous avons vu l'intérêtd'introduire de la diversité pour diminuer la fréquence des erreurs de transmission. Parallèlement, l'étudedes canaux MIMO a montré que la capacité augmente proportionnellement au minimum entre le nombre



34 Codes Espace-Temps cohérentsd'antennes à l'émission et le nombre d'antennes à la réception. Or, le rendement maximal peut être atteintpar un codage Espace-Temps.Nous avons ensuite présenté un état de l'art des codes Spatio-Temporels. Nous nous sommes focaliséssur les codes en blocs et plus particulièrement sur les récents codes algébriques dont certains, comme leGolden Code et les codes parfaits, permettent de béné�cier d'une diversité maximale et d'un rendementplein tout en possédant de bons gains de multiplexage. Ces codes seront ainsi utilisés dans la réalisationde notre prototype MIMO pour Wi�.



35
Chapitre 2Décodage des codes Espace-Tempscohérents
IntroductionDans le premier chapitre, nous avons étudié les codes Spatio-Temporels cohérents. L'étude de leursperformances a été faite dans l'hypothèse d'un décodage optimal et sans tenir compte des di�cultés d'unetelle opération. Il nous faut donc à présent approfondir l'étude de cette étape éssentielle qu'est le décodage.Dans ce chapitre nous nous intéresserons à di�érentes structures de décodeurs pour les codes ST età leurs algorithmes. Certains de ces décodeurs sont optimaux, comme le décodeur exhaustif, le SphereDecoder ou le décodeur de Schnorr-Euchner, alors que d'autres sont conçus pour être sous-optimaux a�nde réduire leur complexité.Nous étudierons plus précisément le décodage de codes ST linéaires en blocs qui peuvent exploiterleur structure en réseaux de points. Ce chapitre débute ainsi par la représentation de codes ST en réseauxde points. Puis nous verrons comment le décodage au maximum de vraisemblance peut être remplacé parla recherche du point du réseau le plus proche du point reçu.La structure générale des décodeurse par arbre de recherche sera ensuite détaillée, ainsi que la para-métrisation de l'algorithme permettant de retrouver des décodeurs connus. Nous présenterons en�n lesprétraitements qui permettent de remettret les constellations en forme et facilitent ainsi le décodage.Pour conclure ce chapitre, nous proposerons un décodeur MIMO itératif qui annule progressivement lebruit et les interférences.2.1 Modélisation du codage ST par les réseaux de pointsDans un premier temps, nous introduisons quelques notions utiles sur les "réseaux de points1" :1Lattice



36 Décodage des codes Espace-Temps cohérents� Un réseau de points est un sous-groupe discret de Rn. Soit Λ ⊆ Rn, un réseau de dimension n, ilest entièrement dé�ni par sa matrice génératrice G ∈ Rn×n

Λ = {λ = Gu : u ∈ Zn} .Les vecteurs colonnes de la matrice génératrice G forment une base de Λ.� Soient Λ ⊆ Rn un réseau de points de dimension n, v ∈ Rn un vecteur et R une région mesurablede Rn. Un code en réseau de points C (λ, v, R) se dé�nit comme l'ensemble des points du réseautranslaté Λ + v à l'intérieur de la région R
C (λ, v, R) = {Λ + v} ∩ R . (2.1)V détermine ainsi la forme2 de la constellation.

C (λ, v, R) peut aussi être vu comme l'ensemble des points s = c + v, où c est le mot de codereprésentant le vecteur d'information u. L'ensemble des vecteurs d'information est noté U ⊂ Zn.
c = Gu .2.1.1 Cas d'une transmission non-codéeLors d'une transmission MIMO non codée, le vecteur de symboles d'information x est transmis sur lecanal de matrice de transfert H de dimension N ×M , en présence de bruit additif. Le signal reçu s'écritalors

y = H · x + w . (2.2)A�n d'obtenir une représentation dans R, les parties réelles et imaginaires des vecteurs et des matricessont séparées grâces aux transformations
CN → R2N

u 7→ uR =

[
< (u)

= (u)

]et
CN×M → R2N×2M

M 7→ MR =

[
< (M) −= (M)

= (M) < (M)

]
.L'équation (2.2) s'écrit alors

yR =

[
< (y)

= (y)

]
=

[
< (H) −= (H)

= (H) < (H)

]
·
[
< (x)

= (x)

]
+

[
< (w)

= (w)

]
= HR · xR + wR .2shapping



2.1 Modélisation du codage ST par les réseaux de points 37Nous retrouvons ainsi une structure de réseau de points de dimension 2N de matrice génératrice HR.
2.1.2 Cas d'une transmission codéeLorsque la transmission MIMO est codée, il faut tenir compte de la longueur temporelle du code, etle mot de code reçu s'écrit

YN×T = HN×M ·XM×T + WN×T . (2.3)Pour représenter le code ST codé sous forme de réseau de points, nous allons tout d'abord le repré-senter sous forme d'un système non-codé pour revenir au cas précédent.Le mot de code émis X est une combinaison linéaire de k symboles d'information, avec k ≤MN . Nousobtenons k = MN si le code ST est à rendement maximal. La contribution du ième symbole d'information
si au mot de code X(s1, ..., sk) est explicitée par Xi = X(si = 1, sj = 0∀j 6= i)

X =

k∑

i=1

Xi · si .La matrice X de dimension M × T peut être présentée sous forme de vecteur colonne x de taille MT

xM·T = vect XM×T = [vect X1, ..., vect Xk]




s1...
sk


 .Nous obtenons donc une version vectorisée du mot de code et le mot de code reçu (2.3) devient

yN ·T = vect YN×T = IT ⊗H · xMT + vect Woù ⊗ représente le produit de Kronecker matriciel. La version complexe non-codée du mot de code reçuétant de taille NT , le réseau de points correspondant sera de taille n = 2NT :
CN×T → CNT → R2NT

YN×T 7→ yNT 7→ yR .Par exemple, dans le cas M = N = T = 2 du Golden Code 1.8.3, le mot de code émis s'écrit
X =

1√
5

[
α(s1 + s2θ) α(s3 + s4θ)

iᾱ(s3 + s4θ̄) ᾱ(s1 + s2θ̄)

]



38 Décodage des codes Espace-Temps cohérentset sa version vectorisée devient
xM·T = vect X =

1√
5




α αθ 0 0

0 0 iᾱ iᾱθ̄

0 0 α αθ

ᾱ ᾱθ̄ 0 0



·




s1

s2

s3

s4




.

Le signal reçu peut alors se mettre sous la forme
yN ·T =

1√
5

[
H 0

0 H

]
·




α αθ 0 0

0 0 iᾱ iᾱθ̄

0 0 α αθ

ᾱ ᾱθ̄ 0 0



·




s1

s2

s3

s4




+ vect W

=
1√
5
·HNT×MT ·Φ · s + wN ·T .Nous obtenons donc un système d'équation non-codé de dimension NT ×MT

y = M · s + wavec M = 1√
5
·HNT×MT ·Φ.En séparant les parties réelles et imaginaires, nous pouvons écrire

yR =
1√
5




< (H) 0 −= (H) 0

0 < (H) 0 −= (H)

= (H) 0 < (H) 0

0 = (H) 0 < (H)



·
[
< (Φ) −= (Φ)

= (Φ) < (Φ)

]
·
[
< (s)

= (s)

]
+

[
< (w)

= (w)

]

=
1√
5
HR ·ΦR · sR + wR .Soit encore l'équation générale

yR = MR · sR + wR (2.4)avec ici, une matrice génératrice du réseau de points de dimension 8 : MR = 1√
5
·HR ·ΦR.Pour un système MIMO codé, la matrice génératrice du réseau de points reçu MR est la combinaisonde la matrice génératrice du réseau de points émis ΦR et de la matrice des coe�cients de canal HR. Ladi�culté du décodage repose sur la structure déformée du réseau de points étudié.



2.2 Décodage au maximum de vraisemblance 392.2 Décodage au maximum de vraisemblanceDe façon générale, le décodage de l'équation (2.3) dans le cas cohérent et au sens du maximum devraisemblance minimise la distance quadratique
X̂ = arg min

X∈Code
|Y −HX|2 .Pour un réseau de points Λ, le décodage ML devient

λ̂ = arg min
λ∈Λ
|y −HGλ|2 . (2.5)Cela revient à rechercher λ̂, le point le plus proche3 du vecteur y dans le réseau de points Λ dé�ni tel que

∥∥y − λ̂
∥∥ ≤

∥∥y − λ
∥∥, ∀λ ∈ Λ .Pour un code en réseau de points C = {s = Gu + v : u ∈ U} (2.1),

û = arg min
u∈U
|y −HGu−Hv|2Pour un code in�ni, il n'est pas possible de réaliser un décodage ML (2.5) e�ectuant une rechercheexhaustive sur tous les mots de code. Pour un code �ni, cet algorithme s'avère généralement trop com-plexe. L'utilisation de la structure en réseau de points permet alors de simpli�er la recherche.[Pohst, 1981] a proposé de rechercher le point le plus proche à l'intérieur d'une hypersphère. Larecherche se fait de façon exhaustive à l'intérieur de la sphère, mais la zone d'intérêt est ainsi restreinte.Deux décodeurs optimaux découlent de la méthode de Pohst : Le Sphere Décodeur et le décodeur deSchnorr-Euchner.Nous allons présenter de manière plus générale la stratégie de Pohst comme un cas particulier del'algorithme de recherche par arbre, appliqué à la résolution du problème de recherche du point le plusproche dans un réseau.2.3 Décodages par arbre de rechercheNous présentons une famille d'algorithmes de recherche du point le plus proche utilisant l'algorithmede branche et de borne4 (BB) présentée par [Murugan et al, 2005]. Cet algorithme permet de décoder les3Closest Lattice Point Search (CLPS)4Branch and Bound algorithm



40 Décodage des codes Espace-Temps cohérentsmots de code reçus de façon optimale ou heuristique5.Nous allons, dans un premier temps former l'arbre de recherche par une mise en forme du signal reçu.Ensuite nous présenterons l'algorithme BB. Et en�n, nous présenterons des réalisations particulière del'algorithme BB, comme les mises en pratique de la stratégie de Pohst.Dans cette partie, nous nous intéresserons uniquement aux transmissions symétriques (M = N).La matrice génératrice du réseau de points correspondant au signal reçu est donc carrée de dimension
m = 2MT .2.3.1 Formation de l'arbreLe signal reçu de l'équation (2.4) doit de nouveau être mis en forme, a�n de former l'arbre de recherche.La matrice génératrice du réseau est soumise à une décomposition QR : MR = Q ·R où R est une matricetriangulaire supérieure et Q est une matrice orthonormale (i.e. QQT = Im). L'équation (2.4) devientdonc

yR = Q ·R · sR + wRLa multiplication du réseau de points par la matrice orthonormale Q engendre un réseau de point équi-valent (le même réseau de points) et la recherche du point le plus proche peut donc s'écrire
ŝR = arg min

sR∈ Zm
|y′

R −RsR|2avec
y′

R = Q
T
yR = R · sR + w′

R (2.6)A�n de simpli�er l'algorithme de décodage, les indices des vecteurs et des matrices sont inversés etnous retiendrons l'expression générale du signal reçu



ym...
y1


 =




rm,m . . . . . . rm,1

0 rm−1,m−1 . . . rm−1,1... 0
. . . ...

0 . . . 0 r1,1



·




sm...
s1


+




wm...
w1


 . (2.7)A l'initialisation de l'algorithme, nous plaçons un point factice s0 à la racine de l'arbre. Un n÷ud auniveau k est noté sk = (s1, s2, ..., sk) et est associé à la distance quadratique

wk(sk) =

∣∣∣∣∣∣
yk −

k∑

j=1

rk,j · sj

∣∣∣∣∣∣

2

. (2.8)5i.e. suboptimale



2.3 Décodages par arbre de recherche 412.3.2 Algorithmes de recherche du point le plus procheL'algorithme de recherche du point le plus proche doit trouver le meilleur chemin à l'intérieur del'arbre de recherche. La hauteur de notre arbre étant m, un n÷ud sm de niveau m, correspond à unefeuille6 de l'arbre. Nous cherchons donc la feuille minimisant la distance quadratique
d2(s, sm) =

m∑

i=1

wi(s
i) . (2.9)Il apparaît donc que, pour un code �ni, l'algorithme e�ectuant une recherche exhaustive de la feuilleminimisant la métrique voit sa complexité augmenter exponentiellement avec m et donc avec le nombred'antennes. Nous allons donc utiliser l'algorithme BB, comparant les coûts des n÷uds situés à l'intérieurde la zone de recherche, en utilisant une fonction coût et un bornage.Pour cela, [Murugan et al, 2005] ont proposé un algorithme de recherche générique dont le choix desparamètres permet de retrouver des décodeurs connus.2.3.3 Algorithme générique de recherche par arbreNous présentons tout d'abord les fonctions et les notations utilisées par l'algorithme.� ACTIVE est la liste ordonnée des n÷uds dont les branches restent à parcourir. Le premier n÷udde cette liste est en cours de traitement et est dit actif.� f(.) est la fonction coût. f(sk) ∈ R est le coût du n÷ud sk.� t ∈ Rm est le bornage. Il dé�nit la zone de recherche dans le réseau et contrôle ainsi indirectementle nombre de branches de l'arbre. La région de recherche peut être réduite au cours de l'algorithme.� Un n÷ud sk est dit valide si f(sk) < tk.� Tous les n÷uds qui apparaissent à un moment dans ACTIVE sont dits générés. Le nombre de n÷udsgénérés par l'algorithme est compté par la variable nc.� La fonction sort ordonne les n÷uds dans la liste ACTIVE.� La fonction gen dé�nit l'ordre de génération des n÷uds �ls du n÷ud actif.� Les fonctions g1 et g2 permettent de réduire la taille de la zone de recherche.� Le n÷ud feuille généré présentant la plus petite distance quadratique est stocké dans ŝ.Voici l'algorithme BB générique :

BBG(f, t, sort, gen, g1, g2)1. InitialisationCréer une liste ACTIVE vide et y insérer le n÷ud racine s0.Initialiser le compteur : nc ← 1.2. Soit sk, le n÷ud actif.6leaf node



42 Décodage des codes Espace-Temps cohérentsSi sk est un n÷ud feuille (k = m), alors
t← g1(t, f(sm)) et ŝ = arg min

(∑m
i=1 wi(s

i),
∑m

i=1 wi(̂s)
).Retirer sm de ACTIVE.Aller à l'étape 4.Si sk n'est pas un n÷ud valide, alorsRetirer sm de ACTIVE.Aller à l'étape 4.Si tous les n÷uds �ls valides de sk ont déjà été générés, alorsRetirer sm de ACTIVE.Aller à l'étape 4.Générer le n÷ud valide sk+1, �ls de sk n'ayant pas encore été généré et conformément à l'ordrede génération �xé par gen. Placer sk+1 dans ACTIVE et incrémenter le compteur : nc ← nc + 1.Recalculer les bornes : t← g2(t, nc, ACTIVE). Réactualiser f(sk) et f(sk+1).3. Ordonner les n÷uds de ACTIVE selon la fonction sort.4. Si ACTIVE est vide, �n de l'algorithme.Sinon, aller à l'étape 2.Nous remarquons que g1 permet de resserrer les bornes lorsqu'un n÷ud feuille est atteint. Il est inutilede continuer à chercher des points du lattice plus éloignés et l'utilisation de g1 n'empêche pas forcémentl'algorithme d'être optimal. Par contre g2 rétrécit la zone de recherche de façon à limiter la complexitéde l'algorithme en stoppant par exemple l'algorithme lorsque le nombre maximal de n÷uds générés n c

maxest atteint.2.3.4 Décodeur par sphèreNous présentons ici le Sphere Decoder comme une application du GBB. Mais historiquement, il dé-coule de la stratégie de Pohst et de son analyse mathématique par [Fincke et Pohst, 1985]. Ensuite,[Viterbo et Biglieri, 1993] ont présenté une interprétation géométrique conduisant à son implémentationpar [Viterbo et Boutros, 1999].SD(f, C, sort, gen, g1)� Le décodeur SD est optimal et n'utilise donc pas de fonction g2 qui terminerait prématurémentl'algorithme. En d'autres termes g2(t, nc) = t ∀nc.



2.3 Décodages par arbre de recherche 43� La fonction coût d'un n÷ud correspond à la somme des distances quadratiques du n÷ud et de sesantécédents
f(sk) =

k∑

i=1

wi(s
i) .Le coût d'un n÷ud est donc indépendant de ses enfants et n'a donc jamais besoin d'être réactualisé.� Toute les composantes du bornage t sont initialisées à t = C. La zone de recherche est donc unehypersphère de rayon √C centrée sur le point reçu y′

R
. Tous les n÷uds de l'espace de recherchesatisfont donc la relation

k∑

i=1

wi(s
i) ≤ C .La génération du n÷ud sk+1 �ls de sk doit donc véri�er

wk+1(s
k+1) ≤ C −

k∑

i=1

wi(s
i)soit ∣∣∣∣∣∣yk+1 −

k+1∑

j=1

rk+1,j · sj

∣∣∣∣∣∣

2

≤ C − f(sk) .Lors de la génération de sk+1, le choix de la (k + 1)ème composante sk+1 est donc limité à unintervalle [a0, a1].� La fonction sort n'actualise pas l'ordre de traitement et celui-ci opère donc comme une LIFO7. Lesn÷uds sont donc placés dans ACTIVE dans l'ordre inverse de leur génération.� Pour générer un n÷ud sk+1, �ls de sk, la fonction gen choisit de prendre les sk+1 =
(
sk, sk+1

) dansl'ordre des sk+1 croissants. Sur l'intervalle [a0, a1], a0 est donc choisi en premier.� La fonction g1 change le bornage lorsqu'un nouveau meilleur candidat au point le plus proche esttrouvé :
g1 (t, f(sm)) = min (t, f(sm)) .L'algorithme ainsi présenté ne correspond pas exactement à l'algorithme SD historique de [Viterbo et Boutros, 1999].L'arbre de recherche de l'algorithme SD est formé à partir de l'équation (2.4)

yR = MR · sR + wR,la recherche du point le plus proche minimise la métrique ‖yR −MR · sR‖.7Last In First Out ; le dernier n÷ud généré occupe la première position de la liste ACTIVE



44 Décodage des codes Espace-Temps cohérentsCette recherche étant di�cile sur le réseau déformé par MR, elle est réalisée sur Zm. Pour cela, nouscalculons le point ZF8 du mot de code reçu : yR = MR · ρ et nous introduisons MR · ξ = (yR −MR · sR),soit ξ = ρ− sR. Le point ξ ∈ Rm est donc une translation de sR ∈ Zm.Nous retrouvons un réseau non-déformé, mais la zone de recherche du point le plus proche, qui étaitauparavant une hypersphère centrée sur yR est devenue un ellipsoïde centré sur l'origine et dé�nie par
‖yR −MR · sR‖2 = Q(ξ) = ξTMT

R MR ξ = ξTG ξ =

m∑

i=1

m∑

j=1

gi,j ξiξj ≤ Coù G = MTM est la matrice de Gram de M .La factorisation de Cholesky de la matrice de Gram G = RTR permet de faire apparaître la matrice
R triangulaire supérieure et remplace donc la décomposition QR. Nous retrouvons donc la distancequadratique dé�nie par (2.8) et (2.9)

d2(s, sm) =

m∑

i=1

wi(s
i) .Dans la pratique, le calcul de la matrice de Gram suivi de la factorisation de Cholesky nécessite plusd'opérations arithmétiques que la décomposition QR, qui sera donc privilégiée. La factorisation de Cho-lesky est toujours présentée, car elle était utilisée dans les premiers décodeurs par sphère.Pour les constellations �nies, il convient de prendre en compte la forme9 de la constellation. Pour cela,il su�t d'intégrer cette contrainte sur la génération des n÷uds �ls. Les n÷uds valides ne doivent plusseulement être choisis sur l'intervalle [a0, a1], a�n de rester dans la zone de recherche, mais ils doivent aussiêtre dans l'intervalle [cmin, cmax]. Si la forme de la constellation n'est pas un parallèlotope, les valeursde cmin et cmax d'une couche k + 1 peuvent dépendre des valeurs prises sur les couches précédentes.L'ensemble des noeuds valides correspond donc à l'intersection des intervalles

[a0, a1] ∩ [cmin, cmax] = [sup(a0, cmin), inf(a1, cmax)] .Critères de choix du rayon de la sphère Le choix du rayon est déterminant pour la vitesse deconvergence de l'algorithme. D'une part, a�n de garantir la présence d'un point du réseau à l'intérieur dela sphère, le rayon √C ne doit pas être trop petit, soit au moins le rayon de recouvrement du réseau. Si lasphère choisie ne contient aucun point du réseau, il faudra réitérer l'algorithme avec un rayon plus grand.D'autre part, un trop grand rayon placera trop de points dans la sphère, augmentant la complexité et letemps de décodage.Ne connaissant pas le rayon de recouvrement, il nous faut trouver d'autres critères de choix de C.Nous présentons plusieurs choix possibles pour le rayon de la sphère :8Zero Forcing9shapping



2.3 Décodages par arbre de recherche 451. Le rayon de recouvrement de la sphère peut être approximé par la borne supérieure de Rogers([Conway et Sloane, 1988])
C1 =


(m log m + m log log m + 5m)

√
det(MRMT

R
)

Vm




2
moù √det(MRMT

R
) est le volume fondamental du réseau de points et Vm est le volume d'une sphèreunitaire de dimension m.2. Il paraît naturel de faire intervenir l'estimation du rapport signal à bruit dans le choix du rayon :lorsque le bruit est faible, il est probable que le point reçu soit proche d'un point du réseau et ilest alors possible de prendre une petite zone de recherche. A contrario, lorsque le SNR diminue ilconvient d'augmenter le rayon de la la sphère. [Hassibi et Vikalo, 2001] proposent de �xer le rayonen fonction du SNR

C2 = 2 ·m · ρ .3. Ce sont les évanouissements du canal qui déforment le réseau de points et compliquent la recherchede point le plus proche. Une dimension qui subit un fort évanouissement est compressée et voit lespoints du réseau se rapprocher. Il semble donc intéressant de choisir la ligne la moins énergétiquede la matrice génératrice du réseau M :
C3 = min

(diag (MMT
))

.

Il est également possible de combiner les critères du bruit et des évanouissements
C4 = min

(
min

(diag (MMT
))

, 2 ·m · ρ
)

.2.3.5 Décodeur de Schnorr-EuchnerPlus récemment, [Agrell et al, 2002] ont développé un nouvel algorithme de recherche du point leplus proche à l'intérieur de l'hypersphère de Pohst. Ce nouveau décodeur est basé sur une variante de lastratégie de Pohst proposée par [Schnorr et Euchner, 1994].L'implémentation du décodeur de Schnorr-Euchner (SE) est très proche de celle du SD. Il reprend :� les mêmes fonctions de réduction de la zone de recherche : g1 (t, f(sm)) = min(t, f(sm) lorsqu'unmeilleur point est trouvé et g2(t, nc) = t ∀nc pour un décodage optimal.



46 Décodage des codes Espace-Temps cohérents� la même fonction coût� le décodeur SE est lui aussi optimal et ne s'arrête pas en cours de traitement : g2(t, nc) = t ∀nc.� la fonction coût d'un n÷ud correspond toujours à la somme des distances quadratiques du n÷udet de ses antécédents
f(sk) =

k∑

i=1

wi(s
i) .� la fonction sort n'actualise pas l'ordre de traitement et les n÷uds sont placés dans ACTIVE dansl'ordre inverse de leur génération.La di�érence entre le SE et le SD réside dans la fonction gen qui �xe l'ordre de génération des n÷uds �lsdu n÷ud actif. Alors que le SD choisit les n÷uds �ls sk+1 =
(
sk, sk+1

) dans l'ordre des sk+1 croissantset balaye ainsi la sphère en partant d'un point de la surface, le SE parcourt la sphère du centre versl'extérieur :Soit xk un n÷ud père et [a0, a1] l'intervalle de choix des sk+1 engendrant des n÷uds �ls sk+1 valides,calculons ak+1 =
⌊

a0+a1

2

⌉ et δ = sign wk+1(s
k+1). Alors la fonction gen du SE génère les n÷uds suivantl'ordre {ak+1, ak+1 + δ, ak+1 − δ, ak+1 + 2δ, ak+1 − 2δ, ...} pour les sk+1.La génération des n÷uds �ls de xk se fait donc dans l'ordre croissant de la distance quadratique

wk+1(s
k+1). Le premier n÷ud �ls généré étant sk+1 =

(
sk, ak+1

) avec
ak+1 = arg min

sk+1∈Z

wk+1(s
k+1) = arg min

sk+1∈Z

∣∣∣∣∣∣
yk+1 −

k∑

j=1

rk+1,j · sj − rk+1,k+1 · sk+1

∣∣∣∣∣∣

2

.Ainsi le premier n÷ud feuille généré, c'est à dire le premier point du réseau trouvé ŝ = (a1, a2, ..., am)appelé Babai point correspond au décodage ZF-DFE, c'est à dire le point obtenu par projections succes-sives du signal reçu sur les dimensions du réseau.Toute les composantes du bornage t du SE peuvent être initialisées à t = C, comme pour le SD.Néanmoins, le Babai point étant un relativement bon candidat pour la recherche du point le plusproche, il est possible de ne pas dé�nir de rayon de sphère a priori (ce qui revient à prendre un rayonin�ni) et de prendre opportunément celui-ci comme la distance quadratique entre le point reçu et le Babaipoint
C = d2(s, sBabai) =

m∑

i=1

wi(s
i
Babai) .Le fait que le SE parcoure la sphère de recherche en partant du Babai point proche du centre etajuste immédiatement le rayon, permet de diminuer le nombre de n÷uds générés et donc la complexité



2.3 Décodages par arbre de recherche 47de l'algorithme.De plus, le SE s'avère plus facilement exploitable pour une implémentation hardware que le SD :comme il commence par générer les n÷uds les plus proches du centre a priori, un arrêt prématuré del'algorithme en cas de convergence trop lente garantit un résultat suboptimal au moins aussi bon que leZF-DFE.La construction de l'arbre de recherche du SE se fait comme dans le cas général (2.3.1) à l'aide d'unedécomposition QR. Les prédécodages du SE et du SD - décomposition QR, inversion et multiplicationmatricielle - présentant des complexités comparables, il est donc préférable d'adopter le décodeur deSchnorr-Euchner pour e�ectuer un décodage au maximum de vraisemblance.2.3.6 Algorithmes séquentielsIl existe de nombreux algorithmes suboptimaux de décodage par arbres. Nous nous intéressons icià l'algorithme Stack de [Zigangirov, 1966] et [Jelinek, 1969] et à l'algorithme de [Fano, 1963] repris par[Murugan et al, 2005].Les algorithmes optimaux peuvent être arrêtés prématurément, si le temps de calcul est jugé trop longvia la fonction g2, mais nous allons présenter d'autres mécanismes accélérant la recherche.L'algorithme d'élagage statistique à rayons croissants (RC) de [Gowaikar et Hassibi, 2003] utilise� une fonction coût d'un n÷ud correspondant à la somme des distances quadratiques du n÷ud et deses antécédents
f(sk) =

k∑

i=1

wi(s
i) .� des bornes de recherches t = (t1, ..., tm), avec, par exemple, tk = b · k + δ, où b ∈ R+ correspond àun biais augmentant la zone de recherche au fur et à mesure que nous ajoutons des dimensions etque nous nous rapprochons des feuilles de l'arbre. t restant constant tout le long de l'algorithme,la fonction g1 n'est donc pas utilisée :

g1 (t, f(sm)) = t .Pour être valide, un n÷ud doit donc véri�er ∑k
i=1 wi(s

i) ≤ b · k + δ, et l'algorithme ira cherchertous les points du réseau contenus dans une région non sphérique.L'algorithme Stack utilise lui aussi un biais, mais sur la fonction coût. La fonction coût d'un n÷ud sk
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g , le meilleur de ses n÷uds �ls n'ayant pas encore été généré

f(sk) =
k∑

i=1

wi(s
i) + wk + 1(sk+1

g )− b(k + 1) .A chaque génération d'un n÷ud, sa fonction coût est calculée et celle de son père est recalculée. Deplus, les n÷uds de la liste ACTIVE sont réordonnés dans l'ordre croissant de leur fonction coût. L'al-gorithme s'arrête dès qu'un n÷ud feuille est trouvé, il n'utilise donc pas de bornes ni de rayon de recherche.L'algorithme Stack génère moins de n÷uds que l'algorithme RC utilisant le même biais. De plus,lorsque le biais est nul, l'algorithme Stack est optimal et il est l'algorithme générant le moins de n÷udsde tous les algorithmes optimaux ([Xu et al, 2004]). En�n, le biais de l'algorithme est très pratique pourfaire un compromis entre performance et complexité. Pour b = 0 le décodeur Stack trouve le point le plusproche du réseau (ML). Lorsque b augmente, la complexité diminue jusqu'à obtenir le décodeur ZF-DFE(Babai point) pour b tendant vers l'in�ni.Néanmoins, s'il génère peu de n÷uds, l'algorithme Stack présente des inconvénients :� Il impose le calcul de deux fonctions coût à chaque génération.� Aucun n÷ud feuille n'est calculé avant la �n du décodage, ce qui peut poser des problèmes pratiquessi la recherche s'avère trop longue. Si la �n du calcul s'impose, il faut e�ectuer un ZF-DFE dumeilleur noeud trouvé, c'est à dire trouver le Babai point par projection sur les dernières dimensionsdu réseau.� Il peut nécessiter une très grande place en terme de mémoire a�n de stocker tous les n÷uds de laliste ACTIVE. Cecit s'avère particulièrement handicapant pour une implémentation hardware del'algorithme et risque de provoquer un arrêt prématuré de l'algorithme en cas de dépassement desressources matérielles disponibles.Motivés par le faible nombre de n÷uds générés par l'algorithme Stack, [Murugan et al, 2005] l'ont reprisen modi�ant son implémentation, a�n de brider son appétit en mémoire. Pour cela, leur algorithme negarde en mémoire qu'un seul n÷ud, mais s'autorise en contre-partie à rechercher un même n÷ud plusieursfois. La zone de recherche augmente progressivement et l'algorithme se termine lorsqu'un n÷ud feuilleest trouvé. Cet algorithme correspond à l'algorithme proposé par [Fano, 1963] avec la fonction coût del'algorithme Stack et peut être vu comme une version itérative de celui-ci.2.4 PrétraitementsLors de la formation de l'arbre de recherche en 2.3.1, nous avons procédé à une décomposition QR dela matrice génératrice du réseau de points. Dans le cas général à M antennes d'émission et N antennes deréception, nous avons : MR = Q ·R où MR ∈ Rn×m, R ∈ Rm×m est une matrice triangulaire supérieureet Q ∈ Rn×m est une matrice orthonormale.



2.4 Prétraitements 49La recherche du point le plus proche peut alors s'écrire
ŝR = arg min

sR∈ Zm
|y′

R −R · sR|2avec
y′

R = Q
T
yR = R · sR + wR .Un handicap au décodage de l'arbre, est la non-orthogonalité de la matrice génératrice MR. Le réseau depoints avec une base peu équilibrée - base fortement non-orthogonale et composée de vecteurs de grandestailles - sera di�cile à décoder. En e�et, lors du décodage d'une base déséquilibrée, le point du réseau leplus proche du mot reçu risque de présenter, à certaines couches, des distances quadratiques wk(sk) (2.8)beaucoup plus grandes que certains autres points du réseau. L'algorithme de décodage explorera alors denombreuses branches de l'arbre avant de retrouver le point le plus proche, et a de grandes chances de setromper de point avec un algorithme suboptimal.Cette di�culté peut être levée à l'aide de réductions de réseaux de points qui seront vues en 2.4.1.Pour le décodage de l'arbre, nous avons implicitement supposé que la matrice R n'avait pas de zérosur la diagonale, c'est à dire que MR et R étaient de rang plein. Si un espacement su�sant entre les an-tennes de chaque transmetteur permet de considérer l'indépendance des coe�cients de canal entre toutesles antennes émettrices et toutes les antennes réceptrices, cela ne garantit pas le rang plein de la matricede canal. En e�et, des phénomènes de trous de serrure10 où l'ensemble des trajets passe par un mêmepoint de l'espace, peuvent rendre le rang de la matrice de canal unitaire [Chizhik et al, 2002].De plus, la matrice MR peut être mal conditionnée. Dans ce cas, certains termes diagonaux de lamatrice R sont très faibles devant d'autres. Le décodage de l'arbre est cette fois possible mais plus com-plexe et peu e�cace, les points du réseau étant compressés dans les directions correspondant aux faiblescoe�cients.Ces di�cultés peuvent être réduites, grâce au prétraitement MMSE-GDFE proposé par[Damen et al, 2004] et présenté en 2.4.2.2.4.1 Réduction d'un réseau de pointsLa formation de notre arbre de recherche nécessite une mise en forme triangulaire supérieure de R pardécomposition QR de la matrice génératrice du réseau. La matrice génératrice est supposée ici de rangplein et les éléments diagonaux de R sont donc tous strictement positifs. Par contre R peut avoir des co-10keyhole



50 Décodage des codes Espace-Temps cohérentslonnes fortement non orthogonales, compliquant considérablement le travail du décodeur. Les algorithmesde réduction de matrice permettent d'obtenir une matrice triangulaire plus aisée à manipuler, dont lesvaleurs des coe�cients non diagonaux sont plus homogènes. La matrice R �moins non-orthogonale� ainsiobtenue est plus favorable au décodage.Les �gures 2.4.1 (a) et (b) présentent un réseau de points QAM en dimension 2 avant et après le�ltrage par le canal MIMO et mettent en évidence de façon géométrique, l'intérêt des réductions. Leréseau est déformé par le canal et les vecteurs de la base ne sont alors plus orthonormaux. La réductionopérée �gure (c) permet de retrouver des vecteurs à la fois plus courts et plus orthogonaux. Les régionsde Voronoï redeviennent alors plus proches de carrés.Nous allons présenter dans un premier temps des généralités sur la réduction de réseaux de points,puis nous traiterons des réductions de Minkowski, de Korkine-Zolotare� (KZ) et de Lenstra, Lenstra etLovasz (LLL).2.4.1.1 Orthogonalisation de Gram-SchmidtLa plupart des algorithmes de réduction utilisent des orthogonalisations a�n de travailler indépen-damment sur les sous-espaces du réseau. La décomposition QR peut également être réalisée par l'ortho-gonalisation de Gram-Schmidt.Soit bi , i = 1...n une base d'un espace euclidien de dimension n. Une base orthogonale b∗
i de cetespace euclidien peut être obtenue par l'orthogonalisation de Gram-Schmidt :

b∗
i = bi −

i−1∑

j=1

µi,jb
∗
j (1 ≤ i ≤ n)avec

µi,j =

〈
bi,b

∗
j

〉
∣∣b∗

j

∣∣2 (1 ≤ j < i ≤ n) .Il est facile d'obtenir une base orthonormale, en normalisant les vecteurs de la base orthogonale : b∗

i

|b∗

i | .Un réseau de point est un sous-groupe de l'espace euclidien Rn qui possède une in�nité de bases. Soit
B une base du réseau de points Λ. Pour que la matrice B∗ = B ·U soit elle aussi une base de Λ, elledoit engendrer les mêmes points, autrement dit, Zn doit être stable par multiplication par U. La matricede changement de base U doit alors être à valeurs entières, inversible et son inverse doit également êtreà valeurs entières. Ces propriétés ne sont pas assurées par l'orthogonalisation de Gram-Schmidt. Le pro-cessus de sélection d'une base bien équilibrée du réseau est appelé réduction.Les très fortes contraintes sur la matrice de changement de base font qu'il n'existe probablement pasde base orthonormale du réseau. La réduction se contente donc d'une base dont les vecteurs sont courts
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(a) Réseau de points QAM (b) Réseau de points �ltré par le canal

(c) Réseau de points réduitFig. 2.1 � Régions de Voronoï d'un réseau de points et intérêt de la réductionet raisonnablement orthogonaux. Nous présentons plusieurs techniques de réduction classiques o�rantdi�érents compromis entre e�cacité et complexité.2.4.1.2 Réduction de MinkowskiLa réduction de Minkowski procède par récurrence en cherchant le vecteur le plus court dans le réseaude points privé du sous-espace engendré par les vecteurs déjà sélectionnés.Soit Λ, un réseau de points de dimension n. La base B = (b1,b2, ...,bn) est réduite au sens deMinkowski si� b1 est le vecteur le plus court de Λ,� pour tout i = 2...n, bi est le vecteur indépendant des b1, ...,bi−1 le plus court dans Λ.La réduction de Minkowski n'est pas implémentable et reste donc uniquement utilisée dans le domainede la théorie des nombre. D'autres réductions ont été proposées pour les utilisations numériques.



52 Décodage des codes Espace-Temps cohérents2.4.1.3 Réduction KZLa réduction de Korkine-Zolotare� est une variante implémentable de la réduction de Minkowski. Lesvecteurs de la base réduite sont cette fois pris dans le sous-espace perpendiculaire au sous-espace engendrépar les vecteurs déjà générés de la nouvelle base.Soit Λ, un réseau de points de dimension n. La base B = (b1,b2, ...,bn) est KZ réduite si� b1 est le vecteur le plus court de Λ,� pour tout i = 2...n, Λi est la projection de Λ sur le sous-espace de Rn perpendiculaire au sous-espaceengendré par (b1, ...,bi−1). bi est le vecteur le plus court dans Λi.Toutes les implémentations de l'algorithme de réduction KZ présentent des complexités exponentielles,c'est pourquoi la réduction LLL est souvent préférée.2.4.1.4 Réduction LLLL'algorithme de réduction proposé par [Lenstra et al, 1982] est très utilisé, car il est déterministe etsa complexité est polynomiale.La complexité exponentielle de l'algorithme KZ vient du fait qu'il cherche le vecteur le plus court
bi dans tout l'espace de dimension n − i + 1. Les vecteurs bi de la base KZ réduite sont donc tels que
∀i = 1...n, bi est le vecteur le plus court dans le sous-espace engendré par (bi, ...,bn).La réduction LLL est plus locale et se contente d'une base telle que pour tout i = 1...n, bi est levecteur le plus court dans le sous-espace engendré par (bi,bi−1). Bien sûr, le prix à payer pour cetterelative simplicité est l'obtention d'une moins bonne base réduite. La base LLL réduite ne contiendra pasle vecteur le plus court, mais seulement une approximation de celui-ci.Une généralisation des réductions KZ et LLL a été proposée par [Schnorr, 1987]. La réduction KZ parblocs consiste à rechercher le vecteur le plus court dans l'espace engendré par k vecteurs. Nous retrouvonsle LLL pour k = 2 et le KZ pour k = n.2.4.1.5 Réduction algébriqueCette nouvelle méthode permet de réduire les réseaux de points algébriques et a été présentée par[Rekaya et al, 2004] dans le cas mono-antennaire. Cette technique approxime les évanouissements du canalpar le plongement canonique d'un élément de l'anneau des entiers du corps de construction du code. Lesperformances de la réduction algébrique sont comparables au LLL, et même meilleures pour les réseauxde points de grande dimension.La réduction algébrique à été adaptée par D. Champion et J-C Bel�ore au MIMO dans le cas bi-antennaire du Golden Code.2.4.2 Mise en forme MMSE-GDFELes décodeurs de réseaux de points ne considèrent que des réseaux in�nis et ne prennent pas encompte le shapping. Lorsque la constellation est cubique, il est facile d'arrêter la recherche du point leplus proche, si on sort de la région R. Néanmoins, même pour des formes simples, les inéquations du
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(a) Shapping carré d'une 16-QAM (b) Constellation �ltrée par le canal

(c) Constellation après réductionFig. 2.2 � Perte de la forme de la constellation après réductionshapping deviennent très compliquées après avoir e�ectué une réduction.Les �gures 2.4.2 reprennent les �gures 2.4.1 en ajoutant le shapping. La constellation 16-QAM carréeen (a) est déformée par le canal en (b), et après réduction en (c) la détermination de sa forme n'est plustriviale, alors que nous ne sommes qu'en dimension 2. La forme de la constellation s'avère très di�cile àretrouver sur des réseaux réduits de grande dimension.L'utilisation d'un pré-traitement MMSE11-GDFE permet de se dégager des problèmes de shapping,en neutralisant les évanouissements du canal et en compressant le bruit additif. Ainsi le point du réseaule plus proche a-t-il de grandes chances de se trouver dans la constellation.Le MMSE-GDFE peut aussi être avantageusement employé pour le décodage de codes dont le shappingn'est pas cubique, comme les codes sphériques et les codes de Voronoï ([Gamal et al, 2004]).En�n, le MMSE-GDFE permet d'utiliser un décodeur de réseaux de points, même lorsque le système11Minimum Mean Square Error



54 Décodage des codes Espace-Temps cohérentsd'équation est sous-déterminé, car le nombre d'antennes d'émission est supérieur au nombre d'antennesde réception (M ≥ N) ([Damen et al, 2004]).Lors de la construction de l'arbre de recherche 2.3.1, nous avons procédé à une décomposition QR dela matrice génératrice du réseau : MR = Q ·R où R est une matrice triangulaire supérieure, permettantainsi un simple décodage récursif du mot de code reçu. L'égaliseur à retour de décision ZF-DFE, donnantle Babai point, prend QT comme matrice directe et R comme matrice de retour (2.6). De même, lesdécodeurs par arbres de recherche que nous avons étudiés peuvent être vus comme des ZF-DFE avec desboucles de recherche. Ils ne prennent donc pas en compte le rapport signal à bruit, qui permet au MMSE-DFE d'avoir de meilleures performances que le ZF-DFE, dans l'hypothèse d'un retour de décision correct.[Damen et al, 2004] ont donc proposé un prétraitement intégrant le SNR et permettant un décodage detype MMSE.Dans un premier temps, nous allons réaliser une décomposition QR de la matrice de canal seule. Pourcela, nous dé�nissons la matrice canal augmentée
H̃R =

[
HR

1√
ρ Im

]et sa décomposition QR
H̃R = Q̃R1où Q̃ ∈ R(n+m)×m est orthonormale et R1 ∈ Rm×m est triangulaire supérieure avec des éléments dia-gonaux strictement positifs. Dans la suite, nous utiliserons Q = HR−1

1 , correspondant aux n premièreslignes de Q̃.L'augmentation de la matrice de canal permet, entre autre, de garantir que la décomposition QR estpratiquée sur une matrice H̃R de rang m.Ensuite, le MMSE-DFE est réalisé en prenant F = QT pour la matrice directe et B = R1 pour la matricede retour de la boucle. Comme, par construction, BTB = H̃T
R
H̃R = 1

ρIm + HT
R
HR, la matrice B est bienconditionnée et toujours inversible lorsque ρ 6= ∞. De plus, nous voyons apparaître 1

ρIm, le terme duMMSE prenant en compte le bruit.Le �ltrage direct donne alors
y′

R = QT yR

= BGsR + QT wR − [B− FHR] GsR

= BGsR + w′
R . (2.10)Nous voyons que dans la nouvelle expression du bruitw′

R
= QT wR − [B− FHR] GsR, le second terme



2.5 Décodeur itératif 55est non-gaussien et est biaisé car dépendant du signal. La minimisation de la distance euclidienne
ŝ = arg min

s∈Code
|y′ −BGs|2 (2.11)di�érera donc du décodage ML (2.5) et sera ainsi suboptimale.Dans la pratique, la minimisation de la distance (2.11) donne des performances très proches du ML.Le prix à payer pour lutter contre les grands évanouissements du canal et obtenir une meilleure matricegénératrice de réseau BG ne paraît donc pas prohibitif. De plus, le MMSE-DFE atténue l'e�et du bruiten rapprochant le vecteur y′ du point du réseau transmis.L'algorithme de réduction peut ensuite être appliqué sur la nouvelle matrice génératrice du réseau

BG avant le décodage par un lattice decoder.2.5 Décodeur itératifNous présentons ici un nouveau décodeur itératif pour les codes ST linéaires, dont la structure estdérivée de l'égaliseur itératif en blocs présenté par [Chan et Wornell, 2001].Cet égaliseur itératif permet de supprimer les interférences entre symboles (ISI12) car il estt beaucoupmoins complexe que le ML, et moins sensible au bruit que les égaliseurs linéaires. Comme le DFE, ilutilise une boucle de retour de décision pour traiter les interférences dues à l'étalement des symboles, enrevanche il permet d'annuler toutes les interférences et pas seulement les postcursors13 ISI. Le décodeuritératif présenté ici est une reprise sous forme matricielle de cet égaliseur et a déjà été étudiée par SandraGalliou et Jean-Claude Bel�ore (rapport technique). Il est basé sur le fait que la matrice génératrice d'uncode ST ressemble à celle d'un canal avec ISI.Nous travaillons sur une représentation vectorisée du mot reçu comme vu au paragraphe 2.1.2. Lemot de code ST reçu est mis sous la forme d'un vecteur de longueur NT

y = vect YN×T

= IT ⊗H · xMT + vect W

= HNT×MT ·Φ · s + wN ·T

= H′ · s + wN ·Toù s est le vecteur des symboles d'information (PSK ou QAM ). Dans toute la suite, nous exploiteronscette dernière formule en notant H la nouvelle matrice de canal H′.12Intersymbol interference13L'énergie d'un symbole peut être étalée dans toutes les directions, et pas seulement derrière le symbole
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Fig. 2.3 � Décodeur itératifLa �gure 2.3 montre la structure du décodeur à la `ième itération. Le décodeur est composé d'unematrice directe B` et d'une matrice de retour D`. Le vecteur mot de code reçu y est multiplié par lamatrice directe B`

ỹ` = B`·y .Une estimation des interférences entre symboles z̃` est alors retranchée à ỹ`, donnant ainsi s̃`, uneestimation souple des symboles transmis
s̃` = ỹ` − z̃`où z̃` est calculé à partir de l'estimation précédente des symboles transmis ŝ`−1

z̃` = D` ·̂s`−1 .Les interférences dues au symbole si du vecteurs s doivent être annulées pour tous les symboles
sj , j 6= i. Par contre, il ne faut pas annuler l'information utile, ce qui implique la contrainte sur D`

D`
ii = 0, ∀i = 1...NT (2.12)En�n un comparateur fournit une décision dure ŝ` à partir de s̃`. Le décodage à l'itération ` s'écritdonc

s̃` = B`·y −D` ·̂s`−1 = B`·H · s + w −D` ·̂s`−1Dans un premier temps, nous allons déterminer les matrices directes B` et les matrices de retour D` du



2.5 Décodeur itératif 57décodeur, de façon à minimiser l'erreur quadratique moyenne ‖s̃`− s‖2 à chaque itération `. Les matricesdoivent véri�er
∂‖s̃` − s‖2

∂B`
= 0et

∂‖s̃` − s‖2
∂D`

= 0 .[Chan et Wornell, 2001] ont résolu ces équations en utilisant les formules
∂
(
A†Γ†ΓB

)

∂Γ
= Γ∗A∗BT ∂Γ†

∂Γ
= 0

∂
(
A†Γ†B

)

∂Γ
= A∗BT et ∂

(
A†

−Γ B
)

∂Γ
= −A∗BT + Γ∗A∗BToù A et B sont des vecteurs lignes complexes et Γ est une matrice carrée complexe.[Chan et Wornell, 2001] ont ainsi obtenu le système

{
B` ·H · E

[
s · s†

]
·H† + B · E

[
w ·w†]−D`E

[
ŝ`−1 · s†

]
·H† − E

[
s · s†

]
·H† = 0

−B` ·H · E
[
s · ŝ`−1

]
+ D`E

[
ŝ`−1 · ŝ`−1†]+ E

[
s · ŝ`−1

]
= 0

, (2.13)auquel il convient d'ajouter la contrainte (2.12).Soit Es l'énergie moyenne du vecteur d'information s

Es = E [ss · s∗i ] =
1

MT
∀i = 1...MT,nous avons donc

E
[
s · s†

]
= E

[
ŝ`−1 · ŝ`−1†] = Es · IMTNous dé�nissons ρ`−1

s , la corrélation entre les vecteurs s et ŝ`−1

ρ`−1
s · IMT =

E
[
s · ŝ`−1

]

Es
=

E
[
ŝ`−1 · s†

]

Es
.Cette corrélation peut être vue comme une mesure de la �abilité de l'estimation ŝ`−1.L'expression de D` peut alors être obtenue à partir de la seconde équation du système (2.13)

D` = ρ`−1
s ·B` ·H−ρ`−1

s · IMTPour introduire la contrainte (2.12) dans l'expression de D`, nous introduisons les multiplieurs deLagrange λ`
i

D` = ρ`−1
s ·B` ·H−ρ`−1

s · IMT + Diag (λ`
i

)
1≤i≤MT

(2.14)



58 Décodage des codes Espace-Temps cohérentsEn remplaçant D` par cette expression dans la première équation du système (2.13), nous obtenonsl'expression de la matrice B` sous contrainte
B` = Diagρ`−1

s · λ`
i +

(
1−

(
ρ`−1

s

)2)

N0

Es




1≤i≤MT

·H† ·V` (2.15)où
V` =

(
1−

(
ρ`−1

s

)2
N0

Es

·H ·H† + IMT

)−1

.Les multiplieurs de Lagrange sont obtenus en remplaçant B` par son développement (2.15) dansl'expression (2.14) de D`





D` = ρ`−1
s ·

[Diag(ρ`−1

s
·λ`

i
+
�
1−(ρ`−1

s )
2
�

N0

Es

)

1≤i≤MT

·H† ·V` ·H−IMT

]
+ Diag (λ`

i

)
1≤i≤MT

D`
ii = 0, ∀i = 1...NT

.Les multiplieurs de Lagrange s'écrivent alors
λ`

i = ρ`−1
s ·

N0

Es
−
(
1−

(
ρ`−1

s

)2) ·A`
i

N0

Es
+
(
ρ`−1

s

)2 ·A`
iavecDiag (A`

i

)
1≤i≤MT

= IMT · diag
(
H† ·V` ·H

)
= Diag(NT∑

k=1

H∗
ki ·

NT∑

p=1

V`
kp ·Hki

)

1≤i≤MT

.Nous obtenons donc les expressions �nales des matrices directes et de retour




B` = Diag( 1
N0
Es

+(ρ`−1
s )

2·A`
i

)

1≤i≤MT

·H† ·V`

D` = ρ`−1
s ·B` ·H−Diag( ρ`−1

s ·A`
i

N0
Es

+(ρ`−1
s )

2·A`
i

)

1≤i≤MT

. (2.16)Dans notre schéma de décodeur 2.3, nous obtenons une estimation z̃` = D` ·̂s`−1 des interférences àretrancher au signal à la sortie de la matrice de retour. Il est normal que son poids dépende de la �abilité
ρ`−1

s de l'estimation ŝ`−1. Ainsi, si ŝ`−1 = s, alors ρ`−1
s = 1 et z̃` représentera exactement les composantesISI à retirer du signal. Inversement, si à l'itération ` l'estimation à la sortie du décodeur est douteuse, lavaleur de ρ`−1

s sera su�samment faible pour ne pas perturber le signal.À la première itération ` = 1, le décodeur n'a pas encore fonctionné et il n'est donc pas possibled'annuler les ISI. Nous initialisons la �abilité à ρ`−1
s = ρ0

s = 0. La matrice D1 est alors nulle, ce quiéquivaut à un décodeur direct B1 sans chaîne de retour. Il est rassurant de noter que cette premièreitération correspond au décodage MMSE B1 = H† ·
(
H ·H† + N0

Es
· IMT

).



2.5 Décodeur itératif 59Nous devons maintenant évaluer la �abilité de l'estimation à travers le calcul de ρ`−1
s . Pour cela,[Chan et Wornell, 2001] proposent de calculer le SINR en sortie du décodeur à chaque itération. Nouscalculons ensuite la probabilité d'erreur par symbole à partir du SINR. Cette probabilité d'erreur permeten�n de trouver la valeur de ρ`−1

s .L'expression du SINR a été calculée par [Chan et Wornell, 2001]
γ`

i =
1

1
φ`

i

−
(
1−

(
ρ`−1

s

)2) (2.17)où
φ`

i =

(
E

[
H† ·

(
N0

Es
· IMT +

(
1−

(
ρ`−1

s

)2) ·H ·H†
)−1

]
·H
)

ii

. (2.18)Le SINR moyen peut �nalement être mis sous la forme
γ` =

(
1

ξ` · eξ` ·E1 (ξ`)
− 1

)
· 1

1−
(
ρ`−1

s

)2 (2.19)où ξ` = N Es

N0

(
1−

(
ρ`−1

s

)2), et où E1 (s) =
∫ +∞

s
e−t

t dt est la fonction exponentielle intégrale.Les valeurs des ρ`
s mesurant la �abilité peuvent maintenant être calculées :� Initialisation : ρ0

s = 0 et ` = 1.� Calcul du SINR : γ` est calculé d'après la formule (2.19) et en utilisant la valeur de ρ`−1
s .� Calcul de la probabilité d'erreur par symbole : pour une m-PSK, la probabilité d'erreur en sortie ducomparateur peut être approximée par

Pe = 2 ·Q
(
sin
( π

m

)
·
√

2 · γ`
) (2.20)� Calcul de la �abilité : la corrélation entre le vecteur symbole transmis s et l'estimation ŝ` peut êtreapproximée par

ρ`
s ≈ 1− 2. sin2

( π

m

)
· Pe (2.21)� Réitération : Incrémentation de ` et retour à l'étape de calcul du SINR.Remarques :



60 Décodage des codes Espace-Temps cohérents1. La boucle doit être arrêtée lorsqu'une �abilité raisonnable a été obtenue, ou bien lorsque le nombremaximal d'itération du décodeur est atteint. Les valeurs des ρ`−1
s ainsi calculées permettent, en lesinjectant dans les formules (2.16), de déterminer préalablement au décodage les matrices B` et D`du décodeur .2. Le calcul du SINR (2.17) se fait par un calcul d'espérance sur la réalisation du canal (2.18). Cettemoyenne n'a de sens que si les matrices sont de dimensions su�samment grandes. Dans le cascontraire, il est préférable de calculer γ` sans prendre l'espérance, ce qui alourdit fortement lestraitement. Ce décodeur est donc réservé aux systèmes MIMO de grandes dimensions de 4 × 4antennes au minimum.
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Fig. 2.4 � Performances d'un système 4× 4 en BPSKLa �gure 2.4 présente les performances en termes de taux d'erreur binaire du décodeur itératif. Lecodage ST utilise le perfect code à quatre antennes (1.13) sur des symboles BPSK. Lorsque le retour dedécision est exact14, le décodeur itératif est à moins de 1 dB du ML. Par contre, l'estimation parfoiserronée de ŝ`−1 fait décrocher les performances du décodeur itératif, pour lequel nous observons alorsun pallier. Ce décodeur est donc utilisable à condition que ce pallier se trouve en dehors de la zone defonctionnement normale du système. Il est évidemment possible d'intégrer un code correcteur d'erreur14perfect feedback



2.5 Décodeur itératif 61dans la boucle de retour a�n de s'approcher des performances du perfect feedback15. Ce correcteur peutêtre à entrée dure en utilisant ŝ` ou à entrée souple avec s̃`. Cependant, cette solution lourde nous éloignede l'objectif de simplicité de ce décodeur.
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Fig. 2.5 � Performances d'un système 4× 4 en QPSKLes taux d'erreur par mot de code ST avec le perfect code 4× 4 en QPSK sont présentés sur la �gure(2.5). Nous voyons de nouveau apparaître le pallier dû au mauvais retour de décision, mais cette solutionreste toutefois meilleure que le décodeur MMSE-GDFE avec ZF-DFE. Il faut noter que l'emploi d'unprécodeur MMSE serait inapproprié dans le cas de notre décodeur itératif, car celui-ci e�ectue déjà undécodage minimisant l'erreur quadratique moyenne. L'utilisation d'un prétraitement par réduction LLLn'a pas été très concluante, surtout dans le cas de constellations de petites dimensions (QPSK).
La �gure 2.6 présente les taux d'erreur binaires pour le code à 6× 6 antennes présenté par[Galliou et Bel�ore, 2002]. À fort SNR, le décodeur avec perfect feedback atteint asymptotiquement lesmêmes performances que le décodeur ML. Mais le plus intéressant est que le décodeur itératif sans leperfect feedback obtient les mêmes performances à moins de 2 dB du ML. Ainsi, dans ce cas, nous n'ob-servons pas de pallier. Le nombre d'antennes devient donc su�sant pour que le SINR ne dépende plus15Le retour parfait de décision permet d'étudier le comportement du décodeur lorsque ŝ

`−1 = s
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Fig. 2.6 � Performances d'un système 6× 6 en BPSKdes réalisations du canal et que l'expression (2.19) soit pertinente.Dans un premier temps, nous n'avons considéré que le cas où les si sont des symboles PSK. Il nousrestera donc à prendre en compte, dans un prochain travail, le cas QAM en reprenant les calculs de la�abilité (2.21) et de la probabilité d'erreur (2.20) ([Proakis, 2000]).Le décodeur itératif en blocs pour codes ST linéaires que nous avons présenté est inspiré des travaux de[Chan et Wornell, 2001] et permet d'atteindre de bonnes performances pour une complexité raisonnable.Par contre, il ne convient pas aux codes ST de dimension inférieure à 4 × 4 et son adaptation auxconstellations QAM doit être poursuivie.ConclusionLe principal obstacle à l'intégration des codes Espace-Temps dans les systèmes radio cellulaires résidedans la di�culté du décodage. En e�et, la complexité du décodage exhaustif croît exponentiellement avecles dimensions du code. Nous avons alors montré que le décodage ST peut avantageusement être remplacépar la recherche du point le plus proche dans un réseau. L'utilisation d'un arbre de recherche c'est ainsirévélée être une méthode performante.Nous avons donc développé les principaux décodeurs par arbre, chacun présentant un compromis



2.5 Décodeur itératif 63performance-complexité di�érent des autres. La performance peut-être mesurée par la pertinence dupoint décodé et par le temps de recherche, tandis que la complexité correspond à la surface de siliciumrequise pour les traitements et pour la mémoire.Nous avons également présenté des prétraitements devenus classiques pour le décodage ST : le MMSE-GDFE et les réductions. Tous permettent de remettre en forme le réseau de points, facilitant ainsi le travaildu décodeur.Nous avons en�n étudié l'adaptation aux codes ST d'un décodeur itératif annulant de façon successiveles interférences engendrées par le canal MIMO et avons montré qu'il réalise un bon compromis entreperformance et complexité.
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65
Chapitre 3Prototype WiFi de COMSIS
IntroductionCe troisième chapitre présente les applications pré-industrielles du codage Espace-Temps qui ont étéréalisées dans le cadre de cette thèse en convention CIFRE. La solution multi-antennaire proposée dérivede la norme mono-antennaire de réseaux locaux sans �ls (W-LAN1) Wi� IEEE 802.11a.Nous présenterons tout d'abord la norme 802.11a et l'intérêt de la modulation OFDM2 sur laquelleelle est basée.Nous verrons ensuite l'adaptation de la norme au contexte MIMO. Les contraintes techniques de laréalisation matérielle nous ont incités à traiter, dans un premier temps, le cas bi-antennaire (avec deuxantennes d'émission et deux antennes de réception).Les performances de notre codage Espace-Temps seront alors présentées, et les algorithmes d'estima-tion du canal et de synchronisations temporelles et fréquentielles brièvement abordés. Ces algorithmessont très importants, car la modulation OFDM est très sensible à leurs performances. De plus, ils ontnécessité quelques adaptations lors du passage au MIMO.En �n de chapitre, nous présenterons le démonstrateur FPGA développé, ses futures évolutions, ainsique les perspectives industrielles.Présentation de la société COMSISCOMSIS est une petite entreprise qui a commencé son activité en 1995 en tant que bureau d'étudepour les télécommunications. Elle a souhaité développer sa propre technologie et a commencé l'étudedes systèmes MIMO sur ses fonds propres en 2000. Elle travaille maintenant presque exclusivement surle développement du MIMO, et principalement de sa solution MIMO 802.11n dérivée du 802.11a. Ellecommercialise sa technologie sous forme de droits de licence ou de composants. Ses e�ectifs comptentactuellement sept docteurs et ingénieurs.1Wireless Local Area Network2Orthogonal Frequency Division Multiplex



66 Prototype WiFi de COMSIS3.1 La norme IEEE 802.11aLes normes 802.11 de l'IEEE concernent les réseaux locaux sans �ls. Les W-LAN doivent permettre descommunications radio mobiles numériques hauts débits, dans un espace réduit, typiquement à l'intérieurd'un bâtiment (indoor), et sur des fréquences radio libres. La norme 802.11a dé�nit une couche physiquebasée sur du multiplexage par répartition en fréquences orthogonales (OFDM) dans la bande radio des
5 GHz. Elle est similaire à la norme européenne Hiperlan/2 de l'ETSI.Nous allons tout d'abord présenter le principe de la modulation OFDM, puis nous verrons les carac-téristiques de la norme Wi�.3.1.1 La modulation OFDML'OFDM est une technique de transmission multi-porteuse permettant une transmission simple et àhaut débit sur des canaux multi-trajets très hostiles.Lorsque le canal de transmission est très sélectif en fréquence, il est intéressant d'utiliser une modu-lation multi-porteuse : la modulation de débit R est remplacée par P modulations sur P sous-porteusesde débit R

P . Le nombre de sous-porteuses P est choisi de façon à ce que les sous-canaux puissent êtreconsidérés comme non-sélectifs en fréquence. L'OFDM évite les interférences entre sous-canaux (ICI)grâce à l'orthogonalité fréquentielle des sous-porteuses, comme l'illustre la �gure 3.1. La popularité del'OFDM vient de la simplicité de sa réalisation : la modulation qui a�ecte une fréquence à chaque sym-bole à transmettre est e�ectuée par une simple transformée de Fourier discrète inverse. Celle-ci peut êtreréalisée par une IFFT. Inversement, la démodulation peut être réalisée par une FFT.

Fig. 3.1 � Principe d'orthogonalité fréquentielle à l'intérieur d'un symbole OFDM
Dans le cas d'un canal multi-trajets, les ondes électromagnétiques entre l'émetteur et le récepteurpassent par di�érents chemins en se ré�échissant, ou en se di�ractant sur les obstacles. Les temps deparcours varient en fonction de la longueur des trajets. A�n d'éviter les interférences entre les symbolesOFDM, il faut faire précéder les symboles OFDM d'un intervalle de garde de durée TG supérieure au
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Fig. 3.2 � Modulateur OFDM sans pré�xe cycliqueretard τmax du trajet le plus lent sur le trajet le plus rapide. Comme la démodulation OFDM est réaliséepar une FFT, le signal est implicitement supposé T -périodique. L'intervalle de garde est donc rempli parune réplique de la �n du symbole et la démodulation peut être indi�éremment débutée entre τmax et TG.La structure du démodulateur OFDM devient donc celle présentée �gure 3.4.

Fig. 3.3 � Symbole OFDM avec pré�xe cycliqueLe principal inconvénient de la modulation OFDM est sa sensibilité aux problèmes de synchronisationfréquentielle : une déviation de la fréquence risque d'apparaître. Elle peut être due à l'e�et Doppler ou àun décalage en fréquence des oscillateurs locaux à l'émission et à la réception. Ce problème sera abordéen 3.3.1.3.1.2 Principales caractéristiques techniques du 802.11a3.1.2.1 Bande de fréquenceLa norme 802.11a transmet sur une bande de fréquence centrée autour de 5,2 GHz. Plus précisément,elle prévoit d'utiliser jusqu'à trois bandes de 100 MHz : 5,15 - 5,25 GHz, 5,25 - 5,35 GHz et
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Fig. 3.4 � Modulateur OFDM avec pré�xe cyclique5,725 - 5,825 GHz. Sur chacune de ces bandes, quatre canaux OFDM de largeur 20 MHz sont multiplexésen fréquence. Dans la suite, nous ne ferons plus référence au multiplexage en fréquence et ne considéreronsqu'un seul canal OFDM.3.1.2.2 Modulation et codage des donnéesLa norme 802.11a utilise une technique de modulation OFDM à 64 sous-porteuses espacées de0.3125 MHz (20/64 MHz) et avec un intervalle de garde cyclique de 16 échantillons. Un symbole OFDMest donc constitué de 80 échantillons pour une durée de 4 µs. Parmi les 64 sous-porteuses, 48 convoientdes données, 4 sont des sous-porteuses pilotes et 12 sont nulles. Sur les 48 sous-porteuses de données, lessymboles transmis appartiennent à une constellation QAM ou PSK notée C. Chaque symbole QAM ouPSK correspond à un bloc de log2(C̄)3 bits. Il ne s'agit pas directement de bits d'information puisque lanorme 802.11a prévoit le recours à un code convolutif combiné à un entrelaceur.3.1.2.3 Débit binaireLa constellation et le code convolutif constituent deux degrés de liberté sur le débit binaire. Toutesles combinaisons prévues par la norme 802.11a sont reprises dans le tableau 3.1.Taux de codage BPSK QPSK 16 QAM 64 QAM
1/2 6 Mbps 12 Mbps 24 Mbps -
2/3 - - - 48 Mbps
3/4 9 Mbps 18 Mbps 36 Mbps 54 MbpsTab. 3.1 � Débit en fonction de la constellation et du code convolutif utilisé de la norme 802.11a3C̄ désigne le cardinal de l'ensemble C



3.1 La norme IEEE 802.11a 693.1.2.4 Synchronisations et estimation de canalLa norme 802.11a spéci�e également la structure de la trame et en particulier le préambule de celle-ci(d'une longueur totale de 320 échantillons c'est à dire 16 µs), qui permet au récepteur d'e�ectuer :� La synchronisation temporelle : détermination du début de la trame. Elle est e�ectuée sur le �pré-ambule court� (les 160 premiers échantillons du préambule).� La synchronisation fréquentielle : détermination et correction de l'o�set fréquentiel entre l'oscillateurlocal de l'émetteur et celui du récepteur. Elle est e�ectuée de manière grossière sur le �préambulecourt�, et elle a�née grâce aux symboles pilotes, qui permettent par ailleurs une poursuite de cettesynchronisation tout le long de la trame.� L'estimation des coe�cients de canal : détermination de la valeur de la réponse fréquentielle du�ltre de canal à la fréquence de chaque sous-porteuse. Elle est e�ectuée sur le �préambule long�(les 160 derniers échantillons du préambule). Elle est nécessaire au décodage des symboles PSK ouQAM reçus.3.1.3 Aperçu d'une chaîne de transmission 802.11a3.1.3.1 Structure de l'émetteur 802.11aUne structure classique d'un émetteur 802.11a est représentée par la �gure 3.5.
OFDMModulationPSK/QAMMapping 20 MHzCNA RFChaineO.L.CodageBinairebi cj sk xl x(t)Fig. 3.5 � Schéma d'un émetteur 802.11aL'émetteur se compose :� d'un codeur binaire, qui e�ectue le scrambling, le codage convolutif (suivi le cas échéant du poin-çonnage) et l'entrelacement de la suite (bi) des bits d'information pour obtenir la suite (cj) des bitscodés.� d'un mapper PSK/QAM qui fait correspondre à des groupes de log2(C̄) bits un symbole sk de C.� d'un modulateur OFDM qui forme le vecteur Xn (n est un indice sur les symboles OFDM) à 64composantes complexes. Xn est obtenu par mapping fréquentiel (la fonction f) du vecteur Sn de48 symboles (s48n+k)0≤k≤47 et du vecteur Pn (à 4 composantes complexes) des symboles pilotes.Le vecteur Xn est augmenté par un préambule cyclique de 16 composantes. Le modulateur OFDMgénère alors (x80n+m)0≤m≤79, la Transformée de Fourier Discrète (TFD) Inverse de Xn prolongé :

x80n+m =
(
TFD−1

64 Xn

)
(m+48) mod(64) ∀m, 0 ≤ m ≤ 79
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64 ∀(j, k), 0 ≤ j ≤ 63 et 0 ≤ k ≤ 63
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où p(n) est la polarité des symboles pilotes
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0 si j = 0 ou 27 ≤ j ≤ 37

Sj+23 si 1 ≤ j ≤ 6

P2 si j = 7

Sj+22 si 8 ≤ j ≤ 20

P3 si j = 21

Sj+21 si 22 ≤ j ≤ 26

Sj−38 si 38 ≤ j ≤ 42

P0 si j = 43

Sj−39 si 44 ≤ j ≤ 56

P1 si j = 57

Sj−40 si 58 ≤ j ≤ 63� d'un Convertisseur Numérique Analogique (CNA) fonctionnant à une fréquence de 20 MHz etintégrant un �ltre de mise en forme (en racine de cosinus surélevé), a�n de générer le signal complexeen bande de base x(t).� d'une chaîne RF, qui se charge de transposer le signal en bande de base x(t) autour de la fréquenceporteuse et d'ampli�er le signal obtenu a�n de l'émettre sur l'antenne.3.1.3.2 Structure du récepteur 802.11aUne structure classique de récepteur 802.11a est représentée par la �gure 3.6.20 MHzCANO.L. DémodulationOFDMChaineRF DemappingPSK/QAM DécodageBinaireSynchroTemp & Freq EstimationCanaly(t) yl zk c̃j b̃i

Fig. 3.6 � Schéma d'un récepteur 802.11aLe récepteur se compose :



3.1 La norme IEEE 802.11a 71� d'une chaîne RF, qui transpose en bande de base, après ampli�cation et �ltrage, le signal reçu parl'antenne.� d'un Convertisseur Analogique Numérique (CAN) qui échantillonne le signal y(t) à une fréquencede 20 MHz.� d'un démodulateur OFDM, qui à un vecteur de 64 composantes complexes (y80n+16+m)0≤m≤63,associe sa TFD Yn dont est extrait le vecteur Zn à 48 composantes complexes (z48n+k)0≤k≤47 pardemapping des porteuses de données (la fonction f−1), c'est à dire :
Zn = f−1

(
Yn

)où f−1 est dé�nie par :
S = f−1

(
f
(
S, P

))
∀
(
S, P

)
∈ C48 × C4et :

Yn = TFD64
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64 ∀(j, k), 0 ≤ j ≤ 63 et 0 ≤ k ≤ 63 .� d'un décodeur PSK/QAM, qui e�ectue un décodage de la séquence (zk) au Maximum de Vraisem-blance a posteriori, fournissant une décision dure ou souple (suivant que le Viterbi est à entrée dureou souple) sur la séquence des bits c̃j . Le décodeur doit disposer de la réponse fréquentielle du �ltrede canal, ou du moins d'une estimation de celle-ci pour les 48 fréquences porteuses de données. Ene�et, pour une réalisation de canal h(t) (incluant les �ltres de mise en forme à l'émission et à laréception), on a :

Zn = 8 Diag
(
f−1(H)

)
Sn︸ ︷︷ ︸symboles émis �ltrés par le canal+ Wn︸︷︷︸bruitoù :

H = TFD64




h(0)...
h(63T )


 avec T la période d'échantillonnageà condition que la longueur du pré�xe cyclique (16 échantillons) soit supérieure au support de laréponse impulsionnelle du canal4, c'est à dire h(jT ) = 0 ∀j ≥ 16.� d'un décodeur binaire, qui e�ectue le désentrelacement, le décodage du code convolutif via l'algo-rithme de Viterbi et le désembrouillage.

4Dans le cas contraire, une égalisation entre symboles OFDM doit être prévue.



72 Prototype WiFi de COMSIS3.1.4 Conclusion sur la norme 802.11aLa norme 802.11a, grâce à la modulation OFDM, permet de réaliser un système W-LAN disposantd'une forte e�cacité spectrale. Celle-ci lui autorise des débits binaires su�sants, au niveau de la couchephysique, pour supporter des applications de type réseau d'entreprise, voire broadcast vidéo, et cecidans une bande de fréquence (autour de 5 GHz) peu ou pas utilisée, contrairement au 2,4 GHz desnormes 802.11b et 802.11g. De plus, le recours à une modulation OFDM assure une relative simplicitéde conception de l'émetteur et du récepteur.Cependant, il est très di�cile à la norme 802.11a d'assurer de bonnes performances en terme dequalité de service, car cette norme ne prévoit aucun moyen de lutte e�cace contre les évanouissementsen fréquence que présentent les canaux indoor multi-trajets. Pour obtenir une probabilité d'erreur satis-faisante au niveau de la couche physique et éviter ainsi à la couche MAC de retransmettre fréquemmentles paquets, ce qui diminue d'autant la bande passante utile, un système 802.11a doit fonctionner à fortrapport signal à bruit et donc à forte puissance d'émission, ce qui pose des problèmes de conception descircuits hyperfréquences ainsi que des problèmes d'interférences dans la perspective de déploiement deréseaux picocellulaires (réutilisation des fréquences).3.2 Solution MIMO pour la norme 802.11aAu début de cette thèse, en 2002, il n'existait pas de norme de réseaux locaux sans �ls multi-antennaires, comme la norme 802.11n. La solution MIMO que nous avons développée est une extensionde la norme 802.11a réalisée dans le but de pallier les faiblesses de celle-ci face aux évanouissementsen fréquence. Nous utilisons, dans un premier temps, un codage Spatio-Temporel comportant deux an-tennes d'émission et deux antennes de réception. Le code Spatio-Temporel utilisé par COMSIS pour sondémonstrateur est le Golden Code présenté en 1.8.3. En dehors du codage Spatio-Temporel, le reste descaractéristiques techniques (bande de fréquence, modulation, etc. . . ) de la solution MIMO est identiquecelles de la norme 802.11a.3.2.1 Codage Spatio-TemporelDans le cadre d'une modulation OFDM, on peut choisir de remplacer les slots temporels par desslots fréquentiels. On parle alors de codage Spatio-Fréquentiel. L'utilisation de slots fréquentiels évitela latence du nombre de time-slots T . De plus, le multiplexage en fréquence plutôt qu'en temps permetde béné�cier de la diversité de fréquence. La technique de codage restant globalement inchangée, nouscontinuerons à parler ici de codage Spatio-Temporel.Le code ST utilisé est le Golden Code (cf. [Bel�ore et al, 2005]), noté C, est dé�ni par :
C =

{
1√
5

[
α(s1 + s2θ) α(s3 + s4θ)

γᾱ(s3 + s4θ̄) ᾱ(s1 + s2θ̄)

]
, (s1, s2, s3, s4) ∈ QPSK4

}



3.2 Solution MIMO pour la norme 802.11a 73avec θ = 1+
√

5
2 , α = 1 + i(1− θ) , leurs conjugués θ̄ = 1−

√
5

2 , ᾱ = 1 + i(1− θ̄) et γ = i.Notons que le code C est de cardinal 256, ce qui correspond à 8 bits d'indexation pour un mot decode. Étant donné que l'émission d'un mot de code requiert 2 fréquences porteuses, l'e�cacité est doncde 4 bits par fréquence porteuse et par temps symbole OFDM, ce qui est équivalent à l'utilisation d'uneconstellation 16 QAM dans la norme 802.11a.3.2.2 Aperçu de la chaîne de transmission multi-antennaire3.2.2.1 Structure de l'émetteur MIMOLa structure de l'émetteur multi-antennaire est représentée par la �gure 3.7. Le codage Spatio-Fréquentiel plutôt que Spatio-Temporel est obtenu en e�ectuant le codage ST avant la transformation deFourier de la modulation OFDM.
MappingQPSK STCodage CNA20 MHz ChaineRFCNA20 MHz ChaineRFOLBinaireCodage

skcj

ModulationOFDMOFDMModulationbi Cp

x2(t)

x1(t)x1
l

x2
lFig. 3.7 � Schéma de l'émetteur MIMOLe nouvel émetteur se compose :� d'un codeur binaire, identique à celui de la norme 802.11a (avec une constellation 16 QAM).� d'un mapper QPSK, identique à celui de la norme 802.11a excepté qu'il fonctionne à une cadencedouble.� d'un codeur ST, qui à un vecteur Sp de 4 symboles QPSK (s4p+k)0≤k≤3 associe un mot de code ST

Cp (mis sous forme de vecteur à 4 dimensions complexes au lieu d'une matrice complexe 2 par 2),c'est à dire
Cp =

1√
5




α αθ 0 0

0 0 iᾱ iᾱθ̄

0 0 α αθ

ᾱ ᾱθ̄ 0 0




Sp .Remarque : avec cette notation vectorielle, on a : (Cp)0 et (Cp)2 qui sont envoyés sur l'antenne 1respectivement aux fréquences f1 et f2 et (Cp)1 et (Cp)3 qui sont envoyés sur l'antenne 2 respecti-vement aux fréquences f1 et f2.� de 2 modulateurs OFDM identiques à celui de la norme 802.11a (ils e�ectuent chacun la TFDinverse et l'ajout du pré�xe cyclique), excepté un mapping fréquentiel un peu di�érent qui permet



74 Prototype WiFi de COMSISde béné�cier de la diversité fréquentielle o�erte par le canal sélectif en fréquence. On a
x1

80n+m =
(
TFD−1

64 X1
n

)
(m+48) mod(64) ∀m, 0 ≤ m ≤ 79

x2
80n+m =

(
TFD−1

64 X2
n

)
(m+48) mod(64) ∀m, 0 ≤ m ≤ 79où :

X1
n = f(S1

n, Pn)

X2
n = f(S2

n, Pn)

Pn = (−1)p(n)




1

1

1

−1




où p(n) est la polarité des symboles pilotes
S1

n =




(C24n)0...
(C24n+23)0

(C24n)2...
(C24n+23)2




et S2
n =




(C24n)1...
(C24n+23)1

(C24n)3...
(C24n+23)3




.

� de 2 CNA identiques à celui utilisé pour un émetteur 802.11a.� de 2 chaînes RF d'émission identiques à celle de l'émetteur 802.11a. Cependant, pour obtenir lamême puissance d'émission totale qu'un système 802.11a, chacune des chaînes RF fonctionne à unepuissance moitié moindre.3.2.2.2 Structure du récepteur MIMOLa structure du récepteur multi-antennaire est représentée par la �gure 3.8.
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Fig. 3.8 � Schéma du récepteur MIMO
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Le nouveau récepteur se compose :� de 2 chaînes RF de réception identiques à celle d'un récepteur 802.11a.� de 2 CAN identiques à celui d'un récepteur 802.11a.� de 2 démodulateurs OFDM, identiques à celui du récepteur 802.11a, excepté qu'un regroupementdes symboles doit être opéré pour reformer une séquence (Z24n+k)0≤k≤23 (vecteurs complexes dedimension 4) de mots de code ST déformés par les canaux et bruités. On construit une séquence

(Z24n+k)0≤k≤23 de la manière suivante :
Z24n+k =




(
f−1(Y 1

n )
)
k(

f−1(Y 2
n )
)
k(

f−1(Y 1
n )
)

k+24(
f−1(Y 2

n )
)

k+24



∀k, 0 ≤ k ≤ 23où

Y 1
n = TFD64




y1
80n+16...

y1
80n+79


 et Y 2

n = TFD64




y2
80n+16...

y2
80n+79


 .� d'un décodeur ST au Maximum de Vraisemblance a posteriori, dont le fonctionnement sera détaillédans le paragraphe suivant, et qui à un vecteur Zp associe 8 bits dures ou souples (c̃8p+j)0≤j≤7� d'un décodeur binaire identique à celui d'un récepteur 802.11a.3.2.3 Le décodeur Spatio-TemporelSi l'on note hij(t) (1 ≤ i ≤ 2 et 1 ≤ j ≤ 2), la réponse impulsionnelle du canal entre l'antenned'émission i et l'antenne de réception j, on peut démontrer que

Z24n+k = Hk C24n+k︸ ︷︷ ︸mot de code déformé par le canal+ W24n+k︸ ︷︷ ︸bruit ∀k, 0 ≤ k ≤ 23où
Hk = 8




H11
k H21

k 0 0

H12
k H22

k 0 0

0 0 H11
k+24 H21

k+24

0 0 H12
k+24 H22

k+24


avec

Hij = f−1


TFD64




hij(0)...
hij(63T )





 . (3.1)



76 Prototype WiFi de COMSISNous nous plaçons sous l'hypothèse d'une absence d'interférences entre symboles OFDM, c'est à dire
∀(i, j), 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 2 hij(mT ) = 0 ∀m ≥ 16 .Nous supposons que le bruit est blanc, centré et gaussien. Dans ces conditions, le décodage au Maxi-mum de Vraisemblance revient à décider que le mot de code émis C̃24n+k, connaissant le mot reçu Z24n+k,est celui qui minimise la norme euclidienne au carré du vecteur de bruit W24n+k , c'est à dire

C̃24n+k = Arg

(
min
C∈C
‖Z24n+k −Hk C‖2

)
.La résolution du problème de recherche du point d'un réseau le plus proche d'un point donné a déjàété traitée au chapitre 2. C'est un problème classique qui est résolu par des algorithmes de recherche depoint le proche dans un réseau de points, comme le Sphere Decoder. Cependant, ces algorithmes mettenten jeu des calculs mathématiques complexes et le nombre d'opérations qu'ils nécessitent n'est pas toujoursmaîtrisable par avance. Ils sont donc très délicats à implémenter dans un contexte hardware et en tempsréel.3.2.4 ConclusionCette solution bi-antennaire propose d'améliorer les performances en termes de qualité de service dela norme 802.11a, en y ajoutant un codage ST. La structure de la couche physique MIMO hérite deblocs entiers totalement conformes à la norme 802.11a, comme le modulateur/démodulateur OFDM oule codeur/décodeur binaire, ce qui a facilité la conception du démonstrateur.3.3 Performances et algorithmes du codage Espace-TempsNous allons à présent illustrer le développement de la chaîne de simulation sous Matlab et les résultatsqu'elle a permis d'obtenir quant aux performances du système MIMO par comparaison avec un système802.11a. Nous serons par ailleurs amenés à développer les adaptations des algorithmes d'estimation etde synchronisation nécessaires au passage du 802.11a au multi-antennaire. De plus, nous détaillerons lamodélisation adoptée pour le canal de transmission.3.3.1 Les algorithmes d'estimation et de synchronisation3.3.1.1 La synchronisation temporelleLa synchronisation temporelle, comme pour le 802.11a, est e�ectuée sur le préambule court, c'est à direles 160 premiers échantillons de la trame. Le préambule court en MIMO est rigoureusement identique àcelui du 802.11a et envoyé de manière identique sur chacune des deux antennes d'émission. Le préambulecourt présente une structure périodique avec 10 périodes de 16 échantillons. En réception, nous n'exploi-tons pas les 16 premiers échantillons pour la synchronisation temporelle car nous les avons réservés au



3.3 Performances et algorithmes du codage Espace-Temps 77réglage du contrôle automatique de gain. Il nous reste donc 9 périodes pour identi�er le début de la trame.Les algorithmes de synchronisation temporelle que nous utilisons sont semblables à ceux utilisés pourle 802.11a, sauf qu'il nous faut cumuler les informations obtenues par chacune des deux antennes deréception.La synchronisation temporelle se compose de deux algorithmes (cf. [You et Horng, 2001] et [Speth et al, 2001]) :� l'un pour la détection de trame, dont le but est de déterminer si l'on est en présence ou non d'unetrame� l'autre pour la détermination du temps de début de trame.Détection de trameLa détection de trame exploite la structure périodique du préambule court. Elle se fait en comparantà une constante le quotient Q(l), dé�ni comme
Q(l) =

7∑

i=0

8∑

j=i+1

15∑

k=0

<
{
y1

l−16i−k y1
l−16j−k + y2

l−16i−k y2
l−16j−k

}

143∑

k=0

|y1
l−k|2 +

143∑

k=0

|y2
l−k|2Le quotient Q(l) représente les corrélations croisées entre des blocs de 16 échantillons (pour les 9blocs) du signal reçu et l'autocorrélation du signal. Lorsque ce quotient est supérieur à cette constante,on estime que l'on est en présence d'une trame.Détermination du temps de début de trameOn détermine le temps de début de trame, noté l∗, en utilisant Γx y(l) =

∑143
k=0 xk+16 yl+k−143, lacorrélation entre le signal reçu et le préambule court connu et attendu au niveau du récepteur :

l∗ = Arg

(
max

l

[(∣∣Γx y1(l) + Γx y2(l)
∣∣+
∣∣Γx y1(l + 1) + Γx y2(l + 1)

∣∣)4
∑143

k=0 |y1
l−k|2 +

∑143
k=0 |y2

l−k|2

])
− 165L'amplitude de Γx y est relativisée par l'énergie du signal reçu y en aval du contrôle automatique de gain.En�n, comme le début de trame optimal ne correspond pas forcément à un instant d'échantillonnage, ledébut de trame est déterminé entre deux échantillons l et l + 1.Comparaison avec un système 802.11aLes algorithmes de synchronisation temporelle d'un système 802.11a (cf. [You et Horng, 2001] et[Speth et al, 2001]) sont identiques à ceux utilisés pour le MIMO, excepté le fait que les calculs decorrélations (intercorrélations et autocorrélations) se font sur une seule antenne au lieu de deux. Ainsi,la complexité de la synchronisation temporelle en multi-antennaire est de l'ordre de celle d'un système802.11a. En ce qui concerne les performances, la synchronisation temporelle du MIMO présente un gainde 3 dB en rapport signal sur bruit grâce à la diversité de réception.



78 Prototype WiFi de COMSIS3.3.1.2 Synchronisation fréquentielleLe but de la synchronisation fréquentielle est d'estimer et de corriger l'o�set de fréquence qui peutexister entre l'oscillateur local de l'émetteur et celui du récepteur. Tout système de transmission utilisantune modulation OFDM y est sensible, puisqu'un décalage fréquentiel détruit l'orthogonalité entre lessous-porteuses et crée de l'interférence entre sous-porteuses après démodulation.La synchronisation fréquentielle s'e�ectue en deux étapes (cf. [You et Horng, 2001], [Speth et al, 2001],[Coulson, 2001] et [Moose, 1994]) :� À l'aide du préambule, qui permet d'obtenir une estimation �grossière� de l'o�set fréquentiel et dedémoduler les premiers symboles OFDM de la trame. Cette estimation se fait sur le préambulecourt et le préambule long.� À l'aide des symboles pilotes, qui permettent d'a�ner tout au long de la trame la première estimationet de poursuivre les variations temporelles de l'o�set fréquentiel.Synchronisation fréquentielle sur le préambule courtLes 160 échantillons du préambule court peuvent être vus comme deux symboles OFDM identiquesprécédés de leur intervalle de garde (c'est d'ailleurs comme cela qu'ils sont générés à l'émission), dontseulement 12 sous-porteuses sont non nulles. Le décalage en fréquence est estimé grâce à la dérive enphase du second symbole Y0 par rapport au premier symbole Y1. En notant g−1 la fonction de demappingde ces 12 sous-porteuses parmi les 64 d'un symbole OFDM, on construit l'estimateur ∆̃f1 de la manièresuivante :
∆̃f1 =

20.106

2π80
tan−1

(
=
{
g−1(Y 1

0 )Hg−1(Y 1
1 ) + g−1(Y 2

0 )Hg−1(Y 2
1 )
}

<{g−1(Y 1
0 )Hg−1(Y 1

1 ) + g−1(Y 2
0 )Hg−1(Y 2

1 )}

)Synchronisation fréquentielle sur le préambule longLa norme 802.11a préconise l'utilisation du préambule court seul. Pour le multi-antennaire, nous avonsen plus eu recours au préambule long (les 160 derniers échantillons du préambule). Ceci a impliqué desmodi�cations dans la structure même et le contenu du préambule long. Il est à noter que, pour desraisons d'estimations de canaux (cf. 3.3.1.3), le préambule long tel qu'il est dé�ni dans la norme 802.11a,ne pouvait rester inchangé dans un contexte multi-antennaire.La �gure 3.9 montre les di�érences entre le préambule long de la norme 802.11a et celui utilisé par lasolution MIMO 2× 2. GI2 T1 T2GI GIT1 T2

32 échantillons 64 échantillons 64 échantillons64 échantillons16 échantillons 16 échantillons 64 échantillonsFig. 3.9 � Comparaison du préambule long du 802.11a (en haut) et celui du système bi-antennaire (enbas)



3.3 Performances et algorithmes du codage Espace-Temps 79Pour la solution bi-antennaire, les symboles OFDM T1 et T2 émis par une même antenne sont iden-tiques. En revanche leur contenu di�ère entre les deux antennes émettrices. En réception, les symbolesOFDM reçus T1 et T2 restent égaux entre eux, au bruit et au déphasage dû à l'o�set fréquentiel près.Les symboles du préambule long peuvent donc être utilisés pour l'estimation de l'o�set fréquentiel, demanière similaire à l'estimation sur le préambule court. Ainsi, on construit l'estimateur ∆̃f2 :
∆̃f2 =

20.106

2π80
tan−1

(
=
{
f−1(Y 1

2 )Hf−1(Y 1
3 ) + f−1(Y 2

2 )Hf−1(Y 2
3 )
}

<{f−1(Y 1
2 )Hf−1(Y 1

3 ) + f−1(Y 2
2 )Hf−1(Y 2

3 )}

)L'estimateur de l'o�set fréquentiel sur le préambule est obtenu en e�ectuant la moyenne des deuxestimateurs précédents, c'est à dire :
∆̃fpréambule =

∆̃f1 + ∆̃f2

2Poursuite de l'o�set fréquentiel grâce aux symboles pilotesAu fur et à mesure de la réception des symboles OFDM, on en extrait les symboles pilotes que l'oncorrèle avec les symboles pilotes précédemment reçus pour en déduire le déphasage et donc l'o�set fréquen-tiel. On applique une pondération di�érente suivant �l'âge� des symboles pilotes, de manière à poursuivreles variations temporelles de l'o�set fréquentiel. Le facteur d'oubli a�ectant l'estimation de l'o�set desanciens symboles pilotes est un compromis à trouver en fonction de la vitesse de variation de l'o�set fré-quentiel. Le système de pondération dépend donc de la qualité des oscillateurs locaux des transmetteurs.Comparaison avec un système 802.11aComme pour la synchronisation temporelle, les algorithmes de synchronisation fréquentielle du MIMOsont très semblables à ceux utilisés pour les systèmes 802.11a, excepté que les corrélations portent sur lessignaux des deux antennes de réception. La complexité des algorithmes de synchronisation fréquentiellemono-antennaire et bi-antennaire ont donc des complexités comparables.Par contre, le système de transmission MIMO s'est avéré dans la pratique encore plus sensible à l'o�setfréquentiel résiduel. Les probabilité d'erreur sont plus faibles avec le codage ST et le pallier dû à unemauvaise estimation du canal arrive donc plus rapidement (à plus faible SNR). De surcroît, l'estimation del'o�set est évidemment moins bonne lorsque le SNR est faible. Les algorithmes d'estimation fréquentiellequi fonctionnent bien en mono-antennaire ont donc dû être a�nés en bi-antennaire.3.3.1.3 Estimation des canauxLes coe�cients à estimerIl s'agit d'estimer les 4 réponses impulsionnelles hij(t) (pour 1 ≤ i ≤ 2 et 1 ≤ j ≤ 2) échantillonnéesà une fréquence de 20 MHz. On se place dans l'hypothèse d'une absence d'interférence entre symbolesOFDM. Ainsi, chaque réponse impulsionnelle a au maximum 16 coe�cients non nuls. L'estimation descanaux porte donc sur 64 coe�cients.



80 Prototype WiFi de COMSISLe préambule long comme séquence d'apprentissageLe préambule long sert de séquence d'apprentissage. De manière à discriminer l'antenne d'émission,il est nécessaire que les séquences d'apprentissage émises sur chacune des antennes soient orthogonalesentre elles. Pour pouvoir e�ectuer la synchronisation fréquentielle, nous avons opté pour des séquencesorthogonales en fréquence (cf. [Barhumi et al, 2002]).L'algorithme d'estimationLe récepteur MIMO utilise une estimation des coe�cients de canaux au Maximum de Vraisemblancea posteriori comme décrit par [Barhumi et al, 2002]. Il s'agit d'une projection orthogonale des séquencesreçues sur l'espace vectoriel des séquences �ltrées par un canal, dont la réponse impulsionnelle n'a que16 coe�cients non nuls.3.3.2 Modélisation des canauxCe paragraphe a pour objectif de résumer la modélisation, faite au niveau de la chaîne de simulationMatlab, des phénomènes susceptibles de modi�er les signaux entre le CNA de l'émetteur et le CAN durécepteur.3.3.2.1 Description des canaux multi-trajetsModélisation mathématique des canauxOn a :
∀j, 1 ≤ j ≤ 2 yj

l =
1√
2

2∑

i=1

+∞∑

k=0

hij
k xi

l−k + wj
loù les wj

l sont des variables aléatoires indépendantes gaussiennes complexes centrées de variance N0/2par composante réelle.Intéressons-nous aux réponses impulsionnelles hij(t). Nous rappelons que les hij(t) intègrent les ré-ponses impulsionnelles des deux �ltres de mise en forme en racine de Nyquist en émission et en réception.En notant k(t) la réponse impulsionnelle du �ltre de Nyquist global normalisé en puissance et en consi-dérant une propagation multi-trajets entre l'antenne i et l'antenne j, on a :
hij(t) =

Ntrajets∑

p=1

αpk(t− τp) .Chacun des trajets présente des évanouissements de type Rayleigh. Ainsi, les αp sont des variables aléa-toires indépendantes gaussiennes complexes centrées dont la variance, notée σ2
p, est calculée grâce aupro�l de puissance (cf. paragraphe suivant), sachant que la puissance de tous les trajets est normalisée,c'est à dire :

Ntrajets∑

p=1

σ2
p = 1 .Il est important de remarquer que nous avons considéré des canaux quasi-statiques : on considère queles amplitudes complexes des trajets restent inchangées pendant toute la durée d'une trame. Cependant,



3.3 Performances et algorithmes du codage Espace-Temps 81d'une trame à l'autre, on e�ectue un nouveau tirage des amplitudes des trajets indépendamment du tirageprécédent. De plus, on suppose qu'il y a décorrélation entre les antennes d'émission et entre les antennesde réception. Ainsi, les amplitudes complexes des trajets de chacun des 4 canaux sont indépendantesentre elles.Pro�l de puissanceLa norme WLAN européenne HIPERLAN 2 a dé�ni 5 modèles de canaux : les canaux A, B, C, Det E. Néanmoins, ces modèles de canaux ne décrivent pas de manière réaliste la propagation dans unenvironnement de type �Home� et �Small O�ce�, auquel notre solution multi-antennaire se destine, aumoins dans un premier temps. C'est pourquoi nous simulons notre chaîne de transmission MIMO sur descanaux di�érents. Un partenaire industriel de COMSIS a e�ectué une série de mesures expérimentales quiont permis la dé�nition de deux types de canaux, dont le tableau 3.2 et la �gure 3.10 détaillent le pro�lde puissance (les puissances des di�érents trajets sont données relativement au trajet le plus important).Délai (en ns) Puissance du canal 1 (en dB) Puissance du canal 2 (en dB)0 -16 -2910 -14 -1820 -5 -1530 0 -1340 -7 -750 -5 060 -11 -570 -16 -680 -18 -590 -19 -7100 -21 -8110 -24 -9120 -11130 -12140 -13150 -14160 -16170 -17180 -19190 -20200 -20210 -24Tab. 3.2 � Pro�l de puissance des canaux expérimentaux
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Fig. 3.10 � Étalement des retards des canaux expérimentaux
3.3.2.2 Modélisation de l'o�set fréquentielLa chaîne de simulation intègre le décalage fréquentiel possible entre les oscillateurs locaux sous laforme d'un décalage en fréquence ∆f compris entre -10 kHz et 10 kHz tiré aléatoirement à chaque tramemais qui reste constant tout le long de la trame. Nous avons ainsi :

∀j, 1 ≤ j ≤ 2 yj
l =

e2πil∆fT

√
2

2∑

i=1

+∞∑

k=0

hij
k xi

l−k + wj
l .L'intégration dans la modélisation de la variation temporelle le long de la trame de l'o�set fréquentielet du bruit de phase est en cours.3.3.3 Performances de la solution MIMO 2× 2Le développement d'une chaîne de simulation sous Matlab a permis la mise au point et le choixdes di�érents algorithmes, en les comparant suivant un critère de performance : la probabilité d'erreurbinaire en fonction du rapport signal à bruit. Nous allons à présent mettre en évidence les performancesdu système multi-antennaire et les comparer avec celles d'un système 802.11a.



3.3 Performances et algorithmes du codage Espace-Temps 833.3.3.1 Performances sur les bits codésLa comparaison est e�ectuée sur les bits codés, c'est à dire à la sortie du décodeur ST pour le MIMOet à la sortie du demapper QAM du 802.11a. Comme on réalise la comparaison à e�cacité spectraleégale, le système 802.11a considéré utilise une constellation 16 QAM. Cela correspondrait à un systèmefonctionnant à un débit binaire de 48 Mbps. Il est important de noter que les performances du système802.11a sont données dans le cas où les synchronisations (temporelle et fréquentielle) et l'estimation decanal sont parfaites, alors que le multi-antennaire se sert des algorithmes présentés précédemment pourles synchronisations et l'estimation des coe�cients de canal.La courbe de la �gure 3.11 présente la probabilité d'erreur sur les bits non codés en fonction durapport signal à bruit. Multidiverse est le nom commercial de la solution MIMO de COMSIS.
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Fig. 3.11 � Performances du 802.11a et du Multidiverse sur les bits non codésLa courbe de la �gure 3.11 montre que le système MIMO a des performances nettement meilleuresqu'un système 802.11a, et est en outre avantagé par des synchronisations parfaites. Nous véri�ons bienque, grâce à une diversité d'ordre 4 du code ST, la pente de la courbe de performances du système bi-antennaire a un coe�cient directeur environ 4 fois supérieur à celui d'un système 802.11a au delà de 14dB de SNR.3.3.3.2 Performances sur les bits d'informationLa comparaison est e�ectuée sur les bits d'information, c'est à dire après le décodage du code convolutifpar l'algorithme de Viterbi. Pour la comparaison, le décodage se fait à entrée souple, de manière à obtenir



84 Prototype WiFi de COMSISles meilleures performances possibles des deux systèmes. Le code convolutif choisi est celui de la norme802.11a de rendement 1/2 (pas de poinçonnage). Pour obtenir la même e�cacité spectrale, le système802.11a utilise une constellation 16 QAM. Ainsi, le débit binaire des deux systèmes est de 24 Mbps surles bits d'information.Comme dans la comparaison précédente, les performances du système 802.11a sont données dans lecas où les synchronisations (temporelle et fréquentielle) et l'estimation de canal sont parfaites, alors quele système multi-antennaire se sert des algorithmes présentés précédemment pour les synchronisations etl'estimation des coe�cients de canal.La courbe de la �gure 3.12 présente la probabilité d'erreur sur les bits d'information en fonction duSNR.
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1x1 16 QAM IEEE 802.11a + CC Rate 1/2 (Soft Decoding)
2x2 MultiDiverse Fig. 3.12 � Performances du 802.11a et du MIMO à 24 Mbps après décodage souple. Même après décodage souple, la solution MIMO présente une courbe de performances avec une décrois-sance beaucoup plus forte que celle du 802.11a. Ceci s'explique par le fait que lorsqu'une trame a connuun évanouissement, elle présente un taux d'erreur tellement élevé (autour de 10−1) que le code convolutifest ine�cace et a plutôt tendance à faire empirer la probabilité d'erreur sur les bits d'information. Orla fréquence des trames perturbées par les évanouissements est plus élevée avec un système 802.11a (dediversité unitaire) qu'avec le système bi-antennaire (de diversité 4). Ainsi, pour une probabilité d'erreurde 10−3, le système bi-antennaire présente un gain de 9, 5 dB en SNR par rapport à un système 802.11a.De plus, la solution MIMO permet d'envisager des applications du type broadcast vidéo, qui requiert untaux d'erreur de 10−4, avec un SNR de seulement 9 dB.
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Fig. 3.13 � Performances du 802.11a et de di�érents codage MIMO à 24 Mbps après décodage souple. La courbe de la �gure 3.13 présente les taux d'erreur par trame de di�érents systèmes : Multidiverse, un802.11a classique, un codage d'Alamouti adapté à 802.11a et un codage BLAST 2× 2 adapté à 802.11a.Tous les débits sont de 24 Mbps avec des constellations 16 QAM pour la norme et pour Alamouti etdes QPSK pour Multidiverse et BLAST qui transmettent 2 symboles par utilisation canal. Les codagesBLAST et ALAMOUTI améliorent nettement les performances du système 802.11a, mais restent moinsbons que notre solution MIMO qui est la seule à allier haute e�cacité spectrale et diversité maximale.Les performances au niveau de la couche MAC sont présentées �gure 3.14. Le débit maximal trans-missible, qui était de 24 Mbps, ne vaut plus plus que de 21,3 Mbps en raison des encapsulements et desacquittements. Cette couche MAC est très rudimentaire car elle ne supporte qu'un seul débit, mais elledonne une première idée du comportement du MIMO. De plus la �gure ne met pas en relief un gros incon-vénient du système SISO soumis aux évanouissements : si le canal varie lentement, les évanouissementsentraîneront des pertes de liaisons fatales à la transmission de �ux audios et vidéos.3.3.4 ConclusionLe développement de la chaîne de simulationMatlab a permis de réaliser les algorithmes de synchroni-sations temporelle et fréquentielle et d'estimation de canal pour le système MIMO. Tous ces algorithmessont très similaires à ceux employés pour le 802.11a, et n'introduisent qu'un très faible surcoût en com-plexité. De plus, cette chaîne de simulation a démontré que cette solution présente des performances entermes de qualité de service bien supérieures à celles d'un système 802.11a.
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Fig. 3.14 � Débit du 802.11a et du MIMO au niveau de la couche MAC.3.4 Le démonstrateur et les évolutions futures3.4.1 Le démonstrateurLa couche physique de notre solution bi-antennaire reprend de nombreux éléments de la norme IEEE802.11a auxquels s'ajoutent les modules de codage Espace-Temps.Nous avons donc tout d'abord développé une chaîne de simulation 802.11a, puis nous l'avons adaptéea�n d'y intégrer le codeur et le décodeur ST. La mise au point et le choix des algorithmes ont été réalisésen virgule �ottante sous Matlab, car il intègre de nombreuses fonctions comme la FFT. L'impact de laquanti�cation et du passage des données de virgule �ottante à virgule �xe sur les performances a étéétudié par COMSIS sur une chaîne de simulation en C point �xe. Le passage en C point �xe a préparé ledéveloppement VHDL (beaucoup plus lourd) en décomposant toutes les fonctions complexes en opérationsélémentaires (addition ou multiplication). Il a aussi permis de déterminer le nombre de bits utiles et laposition de la virgule de toutes les variables de calcul utilisées. Un compromis a ainsi été trouvé entrecomplexité et dégradation des performances. Le C point �xe a aussi permis de générer des vecteurs detest pour valider le fonctionnement des modules développés en VHDL. La couche physique a ensuite étésynthétisée et implémentée sur des cartes FPGA Stratix 80 d'Altera.Le nombre de bits et la position de chaque variable du programme y sont paramétrables. Les optimi-sations sont encore en cours. Cependant, COMSIS dispose d'ores et déjà d'une con�guration qui n'est pastotalement optimisée, mais dont les performances sont tout à fait correctes, puisqu'en retrait de seule-ment 0,5 dB par rapport à celles obtenues sous Matlab. Cette con�guration requiert par exemple un CANfonctionnant sur 12 bits : de tels composants font déjà partie du catalogue de certains équipementiers.
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Fig. 3.15 � Carte FPGA contenant la couche physique d'un transmetteur
Complexité du CodeurLe nombre de portes logiques des éléments de la chaîne de transmission est une donnée con�dentielle deCOMSIS. Nous pouvons tout de même dire que la complexité du codeur ST et du deuxième modulateurIFFT est très raisonnable par rapport à la complexité d'un transmetteur 802.11a SISO. Le surplus desurface pour l'intégration en technologie 0, 13 µm est su�samment faible pour pouvoir l'utiliser dans unechaîne 802.11a.Complexité du DécodeurLe décodeur ST est plus gourmand en ressources et sa synthèse est évidemment plus problématique. Lesurcoût n'est pas négligeable mais les gains apportés par cette technologie sont su�samment importantspour envisager de l'intégrer à une chaîne 802.11a et de le commercialiser.Chaînes radioLa conception des chaînes radio ne fait pas partie des compétences ni de la stratégie de COMSIS.Nous intégrons donc des chaînes toutes faites. Des chaînes radio mono-antennaire à 5 GHz pour le 802.11aexistent et sont relativement faciles à trouver, mais elles ne sont pas directement utilisable en MIMO : leschaînes des di�érentes antennes doivent avoir le même oscillateur local à l'émission comme à la réception,car un o�set, même léger, a�ecte les performances. Même si l'utilisation d'un même oscillateur pour lesantennes d'émission paraît facile à réaliser, ce produit n'existait pas il y a trois ans chez les industriels.Nous avons donc travaillé avec le laboratoire d'électronique de l'ENST Bretagne qui a réalisé un bancradio MIMO à 4 antennes d'émission et de réception. Nous avons interfacé nos cartes FPGA contenant lacouche physique numérique avec leur chaînes radio MIMO. Les chaînes radio sur fréquence intermédiaire



88 Prototype WiFi de COMSISsont volumineuses, mais elles fonctionnent bien et ont permis de valider notre couche physique avec latransmission d'un �ux vidéo (DVD dont le débit utile varie de 3 à 8 Mbps) entre des pièces éloignées de
20 m et sans liaison directe (NLOS) dans les locaux de l'entreprise.

Fig. 3.16 � Démonstration de transmission vidéo en liaison directe à l'ENST Bretagne3.4.2 Évolutions futuresPlusieurs améliorations du démonstrateur vont prochainement être �nalisées :� Nos cartes contenant la couche physique numérique sont en cours d'interfaçage avec des chaînesradio zero-FI5 et dont les dimensions sont beaucoup moins encombrantes que les précédentes.� COMSIS travaille actuellement avec des industriels pour interfacer sa couche physique avec leurcouches MAC 802.11.� L'utilisation de modulation codées (TCM6) avec le Golden Code permet de diminuer très fortementla complexité du décodeur avec une augmentation raisonnable des taux d'erreur.� Des débits plus importants avec des modulations QAM de plus grandes tailles seront prochainementintégrés sur la carte FPGA (48, 96 et 108 Mbps).� La mise en compatibilité de notre couche physique avec le système 802.11n utilisant du BLAST(EWC7) est bientôt terminée, elle entraînera l'utilisation d'une troisième antenne qui ne sera utilisée5avec transposition directe en fréquence, sans passage par une fréquence intermédiaire6Trellis Coded Modulation7Enhanced Wireless Consortium



3.4 Le démonstrateur et les évolutions futures 89qu'en réception pour la diversité.� L'utilisation d'un plus grand nombre d'antennes avec les codes parfaits ou le code TAST est àl'étude. La forme dé�nitive du décodeur n'est pas encore arrêtée. Nous emploierons soit le décodeuritératif vu en 2.5, soit un lattice decoder intégrant une réduction.ConclusionL'amélioration des performances o�ertes par l'utilisation d'un codage Espace-Temps pour les systèmesradio-mobiles a donc été mise en pratique avec succès.Au cours de ces travaux, deux transmetteurs bi-antennaires de type 802.11a intégrant un codageEspace-Temps ont été réalisés. Ils fonctionnent à un débit physique de 24 Mbps et permettent de trans-mettre confortablement de la vidéo HD.Plusieurs brevets ont par ailleurs été déposés :� procédé pour décoder les codes espace-temps linéaires dans un système de transmission sans �l multi-antennes et décodeur mettant en ÷uvre un tel procédé n�0207331 du 14 juin 2002,� extension internationale n�PCT/FR0/01783 du 13 juin 2003,� procédé d'estimation du canal de transmission dans un réseau sans �l et système de radiocommu-nication mettant en ÷uvre un tel procédé n�037709 du 26 juin 2003.Ce démonstrateur n'est qu'une première étape et de nombreuses améliorations de ce prototype sontactuellement à l'étude. Elles permettront de proposer des solutions commercialisables sous formes delicences ou de produits.
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Deuxième partieCodage Non Cohérent
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Chapitre 4Codage Spatio-Temporel non cohérentCe chapitre présente des codes Espace-Temps non cohérents, c'est à dire des codes ST pour lesquelsle canal de transmission n'est connu ni à l'émetteur ni au recepteur.IntroductionNous avons considéré jusqu'ici des codes Spatio-Temporels cohérents, c'est à dire que le �ltrage par lecanal est connu au niveau du récepteur. Dans la pratique, il n'est pas toujours possible ni même intéressantd'estimer la réalisation du canal en réception. En e�et, la taille de la séquence d'apprentissage doit êtreproportionnelle au nombre d'antennes d'émission, donc dans le cas d'un grand nombre d'antennes le débitrisque d'être pénalisé. Ceci est d'autant plus problématique que le canal est sélectif en temps ; le canalvariant vite, il faut le réestimer très souvent, or chaque séquence d'entraînement émise diminue le débite�ectif. Il convient alors d'utiliser des codes non cohérents, pour lesquels le décodeur Espace-Temps nenécessite aucune connaissance du canal.Nous considérons un système de transmission à M antennes d'émission et N antennes de réception.Le canal de transmission est supposé quasi-statique, cela signi�e que ses coe�cients restent inchangésdurant T , la longueur temporelle du code. De plus, le canal suit une statistique de Rayleigh. Le signalreçu s'écrit1

YT×N = XT×M .HM×N + WT×N (4.1)où X est le mot de code émis, H est la matrice de transfert du canal de transmission, dont les coe�cients
hi, j sont i.i.d. CN (0, 1), et W est le bruit additif blanc gaussien de variance σ2 = 1SNR . Les indicescorrespondent aux dimensions des matrices.Ce chapitre débute par des éléments de géométrie qui nous serons utiles, dans la suite, pour laconstruction des codes.Nous reprenons ensuite les calculs de capacité des canaux MIMO faits dans le1En transposant cette équation nous retrouvons l'équation équivalente de la forme

YN×T = HN×M .XM×T + WN×T



94 Codage Spatio-Temporel non cohérentpremier chapitre pour le cas non cohérent. Nous présentons les algorithmes de décodage et calculons lesprobabilités d'erreur en fonction du décodeur utilisé. En �n de chapitre, nous présentons les principauxcodes ST non cohérents regroupés en trois familles : les codes ST di�érentiels, les codes purement noncohérents et les codes à entraînement, qui peuvent être vus comme des codes cohérents particuliers.4.1 Approche géométriqueNous présentons ici les variétés de Stiefel et de Grassmann2 qui ont été utilisées par [Zheng et Tse, 2002,Zheng et Tse, 2003]. Ces variétés nous permettront d'introduire un nouveau système de coordonnées utilepour l'étude de la capacité et pour la construction des codes Espace-Temps non cohérents.4.1.1 La variété de StiefelDé�nition La variété de Stiefel, ST,M (C), est l'espace des matrices unitaires complexes3 de dimension
T ×M

ST,M (C) =
{
Q ∈ CT×M , Q†Q = IM

}
.

ST,M (C) peut être vue comme une sous-variété de dimension réelle (2TM −M2) de CT×M . Dans le casparticulier où M = 1, ST,1(C) est la surface de la sphère unité de CT .Comme [Zheng et Tse, 2002, Zheng et Tse, 2003], nous dé�nissons le volume de la variété de Stiefel àpartir de la mesure de Haar présentée par [Boothby, 1986].Dé�nition Le volume de ST,M (C) est donné par
|ST,M (C)| =

T∏

i=T−M+1

2πi

(i− 1)!
. (4.2)4.1.2 La variété de GrassmannUne relation d'équivalence peut être dé�nie sur la variété de Stiefel : deux éléments P et Q ∈ ST,M (C)sont équivalents si leurs vecteurs colonnes (de dimension T ) engendrent le même sous-espace, i.e. ∃U ∈

UM (C),P = QU, où UM (C) est la notation classique de SM,M (C), le groupe des matrices unitaires dedimension M ×M .Dé�nition La variété de Grassmann est l'espace quotient de la variété de Stiefel par sa relation d'équi-valence
GT,M (C) = ST,M (C)/UM (C) . (4.3)2Stiefel and Grassmann manifolds3il est possible de dé�nir de même ST,M (R), l'espace des matrices unitaires réelles de dimension T × M



4.1 Approche géométrique 95Chaque élément de GT,M (C) est une classe d'équivalence dans ST,M (C). Le Grassmannien GT,M (C) peutaussi être dé�ni comme l'ensemble des sous-espaces vectoriels complexes de dimension M de CT , avec
T > M .La variété de Grassmann a pour dimension réelle

dim
(
GT,M (C)

)
= dim

(
ST,M (C)

)
− dim

(
SM,M (C)

)

= 2M
(
T −M

)
,soit M

(
T −M

) en dimension complexe.De la même façon que pour pour la variété de Stiefel (4.2), il est possible de dé�nir un volume pourla variété de Grassmann :
|GT,M (C)| =

|ST,M (C)|
|SM,M (C)| (4.4)

=

∏T
i=T−M+1

2πi

(i−1)!∏M
i=1

2πi

(i−1)!

. (4.5)4.1.3 Changement de coordonnéesNous utilisons ici la variété de Grassmann et nous adoptons le nouveau système de coordonnées pré-senté par [Zheng, 2002] : le mot de code X de dimension T ×M , avec T ≥ M peut être représenté parun sous-espace ΩX (ΩX ∈ GT,M (C)) engendré par ses vecteurs colonnes xm (m = 1...M), et une matrice
CX de dimension M ×M qui dé�nit les M colonnes de X dans une base canonique de ΩX .Nous avons ainsi e�ectué un changement de coordonnées

CT×M → CM×M ×GT,M (C) (4.6)
X 7→

(
CX , ΩX

) (4.7)avec
ΩX = span(x1, ...,xM ) = span(X) (4.8)où span(X) est l'espace engendré par les colonnes de X.Ce nouveau système de coordonnées nous permettra de trouver l'expression de la capacité asympto-tique à fort SNR et nous aidera à concevoir des codes ST non cohérents.4.1.4 Notions sur les sous-espaces vectorielsNous introduisons ici quelques dé�nitions utiles pour l'étude des sous-espaces vectoriels.Le concept de biorthonormalité permet de caractériser deux sous-espaces.



96 Codage Spatio-Temporel non cohérentDé�nition Soient deux sous-espaces ΩX et ΩY ∈ GT,M , X et Y deux de leurs bases respectives sontdites biorthonormales si chacune d'elles est orthonormale et si
X†Y = C est une matrice diagonale C = diag([c1, ..., cM ]) telle que 0 < cm ≤ 1 ∀m = 1...M(4.9)Deux bases biorthonormales peuvent être facilement obtenues à partir de la décomposition en valeurssingulières (SVD4) de deux bases orthonormales : soient X et Y deux bases orthonormales, mais pasnécessairement biorthonormales, de ΩX et ΩY respectivement, la SVD de X†Y s'écrit

X†Y = UXCU
†
Y , UX ,UY ∈ UM , C = diag([c1, ..., cM ]) (4.10)où 0 < cm ≤ 1 pour tout m. Les deux bases XUX et YUY sont alors biorthonormales.Dé�nition Soient deux sous-espaces ΩX , ΩY ∈ GT,M , les produits scalaires X†Y = C de tous leurscouples de bases biorthonormales donnent le même ensemble de valeurs

cm = cos θm, θm ∈ [0,
π

2
[, m = 1..M. (4.11)Les θm sont appelés les angles principaux entre les sous-espaces ΩX et ΩY .Contrairement aux bases biorthonormales, les angles principaux caractérisent un couple de sous-espacede façon unique.Dé�nition Deux sous-espaces ΩX , ΩY ∈ GT,M sont dits espaces intersectés si la dimension de leurintersection est non-nulle i.e. dim

(
ΩX ∩ΩY

)
> 0.Ils sont dits espaces non-intersectés dans le cas contraire.La dimension de l'intersection de deux sous-espaces est égale au nombre de leurs angles principaux nuls.Plusieurs distances peuvent être dé�nies sur le Grassmannien. Nous rappelons ici les plus utilisées.Dé�nition Soient deux sous-espaces ΩX , ΩY ∈ GT,M et θ = (θ1, ..., θM ) leurs angles principaux, nousdé�nissons les distances suivantes1. La distance géodésique

darc(ΩX ,ΩY ) = ‖θ‖ =

(
M∑

m=1

θ 2
m

) 1
2 (4.12)2. La distance cordale

dc(ΩX ,ΩY ) = ‖ sinθ‖ =

(
M∑

m=1

sin2 θm

) 1
2 (4.13)4Singular Value Decomposition



4.2 Étude de capacité 973. La distance produit
dp(ΩX ,ΩY ) =

(
M∏

m=1

sin θm

) 1
M (4.14)4.2 Étude de capacitéNous allons présenter quelques résultats issus de la théorie de l'information.4.2.1 Résultats généraux1. Capacité lorsque M > T .Pour un intervalle de cohérence T et un nombre d'antennes de réception donné, la capacité en noncohérent obtenue avec M > T antennes à l'émission peut aussi être obtenue avec M = T antennesà l'émission ([Marzetta et Hochwald, 1999]).2. Structure de signal optimale.Un signal atteignant la capacité peut être mis sous la forme

X = ΦΛ (4.15)où Φ est une matrice unitaire et isotropiquement distribuée5, et Λ est une matrice diagonale réellenon-négative indépendante de Φ. Le signal optimal est donc composé de M vecteurs orthogonauxde normes λm ≥ 0, m = 0...M ([Marzetta et Hochwald, 1999]).3. Comportement asymptotique de la capacité lorsque T →∞.Lorsque le temps de cohérence du canal et la longueur temporelle du code ST tendent vers l'in�ni,la capacité en non cohérent tend vers la capacité du cas cohérent avec connaissance parfaite ducanal. De plus, toutes les distributions p(λm) convergent vers une distribution de Dirac centrée sur√
T , montrant ainsi que l'information est portée par la direction des vecteurs et non par leur norme([Warrier et Madhow, 2002]).4.2.2 Comportement asymptotique à fort SNRNous allons utiliser ici la variété de Grassmann et le changement de coordonnées de [Zheng, 2002]

X 7→
(
CX , ΩX

)dé�ni en (4.6).Sur un canal non bruité, le signal reçu s'écrit Y = HX. Les colonnes de Y engendrent alors le mêmesous-espace que les colonnes de X (ΩHX = ΩX). Les coe�cients du canal de transmission H ne trans-forment donc pas le sous-espace ΩX engendré par le mot code émis. Ils changent uniquement CX , la5Une matrice aléatoire est dite isotropiquement distribuée si sa distribution reste inchangée après une rotation i.e. si sadistribution reste inchangée après multiplication par une matrice déterministe unitaire.



98 Codage Spatio-Temporel non cohérentreprésentation de ce mot de code dans une base de ΩX .Dans le cas d'un canal avec bruit additif, le sous-espace ΩX est uniquement altéré par le bruit, alorsque CX subit le bruit ainsi que l'évanouissement du canal. Le nouveau système de coordonnées (4.6)permet ainsi de décomposer l'espace CT×M en directions qui sont a�ectées par les coe�cients du canalet par le bruit, et en directions qui sont uniquement a�ectées par le bruit.A fort rapport signal à bruit (ρ→∞), lorsque le bruit est négligeable (Y = HX + W ≈ HX), il estintuitif que CX n'est a�ecté que par les coe�cients du canal. Le changement de coordonnées (4.6) nouspermet donc, à fort SNR, de séparer les e�ets du bruit de ceux dus aux évanouissements du canal.La matrice du canal est ici inconnue au niveau du récepteur. Les symboles d'information doiventdonc être contenus dans ΩX . Autrement dit, dans un bon alphabet, l'information ne doit être portée nipar l'amplitude ni par la phase, mais uniquement par les directions des vecteurs xm (m = 1...M). Nousvoyons, dès-lors, tout l'intérêt de la variété de Grassmann pour construire notre code Spatio-Temporelnon cohérent et pour choisir les directions portant l'information de chaque mot de code de l'alphabet.De même, au niveau du récepteur, le détecteur ST ne devra pas chercher à retrouver la base particu-lière X, mais uniquement le sous-espace ΩX engendré par le mot de code émis.[Zheng et Tse, 2002] ont trouvé la forme du signal optimale et l'expression asymptotique de la capacitéergodique.4.2.2.1 Structure de signal optimaleA fort SNR ρ, les variables aléatoires λ convergent vers √T , comme dans le cas T → ∞. Le signaloptimal est donc de nouveau isotropiquement distribué.
X = [x1...xM ] =

√
TΦ, Φ ∈ ST,M (C) . (4.16)L'information mutuelle est alors totalement portée par le sous-espace ΩX

I(X;Y) = I(ΩX ;Y) . (4.17)4.2.2.2 Expression de la capacité asymptotiqueLa capacité est, en bits par utilisation canal (bits puc)
Cnc = Knc log2 ρ + cM◦,N + o(1) (4.18)où

Knc = M?

(
1− M?

T

) (4.19)avec M? = min
(
M, N, bT

2 c
), M◦ = min(M, N) et cM◦,N , une constante dépendant de M◦, N et T .



4.3 Le décodage en non cohérent 99L'expression de cM◦,N est connue lorsque T ≥M◦ + N et elle s'écrit
cM◦,N =

1

T
log2 |GT,M◦(C)|+ M◦(1 − M◦

T
) log2

T

M◦πe
+ (1− M◦

T
)E[log2(detHH†)]et |GT,M◦(C)| est le volume de la variété de Grassmann dé�ni en (4.5).

Knc est appelé le nombre de degrés de liberté ou gain de multiplexage du canal MIMO non cohérent.
∂Cnc

∂ρ
= Knc

∂CSISO

∂ρ
. (4.20)Pour toute augmentation du SNR de 3 dB, la capacité augmente de Knc bits puc, soit Knc fois plusrapidement quand dans le cas SISO.Pour maximiser le gain de codage, il convient de prendre T ≥ 2M◦. De plus, il su�t d'utiliser M◦des M antennes d'émission disponibles car avoir un plus grand nombre d'antennes d'émission que deréception n'améliore pas la capacité à fort SNR.Réécrivons l'expression de la capacité en non cohérent dans le cas T ≥ 2M◦ en faisant apparaître Cc,la capacité en cohérent avec connaissance parfaite du canal dont la formule a été établie en (1.3)

Cnc = (1 − M◦

T
)Cc +

1

T
log2 |GT,M◦(C)|+ M◦(1− M◦

T
) log2

T

M◦πe
+ o(1) . (4.21)Donc lorsque T � M , la capacité en non cohérent converge asymptotiquement vers la capacité encohérent.4.2.3 Comportement asymptotique à faible SNR[Zheng et Tse, 2002] ont montré qu'à faible rapport signal à bruit, la capacité en non cohérent tendvers la capacité en cohérent

lim
ρ→0

C

ρ
= N log2 e bits puc (4.22)Ainsi, la capacité est proportionnelle au nombre d'antennes de réception et le nombre de degrés deliberté n'intervient plus. Il est notamment inutile de prendre M et T supérieurs à 1 lorsque le canal estfortement bruité.4.3 Le décodage en non cohérent4.3.1 Décodage au maximum de vraisemblanceLorsque les statistiques du canal à évanouissement et du bruit sont connues au niveau du récepteur, lecritère du maximum de vraisemblance (ML6) peut être utilisé ([Proakis, 2000] et [Brehler et Varanasi, 2001]).6Maximum-Likelihood



100 Codage Spatio-Temporel non cohérentVoici la dé�nition du critère du ML en non cohérent
X̂ML = arg max

X∈ Code
EH

{
p [Y/X, H]

} (4.23)Le détecteur ML est un détecteur quadratique qui se met sous la forme
X̂ML = arg min

i=1...L

[
Y†FiY + ci

] (4.24)où
Fi = −Xi

(
1

ρ
IM + X

†
iXi

)−1

X
†
i et ci = ln det

(
IM + ρX†

iXi

)avec L, la taille du code et Xi, le ime mot de code de l'alphabet.Si le code ST est unitaire, l'expression du décodeur au maximum de vraisemblance se simpli�e en
X̂ML = arg max

X∈Code

∥∥Y†X
∥∥

F
(4.25)où ‖.‖F est la norme matricielle de Frobenius dé�nie par ‖A‖F =

√Tr [A†A].4.3.2 Le GLRTIl est souvent di�cile de connaître les statistiques du canal et du bruit, il est alors intéressant d'utilisercomme critère de détection le Test du rapport de vraisemblance généralisé (GLRT7)([Brehler et Varanasi, 2001], [Warrier et Madhow, 2002] et [Lapidoth et Narayan, 1998]).4.3.2.1 Le GLRT dans le cas SISOLe GLRT a tout d'abord été proposé par [Brehler et Varanasi, 2001] dans le cas mono-antennaire surcanal de Rayleigh quasi-statique. Le signal émis x est un vecteur de taille 1 × T . Le signal reçu s'écrit
y = hx + w où h, le coe�cient complexe du canal, est inconnu et le bruit w est blanc et gaussien.L'estimation GLRT du signal reçu véri�e alors

x̂GLRT = arg max
x∈Code

[
sup

h
p [y/x, h]

] (4.26)
= arg min

x∈Code

[
inf
h
‖y − hx‖2

]
. (4.27)Le GLRT estime le canal conjointement aux données. L'estimation optimale du canal correspondantà la minimisation (4.27) est atteinte en projetant y sur le sous-espace complexe de dimension 1 engendrépar x.7Generalised Likelihood Ratio Test



4.3 Le décodage en non cohérent 101L'estimation du coe�cient du canal
ĥGLRT = arg inf

h
‖y − hx‖2 (4.28)

=
〈y, x〉
‖x‖2

(4.29)n'est pas calculée par le décodeur, mais son expression permet de simpli�er l'équation (4.27)
x̂GLRT = arg max

x∈Code

〈y, x〉
‖x‖ (4.30)Nous remarquons que, pour tout coe�cient complexe λ, 〈y, x〉
‖x‖ = 〈y, λx〉

‖λx‖ , le décodeur GLRT ne peutdonc pas distinguer x de λx. En e�et, le coe�cient λ est directement intégré dans l'estimation du canal(4.29).4.3.2.2 Le GLRT dans le cas MIMOComme dans le cas SISO, le GLRT en MIMO minimise la distance euclidienne entre le signal reçu etl'estimation du signal émis. Voici sa dé�nition
X̂GLRT = arg max

X∈Code

[
sup
H

p [Y/X, H]

] (4.31)
= arg min

X∈Code

[
inf
H
‖Y −XH‖2

]
. (4.32)Le GLRT estime le canal conjointement aux données en projetant Y sur le sous-espace engendré par

X. Le GLRT devient alors
X̂GLRT = arg max

X∈Code
Tr [Y†X

(
X†X

)−1
X†Y

]
. (4.33)Le GLRT compare donc les projections du signal reçu Y sur tous les mots de l'alphabet et retientcelui dont la projection est la plus énergétique.De nouveau, nous remarquons que dans l'équation (4.33), deux mots de code engendrant le mêmesous-espace donnent la même métrique et ne peuvent être distingués par le GLRT. L'information doitdonc être uniquement portée par les sous-espaces engendrés par les mots de code. Dans le cas d'un codeunitaire, nous retrouvons la classe d'équivalence du Grassmannien.Le décodeur GLRT est suboptimal mais nécessite moins de connaissances statistiques que le décodeurML. De plus, dans le cas où les coe�cients de canaux sont i.i.d. et si nous choisissons des mots de codeunitaires, les critères GLRT et ML sont équivalents. Ce résultat est trivial en prenant X† X = IM dans(4.33).



102 Codage Spatio-Temporel non cohérent4.4 Calcul de la probabilité d'erreurNous nous intéressons à la probabilité d'erreur par paire (PEP 8)
Pe(Xi → Xj) avec i 6= j, est la probabilité d'avoir décodé Xj alors que Xi a été émis. L'expression dela PEP permet, dans le cas du décodage ML, de majorer la probabilité d'erreur par la borne de l'union.C'est donc un bon critère de construction du code ST.4.4.1 Codage Spatio-Temporel unitaireLa PEP d'une modulation ST unitaire a comme borne supérieure de Cherno�

P nc
ML

(Xi → Xj) ≤
1

2

M∏

m=1

[
1 +

(
ρ T

M sin θm

)2

4
(
1 + ρ T

M

)
]−N (4.34)où les θm m = 1...M sont les angles principaux entre les sous-espaces ΩXi

et ΩXj
.Nous retrouvons l'équivalent non-cohérent du critère du rang : les angles principaux doivent être nonnuls pour tous les couples de mots de code Xi et Xj de l'alphabet, c'est à dire que tous les couples desous-espaces ΩXi

et ΩXj
doivent être non intersectés.De même, la maximisation de la distance produit (4.14) permet une minimisation du PEP à fort SNR,ce qui équivaut au critère du déterminant en non cohérent.4.4.2 Expression asymptotiqueLorsque le code n'est pas unitaire, le critère GLRT n'est plus équivalent au ML. Nous dé�nissons lamatrice de corrélation [

X
†
i

X
†
j

] [
XiXj

]
=

[
Rii Rij

Rji Rjj

]en supposant qu'elle est de rang plein (ce qui implique que l'on soit dans le cas T ≥ 2M). L'expressionasymptotique à fort SNR de la PEP avec un détecteur GLRT s'écrit [Brehler et Varanasi, 2001]
P nc

GLRT
(Xi → Xj) ∼

ρ−MN

(
2MN − 1

MN

)(
1 +

det
(
Rii

)N

det
(
Rjj

)N

)

det
(
Rii −Rij R−1

jj Rji

)N . (4.35)Si le code est unitaire, le ML et le GLRT sont équivalents et l'expression asymptotique se simpli�e en
Pnc(Xi → Xj) ∼

ρ−MN

(
2MN − 1

MN

)

det
(
I−Rij Rji

)N . (4.36)8Pairwise Error Probability
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Lorsque les coe�cients des canaux sont corrélés, la dégradation des performances se traduit par uneaugmentation de la probabilité d'erreur par paire d'un facteur

1

detE
[
HH†] .Lorsque les mots de code ont tous la même énergie (Tr[X† X] est constant sur tout l'alphabet),[Brehler et Varanasi, 2001] ont montré que le codage unitaire minimisait la PEP.4.5 Diversité en non cohérentIl existe trois dé�nitions di�érentes de la diversité pour les systèmes MIMO non cohérents sur descanaux à évanouissement par bloc.4.5.1 Notion de diversité issue de la probabilité d'erreur par paireLa dé�nition la plus large et la plus classique, valable en cohérent et en non cohérent, est basée surl'expression asymptotique de la probabilité d'erreur par paire.Dé�nition Diversité basée sur la PEP9L'ordre de diversité d d'un code ST se dé�nit comme

d = − min
Xi,Xj∈Code

Xi 6=Xj

lim
ρ→∞

ln Pnc(Xi → Xj)

ln ρ
(4.37)Pour une modulation ST unitaire, dans l'expression de la PEP (4.34), le terme de rapport signal àbruit ρ est à la puissance − (Nmd, ij) où md, ij = M − dim

(
ΩXi

∩ΩXj

) correspond au nombre d'anglesprincipaux non nuls entre les sous-espaces ΩXi
et ΩXj

.Alors
N ≤ d = Nmd ≤MN avec md = min

i, j
i6=j

md, ij (4.38)S'il n'y a aucune intersection deux à deux des sous-espaces engendrés par les mots du code, alors
d = MN et le code jouit d'une diversité maximale. Une condition nécessaire pour que le code soit àdiversité maximale est T ≥ 2M .De façon plus générale, pour les mots de code non unitaires, si la matrice de corrélation

[
X

†
i

X
†
j

] [
XiXj

]
=

[
Rii Rij

Rji Rjj

]9Dans cette dé�nition, le PEP peut être remplacé par sa borne de Cherno�



104 Codage Spatio-Temporel non cohérentest de rang plein (soit 2M) pour tous les mots de code Xi et Xj (i 6= j), alors le code atteint la diversitémaximale MN ([Brehler et Varanasi, 2001] et [Gamal et Damen, 2003]).4.5.2 Notion de diversité issue de la probabilité d'erreur sur les mots de codeSTComme dans le cas cohérent, [Zheng, 2002] dé�nit la diversité en non cohérent en fonction de laprobabilité d'erreur par mot à un rendement donné.Dé�nition Diversité basée sur la probabilité d'erreur par motsLa diversité d atteinte par un code ST non cohérent s'écrit
d = − lim

ρ→∞
ln Pemnc(ρ)

ln ρ
. (4.39)Cette dé�nition permet d'étudier le compromis diversité/gain de multiplexage des codes Espace-Temps.4.5.3 Diversité algébriqueUne nouvelle dé�nition de la diversité basée sur les propriétés algébriques de l'alphabet a été proposéepar [Gamal et al, 2005]. Cette dé�nition est valable pour les codes ST non unitaires et elle dépend dudétecteur utilisé en réception. Considérons Hnc(i, j), le sous-espace des réalisations du canal pour les-quelles, en l'absence de bruit additif, le détecteur GLRT ne peut faire la distinction entre les mots decode émis Xi et Xj :

Hnc(i, j) = {H ∈ CMN : ∃ Ĥ ∈ CMN , XiH = XjĤ} (4.40)
= {H ∈ CMN : ∃ H̃ ∈

(
ΩXi

∩ΩXj

)
, H̃ = XiH} . (4.41)Dé�nition Diversité algébriqueLa diversité algébrique d'un code ST 10 s'écrit

d = N
(
M − max

Xi,Xj∈Code
Xi 6=Xj

dimHnc(i, j)
) (4.42)

= N min
Xi,Xj∈Code

Xi 6=Xj

[
dim

(
ΩXi

+ ΩXj

)
− dimΩXj

]
. (4.43)

[Gamal et al, 2005] ont démontré l'équivalence entre la diversité algébrique et celle issue de la PEP, dansle cas de codes ST unitaires. Pour les codes non unitaires, l'équivalence n'est pas prouvée. Néanmoins,il est trivial de montrer qu'un code à diversité algébrique maximale équivaut à un code dont tous lescouples de sous-espaces (ΩXi
, ΩXj

) sont non intersectés (4.43) et équivaut donc à un code à diversité10Nous ne considérons pas, ici, de codage sur les fading blocks, c'est à dire sur les variations du canal quasi-statique



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 105maximale au sens de la PEP. Ainsi, un code ST non cohérent atteint la diversité algébrique maximale si,et seulement si, le rang minimal de [Xi,Xj ] pris sur tous les couples de mots de code de l'alphabet estégal à 2M .4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents4.6.1 Codes di�érentiels4.6.1.1 IntroductionPour transmettre des données sans connaître le canal à l'émission ni à la réception, il est asseznaturel d'adopter une démarche di�érentielle. Dans le cas SISO, la modulation DPSK11 est très uti-lisée car elle est performante et simple à mettre en place. Dans un premier temps, nous verrons desgénéralisations de la DPSK pour des systèmes MIMO qui ont été proposées par [Hughes, 2000] et[Hochwald et Sweldens, 2000]. Nous présenterons ensuite d'autres codes Espace-Temps di�érentiels quiutilisent eux aussi des matrices unitaires et qui sont basés sur le code d'Alamouti([Tarokh et Jafarkhani, 2000]) ou sur la Transformée de Cayley ([Hassibi et Hochwald 2, 2002]).Pour toutes les modulations di�érentielles, le canal de transmission est supposé constant pendant deuxutilisations consécutives ; ainsi, les deux mots de code successivement reçus ont subi le même évanouis-sement et le système de deux équations matricielles qu'ils forment permet d'éliminer l'inconnue qu'est lamatrice de canal.4.6.1.2 Codes DPSK généralisésNous présentons ici les codes proposés par [Hochwald et Sweldens, 2000] et par [Hughes, 2000], surun système à M antennes d'émission et N antennes de réception. Ces codes di�érentiels exploitent le faitque le canal reste constant durant 2 temps symboles pour coder l'information sur la rotation entre deuxsymboles consécutifs.A l'instant n, l'émetteur envoie le symbole
Xn = VnXn−1 . (4.44)Les Xn et les Vn sont des matrices unitaires carrées de dimension M . Les matrices Vn sont les ma-trices contenant l'information et formant un alphabet.Du point de vue du décodeur, le mot de code spatio-temporel de taille 2M ×M s'écrit

Φn =

[
Xn−1

Xn

]
.11Di�erential Phase Shift Keying



106 Codage Spatio-Temporel non cohérentÉvidemment, chaque Xn n'est émis qu'une seule fois et entre donc dans la constitution de deux motsde code ST di�érentiels successifs.La première matrice émise est la matrice identité X0 = IM . Donc, X1 = V1, X2 = V2V1,
Φ1 =

[
IM

V1

] et Φ2 =

[
V1

V2V1

]
.Au niveau du récepteur, le démodulateur reçoit le �ux des matrices Yn de taille M ×N . Il reformeensuite les mots de code Y qui véri�ent l'équation matricielle

Y =

[
Yn−1

Yn

]
=

[
Xn−1

Xn

]
H +

[
Wn−1

Wn

]
.Les matrices émises Φn sont unitaires, nous pouvons donc utiliser l'expression du démodulateur àmaximum de vraisemblance (4.25) et nous trouvons facilement

V̂ML = arg max
V∈ Alphabet

∥∥Yn−1 + V†
nYn

∥∥
F

. (4.45)
Pour construire l'alphabet de leur code di�érentiel, [Hochwald et Sweldens, 2000] minimisent la pro-babilité d'erreur par paire de la constellation. Pour cela, il faut maximiser la distance produit (4.14) dansl'expression de la PEP (4.34). Ici la distance produit s'écrit

dp =
1

2
min

∣∣ det(Vl −Vl′)
∣∣ 1

M . (4.46)
4.6.1.3 Construction di�érentielle issue du code d'AlamoutiNous présentons ici un schéma de codage di�érentiel présenté par [Tarokh et Jafarkhani, 2000]. Lecode qu'ils proposent est une adaptation en non cohérent du code d'Alamouti et utilise donc deux an-tennes d'émission et un nombre quelconque d'antennes de réception.Soient A une constellation 2b-PSK et x1 et x2 deux symboles de A

A =

{
e

2πki

2b

√
2

, k = 0, 1, ..., 2b − 1

}Les vecteurs (x1 x2) et (−x∗
2 x∗

1) sont orthogonaux et unitaires, ils forment donc une base orthonormalesur laquelle peut être décomposé de façon unique tout vecteur X = (x3 x4). Le vecteur PX = (AX , BX )



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 107des coordonnées de X dans cette nouvelle base véri�e
(x3 x4) = AX .(x1 x2) + BX .(−x∗

2 x∗
1)avec

AX = x3x
∗
1 + x4x

∗
2et BX = −x3x2 + x4x1 .Pour (x1, x2) ∈ A × A �xé, l'ensemble νX = {PX , X ∈ A×A} des coordonnées des vecteurs de laconstellation véri�e les propriétés suivantes :� νX contient 22b éléments correspondant aux paires (x3, x4) de symboles de la constellation,� tous les éléments de νX ont une norme unité,� pour chaque paire de vecteurs X = (x3 x4), Y = (y3 y4) ∈ A×A, on a

‖PX − PY‖ = ‖(x3 x4)− (y3 y4)‖ ,� la distance minimale entre deux éléments distincts de νX est égale à la distance minimale de laconstellation 2b-PSK A.Le code ST de [Tarokh et Jafarkhani, 2000] est déterminé par le choix de (x1, x2) ∈ A × A qui �xe νXet par le choix de l'étiquetage qui associe un vecteur X à chaque bloc de 2b bits d'information.La transmission di�érentielle est amorcée en envoyant le mot de code d'Alamouti contenant le vecteurde référence (x1 x2)

X1 =

[
x1 x2

−x∗
2 x∗

1

]
.A l'instant 1, x1 est émis sur l'antenne 1 et x2 est émis sur l'antenne 2. A l'instant 2, −x∗

2 est émissur l'antenne 1 et x∗
1 est émis sur l'antenne 2. Ce premier mot ne porte pas d'information.Supposons qu'aux instants 2t− 1 et 2t, le mot de code Xt ait été émis. Si Pt+1 = (At+1, Bt+1) est levecteur correspondant aux 2b bits à transmettre, l'émetteur envoie, aux instants 2t + 1 et 2t + 2, le motde code

Xt+1 =

[
x2t+1 x2t+2

−x∗
2t+2 x∗

2t+1

]où
(x2t+1 x2t+2) = At+1(x2t−1 x2t) + Bt+1(−x∗

2t x∗
2t−1).Nous remarquons que, comme pour le code d'Alamouti, l'e�cacité spectrale de ce code est de 1 sym-bole puc.En réception, le décodage proposé par [Tarokh et Jafarkhani, 2000] rappelle lui aussi le schéma d'Ala-mouti. Nous ne reprenons donc que les formules du décodeur.
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Fig. 4.1 � Comparaison des performances de codes di�érentiels pour M = N = 2 et R = 2 bits pcuSur une antenne, le signal reçu à l'instant θ est noté yθ. Pour estimer les valeurs de At+1 et Bt+1, ledécodeur calcule les quantités
R1 = y2t+1y

∗
2t−1 + y∗

2t+2y2tet R2 = −y2t+1y
∗
2t − y∗

2t+2y2t−1puis il cherche le vecteur P ∈ ν le plus proche de (Rj
1 Rj

2

) et sort les 2b bits d'information correspondants.Si le système a N antennes de réception, le récepteur calcule les quantités Rj
1 et Rj

2 pour chaqueantenne de réception j. Ensuite, c'est le vecteur le plus proche de (∑N
j=1R

j
1

∑N
j=1R

j
2

) qui est choisi.La �gure (4.1) présente une comparaison des codes di�érentiels de [Hughes, 2000], de[Hochwald et Sweldens, 2000] et de [Tarokh et Jafarkhani, 2000] pour deux antennes d'émission, deuxantennes de réception et un rendement de 2 bits pcu. Pour conclure, nous pouvons dire que le codedi�érentiel de [Tarokh et Jafarkhani, 2000] dérivé du code d'Alamouti est plus simple et plus perfor-mant que les codes proposés par [Hochwald et Sweldens, 2000] et par [Hughes, 2000]. Il ne s'appliquemalheureusement qu'à des constellation PSK et uniquement à des systèmes à deux antennes d'émission.4.6.1.4 Codes di�érentiels basés sur la transformée de CayleyLa transformée de Cayley proposée par [Hassibi et Hochwald 2, 2002] permet de paramétriser la va-riété de Stiefel SM,M (C) (l'espace des matrices unitaires complexes M ×M) vue en 4.1.1.



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 109La transformée de Cayley de la matrice C s'écrit
V = (IM + C)−1 (IM −C) (4.47)où C est supposée ne pas avoir −1 pour valeur propre a�n que l'inverse de (IM + C) existe.Comme (IM −C) et (IM + C)

−1 commutent, nous pouvons écrire V sous la forme
V =

IM −C

IM + C
. (4.48)Soit A une matrice hermitienne M ×M , la matrice anti-hermitienne C = iA a pour transformée deCayley

V =
IM − iA

IM + iA
. (4.49)Comme les valeurs propres de iA sont strictement imaginaires, l'inverse de (IM + iA) existe. En uti-lisant le fait que la matrice A soit hermitienne, nous trouvons VV† = IM . La matrice V est donc unitaire.Le code di�érentiel de Cayley est l'ensemble des matrices unitaires obtenues par transformation deCayley de matrices anti-hermitiennes. Le symbole émis de notre code ST di�érentiel Xn = VnXn−1est déterminé par la matrice unitaire Vn qui porte l'information. Or, comme la variété de Stiefel estnon linéaire, le choix direct des matrices Vn est problématique. Par contre l'espace des matrices anti-hermitiennes est linéaire. [Hassibi et Hochwald 1, 2002] ont donc proposé de remplacer la recherche dematrices dans la variété de Stiefel par le choix de matrices anti-hermitiennes grâce à la transformée deCayley.Pour construire notre code, nous prenons des matrices hermitiennes de la forme

A =

Q∑

q=1

αqAq (4.50)où Q est le nombre de degrés de liberté réels du code, les αq (q = 1..Q) sont des scalaires réels choisisdans un ensemble A de r éléments et les Aq sont des matrices hermitiennes M ×M �xées. Le choix des
Aq détermine totalement le code.Chaque αq peut prendre r valeurs et le code utilise M fois le canal, le débit de transmission est donc

R =

(
Q

M

)
log2 r . (4.51)



110 Codage Spatio-Temporel non cohérentA la réception, le mot de code reçu à l'instant n s'écrit
Yn = XnH + Wn

= VnYn−1 + Wn −VnWn−1

= (IM + iA)
−1

(IM − iA)Yn−1 + Wn − (IM + iA)
−1

(IM − iA)Wn−1donc
(IM + iA)Yn = (IM − iA)Yn−1 + (IM + iA)Wn − (IM − iA)Wn−1et nous trouvons ainsi l'équation
Yn −Yn−1 = A

1

i
(Yn −Yn−1) + (IM + iA)Wn − (IM − iA)Wn−1 (4.52)qui est linéaire en A et est donc aussi linéaire en {αq}.Dans l'équation 4.52, le bruit additif (IM + iA)Wn− (IM − iA)Wn−1 a des colonnes indépendanteset sa covariance vaut

(IM + iA) (IM − iA) + (IM − iA) (IM + iA) = 2
(
IM + A2

)
.L'estimation des αq au maximum de vraisemblance s'écrit

α̂ml = arg min
{αq}

∥∥∥∥(IM + iA)
−1

(
Yn −Yn−1 −

1

i
A (Yn −Yn−1)

)∥∥∥∥
2soit encore

α̂ml = arg min
{αq}

∥∥∥∥∥∥

(
IM + i

Q∑

q=1

αqAq

)−1(
Yn −Yn−1 −

1

i

Q∑

q=1

αqAq (Yn −Yn−1)

)∥∥∥∥∥∥

2

. (4.53)Ce décodeur n'est pas quadratique en {αq}, ce qui rend la résolution ardue. Cependant, en ne tenantpas compte de la covariance du bruit et en ne considérant qu'un simple bruit blanc, il est possible d'obtenirune forme linéarisée12 du décodeur ML
α̂ml = arg min

{αq}

∥∥∥∥∥

(
Yn −Yn−1 −

1

i

Q∑

q=1

αqAq (Yn −Yn−1)

)∥∥∥∥∥

2

. (4.54)Comme cette équation est quadratique en {αq}, le décodeur peut utiliser un DFE ou un Sphere De-coder en faisant apparaître un canal équivalent. Néanmoins, comme l'expression de ce canal équivalentdépend de Yn et de Yn−1, les éléments du décodeur doivent être recalculés à chaque symbole, ce quirend tout prétraitement inintéressant.12 le système d'équation 4.54 est linéaire en αq



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 111Nous présentons maintenant la stratégie de construction du code di�érentiel de Cayley de[Hassibi et Hochwald 1, 2002] pour un système à M antennes d'émission, N antennes de réception etpour un débit souhaité R.1. Nous choisissons Q ≤ min(M, N)max(2M −N, N), a�n que le nombre d'inconnues soit inférieurau nombre d'équations à résoudre13. En pratique, nous choisissons
Q = min(M, N)max(2M −N, N).2. Le débit R (4.51) �xe le nombre d'éléments r = 2

MR
Q de A. Prendre A suivant une distribution deCauchy discrétisée permet de maximiser l'information mutuelle entre Vn et la paire (Yn−1, Yn).L'ensemble A est choisi comme l'image de l'ensemble {π

r , 3π
r , ..., (2r−1)π

r

} par la fonction θ →
−i1−eiθ

1+eiθ = − tan( θ
2 ).3. L'ensemble Aq est choisi numériquement de façon à maximiser la distance produit (4.46), ce quipermet de minimiser la probabilité d'erreur par paire.[Hassibi et Hochwald 2, 2002] ont montré que l'ensemble des matrices {V} atteignait la diversité maxi-male14 si et seulement si l'ensemble des matrices hermitiennes de la transformée de Cayley {A} était àdiversité maximale. Les codes ST di�érentiels de Cayley ne sont donc pas toujours à diversité maximale.Cependant, ils sont plus performants que les codes de [Hughes, 2000], [Hochwald et Sweldens, 2000] et[Tarokh et Jafarkhani, 2000]. En outre ils peuvent être utilisés avec n'importe quel nombre d'antennes àl'émission et à la réception.[Gamal et Damen, 2003] ont aussi proposé des codes ST di�érentiels utilisant la transformée de Cayley.Ils construisent leurs codes à partir du codage cohérent TAST15 qui assure une diversité maximale surun canal et un débit arbitraire. Le codage TAST est modi�é a�n de construire des matrices hermitiennesà diversité maximale.Les codes TAST di�érentiels sont construits à partir de codes DAST réels, dont les couches sontséparées à l'aide de nombres diophantiens réels pour en faire des codes TAST réels. Sur une constellationréelle PAM16 et avec une matrice de rotation réelle à diversité algébrique maximale ses codes peuventatteindre la diversité maximale. Les performances de ces codes TAST di�érentiels sont signi�cativementmeilleures que celles des autres codes ST di�érentiels présentés précédemment.La �gure (4.2) montre que les codes de [Hassibi et Hochwald 2, 2002] et de [Gamal et Damen, 2003],qui utilisent la transformée de Cayley, sont plus performants que le meilleur des codes di�érentiels vusprécédemment ([Tarokh et Jafarkhani, 2000]). Pour un taux d'erreur par mot de code ST de 10−2, le codeTAST de [Gamal et Damen, 2003] présente un gain de 6 dB par rapport au code de Cayley di�érentielde [Hassibi et Hochwald 2, 2002].13Il est possible, avec un Sphere Decoder, de choisir un plus grand nombre d'inconnues (jusqu'à M2)14au sens de la probabilité d'erreur par paire15Threaded Algebraic Space-Time Codes soit des codes espace-temps algébriques en couches16Pulse Amplitude Modulation
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Fig. 4.2 � Performances de codes di�érentiels utilisant la transformée de Cayley pour M = N = 2 et
R = 6 bits pcu4.6.1.5 ConclusionLes systèmes de transmission di�érentiels MIMO o�rent, comme les SISO, l'avantage d'avoir unedétection non cohérente très simple. Les modulations Espace-Temps di�érentielles sont unitaires et lecode doit donc être construit sur la variété de Stiefel. La variété de Stiefel étant hautement non-linéaire,cette construction s'avère délicate. La transformée de Cayley permet de concevoir des matrices unitairesà partir de matrices hermitiennes. L'espace des matrices hermitiennes est linéaire et la construction descodes ST di�érentiels s'en retrouve simpli�ée.Par contre, le gain de multiplexage des codes di�érentiels ne peut pas dépasser 1

2 min(M, N). Nousn'atteignons donc pas le gain de multiplexage maximal prévu Knc = M?
(
1− M?

T

) avec
M? = min

(
M, N, bT

2 c
). Les codes di�érentiels ne permettent pas d'exploiter le fait que, à fort rapportsignal à bruit, la capacité en non cohérent tend asymptotiquement vers la capacité en cohérent lorsquela longueur T du code augmente. Pour augmenter le gain de multiplexage, nous devons donc concevoirdes codes ST purement non cohérents, c'est à dire décodables sans structure di�érentielle.4.6.2 Codes purement non cohérentsNous présentons ici quelques exemples de codes Espace-Temps non cohérents. Il existe plusieurs cri-tères de construction pour ces codes , qui peuvent être classés en trois types :1. Les codes construits par recherches numériques :



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 113� par minimisation numérique d'une fonction coût associée aux mesures de distance vues en 4.1.4([Hochwald et al, 2000, Agrawal et al, 2001, Gohary et Davidson, 2004]).� par minimisation de la borne de l'union sur la probabilité d'erreur([McCloud et al, 2002, Brehler et Varanasi, 2003]).� par minimisation de la distance de Kullback-Leibler ([Borran et al, 2003]).2. Les codes construits par paramètrisation� sur la variété de Stiefel ([Hochwald et al, 2000, Jing et Hassibi, 2001, Wang et al, 2004]).� sur la variété de Grassmann ([Kammoun, 2004, Kammoun et Bel�ore, 2003]).3. Les codes construits par construction algébrique([Tarokh et Kim, 2002, Zhao et al, 2004, Oggier et al, 2003]).Nous ne ferons pas ici de présentation exhaustive des codes purements non cohérents. Nous en présenteronsuniquement quelques uns qui nous semblent caractéristiques.4.6.2.1 Code construit par minimisation de distanceNous avons vu que l'expression asymptotique de la probabilité d'erreur par paire d'un code noncohérent unitaire (4.36) s'écrit
Pnc(Xi → Xj) ∼

ρ−MN

(
2MN − 1

MN

)

det
(
I−Rij Rji

)N .

Il faut donc maximiser det
(
I−Rij Rji

)N pour minimiser la probabilité d'erreur.Soient θij, m m = 1...M , les angles principaux entre Ωi et Ωj , les sous-espaces engendrés par les motsde code Xi et Xj . Les cos θij, m sont les valeurs singulières de X
†
iXj . La matrice Rij Rji = X

†
jXiX

†
iXja donc pour valeurs propres les cos2 θij, m et

det
(
I−Rij Rji

)N
=

(
M∏

m=1

sin2 θij, m

)N

. (4.55)Nous retrouvons donc l'expression de la distance produit dé�nie en (4.14), et la maximisation duproduit de diversité
ξ = min

Xi,Xj∈Code
Xi 6=Xj

[
M∏

m=1

sin2 θij, m

] 1
2M (4.56)peut être un critère de construction de code ST qui permet une minimisation de la probabilité d'erreur(4.35)



114 Codage Spatio-Temporel non cohérentLorsque les valeurs singulières de X
†
iXj sont faibles, nous pouvons faire l'approximation

M∏

m=1

sin2 θij, m =

M∏

m=1

1− cos2 θij, m ≈ 1−
M∑

m=1

cos2 θij, m . (4.57)De manière similaire, quand le rapport signal à bruit est faible, [Agrawal et al, 2001] ont montré que
(

M∏

m=1

sin2 θij, m

) 1
M

∼ 1− 1

M

∥∥∥X†
iXj

∥∥∥
2

F
(4.58)et nous retrouvons alors la distance cordale (4.13).Maximiser ξ revient alors à maximiser

min
Xi,Xj∈Code

Xi 6=Xj

[
M∑

m=1

sin2 θij, m

] 1
2soit encore minimiser

σ? = max
Xi,Xj∈Code

Xi 6=Xj

∥∥∥X†
iXj

∥∥∥
F

. (4.59)
1. [Agrawal et al, 2001] proposent, comme mesure de distance entre Ωi et Ωj, les sous espaces engen-drés par les mots de code Xi et Xj

da(Ωi,Ωj) =

√√√√T −
M∑

m=1

cos2 θij, m =

√
T −

∥∥∥X†
iXj

∥∥∥
2

F
. (4.60)Les sous-espaces vectoriels sont alors choisis dans la variété de Grassmann GT,M (C) de façon àmaximiser la distance minimale

d (GT,M (C)) = min
Ωi,Ωj∈GT,M(C)

Ωi 6=Ωj

da(Ωi,Ωj) . (4.61)[Agrawal et al, 2001] reprennent dans le cas complexe, la méthodologie qu'avaient employée [?, ?]avec la variété de Grassmann réelle GT,M (R), et proposent une procédure d'optimisation numériquepour le choix des sous-espaces.2. [Hochwald et al, 2000] construisent leur code Espace-Temps non cohérent unitaire par diminutionsuccessive de σ? (4.59). Pour cela, ils identi�ent les deux mots de code qui engendrent les sous-



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 115espaces vectoriels les plus proches
(X, X′) = arg max

Xi,Xj∈Code
Xi 6=Xj

∥∥∥X†
iXj

∥∥∥
F

. (4.62)Les sous-espaces sont ensuite séparés par multiplication à gauche de X et X′ par des matricesunitaires.3. [Gohary et Davidson, 2004] utilisent une autre métrique : la distance cordale de Frobenius([Edelman et al, 1998])
d2

cF (Ωi, Ωj) = 4

M∑

m=1

sin2 θij, m

2
.Cette distance di�ère de la distance distance cordale (4.13) : dcF ≤ dc et est moins précise.[Gohary et Davidson, 2004] proposent un décodage GLRT simpli�é, qui ne fait pas de rechercheexhaustive sur tout l'alphabet. Il ne calcule la métrique du GLRT que sur une liste de mots de codeétablie à partir d'un point de référence du Grassmannien.4. Les codes ST non cohérents de [McCloud et al, 2002] sont construits de façon à minimiser la proba-bilité d'erreur par trame. La mesure de distance est déduite de la borne de l'union de l'expressionasymptotique de la PEP (4.36)

P nc
BU

=
ρ−MN

L

(
2MN − 1

MN

) L∑

i=1

L∑

j=1
j 6=i

det
(
I−Rij Rji

)N
. (4.63)

P nc
BU

fournit une majoration assez �able de la probabilité d'erreur à fort SNR. La distance à mini-miser est donc
dBU =

L∑

i=1

L∑

j=1
j 6=i

det
(
I−Rij Rji

)N
. (4.64)

5. A faible rapport signal à bruit, ou lorsque le temps de cohérence du canal diminue, les codes STunitaires ne sont plus optimaux et obtiennent de piètres performances. Pour ces cas particuliers,[Borran et al, 2003] proposent des codes non-unitaires construits en maximisant le minimum ladistance de Kullback-Leibler sur tous les mots de code a�n de minimiser la PEP. La distance de
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L=256 s ignaux, 2bits p.u.c.Fig. 4.3 � Performances du Code de McCloud pour deux antennes d'émission et deux antennes deréceptionKullback-Leibler entre deux distributions pi(x) et pj(x) s'écrit ([Cover et Thomas, 1991]) :

dKL(pi‖pj) = Epi

[
ln

(
pi(x)

pj(x)

)] (4.65)
=

∫

x

pi(x) (ln pi(x) − ln pj(x)) dx . (4.66)4.6.2.2 Code construit par paramétrisation1. [Hochwald et al, 2000] ont conçu une méthode systématique pour la conception de leur code STnon cohérent. La constellation espace-temps unitaire de L éléments se fait par rotations successivesdans un espace complexe de dimension T . Le premier mot de code X1 est �xé et le mot Xi s'écrit
Xi = Θi−1X1 (i = 1, ..., L) (4.67)où Θ est une matrice unitaire de dimension T × T et est une racine Lième de la matrice identité.Nous obtenons ainsi une structure circulante par bloc, car la matrice X

†
iXj ne dépend que de (i−j)modulo L. Θ est une matrice diagonale dont les éléments s'écrivent e

i2π
L

u1 , ..., e
i2π
L

uT , où les nombres
u1, ..., uT sont des entiers di�érents modulo L. Les u1, ..., uT sont choisis numériquement de manièreà minimiser la probabilité d'erreur.La minimisation du critère (4.59) revient à chercher

min
0≤u1,...,uT≤L−1

[
max

i=2,...,L

∥∥∥X†
iXj

∥∥∥
F

]
. (4.68)[Hochwald et al, 2000] ont montré que les constellations (4.67) peuvent être vues algébriquement,



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 117car il existe une équivalence entre elles et les codes en blocs construits sur l'anneau des entiers. Larecherche sur les codes linéaires permet de simpli�er le critère de construction (4.68). La constructiondevient néanmoins compliquée lorsque les dimensions du code augmentent.Pour le choix de la matrice initiale X1, [Hochwald et al, 2000] proposent de prendre M colonnes dela matrice de Transformation de Fourrier Discrète (DFT) de dimension T × T .2. Les codes ST unitaires non cohérents de [Jing et Hassibi, 2001] utilisent la transformée de Cayley.Ils sont directement issus des codes de Cayley di�érentiels (4.6.1.4) et peuvent être vus comme leurgénéralisation aux codes rectangulaires.Le code de Cayley unitaire construit dans ST,M (C) s'écrit
XT×M = (IT + iA)

−1
(IT − iA).IT,M (4.69)où

IT,M =

[
IM

0T−M, M

]et où la matrice hermitienne
A =

Q∑

q=1

αqAqest construite avec la même technique numérique que pour les codes de Cayley di�érentiels de[Hassibi et Hochwald 2, 2002].Par contre, la diversité des codes di�érentiels n'est plus garantie dans le cas purement non cohérent.3. Une méthode de paramétrisation di�érente a été utilisée par [Kammoun et Bel�ore, 2003] pour leurcode ST unitaire. Elle est basée sur des propriétés des variétés de Stiefel et de Grassmann([Edelman et al, 1998]) : la variété de Stiefel ST,M (C) est isomorphe au groupe quotient UT (C)/UT−M (C),or comme le Grassmannien GT,M (C) est isomorphe au groupe quotient ST,M (C)/UM (C) (4.1.2),il est aussi isomorphe à UT (C)/(UM (C) × UT−M (C)). Cela implique que chaque sous-espace de
GT,M (C) peut être représenté par un élément de UT (C)/(UM (C)× UT−M (C)) appliqué à un sous-espace de référence de dimension M .
IT,M est choisi comme sous-espace de référence.L'espace tangent de GT,M (C) au point Q ∈ GT,M (C) est dé�ni comme l'ensemble des matrices dela forme

∆ = Q

(
0 V

−V† 0

)avec V ∈ CM×(T−M).



118 Codage Spatio-Temporel non cohérentLa théorie des groupes de Lie ([Fulton et Harris, 1991]) montre que les exponentiels des élémentsde l'espace tangent au point unité sont des transformations unitaires représentant les points de
GT,M (C).Les points de GT,M (C) peuvent donc être représentés par les matrices de la forme

X =

[
exp

(
0 V

−V† 0

)]
.IT,M . (4.70)Les matrices V choisies pour construire le code non cohérent sont des matrices d'un code cohérentcompressées par un facteur d'échelle réel et positif. Le facteur d'échelle est le seul paramètre dece code et il est choisi de façon à maximiser la distance géodésique (4.12). La diversité de ce codenon cohérent, construit à partir d'un code cohérent qui atteint la diversité maximale, est pressentiemaximale, mais ce point n'a pas été formellement prouvé.4.6.3 Codes non cohérents à entraînementUne nouvelle classe de codes Espace-Temps non cohérents, récemment proposée, semble prometteuse :les codes à entraînement17 ([Brehler et Varanasi, 2003, Gamal et Damen, 2003, Dayal et al, 2004]). Cescodes sont construits en fonction de la contrainte temporelle du canal : Tc le temps de cohérence, pendantlequel les coe�cients du canal sont supposés constants. Le code est formé de deux parties, la phased'entraînement et la phase de transmission de données. Pendant la période de temps Tt, un symbolepilote T de taille Tt ×M est transmis. Il est connu du récepteur et permet d'e�ectuer une estimationassez grossière du canal. Ensuite, pendant Td, l'information est transmise par un mot de code ST cohérent

B de taille Td ×M . Le mot de code ST à entraînement s'écrit donc
X =

[ √
τ T√

1− τ B

] (4.71)où 0 ≤ τ ≤ 1 permet de choisir la puissance de la phase d'entraînement sans changer la puissance globaledu mot de code. Le mot de code ST à entraînement dure alors T = Tt + Td ≤ Tc.Le symbole d'information peut éventuellement être formé de S mots de code cohérents de taille Td

S ×M([Brehler et Varanasi, 2003]). Nous retrouvons ainsi une structure de trame classique précédée d'une phased'entraînement, dont les codes à entraînement sont un cas extrême. Par contre, comme la "trame" esttrès courte, le canal est estimé une seule fois par réalisation du canal quasi-statique. Estimer la trameplus souvent serait trop coûteux en terme d'e�cacité spectrale, toutefois la �nesse de l'estimation peutêtre ajustée à l'aide de la puissance τ allouée à la phase d'entraînement.Les codes ST non cohérents à entraînement présentent des avantages appréciables qui devraient gé-néraliser leur utilisation :17Trainning-codes ou Trainning Based Codes



4.6 Construction de Codes Spatio-Temporels non cohérents 119� la structure d'un code à entraînement (4.71) lui permet d'atteindre la même diversité, au sens dela PEP, que le code cohérent dont il est issu, si T est de rang plein et si les coe�cients du canal àévanouissement sont iid ([Dayal et al, 2004]).� les codes ST cohérents sont bien mieux connus que les codes ST non cohérents, et la structure mêmedes codes à entraînement permet de réinvestir avantageusement cette maîtrise.� les techniques de décodage des codes cohérents, plus simples que celles des codes non cohérents,sont également applicables aux codes à entraînement.L'équation du schéma de transmission s'écrit
Y =

[
Yt

Yd

]
=

[ √
τ T√

1− τ B

]
H +

[
Wt

Wd

]
. (4.72)Le récepteur simpli�é des codes à entraînement opère en deux temps :1. Le récepteur estime les coe�cients du canal par l'algorithme LMMSE18 ([Hassibi et Hochwald, 2003])sur le symbole pilote reçu Yt :

Ĥ =
√

τ

(
1

ρ
IM + τT†T

)−1

T†Yt . (4.73)L'estimateur LMMSE est a priori suboptimal.2. Le récepteur suppose l'estimation du canal parfaite et l'utilise dans le décodeur ML cohérent pourdétecter les symboles de données
Ĥ = arg min

B∈Code

∥∥Yd −BĤ
∥∥2

F
. (4.74)Dans le cas particulier où T et B sont unitaires, où le canal est i.i.d. et où B est formé d'un seul motde code cohérent (S = 1), [Dayal et al, 2004] ont montré que le décodage en deux temps des codes àentraînement avec une estimation de canal LMMSE, est optimal et coïncide avec le décodage ML noncohérent (4.24). Par contre si B est formé de plusieurs mots de code cohérent (S > 1), le décodage endeux temps est toujours sous-optimal.Le décodage ML cohérent (4.74) peut être remplacé par un autre algorithme de recherche de point leplus proche (Sphere Decoder, Schnorr-Euchner), néanmoins les calculs préliminaires qui ne servent quepour un seul symbole Espace-Temps B peuvent s'avérer plus complexes que le décodage exhaustif.Nous présentons maintenant des solutions pour former les codes à entraînement proposés par[Hassibi et Hochwald, 2003], lorsque les coe�cients du canal sont estimés grâce à l'algorithme LMMSE.Pour estimer tous les coe�cients du canal, T doit être de rang M (i.e. de rang plein). Il sera optimal dechoisir la matrice T multiple d'une matrice orthonormale, ainse que de prendre T carrée (Tt = M) quel18Linear Minimum Mean Square Error



120 Codage Spatio-Temporel non cohérentque soit le rapport signal à bruit et la taille T du mot de code ST à entraînement.Alors, dans ces conditions, et si S = 1, la puissance optimale de la phase d'entraînement véri�e




τ > 1
2 si T > 2M

τ = 1
2 si T = 2M

τ < 1
2 si T < 2MConclusionCe chapitre a présenté l'état actuel des recherches en matière de codage Spatio-Temporel dans le casdes transmissions non cohérentes.Nous avons suivi une approche géométrique et mis en évidence la nécessité de placer l'informationuniquement dans les sous-espaces vectoriels engendrés par les mots de code. Cette approche se traduitpar l'emploi de la variété de Grassmann.Nous avons étudié la capacité du canal MIMO dans le cas non cohérent. Il a été montré qu'à fortsignal à bruit, il est inutile d'avoir plus d'antennes à l'émission qu'à la réception.Nous avons également calculé les probabilités d'erreur en fonction du décodeur utilisé, et nous avonsétabli que, pour espérer béné�cier de la diversité maximale, la longueur temporelle du code doit être ledouble du nombre d'antennes d'émission.Pour �nir, nous avons présenté di�érents types de codes ST non cohérents : les codes ST di�érentiels,les codes ST purement non cohérents et en�n les codes ST à entraînement.



121
Chapitre 5Codages Spatio-Temporels noncohérents pour les modulations FSK etpour la norme BluetoothNous présentons dans ce dernier chapitre un nouveau schéma de codage pour les systèmes MIMOen non cohérent. Alors que les codages ST classiques travaillent sur des signaux PSK ou QAM, cettenouvelle solution est basée sur de la modulation numérique de fréquence FSK1. Ce codage conserve lesqualités intrinsèques des modulations FSK et peut facilement être adapté à la norme de Bluetooth pourles réseaux personnels sans �l (WPAN2).IntroductionLes systèmes MIMO non cohérents classiques codent des signaux modulés en phase et/ou en amplitude(PSK et QAM). Pourtant, en SISO, la modulation FSK est une solution très e�cace de transmission ennon cohérent. De plus, la modulation FSK présente des caractéristiques intéressantes :� Le signal émis a une puissance constante, ce qui élimine les contraintes de linéarité au niveau del'ampli�cateur de puissance et permet donc de réduit le coût de l'émetteur.� La transmission peut être purement non cohérente (sans codage di�érentiel). Cela simpli�e le sys-tème et permet l'utilisation de sauts de fréquence rapides3, utiles pour lutter contre les interféreurs.Nous présentons ici une nouvelle famille de codes Espace-Temps pour les systèmes MIMO non cohérents,inspirée des modulations FSK. Ces codes conservent les qualités intéressantes des modulations FSK (unepuissance constante sur chaque antenne et la possibilité de faire des sauts de fréquence rapides) tout enatteignant la diversité maximale et une forte e�cacité spectrale.1Frequency-Shift Keying2Wireless Personal Area Networks3Fast Frequency-Hopping



122 Codages Spatio-Temporels non cohérents pour les modulations FSK et pour lanorme BluetoothLes systèmes de transmission Bluetooth fonctionnent par modulation de fréquence. Nous allons doncpouvoir adapter notre solution MIMO FSK pour en faire une solution MIMO Bluetooth.La première partie de ce chapitre présente la construction de notre code ST non cohérent et lesstructures du codeur et du décodeur. Nous étudions les modi�cations à apporter pour l'adapter à lanorme Bluetooth et comparons les performances des deux systèmes.La seconde partie concerne l'extension EDR4 de la norme Bluetooth, qui utilise un codage di�érentiel.L'EDR nous a donc amenés à mettre en ÷uvre un codage ST di�érentiel a�n de compléter notre o�recommerciale.5.1 Modulation FSK Spatio-TemporellePour construire notre code ST-FSK, nous allons tout d'abord rappeler certaines propriétés des FSKmono-antennaires classiques. Nous modéliserons ensuite le système de transmission MIMO, avant deconstruire notre famille de codes sur la variété de Grassmann. Nous terminerons lcette partie par laprésentation du code ST 2× 2, de ses performances et de son adaptation à la norme Bluetooth.5.1.1 Rappel sur la modulation FSKSur une modulation FSK binaire (BFSK), le signal transmis pendant l'intervalle temporel τ s'écrit
s(t) = s0(t) = ei2πf0tou s(t) = s1(t) = ei2πf1t avec |f1 − f0| = 1

τ .Le produit scalaire analogique s'écrit
〈a(t), b(t)〉 =

1

τ

∫ τ

0

a(t)b∗(t) dt (5.1)et nous savons que ∫ τ

0

ei2πft × e−i2πf ′t dt = eiπ(f−f ′)τ sinc((f − f ′)τ)avec sinc(x) =
sin (πx)

πx
.Nous véri�ons que 〈s0(t), s1(t)〉 = 0 ; s0(t) et s1(t) sont donc orthogonaux et ils forment une base dedimension 2 dans l'espace des signaux.Si le signal est échantillonné, il nous faut considérer un produit scalaire numérique. Si K est le facteur4 Enhanced Data Rate



5.1 Modulation FSK Spatio-Temporelle 123de suréchantillonnage (le nombre d'échantillons du signal pris pendant la durée du signal τ), nous avons
< a,b >K=

1

K

K∑

k=1

a(
k.τ

K
)b∗(

k.τ

K
) . (5.2)Notre code ST va exploiter l'orthogonalité entre les signaux s0(t) et s1(t), et les signaux qui formerontles mots de code de notre alphabet seront construits sur la base (s0(t), s1(t)). Ainsi les fréquences en bandede base des signaux émis seront choisies sur l'intervalle [f0, f1] = [− 1

2τ , 1
2τ ]. Ces signaux ne seront doncpas orthogonaux entre eux. Ce code di�érera fortement des codes proposés par [Leus et al, 2004] quiappliquent un code d'Alamouti sur des signaux, tous orthogonaux, et qui occupent donc une grandebande de fréquences.5.1.2 Modélisation du systèmeNous nous plaçons ici dans le cas d'une transmission sur un canal à évanouissement de Rayleigh. Nousconsidérons un système comportant M antennes d'émission et N antennes de réception. La longueurtemporelle du code est notée T . Le canal est quasi-statique, c'est à dire que ses coe�cients restentconstants durant le temps de transmission d'un symbole ST soit T × τ . Dans ce cas, le signal analogiquereçu sur l'antenne l pendant l'intervalle de temps [(i− 1)τ, iτ ] s'écrit

yi,l(t) =

M∑

j=1

xi,j(t).hj,l + wi,l(t) (i = 1...T, l = 1...N) . (5.3)
xi,j(t) = ei2πfi,jt est le signal à enveloppe constante émis par l'antenne j durant l'intervalle de temps
[(i− 1)τ, i.τ ].
hj,l est le coe�cient d'évanouissement du canal entre l'antenne d'émission j et l'antenne de réception l.
wi,l(t) est le bruit additif blanc gaussien.Nous utilisons maintenant la base orthonormale intrinsèque à la BFSK : nous projetons les signauxanalogiques xi,j(t), yi,l(t) et wi,l(t) sur (s0(t), s1(t)). Nous construisons ainsiY′

2T×N ,X′
2T×M etW′

2T×Navec pour composants respectifs
y′
2i−1,l = 〈yi,l(t), s0(t)〉 et y′

2i,l = 〈yi,l(t), s1(t)〉 (5.4)
x′

2i−1,j = 〈xi,j(t), s0(t)〉 et x′
2i,j = 〈xi,j(t), s1(t)〉 (5.5)

w′
2i−1,l = 〈wi,l(t), s0(t)〉 et w′

2i,l = 〈wi,l(t), s1(t)〉 (5.6)où i = 1...T , j = 1...M et l = 1...N .Le système de transmission peut maintenant se mettre sous la forme
Y′

2T×N = X′
2T×M .HM×N + W′

2T×N . (5.7)



124 Codages Spatio-Temporels non cohérents pour les modulations FSK et pour lanorme BluetoothLes indices correspondent aux dimensions des matrices.5.1.3 Construction du code sur la variété de GrassmannNous allons maintenant construire notre code Espace-Temps en modulation de fréquence. Pour cela,nous exploitons les résultats sur la variété de Grassmann vus dans la section 4.1.Nous utilisons la transformation (4.6) qui permet de représenter le mot de code X′, de dimension
2T ×M , par ΩX′ , le sous-espace engendré par ses vecteurs colonnes, et FX′ , une matrice de dimension
M ×M .Comme nous l'avons vu en 4.2.2, toute l'information doit être portée par ΩX′ et deux mots de codedi�érents ne doivent pas engendrer les mêmes sous-espaces vectoriels. La construction du code ST se faitsur le Grassmannien avec une mesure de distance dérivée de l'expression de la probabilité d'erreur parpaire vue en 4.4. Nous allons donc maximiser cette distance pour toute les paires de mot de code del'alphabet.Il nous faut maintenant choisir notre ensemble de sous-espaces vectoriels. Nous avions vu, dans lechapitre précédent, qu'il fallait sélectionner des sous-espaces de dimension M dans CT , avec T ≥ 2M . Ici,notre base de fréquences orthonormales (s0(t), s1(t)) nous permet de décomposer les signaux et de générerdes matrices de longueur temporelle T ′ = 2T . Nous pouvons donc raccourcir la longueur temporelle denotre code vis à vis du nombre d'antennes, et prendre T = T ′

2 = M . Notre ensemble de sous-espaces seraainsi de dimension M dans C2T .Le choix des sous-espaces engendrés par les composantes xi,j(t) = ei2πfi,jt des mots de code se faitpar l'intermédiaire du choix des fréquences fi,j . Tout d'abord nous construisons X′′, la normalisation dumot de code X′ :
x′′

2i−1,j =
|x′

2i−1,j |√
|x′

2i−1,j
|2+|x′

2i,j
|2 (5.8)et x′′

2i,j =
|x′

2i,j |√
|x′

2i−1,j
|2+|x′

2i,j
|2 (i = 1...T, j = 1...M). (5.9)

Comme x
′′2
2i−1,j + x

′′2
2i,j = 1, nous pouvons paramétrer X′′ par T ×M angles θi,j choisis sur l'intervalle

[0, π
2 ]

x′′
2i−1,j = cos θi,j (5.10)et x′′
2i,j = sin θi,j (5.11)



5.1 Modulation FSK Spatio-Temporelle 125Le choix des angles θi,j détermine celui des fréquences fi,j

cos θi,j =

∣∣〈xi,j(t), s0(t)〉
∣∣

√∣∣〈xi,j(t), s0(t)〉
∣∣2 +

∣∣〈xi,j(t), s1(t)〉
∣∣2

(5.12)
sin θi,j =

∣∣〈xi,j(t), s1(t)〉
∣∣

√∣∣〈xi,j(t), s0(t)〉
∣∣2 +

∣∣〈xi,j(t), s1(t)〉
∣∣2

. (5.13)En prenant le produit scalaire analogique (5.1), nous trouvons
fi,j =

tan θi,j − 1

2τ(tan θi,j + 1)
. (5.14)Mais, pour nous rapprocher d'une chaîne de transmission Bluetooth, il nous faut considérer le produitscalaire numérique (5.2). En prenant un facteur de suréchantillonnage K = 2, nous obtenons

f i,j
K=2

=
2

πτ
θi,j −

1

2τ
. (5.15)Pour le choix des θi,j , nous proposons d'utiliser une constellation tournée dans un espace de dimension

(T ×M).Dans le réseau de point Λ = ZTM , nous formons une constellation dont le nombre de points sera lataille de notre alphabet. Ensuite, nous tournons cette constellation à l'aide d'une matrice de rotationréelle de taille TM × TM , comme celles présentées par [Boutros et Viterbo, 1998]. La rotation de laconstellation des θi,j , permet au code d'atteindre la diversité maximale vue en 4.5.3.Il est �agrant que le code Espace-Temps ainsi obtenu est non unitaire. Pour le décodage, nous allonsdonc employer le test du GLRT (4.33) :
X̂′ = arg max

X′∈ Code
Tr[Y′H .X′.(X′H .X′)−1.X′H .Y′] .Nous devons donc considérer l'expression asymptotique à fort SNR du PEP associée au décodeurGLRT vue en (4.35)

P nc
GLRT

(Xi → Xj) ∼
ρ−MN

(
2MN − 1

MN

)(
1 +

det
(
Rii

)N

det
(
Rjj

)N

)

det
(
Rii −Rij R−1

jj Rji

)N .Dans cette expression, la maximisation du dénominateur, c'est à dire du déterminant de [Rii −RijR
−1
jj Rji],permet de minimiser P nc

GLRT
(Xi → Xj).



126 Codages Spatio-Temporels non cohérents pour les modulations FSK et pour lanorme BluetoothPour minimiser la probabilité d'erreur, nous devons maximiser cette mesure de distance pour tout lesmots de code X′
i 6= X′

j . Le critère utilisé est donc
min

X′

i,X
′

j∈ Code
det [Rii −RijR

−1
jj Rji] (5.16)Les angles de rotation sont choisis de façon à maximiser ce critère grâce à des simulations numériques.De plus, nous véri�ons que notre constellation tournée des θi,j permet bien d'atteindre la diversité maxi-male.Le récepteur doit donc former la matrice Y′, de taille 2M ×M , en corrélant les signaux reçus yi,l(t)avec les signaux de référence s0(t) et s1(t) avant le décodeur GLRT (Fig. 5.1).

Space-Time (b̂0, b̂1, b̂2, b̂3)

Decoded bits

Decoder

Correlator with s1(t)

Correlator with so(t)
y′

21

y′

41

y′

11

y′

31

y21

y11

Correlator with so(t)

Correlator with s1(t)

y12

y′

22

y′

42

y′

32

y′

12

y22 Fig. 5.1 � Récepteur MIMO FSK à 2 antennes
5.1.4 Modulation FSK Spatio-Temporelle à 2 antennes d'émission et 2 an-tennes de réceptionNous nous intéressons maintenant au cas M = N = T = 2, et nous voulons élaborer un code Espace-Temps de cardinal 16. Avec 16 mots de code possibles, nous transmettons log2(16) = 4 bits en T = 2intervalles temporels, ce qui représente 2 bits puc, à comparer à 1 bit pcu dans le cas de la BFSK enSISO. Ce code ST paraît être un bon compromis avec un débit de transmission de l'information doubléet une complexité raisonnable.Nous devons maintenant construire les 16 vecteurs (θ1,1, θ1,2, θ2,1, θ2,2). Nous commençons par formerun hypercube unitaire de dimension 4 et nous tournons ses 16 sommets par multiplication par la matricede rotation réelle proposée par [Boutros et Viterbo, 1998].

v = (θ1,1, θ1,2, θ2,1, θ2,2) = u.R (5.17)
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avec u = (±1,±1,±1,±1) et la matrice de rotation R =




a b −c −d

−b a d −c

c d a b

−d c −b a


où a =

1

U
√

1 + λ2
0

, b =
λ0

U
√

1 + λ2
0

, c =
λ

U.λ0
,

d =
λ

U
et U =

√
λ2

0 + λ2 + λ2
0.λ

2

λ0
.Les paramètres λ0 et λ de cette matrice sont choisis numériquement a�n de maximiser le critère (5.16).Nous avons ainsi retenu les valeurs λ0 = 0, 365 et λ = 0, 385.Comme le décodeur e�ectue une recherche exhaustive sur tous les mots de code, la complexité du déco-deur devient rapidement prohibitive pour les grandes constellations. Dans notre cas, avecM = N = T = 2,une cardinalité du code de 16 et un facteur de suréchantillonnage K = 2, le produit scalaire numériqueest facilement réalisable en VHDL. La partie bande de base de l'émetteur récepteur a été implémentéesur un FPGA Stratix d'Altera. Avec une horloge à 16 MHz, elle occupe 8000 cellules logiques5 et 6100bits de mémoire.Les performances de notre code ST FSK sont largement meilleures que celles d'une FSK classique enSISO. Grâce à la diversité, le taux d'erreur binaire en MIMO devient rapidement meilleur qu'en SISOlorsque le SNR augmente, alors même que le débit de transmission de l'information est double (Fig. 5.2).5Une Logic Cell de Stratix correspond en moyenne à 12 portes logiques.
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FSK MIMO (2 Mbits/s )Fig. 5.3 � Taux d'erreur par mot de code ST des solutions BFSK en SISO et en MIMOLes courbes de taux d'erreur par mot ST (5.3) montrent des résultat encore meilleurs ; en e�et lecodage ST minimise la probabilité d'erreur sur les mots de code, mais lorsqu'un mot est mal décodé, ilprésente souvent plusieurs bits erronés.Pour véri�er l'intérêt de notre nouvelle modulation, il importe de contrôler l'occupation spectrale dusignal émis et de le comparer à la modulation de référence mono-antennaire. La BFSK en SISO n'émetque des signaux aux 2 fréquences de référence f0 et f1, son occupation spectrale est ainsi concentrée surces 2 fréquences séparées de 1

τ (Fig. 5.4). Notre modulation MIMO FSK émet, quant à elle, 4× 16 = 64signaux avec des fréquences di�érentes réparties sur l'intervalle de fréquences [f0, f1]. Notre modulationmulti-antennaire permet ainsi de réduire signi�cativement l'occupation spectrale de la FSK.5.1.5 Application au système Bluetooth5.1.5.1 La norme BluetoothLa norme Bluetooth6 est une norme de transmission radio pour les WPANs compatible avec la norme802.15.1 de l'IEEE. Le schéma de transmission utilise une modulation de fréquence numérique gaussienne(GFSK7) échantillonnée à 1MHz.6Bluetooth tient son nom d'Harald Blaatand (910-986), littéralement "Harald à la dent bleue", qui uni�a le Danemarket la Norvège, dans une Europe divisée par des querelles de religions et de territoires. Les initiateurs de Bluetooth (Ericsson,IBM, Intel, Nokia et Toshiba) s'en sont inspirés...7Gaussian Frequency-Shift Keying
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Fig. 5.4 � Occupations spectrales des solutions BFSK en SISO et en MIMONous rappelons brièvement les caractéristiques d'une GFSK :La GFSK est une sorte de FSK à phase continue (CPFSK8). L'émetteur d'une BFSK simple peutavoir 2 oscillateurs aux fréquences f0 et f1 et moduler en passant brutalement d'une fréquence à l'autre.D'un point de vue spectral, cette modulation entraîne l'apparition de lobes secondaires importants etnécessite donc une grande largeur de bande. L'émetteur d'une CPFSK utilise un oscilateur commandédont la fréquence évolue continuement. La phase du signal ainsi obtenu est elle aussi continue. Une GFSKest obtenue en plaçant un �ltre gaussien avant le modulateur de fréquence de la FSK, a�n de limiter lavitesse d'évolution de la fréquence.L'expression discrète du �ltre gaussien s'écrit
g[n] =

1

4K

[erf(πKBT

√
2

ln 2

(
n

K
+

1

2

))
− erf (πKBT

√
2

ln 2

(
n

K
− 1

2

))] (5.18)où K est le facteur de suréchantillonnage, erf(.) est la fonction d'erreur9 et KBT
10 est la largeur debande normale du �ltre. KBT permet de régler au niveau du �ltre le compromis entre l'occupation dusignal dans le domaine temporel et celle dans le domaine fréquentiel. Ce compromis doit tenir compte desinterférences entre symboles et de la densité spectrale de puissance du signal (Fig. 5.5). Pour la normeBluetooth, il est �xé à KBT = 0, 5.8Continuous-Phase Frequency-Shift Keying9erf(x) = 2√

π

R x

0
e−t2 t10Time-Bandwidth product
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Fig. 5.5 � Réponse impulsionnelle du Filtre Gaussien pour plusieurs valeurs de KBTPour Bluetooth, l'indice de modulation11 doit être pris entre 0.28 et 0.35. Cette compression enfréquence de l'espace des signaux réduit d'autant l'occupation fréquentielle du signal, mais a pour e�etde rendre les signaux de référence s0(t) et s1(t) non orthogonaux.A�n de limiter les interférences, Bluetooth utilise des sauts de fréquence par paquets (FHSS12). Letaux de hopping est de 1600 sauts par seconde sur 79 fréquences porteuses dans la bande des 2, 4 GHz.Voici les principales caractéristiques avantageuses de Bluetooth :� sa faible consommation (1mW),� sa faible portée (inférieure à 10 mètres),� son relativement faible débit e�ectif (inférieur à 721kbps),� le très faible coût de production d'un transceiver (moins de 3 euros).Nous allons maintenant adapter la modulation FSK Spatio-Temporelle à 2 antennes aux modulationsCPFSK et à la norme Bluetooth. Le doublement du débit physique et la diminution du taux d'erreurpermettront d'augmenter signi�cativement le débit e�ectif. Par ailleurs cette solution permettra d'amé-liorer le compromis consommation/portée tout en gardant une complexité et un coût de productionraisonnables.5.1.5.2 Modulation CPFSK Spatio-TemporelleNotre modulation FSK spatio-temporelle peut être facilement adaptée aux CPFSK. En prenant untemps de transition de la fréquence su�samment court, il est possible de prendre 2 échantillons de signal11 indice de modulation= excursion en fréquencefréquence du modulant = ∆f
1

2T

= 2T∆f12Frequency Hopped Spread Spectrum



5.1 Modulation FSK Spatio-Temporelle 131reçu par intervalle de temps τ sans subir d'interférence de la part des signaux qui précèdent ou qui suivent.Dans le cas de Bluetooth, le temps de montée du �ltre gaussien prévu par la norme est trop longet entraîne de fortes interférences entre symboles : il doit donc être réduit. Nous décidons de prendreun temps de montée 4 fois plus rapide, ce qui a pour conséquence néfaste d'augmenter signi�cativementl'occupation spectrale du MIMO FSK.
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Fig. 5.6 � Occupations spectrales des solutions GFSK en MIMO et Bluetooth (GFSK - SISO)Ensuite, nous choisissons l'index de modulation a�n de garder la même occupation spectrale queBluetooth et de rentrer dans le masque spectral d'émission prévu par la norme. La �gure 5.6 montre lesdensités spectrales de puissance d'une émission Bluetooth et d'un signal GFSK Espace-Temps avec unindice de modulation hM = 0.5.Malheureusement, la compression de la constellation Espace-Temps entraîne une réduction des per-formances de la modulation FSK ST, comme le montre la �gure 5.7. En e�et, notre modulation est moinsrobuste que la modulation FSK mono-antennaire et elle est très sensible à la perte d'orthogonalité de labase des signaux (s0(t), s1(t)). On observe une perte de 2dB de la solution multi-antennaire à bas rapportsignal à bruit mais de meilleures performances à fort rapport signal à bruit et ce grâce à la diversité.Quoi qu'il en soit, le débit reste de 2Mbps, soit le double d'un système Bluetooth normal.5.1.6 ConclusionNous avons présenté ici un nouveau schéma de codage Spatio-Temporel pour les modulations FSK etson application à un système Bluetooth à 2 antennes d'émission et 2 antennes de réception. Cette solution



132 Codages Spatio-Temporels non cohérents pour les modulations FSK et pour lanorme Bluetoothaméliore les performances (grâce à la diversité) et double le débit (grâce à la haute e�cacité spectrale).Cette modulation, qui propose une solution FSK multi-antennaire à faible coût, a fait l'objet d'un brevet13déposé par la société COMSIS et d'un article paru en septembre 2005 dans les Communications Lettersde l'IEEE ([Jandot et Bel�ore, 2005]).5.2 Extension de BluetoothUne seconde version de la norme Bluetooth permet d'augmenter les débits, en proposant une solutionlégèrement plus coûteuse.Nous avons donc mis en oeuvre un codage ST di�érentiel pour cette extension de Bluetooth a�n decompléter notre solution MIMO.5.2.1 La norme Bluetooth EDRLa norme Bluetooth est un succès industriel avec 3 millions d'équipements vendus par semaine en2004 et 6 millions par semaine en 2006. Néanmoins, son débit e�ectif de 721Kbps s'avère insu�sant pourrépondre aux besoins croissants des utilisateurs qui disposent de plus en plus souvent de plusieurs péri-phériques Bluetooth. De plus, Bluetooth doit faire face à l'apparition d'un concurrent direct : l'UWB14,qui promet des débits bien plus importants. Bluetooth doit aussi contenir la technologie Wi� qui dé-borde sur son marché. Les fabriquants d'équipements Bluetooth ont donc contre-attaqué en proposantune amélioration de la norme : Bluetooth 2.0 avec l'EDR. L'EDR prévoit une modulation π/4-DQPSKqui double le débit physique à 2Mbps et une modulation 8-DPSK optionnelle pour atteindre un débitphysique de 3Mbps.Comme le montre la �gure 5.8, pour la modulation π/4-DQPSK, seules des rotations de phase de π
4et 3π

4 sont autorisées, il n'y a donc jamais d'extinction totale de la porteuse.La modulation 8-DPSK (Fig. 5.9) privilégie quand à elle le débit et transmet 3 bits par symbole.5.2.2 Solutions Spatio-Temporelles pour l'EDRNous avons été amenés à proposer une solution MIMO à l'EDR de Bluetooth, a�n de compléter le co-dage FSK Spatio-Temporel. Nous avons sélectionné le codage di�érentiel TAST de [Gamal et Damen, 2003],qui utilise la transformée de Cayley présentée en 4.6.1.4. Le code en bloc ST hermitien est construit àpartir des codes TAST cohérents classiques. Ils sont pris à diversité maximale a�n que le code di�érentielsoit lui aussi à diversité maximale.Comme pour le codage FSK Espace-Temps, nous nous intéressons à un système à deux antennesd'émission et à deux antennes de réception.Voici la structure des matrices hermitiennes :13Procédé de codage et décodage spatio-temporel non cohérent par modulation de fréquence ; codeur et décodeur mettanten ÷uvre un tel procédé. brevet n�0409486 du 8 septembre 2004 et extension internationale n�PCT/FR2005/00224114Ultra Wide-Band
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. (5.20)Nous voyons que si le vecteur u est non nul, la matrice A sera de rang plein. Par conséquent, le codeTAST di�érentiel obtenu en appliquant la transformée de Cayley sur la matrice iA

V =
IM − iA

IM + iAatteint la diversité maximale.La �gure 5.10 présente les taux d'erreur par mot de la π/4-DQPSK et du code TAST di�érentiel àdeux antennes à l'émission et à la réception. Le code TAST est construit à partir d'une PAM à deuxéléments {1, −1}, de façon à obtenir un débit de 2 Mbps comme pour la modulation π/4-DQPSK. L'al-phabet TAST compte donc 16 mots de code, ce qui assure une détection exhaustive de type GLRT peucomplexe. Les performances du code ST sont évidemment bien meilleures que la simple DPSK et ce,d'autant plus que le rapport signal à bruit augmente grâce à la diversité.Sur la �gure 5.11, la modulation 8-DPSK est comparée au code TAST di�érentiel à 2 × 2 antennesavec un alphabet de 256 mots de code. Celui-ci est construit en partant d'une PAM à trois éléments
{3, 1, −1, −3}. Son débit est donc de 4 Mbps et est ainsi supérieur à celui de la 8-DPSK (3Mbps). Lesperformances du code Espace-Temps sont de nouveau nettement meilleures que celles du code di�érentielSISO, mais le décodage GLRT sur les 256 mots de code est trop lourd et cette solution paraît di�cilementutilisable dans une application industrielle.ConclusionNous avons présenté dans ce chapitre des schémas de transmission MIMO en non cohérents pour lanorme Bluetooth.Dans un premier temps nous avons construit une nouvelle famille de codes Spatio-Temporels pourles modulations FSK. Ces codes sont à enveloppe constante sur toutes les antennes d'émission et toutel'information est portée par les fréquences des signaux constituant le mot de code ST. Comme nousn'avons pas de contrainte sur la phase, ce code est facilement applicable aux CPFSK. De plus, comme



134 Codages Spatio-Temporels non cohérents pour les modulations FSK et pour lanorme Bluetoothla puissance du signal émis par chaque antenne est constante, la production industrielle peut se faire àfaible coût, ce qui convient parfaitement au marché des systèmes Bluetooth. Nous avons ainsi proposéune solution MIMO à deux antennes d'émission et deux antennes de réception avec un �ltrage gaussien,qui double le débit de Bluetooth (2Mbps). De plus, de par sa diversité, les performances de notre nouveauschéma de transmission, en termes de taux d'erreur par mots, sont meilleures que celles d'un systèmeBluetooth classique.Ensuite, nous avons suivi l'évolution de la norme Bluetooth, qui, dans sa version 2.0, prévoit un modeau débit augmenté (EDR) avec des modulations de phase di�érentielles DPSK. Nous avons ainsi proposéles codes TAST di�érentiels comme solution MIMO à l'EDR avec deux antennes d'émission et deuxantennes de réception.
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CONCLUSION 139
ConclusionCette thèse a été consacrée à l'étude du codage Espace-Temps et à son utilisation dans les couchesphysiques non �laires.Les perspectives o�ertes par les schémas de transmisssion MIMO en font des solutions innovantesde choix pour améliorer les transmissions et accélérer les succès commerciaux des réseaux personnels etlocaux sans �ls.Ce travail, à �nancement industriel, a permis de mettre au point une couche physique bi-antennairecomplète, intégrant un codeur et un décodeur ST. Elle fonctionne à 5 GHz sur la base de la norme IEEE802.11a. Des transmetteurs de démonstration ont été réalisés sur FPGA et permettent de transmettrede la vidéo HD sans liaison directe entre les transmetteurs. Par contre, ce démonstrateur ne fonctionnepour l'instant qu'à 24 Mbps. De plus, il utilise des couches MAC et réseau simpli�ées. Néanmoins, lesrésultats obtenus sont très encourageants et de nombreuses améliorations sont en cours de �nalisation.L'augmentation du nombre d'antennes est ainsi particulièrement d'actualité et les solutions utilisantun grand nombre d'antennes pourront béné�cier du décodeur itératif que nous avons présenté. Ce déco-deur permet de traiter les mots de code ST �ltrés par le canal MIMO comme un signal présentant desinterférences entre symboles, et permet de minimiser l'erreur quadratique moyenne.Des algorithmes de recherche de point le plus proche dans un réseau de point ont été étudiés a�nd'adapter nos solutions aux di�érents systèmes. Ils pourront être accompagnés de prétraitements commele MMSE-GDFE ou la réduction LLL.Une solution multi-antennaire à également été mise au point pour les réseaux personnels sans �lsBluetooth. Elle utilise une nouvelle famille de codes ST non cohérents où les signaux émis par chacunedes antennes ont tous la même puissance. Seules les fréquences des signaux portent l'information en repré-sentant des sous-espaces vectoriels. Les sous-espaces de l'alphabet sont choisis en travaillant sur la variétéde Grassmann. Une solution bi-antennaire comportant un alphabet de 16 mots de codes ST permet dedoubler le débit pour des taux d'erreur comparables et une faible complexité. Une autre solution MIMOa été explorée pour la seconde version de la norme Bluetooth.Le codage Espace-Temps a vocation à être appliqué à d'autres réseaux sans �ls en adaptant à chaquefois le décodeur aux conditions particulières d'utilisation. Celles-ci dépendent principalement du code ST



140 CONCLUSIONutilisé, des performances visées par le système et des limites acceptables en termes d'augmentation de lacomplexité algorithmique.
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