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Introduction

Introduction

Les enjeux de la construction d’une guitare

La guitare classique est un instrument de musique a corde pincée, descendant de la vihuela
espagnole datant du Xv1€ siecle, elle-méme d’origine antique. Elle évolua rapidement au cours
des XVIII® et XIX® siecles pour se stabiliser vers la fin de ce dernier sous sa forme actuelle.

FIG. 1: — a gauche, une vihuela — a droite une guitare classique

Le propos de la guitare est d’amplifier le son extrémement faible rayonné par une corde,
a l’aide d'un mécanisme acoustique. Les vibrations de la corde sont donc transmises a la
table d’harmonie, qui grace a sa large surface interagit plus efficacement avec l'air. En fait,
lorsqu’on pince une corde de guitare, ’essentiel de I'énergie est dissipé au sein de la corde,
et seule une toute petite partie d’entre elle est transmise jusqu’a nos oreilles. L'effort le plus
remarquable des luthiers au cours des années de perfectionnement de cet instrument est
certainement la recherche d’une plus grande puissance sonore.

Dans ce but, le corps de la guitare a été agrandie et la table d’harmonie affinée, pour favoriser
sa mobilité. La masse des cordes a été augmentée, ce qui a eu pour conséquence d’augmenter
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leur tension, afin de conserver la méme hauteur de note. Ces transformations fragilisant
I'instrument, un systéme de barrage plus ou moins sophistiqué, réalisé a I’aide de baguettes
de bois dur collées sous la table de I'instrument a permis de garantir la solidité de la table, et
en particulier la résistance a la tension des six cordes. Cette contribution majeure est attribuée
au luthier espagnol Antonio de Torres (1817 - 1892).

Le travail du luthier consiste ainsi, entre autres, en la recherche d'un savant équilibre entre
les dimensions de la table d’harmonie et sa raideur, pour obtenir le meilleur rendement
acoustique possible. Mais la qualité d"une guitare ne repose bien entendu pas sur le seul critére de
la puissance sonore. L'amélioration de la justesse, 'homogénéisation du timbre, le faible bruit
engendré par les vibrations de la table d’harmonie, la fiabilité mécanique dans le temps, le
confort de I'exécution et I'esthétique sont également des éléments déterminants intervenant
dans l'appréciation de la qualité d’un instrument. Celle-ci repose en outre sur des criteres
subjectifs qui dépendent de la sensibilité de chacun, ou encore du type de musique que I'on
désire jouer. On ne peut donc pas parler d'une guitare idéale, dont la reproductibilité serait
assurée par I'exécution d"un plan bien établi.

Les luthiers cherchent ainsi en permanence a faire évoluer la guitare pour obtenir une qualité
sonore nouvelle et adaptée aux besoins de chacun. Pour cela une bonne compréhension du
fonctionnement intime de I'instrument est nécessaire. Celle ci repose essentiellement sur leur
expérience personnelle et la transmission des savoirs faire techniques.

Le contexte scientifique

Dans ce contexte, le travail du chercheur en acoustique musicale est de contribuer a une
meilleure compréhension de la physique de l'instrument, afin de préciser les phénomenes
vibroacoustiques mis en jeu. “L'un des défis des années a venir réside probablement dans le dévelop-
pement de techniques d’optimisation et de prédiction qui devraient permettre aux luthiers d’avancer
plus stirement vers le but visé, sans étre obligé de titonner dans le flou d’un empirisme total” (A.
Chaigne [10]).

L'étude présentée ici fait suite aux travaux initiés par Antoine Chaigne il y a une dizaine
d’année au groupe acoustique de I'ENST sur 1’élaboration de modéles physiques destinés
a la prédiction fine du comportement vibratoire des instruments de musique, appliquée

en particulier a la syntheése sonore .

La démarche générale adoptée consiste en I'élaboration d’'un modele qui s’attache a décrire
le plus précisément possible les phénomeénes vibratoires mis en jeu lors de l'utilisation d"un
instrument de musique. Celui ci est considéré comme un assemblage plus ou moins sophis-
tiqué de structures élémentaires. Le modéle se traduit alors par I’écriture d’un ensemble
d’équations aux dérivées partielles couplées entre elles, régissant les vibrations de cha-
cune de ces structures élémentaires, et complété par des conditions aux limites faisant
intervenir la géométrie de 1'instrument.

On s’attache alors a mettre en ceuvre une méthode numérique que 1’'on veut bien sir ef-

1. On parle dans de cas de synthése sonore par modele physique. La technique utilisée par la plupart des synthé-
tiseurs repose sur un enregistrement préalable du son produit par un instrument réel, et cherche a le reproduire
en utilisant des techniques de traitement du signal. Il s’agit alors de synthese sonore par analyse
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ficace, précise et fiable, pour résoudre le systeme d’équations obtenu dans le domaine
temporel.

Ce choix original d"une résolution dans le domaine temporel est une une caractéristique de la
démarche, qui rompt avec I'approche fréquentielle, intimement liée a la notion de modes de
résonances, adoptée généralement pour décrire le comportement vibratoire des instruments
de musique. L'intérét de I'approche temporelle réside dans la finesse de description des cou-
plages ainsi que dans la modélisation des transitoires d’attaque, particulierement lorsque
ceux-ci font intervenir des phénomenes non linéaires comme la percussion d"un maillet sur
la membrane d'une timbale ou le frottement d"un archet sur une corde de violon ou encore
le frottement du doigt pingant une corde de guitare.

Outre le développement d’outils d’aide a la conception pour la facture instrumentale, de
tels modeles constituent un outil de production de sons variés, fort utile dans le domaine
de la psychoacoustique, en plein essor actuellement. On peut en effet faire varier comme
on le désire les parametres physiques ou géométriques de I'instrument, ce qui met a notre
disposition une véritable “bibliotheque sonore” pouvant étre utilisée dans le cadre d’étude
dont I'objet est 'analyse de la fagon dont on pergoit les sons. 2

L'oreille humaine étant un outil extrémement puissant pour évaluer la pertinence des si-
gnaux calculés, I'écoute des sons de synthese constitue une étape de validation essentielle du
modeéle. Mais il convient de remarquer que les résultats obtenus sont beaucoup plus riches que
la simple production d"un son, comme on peut le constater a la lecture du dernier chapitre
de ce manuscrit, consacré a 1'exploitation systématique du modéle de guitare. Son réalisme
permet en effet de simuler un grand nombre d’expériences effectuées sur instrument réel:
calcul des modes de la table d’harmonie, mesures de I’admittance au chevalet, diagrammes
de directivités, intensité acoustique, rendement...

Parmi les travaux réalisés dans le cadre de ce theme de recherche, on peut citer I"analyse des
cordes de guitare (Antoine Chaigne [8]), I'analyse des instruments de percussion a clavier (Vincent
Doutaut [20]), I'analyse des vibrations de plaques minces rectangulaire (Christophe Lambourg
[46]) et la modélisation numérique de la timbale (Leila Rhaouti [54]), réalisée en collaboration
avec 'INRIA, premier modele d'un instrument complet faisant intervenir des méthodes nu-
mériques modernes.

La contribution du travail présenté dans ce document concerne la modélisation numérique de
la guitare acoustique.

Un modele physique de la guitare
S’attachant a décrire le fonctionnement de cet instrument, le modeéle retenu inclut:

e le mouvement transverse de la table d’harmonie, décrit par le modele de plaque
mince de Kirchhoff-Love pour un matériau orthotrope (comme le bois) et hétérogene
(pour prendre en compte les raidisseurs),

2. Les travaux de C. Lambourg, développés dans le cadre de ce theme de recherche sur les vibrations de
plaques minces, ont par exemple été utilisés par 'IRCAM, pour réaliser des études psychoacoustiques
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¢ le mouvement transverse de la corde, décrit par une simple équation des ondes mo-
nodimensionnelle,

e le rayonnement du son, a l'intérieur et a 'extérieur de la cavité qui communiquent par
I'intermédiaire de la rose. Le champ acoustique est décrit a ’aide des équations d’Euler
linéarisés et de conditions d’interaction fluide-structure a la surface de I'instrument,

e la prise en compte des phénomenes de pertes internes au sein de la corde et de la
table d’harmonie, qui interviennent de maniere fondamentale dans le timbre du son
produit. Ces pertes sont décrites a 1’aide de deux termes d’amortissement, I'un de type
fluide, I'autre d’origine viscoélastique.

Jusqu‘a ce jour, a notre connaissance, les modeles proposés pour rendre compte du cou-
plage fluide-structure reposent sur une approximation, comme par exemple 1'utilisation de
lIintégrale de Rayleigh ou la réduction du comportement de la cavité a celui d'un simple
oscillateur [13]. L'originalité de cette étude par rapport aux travaux antérieurs réalisés sur
la guitare est de modéliser compléetement le champ acoustique rayonné.

Résolution numérique du modele

D’un point de vue mathématique, le probleme a résoudre apparait comme un probléme
linéaire d’évolution. Il rentre a ce titre dans le cadre des hypotheses du théoreme de Hille-
Yosida, ce qui permet de vérifier, en guise de préliminaire, qu’il s’agit d"un probléme bien
posé, c’est a dire qu’il posséde une unique solution dans un espace fonctionnel adéquat.
Ce résultat repose en grande partie sur une identité de 1’énergie qui assure que I'énergie to-
tale du systeme décroit en régime libre. Cette propriété est bien siir fondamentale du point de
vue de la physique, mais elle nous intéresse aussi pour la résolution numérique, puisqu’on
cherchera a obtenir une propriété similaire au niveau discret, ce qui permettra d’assurer la
stabilité de notre schéma de résolution.

S’il existe bien une solution, il n’est pas du tout envisageable de chercher a la déterminer
analytiquement. Il nous faut donc mettre en ceuvre une méthode numérique pour la calculer.
Les difficultés qui surgissent alors sont nombreuses. Les principales d’entre elles sont les
suivantes:

- probléme de grande taille (3D) posé dans un domaine infini et de géométrie complexe,

- résolution de I'équation de plaque dynamique de Kirchhoff-Love, tant pour 1’approxi-
mation spatiale que temporelle,

- stabilité de la méthode,

La recherche d'une méthode numérique de résolution de ce probleme nous a conduit a ex-
plorer assez systématiquement un nombre important d’alternatives possibles. Nous avons
donc été amené a effectuer un choix en s’appuyant sur des criteres de précision, d’efficacité,
tant en terme de mémoire que de temps de calcul, de fiabilité, de stabilité numérique mais
aussi de simplicité d’implémentation informatique.

4
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La résolution numérique repose avant tout sur une réécriture sous une forme variation-
nelle mixte du probleme global, qui permet d’utiliser la méthode des éléments finis pour
I'approximation spatiale, particulierement adaptée aux problemes de géométrie complexe.
D’autre part, c’est un moyen élégant d’obtenir une identité d’énergie discrete similaire a celle
obtenue dans le cas continue, qui permet d’assurer la stabilité numérique de la méthode.

Les aspects essentiels de la méthode numérique retenue sont les suivants:

e L'approximation spatiale de I'équation de corde est effectuée par élément finis mixtes,
de type Lagrange du premier ordre, sur maillage régulier. L’approximation temporelle
repose sur l'utilisation de différences finies explicites centrées en temps d’ordre 2.

e De méme, 'approximation spatiale de I'équation des ondes acoustiques est effectuée
par éléments finis mixtes de Raviart-Thomas du premier ordre sur maillage cubique
régulier. L'approximation temporelle repose elle aussi sur "utilisation de différences
finies explicites centrées en temps d’ordre 2.

e L'équation de plaque est résolue par une méthode spectrale. Les modes de la table
d’harmonie sont calculés par une méthode d’éléments finis mixte originale basée sur
une formulation en vitesse-moment. L'approximation spatiale est effectuée a l'aide
d’éléments finis de type Lagrange, du second ordre, développés par Nathalie Tordj-
mann pour obtenir la condensation de masse [62]. Le systeme semi-discrétisé en espace
est ensuite résolu analytiquement en temps.

e Le probleme d’interaction fluide-structure est résolu par une méthode de domaine
fictifs introduite par Glowinsky dans le cas du probleme de Laplace stationnaire, et
adapté ici des travaux de Leila Rhaouti sur la modélisation numérique de la timbale
[54]. L'introduction d"une nouvelle inconnue A, qui s'interpréte comme le saut de pres-
sion a travers la surface de l'instrument permet d’écrire une formulation variation-
nelle de type mixte dans laquelle la guitare n’apparait que via le multiplicateur de
Lagrange A, ce qui permet d’utiliser un maillage régulier cubique pour approcher le
champ acoustique. Il suffit alors de mailler la surface de la guitare pour approcher A
par éléments finis mixtes de type Lagrange d’ordre 1. On prend ainsi en compte de
maniére tres précise la géométrie de I'instrument tout en préservant l'efficacité de la
méthode des différences finies pour la résolution du probleme 3D.

e Le couplage entre la corde et la table d’harmonie au niveau du chevalet est également
assuré par un multiplicateur de Lagrange qui n’est autre que la contrainte exercée par
la corde sur le chevalet, naturellement introduite dans la formulation mixte de I'équa-
tion de corde mentionnée ci dessus.

e Les calculs sont restreints & un domaine borné a 'aide de conditions aux limites ab-
sorbantes d’ordre élevé, développées par Francis Collino [17].

e Lastabilité numérique du schéma global de résolution est obtenue par une méthode
énergétique. En pratique, cette stabilité est garantie sous deux conditions de type CFL
reliant le pas de discrétisation en temps aux pas d’espace des maillages de la corde et
de l'air. Ce résultat de stabilité est intéressant a double titre:

* Il s’agit d’'une méthode originale qui couple deux techniques de résolution
en temps radicalement différentes: une méthode de résolution exacte pour la
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plaque et une méthode de différences finies en temps pour la corde et pour I'air.
Ce point est certainement 1’aspect le plus innovant de la méthode numérique
développée ici.

* Les conditions de stabilités obtenues ne sont autres que les trés usuelles condi-
tions CFL des schémas aux différences finies explicites couramment utilisés la
résolution de 1'équation des ondes 1D et 3D. On a donc écrit un schéma robuste
pour lequel la condition de stabilité n’est pas pénalisé par les termes de cou-
plages.

Concernant la résolution numérique de I’équation de plaque

Une grosse partie de ce travail a porté sur la recherche d'une méthode de résolution de I'équation
de plaque de Kirchhoff-Love, pour laquelle on a trouvé peu de références dans la littérature
concernant le probleme d’évolution. L'étude de cette équation fait donc 1'objet d"une partie
entiere de ce manuscrit dans laquelle sont décrites un grand nombre de solutions envisagées
pour I'approximation spatiale et pour I'approximation temporelle.

e La formulation variationnelle naturelle de ’équation de plaque conduit a chercher I'in-
connue dans H?(w), de sorte que son approximation conforme repose sur 'utilisation
d’éléments finis sophistiqués de classe C'. Pour contourner ce probléme, on propose
une formulation mixte non standard dans laquelle intervient le moment fléchissant

M.

Cette formulation est non standard dans la mesure ot1 elle ne vérifie pas les hypothéses
de la théorie des méthodes mixtes de Babuska-Brezzi. Une des conséquences est que
I'espace dans lequel on peut choisir le moment fléchissant M n’est pas fixé par les
conditions requises par ce théoréme. On est ainsi amené a étudier deux choix possibles
pour cet espace, a savoir (H!(w))* et H(Div,w) = (H(div,w))?.

e L'introduction du moment M, qui est un tenseur du deuxieme ordre, augmente sé-
rieusement la taille du probleme. Un moyen de la réduire est d’éliminer le moment
lors de l'approximation spatiale. Pour cela, la matrice de masse du moment est ré-
duite a une matrice diagonale par bloc, aisément inversible, a I’aide de la technique
de condensation de masse.

Si la problématique de la condensation de masse pour les éléments de Lagrange dans
le cas de 'approximation de I'espace H! est un probléme bien connu, il n’en est pas
de méme pour I'approximation de I'espace H(div,w). Une grande partie du chapitre 2
est consacrée a la construction d’un élément fini H(div,w) conforme pour lequel on
obtient la condensation de masse et qui ne sera finalement pas retenu...

o Enoutre, pour limiter le phénomene de dispersion numérique, c’est a dire pour obtenir
une estimation correcte des fréquences propres de la table d’harmonie de la guitare, on
étend cette étude aux éléments finis d’ordre 2.

e Une analyse de dispersion numérique compléte sur maillage régulier infini concer-
nant toute les approximations spatiales envisagées de cette formulation justifie le bien
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fondé de la méthode (sa consistance), I'intérét de la montée en ordre, et en outre est
un indicateur précieux permettant de comparer la performance des différents choix
proposés.

e N’entrant pas dans le cadre de la théorie des méthodes mixtes, on ne peut exploiter
les résultats usuels concernant I’analyse d’erreur. Plusieurs auteurs ont étudié des for-
mulations variationnelles de ce type dans le cas particulier d"une plaque homogene
isotrope et en prenant M dans (H'(w))?. Une bréve synthese bibliographique est pré-
sentée a la section 2.6.

o Il s’avere que pour des raisons d’efficacité ou de précision, l'utilisation d"un classique
schéma aux différences finies en temps n’est pas adapté, qu’il soit explicite ou impli-
cite. On est donc amené a résoudre exactement en temps continu le schéma semi-
discrétisé en espace, ce qui nécessite de diagonaliser la matrice de raideur. Le princi-
pal intérét de cette approche est de permettre d’utiliser n'importe quel pas de temps
d’échantillonage pour calculer la solution sans nuire a la précision du schéma semi-
discret. A posteriori, cette méthode s’interpréte tout simplement comme une méthode
spectrale.

Organisation du document

Ce document est composé de cinq parties:

1. La premiere partie est consacrée a la présentation du modele et a son analyse mathé-
matique ainsi qu’a la présentation générale de la méthode numérique retenue.

2. La deuxiéme partie est consacrée a 1’analyse de la résolution de 1’équation de plaque:
formulation variationnelle, discrétisations spatiale et temporelle, analyse de disper-
sion. Cette partie se conclut par une présentation de résultats numériques permettant
de comparer les différents schémas de discrétisation spatiale et temporelle proposés.

3. La troisieme partie s’attache a résoudre le modele complet en trois étapes. On résout
tout d’abord le probleme couplant la plaque a la corde puis le probléeme couplant la
plaque a l'air. On réalise ensuite une synthese de ces deux problémes pour obtenir un
schéma de résolution du modeéle complet.

4. La quatrieme partie présente une exploitation du modéle numérique obtenu. Apres
quelques expériences de validation, on réalise un nombre important de simulations
numériques qui montrent les potentialités extrémement riche de ce modele. Les ré-
sultats obtenus présentent de nombreuses caractéristiques bien connues de la guitare,
comme le couplage entre la premiere fréquence propre de la table d’harmonie et la fré-
quence de Helmholtz de la cavité. Un aspect innovant et trés intéressant du modele
est qu’il permet de mesurer I'influence du couplage de la table d’harmonie a I'air envi-
ronnant sur I'amortissement, quantité difficilement accessible voire inaccessible a des
mesures.
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5. Enfin, on présente en annexe la construction du modeéle de plaque mince de Kirchhoff-
Love, la problématique de la condensation de masse, ainsi que le détails de calculs
concernant la solution générale de I'équation de corde amortie.



Premiere partie

Un modele numérique de guitare






La guitare, une description et un modele physique

Chapitre 1

La guitare, une description et un
modele physique

L’objet de ce chapitre est de présenter le modéle de guitare retenu pour cette étude. C’est en
particulier I'occasion de définir les notation utilisées.

Ce modele doit prendre en compte les phénomenes physiques susceptibles de contribuer
au son produit par l'instrument tout en restant abordable dans le cadre d"une résolution
numérique. Il faut dans ce sens rester modeste quand au degré de finesse désiré pour une
telle modélisation. Il s’agit donc de proposer un modeéle a la fois simple et suffisamment
pertinent par rapport aux objectifs que nous nous sommes fixés.

Avant de proposer un modele, il convient de comprendre, trés briévement, le fonctionne-
ment d’une guitare (section 1.1.) Ce fonctionnement général étant entendu, on considere la
guitare comme un assemblage de structures élémentaires couplées entre elles. Ici, une corde
couplée a la table d’harmonie par I'intermédiaire du chevalet. La table est elle méme couplée
a l'air environnant, situé a l'intérieur et a 1’'extérieur de la cavité. On suppose que seule la
table d’harmonie vibre, c’est a dire que le reste du corps de la guitare est totalement rigide.

I est important de préciser que le timbre du son produit dépend tres fortement des phé-
nomenes de dissipations internes au sein des matériaux qui constituent la guitare. Cette ca-
ractéristique est fondamentale pour 1'élaboration d'un modele destiné a la synthése sonore
(voir section 1.1.2).

On présente tout d’abord les équations régissant les vibrations de chacune des trois compo-
santes de la guitare indépendamment les unes des autres : équation de corde (1.2), équation
de plaque (1.3) et équation des ondes acoustiques (1.4). Ces trois équations sont alors cou-
plées entre elles selon un modele présenté en section 1.5. L'ensemble du chapitre est repris
lors de la présentation globale des équations (section 1.5.4).

11



La guitare, une description et un modele physique

Notation 1.1 D’une maniere générale dans ce document, pour distinguer les quantités scalaires
des grandeurs vectorielles ou tensorielles, les vecteurs sont représentés par des variables simplement
soulignées (comme cela 8), les tenseurs d’ordre deux sont représentés par des variables doublement
soulignées (comme ceci M), et les tenseurs du quatrieme ordre sont représentés par des majuscules
en gras (C ). o

D’autre part, de maniere a distinguer les diverses parties de l'instrument, 'indice ¢ représentera la
corde, l'indice p représentera la plaque supérieure de la guitare et l'indice a représentera I'air.

On se donne un repere (Oxyz) muni d'une base orthonormale (e,, e,, e,) , dans lequel I'axe (Oz),
dirigé selon la verticale, correspondra a la direction normale a la table supérieure de la guitare, qui se
trouve donc dans un plan horizontal. Dans la mesure ot dans ce qui suit, on néglige systématique-
ment la pesanteur, il n’y a aucune raison particuliere de choisir la direction verticale plutot qu’une
autre. Il s’agit juste d’un choix conventionnelle.

1.1 Un mot sur le fonctionnement de la guitare

Le propos de cette section est de décrire sommairement le fonctionnement vibroacoustique
de la guitare. Cet instrument fait I'objet de nombreuses recherches en acoustiques depuis une
trentaine d’années. Le lecteur soucieux d’en savoir plus trouvera par exemple une présenta-
tion plus approfondie de la guitare dans [56] ou bien dans “The physics of musical instruments”
[32] qui constitue une introduction générale a I'acoustique des instruments de musique.

1.1.1 Principe général

La caisse de la guitare est composée d'une part de la table d’harmonie, qui est une fine
plaque de bois percée d"un trou appelée la rose, et d’autre part des bords, nommés éclisses,
et du fond, qui sont dans un bois plus dur. Les six cordes sont fixées d"un c6té au manche et
de l'autre au chevalet, lui méme collé sur la table d’harmonie (voir figure (1.1)).

FIG. 1.1: Vue éclatée d’une guitare

12
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Usuellement les six cordes sont numérotées de la plus aigiie a la plus grave. Les six notes a
vide sont Mi6 (82,5 Hz), La5 (110 Hz), Ré4 (147 Hz), Sol3 (196 Hz), Si2 (247 Hz), Mil (330Hz),
(le chiffre indiqué entre parentheses est la fréquence fondamentale de chacune de ces cordes).

La source sonore est la corde (bien siir), appréciée des l’antiquité pour ses qualités harmo-
niques naturelles, qui produisent un son agréable a l'oreille. Malheureusement, bien que le
mouvement de la corde soit de forte amplitude, le son qu’elle émet est pratiquement inau-
dible, car son diametre est beaucoup trop petit pour rayonner efficacement dans 1"air.

Le propos de la guitare, comme de tous les instruments a corde, est d’amplifier ce son
par un mécanisme acoustique. Les vibrations de la corde sont donc transmises a la table
d’harmonie par l'intermédiaire du chevalet. Grace a sa large surface, la table rayonne plus
efficacement dans 1’air. Mais, compte tenu de ses petites dimensions, le rayonnement émis
de part et d’autre de la table a tendance a s’annuler pour les grandes longueurs d’onde, c’est
a dire en basses fréquences (figure (1.2)) On coupe donc l'onde arriére en I'enfermant dans
une cavité.

FIG. 1.2: fonctionnement schématique d'une guitare

Il s’avere que la fréquence fondamentale d"une table d’harmonie de guitare est de 1'ordre de
200 Hz, alors que le fondamentale de la corde la plus grave vibre a 82 Hz. Pour renforcer la
puissance aux alentours de cette fréquence , on perce un trou dans la caisse de la guitare (la
rose), de maniere a la transformer en résonateur de Helmholtz.

D’une maniere générale, le fait de percer un trou de petites dimensions dans une cavité fer-
mée a pour effet de créer une fréquence de résonance nettement plus grave que le fondamen-
tal de cette méme cavité dépourvue de trou: c’est la fréquence de résonance de Helmholtz
(voir par exemple [9]). Ce principe est utilisé par exemple pour construire les enceintes (ou
caisson) de graves. Dans le cas de la guitare, cette fréquence se situe aux alentours de 100Hz.
La caisse a donc un réle acoustique fondamental dans le registre grave de la guitare.

1.1.2 A propos des phénomenes d’amortissement

En acoustique musicale, les phénomenes d’amortissement jouent un role trés important sur
la perception du son. La perception d'une note dépend a la fois de sa hauteur, c’est a dire
de sa fréquence fondamentale, mais aussi de son timbre, de sa couleur, c’est a dire de la
fagon dont I'amplitude des harmoniques décroissent au cours du temps. Les tous premiers
essais de synthése sonore d’instruments a corde par modéle physique, réalisées par Hiller et
Ruiz en 1971 [40], montrérent en effet que I'introduction d"un simple terme d’amortissement
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fluide, agissant identiquement sur toutes les fréquences, conduit a un son artificiel, de type
électronique.

Ce qui, entre autres, distingue le bruit sec d"une lame de bois par rapport au tintement d"'un
lame de métal par exemple, c’est la vitesse a laquelle les hautes fréquences s’atténuent: tres
rapidement pour 'un, plus doucement pour l'autre. Le méme phénomene est également
perceptible lorsque 1’on pince une corde en nylon ou une corde en métal.

Illustrons quantitativement ce phénomene, dans le cas du son produit par une guitare, pour
un peu mieux le comprendre. La figure (1.3) représente 1’évolution au cours du temps de
la pression acoustique générée par le pincer de la corde grave d’une guitare, enregistrée a
environ deux metres de I'instrument. Une caractéristique évidente de ce signal est sa décrois-
sance au cours du temps, mais on ne voit ici que I'enveloppe du signal, ce qui nous fournit
peu d’informations..

o
~

o
IS

0.6

ession acoustique normal i see

0.8

FIG. 1.3: Fvolution au cours du temps de la pression acoustique générée par une guitare pincée sur
sa corde grave (Mi6).

Une représentation plus judicieuse, sous la forme d’un spectre temps-fréquence, présentée
sur la figure (1.4), permet de mieux caractériser 1'extinction du son. Sur ce spectrogramme,
on visualise 1’évolution au cours du temps (en abscisse) de 'amplitude de chaque compo-
sante fréquentielle du signal (en ordonnée — en rouge, 'amplitude est élevée, en vert, elle
est faible).

o Comme précisé ci dessus, on constate une forte dépendance de I'amortissement en
fonction de la fréquence: les partiels d’ordre élevé sont beaucoup plus vite amortis.

e Le fondamental de la corde grave de la guitare vibre a 83 Hz. En fait, trés rapidement,
seuls les harmoniques de la corde, ie. les multiples de 83 Hz, sont encore présents. On
observe, au tout début du signal, des pics qui correspondent aux vibrations de la table
d’harmonie et qui sont treés rapidement amortis. La suite des fréquence propres de la
table n’est pas harmonique, ce qui a pour conséquence de produire un bruit sourd au
moment de I'attaque. Ce bruit caractérise le son d’une guitare.

L'introduction de phénomeénes dissipatifs dans le modéle est donc fondamentale. Ceux-ci
doivent rendre compte a la fois du phénomeéne de dépendance temporelle et également de
I'importance relative de ’amortissement des modes de table par rapport a celui des modes
de corde.
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2000|

FIG. 1.4: Spectrogramme du signal de pression acoustique générée par une guitare pincée sur sa
corde grave (Mi6).

1.2 La corde

1.2.1 Corde vibrante non amortie

L’étude des vibrations des cordes est tres ancienne. Pythagore élabora sa gamme musicale
en observant que les sons émis par deux cordes de méme nature dont les longueurs avait un
rapport simple (1:2, 1:3, 2:3 efc ... ) produisaient un son agréable a l'oreille. D'une maniere
générale, la fréquence des sons émis par une corde dépend de sa masse, de sa tension, de
sa longueur et des conditions imposées a ses extrémités. On rappelle quelques résultats élé-
mentaires concernant la solution générale de la trés classique équation de cordes vibrantes.

1.2.1.a Equation de corde vibrante

On considére une corde sans raideur, de longueur /., inextensible, de masse linéique constante
pe, soumise a une tension 7'. On néglige 1’action de la pesanteur devant la tension imposée,

de sorte que sa position au repos est droite et confondue avec ’axe Oz. On s’intéresse aux dé-

placements transversaux de part et d’autre de cette position d’équilibre dans le plan vertical

zOz. Cette corde est soumise a une force extérieure de densité linéique f.(z,t) qui représen-

tera 'effort exercé par le doigt de | instrumentiste. On suppose que ses déplacements sont

suffisamment petits pour que la tension reste constante au cours du temps, ce qui permet de

linéariser les équations fondamentales de la dynamique appliquées a une petite portion de

corde. Cette hypothese est justifiée dans la mesure ot les vibrations d'une corde de guitare

longue de 60 cms sont de 1’ordre de quelques millimetres.

Un point M, d’abscisse x au repos est situé au point M a l'instant ¢. Le mouvement de la
corde est donc décrit par le déplacement My M représenté par une seule inconnue scalaire u,
(voir la figure (1.5)). On note ainsi:

M = UC(I, t)gz' (11)
La tangente en M a la corde fait avec I'axe Oz un angle a(z,t) que I'on suppose également
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F1G. 1.5: Géométrie de la corde
petit. On aura donc:
Ou,
afz,t) = tan(a(z,t)) = %(m,t). (1.2)

La contrainte exercée au point z par la corde sur une portion de corde [z, z + dz] est en fait
la composante normale de la tension en ce point. Dans la suite, cette contrainte sera notée g.
On a (voir la figure (1.13) concernant le couplage corde-plaque):

Ou,

ox

q(z,t) = Ta(z,t) = T—(x,1). (1.3)

Sous ces hypotheses, et en I'absence d’effort extérieur, le déplacement u . est régi par 1'équa-
tion des cordes vibrantes non amorties :

0%u, 0%u,
pcw(w, t)—T o fe(z,t), Vz €]0,l1.[,Vt, (1.4)
N 82/”0 4 7. . ’ - . . ZIU’C
ou le terme pc?(m, t) représente I'inertie d’accéleration locale tandis que le terme T 52

représente le rappel du a la tension de la corde.

On reconnait ici la trés classique équation des ondes monodimensionnelle, de célérité c, =
V/T/pc, dont la solution générale, due a d’Alembert, est donnée par la superposition de
deux ondes se propageant sans se déformer a la vitesse c., I'une dans le sens des z croissants,
'autre dans le sens des = décroissants. Ces solutions sont dites propagatives car elles mettent
en évidence le phénomene de propagation d’un signal, intuitivement associé a la notion
d’onde.

Remarque 1.1 En toute généralité, on aurait pu également autoriser des mouvements dans I'autre
direction transversale d la corde, c’est a dire autoriser des déplacements selon la direction (Oy). Dans
ce cas le déplacement d’un point My serait noté MoM = u,(z, t)gy + uc(z, t)e,. Il s'avere que les
deux composantes uy et u. sont indépendantes I'une de I'autre : leur mouvement est régi par la méme
équation de corde vibrante (1.4).
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1.2.1.b Conditions aux bords

La longueur de la corde [, est en fait déterminée par la position du doigt du musicien le long
du manche. Soit celui ci pince la corde a vide, soit il exerce une pression sur la corde entre
deux frets avec son doigt. Dans le premier cas, I'extrémité de la corde est en contact avec le
sillet, dans le second, elle est en contact avec la fret, comme on peut le voir sur la figure (1.6).
On néglige les vibrations du manche, de sorte que celui ci est totalement immobile dans le
référentiel de la piéce. Il est alors naturel de supposer dans un cas comme dans l'autre que
le déplacement de la corde est nul a cette extrémité, ce qui s’écrit:

‘uc(O,t) =0, V. \ (1.5)

silitafele . i

g
S s

PRE—_E O S

FIG. 1.6: Contact de la corde au sillet ou sur une fret

Remarque 1.2 En situation de jeu, de la longueur de la corde est en fait amenée a varier. Nous nous
contentons ici de considérer que l. est un parametre fixé.

A l'autre extrémité, la corde est fixée au chevalet. Ici encore, elle est en contact permanent
avec une sillet rigidement liée au chevalet. C’est par ce point que la corde transmet une
partie de son énergie a la table d’harmonie, ce qui la met en vibration. Le chevalet est donc
lui méme en mouvement. Cet aspect est décrit plus en détail a la section 1.5. Disons juste,
pour fixer les idées que sil’'on suppose que le chevalet est un solide rigide possédant un seul
degré de liberté, animé d"un mouvement vertical, décrit par le déplacement de son centre de
gravité, noté w pe,(t), on aura:

| telle,) = ene(t), V2. | (1.6)

1.2.1.c Rappel: solution générale de I'équation de corde vibrante

Dans I'immédiat, pour rappeler briévement quelques résultats classiques concernant I'équa-
tion de cordes vibrantes, nous supposerons que le chevalet est immobile, soit:

uce(le, t) = 0, Vi, (1.7)
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ce qui nous conduit finalement a de simples conditions aux limites de type Dirichlet, et nous
supposerons également que les forces extérieures sont nulles (soit f.(z,t) = 0).

Le probleme de corde vibrante homogene fixée a ses deux extrémités est alors:

2 2
pc%— %x“; 0, Vz €]0,l],Vt,
ue(le,t) = 0, Vi, (1.8)
uc(0,t) = 0, Vi.

On peut dans ce cas décomposer toute solution a 1'aide de la base (£,)nen+ des modes
propres du laplacien monodimensionnel avec conditions de Dirichlet. Rappelons que cette
base est donnée par:

én(x) = sin (?w) , pour z € [0,1.] etn € N". (1.9)
4
Etona:
0%n 2
€n(0) = &n(le) =0,
ou
2,2
9 MW
Ay, = R
On cherche alors des solutions du probleme (1.4-1.5-1.7) sous la forme::
o
ue(x,t) = an(t)én(z), (111)
n=1
et on trouve aisément:
an(t) = Ay cos(wpt) + By, sin(wyt), (1.12)
ou
nmw
Wp = Cc5—
le
est la pulsation du n®Me mode. Celui ci vibre donc a la fréquence f,, = ;}—; = n;Tc Le premier
c

mode est appelé “fondamental” et les suivants sont appelés les partiels. Ces modes sont dits
, . c
harmoniques car leur fréquence est un multiple de la fréquence fondamentale f; = j
c
On peut montrer que la solution générale du probléme (1.4) avec conditions de type Dirichlet
peut s’ecrire :

o0

ue(x,t) = Z(An cos(wnt) + By, sin(wnt))én (). (1.13)

n=1
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FIG. 1.7: Les premiers modes de vibrations d’'une corde

Pour étre complet, il reste a choisir des conditions initiales u.(z,0) et dyu.(z,0) qui permet-
tront de déterminer de maniere unique les coefficients A,, et By,.

Remarque 1.3 On appelle solution stationnaire toute solution a variable séparée de (1.4-1.5-1.7),
c’est a dire toute solution de la forme u.(z,t) = f(t)g(z). On montre alors trés simplement que les
solution stationnaires sont données par :

ue(x,t) = (Ap cos(wnt) + By sin(wpt))én(x), Ap, Bp € R (1.14)

Ainsi, la solution générale du probléme (1.4) avec conditions de type Dirichlet est une superposition
de solutions stationnaires.

Précisons que ces solutions sont dites stationnaires en opposition aux solutions propagatives décrites
sommairement ci dessus, puisqu’ici il n’y a justement aucune propagation ici: il s’agit simplement
d’un mode qui vibre sur place a une vitesse donnée.

On a représenté schématiquement sur la figure (1.7) les vibrations des trois premiers modes. Les points

d’amplitude nulles sont appelés nceuds de vibrations et sont situés en %, pour k € {0...}. Les
n

points d’amplitude maximale sont appelés ventres de vibration et sont situés en — (g + kw) .
n

Remarque 1.4 Dans le cas d'une corde, le spectre fréquentiel est naturellement harmonique, c’est
a dire que les fréquences sont un multiple de la fréquence fondamentale. Mais ce n’est pas le cas de
toutes les structures vibrantes que I’on peut trouver dans les instruments de musique. Par exemple, les
modes d'une membrane de timbale sont totalement inharmoniques. Pour obtenir un son plus agréable
a l'oreille, on couple cette membrane a une cavité fermée ce qui a pour effet de rapprocher ses modes
d’une suite harmonique. Un autre exemple est donné par les lames d’un xylophone. Si celles ci étaient
de simples parallélépipeédes en bois, leur spectre serait inharmonique. Les lames ont donc une section
variable (en forme d’arche de pont) de maniére a s’assurer que la fréquence des deux premiers partiels
est dans un rapport entier avec les fondamental. On parle alors de vibration pseudo-harmonique

([20]).

1.2.2 Prise en compte des phénomenes de dissipation dans la corde
1.2.2.a Les origines diverses des pertes vibratoires

Les origines des pertes vibratoires sont tres variées. Du fait de leur multiplicité, il est trés
difficile de distinguer telle cause plutét qu'une autre, et par conséquent plus difficile encore
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La guitare, une description et un modele physique

de les quantifier. On peut néanmoins distinguer:

les pertes aux bords, ici, par exemple, les extrémités de la corde sont en contact avec des
sillets qui absorbent en réalité une partie de I'énergie transportée par la corde. Nous
ne les prenons pas en considération.

les pertes par rayonnement, négligeables dans le cas d'une corde car ses dimensions n’ont
pas d’effet sur l'air.

les pertes par couplage, fondamentales dans le cas d’une guitare, puisque c’est une partie
de I’énergie transmise a la caisse via le chevalet qui parviendra a notre oreille. Ces
pertes seront prises en compte naturellement dans le modele, puisque justement un
modele de couplage au chevalet y est proposé.

les pertes internes au matériau, dues a des dissipations d’énergie au sein méme de sa struc-
ture. Les phénomenes de pertes internes sont eux mémes délicat a décrire. Ils peuvent
étre par exemple d’origine thermique, mais ce phénoméne est négligeable pour un
matériau comme le nylon, ou d’origine viscoélastique. Il existe une grande variété de
modeles qui cherchent a prendre en compte ces phénomeénes.

1.2.2.b Un modele d’amortissement intrinseque

Nous avons choisi ici d’introduire deux termes d’amortissement linéaires plutot classiques
et relativement aisés & manipuler dans le cadre d"une résolution numérique :

un terme d’amortissement visqueux:

2232%
€Ot Ox?

_/HC a(/B > 0)

qui illustre les phénomenes de relaxation du matériau, c’est a dire la prise en compte
d’un effet de retard entre la force exercée sur une portion de corde et la déformation
qui en résulte (ce phénomene est également qualifié de phénomene d’hystérésis). Ce
type d’amortissement affecte davantage les hautes fréquences et est tres faible voire
négligeable pour les basses fréquences (ce qu'on peut comprendre intuitivement on
considérant que le retard est d’autant plus grand que le mouvement est rapide).

un terme d’amortissement fluide appelé ainsi car il est proportionnel a la vitesse :
R Oyuc, (R. > 0).

Ce type d’amortissement extrémement simple ne dépend pas de la fréquence comme
on va le voir ci dessous, mais uniquement du coefficient R.. Usuellement, I'amortisse-
ment fluide décrit I'effet des forces de frottement exercées sur un solide en mouvement
au sein d'un fluide ou en contact avec un autre solide. Les pertes de ce type pour une
corde en contact avec l'air sont en fait négligeables. On ne peut donc pas mettre ce
terme directement en relation avec une cause physique précise. Si on l'introduit ici,
c’est plutdt pour assurer un amortissement minimal en basse fréquence, que ne per-
met pas l'amortissement visqueux.
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1.2 La corde

Introduisant les deux termes d’amortissement par pertes internes, I'équation de corde vi-
brante (1.8) devient:

2 2
8@56 () — ¢ (1 + ﬂ%) %xu? + Redyuc = 0,Va €]0, L[, Vt, (115

1.2.2.c Solution générale du modele d’amortissement

Afin de déterminer plus quantitativement 'effet de ces deux termes, regardons comment en
sont affectées les solutions stationnaires non amorties (1.14) déterminées plus haut.

Si on se restreint aux fréquences audibles, comprises entre 16Hz et 20000 Hz, et en prenant
des valeurs typiques de 3 et R,, (typiquement R, =~ 1s~! et 8 = 10~"s), on montre que les
solutions stationnaires de 1’équation de corde vibrante amortie (1.15) correspondent quasi-
ment aux solutions de 1’équation non amortie, pondérées par un coefficient d’amortissement
exponentiel (voir annexe C):

ue(z,t) = e~ (A cos(@nt) + B sin(@nt))én(z), (1.16)

R 2 C?
2 w2

Cn

Cette analyse permet de faire les remarques suivantes:

e la fréquence des solutions stationnaires non amortie est a peine perturbée par I'amor-
tissement, puisque le facteur de perturbation /1 — C2 /w2 est trés proche de 1

e le taux d’amortissement introduit par le terme visqueux vaut (w?2)/2 et croit donc
rapidement avec la fréquence du mode considéré. Tandis que le taux d’amortissement
introduit par le terme de type fluide vaut R./2 et touche donc de la méme manieére
toutes les fréquences.

o A basses fréquences, I’amortissement fluide est prépondérant devant I’amortissement
visqueux. En effet, pour w, < 4/1/8, soit, dans le cas de notre exemple, pour une
fréquence inférieure a environ 500 Hz, on a R, > fw?. Le coefficient d’amortissement
fluide permet donc bien de modéliser un amortissement en basses fréquences qui serait
insuffisant avec par le seul terme d’amortissement visqueux.

Finalement, ce simple modele d’amortissement est donc satisfaisant dans la mesure o il répond a
notre exigence minimale de croitre avec la fréquence, et il sera amplement suffisant pour cette étude.

Remarque 1.5 Ici on considere que la courbe représentant le taux d’amortissement en fonction de la
R

fréquence est une parabole (C,, = =B 24 I3 ). 11 nous faut alors ajuster les deux parametres (3 et R,
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La guitare, une description et un modele physique

pour que cette parabole “colle” au mieux des données obtenues par des mesures de taux d’amortisse-
ment effectuées sur des cordes réelles.! On remarque ici que I'approche naturel de I'amortissement doit
étre faite dans le domaine fréquentiel, puisque cette courbe que I'on désire est définie dans le domaine
fréquentiel. Toute la difficulté consiste alors a proposer un modele qui soit transposable simplement
dans le domaine temporel, ce qui revient a pouvoir I'écrire a 'aide d’opérateurs différentiels locaux.

Remarque 1.6 On pourrait proposer d’autres modeles d’amortissement interne. Une généralisation
du modele présenté ici est donnée par le modele de Wiechert (voir par exemple [46]). Celui ci consiste
a écrire un modele plus sophistiqué de la relation contrainte-déformation au sein du matériau. Dans le
cas d'une corde, on introduit la contrainte q, qui, dans le cas non amorti n’est autre que la composante
normale de la tension, soit ¢ = T Ozu.. Le modele de Wiechert s’écrit :

0%u. Oq Ou,

Pear ~op T

N M
o"q om
§ 7%% =T E ,U'mat—mawuc-

=0,
(1.17)

Notons que notre modele consiste alors a prendre N = 0 et M =1, avec yo = 1, po = Let p1 = .
Dans ce cas, la contrainte q est définie par :

(1.18)

FI1G. 1.8: Intérieur d"une table d’harmonie

1. Quoique, en pratique, il ne faut pas totalement chercher a fitter des courbes expérimentales, puisque les
taux d’amortissement mesurés sont dus a toutes les pertes, dont les pertes au bords, et non seulement aux pertes
internes.
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1.3 La table d’harmonie

1.3 Latable d’harmonie

1.3.1 Présentation

La table d’harmonie est une fine plaque de bois, en général en épicéa. Elle est raidie locale-
ment par un barrage, réalisé a ’aide de baguettes de bois plus rigide, par exemple de I'acajou
ou du cédre canadien, dont la premiére fonction est de la consolider suite a un rabotage im-
portant (figure (1.8)). La table supérieure doit en effet résister a 1’effort permanent exercé par
la tension des six cordes attachées au chevalet.

Transverse Sloane

FIG. 1.9: Quelques barrages de guitare (in Sloane [58])

Ce barrage a également une influence considérable sur la fréquence et sur la forme des
modes, et par conséquent sur le rayonnement de la table. En particulier, I'effet du barrage
est de concentrer les vibrations des modes dans le “ventre” de l'instrument et d’augmenter
notablement les fréquences propres de la table. Ces barres peuvent étre arrangées de diffé-
rentes manieres, et c’est un élément critique de la qualité d"une guitare. Quelques barrages
sont présentés sur la figure (1.9). La prise en compte d’un barrage le plus général possible
est donc un des objectifs de 1a modélisation.

Une difficulté de la modélisation réside dans le matériau. Le bois, substance naturelle, est
un matériau vivant qui ne peut de ce fait entrer dans le cadre d"une modélisation tres rigou-
reuse. Ses propriétés sont tres variables d"un échantillon a I'autre, puisqu’elles dépendent di-
rectement de I'histoire de I'individu (I’arbre) dont il provient. Suivant les années, les cernes
du bois ne sont pas toujours pareillement espacées. En outre, des nceuds correspondant au
départ des branches induisent une inhomogéneité flagrante, qui n’est pas désiré pour le bois
de lutherie. Si bien qu'un luthier aura beau construire deux instruments exactement de la
méme taille et de la méme forme, a 'aide des mémes techniques, les fréquences de réso-
nances varieront de quelques Hz, et ce sera un instrument complétement différent. On peut
également noter que ses propriétés dépendent tres fortement des conditions atmosphériques
(en particulier la température et I'humidité).
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Néanmoins on pourra considérer que le bois utilisé pour la lutherie a été choisi avec soin,
de sorte qu’il ne présente pas de noeud apparent. On supposera que les cernes sont régulie-
rement espacées et toutes dans la méme direction. Un simple contrdle visuel sur la moindre
guitare confirme, au moins grossierement, ces deux hypothéses. La raideur d"une plaque de
bois est bien évidemment beaucoup plus importante dans la direction paralléle aux cernes
que dans la direction perpendiculaire aux cernes. On considérera donc que le bois est un
matériau élastique linéaire orthotrope.

1.3.2 Equation de plaque non amortie
1.3.2.a Modéle de Kirchhoff-Love

La table supérieure d'une guitare mesure typiquement 50cm de long pour une épaisseur de
2 a3 mm, si bien qu’il est complétement justifié de la modéliser a 1’aide du modele de plaque
de Kirchhoff-Love, décrit en détail a I’annexe A.

On confond alors la plaque avec sa surface médiane de sorte que 'on considére qu’elle
occupe le domaine w de R%. Son bord éw, noté « est composé de deux parties, son bord
extérieur noté 7y (on suppose donc que x(yp) > 0) et le bord du trou noté +;. La normale
extérieure a w est notée n = (ng,ny) et la tangente au bord, choisie de maniere a ce que le
triedre (n, 7, e,) soit orthonormé direct, est notée 7 = (7, 1) ( voir la figure (1.10) ).

FIG. 1.10: Description géométriques de la table d’harmonie

Les vibrations de la table sont alors décrites en toute généralité par un champ de déplacement
u, (T, y) défini sur w par:

uy(z,y) = (uz(2,y), uy(z,9), uz(z,y))

Le déplacement u,,(z,y) = (uz(z,y),uy(z,y)), parallele a la table, est appelé mouvement
membranaire et le déplacement vertical u,(x, y) est appelé mouvement de flexion.

Nous n’avons pris en compte que la polarisation verticale de la corde, si bien que 'effort
exercé par la corde sur la table consistera en une charge surfacique perpendiculaire a la
table, comme on le verra plus loin (cf. section 1.5). D’autre part la charge de l'air consiste en
une force de pression exercée sur les faces supérieures et inférieures de la table. Ici encore, il
s’agit d’'une charge surfacique perpendiculaire a la table (voir la modélisation des couplages
a la section 1.5). Au total, dans le modéle que nous utiliserons, le chargement de la table est
donc un chargement de flexion pure (voir page 361).
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1.3 La table d’harmonie

Faisant momentanément abstraction des raidisseurs, et si on suppose que la plaque est équi-
librée, on est dans la situation particuliere ot un tel chargement induit un mouvement de
flexion pure, c’est a dire que le déplacement de la surface médiane, est uniquement vertical.

On décrira donc le mouvement de la plaque 1’aide du seul déplacement de flexion u ,(z, y)
défini sur le domaine w occupé par la surface médiane de la table.

Notation 1.2 Dans la mesure oit nous ne nous intéressons pas aux mouvements membranaires,
l'indice “z” de cette inconnue u, aurait quelque chose d'incongru dans la suite de ce document. Pour
des raisons de commodité, nous noterons donc désormais u,(x,y) = up(z,y) le déplacement (verti-

cal) de la table supérieure, qui est une inconnue scalaire.

1.3.2.b Modélisation des raidisseurs et du chevalet

Les raidisseurs Dans un premier temps, les raidisseurs sont modélisés de la fagon la plus
simple qui soit. On les considere comme une variation locale des propriétés de la table d’harmonie,
c’est dire comme une variation de 1'épaisseur, de la densité ou des modules de rigidité.

De cette maniére on prend effectivement en compte la nature différente de ces baguettes de
bois, qui sont en générale construite dans un bois nettement plus dur que celui utilisé pour
la table. Vu leur dimension particuliere (il s’agit en fait plus de barres que de plaques), on
pourra considérer qu’il s’agit d'un matériau isotrope, de sorte que 1’orientation des raidis-
seurs n’est pas assujettie aux seules directions donnée par 'orthotropie de la table.

Cette modélisation a l’avantage essentiel de ne pas ajouter d’inconnue supplémentaire: la
table supérieure raidie est vue comme un solide global décrit a1’aide du seul déplacement
vertical de la surface médiane de la plaque. Elle s’avérera satisfaisante dans la mesure ou
elle permet d’obtenir des résultats conformes avec I'expérience tant sur la forme des modes
propres que sur les fréquences propres de ces modes (voir la section 2.1).

Remarque 1.7 La plus importante amélioration a laquelle il faudrait s’attacher a mes yeux est d’en-
richir la modélisation de la table d’harmonie et du systeme de barrage qui est exagérément simplifiée
ici. En effet :

o Les raidisseurs ont, en général, une largeur de moins de 1 cm et une épaisseur qui peut atteindre
1,5 cm, auquel cas les hypotheses de plaque mince ne sont plus justifiées pour de tels solides.

o Afin de conserver la confortable propriété de découplage des mouvements membranaires et de
flexion on suppose toujours que la plaque est symétrique par rapport a sa surface médiane.
Or les raidisseurs induisent une dissymétrie flagrante de la table d’harmonie. Ainsi, méme si
on se contente d'un chargement de flexion pure, perpendiculaire a la plaque, le mouvement
membranaire n’est pas rigoureusement nul.
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Le chevalet quant a lui est modélisé de la méme fagon que les raidisseurs, c’est a dire
qu’il est considéré comme une inhomogénéité de la table. Ici encore, a priori, celui ci induit
un déséquilibre de la table qui n’est pas pris en compte. En revanche, ses dimensions per-
mettent effectivement de le considérer comme une plaque mince orthotrope, et il s’avere que
I'orthotropie du chevalet a le bon gofit de suivre les mémes directions que celle de la table.
La seule différence étant que la direction la plus raide pour le chevalet est la plus souple
pour la table.

1.3.2.c Conditions au bord

Sur son bord extérieur vy, la table supérieure est collée sur une baguette de bois, la contre
éclisse, elle méme collée (et parfois clouée) sur les éclisses (cf. figure (1.11)). Il parait rai-
sonnable de supposer qu’il s’agit d’un encastrement. Enfin, le bord du trou, noté v;, nest
soumis a aucune contrainte particuliere et il convient de supposer qu'on a une condition
libre le long de ;.

Table d’ harmonie

/

] +—— Contre-
éclisse

Cavite

FIG. 1.11: Collage de la table sur les éclisses

1.3.2.d Equations régissant le mouvement de la table d’harmonie

Au total, 1a table d’harmonie est modélisée par 1’équation en flexion du modele de Kirchhoff-
Love pour un matériau inhomogene, orthotrope, encastrée sur une partie de son bord 7
et libre sur I’autre partie de son bord ;.

Le mouvement est décrit par le déplacement vertical u,, régi par les équations suivantes:

( 32up

6ppW+div@g = fp, dansuw,
M—é?’Cg(Zup) =

, dansw,

) sur 7o, (1.19)

) sur i,

0
0
Opup = 0,  sur~y,
0
0

( DivM).n+ 0 [(Mn)r] =

5 sur vj.

o M estappelé le moment fléchissant, et la quantité Div M est I'effort tranchant. Les deux
conditions portant sur le bord libre +; correspondent donc, d"une maniere approchée a
une condition de moment et d’effort nul.
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1.3 La table d’harmonie

pp est la densité de la plaque,

C est le tenseur orthotrope de rigidité de plaque de Kirchhoff-Love 2. Si on utilise la
classique correspondance entre les tenseurs symétriques d’ordre deux et les vecteurs a
trois composantes:

(Mzz — M1)7 (Myy e M2)7 (MIZI A M3)7
on peut écrire:
i E, Eyvyy 0 1
1 — vgyvys 1 — vgyvyy Mz,
E E
CM=_— zVyx Y 0 Myy (1.20)
= 12 1 —vpyvye 1 — vgylys
M,
0 0 2ny TY>

ou E, et E, sont les modules de Young, v, et v, sont les coefficients de Poisson et
G'zy est le module de cisaillement.

0 est I'épaisseur de la table.
[p est la densité surfacique du chargement.

Or et 0, désignent respectivement la dérivée tangentielle et la dérivée normale le long
du bord +;.

div désigne la divergence usuelle appliquée & des vecteurs de dimension 2. Il s’agit
donc d’un scalaire. divf = 0,0, + 0,0.

V est le gradient usuel appliqué a fonction suffisamment réguliere de deux variables.
Il s’agit donc d'un vecteur de dimension 2. Vu, = (0pup, Oytp).

¢ représente l'opérateur des déformations linéarisées usuel. Il s’agit d"un tenseur sy-
métrique d’ordre deux.

1
Eaﬂ(Q) = E(aﬁea + aaeﬂ)7 pour aaﬁ € {lU;?/}

Div est la divergence appliquée a des tenseurs d’ordre 2. Div M est un vecteur de
dimension 2 dont les composantes sont données par la divergence de chacun des vec-
teurs lignes du tenseur M .

M.ZU.ZU

DiV =
==V Myz

Op Myy + Oy My,
O Myy + 0y My,

2.C estnoté R en annexe, cf. page (A.2.3)
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Remarque 1.8 La plaque étant supposée hétérogene, les trois parametres p,, C et 6 sont en fait
variables; il s’agit donc de fonctions définies sur w. En pratique, elles sont choisies constantes par
morceaux. En outre, on suppose qu’elles sont bornées et qu’elles vérifient les hypotheses de positivité
usuelles.

Notation 1.3 Dans la suite de ce document, pour simplifier la présentation, on ne fera plus apparaitre
I'épaisseur §. 1l est ainsi sous entendu que p, = ép, et C = §3C.

Remarque 1.9 On peut éliminer le moment fléchissant M dans I'équation (1.19) afin d’obtenir une
équation portant uniquement sur uy. :

( 82Up ] ) 3
6ppw +divDivé°*Ce (Vuy) = fp, dansw
Up = 0, sur Yo,
\ Opup = 0, surqyy, (1.21)
(BC e(Vupn)n = 0, sury,
| [Div (6°C & (Yup))l-n+ 8, [(6°C e (Yup)n).z] = 0, surmy.

1.3.3 Prise en compte des phénomenes de dissipation dans la table
1.3.3.a Les diverses origines des pertes dans la table d’harmonie

L’équation précédente ne prend en compte aucun phénomeéne de perte. Rappelons que les
phénomenes de dissipations jouent un role crucial dans la perception du son produit par
lI'instrument. Il s’agit donc ici aussi de proposer un modele suffisant pour rendre compte
de ces phénomenes. De méme que pour la corde (cf. section 1.2.2), diverses causes sont a
I'origine de ces phénomeénes de perte. Reprécisons, plus briévement, ce qu’il en est dans le
cas de la table d’harmonie:

les pertes aux bords dues a 1’absorption d’une partie de 1’énergie par les colles utilisées au
bord ou pour fixer les raidisseurs et le chevalet. Les vernis absorbent également une
partie de I'énergie. Nous ne les prenons pas en considération ici.

les pertes par rayonnement qui seront automatiquement prises en compte, grace a la mo-
délisation du couplage entre la plaque et 'air.

les autres pertes par couplage également prises en compte par la modélisation du couplage
avec la corde

les pertes internes que nous supposerons uniquement dus a des phénomenes de pertes vis-
coélastiques (ie.nous négligerons ici aussi les pertes d’origine thermique)
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1.3 La table d’harmonie

1.3.3.b Modele d’amortissement intrinseque

Nous choisirons de les modéliser de la méme maniere que pour la corde, a I'aide de deux
termes:

un terme d’amortissement visqueux qui simule les phénomeénes de retard dans la loi de
comportement du matériau et permet d’introduire une dépendance fréquentielle de
I’'amortissement. La deuxiéme équation du systéme (1.19), c’est a dire la loi de com-
portement du matériau, est alors modifiée de la fagon suivante:

M = 5C & (Vu) +196'Ce (Va), (1 > 0), (122

oul, pour simplifier, le coefficient d’amortissement visqueux 7 est supposé constant sur
toute la plaque.

un terme d’amortissement fluide

ou
P
6ppRp ot ,(Rp > 0),
dont le role essentiel est d’assurer un amortissement minimal aux basses fréquences,
non pris en compte par 'amortissement visqueux ci dessus (voir le paragraphe équi-

valent a la section 1.2.2).

En introduisant ces deux termes d’amortissement, 'équation de plaque de Kirchhoff-Love
devient:

( 6pp% + divDivM + 6ppRp% = f, dansw,
M — 8C e (Vuy) — 77%630 e(Vuy) = 0, dansw,

9 up = 0, sury, (1.23)
Ohup, = 0, surny,
Mn)n = 0, sury,
\ (DivM).n+0;[(Mn).r] = 0, sury.

1.3.3.c Solution générale du modeéle de table amortie

On peut éliminer le moment fléchissant M dans cette équation. Dans ce cas, ’équation inté-
rieure devient:

2
0% uyp

5 9
6y g + (1 +n5) div Div 8°Ce (Vuy) + 8pp Ry 57

ot = fp, dans w. (1.24)

On peut faire une analyse similaire a celle effectuée a la section 1.2.2, pour comprendre l'effet
de ces deux termes d’amortissement.
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On définit I'opérateur de plaque K de Kirchhoff-Love :
K :up— divDiv§*Ce (Vuy) (1.25)

L’équation de plaque amortie, sans second membre, s’écrit alors:

d? 0 0
opp e/ 2 (1 + na) Kuy + (SppRpﬂ = fdansw

ot? t
+ conditions au bord.

(1.26)

Sans entrer dans les détails d'une analyse mathématique rigoureuse, admettons formelle-
ment que, compte tenu des conditions aux limites données par (1.21), K est un opérateur
symétrique positif diagonalisable. On note [(Z),,(z)],, la base de L?(w) des modes propres de
K associés a la suite de valeurs propres (i, )n.

On montre alors que toute solution du probleme (1.26) dans le cas non amorti peut s’écrire
comme une somme de modes stationnaires, ie. sous la forme:

o0
up(,,t) = Y (An c08(wnt) + By sin(wnt))En (w, y), (1.27)
n=1
ot, dans le cas d"une plaque de densité constante, la pulsation w,, est donnée par w? = iy
Pp

Sion se restreint aux fréquences audibles, I’effet des deux termes d’amortissement R, et 77 sur

les solutions stationnaires est essentiellement d"introduire un facteur d’amortissement expo-
. < . 24R . . PR T .
nentiellement décroissant de taux C,, = £ g;}; £, ce qui conduit, en négligeant 1'influence de

I’amortissement sur la pulsation propre du mode n, a une solution générale de la forme (voir
la section 1.2.2):

o
up(z,y,t) = Y e” O (Ay cos(wnt) + By sin(wyt))En(z, ), (1.28)

n=1

Remarque 1.10 Nous avons présenté ici un choix particulier d’amortissement essentiellement pour
fixer les idées (mais également car c’était la forme d’amortissement choisie dans un premier temps au
cours de ce travail). 1l s’avere que la méthode spectrale employée pour la résolution de cette équation
de plaque donnera beaucoup plus de latitude pour décrire les phénomenes de pertes internes dans la
table d"harmonie.

Cette résolution se fait en deux étapes. D’abord une discrétisation spatiale de I'opérateur K, noté Ky,
fournit une approximation =y, j, des modes de K. La seconde étape consiste en une résolution exacte
en temps de I'équation approchée en espace. Cela revient a résoudre pour chaque mode I'équation
scalaire :

G (1) + 2C (B ) Oim o (8) + 11 () = fr (1)

D’une certaine fagon, on est dans le domaine fréquentiel. L'utilisation du modele d’amortissement

P . N N 2 R . . ..

décrit ci dessus mene, on I'a vu, a C(pn,p) = % + 7. Mais on a toute latitude pour choisir une
p

fonction C plus sophistiquée, méme si celle ci n’a pas d’équivalent local dans le domaine temporel.
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En pratique d’ailleurs, on choisit C(p) = % + %, ce qui, trés formellement, menerait, dans le
domaine temporel, a I'équation suivante :

0y ou

1.4 L’équation des ondes acoustiques

Les vibrations de la table d’harmonie sont transmises a 'air par un mécanisme de couplage
de type fluide structure. Ces vibrations se propagent dans l’air jusqu’a notre oreille, et nous
percevons le son qu’elle produit. On parle de rayonnement acoustique de la table. Nous
présentons dans cette section les équations qui permettent de décrire la propagation des
ondes acoustiques dans l’air. La question des conditions aux limites sera abordée a la section
section 1.5.2.

On suppose que l'air ambiant est un gaz parfait, homogene isotrope, occupant un domaine
2. Celui ci est décrit, selon les hypotheses de la mécanique des fluides, a I'aide de trois
grandeurs caractéristiques définies a chaque instant ¢ en tout point (z,y, z) de 2:

la pression acoustique p(z,y, z,t), fonction scalaire exprimée en Pascals (Pa). Elle est dé-
finie comme 1’écart de la pression avec la pression atmosphérique au repos noté P,
(il s’agit donc en fait d'une surpression algébrique). Ainsi, si P(z,y, z,t) représente la
pression totale, on aura:

p($7y7 Z,t) = P(wayazat) - PO-

La vitesse v,(z,, z,t), vecteur a trois composantes, exprimé en m.s . Il s’agit de la vitesse
moyenne des particules situées dans un volume élémentaire centré autour du point
(z,y,z) alinstant ¢.

la densité p(z,y, z,t), , fonction scalaire exprimée en kg.m 3. Il s’agit de la densité moyenne

d'un volume élémentaire centré autour du point (z,y, z) a l'instant ¢£. On notera -
p'(z,y, z,t) I'écart de de la densité avec la densité au repos notée p,. Ainsi:

p(2,Y,2,t) = pa + 0 (2,9, 2,1).
L’air est supposé initialement au repos, ce qui s’écrit:
P(2,9,2,0) =0, ¥,(2,9,2,0) =0, p'(z,9,2,0)=0.

Enfin, le fluide est supposé divariant, ce qui signifie que la pression totale P ne dépend que
de sa masse volumique p et de I'entropie spécifique s via I’équation d’état:

P = P(p,s).
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La guitare, une description et un modele physique

Le comportement des grandeurs p, v, et p est régi par les équations de la mécanique des
fluides. En 1’absence de toute source de débit, et en négligeant la pesanteur, on a:

% +div(pv,) = 0 équation de conservation de la masse,
p (382; + (Xa'Z)Xa) = —-VUp équation d'Euler, (1.29)

P = P(p,s) loi de comportement du fluide.

La célérité des ondes sonores étant petite devant la célérité des ondes thermiques, on sup-
posera que les transformations sont adiabatiques, c’est a dire sans échange de chaleur. On
néglige donc les phénomenes de perte thermique. La loi de comportement d"un fluide par-
fait en transformation adiabatique est donnée par:

P = Ctep”, (1.30)

ot y est la constante caractéristique d"une transformation adiabatique. Pour l'air, v = 1.4.

On supposera que les perturbations induites par la propagation des ondes sonores sont suf-
fisamment faibles pour pouvoir linéariser les équations précédentes autour de la position de
repos initiale. A titre d’exemple, le seuil d’audibilité correspond a une variation de pression
de 2.10—5 Pa, et le bruit assourdissant d"un avion au décollage correspond a une variation
de l'ordre de 60 Pa (pour une pression atmosphérique au repos d’environ 10° Pa. Un déve-
loppement limité des équations (1.29), au premier ordre, autour des fluctuations p, v, et o/,
donne:

( 0o’
—p+padivga = 0 dans ©,
ot
ov,
$ Pap, +Vp = 0 dans 2, (1.31)
P
p:(8_> P = cp', dansQ,
\ dp P=Pa

oP . . .
ott ¢ = (— est la célérité des ondes acoustiques. Dans le cas d'une transformation
P=Pa

dp
dP d P
— = —p, soit ¢, = 'y—o.
P p Pa

adiabatique, on aura:
1

Pour l'air, a température ambiante, on trouve ¢, = 340m.s™*, ce qui est en bonne adéquation
avec l'expérience et justifie donc a posteriori I’hypothése de transformation adiabatique.

Il est alors possible d’éliminer p’ dans les équations (1.31). On aboutit aux équations d’Euler
linéarisée formulées en vitesse-pression :

Pa 3B!a +Vp = 0, dans(),
N t (1.32)
uaa +divvy, = 0, dansQ.
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1.5 Un modele pour la guitare

1
oll u, = — est le coefficient de compressibilité adiabatique.
2 p q
a*q

Remarque 1.11 On peut encore éliminer v, afin d’obtenir une équation portant sur le seul champ
de pression acoustique p. On obtient alors I'équation des ondes acoustiques :
O _ 2ap=0, dans © 133
W—ca p =0, dans Q. (1.33)
La propagation des ondes sonores est donc régie par une simple équations des ondes scalaire tridimen-
sionnelle de célérité c,.

1.5 Un modele pour la guitare

1.5.1 Modélisation du pincer de corde

Le modele de pincer de corde le plus simple et le plus communément utilisé consiste a consi-
dérer que I'on écarte la corde de sa position au repos et qu’on la lache sans vitesse initiale. En
fait, la corde possede une vitesse au moment ot1 elle est reldchée. C’est pourquoi nous préfé-
rons considérer que le joueur exerce sur la corde une force f. modélisant idéalement le pincer
(voir figure (1.12)). On suppose tout d’abord que 1’on peut séparer la dépendance spatiale et
temporelle de ce pincer, de sorte que I'on aura:

fe(,t) = fe(z, t)e, = g(z)h(t)e,, (1.34)

oul g est une fenétre répartissant cette force sur une petite portion de la corde de longueur 6.
symbolisant la largeur du doigt, centrée au point d’abscisse .

1

0.8

~ 06
— Z
= £
> =

< 04+t

0.2

L L L L L L O L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.005 0.01 0.015 0.02
X time (s)

FI1G. 1.12: Modélisation idéale du pincer de corde. Dépendance spatiale (a gauche) et temporelle (a
droite)

h(t) est une version simplifiée du phénomeéne d’adhérence glissement mis en jeu lors du
pincer de corde: on tire sur corde pendant 15 millisecondes, puis elle soudainement relachée,
en glissant sur le doigt, en une demi milliseconde.

33



La guitare, une description et un modele physique

Remarque 1.12 En pratique, g est donnée par:

g(z) = exp (- (w ;:”0)2) : (1.35)

normalisée de facon que [° g(z)dz = 1.

h est donnée par :

Im (1 — cos(nt/t1)) pour 0 < t <t
h(t) = { I (1 + cos(m(t — t1)/t2)) pourty <t <t (1.36)
0 sinon

oul fr, est 'amplitude de cette force.

1.5.2 Le couplage entre la corde et la table d’harmonie
1.5.2.a Effort exercé par la corde sur la table d’harmonie

On note (g, yo) la position du point d'attache de la corde sur la table d’harmonie. Rappelons
que le chevalet est modélisé comme une variation locale des propriétés de la table supérieure
et donc, du point de vue de la modélisation, qu’il se confond avec celle-ci.

Considérons tout d’abord le cas ol la corde n’est pas amortie. Elle exerce sur la plaque
une force F égale a la composante verticale de tension exercée par celle ci au point d’attache
au chevalet (z¢, yo) (cf. figure (1.13)).

F1G. 1.13: Force exercée par la corde sur le chevalet

Concretement, 7' étant la tension de la corde et a(l., t) 'angle entre la tangente a la corde et
I'axe (Oz) en ce point, on aura F = —T'sin(a(l.,t)), ce qui s’écrit également, compte tenu
de I'hypotheése des petits déplacements de la corde:

F = =T ozuc(lc,t)e,. (1.37)
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1.5 Un modele pour la guitare

Cette force est répartie sur une petite surface centrée autour du point d’attache de la corde
au chevalet (zg, yo). C'est a dire qu’elle est pondérée par une fenétre spatiale G(z, y) positive,
normalisée de sorte que [ G = 1. Ainsi, la force exercée par la corde non amortie sur la table
d’harmonie, est une force surfacique de densité:

F = =T 0uc(le,t)G(z,y)e,. (1.38)

Dans le cas ou corde est amortie |, il faut tenir compte de 1'effet de retard entre I'effort et
la déformation qui en résulte. On a vu a la remarque (1.6) que dans le cas d’amortissement
viscoélastique proposé dans ce modele, I’effort ¢(x,t) exercé par la corde en un point z est
donné par:

0%u,
o201 %"

q(z,t) = Topuc(z,t) + TS

11 faut alors modifier I'équation (1.38). On obtient:

0%u,
o0zt

f =-T (aqu(lC’t) + ’H

uwﬂemwg. (1.39)

1.5.2.b Condition au chevalet pour la corde

Au point d’attache au chevalet, la corde est en contact permanent avec le sillet. On considére
donc que le déplacement de la corde a cette extrémité est égale au déplacement moyen de la
plaque au chevalet. On écrira ainsi :

qumﬂ=/G%w%@%®M@, (1.40)

ot G est bien entendu la méme fonction de poids que ci dessus.

1.5.3 Les interactions fluide-structure

On suppose que seule la table d’harmonie est mise en vibration lorsque la corde est pincée.
Le reste du corps de la guitare, les éclisses et le fond, est supposé totalement rigide, et donc
est immobile.

1.5.3.a Continuité de la composante normale de la vitesse acoustique

Selon le principe fondamental des interaction fluide structure, la composante normale de la
vitesse acoustique v, es continue en tout point de la surface de la guitare [59]. Cette propriété
de continuité exprime en fait la conservation de la masse a travers l'interface fluide-solide.

Ainsi, la composante normale de la vitesse acoustique est égale au déplacement u, en tout
point de la table d’harmonie w, tandis qu’elle est nulle sur le éclisses et sur le fond, ce qui
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s’écrit:

{ v, (z,9,0,t).e, = Owup(z,y,t) pourtout(z,y) € w, pour toutt > 0, (1.41)

v (z,y,2,t).N = 0 pour tout (z,y, z) € &, pour toutt > 0,

ol N est la normale extérieure définie sur X.

Remarque 1.13 Dans la mesure oit nous n’avons considéré jusqu’a présent que des mouvements
dans la direction verticale, I'hypotheése d’immobilité des éclisses est cohérente avec le reste de nos
choix.

11 peut paraitre plus contestable de supposer que le fond ne vibre pas. On peut néanmoins considérer
qu’en situation de jeu, la guitare est appuyée contre le quitariste, si bien que les vibrations du fond
sont amorties par son corps, ou tout au moins, que le fond de rayonne pas. En outre cette simplifi-
cation n’est pas vraiment nécessaire, puisque I'équation qu’on utiliserait pour prendre en compte les
vibrations de la table inférieure est la méme que celle utilisée pour la table supérieure. Cela n’introdui-
rait de ce fait aucune complication supplémentaire au modele présent. On peut donc ne voir ici qu’un
soucis d’allegement des équations globales.

1.5.3.b Effort exercé par l'air sur la table d’harmonie

D’autre part, la table d’harmonie est soumise a des forces de pression exercées par l'air en-
vironnant de part et d’autre de la cavité. Si on note p¢(z,y,t) = p(z,y,0",t) la pression
extérieure en tout point (z,y) € w, c’est a dire la pression en tout point situé immédiatement
au dessus de la table d’harmonie, et p;(z,y,t) = p(z,y,07,t) la pression intérieure en tout
point (z,y) € w, c’est a dire la pression en tout point situé immédiatement au dessous de la
table d’harmonie, alors celle ci est soumise a un effort surfacique de densité g, ou

Q(%y,t) = _(pe(xayat) _pi(xayat))gz = _[p]|w§za (142)

ol [p], = pe — p; est le saut de pression a la surface de la table d’harmonie défini en tout
point de w.

1.54 Le modele complet

On peut maintenant présenter I'ensemble du modele de guitare proposé dans ce chapitre.

1.5.4.a Hypotheses retenues du modele
Les hypothéses retenues sont les suivantes :

e On se place dans le cadre des petites déformations, de sorte que I'ensemble du modele
est entierement linéaire.

e La caisse de la guitare est infiniment mince; il s’agit donc d"une surface.
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e Seule la table d’harmonie vibre. Les éclisses et le fond sont donc supposés totalement
rigides. En outre, on fait abstraction du manche.

e On ne prend en compte que les mouvements de flexion de la table d’harmonie, c’est a
dire les mouvements perpendiculaires au plan de la table. Les mouvements membra-
naires sont donc négligés.

e Cela nous conduit naturellement a ne nous intéresser qu’aux vibrations de la corde qui
sont orthogonales a la table.

o Les raidisseurs et le chevalet sont considérés comme des hétérogénéités de la table,
c’est a dire comme des variations locales de la masse, de I'épaisseur ou de la raideur.
Ce choix permet de modéliser 1'ensemble de la table d’harmonie a 1’aide d'une seule
inconnue, le déplacement de flexion de la table.

e On modélise les pertes internes au sein de la corde et de la plaque a l'aide de deux
termes, I'un de type fluide, 'autre d’origine viscoélastique.

e Le modele de pincer consiste en une force (connue) imposée sur un petit segment de
corde.

1.5.4.b Description

FIG. 1.14: Description géométrique de la guitare

L'ensemble des notations apparait sur la figure (1.14) La caisse de la guitare est donc une
surface notée I'. Elle est composée de deux parties. La table d’harmonie occupe le domaine
w, situé dans le plan horizontal zOy. On note 7, le bord extérieur de w et 7y; le pourtour de
la rose. Le reste du corps de la guitare, éclisses et fond, est noté ¥. La normale extérieure en
tout point de la caisse, qui est un vecteur a trois dimensions, est notée N.

L'air environnant occupe le domaine Q. Il s’agit de tout I’espace privé de la surface de 'ins-
trument, soit @ = R? \ T,

Enfin, la corde est attachée sur le manche en un point noté O et on note [, sa longueur, qui
permettra de repérer le point d’attache au chevalet.
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1.5.4.c Les inconnues

Les inconnues du modéle sont toutes des fonctions du temps.

* Le mouvement de la corde est décrit par son déplacement vertical u.(z,t) , défini
pour z €]0,l.[ et régi par une équation de corde vibrante amortie. Elle est soumise a
une force modélisant idéalement le pincer. Elle est immobile a une extrémité et vibre
comme la table d’harmonie a 1’autre extrémité. Initialement, elle est au repos.

* Le mouvement de la table d’harmonie est décrit par son déplacement vertical u,(z,y,t),
défini pour (z,y) € w et régi par une équation de Kirchhoff-Love amortie pour un ma-
tériau inhomogeéne orthotrope. Elle est soumise d"une part a l’action de la corde au
point d’ancrage au chevalet et d’autre part a 1’action des forces de pression exercée par
l’air environnant. Elle est encastrée sur son bord extérieur tandis qu’elle est soumise a
une condition de bord libre le long de la rose. Elle est au repos initialement.

* Les vibrations de I’air environnant sont décrites par la pression acoustique p(z, y, 2, t)
et la vitesse acoustique v, (z,y, 2,t) , définies pour (z,y, z) € ) et régies par les équa-
tions de I'acoustique linéaire. Sur la surface de la guitare, I'interaction fluide-structure
impose la continuité de la composante normale de la vitesse acoustique. Initialement,
l'air est au repos.

1.5.4.d Les équations du modele complet

L’ensemble des équations du modele est ainsi :
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Corde:
( 0%u, 0%u, Ou,
e ( + 6 ) + RCE = fe(z,t), dans]0,l.,
ue(0,1) =0, vt > 0,
4
Ue(ley ) = / G(z,y)up(z,y,t)dzdy, vVt > 0,
w
ue(z,0) =0, dans |0, ./,
[ | Owuc(z,0) =0, dans |0, [,
Table d’harmonie:
( ( 2
0 0
6ppaT’;p +divDiv M + Rpépp% — TOuc(le, )G (z, y)
< O u
+68 ot = (le, t)G(z, ) — [p]), dans w,
M — 6C g (Vuy,) — 553ce(vup) =0, dans w,
| 22 2
< ( Up = 0, sur Yo,
Onup = 0, sur 7o,
<
(Mn).n =0, sur vy,
(DivM).n+ 0;[(Mmn).1] =0, sur 7,
\
up(z,y,0) =0, dans w,
\ Orup(z,y,0) =0, dans w,
Fluide environnant:
ov,
Pa=gp “ +Vp=0, dans ,
Op
= dans €,
Pagy +divv, =0,
) v, (z,9,0,t).e, = up(z,y,1), pour tout (z,y) € w,
v, (z,y,2,t).N =0, pour tout (z,y) € 3,
p(z,y,2,0) =0, dans 2,
(z,9,2,0) =0, dans (.
(1.43)

39



La guitare, une description et un modele physique

40



Analyse mathématique du modele

Chapitre 2

Analyse mathématique du modele

Le but de ce chapitre est de montrer que le modele de guitare introduit dans le chapitre
précédent conduit a un probléme bien posé, c’est a dire qu’il posséde une et une seule so-
lution dans un sens a préciser. Pour cela, nous le faisons entrer dans le cadre du théoréme
de Hille-Yosida, outil fondamental pour résoudre les équations d’évolution. L'essentiel de ce
chapitre consiste donc tout d’abord a reformuler le probleme sous la forme d'un probleme
d’évolution d’ordre un en temps, puis surtout a vérifier les hypothéses dudit théoréme.

Il n'y a pas a proprement parler de difficulté pour obtenir ce résultat. Compte tenu du
nombre d’équations, la démonstration du caractere maximal monotone de 1'opérateur non
borné A qui décrit notre probléme est un peu laborieuse, mais elle se fait bien.

Signalons toutefois deux aspects qui méritent d’étre mentionnés. Tout d’abord, I'opérateur
de plaque invoquant des dérivées d’ordre 4 en espace, on ne peut avoir de résultat de ré-
gularité suffisant pour introduire les conditions portant sur le bord libre dans un sens fort
dans le domaine de I'opérateur A. On doit se contenter d’écrire ces conditions dans un sens
faible (voir section 2.2.3.a). D'autre part, on ne peut pas éliminer v, de I'équation des ondes
acoustiques pour se ramener a une simple équation des ondes scalaires, comme on pourrait
le faire dans le cas d’un probléme non couplé, méme avec une condition de Neumann ho-
mogene. On doit donc résoudre le probleme avec v, et p (mais ¢a ne pose aucun soucis) (cf.
remarque (2.1)).

On obtient en outre des estimations a priori sur les inconnues du probléme a partir d'une
propriété d’identité d’énergie.

2.1 Le théoréeme de Hille-Yosida

Soit H un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (., .) . On consideére un opérateur A4,
non borné dans H, c’est a dire une application linéaire définie sur un sous-espace vectoriel
D(A) C H,avaleurs dans H. D(A) est le domaine de A. Le théoreme de Hille-Yosida est un
outil fondamental pour résoudre les problemes d’évolution dans H de la forme:
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Trouver u(t) : Ry — D(A) C H,

d

o Au=F, V>0, 2.1)
dt

u(0) = wp,

ou F'(t) est une fonction donnée de Ry dans H et ug est une condition initiale donnée.

Définition 2.1 On appelle solution classique (ou solution forte) de (2.1) toute fonction u vérifiant :
u(t) € C(Ry., H) N C°(Ry., D(4)),
ot D(A) est muni de la topologie hilbertienne induite par la norme du graphe, définie par :
el By = Tull + [l AullZ- (22)

Le théoreme de Hille-Yosida fait appel a la notion d’opérateur maximal monotone pour ré-
soudre ce probleme.

Définition 2.2 Soit A : D(A) C H — H, un opérateur linéaire non borné.

On dit que A est monotone si:

(Au,u)g >0, Yu € D(A). (2.3)

On dit que A est maximal monotone si de plus A + I est surjectif de D(A) dans H, ie.:

Vf € H,3u € D(A) tel que: u + Au = f. (2.4)

Nous sommes en mesure d’énoncer le théoréme de Hille-Yosida, dont on trouvera une dé-
monstration dans [5] ou [44]:

Théoreme 2.1 (Hille-Yosida) On suppose qu’il existe A € R tel que A + X1 est maximal mono-
tone.

Alors pour tout ug € D(A) et tout F(t) € CY(R,, H), il existe une unique fonction

u(t) € C'(Ry, H) N C°(Ry, D(A)),

telle que :

dt (2.5)
u(0) = ug.

{ W g =F Vi,
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2.2 Solution forte pour le modéle de guitare

2.2.1 Ecriture sous la forme d’un systeme d’ordre un en temps

Pour montrer 1'existence et 1'unicité d’une solution forte de notre modele, donné en (1.43),
on le fait entrer dans les hypotheses du théoreme de Hille-Yosida. Pour cela, on le réécrit
sous la forme suivante:

( Ou
Btc — Ve 07
Ove 5 0%, 0%v, _ fe
5 S5 +ﬁ8m2 + R, o0
% vp =0,
1 o TOwue(le, )G TBOve(le, )G 0] (2.6)
Ovp n }C Up + }C’Up +vap zUc\le, + zUclbc, + lw — 0,
8373 Pp Pp Pp Pp Pp
/4
ot + divv, =0,
ov, 1 0
—Vp=U,
(Ot Pa
ou K est 'opérateur de plaque:
K :up > divDiv Ce (Vuy,), (2.7)

Les conditions aux limites de (1.43) s’écrivent maintenant (précisons juste que les conditions
vérifiées par v, et v, sont de simples conséquences de celles vérifiées par u. et u,, par déri-
vation en temps):

[ u.(0) =0,
ue(le) = / Guyp,
w
v:(0) =0,
ve(le) = | Gup,
w
! W= Onup = 0 sur v, 2.8)

(Mn).n = 0survy,
(DivM ).n + 0;[(Mn).7] =0, sur -y,

V, €y = Up, SUr'W,

- N =0, sur ],

\ Yq

ol on a posé:

M = Ce(Vup) +nCe (Vup), (2.9)

43



Analyse mathématique du modeéle

Enfin, il convient d’y ajouter des conditions initiales. Nous les avons choisies nulles dans
notre probleme, mais on peut prendre des conditions initiales plus générales, soit :

([ u.(t=0)= ug,
Ou,
velt = 0) = (G =0 = ul,
up(t = 0) = ud,
;7 gu (2.10)

vp(t =0) = (8—5%70 = u,,
p(t=0)=p"

\ Xa(t = 0) = Xg-

Remarque 2.1 On pourrait chercher a éliminer la vitesse acoustique de I'équation de ondes acous-
tiques pour se ramener a une simple équation des ondes scalaires. Mais ce n’est pas possible. En
effet, en éliminant v, la condition d’interaction fluide structure entre la plaque et I'air a I'aide de la
pression se réécrit de la facon suivante :

10p 82up

— = . 2.11
e 02 52 sur w (2.11)

Cette nouvelle condition invoquant la dérivée seconde en temps de up, on ne peut pas l'introduire
dans l'espace H, puisque justement celui ci ne connait pas le temps. On est donc obligé de garder v,
ce qui ne géne en rien la démonstration.

On introduit alors I'inconnue U et 'opérateur A définis par:

( e
U 2 2
0u 0%v
—c? ¢ ¢
Ve oz T b 922 T Reve,
U o
i
U= et AU =| 1 TOoyuc(le, )G TBOvc(le, t)G
vp Loy + iy + Ry + Lotelles NG THOelle, )G P,
Pp Pp Pp Pp Pr
p —divv
Ha -
Va 1
—Vp
Pa

(2.12)
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2.2 Solution forte pour le modele de guitare

et on pose également:

0°) ul
fe ul
Pc
0 up
F = et Up= ) (2.13)
0 Up
0 p’
0 Vo
Ainsi, le probleme (2.6, 2.8, 2.10) s’écrit:
dt (2.14)

{ W av=r

U(0) = U.

2.2.2 Définition de H

On introduit I'espace H, incluant les conditions aux limites de “type Dirichlet” du probléme
(2.6,2.8,2.10):

H= {U € H*()0,1.[) x L*(]0,1.]) x H*(w) x L*(w) x L*(Q) x L*(Q) ; tel que:

L4 UC(O) =0, uc(lc) = / G'Ufpa

e (0) =0, wo(le) = / Gy, (2.15)

® u, = Opu, = 0 sur 7y,

o v, = Opvp = 0 sur vy }

Précisons les notations suivantes pour le produit scalaire a poids dans les espaces L? :

Notation 2.1 Soit O un ouvert de R*, ot n vaut 1, 2 ou 3. Pour toutes fonctions f et f* de L*(O)
et pour tout oo > 0, on note:

(f,f*)az/oaff*, (2.16)

et ||.||o désigne la norme associée.
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D’autre part, pour tout tenseur du quatrieme ordre symétrique défini positif C , et pour tous tenseurs
d’ordre 2 M et M* de , (L*(w))*, on note:

(MM = [ omim, .17)
w
out le “:” désigne le double produit tensoriel.
On munit alors H du produit scalaire :
YU,U* € H,
(U, U" )1 = (Oxtc, Oxug)T + (ve, 07 ) p. + (€ (Vup), € (Vup))c (2.18)

+(,Up7v;)pp + (p7p*)lla + (XmXZ)paa

et on note ||| 7 la norme associée.

Les théorémes généraux d’analyse fonctionnelle nous permettent de montrer simplement le::

Lemme 2.1 H, muni de la norme ||.|| i, est un espace de Hilbert.

D> PREUVE : Les applications de traces:

HY(0,L) — R
(2.19)
Ue (UC(O)aUC(lc»a
et
H2(w) — H x Hi(y)
(2.20)
Up (uphoaanupho)
sont continues. Comme G € L*(w), I'application:
HY(0,l.[) x H*(wv) — R
2.21)

(Ue,up) uc(lc)—/Gup,

est également continue. On en déduit que H est un sous espace vectoriel fermé de 1’espace
de Hilbert:

X = H'(J0,1.[) x L*(]0,1.[) x H*(w) x L*(w) x L*(9) x L*(Q), (2.22)

et donc que c’est un Hilbert pour la norme hilbertienne canonique définie sur X
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2.2 Solution forte pour le modele de guitare

D’autre part, puisque T > 0, on a I'inégalité de Poincaré (voir par exemple [5]):

le
v > 0,/ T|8xuc|2 Z V“uC”%l(]O,ch’ Vuc (S {’LLC S H (]0 l [ U = 0} (223)
0

et aussi, compte tenu des propriétés de positivité du tenseur C , on a une inégalité similaire
dans H?(w), conséquence immédiate de I'inégalité de Korn en dimension 2, valable dés que
7o est de mesure non nulle (voir par exemple [16] ou [22]), et des propriétés usuelles des
espaces de Sobolev :

v >0, / Ce(Yup) : £ (Vup) > vl|upllfzy, Vup € {up € H*(w); Up|,y = 0} . (2.24)
Par conséquent, la forme bilinéaire symétrique positive définie en (2.18) est bien un produit

scalaire et la norme induite est équivalente a la norme hilbertienne canonique définie sur
X. <

2.2.3 Définition du domaine de A

On détermine le domaine de A en cherchant a donner un sens a chacun des termes qui
définissent cet opérateur. En outre, il faut s’assurer que AU € H pour tout U € D(A). Enfin,
nous introduisons dans le domaine de A, outre les conditions aux limites incluses dans H,
les conditions aux limites de “type Neumann” portant sur la vitesse acoustique ainsi que les
conditions aux limites portant sur le bord libre de la plaque.

2.2.3.a Prise en compte faible des conditions aux limites sur le bord libre de la plaque

Sur ce dernier point, il convient d’étre vigilant. Rappelons que les conditions de bord libre
sur la plaque s’écrivent:

(Mn).n = 0sury,

(Div M ).n + 0, [(Mn).7] = 0, sury, (2.25)

ol on a posé:

M = Cg(Vup) +nC e (Vp). (2.26)

Pour toute fonction u, appartenant a I'espace::
{up, € H*(w) ; divDivCe(Vu,) € L*(w)},
le moment M = C¢(Vu,) n’est pas nécessairement dans 1'espace H(Div ), défini par:
H(Div) = {M € (I*(w))"; DivM € (1))},

puisqu’on a seulement divDiv M € L*(w). Par conséquent, on ne peut rien dire de sa trace
normale (M n).n et a fortiori encore moins de la trace intervenant dans le seconde condition
de bord libre (2.25).
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Ne pouvant pas traiter ces deux conditions aux limites dans un sens classique, on les écrit
dans un sens faible. Rappelons tout d’abord la formule d’intégration par partie suivante
valable pour toutes fonctions M € (H*(w))* etu, € H*(w) (voir section A.4.2.a):

/wdivmg Uy :/wg :g(yup)Jr/&d [(Mn).n] Bnup+/6w [(Div M ).n + 0 [(Mn).7]] up.

(2.27)
On en déduit la:
Définition 2.3 On dira qu’une fonction u, de l'espace
Vp = {up € H?; Up = Opup = 0 sur '70} (2.28)
vérifie les conditions de bord libre (2.25) dans un sens faible si on a:
/ (Kup)u, = / Ce(Vup):e(Val), Vai €V, (2.29)
w w

2.2.3.b Le domaine D(A)

On peut maintenant définir le domaine de 'opérateur A:

D(A)=Hn {U € H'()0,1.[) x H'(]0,1.]) x H*(w) x H*(w) x H'(Q) x H(div,Q) ; tel que:

0 [8% %

2
* oz | 0z +ﬁ6x] € L7(10, L),

o K(up +1vp) € L*(w),

o Vu, € Vp,/ K(up + nup)uy = / Ce (Vuy +1nvp) : £(Vuy)
w w

oV, e, =p, surw,v, N =0, sur, }

(2.30)

2.2.4 Démonstration des hypotheses de Hille-Yosida

Pour appliquer le théoréme de Hille-Yosida, il n'y a plus qu’a démontrer le:

Lemme 2.2 L'opérateur A est maximal monotone.
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2.2 Solution forte pour le modele de guitare

> PREUVE :
I. A est monotone

Pour U € H, on calcule:

vy = - G G|+ [ - (@50 + 055 + Rane) |
+| - ) (Tue] + [( F) - Ayy) |
o (P R ! ), [ Gooen), |
s,

(2.31)

Il y a sept termes dans cette équation, définis par les crochets. Pour montrer que 1’essentiel
de ces termes s’annulent entre eux, on en développe certains :

e 28me terme On calcule a I'aide d’une intégration par partie, compte tenu des conditions
sur le bord vérifiées par U € D(A):

le
_( auc+ﬁ28vc+RcU07U0> =T auca'uc /3/ T|(9 'Uc‘

Pe 0

le
+ R, / Py [ve|? — TOpuc(le)vele — TROve(le)vele  (2.32)
0

e 48me terme On calcule, a 'aide des conditions de la condition de bord libre incluse faible-
ment dans D(A), en choisissant en particulier u; = v, (voir (2.30)):

1
(p—ic(up + 7up) +vap) - / Ce(Vup) : £ (Tup) +1 / Ce (Vo) : £ (Tup) + Ry / L
Pp w w

p w
(2.33)
e 78Me terme On calcule, a 'aide de la formule de Stockes:
1
(p_padivza)Pa = _/ zp Vo — <Xa ’ Ma [p]|F>a VXa € H(diva Q): VP € HI(Q)a
a Q
(2.34)

ou (.,.) désigne le crochet de dualité dans H %(I‘), et ou I' désigne la surface de la
guitare, c’est a dire le bord de 2. Rappelons que [p] | est le saut de pression a travers la
surface de la guitare:

[plir = (pe — Pi)r,

ou p, est la pression a l'extérieur et p; est la pression a l'intérieur (ce qui explique le
""" dans l'intégration par partie précédente).
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Compte tenu des conditions aux limites vérifiées par v, € D(A) (voir (2.30)), on en
déduit que:

1 .
(p—p,dlvza)pa =— /Q Vp-v, — /w vplp], - (2.35)

a

Par conséquent, en tenant compte également de la condition aux limites couplant u. et u, au
chevalet, ainsi que v, et v, (voir (2.30)), I'équation (2.31) conduit a:

(AU, U)i = Bll0wvell7 + Rellvellp, +nlle (Vop)lle + Rollvg 7, (2.36)

On en déduit que:

(AU,U)y >0, YU € D(A). (2.37)

IL. (A + I) est surjectif de D(A) dans H, pour tout > 0

e On se donne

F = (Fues fues Fups Fops Frr£0,) " € H,
et on cherche

U= (uc,vc,up,vp,p,za)T € D(A),
tel que:

AU+U =F, (2.38)

c’est a dire tel que:

r
—Ve + U = fuca

2
_028 Ue
¢ Ox?
—Up + Up = fup’

0%v
+4 20+Rcvc+vc:fvc;
oz

§ 1 Topuc(le, )G TBOve(le, 1)G (2.39)
—]C’ILp—FlK:Up-I-RpUp-F ;cuc( ¢y ) + /3 ;cvc( cs ) + [p]|w + :fvpa
Plp Pp Pp Pp Pp
—divv, +p = f,,
:uia ~a p fp
_Zp +Xa = iva'
\ Pa

Pour trouver un tel U, il nous faut écrire une formulation variationnelle de ce probleme, de
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maniere a pouvoir appliquer le théoreme de Lax-Milgram.

On introduit tout d’abord 'espace V, :

vy = {HA0.LD x F20) x H'(9) s1c(0) = 0, uelt) = [

w

Gup, up = Opu, = 0 sur o, }

(2.40)
muni de la norme:
2 2 2 2
(ues wps P13, = 10zucllF + lle (Vup)llE + lpllz, + 19213,
Onale:
Lemme 2.3 V,, muni de la norme ||.||y,, est un espace de Hilbert.
> PREUVE : Elle est similaire a celle du lemme (2.1) <

¢ N’éliminons pas trop vite les variables v, v, et v,, les calculs resteront plus lisibles. Soient
(ug, up, p*) € Vy. On multiplie la deuxieme équation de (2.39) par p.u;, la quatrieme par ppu,,
et la cinquiéme par p,p*. On obtient, apres des intégrations par parties identiques a celles
présentées dans la partie I. de cette preuve:

( le le

le
T OrucOpuy + / T(0zv.0zu, + / pe(Re + Vveuy — TOzuc(le, t)upl,
0 0 0

le
_Tﬁawvc(lcat)u:lc :/ pcf'ucu:a
0

{ [ ce@u):e(@utn [ Ce(Tu)ieu)+ [ palhy+ Vg

w

4 [TOsucle, t) + THOsvelle, 1)] / Gul + / o) us = / oo futs

—/Zp*-zaJr/ papp”* — (vo - N, [p*]ir) =//Lafpp*>
Q Q Q

\

(2.41)

On cherche a vérifier la condition d’interaction fluide-structure sur la surface de l'instrument
I', on écrira donc, dans la derniére équation de ce systeme:

(Vo N, [5"] ) = / (5], vp- (242)

Compte tenu également de la condition de couplage au chevalet entre uy et uj, incluse dans
’espace V,, on obtient la formulation variationnelle suivante, en effectuant la somme des
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trois lignes du systeme (2.41):
V(te, up,p) € Vg,
le

le
T OrucOgu,, +/ T[0v.0u;, -I-/
0 0 0

le
pe(Re + Dveul + / Ce(Vuy) : g(Vuy)

w

w0 [ Ce@n) £ (@) + [ Ryt o+ [l — [ 9,
w w w

le
+ /Q papp* — / 5] vp = / pefoti® + / pofutl + /Q hafop®. (243)
w 0 w

On utilise maintenant les équations (1), (3) et (6) du systeme (2.39) pour éliminer v, v, et
v, de I'équation précédente. Comme F est dans H, on a en particulier f,, € H*(]0,1.[) et
fu, € H*(w). Par conséquent, on peut écrire::

( c = Uc — fuca

OpVe = Ogie — am.fuca

{ U=t~ fuy (2.44)
Cg(zvp) = Cg(zup) - Cg(z.fup)a
1
v,=——V f
\ - pa_p pa_va

e On aboutit a la formulation variationnelle suivante, en injectant ces derniéres équations
dans (2.43), :

On cherche (uc, up, p) € V,, tels que:
a [(’LLC, upap)a (U:, Iu’;;ap )] = l[(uca up)p )] ’ V(uc7 up7p ) € Vg;
ou V, est I'espace de Hilbert défini en (2.40),
le le
oles ), (2,157 = T+ 5) [ Dt + [ pu(Ret D
H147) / Ce (V) £(Va) + [ pylRy+ Dy
w (2.46)

+/qu //Lapp
+ [ 1ol p—/[p L

le

le le
l[(uz, “;77’*)] — / pefo.tiy + ﬁT/ Og fu. e + pe(Re + 1) Juous
0 0 0
+ / ppfoytiy +1 / Ce(Vfu,) : e(Vuy) + / pp(Rp + 1) fu,uy  (247)
w w w

+/S)uafpp*—[d[p*]wfup —/vaa %
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Onale:

Lemme 2.4 Le probleme (2.45) posséde une unique solution.

D> PREUVE : La continuité de la forme bilinéaire a sur V, ainsi que celle de la forme linéaire
I sont immédiates. D’autre part, le couplage entre la plaque et 1’air apparaissant comme la
somme de deux termes antisymétriques dans 1’expression de a, on calcule:

V(“c;“pap) € Vg:
a[(ue, up, p); (e up, p)] = (Re + Dlucll}, + (1 + B)10zucll7 + (Bp + 1)luyll3,
+(1+0)lle (Cup)lIZ + [IpllZ, + 1¥2l1/p.

> Cll(uc, up, )13,

(2.48)

ot C = min(1 + f,1 + n) est une constante strictement positive dépendant des constantes
de Poincaré et de Korn (cf. la preuve du lemme (2.1)), et des constantes (positives) R et R,,.
Dong, la forme bilinéaire a est coercive et le théoreme de Lax-Milgram s’applique. <

e Sans surprise, on définit alors v, v, et v,a l’aide des équation (1), (3) et (6) de (2.39).

Il reste pour finir 8 montrer que la solution U = (uc, Ve, Up, Up, D, ga) ainsi construite est bien
dans D(A), c’est a dire que cette solution posséde bien la régularité demandée et en outre
qu’elle vérifie toutes les conditions aux limites. Il nous faut donc encore contrdler que:

1. v, € H'(]0,1.]),

2. v, € HY(w),

3. wve(le) :/va,
w

e [3“6 +ﬁ%] e L2(10,1.]),
ox

oz ox

5. K(up +nue) € L*(w),

I

6. /IC(up—I—meu = [/ e (Vup) g(yup)—Fn/Cg(va): (Vvp)|, Vu, €V,
w w w

7. v, € H(div,Q),
8. v, e,=1vp, surw, et v, -N=0,surd

1 1

9. Enfin, il faut bien str s’assurer que U est bien une solution du probleme que 1’on s’est
donné au départ, c’est a dire que le systéme (2.39) est bien vérifié.
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Pour vérifier tout cela, il s’agit essentiellement d’interpréter la formulation variationnelle
(2.45). Allons y pas a pas:

1,2,3 Compte tenu de la régularité des fonctions de V, et de celles de H, ainsi que des
conditions aux limites incluses dans la définition de ces espaces (voir (2.15) et (2.40)),
on voit immédiatement que:

ve € H'(0,L]), vy € H'(w), etue(le) = / Gy,

On peut alors parcourir en sens inverse le chemin effectué pour définir la forme bili-
néaire a a partir de (2.39), en réexhibant v. et v, dans I'expression de a.

4 Choisissant tout d’abord des fonctions tests U* € V), telles que u;, = 0 et p = 0 dans (2.45),
ce qui implique en particulier que u}(l.) = 0, on montre en effectuant une intégration
par partie que:

0 [&uc Ov,

—T% Oz + ﬁ%] = pe(Re + 1) — pefo (2.49)

au sens des distributions. Par conséquent:

0

T— |:auc + ﬂ%

ox

9z | 0z ] € L*(10, Lc[) (2.50)

5 On choisit maintenant des fonctions tests telles que p* = 0 et u,, € HZ(w).Illn’y a donc pas
de terme de bord quand on effectue l'intégration par partie sur I'équation de plaque.
Par contre, u}(l.) n’est plus nécessairement nul, et c’est ce qui permet de retrouver le
couplage entre la corde et la plaque lors de l'intégration par partie. On calcule :

le 9 [Ou, v, le
— - - * C C ]- cz TCEC I3 zc T xVelle, :c
/OTax[ax+ﬂax]uc+/0.p(R+)vu—l— Optie(le, )l +TBOyve(le, t)ull

le
+/’C(up+77vp)“;+/ﬂp(Rp+1)Upu;+/[p]|u ;:/0 Pcfvcuz‘l‘/prvpu;,
(2.51)

en tenant compte de la condition couplant u7 a u;, dans la définition de V; (voir (2.40))
ainsi que de (2.49), on en déduit:

Kup + nKvp + Rypppvp 4+ TOrtc(le, )G + TOpvc(les )G + []), + ppvp = ppfv,, (2.52)

au sens des distributions. Par conséquent (notons en particulier que comme p € H (),
le théoreme de trace sur H' (w) assure que [p], € H2(w) C L2(w)):

lw

K(up + nvp) € L*(w). (2.53)
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6 Il suffit maintenant de multiplier 'équation (2.52) par u}; € V,, ot V, est 'espace défini en
(2.28), puis d’intégrer sur w et enfin soustraire le résultat a (2.51) pour vérifier qu'on a
bien la condition faible sur le bord libre :

/ K (up + ) = [ / Ce(Vup) : € (Vuy) +1 / Ce(Vvy) :£(Tuy)|, Vul eV,
(2.54)

7 Choisissant ensuite U* € V, telle que p* = 0 sur I, on obtient, aprés intégration par partie,
et compte tenu des résultats ci dessus:

divv, +p=1, , (2.55)
et donc v, € H(div, ).

8 1l suffit pour finir de choisir U* quelconque pour obtenir les conditions vérifiées par v,,.
On obtient, apres intégration par partie:

(o NI}~ [ Wl =0, Vo' € H'(@) 256)
w
et par conséquent:
V,-€e, =y, surwetv, - N = 0surX. (2.57)

Remarque 2.2 En fait, comme v, est nulle sur vy, il est facile de construire un prolongement
Up de vy sur tout T', qui vérifie:
(ﬁp)|w = IUpa

(i) = 0. (2.58)

@y est dans H(T) et par conséquent dans H —2 (T). On peut donc réécrire (2.56) sous la forme
suivante :

(Vo - N, [p*)i0) = (8, [p]r), V" € HY(9), (2.59)
soit encore :
N =7, (2.60)

Vo

9 Les équation (1), (3) et (6) de (2.39) sont naturellement vérifiées puisqu’on a défini v,
vp et v, comme cela. D’autre part, les équations (2), (4) et (5) de(2.39) sont vérifiées,
puisqu’il s’agit respectivement des équations (2.49), (2.52) et (2.55), obtenues ci dessus
lors de l'interprétation de la formulation variationnelle de (2.45).

Ainsi, pour tout F' € H, on a réussi a déterminer U € D(A) telque AU +U = F.

Et finalement A est maximal monotone. <
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2.2.,5 Existence et unicité du modeéle de guitare

Nous somme maintenant en mesure d’énoncer un théoreme d’existence et d"unicité pour le
probleme (1.43)

Théoreme 2.2 On suppose que:
Uy € D(A),
(2.61)
fe € CH(Ry, L2(]0, 1)),

oit Uy est la condition initiale donnée en (2.13) et D(A) est 'espace défini en (2.30).
Alors le probleme (1.43) possede une unique solution forte (u., up, p, v,) telle que:

[ u. € C*(R+, L2(]0,1.])) N CHR, Ve),

0 | Oue Ov,
2 [ax N ga_x] € CORy, L(10, L)),

up € C*(Rt, L* () N CH (R, Vp(w)),

K(up +nvp) € CO(Ry, L (w)),

p € C'(Ry, L*(Q) N C(Ry, H'()),

v, € C'(Ry, (L(Q))°) N C°(Ry, H(div, 2)),

(2.62)

Ve = {uc € H(]0,1.]) ; uc(0) =0},

Vp = {up € H? ;up = Opup = 0sur v}, (2.63)

En outre, les conditions aux limites sont vérifiées dans le sens suivant :
_ 1
)= [, up, dans C'(R+,R),

Vuy, € Vp, /lC(up + np)u [ Ce(VYuy) : e (Vuy)
w

+n Ce(Vvp) 1 e(Vvp)|, dans C'(R+,R),

<

(2.64)

o1l vy, est définie en (2.58)

> PREUVE :
Comme f, € L?(]0,1.[), on en déduit que le second membre F défini en (2.13) est bien dans
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2.3 Identité de 'énergie — Estimations a priori

H.Grace au lemme (2.2), et au théoreme de Hille-Yosida, on sait alors que le probléme (2.6,
2.8,2.10) possede une unique solution forte U = (uc, Ve, Up, Up, Py Xa) " dans I'espace

C'(Ry, H)N C°(Ry, D(A4)).

11 suffit alors d’interpréter cette derniere relation en utilisant le fait que:

v, — Ou, ot v — Oup
‘ot T
pour obtenir les régularités annoncées. <

2.3 Identité de 1’énergie — Estimations a priori

On peut définir une énergie associée a chaque sous structure (corde, plaque, air) prise en
compte dans notre modéle. Chacune de ces énergies est en fait la somme d’une énergie ciné-
tique et d'une énergie potentielle. L'énergie totale du systéme, définie comme la somme des
trois énergies précédentes, vérifie alors une propriété fondamentale du point de vue de la
physique, a savoir qu’elle est décroissante des que la puissance extérieure qui lui est trans-
mise est nulle (c’est a dire ici dés que le doigt du guitariste n’interagit plus avec la corde). La
décroissance de cette énergie est liée aux termes de pertes internes au sein de la corde et de
la plaque introduits dans le modeéle.

Cette propriété est également fondamentale du point de vue mathématique. Tout d’abord,
elle permet de montrer simplement 'unicité de la solution du probléme (dont on sait déja
qu’il possede une unique solution, certes, mais c’est intimement lié). D’autre part, elle permet
d’obtenir des estimations a priori sur la solution, c’est a dire des estimations de certaines
normes de la solution sans connaitre son expression.

Enfin, on cherchera a définir une propriété similaire lors des discrétisations en espace et en
temps de ce probleme, de maniére a assurer la stabilité numérique du schéma d’approxima-
tion proposé pour le résoudre. Ce point est fondamental, puisque la stabilité d'un schéma
numérique est une propriété essentielle pour assurer sa convergence.
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Analyse mathématique du modeéle

Propriété 2.1 (Identité de I'énergie) Soit (u.,up,p,v,) l'unique solution forte du probleme
(1.43).
On définit I'énergie de la corde par :
1 [l Ou, 21 [l Ou, 2
E.(t) = - el = - T , 2.
(® 2/0p ot +2/0 o (2:65)
celle de la plaque par :
1 21
Ep(t) _/Pp oy + _/ Ce(Vup) : £(Vup), (2.66)
2,77 ot 2/, = =
et celle de I'air par :
1 2, 1 2
Eo(t) = 9 fra [P + ) Pa |Vl (2.67)
Q Q
Alors I'énergie totale du systeme :
E(t) = Ec(t) + Ep(t) + Ea(?), (2.68)
vérifie :
dE(t e’ ou
% = || e Plldsduucllr — Relldrucl,, —nlle (Voup)lic — Rpllduylly,  (269)
> PREUVE :
Rappelons que le probleme (1.43) s’écrit:
dUu
o tAU=F, (2.70)

ol U, A et F' sont définis en (2.12) et (2.13).

11 suffit de multiplier cette équation scalairement par U ( en utilisant le produit scalaire de

I'espace H défini en (2.18) ). On obtient alors:

1d N e du,

et A = — 2.71

53511 + (0.0 = [ 1.5 @71)
qui, compte tenu de (2.36), n’est autre que l'identité (2.69). <

Comme annoncé, on peut déduire de cette propriété les estimations a priori suivantes :
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2.3 Identité de 'énergie — Estimations a priori

Théoréme 2.3 Pour tout instant t > 0, on a les estimations suivantes :

||%
dt

1 t
Jouclbllr < B + [ 15 ds

1 t
O < ) + [ fele)] s,

1 t
lue(®llpe < [ullp. + HE)S + /0 (4~ )1 es) ) 1 ds,
d 1 t
G20l < QR+ [ Ao s
1 t
le (Tup)(B)le < (2B + / 1 fu(s)] 2 ds,
0 . Pc
lap(@®)llpy < 160, + HRE)S + /0 (1 = )Iels) 2 ds,
1 t
Il < %)} + / 1 Fu(s)] 2 ds,
0 . Pc
e (@)l < (2E%)3 + / o) 1 ds,
0 Pc

oir EY désigne I'énergie initiale :

(2.72)

1
B = 2 (lutl, + 10sulll3 + lugll2, + e (Tu) I + @2, +) + lva®l,.  @73)

> PREUVE :

On déduit de I'identité d’énergie (2.69) que:

dE(s)
dt

< (fels), - (5)), Vs 20.

» ot
Intégrant entre 0 et ¢ cette derniere équation, on obtient:

B() < B+ [ (fuls), o)

du,
dt

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient, compte tenu de ||

E(t) < B+ V3 / 1£ ()l 2 B(s) .

Pour conclure, on utilise le lemme de Gronwall, démontré par exemple dans [44] :
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Analyse mathématique du modeéle

Lemme 2.5 (de Gronwall) Soient o €]0,1[, C' > 0, ¢(t) et m(t) deux fonctions continues et
positives définies sur [0, t] et satisfaisant :
t
Vi € [0,T], p(t) < C / m(s)p(s)*ds. 2.77)
0
Alorsona:
t =
Vi€ [0,T],¢(t) < (Cla +(1- a)/ m(s)ds) (2.78)
0
On en déduit:
1 1

| | fe(s)]| 1 ds. (2.79)

11 suffit alors de remarquer que les quantités :

II%(t)Ilpc, 0zue(t)l7, II%(t)IIpP, le Vup)lles [1PO)llna, etlva@llp.  (2.80)

sont majorées par (2E(t))7 et d’écrire:

’ duc(s)

t
ue(t) = ud +/ o ds et up(t) = ug +/ dug;t(s)ds (2.81)
0 0

pour obtenir le résultat. <
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Présentation générale de la méthode de résolution numérique

Chapitre 3

Présentation générale de la méthode
de résolution numérique

La résolution numérique de ce modéle de guitare nous a conduit a effectuer un certain
nombre de choix spécifiques tant pour 1'approximation spatiale que pour 1'approximation
temporelle. L'objet de ce court chapitre est de présenter les difficultés principales, la dé-
marche adoptée et la méthode numérique finalement mise en ceuvre. Il s’agit donc ici d’aller

a I'essentiel. L'analyse détaillée de la méthode fait 1’objet des parties II et III.

3.1 Présentation des difficultés

Commencons par faire un bilan des difficultés que 1’on rencontre lorsque 'on s’attache a la

résolution de ce probléme par une méthode numérique.

Tout d’abord, on a affaire a des équations qui ont chacune leur dynamique propre:
monodimensionnel pour la corde, bidimensionnel pour la plaque, tridimensionnel pour
l'air environnant.

En particulier, il s’agit d"un probléme de grande taille, puisqu’il comporte une partie
3D, défini dans un domaine infini avec une géométrie complexe.

Bien qu'il soit amorti, la figure (1.3) montre qu'un son peut durer jusqu’a 6 secondes. Il
faut donc résoudre le modeéle sur des temps trés longs, ce qui va induire un trés grand
nombre de pas de temps. Il est donc incontournable de trouver une méthode vraiment
efficace. A titre indicatif, le standard d’échantillonage d’un son au format wav est de
44100Hz. Ainsi, pour obtenir 6 secondes de son, il faut calculer environ 250000 pas de
temps, ce qui commence a faire...

La bande passante de la guitare se situant aux alentours de 5000Hz, il faut assurer une
bonne précision en fréquence jusqu’a cette valeur. Usuellement, on estime qu’une
précision acceptable nécessite un maillage contenant environ 10 points par longueur
d’onde. Cette contrainte impose donc de mailler trés finement le domaine de calcul.
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Présentation générale de la méthode de résolution numérique

e Une des plus grosses difficultés qu’on a rencontré concerne la résolution de I’équation
plusg

3.2

de plaque de Kirchhoff-Love, qui est une équation dispersive au niveau continu. Ces
difficultés sont dues a la présence d'un opérateur du quatriéme ordre en espace, qui a
des conséquences désagréables tant sur I'approximation spatiale que sur I'approxima-
tion temporelle.

Une des gageures de I'élaboration d'un schéma numérique pour la résolution d'un
probléme d’évolution est d’assurer la stabilité, en générale obtenue sous une condi-
tion de type CFL reliant le pas de temps aux divers pas de discrétisation spatiale du
probléme.

Démarche pour établir un schéma de résolution

. La résolution du probléme globale repose avant tout sur une réécriture du probleme

complet sous une forme variationnelle (équation (3.1)). Cette démarche est adoptée
pour deux raisons:

e Il faut approcher correctement la géométrie particuliere de I'instrument. Dans ce
but, l'utilisation de la méthode des éléments finis est naturelle puisqu’elle repose
sur la construction de maillages conformes des domaines de calcul et peur de ce
fait approcher correctement la forme de la guitare. Une méthode de différences
finies, cantonnées a des maillages régulier, ne pourrait se contenter que d’une
approximation du contour a I'aide de marches d’escaliers, ce qui est évidemment
indésirable. En outre, la méthode des éléments finis permet de traiter beaucoup plus
efficacement les conditions au bord, tandis que le traitement de telles conditions aux
limites souléve de grandes difficulté dans la méthode des différences finies.

La premiére étape de la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis est juste-
ment I'écriture d"une formulation variationnelle du probleme.

e La stabilité du schéma numérique final est obtenue par une méthode énergé-
tique. Celle ci repose en fait sur la construction d"une formulation variationnelle
du probleme global qui possede au niveau continu une propriété d’identité de
I'énergie. Le fait d'utiliser une approximation conforme de cette formulation va-
riationnelle permet alors de chercher a obtenir une identité similaire au niveau
discret.

2. On effectue alors une approximation spatiale conforme par éléments finis de cette

formulation variationnelle. On obtient ainsi I’approximation semi-discrete en espace
de notre probléeme, qui se traduit, au final, par un systéme matriciel différentiel en
temps (équation 3.5).

On s’est en particulier attaché & mettre en ceuvre la technique de condensation de
masse qui permet d’inverser aisément les matrices de masse qui apparaissent a ce stade
la la discrétisation (voir annexe B). Ce choix permet d’obtenir un schéma en temps
essentiellement explicite (voir I'étape 4 ci dessous).

Vient ensuite I’approximation temporelle (équation (3.11)). On se tourne usuellement
vers une méthode de différences finies en temps pour la résolution du probleme
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3.3 Choix effectués pour la résolution numérique

semi-discrétisé en espace. C’est ce qu’on fera concernant la discrétisation temporelle
de I’équation de corde celle de 1’équation des ondes acoustiques. Par contre, ce choix
conduit a un échec pour 1’'équation de plaque, pour des raisons de précision ou d’ef-
ficacité. On est donc amené a résoudre exactement en temps 1’'équation de plaque
semi-discréte. On peut réinterpréter a posteriori cette méthode comme une méthode
spectrale pour laquelle, ne connaissant pas les modes continus, on les calcule par une
méthode d’éléments finis.

L’élaboration de cette discrétisation temporelle est guidée:

e d’une part par I'envie d’obtenir un schéma essentiellement explicite, c’est a dire
faisant intervenir le moins possible d’inversion matricielle a chaque pas de temps.
Ceci est rendu possible grace a la condensation de masse.

o d’autre part, par la nécessité d’obtenir une propriété de décroissance de 1’énergie
discréte pour assurer la stabilité du schéma.

4. Pour finir, il reste a résoudre le schéma proposé, qui est un systeme linéaire de tres
grande taille (section 3.4).

La présence de termes d’amortissement viscoélastique d"une part et la méthode des do-
maines fictifs utilisée pour résoudre le probleme d’interaction fluide-structure d’autre
part ne permettent pas d’obtenir un schéma entierement explicite. Malgré tout, la réso-
lution du schéma a chaque pas de temps est relativement peu cofiteuse car elle repose
sur I'inversion de deux matrices symétriques définies positives de petite taille : 'une
“de la taille” de la contrainte ¢ sur la corde (voir ci dessous section 3.3.1), I'autre “de la
taille” du saut de pression a la surface de la guitare A (voir ci dessous section 3.3.3) Ces
deux matrices sont factorisées préliminairement par la méthode de Cholesky. Le reste
des équations est entierement explicite.

3.3 Choix effectués pour la résolution numérique

3.3.1 Résolution de 1’équation de corde et couplage au chevalet

Reformulation On utilise une formulation mixte duale usuelle dans laquelle est introduite
la contrainte, ce qui permet de traiter simplement le couplage au chevalet (section 1.1).

Les nouvelles inconnues sont:

e [a vitesse de la corde : ve(z,t) = Opuc(z, t). Vt, wve(,t) €U
e la contrainte: q(z,t) = TOyuc(z,t). Vi, q(.,t) € Q.
ou:

U = L0, L)
Q = H'(J0,L[)




Présentation générale de la méthode de résolution numérique

o I @ e o

FIG. 3.1: Maillage de 10, .| FIG. 3.2: ddl pour v, FIG. 3.3: ddl pour q

Approximation spatiale On introduit un maillage régulier de l'intervalle |0, /.| (figure (3.1)).
Puis:

e Pour approcher v., on utilise des éléments finis de Lagrange P, discontinus de
maniere a approcher l'espace L(]0, I[[). Les degrés de libertés sont les valeurs de
v au milieu de chaque segment (figure (3.2));.

e Pour approcher g, on utilise des éléments finis de Lagrange P; continus de ma-
niere a approcher l'espace H'(]0,1.[[). Les degrés de libertés sont les valeurs de
¢ aux neeuds de chaque segment (figure (3.3)). La technique de condensation de
masse permet en outre de réduire la matrice de masse associée a ¢ a une simple
diagonale.

Approximation temporelle On utilise des différences finies centrées d’ordre 2 en temps.
Dans le cas d’une corde non amortie et sans aucun couplage, le schéma obtenu conduit a un
tres classique schéma aux différences finies explicite centré.

3.3.2 Résolution de I’équation de plaque

Reformulation: En pratique, I'équation de plaque est résolue par une méthode modale. Les
modes de la table sont tout d’abord calculés par une méthode d’éléments finis. On uti-
lise une formulation mixte en vitesse-moment (section 1.3).

Les nouvelles inconnues sont:
e la vitesse de la plaque : vp(Z,y,t) = Orup(z,y,t). Vt, wvp(.,t) €V
o le moment fléchissant : M (z,y,t) = Ceg(Vuy)(z,y,1). vt, M(,t)eXx
ou:
V = {vp,eH (w);vp=0sury}
= {H'W)*; Mn).n=0sury}.

Approximation spatiale: On introduit un maillage triangulaire conforme de w (figure (3.4)).
Puis on utilise des éléments finis d’ordre élevé de maniére a obtenir une bonne préci-
sion sur une large gamme de fréquence. La technique de condensation de masse (voir
[62]) permet en outre d’éliminer le moment M du systéme final d’équations discretes.

e Pour approcher v,, on utilise des éléments finis de Lagrange de type Py @ bulle
continus de maniére a approcher 'espace H'(w). Les degrés de libertés sont les
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3.3 Choix effectués pour la résolution numérique

[ 14
o o
o, ®
b [
FIG. 3.4: Maillage de w FIG. 3.5: ddl pour vy, FIG. 3.6: ddl pour M

valeurs aux sommets, au milieu de chaque aréte et au centre de chaque triangle
(figure (3.5)). La matrice de masse associée a v, est diagonale.

e Pour approcher M, on utilise des éléments finis de Lagrange de type Py @ bulle
continus de maniére a approcher I'espace (H'(w))*. Les degrés de libertés sont
les valeurs des quatre composantes du tenseur aux sommets, au milieu de chaque
aréte et au centre de chaque triangle (figure (3.6)). La matrice de masse associée a
M est diagonale par bloc 4x4, ce qui permet de l'inverser aisément.

Approximation temporelle: Pour des raisons de précision ou d’efficacité, il s’avere que
l'utilisation d'un classique schéma aux différences finies n’est pas adapté (qu’il soit
explicite ou implicite).

On utilise donc une méthode de résolution exacte en temps continu qui repose sur un
calcul analytique (section 4.3).

3.3.3 Résolution de I'équation des ondes acoustiques et du probléme d’interac-
tion fluide-structure

Reformulation: On utilise une méthode de domaines fictifs qui permet de préserver 1’effica-
cité des différences finies pour la résolution d"un probleme de cette taille tout en appro-
chant précisément la géométrie du domaine (section 2.2). On introduit A = p, — p;, le
saut de pression a travers la surface de I'instrument. On écrit alors une formulation va-
riationnelle de type mixte dans laquelle la guitare n’apparait que via le multiplicateur
de Lagrange ), ce qui permet d’utiliser un maillage régulier cubique pour approcher
le champ acoustique. II suffit alors de mailler la surface de la guitare pour approcher
A. On prend ainsi en compte de maniere trés précise la géométrie de I'instrument.
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Présentation générale de la méthode de résolution numérique

Les inconnues de cette formulation variationnelle sont:

e la pression acoustique : p(z,y, 2, 1), vt, p(.,t)€P
e la vitesse acoustique : v, (z,y,2,1). Vi, v,(,t)eW
e le saut de pression : A= [plr = (pe)ir — (o) 15 Vi, A(.,t) €L
ou:

Po= L®),

W = H(div,R?),

FI1G. 3.7: Maillage de FI1G. 3.8: Maillage de la guitare

4?7

,,,,,,,,,,,,,,,

/

F1G. 3.9: ddl pour p F1G. 3.10: ddl pour v, F1G. 3.11: ddl pour X

Approximation spatiale: On commence par restreindre le probleme a un domaine de taille
finie, parallélépipédique, encore noté €2, et on applique des conditions aux limites ab-
sorbantes d’ordre élevées sur la frontiere artificielle du domaine de calcul (voir [17]).
On introduit alors un maillage cubique régulier de 2 et un maillage surfacique trian-
gulaire de I'(figures (3.7) et (3.8)). Puis:

e Pour approcher p, on utilise des éléments finis de Lagrange de type Py discontinus
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3.3 Choix effectués pour la résolution numérique

de maniére a approcher l'espace L2((2).. Les degrés de libertés sont les valeurs aux
milieu de chaque cube (figure (3.9)).

e Pour approcher v,, on utilise des éléments finis de Raviart Thomas d’ordre 1 de
maniére a approcher l'espace H(div,(2). Les degrés de libertés sont les valeurs
de la composante normale de la vitesse sur chaque face des cubes du maillage.
(figure (3.10)). La technique de condensation de masse permet en outre de réduire
la matrice de masse associée a v, a une diagonale.

e Pour approcher ), on utilise des éléments finis de Lagrange de type P; continus

de maniere a approcher l'espace H 2 (T'). Les degrés de liberté sont les valeurs de
A aux sommets de la triangulation (figure (3.11)).

Approximation temporelle On utilise des différences finies centrées d’ordre 2 en temps.
Sans aucun couplage, le schéma obtenu conduit a un trés classique schéma aux différences
finies explicite centré.

3.3.4 Analyse de stabilité

On a ici un schéma de résolution atypique puisqu’il couple a la fois une méthode de résolu-
tion exacte en temps et une méthode de différences finies en temps. Pour obtenir la stabilité,
la technique reste toutefois classique. Elle repose sur 1’obtention d"une identité d’énergie dis-
créte qui stipule qu’en ’absence d’excitation, 1’énergie ne peut que décroitre (voir la section
3.3.3).

Concretement, la stabilité du schéma de résolution est obtenue sous deux conditions (voir
le lemme 3.1). D’une part la condition de stabilité du schéma de résolution de 1’équation de
corde:
c. At
he
et d’autre part la condition de stabilité du schéma de résolution de I'équation des ondes
acoustiques:

<1,

co At 1
_ < —,
ha \/g

ou At désigne le pas de temps, h, le pas d’espace sur la corde et h, le pas d’espace dans I'air.
Ces deux conditions ne sont autres que les trés usuelles conditions de type CFL des schémas
aux différences finies explicites couramment utilisés pour résoudre ces deux équations. On
a donc écrit un schéma robuste pour lequel la condition de stabilité n’est pas pénalisé par les
termes de couplages.

D’autre part, la consistance de la méthode des domaines fictifs mise en ceuvre pour la ré-
solution du probleme d’interaction fluide-structure repose sur 'obtention d"une condition
inf-sup discréte. On peut montrer que cette derniére est vérifiée sous une condition de com-
patibilité entre le maillage cubique du domaine acoustique et le maillage triangulaire de la
surface de la guitare (section 2.3.2.d). On vérifie en pratique que la condition inf-sup discrete
est satisfaite des que:

hy < 1,1h,.
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Une formulation mixte de ’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

Chapitre 1

Une formulation mixte de 1’'équation
de plaque orthotrope de
Kirchhoff-Love

On s’intéresse dans ce chapitre a la semi-discrétisation spatiale de I'équation de plaque dy-
namique de Kirchhoff-Love pour un matériau orthotrope inhomogene occupant un domaine
w, ouvert régulier de R?, encastrée sur une partie de son bord 7, et libre le long de 'autre
partie de son bord 7;.

Précisons notre démarche. Tout d’abord, la géométrie particuliere de l'instrument et les
conditions au bord du domaine suggerent d’utiliser la méthode des éléments finis, bien
adapté a ce type de situation. Celle-ci repose sur 1’exploitation d"une formulation variation-
nelle du probléme. Il se trouve que la formulation variationnelle naturelle de I'équation de
plaque de Kirchhoff-Love conduit a chercher l'inconnue u,(t) dans H?(w) (section 1.1). Et
une approximation conforme de cet espace nécessite 'utilisation d’éléments finis sophisti-
qués de classe C! pour assurer la continuité de la dérivée normale. Ces éléments sont com-
plexes a définir, difficiles a implémenter numériquement, et on préfére en général éviter de
les utiliser. C’est une difficulté essentielle et bien connue du modeéle de flexion de Kirchhoff-
Love. Il existe une abondante littérature proposant de nombreuses méthodes pour contour-
ner ce probleme. Aprés avoir fait un survol de quelques unes d’entre elles (section 1.2), nous
présentons la formulation retenue pour cette étude (section 1.3). Celle ci fait intervenir le
moment fléchissant M = C ¢ (Vu,), qui est un tenseur d’ordre 2.

I1 se trouve que cette formulation mixte ne vérifie pas les hypothéses de la théorie des
méthodes mixtes de Babuska-Brezzi, car elle exige trop de régularité sur 'espace du mo-
ment fléchissant pour qu’on puisse obtenir la fameuse condition inf-sup qui assure 'exis-
tence d’une solution. On peut en fait obtenir un résultat d’existence a 1’aide d'un argu-
ment de régularité, au moins dans un cas simple (voir la section 2.6). Cette situation in-
habituelle nous conduit en fait & analyser deux choix possibles pour 1’espace du moment
fléchissant:(H'(w))?* et H(Div,w). L'introduction de la condition de bord libre est traitée
différemment suivant qu’on utilise 'un ou l'autre de ces deux espaces. On est ainsi amené
a analyser deux formulations mixtes de 'équation de Kirchhoff-Love: les problemes P et
PV (section 1.3.3).
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Une formulation mixte de ’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

On commence par traiter le cas d'une plaque non amortie. L'introduction de I’'amortisse-
ment dans la formulation variationnelle mixte proposée ici pour résoudre ce probleme est
présentée dans un deuxiéme temps, a la section 1.4.

Présentation du probleme

L'inconnue uy(z,y,t) définie dans w x R, représente la flexion de la plaque, c’est a dire
le déplacement vertical de la surface médiane. Son mouvement est régi, dans le cadre des
hypotheses de Kirchhoff-Love (présentées a 'annexe A), par le probléme aux limites suivant
(cf. section 1.3):

( Pp ; 5+ divDiv Ce (Vu,) = fp dans w
up = 0, sur 7o,

\ Onup =0, sur 7o, (1.1)
(C g (Yup)n).n =0, sur vy,
| [Div (C &(Tup))n + 8, [(C &(Tup)n).o] = 0, sury,

auquel il convient d’ajouter des conditions initiales que nous supposerons nulles, pour sim-
plifier. On pourra se référer a la page 26 pour la signification des parametres p,, C et des
opérateurs div, Div, ¢, V, 8, et 0; intervenant dans ce probleme.

Remarque 1.1 On ne traite pas ici le troisieme type de condition au bord idéale usuellement ren-
contrée dans la littérature, c’est a dire la condition de bord simplement supporté, car elle n’intervient
pas dans le modele de guitare que nous avons choisi. Cela alourdirait inutilement cette présentation.
Néanmoins, l'introduction de cette condition aux limites serait aisée dans la méthode présentée ici,
car cette condition est incluse dans les conditions de bord libre.

1.1 Les inconvénients de la formulation variationnelle naturelle

1.1.1 Formulation dans H?(w)

Afin d’obtenir une formulation variationnelle du probleme (1.1), on multiplie la premiere
équation par une fonction test u; suffisamment réguliere et on effectue une double intégra-
tion par partie, en utilisant la formule suivante, présentée en annexe (section A.4.2.a), valable
pour tout tenseur M € (H*(w))* et toute fonction uy, € H Y(w):

a *
dllevMu;—/M e( / (@M.Q-I-@T[(M@).z]) u;—/ (M @)n&
bw _ _ bw ~

On obtient, compte tenu des conditions au bord, le probleme variationnel suivant:
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Trouver u, : [0,7] — V tel que:

d2

(1.3)
g7l / Pplpiy, —I—/ Ce(Vuy) : e(Vuy,) = / [y, Yu, €V,
t w w w

V ={up € H*(w) ; up = Opup =0suryp} . (1.4)

On vient en fait de refaire rapidement en sens inverse l'interprétation du principe des puis-
sances virtuelles écrit dans le cas particulier d"une plaque sous les hypotheses de Kirchhoff-
Love, présenté en annexe (cf. section A.4.2). C’est ce qui explique pourquoi les conditions
portant sur le bord libre, a 'aspect relativement indigeste, disparaissent magiquement. On
peut donc dire que cette formulation variationnelle est la formulation naturelle du probleme
de Kirchhoff-Love.

L'un des intéréts de cette formulation réside dans son apparente sobriété. Les conditions aux
limites sont traitées de maniere naturelle. En outre, elle rentre parfaitement dans le cadre
d’une analyse standard de convergence de la méthode des éléments finis. En effet, il s’agit
d’une équation de propagation de la forme:

d2 % * * *
W(up, uy) + a(up, w,) = l(uy), Vu, €V, (1.5)

ot (., .) désigne le produit scalaire dans L? et a(., .) est une forme bilinéaire coercive sur
V. En particulier, ce probleme est bien posé (ceci est une conséquence de I'inégalité de Korn
(voir (2.24))) .

Rappelons également la propriété de conservation de l'énergie suivante, que I'on retrouve

trés facilement en choisissant u,, = % comme fonction test particuliere dans (1.3):
Propriété 1.1 On définit I'énergie de la plaque par :
1 dup|® | 1
EP(t) = = / o | R 42 / Ce(Yuy) : e(Vuy). (1.6)
2 /o dt 2 Jo
Alors I'énergie EP vérifie :
dEP du
—(t) = —2 1.7
0= [ 15 17)

L’approximation spatiale de cette formulation variationnelle dans le cadre de la méthode
des éléments finis conforme repose sur la construction d"un sous espace Vj, de V de dimen-
sion finie. Commengons tout d’abord par effectuer quelques rappels sur la construction des
éléments finis.
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1.1.2 Quelques rappels sur les éléments finis

Nous n’entrerons bien entendu pas dans les détails de cette méthode. Il s’agit juste ici de
préciser de préciser un peu de vocabulaire qui sera utile dans la suite de cette partie.

On se donne une triangulation 73, du domaine w, satisfaisant les critéres usuels demandés
a une triangulation. L'indice h représente ici le pas de cette triangulation, c’est a dire la
longueur de la plus grande aréte des triangles de 73, qui est destinée a tendre vers 0. Et
on construit des fonctions tests dont la restriction a chaque triangle est polynomiale. Celle
ci repose sur la construction d’une famille d’élément fini, dont voici une définition. On se
restreint ici a la définition d"un élément fini triangulaire polynoémial.

Définition 1.1 On appelle élément fini triangulaire la donnée d'un triplet (K, Pi, ¥ ) ol :

o K est un triangle non dégénéré,
o Py est un espace de fonctions polynomiales de dimension N,

o Y est une famille de formes linéaires (0;)1<i<o définies sur I'espace Px. On suppose que cette
famille est Py-unisolvante, c’est a dire que l'application linéaire :

Py — RN
O:
p = (Uz'(P))lgiga

est bijective.

Par conséquent, pour tout élément fini (K, Pk, k), il existe une unique base de Pk, notée
(pi)1<i<o, telle que

o;(pi) = 6;5,Vi,j € {1... N},

qui est la base canonique locale de cet élément fini. On peut écrire pour toutp € Pk :

Usuellement, la famille ¥ x = (0;)1<i<, est appelée 'ensemble des degrés de liberté de 1'é1é-
ment fini (K, Px, X k).

Passage a1’élément de référence Dans certains cas, on peut rapporter la définition de tout
élément fini (K, Px, X ) a un élément de référence (K, Py, ¥ ) a I'aide d’une transforma-
tion affine (voir la figure (1.1)). Usuellement, K désigne le triangle de sommets $;(0,0),
S’g(l, 0) et Sg.
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R Fyx S
Ss

FIG. 1.1: La transformation affine Fx transformant K en K

Etant donné un triangle K non dégénéré, de sommets S, Sy et S3, il existe une unique trans-
formation affine du plan, inversible :

R? — R
Fy (1.8)
z +— Bi+5,
telle que:
Fx(S) =S, Vie{1,2,3} (1.9)

On peut maintenant préciser la définition suivante:

Définition 1.2 On dit que les deux éléments finis (K, Pg, Sk ) et (K, Py, % i) sont affines équiva-
lents si et seulement si :

sz{p : K= R; Hﬁelf’K,pzﬁoF;}l}
Yk ={0; : p—6i(poFk);1<i<N}.

La relation binaire: “ (K, Px,%x) est affine équivalent @ (K, Px,%k)” est clairement une
relation d’équivalence. L'intérét pratique de pouvoir rapporter la définition d 'un élément fini
a un élément de référence est que cela simplifie grandement I'implémentation numérique de
la méthode. En effet, on calcule une fois pour toute la base locale de 1'élément de référence
associée aux degrés de liberté S, et il suffit alors de lui appliquer la transformation Fg'
pour obtenir la base local de I'élément (K, Pk, ¥ k).

Un autre intérét, d’envergure, est que cette transformation permet la construction d’un opé-
rateur d’interpolation qui est a la base de 1’analyse de convergence de la méthode.
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1.1.3 Approximation conforme de H?(w)

Etant donné une triangulation 7}, et une famille d’éléments finis (K, Px, X x) définie pour
tout triangle K de 7}, on construit alors 1’espace d’approximation suivant V}, suivant:

Vh:{v:wﬁR;VKE’Zﬁ,U‘KEPK} (1.10)
Pour que cette approximation soit conforme, c’est a dire pour qu’elle vérifie l'inclusion Vj, C

V, il faut vérifier des hypotheses de continuité adéquates le long de chaque aréte.

Dans le cas de I'approximation conforme de H?(w), cette propriété fondamentale repose sur
le lemme suivant, dont la démonstration, treés simple, est une conséquence de la formule de
Stokes:

Lemme 1.1 Soit Q un ouvert de R? de frontiere réguliere. On se donne une partition de Q en deux
ouverts :

Q=0,UQ. (1.11)

On note I = 6y N 6Ky la frontiere commune a Q; et Q, et n la normale extérieure a Oy le long de
[. On considere une fonction définie sur Q, v : Q@ — R, et on note v; = v|q,, pour i € {1,2}.
Alors v € H?(Q) si et seulement si :

1. v; € H?(Sy;) pouri € {1,2},

2. (v1)r = (va)r,

3. Opv1 — Opva = 0sur T, out Oy, désigne la dérivée par rapport a la normale n le long du bord de
K;, ie. Opv; = Vv;.n, pouri € {1,2}.

Soit v € V}. On considére deux triangles contigus K; et K, de la triangulation 73. On a

o

bien évidemment v i, € H*(K;), pour i € {1,2}. Les deux autres hypotheses imposent donc
non seulement que le raccord entre deux éléments contigus soit continue le long de l'aréte
commune, mais également que le saut de dérivée normale soit nulle le long de cette aréte. En
pratique, cela revient & imposer un raccord C'. On dit quune famille d’éléments finis ainsi
définie est de classe C. Tout l'art de la définition d’un élément fini consiste alors a choisir
judicieusement les degrés de liberté le long des arétes pour assurer des raccords de la classe
désirée.

De nombreux auteurs ont proposés des éléments de classe C'. Le plus célebre d’entre eux est
certainement I'élément d’Argyris. Cet élément nécessite 1'utilisation de polyndmes de degré
5, défini de maniére unique a l'aide des 21 degrés de liberté représentés schématiquement
sur la figure (1.2). On peut alors démontrer que cet élément est bien de classe C* et qu'il
permet donc la construction d"un espace d’approximation V}, conforme (voir exemple [15]).

Le défaut de 'approximation conforme de H?(w) réside dans l'implémentation de la mé-
thode. Le dimension de 1'espace local défini sur chaque triangle vaut 21 dans le cas de 1'é1é-
ment d’Argyris présenté ici, ce qui est plutdt grand et conduit a une structure compliquée
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FIG. 1.2: L'élément fini H?(w) conforme d’Argyris. Les degrés de libertés sont les valeurs aux som-
mets, représentés par un e, les dérivées premieres selon la direction indiquée par les fleches — et les 3
dérivées d’ordre 2 représentées par les cercles (), soit en tout 21 ddl

et lourde a manipuler. Un simple coup d’ceil sur la figure (1.2) montre d’ailleurs immédiate-
ment la complexité de cet élément.

En outre, et c’est surtout ce qui rend I'implémentation numérique fastidieuse, cette famille
d’élément fini n’est pas affine équivalente (cf. la définition (1.2)). Ceci est dii a la présence de
dérivées normales parmi les degrés de liberté. Celles ci ne sont pas préservées par transfor-
mation affine. On ne peut donc pas construire aisément la base locale de chaque élément a
l'aide d"une transformation simple appliquée a la base calculée sur 1'élément de référence.
On est obligé de calculer triangle par triangle la base qui lui est associée.

1.2 Survol de quelques méthodes existantes

L’approximation conforme de l'espace H?(w) est donc suffisamment désagréable pour que
I'on soit tenté d’aborder le probleme sous un autre angle. Nous décrivons ici brievement
certaines des nombreuses méthodes qui ont été proposées pour éviter cette approche fasti-
dieuse. Il va sans dire que cette section n’a pas la moindre prétention d’exhaustivité.

Ces approches ont toutes été proposées pour la résolution du probleme statique. Dans cer-
tains cas, nous présentons leur adaptation au probleme dynamique. Signalons également
que nous avons trouvé tres peu de choses concernant la résolution du probléme dynamique
de plaque de Kirchhoff-Love.

1.2.1 Approximation non conforme

Une premiere idée est d’effectuer une approximation non conforme basée sur la formulation
variationnelle donnée en (1.3). Il s’agit ici d’approcher V a I'aide d"un espace d’éléments finis
qui n’est plus de classe C*, comme par exemple le rectangle d’Adini, voire carrément méme
pas de classe C?, comme par exemple le triangle de Morlaix représenté sur la figure (1.3). La
forme bilinéaire :

(g, 3,) = [ Ce(Tuy,) :e(Va,) (112
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n’ayant plus de sens avec ce type d’approximation, elle est approchée a 1’aide de la forme
bilinéaire suivante:

an (g ,) = 3 / Ce(Vuy,) : ¢ (Var, ) (1.13)
KETh K

L'intérét de tels éléments est qu’ils nécessitent beaucoup moins de degrés de liberté, comme
on peut le voir sur la figure (1.3). Bien entendu, une telle simplification est faite au prix d'une
perte de précision importante. En outre, les degrés de liberté de tels éléments invoquant
toujours les dérivées normales, cette famille d’éléments finis n’est pas affine équivalente.

v

FIG. 1.3: L'élément fini H?(w) non conforme de Morlaix. Les degrés de libertés sont les valeurs aux
sommets, représentés par un e, et les dérivées normales au milieu des arétes indiquée par les fleches
—s, soit, en tout, 6 ddl

1.2.2 Méthodes de pénalisation

Cette méthode a été proposée par Hughes ([41]). Le principe est d'introduire la rotation de
la normale:

8 = Vu,, (1.14)

et d’écrire cette équation sous forme pénalisée, c’est a dire qu’on introduit un terme de la
forme:

1
: / (Vup — 0).(Vul, — 0°), Val, VE", (1.15)
w

ou 7 est un petit parametre.

En fait, cela revient a analyser le modele de plaque de Reissner-Mindlin. Le petit parametre
n nest alors autre que 1’épaisseur de la plaque. La formulation variationnelle du probléme
de flexion de Reissner-Mindlin est donnée par:

Trouver u, : [0,7] — Vetf:[0,7] — Q tels que:

2 . . .
@/wppwpuwr@/wé:‘ﬁ-ﬁ +L63Cg(ﬁ) :e(0) (1.16)

+/6(zup—g).(yu;_g*):/fpu;;, Vui €V, V8" €Q
w w
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V= {u, € H(w); up, =0suryg},

(1.17)
Q={0e(H )% 8=0sury}.

Cette équation est souvent préférée des numériciens parce qu’elle est posée naturellement
dans H'(w), ce qui écarte d’emblée la délicate question de l'approximation conforme de
H?(w). Outre le fait qu’elle introduit une inconnue vectorielle supplémentaire, qu’on ne peut
pas, en général, éliminer au cours de la résolution, cette équation souléve des difficultés
numériques importantes, couramment désignées sous le nom de vérouillage numérique. Une
approximation numérique par éléments finis standards du probléme (1.16) se comporte mal
si on fait tendre 1'épaisseur ¢ vers 0.

Pour comprendre le phénomene, supposons qu’on utilise des éléments finis de Lagrange
d’ordre 1 (ie. des éléments finis P; continus). Si, a maillage fixé, on fait tendre 1'épaisseur vers
0, on tend a vérifier exactement I'équation §;, = Vu,, (ot I'indice k désigne I"approximation
de la variable considérée). Mais comme Vu,, est dans Py sur chaque triangle, la continuité
imposée au champ 6, ainsi que les conditions aux limites conduisent a faire tendre 6, vers
0, et par conséquent u,;, tend lui aussi vers 0. Le fait de choisir une approximation d’ordre
plus élevée atténue le phénomene, mais ne 1’élimine malheureusement pas.

La littérature abonde sur ce sujet. Parmi les méthodes proposées, on peut citer par exemple
U'intégration sélective (cf. Hughes [41]), qui conduit aux éléments de type QUAD. Un autre
moyen consiste a utiliser des méthodes mixtes. Brezzi et al. ([31], [45]) ont construit une fa-
mille d’éléments finis mixtes, dénommée MITC, pour laquelle ils obtiennent une estimation
d’erreur indépendante de 1'épaisseur. Mais il en existe beaucoup d’autres ...

1.2.3 Une formulation mixte faisant intervenir l’effort tranchant

Cette méthode proposée par D. Chapelle ([11]) et également par Arnold et Brezzi ([27]) re-
pose sur une formulation mixte dans laquelle intervient donc l'effort tranchant. Nous la
présentons ici dans le cas d"une plaque encastrée, adaptée au probléeme temporel. Introdui-
sant les inconnues v, = Oiup, 8 = Vu, et ¢ = —Div (Ce(Vu,)), on réécrit le probleme (1.1)
sous la forme suivante : -

( 3 _
Oy —dive = f, dansw,

00 — Vv, =0, dans w,

{4 o+ Div(Cg(0)), dansw, (1.18)
v = 07 sur 7o,
[ 8=0, sur 7.

On multiplie la premiere équation par une fonction test v, suffisamment réguliere, la se-
conde par ¢* et la troisieme par *. On obtient, apres quelques intégrations par parties la
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formulation variationnelle suivante:

( Trouver v, : [0,T] — H}(w), 8:[0,T] — (Hi(w))?,eta:[0,T] —€ H (div,w), tels que:

d * : * * *

%/wpp'vpvp—(dlvg,vp) :/wfpvp, Vu, € H(w),
y d
dt
0 8) - [ Ce@):e@) =0, v € (Hw),

(a*, 0) + (dive™*, v,) =0, Vo* € H !(div,w),

(1.19)

H™Y(div,w) = {g € (H }(w))?; dive € H *(w)}, (1.20)

es l'espace naturel de ¢ et (.,.) désigne le crochet de dualité dans H ~!(w). Il s’agit d’une
formulation mixte dans laquelle la variable primale est (v,, ) et o est le multiplicateur de
Lagrange.

L'intérét de cette formulation est qu’on peut montrer que, pour ce choix d’espaces pour les
inconnues vy, § et g, il s’agit d'une formulation mixte bien posée, (tout au moins pour le
probleme statique, voir [11]). En outre, cette méthode s’adapte directement au modele de
Reissner-Mindlin et permet de résoudre le probléme de vérouillage numérique présenté a la
section précédente.

La raison pour laquelle nous ne 1’avons pas retenu est essentiellement due au fait que l'on
ne peut pas éliminer explicitement les inconnues @ et ¢. En effet, si on introduit des espaces
de dimension finie approchant les espaces H}(w), (H(w))? et H !(div,w), on obtient le
probléme matriciel suivant:

dv
M;’f dzt)h "‘G;zrgh fohs
do
In d;th — Ghp, =0, (1.2

Jy op + Kpf =0,

ou vp,, 8, et g; désignent les composantes des inconnues discretes dans une base donnée
des espaces d’approximation. M}, J,, G}, et K}, désignent les matrices représentant les opé-
rateurs discrets approchants ceux, continus, du probléme variationnel (1.19). J, désigne la
transposée de J},.

La matrice Jj, est rectangulaire, puisque § et ¢ n’appartiennent pas au méme espace. Par
conséquent, méme si M} était réduite & une matrice diagonale par la méthode de condensa-
tion de masse, on n’obtiendrait pas un schéma explicite. En fait, on obtient, tous calculs fait,
’équation suivante, en dérivant la premiere équation de (1.21) par rapport au temps::

_ Y

d?v
MP—_Ph
dt

h dt2

+ G (WK )G (1.22)

Il faut donc inverser la matrice pleine (Jj, K; ' J,|), ce qui est bien évidemment beaucoup
trop cotiteux.
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Remarque 1.2 En outre, si on veut traiter le bord libre, I'espace dans lequel il faut choisir g ne
s’exprime explicitement comme ci dessus. Il faut se contenter d’une définition abstraite de I'espace
naturel de g pour lequel on obtient la condition inf-sup nécessaire a I'analyse des méthodes mixtes.
Comme nous avons écarté cette méthode pour d’autres raisons, nous n’avons pas exploré plus avant
le traitement de cette condition de bord libre.

1.2.4 Une formulation mixte dans le cas homogene isotrope encastré

Rappelons que dans le cas d'une plaque isotrope homogene encastrée, le probleme (1.1)
devient (voir I'équation (A.66)) :

0%u 272
o + 0“A*u =0, dansuw, (1.23)
Uy = Opuy = 0, sur 7,

) E§?
o' = ——
120(1 -V 2)7
E est le module de Young, v est le module de Poisson, p est la densité de la plaque et § son
épaisseur.

Une méthode proposée par Glowinsky ([36]) et justifiée par Ciarlet et Raviart ([30]) consiste
a introduire I'inconnue p = o2 Au,. Nous la présentons ici encore en I’adaptant au probléme
temporel. On réécrit donc I'équation (1.23) en introduisant également v, = J;u,, sous la forme
suivante:

Owp +Ap = fp, dansw,
o — o*Av, =0, dansw, (1.24)

Up = Opup = 0, sur v,

La formulation variationnelle de ce probleme est donnée par:
Trouver vy, : [0,7] — H}(w),et p: [0,T] —€ H'(w), tels que:

d * * * *
_/vpvp —/Zu.z% :/fpvp, Vo, € H} (w), (1.25)
dt w w w

d 1
dt /w g2 * /w w-Vop =0, Vu € Hiw),

Il s’avere que cette formulation mixte ne vérifie pas les hypotheses de la théories des mé-
thodes mixtes (voir section 2.6). Néanmoins, on peut tout de méme montrer que le probleme
(1.25) possede une solution a 1’aide d’un résultat de régularité. La solution de (1.23) est dans
H3(w) N HE(w) dés que f, € L*(w) et que w est suffisamment régulier. Par conséquent,
1 = Au, est bien dans € H'(w), ce qui permet d’exhiber une solution de (1.25).

La formulation variationnelle que nous allons proposer pour la résolution de I’équation
de plaque est une généralisation au cas d’une plaque orthotrope avec condition de bord
libre de la formulation présentée ici.
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1.3 Une nouvelle formulation mixte

S’inspirant de la formulation mixte proposée par Ciarlet-Raviart (cf. section 1.2.4) dans le
cas d'une plaque homogene isotrope encastrée, nous avons choisi d’écrire une formulation
variationnelle mixte dans laquelle interviennent la vitesse verticale de la plaque:

ou
vp = 8—tp (1.26)
et le moment de flexion:
M = Ce(Vup) (1.27)

On réécrit alors le systeme (1.1) sous la forme équivalente suivante, d’ordre 1 en temps:

( ppOivp +divDivM = f,, dansw,
AoM —e(NVvy) =0, dansw,
vp =0, sur-vy,
P4 (1.28)
Opvp =0, sur~yo,

(gﬂ)ﬂ = Oa sur 7,
( DivM).n+0[(Mn).r]=0, sury,

ol on a posé:

A=(C)"

Remarque 1.3 En soit, la réintroduction du moment fléchissant dans la formulation variationnelle
n’est guere surprenante. On peut la rapprocher d'une formulation du systeme de I'élastodynamique
en vitesse-contrainte. En fait, la loi de comportement et les conditions de bord libre s’écrivent natu-
rellement a I'aide du moment.

Remarque 1.4 A ce stade, on peut se demander pourquoi introduire la vitesse v, plutot que de
conserver le déplacement uy. Il s’avere que si on écrit le probleme a I'aide des variables (u,, M), alors
on ne réussit pas a définir une énergie qui se conserve. Or cette propriété, que I'on cherchera a conser-
ver au niveau discret, est essentielle pour garantir la stabilité des schémas numériques approchant ce
probleme. En revanche, on verra qu’on peut définir trés naturellement une énergie équivalente i celle

introduite en (1.6) pour laquelle on a toujours la propriété de conservation.

Regardons tout d’abord la cas d"une plaque encastrée. Nous traiterons les conditions de bord
libre dans la section suivante.

82
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1.3.1 Cas d’une plaque encastrée

1.3.1.a Relaxation de la symétrie du moment fléchissant

M estun tenseur symétrique. On s’appréte donc a le chercher dans un espace de tenseurs sy-
métriques. Mais il se trouve que nous allons pouvoir relaxer naturellement cette contrainte.

On note Jac I'opérateur jacobien appliqué a des champs de vecteurs, soit:

0,0, 0,0,
1a¢6= 15,0, 9,0,

[

L'opérateur des déformations linéarisées, ¢ , n’est rien d’autre que la partie symétrique du
jacobien, ie. :

(0) = 5 (Jac(®) + “Jac(®)),

I1on
N | —

Comme ¢ est appliqué ici a un gradient, la formule de Schwartz sur les dérivées croisées
permet de vérifier qu’on a:

e(V(vp)) = Jac(V(vp)), pour toute fonction v, suffisamment réguliere,

Les raisons pour lesquelles il s’avére intéressant de relaxer la symétrie du tenseur M ap-
paraitront en fait lors de 'approximation par éléments finis des espaces qui interviendront
dans la formulation variationnelle que nous allons obtenir.

L'un des espaces fonctionnel dans lequel on cherchera le moment fléchissant M est H(Div , w).
On est donc amené a approcher l'espace des tenseurs symétriques a divergence dans L2. Or
I"approximation de cet espace par les éléments finis usuels de Raviart-Thomas vérouille nu-
mériquement : le seul tenseur de I'espace d’élément de Raviart-Thomas qui est symétrique
est le tenseur nul!! Pour contourner ce probleme, on peut proposer une méthode de relaxa-
tion de la symétrie du tenseur en 1’écrivant de fagon faible par l'intermédiaire d’un multi-
plicateur de Lagrange comme cela est couramment pratiqué pour le probleme de I’élasticité
linéaire ( voir par exemple [2] ).

Le fait de relaxer naturellement la symétrie évite donc d’avoir recourt a une telle méthode.

Remarque 1.5 Notons que le tenseur de rigidité C et par conséquent le tenseur de souplesse A
s'applique a priori uniquement a des tenseurs d'ordre 2 symétriques. Il nous faut donc définir un
prolongement de C , noté C, qui s’applique aux tenseurs quelconques d’ordre 2.

Si on utilise maintenant la correspondance suivante entre les tenseurs d’ordre deux et les vecteurs a
quatre composantes :

(Mm = Ml): (Myy — MQ): (Ma:y — M3): (Mym « M4)7
on peut alors poser :
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i E, Eyvgy T
_ 0 0 -
R 1 — vgyvys Mgy
E vy, E
~ 1 |- Y Y 0 0 My
CM=— 1 —vgylye 1 — Ugylyg , (1.29)
- 12 M,
0 0 Gy 0 v
My, |
| 0 0 0 Gyl

La matrice C étant définie positive, C I'est encore. En outre, ce prolongement vérifie bien entendu :

C M =C M, pourtout M symétrique. (1.30)

Dans la suite, nous confondrons C et son prolongement C pour ne pas alourdir inutilement les
notations.

1.3.1.b Quelques formules d’intégration par parties

On peut alors utiliser la formule d’intégration par partie suivante valable pour tout champ
de tenseur M € H(Div,w) et tout champ de vecteur § € (H'(w))?:

[mivsyo=- [ s o+ [(uw o), (131
w w v
Rappelons également la formule de Green:
/dinv = —/Q.Zv—l—/((ﬁ.@)v)T (1.32)
w w Y

Enfin, si on suppose que le bord de w est régulier (en particulier qu’il n"a pas de coins) et
fermé, on a la formule d’intégration suivante, définie pour toutes fonctions f et g continue-
ment dérivables (cf. équation (A.59)):

Orfg=— (1.33)

Sw Sw

f 0:g.

1.3.1.c Formulation variationnelle pour une plaque encastrée

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme (1.28) pour une plaque encastrée,
c’est a dire dans le cas ot ; = 0, on multiplie la premiére équation par une fonction test
supposée suffisamment réguliére v, € V et on effectue un intégration par parties a I'aide
de la formule (1.32), puis on multiplie la seconde par une fonction test M* € X, supposée
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également suffisamment réguliere, et on effectue une intégration par partie a 1’aide de la
formule (1.31). On déterminera ultérieurement les espaces V et X. On obtient:

& [ = [Divsawoy+ [ @ity = [ g v,
dt w P w - bw _ P w P P (134)

4 AM :&"—I—/DivM*.va—/ (M*n).Nv, =0, VYM".

Montrons maintenant que si la plaque est encastrée, les deux termes de bord :

[ ivat et [ (Mn).Top, (135)
bw

bw

sont nuls pour tout v; € V et tout M*.

Rappelons que la condition d’encastrement sur tout le bord s’écrit:
vp = 0 et Opvp = 0 sur dw. (1.36)
On inclut la premiere de ces deux conditions dans 1’espace V, c’est a dire qu’on suppose que::
v, = 0 sur éw, Vv, € V. (1.37)
On en déduit alors:

/6 (DivM .n)vs =0,V €V
w

Pour montrer la nullité de I'autre terme de bord, on écrit Vv, dans la base de Frechet (n, 7)
défini sur le bord éw :

On calcule alors, a I'aide de (1.33) et des conditions vérifiées par v, sur 7 :

N B X O0vp N Ovp
/6 (M'n). Vo, _/5 (M'n).n> 4—/(5 (Mn). 7
— / (M*n) .@% — 0r(M*n) . Ty (1.38)
bw on bw T
= 0.
Finalement, on obtient le probleéme variationnel suivant:
( Trouver v, : [0,7] — Vet M :[0,T] — X tels que:
d * . % * *
< E/pp’uplup _/ngvp :/fpvpﬂ v[Up EV’ (1.39)
w w w
G [AM: M+ [ Divptr 9o, —0. e x.
\ dt J, — = w —
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1.3.2 Un choix d’espaces pour le moment fléchissant

Il nous faut maintenant préciser dans quels espaces V et &' il faut choisir v, et M respecti-
vement pour que cette formulation variationnelle ait un sens.

Puisqu’il faut que:
Vo, € (L*(w))? et Div M € (L*(w))?,
la régularité minimale qu’elle impose est, compte tenu de (1.37):
V=Hjw)={ve H(w); vs, =0},

(1.40)
X = H(Div,w) = {M € (L*(w));Div M € (L*(w))*}.
De méme que la formulation mixte présentée a la section 1.2.4 cette formulation variation-
nelle mixte ne vérifie pas les hypotheses de la théorie des méthodes mixtes, méme en choi-
sissant pour les espaces V et X les hypothese minimales de régularité requises pour qu’elle
ait bien un sens (voir section 2.6)

En toute généralité, puisque la solution u, du probléme d’origine est dans H?(w), le moment
fléchissant M est seulement dans (L%(w))* On peut néanmoins s’en sortir a 'aide d’un ar-
gument de régularité (voir la section 2.6). Si on suppose que la solution u, du probleme
d’origine est dans H3(w),, alors M € (H'(w))* et donc M € H(Div,w), et le probléeme
(1.39) possede bien une solution. o o

Quitte a devoir s’en tenir a une hypothese de régularité pour obtenir un résultat d’existence,
on peut carrément choisir le moment fléchissant M dans un espace plus régulier encore, ce
qui permettra de simplifier le traitement des conditions aux limites. On s’intéressera donc

également au choix suivant:
V = Hj(w),
(1.41)
X = (H (w))*

Notation 1.1 Dorénavant, pour bien distinguer ces deux choix, nous noterons :
Xt o= (H'(w)

X% = H(Div,w).

Remarque 1.6 Seule la premiére condition d’encastrement v, = 0 sur v apparait dans I'espace V,
la seconde condition d’encastrement 8,v, = 0 n’ayant plus de sens dans H'(w). Il s’agit donc d'une
condition naturelle, incluse faiblement dans la formulation variationnelle. On peut vérifier que sous
des hypotheses de régularité suffisantes, l'interprétation de cette formulation conduit bien aux condi-
tions (1.36).
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1.3.3 Introduction de la condition de bord libre: les problemes P! et P4V

Onrepart del’équation (1.34). Puisqu’on ne suppose plus que la plaque est encastrée sur tout
son bord, mais seulement sur 7y, les deux termes de bord (1.35) ne sont plus nuls. Rappelons
tout d’abord les conditions aux limites :

vp = 0, et 9,vp = 0 sur 7, (1.42)

(Mmn).n =0, et (DivM).n+ 0, [(Mn).r] =0, sur vy, (1.43)

I1 nous faut alors distinguer deux cas, suivant I'espace dans lequel on choisit le moment
fléchissant.

1.3.3.a Cas oit le moment fléchissant est choisi dans (H!(w))*

De méme que ci dessus, on suppose que la premiére condition d’encastrement (1.42) est
incluse dans V, soit:

v, = 0 sur g, Vv, € V. (1.44)

On calcule alors formellement, a 1’aide de (1.43) :

(DivM .n)v, = [ (DivM .n)v,
/aw ? /% g (1.45)

Il faut maintenant s’assurer que cette expression a bien un sens. Puisque v, est dans H Hw)
et M estdans (H'(w))* on en déduit que:

N[

(v3) € H () et M |,, € (H2 ()", (1.46)

et par conséquent:

8. [(Mn).7] € H (7). (1.47)

Il faut donc comprendre l'intégrale intervenant au second membre de (1.45) au sens du cro-
1

chet de dualité dans H™2(y;) x H 2 (m)-

D’autre parton a:

0
/5 (Mn). Vv, =/6w(g*n)-n%+/éw(m*@).r§- (1.48)

On inclut maintenant la premiére condition portant sur le bord libre (1.43) dans I'espace X!,
soit

(M*n)n =0, sury, YM*eX', (1.49)
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et en déduit, en tenant compte de la deuxiéme condition de (1.42) portant sur M que:
0vp O0vp 0vp
n).n— = *n).n— *n).n—— = 0. 1.
/&d(g@) no-=7(Mn) @8n+[n(gn) no =0 (1.50)

Enfin, on effectue une intégration par partie le long de éw sur le deuxieme terme de (1.48), a
I'aide de la formule (1.33). Il reste:

| .2y, == [ o).,
8 bu (1.51)
=— [ 0.(M"n).Tvp,

"
qui est I'expression duale de (1.45).

Finalement, on obtient la formulation variationnelle suivante:

Trouver v, : [0,7] — Vo et M : [0,T] — X' tels que:
d * . * £ * *
Pl o / PpUpUp — / @&-va - <87[(&ﬂ)-l]avp> = / prUp7 VUp € Vo,
d w w w
7 AM : M* + / Div M* .V, + (0;[(M*n).7],vp) =0, VYM*, € Xll,
w w
(1.52)
ou:
Vo= {v € H'(w); v, = 0 sur Yo} (1.53)
Xll = {(Hl(w))4 ; (Mmn).n = 0sur 'yl} . (1.54)
et (.,.) désigne le crochet de dualité défini sur H =3 (m) x H 2 (m)-
On a alors la propriété de conservation d’énergie suivante :
Propriété 1.2 On définit I'énergie de la plaque par :
1 , 1
EPt)= | ppvp,+5 | AM M. (1.55)
2 Ju 2Jo — —
Alors I'énergie EP vérifie :
dE?
W(t) = y prp. (156)
D> PREUVE : Il suffit de choisir:
vy, =vpet M* =M, (1.57)
dans (1.52). La somme des deux équations obtenues donne la relation (1.56) <
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1.3.3.b Cas out le moment fléchissant est choisi dans H(Div , w)
Dans ce cas, le crochet de dualité:
(0-[(Mn).1],vp),

n’a plus de sens, puisque pour M dans H(Div,w), on a seulement:
Man € (H™3(8w))?. (1.58)

Il nous faut alors régulariser cette expression pour réussir a lui donner un sens. On introduit
pour cela deux variables supplémentaires:

{ ¢=(Mn)r €Ly
(1.59)

P = 87—’(11, S £¢.

On peut alors réinterpréter les deux crochets de dualité intervenant dans (1.52) a 1’aide de ¢
et . On reprend le calcul des termes de bord de la fagon suivante:

/&U(@&-ﬂ)%ﬁ = —/% 0, (Mn).1]us,

- [ Mu).zo0; (1.60)
N

= / @0, 1);
"

et:

[(M*n).T]07vp (1.61)

Et on constate que pour que ces deux expressions aient bien un sens, il faut alors choisir:
1
Ly =Ly =Hz(y). (1.62)

Il faut alors comprendre les deux derniéres intégrales au sens du crochet de dualité dans
1 1

H2(y) x H2 ().

On obtient finalement, en écrivant faiblement les deux égalités (1.59) qui définissent ¢ et 1,

la formulation variationnelle suivante :
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+ (Orvp, ¢) = /fpvp, Vv, € Vo,

( Trouverwy, : [0,T] — Vo, M :[0,T] — XV, ¢:[0,T] — Ly ety :]10,T[— Ly tels que:

d :
pdiv . pn AM M*—l-/ig*z —((M™n).z,9) =0, YM" € dew,
w w
(]qu* = <(gﬂ) T, ¢*)> ng* € E(ba
g/
Py = (Oropy™), VYT € Ly,
I
(1.63)
ou:
{vp € H'(w); v, =0survy} (1.64)
X = {H(Div,w) ; (Mn).n = 0sury} (1.65)
1
et (.,.) désigne le crochet de dualité défini sur H~ ('yl) x H? (m)-
Et dans ce cas, on a également la propriété de conservation d’énergie suivante:
Propriété 1.3 On définit I'énergie de la plaque par :
1 , 1
EP(t)= [ ppo,+5 | AM M. (1.67)
2 2 ), ==
Alors I'énergie EP vérifie :
dE?
W(t) =L foUp (1.68)
D> PREUVE : Il suffit de choisir:
vy =vp, M =M, ¢* = —tet)* =¢ (1.69)
dans (1.63). La somme des quatre équations obtenues donne la relation (1.68). <

90




1.4 Formulation variationnelle du probléeme amorti

1.4 Formulation variationnelle du probleme amorti

On présente rapidement dans cette section comment les formulations variationnelles mixtes
de la section 1.3 sont modifiées dans le cas du probleme de plaque amortie. Rappelons que
ce probleme est présenté dans la section 1.3. Il s’écrit, dans les variables v, et M introduites
plus haut (voir section 1.3): o

' pp% —divDivM + Ryppv, = fp, dansw,
88—% + C g(Vvp) + H%Cg (Vv,) = 0, dansw,
{ up = 0, suryy, (1.70)
Opup = 0, surqy,
Mmn)n = 0, sury,
\ (DivM ).n+ 0 [(Mn).r] = 0, survy.

On procede exactement comme dans la section 1.3. Les calculs ne présentant aucune dif-
ficulté nouvelle, on se contente d’énoncer les deux formulations variationnelles obtenues,
suivant 1’espace dans lequel on choisit le moment fléchissant. On montre en outre un résul-
tat de conservation d’énergie associé a ces deux formulations variationnelles.

1.4.1 Cas ou le moment fléchissant est choisi dans (H!(w))*

La formulation variationnelle du probléme (1.70) est dans ce cas:

Trouver vy : [0,7] — Vo et M : [0,T] — A} tels que:

% AM :MHH"%) [/ Div M* Y, + (0, [(M*n) T],v,,)] _0, VM€ X},
1.71)
ot (., .) désigne le crochet de dualité défini sur H -2 () x H 2 (y) et :
Vo = {v, € H'(w); v, =0suro} (1.72)
X ={(H'(w)*; (Mn).n=0sury}. (1.73)

On a alors la propriété de conservation d’énergie suivante :
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Propriété 1.4 On définit I'énergie de la plaque par :

<

1 1
EP(t) :5/(1+77Rp)ppvz2,+§/AM:

Alors I'énergie EP vérifie :

G 0= [ foen [ =Ry [ =n [ i, (1.75)

N . d'Up
ou on a noté v, = —-.
dt

> PREUVE : On choisit:
vy, =vpet M* =M, (1.76)

dans (1.71). La somme des deux équations obtenues donne :

d (1
dt</ppv+ /AM M)+R/|vp|+

n[ | Div M 55, + (0. [(M ) 7, vp] [t a7

Il suffit de choisir v, = v, dans (1.71). On obtient en effet:

/mﬁ-zﬁp"‘(ar[(ﬂﬂ)-ﬂa@p) 2dt/RpPp|Up| +/Pp|”p| /fp{}p- (1.78)

Injectant cette équation dans (1.77), on trouve le résultat recherché. <

1.4.2 Cas ou le moment fléchissant est choisi dans H(Div , w)

Dans ce cas, on obtient la formulation variationnelle suivante:

(1.74)

( Trouver v, : [0,T] — Vy, M 0,7 — XY, ¢:[0,T] — Ly etep:]0,T[— Ly tels que:
d
7 / PpUpvy, — / Div M .V, + (0rv,, ¢) + Rpppvp = / fovp, Vv, € Vo,
w
d .
{ _/ AM M* ( + 77&) [/WM&*Z% - <(g*ﬂ)£a¢>:| = 07 Vgﬂ € ‘/Yldlv7

¢¢ = <(&ﬂ)£7¢ )7 v¢* € £¢=

i

/ Bt = (Brogh”), VT € Ly,

\ m

(1.79)
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ot (., .) désigne le crochet de dualité défini sur H =3 (m)x H 2 (), et:
Vo= {vp € H(w); vp=0sury},
deiv = {H(Maw) ; (&ﬂ) .n = 0sur ’Yl} ) (180)
Ly =H? ().

On a alors la propriété de conservation d’énergie suivante :

Propriété 1.5 On définit I'énergie de la plaque par :

1 1
EP(t) = 3 /(1 +77Rp)ppv12, + 5/ AM:M. (1.81)
w w
Alors I'énergie EP vérifie :
dEP i .
dt (t) = / fovp +77/ fop _Rp/ g _77/ pp 9] (1.82)
0l 01 a noté vy = 40y
b=

D> PREUVE : Elle est similaire a la preuve précédente. On choisit :
v, MT=M, ¢ = ety =¢ (1.83)

dans (1.79). La somme des quatre équations obtenues donne:

d (1 5, 1 2
a(i/tdppvp+§/wAgg>+Rp‘/wl'Up| +

e

Il nous faut maintenant expliciter le terme fw Div M Vi, — (M*n).T, 1/1) On choisit tout

I

Yoy - (w2 = [

(1.84)

d’abord ¢* = ¢ dans la troisieme équation de (1.79), ce qui donne:

(Mn).7,9) = (¢,9) (1.85)
il faut alors dériver la derniere équation de (1.79) et choisir 1)* = ¢ pour obtenir:
(,9) = (8- 1, 9) (1.86)

Enfin, on choisit v, = ¥, dans la premiére équation de (1.79). Au total, on calcule donc:

/mgy@p—«g*mim :/mgy@p—wwm) =

1d . .
5%/Rppp |Up|2+/Pp|”p|2_/prp- (1.87)

Injectant cette équation dans (1.84), on trouve le résultat recherché. <
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Remarque 1.7 On constate que I'énergie associée a la méthode mixte sans amortissement coincide
avec I'énergie du probléme d’origine, mais que ce n'est plus le cas dés que I'on introduit de I'amortis-
sement visqueux. En effet, dans le probleme d’origine, I'énergie associée au probleme visqueux était :

20 =3 [ o

tandis que dans le cas de la méthode mixte, compte tenu de la définition de M, on a:

20=3 [ m

Les manipulations effectuées pour démontrer les deux précédentes propriétés ne seront plus possible
dans le cas oii la plaque est couplée a I'air ou a la corde. Nous pourrons heureusement obtenir une
telle propriété dans le cas discret en éliminant le moment M , ce qui permettra de définir une énergie
discrete correspondant a I'énergie continue du probleme d’origine.

du,

2
1
dt + 2 /w Ce(Vuy) : e(Vup).

duy

2
1
= + 5/ C (1 +n01)e(Nup) : e(Nup).
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Chapitre 2

Discrétisation spatiale de 1’équation de
plaque orthotrope de Kirchhotf-Love

Il nous faut maintenant déterminer une approximation spatiale des deux formulations mixtes
P et PYV construites au chapitre précédent.

L'introduction du moment fléchissant, qui est un tenseur d’ordre 2 a pour conséquence
d’augmenter considérablement la taille du probléme semi-discrétisé en espace. Nous ver-
rons au chapitre 4 que la méthode retenue pour la résolution en temps de ce schéma discret
repose sur la diagonalisation de 1’'opérateur de plaque discret. Afin de ne pas trop patir de
lIintroduction de I'inconnue supplémentaire M , il est intéressant de réduire les matrices de
masse qui apparaissent lors de la discrétisation spatiale du probléme, & des matrices diago-
nales ou diagonales par bloc, aisément inversible, en utilisant la technique de condensation
de masse. Il est alors possible d’éliminer & moindre cofit le moment M . La problématique
de la condensation de masse est rappelée dans I’annexe B. o

Si la condensation de masse est aujourd’hui un probléme bien connu dans le cas des es-
paces d’éléments finis de Lagrange (sections 2.3 et 2.4), il n’en est pas de méme de l'ap-
proximation de H(Div,w). Aprés avoir présenté les raisons pour lesquels on ne peut pas
condenser la masse dans le cas des éléments de Raviart-Thomas pour I'approximation de
I'espace H(div,w), on construit une nouvelle famille d’éléments finis en enrichissant 'es-
pace de Raviart-Thomas (section 2.5).

En outre, pour limiter le phénomeéne de dispersion numérique, analysé en détail dans le
chapitre suivant, on étend cette étude aux éléments finis d’ordre 2.

On propose ainsi quatre schémas pour la semi-discrétisation spatiale de 1’équation de plaque,
suivant ’espace du moment fléchissant et 1’ordre des éléments finis utilisés. Ces approxima-
tions spatiales sont notées: P; — P14, Py — P24, P, — Ry et Py — Rs.

D’autre part, il s’avere qu'une partie des conditions de bord libre apparaissent sous la forme
d’une condition essentielle dans "espace du moment fléchissant. En fait, celui-ci doit vérifier
fortement: Mn.n =0, sur-y. La construction de 1'espace d’approximation incluant cette
condition aux limites est immédiate avec les éléments de Raviart-Thomas modifiés (voir
section 2.5.4) . En revanche, pour les espaces d’approximation de Lagrange, cette condi-
tion est en fait non local, ce qui rend impossible un traitement simple. Pour contourner
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ce probleme, nous avons choisi d’effectuer une approximation non conforme de 'espace:
{(Hl(w))4 ; Mn.n = 0sur v} (section 2.3.3).

Pour terminer ce chapitre, on présente une bréve synthese bibliographique sur les méthodes
mixtes concernant la formulation choisie pour cette étude (section 2.6).
2.1 Discrétisation spatiale du probléme P!

Afin d’établir une approximation conforme du probléeme P?, on introduit les espaces de
dimensions finis :

Vi, C VW
(2.1)
X c )
Le probléme semi-discrétisé en espace s’écrit alors:
Trouver vy, : [0,T] — Vs et M, :[0,T] — X tels que:
d X . * * * *
Py E/ppvphvph _/hﬁh'z%h — (0 [(M,n).7],vp,) = / foVps Yy, € Vi,
w w w
d * : * * *
E/wAgh . gh + /wmgh-zvph + <6T[(&hﬂ)1]avph> = 07 vgh) € X}})
(2.2)

Soit n;, la dimension de V}, et n; la dimension de X,}. On introduit une base de V}, notée
(¢i)1<n, et une base de X}, notée (€M) 1<p<n, -

Notation 2.1 Pour éviter d’introduire de nouvelles notations, nous confondrons vy, et le vecteur de
coordonnées qui lui est associé dans la base (p;). De méme, nous confondrons M , el ses coordonnées

dans la base (£*).

=P

On est alors amené a résoudre le systeme différentiel suivant:

dv
MP Ph
hdt

_Hljgh = fpn 23)

Mld&h+Hv =0
Mt e
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2.2 Discrétisation spatiale du probleme P4V

ot H,' désigne la transposée de H, et:

w
(Mé)pq: A§1 :§1a 1 Spaqsnl

w P A (2.4)
(Hh)pi = / h%Z% + <8T[(§;ﬂ)'l])(pi>7 1<p<n 1<3i< Np,

L2 2

(fph)Z = / fp‘Pia 1<:< p-

Pour pouvoir éliminer le moment fléchissant de cette équation, de maniére a réduire la taille
de ce systéme, il faut inverser la matrice de masse du moment fléchissant M ,1 On utilise
dans ce but la technique de condensation de masse (voir annexe B), qui permet de la réduire
a une matrice diagonale par blocs de petite taille (4x4).

Les espaces d’approximation V}, et X! sont construits a I'aide d’éléments finis de Lagrange
avec condensation de masse d’ordre 1 et 2 (section 2.3).

On obtient ainsi deux schémas notés P, — P} et P, — P; respectivement du premier et du
second ordre.

2.2 Discrétisation spatiale du probleme P4

La démarche est la méme que pour 'approximation spatiale du probleéme P!. On introduit
les espaces de dimensions finis:

Vi C W
X c aty (2.5)
Ly C £¢

Et le probléeme semi-discrétisé en espace s’écrit :

d * . * * * *
E/wppvphvph _/wm£h'zvph + (Orvp,, dn) = /wfpvph’ Yoy, € Vh,

. d * : * * * i
PR : S E/Q,A&h M+ /w@&h'z%h —((Myn).m,9n) =0, VM5, € G,

Pndh = (M n).7, ¢4), Vép € L,

m

/ Indl = (B, W), VAL € L,
\Jy

( Trouver vy, : [0,T] = Vi, M :[0,T] — X3V, ¢, : [0,T] — Ly, etepy :]0,T[— Ly, tels que:

(2.6)

Soit n, la dimension de Vp,, ny;, la dimension de X,fi" et ng la dimension de £j,. On introduit
une base de Vj, notée (¢;)1<n,, une base de X,;hv, notée (£")1<p<ny;, et une base de Ly, notée
< 5, Ji<es

(71)1§l§nfi-
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Discrétisation spatiale de I’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

Notation 2.2 Pour éviter d’introduire de nouvelles notations, nous confondrons vy, et le vecteur de
coordonnées qui lui est associé dans la base (¢;). De méme, nous confondrons M , el ses coordonnées

dans la base (¢9V), ainsi que ¢y, et 1y, avec leurs coordonnées dans la base (7y;).
=p

On est alors amené a résoudre le systeme différentiel suivant:

( dv
Mﬁ dgh (t) - Hljgh + B;—gbh = fph
div d&h T
! My T(t) + Hpvp — O hn = 0, 27)
Mgy = ChM,,
\ M;f)’wh = Bhvpha
avec:
w
(Mf(ziiv)Pq = A§div : §div’ 1 S b, q S Ngiv,
w =P =
(Mn = O i = [ W00y V1< Lim <
m
(2.8)

(Hp)pi = / Dive™.Ygi, 1<p<na, 1<i <y,
[ Divg
(Ba)ip = ((€7'n)-,m) V1 <1< g, 1<p < s

(Ch)ii = (Orpis ) V1 <1< ng, 1 <4< ny,

(fph)i = / fpSOia 1<1< Np.

Et il nous faut cette fois ci obtenir la condensation de masse pour les écarter le soucis de
I'inversion des matrice M ,’1’ , M, M ,‘f et M, ;f .

L’approximation de H 2 (71) nécessite des éléments de classe C°. On utilise donc une approxi-
mation par éléments finis de Lagrange d’ordre 1 ou 2 monodimensionnels (puisque défini
sur le contour ;). Dans ce cas, la condensation de masse est obtenue sans aucune difficulté
(section 2.4).

En revanche, I'approximation de H(Div,w) a 'aide des classiques éléments finis d’aréte de
Raviart-Thomas pour H(div, w) ne permet pas la condensation de masse, comme on le verra
plus loin dans la section 2.5. On construit donc un nouvel élément fini H(div,w) conforme,
selon une procédure adaptée de celle proposée par A. Elmkies et P. Joly pour I’approximation
de H(rot,w) ([23]), qui permet de réduire la matrice de masse du moment fléchissant a une
matrice diagonale par blocs de petite taille (6x6 ou 4x4). Il est présentée en détail pour 1’ordre
1 et?2 (section 2.5).

On obtient ainsi deux schémas notés P, — R, et P, — Ry respectivement du premier et du
second ordre.
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2.3 Approximation des espaces H'(w) et (H'(w))*

2.3 Approximation des espaces H'(w) et (H!(w))*

Présentons maintenant les éléments finis de Lagrange de degré 1 et 2 que nous utiliserons
pour 'approximation de H'(w). Pour cela, on se donne tout d’abord un maillage triangulaire
75, du domaine w (nous supposerons pour simplifier que w est polygonal, ce qui permet
d’éviter d’avoir a distinguer w de son approximation wy, = |J par la triangulation 7). On

KeTy,

présente tout d’abord ces éléments finis sans traiter les conditions aux limites essentielles
intervenant dans la définition des espaces V et ;. Celles ci seront traitées  la section 2.3.3.

Commengons par préciser quelques notations sur le triangle.

S2

S1

as

M;

M,

az

ay M]_

S3

FIG. 2.1: Notations sur le triangles — 1

Notation 2.3 Pour un triangle K, on notera S1, Sy et Sz ses trois sommets, a; 'aréte opposée au
sommet i, M; le milieu de I'aréte a; et G son centre de gravité (cf. figure (2.1)). On notera en outre

aire(K) son aire.

Pour chaque point x = (z,y) de K, ses coordonnées barycentriques

A

i(z), 1<:1<3,

sont définies comme étant I'unique solution du probleme linéaire :

Notons que les coordonnées barycentriques (\;) sont des polynome de degré 1.

;

Ve

3
> Ai(2)Sig =z,
Z§1

21 Xi(2)Siy =9,
3

> Ai(z) =1

=1

1. Il y a bien stir unicité si et seulement si le triangle n’est pas dégénéré.
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Discrétisation spatiale de I’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

2.3.1 Eléments finis de Lagrange d’ordre 1
2.3.1.a Approximation de H!(w)

On approche H'(w) a I'aide de I'espace d’éléments finis P; continu:

Vi = {vp € C%w) ; VK € T, (vn) i € Pi(K)} 2.11)

Les degrés de liberté de cet espace d’éléments finis sont les valeurs de la fonction aux som-
mets du des triangles des maillages. Ils sont décrits schématiquement sur la figure (2.2). On
note Y la famille de degrés de liberté définie sur chaque triangle K de 7j,. On peut alors
écrire symboliquement:

Tk ={p(Si);1<i<3,pe P(K)}, (2.12)

FIG. 2.2: L'élément fini P1 de Lagrange

L’ensemble des nceuds de cet élément fini, qui est ici tout simplement 1’ensemble des som-
mets est noté:

Ny = {51, 53, S5} (2.13)

On vérifie alors que la base locale définie sur chaque triangle est donnée par les coordonnées
barycentriques \; définie dans la note (2.3). En effet, celles ci sont bien dans P; eton a:

i(Sj) = 65,1 <i,j < 3. (2.14)

2.3.1.b Condensation de masse

Le probleme de la condensation de masse est bien connu dans ce cas (voir [62]). Il suffit
d’utiliser la formule des trapézes pour calculer les coefficients de la matrice de masse M}
définie en (2.4), a savoir:

$ @ =" (5 + 150 + 1(5). 215)
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2.3 Approximation des espaces H'(w) et (H'(w))*

exacte pour P;. On vérifie alors immédiatement grace aux relations de dualité (2.14) que:
ire( K
f{ dxy = e (2.16)
K 3

On note ¢; la fonction de base de V}, associée au sommet S; de la triangulation 7. La res-
triction de ¢; a un triangle K de 7}, contenant S; est 1'une des trois fonctions de base locale,
notée Ay, ot i(K) € {1...3} On calcule alors:

(My)ij Z/Pp%%' ~ Y f;{f)p(%)m(w)m

KeTy,
=2 }{ P E)Ai( K)
KeTy, K ( )
aire(K
= D po—g 2 0ik)ik) 217)
KET}L
aire( K
KETh
S;ieK

Ainsi, 1a matrice de masse M} obtenue par ce calcul approché est diagonale.

2.3.1.c Approximation de (H'(w))*

Pour approcher I'espace (H'(w))?, on utilise bien entendu I’approximation suivante, obte-
nue par produit tensoriel :

Xt = (V) (2.18)
Et la base canonique de l'espace X} est alors donnée par:
ga = (6ap Pi)1<p<as Vi, VI<a <4, (2.19)

soit:
¢ =(¢i,0,0,0)
=,1

£ =(0,6:,0,0) (2.20)
=i,

etc...

2.3.1.d Quasi condensation de masse

Celle ci repose sur la propriété suivante :

Propriété 2.1 Si ¢! est une fonction de base associée au neeud S;, alors on a, par construction :
=t

£1(S) =0, Vj #i. (2.21)

=t
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Discrétisation spatiale de I’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

On en déduit que pour deux fonctions de base associées a deux nceuds différents S; # S; ,
ona:

(M) (i,0)(5,6) ~ Z j{ A_Zlagﬁ =0, Vi#j, Vi<ap<d4. (2.22)
KeTy,

Par conséquent, si on ordonne judicieusement la base (5 ! ) de maniére a ce que les quatre

degrés de liberté associés a un méme nceud se suivent, so1t si on choisit la base :

=np,l =np,2" =nyp,3 =np,4

R T N L ¥ 2.23)

alors la matrice de masse M, obtenue par ce calcul approché est diagonale par bloc 4x4.
Elle n’est a priori pas diagonale, car le tenseur A n’est lui méme pas diagonal (voir la
remarque (1.5)).

2.3.2 Eléments finis de Lagrange d’ordre 2

2.3.2.a Le probleme des éléments finis de Lagrange usuels

FI1G. 2.3: L’élément fini standard d’ordre 2 de Lagrange

I se trouve que la technique de condensation de masse échoue si I’on utilise les éléments
finis de Lagrange d’ordre 2 usuels pour approcher H!(w), dont les degrés de liberté sont
représentés sur la figure (2.3). En fait, la formule de quadrature naturellement candidate
définie a 1’aide de ces degrés de liberté est:

74 Fyde =T (1) 410 + (M), (2.24)

exacte pour P,. Les poids étant nuls aux sommets du triangle, on obtient alors une matrice
de masse certes diagonale mais non inversible, puisque les éléments diagonaux associés a
un sommet sont nuls. Ce choix conduit donc a un probléme mal posé.

2.3.2.b Un nouvel élément pour obtenir la condensation de masse

Pour contourner ce probleme, on utilise le nouvel espace d’éléments finis introduit par Na-
thalie Tordjmann [62]. On consideére 1'espace de fonctions polynomiales:

By(K) = Py(K) @ [B], (2.25)
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2.3 Approximation des espaces H'(w) et (H'(w))*

ou b désigne la fonction bulle, nulle sur les trois arétes de K, définie par:

b= M3, (2.26)

FIG. 2.4: Nouwvel élément fini de Lagrange d’ordre 2

On définit alors les degrés de liberté, représentés schématiquement sur la figure (2.4):
Zic = {p(8),p(M),p(G); 1 <i < 3,p € PyK) (227)

et on vérifie sans peine que X est Py(K) unisolvant, de sorte que le triplet (K, P(K), X k)
définit bien un élément fini. En outre, la fonction bulle étant nulle sur les 3 arétes de K, on
vérifie sans difficulté que cet élément est bien H! conforme.

L’ensemble des nceuds de cet élément fini, est défini par:

N = {841, 83,S3, My, My, M3, G} (2.28)

On note p,f(" la fonction de la base locale de cet élément associée au nceud S;, ,u,%i la fonction
de base associée au nceud M;, et 4 la fonction de base associée au nceud G. On calcule :

pot = (A — g — A3)A1 + 3b,

P52 = (=M1 + A2 — A3) s + 3b,

P52 = (=1 — g + A3) A1 + 3b,

PO = 4dg A3 — 12b, (2.29)
ot = 4 Ag — 125,

ot = 4 xg — 12,

1S = 27b.

On définit alors les espaces d’approximation :

Vi = {on € C°w) 5 VK € T, ()i € By(K)} (2.30)
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et:

Xt = (V) (2.31)

La formule de quadrature utilisée pour obtenir la condensation de masse, définie a 1’aide des
degrés de liberté de P»(K) est maintenant:

i=1 (2.32)
2 9
= an Weg = 772, Wy

3 3
¢ F(@)iz = aire(K) (ws S F(8) +wa Y F0) +wgf(G>)
1 =1
“s = 907 15

Elle intégre exactement Ps.

On vérifie alors exactement de la méme maniere que pour l’ordre 1 que la matrice de masse
M? obtenue a l’aide de cette formule de quadrature est bien diagonale, tandis que la ma-
trice M| est diagonale par bloc 4x4.

2.3.3 Prise en compte des conditions aux limites essentielles

Regardons maintenant comment nous pouvons introduire les conditions aux limites essen-
tielles intervenant dans la définition des espaces V et X! donnée en (1.53) et (1.54).

2.3.3.a Condition essentielle de bord encastré

Rappelons que cette condition s’écrit:

vp = 0 sur vy, pour v, € Vy, (2.33)

La prise en compte de la condition (2.33) est extrémement classique. Pour qu'une fonction
vp, de Vy, s’annule sur vy, il suffit de s’assurer qu’elle s’annule en tout nceud qui se trouve
sur la frontiere 7. En effet, par construction méme des éléments de Lagrange, la restriction
de vp, € Vj a une aréte est entierement déterminée par ses valeurs aux nceuds de I’aréte.

On note N}, I'ensemble des nceuds de l’espace d’approximation considéré, soit, suivant qu’on
utilise une approximation d’ordre 1 ou 2:

N = U Ng, a=1ou2. (2.34)
KeT,

On approchera alors 1'espace Vy défini en (1.53) par:

Vito = {vp, € V5 vp,(Ns) =0, VN, € NiZ Nyo} (2.35)

Si on note ¢ la fonction de base de V* associée au nceud N, une base de V', est alors
donnée par:

{e"; N ¢ v} (2.36)
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2.3 Approximation des espaces H'(w) et (H'(w))*

2.3.3.b Condition essentielle de bord libre

En revanche, I'approximation de la condition sur le bord libre est plus délicate. Rappelons
que cette condition s’écrit:

(Mn).n = 0sury, pour M € xl. (2.37)
En effet, on ne peut pas aussi simplement rayer certains degrés de liberté du bord. Le pro-

bleme essentiel est qu’on a défini un élément “de sommet”, alors que cette condition porte
sur une aréte. Regardons tout d’abord le probleme a I'ordre 1.

FI1G. 2.5: Notations pour un sommet du bord

On considere un sommet du bord, noté S. On note a4 et a4 les deux arétes du bord libre
situées de part et d’autre de S, ng et ng leurs normales extérieures respectives et Ty et1g
leurs tangentes respectives (voir la figure (2.5)). Si on écrivait la condition (2.37) le long de
chaque aréte a4 et a4, on aurait alors les deux contraintes :

(Mmngy).ng), =0et(Mngy).ng)q, =0 (2.38)

Tout d’abord, sauf cas tres particulier, ces deux contraintes ne sont vérifiées par aucun des
éléments de la base canonique tensorielle proposée en (2.19). Il n’est donc pas immédiat
d’exhiber une base de I’espace d’approximation a partir de cette base canonique.

D’autre part, lorsque n o €tng ne sont pas colinéaires, on obtient deux contraintes linéaires in-
dépendantes portant sur le tenseur M , alors qu’on s’attendrait a priori a une seule contrainte
linéaire. Si on construit une base qui vérifie ces deux contraintes, on obtiendra de ce fait un
espace plus petit que 1’espace recherché.

Pour contourner ce probleme, une premiere méthode consiste a relaxer la condition de bord
libre (2.37). Elle est alors réintroduite faiblement a 1'aide d’un multiplicateur de Lagrange
qui s’interpréte comme la dérivée normale de v, le long du bord ;.

Nous avons choisi de définir une autre approximation de cette condition aux limites qui
s’inspire de la méthode employée pour traiter le bord encastré présentée ci dessus. Cette
méthode conduit également & une approximation non conforme de I'espace X;.

Les degrés de liberté de X} proposés en (2.19) ont été choisi de maniére canonique, soit, en
un sommet S':

(M (S)ey) -er, (M (S)e,) ey, (M(S)e,)-ery (M(S)e,) ey, (2.39)
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on voit bien qu’il semblerait plus adapté de choisir des degrés de liberté pour lesquels la
condition aux limites (2.37) s’exprime naturellement. Seulement la normale en un sommet
n’est, en générale, pas définie, puisque justement il y a un angle.

On définit alors la normale et la tangente moyennes, en un sommet S du bord par :

n,+n T+ T
Lbg T L84 Lg T L4
S 2 s 2

I3

(2.40)

et on choisit maintenant, tout au moins pour les sommets du bord, les degrés de liberté
suivant:

(M (S)ng) .ng, (M (S)ng).1s, (M (S)rs)-ng, (M(S)rg)- Ts- (2.41)
On note:

¢t e g, (2.42)

=—nn =nt =tn =tt

les fonctions de base associées a ces ddl, dans le méme ordre.

On peut maintenant décider de rayer la fonction de base ¢!, pour approcher la condition
—nn

aux limites (2.37). On choisira donc d’approcher I'espace X' a 'ordre 1 a l'aide de I'espace
Xi’é défini par:

11 1. q 1 ¢l 41,
Fnlo = Vect {éi,a 5 g 70} N {gnt7 gm’ étt 3 5 € 70} (2:43)

On n’obtient pas de cette fagon une approximation conforme de I'espace X! défini en (1.54).
Tout d’abord il est clair que les deux conditions (2.38) ne sont pas vérifiées, puisqu’on a
choisit d’écrire une seule condition a I'aide de la normale moyenne.

D’autre part, la condition approchée (M ng).ng est certes vérifiée au sommet, mais elle ne
l'est pas tout le long de l'aréte. En effet, si on note S, I'autre sommet de I'aréte a,, comme
M |q, est dans Pi(ay), il suffirait que (M (Sy)ng) - ng soit nul pour que (M ng).ng)q, = 0.
Mais le degré de liberté choisit en S est (M (Sy)ng, ) -ng,, et ng n'a aucune raison d’étre

égal a ng. On ne doit donc pas s’attendre ézque (Mng).ng)jq, =0.

lag
Dans le cas de 'approximation d’ordre 2, il y a, outre les éléments associés a un sommet,
ceux associés au centre du triangle, qui sont de toute fagon nuls sur le bord et vérifient donc
la condition (2.37) et aussi ceux associés au milieu d'une aréte. Pour une aréte du bord notée
a, de sommets S, et S; et de milieu M, il n’y a bien stir aucune ambiguité pour définir la
normale extérieure n, et la tangente 7,. On choisit alors, comme ci dessus, les degrés de
liberté suivant, plutot que la base canonique tensorielle:

(M (M)n,)) -ng, (M(M)ng) .74, (M(M)T,) .14, (M(M)T,). 7, (2.44)

et on rayera la fonction de base associée au degré de liberté (M (M)n, ) .n,. De méme que
pour le cas d'un sommet, la condition (M n,).n, ne sera vrai qu'au point M et pas tout le
long de l’aréte.
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2.4 Approximation de I'espace H3(v,)

La triangulation 7}, définit de fait un maillage du contour y; que ’on note Gj,. Ses arétes sont
notées A. On définit alors les espaces d’approximation de Lagrange d’ordre k:

£ ={¢n € C°(); (¢n))a € Pr(4), VA € Gy} (2.45)
o o O o @
Ordre 1 Ordre 2

FIG. 2.6: Eléments fini de Lagrange d’ordre 1 et 2 sur un segment

Les degrés de liberté des éléments fini de Lagrange d’ordre 1 et 2 sont représentés schémati-
quement sur la figure (2.6). Soit pour 'ordre 1:

Sk = {p(51),p(S2);p € P1(A)}, (2.46)
et pour l'ordre 2:
Sk = {p(51),p(S2),p(M);p € Py(A)}, (2.47)

ol on a noté S et Sy les sommets de 'aréte A, et M son milieu. Pour obtenir la condensation
de masse dans E,ll, nous utiliserons donc la formule des trapezes a savoir:

$1="2 0 + 152, 49

ot [(A) désigne la longueur de l'aréte A.

Enfin, pour obtenir la condensation de masse dans L2, nous utiliserons la formule de Simp-
son, soit:

1 2
§. 5 =1 (550 + £52) + 10m ) 2.49)

Pour plus de précisions sur la condensation de masse dans les espaces d’approximation de
Lagrange en une dimension d’espace, on pourra consulter [62] et 'annexe C.

2.5 Approximation de 1’espace H(Div,w)

Rappelons que Div est la divergence appliquée a des tenseurs d’ordre 2. Div M est un vec-
teur de dimension 2 dont les composantes sont données par la divergence de chacun des
vecteurs lignes du tenseur M . Par conséquent, I'espace H(Div , w) est isomorphe a 'espace
(H(div,w))?. Il nous suffit donc d’approcher I'espace H (div,w), et nous obtiendrons une ap-
proximation de H(Div, w) par produit tensoriel.
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L’approximation conforme de H (div, w) par des éléments finis conformes repose sur le lemme
trés classique suivant :

Lemme 2.1 Soit Q un ouvert de R? de frontiere réguliere. On se donne une partition de  en deux
ouverts :

Q=0,UQ. (2.50)

On note T = 6y N 6y la frontiere commune a Qy et Q9, et n la normale extérieure a Qy le long de
I. On considére w : @ — R un champ de vecteur défini sur 2. On note w; = wq, pour i € {1,2}.
Alors w € H(div, ) si et seulement si:

1. w; € H(div, ;) pour i € {1,2},

2. wy.n=wy.nsurl.

Ainsi, pour réaliser une approximation conforme de H(div,w), il faut s’assurer de la conti-
nuité des composantes normales le long de chaque aréte de la triangulation 7},.

Considérant un espace d’approximation de H(div,w), que nous noterons R}, de base (w;),
notre problématique est de réussir a réduire la matrice de masse suivante:

(M, )i Z/wi-wja (2.51)

a une diagonale. Introduisons tout d’abord quelques notations supplémentaires concernant
le triangle:

FIG. 2.7: Notations sur le triangle — 2

Notation 2.4 On considere un triangle K de sommets S, S2, S3, d’arétes a1, as, a3, dont les milieux
sont notés My, My, Ms. On note en outre n; la normale intérieure a K le long de 'aréte a;, et T, sa
tangente, telle que (7;, n;) soit orthonormé direct, de sorte que T oriente le triangle dans le sens direct
(voir la figure (2.7)).
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On peut exprimer n; et T; a l'aide des coordonnées barycentriques X;. En effet, puisque (A\;)|q, = 0,
on en déduit que (Z)\i)‘ai est colinéaire a n;. En se méfiant bien de I'orientation, on en déduite :

Vi = —[|¥Ailln;, (2.52)
On note
rotA; = e, AVA;,

la rotation d’angle T du gradient. On a finalement :

1 1
n,=———VN\, et 7. =— rot ;. 2.53
N 2V R N TP WS (259

Enfin, sachant que ¥ \; est une constante, on calcule aisément :
IV Al = Ry, (2.54)

ot h; est la hauteur issue de S;. Mais il est bien connu que
2aire(K) = h; l(a;),

ot l(a;) désigne la longueur de 'aréte a;. On peut de ce fait calculer n; et de T; tres simplement a
I'aide des seules coordonnées des 3 sommets de K.

2.5.1 Echec de la condensation de masse avec les éléments de Raviart-Thomas

L’'approximation la plus usuelle de I'espace H(div,w) est certainement fournie par les élé-
ments introduits par Raviart et Thomas ([53, 61] ), définis ici sur le maillage triangulaire 7.
Cet espace est défini par:

RL = {w € H(div,w) ; VK € Tp,wx € Rl(K)} (2.55)

ol Ry (K') désigne 'espace de polynomes définis sur le triangle K par:

ok T T
Ry(K) = {Qz ( K) + 6" ( ) | g, 0, € R} = (R(K))’ @R( ) (256)
oy Y Y

On vérifie que la composante normale de tout champ p appartenant a R;(K) est constante le
long de chaque aréte de K, ce qui permet de controler la continuité de cette composante qui
assurera que l'espace R} est bien un sous espace de H(div,w). Les degrés de liberté de cet
espace d’éléments finis sont donc les valeurs de la composante normale du champ p le long
de chaque aréte de la triangulation. Ils sont représentés symboliquement sur la figure (2.8).
Ainsi, on peut écrire:

Sk = {p(M;).n;, 1 <i <3} (2.57)

109



Discrétisation spatiale de I’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

FIG. 2.8: Eléments fini de Raviart Thomas triangulaire d’ordre 1

Le triplet (K, R1(K), X k) est donc un élément fini H(div,w) conforme, dont la base cano-
nique locale est donnée par (voir par exemple [51]:

o Ua) o

out M désigne le point de K de coordonnées (z, y).

Remarque 2.1 Notons que le long de des arétes auxquelles appartient le sommet S;, la fonction de
base g, est purement tangentielle, mais elle n’est pas nulle, soit :

q,(Mj).7; #0,5 #i. (2.59)

On ne controle pas la composante tangentielle des champs de R+, et ¢’est égal, puisque justement celle
ci a le droit d’étre discontinue. Mais on verra que c’est ce qui met en échec la condensation de masse.

Remarque 2.2 Il semble plus naturel de choisir comme degrés de liberté les quantités :

Exz{/ g-@i,1§i§3,p€R1(K)}- (2.60)
a;
En effet, la trace d'un élément de H(div, K) étant dans 'espace H -2 (6K), ses valeurs ponctuelles
n’ont en toute généralité pas de sens. Ce choix de degrés de liberté ne conduit donc pas a une définition
naturelle de I'opérateur d’interpolation. En I'occurence, comme la composante normale est constante
le long de chaque aréte, la base duale associée a ces ddl est proportionnelle a celle donnée en (2.58)

Ce choix est dil a la problématique de la condensation de masse, qui nécessite de choisir les degrés de
liberté aux points de quadrature de la formule d’intégration approchée.

Les degrés de liberté de cet élément fini étant situés au milieu des arétes du triangle K, la
formule de quadrature naturellement candidate pour la condensation de masse, P, exacte,
est alors:

aire(K)

¢ sloya = 5 (G00) + £ + F(M3)). .61
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Malheureusement, ce choix ne conduit pas a une matrice de masse approchée diagonale. On
calcule en effet:

. 3 . 3
$ a0, = DS, 00 (00 )+ D Y0, 0) )0, (08) - ).

- : B =1
(2.62)

Le probléme est qu’on ne controle pas les composantes tangentielles des fonctions de base
g, ainsi qu'il est précisé dans la remarque (2.1). Par Consequent si le premier terme de (2.62)
est bien proportionnel a é;;, le second terme, lui, n’a aucune raison de I'étre. On peut donc
décomposer la matrice M, sous la forme:

dans laquelle M} est bien diagonale, mais M ne 1’est malheureusement pas.

La condensation de masse pour les éléments de Raviart-Thomas de plus bas degré est donc
un échec.

2.5.2 Un nouvel espace d’approximation H(div,w) conforme du premier ordre
2.5.2.a Construction d’'un nouvel élément fini du premier ordre

Pour contourner ce probleme, on va construire un nouvel élément fini dans lequel on controle
non seulement les composantes normales, mais également les composantes tangentielles des
fonctions de base le long de chaque aréte de la triangulation. Il s’agit donc d’enrichir l'es-
pace R;(K). Comme nous cherchons a approcher H(div,w), on autorisera a la composante
tangentielle a étre discontinu le long de chaque aréte, si bien que notre nouvel espace d’élé-
ment fini possédera 3 degrés de liberté par aréte, un pour la composante normale, continue,
et deux pour les composantes tangentielles, discontinues.

__>

y

FIG. 2.9: Nouwvel élément fini H(div,w) conforme d’ordre 1

On choisit donc les degrés de liberté suivants, représentés schématiquement sur la figure
2.9):

Yk = {p g, p(M;) .75, 1 <4 < 3}. (2.64)
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Il nous faut maintenant construire les 6 fonctions de base associées a ces 6 degrés de liberté.
On veut donc:

1. que 'espace R;(K) engendré par cette base soit 3. x-unisolvant.

2. que l'élément fini obtenu soit H (div, w) conforme.

Notons:

T1,T9,T3, les3 fonctions de base associées a un ddl composante normale,

S1,89,83, les 3 fonctions de base associées a un ddl composante tangentielle.

Pour assurer la condition 1— ci dessus, on écrit donc:

ri(Mj).n; = bij, 1;(Mj).1; =0,

2.65
506) .0y =0, 504).7; = b 262
tandis que la condition 2— impose pour chaque fonction de base p que la composante nor-
male le long de chaque aréte (p.n;) ,. ne dépende que de sa valeur en son milieu M;, pour
assurer justement la continuité de la composante normale. Cela implique :

(ri-m;),. = b
ey 8 (2.66)

€5 -ﬂj)|aj =0.

Notation 2.5 Dans tout ce qui suit, I'indice i sera choisi modulo 3 dans I'ensemble {1, 2, 3}, de sorte
que les sommets du triangle K seront notés S;, Sit1, Si+2, en partant du sommet S;. De méme pour
toutes notations introduites dans les notes (2.3) et (2.4)

Commencons par déterminer les trois fonctions (s;). D’apres la condition (2.66), on sait que
ces champs doivent étre purement tangentiels le long de chaque aréte. En outre, pour assurer
la nullité de s; aux points M;; et M, imposée par (2.65), on choisit carrément s; nulle le
long des arétes a;;1 et a;+2. On en déduit que s; est nécessairement de la forme:

8; = ihip1AiyaTy, (2.67)

ot y; est un coefficient de normalisation qu’il nous reste a déterminer de maniere a ce que la
troisieme condition d’unisolvance s;(M;).1; = 1 soit vérifiée. Comme on a:

1
Aip1(Mi) = Xiga(Mi) = o, (2.68)
on en déduit, compte tenu de (2.53):
4
;= — = A1 A tA; 2.
§z ||Z)\Z|| ’L+1 ’L+2& 3 ( 69)
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Pour déterminer les trois fonctions (r;), rappelons que les trois fonctions de base de R (K),
données en (2.58), vérifient:

(gz - ﬂj)\aj = 623 (270)
La seule de toutes les relations (2.65, 2.66) qui n’est pas vérifiée par les (g,) est donc:
r;(M;).7; =0. (2.71)

J

Pour l’obtenir , on dualise la famille :

{4,:9,- 45 81,59, 83} (2.72)

selon un procédé de type orthonormalisation de Schmidt. On pose donc:
3
j=1

et on détermine o;; de maniére a ce que (2.71) soit vérifiée, ce qui conduit a:

3
ri =g, = > (g,(M)) . 1))s;, (2.74)
j=1
On pose alors:
Rl (K) = VeCt{fl; T9,73,51,32, §3} (275)

Remarque 2.3 Notons que I'on a, vue la définition des fonctions de base (r;) (2.74) :
Ri(K) = Ri(K) @ Vect{s,,s,,53}. (2.76)

On a donc bien enrichi I'élément fini de Raviart-Thomas R, (K).

Puisqu’il a été construit pour cela, on peut maintenant sans surprise énoncer le:

Théoreme 2.1 1. Ry(K) est X unisolvant, oit S est la famille de degrés de liberté définie en
(2.64).

2. Ry(K) est H(div,w) conforme.

Montrons tout d’abord le résultat treés général d’algebre linéaire suivant:
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Lemme 2.2 Soit E un espace vectoriel de dimension quelconque. Soient (¢;)1<i<n une famille de
N éléments de E, N € Net (0;)1<i<n une famille de N formes linéaires sur E. On suppose que :

(0i, @) = 6i5, Y1<4,j<N. (2.77)

Alors la famille (@;)1<i<n est (o;)-unisolvante.
(p;) et (o;) sont donc duales 'une de I'autre.

> PREUVE DU LEMME (2.2) : Onnote V = Vect{y; ; 1 <i < N}.Posons alors:
V - RN
3 - 2.78)
o~ (0i, P)i<i<n

® est clairement linéaire. En outre, notant

N
¥ = Z ;i Pi,
i=1
on vérifie grace a (2.77) que:
P(p) =0=04(p) =a; =0, Vi

Donc @ est injective, et le théoreme du rang permet de conclure qu’elle est bijective, soit
l"'unisolvance recherchée. <

> PREUVE DU THEOREME (2.1) : Le point 1. est une conséquence immédiate du lemme
précédent, en prenant par exemple E = C(K).
Le point 2. quand a lui est une conséquence des relations (2.66) vérifiées par les fonctions

(r;,8;) et du lemme (2.1), puisqu’on controdle la dérivée normale de tout champ de R, (K)

le long des arétes de K grace aux ddl Y. <

2.5.2.b Nouvel espace d’approximation de H(div,w) d’ordre 1

On définit alors le sous espace de H(div, w) suivant:

Ry = {w € H(div,w); VK € Ty, w)xc € a(K)} 279)

On construit une base de cet espace a partir de la base locale définie sur tout triangle selon
le procédé classique des éléments finis. Pour toute aréte intérieure a de 73, on se donne une
normale a cette aréte n, qui permet de définir de maniere univoque le triangle gauche K, et
le triangle droit K4 auxquelles elle appartient, ainsi qu'une tangente 7, comme présenté sur
la figure (2.10).
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K

FIG. 2.10: Les deux triangles associés a une aréte intérieure

7%% admet donc deux types de fonctions de base associées aux arétes intérieures a du maillage
Ty, : celles de type “normal”, notées r,, et celles de type “tangentiel”, notées s; et s. Elles sont
définies comme suit :

suppr, = K4 U Ky,

(ra)|x, = 1:(Ky), siaestlarétei de K|

(fa)le = —1,(K4), siaestl'aréte i de K,
supp s = K, (2.80)
(s7) = s;(Ky), siaestlaréteide K,

{ supp gg = Ky,

(ég)le = —s,;(Ky), siaestlaréte i de Ky

Notons que par construction des fonctions de base locales r;(K) et r;,(K,), on a bien conti-
nuité de la composante normale de r, le long de a. En outre, comme (r, . n; est nulle le long
de toute autre aréte de K, ou K¢, on a bien, r, € 7~€,1Z C’est ici qu’intervient le fait que nous
avons construit un élément H (div, w) conforme.

De méme, on vérifie bien que 59, s¢ € R}

On définit de maniere analogue les deux fonctions de base r,, et s, associées a une aréte

du bord, qui n’appartient du coup qu’a un seul triangle K,, . On choisit judicieusement de
b

prendre la normale qui est extérieure a w. Alors:

{ supp r,, = Ko,

74, = Ti(Ka,), siapestl’aréte i de K,

(2.81)

{ supp 8,, = Ka,,

Sq, = 5;(Ka,), siap estlaréte i de K,

Remarque 2.4 A chaque aréte intérieure a de Ty, de milieu M,, nous avons donc trois degrés de
liberté définis pour tout w de I'espace R} :

o la composante normale de w en M,, a savoir w(M,) . n,
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e les deux composante tangentielles de w en M, a savoir w g (M,) .7 et w g, (M) . T.

Pour une aréte du bord, il n’y en a plus que deux, puisqu’il n’y a plus qu’une seule composante

tangentielle. Une représentation schématique de I'espace R} est proposée sur la figure (2.11).

FIG. 2.11: Représentation schématique de I'espace R},

Remarque 2.5 Par construction, si w est ['une des fonctions de base associée a I'aréte a, alors on

vérifie que, grice aux relations de dualité (2.65) que:

w(My) = 0, pour toute aréte a' # a.

On introduit:

o A;, I'ensemble des arétes intérieures de 7}, de cardinal NN;,

o A, 'ensemble des arétes du bord de 7}, de cardinal N,

On a alors:

w= 3 [@(Ma) 0y, + (e, (Ma,) - 7)s8, + (wysc,(Ma) )5 +
a;€A;

3 [(w(My,) n)ry, + (w(My,) . 7)s,,] -

apEA,
On en déduit, a I'aide du lemme (2.2), le théoréme suivant:
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Théoreme 2.2 La famille :
B‘fz}b = {faiaﬁgi7§giafab7 §ab ; G5 € Ai7 ap € Ab} (284)

est une base R}. La dimension de I'espace R}, est donc :

dimR} = 3N; + 2N;,. (2.85)
h

Remarque 2.6 L'un des inconvénients de cet espace est que sa dimension est nettement supérieure
a celle de Iespace dont il est issu, R}. On a en effet :

dim R}, = N; + Np. (2.86)

2.5.2.c Condensation de masse

Rappelons que la formule de quadrature naturellement candidate pour obtenir la condensa-
tion de masse est:

$ 1@ = 2B () + ) + £(03)). (2.87)

On introduit la forme bilinéaire symétrique ¢, définie sur R}, par:

(v,w) =Y jf (2.88)

KeTy,

Alors, si w; et w; désignent deux fonctions de la base de Bﬁ}, ,on calcule :

aire K) >
(My)ij = on(v,w) = » Z ) -my) (wi (M) - 1y)+

KeT,

ACU) § (M) ) (M) 1) | - (289)
=1

On vérifie donc, puisqu’on controle cette fois ci et les composantes normales et les compo-
santes tangentielles des fonctions de bases, que la base de R} introduite ci dessus est ¢,
orthogonale.

Ainsi, la matrice de masse M, définie en (2.51) est donc bien approchée par une matrice
diagonale.
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2.5.2.d Construction d’'une approximation d’ordre 1 de H(Div ,w) et quasi condensation
de masse

Pour approcher 'espace H(Div ,w), on utilise donc 'approximation suivante, obtenue par
produit tensoriel :

x vt (ﬁh)Q (2.90)

Notation 2.6 Pour un champ de vecteur w, on note, (I'indice w indiquant up et l'indice l indiquant

low ):
Wy Wy
w le tenseur
- 0 0

0 0 (2.91)
w' le tenseur
T Wy Wy
Théoreme 2.3 La base canonique de X1V est donnée par :
{{-dlv} {_a 5o :d;u zih sg,l 8950 € A} { Zb’ﬁzb’zlab7§i'b ;a; € Aiyap € Ab}
(2.92)

Ainsi, il y a 6 degrés de liberté par aréte intérieure et 4 degrés de liberté par aréte du bord.
La dimension de cet espace est par conséquent:

dim X3V = 6N; + 4N,
Par construction méme, si 5 div est I'une des fonctions de base de X div associée a 'aréte a,
alors on vérifie aisément, grace a la remarque (2.5) que:
§d“’( M) =0, pour toute aréte a’ # a. (2.93)
gdiv

On en déduit que si et ¢4V désignent deux fonctions de base associées a deux arétes
= =j

distinctes a; et a;, alors:

M) ”_/Agdw gdw,\, Z ]{ Agdlv gdlv

KeTy,

= Z ZAgdW §d“’(Ml) 0. (2.94)
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Par conséquent, si on ordonne judicieusement la base {£ 4Vl de maniére a ce que les degrés
de liberté associés a une méme aréte se suivent, ainsi qu’il est proposé ci dessus, alors la
matrice de masse M;" obtenue par ce calcul approché est diagonale par bloc 6x6 ou 4x4,
suivant que l'aréte associé au bloc est une aréte intérieure ou une aréte du bord. Elle n’est a
priori pas diagonale, car le tenseur A n’est lui méme pas diagonal (voir la remarque (1.5)).

2.5.3 Un nouvel espace d’approximation H(div,w) conforme du second ordre

On suit a présent la méme démarche qu’a la section précédente pour construire un élément
fini du second ordre.

2.5.3.a Echec de la condensation de masse avec les éléments de Raviart-Thomas d’ordre
2

L'espace d’éléments finis triangulaires H(div,w) conforme de Raviart-Thomas du second
ordre est défini par:

R2 = {w € H(div,w) ; VK € Tp,wx € RQ(K)} (2.95)

ol Ry(K') désigne 'espace de polynomes définis sur le triangle K par:

II)2 X
Ry(K) = (PU(K))?®R ( ) R ( f) (2.96)
zy Yy

On vérifie que la composante normale de tout champ p appartenant a Ry (K) est dans P (a)
le long de chaque aréte a de K, ce qui permet de controler la continuité de cette composante
qui assurera que I'espace R} est bien un sous espace de H(div,w). Puisque (p.n)|, € Pi(a),
il suffit de connafitre sa valeur en deux points de chaque aréte.

Pour obtenir la condensation de masse, il est nécessaire que les degrés de liberté soient asso-
ciés aux noeuds de quadrature de la formule d’intégration qu’on utilisera pour approcher la
matrice de masse. Précisons encore quelques notations pour ce nouveau triangle.

Mz g,

FIG. 2.12: Notations sur le triangle — 3
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Notation 2.7 Soit K un triangle de sommets S1,S2,S3 et d’aréte a1, a9, a3, de barycentre G. On
fixe un parametre o €]0,1\{3 } et on définit sur chaque aréte a; les deux points (cf. figure (2.12)):
M; 11, barycentre de {(Sit1,1 — @), (Si+2, )}
(2.97)
M; i12, barycentre de {(Sit1,a), (Siy2,1 —a)}

a est un parametre que I'on déterminera ultérieurement de maniére a obtenir une formule de quadra-
ture dont les nceuds sont situés en (M; j, G)1<i<3;jefi+1,i+2}, qui soit exacte pour les polyndmes de
degré le plus élevé possible.

Nous choisissons alors les degrés de liberté suivant, représentés schématiquement sur la
figure (2.13):

Y= {B(Mi’j) .1y, p(G) . ey, p(G) ey 1 <0< 3} (2.98)
et on note la base canonique associée:

(gi,j’ 9a, QG2)1§i§3;je{z’+1,i+2}

|L|
vy

FIG. 2.13: Degrés de liberté de I'élément de Raviart-Thomas d’ordre 2

Remarque 2.7 Les degrés de liberté de cet espace d’éléments finis sont usuellement donnés par :

Exz{/ p-ﬂids,/p-msds,/p-gzdw,/p-gyda:; 1§Z’S3,}, (2.99)
a; a; K~ K~

mais, de la méme maniére qu’a I'ordre 1, ceux ci ne sont adaptés pas a la condensation de masse.

La formule de quadrature associée aux nceuds (M; ;, G), exacte pour les polyndmes de degré
le plus élevé possible est déterminée dans [23]. Elle est donnée par:

ji f = aire(K) [wa< Z f(MZ-,j)) T+ wgf(G)]
1<i<3
je{it1,i+2} (2.100)

R P
1200 7 20 N 22

Wq —
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Cette formule de quadrature integre exactement les polynémes de degré inférieure a 3.

On rencontre bien entendu le méme probleme qu’a l'ordre 1 pour la condensation de masse.
Celle ci échoue car on ne contrdle que les dérivées normales aux points de quadrature, ce

qui est insuffisant pour assurer que la base ((g, PERY G2)1§i§3;je{z’+1,z’+2} soit orthogonale

pour le produit scalaire L? approché a 'aide de cette formule d’intégration numérique.

2.5.3.b Construction d’'un nouvel élément fini du second ordre
On construit donc un nouvel élément fini (K, Ry(K), X k), H(div,w) conforme, en enrichis-

sant I'espace Ry(K). Nous choisissons donc les degrés de liberté suivant, représentés sché-
matiquement sur la figure (2.14) :

Sk = {p(Mij).n;, p(M;;) .75 p(G) - eg p(G).e,; 1<i<3} (2.101)

.

y v

FIG. 2.14: Degrés de liberté du nouvel élément fini d’ordre 2

Notons:

(1ij)1<i<3;je{i+1,i+2} les 6 fonctions de base associées a un ddl composante normale,
(§i,j)1§i§3;je{i+l,i+2} les 6 fonctions de base associées a un ddl composante tangentielle,

(re,)peq1,2) les 2 fonctions de base associées au centre du triangle.

Ceux ci doivent vérifier, d"'une part, pour que 'espace engendré soit ¥ x-unisolvant:

i j(Mig) g = 6xbju, 1, j(Myy) .7, =0, r; ;(G) =0,
8i,j(M,) -y = 0, 85 i (M) .75 = 6igbji, s;;(G) =0, (2.102)
pr(Mk,l) =0, ﬂGp(G) € = opy,

et d’autre part, pour obtenir un élément H(div,w) conforme:

(15,5 -ﬂk)\ak € Pi(ag),
(8i - )a, =0, (2.103)

(r, -ﬂk)|ak = 0.
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Sans entrer dans les détails, suivant la méme démarche que pour I’ordre 1, on en déduit que
les ddl de type s sont donnés par:

4
i = e Nt A2 i T 2.104
§Z1] ||v>\zl| i+l Z_|—2(’2515-7 I’L’ ( 0 )

ou ¢; j est le polynome de degré 1 définit par:
¢ij(Mij) =1, $ij(Miz) =0, i;(G) =0, (2.105)

ot M; ; désigne l'autre point de l'aréte a; (on a donc {j,7} = {i + 1,7 + 2}).

Puis on construit les ddl de type r en “orthogonalisant” la base de R2(K), soit:

Ei,j = Qi’j - kz;(gi,j(Mk,l) 'zk)ﬁk,la V1 < [ < 3) .7 € {Z + 172 + 2}
; 2.106
re, =4g, ~ %(QGP(MM) ‘Tk)Sgy VP € {1,2}. ( )
2.5.3.c Nouvel espace d’approximation de H(div,w) d’ordre 2
On pose alors:
Ro(K) = Vect {gi,j, sij T, 1<i<3 € i+ Li+2)pe(l 2}} (2.107)

etonale:

Théoreme 2.4 1. Ry(K) est X unisolvant, oit S est la famille de degrés de liberté définie en
(2.101).

2. Ry(K) est H(div,w) conforme.

On construit enfin le sous espace de H(div,w) suivant:

R2 = {w € H(div,w) ; VK € T,k € RQ(K)} : (2.108)

pour lequel on définit trois types de fonctions de base:

e les fonctions de base associées a la composante normale en un nceud M ; ; d’une aréte
de la triangulation 7y,. Elles ont pour support les deux triangles auxquelle appartient
l'aréte lorsqu’il s’agit d 'une aréte intérieure, et le seul triangle auquel appartient 1’aréte
lorsqu’il s’agit d"une aréte du bord.

e les fonctions de base associées a la composante tangentielle en un nceud M;; d'une
aréte de la triangulation 7},. Il y en a deux par aréte intérieure et une seule par aréte du
bord, et leur support est limité & un seul triangle.
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ki

FIG. 2.15: Représentation schématique de I'espace R}

e les fonctions de base associées au centre du triangle. Leur support est limité a un seul
triangle.

Et on note B> la base canonique ainsi sommairement définie, schématiquement représen-

tée sur la figure (2.15) On montre encore que cette base est bien orthogonale pour 1’approxi-
mation du produit scalaire obtenue a 1'aide de la formule d’intégration numérique (2.100),
puisque 1’on controdle cette fois ci a la fois les composantes normales et tangentielles des élé-
ments d’aréte de la base Bﬁ%' Ainsi, la matrice de masse M, définie en (2.51) est donc bien

approchée par une matrice diagonale.

2.5.3.d Construction d’'une approximation d’ordre 2 de H(Div ,w) et quasi condensation
de masse

Enfin, pour la construction d'une approximation de H(Div ,w) du second ordre, on pose:
, Lo\ 2
x0v2 (R,%) . (2.109)

Puis procédant toujours comme pour 1'ordre 1, on montre que 1’on obtient une matrice de
masse diagonale par bloc. Si le nceud associé au bloc est associé a une aréte intérieure, ce
bloc sera 6x6; si ce nceud est associé a une aréte du bord ou au centre du triangle, ce bloc sera
4x4.

2.5.4 Prise en compte des conditions aux limites essentielles

On s’intéresse pour finir a la maniére de prendre en compte la condition aux limites essen-
tielle intervenant dans la définition de ’espace X%, donnée par:

(Mmn).n = 0sury, pour M € xdv, (2.110)
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On montre ici comment prendre en compte cette condition aux limites dans notre espace
d’approximation a l'ordre 1. La construction pour 'ordre 2 est similaire et ne pose pas de
difficulté particuliere.

Par construction, les composantes normales et tangentielles d"un tenseur M € X" le long
d’une aréte de la triangulation sont définies uniquement par leur valeur au milieu de laréte.
La condition aux limites (2.110) est alors introduite dans notre espace d’approximation aussi
naturellement qu’elle I'est pour I'approximation de H}(w) par des éléments finis de La-
grange: il suffit de “rayer” les degrés de liberté pour lesquels cette condition n’est pas véri-
fiée sur le bord. Pour cela, il nous faut tout d’abord réarranger les ddl associés a une aréte
du bord.

On considere une aréte du bord notée a;, n = (n1,n2) sa normale, et T = (71, 72) sa tangente
et M son milieu. Les fonctions de base associées au point M ont toutes comme support le
triangle K auquel appartient 1’aréte, puisque celle ci n’appartient qu’a ce seul triangle. La
base canonique de XV proposée en (2.92) est en fait mal adaptée pour la prise en compte
de la condition (2.110), puisqu’elle associée aux degrés de liberté suivant:

(M (M)n).ep, ( M(M)T).e4, (M (M)n).e,, (M(M)T).e,, (2.111)

Il vaut mieux choisir:

M (M)n).n, M(M)n).7, M (M)1).n, ( M(M)1).1. (2.112)

On vérifie aisément que les fonctions de bases associées a ces nouveaux ddl sont données
respectivement par :

nir’ . T’ nis’ " 18"
o L= L= L= (2113)
1 n2£T 1 TQKT 1 n2§T 1 7_2§T

ot w' désigne le vecteur ligne (wy, wy).

Par construction, comme la composante normale le long de a est définie uniquement par sa
valeur au point M, on en déduit que:
((z'™n).n)e =1, (Mn).n).=0, ((g7n).n).=0, ((gn).n),=0. (2114)

11 suffit donc de rayer toutes les fonctions de base du type 7;21" On note:
o Ay, les arétes du bord libre,
o Ay, les arétes du bord encastré,

Une base de notre espace d’approximation est alors donnée par:

di , d, l Jodl . . .
{£}) = {z“,,ég,“,éa,“,'r 897,855 a; € Az}
= —Wr T —Y —We

=a;’ =a;

U{r“ ,s% 7l ’éiz ; Gy E.Abz}

=a,’ =a, ’ =a,

U {(Qzlt’ (" (s s o € Abl,} (2.115)

=a;
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et on obtient ainsi une approximation conforme de 'espace:

X = {H(Div,w); (Mn).n=0sury}.

2.5.5 Construction par passage a 1’élément de référence
2.5.5.a La transformation H(div,w) conforme

De la méme maniere que I'on peut définir tout élément fini de Lagrange par passage a 1'élé-
ment de référence a 'aide de la relation d’affine-équivalence définie en (1.2), il existe un
isomorphisme qui permet de ramener la définition d"un élément fini H(div,w) conforme a
un élément de référence (f( , PK, by K)-

Rappelons que, K désignant le triangle de référence usuel, et K un triangle non dégénéré,
de sommets S, Sy et S3, il existe une unique transformation affine du plan, inversible :

R? — R2
Fy - (2.116)

telle que:

Fr(S;) = S;,Vi € {1,2,3} (2.117)

On note F(K,R?) I'ensemble des champs de vecteurs définis sur un triangle K. On définit
alors la transformation suivante :

Définition 2.1 Soit G la transformation définie sur F(K,R?) par:

F(K,R) — F(K,R?)
G: K —» R (2.118)
P = Gp=mp: P
z = pz,y) = Brp(Fy (2)),
ot By est la matrice jacobienne de la transformation affine Fy définie ci dessus en (1.8).

Utilisant la convention d’écriture: x = F (&), on a plus succinctement :

Gp(z) = p(z) = Brp(Z)- (2.119)

Cette transformation est usuellement appelée transformation H(div,w) conforme, car elle conserve
cette remarquable propriété, ainsi que le précise la proposition suivante, démontrée par
exemple dans [61]:
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Théoreme 2.5 Si (K, P, 3 k) désigne un élément fini H (div,w) conforme défini sur le triangle
de référence, alors le triplet (K, Px, X k) défini par :

K = Fx(K),
Py = G(Px), (2.120)

Yk =Sk o Fgl,

est un élément fini H(div, w) conforme.

L'intérét de cette transformation du point de vue de I'implémentation numérique est qu’elle
permet de calculer aisément la base locale de tout élément fini a partir de la base locale de
I'élément fini de référence.

2.5.5.b Passage al’élément de référence et condensation de masse

Le théoreme précédent nous assure qu'un élément fini obtenu par cette transformation est
bien un élément H (div,w) conforme. Mais il ne faut pas oublier que notre but était d’obtenir
la condensation de masse, et que celle ci repose sur un choix approprié des degrés de liberté
choisis. Il faut donc s’assurer que cette transformation bien utile pour la mise en ceuvre
effective de la méthode, ne chamboulle pas toute notre construction. C’est I'objet des deux
petits lemmes suivants.

Commengons par modifier légerement les notations utilisées jusqu’alors (un champ $p perd

son chapeau lorsqu’on lui applique G; pour les distinguer les éléments de R;(K) on leur
ajoute donc a ces derniers un?):

e {3} labasede Ri(K)

{g,} la base de R:(K), définies par (2.58)
{g;} = 9{q;}

{#;,5.} labase de R;(K)

{#;,3;} la base de Ry (K), définies par (2.75)

{rissi} = G{%;, 8;}-

Lemme 2.3 L'application G transporte Ry(K) sur R (K), ie.:

GRi(K) = Ry(K), (2.121)
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> PREUVE : Rappelons que, d’apres la remarque (2.3):

Ri(K) = Vect{§;,3; ; 1 <i < 3}

24
On sait que:

A~

a, = 1(a;)S: M

8; = ANip1digoT

Or, on calcule aisément :

>
>

&

x

RN
I

on en déduit que:

Gg,(z) = g,(z) = 2aire(K) l(a,)gi@),

Gia) = (o) = o1150),

(2.122)

et par conséquent le résultat, puisque la famille {g;, s; ; 1 < i < 3} s’avere étre proportion-
nelle a la famille {g;,3;; 1 <i < 3} <4

Dans la preuve précédente, on a démontré qu’il y a une relation de proportionnalité entre
les fonctions de base associées a un ddl tangentiel obtenues par la transformation G et celles
construites localement a la section 2.5.2, soit entre (G§;) et (§;). Ceci est tout simplement lié
au fait que la transformation G conserve les relations de parallélisme, et donc transforme les
champs tangents au bord sur K en champs tangents au bord sur K.

Mais G ne conserve par l'orthogonalité. Par conséquent les champs normaux au bord sur
K ne sont pas nécessairement transformés en champs normaux au bord sur K. En toute
généralité, on n’a aucune relation de proportionnalité entre (G7;) et (7;) (notons que dans
la démonstration précédente on a justement choisi la base (g,, 3;) et non la base (7;, 3;) de

Ry(K)).
Ainsi, la base de R;(K)obtenue de R;(K) par la transformation G n’est pas orthogonale
pour le produit scalaire approché utilisé pour obtenir la condensation de masse. Mais on a

heureusement la propriété suivante, qui nous assure que la matrice de masse est diagonale
par bloc 2x2:

Lemme 2.4 Si w est I'une des fonctions de base de Ri(K) associée a I'aréte a, alors w = G,
associée a I'aréte a vérifie :

w(Mgy) = 0, pour toute aréte a' # a. (2.123)
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> PREUVE : C’est une simple conséquence de la remarque (2.5). En effet, le résultat est
vrai sur K, soit:

(M) = 0, pour toute aréte &’ # a, (2.124)

et il se transporte sur K par la transformation G. <

De la méme maniere, on vérifie cette construction par passage a I'élément de référence ne
perturbe pas le résultat de quasi condensation de masse présenté pour 1'approximation de
H(Div,w).

Il va de soi que ces résultats s’étendent naturellement a 1’ordre 2.

2.5.5.c Passage al’élément de référence et conditions aux limites

Il reste enfin a vérifier que le passage a 1'élément de référence ne perturbe pas non plus
la construction de la base permettant de prendre en compte les conditions aux limites es-
sentielles sur le bord libre présentée a la section 2.5.4. En fait, c’est quasiment immédiat.
Rappelons que les fonctions de base choisies sur une aréte du bord bord a; sont données

par:
nir’ . T’ nis’ " 18"

= , T = , st= , 8= (2.125)
1 nQKT 1 TQﬁT 1 n2§T 1 7_2§T

ot w' désigne le vecteur ligne (wy, wy).

Une conséquence du lemme (2.3) est en particulier que pour tout champ w € G R (K) défini
sur K, sa composante normale le long de chaque aréte a de K ne dépend que de sa valeur
au milieu de I'aréte. On en déduit sans surprise que:

('n) - m)e # 0, ((Lh'n)-n)e =0, ((g5n).n)e=0, ((g5n).n),=0.  (2126)

=a; =a;

Il suffit donc de rayer toutes les fonctions de base du type r o

2.6 A propos d’estimations d’erreurs concernant le probleme semi-
discret

On présente dans cette section quelques résultats essentiels de la théorie des méthodes
mixtes, qui seront utiles a plusieurs reprises dans la suite de ce travail, ainsi que les es-
timations d’erreur obtenus par Ciarlet et Raviart pour I'approximation de la formulation
présentée mixte a la section 1.2.4

2.6.1 Le probleme elliptique stationnaire
L’analyse de convergence pour un probleme de propagation tel que 1'équation de plaque

dynamique de Kirchhoff-Loverepose sur I'obtention d’estimations d’erreurs associée au pro-
bléme stationnaire sous jacent (voir [63, 21]).
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On consideére donc ici le probleme elliptique suivant, correspondant au modéle de Kirchhoff-
Love stationnaire pour une plaque occupant le domaine w, encastrée sur son bord :

Trouver u, € H}(w), tel que:
divDiv Ce (Vuy) = fp, dansw, (2.127)

Up = Opup =0, sur-.

ou f, € L*(w).

Le théoreme de Lax-Milgram permet de montrer, grace a 1'inégalité de Korn en dimension 2
(cf. (2.24)), que le probleme (2.127) posséde une unique solution u,. On a I'estimation a priori
suivante:

Jc > 0, telle que [luy || g2(w) < | foll 2()- (2.128)

En outre, lorsque cette plaque est homogene isotrope et que la frontiére v = 7, est suffisam-
ment réguliere, on a le résultat de régularité suivant (voir [49]):

Lemme 2.5 (Régularité de I'équation de plaque homogene isotrope encastrée) On  sup-
pose que f € H™(w) , pour m € N, que y est suffisamment réguliere et vy = . Alors:

up € Hi(w) N H™(w). (2.129)

2.6.2 Le probleme mixte stationnaire

La formulation mixte présentée a la section 1.3 s’écrit a présent, dans le cas du probléme
stationnaire (2.127):

Trouver (M ,u,) € X x V, tels que:
a(M, M) +bM*,up) =0, YM* € X, (2.130)
b(gﬂl‘;) = _(fpau;)7 Vu; € V7

V= Hj(w) (2.131)
et, suivant le cas:

X = (H'(w))* ou X = H(Div,w). (2.132)
Les formes bilinéaires continues a et b sont définies par:

oM. M) = [ AM: M, VMM € X,
w (2.133)
b(M , up) :/DiVM.va VM € X, Vv, € H'(w),
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etotlonaposé A =C L.

L’'approximation conforme de ce probleme mixte s’écrit:

Trouver (M, , up, ) € X XV, tels que:

a(&h’gz) + b(&;‘;auph) =0, V&Za € X,

b(gh7u;h) = _(fp’u;h)7 Vup, € Vi,

(2.134)

ou X, C X et V), C V sont les espaces de dimensions finis introduits aux sections 2.1 et 2.2.

Commencons tout d’abord par effectuer quelques rappels sur la théorie générale des mé-

thodes mixtes développée par 1. Babuska et F. Brezzi ([6]).

2.6.3 Rappels sur la théorie des méthodes mixtes

On introduit les opérateurs linéaires continus A : X — X/, B : X — V' et sa transposée

BT :V — X' définis par:

(AM M ) xrx =a(M,M™), VM M€ X,

A2 NCadn L=

<BM a”p)X’xV = b(&aﬂp)a V& € Xa V'Up € Va
(M,BTv,) x5y =b(M,v,), VM € X, Vv, €V,

(2.135)

La théorie des mixtes repose en grande partie sur le théoreme suivant, qui permet de géné-

raliser a la dimension infinie un résultat bien connu en dimension finie (voir [6]):

Théoréeme 2.6 Les propositions suivantes sont équivalentes :
e L'image de B, Im B, est fermée dans V',
e L'imagede B",Im B", est fermée dans X',
o (kerB): ={M'eXx’; pAM' M . =
o (ker BT)* = {u, € V'; pduy, upy, ), =

o Il existe k > 0 tel que:

Mex/ker Buyey [uplv| Ml ~
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0, VM €kerB} =ImBT,

0, VYup, €kerB} =ImB,

. b(Maup)
inf sup ————— >k,
up€V/ker BT Mex ||upllv[| M |lx
o Il existe k > 0 tel que:
b(M,
inf sup M) > k.

(2.136)

(2.137)
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Remarque 2.8 Il est facile de voir que le multiplicateur de Lagrange du probleme (2.130), u,, n’est
donnée qu’a un élément du noyau de ker B prét. Il s'avére que w,, est justement I'inconnue de notre
probleme d’origine, qui possede une unique solution. Il est naturel de vouloir qu’elle soit encore unique
dans le cas du probléme (2.130), ce qui revient a supposer queker BT = {0}, ou, de facon équivalente,
d’apres le théoreme (2.6), que B est surjective.

Dans tout ce qui suit, on considérera que c’est le cas, au niveau continu comme au niveau discret,
pour alléger cette présentation. La condition inf-sup s’écrit alors :

Tl existe k> 0 tel inf bMup) (2.138)
exisie e ue: 1n su _— y .
T ey prev luplo M e =

On a alors résultat suivant, qui permet usuellement d’obtenir 1'existence et 1'unicité des pro-
blemes (2.130) et (2.134) (voir [6] :

Théoreme 2.7 On suppose que:
1. B est surjective,

2. la forme bilinéaire a est coercive sur le noyau de B, c’est a dire :

v >0, tel que VM € X,a(M, M) >v|M|x, VM € kerB. (2.139)

Alors pour tout f € V', le probleme (2.130) possede une unique solution (M ,up) € X x V.

Enfin, le théoreme suivant permet d’obtenir des estimations d’erreurs pour le probleme ap-
proché (2.134):

Théoreme 2.8 On suppose que les hypothese du théoreme (2.7) sont vérifiées. On suppose égale-
ment que les conditions suivantes sont vérifiées :

e La condition inf-sup discréte uniforme:

b(M, ,u
Ilexiste kg >0 inf  sup (M, ) > ko, (2.140)
up, €V M, e, |upy 03 124, |12,

e la condition de coercivité discréte uniforme:

Fvp > 0, tel que VM, € Xy, a(M,, M) > v|[M|lx, VM, €kerB,.  (2.141)

Alors il existe une constante C' = C(||al|, ||b]|, ko, vo) telle que:

IM ~ M, llx + llup — up, v < C (Mgrleth I = M+ nf iy - “;th) 1)

~hn
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2.6.4 Défaut de coercivité de la formulation mixte de I’équation de plaque

Il s’avere que la formulation mixte (2.130) ne vérifie par les hypotheses du théoreme (2.7).
Plus précisément on a le:

Proposition 2.1 Soient a et b les formes bilinéaires définies en (2.133). Alors :
o L'opérateur B associé a b est surjectif,

e La forme bilinéaire a n’est pas coercive sur le noyau de B.

> PREUVE DE LA PROPOSITION (2.1) :

o Il est facile de voir que dans ce cas l'opérateur B est défini par:

X - H Y (w)
B : (2.143)
M +— divDivM.
o On choisit des tenseurs particuliers de la forme suivante:
o 0
M = =L, (2.144)
A 0 o L
olt ¢ € H'(w). Dans ce cas,on a:
Div M = Vo, (2.145)
D’autre part, on vérifie immédiatement que:
IM 12y = 2llell 2w (2.146)
IM iy ) = 20l 22 w) + 10N L2 (02 (2.147)
IM a1 (yye = 2llellz2(w) + 20Vl 202 (2.148)
Dans les deux cas, on a:
M 1% > el w)- (2.149)

e Précisons tout d’abord que puisque le tenseur A est uniformément défini positif, on a:

da > O,CL(&,&) > Oz”g I|(L2(w)4) (2.150)

e Pour montrer le défaut de coercivité de a sur le noyau de B, exhibons un contre-exemple.
On se place, pour fixer les idées, dans le carré unité, c’est a dire qu’on choisit?

w =]0,1[x]0,1[.

2. Plus généralement, il suffit de supposer que que 0 € =, ce qu’on peut toujours faire, quitte a translater
l'ouvert w.
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On introduit alors la fonction ¢ définie par:
¢(z) = log(|z|), pour z € w, (2.151)
Il est bien connu que:
Ap =0, (2.152)

et on montre sans difficulté que ¢ € L?(w) mais que ¢ ¢ H'(w):

2 2 V2
/|<,0| S/ || :/ 27 log(r)rdr < oo
w B(0,v2) 0

1 (2.153)
/'V |2>1|V9"|2 1/2 ~ rdr = 0o
= -2 T rdr = co.
w A e Bo1y 4Jo o r?
On choisit alors une suite (z,,) dans R? \ w qui converge vers 0, et on pose:
on(z) = p(z — z,)- (2.154)
et:
en 0O
M= ) (2.155)
0 ¢n

On vérifie cette fois ci que
Pn € Hl(w),V’n,

puisqu’on a retiré la singularité qui est en 0. D’autre part, comme ¢,, est obtenue par une
translation de ¢, on a

enllz2(w) = llellL2w)
et
Aypy, = 0.
Par conséquent,
IMallL2w) = IMIlL2(w)
et
M, € ker B, Vn.
Enfin, une simple application du théoréme de Beppo-Levy donne:
lim {|¢nl| a1 (w) = oo
n—oo
et donc, grace a (2.149) que:
lim [|M,]|x = oo.
n—oo
On en déduit, compte tenu de (2.150), que:
. G(Mn; gn)

—0, 2.156
A T Malx (2-156)
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ce qui contredit la coercivité de a sur ker B.

e Pour montrer la surjectivité de B, on montre la condition inf-sup, ce qui est le plus
simple ici. Soit u, € H}(w), alors, compte tenu de (2.147) et (2.148) on calcule, en choisissant

M =upl:

[, DivM - Yu, 1

= > —|[|[Vupllg1(w) (2.157)

Ml =2
et par conséquent :
f DivM - Vu, 1
sup “————— > —||Vu , 2.158

qui n’est autre que la condition inf-sup. <

Remarque 2.9 Une adaptation minime de cette preuve permet de montrer que la formulation propo-
sée par Ciarlet et Raviart pour I'équation biharmonique présentée a la section 1.2.4 présente la méme
“pathologie”, a savoir qu’elle vérifie bien la condition inf-sup mais pas la condition de coercivité.

2.6.5 Estimations d’erreurs dans un cas simple

On peut néanmoins obtenir des estimations d’erreur pour 'approximation conforme du pro-
bleme (2.130) en s’appuyant sur un résultat de régularité. En effet, Si on suppose que la so-
lution u, du probléeme d’origine (2.127) est dans H3(w), et si I'on suppose en outre que C
est suffisamment réguliere, alors le moment fléchissant M = C e (Vu,) est dans (H!(w))* et
donc également dans H(Div, w), et on obtient ainsi directement une solution du probléme
(2.130). On a ainsi le:

Lemme 2.6 Si la solution w, du probleme (2.127) est dans H?(w), alors le probleme (2.130) possede
une et une seule solution.

> PREUVE : Comme on vient de le dire, grace a I'hypothese régularité de u, permet
d’obtenir un résultat d’existence.

D’autre part, on vérifie aisément que cette solution est unique en choisissant M* = M et
uy, = u,p dans (2.130), lorsque le second membre f, est nul, puisqu’on obtient alors:

/Ag ‘M =0, (2.159)

et donc M = 0. On en déduit alors que u,, € ker BT, et donc u,, = 0 puisque le noyau de
BT est réduit a 0 (conséquence de la la proposition (2.1) et du théoréme (2.6) ). <
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2.6 A propos d’estimations d’erreurs concernant le probleme semi-discret

Les estimations d’erreur que 1'on présente ci dessous sont présentées succinctement par
Brezzi et Fortin dans [6, section I1.2.5].

I s’agit en fait d'une généralisation des estimations usuelles obtenues pour les méthodes
mixtes. Elles ont été introduites par Ciarlet et Raviart pour la résolution du probleme bi-
harmonique (auquel correspond le probleme de Kirchhoff-Love pour une plaque homogeéne
isotrope):

Trouver u, € H¢(w), tel que:
A?u, = f,, dansw, (2.160)

Up = Opup =0, sur-vy.

al’aide de la formulation mixte suivante (voir 1.2.4) :

/W*Jr/Zu*-va:O, Vu* € H'(w),
w

w
Vu - N, = —/ fovp, Vv, € H} (w),
w

w

(2.161)

Dans ce cas, on vérifie que p = Auy,.
Ciarlet et Raviart obtiennent des estimations d’erreur dans le cas ot I'espace H!(w) est ap-
proché par des éléments finis de Lagrange d’ordre supérieur ou égal a 2.

Pour “récupérer le défaut de coercivité” signalé ci dessus, ils utilisent une estimation in-
verse , valable dans le cas ol le maillage est uniformément régulier (voir [15, Théoréme
3.2.6]):

Lemme 2.7 Si le maillage Tj, est uniformément régulier, c’est a dire si il existe T > 0 indépendant
de h tel que:

i < 2.162
II{IIEI%hK_TII{Hg%LhK, (2.162)
alors on a l'inégalité inverse :
A
JA, Vv, € Ly, ||Uh||H1(w) > E||1Jh||L2(w), (2.163)

ot Ly, est I'espace d’éléments finis de Lagrange d’ordre k.

L'apparition d'un terme en 1/A fait chuter d’un ordre de grandeur les estimations d’erreur,
ce qui explique qu’elle n’est valable que pour £ > 2. On a alors le résultat suivant (voir [14] :
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Théoreme 2.9 L'approximation conforme du probleme (2.161) par éléments finis de Lagrange de
degré k > 2 conduit a un probleme bien posé. L'unique solution (up, vy, ) de ce probleme vérifie
Uestimation d’erreur :

10p — vp [l 1wy + 1118 = pall 2wy < ch*1 (2.164)

Brezzi et Raviart [7] ont généralisé cette méthode a I'approximation des problemes ellip-
tiques du 4eme ordre par une méthode mixte de ce type , valable également dans le cas oit
k>2.
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Analyse de dispersion numérique des problémes semi-discret

Chapitre 3

Analyse de dispersion numérique des
problemes semi-discret

On effectue dans ce chapitre une analyse de dispersion numérique des quatre schémas semi-
discretisés en espace présentés au chapitre précédent (P, — Pf, Py, — P24, P — Ry et P, — Ry).

Ce type d’étude s’effectue sur maillage régulier infini, ce qui permet d’exploiter le forma-
lisme de Fourier. Elles sont donc limités aux équations dans tout I’'espace en milieu homo-
gene. Dans ce cas, les schémas obtenus par éléments finis peuvent étre réinterprétés sous la
forme de schémas aux différences finies.

Le propos de cette étude est I'analyse de solutions particuliéres de type onde planes pro-
gressives harmoniques. Cette approche se justifie par le fait que toute solution peut s’écrire
comme une superposition d’ondes planes, grace a la transformée de Fourier. La dispersion
numérique est une mesure de l'erreur commise par un schéma d’approximation sur la vi-
tesse de phase de solutions de type onde plane du probléme continu.

On fait une présentation générale de cette méthode, dans le cas d’élément finis quelconques
(section 3.2). La relation de dispersion numérique discrete s’avere étre un probleme aux va-
leurs propres d'une matrice hermitienne a coefficients C'*°. La technique de condensation
de masse permet de calculer explicitement cette matrice. Un algorithme de calcul du déve-
loppement limité des valeurs propres de cette matrice au voisinage de 0 est proposé, ce qui
permet de donner l'ordre théorique des schémas obtenus (section 3.2.3). On compléte cette
analyse en tracant et en commentant des courbes qui montrent comment varie cette disper-
sion numérique en fonction de la finesse du maillage et de 1’angle de propagation (section
3.3).

L'intérét de ce type d’étude est qu’elle donne un indicateur intéressant de la précision d"un
schéma qui permet d’une part de comparer divers schémas entre eux mais également de
déterminer les parametres numériques pertinents (en 1’occurence, la finesse du maillage par
rapport au contenu fréquentiel du signal escompté). Ajoutons également que ces résultats
conduisent a des estimations d’erreurs dans le cas particulier d"un milieu infini homogene
(présenté dans le cas de I'équation des ondes monodimensionnelle dans [62]).
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3.1 Relation de dispersion du probleme continu

On considere donc le probléme de Kirchhoff-Love orthotrope homogene sur R?, soit:

82
ppwqu +divDivCe (Vu,) =0, dansR2. (3.1)

Notation 3.1 Pour des raisons pratiques, nous écrirons le tenseur de rigidité sous la forme suivante :

1 C192 0 0

crg ¢ 0 0
C = C11 = CnC, (32)

ot les parametres cya, c19 et ¢33 sont donc adimensionnés.

On cherche des solutions de type onde plane harmonique progressive de 1'équation (3.1),
c’est a dire des solutions de la forme:

u(§7 t) _ ei(“’t_ﬁ!) _ ei(wt—klz—kzy) (3.3)

ot k = (k1, k2) est le vecteur d’onde et w est la pulsation. Dans ce qui suit, on repérera les
composantes de k en coordonnées polaires, soit, en notant ¢ son angle de propagation et |k|
sa norme (cf. figure (3.1)):

o A

=

\ b
—
F1G. 3.1: Le vecteur d’onde k

k = (|k| cos(¢), |k| sin(¢)) (3.4)

On vérifie aisément qu'une onde plane doit vérifier la relation de dispersion suivante pour
étre solution de (3.1):

w? = |k|* 61;—62 (cos* (@) + caa sin*(¢) + 2(c1a + c33) cos? () sin®()) (3.5)
P
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3.2 Dispersion numérique du probléme semi-discret

La vitesse de phase d’une onde plane solution de I'équation de plaque de Kirchhoff-Love
orthotrope est donc:

vy = v _ k| 6, /2\/(0054(@ + 99 sin*(¢) + 2(c12 + c33) cos?(¢) sin’(¢)) (3.6)
|%| Pp

Remarque 3.1 En particulier, si la plaque est isotrope, alors les coefficients de C vérifient :
c2 = c12 + ¢33 = 1,
et dans ce cas, la relation de dispersion devient :
9 1162

W = k]*, (3.7)
Pp

et la vitesse de phase d'une telle onde est alors :

C
vy = |k| 8 /pip1 (3.8)

3.2 Dispersion numérique du probléme semi-discret

Rappelons que la formulation variationnelle mixte étudiée ici est, compte tenu du fait que
les conditions au bord sont reléguées a I'infini :

Trouver vy, : [0,T] — Vet M : [0,T] — X tels que:

d . . . \
4 /w Pt — /w Div M Yo’ =0 Vo' €V, (3.9)

i/AM :M*—i-/DiVM*.va:O, YM* e X.
a |, AT =4

V=H 1(IRQ)
et, suivant le cas:

X = (H'(R*))* ou X = H(Div,R?),

3.2.1 Ecriture sur un maillage régulier de R?

On se donne un maillage régulier en triangles rectangles de R?, de pas h, représenté sur la
figure (3.2). On introduit alors les espaces d’approximation :

Vo CV etd, C X. (3.10)

On choisit I'un des quatre approximations spatiales suivante:

e Vp=Vletk),= X; !, c’est a dire I'approximation P; — P},
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FIG. 3.2: Maillage régulier de R?

o V), = V,Ql et X = X; 2 est a dire I'approximation P — P24,
o V= V,i et X}, = X,f iV’l, c’est a dire I'approximation P; — Ry,

o V= 12,2L et X, = X,?iv’2, c’est a dire I'approximation Py — R,

ou les espaces VF, X,i’k et X,i’k ont été définis dans les sections 2.1 et 2.2.

La régularité du maillage confére une structure particuliere a ces espaces d’approximation.
Pour décrire tous les degrés de liberté des espaces V), et X, on définit tout d’abord la cel-
lule unité associée a chaque sommet (4,5) € Z? de ce maillage. A chaque cellule unité sont
associés un seul sommet (le sommet (3, j)), trois arétes et deux triangles. comme présenté
sur la figure (3.3). On peut alors considérer que ce maillage est un réseau périodique infini
composé de cellules unité de ce type.

j+1-4

i i+
FIG. 3.3: La cellule unité du maillage périodique de R?

A partir de cette cellule unité, on décrit les cellules élémentaires qui représentent I’ensemble
des ddl associées a une cellule unité pour un espace d’approximation donné. Ainsi, I'en-
semble des ddl de I'espace est obtenu également par translation de la cellule élémentaire.
Décrivons donc maintenant les cellules élémentaires des espaces introduits ci-dessus. Eh oui,
il y a donc une distinction subtile entre cellule unité et cellule élémentaire dans ce discours,
mais on l'oubliera rapidement.

e La cellule élémentaire pour V} posseéde un seul ddl (figure (3.4)).
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3.2 Dispersion numérique du probléme semi-discret

La cellule élémentaire pour V% possede 6 ddl (figure (3.5)).

La cellule élémentaire pour X}, = X,i o1 possede 4 ddl (figure (3.6)).

La cellule élémentaire pour X}, = X,i -1 possede 24 ddl (figure (3.7)).

La cellule élémentaire pour X}, = X,’f vl possede 18 ddl (figure (3.8)).

La cellule élémentaire pour X = X,‘fiv’l possede donc 44 ddl (figure (3.9)).

N ]

1 1

1

FIG. 3.6: Cellule élémentaire pour X, FIG. 3.7: Cellule élémentaire pour X,

2.

i
F1G. 3.8: Cellule élémentaire pour X,‘:iv’l FI1G. 3.9: Cellule élémentaire pour X,fiv’z
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Sur ces figures, pour décrire les dd1 d"une approximation de X}, on a seulement numéroté les
blocs associés & un méme nceud. Au sein de chacun de ces blocs, on utilise une numérotation
locale a chaque bloc qu’il n’est pas vraiment nécessaire de préciser ici.

On note n, le nombre de ddl d"une cellule élémentaire de I'espace V}, et n, le nombre de ddl
d’une cellule élémentaire de I'espace X},.

A chaque cellule unité de sommet (i, j) € Z?, on associe les vecteurs:

[Valij € C™ et [Myli; € C*™ (3.11)
Les inconnues de notre probléme sont maintenant les vecteurs blocs :

Vi = (Vali)ijez et M, = ([Mnlij)ijez (3.12)

Le probleme semi-discret en espace peut alors se réécrire sous la forme matricielle suivante :

(3.13)

. dM .
My’ Eh + HpVp =0,

M}, est une matrice composée de blocs de taille n, x n,,

M," est une matrice composée de blocs de taille n,, X 1y,
e Hj, est une matrice composée de blocs de taille 7, x 1y,

e H, estla matrice transposée de Hy,.

Compte tenu de l'invariance de ce probleme par translation, puisque le maillage est régu-
lier infini, les matrices My, M} et Hj, commutent avec les translations. Pour p,q € Z, la
translation 7,, est définie par:

[TogVhlij = V]itpj+e ViJ €Z (3.14)
on adonc:

Tpg © ﬁh = ‘f{h © Tpg» Vpaq € Za (315)
et de méme pour M} et M}".

Cette propriété nous indique qu’en fait, les produits matriciels intervenant dans 1’équation
(3.13) sont des produits de convolutions 1.On peut donc écrire :

= [ﬁh] _, Vhlitpsta = >, [ﬁh]p Valitp,itar (3.16)

i i—pj—
T paer Pi DEZ ’

(1)

ainsi qu'une équation similaire pour M} et M}".

1. Rappelons en effet qu'une caractéristique des produits de convolutions est d’étre des opérateurs linéaires
qui commutent avec les translations
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3.2 Dispersion numérique du probléme semi-discret

3.2.1.a Description des matrices du probleme

Décrivons un peu plus précisément les matrices du probleme (3.13).

o L'une des caractéristiques de la méthode des éléments finis est de définir des fonctions
de base dont les supports sont le plus petit possible de maniere a ce que les matrices
obtenues soient le plus creuses possibles. On vérifie dans notre cas que puisque seules
des cellules voisines sont connectées :

[ﬁfh] —0, si|p|>1oulg>1 (3.17)
b,q

On vérifie en outre que Hy, ne dépend pas de h. On a donc en fait :

[ﬁh]p,q - [H] L Vael (3.18)

e Grace a la technique de condensation de masse, les matrices M L et M » sont respecti-
vement diagonale et diagonale par bloc. Par conséquent:

[M,g] — et [M,Q”] = 0si (p, q) # (0,0). (3.19)

p.q pq

En outre, on vérifie que ces deux matrices sont proportionnelles a h%; on notera donc:
[Mh] = h2[M"] et [M,y ] = K2[M™] (3.20)
00 00
Pour finir, présentons ces matrices de masse pour les divers espaces présentées.

* SiV, = Vﬁ, alors:

[M°] = 6pp[1], (3.21)

* SiV, = V,QL, alors:

[M?] = 0pp diag(bws, 2wy, 2wa, 2wq, Wg, Wg), (3.22)

ol Wy, Wq, wy sont les poids de la formule de quadrature utilisée pour obtenir la
condensation de masse donnée en (2.32) :

_ 1 _2 9
“Toy YeT 13 20
* Si Xy = X;’l, alors:
) = —[A] (3:23)
83cpr 7

N ~ —1 . . . L. .
ot A = (C ~ est la matrice de souplesse adimensionnée, inverse de la matrice
de rigidité adimensionnée donnée en (3.2).
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* Si X = Xé’z, alors:

1
63ci1

[MM] = diag(GwS[A], Qwa[A], 2wa[A], Zwa[A],wg[A],wQ[A]) (3.24)

Enfin, pour présenter les matrices de masse M dans le cas ot 'approximation choisie
est du type X,‘Li kil nous faut tout d’abord préciser quelques notations. On note 6
I’angle entre '’horizontale et une aréte du maillage. On a donc (voir la figure 3.3) :

6 =0, pour une aréte horizontale,

3m .

0= > Ppourune arét oblique,
3 R .

0= > pourune arét verticale.

Un bloc de la matrice M associé a une aréte d’angle # est une matrice 6x6 que I'on
note: My. Un bloc associé au centre d’un des triangles est la matrice de souplesse A .

Alors:

* Si X, = X,(th’l, alors:

~ 1 . 2 2 2
[MY] = Bers dlag(g[M%’r], g[M%w], g[MO]) (3.25)
* Si X, = X,?iv’2, alors:
N 1
[MM] = FEPE dlag(Qwa[M%r]a2wa[M?jT”]a wa[M%’r]a
wa[Mf‘__’f]:2wa[M0]aZ‘Ua[MO]awg[A]awg[A])

(3.26)

oll w, et wy sont les poids de la formule de quadrature utilisée pour obtenir la
condensation de masse donnée en (2.100) :

11 9

Yo = T90° YT 90

3.2.1.b Un exemple

Présentons maintenant un exemple qui sera peut étre plus clair que de grands discours, dans
le cas de I'approximation P; — P}. La structure réguliére du maillage conduit & un schéma
aux différences finies.

On note V; ; la valeur de V}, au sommet (7, j) du maillage et (M§;)1<a<4 les 4 composantes
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3.2 Dispersion numérique du probléme semi-discret

du tenseur M , au sommet (1,7) du maillage. La premiere équation de (3.13) s’écrit:

pplt (—Mi_y; +2M;

J

dv;,
W [ —Mii)

dt

1 2
+5(=Miia M M M

2 2 2
g My M M)

1 3
+§(—Mi,j—1 M M MY M MR MBS L)

=M +2M;; —M?,m)] :
(3.27)

et la seconde s’écrit :

Ml T —Vieyy A2V —Viny ]
A M —3Vig-1t gVirnior —gVieiy HVig —3Visy +HgVienger —gVigw
+
3
6 ‘11 M?,] _%‘/:sz_l-l_ %‘/'L+1;.7_1 _%Vl_la.] +VL’J _%‘/Z_Flyj +%‘/Z_1a]+1 _%VL,J_FI
_Mgl,]._ L _‘/i,jfl +2‘/;1.7 _I/z;.]+1 .
(3.28)
On en déduit:
[0 ] [0 ] [ —1 ] 2]
i “1/2| 12| “1/72| 1
[Hij—1 = JHig1,j-1 = JHio1j = [ Hlij = ,
~1/2 1/2 ~1/2 1
0 0 0 2
b Yoo -0 (3.29)
. ~1/2| 12| . ~1/2
Hit1,; = [ Hlim1,j4+1 = [ Hlijv1 = ,
~1/2 1/2 ~1/2
| 0 ] i 0 ] i -1 ]

IIn’est pas envisageable de présenter ’ensemble des ces calculs. La taille des matrices dans le
cas des 3 autres approximations est beaucoup trop grande pour que cela présente le moindre
intérét de les coucher sur une feuille. L'ensemble de ces calculs a été effectué a I'aide de
Maple, un logiciel de calcul formel, sans lequel, il faut I’avouer, ils seraient difficilement
envisageables. Les matrices sont en fait simplement calculées par passage a I'élément de
référence, appliqué a un maillage minimal.

3.2.2 Relation de dispersion numérique

On recherche a présent des solutions de (3.13) de type ondes planes harmoniques progres-
sive harmonique discrétes du probleme (3.13). On fixe le nombre d’ondes k et on cherche la
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pulsation wy, pour une solution de (3.13) de la forme:

[Vilp,g = Vo exp(iwt — ikiph — ikagh), p,q € Z, (3.30)

(M p)pq = Moexp(iwt — ikiph —ikaqh), p,q € Z, (3.31)

Injectant (3.30, 3.31) dans (3.13), on obtient:

—iwh®6p, M*Vy — Hy (k)Mo =0
1 (3.32)

—iwh? z— M"Y M — Hy(k)Vo = 0,
3611 —
ou:
(k) = > [H]| eivkih-iaka (3.33)
p,g€Z )

est la transformée de Fourier discrete de la matrice H. Eliminant l'inconnue M o, on obtient
la relation de dispersion matricielle suivante:

611(52 1. 2
pp ﬁNh(E)VO :thO. (334)

ol on a posé:

Ky (k) = Hy(k) (M) Hy(k),

) i ) (3.35)
Nu (k) = (M°)™" Ky (k).

H (k) désigne la matrice adjointe de Hy (k).

Remarque 3.2 Notons que Ny, (k) est une matrice hermitienne pour le produit scalaire de C™ défini
par:

U V) = (MU, V)=V*M"U, YU,V eC"v, (3.36)
M

La relation de dispersion (3.34) nous indique donc que w; est une valeur propre de la
matrice

01162 1.
— N, (E
o h4 h(_)7

qui est de taille 1 a ’ordre 1 et de taille 6 a ’ordre 2. A I'ordre 2, on a donc a priori le choix
entre 6 valeurs propres. Il nous faut un moyen de déterminer a laquelle s’intéresser.

Lorsque h tend vers 0, tous les nceuds d’une cellule élémentaire tendent a se confondre
en un seul. Pour qu'une une solution de la forme (3.30) représente une approximation de
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3.2 Dispersion numérique du probléme semi-discret

la solution continue donnée (3.3), il faut donc que le vecteur V, propre associé a la valeur
propre w? tende vers le vecteur unité (1,1,1,1,1,1).

On appellera onde plane numérique physique (ou mode physique) la solution numérique
associée au vecteur propre qui converge vers le vecteur unité quand h tend vers 0. Les autres
modes sont appelés modes parasites, qui oscillent de plus en plus lorsque h tend vers 0
(puisque le vecteur propre associé converge vers un vecteur orthogonal au vecteur unité). En
toute rigueur, ces modes parasites doivent étre d’amplitude négligeable. Ils convergent vers
0 lorsque h tend vers 0 sans entacher la précision du schéma (c’est a dire qu’ils convergent
au moins en O(h¥) ou k est 'ordre du schéma).

Nous ne nous intéresserons ici qu’au seul mode physique. 2

Notons A, (k) la valeur propre de N (k) associée au mode physique. Remarquons qu’en fait
N, (k) dépend uniquement de |k| b et de ¢, comme on peut le voir sur la définition de Hy (k)
donnée en (3.33). On introduit alors 1'inverse du nombre de points par longueur d’onde:

_ |K[R

K ;
2w

(3.37)

si bien qu’on peut écrire, compte tenu de la dépendance en k de la matrice Hy(k) et par
conséquent de la matrice Ny, (k) (équations (3.33) et (3.35)) :

Nu(k) =N(K,¢) et Ay(k) = MK, ¢),

Alors, la relation de dispersion matriciel (3.34) conduit a:

AK, 4). (3.38)

La vitesse de phase de I'onde numérique est donc:

Wh (5 C11
vp = = — (3.39)
"R TRIB2Y

La dispersion numérique est alors définie par 1’erreur commise par le schéma semi-discret
sur la vitesse de phase, soit:

_ Ve _wh_ 1 VAKX
Qh(Ka ¢) = i o (27‘(’7‘(’)2 C(¢) ’ (340)

ol on a posé:

C(o) = \/(cos4(¢) + c99 sin4(¢) + 2(c19 + c33) cos?(Q) sin2(¢)) (3.41)

Pour obtenir une idée de l’ordre de convergence du schéma étudié, il faut effectuer un déve-
loppement limité de g5 (K, ¢) lorsque K tend vers 0.

2. Tout en ayant vérifié que les modes parasites sont effectivement parasites, c’est a dire qu’il convergent vers
0. La présentation des résultats de dispersion étant suffisamment copieuse pour le seul mode physique, nous
n’avons pas jugé nécessaire de montrer les modes parasites...
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Dans le cas d’une approximation a l'ordre 1, K(K, ¢) est un simple scalaire, qui se confond
avec A(K, ¢). On est alors capable de calculer le développement limité de gp,.

Par contre, dans le cas d’une approximation a l'ordre 2, K(K, ¢) est une matrice carrée de
taille 6. Par conséquent, A\(K, ¢) est la racine d"'un polynéme de degré 6, et on ne peut espérer
en extirper son expression aisément. On obtient alors le développement limité de A(K, ¢) par
identification. Précisons cette méthode dans un cadre plus général.

3.2.3 Unalgorithme de calcul du développement limité de la valeur propre d’une
matrice hermitienne

Soit M(z) € M,(C*(I,C)), o n € N* et I est un intervalle de R. Le produit scalaire dans
C" seranoté (U,V) pour U,V € C".

Hypothese 3.1 On suppose que:

o M(x) est hermitienne pour tout x € I. Elle est donc diagonalisable dans une base orthonor-
male pour tout x.

e M(0) possede n valeurs propres distinctes (ce qui implique que M (x) possede n valeurs
propres distinctes dans un voisinage de x = 0 ).3

Soit A(z) une valeur propre de M(z) et W(z) un vecteur propre normé associé. On peut
supposer, sans perte de généralité, que A\(0) = 0, quitte & changer M (z) en M (z) — A(0)M (0).
A(z) et W(x) vérifient:

(W (z), W (z)) = 1. (3.42)

On effectue un développement limité a 'ordre p € N*, de M, X et W au voisinage de 0:

( P

M(z) = > Myz® + O(aP*h),
k=0

$ Az) = kio Apzk + O(zPt1), (3.43)

p
W(z) = Y Wizt + O(zPT1),
\ k=0

Par hypothese, les matrices hermitiennes (Mjy)o<k<, sont connues et on cherche les valeurs
de (Ax)o<k<p €t (Wk)o<k<p-

Par identification, les équations (3.42) conduisent a:

k k
Vk € {O e p}, Z MWy_; = Z Wiy (3.44)
=0 =0
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et:
[Wol? =1
k (3.45)
Vk € {1 .. .p} E(Wl, Wk—l) = 0.
1=0
Pour k = 0, comme My = M(0), on obtient:
Ao =0et MgWy =0, (3.46)

Wy est donc un vecteur du noyau de My de norme 1.

Avant de déterminer les valeurs de A; et W}, pour k£ > 1, rappelons quelques résultats d’al-
gebre linéaire et profitons en pour préciser des notations.

Notation 3.2 Pour M € M, (C), hermitienne, on a:

Im M = (ker M)* (3.47)

Soit v € Im M = (ker M), alors I'équation :
Mu=v (3.48)

posséde une unique solution dans (ker M)* que I'on notera My *v.

En pratique, pour calculer My *v, on résout le systeme linéaire Mu = v qui fournit en toute généra-
lité une solution i un élément de ker M pres, et on projette sur (ker M)~

Enfin, pour tout w € C" on notera:
w = wq + wr

I'unique décomposition de w sur la somme ker M @ (ker M)+

La décomposition de Wy, pour tout k € {1...p} sur la somme ker M & (ker M) est notée :

Wi = apWo + Wi (3.49)

On raisonne maintenant par récurrence. Supposons que lon connait (A, oy, W;t) pour tout
I <k, pour k > 1 donné. Alors, on réécrit 'équation (3.44) sous la forme:

> k= 1M, = ND)Wi_y + MWy, + (M — M)W = 0. (3.50)
=1

comme MW}, € Im M = (ker My)+, on obtient, en multipliant scalairement par Wy :

k—1
Ao = (Wo, Y (My — NI) Wiy + M Wo). (3.51)
=1
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Cette équation assure que:

k
> (AT = M)Wy € (ker)*, (3.52)
=1

et on déduit alors de (3.50) que:

k
Wi = M;! (Z()\ﬂ — M)Wy € (ker)L> , (3.53)
=1

Enfin, I’équation (3.45) s’écrit sous la forme:

k
> (Wi, W) +2(Wo , Wa) =0, (3.54)
=1
soit encore:
1 k
=3 ZZ;(WZ , Wi_1). (3.55)

On connait donc (A, ag, Wih).

Finalement, on détermine le développement limité de \(z) et W (xz) au voisinage de 0 en
exécutant I’algorithme suivant:

1. On détermine les matrice M} du développement limité de M (z) au voisinage de 0,
2. On détermine un élément du noyau de M (0), qu’on normalise,

3. Pour chaque k¥ < 1, on détermine successivement A, Wi, en fonctions des matrices
(Mi)1<i<k et de (A, Wi)i<i<k) déterminées au pas précédent, a 'aide des équations
(3.51), (3.53) et (3.55).

3.24 Développement limité de la dispersion numérique

On calcule donc les développements limités suivants, soit directement pour les schémas
d’ordre 1, soit a I'aide de l'algorithme ci dessus pour les schémas d’ordre 2. Il est bien en-
tendu plus abordable d’effectuer ce calcul pour une matrice de rigidité C fixée. On peut alors
calculer les développements limités de la dispersion numérique jusqu’a I’ordre 2 inclus. On
les présente ici dans le cas ot C est tout simplement I'identité.

e Dispersion numérique du schéma P, — P}, cas isotrope:

0,1 (K, ¢) = 1+ (21K)%a1(¢) + o(K?)

ott: ai(¢) = — cos (¢) sin® (¢) + % sin® (4) + cos (¢) sin® (¢) — % sin? (¢) — 1

6
(3.56)

150



3.2 Dispersion numérique du probléme semi-discret

e Dispersion numérique du schéma P, — P24, cas isotrope:

(K, ¢) =1+ (21K)%a}, 5(4) + O(K*)

mmmwﬁ%m@mﬂma%mwmqﬁwm@m@ @57

+ iy cos? (¢p) — — cos (¢) sin (¢) + 100"

e Dispersion numérique du schéma P; — R;, cas isotrope:

a1 (K, $) = ali () + O(K?)

(3.58)
otr: adV(¢) = 3+ 12 cos® (¢) — 6 cos (¢) sin (¢) — 12 cos (¢)
e Dispersion numérique du schéma Pz — RZ, cas isotrope:
[ a5 (K, ¢) =1+ (27K)%ay(¢) + O(K*?)
: 156461 257 156461
~ . div 5 _oavt 4 _ 3 :
ott: aj3(¢) =17greg S (4) cos” (9) — o5 cos™ () — 7oms cos” (¢) sin(¢)
27 7199 , 1239
i 330 € (9) ~ 59980 <08 (9)sin () + 35555
(3.59)

On peut alors faire les remarques suivantes:

e Le schéma P, — R, est inconsistant, puisque les solutions ondes planes discrétes ne
convergent pas vers les solutions du probleme continu (on s’est donc contenté de
présenter le développement limité qd“’ a l'ordre 1). Ce résultat est un peu décevant,
puisque l'espace H(Div,w) est un espace plus naturel pour le moment fléchissant.

Dans toute la suite, nous ne nous intéressons donc plus a ce schéma.

e Lesschémas P, — 1524 et P, — Ry approchent la vitesse de phase en O(K 4). On n’observe
donc pas de phénomene de super-convergence de ces schémas comme cela est le cas
pour l'équation des ondes approchée par des éléments de type P, , pour lequel on
obtient une erreur en O(K*?) (voir [62]).

Les calculs deviennent trop indigestes pour les schémas d’ordre 2 lorsqu’il faut effectuer le
calcul dans le cas général orthotrope, c’est a dire lorsque ci12, c22 et c33 deviennent des pa-
rametres formels (il suffit de jeter un coup d’ceil sur les fractions qui apparaissent dans le
coefficient ad“’ ci dessus pour réaliser ce que cela signifie. En fait un calcul formel de ce type
exige une mémoire qui devient vite beaucoup trop exigeante, méme encore aujourd’hui ..

il ne faut pas oublier qu'un développement limité a I'ordre 2 de la dispersion numérique de-
mande en fait d’effectuer un développement limité a 1’ordre 6 de la valeur propre physique
de N(K ,#)) On ne peut alors exhiber qu’un résultat de consistance ( ce qui est déja intéres-
sant, au moins pour le schéma P, — Ry, puisque la non consistance de son petit frere aurait
pu nous permettre de douter).
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En revanche, pour le schéma d’ordre 1 P; — P}, le calcul du développement limité est sans
soucis.

e Dispersion numérique du schéma P; — P, cas orthotrope général:

_ o
g o(K.9) = 1+ (2nK)2 59 1 o(K?)
1 2c c 1 ¢
sooleay o - 2988 G2 s 4 2 f22, .6
ou: aj(¢) = 6—!—( st 1/2) sin (qzﬁ)—l—(6 6 ) sin®(¢)
2 1, . . 3.60
(52 D) i (9) + exs sin(9) cos(9) (560
— c33 5in° () cos(¢)
et: C(9) = 1/ (cos* () + ez sin'(9) + 2erz + caa) cos2(9) sin? (9))
e Dispersion numérique du schéma P; — P}, cas orthotrope général :
ah2(K;9) = 1+ O(K"). (3.61)
e Dispersion numérique du schéma P; — P}, cas orthotrope général :
Ghy(K,¢) =1+ O(K*"). (3.62)

3.3 Courbes de dispersion

On peut également visualiser 1'erreur commise sur la vitesse de phase g¢; en tracant deux
types de courbes.

e Soit on fixe un angle de propagation ¢ et on trace la courbe: K — ¢;(K, ¢), qui permet
d’observer avec quelle précision le schéma approche la vitesse de phase en fonction
de la finesse du maillage. Plus cette courbe est proche de 1 pour K grand (ie. pour un
faible nombre de points par longueur d’onde), plus le schéma est précis.

e Soit on fixe un nombre de points par longueur d’onde et on trace la courbe polaire
¢ — qn(K, ¢), qui permet d’observer I'anisotropie numérique du schéma a finesse don-
née. Plus cette courbe sera proche du cercle unité, plus le schéma sera numériquement
isotrope.

Ces courbes sont calculées numériquement. Pour les tracer, on est obligé de donner des va-
leurs particulieres aux coefficients du tenseur de rigidité adimensionné C. On choisit, pour

152



3.3 Courbes de dispersion

fixer les idées, trois valeurs différentes de C

isotrope
1 000
~ 0100
C = (3.63)
0010
00 01

orthotrope-1
1 1/20 0 0

3 1/20 1/10 0 0
C = (3.64)
0 0 1/5 0

0 0 0 1/5

orthotrope-2
1 1/40 0 0

i 1/40 1/20 0 0
C = (3.65)
0 0 1/10 ©

0 0 0 1/10

Les cas orthotrope-1 et orthotrope-2 correspondent a des valeurs typiques d’orthotropie que
'on peut trouver pour les essences de bois. Dans les pages qui suivent, on présente donc une
série de courbes, correspondant a la dispersion numérique et a I’anisotropie numérique des
trois schémas P; — Pf, Py — }524 et P, — Ry pour ces trois matrices de rigidité. Afin de pouvoir
comparer les deux schémas d’ordre 2, les échelles choisies pour ces courbes sont identiques.
Par contre, On a défini une échelle particuliere pour le schéma P; — P;.

On peut faires les commentaires suivants :

e La dispersion numérique du schéma d’ordre 1 P; — P{ est bien plus mauvaise que celle
des schémas d’ordre 2. Il est donc intéressant de monter en ordre.

e On observe une trés importante anisotropie numérique pour le schéma Py — Ry. En
particulier, la courbe d’anisotropie n’est jamais collée au cercle unité, quelle que soit la
matrice de rigidité, encore méme pour 10 points par longueur d’onde!! (c’est la raison
pour laquelle on a représenté en sus les courbes pour K = 0.05, c’est a dire pour 20
points par longueur d’onde —- on constate d’ailleurs que méme dans ce cas, la courbe
n’est pas completement circulaire ... ) Le fait d’avoir un résultat de consistance dans
le cas général est certes rassurant, mais visiblement insuffisant. Ce résultat est plutot
déroutant, et nous inciterait plutot a écarter ce schéma (ce qui est bien dommage, osons
le dire, puisque 'espace H(Div ,w) semblait plus naturel pour le moment fléchissant).
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e En outre, on constate que l'anisotropie du schéma P, — R; est d’autant plus importante
que I’on choisit une matrice de rigidité C fortement orthotrope.

e Le schéma P, — P} est légerement anisotrope, mais cette anisotropie est plutot peu
sensible aux variations d’orthotropie de C.

Remarque 3.3 On observe sur tous les schémas une anisotropie numérique, dont la direction est
donnée par la premiere diagonale. En fait, cette anisotropie est lide au maillage particulier de R*
que l'on a choisit, dans lequel cette méme diagonale est une direction privilégiée. 1l se trouve que les
schémas proposés ici sont sensible a 1”isotropie” du maillage.

Pour illustrer ce point, regardons la molécule du schéma aux différences finies obtenu avec le schéma
Py, — P} dans le cas oit C = I (rappelons qu’alors l'opérateur de plaque est tout simplement le
bilaplacien).

Lorsqu’on élimine le moment fléchissant (M$;)1<a<a du schéma aux différences finies obtenu avec
cette approximation, donné par le systeme (3.27, 3.28), on obtient le schéma suivant :

w

1
g Vii—2 = Vitnj2 + g Virgje + Vicr 1 = TVij1 +3 Vi,

3 3
“Vitzg 1t 5 Vieay = TV + 17V = TViaj + 5 Vigaj = Vica i

1 3
+3Vierj01 = TVig1 + Vigrjn + 5 Vieagin = Viergeo + 5 Vi)

(3.66)

dV,' (52011
g T (

On peut représenter un tel schéma sous la forme d’une “molécule”, ce qui montre visuellement avec
quels points et quels poids on calcule le bilaplacien par ce schéma. On observe nettement la forme du
maillage sur cette molécule.

* 1/2 -1 3/2
e -1 3 -7 1
e ‘_’ 3/2 —7 17 -7 3/2
ot 1 -7 3 -1
e 3/2 -1 1/2

A titre de comparaison, le schéma usuel aux différences finies d’ordre 2, obtenu par itération du
laplacien discret a 5 points, s’écrit :

dVi’j 52611
Py T ThA

( Vij2+2Vicij1—8Vij1+2Viprj 1+ Viog
—8Vii1,j +20Vi; = 8Vigrj + Vigoj +2Vi1j11 (3.67)

—8Vij+1 +2Vit1j41 + Vijt)
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inverse du nombre de points par |ongueur d onde

0.4

FIG. 3.10: Dispersion numérique du schéma P, — P{t — cas isotrope
¢ varie dans [0, 30,60, 90] en degré.
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FIG. 3.11: Dispersion numérique du schéma Py — P{ — cas orthotrope-1
¢ varie dans [0, 30,60, 90] en degré.
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FIG. 3.12: Dispersion numérique du schéma Py — P — cas orthotrope-2
¢ varie dans [0, 30, 60, 90] en degré.
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inverse du nonbre de points par |ongueur d onde

FIG. 3.13: Dispersion numérique du schéma P, — Py — cas isotrope
¢ varie dans [0, 30,60, 90] en degré.
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FIG. 3.14: Dispersion numérique du schéma Py — Py — cas orthotrope-1
¢ varie dans [0, 30,60, 90] en degré.
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FIG. 3.15: Dispersion numérique du schéma Py — P — cas orthotrope-2
¢ varie dans [0, 30, 60, 90] en degré.
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. . . . . . . . .
0 005 01 015 0.2 025 03 035 04 045 0.5
inverse du nonbre de points par |ongueur d onde

FIG. 3.16: Dispersion numérique du schéma P, — Ry — cas isotrope
¢ varie dans [0, 30,60, 90] en degré.
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FIG. 3.17: Dispersion numérique du schéma Py, — Ry — cas orthotrope-1
¢ varie dans [0, 30,60, 90] en degré.
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FIG. 3.18: Dispersion numérique du schéma Py, — Ry — cas orthotrope-2
¢ varie dans [0, 30, 60, 90] en degré.
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1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5

FIG. 3.19: Anisotropie numérique du schéma Py — P}t — cas isotrope
K wvarie dans [0.1,0.2,0.3,0.5] en degré.
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FIG. 3.20: Anisotropie numérique du schéma Py — P}t — cas orthotrope-1
K wvarie dans [0.1,0.2,0.3,0.5] en degré.
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FIG. 3.21: Anisotropie numérique du schéma Py — P — cas orthotrope-2
K wvarie dans [0.1,0.2,0.3, 0.5] en degré.
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FIG. 3.22: Anisotropie numérique du schéma Py — Py — cas isotrope
K wvarie dans [0.1,0.2,0.3,0.5] en degré.
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FIG. 3.23: Anisotropie numérique du schéma Py — Py — cas orthotrope-1
K wvarie dans [0.1,0.2,0.3,0.5] en degré.
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FIG. 3.24: Anisotropie numérique du schéma Py — Py — cas orthotrope-2
K wvarie dans [0.1,0.2,0.3, 0.5] en degré.
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FIG. 3.25: Anisotropie numérique du schéma Py — Ry — cas isotrope
K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .
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FIG. 3.26: Anisotropie numérique du schéma Py — Ry — cas orthotrope-1
K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .
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FIG. 3.27: Anisotropie numérique du schéma Py — Ry — cas orthotrope-2
K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .
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Chapitre 4

Discrétisation temporelle de
I’équation de plaque

On aborde dans ce chapitre 1’'épineuse question de la discrétisation temporelle du probléme
semi-discrétisé en espace élaboré au chapitre 2. On utilise usuellement une méthode de dif-
férences finies en temps. Mais on verra que ce choix impose de prendre un pas de temps trées
petit que ce soit dii a la précision dans le cas d'un schéma implicite ou a la stabilité dans le
cas d'un schéma explicite. D'une part, cela conduit a des temps de calcul cruellement longs
et d’autre part cela compromet définitivement la résolution du probleme de couplage avec
Iair.

On résout donc exactement en temps le probleme semi-discrétisé en espace par une méthode
analytique. Ce choix présente l'avantage essentiel de pouvoir utiliser n’importe quel pas
de temps d’échantillonage pour le calcul effectif de la solution sans aucune perte de pré-
cision sur le schéma semi-discret en espace. Cette technique est cotiteuse car elle nécessite
de diagonaliser la matrice de raideur approchant I'opérateur de plaque, mais ce surcofit est
compensé par la possibilité d’appliquer une méthode de type spectrale, qui permet de ne
calculer que les premieres composantes modales de la solution et qu’on appellera méthode
pseudo spectrale. En outre, elle permet de proposer un schéma efficace de résolution du mo-
déle de guitare, inabordable dans le cas d"une résolution par différences finies.

On commence par présenter en détail les trois choix de résolution du probleme semi-discret
proposés: schéma explicite ou implicite (section 4.2) et méthode pseudo-spectrale (section
4.3). Puis nous effectuons une comparaison détaillée des avantages et inconvénients de cha-
cune d’entre elles en la resituant en outre dans le cadre général de résolution de notre modele
de guitare (section 4.4).

4.1 Forme général du probléme semi-discret

Commencons par réécrire les deux schémas semi-discrétisés en espace P} et PV sous une
méme forme générale d’équation de propagation. On supposera dans tout ce qui suit que la

plaque est initialement au repos.
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4.1.1 Cas ol le moment fléchissant est choisi dans (H'(w))*:

Rappelons que le schéma semi discret en espace s’écrit alors, sous sa forme matricielle (cf.

section 2.1):

dvy,

My 7 — Hy M, = f
| IM,
Pl M;, 7 + Hpvp =0,
Uph(O)ZO)
| gh(ﬂ) = 0.

(4.1)

Grace a la technique de condensation de masse mise en ceuvre au chapitre 2, la matrice
M} est diagonale par bloc 4x4. 1l est donc possible d’éliminer & moindre cott le moment
fléchissant de ce systéme. On dérive la premiere équation par rapport au temps, puis on
reporte la seconde dans le résultat obtenu. On obtient le probléme du second ordre en temps

suivant, équivalent a P} puisqu’on a supposé les conditions initiales nulles:

Mpd2vph Kl _pt
h dt? + hvph_fh

vp,, (0) = 0 et Gyvp, (0) = 0.

d
otton a posé f; = % et:

Ky = Hy, (My)™"Hy,

4.1.2 Cas ou le moment fléchissant est choisi dans H(Div,w):

Rappelons que le schéma semi-discret en espace s’écrit cette fois ci (cf. section 2.2):

( Mifdzzgh — Hy M, + By ¢n = fn
M,givdi\;ith + Hypvp — C)l by, = 0,
) Mign=CiM,,
M4y, = By,
v, (0) = 0,
| M, (0) =0.

(4.2)

(4.3)

(4.4)

De méme que ci dessus, grace a la technique de condensation de masse, la matrice M ;™ est

diagonale par bloc 6x6 ou 4x4, et les matrices M ;f et M, ;f’ sont diagonales. On peut ici encore

se ramener a un schéma d’ordre 2 en temps portant sur v,, , équivalent a P :
d*v i

¥4 Ph div _pt

Mh dtz +Kh ’Uph —fh

vp,, (0) = 0 et Oyvp, (0) = 0.
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4.2 Résolution par différences finies en temps

otion a posé f; = — et:

K = (]~ B M) 00 (M) ™~ O (7)™ By) “6)
— H'(M{™)™'H avec H=H),— ChT(MI?)ilBh

Ainsi, dans un cas comme dans 'autre, il nous faut résoudre un probleme de la forme géné-
rale suivante:

pd%ph
Mh dt2 +Kh'Uph = fh,

vp, (0) = 0 et Ayvp, (0) = 0.

(4.7)

ot M? est une matrice diagonale définie positive et K, est une matrice symétrique définie
positive.

4.2 Résolution par différences finies en temps

Il nous faut donc proposer une discrétisation temporelle du schéma semi-discret d’équation
de propagation (4.7).

Pour la résolution de cette équation, on utilise usuellement une méthode de différences fi-
nies en temps. On note At le pas de discrétisation temporelle, de sorte qu’on approchera la
solution aux instants nAt, n € N.

4.2.1 Présentation des schémas non amortis

On étudiera dans ce chapitre deux sortes de schémas aux différences finies en temps:

e Un schéma explicite d’ordre 2 centré:

+1 -1
S - 4 MmP vgh — 2vgh + vigh
S At?

+ Kol = fi, (4.8)

e Un schéma implicite, également d’ordre 2, centré:

s . { vpt = 2up, opt o 2pH 4 o 4 dop

Notation 4.1 Dans tout ce qui suit, pour toute matrice symétrique définie positive M, on note,
(-, .)a le produit scalaire sur R™ défini par :

(U, V)i = (U, MV), VU,V € R (4.10)
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ou (.,.) désigne le produit scalaire canonique sur R™. On note ||.||pr la norme associée.

Remarque 4.1 On vérifie aisément que le schéma S appliqué a la discrétisation du probleme Pj est
équivalent au schéma explicite d’ordre 1 en temps donné par :

’UTH—1 — " n+l n+l
M’I: Ph ~ ph_H’T&h 2:fh 2’

M ) (4.11)
M, = =" = Hpvj, =0

De méme, le schéma S, appliqué a la discrétisation du probleme P}, est équivalent au schéma implicite
d’ordre 1 en temps donné par :

+1 +1
M}fvgh — ,Ugh . H};ng +&Z _ ;H'%
At 2 ’
ntl _ aqn il " (4.12)
1Mh M v +v
M= —h __ Hh Ph Ph — 07
h At 2

4.2.2 Résultats généraux sur la stabilité des schémas aux différences finies
4.2.2.a Conservation de I'énergie discrete

Pour chacun de ces deux schémas, on peut montrer un résultat de conservation de 1'énergie
discrete, équivalent discret de la propriété (1.6) :

Propriété 4.1 (Conservation de I’énergie discrete du schéma explicite S;) On définit
I'énergie discrete du schéma explicite (4.8) par:

T I | )
By = 5”#”%’5 + 5 (vg: >”;h)Kh' (4.13)
Alors I'énergie E g vérifie la propriété de conservation suivante :
1 _1
EZ/‘+2 _EZT 2 B " ,Uphn+1 _,Ug;l ‘4
il U/ ey ve— (4.14)
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4.2 Résolution par différences finies en temps

Propriété 4.2 (Conservation de I’énergie discrete du schéma explicite S;) On définit
'énergie discrete du schéma (4.9) par :

+1 n n+1 n
nty 1 Upy = Vpp 12 1 vp, "+ 09

Alors I'énergie Er vérifie la propriété de conservation suivante :

1
n—|—§_ n

1
E; E | vph™+ — /Ugh_l
& (f’“2—At 10

D> PREUVE : Ces résultats sont extrémement classiques. Il suffit de multiplier les équations
Sp et S; par:

n+1l _ ,n—1
v:Dh vph

2At

pour obtenir le résultat. <

Remarque 4.2 On vérifie aisément que la norme associé au produit scalaire () mp est équivalente

a la norme L? induite par I'espace Vy sur son sous espace Vy, o, indépendamment du parametre de
discrétisation. C'est a dire qu'il existe deux constantes strictement positives « et 3, indépendantes du
pas du maillage h, telles que :

a/vgh < Nlopa I3z < ﬁ/vgh, Yy, € Vho, (4.17)
w w

Cette remarque est fondamentale pour assurer la stabilité des schémas (4.8) et (4.9) en norme L2.

4.2.2.b Stabilité des schémas S, et S;

Ce résultat de conservation de 1'énergie discrete permet d’analyser simplement la stabilité
des schéma S, et S;.

On observe que I'énergie E' associée au schéma S est en fait une forme quadratique positive
portant sur les quantités:

n+l _ . n n+1 n
Ph Ph et vph + /Uph

At 2

Les propriétés de conservation de cette énergie assurent alors que ces quantités restent bor-
nées au cours du temps. On en déduit le:
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Lemme 4.1 Le schéma implicite S; est inconditionnellement stable.

En revanche, le schéma explicite est soumis a une condition de stabilité. On remarque cette
fois ci que I'énergie associée aux schémas S n’est plus une norme, a cause du terme (non
nécessairement positif) :

v

(Ug:—l’ gh)Kh )

En fait, si At est suffisamment petit, les inconnues v;}:’ L et vy, tendent a se confondre, et
on peut contrdler cette quantité, ce qui assure la stabilité du schéma. On a le résultat tres
classique suivant (voir par exemple [3]):

Lemme 4.2 (Condition de stabilité du schéma S) Le schéma Sy est stable sous la condition :

AL(|(MP) " K|y
4

<1, (4.18)

4.2.2.c Calcul de la condition stabilité en maillage régulier

Pour quantifier la condition de stabilité donnée dans le lemme (4.2), on effectue une analyse
par une méthode de Fourier dans le cas d’un milieu homogene infini, reposant sur le méme
type d’argument que ceux développés pour I'analyse de dispersion numérique des schémas
semi-discrets (chapitre 3).

Nous avons vu que, dans ce cas, la structure périodique du probléme permet de réécrire le
probléme semi-discret sous la forme suivante, qu'il s’agisse de P} ou PV (voir section 3.2.1
pour la construction en question et les notations):

~ AV

.
My~ — Hy M, =0,

(4.19)
-~ dM .
M Eh + HpV, =0,

ot les inconnues Vj, et M , sont des vecteurs blocs, et M}/, M;' et Hj, sont des matrices blocs.
De méme que ci dessus, on peut réécrire ce schéma sous la forme suivante:

2
~» d“Vp,

My =3t + Knvp, = fi, (4.20)

avec
f{h = FI,;F(M}]LM)_Ith

On peut alors choisir de discrétiser ce schéma en temps a I’aide du schéma schémas explicite :

U'n+1_2vn +U'nfl
o {Mi’ = T Kig, = £, @21
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4.2 Résolution par différences finies en temps

L’analyse de stabilité du schéma S nous conduit donc a calculer, d’aprés le lemme (4.2) :

1l -

Tirant parti de la structure particuliére induite par le maillage régulier, il est plus simple de
calculer cette norme a l'aide de la transformée de Fourier discrete. Injectons dans le schéma
(4.21) un mode de Fourier de la forme:

Vilp, = Vi exp(—ikiph — ikagh), p,q € Z. 4.22)
On obtient alors:

LVt v VT 8?1
Y 1p1 K (V] =0, (4.23)
p

ott K, (k) est la matrice définie en (3.35). ¢11,6 et p, sont les parametres physiques de la
plaque, et h est la pas du maillage.

On en déduit, d’apres le lemme 4.2 que le schéma explicite est stable si:

1 01152 At4
4 p, h*

I(MY) 'Ky (B)| o < 1, VEk € R, (4.24)

et finalement la condition de stabilité du schéma explicite est donnée par:

A 2
5, [ALEE o (4.25)

2 —_— ~ ~
P b ¢mWWW&@MU
kER?

Remarque 4.3 Ce résultat est tout simplement le reflet de la conservation de la norme L? par la
transformée de Fourier discrete.

Puisque la matrice Kj, (k) est hermitienne positive pour le produit scalaire (, ) 10, ON Vérifie
que:

IKn(B)ll o =  max  [Mo(k)| = p(Kn(k)), VEke€R?, (4.26)
b X (k)ESP(Ky (k)

ot1 X (k) sont les valeurs propres de KK, (k), et p(KK, (k)) est son rayon spectrale

Il nous faut alors distinguer les schémas d’ordre 1 et d’ordre 2 pour le calcul de cette condi-
tion:

e Dans le cas du schéma P, — P}, K, (k) est tout simplement une matrice de taille 1.
Calculer sa norme ne pose donc aucune difficulté, mais il nous faut tout de méme
déterminer le sup par une méthode numérique dans le cas général.
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e Dans le cas des schémas d’ordre 2, Kj, (k) est une matrice de taille 6. Il n’est pas possible
de calculer algébriquement ses valeurs propres. Il faut donc se contenter d’un calcul
numérique pour obtenir la condition de stabilité. Celui ci a été mis en ceuvre a l'aide
du logiciel Maple, sans subtilité particuliere, la taille du probleme n’étant pas limitante.
En fait, on vérifie aisément que Kj, (k) ne dépend que des quantités suivantes :

A = cos(|k| h cos(¢)), B = sin((|k| h cos(¢)), (4.27)
C = cos(|k| h sin(¢)), D = sin(|k| b sin(¢)), (4.28)

ol on a écrit k sous la forme: k = (|k| cos(¢), |k| sin(¢)). Ainsi, on effectue le change-
ment de variable :

A~

Ky (k) = Kn (k)n(4, B,C, D) (4.29)

et, compte tenu des expressions de A, B, C, D, il suffit donc d’écrire:

sup [|(MY) 'Ky (B)ll o = sup  [[(M") 'Ky, (cos(8), sin(8), cos(6'), sin(6")) | 7
kER?2 9,6'€[0,27]
(4.30)

On se donne alors un maillage suffisamment fin du carré [0, 27| x [0, 27] , et on estime
le sup ci dessus en prenant la valeur maximale calculée sur ce maillage (en pratique,
on se contente d'un maillage de 10 points sur 10 points, ce qui est suffisant, compte
tenu de la régularité de la fonction étudiée)

4.2.2.d Conditions de stabilités des schémas P, — P}, P, — Pj et P, — R,

On écrit la condition de stabilité sous la forme:

CnAt 2
O,/ —— < — 4.31
o S (4.31)

On présente dans le tableau 4.1 les valeurs de ¢, calculées pour les trois approximations
spatiales consistantes de notre probléme, pour les diverses valeurs du module d’orthotropie
C données en 3.3.

Isotrope | Orthotrope-1 | Orthotrope-2
P, - P} 8 5,06 4,57
P, —P}| 79,89 51,69 47,12 (4.32)
P, — Ry | 96,69 64,05 59,67

TAB. 4.1: Condition de stabilité pour les schémas explicites
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4.2 Résolution par différences finies en temps

On constate que le fait de monter en ordre augmente d’un facteur 10 la valeur de c;, ce
qui revient, si I'on se place sur un maillage équivalent, a diviser par 2.5 le nombre de pas
de temps nécessaire pour une méme expérience. Outre le fait que la condition de la forme
At = O(h?) est contraignante, ce facteur n’arrange donc pas les choses.

Pour de si faibles pas de temps, autant faire “du continu”.

4.2.3 Analyse de la dispersion numérique des schémas totalement discrétisés
4.23.a Dispersion numérique du schéma explicite

On effectue ici une analyse de l’erreur commise sur la vitesse de phase d"une solution onde
plane harmonique discrete du schéma explicite dans le cas d'un maillage infini régulier. On
fixe le nombre d’ondes k et on cherche la pulsation wj, pour une solution de (4.21) de la
forme:

Valp.q = Vo exp(iwpnAt — ikiph — ikaqh), p,q € Z. (4.33)

Injectant (4.33) dans (4.21), on obtient la relation dispersion numérique suivante (les calculs
ne présentent aucune difficultés, voir la section 3.2.2) :

4 At 21 .
——— sin? <—wh) Vo + %ﬁm (k)V, = 0, (4.34)
P

ot N}, (k) est la matrice définie en (3.35).

L 4: .92 At .
Par conséquent, Az S| 5w est valeur propre de la matrice

611(52 1.
Py ﬁNh(E)-

Comme dans le cas semi-discret, nous ne considérons que le mode physique. On note A (k)
la valeur propre de Kj, (k) associé au mode physique. Rappelons qu’en fait :

k|l h
ou K = % est I'inverse du nombre de points du maillage par longueur d’onde.
™

On introduit en outre le parametre adimensionné «, défini par:

C11 At
=0,/—— 4.
e oy B2 (4.36)
Alors la relation de dispersion du schéma (4.21) est donnée par:
B (K, $0) = —2— arcsin (3\/,\(1( ¢)) : (4.37)
R a(2rK)? 2 ’
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4.23.b Dispersion numérique du schéma explicite

On effectue un calcul similaire pour le schéma implicite. Rappelons que celui ci est donné
par:

1 -1 1 -1
s . {Mpv;f: 2, gt B e v @38)

h At2 h 4 = I
Injectant dans ce schéma une solution de type onde plane donnée par (4.33), on obtient la
relation de dispersion matricielle suivante:

621 .
R (Vo = 0 (4.39)

4 At N
TAR sin” (7‘%) (I+ 5261—1Kh(@) Vo +

Pp p

ou K, (k) est la matrice définie en (3.35). On réécrit cette équation sous la forme suivante, en
introduisant le parametre o défini en (4.36) :

A A ,
—4 sin? (7twh> Vo + a? [1 — sin® (Tt“’hﬂ K, (k)Vp, (4.40)
ce qui s’écrit finalement:

oKy, (k)Vy = 4 tan? (%wh> Vo (4.41)

Ainsi, 4 sin? (%wh) est valeur propre de la matrice % hl—JA{h (k). Comme dans le cas semi-
discret, nous ne considérons que le mode physique. La relation de dispersion du schéma
implicite (4.38) est donc:

(K, ¢,0) = a2rK)? arctan (% MK, ¢)> (4.42)

4.23.c Développement limité de la dispersion numérique

De la méme fagon que pour les schémas semi-discrets en espace, on peut déterminer le dé-
veloppement limité de la dispersion numérique des schémas Sy et S;. Il va de soi que si
les schémas semi-discrets en espace sont consistants, il en est de méme pour les schémas
S, et Sz. Nous ne nous intéressons donc ici qu’au cas ot la matrice de rigidité C définie
en (3.2) est I'identité. On a vu a la section 3.2.4 que les développement limités des schémas
semi-discrets en espace P; — P14, Py — 1524 et P, — Ry sont de la forme:

an(K,¢) = 1+ K?a(¢) + o(K?), (4.43)

ot les coefficients a(¢) sont donnés en (3.56, 3.57, 3.59).

On calcule alors aisément:
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a(4)

QE(K7¢7O‘) =1+ TK2 +O(K4)

(4.44)

(8, gre) = 1+ B R 1 o

La discrétisation temporelle a donc pour effet d’améliorer la dispersion numérique, au moins
asymptotiquement.

Remarque 4.4 Le fait que les schémas soient d’ordre 2 en espace confirme a posteriori qu’il n’est pas
nécessaire de chercher a définir une discrétisation en temps d’ordre plus élevé. En effet, que ce soit
pour des considérations de stabilité ou de précision, nous sommes amenés a choisir At de 'ordre de
h2. Ainsi, un schéma d’ordre 2 en temps est en O(h%), et il serait absurde d’augmenter encore cet
écart.

4.2.3.d Courbes de dispersion

La dispersion numérique des schémas Sy et S; dépend donc de trois parametres, o, K et ¢.
On trace le méme genre de courbes que pour la dispersion du schéma semi-discret, en fixant
en outre une valeur de « (admissible dans le cas du schéma explicite).

Notons la condition de stabilité du schéma S donnée en (4.25) sous la forme (les valeurs de
ap est données dans le tableau 4.1):

a < ag, (4.45)

Dans les courbes qui suivent, on se contente de regarder la dispersion pour le cas isotrope.
Ce sera largement suffisant pour notre analyse.

- On fixe tout d’abord ¢ a 0° ou 135°, puis on trace les courbes de dispersion en fonction
de K, pour diverses valeurs de a. On choisira & = Cay, en prenant C € {1,0.1} pour
I'explicite et C' € {1,10,25,50,100} pour l'implicite. Il faut prendre garde au fait les
courbes de dispersion présentées ici n’ont pas la méme signification que celles présen-
tées dans la section 3.3, malgré une apparence similaire.

- On fixe ensuite une valeur du nombre de points par longueur K = 0.1 et on trace des
courbes d’anisotropie du schéma S; pour les diverses valeurs de a.

- On trace également les courbes d’anisotropie en prenant K € {0.05,0.1,0.2,0.3,0.5},
en fixant & = o pour Sy et a = 100 ou @ = 25cg pour S;.

- Enfin, pour comparer la précision des divers choix de discrétisation temporelle, on
trace sur une méme courbe la dispersion des schémas semi-discrets, S (avec a = ag)
et S; (avec @ = 25ay) en fonction de K, pour ¢ = 0.
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On peut faire les commentaires suivants :

e La dispersion du schéma d’ordre 1 en espace P; — Py est désespérément trop faible. Il
est inenvisageable de choisir cette approximation. D’ailleurs, comment se fait-il qu’on
en parle encore?

e La dispersion numérique des schémas aux différences finies en temps est quasiment
la méme que celle du schéma semi-discrétisé en espace, quand on choisit & = «ay. Le
tracé des courbes ne fait que confirmer ce que nous prédisait ’expression des dévelop-
pements limités.

e Sans surprise, plus « est grand, plus le schéma implicite est dispersif. Néanmoins, le
fait de monter en ordre autorise une plus large gamme de valeurs de « sans trop nuire
a la précision du schéma. Nous verrons plus loin, a la section 4.4, une estimation plus
quantitative de cette remarque.

e Sielle n"améliore pas la dispersion numérique, il semble que la discrétisation implicite
en temps améliore sensiblement I’anisotropie, quel que soit le schéma d’approximation
en espace, dans la mesure ou la I’erreur ne dépend plus de l’angle de propagation. Mais
si ce schéma est d’autant moins anisotrope que « est grand, la dispersion, elle, est tres
importante (les cercles sont trés éloignés du cercle unité).
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FIG. 4.1: Dispersion numérique pour l'approximation Py — P{t — cas isotrope
schéma explicite, — ¢ est fixé a 0° a gauche et a 135° a droite,
a = Cuwy, et C varie dans {1,0.1}
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FIG. 4.2: Dispersion numérique pour I'approximation Py — P{ — cas isotrope
schéma implicite, — ¢ est fixé a 0° a gauche et 4 135° a droite,
a = Cay, et C varie dans {1, 10, 25,50,100}
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FIG. 4.3: Dispersion numérique pour l'approximation Py — Py — cas isotrope
schéma explicite, — ¢ est fixé a 0° a gauche et a 135° a droite,
a = Cuwy, et C varie dans {1,0.1}

L
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

inverse du nonbre de points par |ongueur d onde

0.4

0.45

0.5

0.8 B
=
=]
0.6 1
0.4 1
0.2 1 1
0.1 ---oev
| 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
inverse du nonmbre de points par |ongueur d onde
T T T T T T T T T
1.2 B
1 T ) 4
0.8 1
=
5
0.6 1
0.4 g
[—
10 --ee-
L25 oo ]
0.2 50
100 - -
. . . . . . . . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

inverse du nombre de points par |ongueur d onde

FIG. 4.4: Dispersion numérique pour l'approximation Py — Py — cas isotrope
schéma implicite, — ¢ est fixé a 0° a gauche et 4 135° a droite,
a = Cay, et C varie dans {1, 10, 25,50,100}
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FIG. 4.5: Dispersion numérique pour l'approximation Py — Ry — cas isotrope
schéma explicite, — ¢ est fixé a 0° a gauche et a 135° a droite,
a = Cuwy, et C varie dans {1,0.1}
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FIG. 4.6: Dispersion numérique pour l'approximation Py — Ry — cas isotrope
schéma implicite, — ¢ est fixé a 0° a gauche et 4 135° a droite,
a = Cay, et C varie dans {1, 10, 25,50,100}
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0 005 01 015 0.2 025 0.3 035 04 0.45 0.5
inverse du nombre de points par |ongueur d onde

FIG. 4.7: Comparaison de la dispersion numérique entre le schéma semi-discret P, — P,
le schéma explicite (ov = ) et le schéma implicite (o = 25a).
¢ est fixé a 135°.

o . . . . . . . .
0 005 01 015 0.2 025 0.3 035 04 0.45 0.5
inverse du nombre de points par |ongueur d onde

FIG. 4.8: Comparaison de la dispersion numérique entre le schéma semi-discret Py — Py,
le schéma explicite (o = ) et le schéma implicite (o = 25ay).
¢ est fixé a 135°.

1.4 T T T T T T T T T

1.3 r 1

0.4 e . . . . . . .
0 0. 05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

inverse du nombre de points par |ongueur d onde

FIG. 4.9: Comparaison de la dispersion numérique entre le schéma semi-discret P, — Ry,
le schéma explicite (o = ) et le schéma implicite (o = 25a).
¢ est fixé a 135°.
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1.5

FIG. 4.10: Anisotropie numérique pour I'approximation Py — Pt — cas isotrope
schéma explicite, « = ag. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .

1.5

FIG. 4.11: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — P — cas isotrope
schéma implicite, o« = 10«g. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .

1.5

0.5 -

0.5

FIG. 4.12: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — P} — cas isotrope
schéma implicite, « = 25cg. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .
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1.5

FIG. 4.13: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — Py — cas isotrope
schéma explicite, « = ag. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .

1.5

FIG. 4.14: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — Pyt — cas isotrope
schéma implicite, o« = 10«g. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .

1.5

FIG. 4.15: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — Py — cas isotrope
schéma implicite, « = 25cg. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .
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FIG. 4.16: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — Ry — cas isotrope
schéma explicite, « = ag. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .

1.5

FIG. 4.17: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — Ry — cas isotrope
schéma implicite, o« = 10«g. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .

1.5

FIG. 4.18: Anisotropie numérique pour l'approximation Py — Ry — cas isotrope
schéma implicite, « = 25c9. K wvarie dans [0.05,0.1,0.2,0.3,0.5] .
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4.2.4 Introduction de I’amortissement

On présente dans cette section comment les schémas explicites et implicites présentés précé-
demment sont modifiés par l'introduction de I'amortissement.

4.2.4.a Forme générale du probleme semi-discret amorti

Commengons par réécrire les schémas semi-discrétisés en espace sous la forme de systemes
d’ordre 2 en temps en éliminant le moment fléchissant, comme nous l'avons fait a la section
4.1 dans le cas non amorti.

Dans les deux cas, on peut se ramener a une équation équivalente d’ordre 2 en temps donnée
par:

hdt2 dt
vp,(0) =0 et Oy, (0) =0.

deUph d P
Mg+ g ) St B Mg = (4.46)

ot I estl'identité et:

e Kj est la matrice K ,{ définie en (4.3), dans le cas ot le moment fléchissant est choisi
dans (H'(w))4,

e K est matrice K}dLiV définie en (4.6), dans le cas ou le moment fléchissant est choisi
dans (H'(w))%,
4.24b Schémas aux différences finies du probleme amorti

On effectue cette fois encore une discrétisation en temps de pas At, centrée d’ordre 2. Le
schéma explicite est alors modifié de la fagon suivante:

B ,Un—|—1 — " 4 ,Unfl ,Un—i—l _ ,Unfl
Sp {M,’: = B Ph 1 Ky, + (RyM}) +nKp) PP = fr | (447)

At? 2At

Tandis que le schéma implicite devient:

MP 4 K 2Ph Ph_ _ p
At? h 4 + (Rp M, + nKn) 2AL I

n+l _ n n—1 n+1 n n—1 n+l _ ,n—1
5', . {Mp Ypp, QIUPh + Ypp, K Ypp, + 21}1711 + Ypn, v v
. h

(4.48)

On montre ici encore sans difficulté les propriété des conservation de I'énergie discrete sui-
n+1l _ ,Un—l
Ph

vantes, en multipliant chacune de ces deux équation par: SAL Pr
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Propriété 4.3 (Conservation de I’énergie discréte du schéma S,) On définit I'énergie dis-
crete du schéma explicite (4.8) par :

+1 n
Fn+ L p, = Vp 1o 1
Ep* = 5” * At : ”M,’L’ + 2 (”gh ’ gh)Kh (4.49)
Alors I'énergie Eg vérifie la propriété de conservation suivante :
ippl apl _ - -
Eg 2 _ EZ > s vphtl — Uy, 1 B ||vph"+1 — vy, 1 ”2 R ”vph"+1 — v, 1 ”2
At A 7 2A1 Kn =T DAt M,

(4.50)

Propriété 4.4 (Conservation de I’énergie discréte du schéma S;) On définit I'énergie discrete
du schéma explicite (4.8) par :

bt _ 1 % 1
B = g

N (4.51)

Alors I'énergie Er vérifie la propriété de conservation suivante :

1
n—3 v hn+1_ n—1 hn—|—1 _ n—1 hn—l—l_ n—1
D v, vp v, vp v,
L = (f;?, —ph> — 2%, — Rpll—— 2

5!
|
=

Y4 HZ »
2At 2At 2At M,
(4.52)

Enfin, on peut encore montrer, a 1’aide de la conservation de I’énergie discrete les deux ré-
sultats de stabilité suivants:

Lemme 4.3 Le schéma implicite S; est inconditionnellement stable.

Lemme 4.4 (Condition de stabilité du schéma S;) Le schéma Sy est stable sous la méme
condition que le schéma Sy, soit si:

A2||(MPY 1K
It hi g w5

Finalement:

e Le schéma S;ne présente pas de cott supplémentaire par rapport au rapport au pro-
bleme non amorti. Il est inconditionnellement stable et il nécessite également l'inver-
sion d"une matrice a chaque pas de temps, qui est une perturbation de la matrice qu'il
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faut inverser pour la résolution du schéma S;.

Grace a la condensation de masse, I'introduction de du terme d’amortissement fluide,
ne perturbe pas le caractere explicite du schéma S. Il faut a présent inverser la matrice

M ( szAt> ,

qui est diagonale ou diagonale par bloc.

En revanche, I'introduction de I’amortissement de type viscoélastique exige I'inversion
de la matrice

A
tKh

MP 4+t
Le schéma S5 est donc implicite dés que 7 est non nul. En fait, il nest pas possible
d’écrire un schéma explicite centré pour le probleme amorti (4.46). Cet aspect est un
inconvénient majeur du schéma Sy, puisqu’il est soumis a une condition de stabilité
tout en exigeant 'inversion d’une matrice.

Néanmoins, compte tenu du fait que le parametre viscoélastique 7 est tres faible, on
peut considérer le schéma S comme une perturbation du schéma S, ce qui permet
de résoudre I'équation (4.47) par une méthode de point fixe qui converge rapidement.
L'intérét est que cette méthode alors est parfaitement adaptée a ce probleme.

4.24.c Résolution du schéma explicite modifié par une méthode de point fixe

Réécrivons le schéma S, en exprimant v”"‘1 en fonction de Uy, Lw vy, et fp:
R,At nAt _
((1 + 5 >I+ 5 (M) 'K ) ntl =208 — ot — MEKpup

R,At B _ _ _
+ ( ”2 (M}) 1Khv;;h 1) o Ly A(MD)THR, (454)

que I'on peut reformuler comme un probléme de point fixe:

it = Rom L+ o(up !, o7, fR) = B(uptt), (4.55)
ou:
nAtL 1
R=———"—"r (M) K} (4.56)
2(1 + RPQAt) h
et c(vy, 1, vy, , ff) est connu.
On définit alors la méthode itérative suivante:
,170 = C( 7 ) fh )
{ Upy, ph (457)
g1 = P(vx), Vk €N,
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etonale:

Théoreme 4.1 Si la condition de stabilité (4.53) est vérifiée et si:

At(l+ 2
0<n< % (4.58)
alors la méthode itérative (4.57) est convergente, ie. :
lim 7, = vt (4.59)

k—o00

> PREUVE :

11 suffit d’appliquer le théoreme du point fixe ce qui revient a déterminer pour quelles
valeurs de n 'application :

Vi — W
o (4.60)
U —  Ru+c,
est contractante. Or ® étant linéaire, on vérifie immédiatement qu’il suffit que:
IRII <1, (4.61)

pour au moins une norme matricielle pour qu’elle soit contractante. Comme R est symé-
trique pour le produit scalaire (.,.)yr, sa norme euclidienne est donnée par son rayon
spectral.

Soit A un valeur propre de (M) "' K. On suppose que la condition de stabilité (4.53) est
vérifiée, ie. :

A 2
A 4t <1. (4.62)

Les valeurs propres de R, notées p, vérifient alors :

At 2 PVANZ:
lul = L AT = K R 4 (4.63)
2(1+ =2—) At(1+ =£)

Compte tenu de (4.62), on en déduit qu'une condition suffisante pour que ® soit contrac-
tante est que:

Ui

o w1
2At(1+ =2)

: (4.64)

soit le résultat recherché.

Remarque 4.5 Notons que le terme d’amortissement fluide stabilise cette méthode puisqu’il aug-
mente l'intervalle de valeurs autorisées pour 1.
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Cet algorithme est efficace dans la mesure ot1 on vérifie en pratique qu’il converge en 4 a
5 itérations a la précision de la machine (a moins de prendre 7 trop proche de la condition
(4.58)). Mais si cette stratégie s’avére applicable dans le cas de 1'équation des ondes pour
laquelle on a une condition de stabilité du type:

dt

= < Cte, (4.65)

elle est malheureusement moins souple dans le cas de I'équation de plaque, car alors la
condition de convergence de la méthode (4.58) n’autorise qu'une gamme tres restreintes de
valeurs pour 7, car la condition de stabilité (4.53) est elle-méme tres contraignante.

4.3 Une autre approche: la résolution exacte en temps

Présentons maintenant une autre stratégie de résolution du probléme semi-discret en es-
pace. Le principal inconvénient de la méthode des différences finies en temps, comme on 1'a
maintenant remarqué a plusieurs reprises, est qu’elle conduit a un choix de pas de temps en
O(h?), que ce soit pour des considérations de stabilité ou de précision.

Pour contourner ce probléme, on propose ici de résoudre exactement en temps le probleme
semi-discret en espace. Il s’agit donc de résoudre le systéme différentiel matriciel suivant
(voir section 4.2.4.a): :

h dt?
vp, (0) = 0 et Oyvp, (0) = 0.

7 LA S S D Y
Tag ) “00en T Hph (4.66)

oti, rappelons le, M} et K}, sont des matrices symétriques définies positives.

On présente en détail la résolution analytique de ce probléme qui est standard. La diagona-
lisation de l'opérateur de plaque discret permet de se ramener a la résolution d"un probléme
scalaire. Le calcul dunoyau de Green permet de déterminer aisément la solution a ’aide d"un
produit de convolution (section 4.3.2.a). L'échantillonage de la solution conduit a supposer le
second membre constant par morceaux, ce qui permet d’expliciter ce produit de convolution
comme un simple produit matriciel (section 4.3.3.b). On termine cette section par un résultat
de stabilité et la présentation de la méthode spectrale qui permet d’approcher la solution a
I'aide d"un petit nombre de modes.

4.3.1 Diagonalisation du probléeme semi-discret

On commence par réarranger (4.66) sous la forme d’un systeme différentiel linéaire a coeffi-
cients constants d’ordre deux en temps:

d*v _
dtgh + (RpI +n(M}) 1Kh)

vp, (0) = 0 et Oyvp, (0) = 0.

dvp,,

dt

+ (M) Kpvp, = (M)~ fn, (4.67)
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La résolution de ce systéme passe par la diagonalisation de la matrice (M?)~! K. Mais celle
ci est sans mystere, puisque elle est symétrique définie positive pour le produit scalaire
(,.) me- Elle est donc diagonalisable dans une base orthonormale pour ce produit scalaire.

On note:
(A)1<i<n,» (4.68)

les valeurs propres (strictement positives) de (M?)~'Kj, qu’on supposera rangées dans
'ordre croissant. On peut alors écrire :

P~H(M) " Ky)P = Dy, (4.69)
ou:
Dy = diag (A\}), (4.70)
1<i<ny

et P est la matrice de changement de la base canonique des éléments finis vers une base
propre de Kj. Cette derniére est orthonormale pour le produit scalaire (, ., ) MPs donc:

P"MPP =1, soitencore: P~! = PTM?, (4.71)
ce qui permet de réécrire (4.69) :

PTK,P = Dy, (4.72)

Notation 4.2 Jusqu'ici, nous avions confondu abusivement le vecteur v,, € V, et ses composantes
dans la base canonique des éléments finis de Vy(cf. note (2.1)). Puisqu’il nous faut maintenant dis-
tinguer deux bases, on note:

® vy les composantes de vy, dans la base canonique des éléments finis,

® vy les composantes de vy, dans la base propre de Ky, déterminée ci dessus.

On sait alors que les vecteurs vy et vpr se déduisent I'un de I'autre par la relation :

On note en outre fry les composantes du vecteur fr, dans la base canonique éléments finis et fy le
vecteur défini par :

fK = P_I(M]I;)_leF = PTfEF' (4~74)

Attirons l'attention sur le fait que f ne sont pas les composantes de fy, dans la base propre de K,
mais celles du vecteur représenté par (MP)™! fr dans la base éléments finis . . .
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Le systéme différentiel (4.67) est diagonal dans la base propre de K. En effet, multipliant
l'équation (4.67) par P~!, on obtient compte tenu des relations (4.69, 4.72, 4.73, 4.74) :

d2

ﬂ‘}“AKdU—K_FDKUK:fK, thO,

dt? dt (4.75)
dv ’

vk (0) = 0 et d—:(o) = 0.

ot on a introduit la matrice diagonale d’amortissement A x, définie par:

Ax = (R,I +nDy) = diag (R, + nA?). (4.76)

1<i<n,

4.3.2 Résolution du probleme diagonal

On présente dans cette section la résolution du probleme un peu plus général suivant :

Soientn € N*, ettyg € R
On cherche U € C?([ty, oo[, R") solution du probléme de Cauchy :

U+ AU + DU = F,Vt > t
, (4.77)
U(t()) = U() et U(to) = U1,
ou F € CO([tg, 00, R") et Uy, U; € R™ et A et D sont deux matrices diagonales.
On note:
A = diag (2¢;) et D = diag (A\2), (4.78)

1<i<n 1<i<n

4.3.2.a Résolution du probléme scalaire

I1 nous faut alors résoudre ce probleme composante par composante, c’est a dire résoudre
les n équations différentielles scalaires :

au; U
9
TR

+ MU =F, 1<i<n, (4.79)

ce qui est on ne peut plus aisé, puisqu’il s’agit du simple probleme d’oscillateur amorti.

Un moyen élégant d’obtenir la solution analytique de cette équation différentielle ordinaire
non homogene repose sur le calcul de son noyau de Green, ce qui permet la solution comme
un simple produit de convolution. On rappelle tout d’abord le résultat abstrait suivant:

188



4.3 Une autre approche: la résolution exacte en temps

Théoréme 4.2 Soit ccet A > 0 deux réels, et f un application continue sur [tg, 00|
La solution du probleme de Cauchy scalaire d’ordre 2 en temps :

ii(t) + 20 (t) + N2u(t) = f(t), Vt>0,
(4.80)
U(to) = Up et ’l'l,(t()) = U1
est donnée par :
u(t) = sax[uo, url(t —to) + Tan 5 [F1(2); (4.81)
avec :
Sanlit0, w1)(8) = Aluo,ur) exp(r*t) + Bluo, ur) exp(r ¢)
t t—to (4.82)
rantolfl(t) = [ Gan(t — (s —t0))f(s)ds = / Gan(t —5)f(s +to)ds,
to 0
Ol :
o et v~ sont les deux racines du polyndme caractéristique : 1
2 +ar+ M\ =0, (4.83)
o A(ug,u1) et B(ug,u1) sont solutions du systeme :
A+ B =y
(4.84)
Art + Br- = uy
o G, est la solution du probleme de Cauchy, appelée encore solution élémentaire :
Gaa(t) + aGo(t) + X2Gap(t) =0, Vi >0,
. (4.85)
Ga(0) =0et Goa(0) =1,
D> PREUVE : D’apreés le principe de superposition, on sait que la solution est de la forme::
u(t) = up (uo,ur)(t) + up(t), (4.86)
ol uy est la solution du probleme homogene :
g (t) + g (t) + Nug(t) =0, Vt>0,
(4.87)
ur(0) = ug et 4x(0) = uq,
tandis que uy est la solution particuliere de (4.80) a conditions initiales nulles :
iip(t) + atig(t) + N2ug(t) = f(t), V>0,
(4.88)
us(0) = 0etuy(0) = 0.
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Il est bien connu que:
i (o, u1)(t) = A(uo, ur) exp(r*t) + B(uo, u1) exp(r~t), (4.89)

ourt, r~, A(ug,u1) et B(ug, u1) sont données par les équations (4.83) et (4.84).
Pour calculer uf, on multiplie 1'équation (4.88) par G, (t — (s — t9)) pour ¢ fixé, puis on
integre sur [to, ] :

t t
/ (ig(s) + atyg(s) + )\QUf(S))Ga’)\(t —(s—1t9))ds = / Ga(t— (s —t0))f(s)ds. (4.90)

to to

Or une double intégration par partie effectuée sur le premier membre conduit a:

/t [Gw(t — (5 —10)) + aGar(t — (s — to)) + N2Gan(t — (s — to))] us(s)ds

to

+ [Cs(5) + aup(DGant = (s = t0)]_ + [up(6)antt = (s = t0))]

=to =to

_ / Ganlt — (s — to)) f(s)ds. (491)

to

et donc, compte tenu de 'équation (4.85) et des conditions initiales vérifiées par uy et Gy,

il reste:
t
up(t) = [ Gana(t—(s—to))f(s)ds, (4.92)
to
d’ot1 le résultat, en posant:
safwo, ur](t) = wm(uo,u1)(t),
(4.93)
/raa)‘vtO [f] (t) = uf (t)'
<

4.3.2.b Expression des opérateurs s, ) etrq ) ¢,

A ce stade, les opérateurs de résolution du probléme scalaire s, ) et 74t sont encore
) s\, L0
quelque peu abstrait. Nous donnons ici leur expression détaillée. Les calculs menent aux

résultats suivants:

e si|al < A onpose:

A= VA2 — a2, (4.94)

alors:

Sa w0, u1](t) = exp (—at) |ugcos(At) + = (u1 + cug) sin(\t)

>l =

1
Go = 3 exp (—at) sin(At)
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e si|al > A, onpose:
A=+vVa? -2 (4.96)

alors:

Saa[to, u1](t) = exp (—at) |ug cosh(Mt) + = (u1 + aug) sinh(At)

> =

(4.97)

Go = % exp (—at) sinh(At)

Remarque 4.6 En particulier, lorsque le systeme n’est pas amorti, ( ie. @ = 0), ces solutions de-
viennent :

5o, x[w0, u1](t) = |ug cos(At) + —(u1) sin(At)

> =

, (4.98)
Gy = 3 sin(At)

)

4.3.2.c Résolution du systeme différentiel matriciel

Il n’y a plus qu’a construire les opérateurs de résolution du probleme matriciel a partir des
opérateurs de résolution du probléme scalaire que nous venons de définir.

Pour t > t; donné, on introduit les deux opérateurs linéaires S; et R; 4, définis par:
S R xR — R"
(8:[U0, U1]); = 50;x:[(To)i, (U1)il (), V1 <i<mn,

(4.99)
Rip, R — Cz([to,oo[, R"™)

(Rt,to [F])z = Ta,\ito [Fi](t) V1<i<mn,

oll 54,3 et 74 ) 1, SONt définies en (4.82).

Remarque 4.7 Compte tenu des expressions de s\ données dans la section précédente, on peut en
fait écrire Sy comme la somme de deux produits matriciels.

SiUo, Un] = 8Uy + S, U, (4.100)
oit les deux matrices SY et S} sont diagonales.

On peut alors énoncer le:
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Corollaire 4.1 La solution du probleme (4.77) s’écrit :

U(t) = S(t—t9)(Uo, Ur) + Ruto (F),  VE > to. (4.101)

4.3.3 Mise en ceuvre
4.3.3.a Calcul discret en temps

Ce calcul est en fait mis en ceuvre informatiquement. Il nous faut donc tout de méme échan-
tillonner en temps le probléeme (4.75).

On fixe un pas de temps At. Pour n € N, on note:
" = nAtiest et 1"V = (n+1/2)At.

L’équation (4.75) est alors résolu sur des intervalles de longueur At, centrés sur ¢t". Ainsi, vx
est calculé aux instants " 2.

Pour éviter d’avoir a calculer le produit de convolution intervenant dans 1'opérateur R, on
approche fx(t) sur ]t"_% , t"+%[ par sa valeur a l'instant ¢". En outre, nous couplerons ulté-
rieurement cette équation a I'équation de corde ainsi qu’a 'équation des ondes acoustiques
qui seront, elles, résolues par différences finies en temps. Il est donc naturel de supposer que
fx est constante par morceaux en temps dans ce cadre.

Il nous faut alors résoudre a chaque pas de temps le probléme de Cauchy suivant:

’UK =+ AK'[]K +DK'UK = fKn7 Vi E]tn_%,tn_F%[

n—iy_ "2 4102
ve(t"T2) = vy (4.102)

D’apres le corollaire (4.1), la solution de ce probleme est donnée par:

n+i n—% .n—1 n
'UK—'—2 = SAt(UK %, Uk 2) + R'n,At(fK )
o ) ) (4.103)
.n+t3 , n—3 .n—3; :
Vg 2 = SAt(UK 27UK 2) + Rn,At(f;?);
ol on anoté Ry A = Rtn*%,t”% et
. dS? dS}
Sar(Uo, Ur) = (—t) Up + (—t) U
dt ] -t dt ) i—ny
(4.104)

. AR, -1
R st(F) = | —H5—= (F).
="t T
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4.3 Une autre approche: la résolution exacte en temps

Remarque 4.8 Il ne s’agit donc pas tout i fait d'une méthode de résolution exacte en temps puisque
nous approchons le second membre par des constantes par morceaux. Le choix du pas de temps At ne
peut donc pas étre arbitrairement grand, puisqu’il nous faut approcher suffisamment correctement le
second membre de cette maniere.

Néanmoins, dés que celui ci est nul, cette approximation n’en est plus une et on peut alors choisir un
pas de temps aussi grand qu’on veut sans commettre la moindre erreur (!). Le choix du pas de temps
devra tout de méme étre suffisamment petit de maniere a échantillonner précisément la solution.

4.3.3.b Expression de la résolvante R, a;

Dans le cas particulier ot le second membre est une simple constante, on peut expliciter
Rn,at- Notons G, y la primitive de la solution élémentaire du probléme scalaire (4.80), défi-
nie par (4.85), qui s’annule en 0, ze. :

¢
Ga,ﬂ:/ Gap(s)ds. (4.105)
0

On vérifie alors la:

Propriété 4.5 L'opérateur R, st est tout simplement un produit matriciel usuel :

Ruat(fx) = Ratfw, (4.106)

ot Ry est la matrice diagonale définie par :

Rar = diag (Gg, o, (AL). (4.107)
1<i<ny,

Le théoreme suivant assure en outre que cette matrice est définie positive, propriété qui nous
sera bien utile lors de la résolution du probleme couplé a 'air et a la corde.

Théoreme 4.3 On suppose toujours que X > 0, et bien siir At > 0.
Si « est positif, alors :

Gan(At) >0, (4.108)

. . . 2
Enoutre, si o > 0, ou bien si a« = 0 et At < TW, alors

Gar(At) > 0. (4.109)

On en déduit que la résolvante R o est définie positive.

> PREUVE : D’apres le théoreme (4.2), on vérifie, en choisissant en particulier ug = u; =0
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et f = 1 dans 'équation (4.81), que G »(At) est la solution du probleme :

i(t) + 200+ N2u =1, Vt>0,
(4.110)

u(0) =0etw(0) =0

Pour t € Ry fixé, on multiplie cette équation par % et on integre sur [0, ¢] :

/Ot% (% |1l(5)|2) ds +2a/0t ji(s)|? ds + /Ot% G |u(s)|2> ds = /Utu(s)ds- (111)

Compte tenu des conditions initiales, on obtient donc:

t
u(t) = % ()2 + 2a/0 li(s)|? ds + % (), 4.112)

dont on déduit (4.108).

Si a > 0, alors, si on avait u(tg) = 0 pour ty > 0, cela impliquerait que les trois termes
positifs de I’équation précédente seraient nuls. En particulier, on aurait:

to
/ Ji(s)[* ds = 0,
0

ce qui implique u(s) = 0Vs € [0,tp] et donc, compte tenu des conditions initiales, u(s) =
0Vs € [0, o], qui n’est pas solution de (4.110). Donc c’est absurde, donc u(¢) > 0Vt > 0.

Dans le cas ot @ = 0, on calcule, d’apres (4.98):

~ 1 — cos(At
Goa(t) = % (4.113)
~ , 2km 4 . . . 2
Dongc, Gy, s’annule pour ¢t = DY Vk € N, et par conséquent, si on choisit At < 5, on
aura encore G\ (At) > 0. N
Pour terminer, donnons 1'expression de C:‘a, . Il suffit en fait de calculer
¢
/ Lo a(s)ds,
0
a partir de l'expression de G, donnée a la section 4.3.2.b:
e si|a| < A, alors:
. 1 r- - .
Gayx = T [)\(1 — cos(At) exp(—at)) — asin()\t)] (4.114)
e si|al > A, alors:
. 1 r- - .
Gop = Y [)\(cosh()\t) exp(—at) — 1) + asinh()\t)] (4.115)
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4.3 Une autre approche: la résolution exacte en temps

4.3.3.c Ecriture dans la base éléments finis

On peut également écrire ce schéma dans la base éléments finis d’origine de notre probleme.
Celui ci s’écrit tout simplement :

. d . _1 1
M}Z;’UEF + (I + 77@) KhvEF + RpM}]ZvEF = ng, Vit E]tn ;,tn+%[
n—j3 (4.116)

_1
'UEF(tn 2) = Vgr

n—1

. _1 . ;
'UEF(tn 2) =Vgp’,

et sa solution est maintenant donnée par:

41 . _1 a1 .
'UZF 2= SAft('UZF %, 'UZF ? ) + RAft(ng)
(4.117)
.n—l—% e f n—% .n—% Sef n
Vpp® = SYAt(Ver”,pr”) + RA(fEr)s
ot les opérateurs S/, et R/, sont définis par les relations de changement de base :
S U, U!) = PSQ,P'US" + PSAPIUY = SE°US + S3'UY, (4.118)

RY, F*! = PR P 'F*!

ou P est la matrice de changement de base introduite a la section 4.3.2, les matrices diago-
nales 89,, S}, sont définies dans la remarque (4.7) et la matrice diagonale R ; est définie a
en (4.107)

Il va de soit que les deux schémas (4.102) et (4.116) sont strictement équivalents puisqu’ils
représentent la méme technique de résolution dans deux bases différentes. Néanmoins, ils
présentent une différence non négligeable, c’est que les matrices S3,, SA, et Ra; sont diago-
nales, tandis que leurs consceurs S¢;°, S¥;" et RY, sont pleines. 11 est donc évident qu'il vaut

mieux résoudre le probleme dans la base propre de Kj,.

La représentation de I'inconnue discrete v, dans la base propre de K}, donnée par vg, nous
donne une information sur les évolution temporelle des composantes modales du déplace-
ment de la table d’harmonie. Mais si on veut observer les déformations de la table au cours
du temps, il vaut mieux choisir de représenter v,, dans la base éléments finis puisqu’on sait
alors interpoler la solution sur le maillage du domaine.

En pratique, on résout donc le probleme dans la base propre, et on reconstruit au besoin la
solution dans la base éléments finis par la relation de changement de base vz = Pvx
4.3.3.d Conservation de I'énergie discrete

Le schéma discret (4.102) possede (sans surprise) une propriété de conservation de I'énergie
1

. N . . . N n+s 2
discrete qui assure que I'inconnue discrete (v 2 ),en reste bornée au cours du temps:
K €
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Propriété 4.6 On définit I'énergie discrete du schéma (4.102) par :

1
n+§ n

1, nal 1
Ey %= §||UK 2% + §||v,(||%)K, Vn € N. (4.119)

Alors I'énergie E, vérifie la propriété de conservation suivante :

1 _1 1 _1
Elg+2_Elg 2 _ ,UZ‘l'z_,UZ 2 _i
At K At At

rtd

(Agk, V). (4.120)

1
"2

n+1
La matrice A est définie positive, donc la quantité ft i,; (Ak?k,Vk) est positive. On en

1
déduit que lénergie (E, i Jnen est décroissante dés que le I'effort exercé sur la plaque est
nul.

Puisque cette énergie est positive, on vérifie il s’agit en fait d"'une norme portant sur 1'incon-

1
nue discrete v2+2. Ainsi ce résultat assure que le schéma (4.102) est inconditionnellement
stable.

> PREUVE : Il suffit de multiplier scalairement (4.102) par v, puis d’intégrer en temps
sur [t"2,¢"*2], sans oublier que le second membre est une constante. Il reste a diviser
I'équation obtenue par At pour obtenir la relation (4.120). <

Remarque 4.9 On vérifie a I'aide des relations de changement de base données en 4.3.1 que dans la
base éléments finis, I'énergie ci dessus est bien :

1
n+3g

1. 1
Ep = §||IUEF||?M£ + §||’UEF||%{,z (4'121)

Bien entendu, puisque tout est équivalent, la relation de conservation de I'énergie présentée ci dessus
s’obtient d'une maniere similaire a partir du schéma écrit dans la base éléments finis (4.116).

4.3.4 Approche type méthode spectrale

On peut encore simplifier la résolution du probléme (4.102) en I'abordant d’une maniére
analogue aux méthodes spectrales. C’est pourquoi nous qualifierons parfois cette méthode
de résolution pseudo spectrale.

On note (x;)1<i<n, les n, vecteurs propres de la matrice (M?)™'K},, c’est a dire les n, co-
lonnes de la matrice de passage P introduite en (4.69). x; est donc associé a la valeur propre
)\ZZ. Par définition, on a:

ip
ve =Y vk (4.122)
=0
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4.3 Une autre approche: la résolution exacte en temps

Puisqu’on a rangé les valeurs propres dans 'ordre croissant, plus ¢ est grand, plus x; est
un mode a fréquence élevée. On est naturellement tenté de négliger les composantes de v x
associées aux modes d’ordre élevé, car:

e La fréquence de coupure du second membre f est relativement basse (rappelons que
dans le cas d'une guitare, celle ci est de 'ordre de 5000Hz). Donc seuls les premiers
modes sont effectivement excités. Par conséquent, les composantes de v, sont négli-
geables pour ¢ “grand”.

e En outre, I'amortissement est d’autant plus important que la fréquence du mode est
grande (voir section 1.3.3), donc les composantes associées décroissent trés rapidement
au cours du temps. D’autant plus que 'amortissement dans le bois est tres important.

On va donc tronquer la somme (4.122) aux 7, premiers modes, ot 1 < 72, < np, c'est a dire:
ﬁp

v R Ux = Y kX (4.123)
=0

Cela revient, en pratique, a définir la matrice de passage tronquée P, rectangulaire, de taille
np X fip, dont les 7i, colonnes sont les 7, premiers vecteurs propres de la matrice (M?)™!Kj,.
On définit alors :

DK = dla‘g ()‘12)7

) 1<i<np,
A = (RpI +1nDx), (4.124)
fie =P far,
et on vérifie que:
P'"K,P = D,. (4.125)

Enfin, vz et U5 se déduisent I'un de I'autre par les relations de changement de base:

ik =P Mlvor et vpp= Piy. (4.126)

On confondra dorénavant v, et son approximation ¥, ainsi que fx et fx.

Il nous faut maintenant résoudre le systeme différentiel linéaire suivant, dont 1’avantage
essentiel par rapport au probléme (4.102) est qu’il est de taille 7, < np. En pratique, il suffit
de prendre 72, = 50, ce qui rend cette résolution tres efficace.

i + Axix + Dgvie = f, V€t z, s

1

V(i 2) = vy 2 (4.127)

n—j

b (t"T2) = o 2
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Remarque 4.10 Cette méthode est en fait une méthode spectrale pour laquelle, ne connaissant pas
les modes propres du probleme continu, ils approchés numériquement par la méthode des éléments

finis.

4.3.5 Une nouvelle forme d’amortissement

Comme nous l'avions précisé dans la remarque (1.10), on constate que cette méthode de
résolution autorise en fait un ajustement beaucoup plus fin de ’amortissement, mode par
mode. En effet, la méthode introduite jusqu’ici conduit a résoudre pour chaque composante
(vk)i, 1 < i < np, 'équation différentielle scalaire :

i(t) + 2a(A)a(t) + X u(t) = (fx)i(t), (4.128)
_ Ry + 77/\12

2

Les équations (4.95) et (4.97) montrent que le taux d’amortissement de ce mode est tout
simplement «(;). Ici, rien ne nous interdit de choisir une autre forme d’amortissement en
fonction de la fréquence du mode: on a toute latitude sur la fonction « : A — a(X) > 0.

avec a();)

Ceci est un gros avantage de cette méthode pour la résolution de 1’équation de plaque amor-
tie, en particulier en acoustique musical ot les phénoménes d’amortissement sont fonda-
mentaux pour la production du son.

En pratique, nous nous contenterons de prendre un taux d’amortissement dépendant linéai-
rement de la fréquence, c’est & dire un amortissement de la forme:

a(A) = Ry + 1A, (4.129)

ou, bien entendu, les parametres R, et n ne sont les mémes que ci dessus (ne serait ce que
pour des raisons de dimension physique).

Notation 4.3 Dorénavant, nous considérerons que I'amortissement de la plaque est donné, dans la
base modale, par la matrice diagonale positive Ay, définie en toute généralité par :

Ax = diag (a(N)), (4.130)
1<i<ny,

oul « est une fonction de Ry dans Ry donnée.

4.4 Comparaison des différentes approches

Nous avons donc proposé trois méthode pour résoudre le probleme semi-discrétisé en es-
pace (4.7), soit par différence finies en temps explicites, soit par différences finies en temps
implicites, soit par une méthode de type spectrale. Regardons maintenant plus en détail quels
sont les avantages (@) et les inconvénients () de chacune d’elle, de maniére a choisir celle
qui sera le mieux adaptée a la résolution de notre probléme.
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4.4 Comparaison des différentes approches

4.4.1 Avantages et inconvénients du schéma explicite

@

@

Cette méthode ne nécessite aucun calcul préliminaire autre que le calcul de la matrice
K}, (on n’effectue ni factorisation ni diagonalisation).

Puisqu’il n’invoque pas l'inversion d"une matrice, le cotit a chaque pas de temps est
réduit a un simple produit matrice-vecteur de taille n,. La matrice K} étant creuse, on
optimise ce produit en la stockant au format morse.

Comparativement au schéma implicite, ce schéma ne crée pas plus de dispersion nu-
mérique que le schéma semi-discret. Il n'y a donc pas de perte de précision induite par
cette discrétisation en temps.

La condition de stabilité est extrémement contraignante. En fait, cet argument élimine
d’office cette technique. Le mieux est de regarder un exemple. Le pas du maillage que
nous utilisons est de 1 cm, pour pouvoir prendre en considération les raidisseurs. Les
parametres typiques d une plaque en bois de résonance utilisée pour la table d’harmo-
nie d'une guitare sont donnés par:

c1i1 = 10°Pa, pp = 400kg/m® & = 3mm, (4.131)

si bien que le pas de temps imposé par la condition de stabilité (4.18) dans le cas de
'approximation P, — Py, si on suppose que la matrice de rigidité adimensionné C est
du type orthotrope-1 (voir le tableau (4.1) ), est donné par:

At =8,16 10" "s, (4.132)

soit une fréquence d’échantillonage de 1200 kHz (!!!).

Pour écouter un son, et en particulier sa décroissance au cours du temps, une expé-
rience acceptable dure 3 secondes, soit plus de 3,6 millions de pas de temps, ce qui est
vraiment trés trés gros. Tous les autres inconvénients sous cités de ce schéma découlent
en fait de ce seul probléme.

La résolution du probleme amorti par une méthode de point fixe présentée a la sec-
tion 4.2.4.c ne sera malheureusement pas applicable a notre probleme, car elle impose
typiquement de choisir le coefficient 7 inférieur a 8 10~7s. Il se trouve que I’amortis-
sement dans le bois est relativement important. Des valeurs typiques des paramétres
d’amortissement sont :

R,=2s, et 7=10"%. (4.133)

On constate qu’on se trouve juste sur la limite de convergence de notre méthode,
qui de ce fait manque de souplesse pour autoriser un choix suffisamment réaliste
de I'amortissement (il ne faut pas en effet que le choix des parametres d’amortisse-
ments soit imposé par la méthode de résolution qu’on utilise). Autant utiliser le schéma
implicite . ..

Enfin, notre objectif est de résoudre un probleme ot cette plaque est couplé a une
équation de corde et une équation des ondes acoustiques. Afin d’étre efficace pour
la résolution numérique du probleme 3d, nous utiliserons un schéma de résolution
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explicite, pour I’équation des acoustiques. Celui ci est stable sous la classique condition
CFL:

ca At <L
he — /3’
1

ce qui conduirait, en prenant le pas de temps donné ci dessus, avec ¢, = 34, m.s™ " a:

(4.134)

he = 4,81 10 2cm, (4.135)

soit moins de 0.5 mm!!! Compte tenu des dimensions d"une guitare, il faudrait calculer
la pression rayonnée dans un cube d’environ un metre de c6té. On obtiendrait alors
un maillage contenant plus de 9 10° points, ce qui dépasse largement les capacités de
mémoire de la meilleur machine du labo! Ce calcul n’est donc vraiment pas du tout
envisageable.

Remarque 4.11 Sur ce dernier point, si les valeurs numériques n’étaient pas si radicales, on pourrait
envisager diverses stratégies pour ne pas tomber sur cet écueil.

o On peut choisir un pas d’espace plus grand. De cette maniere, on respectera encore la condition
de stabilité, mais la dispersion numérique sera plus mauvaise. Ce n'est pas si grave, puisqu’en
fait on utilise un maillage en espace beaucoup plus fin que nécessaire. Cette stratégie peut per-
mettre de gagner un facteur 2 ou 3 sur le pas d’espace, sans vraiment nuire a la précision, et
donc jusqu’a un facteur 30 environ sur la taille du maillage. Néanmoins, c’est encore insuffi-
sant. Et surtout, c’est treés peu souple.

o On peut s’inspirer des techniques de raffinement spatio- temporelles proposées par T. Fouquet
et P. Joly ([33]), qui permettraient de choisir un pas de temps différent pour la discrétisation de
I"équation de plaque et celle de I'équation des ondes acoustiques.

Le point clef de cette méthode repose sur un propriété de conservation de I'énergie discréte asso-
cié a un schéma de type mixte. Il se trouve que la formulation en domaines fictifs du probleme
d’interaction fluide-structure que nous proposons au chapitre 2 possede exactement la méme
structure que la formulation mixte présentée dans [33]. Ces travaux pourraient donc s’appli-
quer tels quel a ce probléme.

Néanmoins, outre le fait que les valeurs du pas de temps qu’il faudrait envisager ici sont de
toute fagon disqualifiante, il faut reconnaitre que cette méthode est tres délicate a mettre en
ceuuvre.

4.4.2 Avantages et inconvénients du schéma implicite

@ Puisque ce schéma est inconditionnellement stable, on peut choisir n'importe quel pas
de temps.

2. Le sous cyclage est en fait une technique bien connu dans les problemes d’interaction fluide structure
(voir [52]) Ce qui est curieux dans notre cas, c’est que notre probléme est l'inverse de celui qui est couramment
rencontré. A savoir qu’en général, il faut prendre un pas de temps plus grand pour la structure que pour le
fluide . ..
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@ La résolution du probléme amorti ne présente pas de surcotit par rapport au probleme
non amorti. On peut choisir dans ce cas n’importe quelle valeur du parametre d’amor-
tissement.

© 1l faut inverser une matrice a chaque pas de temps. Cette matrice est d’autant plus
grande que nous utilisons une approximation en espace d’ordre élevé.

En pratique, puisque nous voulons réaliser des calculs sur un nombre important de
pas de temps. il n’est pas intéressant d’utiliser une méthode de gradient conjugué. Le
mieux est dutiliser la méthode de Cholesky. On factorise la matrice au début du calcul,
et il suffit de résoudre le probleme par descente remontée a chaque pas de temps. Cette
résolution est d’autant plus efficace que la matrice possede une structure bande étroite.
L'efficacité de la mise en ceuvre de cette méthode peut reposer sur des méthodes cer-
tainement beaucoup plus subtiles, mais on peut conjecturer que plus la méthode sera
subtile, plus elle sera difficile a mettre en ceuvre . ..

© Comme le montrent les courbes de dispersion présentées a la section 4.2.3.d, on ne
peut pas choisir un pas de temps trop grand sans nuire a la précision du schéma. Nous
verrons plus bas qu’une valeur adaptée a notre probleme correspond a un “gain” dun
facteur 25 par rapport au schéma explicite. Mais on observe sur les figures (4.4, 4.15
et 4.8) que pour cette valeur de ¢, la dispersion s’est sérieusement dégradée. Elle bien
plus mauvaise que celle du schéma semi-discret.

© Un autre désavantage de cette méthode apparait lorsqu’on s’intéresse a la résolution
du probleme complet de modélisation de la guitare. Nous 1’avons déja dit a la section
précédente, on utilise un méthode de domaines fictifs pour la résolution du probleme
d’interaction plaque-air (cf. chapitre 2).
Si on choisit le schéma explicite ou la méthode pseudo spectrale pour la résolution de
I’équation de plaque, on est amené a inverser un systeme de la forme:

MP —BT v
(o 4 )(0)-0)
BT A A A

ou A est un multiplicateur de Lagrange qui s’interpréte comme le saut de pression a la
surface de la guitare et A est une matrice symétrique définie positive.

Dans ce cas, on peut montrer que la résolution se raméne en fait en I'inversion de la
matrice C = A + BT (M?)~!B qui est symétrique définie positive, le reste des calculs
étant alors explicite puisque la matrice de masse M} est diagonale. La taille de C' est
nettement inférieure a la taille du systéme ci dessus et elle posséde une structure bande
essentiellement creuse, donc sa résolution par la méthode de Cholesky est tres efficace.

Si on choisit un schéma implicite sur la plaque, on sera alors amené a résoudre un
systeme linéaire matriciel de la forme:

) =6) @i
BT A A A '

3. disons par exemple qu’il faut au moins 3 secondes de son pour pour pouvoir apprécier correctement son
extinction; cela conduit a un nombre de pas de temps qui est nettement supérieur a la taille de la matrice a
inverser

201



Discrétisation temporelle de 1’équation de plaque

Ce systemen’est pas symétrique. Pour le résoudre, on peut utiliser la méthode SYMMLQ,
qui consiste a réécrire ce systéme sous la forme d’un systeme symétrique non positif,
et a résoudre ce dernier par une variante du gradient conjugué.

Ainsi, la résolution du probléeme d’interaction plaque-air est nettement plus cotiteuse
si on choisit de discrétisation I’équation de plaque avec le schéma implicite.

4.4.3 Avantages et inconvénients de la méthode pseudo-spectrale

@ On peut choisir un pas de temps absolument quelconque, puisqu’on effectue une réso-
lution exacte en temps. La précision du schéma est celle du schéma semi-discrétisé en
espace, donc elle est indépendante du choix du pas de et ce sans perturber la précision
du schéma. Bien entendu, comme il est précisé dans la remarque (4.8), il faut tout de
méme prendre un pas de temps qui échantillonne correctement le signal, mais ceci est
vrai pour n'importe quel schéma.

® La méthode pseudo-spectrale permet en fait de ne calculer que quelques modes (en
pratique, on n’en calcule que 50, alors que le nombre total de modes est 3230!). Ceci
aura plusieurs conséquences heureuses que nous précisons plus bas. En particulier, les
calculs effectués a chaque pas de temps sont tres peu importants, voire négligeable, ce
est un avantage décisif lorsqu’on veut réaliser des expériences numériques sur un tres
grand nombre de pas de temps, comme cela est le cas pour la synthese sonore.

D’autre part, on verra que le fait de choisir un petit nombre de modes joue de facon
cruciale dans I'efficacité de la résolution du probleme a 6 cordes (cf. section 3.6).

@ On peut choisir un modele d’amortissement beaucoup plus général que celui proposé
a la section 1.3.3, ainsi qu'il est précisé a la section 4.3.5.

© 1l faut diagonaliser la matrice (M) K}, au début des calculs, c’est a dire calculer les
valeurs propres mais aussi les vecteurs propres. Cette méthode est donc cotiteuse a
la fois en temps de calcul, mais aussi en espace mémoire utilisé, puisque la matrice
de passage est pleine. On ne peut donc l'appliquer que si la taille du probléeme est
suffisamment réduite par rapport aux moyens de calcul.

Un des intéréts d’utiliser la méthode pseudo spectrale est qu’il ne faut calculer qu'un
nombre limité de valeurs et vecteurs propres, ce qui réduit d’autant le cotit de ce calcul
et la mémoire nécessaire au stockage du résultat.

D’autre part, le véritable facteur limitant dans le modele de guitare complet est la réso-
lution du probléme 3d qui est de trés grande taille. En fait, le cotit de la diagonalisation
de la matrice au début des calculs est absolument négligeable devant le cotit des ité-
rations en temps du probléeme complet (concrétement, cette diagonalisation requiert
seulement 3 mns, alors que le calcul total dure 3 heures ... ).

© Le systeme a résoudre a chaque pas de temps est certes diagonal, mais si on veut repré-
senter les déformations de la plaque au cours du temps, il faut reconstruire la solution
dans la base éléments finis, ce qui sous entend autant de produits (matrice pleine )(vec-
teur). Néanmoins, on ne cherche pas en général a observer les déformation sur de longs
temps, donc ce soucis n’en est pas vraiment un.
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4.4 Comparaison des différentes approches

© Pour la résolution du probléme complet de guitare, les matrices du schéma discret re-
présentant les couplages entre la corde et la plaque et surtout entre la plaque et 1'air
deviennent pleines dans la base propre de (MY )~! K}, alors que par construction elles
sont essentiellement creuses dans la base éléments finis d’origine. L'efficacité de réso-
lution de I’équation de plaque a chaque pas de temps se paye donc quelque part. Mais
ici aussi, le fait de ne choisir qu'un nombre restreint de modes permet de limiter le
surcotit engendré par les produits (matrice pleine) (vecteur).

444 Une comparaison plus quantitative
Comparons un peu plus précisément les cotits de calculs des trois schémas. On note:

- k le nombre moyen d’éléments non nuls de la matrice Kj,

- Blalargeur dela bande. Celle ci dépend du maillage, mais on peut chercher a la rendre
la plus petite possible en utilisant un algorithme de type GIBBS.

la taille de K}, est n,.

At est le pas de temps du schéma explicite et GAt est le pas de temps du schéma
implicite ou celui de la méthode pseudo spectrale

Notre objectif est de déterminer pour quelles valeurs de G le schéma implicite est moins
cotiteux que le schéma explicite et a partir de quel instant la méthode pseudo spectrale est
moins coliteuse que le schéma implicite.

Supposons que 1'on veuille réaliser une expérience sur une durée T'. Alors on calcule:

e le cott du schéma explicite a chaque pas de temps est un simple produit matrice-
vecteur, soit 2kn, opérations élémentaires, donc le cotit total du calcul est:

QI_mp
At

Cr(T) = T flops (4.138)

e le cott de la factorisation de Cholesky de la matrice (MY + AtK},) est: n,(B*+3B) flops
(+ npextractions de racines carrées), et le cotit de la résolution des deux systemes trian-
gulaires a chaque pas de temps est: 4Bn, flops (on peut trouver ces estimations dans
[38]). Donc le cofit total du calcul est:

B 4Bny,

T + ny(B* + 3B) flops. (4.139)

e le cotit de calcul de la diagonalisation de la matrice de raideur est an’, flops (cette va-
leur correspond au nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de tous les vecteurs
propres par la méthode QR; il peut étre diminué lorsqu’on ne veut en calculer quun
nombre limité ( voir [38] et [12]) et chaque pas de temps demande 8n), flops.

Cs(T) = 8&

= 3 : 4.14
GAtT + 9n,, flops (4.140)
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Discrétisation temporelle de 1’équation de plaque

Cg
Cotit
Cr

Cs

0 To T, T

FIG. 4.19: Comparaison du coilt de calcul des schémas explicite ou implicite en fonction de la durée
de l'expérience désirée

Le cotit de ces schémas est donc une simple fonction affine de T'. Ces deux droites sont
tracées sur la figure (4.19) Pour que le cotit du schéma implicite soit plus petit que celui du
schéma explicite a partir d"un certain seuil 7y, il faut que sa pente soit plus petite, soit:

QZL” > fgf, (4.141)
et donc:
G > % (4.142)
Et dans ce cas,on a:
-
D’autre parton a:
T = gag e~ (B2 +3B) (4.144)

4B — 8 ’

ou T est le seuil a partir duquel le schéma pseudo spectral est moins cotiteux que celui du
schéma implicite.

On voit donc ici qu’il est primordial d’optimiser la largeur de bande de la matrice K, si
I’on veut que le schéma implicite soit plus performant que le schéma explicite. Plutot que de
s’attarder plus longtemps sur des considérations générales, regardons un exemple concret,
correspondant au maillage que nous utilisons effectivement pour ce modele de guitare. Les
valeurs numériques sont alors:

n, =3230, k=51, B=330, et At=8,1610""s, (4.145)
On calcule alors que le schéma implicite devient plus efficace dés que 1'on prend G > 13.
Pour que cela devienne vraiment intéressant, il faut bien stir prendre une plus grande valeur

de G, car a cotit égal, autant faire de I'explicite qui est plus facile a mettre en ceuvre.
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4.4 Comparaison des différentes approches

On pratique, il faudrait prendre G = 25 pour que les calculs soient abordables. Cela conduit
a une fréquence d’échantillonage de 49000H z ( ce qui est déja grand). Dans ce cas, on calcule
To ~ 1.8ms, ce qui revient presque a dire que le schéma implicite est plus efficace que le
schéma explicite pour tout 7'. Néanmoins, pour cette valeur de G, la dispersion numérique
du schéma implicite est déja nettement plus mauvaise que celle du schéma semi-discret si le
nombre de points par longueur d’onde est insuffisant.

D’autre part, on calcule T ~ 1.2s. Ainsi, malgré un temps de calcul préliminaire tres élevé
le schéma pseudo spectral rattrape suffisamment rapidement son retard, grace a un cott
négligeable a chaque pas de temps, puisque notre objectif est de calculer jusqu’a au moins 3
s. Cet argument est primordial pour justifier le cotit de la diagonalisation de la matrice K},

4.4.5 Conclusion

Il n’est pas vraiment nécessaire de s’étendre apres la lecture des trois sections qui précedent.
Le schéma explicite est totalement hors jeu. Et si le schéma implicite est clairement moins
cotiteux, on lui préférera sans hésiter la méthode pseudo spectrale, ne serait ce que parce que
la dispersion numérique se dégrade rapidement pour de grandes valeurs du pas de temps, ce
qui nuit a la souplesse d’utilisation de ce schéma. En outre, rappelons que nous apprétons a
réaliser des calculs sur un tres grand nombre de pas de temps. Méme si la méthode spectrale
devenait moins cotiteuse beaucoup plus tard que dans I'exemple précédent, elle resterait
plus compétitive (ce sera le cas par exemple de I'expérience numérique réalisée a la section
5.4 ot le pas de temps At est beaucoup moins petit).

D’autre part, le fait que la dispersion numérique de I'approximation P, — Ry soit si mauvaise,
et en particulier si dispersive dans certaines directions dés que le maillage n’est pas isotrope,
nous incite a choisir 'approximation en espace P,— Py Ce choix est confirmé par les résultats
numériques présentés dans le chapitre suivant.

Dans tout ce qui suit, nous choisirons donc de résoudre 1'équation de plaque a l'aide
de I'approximation en espace P, — Py et d’utiliser la méthode pseudo spectrale pour la
discrétisation en temps.

Remarque 4.12 On a vu que le développement limité de la dispersion numérique du schéma im-
plicite est meilleur que celui de la dispersion numérique du schéma semi-discret. Par conséquent, le
schéma implicite est plus précis si on est dans un intervalle de fréquence o1l ce développement limité
est encore valable. Si tel était le cas, il pourrait alors étre intéressant de diagonaliser la matrice et de
résoudre le schéma en temps par la méthode implicite dans la base propre de I'opérateur de plaque
discret, de maniere a conjuguer I'efficacité des calculs sur un grand nombre de pas de temps et I'amé-
lioration de la dispersion numérique induite par le schéma implicite.
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Résultats numériques

Chapitre 5

Résultats numériques

On termine cette partie par quelques expériences numériques destinées a confirmer les ré-
sultats de notre analyse, tant sur le choix d"une discrétisation spatiale que sur le choix d"une
discrétisation temporelle. de I'équation de plaque seule.

L’objectif de cette étude numérique concernant la discrétisation spatiale est de montrer 1'in-
térét de la montée en ordre, de comparer les résultats donnés par les différentes approxima-
tions spatiales P, — P{, P, — Pj et Py — Ry, et de comparer les résultats que 1’on obtient a ce
qu’on a pu trouver dans la littérature.

Concernant la discrétisation temporelle, on compare les résultats obtenus avec les trois mé-
thodes sur un probléme modéle. En outre, on observe l'effet de la troncature lorsqu’on utilise
la méthode spectrale, afin de vérifier empiriquement que seuls les modes dont la fréquence est
inférieur a la fréquence de coupure de 'excitation sont excités.

La conclusion générale a laquelle on aboutit est qu’il faut utiliser, parmi tous les choix
proposés, ’approximation spatiale P, — Py en espace et la méthode résolution exacte en
temps

5.1 Fréquences propres d’une plaque rectangulaire homogene iso-
trope encastrée

On considére une plaque rectangulaire de longueur 2 et de largeur 1, homogéne isotrope,
encastrée sur son bord. Dans ce cas, rappelons que 1'opérateur de plaque est un bilaplacien.
L’équation en temps est donnée par:

2
0%uy

P+ 6*DAu, =0,

(5.1)
u=0pu=0, surdw,
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Résultats numériques

E
ouD = 20 =7 est le module de flexion. On peut alors choisir des parameétres “standard-
— Vv

| D
s” pour cette plaque, puisque les fréquences propres sont alors proportionnellesa §, / —. On
Pp

prendra donc:

§=1, pp=1 et D=1 (5.2)

Les fréquences propres d'une telle plaque ne sont pas connues théoriquement. On doit donc
se contenter de résultats numériques.

5.1.1 Calcul par raffinement de maillage

On calcule les 50 premieres fréquences propres de cette plaque a I'aide des trois approxima-
tions spatiales P, — Pf, P, — P24 et P, — Ry, obtenues par la diagonalisation de la matrice
approchant I'opérateur de plaque.

De maniére a vérifier si la méthode a “convergé”, on utilise pour chacune d’elle 3 maillages
de plus en fin. Plus précisément, de maniere a pouvoir comparer effectivement 1’ordre 1 et
I'ordre 2 a nombre de points similaire, on prend:

e maillages 40x20 , 60x30 et 80x40 , pour l'ordre un.
e maillages 20x10 , 30x15 et 40x20, pour l'ordre deux,

Les résultats de cette premiere expérience numérique sont présentés sur les figures (5.5) a
(5.4).

Remarque 5.1 Bien que toutes les données représentées soient en fait des valeurs discretes qu'’il
conviendrait de représenter par des points ou des croix, comme cela est fait sur les figure 5.5 par
exemple, on a préféré relier ces points par une ligne, ce qui améliore la lisibilité des figures, en parti-
culier, lorsqu’on veut comparer sur une méme figure deux résultats distincts, comme par exemple sur
la figure 5.1.
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5.1 Fréquences propres d'une plaque rectangulaire homogeéne isotrope encastrée
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FIG. 5.1: Fréquences propres d'une plaque rectangulaire homogene isotrope encastrée sur son bord,
calculées avec I'approximation spatiale Py — Py, pour les maillages 40x20 , 60x30 et 80x40
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FIG. 5.2: Fréquences propres d'une plaque rectangulaire homogene isotrope encastrée sur son bord,
calculées avec I'approximation spatiale Py — Py, pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20
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FIG. 5.3: Fréquences propres d'une plaque rectangulaire homogene isotrope encastrée sur son bord,
calculées avec I'approximation spatiale Py — Ry, pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20

209



Résultats numériques

frequence (Hz)

FIG. 5.4: Comparaison des fréquences propres d'une plaque rectangulaire homogene isotrope encastrée
sur son bord, calculées avec les approximations spatiales Py — P{t, Py — Py et Py — Ry, pour les
maillages les plus fins (resp. 80x40, 40x20 et 40x20)

On peut faire les remarques suivantes:

e Le schéma P, — R; est le plus mauvais, et ce dés les premiéres fréquences, comme on
peut le voir sur la figure (5.5).

e Il est plus intéressant de prendre le schéma d’ordre deux P, — Py que le schéma d’ordre
un P; — P}, puisqu’a nombre de nceuds comparables, 'erreur commise par le premier
est 3 fois inférieure a celle commise par le second.

e Lorsqu’on regarde la convergence des 50 premiers modes, on constate que seule Iap-
proximation P, — Py a “convergé”, et ce dés le maillage le plus grossier. On peut alors
légitimement considérer comme une référence le résultat obtenu avec cette approxi-

mation, sur le maillage le plus fin.

e Non seulement les approximation P, — P} et P, — Ry n‘ont toujours pas convergé,
malgreé les raffinements successifs, mais en plus, elles different encore de la solution de
référence susmentionnée, sur le maillage le plus fin. On voit donc 'intérét de monter
en ordre, tout du moins de choisir le schéma P — 1324 plutot que le schéma Py — P14.

5.1.2 Comparaison aux résultats de Sakata et al.

On compare en outre les résultats obtenus a ceux calculés par Sakata et Hosokawa dans
[57]. Ils obtiennent une évaluation numérique trés précise du déplacement d'une plaque
rectangulaire encastrée telle que I, = 2[,, en effectuant un développement sur une double
série trigonométrique, dont ils déduisent les premieres pulsations propres. Les résultats de
cette comparaison sont regroupés dans le tableau (5.1) et tracés sur la figure (5.5).

Remarque 5.2 On prendra garde au fait que nous présentons ici les fréquences tandis que les va-
leurs fournies dans [57] sont les pulsations (il y a juste un facteur 2w entre les deux, qui n’influe
bien stir pas sur le calcul d’erreur).
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5.2 Fréquences propres d'une plaque rectangulaire hétérogene encastrée

Réf. [57] P, — P} P, — P} P, — Ry
fréquence | fréquence | erreur || fréquence | erreur | fréquence | erreur
(en Hz) (enHz) | (en %) (en Hz) | (en %) (enHz) | (en %)
3.91166 3.90 0.29 3.91 0.06 3.93 0.50
5.06526 5.05 0.36 5.07 0.10 5.11 1.10
7.12531 7.09 0.45 7.13 0.13 7.22 1.13
10.0794 10.02 0.56 10.10 0.15 10.22 1.14
10.1832 10.12 0.59 10.20 0.12 10.25 0.73

TAB. 5.1: Comparaison entre les fréquences données dans [57] et les valeurs calculées pour les trois
approximations spatiales sur les maillages les plus fins
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FIG. 5.5: Erreur commise par les approximations P; — P14, Py — 1324 et Py — Ry pour les maillages
les plus fins (resp. 80x40, 40x20 et 40x20) — A gauche, les courbes représentent I'écart relatif
(feate = fref)/ fref, 00 feaic et frep sont respectivement les fréquences propres calculées et celles
données dans [57] — A droite, on a tracé les fréquences calculées en fonction des valeurs de référence.

5.2 Fréquences propres d'une plaque rectangulaire hétérogene en-
castrée

On effectue maintenant une expérience similaire a la précédente, mais cette fois ci, on sup-
pose que la plaque n’est plus homogene. Plus précisément, on supposera cette plaque est
composé de deux milieux homogenes isotropes, de modules de flexion distincts, D1 = 1 et
Dy = 2 (voir (5.6) ), de densité et d’épaisseur 1.

Nous n’avons pas trouvé de solution de référence dans le cas hétérogene dans la littérature.
On effectuera donc un contréle de convergence des 50 premiers modes. Les résultats obtenus
dans ce cas sont présentés sur les figures (5.8) a (5.7).

On aurait pu espérer que le schéma P, — Ry se comporte mieux sur cet exemple, dans la me-
sure ol il autorise des discontinuités de la composante tangentielle du moment fléchissant.
Il n’en est malheureusement rien. Les remarques qu’on peut faire sont en fait identiques a
celles données dans le cas homogene.

211



Résultats numériques

FIG. 5.6: Une plaque rectangulaire hétérogene composée de 2 couches homogenes.

Ces deux premieres expériences numériques confirment les résultats théoriques de dis-
persion concernant les faibles performances du schéma P, — Rs.

Puisqu’en outre le fait de monter en ordre est nettement justifié, nous nous contenterons
dorénavant de regarder les résultats donnés par I’approximation P, — Py.
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FIG. 5.7: Comparaison des fréquences propres d’'une plaque rectangulaire hétérogene encastrée sur
son bord, calculées avec les approximations spatiales Py — P}, Py — Py et Py — Ry, pour les maillages
les plus fins (resp. 80x40, 40x20 et 40x20)
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5.2 Fréquences propres d'une plaque rectangulaire hétérogene encastrée
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FIG. 5.8: Fréquences propres d'une plaque rectangulaire hétérogene encastrée sur son bord, calculées
avec I'approximation spatiale Py — Py}, pour les maillages 40x20 , 60x30 et 80x40
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FIG. 5.9: Fréquences propres d'une plaque rectangulaire hétérogene encastrée sur son bord, calculées
avec I'approximation spatiale Py — Py, pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20
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FIG. 5.10: Fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogene encastrée sur son bord, calculées
avec I'approximation spatiale Py — Ry, pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20
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5.3 Fréquences propres d'une plaque circulaire homogeéne isotrope
encastrée

On considere a présent le cas d'une plaque circulaire homogene encastrée, pour laquelle
on a des valeurs théoriques de fréquences propres a partir des fonctions de Bessel, ce qui
permettra de valider notre approximation dans le cas d’un maillage irrégulier.

Les fréquences théoriques d'une plaque circulaire de rayon @ homogene isotrope encastrée,
données par Fletcher et Rossing dans [32], sont présentés tel quel dans le tableau (5.2). Elles
proviennent de calculs effectués par Leissa ([47]).

La comparaison des fréquences théoriques avec les valeurs calculées par le schéma P, — P;
est présentée dans tableau (5.3) et sur la figure (5.12). Les calculs sont effectués sur deux
maillages. Le premier, noté C; contient 665 nceuds avec un pas moyen de 2,3 cm et le second
est obtenu en raffinant C; en découpant chaque triangle en 4. Il contient 2561 noceuds et pos-
séde donc un pas moyen de 1,15 cm (voir figure (5.11)). On a choisi ici encore des valeurs
standards pour les parameétres physiques (voir (5.2)).

Jor = 0-469465—211 J11 =2.08fo1  for=341fo1  f31=5.00fo1 fa1 =6.82f01
Joo =389f01  fia=5.95f01  fo2 =8.28f01 f32 =10.87fo1 fa2 =13.71f01
fo3 =8.72f0r  fi13 =11.75fo1 fo3 =15.06f01 f33 = 18.63f01 faz = 22.47 fo1

. P ’ . . . ) o B
TAB. 5.2: Fréquences propres d'une plaque circulaire de rayon a isotrope encastrée. cy, = /m

FIG. 5.11: Maillages du cercle unité Cy et Cs.
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5.3 Fréquences propres d’une plaque circulaire homogene isotrope encastrée

Réf. [32] C1 Cy
fréquence | fréquence erreur fréquence | erreur
(en Hz) (en Hz) (en %) (en Hz) (en %)
0.4694 0.474275 1.03856 0.47054 | 0.242863
0.976352 0.989646 1.3616 0.979955 | 0.369031
1.60065 1.62812 1.71592 1.60899 | 0.520784
1.82597 1.61252 1.85541 1.83501 | 0.495302
2.347 1.54325 2.38322 2.35637 | 0.399237
2.79293 1.64129 2.83877 2.80849 | 0.557126
3.20131 1.77996 3.25829 3.21881 | 0.546716
3.88663 1.29645 3.93702 3.90917 | 0.579884
4.09317 1.48375 4.1539 4.12018 | 0.659937
5.10238 1.14108 5.1606 5.13595 | 0.657972
5.51545 1.199 5.58158 5.55402 | 0.699307
6.43547 1.0684 6.3667 6.48113 | 0.709446
7.06916 1.05155 7.1435 7.11963 0.71389
8.74492 1.2491 8.63568 8.80847 0.72
10.547418 1.0812 10.433379 10.6236 0.72

TAB. 5.3: Comparaison entre les fréquences théoriques et les valeurs calculées pour les deux maillages
Cy et Cy.
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FIG. 5.12: Erreur commise par l'approximation Py — Py pour les maillages Cy et Co — A gauche, les
courbes représentent I'écart relatif (feaic — fin)/ fin, 00 fealc €t fin sont respectivement les fréquences
propres calculées les fréquences théoriques — A droite, on a tracé les fréquences calculées en fonction
des valeurs théorigues.
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5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps

Afin d’illustrer le propos de ce chapitre sur la discrétisation en temps, on présente dans cette
section quelques une expérience pour comparer en termes de précision et de temps de calcul
les résultats obtenus avec chacun des trois schémas en temps présentés ici: le schéma expli-
cite Sg, le schéma implicite S; et la méthode pseudo spectrale. Ces expériences sont réalisées
a l'aide de 'approximation spatiale P, — Py.

En outre, on illustre empiriquement qu’il suffit de prendre un petit nombre de modes, dé-
pendant bien str de la fréquence de coupure de 'excitation, pour cette derniere méthode.

5.4.0.a Présentation de I’expérience

On considere une plaque rectangulaire telle que I, = 2[,, homogene isotrope encastrée, sans
amortissements. L'expérience suivante sera réalisée sur un maillage de 30 points sur 15, com-
portant 2791 nceuds.

On exerce sur cette plaque une force:

fp(ll?, Y, t) = 6($0,y0)h(t)7

Ol §(zq,y0) est la distribution de Dirac centrée au point (o, yo) et h(t) est la fonction suivante
(représentée sue la figure (1.12)):

%(1 ~ cos(rt/th)) pour 0 < <
h(t) = %(1 + cos(m(t — t1)/ts)) pourty <t <t (5.3)
0 sinon

ou t; et ty sont deux parametres. La fréquence de coupure de cette fonction est tout simple-
ment F, = max(1/t;,1/t3).!

L’ensemble des parametres décrivant cette expérience sont regroupés dans le tableau (5.4).

5.4.0.b Validation

e Afin de valider cette expérience, on montre tout d’abord la “convergence” des modes de
cette plaque dont la fréquence est inférieure a 2500H z (il y en a 22), c’est a dire un peu au
dessus de la fréquence de coupure de I'excitation, en les comparant aux fréquences obtenues
sur un maillage deux fois plus fin. L'erreur obtenue est inférieure a 0.27 % (voir figure (5.13)).

e D’autre part, la comparaison entre le résultat calculé par la méthode pseudo spectrale avec
le maillage 30x15 et avec le maillage 60x30 est présenté sur la figure (5.14).

De maniere a approcher correctement la partie temporelle de la force d’excitation, on a choisi
pour ces deux calculs un pas de temps tel que la fréquence d’échantillonage soit égale a 10

1. Le fait de choisir une distribution de Dirac en espace permet d’exciter spatialement tous les modes de la
plaque. Au total, on contrdle donc trés précisément les modes excités en jouant sur la fréquence de coupure.
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5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps

ly 40 cm
Ly 20 cm
(zo,90) | (12cm, 8cm)

t 0.0005 s
12) 0.0005 s
F, 2000 Hz
D 9

Pp 1

0 1

hp 1.33 cm

TAB. 5.4: Parametres physiques, géométriques et numériques de I'expérience numérique mise en
ceuvre pour la comparaison des trois schémas de discrétisations en temps.

fois la fréquence de coupure, soit:

AtS? =5107%s, et F5” = 20000H z. (5.4)

e On a vérifié en outre que ce choix était suffisant, en prenant un pas de temps deux fois
plus petit, sur le maillage le plus fin, résultat qui est présenté sur la figure (5.14).

Les courbes de la figure (5.14) représentent I'évolution au cours du temps de la vitesse de la
plaque (vp,) au point d’excitation (zg, yo). Compte tenu de la fréquence des oscillations, on se
concentre sur les 20 premieres millisecondes.

Puisque dans les deux cas, les deux courbes sont collés, on peut considérer dans la suite
que le résultat donné par la méthode pseudo spectrale sur le maillage 30x15 avec la fréquence
d’échantillonage donnée par (5.4) est une solution de référence.

Remarque 5.3 Ici, a cause des limitations de stockage dans le cas du maillage fin, il n’est pas envi-
sageable de calculer tous les vecteurs propres de la matrice de raideur. Ce calcul est donc réalisé avec
les 50 premiers modes, c’est a dire avec les modes dont la fréquence est inférieure a 5000 Hz, ce qui
est nettement au dessus de la fréquence de coupure. On vérifiera dans le cas du maillage 30x15 que ce
choix est largement suffisant, puisqu’en fait une vingtaine de modes suffisent.
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FIG. 5.13: Validation — Comparaison entre les fréquences propres calculées sur le maillage 30x15
et les fréquences de références calculées sur un maillage 60x30 — A gauche, les courbes représentent
Uécart relatif (feaic — frep)/ fref, Ot feaic €t fres sont respectivement les fréquences propres calculées
sur le maillage 30x15 et les fréquences de référence, calculées sur le maillage 60x30 — A droite, on a
tracé les fréquences calculées en fonction des fréquences de référence.
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FI1G. 5.14: Validation — A gauche , comparaison entre la solution calculée sur le maillage 30x15 et
la solution calculée sur le maillage 60x30 — A droite, comparaison entre la solution calculée pour
AtS? = 5107°s, notée G = 30 (gain par rapport au schéma explicite) et pour At5F = 2.51075s,
notée G = 15 sur le maillage 60x30.
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5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps

5.4.1 Calcul avec le schéma explicite

Ici, le pas de temps est imposé par la condition de stabilité. On calcule, a I'aide des résultats
indiqués dans le tableau (4.1):

At =1.4810 %5, soit F¥ = 675000H 2

Le résultat est certes correct, comme on peut le voir sur la figure (5.15), mais le temps de
calcul est sans commune mesure avec les deux autres cas (voir le tableau (5.5)).

0. 04 T
Met hode spectrale (ref) —_—

0.03 |
0.02 f I

‘ | ol
0.01 H Ia I |

vitesse de |a plaque en (x0,y0)

. . .
0 0. 005 0.01 0.015 0.02
tenps

FI1G. 5.15: Comparaison entre la solution calculée par le schéma explicite et la solution calculée par
la méthode pseudo spectrale (référence)

5.4.2 Calcul avec le schéma implicite

Le choix du pas de temps est ici crucial. Si on le prend trop petit, le temps de calcul devient
trop long. A l'inverse, si on le prend trop grand, c’est la précision du résultat qui en patit.
On choisira pour montrer ce phénomene deux pas de temps At} et Atj, correspondant res-
pectivement a une fréquence d’échantillonage égale a 10 et 20 fois la fréquence de coupure,
soit:

Atly =510"°s, et Athy =2.510 s

Ces deux choix correspondent respectivement a un gain d"un facteur 30 et 15 par rapport au
schéma explicite.

On peut voir sur la courbe de gauche de la figure (5.16) que le pas de temps At{,, suffisant
dans le cas de la méthode pseudo spectrale ne I'est pas pour le schéma implicite, puisque les
deux courbes sont disjointes deés les premieres millisecondes. Le choix du pas de temps At}
conduit a un résultat plus acceptable, mais pour un temps de calcul deux fois plus long.

5.4.3 Comparaison des temps de calculs

On présente dans le tableau suivant les temps de calcul obtenus avec les trois schémas en
temps pour diverses durée d’expériences. Dans le cas du schéma explicite, on s’est contenté
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FIG. 5.16: Comparaison entre la solution calculée par le schéma implicite et la solution calculée par
la méthode pseudo spectrale (référence) — A gauche, At' = 510°s, notée G = 30 (gain par rapport
au schéma explicite) — A droite, At' = 2.5107°s, notée G = 15.

| Durée (en s) |002s]01s [ 055 | 1s | 3s | 5s |
Explicite (en s CPU ) 34 171 | 852 | 1715 | 5145~ | 8575 "
Implicite (en's CPU ) 16 27 91 167 477 801
Pseudo spectral (ens CPU ) || 128.5 | 128.6 | 129.1 | 129.7 | 130.6 | 131.6

* Estimations

TAB. 5.5: Comparaison des temps de calcul pour les trois approximations en temps.

de calculer pour des durées inférieures a 1s. Les temps de calcul indiqué pour des durées
supérieures sont des estimations. Les calculs pour le schéma implicite sont réalisés avec le
pas de temps Atj,. Les calculs pour la méthode pseudo spectrale sont réalisés avec 25 modes

et le pas de temps At°”.

Ce qui est particulierement frappant dans ce tableau, c’est que le cotit de la méthode spec-
trale est en fait uniquement réduit a la diagonalisation.

5.4.4 Comparaison des fréquences propres obtenues avec les trois schémas en
temps

L'utilisation d'un schéma aux différences finies en temps modifie la valeur des fréquences
propres de l'opérateur de plaque discret, comme on l'a vu a la section 4.2.3 dans le cas d'un
maillage régulier infini. On pourrait déterminer ces fréquences propres en utilisant des tech-
niques de traitement du signal, mais il est possible ici de calculer théoriquement la modifi-
cation induite par les schémas implicite et explicite sur les fréquences propres.

Considérons par exemple le schéma explicite (4.8). On note v} la solution discrete obtenue
par ce schéma.

On note (Aih) les valeurs propres? de l'opérateur de plaque discret et (X; ) les vecteurs

2. Il s’agit donc ici des pulsations propres.
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5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps

2.5

T T 2000 T T
chena seni -discret —_— chema seni -discret +

=

scheng inplicite G = 15 —_— p g i mlfcite 6 = 15 x # |
scheng inplicite G = 30 — / scheng inplicite G = 30 o
2+ /] g
/ 1600 1
N o]
o
1400 1
4 E "
15 B <
s / 1200 | ¥ J
c /
e ’ 8
= L]
= Y 31000 | * 1
3 1t / 4
)

frequence cal

L L L L L L
400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

frequence (en Hz) frequence de reference (en Hz)

FIG. 5.17: Comparaison entre les fréquences propres calculées sur le maillage 30x15 pour les trois
schémas en temps et les fréquences de références calculées sur un maillage 60x30. Les fréquences
propres du schéma implicite sont calculées pour G = 15 et G = 30 — A gauche, les courbes repré-
sentent I'écart relatif (feaic — fref)/ fref, Ol feaic €t frey sont respectivement les fréquences propres
calculées sur le maillage 30x15 et les fréquences de référence, calculées sur le maillage 60x30 — A
droite, on a tracé les fréquences calculées en fonction des fréquences de référence.

propres associés. On décompose alors v} sur la base formée par ces vecteurs propres:
n n
()i =D o} X,
i
On vérifie immédiatement, si on suppose que le second membre est nul, que o est solution
de I'équation:

ot — 207 4+ !
At?

+ A} poi = 0.

Il s’agit d'une suite récurrente a deux termes. Sous la condition de stabilité, les racines du
polynome caractéristique sont complexes conjuguées, de module 1 et de produit 1. Tout ceci
pour justifier de chercher o' sous la forme suivante:

o = sin(A\pnAt). (5.5)

Al estla ieme pylsation propre donnée par le schéma implicite.

On obtient alors, selon un calcul similaire a celui présenté a la section 4.2.3:

2 A
Aip = A7 arcsin (%M,h) (5.6)

De méme, dans le cas du schéma implicite (4.9), on calcule:

2 At
Aip = Az arctan (7)\@;1) (5.7)
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Résultats numériques

On peut alors comparer les jeux de fréquences propres ainsi obtenues aux fréquences propres
de l'opérateur discret calculées sur le maillage fin 60x30, que 1'on considérera comme les
valeurs de références. Les fréquences propres du schéma implicite sont calculées pour le
deux valeurs de G utilisées dans cette section, a savoir G = 15 et G = 30.

On constate que pour G = 30, les fréquences du schéma implicite sont mauvaises, comme
on pouvait s’y attendre compte tenu des résultat observé ci dessus. En revanche, dans le cas
ou G = 15, on observe que les fréquences obtenues par le schéma implicite sont meilleures
que celles du schéma semi-discret en dessous de 1400 Hz. Si la fréquence de coupure de
I'excitation était inférieure a 1400 Hz, on aurait alors intérét a résoudre le probleme semi-
discret la schéma implicite dans la base propre de I'opérateur de plaque (voir la remarque (4.12)).

5.5 Troncature et fréquence de coupure

Pour terminer, regardons empiriquement quels sont les modes “utiles”, c’est a dire les modes
excités lors 'expérience numérique décrite dans la section précédente. Pour cela, on a tracé
sur la figure (5.18) les courbes obtenues en tronquant successivement a 1, 5, 10, 15, 20 , 22
modes, que 1’on compare a la solution de référence calculée avec tous les modes.

On constate donc que seuls 22 modes suffisent pour obtenir le bon résultat, ce qui correspond
en fait a prendre les modes dont la fréquence est inférieure a 2500 Hz, soit un peu au dessus
de la fréquence de coupure.
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FIG. 5.18: Comparaison entre la solution de référence calculée avec tous les modes et la solution
calculée en tronquant successivement a 1, 5, 10, 15, 20, 22 modes (de haut en bas et de gauche a
droite.
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Analyse du couplage plaque-corde

Chapitre 1

Analyse du couplage plaque-corde

On s’intéresse a présent a la résolution numérique du probleme de couplage liant la corde a
la table d’harmonie.

Notre objectif principal est de réussir a écrire une formulation variationnelle de ce probleme
qui aboutisse a un schéma discret pour lequel il est possible de définir une énergie qui se
conserve ou qui décroit au cours du temps. Cette propriété est cruciale pour assurer la sta-
bilité d"un tel schéma. En outre, il nous faut réussir a proposer une méthode de résolution
qui soit compatible avec la méthode que nous avons mise en ceuvre pour la résolution du
probleme de Kirchhoff-Love, présentée a la partie II.

On traite tout d’abord le cas ot ni la corde, ni la table ne sont amorties. L'introduction de
I'amortissement est traitée dans un deuxiéme temps, a la section 1.2.

Nous avons rencontré des difficultés pour obtenir une formulation mixte du probléme amorti
selon le méme procédé que celui déterminé dans le cas non amorti, a cause de l'intervention
du parametre viscoélastique dans le terme de couplage entre la corde et le chevalet. D’autre
part, la recherche d"une identité de I'énergie, méme discrete, avec le modéle d’amortissement
viscoélastique de corde présenté au chapitre 1, s’est soldée par un échec. Pour contourner ces
deux problémes, nous avons choisi d’effectuer une légere modification du modele d’amor-
tissement intrinséque de la corde.

L’approximation spatiale du probleme est immédiate.

Pour I'approximation temporelle, on utilise la méthode pseudo-spectrale présentée au cha-
pitre 4 pour la plaque et des différences finies centrées d’ordre 2 en temps pour la corde.
Ce schéma conduirait au classique schéma explicite centré dans le cas d"une corde décou-
plée. La discrétisation présentée ici couple donc deux méthodes de discrétisation temporelle
radicalement différentes. Cette fois ci c’est le terme d’amortissement fluide qui nous cause
des soucis. Nous n’avons pas réussi a montrer théoriquement la stabilité lorsque le terme
d’amortissement fluide sur la corde R, est non nul. On obtient toutefois un résultat de sta-
bilité sous la condition CFL usuelle lorsque R, est nul. Ce schéma est utilisé en pratique et
jusqu’a ce jour il s’avere stable. On propose également, en toute rigueur, un autre schéma
pour lequel on est siir de la stabilité, mais dont la résolution s’avere un peu plus délicate,
puisqu’il correspond au schéma implicite dans le cas d"une corde découplée.
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Analyse du couplage plaque-corde

La derniere section de ce chapitre est consacrée a la résolution de ces deux schémas.

1.1 Le probléme non amorti

Les inconnues de ce probleme sont le mouvement de flexion de la plaque, noté u,(z,y, ),
définie dans w x Ry, ol w est le domaine occupé par la plaque et le déplacement vertical de
la corde, noté u.(z,t), défini sur [0,l.] x R ol I, est la longueur de la corde. Pour alléger
cette présentation, dans la mesure ot cela n’affecte pas du tout le couplage corde-plaque, on

considére que la plaque est encastrée.

Le mouvement des inconnues u,. et u, est régi par le systeme d’équations suivant, présenté

au chapitre 1:

( O%u, 0%u,
atQ 8172 = fC('T7 t)) dans ]07 lC[

0 u.(0,t) =0, Vt>0,

(Ia t) - Cz

welleyt) = / G, y)up (., t)dady, ¥t > 0,
w

( 2

ppaazép — divDivM = —T (9ptc(les 1)) G(z,y), dansw
g +C Q(Zup) =0, dansuw,

u, =0, sur~y,

Opup =0, survo,

\

(1.1)

auquel il convient d’ajouter des conditions initiales que nous supposerons nulles :

ue(z,0) = 0, dpu.(z,0) =0, dans [0, ]

up(z,y,0) =0, dyup(z,y,0) =0, dans w.

Rappelons que 1’on a I’estimation d’énergie suivante :

dE(t le
%: o fcatua

I 1 [l 1 1
&0 =g [ pelone? 45 [Tl +5 [ pyloml+3 [ ce(vw):

2
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1.1 Le probléme non amorti

1.1.1 Réécriture du probleme
Pour résoudre 1’'équation de plaque, nous avons été amené a introduire deux inconnues in-

termédiaires, la vitesse de la plaque et le moment fléchissant (voir section 1.3):

vp = Ogupy et M = Ceg(Yuy). (1.5)
Il nous faut donc réécrire la condition de contact au chevalet :

Oruelest) = [ Gloy)v(o, v, )dody, Ve > 0. (16)
w

et il est alors naturel de prendre la vitesse comme nouvelle inconnue sur la corde, ce qui
revient a dériver par rapport au temps la premiere équation de (1.1). Ce faisant, on a “perdu”
I'effort exercé par la corde sur la plaque, donné par:

—TOpuc(le,t)G(z,y). (1.7)

Nous sommes donc amené a introduire également cette inconnue. Finalement, nous intro-
duisons donc la vitesse de la corde v, et la contrainte ¢, définies par:

Ve = Opue et q = TO0pu, (1.8)

Le probleme (1.1) s’écrit a présent, a I'aide des inconnues v, g, v, et M :

( Pcat'vc - awq = fe E]Oalc[
Oq — TOzv. =0, €]0,1[

< (1.9)
v.(0,) =0, Vit

L Ve(le, t) = fw Gup, Vi,

( ppOtvp +divDivM = —¢(l., )G, dansw,
{ M —Cge(Vvy) =0, dansw, (1.10)

{ vp = Opvp =0, sur yy,

1.1.2 Formulation variationnelle du probleme non amorti

Ecrivons a présent une formulation variationnelle du probleme (1.9, 1.10).

On multiplie la premiére équation de (1.9) par une fonction test v} € U supposée suffisam-
ment réguliére, et on integre sur |0, [.[. Puis, on multiplie la seconde par une fonction test
¢* € Q et on effectue une intégration par partie sur le deuxiéme terme. Les espaces U et Q
seront précisés plus loin. On obtient:
d fe * le * le * *
rn PclcVe — Ozque = feve, Ve €U,
0 9 0 (1.11)

1 le I
o | 79+ | Oegive - [¢*(z, t)ve(z,t)]; =0 Vg* € Q
0 0
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Analyse du couplage plaque-corde

Les conditions au bord portant sur v, (ie. les 2 dernieres équations de (1.9)), conduisent a:

* lC *
(@ oo 0]§ = 1) [ Gy, (112
w
Pour que cette formulation ait un sens, il suffit de choisir:

U=1r*10,l.]) etQ=H0,L]. (1.13)

Remarque 1.1 Notons en particulier que dans ce cas q*(l.) est bien défini, puisque les fonctions
H1(]0,1.[) sont continues.

Remarque 1.2 Dans cette formulation donc, les conditions au bord portant sur v, sont traitées
comme une condition naturelle. On vérifie bien silr que, sous des hypotheses de régularité suffisantes,
Uinterprétation de cette formulation conduit bien a ces conditions au bord.

D’autre part, on procede comme a la section 1.3.1.c pour obtenir la formulation variationnelle
de (1.10). Conformément au choix que nous avons effectué pour la discrétisation spatiale de
I'équation de plaque au chapitre 4, nous supposerons ici que 1'espace du moment fléchis-
sant est (H'(w))*. Puisque le couplage n’intervient que sous la forme d’un terme au second
membre de la premiere équation de (1.10), celui ci n’a pas d’incidence sur les calculs effec-
tués au chapitre 1, donc ceux ci se transposent directement ici en posant f, = —q(l¢,t). On
obtient finalement le probleme variationnel suivant:

( Trouverv.: [0,T] = U, q:[0,T] = Q, v, : [0,T] = VetM :[0,T] — X tels que:

d lc lc lc
7 PV — Orqus = fevr, Yoiel,
0 0 0
d 1 te
< % qu* + amq*vc - q*(lcat)/ G'Up = O VQ* € Qa
0 0 w

d . . X % *
%/wppvpvp—/wig.z% :—q(lc,t)/vap, Vu, €V,

(1.14)
avec:
U=L%0,l) etQ=H]0,L).
(1.15)
V=Hiw) etX=(Hw)"

Remarque 1.3 Il s'agit d’un probleme mixte dont I'analyse rigoureuse selon la théorie de Babuska-
Brezzi n’est pas possible a cause de la formulation mixte de plaque qui ne vérifie pas les hypotheses
adéquates. Néanmoins, si I'on fait abstraction du couplage (!), précisons que cette formulation varia-
tionnelle de I'équation de corde est usuellement appelée formulation mixte “duale” (car elle est plus
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1.1 Le probléme non amorti

faible que la formulation standard de I'équation des ondes dans laquelle v, est dans H*(]0,1.[)). Il est
bien connu que cette formulation vérifie alors les deux hypotheses de la théorie des mixtes (voir par
exemple [6]), a savoir :

o La forme bilinéaire d définie par :

le
d(Qavc) = O0zqVe, Vv € LQ(]Oach; qc€ Hl(]O,lc[), (1-16)
0

vérifie la condition inf-sup, c’est a dire :
d(q,ve)

3k >0, inf _ bl > . (1.17)
ve€L2(0,le) ge 1 (Jo 1) 1@l 1 [[vell 22
o La forme bilinéaire mq définie par :
!
* ¢ 1 * *
mq(g,q") = /0 7990 Vo4 € H'(0,L[), (1.18)

est coercive sur le noyau a gauche de d, c’est a dire :
dv > OamQ(Q7 Q) > V”anl,vq € kerD, (119)
oi:ker D ={q € H'(10,1.]) 5 d(g,vc) =0, Vv, € L*(10, [)}

Remarque 1.4 On avait a priori ici le choix entre une une formulation mixte “duale” de I'équation
de corde, pour laquelle (v.,q) € L*(]0,1.]) x H'(]0,1.[) et une formulation “primale”, pour laquelle
(ve, @) € H'(]0,1c]) x L*(]0, Lc]).

Dans ce dernier cas, 'effort exercé par la corde sur le chevalet serait traité comme une conséquence
naturelle de la formulation variationnelle, tandis que la condition de contact au chevalet serait intro-
duite dans l'espace. Plus précisément, on aurait :

(02.55) € { () € 0D x Hw) s 1) = [ Gy} (120)

L’intérét de la formulation duale est donc qu’on “découple” les espaces oil sont choisis v et vy, dans la
mesure oti on ne leur impose plus de vérifier la condition de contact au chevalet. On évite ainsi d’avoir
a construire une approximation conforme de l'espace défini en (1.20). qui, outre une implémentation
moins immédiate, rend la résolution du probléme discret beaucoup plus malaisée (en particulier, on
perd les propriétés de condensation de masse si chérement recherchées).

Remarque 1.5 L’énergie de ce probleme coincide avec I'énergie du probleme initiale (1.4). Ona:

! !
c c 1
e = [ pelod+ [ plal+ [ oplownl+ [ AM M. (1.21)
0 0 w w
ot A =(C)™L.
le
L'identité de I'énergie s’écrit maintenant : %&t) = feve.
0
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1.2 Le probleme amorti

Regardons a présent comment la formulation précédente est modifiée par I'introduction des
termes d’amortissement. Ce probleme est présenté dans le chapitre 1. Il s’écrit:

( BQUC 0 Bzuc 6“6
12 ('Ta )—C (1 +ﬂ6t) 02 + R, ot ('Tat) = fc(xat)a dans]O,lc[

0 u(0,8) =0,Vt >0,

U’C(lCat) = / G(‘Tay)up(xayat)d:ﬂdy:Vt Z 07
w

( 62u

P o —divDivM + R, =-T(1 —I—ﬂ )(6 uc(le, t))G(z,y), dansw

ot 8t
M+C(1 ‘*’W%)Q (Vup) =0, dansw,

up = 0, sur o,

Opup = 0, sur .

(1.22)

Rappelons que 1’on la propriété de décroissance de 1’énergie suivante:

d t le le le
& = fcatuc - / R, ‘815“6'2 - / B ‘85%tuc|2
dt 0 0 0

= [ Rolowy - [ 1€ eV 0) s £(T0y). (129

le le
E(t) :/0 pc|3tuc|2+/0 T|3wuc|2+/pp\3tup|2+/Cg(Z(up)) e (V(up)).  (1.24)
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1.2 Le probléme amorti

1.2.1 Réécriture du probleme

Commencgons par réécrire ce probleme a I'aide des inconnues intermédiaires v, ¢, v, et M,
introduites plus haut:

Pcat'Uc — 0zq + Reve = fca E]O: lc[

th T(l + B@t) Ve = 0, E]O, lc[

< (1.25)
v:(0,) =0, Vit

ve(le,t) = f Gv., Vi,

(

[ ppOivp + divDiv M + Ryppv, = —q(l,t)G, dansw,

I M+C(1+ n%)g (Vu,) =0, dansw, (1.26)

[ vp = Opvp =0, sur .

Il n’est pas du tout évident d’écrire une formulation variationnelle de ce probleme pour
laquelle on sache démontrer une propriété de décroissance de I'énergie ( similaire a (1.23)).

La difficulté provient d"une part du fait que nous avons choisi d’écrire une formulation mixte
“duale” de notre probleme (cf. remarque (1.4)), pour laquelle I'énergie naturelle ne coincide
pas, dans le cas d'un probleme viscoélastique, a celle du probléeme primale, comme c’est le
cas dans le probleme non amorti (voir remarque (1.7)). Il y a en fait une multitude d’énergie
associées a un tel systeme, mais toutes ne sont pas adaptées. D’autre part, le couplage entre
la corde et la plaque n’arrange pas les choses.

Pour arriver a nos fins, nous avons finalement été amenés a modifier la loi de compor-
tement viscoélastique sur la corde. Cette modification repose sur la remarque suivante.
Considérons une corde seule, soumise au seul amortissement viscoélastique, en ’absence
d’effort extérieur. Son mouvement est régi par:

pcOtve — Ogq = 0,
0iq — T(l + /Bat)awvc =0,

Injectant la premiere équation dans la seconde, on obtient le probleme équivalent suivant:

(1.27)

pcOtve — Ogq = 0,

(1.28)
0rq — TOpve — pﬁafmq =

Remarque 1.6 On vérifie, dans le cas o il y a un terme d’amortissement fluide, et toujours en
supposant que le second membre est nul, que ce choix conduit au probleme suivant :
2 2
Ba:;c(x t) — (1+Rcﬂ+ﬂ§t)88u;+R 8autc( t) = 0. (1.29)
Le nouveau modele d’amortissement introduit ici n’est donc pas tout a fait équivalent au modele du
départ. Néanmoins, en pratique le terme R.[3 est tout petit devant 1 (voir tableau (3.1)), donc il s’agit
d’une perturbation négligeable.
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Analyse du couplage plaque-corde

C’est cette nouvelle loi de comportement que nous prendrons désormais.

Notation 1.1 Pour simplifier les écritures, nous noterons

ﬁ:zé.
Pe

1.2.2 Formulation variationnelle du probleme amorti

On considere a présent le probléme suivant :

ﬂcatvc - awq + Reve = fc: E]O, lc[

Orq — TOpv, — TPOZ,q =0, €]0,1[

Y (1.30)
v:(0,8) =0, Vi

[ ve(le,t) = [, Goe, Vi,

( ppOvy + divDiv M + Ryppvp = —q(le, 1)G,  dans w,

I\ M+C(1+ n%)g (Vup,) =0, dansw, (1.31)

L vp = Opvp =0, sur g,

Procédant comme a la section précédente, on multiplie la premiere équation de (1.30) par
une fonction test v} € U supposée suffisamment réguliere, et on integre sur |0, [.[. Puis, on
multiplie la seconde par une fonction test ¢* € Q et on effectue une intégration par partie
sur le second et le troisiéme terme. On obtient:

d

le le le le
—/ PV —/ v 0xq —I—Rc/ VUE = fevi, Yviel,
dt Jo 0 0 0

d lc 1 * lc * lc * * * *
E/ 744 +/ 005 B0:90:q" — ¢*(le, t)ve(le, t) — B (le, t)0pq(le, 1) =0, Vg™ € Q.

0 0 0
(1.32)

Le terme (Bq*(l¢,t)0zq(lc,t) est malheureusement un peu parasite dans cette formulation.
On ne sait rien a priori de son signe lorsqu’on fait le choix particulier ¢* = ¢, ce qui est
génant pour obtenir une propriété de décroissance de I'énergie. Un moyen un peu radical
de s’affranchir de ce probléme consiste a ’annuler purement et simplement en choisissant
un parametre d’amortissement 3 variable, nul en /..

En pratique, on prend une fonction C!, positive, constante sur [0, 1. — 2{3] et nulle sur [l —
lg, 1], o1 lg est un petit segment de corde (voir la figure (1.1)). Ce choix particulier permettra
en outre de simplifier la résolution du schéma d’approximation du probléme (cf. section
1.4.5).
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1.3 Discrétisation spatiale

0 l.— 2ls le—1lg e

FIG. 1.1: Le parameétre d’amortissement viscoélastique variable

La seconde équation de (1.30) s’écrit donc maintenant :

3tq - Tﬁzvc - Tawﬁ(w)awq = Oa 6]07 ZC[ (133)

On procede ensuite comme a la section 1.4 pour obtenir la formulation variationnelle de
(1.31). On obtient finalement la formulation variationnelle du probléeme (1.30, 1.31):

( Trouverv.: [0,T] = U, q:[0,T] = Q, v,: [0,T] = VetM :[0,T] — X tels que:
d lc lc lc lc
E/ PcVcUy — Orquy; + Rc/ VU = fevi, Vi el,
0 0
d Olc 1 (l)c le
< _/ _qq* + aa:q*'vc + ﬁ(aj)azq*amq* - q*(lcat)/ G'Up =0 V(]* €9,
(flt o T 0 0 w
E/ppvpv; —/@&.Zv;-l-Rp PpUpV, = —q(lc,t)/ Gv,, Vv, €V,
L am M+ +ni)/ Div M*. Vv, =0, VM* € X,
L@t [, A2 a’ |, oL =
(1.34)
ou:
U=L(0,l[) etQ=H0,L].
(1.35)

V=Hl(w) etX=(H'(w)"

1.3 Discrétisation spatiale

Afin d’établir une approximation conforme du probléme (1.34), on introduit les espaces de
dimension finie suivant:

U, cu, 9,CcQ, V,CV, A,CAX. (1.36)
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Analyse du couplage plaque-corde

Le probléme semi-discrétisé en espace s’écrit:
( Trouver v, : [0,T] — Up, qn : [0,T] — Qp, vy, : [0,T] — Vp, et gh :[0,T] — A, tels que:

d lc lc lc lC
* * * * *
E 0 pC,UChIUch - 0 8{thvch + RC/O Uchlvch - 0 fcvch7 chh E uh)

d 1 o [l be sn ok 5
< E/ 7 dn + Orqpve, + B(2)02q,05qy, — qh(lc,t)/ Gvp, =0 Vg, € Q,
0 0 0 w

d * . * * * *
E/ppvph”ph —/Dlvgh.z%h —}—Rp/ppvphvph = —qh(lc,t)/ Gvp,, Vv, € Vp,
w w w w

d . d . N %
E/LUAghgh_{—(l—}_na)/w@ghyvph :0; Vghae‘)(h)

(1.37)

Ecriture matricielle Soient n., la dimension de U}, n4, la dimension de Qp,, n;, la dimension

de V}, et ny, la dimension de &},. On introduit une base de U}, notée ();)1<i<n,, une base de

Qpn, notée (Cx)1<k<n,, une base de Vi, notée (¢;,)1<m<n, et une base de Ay, notée (£ )i<p<ny, -
<k< <m< §,/1sps

On est alors amené a résoudre le systéme différentiel suivant:

dv
( M;If d;h - Dth + RCM}?UC}L = fch7
d

M{ZE + DJlve, + Ljan — I v, =0,
< o (1.38)

My dih - Hl;r&h + Ry Mpvp, = —Jnan,

dM d
M_Z=h a _

ot AT désigne la transposée d’une matrice A et:
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1.3 Discrétisation spatiale

(M5 /pcx Ao 1<ij <,

(M)ki =/ —Gi¢, 1<k, 1< ng,
/wppwmson, L <m,n < ny,

Mh pq = /w g :> 1<p,q <ny,

(Dn)ik = / AiOrCr, 1<i<m, 1<k<ng, (1.39)
0

le
@@M:O B(2)0:Ck0:G 1< k1< ny,
(Jh)mk = Ck(lc)/ G<Pm, 1<m< T, 1<k < Ng,
w
(Hh)pm = / wép-ZSom 1<p<mny, 1<m<mny,
P

(fch)z = / fc)\ia 1< < ne.

1.3.1 Approximation des espaces H'(w) et (H'(w))*

Pour 'approximation par éléments finis des espaces V et X, on utilisera 'approximation
Py — Py présentée a la section 2.1. Rappelons en particulier que celle ci conduit, grace a la
technique de condensation de masse, & une matrice de masse M} diagonale et & une matrice
de masse M;* diagonale par blocs 4x4.

1.3.2 Approximation des espaces L?(]0,[.[) et H'(]0, l.[)

Pour 'approximation de i = L?(]0,1.[) et @ = H(]0,.[), on introduit un maillage uniforme
de ]0,1.[, de pas h. = Mlj_l ou M € N est le nombre de points intérieurs, formé des nceuds
entiers et demi-entiers:

1

zi=ihe, 0<i<M+1etz1=(i+g)h, 0<i<M (1.40)

lv\»—t

1.3.2.a Les éléments de Lagrange de bas degré

e On approche H!(]0,1.[) a'aide de I'espace d’éléments finis de Lagrange continus d’ordre
1, défini par:

Q= {an € C0,1e]) 5 Ghjoymp ) € Py O<ES M1}, (1.41)
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Rappelons que les degrés de liberté de cet espace, notés ({})o<k<am+1 sont les valeurs aux
neeuds entiers, soit:

(Coran) = anlzr), 0<k<M+1. (1.42)

Ainsi, la base duale associée étant notée ((x)o<r<ar+1,0na:

M+1

=Y an(@k), Van € Qn- (1.43)
k=0

e D’autre part, on approche L?(]0,1.[ a 'aide de l'espace d’éléments finis de Lagrange
discontinus d’ordre 0, défini par:

Uy = {vch € L2(10,Lcl) 5 Vey g, 3y, € Po» 0<i < M} . (1.44)

TiyTi+1

Les degrés de liberté de cet espace, notés (A})o<i<nr sontles valeurs aux nceuds demi-entiers,
soit:

</\;~,’Uch> = Vg, ('T«H_%)a 0<i<M (1.45)

Ainsi, la base duale associée étant notée (\;)o<i<a, ona:

M
Ve, = Y Ve, (€)X, Van € Q. (1.46)
i=0

Remarque 1.7 Ce choix d’espace d’approximation vérifie la conditions inf-sup discrete uniforme
associée a la forme bilinéaire d définie en (1.16), c’est a dire (voir [6]) :

d
o >0, inf  sup — ) o (1.47)
Ve, €Un) greQp 1anllm [|vey Il 22

et aussi la condition de coercivité discréte uniforme associée a la forme bilinéaire m.,,, définie en (1.18),
4 ~ .
c’est a dire:

v > 0,my(qn, qn) > vollgnllmt, Van € ker Dy, (1.48)

oit: ker Dy, = {qn € Qp ; d(qn,ve,) = 0, Yv., € Un}

Remarque 1.8 Reprenant les notations ci dessus, on peut donner la dimension des espaces Uy, et Qp,
en fonction de M :

ne=M+1 etng=M+2. (1.49)
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1.3.2.b Condensation de masse

La matrice de masse My est diagonale dans la base canonique de I'espace U},. Mais la ma-
trice de masse M ,’f, elle, est tridiagonale dans la base canonique de Q. Pour éviter d’avoir
a l'inverser, on utilise la technique de condensation de masse qui réduit cette matrice a une
diagonale en effectuant un calcul approchée a 'aide d'une formule de quadrature appro-
priée, sans nuire a la précision du schéma. On calcule ainsi :

M = pehe
b 1 1 (1.50)
! = Zdiag(5,1,...,1,2).
Mh lea‘g(Za I ) 72)

1.3.2.c Structure des matrices D;, Li et J,

e La seule fonction de base de I'espace Qj qui n’est pas nulle en [, est {,,,. On en déduit,
considérant la définition de la matrice Jp, que seule la derniere colonne est non nulle.
En outre, cette colonne est essentiellement creuse, puisque si le support de la fonction
de base (¢,,) de 1'espace V}, ne rencontre pas le support de G, on a immédiatement :

(T, = / Gom = 0.
w

On notera j; € R" la derniére colonne de Jj,.

e La matrice Lg est tridiagonale, symétrique positive, ce qu'on vérifie aisément sur sa
définition variationnelle :

le
(LY gnyqn) = ; B(z) |0sqn|” (1.51)

mais elle n’est pas définie pour le choix de fonction d’amortissement 3 que nous avons
fait. Plus précisément, on supposera que lg > h,, (Ig est défini sur la figure (1.1)) pour
qu’on ait:

le
(LY ¢k Cny) = 0 B(z)0, Bpdz =0, (1.52)

puisqu’alors g est nulle sur le support de ¢y, .

Ainsi, la derniere ligne de Lf est nulle (et également la derniere colonne, puisqu’elle est
symétrique).

e Seules la diagonale principale et la seconde diagonale de la matrice D}, sont non nulles.

Remarque 1.9 Sion avait supposé [ constante ( ce qui est le cas sur 'essentiel de 'intervalle ]0,1.[),
ce choix conduirait a la classique approximation par différences finies en espace de I'équation de corde :

d(vch)i-i—% (qn)it1 — (qn)i (vCh)i+% + ('Uch)i_%
Pc dt - A Pclic 2 = (fch)i,
C
(1.53)
ld(Qh)z‘ _ (Uch)i+% - (Uch)i—% _ ﬁ(qh)i+]_ — 2(qn)i + (gn)i-1 —0
T dt he h? '
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1.4 Discrétisation temporelle

On effectue a présent la discrétisation temporelle du probleme semi-discret en espace. Nous
avons décidé, suite a I'analyse sur la discrétisation temporelle de 1'équation de plaque ef-
fectuée au chapitre 4, d'utiliser une technique de résolution exacte pour la discrétisation en
temps de cette équation (présentée en détail a la section 4.3).

L’équation de corde ne nécessite pas un traitement aussi particulier. Nous nous contenterons
donc d’appliquer des différences finies en temps, centrées, d’ordre 2 sur cette équation. La
discrétisation présentée ici est une méthode originale qui couple deux méthodes de discréti-
sation temporelle radicalement différentes.

Le point crucial de cette étape est la recherche d"une énergie discrete pour laquelle on puisse
obtenir une propriété de décroissance qui assurera que la norme des inconnues discrete reste
bornée au cours du temps sous une éventuelle condition de stabilité, de type cfl.

1.4.1 Diagonalisation de I’équation de plaque discrete

Procédant comme au chapitre 4, on commence par éliminer le moment fléchissant du sys-
teme différentiel matriciel (1.38). Il suffit pour cela de dériver la troisieme équation par rap-
port au temps et de reporter la quatriéme dans le résultat obtenu. On obtient:

(

dv
Mli d;h - Dth + Rchivch = fch7

dan
dt
2

d“vp d
{ MIIZ dtQh +(1+ WE)KhUph + RpMﬁ

{ MIZE 4 Do, + Llgn — I vy, =0, (1.54)

dvp, _ %

ol K, est la matrice définie par:

Ky = Hy(M{)"'H, . (1.55)

Pour la résolution de I'équation de plaque, il faut diagonaliser la matrice (M?)~! K}, Suivant
la démarche présentée a la section 4.3.4, on ne calculera que les premieres composantes du
vecteur vp, dans la base propre de la matrice (M} )~ K},. Commencons par quelques rappels
et notations:

Notation 1.2 On rappelle les notations et résultats suivants (cf. section 4.3) :

o On note:

* vgp les composantes de v, dans la base canonigue des éléments finis,
EF Ph

* vy les composantes de vy, dans la base propre de K}, déterminée ci dessus.
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On tronque la vecteur vy en ne considérant que les 7i,, premiers modes. Ainsi, notant (x)1<i<n,
la famille des n,, vecteurs propres de la matrice (M)~ Ky, on effectue I'approximation :

D
vie & B = Y vkxi. (1.56)
et on confondra désormais vy et Uy
Ona:
PTK,P =Dy
ol :

* Dy = ) g@ig (A2?) est la matrice diagonale des 7, premieres valeurs propres de (M}) ' Kp,
AN

strictement positive, rangées dans I'ordre croissant,
x P est la matrice de passage tronquée. Elle vérifie la relation :

P'MIP =1, (1.57)
exprimant que la base propre est orthonormale pour le produit scalaire (., .) prp.

On note Ay = (Ry I +n Dy), la matrice diagonale positive d’amortissement de la plaque. Plus
généralement, conformément a la note (4.3) on prendra

Ay = diag (a(N)),

1<i<fip
ol « est une fonction de Ry dans Ry donnée.
v et vgp se se déduisent I'un de I'autre par les relations de changement de base :

ik =P MPvgr et vpp = Pig. (1.58)

Enfin, on pose :

Je = P, (1.59)
Notons que malgré cette notation trompeuse, Jy n’est pas la matrice représentant Jy, dans la
base propre tronquée . ..

De méme que la matrice Jp, seule la derniére colonne de Jy est non nulle. Mais comme P est
pleine, la derniere colonne de Jy n'est pas creuse bien que celle de Jy, le soit.

On multiplie la troisiéme équation de (1.54) par P'. D’autre part, on réécrit le terme de cou-
plage intervenant dans la seconde équation en fonction de v, a ’aide de (1.58). On obtient
alors, compte tenu des relations rappelées ci dessus:

( cd'UCh c
Mh dt — Dpgp + RcMh'Uch = fcha
d
< M;f dqth +‘Dh Ve, +Lth J Vg = 5 (160)
d> vy dvg dqp,
A D = —Jgr—.
\dt2+Kdt+KK T
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Sous cette forme, on a la propriété de conservation de 1'énergie du probleme semi-discret

suivante :

Propriété 1.1 L’énergie de la corde est définie par :

dv 1 dqh
By (8) = g 0 e+ 122,
celle de la plaque est définie par :
By, () = 2|| 7+ —IIUKII%K

Alors I'énergie totale Ep(t) = Eq, (t) + Ep, (t) vérifie:

B df., due,

dvg 9
a D= )

dvch dqn 9
Rell =i ==l

il e s

(1.61)

(1.62)

(1.63)

A part le premier terme, qui représente une puissance fournie a la corde, tous les termes du
membre de droite de la relation (1.63) sont négatifs. On en déduit que dés que 'effort exercé

sur la corde est nul, I'énergie totale du systéme décroit.

Remarque 1.10 Dans la mesure ot la matrice Lﬁ est seulement symétrique positive sans étre définie,
la notation || dap | L8 est un peu abusive, mais elle permet de garder une présentation homogene. De

méme la matrzce A & est en toute généralité seulement symétrique positive, mais pas nécessairement

définie. Mais est ce si important ces choses la?

> PREUVE : On commence par dérivée les deux premieres équations de (1.54) par rap-

respectivement. D’autre part, on multiplie scalairement la derniere équation de (1.54) par

dv . ..
—P~ On obtient ainsi:

dt
dve,, 19 dqh dv,, dvch df., dve,
dt(2ll I132:) — (D Mg )+ Rl I132: = (dt 7 —)
th dqn T dvc, dqh Tdvx dan,
—(—II ”Mq) (dt D, 7 )+|| I| = (e — T dt)—O,
. ||d”" I = —(7 20 2
dt A TN e

11 suffit alors de sommer ces trois équations pour obtenir la relation (1.63)

(1.64)

Remarque 1.11 Le fait qu’en sommant les termes de couplage entre v., et qp, et entre qp, et vy s'éli-
minent exprime que ces couplages sont conservatifs. Lors de la discrétisation en temps, on cherchera
a conserver ce caractere conservatif du couplage. C’est la le point délicat de la recherche d’une propriété

similaire pour un schéma discrétisé en temps, comme on le verra plus loin.
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1.4 Discrétisation temporelle

Remarque 1.12 On notera en particulier que puisqu’on a dérivé I'équation de plaque, il a fallu
dvey oy D,

dt
Ce point est crucial dans la preuve ci dessus, car il permet d’éliminer les termes couplant v, a gy, et
Vi @ gn. On fera de méme pour définir une énergie sur les schémas totalement discrétisés.

définir une énergie de la corde portant sur les quantités dérivées

1.4.2 Deux schémas de discrétisation en temps

Dans la mesure du possible, nous voudrions définir une discrétisation en temps du pro-
bleme (1.54) qui soit essentiellement explicite, dans le sens ot nous voudrions éviter d’avoir
a résoudre un systéme linéaire de trop grande taille a chaque pas de temps. Trop grand
voulant dire portant sur toutes les inconnues v, , g5, et vp, .

Dans cette optique, on peut proposer le schéma suivant, noté S gp qui est inspiré d"une dis-
crétisation explicite centrée de 1’équation de corde seule, et de la méthode présentée en 4.3
pour la résolution en temps de 'équation de plaque.

(g nh s
v - v +v
MgV g RoMg T g
+1 n n+1 n
T T.0Fs B9 T Oh T nt3
M? D 24+ L —-J 2=0
SL:{ VT Ap T ORva s T TT ¥ =0 (1.65)
qn+1 _ qn—l | X
U + AUk + Dgvg = —JKhT, Vi E]tn_i,t"H'E[

_1 _1
vie(t"72) = v 7 ety (t773) = iy 7

1 1
PR 2 . . ~ N—3 L. n+i
Précisons dés maintenant que si I’on connait v, * et g;, alors on calcule explicitement v, *.

En outre, le fait d’avoir supposé I'amortissement 3 nul sur un voisinage de [, permet de dé-
coupler la derniére composante de gy, ¢n,, des autres (¢;)1<i<n,, qu’on peut alors déterminer
explicitement. Il reste juste a inverser un systéme linéaire en (gy,,vx), résolution qui sera
présentée a la section 1.4.5. On a bien un schéma essentiellement explicite.

Mais nous verrons dans la section suivante qu’on ne réussit malheureusement pas a définir
une énergie discrete pour laquelle on peut démontrer une propriété de décroissance similaire
a celle du schéma semi-discret donnée a la propriété (1.1).

En fait, nous n’avons pas réussi a déterminer de schéma essentiellement explicite pour lequel
on est assuré d’avoir un résultat de stabilité reposant sur une propriété de décroissance de
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I'énergie. Pour cela, nous sommes obligés de proposer le schéma implicite suivant, noté 52, :

( ,Un+1 N qn+1 4+ qn ,Un+1 + 7 1
h h _ gt
Mﬁ Ch At Ch -Dh 2 +RcMﬁ Ch 2 Ch = fe, 2,
+1 n n+1 n n+1 n
a4 — TV 1 gty T nt3
MIZh__“h4 D + L —Jeve 2=0
qn+1 _ qn—l ) L
Vg + AV + Dgvg = —JKhT, Vi E]tn_i,t"ﬂ'i[
_1 _1
[ ("7 3) = v 2 et (172) = iy °.

1.4.3 Analyse de stabilité

(1.66)

De la méme maniére que dans le cas semi-discrétisé, il faut définir une énergie de corde
discrete portant sur des quantités dérivées. Pour cela, nous devons tout d’abord préciser les

notations suivantes:

Notation 1.3 On définit les dérivées discretes en temps :

nt+l n—1
%n Ve, 2 =g, ?
Ch At 3
1 n+1
a”ﬁ _ 4 4
h At

1.4.3.a Conservation de 1’énergie discrete du schéma S clp

On peut alors énoncer une propriété de conservation d’énergie du schéma S clp :
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1.4 Discrétisation temporelle

Propriété 1.2 L’énergie discrete de la corde est définie par :
nt+l 1 fantl an 1 ants
Eot =g () I (168)
Mg
celle de la plaque est définie par :

nti 1 .n+ n+3
Ep, * = 5ok P+ —|| D (1.69)

1
Alors I'énergie totale Ey ' 2 = En+2 + Epy ? vériﬁe:

1 _1 n+1 n n—1
E;H—z _EZ 2 fn—l—l n L on ﬁch 19 A +1A] K
At oar Ve | T i »Yen
My
An—l—% An—% tn+%
9~ T 4qp 1 2
- [ el (70

D> PREUVE : Elle suit de trés pres la preuve de la propriété (1.1). La différence essentielle,
et c’est la toute la difficulté pour obtenir une identité de 1'énergie d’un schéma totalement
discret, provient du fait que s’il y a une seule fagon d’écrire une dérivée continue ou une
valeur a un instant donné, il y a plusieurs maniéres de dériver discréetement ou de défi-
nir une valeur a l'instant n. L’annulation des termes de couplage n’est plus immédiate et
requiert par conséquent plus de manipulations.

On commence par multiplier scalairement la troisiéme équation de (1.65) par v, puis on
integre en temps sur l'intervalle [t"~3, 73], et on divise I'ensemble par At ( ce qui revient

en fait 2 prendre la valeur moyenne de la quantité intégrée sur [t"~2,¢"*2]). Compte tenu
du fait que
G =g
2At

est constant sur l'intervalle d’intégration, on obtient:

Eg:—% . E;lh—% (J q}r;+1 q;’;—l 1}24'2 _ Ug_% ) 1 /t"+% ” ) ||2 (1 71)

—_—— = - ) .
At o2At 7 At At Kl A

Il nous faut maintenant dériver discrétement par rapport au temps les deux premieres

équations de (1.65). On obtient:

n+1 n n+1 n
MCTA)ch —TA) _D ant+3 +R 1A)ch +’lA}c fn+1 o (1.72)
N hdh ¢ 2 At ‘
an+% an*% a”+% + 6"*% 1)n+% ,U"*%
R —4n TA" B4n h Tk UK
MgT +Dpv,, + Ly 5 —Je A7 =0, (1.73)
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On multiplie alors (1.73) par:

‘n+% An_2 n+1 n—1
4 t+4qn  _ % —

2 2At ’

ce qui permettra d’éliminer le terme couplant v, a 6 - On obtient:

1
AT 2 +1 -1
T Y S T
A1 + (D, By
ant: A"*l +1 -1
dp +Qh JT”In{ 2_7)2 : qlrzH_l_qlT; ' =0 1.74

Enfin, pour pouvoir éliminer le terme couplant 1‘)% a &h on effectue la moyenne de (1.72)

n
écrite aux instants n + 3 etn — 1, puis on multiplie le résultat par 1‘)Ch. On obtient:

1 Antl an 1 AT an—1 anti An—3
3\Vc 7vCh)Mﬁ B 5(1)01171)611 )Mﬁ _ (D dp +qp 1‘}" )
At h 2 »Ven
ant1 A" an—1
V., 20, +0, an fort —fot an
+RC( <k 4 5Uch)Mc (T’Uch) (175)

IIn’y a plus qu’a sommer les équations (1.75), (1.74) et (1.71) pour obtenir la relation (1.70).
<

Remarque 1.13 Ainsi que nous I'avions annoncé, ce schéma nous soucie quelque peu dans la mesure
o1l nous n’avons pas réussi a démontrer que le second membre est négatif dés que I'effort exercé sur la
corde est nul. En effet, on ne peut rien dire a priori du signe de :

A'ﬂ+1 2An An—l
v v. +v n
R, | - h ' ¢h (1.76)

4 ) Ch b
My,

et pourtant, il semble bien que si le pas de temps est suffisamment petit, les quantités :

ATL+1 An A?”L*l
v 2v,, +v,, of ﬁn
4 cn

Ch

sont suffisamment proches pour qu’on puisse espérer que leur produit scalaire est positif, sous une
éventuelle condition portant sur le pas de temps.

Malgré cette incertitude, nous avons tout de méme mis en ceuvre ce schéma, qui s’avere stable en
pratique, sous la condition de stabilité usuelle 2t < 1, démontrée plus loin si on suppose I'amortis-
sement fluide nul.
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1.4 Discrétisation temporelle

Remarque 1.14 En fait, il n’y a pas de choix pour déterminer un schéma de ce type. On commence
par choisir (arbitrairement) un interwzlle de résolution de I'équation de plaque (ici [t"_% t"“‘é] ). Pour
discrétiser en temps le terme “n & qui intervient dans cette équation, on a a priori le choix entre les
deux dérivées discretes centrees d ordre 2 suivantes :
1 1

d nt+s _ ,N—35 d n+l _ n—1

hny o L2 0 7 5 Hhyny & —9 (1.77)
dt At dt 2At
Cherchant alors a obtenir une propriété de décroissance de I'énergie discrete, on vérifie, en suivant la
preuve ci dessus que le premier choix conduit a une impasse, car on ne peut éliminer le terme couplant
v @ gp. On est donc obligé de discrétiser qp, aux instants entiers.

Remarque 1.15 On pourrait proposer un troisieme schéma pour essayer d’obtenir une propriété de
décroissance de I'énergie discrete a partir du schéma “explicite” de I'équation de corde. Sa construction
repose sur la remarque suivante :

On considere le schéma explicite classique, centré d’ordre 2 :

n+2 n—% n+5 n—%
v v v +v
M=t — — Dpgjt + ReMj—t——%— = f1, -
o T n+z sn "+ di .
MhT+Dh + L g = 0.

On vérifie aisément que le schéma suivant, obtenu en effectuant la moyenne de la premiere équation
du schéma ci dessus écrite aux instants n et n+ 1:

+3 -3 n+3 n+3 -3
e Ven 2 — Vg, 2 D, @t + g TR Mpvch 2 4200 % + g, fc+1+fch
h c 3
At 2 4 2 (1.79)
G —ay oot st g .
thT+Dh Ch2+L #:0
est équivalent a (1.78) a condition de vérifier initialement :
1 _1 1 _1
2 2 2 2
M Dy 4 RoMgEE T g0 (1.80

On peut alors modifier légerement la premiere équation de (1.79) de la fagon suivante (notons que le
schéma obtenu reste alors équivalent au schéma explicite classique dans le cas oil le terme d’amortis-
sement fluide est nul, ie. R, = 0):

"+2 n—% n+1

— + ol
Mot Dy? 5 Gy oot = o e 3 e

(1.81)

Suivant la méme démarche que dans la preuve de la propriété (1.2), on montre que ce schéma vérifie
l'identité d’énergie suivante :

n—1

n+i
fc+1+fch n—|—2 n+2 n+2) _th 2+ h

EMt — En
C
At b= ( 2 ey °) — Re(vey, *, ey 9

h

e 082
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N 1, ntl n+i
Ou:EgL;L = 2(Uch ? 2h)M” ” qp, 2||Mq,

Cette fois ci, on a donc réussi a écrire un schéma centré d’ordre 2 pour lequel on a une propriété de
décroissance de I'énergie. Mais rien ne prouve que I”’énergie” ainsi définie est positive.

On observe en pratique que ce schéma semble inconditionnellement instable, ce qui explique stirement
pourquoi on ne réussit pas a montrer théoriquement que cette “énergie” est positive. C’est surtout ce
qui explique pourquoi nous avons abandonné ce schéma. Comme quoi définir une énergie discrete
dont on est stir de la décroissance ne suffit pas, encore faut-il montrer qu’elle est positive . ..

14.3.b Conservation de I’énergie discréte du schéma S2,

n peut de méme énoncer une propriété de conservation d’énergie du schéma :
@) td té d tion d’ du schéma 52,

Propriété 1.3 L'énergie discrete de la corde est définie par :

n+i 1 ants 2 1 ants 2
B, * = §||Uch ||Mg + §||Qh ”MZ’ (1.83)
celle de la plaque est définie par :
n—|— nti 2 n+i
= || I+ || D (1.84)
7z + n+ L e
Alors I'énergie totale E *=F >+ Ep verzﬁe:
ntl 1 A”"‘ A3 Anty  an—;
E, > —-E""2 AT + v, Ve, +U,
el I I R 1
ants  an—3 mty

9n T4y 1 —_
i e, L i, s

> PREUVE : On proceéde comme pour la preuve de la propriété (1.2). Les équations (1.71)
et (1.74) sont encore valables.

Puis on dérive discretement en temps la premiere équation de (1.66), et on la multiplie
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1.4 Discrétisation temporelle

1 1
A"tz an—3

. v +v .
scalairement par % On obtient :

ant3 AT
L8 g — S8 3

qh + qh /Uch + Uch
D
At ( h 9 3 2 )
6n+% n 677,—5 K 1A)n-l—% n ﬁn—g
+Rc||%”Mﬁ = fc;.’ % (1.86)

11 suffit alors de sommer les équations (1.71), (1.74), et (1.86) pour obtenir la relation (1.85).
<

1.4.3.c Stabilité des schéma S, et S2,

Les deux résultats de décroissance de 1'énergie de la section précédente permettent d’analy-
ser simplement la stabilité des schémas S gp et Sczp. Avec un bémol cependant, puisque nous
ne savons montrer la stabilité du schéma S}, que dans le cas ot1 on suppose I'amortissement
fluide nul, soir R, = 0. Commencons par la stabilité du schéma Sgp, puisque ce résultat est
immédiat.

On observe que I'énergie totale associée au schéma S2, est en fait une forme quadratique po-
sitive portant sur les inconnues discretes v, , g, et vy, . La propriété de décroissance de I'éner-
gie de ce schéma (1.3) assure donc que ces inconnues restent bornées au cours du temps. On
en déduit le:

Lemme 1.1 Le schéma S2, est inconditionnellement stable.

En revanche, le schéma S}, est soumis a une condition de stabilité. On remarque cette fois ci
que l'énergie qui lui est associée est une forme quadratique non nécessairement positive, a

cause du terme:
1 1
ATty AnT3
Ve, Vg, .
My

1
L . . . ATty A3 N
En fait, si At est suffisamment petit, les inconnues v, ~ et v, =~ tendent a se confondre, et

on peut controler cette quantité, ce qui assure la stabilité du schéma. On obtient ainsi le:

1
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1
Lemme 1.2 On suppose que R.= 0. Alors I'énergie discrete de la corde EZL:_ % définie en (1.68) est
positive dés que la condition :
c. At
he

<1, (1.87)

est vérifiée, et dans ce cas, le schéma S}, est stable.

> PREUVE : Celle ci est tres usuelle. Il nous faut donc controler le signe de:

n+ti 1 fantl an 1 ants

Eew * =5 (Uc;, e, | gllan g
My
Or, d’apres I'égalité de la médiane, on a:
A"+1 AT 1 A"+1 AT 9 A”+1 AT 9
(Uc;. ’Uch) = Z |:||Uch + Uch“Mfl - ”Uch - 'Uch”MfL ) (188)
My

et d’apres 1'équation (1.72),0on a, en omettant le second membre:

ANl an _ ants

lve, _UchH%\lﬁ = [|(M5) " Dagy, ||?v[,§ (1.89)

On introduit alors:

(Dhan, (M{)™* Dugn)

ap = sup 5 (1.90)
qh€Qn ||Qh||MZ
On en déduit I'inégalité suivante:
AN+l AT
41 apAt? v, +U
285 2 (1= 200 anlBeg + 172 L91)
Pour que l'énergie de la corde soit positive, il suffit donc de vérifier la condition :
At?
et <. (1.92)
4
Le calcul de oy, est treés classique. On vérifie qu’il s’agit en fait du rayon spectrale de la

matrice
(M)~"'DT(MF)'D,

qui, dans le cas particulier d'un maillage régulier de l'intervalle ]0,[.[, n’est autre que le
“laplacien discret standard” a trois points. On sait alors que:

4c
ap < h_zc +0(1),
c
et on a ainsi démontré que sous la condition (1.87) I'énergie discrete est positive.

Lorsque R, = 0, alors l'identité (1.70) assure que 1'énergie discrete totale décroit au cours
du temps. Comme celle ci est positive sous la condition de stabilité (1.87), on en déduit que
le schéma est stable. <
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Remarque 1.16 La condition de stabilité (1.87) est la méme que la condition de stabilité que celle du
schéma explicite centré d’ordre 2 appliqué a I'équation de corde seule, ce qui illustre la robustesse du
traitement du couplage plaque-corde par cette méthode.

Remarque 1.17 Dans le cas d'une corde seule et uniquement soumise a un amortissement fluide, on
aurait le schéma explicite centré usuel suivant :

n—}-% nf% n-{—% nfé
(4 — Ve Ve + Ve

Mﬁ#—Dhq;H‘Rc L 5 — = fa,

i 1 (1.93)

_ 41
MT =t 4 Dwe, = 0.
En définissant I'énergie suivante :
ntl 1 ants 1 an+l an
Ee, * = 5llve, “llag +5(an 5 an)ug (1.94)

on montre d'une maniere similaire a tout ce qui précéde que ce schéma est stable dés que la condition
(1.87) est vérifiée.
1

Malheureusement, on ne peut faire ce choix pour I'énergie du schéma S, d’abord parce que le soucis
de décroissance de cette énergie se reporterait sur le terme d’amortissement visqueux. 'Et surtout

. qr s . A . A . .
parce qu’on ne pourrait pas éliminer le terme couplant v a q;,, ce qui nous empécherait d’obtenir une
identité de I'énergie.

1.4.4 Analyse de la dispersion numérique de 1’équation de corde seule

On effectue dans cette section une rapide analyse de dispersion numérique de 1’équation
de corde seule, non amortie, similaire a celle effectuée a la section 4.2.3. Le but de cette
présentation est de donner un ordre d’idée de la précision des deux schémas présentés ci
dessus concernant I’équation de corde, et en particulier de rappeler que le schéma explicite
est en fait exact lorsque 1’on se place en limite de condition de stabilité, alors que le schéma
implicite est dispersif (et par conséquent moins précis) dans tous les cas. Ces résultats sont
extrémement classiques (voir par exemple [26]).

Rappelons que le propos de cette étude est 1’analyse de solutions particulieres de type onde
plane progressives harmoniques. Elle s’effectue donc sur maillage infini régulier. La disper-
sion numérique donne une mesure de 'erreur commise par le schéma discret sur la vitesse
de phase d"une solution de type onde plane de I’équation continue.

On considére donc une corde seule, non amortie, de longueur infinie. Son mouvement est
régi par 'équation des ondes:

Pu  ,0%
o2~ “og?

1. Quoique sur ce point, on pourrait sirement s’en sortir en “jouant” sur la loi de comportement viscoélas-
tique de la corde, de la méme maniére que nous avons fait ici.

=0, dansR (1.95)
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Lorsqu’on gele le couplage avec la plaque, et qu'on écarte I'amortissement, le schéma S clp

conduit au classique schéma explicite centré d’ordre 2, apres avoir éliminé la contrainte ¢ :
n+1l _ n n—1

Ve, 2vg, + v,

At?

Sp - — ctApvl =0, (1.96)

ou Ay, désigne le classique laplacien discret a trois points:

(vep )it1 — 2(vey, )i + (vey, )it

(Anve,)i = 2 (1.97)
C
Le schéma S2, conduit lui au classique schéma implicite centré d’ordre 2 suivant:
Un—|—1 — 4 Un—l Un—|—1 + 2" + ,Un—l
Sr s o — e Ay =0 (1.98)
1.4.4.a Relation de dispersion continue
Un onde plane harmonique de la forme:
u(x,t) — ei(wt—km)7
est solution de (1.95) si et seulement si elle vérifie la relation dispersion continue:
w = cck. (1.99)
La vitesse de phase d'une telle onde est donc:
v, = % = ¢, (1.100)

Celle ci est indépendante du nombre d’onde: I'équation des ondes est donc non dispersive,
contrairement a I’équation de plaque. Néanmoins, cette propriété n’est en général plus vraie
au niveau discret.

1.44.b Dispersion numérique des schémas S et S;
On recherche maintenant des solutions de type onde plane harmonique discrete des schémas

explicite Sy et implicite S; ci dessus. Pour un nombre d’onde % fixé, on cherche donc la
pulsation wy, pour une solution de la forme:

upy = ennBAmhPAT e 7 m e N, (1.101)

Reportant (1.101) dans (1.96), on obtient, suite a un calcul similaire a celui présenté a la

section 4.2.3:
wh = - arcsin [CCAt sin’ (khc>] , (1.102)

At he 2
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et par conséquent, la dispersion numérique du schéma (1.96) est:

1
q = “h _ e arcsin(a sin(K)), (1.103)

ol on a introduit:

kh
K = 2—0, I'inverse du nombre de points par longueur d’onde,
™

o At (1.104)
=
Remarque 1.18 La condition de stabilité du schéma S, donnée en (1.87) s’écrit :
a<l1.
Lorsque I'on prend o = 1 dans la relation ci dessus, alors on vérifie que :
1
s_ 1 s _
W = % arcsin(sin(K)) = 1, (1.105)

(tout au moins pour 0 < K < 1/2). On ne commet aucune erreur sur la vitesse de phase. Cela
n'est pas surprenant, puisqu’en fait, dans ce cas, il s'agit de la méthode des caractéristiques et par
conséquent le schéma est exacte

D’autre part, reportant (1.101) dans (1.98), on obtient:

2 ccAt . 5 (khe
wp, = Ktarctan[ » sin ( 5 )] , (1.106)
et par conséquent, la dispersion numérique du schéma (1.96) est:
p_wn_ 1 :
N arctan(asin(K)), (1.107)

Cette fois ci, on observe que le schéma S; est dispersif pour toute valeur de a. Ainsi, bien que
le schéma implicite soit inconditionnellement stable, on lui préférera le schéma explicite tout
simplement parce qu’il est exacte.

1.4.5 Résolution des schémas de discrétisation en temps

L’objectif de cette section est de montrer comment on résout effectivement a chaque pas de
temps les systeémes linéaires donnés par les schémas S¢, et S2.

Pour les deux schémas, la discrétisation temporelle de I'équation de plaque est la méme. Il
s’agit de:

n+l _ n—1
/R SRR S R
9AL (1.108)

n_l

_1
ve(t"72) = vl ? ety (t"T2) =i 2.
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On a vu a la section 4.3.3 que la solution de ce probleme est donnée par:

1 1 n+l _ n—1
= n—= q
VR = Sav ) — Rl (B )
(1.109)
n+f -+ .n—3% : (I;;H—l - Q}T: !
= SAt( S0k 7)) — RAtJK(T)a

ol Sa; est la résolvante de I'équation homogene et R a¢ est la résolvante donnant la solution
particuliere a conditions initiales nulles, dans le cas ot le second membre est une constante.
Rappelons aussi que R a; est une matrice diagonale définie positive (cf. théoréme (4.3)).

En fait, ﬁﬁ+% n’est pas vraiment une inconnue du probleme. Il s’agit seulement de la déter-
miner a chaque pas de temps pour connaitre les conditions initiales du probléme (1.108) au
pas de temps suivant. Les deux équations de (1.109) sont redondantes, puisque la seconde
n’est autre que la dérivée de la premiére par rapport au temps, prise a l'instant At.

14.5.a Résolution du schéma S,

Le probléme Sclp donné en (1.65) s’écrit donc a présent:

( n+2 n—% ntx 1

v - Ve, 2 +vg, 2
Mjy—t——"— = Dgj + ReMj———"— = fi,,
n+1
+
< quh N ~ +Dlv ?;2+Lﬁqh - ah —JT g;r —0, (1.110)

n—|—1 n—1
—q

+3 -3
{ Vg 2 :SAt('UZ Q,Un ) RAtJK(Tth).

1
n+z . . N 2
Les inconnues sont vch , q,f“ et v, ?,toutes les autres variables étant connues a cette étape

du calcul. Ce systéeme est implicite, dans la mesure ot il n’est pas triangulaire, mais nous
allons voir qu’en pratique, sa résolution est aisée.

Tout d’abord, puisque la matrice M} est diagonale, la premiere équation donne explicitement

1
v?,f 2. On calcule en effet:

n+2_1—R At/2 n—% At D n n
Vo' =TT RoAL2 Tt kel + Roityz) Drdh + e

(1.111)

D’autre part, comme nous avons supposé que 'amortissement visqueux S est nul au voisi-
nage du chevalet (cf. section 1.3.2.c), on peut découpler la derniére composante du vecteur
qn, (que I'on notera Q™) des autres. On note:

gt = (g, QM) e R xR, (1.112)

En toute rigueur, il faudrait également introduire une notation spécifique pour définir les
restrictions des matrices M¥, D; et Lﬁ aux composantes g, du vecteur ¢, mais bon.
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1.4 Discrétisation temporelle

On note jx la derniére colonne de la matrice J. On réécrit alors les deux dernieres équations
de (1.65) de la fagon suivante, compte tenu de l’expression de la matrice de masse M/l (voir
(1.50)) :

¢ -n+1 AT an+1 A
- +
Midh——h + D)o, mr gt =0,
h n+1 n 1 ] 1
< QTQ At — D), — it =0, (1.113)
+7 1 nl ) n—|—1 —-Q" 1
{ vi 2 =8a(vx 2,0x °) — Rawjx(—2 SAL )-
La premiére équation de ce systeme conduit a:
At At
(M + —Lﬂ) Ot = (M - —Lﬁ) — AtDJ VTR (1.114)

Le second membre de cette équation est connu a cette étape du calcul. Il nous faut donc
inverser la matrice:

cl <Mq + gL‘*) (1.115)

qui est tridiagonale symétrique définie positive d’apreés les propriétés des matrices M} et
Lf (cf. section 1.3.2.¢).

Ensuite on multiplie la seconde équation de (1.113) par 2At 2Atj ! et la troisieme par 2At; 1
, puis on ajoute. On obtient:

he | . . h 41 . 1l
(TC i RAj)Q™ = TCQ" — 2At(Dpve, ?)n, — 205 Sar(vy 2, 0% ). (1.116)

Or Ry est définie positive, donc: j,L Rarix = ||ix ||3zAt > 0, et par conséquent, le réel

h . .
?C +7J ; Ratix

est strictement positif. Cette derniere équation nous donne donc Q™*!, et puisqu’on connait
egalement q”+1, on connait désormais qh+1 La derniere équation de (1.113) nous donne enfin

n+i
Ve 2.

Finalement, la résolution du schéma Sclp ne demande au total que I'inversion d’une ma-
trice tridiagonale symétrique définie positive a chaque pas de temps. Il nous faut calcu-
ler successivement :

1. vch par (1.111),

2. ¢t en deux étapes par (1.114), en inversant C}, puis (1.116)

1
3. v?jz par la derniere équation de (1.113)

1
4. 1}2+ ? par la deuxiéme équation de (1.109)
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Analyse du couplage plaque-corde

Remarque 1.19 En fait, si 'amortissement visqueux sur la corde était nul, ce systéme serait entie-

rement explicite, puisqu’on aurait alors :
1 _ arq
C, = My,

et M} est diagonale.
Remarque 1.20 On pourrait appliquer la méthode de résolution par point fixe du probleme amorti

présentée a la section 4.2.4.c pour inverser I'équation (1.114), mais puisqu’ici la matrice a inverser
est tridiagonale définie positive, cette technique ne présente pas d’intérét, si ce n'est pire.

14.5b Résolution du schéma S,

La résolution du schéma Sgp est en fait tres proche de celle du schéma S Clp. Rappelons que ce
probleme, donné en (1.66), s’écrit a présent:

( n+1 n n+1 o1
v - + g + vy n+l
Mg+ _p, 9 b RoMgie T len _ grta
AL 7 h™9 o
n+1 o1 n+1
a, " — 4 +ve, g tan T on+l
M A + Dy Ve, 5 Ly = ——" = Jxvp, * =0, (1.117)
11 _1 1 n+1 o qn 1
| U 2 = Sailv 2,0 2) — RAtJK(Tth)'

Cette fois ci, on ne peut plus découpler la derniere composante de g, des autres. Néanmoins,
ce systéme se ramene lui aussi a I'inversion d’une matrice tridiagonale définie positive. On
réécrit le systeme précédent sous la forme:

At
n+1 _ MEY1D, gt _ =
Vey, 2(1 + RCAt/Q)( ) hdp, Vey, 5
At At +1 B
= Drvgt +(Mq + 5 Ian AT = G, (1.118)
R ot = Uk,
2At
ol on a posé:
(. _1-RAt2 At Dhq
= ME h
Yo =TT RAy2 T U RAy) MR (o SEAR)!
. At _ AtDy
Y = (M-S g OV Tl (1.119)
. -1 -1 1
| Uk = Sar(vx 2, 0% )+ AT —RarJeq

Notons l1, I3, I3 les trois lignes de ce systéme. On calcule alors:

(2) ~ LDT (1) + AT (1),
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1.4 Discrétisation temporelle

On obtient:

At?

At
q
(Mh 10+ RALD)

At 5 JERak
2

Dy (M§)™' Dy, + 5

L dt . .
LZ—}— ) gy +1=qn— iD,—{vch—l—AtJ;—vK.

(1.120)

Il nous faut donc inverser la matrice :

A¢? At
C: = (Mg D (M) 'Dy+ =L +

IR«
4(1 + R.At/2) 2

2

Compte tenu de la structure particuliere des matrices M M s D, Lf, Jx et Rat, on vérifie
aisément que cette matrice est elle aussi symétrique, définie, positive. tridiagonale (cf. section
1.3.2.c). En particulier, on vérifie que le seul élément non nul de la matrice J ;(r RatJx est le
dernier élément de la diagonale (il vaut ||jx ||R2A ) )-

n+1

Connaissant g "', on peut alors calculer explicitement v?!

1
TL+§ N T o
e etvg ? alaide de la premiére

1
et la derniere équation de (1.118) respectivement. Pour finir, il reste a calculer A par la
deuxieme équation de (1.109).

Finalement, la résolution du schéma S2, ne demande lui aussi que I'inversion d’'une ma-
trice tridiagonale symétrique définie positive a chaque pas de temps. Il nous faut calcu-
ler successivement :

1. ¢! par (1.120) en inversant C2,
1
2. ’U?fj_ * par la premiere équation de (1.118),

1
3. v2+2 par la derniére équation de (1.118),

1
4, @Tz ar la deuxiéme équation de (1.109)
p q

Remarque 1.21 Notons que contrairement au schéma S, la matrice C} n’est pas diagonale lorsque

I'amortissement visqueux est nul. Il faut donc I'inverser dans tous les cas.

1.4.6 Conclusion

Au total, le cotit de la résolution des deux schémas S}, et S2, est simplement celui de I'in-
version d’une matrice tridiagonale symétrique définie positive a chaque pas de temps. Une
telle inversion est trés peu cotiteuse, d’autant plus que cette matrice est de petite taille (égale
au nombre de points du maillage de la corde) par rapport a 'ensemble du probleme. En
pratique, on calcule sa factorisée de Cholesky au début des itérations et on résout le systéme
par descente remontée a chaque pas de temps.
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Analyse du couplage plaque-corde

Nous avons choisi de coder le schéma 57, car il est un peu plus aisé & mettre en ceuvre. 11
requiert en effet un peu moins de manipulations, ce qui sera d’autant plus appréciable pour
la résolution du modele complet de guitare. En outre, si on annule le couplage entre la corde
etla plaque, le schéma S, est exact, puisqu’il s’agit alors de la méthode des caractéristiques,
alors que le schéma S7, est dispersif, comme on I’a vu a la section 1.4.4.
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Analyse du couplage plaque-air

Chapitre 2

Analyse du couplage plaque-air

Abordons a présent le couplage entre la table d’harmonie et 1’air environnant.

Ce probléme d’interaction fluide-structure, posé dans un domaine de géométrie complexe
est un probleme tridimensionnel de grande taille. C’est par conséquent la partie la plus limi-
tante de ce calcul numérique. On commence par montrer les avantages et inconvénients des
méthodes de discrétisation spatiale usuelles, a savoir la méthode des différences finies et la
méthode des éléments finis (section 2.1).

Afin de préserver l'efficacité des différences finies pour la résolution d’un probleme de cette
taille tout en approchant précisément la géométrie du domaine, on utilise une méthode de
domaines fictifs (section 2.2), proposée par Glowinsky pour résoudre le probleme du lapla-
cien stationnaire [37] et adaptée ici des travaux de Leila Rhaouti sur la modélisation numé-
rique de la timbale [54].

Cette méthode fait disparaitre la guitare du domaine de calcul du champ acoustique, ce qui
permet d’utiliser un maillage cubique régulier qui conduit en pratique a une méthode de
différences finies centrées d’ordre 2. La guitare est en fait réintroduite dans le calcul par I'in-
termédiaire d’'un multiplicateur de Lagrange vivant sur la surface de la guitare. La contre-
partie a payer est d’avoir a inverser a chaque pas de temps une matrice symétrique définie
positive de la taille de cette inconnue surfacique a chaque pas de temps.

Apres avoir décrit les éléments finis usuels utilisés pour 'approximation des espaces in-
tervenants dans la formulation en domaines fictifs (section 2.3), on propose un schéma de
résolution en temps : méthode pseudo-spectrale pour la plaque et différences finies centrées
explicites pour 1’air. On montre ensuite un résultat de stabilité du schéma obtenu.

On termine ce chapitre par la présentation de la résolution effective du schéma.

Présentation du probleme

Le mouvement de la plaque est décrit par sa flexion, notée u,(z,y,t), définie dans w x R,
ol w est le domaine occupé par la plaque. Nous considérons ici le cas général d'une plaque
amortie, encastrée sur une partie de son bord 7y, et soumise a une condition de bord libre
le long de l'autre partie, ;. Les vibrations de 'air sont décrites par la pression acoustique,

259



Analyse du couplage plaque-air

notée p(z,y, 2, t) et la vitesse moyenne des particules, notée v,(z, v, 2,t), qui est un vecteur
a trois dimensions, définies dans Q2 = R3 \ T, ou1 T est la surface de la guitare. Rappelons que
cette derniére est décomposée en deux parties, w, la table supérieure et ¥, le reste du corps
de la guitare.

On suppose que 'on exerce sur la plaque un effort surfacique, vertical, d'intensité f, (histoire
de mettre le systéme en vibration, il faut bien lui fournir un peu d’énergie). Le mouvement
des inconnues u,, p et v, est alors régi par le systeme d’équations suivantes, présentées au
chapitre 1:

ppOiup + divDiv M + Ryppup = fp — [p]),, dansw,

M+C(1+ n%)g (Vup) =0, dansw, @.1)

up = Optup = 0, suryy, (Mmn).n =0, surqy,
(Div M).n+ 0, [(Mn).r] =0, sury,

( 820,
Pa ot

op

) Naat

+Vp=0, dansQ

+divv, =0, dans( 2.2)

ou
v, (2,9,0,t) - e, = = F(z,9,1), surw

ot
\ Xa(.T,y,Z,t)'MZO, sur %,

ot [p]|, désigne le saut de pression a travers la table d’harmonie de la guitare.

I convient aussi d’ajouter des conditions initiales que nous supposerons nulles:
up(z,y,0) =0, duy(z,y,0) =0, dans w,

(2.3)
p(z,y,2,0) =0, v,(z,9,2,0), dans Q.

On a l'estimation d’énergie suivante:

le
@: /O foOuuy, (2.4)

eW =5 [ mionl+3 [ Ce@w) @) +3 [ bl +5 [ pabol. @3

N =

2.1 Avantages et inconvénients des méthodes usuelles

2.1.1 Laméthode des éléments finis

Dans cette section, nous supposerons, pour alléger les écritures, que I’amortissement est nul
et que la plaque est encastrée sur tout son bord (ie. y; = 0).
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2.1 Avantages et inconvénients des méthodes usuelles

Suivant la démarche que nous avons adopté jusqu’ici, le plus naturel est de chercher a déter-
miner une formulation variationnelle primale de ce probleme Pour cela, on commence par
éliminer la vitesse v,, de I'équation des ondes acoustique, de mainiere a obtenir une simple
équation des ondes scalaires. Mais il faut alors réécrire les conditions d’interaction fluide
structure (c’est a dire les deux dernieres équations de (2.2)) a l'aide de la pression acous-
tique. Il suffit de les dériver par rapport au temps, puis d’utiliser la premiére équation de
(2.2). On obtient:

2

1op _ Fwp v,
1 9p ’
— = 3.
oo ON 0, sur

D’autre part, il nous faut bien stir écrire une formulation variationnelle qui soit compatible
avec la méthode mise en ceuvre pour la résolution du probléeme de Kirchhoff-Love, présen-
tée a la partie II. On réécrit donc le probleme (2.1, 2.2) sous la forme suivante, a I'aide des
inconnues v,, M etp:

( ppOivp +divDivM = f, —[p]),, dansw,
y oM —Cg(Vvy) =0, dansw, (2.7)

\ vp = Opvp = 0, sur g,

( 82]) 5
W — CaAp = 0, dans Q,
1 0p 0vp
¢ __"P , 2.8
P 50 Surw (2.8)
1 0Op
— = .
| 5 ON 0, sur

Pour obtenir la formulation variationnelle de ce nouveau probleme, il nous faut tout d’abord
décomposer le domaine €2 en deux parties, l'intérieur de la guitare, noté Q;, et 'extérieur,
noté Q.. On multiplie la premiére équation de (2.8) par une fonction test p* € P, supposée
suffisamment réguliere et on effectue une intégration par partie a 1'aide de la formule de
Green, sur les deux parties €2; et ), du domaine (2. On ne précise pas le détail de ces calculs
qui sont sans surprise. D’autre part, on procéde comme a la section 1.3.1.c pour obtenir la
formulation variationnelle de (2.7). On aboutit ainsi au probléme variationnel suivant:

( Trouver vy, : [0,7] =V, M :[0,T] —» Xetp:[0,T] — P, tels que:
d
—/ppvpv;—/@M Ny = | fpuy —/[p]wv;, Vv, €V,
dt J, w T w w

{ d i ) . . (2.9)
—/AM:M +/ ivM*-Vu, =0, VYM* ek,
aJ, — — w = =

d? / / 1 d/
- *+ —Vp-Vp* + — *li,vp =0.
Cdt? Jo,un. fabP ;U0 pat T T w[p Jov

Q=0Q;UQ,
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et:
V=Hjw) et X=(H(w)*

(2.10)
P=HY(Q)=HYR\T).

Remarque 2.1 Les conditions sur la surface de la guitare apparaissent donc comme des conditions
aux limites naturelles de cette formulation, puisqu’il s’agit en fait de conditions de type Neumann
(c’est parce que le flux de pression est nul a travers le corps de la guitare ¥ que l'intégrale de bord ne
porte que sur w). On notera que le saut de pression est bien nul au niveau du trou, par continuité de
la trace d'une fonction de H () sur le disque qui ferme la rose.

En fait, le principal soucis de cette formulation variationnelle est lié au fait qu’il s’agit d'un
probleme tridimensionnel. En effet :

e L'approximation conforme de H' () exige la construction d’un maillage de Q. Compte
tenu de la géométrie de l'instrument, cela veut dire qu’il faut construire un maillage
tétrahédrique de Q. et de Q; (voir figure (2.1), qui est en 2d, pour des raisons évidentes
de représentabilité). La génération de tels maillages, si elle est aujourd’hui facilité par
I'existence de mailleurs de plus en plus efficaces et rapides, demande un travail long
et difficile si on veut obtenir un résultat de qualité.

FIG. 2.1: Maillage triangulaire conforme de Q) = ;U prenant en compte la géométrie de la guitare.

o Il faut stocker tous les coefficients de la matrice de raideur obtenue lors de ’approxima-
tion spatiale de la derniére équation de (2.9). En fait, cela veut dire que 'approximation
du laplacien que I’on construit par cette méthode dépend du point du maillage ot1 I'on
se trouve. Mais comme il s’agit d’un probléme tridimensionnel, la taille de cette ma-
trice peut rapidement devenir trés grande (elle serait typiquement de l'ordre de 10°
lignes). Ainsi, méme si par essence la méthode des éléments finis conduit a des ma-
trices trés creuses, elle est tout de méme trés gourmande en stockage. En outre, il faut
accéder a chaque pas de temps a 1’ensemble de tous ces coefficients en mémoire, ce qui
induit des temps de calcul tres longs lorsque le nombre de pas de temps est important.
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2.1 Avantages et inconvénients des méthodes usuelles

e Compte tenu de la taille du probléme, il est bien stir hors de question d’utiliser un
schéma de discrétisation en temps implicite. Mais s’il est envisageable de mettre en
ceuvre une technique de condensation de masse de maniere a obtenir un schéma expli-
cite, la condition de stabilité imposée par un tel schéma dépend fortement du maillage.
Pour un peu que certains tétrahedres soient petits, cette condition de stabilité peut
conduire a un pas de temps petit également, et donc encore a un surcotit de calcul (on
retrouve ici la nécessité de construire un maillage de qualité; mais cela n"a absolument
rien d’évident de réussir a construire un maillage le plus homogene possible).

L'intérét de cette formulation est qu’elle prend en compte trés précisément la géométrie com-
plexe de l'instrument, puisque celui ci est maillé a ’aide de tétrahedre. En outre, et ce point
est également fondamental, la stabilité du schéma discret est assurée grace a une propriété
de conservation de l'énergie similaire a (2.5), obtenue a 1’aide des propriétés d'un tel schéma
induites par 'approximation variationnelle.

2.1.2 Laméthode des différences finies

Pour résoudre un probléme tridimensionnel en étant un tant soit peu efficace, il faudrait
utiliser la méthode des différences finies. En effet, les défauts de la méthode des éléments
finis présentée ci dessus disparaissent, tout simplement.

Cette méthode s’appuie sur un maillage régulier, composé de petits cubes, qu’il est trivial de
construire. Et puisque ces cubes sont tous de méme taille, on controle aisément leur pas, et
par conséquent le pas de temps imposé par la condition de stabilité. Enfin, la régularité du
maillage est telle que I’approximation du laplacien ne dépend pas du point ot1 on se trouve,
ce qui veut dire qu’aucun stockage n’est nécessaire, et par conséquent, les calculs a chaque
ne requierent pas d’acces superflus en mémoire.

FIG. 2.2: Maillage régulier 2, approchant la géométrie de I'instrument par des marches d’escalier.

Malheureusement, on ne peut pas mettre en ceuvre cette technique ici, justement a cause
de la régularité du maillage, qui approche trop grossierement la géométrie du probleme,
comme on peut le voir sur la figure (2.2). Le fait d’approcher la forme de la guitare par
une une surface en marche d’escaliers entraine 1’apparition de diffractions parasites sur les
bords artificiels de I'instrument. Pour remédier a ce probleme, il faut avoir recours a un
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maillage tres fin, ce qui entraine un un surcofit inenvisageable. Un exemple numérique qui
met en évidence ce phénomeéne de diffraction parasite est présenté dans [18]. On pourrait
éventuellement chercher a écrire les conditions au bord de I'instrument par une méthode de
pénalisation, mais cette technique n’est pas tres robuste.

D’autre part, I'écriture d'un schéma stable couplant I'équation des ondes acoustiques a I'équa-
tion de plaque n’a rien d’évident. L'idéal, pour assurer la stabilité d"un tel couplage au ni-
veau discret, est de pouvoir s’appuyer sur une propriété de conservation ou de décroissance
de l'énergie, et pour cela, la méthode des éléments finis est reine.

2.2 Une formulation en domaines fictifs

Finalement, ni la méthode des éléments finis, ni la méthode des différences finies n’est satis-
faisante, soit parce que c’est trop cotiteux, soit parce que la géométrie du probleme n’est pas
suffisamment bien prise en compte. La méthode des domaines fictifs, apparait comme un
compromis entre ces deux techniques.

L'idée est de faire disparaitre la guitare, ce qui permettra de mailler réguliérement le do-
maine du champ acoustique, et d’obtenir par conséquent un schéma de type différences fi-
nies, tres efficace. Concrétement, on réalise en fait un prolongement des inconnues du champ
acoustique v, et p a R? tout entier. Les conditions au bord de Iinstrument sont alors prises
en compte de fagon faible, par l'intermédiaire d’un multiplicateur de Lagrange, noté A, qui
s’interpréte comme le saut de pression a la surface de I'instrument. Il suffit de construire un
maillage surfacique de la guitare pour approcher A, ce qui est d’autant plus aisé ici qu’il s’agit
d’un cylindre. Ainsi, on prend en compte de maniére trés précise la géométrie du probléme.

Enfin, cette méthode repose sur une formulation mixte du probleme d’interaction fluide-
structure, pour laquelle on a une propriété de conservation de I'énergie, qui nous permettra
d’assurer la stabilité du schéma discret.

Cette technique s’appelle a juste titre méthode de domaines fictifs, puisque la guitare (fictive)
n’apparait plus dans le maillage du domaine du champ acoustique. Elle a été proposée par
R.Glowinsky, T.W. Pan et ].Perriaux pour la résolution du probléme stationnaire de Dirichlet
intérieur (voir [37]), puis généralisée aux problemes d’évolutions par F. Collino, F. Millot
et P. Joly (voir [18]) et appliquée a de nombreux cas (voir par exemple [54], [34] ou [63]). I
s’avere qu’elle est bien adaptée pour des problemes aux limites de type Dirichlet. Comme les
conditions d’interactions fluide-structure (2.6) sont en fait de type Neumann, la formulation
adéquate de I’équation des ondes acoustiques est en vitesse-pression (p et v,,) .
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2.2.1 Formulation variationnelle

Il nous faut donc maintenant écrire une formulation variationnelle du probléeme suivant,

écrit a l'aide des inconnues v,, M, pet v, :

( Ov e ov.
oy — divDivM + Rypp— = fp = [p],, dansw

M +Ceg(Vyy) =0, dansw,

=0, sur~y,
‘p 70 .11)

[ (DivM).n+ 0;[(Mn).r] =0, sury,

paaazt“ +Vp=0, dans®

op | ..
) uaa +divv, =0, dans{} (2.12)
Xa(way)(Lt) “ €, :’Up(xayat)7 sur w

\ xa(ac,y,z,t)-ﬁzﬂ, sur 3.

e Pour voir comment on peut définir un prolongement de v, et p a tout R?, commengons
par écrire une formulation variationnelle de (2.12). On multiplie la premiere équation par
une fonction test v € W, suffisamment réguliere, et on effectue une intégration par partie a
’aide de la formule de Stokes sur les deux parties 2; et 2, du domaine 2. Puis on multiplie
la seconde équation de (2.12) par une fonction test p* € P et on integre simplement sur 2. On
obtient (rappelons que N désigne la normale extérieure a la guitare, c’est a dire la normale
extérieure a 2;):

d
d—/ za-zz—/ pdivzz—/[phrzz-ﬂzm Vv, €W,
dt ;U0 QU0 r (2.13)

— pp* + / p*divv, =0, Vp*eP,
dt Q;UQe Q;UQe

ou [p]r désigne le saut de pression a travers la surface de I'instrument, soit, I'indice 7 dési-

gnant 'intérieur et I'indice e I'extérieur :

[P]|r = (Pe)\r - (pz')|r= (2.14)

e A cestade, pour pouvoir calculer le saut de pression [p]r, il faut encore connaitre la valeur

de la pression de part et d’autre de la surface de la guitare, ce qui implique de construire un
maillage de Q, c’est a dire un maillage de €2, et de 2;. On considere alors ce saut de pression
comme une inconnue supplémentaire, ce qui revient a introduire 1'inconnue surfacique
A= [P]|r-

e D’autre part, on ne peut pas traiter les conditions sur la surface de I'instrument comme
des conditions essentielles introduites dans 1’espace W, car ici encore, cela nous obligerait
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a construire un maillage de €2. C’est pourquoi on écrit ces conditions sous une forme varia-
tionnelle, obtenue en multipliant les deux derniéres équations de (2.12) par une fonction test
A* € L, supposée suffisamment réguliere:

/ upA” = / X'y, N =0,V)\" € L. (2.15)
w T

e 1l est alors naturel de prendre p dans L%(Qe U €;), qui se prolonge naturellement sur
R3, puisque I' est de mesure nulle. D’autre part, on prend v,, dans H(div, Q. U £2;), qui se
prolonge naturellement a R?® par continuité de la composante normale. Puisque la trace des

fonctions de H(div, R?) sur I est dans H -2 (T), I'espace naturel dans lequel il faut choisir A
est H2 (T). Plus précisément, le saut de pression étant nul le long de la rose, ie. sur le bord -y;,

1 1
il faut prendre A dans Hg,(T'). Comme HZy(T') C L?(w), la formulation faible (2.15) a bien un
sens.

e Enfin, on procéde comme a la section 1.3.1.c pour obtenir la formulation variationnelle
de (2.11). On aboutit ainsi au probléme variationnel suivant:

[ Trouverw, : [0,7] =V, M : [0,T] — X,
p:[0,T] =P, v, : [0, T] = W, et A:[0,T] — L, tels que:

-I—Rp/ppvpv; :/fpv;—/v;)\|w, Vv, €V,
w w w

< d d
%/ Ag : g* + (1 + n%) |:/ @g*-z% + <8T[(&*ﬂ)'z]7vp>’n:| = 07 v&ﬂ € Xa
w w
i/ paza-zz—/ pdivvy — (vi - N,\)r =0, Vv, €W,
dt R3 R3
d
—/ traPP” +/ p*divv, =0, Vp* € P,
dt R3 R3
/ UpA* — (v - N, A)r =0, VA* e L.
\ w
(2.16)

ot (., .),, désigne le crochet de dualité défini sur H ~3 (v)x H 2 (m), (.,.)r désigne le crochet
de dualité défini sur H 2 (T) x H> (T), et:

V={v,€H (w); v, =0sury},
X={H'w)"; Mn).n=0sury},

P = L*(R%), (2.17)
W = H(div,R?),

1
L = Hgy(T).
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2.2.2 Quelques propriétés de cette formulation variationnelle

On définit les formes bilinéaires continues suivantes :

My, (Vp, V) = / PpUply,  VUp, vy € H(w),
w

(M, M) = / AM : M*, VM, M* e (H' W),

B(M,0p) = [ Div M Ty + (@ [(M)2l, 0, Vo € '), M€ (' (@)
.

by A) = / oA Vop € HY(w), \ € H (D),
.

M (o)) = [ piva ¥ Vaevi € H(dw R,

my(p,p*) = /RS papp”, Vp,p* € L*(RY),

d(vg,p) = / pdivv,, Vv, € H(div,R*),p € L*(R?),
IR3

br(va, A) = (v, - N,\)r, Vv, € H(div,R3), A € H2(T),

(2.18)
ce qui permet de réécrire le probléme (2.16) sous la forme abstraite suivante :
[ Trouverw, : [0,7] =V, M : [0,T] — X,
p:[0,T] =P, v, :[0,T] =W, et X:[0,T] — L, tels que:
d * * * * * *
Emvp(lupa Up) - h(gavp) + Rpmvp(vpa Up) = (fpalup) - bw(vpa )‘)7 VIUp € V,
d
$ Zmad M, M) + (L+ 0 2h(M"0,) =0, VM' € X, (219)
d y *
71we (Va» Vo) — (v, p) —br(vg, A) =0, Vv €W,
d
5w (@,77) +d(v,, p%) =0, Vp* € P,
L Do (vp, A*) — br(v,, A") =0, VA* € L.

Il s’agit d’un probléme mixte non standard dans lequel intervient un triple multiplicateur
de Lagrange (vp,p,A). L'analyse rigoureuse du caractére bien posé de cette formulation
mixte selon la théorie de Babuska-Brezzi n’a rien d’évident. En particulier, 'obtention de
la condition inf-sup dans le cas d'un multiplicateur de Lagrange multiple n’est pas immé-
diate, comme on peut le voir dans la démonstration proposée par C. Tsogka dans le cas de la
formulation en domaines fictifs de 'équation des ondes scalaires ([63]). En outre, le fait que
la formulation mixte de 1’équation de plaque seule ne vérifie pas les conditions standards de
la théorie des mixtes n’arrange pas les choses. On peut toutefois vérifier les critéres suivants
dans le cas de notre probleme:

267



Analyse du couplage plaque-air

Lemme 2.1 o La forme bilinéaire b définie par :
b((0,¥4), X) = b (vp, A) + br(v,, A), Yo, € HY(w), v, € H(div,R*), A € H3(T),
(2.20)
vérifie la condition inf-sup, c’est a dire :
Ik >0, inf sup b((vp, ¥), A) > k. (2.21)
)\EH%(T) vp€EH () ||(Upaza)”H1><H(div) H/\HH%
v, €H(div,R?)
o La forme bilinéaire g vérifie la condition inf-sup, c’est a dire :
k>0, inf sup dvarp) 5 (2.22)
"pEL2(R?) y v, E€H(div,R3) Vol zaivy 121 22
e La forme bilinéaire m., est coercive sur le noyau a gauche de d, c’est a dire :
Fv > 0,my, (¥4, V,) > V||V, 5div); VY, € ker D, (2.23)
oit:ker D = {v, € H(div,R®) ; d(v,,p) =0, Vp € L}(R3)}

> PREUVE : Par continuité des formes bilinéaires b, b,,, br et d, on définit classiquement
les opérateurs continus B, B,,, Br et D par:

(B(vp, vo)s V& = b((0,¥,),A), Vo, € H'(w), v, € H(div,R®), A € H(T),

By, W1 = bu((vp,v,),A), Vo, € H'(w),v, € H(div,R®),\ € H%(F),
(2.24)

{
(Brv, \r = br((1p, ¥,), ), Vop € H' (), v, € H(div, B®), X € H*(D),
(Dv,,p) = b((v,,v,),N), Vv, € H'(w),v, € H(div,R®),\ € H(T).
On observe que Br n’est autre que I'opérateur de trace normale défini de H(div, R*) dans
H~2 ("), qui est surjectif (voir par exemple [61]). Comme on a:
Yo, €v,, B(vp,v,) = B,v, + Bryv,, (2.25)

la surjectivité de B découle tout simplement de celle de Br. D’autre part, D n’est autre que
'opérateur de divergence défini de H(div, R®) dans L?(IR*) qui est lui aussi surjectif.

Les conditions inf-sup (2.21) et (2.22) sont alors une simple conséquence du lemme (2.6)
D’autre part, le noyau a gauche de d, qui n’est autre que ker D, est I'ensemble des champs
de H(div,R?) a divergence nulle. La coercivité de m,,, sur ker D découle alors de:

”!a”H(dlv) - Hva”%2 = My, (va7va)

Vv, € ker D.

(2.26)

<
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2.3 Discrétisation spatiale

Afin d’établir une approximation spatiale du probléme (2.19), on introduit les espaces de
dimension finie suivants:

VhCV, XyCX, WyCW, P,CP, LpCL. (2.27)

Le probleme semi-discrétisé en espace s’écrit alors:

[ Trouver vy, : [0,T] — Vy, M, [0, T] — A,
qn [0, T] = Pp, vg, [0, T] = Wh, et Ap : [0,T] — Ly, tels que:

d * * * * * *
e (Vpr» V) — BM,,vp.) + By, (vp,5v5,) = (Fp, ) — bu(vp,5 An), - Vg, € Vi,
d . d X ¥
4 EmM(gmgh) + (1 + W%)h(&hﬂph) =0, Vgh: € A,
d * * * *
%mva (Xah7!ah) - d(zah’ph) - br(!ah’ )\h) = O’ v!ah € Wh7
d * % *
Emp(ph:ph) +d(v,,,ph) =0, Vpp, € Pp,

buJ(UPm AR) — bl‘(Xah, AR) = 0.VA} € Ly
(2.28)

Remarque 2.2 Le caractere bien posé et la consistance de cette approximation reposent entre autres
sur la vérification de conditions inf-sup discrétes et de coercivité discrete similaires a celles obtenues
dans le cas continu. Nous revenons plus en détail sur cet aspect i la section 2.3.2.d en ce qui concerne
la condition inf-sup discrete liée a la formulation en domaines fictifs et a la remarque (2.4) en ce qui
concerne la la condition inf-sup discréte et la coercivité discreéte de la formulation mixte de I'équation
des ondes acoustiques

Ecriture matricielle Soient n, la dimension de V},, n,, la dimension de A}, n,, la dimension
de Wj, ny, la dimension de P, et n) la dimension de Lp,.

On introduit une base de Vj,, notée (¢m)i<m<n,, une base de &%, notée (§ )i<p<n,,, une
<m< 5, J1sps

base de W}, notée (®;)1<i<n,, , une base de Py, notée (V)1<x<n,, et une base de L, notée
(Ar)i<r<n, -
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On est alors amené a résoudre le systeme différentiel suivant:

( d
le Zzt)h - Hl;r&h + RpM/fvph = for —
aM d
Mt == + (14 n ) Hywp, =0,
{ dv,,
My dt — Gy — (Br,) "M =0,
d
MPe fh +Glv, =0,
\ Bthph - Brhzah =0.

(Bwh )T)‘h)

ot AT désigne la transposée d’une matrice A et:

(Mjf)mn = / PpPm®Pn, 1< m,n<mny
w
(M}ivt)pq: Agg: ]-Sp5qgnM

(M}?)ij = /3Pa9¢'ij, 1<4,5 <ny,
R

(MP) = /3 pa V¥, 1<k, 1< n,
R

(Hp)pm = / @gp-ﬂpm + <87[(§p@)-z],90m)7,, 1<p<mny, 1<m<ny,
P S

(fph)m = / fp‘Pma ]- S Z S np7
w

(Gh)i,k = /]R3 divifiqlka 1 S 1 S Mg s 1 S k S ’n'pa

(Bwy )rom = / omArjw, 1<m <y, 1<71<ny,
w
(Bl‘h)r,i:<gi'M7A'r>I‘7 1S‘i§ﬂya, 1 S’I‘Sn)\,

2.3.1 Approximation des espaces H'(w) et (H'(w))*

(2.29)

(2.30)

Pour l'approximation par éléments finis des espaces V et &, on utilisera I’approximation
P, — P4 présentée a la section 2.1. Rappelons en particulier que celle ci conduit, grace a la
technique de condensation de masse, a une matrice de masse M} diagonale et a une matrice

de masse M}* diagonale par blocs 4x4.

2.3.2 Approximation des espaces L2(2), H(div, Q) et H2(I)

2.3.2.a Restriction a un domaine borné: les conditions aux limites absorbantes

Il nous faut approcher les espaces H(div, R?) et L2(R?), ce qui est numériquement inenvisa-
geable, puisque R? étant un domaine non borné, il faudrait construire un maillage de dimen-
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sion infinie. Le domaine de calcul est alors artificiellement borné et il convient de déterminer
un traitement spécifique des frontieres artificielles ainsi introduites.

Pour cela, il existe essentiellement trois méthodes:

e Les méthodes intégrales reposent sur la connaissance d’un noyau de Green et per-
mettent de poser le probléme uniquement sur la frontiere qui borne artificiellement le
domaine.

e La technique des couches parfaitement absorbantes (PML, pour Perfectly Matched
Layered), introduite par Bérenger [4], consiste a entourer le domaine de calcul par un
milieu artificiel dans lequel les ondes sont atténuées,

e La technique des conditions aux limites absorbantes (CLA), introduite par B. Engquist
et A. Majda [24] dans les années soixante-dix, consiste a adjoindre aux équations une
conditions aux limites définie sur le bord artificiel déterminée a 1’aide d"une approxi-
mation de la condition transparente définie sur ce bord.

Nous avons choisi ces dernieres dans le cas d'une approximation d’ordre élevée de la condi-
tion de transparence, proposée par E. Collino (voir [17]), essentiellement pour leur simplicité
d’utilisation. Ces conditions aux limites s’incorporent sans difficulté dans notre probléme.
Dans un soucis de simplicité et de clarté de présentation, elles ne sont pas présentées ici.

Ainsi, les calculs sont restreints a un parallélépipede rectangle entourant la guitare, que
nous noterons encore 2. Il nous faut a présent construire une approximation des espaces
L*(Q) et H(div, ). On introduit pour cela un maillage Q; de Q en petits cubes d’aréte h,,.
Un tel cube est noté C.

2.3.2.b Les éléments finis de Raviart-Thomas

e On approche L?(f2) a 'aide de I'espace d’éléments finis de Lagrange discontinus d’ordre
0, défini par:

Py = {ph € L*(9) ; phc € Qo,VC € Qh} (2.31)

Les degrés de liberté de cet espace sont tout simplement les valeurs au centre des cubes de
Qp, (voir figure (2.3)).

,,,,,,,,,,,,,,,

/

FI1G. 2.3: A gauche, le degré de liberté de I'élément fini de Lagrange Py discontinu — A droite, les
degrés de liberté de I'élément fini de Raviart-Thomas de bas degré
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e D’autre part, on approche H(div,) a l'aide de I'espace d’éléments finis de Raviart-
Thomas de bas degré (voir par exemple [50]), défini par:

Wi = {v,, € Hdiv,2); v R(C),YC € 2 (2.32)

O |C <

ou R(C) désigne 'espace des polyndmes définis sur le cube C par:

Oy + /Baﬂ:
R(C)=< v =|ay+Byy | ; oz B oy, By, 08, ER Y = Q100 x Qo,1,0 X Qo1 (2.33)
oy + ﬂzz

out Q; j désigne I'ensemble des polynomes de trois variables de degré inférieur a i en la
premiere variable, inférieur a j en la seconde variable, et inférieur a k en la troisieme variable.

On vérifie que la composante normale de tout champ v, appartenant a R(C) est constante
sur chaque face, ce qui permet de controler la continuité de cette composante et assure que
’espace W), est bien un sous espace de H(div,2). Les degrés de liberté de cet espace sont
donc les valeurs de la composante normale du champ sur chaque face du maillage. Ils sont
représentés schématiquement sur la figure (2.3).

Remarque 2.3 A titre indicatif, rappelons que l'expression des fonctions de base sur le cube unité de
référence, noté C, sont données par :

Ql(lﬂ,’y,Z) = (’Z‘ - ]-)Q;m QQ(Z‘,]},Z) = Ty,
QS(‘T,ya Z) = (y - l)gya g4(yaya Z) = Y&y, (234)
QS(‘Tayaz) = (z - 1)§za gﬁ(zaya Z) = ZE;,

ot ®; est la fonction de base associée a la face i, pour 1 < 4 < 6. La face 1 est contenue dans le plan

d’équation x = 0, la face 2 dans le plan x = 1, la face 3 dans le plan y = 0, la face 4 dans le plan
y =1, la face 5 dans le plan z = 0,la face 6 dans le plan z = 1.

Remarque 2.4 Ce choix d’espace d’approximation vérifie la conditions inf-sup discréte uniforme
associée a la forme bilinéaire d, c’est a dire (voir [50]) :

d(v,, ,
Jkg > 0, inf sup (Vay » )

> ko, (2.35)
PrEP Vo, EWh ||Xah||H(div) thHL2

et aussi la condition de coercivité discréte uniforme associée a la forme bilinéaire m.,,, c’est a dire :
Jvg >0, My, (Kah > zah) > V()Hzah ||H(div)a Vzah € ker Dy, (236)

oir: ker Dy, = {Xah € Wh; d(Xah)ph) =0, Vpp € Ph}
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2.3.2.c Approximation de H 2 ()

On introduit un maillage triangulaire de la surface I', noté Gy, de pas hy. On approche alors
l'espace H 2 (T') al'aide des éléments finis de Lagrange continus d’ordre 1, c’est a dire:

Ln={M € C'T); i € Pi(K), VK € Gy} (2.37)

La présentation détaillée faite a la section 2.3.1.a de cet espace d’approximation dans le cas
d’un domaine plan se transpose sans difficulté au cas d’une surface. En particulier, 'intro-
duction de la condition de nullité sur le bord v; s’interprete comme un simple “rayage” des
degrés de libertés qui sont sur ;.

2.3.2.d A propos de la condition inf-sup discrete de la formulation en domaines fictifs

La consistance de la méthode des domaines fictifs repose sur la vérification de la condition
inf-sup discrete uniforme analogue a la condition continue (2.21). Il s’agit ici de vérifier:
br (v, An)

Jko > 0, inf  sup —an’ > k. (2.38)
MELL v, €W 1V, | 7 (aiv) ||)\||H%

En particulier, cette condition implique que le noyau de la matrice (Br, )" est réduit a {0},
ou en d’autres termes que la matrice (Br, )T est injective, ce qui assure 1'unicité du multipli-
cateur de Lagrange discret Ap,.

La démonstration de cette condition n’a rien d’évident. Elle repose sur une condition de
compatibilité entre le maillage ), du domaine acoustique et le maillage G;, de la surface

de la guitare. Cette condition s’écrit :
o)

ol « est une constante supérieure a 1. Plusieurs études théoriques ont été réalisées sur ce
sujet. Girault et Glowinsky ont montré cette condition dans le cas du probleme de Dirichlet
(voir [35]). Ils donnent une valeur universelle de « (ie. indépendante de Q2 et I'), mais proba-
blement pessimiste. Joly et Rhaouti [43] obtiennent, dans le cas du probléme de Neumann
qui nous concerne ici, une constante o supposée assez grande, mais qui n’est pas connue
explicitement, et qui dépend a priori des domaines 2 et I".

En pratique, on vérifie du point de vue numérique que la condition inf-sup discrete est véri-
fiée sous la condition:

hy > 1,1h,. (2.40)

Remarque 2.5 Ainsi, la condition inf-sup discrete nous impose de prendre un maillage en espace du
domaine acoustique suffisamment fin, puisque son pas doit étre inférieur a celui du maillage surfa-
cique de la guitare. S’agissant d'un probleme tridimensionnel, il faut prendre garde a ne pas le choisir
trop petit, au risque de rendre les calculs inabordables.

En pratique, pour simplifier le calcul de la matrice B,,,, on fait coincider la restriction du maillage
surfacique de la guitare Gy, avec le maillage Tp, du domaine w, occupé par la table d"harmonie (ceci
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nous évite d’avoir a calculer les intersections des triangles de ces deux maillages). Mais il nous faut un
maillage relativement fin pour prendre en compte les raidisseurs de la plaque dans notre modéle. Cette
coincidence des maillage surfacique liée a la contrainte sur le pas d’espace dans I'air nous empéche
de mailler la table d’harmonie avec toute latitude. Si on veut un maillage plus précis, il faut alors
effectuer le calcul des deux maillages surfaciques Ty, et Gy,

Remarque 2.6 Il est assez facile de comprendre que la condition inf-sup discréte uniforme repose sur
une condition de compatibilité des maillages de la forme (2.39). Rappelons que lorsque la dimension de
espace d’approximation du multiplicateur de Lagrange X, notée n y, est supérieure a celle de I'espace
d’approximation de la variable primale v, , notée n.,, il est évident que la condition inf-sup discrete
n'est pas vérifiée. En effet, la matrice (Br,)" est alors de taille n,,xny avec ny > n,,, et d'apres le
théoreme du rang, son noyau ne peut étre réduit a {0}.

L'exemple suivant, proposé dans la these de L. Rhaouti ([541), s’appuie sur une généralisation de cette
idée. 1l est présenté dans le cas bidimensionnel pour simplifier. Qy, est alors un maillage composé de
carrés et Gy, est un maillage composé de segments.

Supposons que 'un des carrés C du maillage 2y, contienne le support d’au moins cing fonctions
de base de 'espace Ly, ce qui revient d supposer que ce carré contient six segments consécutifs du
maillage Gy, (voir la figure (2.4)). C’est une maniére un peu radicale de ne pas vérifier (2.39).

Ay

Ag

Ag

As As

FIG. 2.4: Un exemple o1 la condition inf-sup discrete n’est pas vérifiée

Rappelons que la base de I'espace W, est notée (®;)1<i<n,, , tandis que la base de I'espace Ly, est
notée (Ar)1<r<n, . Quitte a renuméroter, nous pouvons supposer que les 4 fonctions de base de Wy,
non nulles sur le carré C sont numérotées de 1 a 4 et que les 5 fonctions de base de Ly, dont le support
est inclus dans C sont numeérotées de 1 a 5.

Puisque le support de (A, )1<r<5 est inclus dans C, ces 5 fonctions sont nulles hors du carré C. On
en déduit que:

(Bl‘h)m' = 0, Vl S T S 57 V5 S Z S nua- (2'41)
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En d’autre termes, la matrice (Brh)T a la forme suivante :

b
(Br,)" = ( 0) : (2.42)
0 B

oil b est une matrice de taille 4x5 et n’est pas injective. Par conséquent, (Br, )" n’est pas injective, ce
qui revient a dire que la condition inf-sup discrete n’est pas vérifiée.

2.3.2.e Condensation de masse

La matrice de masse M.* est diagonale dans la base canonique de 1’espace Pj. Mais la ma-
trice de masse Mj' ne possede pas cette heureuse propriété. Cette fois encore, on utilise la
condensation de masse pour réduire cette matrice a une diagonale, sans nuire a la précision
du schéma, en effectuant un calcul approché a 1’aide d"une formule de quadrature.

On a vu au chapitre 2 que 1'obtention de la condensation de masse pour les éléments finis
de Raviart-Thomas triangulaires sur maillage quelconque n’a rien d’évident. Dans notre cas,
nous ne sommes heureusement pas obligés de mettre en ceuvre une construction sophisti-
quée pour arriver a nos fins. En effet, la structure particuliere du maillage est telle que les
fonctions de base de 'espace W), vérifient des relations d’orthogonalité bien arrangeantes.

Deux fonctions de base définies sur le cube unité C, associées a des faces orthogonales entre
elles, sont orthogonales (voir (2.34)). D’autre part, si @; et &; sont associées a deux faces pa-

N

ralleles, on approche le calcul du coefficient (4, j) de M} a I'aide de la formule des trapézes:
[ puti-8; = B @00 - 3,(0) + 8,(0) - 3,(01), 2.43)

ott M; désigne le milieu de la face f, f € {i,5}, et on vérifie immédiatement que ce calcul
conduit a une matrice de masse diagonale.

Ainsi, en faisant abstraction des bords, on a:

MPe = pohd

h a'q>

. s (2.44)
My = pgh,.

Remarque 2.7 De méme que pour I'approximation spatiale de I'équation de corde, le fait de prendre
un maillage structuré du domaine acoustique conduit en fait a un classique schéma aux différences fi-
nies en espace de I'équation des ondes acoustiques. Les composantes normalesde v, = (va ,va,, V3, )
sont approchées par leurs valeurs au milieu des faces du maillage Qy, et py, est approchée par ses va-
leurs au milieu des cubes du maillage.

)
Ve )igriprs  Pr)ipdjripts = Ph)ivdgitpry
pa dt + h - 07
a
y — (pp)ii1 s
) pad(Xah)Z;;,j,kJr; 4 (Ph)i+;,j+;,k+;h (ph)z-}-%,J—%,k-l-% — 0, (2.45)
a
d(!zh)z‘+§,j+%,k (ph)i+§,j+§,k+§ - (ph)z‘+§,j+%,k—%
pa dt + h - 07
\ a
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et:

i( 1 +(X§h)i+1,j+§,k+%—(Xﬁh)z‘,j+§,k+§
’uadt Ph t+ 5.0+ 5.k+3 ha

Y Y
(Kah)1+%,.7+1,k+%h_ (Xah)z‘f'%a]:k"‘% (2.46)
a

(th)i—l—%,j—ké,k—kl - (Xgh)i+%,j+%,k

ha

_|_

2.4 Discrétisation temporelle

On effectue a présent la discrétisation temporelle du probleme semi-discrétisé en espace.
De méme qu’au chapitre précédent concernant I’approximation du couplage plaque-corde,
nous utilisons une technique de discrétisation en temps différente pour chacune des deux
équations. Une technique de résolution exacte pour 1'équation de plaque, présentée en détail
a la section 4.3, et une discrétisation plus classique par différences finies en temps pour
I'équation des ondes acoustiques.

2.4.1 Diagonalisation de I’équation de plaque discrete

On procede exactement comme au chapitre précédent. Il faut tout d’abord éliminer le mo-
ment fléchissant du systeme différentiel matriciel (2.29). On obtient:

,

d%v d dv df d\p,
MPZPh 4 (14 9p—)K Ry,MP—Ph — 2P _ (g TR
nggz T g Envp, + R My =p% = =g = (Bu) =55
dv
a_—0n o T —
! Mgy = CGren = (Bri) An =0, (2.47)
. dPn T
M? i + Gy v, =0,
\ B, vp, — Bphgah =0.
ol K, est la matrice définie par:
Ky = Hy(M{)"'H, . (2.48)

Pour la résolution de 'équation de plaque, il faut diagonaliser la matrice (M?)™!K},. Suivant
la démarche présentée a la section 4.3.4, on ne calculera que les premieres composantes du
vecteur vy, dans la base propre de la matrice (M?) !Kj,. Effectuons a nouveau quelques
rappels et notations:

Notation 2.1 On rappelle les notations et résultats suivants (cf. section 4.3) :

o On note:

* vpp les composantes de v, dans la base canonique des éléments finis,
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2.4 Discrétisation temporelle

* vy les composantes de vy, dans la base propre de Ky, déterminée ci dessus.

On tronque la vecteur v en ne considérant que les i, premiers modes. Ainsi, notant (x)1<i<n,
la famille des m,, vecteurs propres de ln matrice (MY) 'Ky, on effectue I'approximation :

Nip
Vi AU = ) VX (2.49)
i=0
et on confondra désormais vy et Uy
Ona:
PTK,P =D,
on:

x Dy = diag (\?) est la matrice diagonale des v, premieres valeurs propres de (M)~ Ky,
1<i<fi,

strictement positive, rangées dans I'ordre croissant,

x P est la matrice de passage tronquée. Elle vérifie la relation :
P'MIP=1, (2.50)
exprimant que la base propre est orthonormale pour le produit scalaire (., .) MP-

On note Ay = (R, I+n Dy), la matrice diagonale positive d’amortissement de la plaque. Plus
généralement, conformément a la note (4.3) on prendra

Ax = diag (a(N)),
1<i<iip

oll « est une fonction de Ry dans Ry donnée.

vy et vpp se se déduisent 'un de I'autre par les relations de changement de base :

Vg = IBTM,];'UEF et  vgp = ]SUK. (2.51)

Enfin, on pose :
By, = P'B,, (2.52)

Notons encore que malgré cette notation trompeuse, By, n'est pas la matrice représentant B,
dans la base propre tronquée . . .

Si la matrice B,,, est essentiellement creuse, comme le veut a la méthode des éléments finis, la
matrice By, n'a aucune raison de I'étre puisque P est pleine.

On multiplie la premiére équation de (2.47) par P'. D’autre part, on réécrit le terme de
couplage intervenant dans la derniere équation en fonction de vg, a 1'aide de (2.51). On
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obtient alors, compte tenu des relations rappelées ci dessus:

.
d?vy dvg df, dp,
Ay Dyv = —2b — (B )T —2
Tz Tox dt+KK dt (Bi) dt’
dv
a —ah _ _ T —
. dPn
My o +Gjv,, =0,
\ BKh’UK_BFh!ah :0.

Sous cette forme, on a la propriété de conservation de 1'énergie du probleme semi-discret
suivante:

Propriété 2.1 L’'énergie de la plaque est définie par :

1, dv
By, (1) = 5ll=~ 1" + —IviII%K, (2.54)
celle de I'air est définie par :
1,dv 1,.dp
Ban®) = 51222 34 + 51 L0 255
Alors I'énergie totale Ep(t) = Ep, (t) + E,, (t) vérifie:
dEh dfph d'UK d’UK
— — 2.
T (r) = (U2, Sy Sy (2.56)

Ainsi, puisque Ay est positive, dés que le second membre f, est nul, I'énergie totale du systeme
décroit.

> PREUVE : On commence par dériver la deuxiéme et la troisieme équation de (2.53) par

rapport au temps. Puis on multiplie scalairement les deux équations obtenues par d‘;h et

dgth respectivement. D’autre part, on multiplie la premiére équation de (2.53) par d;h .On

obtient:
d dvg 9 dfp., +dAn dog
ISR, = (22— (B, )T, ),
d 1 dXh dph d!h Td)‘h dv
a a B k) = 2.57
dt<2|| o) = (Gn B2, ok — (B, ) TR, ) =, 257)
dph dlah dpn .
dt(2|| dt ||M}}:“) (Gh dt dt )_0'
En sommant ces équations, il reste:
dEy, _  df., dvg dvg o dAp, Tdv,, +dvg
o (T S S (TR ()T - (BT @59)
11 suffit de dériver la derniére équation de (2.53) par rapport au temps pour vérifier que le
dernier terme ci dessus est nul, ce qui nous donne la relation (2.56). <
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24.2 Un schéma de discrétisation en temps

Il n’est pas envisageable de proposer un schéma qui conduise a la résolution d"un systéme
linéaire de grande taille a chaque pas de temps, pour I'approximation en temps de 1’équation
des ondes acoustiques. A cause de la taille du probleme tridimensionnel, notre objectif est
ici, plus encore que pour la résolution du probleme couplé plaque-corde, de proposer un
schéma essentiellement explicite. Pour cela, on cherche a I'écrire comme une perturbation
du schéma usuel explicite centré d’ordre 2 de 1’équation des ondes acoustiques. L'équation
de plaque, elle, est discrétisé selon le procédé décrit a la section 4.3.

Le point crucial de cette étape est la recherche d"une énergie discrete pour laquelle on puisse
obtenir une propriété de décroissance qui assurera que la norme des inconnues discrétes
reste bornée au cours du temps sous une éventuelle condition de stabilité, de type cfl. De
méme que dans le cas semi-discret, I'énergie portera entre autres sur les quantités p,, et v,
dérivées discretement en temps. Pour assurer le caractere conservatif du couplage, comme
onle verra dans la preuve de la propriété suivante (2.1), il faut en fait écrire une discrétisation
de la dérivée en temps de la derniére équation de (2.53). Les conditions initiales étant nulles,
cela ne change pas le probléme. Cette idée nous conduit au schéma suivant:

( n-l—% 1 n+i n—2
) . — foa — 35 AL P, 1 el
By + Axti + Dyvy = 222 Af" 2 — By, L A h Vit €]t 1
_1 _1
ve(t"72) = v 7 et i (t"73) = 0 2,
Spa ¢ h At hPyp, Ty h =Y,
pn—|—% pnf%
Pa L'h ~ Ph _
Mh Al + Ghv'gh = 0,
n+3 n—3 —
B sz_sz—B vt zﬁhl_o
[ TF AL Tn ™" oAl

(2.59)

o . R C dvg
Remarque 2.8 Notons que dans la derniere équation de ce systéme, la discrétisation de d—: n’est

av, . .o P . 5 .
pas la méme que celle de —z*. Ce choix est en fait imposé par la conservation de I'énergie, comme on
le verra dans la preuve ci apreés.

2.4.3 Analyse de stabilité
De la méme maniere que dans le cas semi-discrétisé, il faut définir une énergie discrete du

champ acoustique portant sur des quantités dérivées. Pour cela, nous devons tout d’abord
préciser les notations suivantes:
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Notation 2.2 On définit les dérivées discretes en temps :

+1 _1
ﬁn B p: 2 _pz 2
h — A7
1 Alt (2.60)
Avtr v Vo
—ah At

2.4.3.a Conservation de I’énergie discréte du schéma S;,

On peut alors énoncer une propriété de conservation d’énergie du schéma S, :

Propriété 2.2 L’'énergie discrete de la plaque est définie par :

41
+3

+ +3
—|| |2+ || x b (2.61)

celle du champ acoustique est définie par :

n—|—l A +2 1 fantl an
Fat = I B 5 (B8 26)
Ma/

n+3 n+3 PRy
Alors I'énergie totale E *=E, >+ E verzﬁe:
n—1 n+% nf% n+2 n— é t"+%

1

EVT g - ey 1 .

h = h — (Len = pr UK = K )_E/tn—l ||UK||?4K (2.63)
2

Il s’agit bien d"un résultat de décroissance de 1'énergie, puisque dés que 'effort exercé sur la
plaque est nul, I'énergie décroit, grace a la positivité de A .

D> PREUVE : On commence par multiplier scalairement la troisieme équation de (2.59) par
by puis on intégre en temps sur l'intervalle [t"~2, "+ 3], et on divise 'ensemble par At (ce
qui revient en fait & prendre la valeur moyenne de la quantité intégrée sur [tn 7, ),
Compte tenu du fait que

n+% _ nf% )\n-}-% _)\n—%
Pr Ph h

At At

sont constants sur l'intervalle d’intégration, on obtient:

1 1 1 _1 n+l
EITJL:2_EIT7Lh2_(gh+2_I:Lh2 03:2_v1?h2)_i t+2|| ”2
At - At 0 At At Joy N0k
1
)\n+2 _)\n 5 Un+2 vn 3
— ((BKh)T h At h , Ph At Ph ) (2 64)
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11 nous faut maintenant dériver discrétement par rapport au temps la deuxiéme et la troi-
siéme équation de (2.59), ce qui conduit a:

An+% An_% )\n+% An_%
y -V AT -
M,‘:% — Grpy, — (Brh)T% =0, (2.65)
ant1 AT n
.Dn —D A3
M? hTth + Gy, =0, (2.66)
On multiplie alors (2.65) par:
ants AT 2 _
Vo +Va, _ Yo v
2 248t
on obtient:
1 At 2 1 ants 2 ant3 A3 1 _1 _
3ll¥a, g = 5l¥a, M3 (G Yon + Vg, )~ (Br )T/\Z+2 LR S 1) —o
At ho 2 " At ’ 2At '
(2.67)

Enfin, pour pouvoir éliminer le terme couplant iah a f)h, on effectue la moyenne de (2.66)

écrite aux instants n + £ etn — 1, puis on multiplie le résultat par p,, ce qui nous donne:

Ly Bage — 3G ) T
o\Pn sPn)mMPe — 3\ Pn>sPn JMPe v v A"
: — (G = ) (2.68)
En sommant les équations (2.64), (2.67) et (2.68), il reste:
ntl
AR N A N /t e
At - At ’ At At Jn-y TR
41 _1 _ ntl  p1
PEU S VN ¢ R W Nkl S PP
At T 2A AL '

C’est justement pour que le dernier terme de cette équation soit nul que nous avons déter-
miné la discrétisation en temps de la derniere équation de (2.53). Ce choix conduit alors a
la relation (2.63). <

2.4.3.b Stabilité du schéma S,

Le résultat de décroissance de 1’énergie précédent nous permet de déterminer une condition
sous laquelle le schéma S, est stable, en procédant de la méme fagon qu’a la section 1.4.3
pour I’analyse de stabilité des schémas proposés pour la résolution du probleme de couplage
plaque-corde.

L'énergie totale associée au schéma Sy, est une forme quadratique portant sur les inconnues
discretes v, , v, et py. Celle ci n’est pas nécessairement positive a cause du terme:
Pn ap p

Pn DPn .
P
M,
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On peut néanmoins s’assurer de sa positivité dés que le pas de temps est suffisamment petit.
Plus précisément, on a le:

1
Lemme 2.2 : L'énergie discréte du champ acoustique EZ,?L ?, définie en (2.62), est positive dés que
la condition :

cg At 1

< (2.70)

est vérifie, et dans ce cas, le schéma Syq est stable.

> PREUVE : C’est exactement la méme preuve que celle du lemme (1.2), appliquée a
I'équation des ondes acoustiques. Il nous faut donc controler le signe de:

Antl 4n
Prn  DPn .
M=
Or, d’apres I'égalité de la médiane, on a:
ANl 4n 1 ant1 AT ant1 AT
(7)== [ g - 1h - B @71)
My

et d’apres 1'équation (2.66),on a:

antl  an B an+3
I~ Bullage = N2 G4, R 2.72)
On introduit alors:
GTV MPa —IGTV
ap = sup (Gh Yo, (M 3 A Yan) (2.73)
Yo, €W ¥, ||M;;
On en déduit I'inégalité suivante:
n+1 AT
1 ap At b+
2B > (1= 220y, g + 120 R @74)

Pour que I'énergie du champ acoustique soit positive, il suffit donc de vérifier la condition :

At
a2t . (2.75)
4
Le calcul de oy, est trés classique. On vérifie qu'il s’agit en fait du rayon spectrale de la

matrice
(M) Gr(ME*) Gy,

qui, dans le cas particulier d'un maillage régulier cubique, n’est autre que le “laplacien
discret tridimensionnel” standard a sept points. On sait alors que:




2.4 Discrétisation temporelle

et on a ainsi démontré que sous la condition (2.70) I'énergie discrete est positive.

L’identité d’énergie (2.63) assure que l'énergie discrete décroit au cours du temps. Comme
celle ci est positive sous la condition de stabilité (2.70), on en déduit que le schéma est
stable. <

Remarque 2.9 La condition de stabilité (2.70) est indépendante de la formulation en domaine fictifs.
11 s’agit de la méme condition de stabilité que celle du schéma explicite centré d’ordre 2 appliqué i
I'équation des ondes acoustiques seule. 1l s’agit donc d'une méthode robuste pour le traitement du
couplage fluide structure.

Remarque 2.10 Ce résultat nous donne donc les estimations suivantes, portant sur les inconnues
1

1
. N n+s n+j;
discretes vy *, p, ° et Vo,

1 1
0% 2| < /2B, 2

1 1
vy 2 llpe < V2B, 2

2.7
HXZL;LI vy 2 _ntl (2.76)

~ap |2
R AL Y
Ar Sy B

1

T
1 by, 2_ph 2 \/T%
§||T||Mga < V2,

01l 0N 4 Posé :

3c2 At?
— 7\/_60' <

B 5 1. (2.77)

L'énergie discrete ne faisant pas intervenir le multiplicateur de Lagrange, on ne peut pas en déduire
1

. . . n+5 . . . o . . N Lo,
directement une estimation portant sur X, *>. Néanmoins, si la condition inf-sup discrete est vérifiée,
on obtient aisément une telle estimation (voir [54]).

244 Résolution du schéma S,

On présente dans cette section comment on résout effectivement a chaque pas de temps le
systeme linéaire donné par le schéma S,,. Pour alléger cette présentation, on supposera ici
que fp, est nul. Rappelons tout d’abord que la solution de la premiere équation de Sp, :

(M

)\n—l—% )\nf
- 1 1
g + Ax¥x + Dgvg = _BKh h At h Vi E]tn_§,tn+§[
_1 _1
v (t"72) = vy 7 et ("73) =i 2,

(2.78)
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est donnée par (voir section 4.3.3) :

+3 n—j
nt} ~1 a1 PYAEIED
v ? = Sar(vy 2,0 ?) — RarBu, (b b—)
At (2.79)
-1 1 nt3 n—3
'n—|—2 n—3 : A _)‘h

= Sar(vy 2, 0x 2) = RaBi, (2

ol Sa; est la résolvante de I'équation homogene et R a¢ est la résolvante donnant la solution
particuliere a conditions initiales nulles, dans le cas ot le second membre est une constante.
Rappelons en particulier que R est une matrice diagonale définie positive (cf. théoréme

(4.3)).

Rappelons également que B 2 nest pas vraiment une inconnue du probleme. Il s’agit seule-
ment de la déterminer a chaque pas de temps pour connaitre les conditions initiales du pro-
bleme (2.78) au pas de temps suivant.

Le probleme Sy, s’écrit a présent:

( n+i n—1
n+ l n—1 Ayl
2 SAt( Uk ) — RAtBKh( h

n+1 _ v
M}gu _ thh (Brh)T/\ =0,
At 2.80
) prt g 250
Mpa% + Gh!Zh =0,

1
n+y n—jy 1 -1
Vi — vy 2 vn+ —yn

n+2

\'BKh At

. . n-}-l n—l—l 1 . .
Les inconnues sont les variables vy, ?, gg;fl, p, et A"T2, toutes les autres variables étant
connues a cette étape du calcul. Ce systéme est implicite, mais nous allons voir qu’il peut
se ramener a l'inversion d'une matrice symétrique définie positive dont la taille est celle de

'espace du multiplicateur Ap, qui est nettement inférieure a la taille du systéme.
Tout d’abord, puisque la matrice M}* est diagonale, la troisieme équation de ce schéma

1
donne explicitement pz+ ?. On a tout simplement :

_1
Pt =gt - AHME) T Gl (2381)

1
. . . RT n+s3 .5 2 .
D’autre part, si on connaissait le multiplicateur A, " ?, alors les deux premiéres équations de
1

(2.80) seraient également explicites. Cherchons donc a déterminer )\Z+§ . Pour cela, commen-
¢ons par réécrire les équations 1, 2 et 4 du systéme (2.80) sous la forme:

1 1
1]2+2 + ERAt(BKh)T)‘TH_z = Uk,
Ma n+1 — At (BFh)T)\n+2 = v, (2.82)
1 ~
2By, vy 2 ~ Br, v = A
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ol on a posé:

. 1 g1 1 _1
Ui = Sar(vg 2,05 2)+ ERAt(BKh)T)\: 2,
1
v, = M{v?, + AtGhp, 2, (2.83)
- _1
X =2AtBy, v, ° — AtBr,vi-l.
Notons l1, I3, [3 les trois lignes de ce systéme. On calcule alors:
2By, () — Br, (Mg) ™' (I2) — (Is)-
On obtient:
2 ay— n+i ~ ay—1_ ~ Y
(EBKhRAt(BKh)T + AtBr, (M) l(BFh)T> An * = 2B, vx — Br, (My) lza - A
(2.84)
I1 faut donc inverser la matrice:
o= (2B R (Bx, )" + AtBr, (M#)~*(Br,)" (2.85)
A= At Ky VAN DPEK,, Ty h Ty ) .

qui est symétrique positive, puisque les matrices M;' et Ra; sont des matrices définies posi-
tives. En outre, lorsque la condition inf-sup discrete (2.38) est vérifiée, alors la matrice (Br h)T
est injective et par conséquent C) est définie positive. Sa taille n’est pas trés importante,
puisqu’elle est égale de la dimension de I'espace L}, soit le nombre de sommets du maillage
surfacique de la guitare G,. En pratique, on calcule sa factorisée de Cholesky et on résout le
systeme par descente-remontée a chaque pas de temps.

Remarque 2.11 La matrice 2By, Rai(Bx, )" est symétrique positive, mais n'est pas définie. En
effet, les lignes de (B, )" correspondant i des degrés de liberté du multiplicateur Ay, qui ne sont pas
situés sur la table d’harmonie sont nulles, comme on peut le voir sur la définition de B, donnée en
(2.30). (By,) " n'est donc pas injective.

. n+l .. 'n+l N .
Connaissant A, " ?, on peut alors calculer explicitement v, 2 et v7 ! a l'aide des deux pre-
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miéres équations de (2.82).

Finalement, on a remplacé résolution du systéme linéaire (2.80) de taille 72, +n,, +n,+n)
par I'inversion d’une matrice symétrique définie positive de taille n) a chaque pas de
temps, le reste des équations étant alors explicite. Il nous faut calculer successivement:

1
1. p, ? par (2.81),

n+

1
2. A, ? par (2.84), en inversant C},

3. 12: 1 par la deuxieme équation de (2.82),

1
4. vaJr * par la premiere équation de (2.82),

1
5. 1'),7?_ * par la deuxieme équation de (2.79).

Remarque 2.12 C) est la somme de deux matrices :

2 ) ) .
. KBKhRAt(BKh)T qui est pleine, a cause du changement de base effectué pour la résolution

de I'équation de plaque. Plus précisément en fait, si on note ns le nombre de sommets de Gy,
situés sur la table d’harmonie, alors A%B x, Rat(B Kh)T est de la forme :

A0
( ) (2.86)
00

ot A est une matrice pleine symétrique positive de taille ng. Par conséquent, la matrice C)
contiendra elle aussi une matrice bloc pleine de taille ns. Un inconvénient de la méthode de ré-
solution exacte de I'équation de plaque, comme on I'a déja signalé, est justement qu’elle conduit
a des matrices pleines, ce qui s’oppose a l'utilisation d’algorithmes d’inversions efficaces stan-
dards. Le calcul du produit BKhRAt(BKh)T est en outre coflteux, puisque By, contient une
sous matrice pleine de taille ngxiiy,, mais il est I'est d’autant moins que I'on peut prendre des
petites valeurs de np, grice a la méthode pseudo-spectrale (typiquement n, = 50).

e AtBr,(M{)™"(Br,)" possede une structure bande pour un peu qu’on fasse attention & la
numérotation utilisée pour le maillage Gy,. En effet, deux fonctions de base de I'espace L}, sont
“connectés” si leurs supports rencontrent des cubes adjacents. Néanmoins, dans la mesure ot
de toutes facons la matrice C n’aura pas cette structure bande a cause de AltBKhRAt(BKh)T,
il n’est pas nécessaire de s’attarder trop longtemps sur sur la numérotation de Gp,. Le calcul du
produit By, (M®)~'(Br, )" est négligeable, & la fois parce que Br, est trés creuse, mais aussi
parce que My est diagonale (c’est méme une homothétie).
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Chapitre 3

Résolution du probleme complet

Nous présentons dans ce chapitre la résolution numérique du modele complet de guitare,
couplant la table d’harmonie a la corde et a I’air ambiant. On se contente essentiellement de
regrouper tous les résultats des deux chapitres précédents sans plus de démonstration. Le
propos est de vérifier que ce “recollement” se passe effectivement bien.

Les deux aspects important de ce chapitre de synthése sont d'une part qu’on obtient aisé-
ment une propriété de décroissance de 1’énergie discrete et par conséquent les conditions
qui assurent la stabilité du schéma. D’autre part, on observe que le cott de la résolution du
systeme a inverser a chaque pas de temps s’avere en fait étre tout simplement la somme
des cofits de résolution des problemes de couplage plaque-corde et plaque-air. Le couplage
global n’induit donc pas de complexité supplémentaire.

Jusqu'ici, nous avons présenté une guitare a une corde. Nous proposons un schéma pour la
résolution du probléme a 6 cordes, ou plus généralement du probléme a K cordes, Kétant
un entier aussi grand qu’on veut. Nous verrons que la méthode pseudo spectrale joue en fait
un réle crucial dans l'efficacité de la résolution de ce schéma. En effet, le fait de ne considérer
qu'un nombre restreint de modes de la table d’harmonie conduit a I'inversion d"une matrice
de petite taille, préliminaire au calcul, et donc a un surcofit suffisamment faible pour qu’on
puisse l'envisager.

On s’intéresse dans la derniere section a la mise en ceuvre informatique de la méthode. C’est
'occasion de préciser I'ensemble des parameétres physiques et numériques choisis pour les
expériences numériques de ce modele de guitare, tel qu’il est exploité dans la prochaine
partie du document.

3.1 Formulation variationnelle mixte

Nous suivons la démarche présentée dans les chapitres 1 et 2 pour établir une formulation
variationnelle mixte du modéle complet de guitare donné en (1.43). Plus précisément, nous
établissons ici une syntheése des formulations établies aux sections 1.2.2 et 2.2. Il n'y a au-
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cune difficulté particuliere, donc nous présentons directement la formulation obtenue !. La
formulation variationnelle mixte de notre modele de guitare est donc:

[ Trouverw,.:[0,T] = U, ¢:[0,T] — Q, v,:[0,T] =V, M :[0,T] — &,
p:[0,T] =P, v, : [0, T] =W, et A:[0,T] — L, tels que:
d [l le le le
— PclcUn — Orqu; + Rc/ Vs = fevi, Vvl el,
dt Jo 0 0 0
d 1 le le
7 | 7t | Gedvet | B(2)0:470zq" — q*(lc,t)/ Gvp=0 V¢" €0,
0 0 0 w
d »
5 | ooy = [ Div M0; — (0r (M)l 05),
Pyt 4
! +Rp/ppvpv; = —q(le,t) | Gu, —/v;)\|w, Vv, €V,
w w w
d d
G [AMM g [/@Mﬂyvﬁ<aT[(g*@).z],vp)w] —0, VM€ X,
w w
G [opevarvi= [ pdivyi (v N =0, veiew,
dt R3 R3
d
—/ tapp” +/ p divv, =0, Vp*€P,
dt R3 R3
/ VAT — (v, - N, X )r = 0.VA* € L.
\ w
3.1)
ou:
u = L*0,L),
Q = Hl(](],lc[),
V = {vpe€H (w); v, =0sury},
X = {(H'(w)*; Mn).n=0sury}, (3.2)
P o= I®)
W = H(div,R3),
1
L = H(D).

3.2 Discrétisation spatiale

Afin d’établir une approximation conforme de cet espace, on introduit les espaces de dimen-
sion finie suivants:

Uy cU, 9QpCQ, VWCV, & cCckx, W,CW, P,CP, L,CL. (3.3)

1. En particulier, il suffit de considérer que le second membre f, introduit dans le probleme couplant la plaque
a l'air est I’effort exercé par la corde au chevalet, soit: f,(z,y,t) = —q(lc,t)G(z,y) dans 'équation (2.1). Tout le
reste est absolument identique

288



3.2 Discrétisation spatiale

Ces espaces d’approximation, construits par la méthode des éléments finis, sont présentés
en détail aux sections 1.3.2, 2.1 et 2.3.2. Pour mémoire :

- U est approché par éléments finis Py discontinus,

Q est approché par des éléments finis P; continus,

V est approché par éléments finis P, continus (ie. P, @ bulle),

X est approché par éléments finis (Py)*,
- v,, estapproché par éléments finis de Raviart-Thomas cubiques de plus bas degré,

P est approché par éléments finis () discontinus,

L est approché par éléments finis P; continus.

Le probléme semi-discrétisé en espace s’écrit:
p

([ Trouver v, : [0,T] — U, qn : [0,T] — Qp, vp, : [0,T] — Vp, M, : [0,T] — Ap,
Ph [0, T] — Pry ¥, 2 [0,T] — Wh, et A [0,T] — Ly, tels que:

d le le lc le
* * * * *
7 i PecVey, Vg, — A Ozqnvg, + RC/O Vey Vg, = ; fevg,, Vv, €Up,

d le 1 le le
7 fqhq}i + [ Ouqhve, + [ B(2)0:q,0:q, — qr(lc,1) / Gvp, =0 Vg, € Qp,
0 0 0 w

d * : * *
a / PpVpy,Vp;, — / Div M, .V, —(8-[(M,n).1],v,)
w w
<
+Rp/,0pluphlu;;h = _Qh(lcat)/ G’U;;h _/'U;h()‘h)hua V/U;h € va
w w w
* d . * * *
/wAgh M+ (1+ na) [/ungh-zvph + <3T[(&hﬂ)-l],vph>fn] =0, VM., € X,

d
dt
d .
it /Rs Pa¥a, * Va, — /Rsph divvg, — (va, N, Au)r =0, Vv, € Wh,
d .

_ /RS ,Ulaphp;;, + /Rspz dlvzah = O, Vp;‘; € Ph;

/ Up Ah — (Ya, N, AR)T = 0.9, € L)
\ w

(3.4)

On introduit une base de chacun des espaces d’approximation. La formulation semi-discréete
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précédente conduit alors au systéeme différentiel matriciel suivant:

( dv
Mii dCh — Dpqp + RcM}i'Uch = fcha
dgp,
M,‘f% + D,Tvch + quh - J,j—vph =0,
dv
M’I: dIt)h N Hl—ll—&h T RpMiIZUPh = —Jhan — (Bwh)—r)‘h:

(3.5)

< My
M 1+n—)H —
[ + ( +ndt) hUp, =0,

dv

My ;Zh — Grpn — (Br,) "M = 0,
d

M,’L’“% +Glv,, =0,

( BuyVp, — Brhzah =0,

ot AT désigne la transposée d’une matrice A. Le vecteur f., et les matrices My, M, g, M,’L’,
MM, M{, MP®, Dy, L2, Jy, Hy, G, B, et Br,, sont définis en (1.39) et (2.30)>

3.3 Discrétisation temporelle

Effectuons maintenant la discrétisation temporelle, suivant le méme procédé que celui pré-
senté dans les sections 1.4 et 2.4. On déroule le méme tapis. Le point le plus important est
de controler que I'énergie discrete du systeme totale définie a partir des énergies discrétes
des systemes partiels présentées dans les deux sections suscitées possede, elle encore, une
propriété de décroissance qui assurera la stabilité du schéma.

3.3.1 Diagonalisation de I’équation de plaque discréete

Pour la résolution de 1’équation de plaque semi-discrete par la méthode pseudo-spectrale, on
commence par éliminer le moment fléchissant M, du systeme (3.5). Ensuite, on effectue un
changement de base qui permet d’écrire toutes les équations dans lesquelles intervient v,,
dans la base propre de la matrice (M?)~'H, (Mj*)~! H},. Ces manipulations ont été précisées
en détail dans les sections 1.4 et 2.4. Les notations sont indiquées dans les notes (1.2) et (2.1).

2. On prendra garde au fait que la définition de la matrice H;, donnée en (1.39) correspond au probléme de
plaque encastré, choisi alors dans un soucis de simplicité. La “bonne” définition de la matrice Hj est donnée en
(2.30)
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3.3 Discrétisation temporelle

On obtient alors le systeme différentiel suivant:

( dv
Mli d;h - Dth + RcM](iIUCh = fcha
d
Mq ;h + D;vch + quh — J;—UK =0,
dz’UK d dqh Td)\h
ny Dyvye = —J 20 _ @n
} ap tAxTg F Deve = —Jiegr = (Bre) (3.6)
dv,
My dth Gupn — (Br,,) " Ap =0,
o dDh
M’ZZ dt +Gh ahZO’
| Bk, vk — Bphzah = 0.

Et les propriétés de décroissance de 1'énergie discréte (1.1) et (2.1) se prolongent sans diffi-
culté a ce probleme. On a:

Propriété 3.1 L’'énergie de la corde est définie par :

dv 1 th
By (t) = 3152 g + 512 2, 67)
celle de la plaque est définie par :
1 v
By, (1) = 5l I* + _||UK||2DKa (38)
et celle de I'air est définie par :
dv, 1 .dp
— h
Ban(®) = 51 52 g + 512 R 39

Alors I'énergie totale Ep(t) = Eq, (t) + Ep, () + E,, (t) vérifie:

dBEy . dfe, dvg,
dt (&) = dt > dt ) -

dv dqp, dv
Rl S e — IS — (310

3.3.2 Un schéma de discrétisation en temps

Comme nous l'avons signalé a la fin du chapitre 1, pour faciliter la mise en ceuvre, nous
avons choisi d’implémenter le schéma S} pour la discrétisation temporelle du probléme
de couplage plaque-corde, bien que nous n‘ayons pas réussi a démontrer théoriquement
la stabilité lorsqu’on introduit un terme d’amortissement fluide sur la corde. Néanmoins
on observe ce schéma est stable en pratique, sous la méme condition de stabilité que celle
obtenue dans le cas d'une corde seule. Nous regroupons donc les schémas en temps Scp
et Sp, présentés respectivement en (1.65) et (2.59). Rappelons juste que pour obtenir une
identité de 'énergie, nous sommes amenés a discrétiser la dérivée en temps de la derniere
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équation de (3.6). On obtient le schéma suivant, noté S, pour la la discrétisation temporelle
du probleme (3.6) :

( n+2 n—% n+2 n—%
v - v +
M= AL = —Dth-I-RcMh% = fr,
g - ah T n+t3 345 +qh T on+d
h
A AL R L ML s
n+1 n—1 An+% —-An_%
e+ A+ Dicve = — Tt il = (B ) T2, Vel et
. 1 1
Pt Low(h) = ol P etou(e ) = o,
!n—f—l _Xn +
M;’II%Ttah _ thh (Bl_‘h)—r)\n 2 __ 07
n+2__pn—%
Mp“Th +Gp?, =0,
+3 -1 _
PN i/ SN (et ()
L A " AL

(3.11)

Remarque 3.1 Cette discrétisation en temps n’a rien d’immédiat. En effet, on ne choisit pas le méme
schéma pour approcher < d% et d)‘h dans la troisieme équation, de méme qu’on ne choisit pas le méme

schéma pour approcher = d“K et "’" dans la derniere. Ce choix est imposé par la recherche d’une
identité de I'énergie discrete

3.3.3 Analyse de stabilité
De la méme maniére que dans le cas semi-discrétisé, il faut définir une énergie discrete de

la corde et du champ acoustique portant sur des quantités dérivées. Rappelons donc les no-
tations suivantes:

Notation 3.1 On définit les dérivées discretes en temps :

nt3 n—1
AT Ve, 2 ey, 2 A’H‘* qz—l—l qz
v = L E—
"+% "—% 1 n+1 ’
AT . ph _ph An+§ . V. ap !ah
PRETTAr 0 Y T AL

On peut alors énoncer une propriété d’identité de I'énergie du schéma S, qui se démontre
sans difficulté en suivant les preuves des propriétés (2.2) et (1.2):
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3.3 Discrétisation temporelle

Propriété 3.2 L’'énergie discrete de la corde est définie par :

cn 1= §(Uch 7vch)M,§ + §||(1h 2”?‘45’ (3.13)

celle de la plaque est définie par :

ntli 1, .n+} 1, n4l
By = Sl S lok (314
et celle du champ acoustique est définie par :
n+l 1 ants 1 antl an
Eq, * = §||Xah ||§v1;; + E(ph ;Ph)M;fa- (3.15)

’2 . nt 1 nti nti nt+i L.
Alors l'énergie totale E, * = E¢, *> + Ep, > + Eq, * vérifie:

n+3 n—1 nal n—1l Antl o am o an-l
E, *—-E, e e an R Ve, + 2vCh + v, an
At = (T oAy Va) — Bl 4 > Ven )M
Ant3  an—3 m+y

9 tqn 2 1 2
g, - [ Tl (16

Enfin, ce résultat nous permet d’analyser la stabilité du schéma S,. Le lemme suivant se
démontre sans difficulté a 1’aide des preuves des lemmes (1.2) et (2.2):

1
Lemme 3.1 On suppose que R. = 0. Alors l'énergie discréte de la corde E?,:Lz, définie en (3.13),
est positive dés que la condition :

cc At
he

<1, (3.17)

1
est vérifiée. D'autre part, I'énergie discréte du champ acoustique E,T: ?, définie en (3.15), est positive
dés que la condition :

co At < 1
ha V3’

(3.18)

est vérifiée.
Dans ce cas, le schéma S est stable.
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3.4 Résolution duschéma S,

Il nous faut maintenant montrer comment on résout effectivement le schéma S, a chaque
pas de temps. C’est ici qu’est I’aspect vraiment nouveau de ce chapitre par rapport aux deux
autres, puisque le systeme a inverser est un tantinet plus compliqué. On montre ici, avec un
peu plus de manipulations que dans les chapitres précédents, que ce systéme se rameéne en
fait a I'inversion de deux matrices symétriques définies positives, I'une, tridiagonale, est
de taille n4, I'autre est de taille n). Le reste des calculs est entiérement explicite.

11 faut tout d’abord résoudre I'équation de plaque. La solution de:

n+1 n—1 )\n+z _ )\n—% L )
e+ A + Dicvie = —Jie g b = (B, ) P, W€,
1 1
ve(t"73) = vy ¥ et (t"3) =0y 2,
(3.19)
est donnée par (voir section 4.3.3) :
+3 n—j3 n+1 n—1
ot Lol Ay 2=\, Gt —q
= Sar(vi 2,0x °) — Rat(Bi,) (F2 b)) — R (2 b
At 2At (3.20)
1 _1 :
n+2 SA (Un % @ni%)—RA (B )T()‘T—Q_)‘Z 2)—7i’,AJ (M)
t\Yxk H»Uk t\LKy, At tJK IAL )

ol Sa; est la résolvante de I'équation homogene et R a; est la résolvante donnant la solution
particuliere a conditions initiales nulles, dans le cas ot le second membre est une constante.

Rappelons aussi que Rt est une matrice diagonale définie positive (cf. théoreme (4.3)). En-
1

. .n+35 . . N o s
fin, rappelons que v, * n’est pas vraiment une inconnue du probléme. Il s’agit seulement
de la déterminer a chaque pas de temps pour connaitre les conditions initiales du probleme
(3.20) au pas de temps suivant.

Le schéma S; donné en (3.11) s’écrit donc a présent:

( Un_|_2 vn_% n—|—2 + l
Mg —__h A h — Dupql + R.Mf Ve 5 v, =f,
n+1 n+1
- +
K N Gy plonts gl T 5 D _ it =,
nty  (n—3 1 —1
+ 1 n-1 A2 ) 2 qn—l— _ qn
v 2 = Sar(vy 2,05 2)_RAt(BKh)T( h by — R ()
v — 1 3
M= = = Gy = (Bry) T =0,
n—l—2 pnf%
pa ) n __
Mpe =t — - Gy, =0,
_1
5 IUZ—I—Z o Uz 2 3 !g}j_l _ _'(rth—l 0
[ T A "hTTOA '

294



3.4 Résolution du schéma S,

n4 n+1
Les inconnues de ce systéme sont vc z, q,'f“ Vg 2,V Z: L ph et A, 2, toutes les autres
variables étant connues a cette étape du calcul. La démarche pour le résoudre est la méme
que dans les deux chapitres précédents. On commence par résoudre les équations qui sont

en fait explicites, puis on raméne la résolution du systéme restant a I'inversion d’un systéme
Y Y
1

linéaire symétrique défini positif portant sur le multiplicateur de Lagrange )\Z 2

e Tout d’abord, puisque la matrice My est diagonale, la premiére équation donne expli-
1
citement 112: 2.

n—|—2 1-R At/2 n—l At

1+ RAt2" Dhay + f,)- 3.22
v 1+ R.At/2 ven +pchc(1+RcAt/2)( nah + fe) (3.22)

e D’autre part, puisque la matrice M}* est diagonale, la cinquiéme équation de ce schéma
1

donne explicitement p2+5 .On a tout simplement :

”+2 _

b, " = ph - At(M};ll)a)_lGhXZh- (3.23)

e Enfin, comme nous avons supposé que I'amortissement visqueux sur la corde, 3, est
nul au voisinage du chevalet (cf. section 1.3.2.c), on peut découpler la derniere compo-
sante du vecteur g, (que 'on notera Q™ *!) des autres. On note:

qZ-Fl — ( —n+1 Qn+l) c an—l % R (324)

La seconde équation du schéma se réécrit alors:

-n+1 —n —n+1

+
M A tDwv S 2 =0 (3.25)
hc 7’L+1 _ n + . ”+l ’
ﬁ% (DhUc 2)nq _];UK > =0,
dont on déduit q"+1 :
At 1
Cogy ™ = (M}~ -L)ah — AtD v, 2. (3.26)
ou:
At
Cy= (M! + 7#’). (3.27)

est tridiagonale symétrique définie positive d’apres les propriétés des matrices M} et Lf(cf.
section 1.3.2.c).

Il reste:
¢ h 1 ~
7o — 20t vy = Q,
Ratix ~nt1 n+i Rat(Bi,)" n+l ~
] a; @ vt + At w T U (3.28)
1
MV~ AHBr) AT = v,
1 ~
| 2By, vg ®  — Br,vit! Y
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ol on a posé:

(. h 1
Q=7Q" - 2AtD] ve, 2,

RAt(BKh)T n—1
' A 2

~ n—% p-1% RAtj
) ”KZSAt(UK 2,0k 2)+ 2AtK
n—|—%

V, = M{v", + AtGhpy 2,

(3.29)

~ _1
| A =2AtBy, vy > — AtBr,vi L

. 5 S S 5 et
Pour résoudre ce nouveau systéme, on se raméne tout d’abord a un systeme en (QZH, YRS

1
qui une fois résolu permettra de calculer explicitement v{.* et UITLE. Ici, il nous faut tout
d’abord effectuer un petit changement de variable pour transformer ce probléme en un pro-
bleme antisymétrique, de maniere a aboutir naturellement a un systeme symétrique. C’est
peut-étre le plus simple. R o; étant symétrique définie positive, on peut poser:

( 1 1
vy 2= (Ray) 20y 2,
1
o (Ra)E
J Vr=(Rao)™ 20, (3.30)
By = VRAtBKh)
. Jr = VRatjk-

Puisque Ra; est diagonale, 'extraction de /Rt est heureusement immédiate (dans le cas
contraire, il aurait fallu invoquer la factorisée de Cholesky de R Ay, ce qui est déja autrement
plus cotiteux). On multiplie donc la seconde équation de (3.28) par (R At)_%/ et on introduit
vr dans les autres. Le systéme (3.28) s’écrit a présent:

¢ B 1 .
T = 2t = @

: Qn+1 n+l 1 nti -

}7E oAr toun T B AT = (3.31)

+3 .
Mﬁzg}j—l - At(BPh)T)‘Z 2 = AP

1 ~

\ 2Buug ©  — Br,vit! — 5

Notons 1, l2, I3, l4 les quatre lignes de ce systeme. On calcule alors :

2Atj, (Is) + (1) — (1) et [2Bg(l2) — Br,(Mg) " (I3) — (Is)] — (La).
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3.4 Résolution du schéma S,

On obtient:

( 'Il-f—%

hc . . . ~ . ~ g
(? Finin) QT+ 251 (Br) A2 = Q 4 2045 v = @,

(I2)
(13)7

BRjR n+1
(At @+

2
At

1 ~ ~
Br(Br)" + AtBFh(M;;)l(BFh)T> A2 = 2Bpuin — Br, (M{) v, — X = V.
(3.32)

On injecte alors la premiere équation de ce systeme dans la quatrieme. On obtient finale-
ment:

2Bz jnin T -1 G Brjr ST
I——"E | (By)" + AtBr,(Mg) " (Br,)"| Ay 2 = j
& ( # el A N VTS P )
(3.33)
Il nous faut donc inverser la matrice:
Cx = AR I- h ]R]R- 2 (BR)T_'_AtBFh(MI?) 1(BI‘h)T (3.34)
¢ %+ |zl

Il n’est pas immédiat, sous cette forme, d’affirmer que cette matrice est définie positive. En
fait, on a insidieusement inversé la matrice I + hlc jrjn, inversion qui peut s’écrire explicite-
ment grice a sa structure particuliere. On a en effet le:

Lemme 3.2 Soient j un vecteur de R™, n € N et M une matrice symétrique définie positive de taille
n. La matrice :

I+jiMj"
est symétrique définie positive donc son inverse I'est aussi et :

JMjT

T+ M) =T 2
1+ 513,

D> PREUVE : Pour a € R, calculons le produit:
(T4 MG +MGT) =T+ Mj" +ajMj" +j(MjTj)Mj" =T+ [+ o +[ljli)liM5"
11 suffit donc de prendre o = ﬁ pour que ce produit soit égal a I'identité. <

On en déduit en particulier, en prenant M = hZCI ,que:

T . +._ Jrin
T+ —jpjl)yt=1— —8n 3.35
I nde) B+ lial? )
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et donc que:

2B T. .7 -
= | Ay U+ 1-drin) ™' Ba+ AtBr, (Mi) ™ (Br,)" (3.36)

C
A I

et sous cette forme, il est évident que C), est symétrique positive. En outre, lorsque la condi-
tion inf-sup discrete (2.38) est vérifiée, alors la matrice (Br, )" est injective et par conséquent
C) est définie positive.

Remarque 3.2 Le calcul de la matrice Cy n’est pas beaucoup plus cofiteux ici que dans le cas oil la
plaque est seulement couplé a I'air. En effet, il demande “juste” le calcul de deux produits de matrices
pleines supplémentaires. D'une part le calcul de :

Jrin

A=1- Te 112’
T+ izl

qui est une matrice de taille np, puis le calcul de ABy qui est de taille (R, x n,) oit ng est le nombre
de sommets de Gy, situés sur la table d’harmonie. Grdce a la méthode pseudo-spectrale, ces produits
sont relativement peu cofiteux (typiquement n, = 50 et n, ~ 400 ). Ils sont effectués a I'aide de la
bibliotheque de routines blas.

n

. n+i
Connaissant A, ?, on peut calculer @, n+1)’

*1 aTaide de (3.32) (donc on connait désormais q,

w1 alaide de (3.28).

Finalement, on a remplacé la résolution du systéme linéaire (3.21) de taille n . +ngy 47, +ny, +
np+ny par l'inversion d"une matrice symétrique tridiagonale symétrique définie positive de
taille n, et I'inversion d’une matrice symétrique définie positive de taille n .

. n—|—%
puis v “ etv
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3.5 Complément: présentation d’un autre schéma possible

Le cofit global de ce schéma est:

Calculs préliminaires :

a. calcul de la matrice C) (eq. (3.34)) et de sa factorisée de Cholesky,
b. calcul de la matrice Cy (eq. (3.27)) et de sa factorisée de Cholesky.

A chaque pas de temps, il nous faut calculer successivement:

n+i

1. v, * par (3.22),
1

2. pp 2 par (3.23),

1
3. )\Z+2 par (3.33), en inversant C},

4. ¢! en deux étapes par (3.26), en inversant C}, puis par la premiere équation de

(3.32),

5. v7+! par la troisieme équation de (3.28),

1
6. v,’? ? par la deuxieme équation de (3.28),

1
7. 1}?— * par la seconde équation de (3.20).

3.5 Complément: présentation d’un autre schéma possible

Ces quelques pages de calculs montrent que la résolution du schéma S, est moins évidente
que celle des schémas S}, et Spq. On peut se demander a juste titre quelle surcotit engen-
drerait la résolution du schéma obtenu en utilisant le schéma S2, pour la discrétisation du
probleme de couplage plaque-corde plutdt que le choix présenté ici. Nous présentons suc-
cinctement les résultats, omettant le détail de calculs qui ressemblent aux précédents.

Nous regroupons donc les schémas en temps S2, et Sy, présentés respectivement en (1.66) et
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Résolution du probléme complet

(2.59). Dans ce cas, la discrétisation du probleme (3.6), conduit au schéma suivant:

( 1
ot — ol G+ qp ot + e, ? 1
h h c c n+
Mgy Ty PR = fa
n+1 n n+1 n n+1
- +v +
quh N qn + D] Yep, - Lﬁ‘lh 5 qh g7 3:2 —0,
nty  (n—j 1 1
41 1 a1 A 2=, 2 Gt — g,
vg 2 = Sar(vy 2,0x 2) — Rau(Bu,) T (“2 ) — Ravdx (2 h
< nil _ on At 24t (3.37)
Mazah — ap G n—|—% B T)\n+% -0
WAL npp © —(Br,) A, 2 =0,
n+2 pnf%
a — Py
Mp Az + Ghvgh =0,
1
B UT—i Z__ B XZ:— ' Xghl 0
[ T TTAL YN

En suivant la méme démarche que dans présent chapitre, on montre, a 1'aide d’une pro-
priété de décroissance de 1'énergie discrete, valable méme lorsque que R. est non nul, que
ce schéma est stable sous la seule condition de stabilité :

A 1
c‘;L t < 7 (3.38)
a
1 41
Les inconnues de ce systéme sont a présent v”“, q,’f’l, :?Lz, zg;f L ph BERY: )\ , toutes

les autres variables étant connues a cette étape du calcul. La démarche pour le resoudre est

. A nty .1, . . L . .
toujours la méme. On commence par calculer p,  * a l'aide de la cinquiéme équation, qui est
explicite.

1
n+1 n+l "3 _p+l

Il reste maintenant un systeme implicite dont les inconnues sont vy, ™, g3, v *, vy ™, et

)\h+ ?. On commence par éliminer fu"+1 et v"“, par des man1pu1at1ons usuelles. On obtient,
tous calculs falts apres avoir effectue le Changement de variable indiqué en (3.30), le systéme

en (Q7H, g nt 202 suivant:
1
Cogt™ - AtJ;—v2+2 = g,
JR n+1 n—f—l BT n+l ~
th‘f‘ + UR 2 + At Ah 2 — /URj (3.39)
1 -
2Bpvp °  — AtBr, (M) Bl PALI Y
ol on a posé:
At? At
= (Ml + — = D] (M) Dy + =L 4
Cq < 4(1+R At/?) h( h) h+ 2 ) (3.40)

est tridiagonale symétrique définie positive d’apres les propriétés des matrices My, M}, Lg
et Dy, (cf. section 1.3.2.c), et ol §, Uz et A sont connus explicitement a ce stade du calcul. On

300



3.5 Complément: présentation d’un autre schéma possible

calcule alors:
(AtJy (1) + () — () et [2Ba(la) — ()] — (la).

On obtient:

1
n+y _

(Cy + AT To)gtt + JIBIX, AtJpvr +§ = ¢,

BrpJ 2 _ +1 - 1~ Y
Z—th,’;“ + (A—tBR(BR)T + AtBr, (M) 1(Brh)T> ,\Z 2 = 2Bpv; — Br, (M?)"'¥, - A= \.
(3.41)

La grosse différence avec le systéme (3.32) est qu’on ne peut pas donner explicitement ¢}

1
en fonction de )\Z+2 : il faut inverser la matrice (C,; + AtJ, Jz), qui est tridiagonale, symé-
trique définie positive, de taille n4. Injectant la premiere équation de (3.41) dans la seconde,
on aboutit finalement a:

At

n+1 _+Brir . -
(1 — Ja(Cq+ J,IJR)—lJ;) (Bz)" + AtBr, (M;;)—l(Brh)T] M2 = (Cq+ JLTx) 1%@%’ + X

(3.42)

I1 nous faut donc tout d’abord calculer le second membre de cette équation en inversant
(Cy + AtJ] Jy), puis inverser la matrice :

2B - -
Cy = [—R (I— Jr(Cq + J;—JR) 1Jl—%l—) (BR)T + AtBr, (M) l(BFh)T :

5 (3.43)

Le fait que la matrice C) est symétrique définie positive n’est pas immédiat cette fois encore.
En fait, c’est une conséquence de la condition inf-sup discrete de la formulation en domaine
fictifs (2.38), qui assure que (Br, )" est injective, et de la relation suivante, que 'on peut
vérifier en effectuant simplement le produit (si si, ¢a se fait bien):

(I — Ja(Cy + J;JR)—lJ,;r) = (T + JoC7t T (3.44)

Remarque 3.3 Pour trouver ce résultat qui n’a rien d'intuitif, il faut en fait commencer par éliminer

1
qZH avant d’éliminer vg+2 dans le systeme (3.39). Néanmoins, le seul intérét d’effectuer le calcul

dans cet ordre est qu’il nous permet de montrer facilement que C' est symétrique définie positive, car
1

. . . _ R L . n+5 .
il faut alors inverser la matrice (I + JrC;'J ) a chaque pas de temps pour déterminer vy, 2, ce qui
n’est pas nécessaire si I’on calcule dans I'ordre présenté ci dessus.

On verra dans la section suivante que dans le cas d'une guitare a plusieurs cordes on est obligé ce

commencer par éliminer les inconnues ¢}t (il y en a une par corde) et donc d'inverser i chaque pas
. . ~ ?

de temps une matrice de taille 7.

Par rapport au schéma S, le calcul de la matrice C), exige donc d"une part d’évaluer l'inverse
d’une matrice symétrique positive de taille 7, et d’autre part de calculer:

C, Ty,

301



Résolution du probléme complet

Comme seule la derniére ligne de J II est non nulle, il suffit de calculer Cy e 4 OU (p, estle
dernier vecteur de la base de Q}, ce qui est négligeable.

Enfin, on calcule ¢}'t! en inversant a nouveau (Cy + AtJ,] J5), puis on calcule, explicitement

: n-I—% n+1 n+1
cette fois, v, 2, Va,  etvg
Au total, par rapport au schéma S, celui ci nécessite de calculer I'inverse d"une matrice de
taille 72, au début du calcul, puis de résoudre un systeme linéaire symétrique défini positif

de plus a chaque pas de temps.

3.6 Une guitare a 6 cordes

Regardons a présent comment le schéma S, est modifié lorsqu’on considére que la table n’est
pas couplée a une seule corde mais & 6 cordes, comme c’est le plus usuel, ou plus généra-
lement & K cordes, ou K est un entier non nul. Dans ce cas, on doit résoudre K équations
de cordes distinctes et chacune d’entre elles exerce un effort sur la table d’harmonie par
I'intermédiaire du chevalet selon le méme modele que précédemment.

L’ajout de cordes supplémentaires s’insert naturellement dans le modele proposé et I'écriture
de la formulation variationnelle associée a ce probleme est immédiate. Il n’est pas vraiment
nécessaire de détailler toutes les étapes du calcul, ni d’'introduire toutes les notations pour
chaque corde. Celles ci sont évidentes. Elles consistent tout simplement en l'introduction de
I'indice k. Précisons quand méme:

e Pour chaque corde k,1 < k < K, on note:
Ve, k€t gng (3.45)

les inconnues discretes qui permettent de décrire son mouvement.
e On note Jy, la matrice couplant la K*™¢ corde a la table d’harmonie.

On aboutit & un schéma numérique trés proche du schéma S,, que 'on notera SX, dont
on démontre la stabilité conditionnelle a 1’aide d"une propriété de décroissance de 1’énergie
discrete. La vérification de ces résultats étant immédiate, on se contente de les énoncer. La
différence n’apparait véritablement que lorsqu’il s’agit de résoudre ce schéma, qui est un
peu plus cotiteux , comme on peut s’y attendre.
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3.6 Une guitare a 6 cordes

Le schéma S, est modifié de la fagon suivante:

( n+2 'n.—% n+2 n—%
ME Chsk B Ucha D R ME Ch: chk n Vi<k<K
bk Al — Dhihp + Re, Mp 9 chok? =% ="
+1 n+1
R g tdhr T,
LN + Dy +L 5 Jop 2 =0, VI<E<K
K n+l _ n-1 n+3 n—3
. . dhr — 4 A 2= 2
UK‘I'AK'UK‘I'DK'UK:_Z(JIC At > _(BKh) h At h ;
: 1 —= 1 1
g (" 2) = vy 2 et (tV2) =1y 2,
vl — vy +1 ntl
M}? fh At h _th (Brh)—l—A ? = )
pn—l—% . n—%
My =P+ Gy, =0,
n+l n—1 1 -1
B Vg — KZ_B Xg}j— _—Zh =0
L7 TTA T oAt T

(3.46)

On démontre sans surprise I'identité d’énergie suivante, équivalent immédiat de la propriété

(3.2):
Propriété 3.3 L’'énergie discrete de chaque corde est définie par :
n+i 1 antl an A +2
Ech,]g = E Uch,k7vchyk)Mﬁ,k’ ||qhk ||Mq y Vi1 < k < K, (3.47)
celle de la plaque est définie par :
+3 .n+s n+s
T = || I + || Dy (3.48)
et celle du champ acoustique est définie par :
n+i 1 antl 4n
Ea, * = 5lI¥a, “lnag + 5(Pn 5 Pr)ape- (3.49)
Alors Uénergie totale B = 3 P
ors l'énergie totale Ey " * = 3° E_ k —I— Eph + Eah vérifie :
n+i n—3 +1 -1 K An+l AT an—1
Eh P - Eh ’ Z('f:;‘u Zwk ,lA]n ) _ ZR (/UCh,k + 2lvch’k + /Uchyk ,lA]n ) c
At IAL Ve ik Ck 4 ' Vep k) My 4,
k=1 k=1
ATt an—3 ntd
9hr T 9k 1 [t )
-, [ ol (350
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Résolution du probléme complet

Cette propriété nous permet d’analyser la stabilité la stabilité du schéma S 5( , de la méme
maniére que celle de S;. On a le:

Lemme 3.3 On suppose que R,, = 0, V1 < k < K. Alors I'énergie discrete de chaque corde

1
EZhJ,FkZ , définie en (3.47), est positive dés que les K conditions :
At
Lok 1, (3.51)
hc,k

1
sont vérifiées. D’autre part, 'énergie discréte du champ acoustique Eg,:L %, définie en (3.15), est
positive dés que la condition :

co At < 1
ha V3’

(3.52)

est vérifiée.
Dans ce cas, le schéma S gK est stable.

. 5 n+t3 n+1 nt3 n+l M3 n+3
Les inconnues de ce systéeme sont (vCh,k )i<k<k, (qh,k Ni<k<K, Vx °, Var Dy 0 et A, 7,

toutes les autres variables étant connues a cette étape du calcul. Pour résoudre ce schéma, on
procede de la méme maniére que pour la résolution du schéma S,. Cependant, la multipli-

(s X s X . n+y n+3j A
cité des cordes force a aboutir a un systéme portant sur les inconnues v, * et A, ?, plutot

S 5 : nt3 . .
qu’a un systeme portant sur les inconnues Q™ !, A, 2. En effet, maintenant v, est “couplé”

, . .. n—|—.l 1. . .
aux K équations de corde et au multiplicateur A, ?, on ne peut donc pas I’éliminer aussi
simplement que lorsqu’il y a une seule corde. Cette situation nous forcera a inverser une
matrice pleine de taille 72, a chaque pas de temps.

On donne seulement les grandes lignes du calcul, sans rentrer trop dans le détail de chaque
étape. On commence par résoudre les équations qui sont en fait explicites, ce qui nous donne

1
n+s

_l_
(Ve, £ N1<k<K et Py

D’autre part, on découple la derniere composante du vecteur g associé a chaque corde,
que I'on notera @y, x, des autres. On note:

1 _ (-n+1 1 -1
G = (@hp Qnr) ERMTIXR, VI<k<K. (3.53)
On obtient alors les K inconnues ((.7;:721)15 k<k eninversant pour chacune d’elle la matrice:

At
Co =M+ 5Ly, 1<E<K, (3.54)

qui est tridiagonale symétrique définie positive. Il reste, apres avoir effectué le changement
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3.6 Une guitare a 6 cordes

de variable indiqué en (3.30), le systeme suivant::
( hc k

1 .
TR - 2t = Quips VISE<K,
n+1 41 41
n+s T.7 .
< ZJ’” ar *oUn * At(BR) Aw T = Un
1
Ma n+1 _ At(Brh)T)\:+2 _ im
\ 2B — Br,v! —
(3.55)
ou Q;l, k, Ug €t Xh sont connus explicitement a cette
Notons (1), (I2), (I3), (I4) les lignes de ce systéme. On calcule alors:
Koo
(1) =Y it rinalin) = (), et (=B, (M) (1) = ()] = ().
k=15
On obtient:
( (ll,k), V1<k<K,
(I BT)\"+2 = 4!
) + Z hres —Jr, k]R k)UR Al VR (3.56)
(13),
ntl -
| —2Bgvq + (Athh(M,‘j)_l(Bph)T> Aty
La matrice de taille 7, :
Cop, = I+Z ki) (357)

est pleine, symétrique définie positive. Le falt que 7, est petit permet d’envisager le cal-
cul de son inverse, que 1’on stocke. On injecte alors la deuxiéme équation de (3.56) dans la
quatrieme. On obtient:

2B 1
[ RC’ 1BT + Athh(M,‘j)_l(Bph)T] )\Z+2 = U—Rl 7n — . (3.58)
Il nous faut cette fois ci inverser la matrice:
2B
Cy = [ AtRc 'By + AtBrh(M;;)—l(BFh)T] , (3.59)

qui est symétrique positive, puisque les matrices Cy ! et (My*)~! le sont. En outre, lorsque
la condition inf-sup discréte de la formulation en domaines fictifs (2.38) est vérifiée, alors la
matrice (Br, )" est injective et par conséquent C), est définie positive.

1 1
Connaissant )\n+2, on peut alors calculer vg+2, a l'aide de la deuxiéme équation de (3.56),
h p q

en inversant C,,, ( qui est maintenant un produit matrice-vecteur, puisque C, ! est stockée).
Enfin, on calcule Q"le al'aide des K premieres équations de (3.55).
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Résolution du probléme complet

3.7 Aspects numériques

3.71 Choix des parametres numériques du modéle de guitare
Regroupons 1’ensemble des contraintes portant sur les parametres numériques:

e Condition de stabilité de I'équation de corde (cf. équation (3.17) ):

cAt
<
he —

1. (3.60)

e Condition de stabilité de I’équation des ondes acoustiques (cf. équation (3.18) ):

cgAt 1
< —. 3.61
ha = V3 G6h
e Condition inf-sup discrete pour la méthode des domaines fictifs (cf. section 2.3.2.d):
h
A0, (3.62)
ha

En outre, pour le calcul de la matrice B,, couplant la plaque et le multiplicateur de lagrange,
on utilise un maillage surfacique de la guitare qui coincide avec le maillage de la table dhar-
monie. Ce choix particulier facilite grandement la mise en ceuvre. Néanmoins il impose par
conséquent de choisir un pas d’espace de la table d’harmonie vérifiant:

hy > ha,

ce qui limite sérieusement le choix de la dimension des raidisseurs collés sous la table d’har-
monie puisque ceux ci forment des sous domaines du maillage de la guitare (voir la figure
(2.1)). Il n’est pas envisageable de prendre un pas dans 'air de 5mm, car cela conduirait a
des maillages cubiques trés gros, et par conséquent a des temps de calcul tres longs, ou bien
il faudrait diminuer drastiquement la taille du domaine entourant la guitare, ce qui n’est pas
souhaité.

On a donc choisi de modéliser des raidisseurs de 1.5 cm de large, de maniére a prendre
un pas dans l'air qui ne conduise pas a des calculs exagérément gros. Les maillages utilisés
pour la table d’harmonie et pour le saut de pression sont présentés sur la figure (3.1). Le pas
d’espace du maillage de la table d’harmonie est de 1.2cm.

On choisit alors un pas d’espace dans 1'air de 1.1 cm de maniere a respecter la condition im-
posée par la condition inf-sup discrete. En faisant un tel choix, on garantit 10 points par lon-
gueur d’onde jusqu’a prés de 3000Hz. Une analyse de dispersion numérique de 1’'équation
de ondes acoustiques seule permet alors de vérifier que I’erreur commise sur les fréquences
inférieures & 3000Hz ne dépasse pas 0,3% (voir par exemple [54]), ce qui est excellent.

On peut alors calculer le pas de temps, déterminé a 1'aide de la condition CFL dans l'air
(3.61) , avec ¢, = 344m.s~1:

At ~ 1.8510 %5
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FIG. 3.1: Maillage de la table d"harmonie et de la surface de la guitare

Une fois le pas de temps déterminé, il reste a calculer le pas d’espace sur la corde, ici encore
a l'aide de la condition CFL (3.60), qui dépend de la corde considérée.

On a représenté dans le tableau (3.1) 'ensemble des parameétres physiques et numériques
utilisés pour le modele de guitare exploité au chapitre 2.

3.7.2 Mise en ceuvre

Le schéma de résolution S, du modéle de guitare a été implémenté en C++. Des passerelles
vers le Fortran77 se sont avérées nécessaires, pour utiliser des librairies ou routines exis-
tantes:

e La diagonalisation de la matrice de raideur de I'équation de plaque est assurée par la
routine DSPEVX de lapack; la résolution des divers systémes linéaires définis positifs
par la méthode de Cholesky est également assurée par lapack;

e Tous les produits matriciels faisant intervenir des matrices pleines, sont effectués a
I'aide des routines de la librairie blas,

e Le calcul des intersections des triangles du maillage surfacique de la guitare avec les
cubes du maillage volumique nécessaire pour le calcul de la matrice de couplage do-
maine fictif Br est réalisé a 'aide d"une routine {77 écrite par Sylvain Garces dans le
cadre de sa these sur portant sur la méthode des domaines fictifs [34]. La mise en ceuvre
de la méthode repose d'une maniere fondamentale sur le calcul de ces intersections. La
routine de Sylvain est donc un outil précieux. Merci beaucoup.

e Le calcul des conditions aux limites absorbantes est réalisé a I'aide d"une librairie {77
créée par Francis Collino. Je n’ose pas imaginer le temps que j’aurai mis a incorporer
cette librairie dans le code sans l'aide précieuse de Francis. Merci beaucoup.
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Résolution du probléme complet

Parametres du pincer de corde:

| fm = 2N | t1 = 0.015s | ¢ = 0.0004s | zo = 55¢m | 8 = 0.006m ||

Parametres physiques et numériques des cordes:

Parametres numériques des maillages surfaciques

hy, =1.2cm | nyp = 3230 | np, =50 | Ny =571 | ny = 1260
P P P

Parameétres physiques et numériques de I'air:

he = 1.1lem | po = 1.21kg.m™> | ¢, = 344m.s~1
L,=09m L, =0.8m L,=09m
N, =176 N, = 68 N, =176

H Quantité H Mil Si2 Sol3 Re4 Lab Mi6 H
pe (kg.m™1) || 0.000545 | 0.000582203 | 0.00092419 | 0.0016467 | 0.002934 | 0.00525
T 100N 60N 60N 60N 60N 60N
R, 1.85 571 1.75 s~ 1 1.7 s71 0.85 571 0.8 571 0.75
J¢] 7.1078s | 7.5.10 %5 8.10 %5 9.10°%s | 9.1078s | 9.10°%s
le 65 cm 65 cm 65 cm 65 cm 65 cm 65 cm
he 8.4 mm 6.3 mm 5mm 3.7 mm 28 mm | 2.1mm
N, 76 102 129 172 230 308
Parametres physiques de la table d’harmonie:
H Quantité H table chevalet raidisseurs H
Eq 9925 MPa 900 MPa 1200 MPa
By 852 MPa 10000 MPa 15000 MPa
G1s 600 MPa 800 MPa 900 MPa
14V 0.3 0.3 0.3
Pp 350 (kg.m~3) | 400 (kg.m=3) | 400 (kg.m—3)
) 2.9 mm 6 mm 14 mm
R, 7s1 7st 75t
7 0.005 s 0.005 s 0.005 s

TAB. 3.1: Parametres physiques et géométriques du modele numérique de guitare
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Expériences de validation

Chapitre 1

Expériences de validation

On présente dans ce chapitre quelques expériences de validation numérique. Tout d’abord,
une comparaison entre les résultats donnés par la méthode des domaines fictifs avec la mé-
thode des différences finies dans le cas d'une boite rectangulaire montre la précision de la
méthode (section 1.1).

D’autre part, on effectue une analyse de convergence par raffinement de maillage. Cette ana-
lyse est effectuée dans deux cas: le calcul des fréquences propres de la table d’harmonie in
vacuo (c’est a dire de la table découplée de la corde et de air) et le calcul des fréquences
propres de la guitare complete. On constate que les fréquences propres de la guitare com-
pléte sont approchées avec une bonne précision a I'exception des modes de table pour les-
quels l'erreur est plus importante (section 1.2).

On montre ensuite empiriquement que seuls les 50 premiers modes de la table d’harmonie
contribuent au rayonnement acoustique de la guitare, ce qui correspond a une fréquence de
coupure de I'ordre de 3000Hz (section 1.3).

Pour terminer ces tests, on compare les fréquences et les modes d'une table d’harmonie
homogene orthotrope in vacuo, calculés par notre méthode a ceux obtenus par Elejabarieta
et al. [48] (section 1.4).

1.1 Validation de la méthode des domaines fictifs : le cas d’une boite
parallélépipédique
De maniere a vérifier la validité de la méthode des domaines fictifs introduite au chapitre

2, on compare les résultats qu’elle fournit & ceux obtenus par une méthode de différences
finies, applicable dans le cas d"une boite parallélépipédique.

1.1.1 Description de 1’expérience
On cherche donc a résoudre I'équation des ondes acoustiques dans une boite rectangulaire

B, de dimensions [, x I x I, avec conditions de Neumann. On supposera qu’initialement,
la pression est un “pulse” de rayon rg, centré au point Sy. Plus précisément, on prendra la
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Expériences de validation

fonction C! suivante:

2

3
1- (M> pour d(X, Sp) < ro,

7o

p(X,0) = 9(X) = (1.1)

0 sinon,

ot d(X, Sy) désigne la distance du point X au point Sy. On suppose en outre que la vitesse
initiale est nulle. Ce probléme s’écrit:

pa% +Vp=0, dansB

op
ﬂ'aa
< Xa(w,y,z,t)-ﬂ:()’ SUI'(SB,

+divv, =0, dansB
(1.2)

p(:v,y,z,O) :d)(xayaz)a dans B/

v,(z,y,2,0) =0, dansB.

\

On résout tout d’abord ce probleme par une méthode de différences finies explicites centrées
d’ordre 2 (le schéma spatial est donné en (2.45), le schéma en temps est standard), sur un
maillage de 30 x 18 x 12 points. Le pas d’espace est noté h,, et le pas de temps At.

Lorsque le calcul est effectué par la méthode des domaines fictifs, la boite est plongée dans
un domaine (2, de dimensions [, x l~y x 1, sur les bords duquel on utilisera des conditions
aux limites absorbantes de degré 12. Le pas d’espace est le méme pour les deux méthodes,
et par conséquent le pas de temps également, puisque la condition de stabilité est la méme.
Enfin, on note &) le pas d’espace du maillage surfacique de la boite (qui doit étre, rappelons
le, un peu plus grand que hgpour que la condition inf-sup discrete soit vérifiée) et Ny le
nombre de degré de liberté du multiplicateur de Lagrange A, c’est a dire la taille de la matrice
symétrique définie positive a inverser a chaque pas de temps.

L’ensemble des parameétres physiques, géométriques et numériques de cette expérience sont
regroupés dans le tableau (1.1).

Iy x 1y x1, l~wxl~yxl~z So 70
50x30x20cm | 70 x50 x45 cm || (22,12,7) | 5cm

Pa Ca At hq h Ny
1.21kg.m 2 | 340 m.s~" || 2.8107%s | 1.67 cm | 2cm | 1552

TAB. 1.1: Parametres géométriques, physiques et numériques de I'expérience de comparaison entre
la méthode des domaines fictifs et la méthode des différences finies dans le cas d'une boite parallélépi-
pédique
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1.2 Etude de convergence par raffinement de maillage

1.1.2 Résultats

Les deux courbes de la figure (1.1) représentent I’évolution au cours du temps de la pression
au point Sp, calculée par les deux méthodes. Compte tenu de la fréquence des oscillations, on
se concentre sur des fenétres d"une largeur de 20 millisecondes. D’autre part, on a représenté
sur la figure (1.2) I'évolution au cours du temps de la pression en un point situé hors de la
boite par la méthode des domaines fictifs (il s’agit du point de coordonnées (22,12, 32) ).
Attention, ’échelle n’est pas du tout la méme sur ces deux figures.

La pression calculée par ces deux méthodes est donc la méme, et ce avec un nombre de
point tout a fait acceptable, c’est a dire qu’il n’a pas été nécessaire de raffiner outre mesure le
maillage en espace pour obtenir une concordance des résultats, et ce malgré une excitation
haute fréquence du systéme. En outre, on vérifie que la méthode des domaines fictifs laisse
trées peu “passer” d’énergie a travers la boite fictive, comme on peut I'observer sur la figure
(1.2), puisque la pression a I'extérieur de la boite est plus de 200 fois inférieure a la pression
a l'intérieur de la boite.

On a également représenté sur la figure (1.3) des instantanés représentant une coupe de la
pression acoustique dans le plan y = S§ pendant les 2 premieres millisecondes, calculées
par les deux méthodes. La ressemblance entre les deux séries d'instantanés se passe de com-
mentaires.

Remarque 1.1 Le but de cette expérience est de comparer les résultats obtenus par les deux mé-
thodes. 1l va de soit que la méthode des domaines fictifs, développée pour prendre en considérations
des domaines géométriques complexes, est totalement inapropriée ici. En effet :

o les conditions sur le bord de la boite sont approchées, alors qu’elle sont exactes avec la méthode
des différences finies,

o on effectue un calcul dans un domaine plus grand,

o on doit inverser une matrice de taille Ny a chaque pas de temps.

1.2 Etude de convergence par raffinement de maillage

Un moyen de controdler la validité de nos résultats est de les comparer a un calcul réalisé
sur un maillage deux fois plus fin On présente dans cette section les résultats d'un tel calcul
lorsque I’on pince la corde basse (Mi6).

Concretement, on construit un maillage de la table supérieur de la guitare deux fois plus
fin, et on choisit un pas d’espace h, deux fois plus fin, et par conséquent un pas de temps
deux fois plus fin. Le temps de calcul devient énorme, puisque, sil’on considere uniquement
le probléme 3d, il y 16 fois plus d’opérations que dans le cas de 'expérience sur maillage
normal. Mais en outre ici, il faut diagonaliser 1’opérateur de plaque discret, ce qui est tres
coliteux pour une matrice de cette taille (12774 nceuds ... )
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FIG. 1.1: — Comparaison entre la pression au cours du temps au point Sy, calculée par la méthode
des domaines fictifs et par la méthode des différences finies — A gauche t € [0,20ms] — A droite,
t € [100ms, 120ms]
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FIG. 1.2: Pression au cours du temps a l'extérieur de la boite, calculée par la méthode des domaines
fictifs — A gauche t € [0,20ms] — A droite, t € [100ms, 120ms] Elle n’est pas nulle, mais elle est
négligeable devant la pression interne
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1.2 Etude de convergence par raffinement de maillage

i

FIG. 1.3: Comparaison entre les instantanés de pression acoustique dans le plan y = S§ au cours des
2 premieres ms — A gauche, méthode des différences finies — A droite, méthode des domaines fictifs.

315



Expériences de validation

1.2.1 Fréquences propres de la table d’harmonie in vacuo

On compare tout d’abord les 50 premieres fréquences propres de la table d’harmonie in
vacuo, calculée dans le cas des deux maillages “normal” et “fin”. Les résultats de cette com-
paraison sont présenté sur la figure (1.4).

Le moins qu’on puisse dire est que ce résultat est un peu décevant, puisque I'erreur commise
sur ces 50 premiéres fréquences est comprise entre 1% et 3% ! En fait, le maillage normal sous-
estime les fréquences propres de la table d’harmonie. Cela est certainement di au fait que ce
maillage n’est pas assez fin au niveau des raidisseurs situés de part et d’autre de la rose, ce
qui la rend “plus souple” qu’elle n’est en réalité. Cette petite erreur n’est pas disqualifiante
en pratique, puisque les fréquences obtenues sur le maillage normal sont cohérentes et cor-
respondent a des variations typiques de table d’harmonie de guitare réelle. D’autre part, on
verra a la section suivante que cette erreur diminue magiquement dans le cas d"une guitare
complete.

Cette performance moyenne confirme toutefois que la modélisation des raidisseurs nécessite
un traitement tres spécifique.
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FIG. 1.4: Erreur commise sur les fréquences propres de I'opérateur de plaque par le maillage
normal par rapport a celles du maillage fin — A gauche, les courbes représentent I'écart relatif
(feate — ftn)/ fin, 01t feaic €t fin sont respectivement les fréquences propres calculées sur le maillage
normal et les fréquences de référence calculées sur le maillage fin — A droite, on a tracé les fréquences
calculées en fonction des valeurs de référence.

1.2.2 Comparaison des deux calculs dans le cas d"une guitare complete

On compare a présent la pression acoustique calculée dans le cas d'un maillage deux fois
plus fin a obtenue par le calcul normal. La courbe de la figure (1.5) représente 1’évolution
au cours du temps de la pression acoustique en un point Sy situé a 55 cm au dessus de la
guitare, au cours des 100 premieres millisecondes.

On constate sans surprise que les deux courbes ne sont pas parfaitement collés, ce qui est dti
a l'erreur commise sur les fréquences propres de la table d’harmonie.

D’autre part, on calcule les fréquences de la guitare compléte en effectuant une détection de
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1.2 Etude de convergence par raffinement de maillage
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FIG. 1.5: Comparaison entre la pression acoustique calculée par le maillage fin et celle calculée par le
maillage normale au cours de 100 premieres millisecondes.

pics a -50dB sur la transformée de Fourier de ces deux signaux. Les fréquences obtenues par
les deux calculs sont comparées sur la figure (1.6).
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FIG. 1.6: Erreur commise sur les fréquences propres de la guitare complete, calculée par le maillage
normal, par rapport i celles du maillage fin. Ces fréquences sont obtenues a l'aide de la FFT du
signal de pression acoustique enregistré en So — A gauche, les courbes représentent I'écart relatif

(fcalc

— ftn)/ fth, OU feqic et fin sont respectivement les fréquences calculées sur le maillage normal

et les fréquences de référence calculées sur le maillage fin — A droite, on a tracé les fréquences calculées

en fonction des valeurs de référence.

On constate que:

e dans le cas de la guitare complete, I'erreur commise sur les fréquences est essentiel-
lement inférieure a 0.4 %. Sur cette figure, seules 4 fréquences présentent une erreur
supérieure a 0.6%; il s’agit des fréquences 201 Hz, 442 Hz, 506 Hz et 1020 Hz (dont
deux seulement dépassent 1% d’erreur). Ainsi l’erreur est tout a fait acceptable dans le

cas d’une guitare réelle.

o On identifie aisément les fréquences de cordes qui sont de multiples de 83 Hz. L'erreur
sur ces fréquences est inférieure a 0.03%, ce qui est excellent.
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1.3 Influence des composantes modales

Remarque 1.2 Suite au couplage entre la table d’harmonie et la cavité, les fréquences de la table se
sont déplacées, et il n’est pas toujours évident d’identifier les modes de table dans la guitare complete.
On sait néanmoins que la fréquence de 201 Hz correspond a la premiere fréquence de la table d’harmo-
nie (voir la section 2.5 et aussi [60]), et on peut conjecturer que les 3 autres correspondent également
a des fréquences de tables.

1l est curieux de noter que I'erreur commise sur la premiere fréquence de la table vaut 1.3% pour la
table in vacuo alors qu’elle n'est plus que de 0.7% dans le cas d"une guitare complete.

1.3 Influence des composantes modales

On regarde empiriquement quels sont les modes “utiles”, c’est a dire les modes de la table
d’harmonie qui contribuent au rayonnement du son lorsqu’on pince la corde basse de la
guitare. Cette analyse est similaire a celle réalisée a la section 5.5 dans le cas d"une plaque
rectangulaire in vacuo.

On a tracé sur la figure (1.7) la pression acoustique au cours des 100 premieres millisecondes
au point Sy, obtenues en tronquant successivement a 1, 3, 5, 10, 25 et 50 modes, que 1’'on
compare a la solution de référence calculée avec tous les modes. On constate donc que 50
modes suffisent. Cela correspond a prendre les modes dont la fréquence est inférieure a 3000
Hz.

D’autre part, on remarque que l’essentielle du signal est obtenu avec un seul mode. Cette
observation montre ainsi que le premier mode la table rayonne trés efficacement; 1'essentiel
de I'énergie acoustique est donc en fait transmise par ce mode.

1.4 Fréquences propres d'une table d’harmonie de guitare non rai-
die

Nous comparons maintenant les fréquences et les modes d"une table d’harmonie de guitare
homogene orthotrope, percée d'un trou, calculées par 'approximation P, — Py aux résultats
présentés par Elejabarieta et al. dans [48].

FIG. 1.8: Maillage de la table d"harmonie d’une guitare
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Les valeurs des parametres physiques de cette table d’harmonie sont présentés dans la figure
(1.2). Leurs résultats sont calculé a I’aide d"un logiciel d’éléments finis nommé ABAQUS [39]
sur un maillage de 6590 nceuds, par une méthode non précisée. Ils fournissent uniquement
les 8 premiers modes. Nous avons reproduit ce calcul & 'aide d’un maillage contenant 3690
noeuds, présenté sur la figure (1.8).

La comparaison des fréquences calculées par 'approximation P, — Py a celles données dans
[48] sont présentées dans le tableau (1.3) et sur la figure (1.10). La figure (1.9) montre la
comparaison entre les modes.

Cette comparaison est satisfaisante. On observe une parfaite concordance des 7 premiers
modes, et les fréquences calculées sont tres proches. Nous n’avons pas construit un maillage
spécifique pour réaliser cette comparaison. Le maillage utilisé n’a donc pas exactement la
méme forme que celui de Elejabarieta et al., ce qui peut expliquer la différence observée sur
les fréquences.

Eq 5600 MPa
By 520 MPa
G 12 600 MPa
V19 0.33
pp | 342 kg.m 3
6 2.70 mm

TAB. 1.2: Parametres physiques pour la table d"harmonie utilisés dans [48].

a) Stage sdp

FIG. 1.9: Comparaisons entre les déformées modales données dans [48] (en haut) et calculées par
I'approximation Py — Py.
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1.4 Fréquences propres d’une table d’harmonie de guitare non raidie

Réf. [48] p,— P}
fréquence || fréquence | erreur
(en Hz) (en Hz) (en %)
72 73.3314 1.8492
134 136.861 | 2.13474
148 151.304 | 2.23227
201 207.199 | 3.08403
215 219.323 | 2.01072
238 245449 | 3.12962
300 309.841 | 3.2803
323 330.858 | 2.43294

TAB. 1.3: Comparaison entre les fréquences d'une table d’harmonie de guitare homogene orthotrope
données dans [48] et les valeurs calculées par I'approximation Py — Py.
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FI1G. 1.10: Comparaison entre les fréquences d'une table d’harmonie de guitare homogene orthotrope
données dans [48] et les valeurs calculées par I'approximation Py — Py.— A gauche, les courbes
représentent 'écart relatif (feaic — fref)/ frefs Ol fealc €t frep sont respectivement les fréquences
propres calculées les fréquences données dans [48] — A droite, on a tracé les fréquences calculées en

fonction des fréquences données dans [48].
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Modéle numérique de guitare

Chapitre 2

Modeéle numérique de guitare

Ce chapitre est consacré a la présentation de résultats numériques exploitables & 1'aide de
notre modele. Son réalisme permet de faire un grand nombre de mesures similaires a celles
réalisées sur des instruments réels, qui permettent d’estimer la qualité de I'instrument, ou
son fonctionnement acoustique.

Les résultats obtenus sont comparés qualitativement a ceux que 1'on peut trouver dans la
littérature. Les parametres physiques utilisés pour ces expériences numériques sont des va-
leurs typiques des matériaux considérés, donnés a la section 3.7.1, mais il ne s’agit pas de
parameétres mesurés sur une guitare précise. Le modele présenté ici ne cherche donc pas a
imiter une guitare particuliére.

On obtient des résultats qualitatifs tres satisfaisants concernant la déformée et la fréquence
des premiers modes (voir section 2.1).

La premiere vérification consiste en fait en une écoute des signaux de pression produits par
le modele, afin d’apprécier si oui ou non on reconnait une guitare. Une analyse plus objective
est présentée a la section 2.2, o1 les signaux simulés sont comparés a des signaux enregistrés
a partir d’une guitare réelle, dans le domaine temporel et dans le domaine fréquentiel. Cette
comparaison montre la bonne reproductibilité de la décroissance des partiels de corde, mais
elle laisse entrevoir des lacunes.

Parmi les indicateurs permettant d’apprécier la qualité d"un instrument, 1'un des plus impor-
tants est peut-étre la mesure de ’admittance au chevalet. C’est une mesure de la mobilité de
la table d’harmonie a 1’endroit ot elle est couplée avec les cordes. Il est essentiel que la table
soit mobile pour que la corde puisse lui transmettre efficacement ses vibrations. Le modele
permet de mesurer cette admittance dans différentes situations, ce qui permet d’apprécier
l'influence des divers couplages (section 2.3).

On retrouve en particulier 'importance de la fréquence de cavité de Helmholtz, qui per-
met d’augmenter la mobilité en basse fréquence. Une mesure de cette fréquence lorsque les
bords de la cavité sont rigides est réalisée a la section 2.5, ce qui permet de vérifier une loi
empirique de couplage entre ce mode et le premier mode de la table. La qualité de ce ré-
sultat montre la fiabilité de la méthode des domaines fictifs pour prendre en compte les
interactions fluide-structure sur des objets de forme géométrique complexe.
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Un autre indicateur de qualité important est la directivité de la guitare. Il s’agit d"une mesure
de 'homogénéité du rayonnement du son dans l'espace environnant la guitare. Outre la
simulation de mesures usuelles de directivité, qui porte sur des valeurs moyennées en temps,
le modeéle numérique permet de regarder la directivité instantanée de la guitare.

On peut également réaliser des expériences difficilement accessibles par des mesures, et
c’est certainement la un aspect innovant trés intéressant de ce modele. On présente a la
section 2.4 I'influence du couplage avec la cavité d’air sur I'amortissement des modes de la
table d’harmonie. Une telle étude est en fait extrémement délicate expérimentalement, voire
impossible.

Tous ces résultats sont trés prometteurs et montrent a la fois la fiabilité de la méthode
et le bien fondé de cette approche. L'ensemble de ces expériences numériques montre les
grandes potentialités d"un tel modele, qu’il conviendra d’exploiter plus encore. Elle montre
également les améliorations nécessaires qu’il faudrait apporter pour obtenir une description
plus réaliste de l'instrument.

2.1 Influence des raidisseurs et du chevalet sur les modes de la
table d’harmonie

Il est possible d’observer 1'évolution des modes de la table d’harmonie lorsque I'on ajoute
successivement les raidisseurs et le chevalet. Le systeme de barrage induit des changements
considérables sur la forme et la fréquence des modes. Afin de montrer le caractere localisé de
cette influence, on montre également les modes obtenus pour une table homogene équivalente
possédant une raideur transverse moyenne, choisie de sorte que les fréquences soient a peu
pres équivalentes a celles de la guitare barrée.

FIG. 2.1: Maillage de la table d’harmonie, comportant 3 raidisseurs et le chevalet.

Dans la mesure ot les raidisseurs placés en travers des cernes du bois ont une influence
nettement plus importante que les raidisseurs collés en éventail sur le ventre de la guitare
(voir [55]), on integre seulement ces derniers dans le modele. Le chevalet possede également
une importance considérable dans le systeme de barrage de la table. Le maillage incluant les
raidisseurs et le chevalet est présenté sur la figure (2.1). On rappelle les parametres physiques
du bois utilisés pour la table, les raidisseurs et le chevalet, regroupés dans le tableau (2.1). Ils
s’inspirent des valeurs utilisées par Richardson et Roberts pour une étude similaire ([55]).
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2.1 Influence des raidisseurs et du chevalet sur les modes de la table d’harmonie

H Quantité H table chevalet raidisseurs ‘ table équivalente H
E, 9925 MPa 900 MPa 1200 MPa 9925 MPa
E, 852 MPa 10000 MPa | 15000 MPa 4235 MPa
G2 600 MPa 800 MPa 900 MPa 600 MPa
V12 0,3 0,3 0,3 0,3
Pp 350 (kg.m ™) | 400 (kg.m~3) | 400 (kg.m™3) | 350 (kg.m™3)
o 29 mm 6 mm 14 mm 2.9 mm

TAB. 2.1: Parametres physiques pour la table d"harmonie utilisés pour ce modele.

La figure (2.3) représente les modes de la table in vacuo et les fréquences propres associées
dans les quatre cas suivants:

1. table orthotrope homogene, encastrée sur le bord extérieur, et avec condition de bord
libre le long de la rose,

2. ajout des raidisseurs, pas de chevalet,
3. guitare compléte :raidisseurs + chevalet,

4. table orthotrope homogene avec une raideur transverse “moyennant” 'effet des rai-
disseurs.

Notation 2.1 La numérotation de ces modes, (1,1), (2,1) etc..., correspond a une nomenclature cou-
ramment utilisée pour décrire les modes d'une table d’harmonie de guitare. Il s’agit grossierement du
nombre de “ventres” rencontrés respectivement selon I'axe transverse et selon I'axe de symétrie de la
table.

185 Hz (1,1) 287 Hz (2,1) 460 Hz (1,2) 508 Hz (1,3) 645 Hz (2,2)

= B S i
i i

FIG. 2.2: Les cing premiers modes d'une guitare classique collée sur son bord et sans cavité (Jannson,
1971 [42])

On peut faires les remarques suivantes:

o L'effet des raidisseurs et du chevalet porte a la fois sur les fréquences (celles-ci aug-
mentent) et sur la forme des modes. On peut distinguer :

x L'effet des raidisseurs est de restreindre les mouvements de la table au ventre de
la guitare,
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183Hz  246Hz  298Hz  303Hz  422Hz
21 (12) G1) (2,2) (32)

436 Hz
G1y

Table homogene orthotrope

286Hz  312Hz  379Hz  457Hz  494Hz  585Hz  651Hz
21 (12) G1) (13) 41) (22) G,1)

Table avec raidisseurs, sans chevalet

181 Hz 309Hz  448Hz 532Hz 586Hz 673Hz 698 Hz
1,1) 21) (1,2) (1,3) 31) (2,2) 41) (1,4)

Table avec raidisseurs et avec chevalet

178 Hz 291 Hz 373 Hz 472 Hz 516 Hz 633 Hz 646 Hz 737 Hz
(1,1) (1,2) 2,1) (1,3) 2,2) 3,1 (2,3) (1,4)

Table homogene “équivalente”

FIG. 2.3: Les huit premiers modes de la table d’harmonie et la fréquence associée au cours de la
construction du systeme de barrage.
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2.2 Spectres temps-fréquence des six cordes a vide

* La présence du chevalet a pour conséquence d’augmenter la fréquence des modes
de type (m,1), pour m > 2, comme par exemple le mode (3,1) qui passe de 379
Hz & 532 Hz. Le mode (2,1) est moins affecté par le chevalet, car il peut pivoter
autour de son centre.

* En outre, le chevalet élargit le ventre central des modes (1,2) et (3,1), ce qui fa-
vorise un comportement de type “monopolaire” et augmente par conséquent la
capacité de rayonnement acoustique de ces modes ( voir [9]). Le chevalet a donc
un effet trés important sur le rayonnement du son, puisqu’il favorise les modes qui
rayonnent le mieux.

e Sil'on exclut le mode (3,1), les déformées modales des 5 premiers modes de la table
complete correspondent a celles mesurées par Jannson ([42]), dans des conditions simi-
laires (bord collés sur un support fixe (encastrement) et sans cavité) (voir la figure (2.2))
(la concordance avec certaines fréquences mesurées par cet auteur est particulierement
est totalement fortuite).

e L'insertion du mode (3,1) entre les modes (1,3) et (2,2) par rapport aux résultats qu’on
trouve d’une maniere générale dans la littérature est certainement du au fait que les
struts “en éventail” ne sont pas prises en compte dans le maillage utilisé.

e Dans le cas de la table équivalente, si les fréquences sont a peu prés similaires a celles
de la table complete, les déformées modales n’ont rien a voir. En particulier, les vi-
brations sont plus importantes autour du trou. Il est donc nécessaire de considérer le
systéme de barrage localement.

2.2 Spectres temps-fréquence des six cordes a vide

La premiere expérience numérique portant sur la guitare complete que I'on a envie de réa-
liser est de pincer 1'une des six cordes et d’écouter le son produit. Loreille est un excellent
moyen de contrdle de la validité du résultat, car elle réalise spontanément une analyse extré-
mement fine du signal. Le cerveau est alors capable de comparer le son obtenu a sa propre
bibliotheque de sons.

Il n’est malheureusement pas possible de coucher un tel son sur le papier. Contentons nous
d’une description subjective. Les sons obtenus sont globalement corrects. Le timbre obtenu
est clair et la décroissance du son trés réaliste. On reconnait le son d’une guitare, ce qui
est une grande satisfaction. Néanmoins, la simplicité du modéle de pincer conduit a une
attaque un peu percussive. En outre, on n’entend pas les bruits de frottement du doigt sur la
corde, qui contribuent a caractériser le son spécifique du pincer de corde d'une guitare. Le
raffinement du modele de pincer est peut-étre la premiere extension qu’il faudrait ajouter au
modele actuel pour mieux caractériser I'attaque.

On peut également représenter ces sons d’'une maniére plus objective, a I'aide de spectres en

temps-fréquence. La figure (2.4) représente le signal calculé pour les six cordes a vide de la

guitare pendant 6 secondes et le spectre associé !.

1. Sauf la premiere corde, pour laquelle le signal mesuré ne dure que 4 secondes (en fait, le son est tres vite
amorti a cette fréquence).
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FIG. 2.4: Signaux en temps et spectre temps-fréquence des 6 cordes a vide de la guitare. Simulations.

328



2.2 Spectres temps-fréquence des six cordes a vide
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FIG. 2.5: Signaux en temps et spectre temps-fréquence des 6 cordes a vide de la guitare. Mesures sur
une guitare Fleta (source : A. Chaigne)
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Modéle numérique de guitare

A titre comparatif, on a représenté sur la figure (2.5) les courbes équivalentes obtenues a
l'aide du signal enregistré sur une guitare Fleta. Il n’est pas question ici de faire une compa-
raison détaillée entre les résultats réels et simulés, car la guitare simulée ne correspond pas
a la guitare Fleta présentée ici. L'objet de cette comparaison est uniquement qualitatif.

On peut faire les remarques suivantes:

o Les spectres temps-fréquence de la guitare simulée sont treés proches de ceux de la
guitare réelle. En particulier, la décroissance des partiels de cordes est correctement
approchée par le modele.

e Les bruits de table au début du signal sont vite étouffés, et la guitare simulée a bien
le comportement attendu d’une guitare, a savoir qu’elle rayonne essentiellement les
modes de corde. On note toutefois que ces bruits de table sont nettement moins im-
portants dans le signal réel que dans le signal simulé, ce qui suggere d’augmenter les
parameétres d’amortissement de la table.

e On observe sur la guitare simulée la persistance du premier mode de la guitare, a 96
Hz (il s’agit du mode de cavité de Helmholtz; voir section 2.5), et ce pour les 6 notes,
ce qui n’est pas le cas de la guitare réelle, pour lequel cette fréquence n’est présente
durablement que pour les deux notes les plus graves.

Ceci est dii au fait que nous n’avons pas du tout modélisé les phénomenes d’amor-
tissement dans l'air, qui jouent visiblement un réle important, tout au moins pour le
mode de Helmholtz.

e L'enveloppe des signaux n’a pas la méme allure dans les deux cas. Dans le cas des
signaux de pression produits par les notes aigties, elle est en fait exponentiellement
décroissante pour la guitare simulée alors qu’elle est beaucoup plus torturée dans le
cas d’une guitare réelle.

D’autre part, le La5 de la guitare réelle (par exemple) présente une nette cassure, ap-
pelée “double décroissance”. La corde est trés fortement amortie au début puis plus
doucement ensuite. Ceci est dt a la double polarisation de la corde: les déplacements
verticaux sont plus rapidement absorbés par le mouvement de flexion de la table que
les déplacements horizontaux. Compte tenu des faibles pertes internes au sein de la
corde, celle-ci peut vibrer longtemps dans le plan horizontal, en restituant peu a peu
son énergie. Dans la mesure ol le modéle ne simule qu’une seule polarisation, il ne
peut reproduire un tel phénomene.

2.3 Admittance au chevalet

Un facteur essentiel (et bien établi) de la qualité d’une guitare est la mobilité du chevalet.
Plus celui ci est mobile, mieux il transmettra les vibrations de la corde a la table d’harmonie.
En particulier, les noeuds d'un mode d'une bonne table d’harmonie de guitare ne doivent
pas étre situés juste sous le chevalet, car sinon, les cordes ne pourraient pas étre couplées a
ce mode. Concrétement, la mesure de la mobilité du chevalet est représentée par son admit-
tance (voir par exemple [25]).
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2.3 Admittance au chevalet

On excite la table d’harmonie en un point zy du chevalet a I'aide d"une force f,(¢) dont la
fréquence de coupure est la plus grande possible, de maniére a ce qu’elle ait un spectre large
bande. On mesure alors la vitesse de la table v,(t), au point d’impact. L'admittance au point
zo est alors définie par:

¥(w) = 2@ 2.1)

oll ¢(w) désigne la transformée de Fourier d"une fonction ¢(t). Plus le module de cette quan-
tité est grande, plus le chevalet est mobile a la fréquence considérée. En outre, la largeur des
pics permet d’obtenir le facteur de qualité du mode considéré, c’est a dire une mesure de
I’'amortissement du mode. Plus le pic est large, plus le mode considéré est amorti.

En pratique, on impose au chevalet la force décrite a la section 5.4, en prenant t; = t; =
0,0002s, soit une fréquence de coupure de 5000Hz. Le point d’impact est situé au niveau de
la 6€Me corde (Mi grave). Les transformée de Fourier sont calculées par FFT, sous Matlab.
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FIG. 2.6: Courbes d’admittance au chevalet (au point d’attache de la corde de Mi grave).
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Modéle numérique de guitare

Le modele permet d’observer I’admittance au chevalet en découplant les différentes parties
de la guitare. La figure (2.6) représente I'admittance au chevalet calculée dans les quatre cas
suivants:

1. table d’harmonie in vacuo,
2. table couplée a la corde,
3. table couplée a I'air,

4. guitare complete.
On peut faire les remarques suivantes:

e Le mode de la table le plus mobile est le mode (1,1) (a 181 Hz), dans tous les cas.

e On observe un fort couplage entre le premier mode de la table et le premier mode de
cavité de Helmholtz, puisque le mode de table passe a 201 Hz. Le pic de ce mode est
beaucoup plus large lorsque la table est couplée a l'air, ce qui indique le couplage a
l'air est tres efficace : il rayonne beaucoup et donc s’amortit plus vite.

e Le pic du mode (4,4) (a 673 Hz) de la table augmente fortement lors du couplage avec
lair, ce qui indique qu’il interagit également fortement avec l'air. En fait, ce mode in-
teragit fortement avec 1'un des modes de la cavité dont la fréquence est a 699 Hz (voir
section 2.5).

e Le fondamental de la corde grave (a 83 Hz) a une tres faible amplitude lorsqu’il est
couplé a la table seule. Le fait d’ajouter la cavité introduit la fréquence de Helmholtz (&
96 Hz), et a pour conséquence d’augmenter notablement I'amplitude du fondamental
de la corde, qui gagne 15 dB.

e Les modes de cordes sont tres faiblement amortis, comparativement aux modes de
table ou de cavité.

e Le picdela fréquence de Helmholtz (a 96 Hz) est tres étroit, ce qui indique un tres faible
amortissement. Cela confirme I'observation faite sur les spectres temps-fréquence des
6 cordes a vide.

Remarque 2.1 Pour mesurer précisément I'efficacité de rayonnement d’un mode, on pourrait carré-
ment se contenter de réduire la table d’harmonie a ce seul mode, et regarder comment il interagit avec
Uair. L'un des intéréts d’un tel modele est qu’il autorise des constructions absolument virtuelles de
ce type, qui peuvent contribuer a mieux comprendre le fonctionnement acoustique intime de 'instru-
ment.
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2.4 Influence du rayonnement sur I’amortissement de la table

2.4 Influence du rayonnement sur ’amortissement de la table

Un autre aspect trés intéressant de ce modele est qu’il permet de montrer I'influence du
couplage entre la plaque et I'air (et dans une moindre mesure entre la plaque et la corde)
sur 'amortissement de la table d’harmonie. Il est en effet tres difficile de distinguer par des
mesures l'origine des pertes de la table d’harmonie. On n’a acces qu’a une valeur globale
d’amortissement.

2.4.1 Peut-on distinguer expérimentalement I’amortissement interne de 1’amor-
tissement par rayonnement?

La mise en ceuvre de techniques de mesure peut s’avérer tres délicate. Afin de mesurer la
part relative de I'amortissement interne de I'amortissement par rayonnement, B. David a
effectué des mesures sous vide ([19]). Mais le bois étant un matériau d’origine végétale, il
réagit tres fortement a un tel traitement (en particulier, il se déshydrate totalement), ce qui a
pour conséquence de modifier radicalement ses propriétés physiques.

D’autre part, les mesures de paramétres d’amortissement mode par mode reposent en parti-
culier sur ’hypothese que chaque mode vibre comme un oscillateur amorti, c’est a dire sous
la forme d’une sinusoide amortie. Si ce n’est pas le cas, il peut s’avérer difficile de réaliser
une analyse modale a partir de mesures effectuées sur une plaque réelle par des techniques
de traitement du signal (voir a ce sujet [46]).

2.4.2 Comparaison entre I’amortissement d’une table in vacuo et d'une table cou-
plée a une cavité d’air

La méthode numérique développée ici est justement bien adaptée a cette analyse, puisqu’on
calcule chaque composante des modes de la table au cours du temps. Il est donc possible
d’observer leur évolution dans différents cas. Notons que c’est la un intérét de plus de ré-
soudre 1’équation de plaque par une méthode spectrale plutdt que par différences finies
classiques en temps?.

On a représenté sur la figure (2.7) la comparaison entre les premiéres composantes modales
au cours du temps de la table d’harmonie in vacuo (en rouge) et de la table d’harmonie
couplée a l'air (en bleu), pour 1'expérience décrite a la section précédente. On exerce donc
exactement la méme force dans les deux cas. Ainsi, la différence entre chaque courbe montre
exactement la part d’amortissement due au couplage avec 'air.

Notons tout d’abord que conformément au modele utilisé, I'amortissement des modes dans
le cas de la table in vacuo, di aux pertes intrinseques dans la table d’harmonie, est exponen-
tiellement décroissant. D’autre part, on peut faire les remarques suivantes:

e L'influence de I'air sur I'amortissement de la table est globalement treés importante: on

2. En effet, si on avait résolu par un schéma classique aux différences finies, on aurait seulement eu acces au
déplacement de la table. Il faudrait alors recourir a des techniques d’analyse modale pour obtenir la décroissance
mode par mode, et on aurait le méme type de difficulté pour réaliser une telle analyse que dans le cas de mesures
réelles.
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composante modale de la table composante modale de la table composante modale de la table

composante modale de la table

0.001 . . , — , !
mode (1,1) - in vacuo
mode (1,1) - couple a | air 1

-0.001 L L L L L L
01 02 03 04 05 06 0.7
temps (en s)
0.0005 . . . — : .
mode (2,1) - in vacuo
0.0004 mode (2,1) - couple a | air 1

-0.0005 . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07
temps (en s)
0.0005 ; . , — . .
mode (1,2) - in vacuo
0.0004 mode (1,2) - couple a | air 1

-0.0005 . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07
temps (en s)
0.0005 : . , — , !
: mode (1,3) - in vacuo
0.0004 mode (1,3) - couple a | air 1

03 04 05 06 07
temps (en s)

-0.0005 L.

0 01 0.2

0.0005

0.0004 |

0.0003
0.0002
0.0001

-0.0001
-0.0002
-0.0003

composante modale de la table
<)

-0.0004 |

mode 3,1) ~in vacuo
mode (3,1) - couple a | air 1

-0.0005

0.00025 |

-5e-05
-0.0001
-0.00015

composante modale de la table
o

-0.0002

-0.00025

03 04 05 06 07
temps (en s)

S ‘mode‘(2,2) -'in vacuo
mode (2,2) - couple a | air 1

0 01 02 03 04 05 06 07
temps (en s)

0.0004 [
0.0003 |

0.0002
0.0001

-0.0001
-0.0002

composante modale de la table
o

-0.0003

mode (4,1) Zin vacuo
mode (4,1) - couple a | air 1

-0.0004

0.0002

0.00015
0.0001 §

5e-05

composante modale de la table
o

-0.00015 |

-0.0002

03 04 05 06 07
temps (en s)

01 02

‘mode‘(1,3) -'in vacuo
mode (1,3) - couple a | air 1

0 01 02 03 04 05 06 07
temps (en s)

FIG. 2.7: Comparaison entre la table in vacuo et la table couplée a la cavité d’air : évolution au cours
du temps des huit premieres composantes modales de la table d’harmonie.
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évolution de la composante modale du mode (1,1) de la table d’harmonie sur l'intervalle de temps
[0.55s, 0.65s].

constate que presque tous les modes sont affectés fortement par ce couplage.

e Comme on I'a fait remarquer a la section précédente, le mode (1,1) est particuliere-
ment couplé a l'air. L'amortissement de ce mode est donc beaucoup plus important
dans le cas ou il est couplé a l'air que lorsque la table est dans le vide. En outre, si
on regarde plus en détail les oscillations de ce mode en zoomant sur l'intervalle de
temps [0.55s, 0.65s], comme cela est présenté sur la figure (2.8), on constate que loin de
s’amortir exponentiellement, ce mode est en quelque sorte “entretenu” a la fréquence
de résonance de la cavité (ie.. 96 Hz). En effet, a partir de 0,55s environ, I'amplitude
des oscillations du mode (1,1) devient plus importante lorsque la plaque est couplée a
l'air que lorsqu’elle vibre seule. En outre la fréquence des oscillations de ce mode est
deux fois plus faible dans le cas couplé, ce qui correspond a la fréquence de la cavité.
Néanmoins, cet entretien par le premier mode de cavité serait certainement moins im-
portant si I’on introduisait un terme d’amortissement dans l’air, comme cela a déja été
suggéré plusieurs fois jusqu’ici.

o Ce qui frappe peut-étre le plus, c’est que 'hypothése d’amortissement exponentielle-
ment décroissant ne s’applique absolument pas dans le cas ot la table est couplée a I'air.
Cela est particulierement vrai dans le cas du mode (4,1) de la table (a 673 Hz).

e Le mode (2,1) est relativement peu affecté par le couplage. Il s’agit en fait d"'un mode
dipolaire, dont le rayonnement est peu efficace. Il en est de méme, dans une moindre
mesure, du mode (2,2).
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2.5 Les modes de cavité

2.5.1 Le couplage entre le premier mode de la table et la fréquence de cavité de
Helmholtz

Rossing et al. [60] ont montré, par des mesures expérimentales sur plusieurs guitares, une
relation simple liant le premier mode de la table d’harmonie et celui de la cavité découplées
aux deux premiers modes de la guitare.

Remarque 2.2 Le premier mode de la cavité est en fait la fréquence de Helmholtz, dii a la présence
du trou, qui est plus basse que les fréquences de la cavité fermée. La fréquence de Helmholtz d'une
cavité percée d’un trou est en premiére approximation proportionnelle au rapport \/S/V , oi1 S est la
surface du trou et V' le volume de la cavité (voir par exemple [9]). Lorsque I'on diminue la taille du
trou, cette fréquence tend vers 0. Elle devient nulle dans le cas d une cavité fermée avec condition aux
bords de Neumann.

On note f, la premiere fréquence de la table d’harmonie, f; la fréquence de Helmholtz de
la cavité, et f, et f_ les deux premiers modes de la guitare. Alors, on a la relation suivante,
exacte dans le cas d'un modele simple de deux oscillateurs couplés:

P+ fr=r11+1 (2.2)

Des mesures effectuées sur cinq guitares différentes du rapport

2+ 12
[

conduisent a des valeurs comprises entre 0, 96 et 1, 05 (voir [60]). Il est intéressant de vérifier
que notre modeéle vérifie également cette loi simple.

2.5.2 Détermination de la fréquence de Helmholtz et des deux premieres fré-
quences de la guitare

Pour déterminer la fréquence des modes de cavité rigide de la guitare, c’est a dire lorsque
celle ci n’est pas couplée a la table d’harmonie, on injecte un “pulse” au centre de la caisse,
du type de celui présenté a la section 1.1 et on rigidifie la table. On effectue ensuite une dé-
tection des pics (a -60dB) de la FFT du signal enregistré au point d’impact. Les 10 premieres
fréquences de la cavité ainsi mesurées sont présentées dans le tableau (2.2).

Ainsi la fréquence de Helmholtz de la guitare vaut 117 Hz. Rappelons d’autre part que la
premiere fréquence de la table d’harmonie vaut 181 Hz.

D’autre part, pour déterminer les deux premieres fréquences de la guitare, on effectue éga-
lement une détection de pics sur le signal de pression enregistré en un point situé au-dessus
de la guitare (ces valeurs sont par exemple données a la section 1.2.2). On obtient:

f_=96Hz et f,=201Hz (2.3)
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2.6 Le rayonnement du son

| numéro | fréquence ||

1 117 Hz
355 Hz
699 Hz
905 Hz
1046 Hz
1194 Hz
1245 Hz
1414 Hz
1661 Hz
1751 Hz

O 0 I O Ul = W I

—_
(e}

TAB. 2.2: Fréquences propres de la cavité rigide

On calcule alors

2 2
L . 1,068,
f+ 1
ce qui est a peine au dessus de la fourchette de valeurs obtenues dans [60], et donc tout a fait
remarquable. Ce résultat confirme la fiabilité de la méthode des domaines fictifs, puisque
celle-ci permet de reproduire fideélement le comportement vibratoire d'une cavité de forme
complexe.

2.6 Lerayonnement du son

2.6.1 Définition de la directivité d’un instrument

Comme pour tout instrument de musique, le rayonnement d’une guitare dépend de la fré-
quence et de la direction. On parle de la directivité de I'instrument. Cette caractérisation du
champ sonore généré par la guitare est une information fondamentale sur ses propriétés, et la
qualité d’un instrument en dépend fortement. On comprend aisément qu'il serait dommage
que l'essentiel du son soit rayonné dans un cone de dimensions réduites. La connaissance
de la directivité de la guitare intéressera en particulier les techniciens du son, qui sauront
placer leurs micros en conséquence.

On mesure expérimentalement la directivité d’une source sonore centrée en un point O en
mesurant la pression efficace le long d"un cercle de centre O et de rayon fixé r (voir [9]). Cette
mesure est effectuée en champ lointain, c’est a dire pour un rayon r grand devant la longueur
d’onde de la source. La pression efficace est la valeur quadratique moyenne de la pression
en un point repéré par I'angle 6 sur le cercle, c’est a dire:

1 to+T
pessO) =15 | #2000 4

=to
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On suppose donc ici que la source émet une onde stationnaire (ou plus précisément que le
régime stationnaire est établi a partir de l'instant ¢¢) et que 7" est grand devant la fréquence
des oscillations.

En pratique, on pose la guitare sur une table tournante, et on effectue des mesures a 1’aide
d’un micro situé a une distance r de la guitare (figure (2.9)).

N\

i

FIG. 2.9: Schéma du protocole de mesure de directivité

Celle ci est excitée a I'aide d"un vibreur placé au chevalet, a une fréquence sinusoidale pure,
notée f, qui est en général une des fréquences de résonances de la guitare (voir par exemple
[1]). Les cordes sont étouffées, car ce qui nous intéresse ici, c’est la directivité du systeme
d’amplification de la guitare, a savoir la table d’harmonie couplée a la cavité d’air (la corde
est un excitateur).

Cette mesure permet de tracer le diagramme de directivité de la guitare a la fréquence f, qui est
le diagramme en coordonnées polaire de la pression efficace mesurée normalisée en décibels,
c’est a dire que l'on trace la courbe?®

o(0) = oy, | —LetrO) 25)

0[
wgﬁig%]Peff( )

2.6.2 Diagrammes de directivité

On réalise donc cette expérience sur notre guitare numérique. On a représenté sur la figure
(2.10) les diagrammes de directivité obtenus en étouffant les cordes et en excitant sinusoi-
dalement la guitare au chevalet a la hauteur de la corde basse aux fréquences de résonance
suivantes:

96Hz, 201Hz, 370, 659Hz, 822Hz et 1020Hz.

Le cercle sur lequel sont effectuées les mesures est situé dans le plan d’équation z = 25c¢m,
c’est a dire le plan normal a 1’axe de symétrie de la table d’harmonie a égale distance de la
rose et du chevalet. Le rayon du cercle est 80 cm. Cette valeur est inférieure a celle utilisée
pour des mesures expérimentales. Plus le rayon est grand, plus la taille du domaine de calcul
3d est grand.

3. En pratique méme, comme ¢(6) est négative, la courbe est inversée, si bien que 1'on trace en définitive
0 — pap + ¢(), ol pap est un seuil arbitraire fixé ici a 20 dB.
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2.6 Le rayonnement du son

95 Hz 200 Hz

370 Hz 655 Hz

270 270

822 Hz 1020 Hz

F1G. 2.10: Diagrammes de directivité
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Modéle numérique de guitare

On ne peut donc pas choisir un rayon trop important, au risque de voir s’allonger un peu
trop les temps de calculs. Le rayon choisi ici est suffisamment grand pour que 'hypothese
de champ lointain soit valable aux fréquences considérées. Le calcul de pression efficace est
effectué en moyennant sur 10 périodes, soit " = 10/ f, et cette moyenne est calculée des que
100 périodes se sont écoulées, soit ty = 100/ f.

e Le rayonnement du son est fortement dépendant de la fréquence.

e Le rayonnement des deux premiers modes de la guitare est relativement omnidirec-
tionnel, ce qui est conforme a ce qu’on peut trouver dans la littérature.

e Néanmoins, cette guitare rayonne essentiellement “vers le haut” (ce qui correspond a
0 = 90° sur les diagrammes). Cela est tout simplement di au fait que les vibrations du
fond ne sont pas prises en considérations dans le modele actuel.

120 dB

FIG. 2.11: Directivité instantanée de la guitare pincée sur sa sixieme corde : coupe de pression dans
le plan x = 25c¢m, en décibels, immédiatement apres le pincer de corde. Les clichés sont espacés de
0,75 ms.

2.6.3 Diagrammes de directivité instantanée

Les diagrammes de directivité présentés a la section précédente sont réalisés dans des condi-
tions tres particuliéres, qui n’ont rien a voir avec une situation de jeu normal, puisqu’ils
représentent une valeur moyenne de la pression rayonnée a une fréquence fixée.

Puisque la pression dans tout I'espace environnant la guitare est calculée a chaque instant,
le modele numérique de guitare permet de visualiser la pression instantanée en tout point de
I'espace, et ce pour n'importe quel type d’excitation de I'instrument.

Par exemple, on pince la sixieme corde de la guitare (Mi grave). La figure (2.11) représente
une coupe de la pression acoustique dans le plan d’équation x = 25¢m, c’est a dire dans le
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2.7 Visualisation des vibrations mises en jeu par la guitare

méme plan que celui des mesures de directivité de la section précédente. Les clichés com-
mencent juste au moment ot le doigt n’interagit plus avec la corde. L'intervalle de temps
entre deux clichés est de seulement 0,75 ms.

La pression acoustique est représentée en décibels soit :

p = 20log1o

e

otl p = 21072 Pa est le seuil d’audibilité humaine.

2.7 Visualisation des vibrations mises en jeu par la guitare

On montre dans cette section les représentions graphiques des diverses grandeurs calculées
par la méthode:

e le déplacement u, de la corde (calculé par intégration en temps sur la variable v, ),
o le déplacement u,, de la table (calculé par intégration en temps sur la variable v,, ),
e le saut de pression X a la surface de la guitare,

e la pression p dans l'air environnant la guitare (coupe dans le plan d’équation (y = 0),
c’est a dire le plan, vertical, de symétrie de la guitare).

La figure (2.12) montre les valeurs de ces grandeurs immédiatement apres le pincer de la
corde, c’est a dire au début du régime libre. La corde pincée dans cette expérience numérique
est la premiére corde de la guitare (Mi aigu). L'intervalle de temps entre deux clichés est de
0,36 ms.

On notera que I'amplitude du déplacement de la corde n’est que de 3 mm et celle de la
table d’harmonie est seulement de 30 pm. La pression a I'intérieur de la cavité est nettement
supérieure a la pression a I'extérieur.
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Modeéle numérique de guitare

Déplacement de la corde (en m )

002 mm 0005 mm 0 mm 0,005 mm 0.02mm

Déplacement de la table d’harmonie ( en m )

~15Pa e

Saut de pression a la surface de la guitare ( en Pa )

+4 Pa

ERENREARAT ]

12 -
Coupe de pression dans le plan d’équation (y=0) (en Pa)

FIG. 2.12: Instantanés des différentes grandeurs intervenant dans le modele, immédiatement apres
le pincer de la premiére corde de la guitare (Mi aigu). Les clichés sont séparés de 0,36 ms.
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Bilan et perspectives

Bilan et perspectives

Les capacités toujours croissantes des moyens de calcul a notre disposition permettent au-
jourd’hui d’envisager la réalisation de modeles de plus en plus pertinents et réalistes de
phénomenes physiques complexes. La méthode mise au point dans ce travail a largement
bénéficié de ces possibilités de calculs importantes ainsi que de nombreuses recherches ré-
centes développées tant dans le domaine de 'acoustique musicale que dans le domaine du
calcul scientifique:

e L’élaboration d'un modele complet de guitare incluant le rayonnement du champ so-
nore dans tout I'espace et un modele de pertes intrinseques au sein des matériaux.

e Laréduction de notre probléme a un domaine borné grace a 1'utilisation de conditions
aux limites absorbantes.

e La prise en compte de particularité géométriques complexes dans un probléme d’in-
teraction fluide-structure par la méthode des domaines fictifs.

e L'utilisation de techniques fiables basée sur des estimations d’énergie assurant la sta-
bilité des schémas proposés.

e Lutilisation de bibliotheques de routines performantes dans le domaine du calcul ma-
triciel (lapack et blas), sans lesquelles I'implémentation d'un tel code serait a la fois
beaucoup plus difficile et beaucoup moins efficace.

La richesse et la pertinence des résultats obtenus a 1'aide du modéle numérique de guitare
présenté dans ce document laisse augurer un avenir prometteur a ce type d’approche pour
la compréhension du comportement vibroacoustique des instruments de musique et plus
généralement des phénomeénes physiques complexes mis en jeu dans la production d’ondes
sonores.

Toutefois, il conviendrait de compléter cette étude par une analyse plus approfondie des
capacités prédictives du modéle en comparant systématiquement et dans la mesure du pos-
sible quantitativement les résultats qu’il fournit & des mesures effectuées sur un instrument
donné.

Il faudrait également s’intéresser a I'influence sur la sonorité de I'instrument des nombreux
parametres qui interviennent dans ce modeéle, tant physiques que géométriques.

Afin d’augmenter la pertinence de ce modeéle, il conviendrait d’y inclure bon nombre d’amé-
liorations. Par exemple:

e La modélisation de la table d’harmonie proposée actuellement ne permet pas de dis-
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Bilan et perspectives

poser a notre guise les raidisseurs sur la table de la guitare. On est trés limité par les
contraintes imposées sur le pas d’espace du maillage surfacique de la guitare pour le
calcul du saut de pression et sur celui du maillage cubique pour 1'équation des ondes
acoustiques. Un premier moyen consisterait a choisir un maillage pour le saut de pres-
sion qui ne concorde pas avec celui de la table, ce qui permettrait de raffiner autant
qu’on veut ce dernier. Mais le calcul de la matrice couplant ces deux grandeurs serait
alors beaucoup plus délicat et long.

Un autre moyen, certainement plus réaliste, consisterait & modéliser les raidisseurs
comme ce qu’ils sont plus vraisemblablement, c’est a dire des barres collées a la table.
L’un des intéréts de la méthode modale proposée ici est que 'on peut envisager de réa-
liser le calcul en deux étapes. D’abord la réalisation d"'un modeéle de table d’harmonie
aussi sophistiqué qu’on veut, dont on extrait les 50 premieres déformées modales et les
fréquences propres associées. Puis on insert ce résultat dans le code existant, moyen-
nant le calcul des matrices couplant la table d’harmonie a l'air et a la corde dans le cas
de ces modes particuliers.

e La prise en compte de la double polarisation de la corde est nécessaire si 'on veut
rendre compte du phénomeéne de double décroissance du son observé dans de nom-
breux cas. L'introduction d'un effort dans le plan de la table conduirait alors & modéli-
ser le déplacement membranaire de la table d’harmonie, ce qui ne peut que compliquer
la méthode de résolution de ce nouveau modeéle,

e On asupposéici que ni le fond ni les éclisses ne vibraient. Il est trés aisé d’introduire les
vibrations du fond dans le modéle actuel, avec un surcotit qui est essentiellement celui
du calcul des modes du fond. La vibrations des éclisses demanderait 1"utilisation d'un
modeéle de coque, plus sophistiqué que le modéle de plaque de Kirchhoff-Love. L'une
des conclusions de ce travail est qu’il faudrait mettre au point une technique similaire
de calcul des modes des éclisses pour la résolution en temps de cette nouvelle équation.

e Dans le but d’obtenir des sons de cordes plus réalistes, il faudrait proposer une modele
de pincer non linéaire faisant intervenir le doigt (voire le bras!) de I'instrumentiste.

o Il est également nécessaire d’introduire un modéle d’amortissement dans 1'air, pour
rendre compte de I'amortissement de la fréquence de Helmholtz, qui est tres peu, voire
pas du tout amorti, comme on a pu le constater sur les signaux temps-fréquence ou
encore sur les courbes d’admittance.

Du point de vue mathématiques, la nécessité de mener a bien 1’élaboration du modele numé-
rique complet nous a conduit a laisser de c6té certains aspects plus théoriques qu'il pourrait
étre intéressant d’approfondir. Par exemple:

* Généraliser au cas d"une plaque orthotrope I’analyse d’erreur de 'approximation spa-
tiale de I’équation de plaque présentée a la section 2.6.

x Déterminer les raisons de la non consistance du schéma P; — R;.

* Réussir a montrer théoriqguement la stabilité du schéma S, lorsque le terme d’amortisse-
ment fluide R, est non nul.
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Le modele de plaque mince de Kirchhoff-Love

Annexe A

Le modele de plaque mince de
Kirchhoff-Love

Une plaque est intuitivement un matériau élastique dont I'épaisseur est petite par rapport
a ses autres dimensions. Son déplacement est régi en toute généralité par les équation de
I'élastodynamique tridimensionnelle. Compte tenu de la géométrie particuliere d"un tel ob-
jet, il est naturel de chercher a restreindre le probleme a une équation bidimensionnelle écrite
dans le plan médian de la plaque.

L'objectif de cette annexe est de montrer comment on peut obtenir un tel modele en effec-
tuant un petit nombre d’hypotheéses portant sur la forme du champ de déplacement autorisé
ainsi que sur la loi de comportement.

De nombreuses théories existent pour élaborer de telles équations dont les plus connues
sont celles de Kirchhoff-Love qualifié de modele de plaque mince et celle de Reissner-Mindlin
qualifié de modele de plague épaisse. Nous avons choisi ici le modele de Kirchhoff-Love, car
il sera suffisant pour la gamme de fréquences envisagée dans ce travail (inférieur a quelques

A.1 Le modele élastique tridimensionnel

Notation A.1 On se donne ici, pour rester conforme i des notations couramment utilisées en théorie
des plaques, un repere (O, x1, T2, x3).

Les variables ou champ de vecteurs tridimensionnels sont représentés par des majuscules (U), tandis
que les variables ou champ bidimensionnels sont représentés par des minuscules (u,,).

Dans toute cette annexe, on utilisera la convention sur les indices répétés, usuelle en mécanique des
milieux continus. D’autre part, les indices latins (i, j, k,1 . . .) décrivent les champs tridimensionnels,
c’est a dire qu’ils évoluent dans {1,2,3}, tandis que les indices grecs (o, B, A\, ... ) désignent les
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Le modele de plaque mince de Kirchhoff-Love

champs bidimensionnels, c’est a dire qu’ils évoluent dans {1,2}. Ainsi, par exemple :

3 2
U;U; = E U;U; et U Uy, = E Ug Uy,
i=1 a=1

A.1.1 Description géométrique

5 -
Jv*’*-
N 4
f o T % : o
i / ‘ A
35 i

FIG. A.1: Description géométrique de la plaque 3d

On considere un solide élastique tridimensionnel non homogene, de densité p,(z1,z2,z3)
occupant dans sa configuration de référence un domaine 2 de R?. On suppose que Q est
un cylindre dont la surface médiane est un ouvert régulier de R? noté w et est située au
repos dans le plan z1Oz. Sa hauteur, supposée petite devant les dimensions de w, peut étre
variable, mais on suppose néanmoins, pour simplifier, que {2 est symétrique par rapport a w,

de sorte que si on note §(x1,z3) la hauteur de la plaque en un point de la surface médiane,
on peut écrire:

0= {(.’171,.772,.’173) EwxR;xz3€ —6(];12’ $2), 6(3012, z3) [} (A1)

Un point courant de 2 sera noté indifféremment (1, z2, 3) ou X. Dans la suite, de maniére a

simplifier cette présentation, mais sans aucune perte de généralité, on ne fera plus apparaitre
la variation de 1’épaisseur, qui sera donc noté é.

Le bord de €, noté 69, est décomposé en trois parties, 6Q =TT U~ UT :

e la face supérieure, 't = w x {6/2};

e la face inférieure, '™ =w x {-6/2};
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A.1 Le modele élastique tridimensionnel

o la face latérale, I' = dw x | — 6§/2,6/2[, elle méme décomposée en deux parties permet-
tant de décrire deux types de conditions aux limites idéales: I' = I'y U I';. On écrit une
partition du bord v de w: v = 79 U ;. On suppose que 7, est de mesure non nulle. On
distingue alors :

* T'g = y9x]| —6/2,6/2[ correspondant a un bord encastré. Le déplacement le long de
ce bord est alors nul.

* Iy = vx] — 6/2,6/2] correspondant a un bord libre le long duquel il n’y aucune
restriction sur le déplacement.

On note N la normale extérieure a {2 définie en tout point de son bord 62. D’autre part, la
normale extérieure a w définie en tout point de 7 est notée n = (n,,n,) , vecteur a deux
dimensions, et la tangente au bord est notée 7 = (74, 7,) . On la choisit de maniére a ce que
le triedre (n, 7, e,) soit orthonormé direct. Compte tenu de la géométrie particuliere de €2, on
peut alors préciser :

es sur'T

=
I

—es sur'™ (A.2)

(n,0) = (ng,ny,0) surl

Cette plaque est soumise a des efforts volumiques de densité
F(X,t) = (Fi(z1,72,73,1))ieq1..3}» (A3)
exercées en tout point X de Q a chaque instant, et a des efforts surfaciques de densité
9(T1, T2, £6/2,1) = (9i(x1, T2, £6/2,1))icq1...3}, (71, 72) € w, (A4)

appliquées sur les faces supérieures et inférieures ('™ et I'"). On suppose que les efforts
exercés sur la face latérale I" sont nuls.

On a ainsi totalement définis les conditions aux bord du domaine €2, soit par des contraintes
cinématiques sur le bord latéral, soit par des contraintes dynamiques sur les faces supé-
rieures et inférieures.

A.1.2 Lechamp de déplacement

Sous l'action de ces efforts extérieurs, la plaque se déforme. Les mouvements de la plaque
sont décrits a I'aide d"un champ de déplacement vectoriel

U(z1,29,23,t) = (Ui(1, 72,73, 1) )icf1..3)» (A.5)
défini en chaque point du domaine 2. Cela signifie qu'un point M situé initialement en

(z1,29,23) € Q dans la configuration de référence se déplace a l'instant ¢ en un point M tel
que M()M = Q(.’El, 9, .’L'3).
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Le modele de plaque mince de Kirchhoff-Love

On suppose que ces déplacements sont suffisamment petits pour rester dans le cadre de
I'élastodynamique linéaire. La déformation de cette plaque est alors caractérisée par le ten-
seur des déformations linéarisées ¢ (U) défini par:

1
gij(Q) = 5(8JU1 + 8¢Uj), pour ’i,j c {1 - 3}, (A6)

ou la notation 9; représente la dérivée partielle par rapport a la coordonnée z;.

A.1.3 Equations du mouvement

Le champ de déplacement U(X,t) est ainsi régi par les équations de I'élastodynamique li-
néaire:

( 2
pp%TQQ - @g = Ea dans Qa
U = 0, surly,
. (A7)
g surI'Turl—,
g-N = ¢
\ B 0 surly.

ou Div désigne 'opérateur de divergence pour les tenseurs d’ordre 2. Div g est le vecteur
dont les 3 composantes sont données par la divergence usuelle des vecteurs lignes du ten-
seur ¢ . Ainsi,

(Divg ); = 003

Remarque A.1 Le probleme aux limites (A.7) peut également s’écrire composante par composante
sous la forme suivante, ou les divers produits tensoriels et les divers opérateurs sont explicités (rap-
pelons qu’on utilise la convention sur les indices répétés) :
(
o*U;
i ajO'ij = Fz dans Q,
Ui = 0, surly,
g (A.8)
g surITul~,
O'Z‘jN i =
0 surly.

Ce probléme peut enfin étre écrit sous sa forme variationnelle qui correspond en fait au
principe des puissances virtuelles :

On cherche U : [0,7] — V3P, tel que:

. (A.9)
/ppUiUi*dQ:/Uij(Q)sij(Q*)dQ—l—/FiUi*—l—/ gUr, YU* € V3P,
Q Q Q r+ur-
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A.1 Le modele élastique tridimensionnel

ot V3P désigne I'espace des déplacements virtuels autorisés. Celui ci doit prendre en compte
les conditions imposées sur le bord de la plaque:

VP ={U"=(U;) e H(Q); U = 0surTo}. (A.10)

Remarque A.2 Le principe des puissances virtuelles exprime en fait tout simplement que la puis-
sance des quantités d’accélération est égale a la somme de la puissance des efforts intérieures et de la
puissance des efforts extérieures, soit :

Pacc(g*) = Pint(g*) + Pext(g*)a VQ* € V3Da (All)

/

Pacc (Q* ) - / pp Uz Ui* dQ2
Q

! P = /Q o (U)es (U*) (A12)

Pext(g*) / FiUi* +/ giUi*
\ Q r+ur-

A.1.4 Loi de comportement

On se limite a des transformations isothermes et on suppose que ce matériau est un solide élas-
tique orthotrope, ce qui nous permet de caractériser la relation liant le tenseur des contraintes
de Cauchy ¢ au tenseur des déformations linéarisées ¢ (U) a I'aide d’une loi de compor-
tement linéaire. On note R (1,29, 23) le tenseur de rigidité de ce matériau en un point
(z1,79,23) de @ (R est un tenseur du quatrieme ordre). La loi de comportement s’écrit
alors, en utilisant la convention sur les indices répétés:

0ij(U(X)) = Rijr(X)er (U(X)). (A.13)

Le matériau est supposé orthotrope, ce qui veut dire qu’il posséde trois plans de symétrie
orthogonaux entre eux. On s’arrange bien entendu pour que ces trois plans coincident avec
les trois plans de référence donnés par le repere (Oz;zgz3). Lhypothese d’orthotropie du
matériau ainsi que les propriétés générales de symétrie du tenseur de rigidité réduisent le
nombre de coefficients indépendants définissant le tenseur de rigidité a 9. Un tenseur sy-
métrique d’ordre 2 possede quand a lui 6 composantes indépendantes. On effectue la cor-
respondance suivante entre une représentation tensorielle et une représentation vectorielle
d’un tenseur symétrique d’ordre 2:
(e11 <> e1) (e22 > €2) (£33 <> €3)
(A.14)
(e12 = €4) (213 < €5) (223 < €6)

Cette notation nous permet alors d’écrire la loi de comportement sous une forme matricielle
plus commune, dans laquelle le tenseur de rigidité apparait comme une matrice symétrique
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de taille 6 et les tenseurs de contrainte et de déformation apparaissent comme des vecteurs

de taille 6:

(011

022

033

012

013

023

[R11
Ri2
Ris

0
0
0

Ria

Raa

Roas
0
0
0

Ris

Ras

Rass
0
0
0

0
0
0
Raa
0
0

0
0
0
0

Rss
0

€1

0

0 €92
0 €33
0 €12
0

€13

Ree | |€23

(A.15)

On représente usuellement cette loi de comportement sous une autre forme (en fait, son
inverse), en introduisant les modules de Young, les coefficients de Poisson et les modules
de cisaillement du matériau (qui sont en fait les quantités physiques directement accessibles
aux mesures):

—_- ——= —= 0 0 0
[€11] £ f”l By (0117
2 B 0 0
€22 Ey, Ey Ey 022
1
£33 —@ —@ — 0 0 0 J33
B E; Es E; (A16)
= 1 .
€12 0 0 0 0 0 g12
2G3
€13 0 0 0 0 1 0 013
€23 2G1s 1 093
. 0 0 0 0 0 °C .
- 12_

Remarque A.3 I faut prendre garde au fait que c’est le tenseur qui est symétrique; les coefficients
de Poisson, eux, ne le sont pas nécessairement. On a au contraire :

vigFy = vo1 Fy vi3ks = v31 B vy3E3 = v39Fs

et les modules de Young d'un matériau orthotrope sont justement différents suivant la direction.

A.2 Les hypothéses de Kirchhoff-Love

Le modele de Kirchhoff-Love repose sur un certain nombre d’hypothéses qui portent sur
la forme des champs de déplacement autorisés mais aussi sur la forme du tenseur des
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contraintes de Cauchy, ce qui aura une incidence directe sur la loi de comportement du ma-
tériau (A.16). Ces hypotheses vont nous permettre de réinterpréter le principe des puis-
sances virtuels afin d’obtenir un jeu d’équations qui porte uniquement sur des variables
définies dans la surface médiane w.

A.21 Lechamp de déplacement de Kirchhoff-Love

Définition A.1 On appelle section droite tout segment vertical, de longueur 6, dans la configu-
ration de référence. Une section droite est donc perpendiculaire a la surface médiane. Pour un point
(21, z9) de w donné, le segment droit associé est ainsi:

{(331,(172,1‘3) € Q3 E] - 6/2,5/2[} (A17)

On fait alors les hypotheses suivantes:

Hypothese A.1 (des sections droites) Toute section droite avant déformation reste droite apres
déformation.

L'épaisseur de la plaque étant négligeable devant les autres dimensions de la plaque, on
peut négliger la courbure du déplacement effectuée par une section droite. Cela revient,
en quelque sorte, a linéariser le déplacement d"une section droite par rapport a 1'épaisseur.
Cette hypothese est usuellement attribuée a Reissner ou a Mindlin. Tout segment droit pos-
séde alors un mouvement de solide rigide.

Notation A.2 On note:

(21, 72) = (wi(T1,22))icp.. 3]

le déplacement effectué par le centre de tout segment. u,, est le déplacement effectué par la surface
médiane.

U (T1,72) = (Ua(T1,72))ae{1,2) est appelé le déplacement membranaire (dans le plan de la
membrane),

ug(z1,z2) est appelé le déplacement de flexion ou fleche.

La rotation du segment est notée § = (61, 02).

Hypothese A.2 Il n’y a pas de déformation transversale, soit :

£33 = 0. (A18)
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On aura donc 93U3 = 0 ce qui implique Us(z1, z2, x3) = us(x1, z2).

Ces deux hypothese (A.1, A.2) nous permettent alors de restreindre I’ensemble des dépla-
cements autorisés a des déplacements de la forme:

(A.19)
Us(z1,22,73) = uz(z1,z2).

{Ua($1,$2,$3) = uq(z1,72) — 2300 (21, 22),

Une derniere hypothese va nous permettre de restreindre un peu plus encore le champ de
déplacement autorisé en proposant une relation entre le déplacement de flexion u3 et la
rotation 6.

Hypothese A.3 (de Kirchhoff-Love) Toute section droite reste normale a la médiane au cours
du déplacement.

e [
Ceelion ey

. i y
oL . /A‘l‘ arm Ax-ﬁbaruw,]lo«,_
S Lgn olfdace Mealaug

el

FIG. A.2: Illustration de I'hypotheése de Kirchhoff-Love

On aura alors:

0 = Vus. (A.20)

On néglige ainsi les phénomeénes de cisaillement transverse.

L'intérét d"un tel choix de champ de déplacement autorisé est qu’on a totalement explicité
la dépendance en z3 des trois composantes du champ U. L'inconnu est maintenant le dé-
placement de la surface médiane u, défini dans w qui ne dépend que des seules variables
z1 et z2. On a donc ramené un probleme posé dans le domaine tridimensionnel € a un
probléeme posé dans le domaine bidimensionnel w.
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A.2.2 Les conditions au bord

On note UXZ un champ de déplacement de Kirchhoff-Love, ie. qui vérifie A.19 et A.20. Ce
champ de déplacement doit étre un sous ensemble des champs de déplacement autorisés.
Nous devons donc préciser dans quel espace doivent vivre les inconnues (u;);e[1...3) pour
qu'un déplacement UK défini par (A.22) soit dans V3P, défini en (A.10). .

Tout d’abord UKL doit étre dans H'(£2). On en déduit que u; € H'(w), pouri € [1...3] et
également que d,u3 € H'(w). Par conséquent, la fleche ug doit appartenir a l'espace H?(w).
D’autre part, la condition d’encastrement sur I'g impose :

UK (x1, 29, 23) = 0, pour tout (z1,z2) € 7 et pour tout z3 €] — 6/2,8/2|.
On en déduit, en choisissant successivement x5 = 0 puis z3 # 0, que :
u; = 0 sur 7y et O,ug = 0 sur ~y. (A.21)

Il est usuel dutiliser le repere local de Frechet (n, 7) sur le bord d’un ouvert. Dans ce repére,
la deuxieme condition (A.21) s’écrit 0, u3 = 0 et 0;u3 = 0. Mais puisque u3 est nul sur yy, on
sait déja que la dérivée tangentielle est nulle. On peut donc se contenter d’écrire d,,uz = 0.

Finalement, un champ de déplacement de Kirchhoff-Love UXZ est de la forme:
UgL(J?l,.IQ,.T;;) = ua(l'l,:l}g) — .T38QU3($1,.722), Ya € {1,2} ( )
A22
U3I(L(x17$2=$3) = ’LL3(.’L'1,$2)

out (u4)eq1..3) € VKT avec:

VKL = {(u1,u2,u3) € H'(w) x H'(w) x H*(w);u; = 0 sur yg et dpus = 0suryp} (A.23)

A.2.3 Loi de comportement de Kirchhoff-Love

Il reste a donner la loi de comportement. Il s’avere que pour un déplacement de Kirchhoff--
Love, les déformations selon la direction 3 sont nulles (ie. ;3 = 0.) Il est alors assez cohérent
de supposer que les contraintes dans cette méme direction sont elles mémes négligeables.
Soit donc, '’hypotheése suivante:

Hypothese A.4 (des contraintes planes, dite de Koiter) La composante normale du vecteur
contrainte est toujours nulle, soit :

Uig(g) =0,Vi € [1 .. 3]

La loi de comportement tridimensionnel pour un matériau orthotrope donnée en (A.16) ne
porte alors que sur les composantes tangentielles du tenseur de déformation ¢ et du tenseur
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de contrainte ¢ . Cette loi de comportement peut donc s’écrire::

[ 1

V12
_2y
Ey
1
— 0
Es
1
0
2G12 |

011

022

012,

(A.24)

Ce qui nous permet, en inversant, d’obtenir la relation définissant les contraintes planes en

fonction des déformations planes:

1

i Ey Esvq9 T
o11 - 0 €11
1—v19v91 1— v19v91
o _ | Eiwa FEy 0 €99 (A.25)
1—visver 1 —viovm
J12 0 0 2G1y €12,
que nous noterons plus généralement:
Oaf = RaﬁAMEAw (A.26)

ouR estle tenseur de rigidité de Kirchhoff-Love.

Remarque A.4 Il est important de noter que cette loi de comportement n’est pas la restriction plane
de la loi de comportement d’un solide tridimensionnelle donnée en (A.16). L’hypothese (A.4) a donc
un effet non négligeable sur la loi de comportement.

Regardons plus précisément quelles différences interviennent dans le cas d'un matériau isotrope.
Dans ce cas, la loi de comportement d’un solide tridimensionnel ne dépend que de deux modules de
rigidité, son module de Young E et son coefficient de Poisson v, et sa restriction plane est donnée par :

v v

1 0
o 12w 1-w el
B v
022 | — 1 0 €922
1+v 1-2v +1—21/ (A.27)
012 0 0 1 €12-

Tandis que la loi de comportement de Kirchhoff-Love dans le cas particulier d’un matériau isotrope
est alors :

1 v 0
011 1_p 1—v €11
E v 1
022 = - €22 A28
14+v|(1—-v 1-v 0 ( )
012 0 0 1 €12

1. on notera que ce tenseur est bien symétrique, puisque Ezv12 = E1va; (cf. remarque (A.3))
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A.3 Le modele de plaque mince de Kirchhoff-Love

A.3.1 Application du principe des puissances virtuelles

Il nous faut maintenant déterminer les équations qui régissent le déplacement u,,. Pour cela
nous allons écrire le principe des puissances virtuelles (A.9) en se limitant a des champs de
déplacement de Kirchhoff-Love et en utilisant la loi de comportement de Kirchhoff-Love.
La géométrie de €, qui est un cylindre, ainsi que la forme de ce champ de déplacement
permettent d’expliciter I'intégration sur 1’épaisseur. On obtient alors une formulation va-
riationnelle écrite sur le domaine w.

Notation A.3 Pour alléger les écritures, un champ de Kirchhoff-Love sera dorénavant noté U plutot
KL
que U™™.

Ajoutons une derniere hypothése qui aura pour conséquence de simplifier considérablement
les équations obtenues, et en particulier permettra de découpler le mouvement membra-
naire (u,) du mouvement de flexion u3.

Hypothese A.5 (plaque équilibrée) On suppose que la plaque est équilibrée, c’est a dire que ses
propriétés sont invariantes dans 1'épaisseur, ou encore que ses parametres physiques sont indépen-
dants de x3.

La densité de la plaque p, et le tenseur de rigidité R sont alors des fonctions des seules
variables z1 et z2. Notons que si f(z1,z2,23) = f(z1,22) est une fonction indépendante de
la variable z3, alors on aura:

5/2
f(z1, w2, x3)das = 6f (71, 22),
_8/2
5/2
/ z3f (71, T2, 23)dT3 = 0, (A.29)
_8/2

6/2 &3
/ 23 f (71, 29, 73)dT3 = ﬁf(~771a$2)-
—6/2

Remarque A.5 Plus généralement, on dira qu’une plaque est équilibrée si ses propriétés sont symé-
triques par rapport a la surface médiane, c’est a dire que ses paramétres physiques sont des fonctions
paires de la variables x3. Pour une fonction f(x1,xs,x3) paire par rapport i x3, on a toujours

f%% z3f(z1, %2, x3)drs = 0. Mais on ne peut plus dans ce cas expliciter les moments paires de f.
Il faut se contenter de noter
5/2 5/2
fo= f(@1, 39, 23)dz3 et fo = / 23 f (x1, 9, 23) ds.
2 —5/2
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L'intérét de supposer que f est indépendante de x5 est de faire apparaitre explicitement I'ordre de
grandeur, en fonction de I'épaisseur 6, des différents termes dans I'équation du mouvement.

Remarque A.6 L'hypothese de plaque équilibrée porte uniquement sur les propriétés de la plaque
elle méme. Par contre le chargement n’est pas nécessairement symétrique.

On calcule séparément les trois composantes (accélération, efforts intérieurs et extérieurs)
intervenant dans la formulation des puissances virtuelles.

A.3.1.a Calcul de la puissance virtuelle des quantités d’accélération

Ona:
vU* e Vi,
. 6/2 (A.30)
Pacc(U”) = LPpUiUi* = /6/ / pp [(lie — T304 1i3)(ug — T304u3) + tigu3] dwdzs
—6/2 Jw
Et donc, compte tenu de ’hypothese (A.5), on obtient:
53
YU* € VKL, Pacc(U") = / pp‘miufdw + / Ppﬁaaﬁ3aa'uf§dw (A.31)
w w
La puissance virtuelle des quantités d’accélération est donc la somme de deux termes:
. Un terme d’inertie de translation: / ppdiliu; dw
Y3 (A.32)

6
° Un terme d’inertie de rotation: / ppﬁaaiigaa@dw.

w

C’est a ce stade que I'on peut faire la derniere hypothése du modele de Kirchhoff-Love:

Hypothese A.6 L'épaisseur de la plaque 6 étant supposée petite, on néglige le terme d’inertie de
rotation devant le terme d’inertie de translation.

Ainsi, on aura seulement:

VU € VR PecU) = [ oyt (A.33)

Remarque A.7 Cette hypothese aura pour ficheuse conséquence de voir la célérité des ondes har-
moniques de pression tendre vers l'infini avec le nombre d’onde. On vérifiera néanmoins qu’elle reste
justifiée pour une gamme de fréquence suffisamment faible.
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A.3.1.b Calcul de la puissance des efforts extérieurs

Ona:
VU* € VKL,
73ext(Q*) :/FiUi*+/ giUi*
Q T+ur—
5/2 §/2
- / Fo(ul, — 230013) + / / Fyul + / = (Ul T 8/2003) + / ot us.
—6/2 Jw —6/2 Jw w w
(A.34)

On introduit:

8/2
e la résultante des efforts sur 1’épaisseur: f; = / Fidzs + g + g7

—5/2
4/2
e le moment résultant sur 1'épaisseur: Pa = / z3Fodzs + 6/2gF — 6/2g,,
—6/2
Alors:
VU* € VRN, Pou(U*) = / fiup — / fa O (A.35)
w w

A.3.1.c Calcul de la puissance des efforts intérieurs
Ona:

YU* € VEL P (U*) = /Q 0ij([U)ei; (U™) (A.36)

Or, on vérifie, pour un champ de déplacement de Kirchhoff-Love, que:

gaﬁ(g*) = Eaﬁ(u:;m) - $3aozﬂu§7 VO(,,B € {17 2}

(A.37)
ete;z =0, V’iE[l...3].
Donc:
5/2
vU* € VKL, P (U*) = / N / [0as(U)eas(Un,) — £3005(U)0npus) dwdzs. (A.38)
—6/2 Jw
On introduit:
5/2
o le tenseur des efforts de membrane: Ny3(U) = oap(U)dz3,
0 (A.39)
e le tenseur des moments de flexion: Mqap(U) = / x3043(U)dzs.
—6/2
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Alors:

vU* € VKL, P (U*) = / Nop(U)eap(wh,)dw — / Mos(U)0npuldw. (A.40)

A.3.2 Equations variationnelles du modele de Kirchhoff-Love

Le principe des puissances virtuelles s’écrit donc dans le cadre des hypotheéses de Kirchhoff-
Love:

On cherche U : [0,T] — VXL, tel que:
[ iciido + [ Nop@ewtis — [ Mop@buido | (aan)
w w w

:/fiu?—/uaaaug, vU* € VKL,

La loi de comportement de Kirchhoff-Love (A.26) nous permet d’exprimer le tenseur des ef-
forts de membrane (N,3) et le tenseur des moments de flexion (M) en fonction du champ
de déplacement u,,, défini sur w. On a en effet, compte tenu de 'hypothése de plaque équili-
brée (A.5):

Na (Q) = 6Raﬂ)\u5)\p, (Qm) (A42)
6
Maﬂ (Q) = - ﬁRaﬂ)\ua/\uUS (A.43)

On constate alors que N ne dépend que des déplacements de membranes (u1,u2) tandis
que M ne dépend que de la fleche u3.

Remarque A.8 Cette propriété tres importante est due a I'hypothese de plaque équilibrée. Supposons
un instant que cette hypothese n’est pas vérifiée. Alors on aura, en toute généralité :

Nos@) = Hisyuenu(m) = Hoghern ) (A44)
Map(U) = Hgbﬁfmfku(@m)_Hiﬁ)\ufku(@m) (A.45)
avec :
52
Hypy(T1,22) = N Rogau(T1, 72, 73)dT3, (A.46)
Y
; 52
Hyg,(@1,30) = /_6/2£B3Raﬂ,\p($1,$2,$3)d$3a (A.47)
f o 25
Hygy,(21,22) = /_6/2$3Raﬂ,\u($1,$2,$3)d$3- (A.48)

Et on constate donc que si H(Z"ﬁ’;u n'est pas nul, les mouvements de membranes et de flexion sont
couplés.
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Dans le cas d’'une plaque équilibrée, les équations régissant les déplacements de mem-
brane et les déplacements de flexion sont donc découplées.

Pour s’en persuader, il suffit de choisir successivement dans 1’équation (A.41) des champs
de déplacement virtuels U* tels que u3 = 0 puis des champs de déplacement virtuels U™ tels
que tels que u} = u} = 0 et de remplacer les tenseurs (N,3) et (M,g) selon la loi donnée en
(A.42, A.43).

On obtient finalement les équations variationnelles du modele de Kirchhoff-Love:

Probléme membranaire :

On cherche u,, = (ug) : [0,7] —€ VXL tel que:

/ ppdiiaug + / Nop(tm)eap(tn,) = / fauwh, Vuy, = (uh)a € V- (A.49)
w w w

ot Nog(u,) = 6RaprueA (L)

Probléme en flexion:

On cherche u3 : [0,T] — VfKL tel que:

[ otisis = [ Mastus)nns = [ s~ [ pados, Vs eV (s
w w w w
3

. 0
ou Maﬂ(m) = ERaﬂxua)\uu;;.

Les espaces VXL et V;q“ étant définis par:

KL
Vm

{(ul,uz) € (Hl(w))2 e = 0 sur g } (A.51)
V;(L = {U3 € H2(w); u3z = 0 sur 7y et d,uz = 0 sur 70} (A.52)

On notera bien stir que VKL = XL x VfKL.

Remarque A.9 Ainsi, en fonction du chargement, la plaque peut avoir un comportement pure-
ment membranaire ou un comportement purement fléchissant. Notons toutefois qu'il ne suffit
pas que le chargement soit purement membranaire (ie. F3 = 0 et g3 = 0) pour obtenir un mou-
vement de membrane pure. En effet, si ce chargement est dissymétrique, alors le moment résultant
Po = f%% z3Fodzs + 6/2g9% — 6/2g,, est on nul et il y a un mouvement de flexion. En revanche,
si on exerce un effort de flexion pure (ie. Fo, = 0 et go = 0) alors on aura un mouvement de flexion
pure.
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A.4 Equations locales du modele de Kirchhoff-Love

On peut donner une interprétation de ces deux problemes variationnels sous la forme de
deux problemes aux limites. Pour cela, on supposera la solution suffisament réguliere pour
pouvoir effectuer les intégrations par parties requises.

A.4.1 Modeéle de membrane

La symétrie des tenseurs (Nqys(u,,)) et (€q45(t,,)) permet de reécrire I’équation (A.49) sous
la forme suivante:

/%wway/Mm%Mwa=/m@, (A53)

de sorte qu'une simple intégration par partie effectuée sur le second terme aboutit a 1'équa-
tion:

[ e~ [ GuNastwnus + [ Nasumnany = [ fpus, (A54)
w w 0 w

ou, rappelons le, n est la normale extérieure a w définie sur son bord 7. On choisit tout
d’abord des déplacements membranaires (u},) nuls sur tout le bord v de w, puis des dépla-
cements membranaires non nuls sur le bord libre 7;.

On obtient ainsi, par identification, les équations locales de membrane::

( Pour g3 € {1, 2},
oppiip — OaNap(tm) = fg, dans w,
9 Nop(tm) = 6Rapru€ap(ty) dansw, (A.55)
ug = 0, sur o,
\ Napgna = 0, sur 7;.

On peut a ce stade abandonner la convention sur les indices répétés et écrire le probleme
aux limites portant sur le déplacement membranaire a 1’aide d’opérateurs:

( Spptis, — DivN = f, dans w,
N = 6Re(u,) dansw,

) = = (A.56)
Uy, = 0, sur 7o,
\ J;/—ﬂ = 0, sur vy,

ou Div représente la divergence pour les tenseurs d’ordre 2.

Le mouvement membranaire est en fait régi par une équation de I'élastodynamique plane,
pour laquelle on utilise une loi de comportement particuliére.
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A.4.2 Modeéle de flexion
A.4.2.a Double formule de Stokes

Il va falloir effectuer une double intégration par partie afin de faire disparaitre les dérivées
secondes portant sur 3 dans 1’équation variationnelle (A.50). On calcule ainsi:

—/ MapOapuy = [ 0aMapdsul —f7 Mopna0gus
w
= - fw OapMagusz + fﬂ/(aaMaﬂ)ngug - f,y MagnaOpus.

(A.57)

omme on ne peut pas choisir dgu’ indépendamment de u% sur le bord +, il nous faut écrire
C t h Opus ind d tde uj le bord #, il faut
ces dérivées dans le repere de Frechet, soit:

Opuy = Opuzng + Oruity (A.58)

Injectant ce résultat dans 1’équation (A.57), on est maintenant géné par la dérivée tangentielle
de uj sur 7. Il nous faut effectuer une nouvelle intégration par partie sur le bord ypour faire
apparaitre u3. Rappelons tout d’abord la formule d’intégration par partie valable pour toute
courbe réguliere v d’extrémités notées A et B, orientée de A vers B. Si f et g sont deux
fonctions suffisamment régulieres définies sur y, on a:

/ O fyg = / for9+ F(B)g(B) — f(A)g(A) (A.59)

Or on a supposé que y est une courbe réguliere fermée, pour laquelle on a donc A = B. Les termes
de bord dans l'intégration par partie précédente sont donc nulles dans notre cas.

Finalement, on obtient :

— [ Mastwnyons = — [ dupMaptus)us
n / [(GaMas(us))ns + 0 Mes (u3)namsu (A.60)
Y

— / Mgnangonus.
¥

On peut écrire cette derniere égalité a I’aide d’opérateurs de dérivation spatiales:

/divmgug = [ M :e(Vu3)

+ / (Div M .1+ 8, [(Mn).1]) uj (A.61)
bw

On vérifie a posteriori que cette double formule d’intégration par partie est valable pour
toutes fonctions M € (H*(w))* etu, € H*(w)
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A.4.2.b Equations locales du modele de flexion

On effectue une intégration par partie portant sur le deuxieme terme du second membre de
(A.50):

—/ua(?au; :/aa,uaug—/uanaug. (A.62)
w w v

Sur 7y, u3 est nul, et sur 7, p, est nul, car on a supposé qu’aucun effort n’est exercé sur le
bord libre. Le second terme de cette derniére équation est donc nul.

Nous sommes maintenant en mesure d’interpréter la formulation variationnelle (A.50). On
choisit tout d’abord des déplacements virtuels u3 nuls et a dérivée normale nulle sur le bord
de 7y, puis des déplacements a dérivée normale nulle sur le bord ; (mais non nécessairement
nuls sur le bord libre) et enfin des déplacement nuls sur le bord ; (mais dont la dérivée
normale n’est pas nécessairement nulle sur le bord libre).

On obtient alors, par identification, les équations locales du mouvement de flexion :

0ppiis — OnpMoag = f3+ Oalia dans w
8 -
Mo = —ERawaaﬁu?, dans w
us = 0, sur o, (A.63)
anu3 = 0, sur %o,
Magnanﬂ = 0 sur vy,
(OaMag)ng + 0rMagnats = 0, sur ;.

Remarque A.10 Notons que cette identification est possible grice au théoréme de trace sur H?(w).
En effet, c’est la surjectivité de I'application :

Hw) — H3(y) x H(v) (A.64)
u (u‘,y,anu\'y)

qui nous permet de conclure.

Comme dans le cas de I'équation de membrane, on peut préférer une notation sous forme
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d’opérateurs:
Oppiiz —divDivM = fz3+divp dans w
8 -
M = ER e (Vuz) dansw
ug = 0, sur o, (A.65)
8nu3 = 0, sur 7o,
Mn)n = 0 sur vy,
(DivM).n+0;[(Mn).r] = 0, sur ;.

Remarque A.11 Dans le cas particulier d'un matériau homogene isotrope, I'équation intérieure
s'écrit tout simplement :

3
Oppiiz + f—QDAng = f3 +div p dans w, (A.66)

ot on a introduit le module de flexion :

E
D=

— m . (A-67)

Dans ce cas, 'opérateur de plaque est donc un bilaplacien, qui correspond a la forme la plus fréquente
sous laquelle on rencontre le modele de Kirchhoff-Love.
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Annexe B

La problématique de la condensation

de masse

Pour comprendre le procédé de condensation de masse, regardons tout d’abord comment
celle ci est obtenue lors de 'utilisation d’éléments finis de type P;-Lagrange pour 1’approxi-
mation de H{(]0,1]), par exemple pour la résolution de 1’équation des ondes monodimen-

sionnelle.

On s’est également penché sur la question de la condensation de masse pour des éléments

finis H? conformes. Cette recherche s’est soldée par un échec dés la dimension 1.

B.1 Un exemple:l’équation des ondes

Formulation variationnelle

On considere ici le probleme de 1’'équation des ondes monodimensionnelle posée dans 1'in-

tervalle ]0, 1[ avec conditions aux bords de type Dirichlet :

0%v 0%
W — W = O, dans](), 1[,
v(0,t) =v(1,t) =0, Vt.

La formulation variationnelle de ce probleme est:

Trouver v : [0,T] — V tel que:

2 [ 1
ﬁ/ vo’* —I—/ 0;v0,v* = 0,Vv* € V,
t* Jo 0

YV ={ve H(]0,1[) ; v(0) = v(1) = 0}.

367

(B.1)

(B.2)



La problématique de la condensation de masse

Approximation spatiale

On considére un maillage uniforme de l'intervalle ]0, 1[ de pas

1

Ap=—
TTNYU

N e N,

formé des nceuds z; = iAx. On approche V al’aide de I'espace d’éléments finis de Lagrange
d’ordre 1 défini par:

Vi ={v € C%[0,1]); v ] € Pr,(0) =v(1) =0}, (B.3)

L, Ti+4+1

ou P, désigne les polyndmes de degrés inférieurs a 1.
Notation B.1 Il nous faut controler les valeurs de v € V;) aux neeuds x; du maillage pour s’assurer
de sa continuité. On désigne par (0;)1<i<n les degrés de liberté de I'espace V), définis par :

(0isvn)) = vn(2s), Vop € Vg, (B.4)

et on note (X\;)1<i<n la base duale associée, qui est la base de Lagrange de V,?. On a ainsi les relations :

(0i, Aj) = Aj(mi) = bij, Vi, j €{1...N}, (B.5)
et:
N
Vp = th(.’ﬂi))\i, Yy, € V,? (B.6)
=1

La semi-discrétisation en espace du probléme variationnel (B.2) s’écrit :

Trouver vy, : [0,T] — Vp, tel que:

a2 ! 1 (B.7)
W/o VRO, +/0 OpvpOzvy, = 0,Yvy, € Vp,
ce qui s’écrit encore, dans la base (\;)1<i<n :
d2
Mh?? + Ky op, = 0. (B.8)
ou M}, estla matrice de masse, d’ordre N, définie par:
1
My = /0 ApAg, (B.9)
et K}, est la matrice de rigidité, d’ordre N, définie par:
1
K = / Op ApOzAg (B.10)
0
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B.1 Un exemple: I’équation des ondes

On constate ici que la résolution de cette équation passe nécessairement par I'inversion de
la matrice de masse M}, . Bien que celle ci soit définie positive le colit engendré par une telle
inversion peut rapidement devenir prohibitif.

Un moyen de remédier a ce probleme est de réduire la matrice de masse a une matrice dia-
gonale en calculant I'intégrale intervenant dans (B.9) a I'aide d"une formule d’intégration
numérique adéquate, sans nuire a la précision du résultat. Cette technique appelée condensa-
tion de masse est couramment utilisée pour 'approximation de H! par des éléments finis de
Lagrange par exemple (cf. [62]).

Condensation de masse

Notation B.2 Nous désignerons une formule de d’intégration numérique sur le segment [z ;, T;11]

par:
Tit1
74 f(@)da,

%

Dans le cas des éléments finis P;, on choisit tout simplement la formule des trapezes:

%%iﬂ f(z)dz = (zi41 — xi)f(xiﬂ); ) _ A$f($i+1)2+ f(xi)' (511
On calcule alors:
1 N o rzip Az &
WLQ = /0 ApAg R Z% ApAg = 2 Z [Ap(@i)Aq (i) + Ap(@it1) Ag(wit1),] (B.12)
i=0 Y Ti =0

et on obtient donc la condensation de masse, puisqu’on a, grace a (B.5):

®13

Notons que ce qui conduit a une matrice de masse diagonale, c’est donc I'utilisation d"une
formule de quadrature définie a I’aide des degrés de liberté de I’espace d’approximation.
La réduction a une matrice diagonale est alors une simple conséquence de la relation de
dualité (B.5).

Pour ne pas altérer la précision des schémas, on doit utiliser une formule de quadrature
suffisamment précise, ainsi qu’il est démontré dans ([15] ou [28]).

Remarque B.1 . En fait, la matrice M, n’est autre que la matrice de la forme bilinéaire définie sur
0 1
Vy) par (u,v) — [y wv dans la base (X;).

La technique que I'on vient de décrire consiste donc a approcher cette forme bilinéaire (qui n’est autre
que le produit scalaire dans L*()0,1]) a I'aide le la forme bilinéaire @y, définie sur I'espace V;? par :

Ti+1

N
on(uv) =3 ¢ un, (B.14)
i=0 ¥ Ti
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La problématique de la condensation de masse

de maniere a ce que la base (\;) soit @, orthogonale.

11 se trouve qu’on est ici dans un cas trés favorable oil on réussit effectivement a trouver une forme
bilinéaire pour laquelle la base de Legendre est orthogonale. Cela ne sera pas toujours le cas.

On pourra étre amené a redéfinir une base de I'espace d’approximation a I'aide de nouveaux degrés de
liberté pour que ceux ci concordent avec la formule de quadrature candidate. Ce sera par exemple le
cas pour obtenir la condensation de masse pour les éléments de Lagrange d’ordre k > 3 en dimension
1.

Mais il pourra aussi arriver que malgré un tel remaniement des degrés de liberté, la condensation de
masse échoue. Plusieurs cas peuvent se produire. Citons par exemple :

o la matrice de masse obtenue n’est pas inversible (c’est le cas pour les éléments de Lagrange
d’ordre 2 en dimension 2).

e la matrice de masse obtenue n’est pas positive, ce qui conduit a des schémas en temps forcément
instables (c’est le cas pour les éléments de Lagrange d’ordre 3 en dimension 2).

o la matrice de masse obtenue n’est pas diagonale (c’est le cas des éléments de Raviart-Thomas
pour I'approximation de H (div, w)).

Une technique permettant de réussir a obtenir tout de méme la condensation de masse consiste alors
a enrichir 'espace d’approximation, ce qui permet de définir une nouvelle base ainsi qu’une nouvelle
formule de quadrature. C'est de cette maniere que sont résolus les trois échecs suscités (cf. [62]) et la
section 2.5).

B.2 Echec de la condensation de masse dans H2(]0, 1)

Au tout début de ce travail, on s’apprétait tout bonnement a mettre en ceuvre un schéma
explicite pour la résolution de I'équation de plaque, selon le méme procédé qu’est résolue
usuellement 1’équation des ondes. Entre autres éventualités, on s’est interrogé sur la possi-
bilité d’obtenir la condensation de masse lors de 'approximation spatiale de la formulation
variationnelle naturelle, qui nécessite 1'utilisation d’éléments finis H? conformes.

Cette idée s’est soldée par un échec dans le cas d’un probléme plus simple: I’'équation de
plaque en dimension 1, qui est en fait une équation de poutre. Nous n’avons donc pas conti-
nué sur cette voie, d’autant plus que les raisons de ne pas chercher a utiliser une approxi-
mation conforme de H?(w), indépendamment de ce soucis de condensation de masse, sont
largement suffisantes...
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B.2 Echec de la condensation de masse dans H?2(]0, 1|)

Formulation variationnelle

On considere donc a présent le probleme de 1’équation de poutre encastrée posée dans 1'in-
tervalle |0, 1]:

v ot
Tl + et 0, dans|0, 1],
v(0,t) = v(1,t) =0, Vi, (B.15)

0,v(0,t) = O,v(1,t) =0, Vi.

La formulation variationnelle de ce probléme est:

Trouver v : [0,7] — V tel que:

d2 1 . 1 8211 82’0* . (Bl6)
E/O v +/0 WW—O,V@ eV,

V = {v e H*]0,1]) ; v(0) = v(1) = 0, et v'(0) = v'(1) = 0}.

Approximation spatiale

On utilise 'espace d’approximation V} C V de classe C' suivant:

Vi = {v e CY[0,1]); vy € P3,v(0) = v(1) = 0, etv'(0) =2'(1) = 0}, (B.17)

Ty Tiq1]

ou P; désigne les polynomes de degrés inférieurs a 3.

Notation B.3 Il nous faut cette fois ci controler non seulement les valeurs de v € V! aux neeuds z;
du maillage mais également les dérivées en ces mémes points pour s'assurer que v est bien C'L.

On désigne par (o) 1<i<N,acfo,1} les degrés de liberté de I'espace V!, définis par :
(07, vn)) = vn(ws), Vop € Vy,
(B.18)
<0-}=’Uh)> = U;L(:Ei)a VIUh € Vh17

et on note (A®) la base duale associée, qui est la base de Hermitte de V;1. On a ainsi les relations :

(08, N)) = 6,605, ¥1<i,j < N\Va,pe{0,1}, (B.19)
soit :
AY (i) = 6355 (A (24) = 0,
! o (B.20)
Aj(zi) =05 (A7) (i) = bij,
et donc:
N N
vy = th(:vi)/\? + ZU;L(%'))\%, Vo, € Vi (B.21)
i=1 i=1
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La problématique de la condensation de masse

La semi-discrétisation en espace du probléme variationnel (B.16) s’écrit:

Trouver vy, : [0,T] — V}, tel que:

a2 L 924, 920" (B.22)
— | wpvs 0" vn 00, =0,Yv; € W,
dt2 0 h 0 3x2 8.7»'2 h
ce qui s’écrit encore, dans la base (Af*)1<i<n,ac{0,1} :
d?uy,
My, —— =0. B.23
hm T Kuon =0 (B.23)
ou M}, est la matrice de masse, d’ordre 2V , définie par:
1
MEeP — / XONE, (B.24)
0
et K}, est la matrice de rigidité, d’ordre 2V, définie par:
5 1
KD = /0 SN (B.25)

On voudrait donc réduire M}, a ne matrice diagonale (ou au moins diagonale par bloc) en
utilisant une formule d’intégration numérique.

Recherche de condensation de masse

Suivant la méme démarche que précédemment, il nous faut définir une formule d’intégra-
tion numérique sur le segment [z;, z;41] 'aide des degrés de liberté 07,0}, 07, | et o} 1, soit
une formule s’écrivant:

Tif1
f f@)dz =2z S wiof, f) + 0l (ot )
o ®29

= Azw; (1) + wip1 f(@is1) + w0 f(2i) + wipd [ (@ir1)

2 . N . . . . O _ 0 1 _ 1 7
La symétrie du probleme impose en fait de choisir w; = w;,; et w; = —wj,,, ce que l'on
vérifie en effectuant le changement de variable z’ = z;41 — z.

Cherchant a obtenir une formule de quadrature exacte pour les polyndmes de degré le plus
élevé possible, on calcule:

1
W= et w =-Az

— B.27
2 2 127 ( )

et la formule de quadrature candidate pour obtenir la condensation de masse dans I'espace
V,! est donc:

§ 7 s = S (1) + fan) - S5 (P + )| @29
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B.2 Echec de la condensation de masse dans H?2(]0, 1|)

Elle intégre exactement les polyndmes de degré 3.

On introduit alors la forme bilinéaire symétrique ¢}, définie sur V!, destinée a approcher le
produit scalaire L?:

N

Ti41
or (u,v) = Z% uv. (B.29)
i=o Y %Ti
On calcule:

Vp,qg € {1...N},Va, 5 € {0,1},

Y Az
A5 ) = > ST (@)X @) + X (00X (wi11))

i=0 Ay (B.30)

x
- S (O8Y @i )N @ir1) + X (mis) A (i)

—(9) (@) Ag (i) — /\S‘(xi)(kg)'(ﬂvi))
On vérifie immédiatement grace a (B.20) que:
sip # ¢, 0n(A\g, M) = 0,Va, B € {0,1}. (B.31)

Par conséquent, si on ordonne judicieusement la base (') de maniére a ce que les deux
degrés de liberté associés a un méme noeud se suivent, soit, si on choisit la base:

B={A, A0 25, -, A% A ) (B.32)

alors la matrice de la forme bilinéaire ¢; dans la base (\?) est diagonale par bloc 2x2.
On n’obtient donc pas une matrice diagonale, mais celle ci reste tout de méme tres simple
a inverser, puisque cette inversion se ramene a l'inversion tres facile de N matrices 2x2. Il
s’agit dans ce cas de quasi condensation de masse.

Mais ¢}, n’est malheureusement pas définie positive. En effet, on vérifie que chaque bloc
de cette matrice est donné par:
10
(B.33)
0 0

Donc la matrice de masse approchée n’est pas inversible, ce qui conduit a un probléeme dis-
cret mal posé.

On voit ici que la difficulté qu’on rencontre pour obtenir la condensation de masse dans
V! est liée a la nécessité d’introduire des dérivées dans la formule de quadrature choisie
pour approcher le calcul de la matrice, ce qui conduit a une forme bilinéaire approchant L?
qui n’est pas un produit scalaire. En effet, la symétrie du probléme de la recherche d'une
formule de quadrature implique d’avoir des degrés de liberté négatifs. On aboutit donc a un
probleme discret mal posé. On imagine bien que de telles difficultés ne peuvent qu’empirer
en dimension 2, d’autant plus que le triangle d"Argyris invoque des dérivées du deuxieme
ordre.
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La problématique de la condensation de masse

Remarque B.2 On pourrait aborder le probleme un peu plus généralement, sous un angle légere-
ment différent, suivant la démarche de Haugazeau et Lacoste ([29]) proposée pour la condensation de
masse dans 'espace H(div,w). Il s’agit de chercher une approximation de [ v a l'aide d'une forme
bilinéaire symétrique py, dans laquelle la base (A$') est automatiquement orthogonale, soit :

on(u,v) = Z (wu(z)v(z:) + win' (z:)v' ()

et on détermine les coefficients w? et w} de maniere a ce que cette approximation soit exacte au moins
pour w et v constantes, pour espérer la consistance de la méthode. Malheureusement, cette procédure
aboutit également a des problemes discret mal, puisqu’on obtient des coefficients diagonaux nuls ou
néqatifs.
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Solutions stationnaires de 1’équation de corde amortie

Annexe C

Solutions stationnaires de 1’équation
de corde amortie

L'équation de corde vibrante avec deux termes d’amortissement I'un fluide et I'autre visco-
élastique est donnée par:

2
W(m,t) —c? (1 + ﬁ%) %xu; + ReOue = 0,Vz €]0,1.[, Vt, (C.1)

Cherchant des solutions de (C.1) de la forme u.(z,t) = a(t)é,(z), ot ({,(z)) est la base des
modes propres du laplacien monodimensionnel avec conditions de Dirichlet (voir section
1.2.1.c), on est amené a résoudre I"équation différentielle ordinaire suivante, qui n’est autre
que l'équation de l'oscillateur amorti :

&(t) + (Re + Pw?)a(t) + wia(t) = 0. (C2)

La résolution de cette équation est ultra classique. Il nous faut chercher les racines du poly-
nOme caractéristique:

72 + (Re + Bwi)r + w2 = 0. (C.3)

R, + fuw?

On note C), =  le facteur d’amortissement du mode n. On distingue trois cas sui-

vant le signe du discriminant :
A = (Re+ fwp)® — 4w}, = fwp + (26Re — 9)w) + R
e Si A < 0, alors la solution est une sinusoide amortie :

a(t) = e (A cos(Wnt) + Bsin(@nt)), 4, B € R,



Solutions stationnaires de 1’équation de corde amortie

Dans ce cas le coefficient d’amortissement C,, est suffisamment faible pour que le mode
n oscille encore. On parle d’oscillation faiblement amortie de pseudo pulsation @ et de
facteur d’amortissement C,,.

e Si A = 0, alors on parle d’amortissement critique. Ce cas correspond au retour a la
position d’équilibre a vitesse maximale. La solution est donnée par :

a(t) = e"“'(At + B),A,B € R.

e Si A > 0, alors on parle de solution fortement amortie, il n’y a plus du tout d’oscilla-
tions.

a(t) = Ae=Cn(+V1I=02/Cit | Be=Cu(l-V/1-w}/C2t A B e R.

Remarque C.1 Notons que dans tous les cas, il s’agit effectivement d’amortissement. En effet, puisque
Cr, > 0, on vérifie dans les trois cas ci dessus que:

lm o(t) =0

t—+o00

Il nous faut alors analyser le signe de A. On peut écrire A = 9(w2) avec
P(z) = %2® + (26BR. — 4)x + R
L’étude du signe de ¢ pour > 0 nous conduit a calculer son discriminant réduit:
6§ = (BR. —2)* — B*R% = 4(1 - BR,).

On distingue donc deux situations:

e BR. > 1
Alors 6§ < 0 et 9 est toujours positive. Tous les modes sont fortement amortis.
e fR. <1

Alors 1) possede deux racines réelles distinctes positives . On en déduit qu’il existe des
modes faiblement amortis pour

2-BR.—2JT—PBR. , 2-BR.+2/1—PR,
<w, < .
B " p?
Pour y voir un peu plus clair, contentons nous de regarder une situation réelle. En pratique
le coefficient d’amortissement visqueux 3 est tres faible (typiquement pour une corde de
Mi grave, il est de l'ordre de 10~ 7s), et le coefficient d’amortissement fluide est de 1’ordre
de 1s71. On est trés largement dans le second cas (BR. < 1). En outre, puisqu’on a méme
R < 1, I'expression précédente se simplifie : le n®Me mode est faiblement amorti pour
R , 4

Tc <w;, < ik
soit ici pour 0.5 < w,, < 2.107. Dans ce cas, en se restreignant aux fréquences audibles, il ne
reste que des modes faiblement amortis.
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Résumé

Le propos de cette étude est la modélisation numérique de la guitare acoustique dans le domaine
temporel. La méthode consiste en 1'élaboration d’un modéle qui s’attache a décrire les phénomenes
vibratoires et acoustiques mis en jeu depuis le pincer de corde jusqu’au rayonnement 3D du son. La
corde est modélisée par une équation des ondes amortie 1D. Elle est couplée a la table d’harmonie via
le chevalet. Le mouvement de la table est régi par le modele de plaque mince amortie de Kirchhoff--
Love pour un matériau orthotrope et hétérogene, percée d'un trou et encastrée sur son bord externe.
Le reste du corps de la guitare (fond, bords, manche...) est supposé rigide. La table rayonne a l'inté-
rieur et a l'extérieur de la cavité. La modélisation complete du champ acoustique rayonné est une approche
originale comparativement aux études antérieures portant sur la guitare.

On obtient un systéeme d’équations aux dérivées partielles que I'on résout numériquement dans le
domaine temporel. On utilise une méthode spectrale spécifique pour la résolution de I'équation de plaque dy-
namique de Kirchhoff-Love. Pour 1’équation de corde et I'équation des ondes acoustiques, on utilise une
méthode mixte standard pour 'approximation spatiale et des différences finies centrées en temps.
Le probleme d’interaction fluide-structure est résolu par une méthode de domaines fictifs qui permet d’ap-
procher finement la géométrie de la guitare tout en utilisant un maillage cubique régulier pour le
calcul du champ sonore 3D. L'originalité du schéma de résolution du modele est un couplage stable entre
une méthode de résolution exacte en temps et une méthode discréte. Un nombre important de simulations
numériques est réalisées, montrant la validité de la méthode et les tres riches potentialités d"une telle
approche.

MOTS CLEFS : modele de Kirchhoff-Love, interaction fluide-structure, phénomenes d’amortissement, éléments
finis mixtes, condensation de masse, dispersion numérique, méthode de domaines fictifs, méthode spectrale,
méthodes énergétiques, stabilité.

Abstract

The purpose of this study is the time-domain numerical modelisation of the acoustic guitar. The me-
thod consists in the modeling of the vibratory and acoustical phenomena from the initial pluck to the
3-D radiation. An idealized plucking force is acting on a 1-D damped string model. The string is cou-
pled to the soundboard via the bridge. The soundboard is modeled as an orthotropic heterogeneous
damped Kirchhoff-Love plate, with a soundhole, clamped at its boundaries. The other parts of the
body (back, neck, sides...) are assumed to be perfectly rigid. The plate radiates both inside the cavity
and in the external free field. The modeling of the complete 3D sound field is a new approach comparing to
almost all previous works on the guitar, where the cavity is taken into account as a simple oscillator.

We obtain a system of partial differential equations which are solved numerically in the time-domain.
We use a specific spectral method for solving the Kirchhoff-Love’s dynamic plate model. For the string equa-
tion and the sound radiation, we use a standard mixed method for the space discretization and cen-
tered finite differences in time. The fluid-structure interaction is solved by the use of the fictitious domain
method which permits us to take into account the geometry of the guitar inside a uniform cubic mesh
for the calculation of the 3D sound radiation. The originality of the proposed scheme is a stable coupling
method between a continuous time resolution and a discrete one. A great number of numerical simulations
are realized, which show the validity of the method and the very large possibilities of this approach.

KEYWORDS : Kirchhoff-Love’s plate model, fluid-structure interaction, damping mechanisms, mixed finite ele-
ments, mass lumping, numerical dispersion , fictitious domain method, spectral method, energy method, stabi-
lity.



