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Antoine CHAIGNE Examinateur
Dominique CHAPELLE Examinateur
Dominique HABAULT Examinatrice
Patrick JOLY Directeur
Patrick LE TALLEC Examinateur
Serge PIPERNO Rapporteur
Olivier PIRONNEAU Rapporteur
Bernard RICHARDSON Examinateur
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ma thèse. Merci beaucoup de vous être plongés aussi rapidement dans les détails de ce manuscrit et
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I Un modèle numérique de guitare 9

1 La guitare, une description et un modèle physique 11
1.1 Un mot sur le fonctionnement de la guitare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2 La corde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3 La table d’harmonie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.4 L’équation des ondes acoustiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.5 Les modes de cavité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336
2.6 Le rayonnement du son . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
2.7 Visualisation des vibrations mises en jeu par la guitare . . . . . . . . . . . . . 341

ix



TABLE DES MATIÈRES
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Introduction

Introduction

Les enjeux de la construction d’une guitare

La guitare classique est un instrument de musique à corde pincée, descendant de la vihuela
espagnole datant du XVIe siècle, elle-même d’origine antique. Elle évolua rapidement au cours
des XVIIIe et XIXe siècles pour se stabiliser vers la fin de ce dernier sous sa forme actuelle.

FIG. 1: — à gauche, une vihuela — à droite une guitare classique

Le propos de la guitare est d’amplifier le son extrêmement faible rayonné par une corde,
à l’aide d’un mécanisme acoustique. Les vibrations de la corde sont donc transmises à la
table d’harmonie, qui grâce à sa large surface interagit plus efficacement avec l’air. En fait,
lorsqu’on pince une corde de guitare, l’essentiel de l’énergie est dissipé au sein de la corde,
et seule une toute petite partie d’entre elle est transmise jusqu’à nos oreilles. L’effort le plus
remarquable des luthiers au cours des années de perfectionnement de cet instrument est
certainement la recherche d’une plus grande puissance sonore.
Dans ce but, le corps de la guitare a été agrandie et la table d’harmonie affinée, pour favoriser
sa mobilité. La masse des cordes a été augmentée, ce qui a eu pour conséquence d’augmenter
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leur tension, afin de conserver la même hauteur de note. Ces transformations fragilisant
l’instrument, un système de barrage plus ou moins sophistiqué, réalisé à l’aide de baguettes
de bois dur collées sous la table de l’instrument a permis de garantir la solidité de la table, et
en particulier la résistance à la tension des six cordes. Cette contribution majeure est attribuée
au luthier espagnol Antonio de Torres (1817 - 1892).
Le travail du luthier consiste ainsi, entre autres, en la recherche d’un savant équilibre entre
les dimensions de la table d’harmonie et sa raideur, pour obtenir le meilleur rendement
acoustique possible. Mais la qualité d’une guitare ne repose bien entendu pas sur le seul critère de
la puissance sonore. L’amélioration de la justesse, l’homogénéisation du timbre, le faible bruit
engendré par les vibrations de la table d’harmonie, la fiabilité mécanique dans le temps, le
confort de l’exécution et l’esthétique sont également des éléments déterminants intervenant
dans l’appréciation de la qualité d’un instrument. Celle-ci repose en outre sur des critères
subjectifs qui dépendent de la sensibilité de chacun, ou encore du type de musique que l’on
désire jouer. On ne peut donc pas parler d’une guitare idéale, dont la reproductibilité serait
assurée par l’exécution d’un plan bien établi.
Les luthiers cherchent ainsi en permanence à faire évoluer la guitare pour obtenir une qualité
sonore nouvelle et adaptée aux besoins de chacun. Pour cela une bonne compréhension du
fonctionnement intime de l’instrument est nécessaire. Celle ci repose essentiellement sur leur
expérience personnelle et la transmission des savoirs faire techniques.

Le contexte scientifique

Dans ce contexte, le travail du chercheur en acoustique musicale est de contribuer à une
meilleure compréhension de la physique de l’instrument, afin de préciser les phénomènes
vibroacoustiques mis en jeu. “L’un des défis des années à venir réside probablement dans le dévelop-
pement de techniques d’optimisation et de prédiction qui devraient permettre aux luthiers d’avancer
plus sûrement vers le but visé, sans être obligé de tâtonner dans le flou d’un empirisme total” (A.
Chaigne [10]).
L’étude présentée ici fait suite aux travaux initiés par Antoine Chaigne il y a une dizaine
d’année au groupe acoustique de l’ENST sur l’élaboration de modèles physiques destinés
à la prédiction fine du comportement vibratoire des instruments de musique, appliquée
en particulier à la synthèse sonore 1.
La démarche générale adoptée consiste en l’élaboration d’un modèle qui s’attache à décrire
le plus précisément possible les phénomènes vibratoires mis en jeu lors de l’utilisation d’un
instrument de musique. Celui ci est considéré comme un assemblage plus ou moins sophis-
tiqué de structures élémentaires. Le modèle se traduit alors par l’écriture d’un ensemble
d’équations aux dérivées partielles couplées entre elles, régissant les vibrations de cha-
cune de ces structures élémentaires, et complété par des conditions aux limites faisant
intervenir la géométrie de l’instrument.
On s’attache alors à mettre en œuvre une méthode numérique que l’on veut bien sûr ef-

1. On parle dans de cas de synthèse sonore par modèle physique. La technique utilisée par la plupart des synthé-
tiseurs repose sur un enregistrement préalable du son produit par un instrument réel, et cherche à le reproduire
en utilisant des techniques de traitement du signal. Il s’agit alors de synthèse sonore par analyse
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ficace, précise et fiable, pour résoudre le système d’équations obtenu dans le domaine
temporel.
Ce choix original d’une résolution dans le domaine temporel est une une caractéristique de la
démarche, qui rompt avec l’approche fréquentielle, intimement liée à la notion de modes de
résonances, adoptée généralement pour décrire le comportement vibratoire des instruments
de musique. L’intérêt de l’approche temporelle réside dans la finesse de description des cou-
plages ainsi que dans la modélisation des transitoires d’attaque, particulièrement lorsque
ceux-ci font intervenir des phénomènes non linéaires comme la percussion d’un maillet sur
la membrane d’une timbale ou le frottement d’un archet sur une corde de violon ou encore
le frottement du doigt pinçant une corde de guitare.
Outre le développement d’outils d’aide à la conception pour la facture instrumentale, de
tels modèles constituent un outil de production de sons variés, fort utile dans le domaine
de la psychoacoustique, en plein essor actuellement. On peut en effet faire varier comme
on le désire les paramètres physiques ou géométriques de l’instrument, ce qui met à notre
disposition une véritable “bibliothèque sonore” pouvant être utilisée dans le cadre d’étude
dont l’objet est l’analyse de la façon dont on perçoit les sons. 2

L’oreille humaine étant un outil extrêmement puissant pour évaluer la pertinence des si-
gnaux calculés, l’écoute des sons de synthèse constitue une étape de validation essentielle du
modèle. Mais il convient de remarquer que les résultats obtenus sont beaucoup plus riches que
la simple production d’un son, comme on peut le constater à la lecture du dernier chapitre
de ce manuscrit, consacré à l’exploitation systématique du modèle de guitare. Son réalisme
permet en effet de simuler un grand nombre d’expériences effectuées sur instrument réel :
calcul des modes de la table d’harmonie, mesures de l’admittance au chevalet, diagrammes
de directivités, intensité acoustique, rendement...
Parmi les travaux réalisés dans le cadre de ce thème de recherche, on peut citer l’analyse des
cordes de guitare (Antoine Chaigne [8]), l’analyse des instruments de percussion à clavier (Vincent
Doutaut [20]), l’analyse des vibrations de plaques minces rectangulaire (Christophe Lambourg
[46]) et la modélisation numérique de la timbale (Leila Rhaouti [54]), réalisée en collaboration
avec l’INRIA, premier modèle d’un instrument complet faisant intervenir des méthodes nu-
mériques modernes.
La contribution du travail présenté dans ce document concerne la modélisation numérique de
la guitare acoustique.

Un modèle physique de la guitare

S’attachant à décrire le fonctionnement de cet instrument, le modèle retenu inclut :

� le mouvement transverse de la table d’harmonie, décrit par le modèle de plaque
mince de Kirchhoff-Love pour un matériau orthotrope (comme le bois) et hétérogène
(pour prendre en compte les raidisseurs),

2. Les travaux de C. Lambourg, développés dans le cadre de ce thème de recherche sur les vibrations de
plaques minces, ont par exemple été utilisés par l’IRCAM, pour réaliser des études psychoacoustiques
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� le mouvement transverse de la corde, décrit par une simple équation des ondes mo-
nodimensionnelle,

� le rayonnement du son, à l’intérieur et à l’extérieur de la cavité qui communiquent par
l’intermédiaire de la rose. Le champ acoustique est décrit à l’aide des équations d’Euler
linéarisés et de conditions d’interaction fluide-structure à la surface de l’instrument,

� la prise en compte des phénomènes de pertes internes au sein de la corde et de la
table d’harmonie, qui interviennent de manière fondamentale dans le timbre du son
produit. Ces pertes sont décrites à l’aide de deux termes d’amortissement, l’un de type
fluide, l’autre d’origine viscoélastique.

Jusqu‘à ce jour, à notre connaissance, les modèles proposés pour rendre compte du cou-
plage fluide-structure reposent sur une approximation, comme par exemple l’utilisation de
l’intégrale de Rayleigh ou la réduction du comportement de la cavité à celui d’un simple
oscillateur [13]. L’originalité de cette étude par rapport aux travaux antérieurs réalisés sur
la guitare est de modéliser complètement le champ acoustique rayonné.

Résolution numérique du modèle

D’un point de vue mathématique, le problème à résoudre apparaı̂t comme un problème
linéaire d’évolution. Il rentre à ce titre dans le cadre des hypothèses du théorème de Hille-
Yosida, ce qui permet de vérifier, en guise de préliminaire, qu’il s’agit d’un problème bien
posé, c’est à dire qu’il possède une unique solution dans un espace fonctionnel adéquat.
Ce résultat repose en grande partie sur une identité de l’énergie qui assure que l’énergie to-
tale du système décroı̂t en régime libre. Cette propriété est bien sûr fondamentale du point de
vue de la physique, mais elle nous intéresse aussi pour la résolution numérique, puisqu’on
cherchera à obtenir une propriété similaire au niveau discret, ce qui permettra d’assurer la
stabilité de notre schéma de résolution.
S’il existe bien une solution, il n’est pas du tout envisageable de chercher à la déterminer
analytiquement. Il nous faut donc mettre en œuvre une méthode numérique pour la calculer.
Les difficultés qui surgissent alors sont nombreuses. Les principales d’entre elles sont les
suivantes :

- problème de grande taille (3D) posé dans un domaine infini et de géométrie complexe,

- résolution de l’équation de plaque dynamique de Kirchhoff-Love, tant pour l’approxi-
mation spatiale que temporelle,

- stabilité de la méthode,

La recherche d’une méthode numérique de résolution de ce problème nous a conduit a ex-
plorer assez systématiquement un nombre important d’alternatives possibles. Nous avons
donc été amené à effectuer un choix en s’appuyant sur des critères de précision, d’efficacité,
tant en terme de mémoire que de temps de calcul, de fiabilité, de stabilité numérique mais
aussi de simplicité d’implémentation informatique.
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La résolution numérique repose avant tout sur une réécriture sous une forme variation-
nelle mixte du problème global, qui permet d’utiliser la méthode des éléments finis pour
l’approximation spatiale, particulièrement adaptée aux problèmes de géométrie complexe.
D’autre part, c’est un moyen élégant d’obtenir une identité d’énergie discrète similaire à celle
obtenue dans le cas continue, qui permet d’assurer la stabilité numérique de la méthode.
Les aspects essentiels de la méthode numérique retenue sont les suivants :

� L’approximation spatiale de l’équation de corde est effectuée par élément finis mixtes,
de type Lagrange du premier ordre, sur maillage régulier. L’approximation temporelle
repose sur l’utilisation de différences finies explicites centrées en temps d’ordre 2.

� De même, l’approximation spatiale de l’équation des ondes acoustiques est effectuée
par éléments finis mixtes de Raviart-Thomas du premier ordre sur maillage cubique
régulier. L’approximation temporelle repose elle aussi sur l’utilisation de différences
finies explicites centrées en temps d’ordre 2.

� L’équation de plaque est résolue par une méthode spectrale. Les modes de la table
d’harmonie sont calculés par une méthode d’éléments finis mixte originale basée sur
une formulation en vitesse-moment. L’approximation spatiale est effectuée à l’aide
d’éléments finis de type Lagrange, du second ordre, développés par Nathalie Tordj-
mann pour obtenir la condensation de masse [62]. Le système semi-discrétisé en espace
est ensuite résolu analytiquement en temps.

� Le problème d’interaction fluide-structure est résolu par une méthode de domaine
fictifs introduite par Glowinsky dans le cas du problème de Laplace stationnaire, et
adapté ici des travaux de Leila Rhaouti sur la modélisation numérique de la timbale
[54]. L’introduction d’une nouvelle inconnue � , qui s’interprête comme le saut de pres-
sion à travers la surface de l’instrument permet d’écrire une formulation variation-
nelle de type mixte dans laquelle la guitare n’apparaı̂t que via le multiplicateur de
Lagrange � , ce qui permet d’utiliser un maillage régulier cubique pour approcher le
champ acoustique. Il suffit alors de mailler la surface de la guitare pour approcher �

par éléments finis mixtes de type Lagrange d’ordre 1. On prend ainsi en compte de
manière très précise la géométrie de l’instrument tout en préservant l’efficacité de la
méthode des différences finies pour la résolution du problème 3D.

� Le couplage entre la corde et la table d’harmonie au niveau du chevalet est également
assuré par un multiplicateur de Lagrange qui n’est autre que la contrainte exercée par
la corde sur le chevalet, naturellement introduite dans la formulation mixte de l’équa-
tion de corde mentionnée ci dessus.

� Les calculs sont restreints à un domaine borné à l’aide de conditions aux limites ab-
sorbantes d’ordre élevé, développées par Francis Collino [17].

� La stabilité numérique du schéma global de résolution est obtenue par une méthode
énergétique. En pratique, cette stabilité est garantie sous deux conditions de type CFL
reliant le pas de discrétisation en temps aux pas d’espace des maillages de la corde et
de l’air. Ce résultat de stabilité est intéressant à double titre :

� Il s’agit d’une méthode originale qui couple deux techniques de résolution
en temps radicalement différentes : une méthode de résolution exacte pour la
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plaque et une méthode de différences finies en temps pour la corde et pour l’air.
Ce point est certainement l’aspect le plus innovant de la méthode numérique
développée ici.

� Les conditions de stabilités obtenues ne sont autres que les très usuelles condi-
tions CFL des schémas aux différences finies explicites couramment utilisés la
résolution de l’équation des ondes 1D et 3D. On a donc écrit un schéma robuste
pour lequel la condition de stabilité n’est pas pénalisé par les termes de cou-
plages.

Concernant la résolution numérique de l’équation de plaque

Une grosse partie de ce travail a porté sur la recherche d’une méthode de résolution de l’équation
de plaque de Kirchhoff-Love, pour laquelle on a trouvé peu de références dans la littérature
concernant le problème d’évolution. L’étude de cette équation fait donc l’objet d’une partie
entière de ce manuscrit dans laquelle sont décrites un grand nombre de solutions envisagées
pour l’approximation spatiale et pour l’approximation temporelle.

� La formulation variationnelle naturelle de l’équation de plaque conduit à chercher l’in-
connue dans � �

	���
 , de sorte que son approximation conforme repose sur l’utilisation
d’éléments finis sophistiqués de classe � � . Pour contourner ce problème, on propose
une formulation mixte non standard dans laquelle intervient le moment fléchissant� .
Cette formulation est non standard dans la mesure où elle ne vérifie pas les hypothèses
de la théorie des méthodes mixtes de Babuskǎ-Brezzi. Une des conséquences est que
l’espace dans lequel on peut choisir le moment fléchissant � n’est pas fixé par les
conditions requises par ce théorème. On est ainsi amené à étudier deux choix possibles
pour cet espace, à savoir 	 � ��	���
�
�� et � 	������ ����
	� 	 � 	�
���� ����
�


� .
� L’introduction du moment � , qui est un tenseur du deuxième ordre, augmente sé-

rieusement la taille du problème. Un moyen de la réduire est d’éliminer le moment
lors de l’approximation spatiale. Pour cela, la matrice de masse du moment est ré-
duite à une matrice diagonale par bloc, aisément inversible, à l’aide de la technique
de condensation de masse.
Si la problématique de la condensation de masse pour les éléments de Lagrange dans
le cas de l’approximation de l’espace � � est un problème bien connu, il n’en est pas
de même pour l’approximation de l’espace � 	�
���� ����
 . Une grande partie du chapitre 2
est consacrée à la construction d’un élément fini � 	�
���� ����
 conforme pour lequel on
obtient la condensation de masse et qui ne sera finalement pas retenu...

� En outre, pour limiter le phénomène de dispersion numérique, c’est à dire pour obtenir
une estimation correcte des fréquences propres de la table d’harmonie de la guitare, on
étend cette étude aux éléments finis d’ordre 2.

� Une analyse de dispersion numérique complète sur maillage régulier infini concer-
nant toute les approximations spatiales envisagées de cette formulation justifie le bien
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fondé de la méthode (sa consistance), l’intérêt de la montée en ordre, et en outre est
un indicateur précieux permettant de comparer la performance des différents choix
proposés.

� N’entrant pas dans le cadre de la théorie des méthodes mixtes, on ne peut exploiter
les résultats usuels concernant l’analyse d’erreur. Plusieurs auteurs ont étudié des for-
mulations variationnelles de ce type dans le cas particulier d’une plaque homogène
isotrope et en prenant � dans 	 � ��	���
�
�� . Une brève synthèse bibliographique est pré-
sentée à la section 2.6.

� Il s’avère que pour des raisons d’efficacité ou de précision, l’utilisation d’un classique
schéma aux différences finies en temps n’est pas adapté, qu’il soit explicite ou impli-
cite. On est donc amené à résoudre exactement en temps continu le schéma semi-
discrétisé en espace, ce qui nécessite de diagonaliser la matrice de raideur. Le princi-
pal intérêt de cette approche est de permettre d’utiliser n’importe quel pas de temps
d’échantillonage pour calculer la solution sans nuire à la précision du schéma semi-
discret. A posteriori, cette méthode s’interprête tout simplement comme une méthode
spectrale.

Organisation du document

Ce document est composé de cinq parties :

1. La première partie est consacrée à la présentation du modèle et à son analyse mathé-
matique ainsi qu’à la présentation générale de la méthode numérique retenue.

2. La deuxième partie est consacrée à l’analyse de la résolution de l’équation de plaque :
formulation variationnelle, discrétisations spatiale et temporelle, analyse de disper-
sion. Cette partie se conclut par une présentation de résultats numériques permettant
de comparer les différents schémas de discrétisation spatiale et temporelle proposés.

3. La troisième partie s’attache à résoudre le modèle complet en trois étapes. On résout
tout d’abord le problème couplant la plaque à la corde puis le problème couplant la
plaque à l’air. On réalise ensuite une synthèse de ces deux problèmes pour obtenir un
schéma de résolution du modèle complet.

4. La quatrième partie présente une exploitation du modèle numérique obtenu. Après
quelques expériences de validation, on réalise un nombre important de simulations
numériques qui montrent les potentialités extrêmement riche de ce modèle. Les ré-
sultats obtenus présentent de nombreuses caractéristiques bien connues de la guitare,
comme le couplage entre la première fréquence propre de la table d’harmonie et la fré-
quence de Helmholtz de la cavité. Un aspect innovant et très intéressant du modèle
est qu’il permet de mesurer l’influence du couplage de la table d’harmonie à l’air envi-
ronnant sur l’amortissement, quantité difficilement accessible voire inaccessible à des
mesures.
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5. Enfin, on présente en annexe la construction du modèle de plaque mince de Kirchhoff-
Love, la problématique de la condensation de masse, ainsi que le détails de calculs
concernant la solution générale de l’équation de corde amortie.
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Première partie

Un modèle numérique de guitare





La guitare, une description et un modèle physique

Chapitre 1

La guitare, une description et un
modèle physique

L’objet de ce chapitre est de présenter le modèle de guitare retenu pour cette étude. C’est en
particulier l’occasion de définir les notation utilisées.
Ce modèle doit prendre en compte les phénomènes physiques susceptibles de contribuer
au son produit par l’instrument tout en restant abordable dans le cadre d’une résolution
numérique. Il faut dans ce sens rester modeste quand au degré de finesse désiré pour une
telle modélisation. Il s’agit donc de proposer un modèle à la fois simple et suffisamment
pertinent par rapport aux objectifs que nous nous sommes fixés.
Avant de proposer un modèle, il convient de comprendre, très brièvement, le fonctionne-
ment d’une guitare (section 1.1.) Ce fonctionnement général étant entendu, on considère la
guitare comme un assemblage de structures élémentaires couplées entre elles. Ici, une corde
couplée à la table d’harmonie par l’intermédiaire du chevalet. La table est elle même couplée
à l’air environnant, situé à l’intérieur et à l’extérieur de la cavité. On suppose que seule la
table d’harmonie vibre, c’est à dire que le reste du corps de la guitare est totalement rigide.
Il est important de préciser que le timbre du son produit dépend très fortement des phé-
nomènes de dissipations internes au sein des matériaux qui constituent la guitare. Cette ca-
ractéristique est fondamentale pour l’élaboration d’un modèle destiné à la synthèse sonore
(voir section 1.1.2).
On présente tout d’abord les équations régissant les vibrations de chacune des trois compo-
santes de la guitare indépendamment les unes des autres : équation de corde (1.2), équation
de plaque (1.3) et équation des ondes acoustiques (1.4). Ces trois équations sont alors cou-
plées entre elles selon un modèle présenté en section 1.5. L’ensemble du chapitre est repris
lors de la présentation globale des équations (section 1.5.4).
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Notation 1.1 D’une manière générale dans ce document, pour distinguer les quantités scalaires
des grandeurs vectorielles ou tensorielles, les vecteurs sont représentés par des variables simplement
soulignées (comme cela � ), les tenseurs d’ordre deux sont représentés par des variables doublement
soulignées (comme ceci � ), et les tenseurs du quatrième ordre sont représentés par des majuscules
en gras ( � ).
D’autre part, de manière à distinguer les diverses parties de l’instrument, l’indice � représentera la
corde, l’indice � représentera la plaque supérieure de la guitare et l’indice � représentera l’air.
On se donne un repère 	��	��

� 
 muni d’une base orthonormale ( � � , � � , � � ) , dans lequel l’axe 	���� 
 ,
dirigé selon la verticale, correspondra à la direction normale à la table supérieure de la guitare, qui se
trouve donc dans un plan horizontal. Dans la mesure où dans ce qui suit, on néglige systématique-
ment la pesanteur, il n’y a aucune raison particulière de choisir la direction verticale plutôt qu’une
autre. Il s’agit juste d’un choix conventionnelle.

1.1 Un mot sur le fonctionnement de la guitare

Le propos de cette section est de décrire sommairement le fonctionnement vibroacoustique
de la guitare. Cet instrument fait l’objet de nombreuses recherches en acoustiques depuis une
trentaine d’années. Le lecteur soucieux d’en savoir plus trouvera par exemple une présenta-
tion plus approfondie de la guitare dans [56] ou bien dans “The physics of musical instruments”
[32] qui constitue une introduction générale à l’acoustique des instruments de musique.

1.1.1 Principe général

La caisse de la guitare est composée d’une part de la table d’harmonie, qui est une fine
plaque de bois percée d’un trou appelée la rose, et d’autre part des bords, nommés éclisses,
et du fond, qui sont dans un bois plus dur. Les six cordes sont fixées d’un côté au manche et
de l’autre au chevalet, lui même collé sur la table d’harmonie (voir figure (1.1)).

FIG. 1.1: Vue éclatée d’une guitare
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Usuellement les six cordes sont numérotées de la plus aigüe à la plus grave. Les six notes à
vide sont Mi6 (82,5 Hz), La5 (110 Hz), Ré4 (147 Hz), Sol3 (196 Hz), Si2 (247 Hz), Mi1 (330Hz),
(le chiffre indiqué entre parenthèses est la fréquence fondamentale de chacune de ces cordes).
La source sonore est la corde (bien sûr), appréciée dès l’antiquité pour ses qualités harmo-
niques naturelles, qui produisent un son agréable à l’oreille. Malheureusement, bien que le
mouvement de la corde soit de forte amplitude, le son qu’elle émet est pratiquement inau-
dible, car son diamètre est beaucoup trop petit pour rayonner efficacement dans l’air.
Le propos de la guitare, comme de tous les instruments à corde, est d’amplifier ce son
par un mécanisme acoustique. Les vibrations de la corde sont donc transmises à la table
d’harmonie par l’intermédiaire du chevalet. Grâce à sa large surface, la table rayonne plus
efficacement dans l’air. Mais, compte tenu de ses petites dimensions, le rayonnement émis
de part et d’autre de la table a tendance à s’annuler pour les grandes longueurs d’onde, c’est
à dire en basses fréquences (figure (1.2)) On coupe donc l’onde arrière en l’enfermant dans
une cavité.

FIG. 1.2: fonctionnement schématique d’une guitare

Il s’avère que la fréquence fondamentale d’une table d’harmonie de guitare est de l’ordre de
200 Hz, alors que le fondamentale de la corde la plus grave vibre à 82 Hz. Pour renforcer la
puissance aux alentours de cette fréquence , on perce un trou dans la caisse de la guitare (la
rose), de manière à la transformer en résonateur de Helmholtz.
D’une manière générale, le fait de percer un trou de petites dimensions dans une cavité fer-
mée a pour effet de créer une fréquence de résonance nettement plus grave que le fondamen-
tal de cette même cavité dépourvue de trou : c’est la fréquence de résonance de Helmholtz
(voir par exemple [9]). Ce principe est utilisé par exemple pour construire les enceintes (ou
caisson) de graves. Dans le cas de la guitare, cette fréquence se situe aux alentours de 100Hz.
La caisse a donc un rôle acoustique fondamental dans le registre grave de la guitare.

1.1.2 A propos des phénomènes d’amortissement

En acoustique musicale, les phénomènes d’amortissement jouent un rôle très important sur
la perception du son. La perception d’une note dépend à la fois de sa hauteur, c’est à dire
de sa fréquence fondamentale, mais aussi de son timbre, de sa couleur, c’est à dire de la
façon dont l’amplitude des harmoniques décroissent au cours du temps. Les tous premiers
essais de synthèse sonore d’instruments à corde par modèle physique, réalisées par Hiller et
Ruiz en 1971 [40], montrèrent en effet que l’introduction d’un simple terme d’amortissement
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fluide, agissant identiquement sur toutes les fréquences, conduit à un son artificiel, de type
électronique.
Ce qui, entre autres, distingue le bruit sec d’une lame de bois par rapport au tintement d’un
lame de métal par exemple, c’est la vitesse à laquelle les hautes fréquences s’atténuent : très
rapidement pour l’un, plus doucement pour l’autre. Le même phénomène est également
perceptible lorsque l’on pince une corde en nylon ou une corde en métal.
Illustrons quantitativement ce phénomène, dans le cas du son produit par une guitare, pour
un peu mieux le comprendre. La figure (1.3) représente l’évolution au cours du temps de
la pression acoustique générée par le pincer de la corde grave d’une guitare, enregistrée à
environ deux mètres de l’instrument. Une caractéristique évidente de ce signal est sa décrois-
sance au cours du temps, mais on ne voit ici que l’enveloppe du signal, ce qui nous fournit
peu d’informations..

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1 2 3 4 5 6

p
r
e
s
s
i
o
n
 
a
c
o
u
s
t
i
q
u
e
 
n
o
r
m
a
l
i
s
e
e

temps (en s)

Mi6

FIG. 1.3: Évolution au cours du temps de la pression acoustique générée par une guitare pincée sur
sa corde grave (Mi6).

Une représentation plus judicieuse, sous la forme d’un spectre temps-fréquence, présentée
sur la figure (1.4), permet de mieux caractériser l’extinction du son. Sur ce spectrogramme,
on visualise l’évolution au cours du temps (en abscisse) de l’amplitude de chaque compo-
sante fréquentielle du signal (en ordonnée — en rouge, l’amplitude est élevée, en vert, elle
est faible).

� Comme précisé ci dessus, on constate une forte dépendance de l’amortissement en
fonction de la fréquence : les partiels d’ordre élevé sont beaucoup plus vite amortis.

� Le fondamental de la corde grave de la guitare vibre à 83 Hz. En fait, très rapidement,
seuls les harmoniques de la corde, ie. les multiples de 83 Hz, sont encore présents. On
observe, au tout début du signal, des pics qui correspondent aux vibrations de la table
d’harmonie et qui sont très rapidement amortis. La suite des fréquence propres de la
table n’est pas harmonique, ce qui a pour conséquence de produire un bruit sourd au
moment de l’attaque. Ce bruit caractérise le son d’une guitare.

L’introduction de phénomènes dissipatifs dans le modèle est donc fondamentale. Ceux-ci
doivent rendre compte à la fois du phénomène de dépendance temporelle et également de
l’importance relative de l’amortissement des modes de table par rapport à celui des modes
de corde.
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FIG. 1.4: Spectrogramme du signal de pression acoustique générée par une guitare pincée sur sa
corde grave (Mi6).

1.2 La corde

1.2.1 Corde vibrante non amortie

L’étude des vibrations des cordes est très ancienne. Pythagore élabora sa gamme musicale
en observant que les sons émis par deux cordes de même nature dont les longueurs avait un
rapport simple (1:2, 1:3, 2:3 etc ����� ) produisaient un son agréable à l’oreille. D’une manière
générale, la fréquence des sons émis par une corde dépend de sa masse, de sa tension, de
sa longueur et des conditions imposées à ses extrémités. On rappelle quelques résultats élé-
mentaires concernant la solution générale de la très classique équation de cordes vibrantes.

1.2.1.a Equation de corde vibrante

On considère une corde sans raideur, de longueur ��� , inextensible, de masse linéique constante� � , soumise à une tension � . On néglige l’action de la pesanteur devant la tension imposée,
de sorte que sa position au repos est droite et confondue avec l’axe � � . On s’intéresse aux dé-
placements transversaux de part et d’autre de cette position d’équilibre dans le plan vertical� � � . Cette corde est soumise à une force extérieure de densité linéique � � 	 � �	��
 qui représen-
tera l’effort exercé par le doigt de l instrumentiste. On suppose que ses déplacements sont
suffisamment petits pour que la tension reste constante au cours du temps, ce qui permet de
linéariser les équations fondamentales de la dynamique appliquées à une petite portion de
corde. Cette hypothèse est justifiée dans la mesure où les vibrations d’une corde de guitare
longue de 60 cms sont de l’ordre de quelques millimètres.
Un point ��
 d’abscisse x au repos est situé au point M à l’instant � . Le mouvement de la
corde est donc décrit par le déplacement ��
 � représenté par une seule inconnue scalaire 
 �
(voir la figure (1.5)). On note ainsi :

��
 � ��
 � 	 � �	� 
 � � � (1.1)

La tangente en � à la corde fait avec l’axe � � un angle � 	 � �	��
 que l’on suppose également
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FIG. 1.5: Géométrie de la corde

petit. On aura donc :

� 	 � �	� 
�������� 	 � 	 � �	� 
�
 �
� 
 �� � 	 � �	� 
 � (1.2)

La contrainte exercée au point � par la corde sur une portion de corde � � � �
	�� � � est en fait
la composante normale de la tension en ce point. Dans la suite, cette contrainte sera notée 
 .
On a (voir la figure (1.13) concernant le couplage corde-plaque) :


 	 � �	��
 � � � 	 � �	� 
�� �
� 
 �� � 	 � �	��
 � (1.3)

Sous ces hypothèses, et en l’absence d’effort extérieur, le déplacement 
 � est régi par l’équa-
tion des cordes vibrantes non amorties :

� � � � 
 �� �
�
	 � �	� 
�� �

�
� 
 �� �
�
� � � 	 � �	� 
 ��� ��� ����� � � � ��� � � (1.4)

où le terme � �
�
� 
 �� �
�
	 � �	� 
 représente l’inertie d’accéleration locale tandis que le terme �

�
� 
 �� �
�

représente le rappel du à la tension de la corde.
On reconnaı̂t ici la très classique équation des ondes monodimensionnelle, de célérité � � �� ��� � � � dont la solution générale, due à d’Alembert, est donnée par la superposition de
deux ondes se propageant sans se déformer à la vitesse � � , l’une dans le sens des � croissants,
l’autre dans le sens des � décroissants. Ces solutions sont dites propagatives car elles mettent
en évidence le phénomène de propagation d’un signal, intuitivement associé à la notion
d’onde.

Remarque 1.1 En toute généralité, on aurait pu également autoriser des mouvements dans l’autre
direction transversale à la corde, c’est à dire autoriser des déplacements selon la direction 	�� 
 
 . Dans
ce cas le déplacement d’un point � 
 serait noté � 
 � � 
 � 	 � �	� 
 � � 	 
 � 	 � �	� 
 � � . Il s’avère que les
deux composantes 
 � et 
 � sont indépendantes l’une de l’autre : leur mouvement est régi par la même
équation de corde vibrante (1.4).
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1.2.1.b Conditions aux bords

La longueur de la corde � � est en fait déterminée par la position du doigt du musicien le long
du manche. Soit celui ci pince la corde à vide, soit il exerce une pression sur la corde entre
deux frets avec son doigt. Dans le premier cas, l’extrémité de la corde est en contact avec le
sillet, dans le second, elle est en contact avec la fret, comme on peut le voir sur la figure (1.6).
On néglige les vibrations du manche, de sorte que celui ci est totalement immobile dans le
référentiel de la pièce. Il est alors naturel de supposer dans un cas comme dans l’autre que
le déplacement de la corde est nul à cette extrémité, ce qui s’écrit :


 � 	 ���	� 
 � ��� � � � (1.5)

FIG. 1.6: Contact de la corde au sillet ou sur une fret

Remarque 1.2 En situation de jeu, de la longueur de la corde est en fait amenée à varier. Nous nous
contentons ici de considérer que � � est un paramètre fixé.

A l’autre extrémité, la corde est fixée au chevalet. Ici encore, elle est en contact permanent
avec une sillet rigidement liée au chevalet. C’est par ce point que la corde transmet une
partie de son énergie à la table d’harmonie, ce qui la met en vibration. Le chevalet est donc
lui même en mouvement. Cet aspect est décrit plus en détail à la section 1.5. Disons juste,
pour fixer les idées que si l’on suppose que le chevalet est un solide rigide possédant un seul
degré de liberté, animé d’un mouvement vertical, décrit par le déplacement de son centre de
gravité, noté 
 � ����� (t), on aura :


 � 	 � � �	��
 � 
 � ����� 	 � 
 � � � � (1.6)

1.2.1.c Rappel : solution générale de l’équation de corde vibrante

Dans l’immédiat, pour rappeler brièvement quelques résultats classiques concernant l’équa-
tion de cordes vibrantes, nous supposerons que le chevalet est immobile, soit :


 � 	 � � �	��
 � ��� � � � (1.7)
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ce qui nous conduit finalement à de simples conditions aux limites de type Dirichlet, et nous
supposerons également que les forces extérieures sont nulles (soit � � 	 � �	� 
 � � 
 �
Le problème de corde vibrante homogène fixée à ses deux extrémités est alors :����� ����

� � � � 
 �� �
�
� �

�
� 
 �� �
�

� ��� � � � ����� � � � ��� � �

 � 	 � � �	� 
 � ��� � ���

 � 	 ���	� 
 � ��� � � �

(1.8)

On peut dans ce cas décomposer toute solution à l’aide de la base 	���� 
��
	���
 des modes
propres du laplacien monodimensionnel avec conditions de Dirichlet. Rappelons que cette
base est donnée par : ��� 	 � 
 ��� � �������� � ��� � pour ��� � ��� � � � et � ����� � (1.9)

Et on a : �� � � � � ���� �
�
	 � 
 � � �� ��� 	 � 
 ��� � � � ��� � � ���� � 	 � 
 � � � 	 � � 
 � ��� (1.10)

où
� �� � � ��� ��

�� �

On cherche alors des solutions du problème (1.4-1.5-1.7) sous la forme :


 � 	 � �	� 
 � � ��! � � � 	 ��
���� 	 � 
 � (1.11)

et on trouve aisément :

� � 	 � 
 ��" �$#�% � 	��&� ��
 	(')� � � � 	��&� ��
 � (1.12)

où
� � � � � ���� �

est la pulsation du nème mode. Celui ci vibre donc à la fréquence � � � �*�+ � �,� � �+ � � . Le premier
mode est appelé “fondamental” et les suivants sont appelés les partiels. Ces modes sont dits
harmoniques car leur fréquence est un multiple de la fréquence fondamentale � � � � �+ � � .
On peut montrer que la solution générale du problème (1.4) avec conditions de type Dirichlet
peut s’ecrire :


 � 	 � �	� 
 � � ��! � 	 " �$#�% � 	��*� � 
 	-')� � � � 	��*� � 
�
���� 	 � 
 � (1.13)
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FIG. 1.7: Les premiers modes de vibrations d’une corde

Pour être complet, il reste à choisir des conditions initiales 
 � 	 � � � 
 et ��� 
 � 	 � � � 
 qui permet-
tront de déterminer de manière unique les coefficients " � et ' � .

Remarque 1.3 On appelle solution stationnaire toute solution à variable séparée de (1.4-1.5-1.7),
c’est à dire toute solution de la forme 
 � 	 � �	� 
 � � 	 � 
�� 	 � 
 . On montre alors très simplement que les
solution stationnaires sont données par :


 � 	 � �	� 
 � 	 " � #�% � 	��*� � 
 	-')� � � � 	��&� � 
�
���� 	 � 
 � " � � ')� ��� � (1.14)

Ainsi, la solution générale du problème (1.4) avec conditions de type Dirichlet est une superposition
de solutions stationnaires.
Précisons que ces solutions sont dites stationnaires en opposition aux solutions propagatives décrites
sommairement ci dessus, puisqu’ici il n’y a justement aucune propagation ici : il s’agit simplement
d’un mode qui vibre sur place à une vitesse donnée.
On a représenté schématiquement sur la figure (1.7) les vibrations des trois premiers modes. Les points
d’amplitude nulles sont appelés nœuds de vibrations et sont situés en

� � �� , pour � ��� � �����
	 � Les

points d’amplitude maximale sont appelés ventres de vibration et sont situés en
� �� � � + 	 � �
� �

Remarque 1.4 Dans le cas d’une corde, le spectre fréquentiel est naturellement harmonique, c’est
à dire que les fréquences sont un multiple de la fréquence fondamentale. Mais ce n’est pas le cas de
toutes les structures vibrantes que l’on peut trouver dans les instruments de musique. Par exemple, les
modes d’une membrane de timbale sont totalement inharmoniques. Pour obtenir un son plus agréable
à l’oreille, on couple cette membrane à une cavité fermée ce qui a pour effet de rapprocher ses modes
d’une suite harmonique. Un autre exemple est donné par les lames d’un xylophone. Si celles ci étaient
de simples parallélépipèdes en bois, leur spectre serait inharmonique. Les lames ont donc une section
variable (en forme d’arche de pont) de manière à s’assurer que la fréquence des deux premiers partiels
est dans un rapport entier avec les fondamental. On parle alors de vibration pseudo-harmonique
([20]).

1.2.2 Prise en compte des phénomènes de dissipation dans la corde

1.2.2.a Les origines diverses des pertes vibratoires

Les origines des pertes vibratoires sont très variées. Du fait de leur multiplicité, il est très
difficile de distinguer telle cause plutôt qu’une autre, et par conséquent plus difficile encore
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de les quantifier. On peut néanmoins distinguer :

les pertes aux bords, ici, par exemple, les extrémités de la corde sont en contact avec des
sillets qui absorbent en réalité une partie de l’énergie transportée par la corde. Nous
ne les prenons pas en considération.

les pertes par rayonnement, négligeables dans le cas d’une corde car ses dimensions n’ont
pas d’effet sur l’air.

les pertes par couplage, fondamentales dans le cas d’une guitare, puisque c’est une partie
de l’énergie transmise à la caisse via le chevalet qui parviendra à notre oreille. Ces
pertes seront prises en compte naturellement dans le modèle, puisque justement un
modèle de couplage au chevalet y est proposé.

les pertes internes au matériau, dues à des dissipations d’énergie au sein même de sa struc-
ture. Les phénomènes de pertes internes sont eux mêmes délicat à décrire. Ils peuvent
être par exemple d’origine thermique, mais ce phénomène est négligeable pour un
matériau comme le nylon, ou d’origine viscoélastique. Il existe une grande variété de
modèles qui cherchent à prendre en compte ces phénomènes.

1.2.2.b Un modèle d’amortissement intrinsèque

Nous avons choisi ici d’introduire deux termes d’amortissement linéaires plutôt classiques
et relativement aisés à manipuler dans le cadre d’une résolution numérique :

un terme d’amortissement visqueux :

��� � ��
�
� �
�
� 
 �� �
�
�
	���� � 


qui illustre les phénomènes de relaxation du matériau, c’est à dire la prise en compte
d’un effet de retard entre la force exercée sur une portion de corde et la déformation
qui en résulte (ce phénomène est également qualifié de phénomène d’hystérésis). Ce
type d’amortissement affecte davantage les hautes fréquences et est très faible voire
négligeable pour les basses fréquences (ce qu’on peut comprendre intuitivement on
considérant que le retard est d’autant plus grand que le mouvement est rapide).

un terme d’amortissement fluide appelé ainsi car il est proportionnel à la vitesse :
� � ��� 
 � �
	�� � � � 
 �

Ce type d’amortissement extrêmement simple ne dépend pas de la fréquence comme
on va le voir ci dessous, mais uniquement du coefficient � � . Usuellement, l’amortisse-
ment fluide décrit l’effet des forces de frottement exercées sur un solide en mouvement
au sein d’un fluide ou en contact avec un autre solide. Les pertes de ce type pour une
corde en contact avec l’air sont en fait négligeables. On ne peut donc pas mettre ce
terme directement en relation avec une cause physique précise. Si on l’introduit ici,
c’est plutôt pour assurer un amortissement minimal en basse fréquence, que ne per-
met pas l’amortissement visqueux.
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1.2 La corde

Introduisant les deux termes d’amortissement par pertes internes, l’équation de corde vi-
brante (1.8) devient :

�
� 
 �� �
�
	 � �	��
 � � �� � � 	��

�
� � � � � 
 �� �

�
	 � � ��� 
 � � ����� � � ����� � � � ��� � � (1.15)

1.2.2.c Solution générale du modèle d’amortissement

Afin de déterminer plus quantitativement l’effet de ces deux termes, regardons comment en
sont affectées les solutions stationnaires non amorties (1.14) déterminées plus haut.
Si on se restreint aux fréquences audibles, comprises entre 16Hz et 20000 Hz, et en prenant
des valeurs typiques de � et � � , (typiquement � � � � ��� � et � � � � ����� ), on montre que les
solutions stationnaires de l’équation de corde vibrante amortie (1.15) correspondent quasi-
ment aux solutions de l’équation non amortie, pondérées par un coefficient d’amortissement
exponentiel (voir annexe C) :


 � 	 � �	��
 � � ���	�
� 	 " #�% � 	�
�&� ��
 	-' � � � 	�
�&� � 
�
���� 	 � 
 � (1.16)

où

� � � � � 	 � �
��+ et 
� � � � � � � � ���

��
Cette analyse permet de faire les remarques suivantes :

� la fréquence des solutions stationnaires non amortie est à peine perturbée par l’amor-
tissement, puisque le facteur de perturbation

� � � � �� � � �� est très proche de 1
� le taux d’amortissement introduit par le terme visqueux vaut 	�� �

�� 
 � + et croit donc
rapidement avec la fréquence du mode considéré. Tandis que le taux d’amortissement
introduit par le terme de type fluide vaut � � � + et touche donc de la même manière
toutes les fréquences.

� A basses fréquences, l’amortissement fluide est prépondérant devant l’amortissement
visqueux. En effet, pour � �
� � � � � , soit, dans le cas de notre exemple, pour une
fréquence inférieure à environ 500 Hz, on a � ��� � �

�� . Le coefficient d’amortissement
fluide permet donc bien de modéliser un amortissement en basses fréquences qui serait
insuffisant avec par le seul terme d’amortissement visqueux.

Finalement, ce simple modèle d’amortissement est donc satisfaisant dans la mesure où il répond à
notre exigence minimale de croı̂tre avec la fréquence, et il sera amplement suffisant pour cette étude.

Remarque 1.5 Ici on considère que la courbe représentant le taux d’amortissement en fonction de la
fréquence est une parabole ( � � � ������� ��� ���
��

�
). Il nous faut alors ajuster les deux paramètres � et � �
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pour que cette parabole “colle” au mieux des données obtenues par des mesures de taux d’amortisse-
ment effectuées sur des cordes réelles. 1 On remarque ici que l’approche naturel de l’amortissement doit
être faite dans le domaine fréquentiel, puisque cette courbe que l’on désire est définie dans le domaine
fréquentiel. Toute la difficulté consiste alors à proposer un modèle qui soit transposable simplement
dans le domaine temporel, ce qui revient à pouvoir l’écrire à l’aide d’opérateurs différentiels locaux.

Remarque 1.6 On pourrait proposer d’autres modèles d’amortissement interne. Une généralisation
du modèle présenté ici est donnée par le modèle de Wiechert (voir par exemple [46]). Celui ci consiste
à écrire un modèle plus sophistiqué de la relation contrainte-déformation au sein du matériau. Dans le
cas d’une corde, on introduit la contrainte 
 , qui, dans le cas non amorti n’est autre que la composante
normale de la tension, soit 
 � � � � 
 � . Le modèle de Wiechert s’écrit :����� ����

� � � � 
 �� �
�
� � 
� � 	 � � � 
 �� � � ���

� � ! 
 � �
� � 
� � � � � � 

� ! 
 � �
� �
� � �

� � 
 � �
(1.17)

Notons que notre modèle consiste alors à prendre � � � et � � � , avec � 
 � � , � 
 � � et � � � � .
Dans ce cas, la contrainte 
 est définie par :


 � �
� 
 �� � 	 � �

�
� 
 �� � � � (1.18)

FIG. 1.8: Intérieur d’une table d’harmonie

1. Quoique, en pratique, il ne faut pas totalement chercher à fitter des courbes expérimentales, puisque les
taux d’amortissement mesurés sont dus à toutes les pertes, dont les pertes au bords, et non seulement aux pertes
internes.
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1.3 La table d’harmonie

1.3 La table d’harmonie

1.3.1 Présentation

La table d’harmonie est une fine plaque de bois, en général en épicéa. Elle est raidie locale-
ment par un barrage, réalisé à l’aide de baguettes de bois plus rigide, par exemple de l’acajou
ou du cèdre canadien, dont la première fonction est de la consolider suite à un rabotage im-
portant (figure (1.8)). La table supérieure doit en effet résister à l’effort permanent exercé par
la tension des six cordes attachées au chevalet.

Transverse

Traditionnel

Sloane

Bouchet

FIG. 1.9: Quelques barrages de guitare (in Sloane [58])

Ce barrage a également une influence considérable sur la fréquence et sur la forme des
modes, et par conséquent sur le rayonnement de la table. En particulier, l’effet du barrage
est de concentrer les vibrations des modes dans le “ventre” de l’instrument et d’augmenter
notablement les fréquences propres de la table. Ces barres peuvent être arrangées de diffé-
rentes manières, et c’est un élément critique de la qualité d’une guitare. Quelques barrages
sont présentés sur la figure (1.9). La prise en compte d’un barrage le plus général possible
est donc un des objectifs de la modélisation.
Une difficulté de la modélisation réside dans le matériau. Le bois, substance naturelle, est
un matériau vivant qui ne peut de ce fait entrer dans le cadre d’une modélisation très rigou-
reuse. Ses propriétés sont très variables d’un échantillon à l’autre, puisqu’elles dépendent di-
rectement de l’histoire de l’individu (l’arbre) dont il provient. Suivant les années, les cernes
du bois ne sont pas toujours pareillement espacées. En outre, des nœuds correspondant au
départ des branches induisent une inhomogéneité flagrante, qui n’est pas désiré pour le bois
de lutherie. Si bien qu’un luthier aura beau construire deux instruments exactement de la
même taille et de la même forme, à l’aide des mêmes techniques, les fréquences de réso-
nances varieront de quelques Hz, et ce sera un instrument complètement différent. On peut
également noter que ses propriétés dépendent très fortement des conditions atmosphériques
(en particulier la température et l’humidité).
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Néanmoins on pourra considérer que le bois utilisé pour la lutherie a été choisi avec soin,
de sorte qu’il ne présente pas de nœud apparent. On supposera que les cernes sont réguliè-
rement espacées et toutes dans la même direction. Un simple contrôle visuel sur la moindre
guitare confirme, au moins grossièrement, ces deux hypothèses. La raideur d’une plaque de
bois est bien évidemment beaucoup plus importante dans la direction parallèle aux cernes
que dans la direction perpendiculaire aux cernes. On considérera donc que le bois est un
matériau élastique linéaire orthotrope.

1.3.2 Equation de plaque non amortie

1.3.2.a Modèle de Kirchhoff-Love

La table supérieure d’une guitare mesure typiquement 50cm de long pour une épaisseur de
2 à 3 mm, si bien qu’il est complètement justifié de la modéliser à l’aide du modèle de plaque
de Kirchhoff-Love, décrit en détail à l’annexe A.
On confond alors la plaque avec sa surface médiane de sorte que l’on considère qu’elle
occupe le domaine � de �

� . Son bord � � , noté � est composé de deux parties, son bord
extérieur noté � 
 (on suppose donc que � 	�� 
 
 � � 
 et le bord du trou noté � � . La normale
extérieure à � est notée � � 	 � � � � � 
 et la tangente au bord, choisie de manière à ce que le
trièdre 	 � ��� � � � 
 soit orthonormé direct, est notée � � 	�� � ��� � 
 ( voir la figure (1.10) ).

FIG. 1.10: Description géométriques de la table d’harmonie

Les vibrations de la table sont alors décrites en toute généralité par un champ de déplacement

 � 	 � � 
 
 défini sur � par :


 � 	 � � 
 
 � 	 
 � 	 � � 
 
 � 
 � 	 � � 
 
 � 
 � 	 � � 
 
�


Le déplacement 
 � 	 � � 
 
 � 	 
 � 	 � � 
 
 � 
 � 	 � � 
 
�
 � parallèle à la table, est appelé mouvement
membranaire et le déplacement vertical 
 � 	 � � 
 
 est appelé mouvement de flexion.
Nous n’avons pris en compte que la polarisation verticale de la corde, si bien que l’effort
exercé par la corde sur la table consistera en une charge surfacique perpendiculaire à la
table, comme on le verra plus loin (cf. section 1.5). D’autre part la charge de l’air consiste en
une force de pression exercée sur les faces supérieures et inférieures de la table. Ici encore, il
s’agit d’une charge surfacique perpendiculaire à la table (voir la modélisation des couplages
à la section 1.5). Au total, dans le modèle que nous utiliserons, le chargement de la table est
donc un chargement de flexion pure (voir page 361).
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Faisant momentanément abstraction des raidisseurs, et si on suppose que la plaque est équi-
librée, on est dans la situation particulière où un tel chargement induit un mouvement de
flexion pure, c’est à dire que le déplacement de la surface médiane, est uniquement vertical.
On décrira donc le mouvement de la plaque l’aide du seul déplacement de flexion 
 � 	 � � 
 

défini sur le domaine � occupé par la surface médiane de la table.

Notation 1.2 Dans la mesure où nous ne nous intéressons pas aux mouvements membranaires,
l’indice “z” de cette inconnue 
 � aurait quelque chose d’incongru dans la suite de ce document. Pour
des raisons de commodité, nous noterons donc désormais 
 � 	 � � 
 
 � 
 � 	 � � 
 
 le déplacement (verti-
cal) de la table supérieure, qui est une inconnue scalaire.

1.3.2.b Modélisation des raidisseurs et du chevalet

Les raidisseurs Dans un premier temps, les raidisseurs sont modélisés de la façon la plus
simple qui soit. On les considère comme une variation locale des propriétés de la table d’harmonie,
c’est dire comme une variation de l’épaisseur, de la densité ou des modules de rigidité.
De cette manière on prend effectivement en compte la nature différente de ces baguettes de
bois, qui sont en générale construite dans un bois nettement plus dur que celui utilisé pour
la table. Vu leur dimension particulière (il s’agit en fait plus de barres que de plaques), on
pourra considérer qu’il s’agit d’un matériau isotrope, de sorte que l’orientation des raidis-
seurs n’est pas assujettie aux seules directions donnée par l’orthotropie de la table.
Cette modélisation a l’avantage essentiel de ne pas ajouter d’inconnue supplémentaire : la
table supérieure raidie est vue comme un solide global décrit à l’aide du seul déplacement
vertical de la surface médiane de la plaque. Elle s’avérera satisfaisante dans la mesure ou
elle permet d’obtenir des résultats conformes avec l’expérience tant sur la forme des modes
propres que sur les fréquences propres de ces modes (voir la section 2.1).

Remarque 1.7 La plus importante amélioration à laquelle il faudrait s’attacher à mes yeux est d’en-
richir la modélisation de la table d’harmonie et du système de barrage qui est exagérément simplifiée
ici. En effet :

� Les raidisseurs ont, en général, une largeur de moins de 1 cm et une épaisseur qui peut atteindre
1,5 cm, auquel cas les hypothèses de plaque mince ne sont plus justifiées pour de tels solides.

� Afin de conserver la confortable propriété de découplage des mouvements membranaires et de
flexion on suppose toujours que la plaque est symétrique par rapport à sa surface médiane.
Or les raidisseurs induisent une dissymétrie flagrante de la table d’harmonie. Ainsi, même si
on se contente d’un chargement de flexion pure, perpendiculaire à la plaque, le mouvement
membranaire n’est pas rigoureusement nul.

25



La guitare, une description et un modèle physique

Le chevalet quant à lui est modélisé de la même façon que les raidisseurs, c’est à dire
qu’il est considéré comme une inhomogénéité de la table. Ici encore, a priori, celui ci induit
un déséquilibre de la table qui n’est pas pris en compte. En revanche, ses dimensions per-
mettent effectivement de le considérer comme une plaque mince orthotrope, et il s’avère que
l’orthotropie du chevalet a le bon goût de suivre les mêmes directions que celle de la table.
La seule différence étant que la direction la plus raide pour le chevalet est la plus souple
pour la table.

1.3.2.c Conditions au bord

Sur son bord extérieur � 
 , la table supérieure est collée sur une baguette de bois, la contre
éclisse, elle même collée (et parfois clouée) sur les éclisses (cf. figure (1.11)). Il paraı̂t rai-
sonnable de supposer qu’il s’agit d’un encastrement. Enfin, le bord du trou, noté � � , n’est
soumis à aucune contrainte particulière et il convient de supposer qu’on a une condition
libre le long de � � .

éclisse

Table d’ harmonie

Cavite

Contre-

FIG. 1.11: Collage de la table sur les éclisses

1.3.2.d Equations régissant le mouvement de la table d’harmonie

Au total, la table d’harmonie est modélisée par l’équation en flexion du modèle de Kirchhoff-
Love pour un matériau inhomogène, orthotrope, encastrée sur une partie de son bord � 

et libre sur l’autre partie de son bord � � .
Le mouvement est décrit par le déplacement vertical 
 � , régi par les équations suivantes :��������������� ��������������

� � �
�
� 
 �� �
�
	 
���� ����� � � � � � dans � ,

� � ��� ��� 	�� 
 � 
 � ��� dans � ,


 � � ��� sur � 
 ,
� � 
 � � ��� sur � 
 ,

	 � � 
 � � � ��� sur � � ,
	������ � 
 � � 	 ��� � 	 � � 
 � � � � ��� sur � � .

(1.19)

�
� est appelé le moment fléchissant, et la quantité ����� � est l’effort tranchant. Les deux
conditions portant sur le bord libre � � correspondent donc, d’une manière approchée à
une condition de moment et d’effort nul.
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� � � est la densité de la plaque,

� � est le tenseur orthotrope de rigidité de plaque de Kirchhoff-Love 2. Si on utilise la
classique correspondance entre les tenseurs symétriques d’ordre deux et les vecteurs à
trois composantes :

	 � � ��� � � 
 � 	 � � ��� � �

 � 	 � � ��� � �


 �

on peut écrire :

� � �
�
� +

���������
� �

� �	� � � � � � � � � � � �
� �	� � � � � � �

� � � � � �
���
� � � � � � � �

���	� � � � � � �

� � +�� � �


���������
������
� � �
� � �
� � � �


������ (1.20)

où � � et � � sont les modules de Young, � � � et � � � sont les coefficients de Poisson et� � � est le module de cisaillement.

� � est l’épaisseur de la table.

� � � est la densité surfacique du chargement.

�
� � et � � désignent respectivement la dérivée tangentielle et la dérivée normale le long
du bord � � .

�

���� désigne la divergence usuelle appliquée à des vecteurs de dimension 2. Il s’agit
donc d’un scalaire. 
���� � � � � � � 	 � � � � �

�
� est le gradient usuel appliqué à fonction suffisamment régulière de deux variables.
Il s’agit donc d’un vecteur de dimension 2. � 
 � � 	 � � 
 � � � � 
 � 
 �

� � représente l’opérateur des déformations linéarisées usuel. Il s’agit d’un tenseur sy-
métrique d’ordre deux.

��� � 	 � 
 � �+ 	 � � � � 	 � � � � 
 � pour � � � � � � � 
 	
�
����� est la divergence appliquée à des tenseurs d’ordre 2. ����� � est un vecteur de
dimension 2 dont les composantes sont données par la divergence de chacun des vec-
teurs lignes du tenseur � .

����� �� � � � � � �
� � � � � �

��
� �� � � � � � 	 � � � � �

� � � � � 	 � � � � �

��
2. � est noté �� en annexe, cf. page (A.2.3)
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Remarque 1.8 La plaque étant supposée hétérogène, les trois paramètres � � , � et � sont en fait
variables; il s’agit donc de fonctions définies sur � . En pratique, elles sont choisies constantes par
morceaux. En outre, on suppose qu’elles sont bornées et qu’elles vérifient les hypothèses de positivité
usuelles.

Notation 1.3 Dans la suite de ce document, pour simplifier la présentation, on ne fera plus apparaı̂tre
l’épaisseur � . Il est ainsi sous entendu que � � � � � � et � � � � � .

Remarque 1.9 On peut éliminer le moment fléchissant � dans l’équation (1.19) afin d’obtenir une
équation portant uniquement sur 
 � . :������������ �����������

� � �
�
� 
 �� �
�
	 
���� ����� � � ��� 	�� 
 � 
 � � � dans �


 � � ��� sur � 
 ,
� � 
 � � ��� sur � 
 ,

	 � � � � 	�� 
 � 
 � 
 � � � ��� sur � � ,
� ����� 	 � � � � 	�� 
 � 
�
 � � � 	 � � � 	 � � � � 	�� 
 � 
 � 
 � � � � ��� sur � � .

(1.21)

1.3.3 Prise en compte des phénomènes de dissipation dans la table

1.3.3.a Les diverses origines des pertes dans la table d’harmonie

L’équation précédente ne prend en compte aucun phénomène de perte. Rappelons que les
phénomènes de dissipations jouent un rôle crucial dans la perception du son produit par
l’instrument. Il s’agit donc ici aussi de proposer un modèle suffisant pour rendre compte
de ces phénomènes. De même que pour la corde (cf. section 1.2.2), diverses causes sont à
l’origine de ces phénomènes de perte. Reprécisons, plus brièvement, ce qu’il en est dans le
cas de la table d’harmonie :

les pertes aux bords dues à l’absorption d’une partie de l’énergie par les colles utilisées au
bord ou pour fixer les raidisseurs et le chevalet. Les vernis absorbent également une
partie de l’énergie. Nous ne les prenons pas en considération ici.

les pertes par rayonnement qui seront automatiquement prises en compte, grâce à la mo-
délisation du couplage entre la plaque et l’air.

les autres pertes par couplage également prises en compte par la modélisation du couplage
avec la corde

les pertes internes que nous supposerons uniquement dus à des phénomènes de pertes vis-
coélastiques (ie.nous négligerons ici aussi les pertes d’origine thermique)
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1.3.3.b Modèle d’amortissement intrinsèque

Nous choisirons de les modéliser de la même manière que pour la corde, à l’aide de deux
termes :

un terme d’amortissement visqueux qui simule les phénomènes de retard dans la loi de
comportement du matériau et permet d’introduire une dépendance fréquentielle de
l’amortissement. La deuxième équation du système (1.19), c’est à dire la loi de com-
portement du matériau, est alors modifiée de la façon suivante :

� � � � � � 	�� 
 � 
 	��
�
� � � � ��� 	�� 
 � 
 �
	�� � � 
 � (1.22)

où, pour simplifier, le coefficient d’amortissement visqueux � est supposé constant sur
toute la plaque.

un terme d’amortissement fluide

� � � � �
� 
 �� � �
	�� � � � 
 �

dont le rôle essentiel est d’assurer un amortissement minimal aux basses fréquences,
non pris en compte par l’amortissement visqueux ci dessus (voir le paragraphe équi-
valent à la section 1.2.2).

En introduisant ces deux termes d’amortissement, l’équation de plaque de Kirchhoff-Love
devient : ���������������� ���������������

� � �
�
� 
 �� �
�
	 
���� � � � � 	 � � � � �

� 
 �� � � � � dans � ,
� � � � � � 	�� 
 � 
����

�
� � � � ��� 	�� 
 � 
 � ��� dans � ,


 � � ��� sur � 
 ,
� � 
 � � ��� sur � 
 ,

	 � � 
 � � � ��� sur � � ,
	������ � 
 � � 	 � � � 	 � � 
 � � � � ��� sur � � .

(1.23)

1.3.3.c Solution générale du modèle de table amortie

On peut éliminer le moment fléchissant � dans cette équation. Dans ce cas, l’équation inté-
rieure devient :

� � �
�
� 
 �� �
�
	 	 � 	�� �� � 
 
���� ����� � � ��� 	�� 
 � 
 	 � � � � �

� 
 �� � � � � � dans � . (1.24)

On peut faire une analyse similaire à celle effectuée à la section 1.2.2, pour comprendre l’effet
de ces deux termes d’amortissement.
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On définit l’opérateur de plaque � de Kirchhoff-Love :

��� 
 ���� 
���� ����� ��� � � 	�� 
 � 
 (1.25)

L’équation de plaque amortie, sans second membre, s’écrit alors :�� � � � �
�
� 
 �� �
�
	 � � 	�� �� � � � 
 � 	 � � � � �

� 
 �� � � � dans �
	 conditions au bord.

(1.26)

Sans entrer dans les détails d’une analyse mathématique rigoureuse, admettons formelle-
ment que, compte tenu des conditions aux limites données par (1.21), � est un opérateur
symétrique positif diagonalisable. On note � 	���
 � 	 � 
 � � la base de � � 	���
 des modes propres de
� associés à la suite de valeurs propres 	 � � 
�� .
On montre alors que toute solution du problème (1.26) dans le cas non amorti peut s’écrire
comme une somme de modes stationnaires, ie. sous la forme :


 � 	 � � 
 �	��
 � � ��! � 	 " � #�% � 	��&� ��
 	 ' � � � � 	��*� � 
�
	� � 	 � � 
 
 � (1.27)

où, dans le cas d’une plaque de densité constante, la pulsation � � est donnée par � �� � � �
� � �

Si on se restreint aux fréquences audibles, l’effet des deux termes d’amortissement � � et � sur
les solutions stationnaires est essentiellement d’introduire un facteur d’amortissement expo-
nentiellement décroissant de taux � � ��

�

�� � ���
��� � , ce qui conduit, en négligeant l’influence de

l’amortissement sur la pulsation propre du mode � , à une solution générale de la forme (voir
la section 1.2.2) :


 � 	 � � 
 �	� 
 � � ��! � � ��� � � 	 " � #�% � 	��*� � 
 	-')� � � � 	��&� � 
�
	� � 	 � � 
 
 � (1.28)

Remarque 1.10 Nous avons présenté ici un choix particulier d’amortissement essentiellement pour
fixer les idées (mais également car c’était la forme d’amortissement choisie dans un premier temps au
cours de ce travail). Il s’avère que la méthode spectrale employée pour la résolution de cette équation
de plaque donnera beaucoup plus de latitude pour décrire les phénomènes de pertes internes dans la
table d’harmonie.
Cette résolution se fait en deux étapes. D’abord une discrétisation spatiale de l’opérateur � , noté � � ,
fournit une approximation � ��� � des modes de � . La seconde étape consiste en une résolution exacte
en temps de l’équation approchée en espace. Cela revient à résoudre pour chaque mode l’équation
scalaire :

�� ��� � 	 � 
 	 + � 	 � ��� � 
��� ��� � 	 � 
 	 � ���� � � 	 ��
 � � ��� � 	 � 
 �
D’une certaine façon, on est dans le domaine fréquentiel. L’utilisation du modèle d’amortissement
décrit ci dessus mène, on l’a vu, à � 	 � ��� � 
 � 

�

��
��� �

	 ���
�

. Mais on a toute latitude pour choisir une
fonction � plus sophistiquée, même si celle ci n’a pas d’équivalent local dans le domaine temporel.
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1.4 L’équation des ondes acoustiques

En pratique d’ailleurs, on choisit � 	 � 
 � 

���� �
	 ���

�
� ce qui, très formellement, mènerait, dans le

domaine temporel, à l’équation suivante :

� � �
�
� 
 �� �
�
	 ���

� 	 � � � � � � � 
 �� � 	 � 
 � � �

1.4 L’équation des ondes acoustiques

Les vibrations de la table d’harmonie sont transmises à l’air par un mécanisme de couplage
de type fluide structure. Ces vibrations se propagent dans l’air jusqu’à notre oreille, et nous
percevons le son qu’elle produit. On parle de rayonnement acoustique de la table. Nous
présentons dans cette section les équations qui permettent de décrire la propagation des
ondes acoustiques dans l’air. La question des conditions aux limites sera abordée à la section
section 1.5.2.
On suppose que l’air ambiant est un gaz parfait, homogène isotrope, occupant un domaine� . Celui ci est décrit, selon les hypothèses de la mécanique des fluides, à l’aide de trois
grandeurs caractéristiques définies à chaque instant � en tout point 	 � � 
 � � 
 de � :

la pression acoustique � 	 � � 
 � � �	��
 , fonction scalaire exprimée en Pascals (Pa). Elle est dé-
finie comme l’écart de la pression avec la pression atmosphérique au repos noté � 

(il s’agit donc en fait d’une surpression algébrique). Ainsi, si � 	 � � 
 � � �	��
 représente la
pression totale, on aura :

� 	 � � 
 � � �	� 
 ��� 	 � � 
 � � �	��
�� � 
 �

La vitesse � � 	 � � 
 � � �	��
 , vecteur à trois composantes, exprimé en � � � � � . Il s’agit de la vitesse
moyenne des particules situées dans un volume élémentaire centré autour du point	 � � 
 � � 
 à l’instant � .

la densité � 	 � � 
 � � �	� 
 , , fonction scalaire exprimée en � � ��� � � . Il s’agit de la densité moyenne
d’un volume élémentaire centré autour du point 	 � � 
 � � 
 à l’instant � . On notera -�
	 	 � � 
 � � �	��
 l’écart de de la densité avec la densité au repos notée � � . Ainsi :

� 	 � � 
 � � �	� 
 � � � 	 � 	 	 � � 
 � � �	��
 �

L’air est supposé initialement au repos, ce qui s’écrit :

� 	 � � 
 � � � � 
 � ��� � � 	 � � 
 � � � � 
 � ��� � 	 	 � � 
 � � � � 
 � � �

Enfin, le fluide est supposé divariant, ce qui signifie que la pression totale � ne dépend que
de sa masse volumique � et de l’entropie spécifique � via l’équation d’état :

� ��� 	 � � � 
 �
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Le comportement des grandeurs � , � � et � est régi par les équations de la mécanique des
fluides. En l’absence de toute source de débit, et en négligeant la pesanteur, on a :������ �����

� �� � 	 
�� � 	 � � � 
 � � équation de conservation de la masse,

� � � � �� � 	 	 � � � � 
 � � � � � � � équation d’Euler,

� � � 	 � � � 
 loi de comportement du fluide.

(1.29)

La célérité des ondes sonores étant petite devant la célérité des ondes thermiques, on sup-
posera que les transformations sont adiabatiques, c’est à dire sans échange de chaleur. On
néglige donc les phénomènes de perte thermique. La loi de comportement d’un fluide par-
fait en transformation adiabatique est donnée par :

� � Cte ��� � (1.30)

où � est la constante caractéristique d’une transformation adiabatique. Pour l’air, � � � � � .
On supposera que les perturbations induites par la propagation des ondes sonores sont suf-
fisamment faibles pour pouvoir linéariser les équations précédentes autour de la position de
repos initiale. A titre d’exemple, le seuil d’audibilité correspond à une variation de pression
de + � � � ��� Pa, et le bruit assourdissant d’un avion au décollage correspond à une variation
de l’ordre de 60 Pa (pour une pression atmosphérique au repos d’environ � ��� Pa. Un déve-
loppement limité des équations (1.29), au premier ordre, autour des fluctuations � , � � et � 	 ,
donne : �������� �������

� � 	
� � 	 � � 
�� � � � � � dans � ,

� �
� � �� � 	 � � � � dans � ,

� � � � �� � �
�
!
���
� 	 � � �� � 	 � dans � ,

(1.31)

où � �� � � � �� � �
�
!
� �

est la célérité des ondes acoustiques. Dans le cas d’une transformation

adiabatique, on aura :
� �
� � � � �� � soit � � � � � 
� � �

Pour l’air, à température ambiante, on trouve � � �
	 � � � � ��� � , ce qui est en bonne adéquation
avec l’expérience et justifie donc a posteriori l’hypothèse de transformation adiabatique.
Il est alors possible d’éliminer � 	 dans les équations (1.31). On aboutit aux équations d’Euler
linéarisée formulées en vitesse-pression :��� �� � �

� � �� � 	 � � � ��� dans � ,

� �
� �� � 	 
���� � � � ��� dans � .

(1.32)
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où � � �
�
� � � �� est le coefficient de compressibilité adiabatique.

Remarque 1.11 On peut encore éliminer � � afin d’obtenir une équation portant sur le seul champ
de pression acoustique � . On obtient alors l’équation des ondes acoustiques :

�
� �� �
�
� � ���� � � ��� dans � . (1.33)

La propagation des ondes sonores est donc régie par une simple équations des ondes scalaire tridimen-
sionnelle de célérité � � .

1.5 Un modèle pour la guitare

1.5.1 Modélisation du pincer de corde

Le modèle de pincer de corde le plus simple et le plus communément utilisé consiste à consi-
dérer que l’on écarte la corde de sa position au repos et qu’on la lâche sans vitesse initiale. En
fait, la corde possède une vitesse au moment où elle est relâchée. C’est pourquoi nous préfé-
rons considérer que le joueur exerce sur la corde une force

�� � modélisant idéalement le pincer
(voir figure (1.12)). On suppose tout d’abord que l’on peut séparer la dépendance spatiale et
temporelle de ce pincer, de sorte que l’on aura :

� � 	 � �	� 
 � � � 	 � �	��
 � � � � 	 � 
�� 	 � 
 � � � (1.34)

où � est une fenêtre répartissant cette force sur une petite portion de la corde de longueur � �
symbolisant la largeur du doigt, centrée au point d’abscisse � 
 .
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FIG. 1.12: Modélisation idéale du pincer de corde. Dépendance spatiale (à gauche) et temporelle (à
droite)

� 	 � 
 est une version simplifiée du phénomène d’adhérence glissement mis en jeu lors du
pincer de corde : on tire sur corde pendant 15 millisecondes, puis elle soudainement relâchée,
en glissant sur le doigt, en une demi milliseconde.
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Remarque 1.12 En pratique, � est donnée par:

� 	 � 
 ������� � � � � � � 

� �

� ��� � (1.35)

normalisée de façon que 	 � �
 � 	 � 
 � � � � .
� est donnée par :

� 	 ��
 �

������ �����
��

�
	 ��� #�% � 	 � � � � � 
�
 pour � � � � � �

��

�
	 � 	(#�% � 	 � 	 ��� � � 
 � � � 
�
 pour � � � � � � �

� sinon

(1.36)

où � � est l’amplitude de cette force.

1.5.2 Le couplage entre la corde et la table d’harmonie

1.5.2.a Effort exercé par la corde sur la table d’harmonie

On note 	 � 
 � 
 
 
 la position du point d’attache de la corde sur la table d’harmonie. Rappelons
que le chevalet est modélisé comme une variation locale des propriétés de la table supérieure
et donc, du point de vue de la modélisation, qu’il se confond avec celle-ci.

Considérons tout d’abord le cas où la corde n’est pas amortie. Elle exerce sur la plaque
une force � égale à la composante verticale de tension exercée par celle ci au point d’attache
au chevalet 	 � 
 � 
 
 
 (cf. figure (1.13)).

FIG. 1.13: Force exercée par la corde sur le chevalet

Concrètement, � étant la tension de la corde et � 	 ��� �	��
 l’angle entre la tangente à la corde et
l’axe 	�� � 
 en ce point, on aura � � � � � � � 	 � 	 � � �	� 
�
 , ce qui s’écrit également, compte tenu
de l’hypothèse des petits déplacements de la corde :� � � � � � 
 � 	 � � �	��
 � � � (1.37)
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Cette force est répartie sur une petite surface centrée autour du point d’attache de la corde
au chevalet 	 � 
 � 
 
 
 . C’est à dire qu’elle est pondérée par une fenêtre spatiale � 	 � � 
 
 positive,
normalisée de sorte que 	�� � � � . Ainsi, la force exercée par la corde non amortie sur la table
d’harmonie, est une force surfacique de densité :

� � � � � � 
 � 	 � � �	� 
 � 	 � � 
 
 � � � (1.38)

Dans le cas où corde est amortie , il faut tenir compte de l’effet de retard entre l’effort et
la déformation qui en résulte. On a vu à la remarque (1.6) que dans le cas d’amortissement
viscoélastique proposé dans ce modèle, l’effort 
 	 � �	��
 exercé par la corde en un point � est
donné par :


 	 � �	��
 ��� � � 
 � 	 � �	��
 	 � �
�
� 
 �� � � � 	 � �	� 


Il faut alors modifier l’équation (1.38). On obtient :

� � � � � � � 
 � 	 � � �	� 
 	 �
�
� 
 �� � � � 	 � � �	� 
 � � 	 � � 
 
 � � � (1.39)

1.5.2.b Condition au chevalet pour la corde

Au point d’attache au chevalet, la corde est en contact permanent avec le sillet. On considère
donc que le déplacement de la corde à cette extrémité est égale au déplacement moyen de la
plaque au chevalet. On écrira ainsi :


 � 	 � � �	��
 �
�
�
� 	 � � 
 
 
 � 	 � � 
 �	��
 � � � 
 � (1.40)

où � est bien entendu la même fonction de poids que ci dessus.

1.5.3 Les interactions fluide-structure

On suppose que seule la table d’harmonie est mise en vibration lorsque la corde est pincée.
Le reste du corps de la guitare, les éclisses et le fond, est supposé totalement rigide, et donc
est immobile.

1.5.3.a Continuité de la composante normale de la vitesse acoustique

Selon le principe fondamental des interaction fluide structure, la composante normale de la
vitesse acoustique � � es continue en tout point de la surface de la guitare [59]. Cette propriété
de continuité exprime en fait la conservation de la masse à travers l’interface fluide-solide.
Ainsi, la composante normale de la vitesse acoustique est égale au déplacement 
 � en tout
point de la table d’harmonie � , tandis qu’elle est nulle sur le éclisses et sur le fond, ce qui
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s’écrit :� � � 	 � � 
 � ���	� 
 � � � � ��� 
 � 	 � � 
 �	� 
 pour tout 	 � � 
 
 � � � pour tout � � ���

� � 	 � � 
 � � �	� 
 � � � � pour tout 	 � � 
 � � 
 ��� � pour tout � � ��� (1.41)

où � est la normale extérieure définie sur � .

Remarque 1.13 Dans la mesure où nous n’avons considéré jusqu’à présent que des mouvements
dans la direction verticale, l’hypothèse d’immobilité des éclisses est cohérente avec le reste de nos
choix.
Il peut paraı̂tre plus contestable de supposer que le fond ne vibre pas. On peut néanmoins considérer
qu’en situation de jeu, la guitare est appuyée contre le guitariste, si bien que les vibrations du fond
sont amorties par son corps, ou tout au moins, que le fond de rayonne pas. En outre cette simplifi-
cation n’est pas vraiment nécessaire, puisque l’équation qu’on utiliserait pour prendre en compte les
vibrations de la table inférieure est la même que celle utilisée pour la table supérieure. Cela n’introdui-
rait de ce fait aucune complication supplémentaire au modèle présent. On peut donc ne voir ici qu’un
soucis d’allègement des équations globales.

1.5.3.b Effort exercé par l’air sur la table d’harmonie

D’autre part, la table d’harmonie est soumise à des forces de pression exercées par l’air en-
vironnant de part et d’autre de la cavité. Si on note � � 	 � � 
 �	� 
 � � 	 � � 
 � � � �	� 
 la pression
extérieure en tout point 	 � � 
 
 � � � c’est à dire la pression en tout point situé immédiatement
au dessus de la table d’harmonie, et ��� 	 � � 
 �	� 
 � � 	 � � 
 � � � �	��
 la pression intérieure en tout
point 	 � � 
 
 � � � c’est à dire la pression en tout point situé immédiatement au dessous de la
table d’harmonie, alors celle ci est soumise à un effort surfacique de densité � , où� 	 � � 
 �	��
 � � 	 � � 	 � � 
 �	��
�� � � 	 � � 
 �	� 
�
 � � � � � � ��� � � � � (1.42)

où � � � � � � � � � ��� est le saut de pression à la surface de la table d’harmonie défini en tout
point de � .

1.5.4 Le modèle complet

On peut maintenant présenter l’ensemble du modèle de guitare proposé dans ce chapitre.

1.5.4.a Hypothèses retenues du modèle

Les hypothèses retenues sont les suivantes :

� On se place dans le cadre des petites déformations, de sorte que l’ensemble du modèle
est entièrement linéaire.

� La caisse de la guitare est infiniment mince; il s’agit donc d’une surface.
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1.5 Un modèle pour la guitare

� Seule la table d’harmonie vibre. Les éclisses et le fond sont donc supposés totalement
rigides. En outre, on fait abstraction du manche.

� On ne prend en compte que les mouvements de flexion de la table d’harmonie, c’est à
dire les mouvements perpendiculaires au plan de la table. Les mouvements membra-
naires sont donc négligés.

� Cela nous conduit naturellement à ne nous intéresser qu’aux vibrations de la corde qui
sont orthogonales à la table.

� Les raidisseurs et le chevalet sont considérés comme des hétérogénéités de la table,
c’est à dire comme des variations locales de la masse, de l’épaisseur ou de la raideur.
Ce choix permet de modéliser l’ensemble de la table d’harmonie à l’aide d’une seule
inconnue, le déplacement de flexion de la table.

� On modélise les pertes internes au sein de la corde et de la plaque à l’aide de deux
termes, l’un de type fluide, l’autre d’origine viscoélastique.

� Le modèle de pincer consiste en une force (connue) imposée sur un petit segment de
corde.

1.5.4.b Description

FIG. 1.14: Description géométrique de la guitare

L’ensemble des notations apparaı̂t sur la figure (1.14) La caisse de la guitare est donc une
surface notée � . Elle est composée de deux parties. La table d’harmonie occupe le domaine� , situé dans le plan horizontal � � 
 . On note � 
 le bord extérieur de � et � � le pourtour de
la rose. Le reste du corps de la guitare, éclisses et fond, est noté � . La normale extérieure en
tout point de la caisse, qui est un vecteur à trois dimensions, est notée � .
L’air environnant occupe le domaine � . Il s’agit de tout l’espace privé de la surface de l’ins-
trument, soit � � � ��� � .
Enfin, la corde est attachée sur le manche en un point noté � et on note � � sa longueur, qui
permettra de repérer le point d’attache au chevalet.
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1.5.4.c Les inconnues

Les inconnues du modèle sont toutes des fonctions du temps.

* Le mouvement de la corde est décrit par son déplacement vertical 
 � 	 � �	��
 , défini
pour ��� ����� � � � et régi par une équation de corde vibrante amortie. Elle est soumise à
une force modélisant idéalement le pincer. Elle est immobile à une extrémité et vibre
comme la table d’harmonie à l’autre extrémité. Initialement, elle est au repos.

* Le mouvement de la table d’harmonie est décrit par son déplacement vertical 
 � 	 � � 
 �	� 
 ,
défini pour 	 � � 
 
 � � et régi par une équation de Kirchhoff-Love amortie pour un ma-
tériau inhomogène orthotrope. Elle est soumise d’une part à l’action de la corde au
point d’ancrage au chevalet et d’autre part à l’action des forces de pression exercée par
l’air environnant. Elle est encastrée sur son bord extérieur tandis qu’elle est soumise à
une condition de bord libre le long de la rose. Elle est au repos initialement.

* Les vibrations de l’air environnant sont décrites par la pression acoustique � 	 � � 
 � � �	� 

et la vitesse acoustique � � 	 � � 
 � � �	��
 , définies pour 	 � � 
 � � 
 � � et régies par les équa-
tions de l’acoustique linéaire. Sur la surface de la guitare, l’interaction fluide-structure
impose la continuité de la composante normale de la vitesse acoustique. Initialement,
l’air est au repos.

1.5.4.d Les équations du modèle complet

L’ensemble des équations du modèle est ainsi :
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Corde :��������������� ��������������

�
� 
 �� �
�
� � �� � � 	 �

�
� � � � � 
 �� �

�
	 � � � 
 �� � � � � 	 � �	��
 � dans ����� � � � ���� �� 
 � 	 ���	��
 � ���


 � 	 � � �	� 
 �
�
�
� 	 � � 
 
 
 � 	 � � 
 �	� 
 � � � 
 �

� � � ���
� � � ���

� 
 � 	 � � � 
 � ���
��� 
 � 	 � � � 
 � ���

dans ����� � � � �
dans ����� � � � �

Table d’harmonie :������������������������������ �����������������������������

�������� �������
� � �

�
� 
 �� �
�
	 
���� ����� � 	 � � � � �

� 
 �� � � � � � � 
 � 	 � � �	� 
 � 	 � � 
 

	 � � � 
 �� � � � 	 � � �	��
 � 	 � � 
 
�� � � � � � �

� � � � � � 	�� 
 � 
 � �
�
� � � � � � 	�� 
 � 
 � ���

dans � �

dans � ,��������� ��������

 � � ���
� � 
 � � ���
	 � � 
 � � � ���
	�� � � � 
 � � 	 � � � 	 � � 
 � � � � ���

sur � 
 ,
sur � 
 ,
sur � � ,
sur � � ,� 
 � 	 � � 
 � � 
 � ���

��� 
 � 	 � � 
 � � 
 � ���
dans � �

dans � �

Fluide environnant :���������������� ���������������

���� ��� � �
� � �� � 	 � � � ���

� �
� �� � 	 
���� � � � ���

dans � ,

dans � ,� � � 	 � � 
 � ���	��
 � � � ��
 � 	 � � 
 �	��
 �
� � 	 � � 
 � � �	��
 � � � ���

pour tout 	 � � 
 
 � � �
pour tout 	 � � 
 
 ��� �� � 	 � � 
 � � � � 
 � ���

� � 	 � � 
 � � � � 
 � ���
dans � �

dans � �

(1.43)
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Chapitre 2

Analyse mathématique du modèle

Le but de ce chapitre est de montrer que le modèle de guitare introduit dans le chapitre
précédent conduit à un problème bien posé, c’est à dire qu’il possède une et une seule so-
lution dans un sens à préciser. Pour cela, nous le faisons entrer dans le cadre du théorème
de Hille-Yosida, outil fondamental pour résoudre les équations d’évolution. L’essentiel de ce
chapitre consiste donc tout d’abord à reformuler le problème sous la forme d’un problème
d’évolution d’ordre un en temps, puis surtout à vérifier les hypothèses dudit théorème.
Il n’y a pas à proprement parler de difficulté pour obtenir ce résultat. Compte tenu du
nombre d’équations, la démonstration du caractère maximal monotone de l’opérateur non
borné " qui décrit notre problème est un peu laborieuse, mais elle se fait bien.
Signalons toutefois deux aspects qui méritent d’être mentionnés. Tout d’abord, l’opérateur
de plaque invoquant des dérivées d’ordre 4 en espace, on ne peut avoir de résultat de ré-
gularité suffisant pour introduire les conditions portant sur le bord libre dans un sens fort
dans le domaine de l’opérateur " . On doit se contenter d’écrire ces conditions dans un sens
faible (voir section 2.2.3.a). D’autre part, on ne peut pas éliminer � � de l’équation des ondes
acoustiques pour se ramener à une simple équation des ondes scalaires, comme on pourrait
le faire dans le cas d’un problème non couplé, même avec une condition de Neumann ho-
mogène. On doit donc résoudre le problème avec � � et � (mais ça ne pose aucun soucis) (cf.
remarque (2.1)).
On obtient en outre des estimations a priori sur les inconnues du problème à partir d’une
propriété d’identité d’énergie.

2.1 Le théorème de Hille-Yosida

Soit � un espace de Hilbert, muni du produit scalaire 	 � � � 
�� . On considère un opérateur " ,
non borné dans � , c’est à dire une application linéaire définie sur un sous-espace vectoriel� 	 " 
�� � , à valeurs dans � . � 	 " 
 est le domaine de " . Le théorème de Hille-Yosida est un
outil fondamental pour résoudre les problèmes d’évolution dans � de la forme :
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����� ����
Trouver 
 	 � 
 � � � � � 	 " 
�� � �
� 
� � 	 " 
 ��� � � � � ���


 	 � 
 ��
 
 �
(2.1)

où � 	 � 
 est une fonction donnée de � � dans � et 
 
 est une condition initiale donnée.

Définition 2.1 On appelle solution classique (ou solution forte) de (2.1) toute fonction 
 vérifiant :


 	 � 
 � � � 	 � � � � 
�� � 
 	 � � � � 	 " 
�
 �
où � 	 " 
 est muni de la topologie hilbertienne induite par la norme du graphe, définie par :

� 
 � ����	��
 � � 
 � �� 	 � " 
 � �� � (2.2)

Le théorème de Hille-Yosida fait appel à la notion d’opérateur maximal monotone pour ré-
soudre ce problème.

Définition 2.2 Soit " � � 	 " 
�� � � � , un opérateur linéaire non borné.
On dit que " est monotone si :

	 " 
 � 
 
 � � ��� � 
 � � 	 " 
 � (2.3)

On dit que " est maximal monotone si de plus " 	
� est surjectif de � 	 " 
 dans � , ie. :
� � � � ��� 
 � � 	 " 
 tel que : 
 	 " 
 � � � (2.4)

Nous sommes en mesure d’énoncer le théorème de Hille-Yosida, dont on trouvera une dé-
monstration dans [5] ou [44] :

Théorème 2.1 (Hille-Yosida) On suppose qu’il existe � � � tel que " 	 � � est maximal mono-
tone.
Alors pour tout 
 
 � � 	 " 
 et tout � 	 � 
 � � �
	 � � � � 
 , il existe une unique fonction


 	 � 
 � � � 	 � � � � 
�� � 
 	 � � � � 	 " 
�
 �
telle que : �� � � 
� � 	 " 
 ��� ��� � � ���


 	 � 
 � 
 
 �
(2.5)
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2.2 Solution forte pour le modèle de guitare

2.2.1 Écriture sous la forme d’un système d’ordre un en temps

Pour montrer l’existence et l’unicité d’une solution forte de notre modèle, donné en (1.43),
on le fait entrer dans les hypothèses du théorème de Hille-Yosida. Pour cela, on le réécrit
sous la forme suivante :��������������������� ��������������������

� 
 �� � � � � � ���
� � �
� � � � ��

�
� 
 �� �
�
	��

�
�
� �

� �
�
	 � � � � � � �� � �� 
 �� � � � � � ���

� � �� � 	
�
� � � 
 �

	 �

� � �
� � 	 � � � � 	 �

� � 
 � 	 � � �	� 
 �� �
	 � � � � � � 	 � � �	��
 �� �

	 � � � � �� � � ���
� �� � 	

�
� �


���� � � � ���
� � �� � 	

�
� �
� � � ���

(2.6)

où � est l’opérateur de plaque :

� � 
 ���� 
�� � ����� ��� 	�� 
 � 
 � (2.7)

Les conditions aux limites de (1.43) s’écrivent maintenant (précisons juste que les conditions
vérifiées par � � et � � sont de simples conséquences de celles vérifiées par 
 � et 
 � , par déri-
vation en temps) : ����������������������������� ����������������������������


 � 	 � 
 � ���


 � 	 � � 
 �
�
�
� 
 � �

� � 	 � 
 � ���
� � 	 � � 
 �

�
�
� � � �


 � � � � 
 � � � sur � 
 �
� � � � � � � � � sur � 
 �
	 � � 
 � � � � sur � � ,
	������ � 
 � � 	 ��� � 	 � � 
 � � � � ��� sur � � ,
� ��� � � � � � � sur � �

� ��� � � ��� sur � �

(2.8)

où on a posé :
� � ��� 	�� 
 � 
 	�� ��� 	�� � � 
 � (2.9)
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Enfin, il convient d’y ajouter des conditions initiales. Nous les avons choisies nulles dans
notre problème, mais on peut prendre des conditions initiales plus générales, soit :

���������������� ���������������


 � 	 � � � 
 ��
 
� �
� � 	 � � � 
 � 	 � 
 �� � 
 � ! 
 � 
 �� �

 � 	 � � � 
 ��
 
� �
� � 	 � � � 
 � 	 � 
 �� � 
 � ! 
 � 
 �� �
� 	 � � � 
 � � 
 �
� � 	 � � � 
 � � 
� �

(2.10)

Remarque 2.1 On pourrait chercher à éliminer la vitesse acoustique de l’équation de ondes acous-
tiques pour se ramener à une simple équation des ondes scalaires. Mais ce n’est pas possible. En
effet, en éliminant � � , la condition d’interaction fluide structure entre la plaque et l’air à l’aide de la
pression se réécrit de la façon suivante :

�
� �
� �� � � �

�
� 
 �� �
�
� sur � . (2.11)

Cette nouvelle condition invoquant la dérivée seconde en temps de 
 � , on ne peut pas l’introduire
dans l’espace � , puisque justement celui ci ne connaı̂t pas le temps. On est donc obligé de garder � � ,
ce qui ne gêne en rien la démonstration.

On introduit alors l’inconnue � et l’opérateur " définis par :

� �

��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��


 �
� �

 �
� �
�
� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� et " � �

��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

� � �
� � ��

�
� 
 �� �
�
	 �

�
�
� �

� �
�
	 � � � � �

� � �
�
� � � 
 �

	 �

� � �
� � 	 � � � � 	 �

� � 
 � 	 � � �	� 
 �� �
	 � � � � � � 	 � � �	� 
 �� �

	 � � � � �� ��
� �


���� � �
�
� �
� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

(2.12)
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et on pose également :

� �

��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�

� �� �
�

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� et � 
 �

��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
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�

 ��

 
�

 ��
� 

� 
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� (2.13)

Ainsi, le problème (2.6, 2.8, 2.10) s’écrit :�� � � �
� � 	 " � � � �

� 	 � 
 � � 
 �
(2.14)

2.2.2 Définition de �
On introduit l’espace � , incluant les conditions aux limites de “type Dirichlet” du problème
(2.6, 2.8, 2.10) :

� �
�

� � � � 	������ � � � 
�� � � 	������ � � � 
�� � � 	���
�� � � 	���
�� � � 	 � 
�� � � 	 � 
�� tel que :

� 
 � 	 � 
 � ��� 
 � 	 � � 
 �
�
�
� 
 � �

�
� � 	 � 
 � ��� � � 	 � � 
 �

�
�
� � � �

� 
 � � � � 
 � � � sur � 
 �

�
� � � � � � � � � sur � 
 	

(2.15)

Précisons les notations suivantes pour le produit scalaire à poids dans les espaces � � :

Notation 2.1 Soit 
 un ouvert de � � , où � vaut 1, 2 ou 3. Pour toutes fonctions � et � � de � � 	 
 

et pour tout � � � , on note :

	 � � � � 
 � � ���
� � � � � (2.16)

et
� � � � désigne la norme associée.
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D’autre part, pour tout tenseur du quatrième ordre symétrique défini positif � , et pour tous tenseurs
d’ordre 2 � et � � de , 	 � � 	���
�
�� , on note :

	 � � � �

�� �
�
� �

� � � � � (2.17)

où le “:” désigne le double produit tensoriel.

On munit alors � du produit scalaire :
� ��� � � � � �
	 ��� � �

 � � 	 � � 
 � � � � 
 �� 
�� 	 	�� � ��� �� 


� �
	 	 � 	�� 
 � 
 � � 	�� 
 � 
�
 �

	 	�� � ��� �� 
 � � 	 	 � � � � 
 � � 	 	 � � � � �� 
 � � �
(2.18)

et on note
� � � la norme associée.

Les théorèmes généraux d’analyse fonctionnelle nous permettent de montrer simplement le :

Lemme 2.1 � , muni de la norme
� � � � , est un espace de Hilbert.

� PREUVE : Les applications de traces :���	��

����������� ����� ���� � �� 
 � � 
 �!��� � � 
"� � �#�$� (2.19)

et %& ' � � 

()���*� �,+-/. 021435�76-�

8:9;���< �� 
 �=<:> 021 ��?!@ ��<�> 021 � (2.20)

sont continues. Comme ACBED �F

()�
, l’application :%G& G' � � 

������� � � �H35� � 
I()�J�K� �
 � ��� � < � �� � �L
M���$�N�PO:Q A � < � (2.21)

est également continue. On en déduit que
�

est un sous espace vectoriel fermé de l’espace
de Hilbert : RTS � � 
I�U�=�V���;� �)3 D � 

���������;� �)35� � 

()�H3 D � 
I()�)3 D � 
MWX�)3 D � 
MWX���

(2.22)

et donc que c’est un Hilbert pour la norme hilbertienne canonique définie sur

R
.
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D’autre part, puisque ��� �
, on a l’inégalité de Poincaré (voir par exemple [5]) :

��� � �=��O��	�9 ��
 ?
� � � 
 ��� ��� � � � � � 6���� 9 . �	��� � ��� � � B�� � � B � � 
I�U�=�V���;� ��� � �L
 �!� S �! �
(2.23)

et aussi, compte tenu des propriétés de positivité du tenseur " , on a une inégalité similaire
dans

� � 

()�
, conséquence immédiate de l’inégalité de Korn en dimension 2, valable dés que8 9

est de mesure non nulle (voir par exemple [16] ou [22]), et des propriétés usuelles des
espaces de Sobolev :

�#� � ��� O Q "%$ 
'& ��< �)( $ 
*& ��< � � ��� �=< � � � - � Q � ��� �=< B%+ ��< B � � 

()��� �=<:> 021 S �!,.-
(2.24)

Par conséquent, la forme bilinéaire symétrique positive définie en (2.18) est bien un produit
scalaire et la norme induite est équivalente à la norme hilbertienne canonique définie sur
R

. /

2.2.3 Définition du domaine de 0
On détermine le domaine de " en cherchant à donner un sens à chacun des termes qui
définissent cet opérateur. En outre, il faut s’assurer que " � � � pour tout � � � 	 " 
 . Enfin,
nous introduisons dans le domaine de " , outre les conditions aux limites incluses dans � ,
les conditions aux limites de “type Neumann” portant sur la vitesse acoustique ainsi que les
conditions aux limites portant sur le bord libre de la plaque.

2.2.3.a Prise en compte faible des conditions aux limites sur le bord libre de la plaque

Sur ce dernier point, il convient d’être vigilant. Rappelons que les conditions de bord libre
sur la plaque s’écrivent : �� � 	 � � 
 � � � � sur � � ,

	������ � 
 � � 	 ��� � 	 � � 
 � � � � ��� sur � � , (2.25)

où on a posé :
� � ��� 	�� 
 � 
 	 � ��� 	�� � � 
 � (2.26)

Pour toute fonction 
 � appartenant à l’espace :1 
 � � � � 	���
�� 
�� � ����� ��� 	�� 
 � 
 � � � 	���
32 �
le moment � � ��� 	�� 
 � 
 n’est pas nécessairement dans l’espace � 	������ 
 , défini par :

� 	������ 
 � 1 � � 	 � � 	���
�
 � � � � � � � 	 � � 	���
�
 � 2 �
puisqu’on a seulement 
���� ����� � � � � 	���
 . Par conséquent, on ne peut rien dire de sa trace
normale 	 � � 
 � � et a fortiori encore moins de la trace intervenant dans le seconde condition
de bord libre (2.25).
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Ne pouvant pas traiter ces deux conditions aux limites dans un sens classique, on les écrit
dans un sens faible. Rappelons tout d’abord la formule d’intégration par partie suivante
valable pour toutes fonctions � � 	 � �

	���
�
�� et 
 � � � �
	���
 (voir section A.4.2.a) :

�
�

�� � ����� � 
 � �

�
�
� � � 	�� 
 � 
 	

���
�
� 	 � � 
 � � � � � 
 � 	 ���

�
� 	������ � 
 � � 	 � � � 	 � � 
 � � � � 
 � �

(2.27)

On en déduit la :

Définition 2.3 On dira qu’une fonction 
 � de l’espace� � � 1 
 � � � � � 
 � � � � 
 � � � sur � 
 2 (2.28)

vérifie les conditions de bord libre (2.25) dans un sens faible si on a :
�
�
	 � 
 � 
 
 �� � �

� � � 	�� 
 � 
 ��� 	�� 
 �� 
 ��� 
 �� ��� � � (2.29)

2.2.3.b Le domaine � 	 " 

On peut maintenant définir le domaine de l’opérateur " :

� 	 " 
 � � �
�

� � � � 	������ � � � 
�� � � 	������ � � � 
�� � � 	���
�� � � 	���
�� � � 	 � 
�� � 	�
���� � � 
�� tel que :

�

�
� ��� � 
 �� � 	 �

� � �
� �	� � � � 	������ � � � 
 �

� � 	 
 � 	 � � � 
 � � � 	���
 �

�
� 
 �� �
� � � � � � 	 
 � 	 � � � 
 
 �� � �

� ��� 	�� 
 � 	 ��� � 
 ��� 	�� 
 �� 

� � � � � � � � � � sur � � � � � � � ��� sur � � 	 �

(2.30)

2.2.4 Démonstration des hypothèses de Hille-Yosida

Pour appliquer le théorème de Hille-Yosida, il n’y a plus qu’à démontrer le :

Lemme 2.2 L’opérateur " est maximal monotone.
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� PREUVE :
I. " est monotone
Pour � � � , on calcule :

	 " � � � 
 � � � � 	 � � �� � � � 
 �� � 
 � � 	 � � � � �� � � 
 �� �
�
	 �

�
�
� �

� �
�
	 � � � � ��� � �

� �
�

	 � � 	 � 	�� � � 
 � � 	�� 
 � 
�
�� � 	 � � �
� � �

	 
 � 	 ��� � 
 	 � � � � �
� �
�

	 � � � � � 
 � 	 � � �	� 
 �� �
	 � � � � � � 	 � � �	� 
 �� �

	 � � � � �� � �
� �
� 	 � � �

� �

���� � � � � �

� �
�

	 � � �
� �
� � � � � �

� �
�

(2.31)

Il y a sept termes dans cette équation, définis par les crochets. Pour montrer que l’essentiel
de ces termes s’annulent entre eux, on en développe certains :

� 2ème terme On calcule à l’aide d’une intégration par partie, compte tenu des conditions
sur le bord vérifiées par � � � 	 " 
 :

� � � �� � � 
 �� �
�
	 � � ��

�
�
� �

� �
�
	 � � � � ��� � �

� �
� �

� � �


� 
 �� �

� � �
� � 	 �

� � �

 ��� � � � � � �

	 � � �
� �


� � � � � � � � � � � 
 � 	 � � 
�� � � � � � � � � � � 	 � � 
�� � � � � (2.32)

� 4ème terme On calcule, à l’aide des conditions de la condition de bord libre incluse faible-
ment dans � 	 " 
 , en choisissant en particulier 
 �� � � � (voir (2.30)) :� �
� � �

	 
 � 	���� � 
 	 � � � � �
� �
�

�
� ��� 	�� 
 � 
 � � 	�� � � 
 	��

�
� � � 	�� � � 
 � � 	�� � � 
 	 � �

�
� � � �

� � � � �
(2.33)

� 7ème terme On calcule, à l’aide de la formule de Stockes :
	 �� � �

� 
���� � � 
 ��� �
� �
�
� � � � � ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � � 	�
���� � � 
 � � � � � � 	 � 
 �

(2.34)

où � � � � � désigne le crochet de dualité dans � �� 	 � 
 , et où � désigne la surface de la
guitare, c’est à dire le bord de � . Rappelons que � � � � � est le saut de pression à travers la
surface de la guitare :

� � � � � � 	 � � � � � 
 � � �
où � � est la pression à l’extérieur et ��� est la pression à l’intérieur (ce qui explique le
	 	 � 	 	 dans l’intégration par partie précédente).
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Compte tenu des conditions aux limites vérifiées par � � � � 	 " 
 (voir (2.30)), on en
déduit que :

	 �� � �
� 
���� � � 
 � � �

� �
�
� � � � � �

�
�
� � � � ��� � � (2.35)

Par conséquent, en tenant compte également de la condition aux limites couplant 
 � et 
 � au
chevalet, ainsi que � � et � � (voir (2.30)), l’équation (2.31) conduit à :

	 " ��� � 
 � � � � � � � � � �� 	 � � � � � � �� �
	 � � � 	�� � � 
 � �� 	 � � � � � � �� � (2.36)

On en déduit que :

	 " ��� � 
 � � ��� � � � � 	 " 
 � (2.37)

II. 	 " 	 � 
 est surjectif de � 	 " 
 dans � , pour tout � �

� On se donne

� ��� ��� � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � ���
� � � �

et on cherche

� ����
 � ��� � � 
 � ��� � � � � � � �
� � � 	 " 
 �

tel que :

" � 	 � ��� � (2.38)

c’est à dire tel que :������������������� ������������������

� � � 	 
 � � ��� � �
� � ��

�
� 
 �� �
�
	 �

�
�
� �

� �
�
	 � � � � 	 � � � � � � �

� � � 	 
 � � � � � �
�
� � � 
 �

	 �

� � �
� � 	 � � � � 	 �

� � 
 � 	 � � �	� 
 �� �
	 � � � � � � 	 � � �	� 
 �� �

	 � � � � �� � 	 � � � � � � �
�

� �

���� � � 	 � � � � �

�
� �
� � 	 � � � � � � �

(2.39)

Pour trouver un tel � , il nous faut écrire une formulation variationnelle de ce problème, de
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manière à pouvoir appliquer le théorème de Lax-Milgram.

On introduit tout d’abord l’espace � � :� � � �
� � 	������ � � � 
�� � � 	���
�� � � 	 � 
�� 
 � 	 � 
 � ��� 
 � 	 � � 
 �

�
�
� 
 � � 
 � � � � 
 � � � sur � 
 � 	

(2.40)

muni de la norme :
� 	 
 � � 
 � � � 
 � ���� � � � � 
 � � �� 	 � � 	�� 
 � 
 � �� 	 � � � �� �

	 � � � � � ��� � �
On a le :

Lemme 2.3 � � , muni de la norme
� � � ��� , est un espace de Hilbert.

� PREUVE : Elle est similaire à celle du lemme (2.1) /
� N’éliminons pas trop vite les variables � � , � � et � � , les calculs resteront plus lisibles. Soient	 
 �� � 
 �� � � � 
 ��� � � On multiplie la deuxième équation de (2.39) par � � 
 �� , la quatrième par � � 
 ��
et la cinquième par � � � � . On obtient, après des intégrations par parties identiques à celles
présentées dans la partie I. de cette preuve :������������������ �����������������

�
� � �


� � 
 � � � 
 �� 	 � � �


 � � � � � � � � 
 �� 	 � � �


� � 	�� � 	 � 
�� � 
 �� � � � � 
 � 	 � � �	� 
 
 �� � �

� � � � � � � 	 � � �	��
 
 �� � � � � � �


� � � � � 
 �� ��

� ��� 	�� 
 � 
 ��� 	�� 
 �� 
 	 � �
� � � 	�� � � 
 ��� 	�� 
 �� 
 	 �

� � �
	�� � 	 � 
�� � 
 ��

	 � � � � 
 � 	 � � �	��
 	 � � � � � � 	 � � �	��
 � � � � 
 �� 	 �
�
� � � � � 
 �� � �

� � � � � � 

�� �

� �
�
� � � � � � 	 �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � �

(2.41)

On cherche à vérifier la condition d’interaction fluide-structure sur la surface de l’instrument
� , on écrira donc, dans la dernière équation de ce système :

� � ��� � � � � � � � � � � �
�
� � � � � � � � � (2.42)

Compte tenu également de la condition de couplage au chevalet entre 
 �� et 
 �� incluse dans
l’espace � � , on obtient la formulation variationnelle suivante, en effectuant la somme des
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trois lignes du système (2.41) :
� 	 
 � � 
 � � � 
 �
� � �

�
� � �


� � 
 � � � 
 �� 	 � � �


 � � � � � � � � 
 �� 	 � � �


� � 	�� � 	 � 
�� � 
 �� 	 �

� ��� 	�� 
 � 
 ��� 	�� 
 �� 

	 � �

� ��� 	�� � � 
 ��� 	�� 
 �� 
 	 �
� � �

	�� � 	 � 
�� � 
 �� 	 �
�
� � � � � 
 �� � �

�
� � � � � �

	 �
� � � � � � � �

�
� � � � � � � � � � � �



� � � � � 
 �� 	 �

� � � � � � 

�� 	 �

� � � � � � � � (2.43)

On utilise maintenant les équations (1), (3) et (6) du système (2.39) pour éliminer � � , � � et
� � de l’équation précédente. Comme � est dans � , on a en particulier � � � � � � 	������ � � � 
 et
��� � � � �

	���
 . Par conséquent, on peut écrire :������������� ������������

� � ��
 � � ��� � �
� � � � � � � 
 � � � � ��� � �
� � ��
 � � ��� � �
��� 	�� � � 
 � ��� 	�� 
 � 
 � ��� 	�� ��� � 
 �
� � � �

�
� �
� � 	

�
� �
�
�
� �

(2.44)

� On aboutit à la formulation variationnelle suivante, en injectant ces dernières équations
dans (2.43), : �

On cherche 	 
 � � 
 � � � 
 ��� � � tels que :

�
� 	 
 � � 
 � � � 
 �
	 
 �� � 
 �� � � �

 � � � � 	 
 �� � 
 �� � � �

 � ��� 	 
 �� � 
 �� � � � 
 ��� � � (2.45)

où � � est l’espace de Hilbert défini en (2.40),

�
� 	 
 � � 
 � � � 
 �
	 
 �� � 
 �� � � � 
 � � � 	 � 	 � 
 �

� �


� � 
 � � � 
 �� 	 � � �



� � 	�� � 	 � 
 
 � 
 ��

	 	 � 	�� 
 �
� ��� 	�� 
 � 
 � � 	�� 
 �� 
 	 �

� � �
	�� � 	 � 
 
 � 
 ��

	 �
�

�
� �
� � � � � � 	 �

� � � � � �
	 �

�
� � � � � 
 �� � �

�
� � � � � � 
 �

(2.46)

et :
� � 	 
 �� � 
 �� � � � 
 � � � � �



� � � � � 
 �� 	�� �

� � �


� � ��� � 
 �� 	 � � 	�� � 	 � 
 �

� �

 ��� � 
 ��

	 �
� � � � � � 


�� 	 � �
� ��� 	�� ��� � 
 � � 	�� 
 �� 
 	 �

� � �
	�� � 	 � 
 ��� � 
 ��

	 �
� � � � � � � � �

�
� � � � � � � � � � �

�
�
�

� �
� � �

(2.47)
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On a le :

Lemme 2.4 Le problème (2.45) possède une unique solution.

� PREUVE : La continuité de la forme bilinéaire � sur ��� ainsi que celle de la forme linéaire�
sont immédiates. D’autre part, le couplage entre la plaque et l’air apparaissant comme la

somme de deux termes antisymétriques dans l’expression de � , on calcule :��
 � � � ��< ���*� B � � �
��� 
 � ��� � < �����$�L
 � ��� � < �����
	 S 
�� �
���;� � � � � �� � �,
������ � � ? � � � � �� � 
�� < ����� � � < � ����

� 
������=� � $ 
'& ��< � � � � � � � � ���� � � & � � � � � ���! � 
 � �L� � < ����� � �"$# � (2.48)

où
! S

%'&)( 
����*� �+���,�=�
est une constante strictement positive dépendant des constantes

de Poincaré et de Korn (cf. la preuve du lemme (2.1)), et des constantes (positives)
� �

et
� < .

Donc, la forme bilinéaire � est coercive et le théorème de Lax-Milgram s’applique. /
� Sans surprise, on définit alors � � , � � et � � à l’aide des équation (1), (3) et (6) de (2.39).

Il reste pour finir à montrer que la solution � � ��
 � ��� � � 
 � ��� � � � � � � �
�

ainsi construite est bien
dans � 	 " 
 , c’est à dire que cette solution possède bien la régularité demandée et en outre
qu’elle vérifie toutes les conditions aux limites. Il nous faut donc encore contrôler que :

1. � � � � � 	������ � � � 
 ,
2. � � � � � 	���
 ,

3. � � 	 � � 
 �
�
�
� � � ,

4. �
�
� � � � 
 �� � 	��

� � �
� � � � � � 	������ � � � 
 �

5. � 	 
 � 	�� 
 � 
 � � � 	���
 ,

6.
�
� �

	 
 � 	���� � 
 
 �� � � � � ��� 	�� 
 � 
 � � 	�� 
 � 
 	��
�
� ��� 	�� � � 
 � � 	�� � � 
 � � � 
 �� ��� � �

7. � � � � 	�
���� � � 
 �

8. � � � � � � � � � sur � � et � � � � � ��� sur �
9. Enfin, il faut bien sûr s’assurer que � est bien une solution du problème que l’on s’est

donné au départ, c’est à dire que le système (2.39) est bien vérifié.
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Pour vérifier tout cela, il s’agit essentiellement d’interpréter la formulation variationnelle
(2.45). Allons y pas à pas :

1, 2, 3 Compte tenu de la régularité des fonctions de � � et de celles de � , ainsi que des
conditions aux limites incluses dans la définition de ces espaces (voir (2.15) et (2.40)),
on voit immédiatement que :

� � � � � 	������ � � � 
 � � � � � � 	���
 � et � � 	 � � 
 �
�
�
� � � �

On peut alors parcourir en sens inverse le chemin effectué pour définir la forme bili-
néaire � à partir de (2.39), en réexhibant � � et � � dans l’expression de � .

4 Choisissant tout d’abord des fonctions tests � � ��� � telles que 
 �� � � et � � � dans (2.45),
ce qui implique en particulier que 
 �� 	 � � 
 � ��� on montre en effectuant une intégration
par partie que :

� �
�
� � � � 
 �� � 	 �

� � �
� � � � � � 	�� � 	 � 
�� � � � ��� � (2.49)

au sens des distributions. Par conséquent :

�
�
� � � � 
 �� � 	 �

� � �
� � � � � � 	������ � � � 
 (2.50)

5 On choisit maintenant des fonctions tests telles que � � � � et 
 �� � � �
 	���
 . Il n’y a donc pas
de terme de bord quand on effectue l’intégration par partie sur l’équation de plaque.
Par contre, 
 �� 	 � � 
 n’est plus nécessairement nul, et c’est ce qui permet de retrouver le
couplage entre la corde et la plaque lors de l’intégration par partie. On calcule :

� � � �

 �

�
� � � � 
 �� � 	 �

� � �
� � � 
 �� 	 � � �



� � 	�� � 	 � 
�� � 
 �� 	 � � � 
 � 	 � � �	� 
 
 �� � � 	 � � � � � � 	 � � �	��
 
 �� � �

	 �
� �

	 
 � 	���� � 
 
 �� 	 �
� � �

	�� � 	 � 
�� � 
 �� 	 �
�
� � ��� � 
 �� � � � �



� � � � � 
 �� 	 �

� � � � � � 

�� �

(2.51)

en tenant compte de la condition couplant 
 �� à 
 �� dans la définition de � � (voir (2.40))
ainsi que de (2.49), on en déduit :

� 
 � 	�� � � � 	 � � � � � � 	 � � � 
 � 	 � � �	��
 � 	 � � � � � � 	 � � �	��
 � 	 � � � � � 	 � � � � � � � � � � � (2.52)

au sens des distributions. Par conséquent (notons en particulier que comme � � � � 	 � 
 ,
le théorème de trace sur � � 	���
 assure que � � � � � � � �� 	���
 � � � 	���
 ) :

� 	 
 � 	 � � � 
 � � � 	���
 � (2.53)
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6 Il suffit maintenant de multiplier l’équation (2.52) par 
 �� ��� � , où � � est l’espace défini en
(2.28), puis d’intégrer sur � et enfin soustraire le résultat à (2.51) pour vérifier qu’on a
bien la condition faible sur le bord libre :

�
� �

	 
 � 	���� � 
 
 �� � � � � ��� 	�� 
 � 
 � � 	�� 
 � 
 	��
�
� ��� 	�� � � 
 ��� 	�� � � 
 � � � 
 �� �
� � �

(2.54)

7 Choisissant ensuite � � � � � telle que � � � � sur � , on obtient, après intégration par partie,
et compte tenu des résultats ci dessus :


���� � � 	 � � � � � � (2.55)

et donc � � � � 	�
���� � � 
 .
8 Il suffit pour finir de choisir � � quelconque pour obtenir les conditions vérifiées par � � .

On obtient, après intégration par partie :
� � ��� � � � � � � � ��� � �

�
� � � � � � 
 � � ����� � � � � � 	 � 
 � (2.56)

et par conséquent :

� � � � � � � � � sur � et � � � � � � sur � . (2.57)

Remarque 2.2 En fait, comme � � est nulle sur � 
 , il est facile de construire un prolongement
� � de � � sur tout � , qui vérifie :
	 
� � 
 � � � � � �
	 
� � 
 � � � � � (2.58)


� � est dans � � 	 � 
 et par conséquent dans � � �� 	 � 
 . On peut donc réécrire (2.56) sous la forme
suivante :

� � � � � � � � � � � � � � � 
� � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � 
 � (2.59)

soit encore :

� � � � � 
� � (2.60)

9 Les équation (1), (3) et (6) de (2.39) sont naturellement vérifiées puisqu’on a défini � � ,� � et � � comme cela. D’autre part, les équations (2), (4) et (5) de(2.39) sont vérifiées,
puisqu’il s’agit respectivement des équations (2.49), (2.52) et (2.55), obtenues ci dessus
lors de l’interprétation de la formulation variationnelle de (2.45).

Ainsi, pour tout � � � , on a réussi à déterminer � � � 	 " 
 tel que " � 	 � ��� .
Et finalement " est maximal monotone. �
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2.2.5 Existence et unicité du modèle de guitare

Nous somme maintenant en mesure d’énoncer un théorème d’existence et d’unicité pour le
problème (1.43)

Théorème 2.2 On suppose que : � � 
 � � 	 " 
 �
� � � � � 	 � � � � � 	������ � � � 
�
 � (2.61)

où � 
 est la condition initiale donnée en (2.13) et � 	 " 
 est l’espace défini en (2.30).
Alors le problème (1.43) possède une unique solution forte 	 
 � � 
 � � � � � � 
 telle que :������������������ �����������������


 � � � � 	 � 	�� � � 	������ � � � 
�
�� � � 	 � � � � � 
 �
�
� � � � 
 �� � 	 �

� � �
� � � � � 
 	 � � � � � 	������ � � � 
�
 �


 � � � � 	 � 	�� � � 	���
�
�� � � 	 � � � � � 	���
�
 �
� 	 
 � 	���� � 
 � � 
 	 � � � � � 	���
�
 �
� � � � 	 � � � � � 	 � 
�
�� � 
 	 � � � � � 	 � 
�
 �

� � � � � 	 � � �
	 � � 	 � 
�
 � 
�� � 
 	 � � � � 	�
�� � � � 
�
 �

(2.62)

où : � � � 1 
 � � � �
	������ � � � 
 � 
 � 	 � 
 � � 2 �� � � 1 
 � � � �
� 
 � � � � 
 � � � sur � 
 2 � (2.63)

En outre, les conditions aux limites sont vérifiées dans le sens suivant :���������� ���������

 � 	 � � 
 � 	�� 
 � � dans � �
	 � 	�� � 
 ����� ��� � 
 �� ��� � � �

� �
	 
 � 	���� � 
 
 �� � � � � ��� 	�� 
 � 
 ��� 	�� 
 � 


	 � �
� ��� 	�� � � 
 ��� 	�� � � 
 � � dans � 
 	 � 	�� � 
 �

� � � � � 
� � � dans � 
 	 � � � � � � � 	 � 
�
 �
(2.64)

où 
� � est définie en (2.58)

� PREUVE :
Comme � � B D � 

�����V���;� �

, on en déduit que le second membre � défini en (2.13) est bien dans
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�
. Grâce au lemme (2.2), et au théorème de Hille-Yosida, on sait alors que le problème (2.6,

2.8, 2.10) possède une unique solution forte �
S

� � � ��� � � �=< ��� < ��� ��� ���	�
dans l’espace! � 
"��
 ���	�
� ! 9 
 ��
 ��� 
�� �#� -

Il suffit alors d’interpréter cette dernière relation en utilisant le fait que :

�F� S ? � �?�� et
� < S ? � <?�� -

pour obtenir les régularités annoncées. /

2.3 Identité de l’énergie – Estimations a priori

On peut définir une énergie associée à chaque sous structure (corde, plaque, air) prise en
compte dans notre modèle. Chacune de ces énergies est en fait la somme d’une énergie ciné-
tique et d’une énergie potentielle. L’énergie totale du système, définie comme la somme des
trois énergies précédentes, vérifie alors une propriété fondamentale du point de vue de la
physique, à savoir qu’elle est décroissante dès que la puissance extérieure qui lui est trans-
mise est nulle (c’est à dire ici dés que le doigt du guitariste n’interagit plus avec la corde). La
décroissance de cette énergie est liée aux termes de pertes internes au sein de la corde et de
la plaque introduits dans le modèle.
Cette propriété est également fondamentale du point de vue mathématique. Tout d’abord,
elle permet de montrer simplement l’unicité de la solution du problème (dont on sait déjà
qu’il possède une unique solution, certes, mais c’est intimement lié). D’autre part, elle permet
d’obtenir des estimations a priori sur la solution, c’est à dire des estimations de certaines
normes de la solution sans connaı̂tre son expression.
Enfin, on cherchera à définir une propriété similaire lors des discrétisations en espace et en
temps de ce problème, de manière à assurer la stabilité numérique du schéma d’approxima-
tion proposé pour le résoudre. Ce point est fondamental, puisque la stabilité d’un schéma
numérique est une propriété essentielle pour assurer sa convergence.
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Propriété 2.1 (Identité de l’énergie) Soit 	 
 � � 
 � � � � � � 
 l’unique solution forte du problème
(1.43).
On définit l’énergie de la corde par :� � 	 ��
 � �+ � � �



� ������
� 
 �� � ����

� 	 �+ � � �

 � ����

� 
 �� � ����

� � (2.65)

celle de la plaque par : � � 	 � 
 �
�+ �

� � �
����

� 
 �� � ����
� 	 �+ �

� ��� 	�� 
 � 
 ��� 	�� 
 � 
 � (2.66)

et celle de l’air par : � � 	 � 
 � �+ �
� � � � � � � 	

�+ �
� � � � � � � � � (2.67)

Alors l’énergie totale du système : ��	 ��
 � � � 	 � 
 	 � � 	 � 
 	 � � 	 � 
 � (2.68)

vérifie :
� � 	 � 

� � �

� � �

 � �

� 
 �� � � � � � � ��� 
 � � �� � � � � ��� 
 � � �� � � � � � 	�� ��� 
 � 
 � �� � � � � ��� 
 � � �� � (2.69)

� PREUVE :

Rappelons que le problème (1.43) s’écrit :

� �� � � � �
S

� �
(2.70)

où � ���
et � sont définis en (2.12) et (2.13).

Il suffit de multiplier cette équation scalairement par � ( en utilisant le produit scalaire de
l’espace

�
défini en (2.18) ). On obtient alors :

�
�
�
� � � � � � � �,
�� � � � � � S O%� �9 � � ? � �?�� �

(2.71)

qui, compte tenu de (2.36), n’est autre que l’identité (2.69). /

Comme annoncé, on peut déduire de cette propriété les estimations a priori suivantes :
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Théorème 2.3 Pour tout instant � � � , on a les estimations suivantes :

� � 
 �� � 	 ��
 � � �
� 	 + � 
 
 �� 	 � �



� � � 	 � 
 � �� �

� � �
� � � 
 � 	 ��
 � � ��	 + � 
 
 � � 	 � �



� � � 	 � 
 � �� �

� � �
� 
 � 	 � 
 � � �

� � 
 
� � � �
	 ��	 + � 
 
 �� 	 � �



	 ��� � 
 � � � 	 � 
 � �� �

� � �
� � 
 �� � 	 ��
 � � �

� 	 + � 
 
 �� 	 � �


� � � 	 � 
 � �� �

� � �
� � 	�� 
 � 
�	 ��
 � � � 	 + � 
 
 �� 	 � �



� � � 	 � 
 � �� �

� � �
� 
 � 	 � 
 � � �

� � 
 
� � � �
	 � 	 + � 
 
 �� 	 � �



	 � � � 
 � � � 	 � 
 � �� �

� � �
� � 	 ��
 � � �

� 	 + � 
 
 �� 	 � �


� � � 	 � 
 � �� �

� � �
� � � 	 � 
 � � �

� 	 + � 
 
 �� 	 � �


� � � 	 � 
 � �� �

� � �

(2.72)

où � 
 désigne l’énergie initiale :� 
 � �+ � � 
 �� � �� � 	 � � � 
 
� � �� 	 � 
 �� � �� �
	 � � 	�� 
 
� 
�	 ��
 � �� 	 � � 	 ��
 � �� �

	 � 	 � � � 	 � 
 � �� � � (2.73)

� PREUVE :

On déduit de l’identité d’énergie (2.69) que :

��� 
����
� � � 
 � � 
������ ? � �?�� 
������������ � � -

(2.74)

Intégrant entre
�

et
�

cette dernière équation, on obtient :

� 
 ��� � � 9 � O��9 
 � � 
������ ? � �?�� 
������ � � - (2.75)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient, compte tenu de � � � �
� � 
	��� � �� � � � � 
����

:

� 
���� � � 9 ��
 � O��9 � � 
���� � 6� � � 
���� 6- � � - (2.76)

Pour conclure, on utilise le lemme de Gronwall, démontré par exemple dans [44] :
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Lemme 2.5 (de Gronwall) Soient � B ����� �!�
,
! � �

, � 
 ���
et � 
 ���

deux fonctions continues et
positives définies sur

� �����M�
et satisfaisant :

� � B � ��� � �"� � 
���� � ! O��9 � 
���� � 
	�;��� � � - (2.77)

Alors on a :

��� B � ��� � �"� � 
 ��� � � ! ��� � � 
�� � � � O �9 � 
	�;� � �	� 66�

�
(2.78)

On en déduit :

� 
���� � � 6-9 � �

 �

O �9 � � �L
���� � 6� � � � - (2.79)

Il suffit alors de remarquer que les quantités :

� � � �
� � 
 ��� � � � � � ?
� � ��
���� � � � � � �=<

� � 
���� � � � � � $ 
*& � < �$
 ��� � � � � � 
 ��� � ��� �
et � � � 
���� � � � (2.80)

sont majorées par

 � � 
 ����� 6-

et d’écrire :� �L
 ��� S � 9 � � O �9 � � � 
����
� � � � et � < 
 ��� S � 9< � O �9 � �=< 
����

� � � � (2.81)

pour obtenir le résultat. /
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Présentation générale de la méthode de résolution numérique

Chapitre 3

Présentation générale de la méthode
de résolution numérique

La résolution numérique de ce modèle de guitare nous a conduit à effectuer un certain
nombre de choix spécifiques tant pour l’approximation spatiale que pour l’approximation
temporelle. L’objet de ce court chapitre est de présenter les difficultés principales, la dé-
marche adoptée et la méthode numérique finalement mise en œuvre. Il s’agit donc ici d’aller
à l’essentiel. L’analyse détaillée de la méthode fait l’objet des parties II et III.

3.1 Présentation des difficultés

Commençons par faire un bilan des difficultés que l’on rencontre lorsque l’on s’attache à la
résolution de ce problème par une méthode numérique.

� Tout d’abord, on a affaire à des équations qui ont chacune leur dynamique propre :
monodimensionnel pour la corde, bidimensionnel pour la plaque, tridimensionnel pour
l’air environnant.

� En particulier, il s’agit d’un problème de grande taille, puisqu’il comporte une partie
3D, défini dans un domaine infini avec une géométrie complexe.

� Bien qu’il soit amorti, la figure (1.3) montre qu’un son peut durer jusqu’à 6 secondes. Il
faut donc résoudre le modèle sur des temps très longs, ce qui va induire un très grand
nombre de pas de temps. Il est donc incontournable de trouver une méthode vraiment
efficace. A titre indicatif, le standard d’échantillonage d’un son au format wav est de
44100Hz. Ainsi, pour obtenir 6 secondes de son, il faut calculer environ 250000 pas de
temps, ce qui commence à faire...

� La bande passante de la guitare se situant aux alentours de 5000Hz, il faut assurer une
bonne précision en fréquence jusqu’à cette valeur. Usuellement, on estime qu’une
précision acceptable nécessite un maillage contenant environ 10 points par longueur
d’onde. Cette contrainte impose donc de mailler très finement le domaine de calcul.
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� Une des plus grosses difficultés qu’on a rencontré concerne la résolution de l’équation
de plaque de Kirchhoff-Love, qui est une équation dispersive au niveau continu. Ces
difficultés sont dues à la présence d’un opérateur du quatrième ordre en espace, qui a
des conséquences désagréables tant sur l’approximation spatiale que sur l’approxima-
tion temporelle.

� Une des gageures de l’élaboration d’un schéma numérique pour la résolution d’un
problème d’évolution est d’assurer la stabilité, en générale obtenue sous une condi-
tion de type CFL reliant le pas de temps aux divers pas de discrétisation spatiale du
problème.

3.2 Démarche pour établir un schéma de résolution

1. La résolution du problème globale repose avant tout sur une réécriture du problème
complet sous une forme variationnelle (équation (3.1)). Cette démarche est adoptée
pour deux raisons :

� Il faut approcher correctement la géométrie particulière de l’instrument. Dans ce
but, l’utilisation de la méthode des éléments finis est naturelle puisqu’elle repose
sur la construction de maillages conformes des domaines de calcul et peur de ce
fait approcher correctement la forme de la guitare. Une méthode de différences
finies, cantonnées à des maillages régulier, ne pourrait se contenter que d’une
approximation du contour à l’aide de marches d’escaliers, ce qui est évidemment
indésirable. En outre, la méthode des éléments finis permet de traiter beaucoup plus
efficacement les conditions au bord, tandis que le traitement de telles conditions aux
limites soulève de grandes difficulté dans la méthode des différences finies.
La première étape de la mise en œuvre de la méthode des éléments finis est juste-
ment l’écriture d’une formulation variationnelle du problème.

� La stabilité du schéma numérique final est obtenue par une méthode énergé-
tique. Celle ci repose en fait sur la construction d’une formulation variationnelle
du problème global qui possède au niveau continu une propriété d’identité de
l’énergie. Le fait d’utiliser une approximation conforme de cette formulation va-
riationnelle permet alors de chercher à obtenir une identité similaire au niveau
discret.

2. On effectue alors une approximation spatiale conforme par éléments finis de cette
formulation variationnelle. On obtient ainsi l’approximation semi-discrète en espace
de notre problème, qui se traduit, au final, par un système matriciel différentiel en
temps (équation 3.5).
On s’est en particulier attaché à mettre en œuvre la technique de condensation de
masse qui permet d’inverser aisément les matrices de masse qui apparaissent à ce stade
la la discrétisation (voir annexe B). Ce choix permet d’obtenir un schéma en temps
essentiellement explicite (voir l’étape 4 ci dessous).

3. Vient ensuite l’approximation temporelle (équation (3.11)). On se tourne usuellement
vers une méthode de différences finies en temps pour la résolution du problème
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semi-discrétisé en espace. C’est ce qu’on fera concernant la discrétisation temporelle
de l’équation de corde celle de l’équation des ondes acoustiques. Par contre, ce choix
conduit à un échec pour l’équation de plaque, pour des raisons de précision ou d’ef-
ficacité. On est donc amené à résoudre exactement en temps l’équation de plaque
semi-discrète. On peut réinterpréter a posteriori cette méthode comme une méthode
spectrale pour laquelle, ne connaissant pas les modes continus, on les calcule par une
méthode d’éléments finis.
L’élaboration de cette discrétisation temporelle est guidée :

� d’une part par l’envie d’obtenir un schéma essentiellement explicite, c’est à dire
faisant intervenir le moins possible d’inversion matricielle à chaque pas de temps.
Ceci est rendu possible grâce à la condensation de masse.

� d’autre part, par la nécessité d’obtenir une propriété de décroissance de l’énergie
discrète pour assurer la stabilité du schéma.

4. Pour finir, il reste à résoudre le schéma proposé, qui est un système linéaire de très
grande taille (section 3.4).
La présence de termes d’amortissement viscoélastique d’une part et la méthode des do-
maines fictifs utilisée pour résoudre le problème d’interaction fluide-structure d’autre
part ne permettent pas d’obtenir un schéma entièrement explicite. Malgré tout, la réso-
lution du schéma à chaque pas de temps est relativement peu coûteuse car elle repose
sur l’inversion de deux matrices symétriques définies positives de petite taille : l’une
“de la taille” de la contrainte 
 sur la corde (voir ci dessous section 3.3.1), l’autre “de la
taille” du saut de pression à la surface de la guitare � (voir ci dessous section 3.3.3) Ces
deux matrices sont factorisées préliminairement par la méthode de Cholesky. Le reste
des équations est entièrement explicite.

3.3 Choix effectués pour la résolution numérique

3.3.1 Résolution de l’équation de corde et couplage au chevalet

Reformulation On utilise une formulation mixte duale usuelle dans laquelle est introduite
la contrainte, ce qui permet de traiter simplement le couplage au chevalet (section 1.1).

Les nouvelles inconnues sont :

� la vitesse de la corde : � � 	 � �	� 
 � ��� 
 � 	 � �	��
 � � � � � � 	 � �	� 
 ���
� la contrainte : 
 	 � �	� 
 � � � � 
 � 	 � �	� 
 � � � � 
 	 � �	� 
 ��� �

où :
� � � � 	������ � � � 

� � � � 	������ � � � 
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0 lc

FIG. 3.1: Maillage de ����� � � � FIG. 3.2: ddl pour � � FIG. 3.3: ddl pour 


Approximation spatiale On introduit un maillage régulier de l’intervalle ����� � � � (figure (3.1)).
Puis :

� Pour approcher � � , on utilise des éléments finis de Lagrange � 
 discontinus de
manière à approcher l’espace � � 	������ � � � � 
 . Les degrés de libertés sont les valeurs de� � au milieu de chaque segment (figure (3.2));.

� Pour approcher 
 , on utilise des éléments finis de Lagrange � � continus de ma-
nière à approcher l’espace � � 	������ � � � � 
 . Les degrés de libertés sont les valeurs de

 aux nœuds de chaque segment (figure (3.3)). La technique de condensation de
masse permet en outre de réduire la matrice de masse associée à 
 à une simple
diagonale.

Approximation temporelle On utilise des différences finies centrées d’ordre 2 en temps.
Dans le cas d’une corde non amortie et sans aucun couplage, le schéma obtenu conduit à un
très classique schéma aux différences finies explicite centré.

3.3.2 Résolution de l’équation de plaque

Reformulation : En pratique, l’équation de plaque est résolue par une méthode modale. Les
modes de la table sont tout d’abord calculés par une méthode d’éléments finis. On uti-
lise une formulation mixte en vitesse-moment (section 1.3).

Les nouvelles inconnues sont :
� la vitesse de la plaque : � � 	 � � 
 �	� 
 � � � 
 � 	 � � 
 �	� 
 � � ��� � � 	 � �	��
 ���
� le moment fléchissant : � 	 � � 
 �	��
 � ��� 	�� 
 � 
�	 � � 
 �	� 
 . � � � � 	 � �	� 
 ���

où : � � 1 � � � � ��	���
 � � � � � sur � 
 2
� � 1 	 � ��	���
�
�� � 	 � � 
 � � � � sur � � 2 �

Approximation spatiale : On introduit un maillage triangulaire conforme de � (figure (3.4)).
Puis on utilise des éléments finis d’ordre élevé de manière à obtenir une bonne préci-
sion sur une large gamme de fréquence. La technique de condensation de masse (voir
[62]) permet en outre d’éliminer le moment � du système final d’équations discrètes.

� Pour approcher � � , on utilise des éléments finis de Lagrange de type � �
��� 
 � � �

continus de manière à approcher l’espace � � 	���
 . Les degrés de libertés sont les
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FIG. 3.4: Maillage de � FIG. 3.5: ddl pour � � FIG. 3.6: ddl pour �

valeurs aux sommets, au milieu de chaque arête et au centre de chaque triangle
(figure (3.5)). La matrice de masse associée à � � est diagonale.

� Pour approcher � , on utilise des éléments finis de Lagrange de type � �
� � 
 � � �

continus de manière à approcher l’espace 	 � � 	���
�
 � . Les degrés de libertés sont
les valeurs des quatre composantes du tenseur aux sommets, au milieu de chaque
arête et au centre de chaque triangle (figure (3.6)). La matrice de masse associée à� est diagonale par bloc 4x4, ce qui permet de l’inverser aisément.

Approximation temporelle : Pour des raisons de précision ou d’efficacité, il s’avère que
l’utilisation d’un classique schéma aux différences finies n’est pas adapté (qu’il soit
explicite ou implicite).

On utilise donc une méthode de résolution exacte en temps continu qui repose sur un
calcul analytique (section 4.3).

3.3.3 Résolution de l’équation des ondes acoustiques et du problème d’interac-
tion fluide-structure

Reformulation : On utilise une méthode de domaines fictifs qui permet de préserver l’effica-
cité des différences finies pour la résolution d’un problème de cette taille tout en appro-
chant précisément la géométrie du domaine (section 2.2). On introduit � � � � � � � , le
saut de pression à travers la surface de l’instrument. On écrit alors une formulation va-
riationnelle de type mixte dans laquelle la guitare n’apparaı̂t que via le multiplicateur
de Lagrange � , ce qui permet d’utiliser un maillage régulier cubique pour approcher
le champ acoustique. Il suffit alors de mailler la surface de la guitare pour approcher

� . On prend ainsi en compte de manière très précise la géométrie de l’instrument.
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Présentation générale de la méthode de résolution numérique

Les inconnues de cette formulation variationnelle sont :

� la pression acoustique : � 	 � � 
 � � �	��
 � � ��� � 	 � �	� 
 � �
� la vitesse acoustique : � � 	 � � 
 � � �	� 
 . � ��� � � 	 � �	��
 ���
� le saut de pression : � � � � � � � � 	 � � 
 � � � 	 � � 
 � � � � ��� � 	 � �	��
 ���

où :
� � � � 	 � � 
 �
� � � 	�
���� � � � 
 �
� � � ��
	
 	 � 
 �

FIG. 3.7: Maillage de � FIG. 3.8: Maillage de la guitare

FIG. 3.9: ddl pour � FIG. 3.10: ddl pour � � FIG. 3.11: ddl pour �

Approximation spatiale : On commence par restreindre le problème à un domaine de taille
finie, parallélépipédique, encore noté � , et on applique des conditions aux limites ab-
sorbantes d’ordre élevées sur la frontière artificielle du domaine de calcul (voir [17]).
On introduit alors un maillage cubique régulier de � et un maillage surfacique trian-
gulaire de � (figures (3.7) et (3.8)). Puis :

� Pour approcher � , on utilise des éléments finis de Lagrange de type � 
 discontinus
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de manière à approcher l’espace � � 	 � 
 .. Les degrés de libertés sont les valeurs aux
milieu de chaque cube (figure (3.9)).

� Pour approcher � � , on utilise des éléments finis de Raviart Thomas d’ordre 1 de
manière à approcher l’espace � 	�
���� � � 
 . Les degrés de libertés sont les valeurs
de la composante normale de la vitesse sur chaque face des cubes du maillage.
(figure (3.10)). La technique de condensation de masse permet en outre de réduire
la matrice de masse associée à � � à une diagonale.

� Pour approcher � , on utilise des éléments finis de Lagrange de type � � continus
de manière à approcher l’espace � �� 	 � 
 . Les degrés de liberté sont les valeurs de

� aux sommets de la triangulation (figure (3.11)).

Approximation temporelle On utilise des différences finies centrées d’ordre 2 en temps.
Sans aucun couplage, le schéma obtenu conduit à un très classique schéma aux différences
finies explicite centré.

3.3.4 Analyse de stabilité

On a ici un schéma de résolution atypique puisqu’il couple à la fois une méthode de résolu-
tion exacte en temps et une méthode de différences finies en temps. Pour obtenir la stabilité,
la technique reste toutefois classique. Elle repose sur l’obtention d’une identité d’énergie dis-
crète qui stipule qu’en l’absence d’excitation, l’énergie ne peut que décroı̂tre (voir la section
3.3.3).
Concrètement, la stabilité du schéma de résolution est obtenue sous deux conditions (voir
le lemme 3.1). D’une part la condition de stabilité du schéma de résolution de l’équation de
corde :

� � � �� ��� � �

et d’autre part la condition de stabilité du schéma de résolution de l’équation des ondes
acoustiques :

� � � �� � �
�
�
	
�

où � � désigne le pas de temps, � � , le pas d’espace sur la corde et � � le pas d’espace dans l’air.
Ces deux conditions ne sont autres que les très usuelles conditions de type CFL des schémas
aux différences finies explicites couramment utilisés pour résoudre ces deux équations. On
a donc écrit un schéma robuste pour lequel la condition de stabilité n’est pas pénalisé par les
termes de couplages.
D’autre part, la consistance de la méthode des domaines fictifs mise en œuvre pour la ré-
solution du problème d’interaction fluide-structure repose sur l’obtention d’une condition
inf-sup discrète. On peut montrer que cette dernière est vérifiée sous une condition de com-
patibilité entre le maillage cubique du domaine acoustique et le maillage triangulaire de la
surface de la guitare (section 2.3.2.d). On vérifie en pratique que la condition inf-sup discrète
est satisfaite dès que :

��� � � ��� � � �
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Une formulation mixte de l’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

Chapitre 1

Une formulation mixte de l’équation
de plaque orthotrope de
Kirchhoff-Love

On s’intéresse dans ce chapitre à la semi-discrétisation spatiale de l’équation de plaque dy-
namique de Kirchhoff-Love pour un matériau orthotrope inhomogène occupant un domaine� , ouvert régulier de � � , encastrée sur une partie de son bord � 
 , et libre le long de l’autre
partie de son bord � � .
Précisons notre démarche. Tout d’abord, la géométrie particulière de l’instrument et les
conditions au bord du domaine suggèrent d’utiliser la méthode des éléments finis, bien
adapté à ce type de situation. Celle-ci repose sur l’exploitation d’une formulation variation-
nelle du problème. Il se trouve que la formulation variationnelle naturelle de l’équation de
plaque de Kirchhoff-Love conduit à chercher l’inconnue 
 � 	 ��
 dans � �

	���
 (section 1.1). Et
une approximation conforme de cet espace nécessite l’utilisation d’éléments finis sophisti-
qués de classe � � pour assurer la continuité de la dérivée normale. Ces éléments sont com-
plexes à définir, difficiles à implémenter numériquement, et on préfère en général éviter de
les utiliser. C’est une difficulté essentielle et bien connue du modèle de flexion de Kirchhoff-
Love. Il existe une abondante littérature proposant de nombreuses méthodes pour contour-
ner ce problème. Après avoir fait un survol de quelques unes d’entre elles (section 1.2), nous
présentons la formulation retenue pour cette étude (section 1.3). Celle ci fait intervenir le
moment fléchissant � � � � 	�� 
 � 
 , qui est un tenseur d’ordre 2.
Il se trouve que cette formulation mixte ne vérifie pas les hypothèses de la théorie des
méthodes mixtes de Babuskǎ-Brezzi, car elle exige trop de régularité sur l’espace du mo-
ment fléchissant pour qu’on puisse obtenir la fameuse condition inf-sup qui assure l’exis-
tence d’une solution. On peut en fait obtenir un résultat d’existence à l’aide d’un argu-
ment de régularité, au moins dans un cas simple (voir la section 2.6). Cette situation in-
habituelle nous conduit en fait à analyser deux choix possibles pour l’espace du moment
fléchissant : 	 � � 	���
�
 � et � 	�� � � ����
 . L’introduction de la condition de bord libre est traitée
différemment suivant qu’on utilise l’un ou l’autre de ces deux espaces. On est ainsi amené
à analyser deux formulations mixtes de l’équation de Kirchhoff-Love : les problèmes � � et� � � � (section 1.3.3).
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Une formulation mixte de l’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

On commence par traiter le cas d’une plaque non amortie. L’introduction de l’amortisse-
ment dans la formulation variationnelle mixte proposée ici pour résoudre ce problème est
présentée dans un deuxième temps, à la section 1.4.

Présentation du problème

L’inconnue 
 � 	 � � 
 �	��
 définie dans � � � � représente la flexion de la plaque, c’est à dire
le déplacement vertical de la surface médiane. Son mouvement est régi, dans le cadre des
hypothèses de Kirchhoff-Love (présentées à l’annexe A), par le problème aux limites suivant
(cf. section 1.3) :

������������ �����������

� �
�
� 
 �� �
�
	 
���� � � � ��� 	�� 
 � 
 � � � dans �


 � � ��� sur � 
 ,
� � 
 � � ��� sur � 
 ,
	 � � 	�� 
 � 
 � 
 � � � ��� sur � � ,
� ����� 	 � � 	�� 
 � 
�
 � � � 	 � � � 	 � � 	�� 
 � 
 � 
 � � � � ��� sur � � ,

(1.1)

auquel il convient d’ajouter des conditions initiales que nous supposerons nulles, pour sim-
plifier. On pourra se référer à la page 26 pour la signification des paramètres � � , � et des
opérateurs 
���� , � � � , � , � , � � et � � intervenant dans ce problème.

Remarque 1.1 On ne traite pas ici le troisième type de condition au bord idéale usuellement ren-
contrée dans la littérature, c’est à dire la condition de bord simplement supporté, car elle n’intervient
pas dans le modèle de guitare que nous avons choisi. Cela alourdirait inutilement cette présentation.
Néanmoins, l’introduction de cette condition aux limites serait aisée dans la méthode présentée ici,
car cette condition est incluse dans les conditions de bord libre.

1.1 Les inconvénients de la formulation variationnelle naturelle

1.1.1 Formulation dans � �
�����

Afin d’obtenir une formulation variationnelle du problème (1.1), on multiplie la première
équation par une fonction test 
 �� suffisamment régulière et on effectue une double intégra-
tion par partie, en utilisant la formule suivante, présentée en annexe (section A.4.2.a), valable
pour tout tenseur � � 	 � �

	���
�
�� et toute fonction 
 �� � � �
	���
 :

�
�

���� � � � � 
 �� � �

�
� � � 	�� 
 �� 
 	 � �

� � ����� � � � 	 � � � 	 � � 
 � � � � 
 �� � � �
�
	 � � 
 � � � 
 ��� �

(1.2)

On obtient, compte tenu des conditions au bord, le problème variationnel suivant :
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1.1 Les inconvénients de la formulation variationnelle naturelle

��� �� Trouver 
 � � � ��� � � ��� tel que :
�
�� �
�

�
� � � 
 � 


�� 	 �
� ��� 	�� 
 � 
 � � 	�� 
 �� 
 � �

� � � 

�� ��� 
 �� � � � (1.3)

où :

� � 1 
 � � � � 	���
�� 
 � � � � 
 � � � sur � 
 2 � (1.4)

On vient en fait de refaire rapidement en sens inverse l’interprétation du principe des puis-
sances virtuelles écrit dans le cas particulier d’une plaque sous les hypothèses de Kirchhoff-
Love, présenté en annexe (cf. section A.4.2). C’est ce qui explique pourquoi les conditions
portant sur le bord libre, à l’aspect relativement indigeste, disparaissent magiquement. On
peut donc dire que cette formulation variationnelle est la formulation naturelle du problème
de Kirchhoff-Love.
L’un des intérêts de cette formulation réside dans son apparente sobriété. Les conditions aux
limites sont traitées de manière naturelle. En outre, elle rentre parfaitement dans le cadre
d’une analyse standard de convergence de la méthode des éléments finis. En effet, il s’agit
d’une équation de propagation de la forme :

�
�� �
�
	 
 � � 
 �� 
 	 � 	 
 � � 
 �� 
 � � 	 
 �� 
 ��� 
 �� � � � (1.5)

où 	 � � � 
 désigne le produit scalaire dans � � et � 	 � � � 
 est une forme bilinéaire coercive sur
� . En particulier, ce problème est bien posé (ceci est une conséquence de l’inégalité de Korn
(voir (2.24))) .
Rappelons également la propriété de conservation de l’énergie suivante, que l’on retrouve
très facilement en choisissant 
 �� � � 
 �� � comme fonction test particulière dans (1.3) :

Propriété 1.1 On définit l’énergie de la plaque par :� � 	 � 
 �
�+ �

� � �
����

� 
 �� � ����
� 	 �+ �

� ��� 	�� 
 � 
 � � 	�� 
 � 
 � (1.6)

Alors l’énergie � � vérifie :
� � �
� � 	 ��
 �

�
� � �

� 
 �� � (1.7)

L’approximation spatiale de cette formulation variationnelle dans le cadre de la méthode
des éléments finis conforme repose sur la construction d’un sous espace � � de � de dimen-
sion finie. Commençons tout d’abord par effectuer quelques rappels sur la construction des
éléments finis.
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Une formulation mixte de l’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

1.1.2 Quelques rappels sur les éléments finis

Nous n’entrerons bien entendu pas dans les détails de cette méthode. Il s’agit juste ici de
préciser de préciser un peu de vocabulaire qui sera utile dans la suite de cette partie.
On se donne une triangulation � � du domaine � , satisfaisant les critères usuels demandés
à une triangulation. L’indice � représente ici le pas de cette triangulation, c’est à dire la
longueur de la plus grande arête des triangles de � � , qui est destinée à tendre vers 0. Et
on construit des fonctions tests dont la restriction à chaque triangle est polynomiale. Celle
ci repose sur la construction d’une famille d’élément fini, dont voici une définition. On se
restreint ici à la définition d’un élément fini triangulaire polynômial.

Définition 1.1 On appelle élément fini triangulaire la donnée d’un triplet 	�� � ��� � � � 
 où :

�
� est un triangle non dégénéré,

� ��� est un espace de fonctions polynomiales de dimension � ,
�
� � est une famille de formes linéaires 	�� � 
 �	� � ��
 définies sur l’espace ��� . On suppose que cette
famille est �
� -unisolvante, c’est à dire que l’application linéaire :

� �
� ��� � � � �

� �� 	�� � 	 � 
�
 �	� � ��

est bijective.

Par conséquent, pour tout élément fini 	�� � ��� � � � 
 , il existe une unique base de ��� , notée	 � � 
 �	� � ��
 , telle que
��� 	 � � 
 � � � � ��� � ��� � � � ����� � 	 �

qui est la base canonique locale de cet élément fini. On peut écrire pour tout � � ��� :

� �
� 
� ! � � � 	 � 
 � � �

Usuellement, la famille � � � 	�� � 
 �	� � ��
 est appelée l’ensemble des degrés de liberté de l’élé-
ment fini 	�� � ��� � � � 
 .

Passage à l’élément de référence Dans certains cas, on peut rapporter la définition de tout
élément fini 	�� � �
� � � � 
 à un élément de référence 	��� ������ ���� � 
 à l’aide d’une transforma-
tion affine (voir la figure (1.1)). Usuellement, �� désigne le triangle de sommets �� � 	 ��� � 
 ,�� �
	 � � � 
 et �� � .
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�� 6 �� -

�� + � 6
�� +

���

��

� -

FIG. 1.1: La transformation affine � � transformant �� en �

Etant donné un triangle � non dégénéré, de sommets � � � � � et � � , il existe une unique trans-
formation affine du plan, inversible :

��� �
� �

�
� � �

�
�� �� ' �� 	 � � � (1.8)

telle que :

� � 	 �� � 
 � � � � � � � � � � + � 	 	 (1.9)

On peut maintenant préciser la définition suivante :

Définition 1.2 On dit que les deux éléments finis 	�� � � � � � � 
 et 	 �� � ���� � �� � 
 sont affines équiva-
lents si et seulement si :

��� �
�
� � � � � ��� �� � ���� � � � ���� � � ��
	� ��� � � � � � �� �� � 	 ��� � � 
 ��� � � � � 	 �

La relation binaire : “ 	�� � � � � � � 
 est affine équivalent à 	��� ���� � � �� � 
 ” est clairement une
relation d’équivalence. L’intérêt pratique de pouvoir rapporter la définition d’un élément fini
à un élément de référence est que cela simplifie grandement l’implémentation numérique de
la méthode. En effet, on calcule une fois pour toute la base locale de l’élément de référence
associée aux degrés de liberté �� � , et il suffit alors de lui appliquer la transformation � �

�
�

pour obtenir la base local de l’élément 	�� � � � � � � 
 .
Un autre intérêt, d’envergure, est que cette transformation permet la construction d’un opé-
rateur d’interpolation qui est à la base de l’analyse de convergence de la méthode.
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1.1.3 Approximation conforme de � �
�����

Etant donné une triangulation � � et une famille d’éléments finis 	�� � ��� � � � 
 définie pour
tout triangle � de � � , on construit alors l’espace d’approximation suivant � � suivant :� � � 1 � � � � ������� � � � ��� � � � � � 2 (1.10)

Pour que cette approximation soit conforme, c’est à dire pour qu’elle vérifie l’inclusion � � �� , il faut vérifier des hypothèses de continuité adéquates le long de chaque arête.
Dans le cas de l’approximation conforme de � �

	���
 , cette propriété fondamentale repose sur
le lemme suivant, dont la démonstration, très simple, est une conséquence de la formule de
Stokes :

Lemme 1.1 Soit � un ouvert de � � de frontière régulière. On se donne une partition de � en deux
ouverts :

� � � ��� �
� � (1.11)

On note � � � � � � � � � la frontière commune à � � et � � , et � la normale extérieure à � � le long de
� . On considère une fonction définie sur � � � � � � � , et on note � � � � � ��� , pour � � � � � + 	 .
Alors � � � �

	 � 
 si et seulement si :

1. � � � � �
	 � � 
 pour � � � � � + 	 ,

2. 	�� � 
 � � � 	��
�

 � � ,

3. � � � � � � ��� � � � sur � , où � � désigne la dérivée par rapport à la normale � le long du bord de� � , ie. � � � � � � � � � � , pour ��� � � � + 	 .
Soit � � � � . On considère deux triangles contigus � � et � � de la triangulation � � . On a
bien évidemment � � � � � � �

	��� � 
 , pour ��� � � � + 	 . Les deux autres hypothèses imposent donc
non seulement que le raccord entre deux éléments contigus soit continue le long de l’arête
commune, mais également que le saut de dérivée normale soit nulle le long de cette arête. En
pratique, cela revient à imposer un raccord � � . On dit qu’une famille d’éléments finis ainsi
définie est de classe � � . Tout l’art de la définition d’un élément fini consiste alors à choisir
judicieusement les degrés de liberté le long des arêtes pour assurer des raccords de la classe
désirée.
De nombreux auteurs ont proposés des éléments de classe � � . Le plus célèbre d’entre eux est
certainement l’élément d’Argyris. Cet élément nécessite l’utilisation de polynômes de degré
5, défini de manière unique à l’aide des 21 degrés de liberté représentés schématiquement
sur la figure (1.2). On peut alors démontrer que cet élément est bien de classe � � et qu’il
permet donc la construction d’un espace d’approximation � � conforme (voir exemple [15]).
Le défaut de l’approximation conforme de � �

	���
 réside dans l’implémentation de la mé-
thode. Le dimension de l’espace local défini sur chaque triangle vaut 21 dans le cas de l’élé-
ment d’Argyris présenté ici, ce qui est plutôt grand et conduit à une structure compliquée
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FIG. 1.2: L’élément fini � �
	���
 conforme d’Argyris. Les degrés de libertés sont les valeurs aux som-

mets, représentés par un � , les dérivées premières selon la direction indiquée par les flèches � et les 3
dérivées d’ordre 2 représentées par les cercles � , soit en tout 21 ddl

et lourde à manipuler. Un simple coup d’œil sur la figure (1.2) montre d’ailleurs immédiate-
ment la complexité de cet élément.
En outre, et c’est surtout ce qui rend l’implémentation numérique fastidieuse, cette famille
d’élément fini n’est pas affine équivalente (cf. la définition (1.2)). Ceci est dû à la présence de
dérivées normales parmi les degrés de liberté. Celles ci ne sont pas préservées par transfor-
mation affine. On ne peut donc pas construire aisément la base locale de chaque élément à
l’aide d’une transformation simple appliquée à la base calculée sur l’élément de référence.
On est obligé de calculer triangle par triangle la base qui lui est associée.

1.2 Survol de quelques méthodes existantes

L’approximation conforme de l’espace � �
	���
 est donc suffisamment désagréable pour que

l’on soit tenté d’aborder le problème sous un autre angle. Nous décrivons ici brièvement
certaines des nombreuses méthodes qui ont été proposées pour éviter cette approche fasti-
dieuse. Il va sans dire que cette section n’a pas la moindre prétention d’exhaustivité.
Ces approches ont toutes été proposées pour la résolution du problème statique. Dans cer-
tains cas, nous présentons leur adaptation au problème dynamique. Signalons également
que nous avons trouvé très peu de choses concernant la résolution du problème dynamique
de plaque de Kirchhoff-Love.

1.2.1 Approximation non conforme

Une première idée est d’effectuer une approximation non conforme basée sur la formulation
variationnelle donnée en (1.3). Il s’agit ici d’approcher � à l’aide d’un espace d’éléments finis
qui n’est plus de classe � � , comme par exemple le rectangle d’Adini, voire carrément même
pas de classe � 
 , comme par exemple le triangle de Morlaix représenté sur la figure (1.3). La
forme bilinéaire :

� 	 
 ��� � 
 ���� 
 � �
� ��� 	�� 
 ��� 
 ��� 	�� 
 ���� 
 (1.12)
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n’ayant plus de sens avec ce type d’approximation, elle est approchée à l’aide de la forme
bilinéaire suivante :

� � 	 
 ��� � 
 �� � 
 �  
� 	�� �

�
� ��� 	�� 
 ��� 
 � � 	�� 
 �� � 
 (1.13)

L’intérêt de tels éléments est qu’ils nécessitent beaucoup moins de degrés de liberté, comme
on peut le voir sur la figure (1.3). Bien entendu, une telle simplification est faite au prix d’une
perte de précision importante. En outre, les degrés de liberté de tels éléments invoquant
toujours les dérivées normales, cette famille d’éléments finis n’est pas affine équivalente.

FIG. 1.3: L’élément fini � �
	���
 non conforme de Morlaix. Les degrés de libertés sont les valeurs aux

sommets, représentés par un � , et les dérivées normales au milieu des arêtes indiquée par les flèches
� , soit, en tout, 6 ddl

1.2.2 Méthodes de pénalisation

Cette méthode a été proposée par Hughes ([41]). Le principe est d’introduire la rotation de
la normale :

� � � 
 � � (1.14)

et d’écrire cette équation sous forme pénalisée, c’est à dire qu’on introduit un terme de la
forme :

�
�

�
� � � 
 � � � 
 � 	�� 
 �� � � � � � ��� 
 �� ��� � � � (1.15)

où � est un petit paramètre.
En fait, cela revient à analyser le modèle de plaque de Reissner-Mindlin. Le petit paramètre
� n’est alors autre que l’épaisseur de la plaque. La formulation variationnelle du problème
de flexion de Reissner-Mindlin est donnée par :������� ������

Trouver 
 � � � ��� � � � � et � � � ��� � � ��� tels que :
�
�� �
�

�
� � � � 
 � 


�� 	 �
�� �
�

�
� ��� � � � � 	 �

� � � ��� 	 � 
 � � 	 � � 

	 �

� � � � 
 � � � 
 � 	�� 
 �� � � � � � �
� � � 


�� ��� 
 �� � � ��� � � � �
(1.16)
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où :

� � 1 
 � � � � 	���
 � 
 � � � sur � 
 2 �
� � 1

� � 	 � � 	���
�
 � � � � � sur � 
 2 � (1.17)

Cette équation est souvent préférée des numériciens parce qu’elle est posée naturellement
dans � �
	���
 , ce qui écarte d’emblée la délicate question de l’approximation conforme de
� �

	���
 . Outre le fait qu’elle introduit une inconnue vectorielle supplémentaire, qu’on ne peut
pas, en général, éliminer au cours de la résolution, cette équation soulève des difficultés
numériques importantes, couramment désignées sous le nom de vérouillage numérique. Une
approximation numérique par éléments finis standards du problème (1.16) se comporte mal
si on fait tendre l’épaisseur � vers 0.
Pour comprendre le phénomène, supposons qu’on utilise des éléments finis de Lagrange
d’ordre 1 (ie. des éléments finis � � continus). Si, à maillage fixé, on fait tendre l’épaisseur vers
0, on tend à vérifier exactement l’équation � � � � 
 � � (où l’indice � désigne l’approximation
de la variable considérée). Mais comme � 
 � � est dans � 
 sur chaque triangle, la continuité
imposée au champ � � ainsi que les conditions aux limites conduisent à faire tendre � � vers
0, et par conséquent 
 � � tend lui aussi vers 0. Le fait de choisir une approximation d’ordre
plus élevée atténue le phénomène, mais ne l’élimine malheureusement pas.
La littérature abonde sur ce sujet. Parmi les méthodes proposées, on peut citer par exemple
l’intégration sélective (cf. Hughes [41]), qui conduit aux éléments de type QUAD. Un autre
moyen consiste à utiliser des méthodes mixtes. Brezzi et al. ([31], [45]) ont construit une fa-
mille d’éléments finis mixtes, dénommée MITC, pour laquelle ils obtiennent une estimation
d’erreur indépendante de l’épaisseur. Mais il en existe beaucoup d’autres �����

1.2.3 Une formulation mixte faisant intervenir l’effort tranchant

Cette méthode proposée par D. Chapelle ([11]) et également par Arnold et Brezzi ([27]) re-
pose sur une formulation mixte dans laquelle intervient donc l’effort tranchant. Nous la
présentons ici dans le cas d’une plaque encastrée, adaptée au problème temporel. Introdui-
sant les inconnues � � � � � 
 � , � � � 
 � et � � � � � � 	 � � 	�� 
 � 
�
 , on réécrit le problème (1.1)
sous la forme suivante : ����������� ����������

� � � � � 
������ � � � dans � ,
� � � � � � � � ��� dans � ,
� 	 ����� 	 ��� 	 � 
�
 � dans � ,
� � ��� sur � 
 ,
� � ��� sur � 
 .

(1.18)

On multiplie la première équation par une fonction test � �� suffisamment régulière, la se-
conde par � � et la troisième par � � . On obtient, après quelques intégrations par parties la
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formulation variationnelle suivante :����������� ����������

Trouver � � � � ��� � � � � �
 	���
 � � � � ��� � � � 	 � �
 	���
�
 � � et � � � ��� � � � � � � � 	�
���� ����
 � tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � � 
������ � � �� � � �
� � �

� �� � � � �� � � �
 	���
 ��
� � ��� � � � � 	 � 
������ � � � � � � ��� � � � � � � � 	�
�� � ����
 �
��� � � � � � �

� ��� 	 � 
 ��� 	 � � 
 � ��� � � � � 	 � �
 	���
�
 � �
(1.19)

où :

� � � 	�
���� ����
 � 1 � � 	 � � � 	���
�
 � � 
���� � � � � � 	���
32 � (1.20)

es l’espace naturel de � et � � � � � désigne le crochet de dualité dans � � � 	���
 . Il s’agit d’une
formulation mixte dans laquelle la variable primale est 	�� � � � 
 et � est le multiplicateur de
Lagrange.
L’intérêt de cette formulation est qu’on peut montrer que, pour ce choix d’espaces pour les
inconnues � � � � et � , il s’agit d’une formulation mixte bien posée, (tout au moins pour le
problème statique, voir [11]). En outre, cette méthode s’adapte directement au modèle de
Reissner-Mindlin et permet de résoudre le problème de vérouillage numérique présenté à la
section précédente.
La raison pour laquelle nous ne l’avons pas retenu est essentiellement due au fait que l’on
ne peut pas éliminer explicitement les inconnues � et � . En effet, si on introduit des espaces
de dimension finie approchant les espaces � �
 	���
 , 	 � � 	���
�


� et � � � 	�
���� ����
 , on obtient le
problème matriciel suivant : ������ �����

� �
�

� � � �� � 	 � �
�
�
� � � � � �

� �

� � �� � � � � � � � � ���
� �
�
�
�
	 � � � � ���

(1.21)

où � � � � � � et � � désignent les composantes des inconnues discrètes dans une base donnée
des espaces d’approximation. � �

�
��� � � � � et � � désignent les matrices représentant les opé-

rateurs discrets approchants ceux, continus, du problème variationnel (1.19). � �
� désigne la

transposée de � � .
La matrice � � est rectangulaire, puisque � et � n’appartiennent pas au même espace. Par
conséquent, même si � �

� était réduite à une matrice diagonale par la méthode de condensa-
tion de masse, on n’obtiendrait pas un schéma explicite. En fait, on obtient, tous calculs fait,
l’équation suivante, en dérivant la première équation de (1.21) par rapport au temps :

� �
�

�
�
� � �� �
�
	 � �

�
	�� � � � ��

� �
�

 � � � � � � � �� � (1.22)

Il faut donc inverser la matrice pleine 	�� � � � ��
� �
�

 , ce qui est bien évidemment beaucoup

trop coûteux.
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Remarque 1.2 En outre, si on veut traiter le bord libre, l’espace dans lequel il faut choisir � ne
s’exprime explicitement comme ci dessus. Il faut se contenter d’une définition abstraite de l’espace
naturel de � pour lequel on obtient la condition inf-sup nécessaire à l’analyse des méthodes mixtes.
Comme nous avons écarté cette méthode pour d’autres raisons, nous n’avons pas exploré plus avant
le traitement de cette condition de bord libre.

1.2.4 Une formulation mixte dans le cas homogène isotrope encastré

Rappelons que dans le cas d’une plaque isotrope homogène encastrée, le problème (1.1)
devient (voir l’équation (A.66)) :�� � � � 
� � � 	 � � � � 
 � ��� dans � �


 � � � � 
 � � ��� sur � �
(1.23)

où
� � �

� � �� + � 	 � �	� � 
 �� est le module de Young, � est le module de Poisson, � est la densité de la plaque et � son
épaisseur.
Une méthode proposée par Glowinsky ([36]) et justifiée par Ciarlet et Raviart ([30]) consiste
à introduire l’inconnue � � �

� � 
 � . Nous la présentons ici encore en l’adaptant au problème
temporel. On réécrit donc l’équation (1.23) en introduisant également � � � ��� 
 � sous la forme
suivante : ���� ���

��� � � 	 � � � � � � dans � �
��� � � �

� � � � � ��� dans � �


 � � � � 
 � � ��� sur � �
(1.24)

La formulation variationnelle de ce problème est donnée par :������� ������
Trouver � � � � ��� � � � � �
 	���
 � et � � � ��� � � � � � �
	���
 � tels que :
�
� �

�
�
� � � �� � �

�
� � � � � �� � �

� � �
� �� � � � �� � � �
 	���
 ��

� �
�
�

�
�
�

� � � 	 �
�
� � � � � � � � ����� � � � � � 	���
 �

(1.25)

Il s’avère que cette formulation mixte ne vérifie pas les hypothèses de la théories des mé-
thodes mixtes (voir section 2.6). Néanmoins, on peut tout de même montrer que le problème
(1.25) possède une solution à l’aide d’un résultat de régularité. La solution de (1.23) est dans
� � 	���
 � � �
 	���
 dés que � � � � � 	���
 et que � est suffisamment régulier. Par conséquent,
� � � 
 � est bien dans � � �
	���
 , ce qui permet d’exhiber une solution de (1.25).
La formulation variationnelle que nous allons proposer pour la résolution de l’équation
de plaque est une généralisation au cas d’une plaque orthotrope avec condition de bord
libre de la formulation présentée ici.
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1.3 Une nouvelle formulation mixte

S’inspirant de la formulation mixte proposée par Ciarlet-Raviart (cf. section 1.2.4) dans le
cas d’une plaque homogène isotrope encastrée, nous avons choisi d’écrire une formulation
variationnelle mixte dans laquelle interviennent la vitesse verticale de la plaque :

� � �
� 
 �� � (1.26)

et le moment de flexion :
� � � � 	�� 
 � 
 (1.27)

On réécrit alors le système (1.1) sous la forme équivalente suivante, d’ordre 1 en temps :

� �

�������������� �������������

� � � � � � 	 
�� � ����� � � � � � dans � ,
� � � � � � 	�� � � 
 � ��� dans � ,
� � � ��� sur � 
 ,
� � � � � ��� sur � 
 ,
	 � � 
 � � � ��� sur � ���
	������ � 
 � � 	 ��� � 	 � � 
 � � � � ��� sur � � ,

(1.28)

où on a posé :
� � 	 � 
 � � �

Remarque 1.3 En soit, la réintroduction du moment fléchissant dans la formulation variationnelle
n’est guère surprenante. On peut la rapprocher d’une formulation du système de l’élastodynamique
en vitesse-contrainte. En fait, la loi de comportement et les conditions de bord libre s’écrivent natu-
rellement à l’aide du moment.

Remarque 1.4 A ce stade, on peut se demander pourquoi introduire la vitesse � � plutôt que de
conserver le déplacement 
 � . Il s’avère que si on écrit le problème à l’aide des variables 	 
 � � � 
 , alors
on ne réussit pas à définir une énergie qui se conserve. Or cette propriété, que l’on cherchera à conser-
ver au niveau discret, est essentielle pour garantir la stabilité des schémas numériques approchant ce
problème. En revanche, on verra qu’on peut définir très naturellement une énergie équivalente à celle
introduite en (1.6) pour laquelle on a toujours la propriété de conservation.

Regardons tout d’abord la cas d’une plaque encastrée. Nous traiterons les conditions de bord
libre dans la section suivante.
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1.3.1 Cas d’une plaque encastrée

1.3.1.a Relaxation de la symétrie du moment fléchissant
� est un tenseur symétrique. On s’apprête donc à le chercher dans un espace de tenseurs sy-
métriques. Mais il se trouve que nous allons pouvoir relaxer naturellement cette contrainte.
On note � � # l’opérateur jacobien appliqué à des champs de vecteurs, soit :

� � # � � �� � � � � � � � �
� � � � � � � �


� �
L’opérateur des déformations linéarisées, � , n’est rien d’autre que la partie symétrique du
jacobien, ie. :

� 	 � 
 �
�+ � � � # 	 � 
 	 �

� � # 	 � 
 � �
Comme � est appliqué ici à un gradient, la formule de Schwartz sur les dérivées croisées
permet de vérifier qu’on a :

� 	�� 	�� � 
�
 ��� � # 	�� 	�� � 
�
 � pour toute fonction � � suffisamment régulière �

Les raisons pour lesquelles il s’avère intéressant de relaxer la symétrie du tenseur � ap-
paraı̂tront en fait lors de l’approximation par éléments finis des espaces qui interviendront
dans la formulation variationnelle que nous allons obtenir.
L’un des espaces fonctionnel dans lequel on cherchera le moment fléchissant � est � 	������ ����
 .
On est donc amené à approcher l’espace des tenseurs symétriques à divergence dans � � . Or
l’approximation de cet espace par les éléments finis usuels de Raviart-Thomas vérouille nu-
mériquement : le seul tenseur de l’espace d’élément de Raviart-Thomas qui est symétrique
est le tenseur nul !! Pour contourner ce problème, on peut proposer une méthode de relaxa-
tion de la symétrie du tenseur en l’écrivant de façon faible par l’intermédiaire d’un multi-
plicateur de Lagrange comme cela est couramment pratiqué pour le problème de l’élasticité
linéaire ( voir par exemple [2] ).
Le fait de relaxer naturellement la symétrie évite donc d’avoir recourt à une telle méthode.

Remarque 1.5 Notons que le tenseur de rigidité � et par conséquent le tenseur de souplesse �

s’applique a priori uniquement à des tenseurs d’ordre 2 symétriques. Il nous faut donc définir un
prolongement de � , noté



� , qui s’applique aux tenseurs quelconques d’ordre 2.

Si on utilise maintenant la correspondance suivante entre les tenseurs d’ordre deux et les vecteurs à
quatre composantes :

	 � � ��� � � 
 � 	 � � � � � �

 � 	 � � � � � �


 � 	 � � � � � � 
 �

on peut alors poser :
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� � �

�
� +

�����������

� �
� �
� � � � � � � � � � � �

� �	� � � � � � � �

� � � � � �
� �	� � � � � � � �

���	� � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � �


�����������

��������
� � �
� � �
� � � �

� � �


�������� � (1.29)

La matrice � étant définie positive,


� l’est encore. En outre, ce prolongement vérifie bien entendu :



� � � � � � pour tout � symétrique. (1.30)

Dans la suite, nous confondrons � et son prolongement


� pour ne pas alourdir inutilement les

notations.

1.3.1.b Quelques formules d’intégration par parties

On peut alors utiliser la formule d’intégration par partie suivante valable pour tout champ
de tenseur � � � 	������ ����
 et tout champ de vecteur � � 	 � � 	���
�


� :
�
�
	������ � 
 � � � �

�
�
� � � � # � 	 �

�
	�	 � � 
 � � 
 � � � (1.31)

Rappelons également la formule de Green :
�
�

���� � � � �

�
� � �

� � 	 �
�
	�	 � � � 
�� 
 � � � (1.32)

Enfin, si on suppose que le bord de � est régulier (en particulier qu’il n’a pas de coins) et
fermé, on a la formule d’intégration suivante, définie pour toutes fonctions � et � continue-
ment dérivables (cf. équation (A.59)) :

� �
�
� � � � � � � �

� �
� � � � (1.33)

1.3.1.c Formulation variationnelle pour une plaque encastrée

Pour obtenir une formulation variationnelle du problème (1.28) pour une plaque encastrée,
c’est à dire dans le cas où � � � �

, on multiplie la première équation par une fonction test
supposée suffisamment régulière � �� � � et on effectue un intégration par parties à l’aide
de la formule (1.32), puis on multiplie la seconde par une fonction test � � � � , supposée
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également suffisamment régulière, et on effectue une intégration par partie à l’aide de la
formule (1.31). On déterminera ultérieurement les espaces � et � . On obtient :

�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
����� � � � � �� 	 � �

�
	������ � � � 
�� �� � �

� � �
� �� � � � �� �

�
� �

�
�

� � � � ��	 �
�
����� � � � � � � � � �

�
	 � � � 
 � � � � � ����� � � � (1.34)

Montrons maintenant que si la plaque est encastrée, les deux termes de bord :
� �

�
	������ � � � 
�� �� et

� �
�
	 � � � 
 � � � � � (1.35)

sont nuls pour tout � �� ��� et tout � � .
Rappelons que la condition d’encastrement sur tout le bord s’écrit :

� � � � et � ��� � � � sur � � � (1.36)

On inclut la première de ces deux conditions dans l’espace � , c’est à dire qu’on suppose que :
� �� � � sur � � ��� � �� ��� � (1.37)

On en déduit alors : � �
�
	������ � � � 
�� �� � ����� � �� �
�

Pour montrer la nullité de l’autre terme de bord, on écrit � � � dans la base de Frechet 	 � ��� 

défini sur le bord � � :

� � � �
� � �� � � 	 � � �� � � �

On calcule alors, à l’aide de (1.33) et des conditions vérifiées par � � sur � :
� �

�
	 � � � 
 � � � � �

���
�
	 � � � 
 � � � � �� � 	 � �

�
	 � � � 
 � � � � �� �

�
���

�
	 � � � 
 � � � � �� � � � �

�
��� 	 � � � 
 � � � �

� � �
(1.38)

Finalement, on obtient le problème variationnel suivant :�������� �������
Trouver � � � � ��� � � � � et � � � ��� � � � � tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
� � � � � � � �� � �

� � �
� �� � � � �� �
� �

�
� �

�
�

� � � � � 	 �
�
����� � � � � � � � ��� � � � � � � �

(1.39)
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1.3.2 Un choix d’espaces pour le moment fléchissant

Il nous faut maintenant préciser dans quels espaces � et � il faut choisir � � et � respecti-
vement pour que cette formulation variationnelle ait un sens.
Puisqu’il faut que :

� � � � 	 � � 	���
�
 � et ����� � � 	 � � 	���
�
 � �

la régularité minimale qu’elle impose est, compte tenu de (1.37) :� � � �
 	���
 � 1 � � � � 	���
 � � � � � � � 2 �
� � � 	�� � � ����
 � 1 � � 	 � � 	���
�
 � � ����� � � 	 � � 	���
�
 � 2 � (1.40)

De même que la formulation mixte présentée à la section 1.2.4 cette formulation variation-
nelle mixte ne vérifie pas les hypothèses de la théorie des méthodes mixtes, même en choi-
sissant pour les espaces � et � les hypothèse minimales de régularité requises pour qu’elle
ait bien un sens (voir section 2.6)
En toute généralité, puisque la solution 
 � du problème d’origine est dans � �

	���
 , le moment
fléchissant � est seulement dans 	 � � 	���
�
 � On peut néanmoins s’en sortir à l’aide d’un ar-
gument de régularité (voir la section 2.6). Si on suppose que la solution 
 � du problème
d’origine est dans � � 	���
 � , alors � � 	 � �
	���
�
�� et donc � � � 	������ ����
 , et le problème
(1.39) possède bien une solution.
Quitte à devoir s’en tenir à une hypothèse de régularité pour obtenir un résultat d’existence,
on peut carrément choisir le moment fléchissant � dans un espace plus régulier encore, ce
qui permettra de simplifier le traitement des conditions aux limites. On s’intéressera donc
également au choix suivant : � � � �
 	���
 �

� � 	 � ��	���
�
�� � (1.41)

Notation 1.1 Dorénavant, pour bien distinguer ces deux choix, nous noterons :
� � � 	 � � 	���
�
 � �
� ��� � � � 	������ ����
 �

Remarque 1.6 Seule la première condition d’encastrement � � � � sur � apparaı̂t dans l’espace � ,
la seconde condition d’encastrement � ��� � � � n’ayant plus de sens dans � � 	���
 . Il s’agit donc d’une
condition naturelle, incluse faiblement dans la formulation variationnelle. On peut vérifier que sous
des hypothèses de régularité suffisantes, l’interprétation de cette formulation conduit bien aux condi-
tions (1.36).
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1.3.3 Introduction de la condition de bord libre : les problèmes � � et � � � �

On repart de l’équation (1.34). Puisqu’on ne suppose plus que la plaque est encastrée sur tout
son bord, mais seulement sur � 
 , les deux termes de bord (1.35) ne sont plus nuls. Rappelons
tout d’abord les conditions aux limites :

� � � ��� et � � � � � � sur � 
 , (1.42)

	 � � 
 � � � ��� et 	������ � 
 � � 	 ��� � 	 � � 
 � � � � ��� sur � � , (1.43)

Il nous faut alors distinguer deux cas, suivant l’espace dans lequel on choisit le moment
fléchissant.

1.3.3.a Cas où le moment fléchissant est choisi dans 	 � � 	���
�
 �

De même que ci dessus, on suppose que la première condition d’encastrement (1.42) est
incluse dans � , soit :

� �� � � sur � 
 ��� � �� ��� � (1.44)

On calcule alors formellement, à l’aide de (1.43) :
� �

�
	������ � � � 
�� �� �

�
���
	������ � � � 
�� ��

� �
�
���
� � � 	 � � 
 � � � � �� � (1.45)

Il faut maintenant s’assurer que cette expression a bien un sens. Puisque � �� est dans � �
	���

et � est dans 	 � � 	���
�
 � on en déduit que :

	�� �� 
 � � � � � �� 	�� � 
 et � �
� �
� 	 � �� 	�� � 
�
 � � (1.46)

et par conséquent :
� � � 	 � � 
 � � � � � � �� 	�����
 � (1.47)

Il faut donc comprendre l’intégrale intervenant au second membre de (1.45) au sens du cro-
chet de dualité dans � � �� 	�����
�� � �� 	�� � 
 .
D’autre part on a :

� �
�
	 � � � 
 � � � � � � �

�
	 � � � 
 � � � � �� � 	 � �

�
	 � � � 
 � � � � �� � � (1.48)

On inclut maintenant la première condition portant sur le bord libre (1.43) dans l’espace � � ,
soit

	 � � � 
 � � � ��� sur � ��� � � � � � � � (1.49)
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et en déduit, en tenant compte de la deuxième condition de (1.42) portant sur � que :
� �

�
	 � � � 
 � � � � �� � � � 
 	 � � � 
 � � � � �� � 	 �

� �
	 � � � 
 � � � � �� � � � � (1.50)

Enfin, on effectue une intégration par partie le long de � � sur le deuxième terme de (1.48), à
l’aide de la formule (1.33). Il reste :� �

�
	 � � � 
 � � � � � �

� �
�
��� 	 � � � 
 � � � �

� �
�
� �
��� 	 � � � 
 � � � � � (1.51)

qui est l’expression duale de (1.45).
Finalement, on obtient la formulation variationnelle suivante :

� � �

������� ������
Trouver � � � � ��� � � � � 
 et � � � ��� � � � � �� tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
� � � � � � � �� � � ��� � 	 � � 
 � � ����� �� � � �

� � �
� �� ��� � �� � � 
 �

�
� �

�
�

� � � � ��	 �
�
����� � � � � � � 	 � � � � 	 � � � 
 � � ����� � � � ��� � � � � � � �� �

(1.52)
où : � 
 � 1 � � � � � 	���
 � � � � � sur � 
 2 (1.53)

� �� � 1 	 � � 	���
�
 � � 	 � � 
 � � � � sur ��� 2 � (1.54)

et � � � � � désigne le crochet de dualité défini sur � � �� 	�� ��
�� � �� 	�����
 .
On a alors la propriété de conservation d’énergie suivante :

Propriété 1.2 On définit l’énergie de la plaque par :� � 	 ��
 �
�+ �

� � �
� �� 	

�+ �
�

� � � � � (1.55)

Alors l’énergie � � vérifie :
� � �
� � 	 ��
 �

�
� � �

� � � (1.56)

� PREUVE : Il suffit de choisir :
� �< S

� < et � �

S
� �

(1.57)

dans (1.52). La somme des deux équations obtenues donne la relation (1.56) /
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1.3.3.b Cas où le moment fléchissant est choisi dans � 	������ ����


Dans ce cas, le crochet de dualité :

� � � � 	 � � 
 � � ����� � � �
n’a plus de sens, puisque pour � dans � 	�� � � ����
 , on a seulement :

� � � 	 � � �� 	 � ��
�
 � � (1.58)

Il nous faut alors régulariser cette expression pour réussir à lui donner un sens. On introduit
pour cela deux variables supplémentaires :

��� � 	 � � 
 � � � ���
� � ��� � � � ��� � (1.59)

On peut alors réinterpréter les deux crochets de dualité intervenant dans (1.52) à l’aide de
�

et � . On reprend le calcul des termes de bord de la façon suivante :
� �

�
	������ � � � 
�� �� � �

�
���
� � � 	 � � 
 � � � � �� �

�
�
���
	 � � 
 � � � � � ��

�
�
� �
� ��� � ��

(1.60)

et :
� �

�
	 � � � 
 � � � � � �

�
� �
��� � 	 � � � 
 � � � � � �

�
�
� �
� 	 � � � 
 � � � � � � �

�
�
� �
� 	 � � � 
 � � � �

(1.61)

Et on constate que pour que ces deux expressions aient bien un sens, il faut alors choisir :

��� � ��� � � �� 	�����
 � (1.62)

Il faut alors comprendre les deux dernières intégrales au sens du crochet de dualité dans
� � �� 	�� ��
�� � �� 	�����
 .
On obtient finalement, en écrivant faiblement les deux égalités (1.59) qui définissent

�
et � ,

la formulation variationnelle suivante :
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� ��� � �

��������������� ��������������

Trouver � � � � ��� � � � � 
 � � � � ��� � � � � � � �� � � � � ��� � � � ��� et � � ����� � � � ��� tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
����� � � � � �� 	 � ��� � �� � � � � �

� � �
� �� ��� � �� � � 
 �

�
� �

�
�

� � � � � 	 �
�
����� � � � � � � � � 	 � � � 
 � � � � � � ��� � � � � � � ��� �� �

�
� �
� � � � � 	 � � 
 � � � � � � � � � � ����� �

�
� �
� � � � � ��� � � � � � � � � � ����� �

(1.63)

où : � 
 � 1 � � � � � 	���
 � � � � � sur � 
 2 (1.64)

� � � �� � 1 � 	������ ����
�� 	 � � 
 � � � � sur � ��2 � (1.65)

��� � � �� 	�� � 
 � (1.66)

et � � � � � désigne le crochet de dualité défini sur � � �� 	�� ��
�� � �� 	�����
 .
Et dans ce cas, on a également la propriété de conservation d’énergie suivante :

Propriété 1.3 On définit l’énergie de la plaque par :� � 	 ��
 �
�+ �

� � �
� �� 	

�+ �
�

� � � � � (1.67)

Alors l’énergie � � vérifie :
� � �
� � 	 ��
 �

�
� � �

� � � (1.68)

� PREUVE : Il suffit de choisir :
� �< S

� < � � �

S
� � � �

S ���
et
� �

S
� (1.69)

dans (1.63). La somme des quatre équations obtenues donne la relation (1.68). /
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1.4 Formulation variationnelle du problème amorti

On présente rapidement dans cette section comment les formulations variationnelles mixtes
de la section 1.3 sont modifiées dans le cas du problème de plaque amortie. Rappelons que
ce problème est présenté dans la section 1.3. Il s’écrit, dans les variables � � et � introduites
plus haut (voir section 1.3) :

���������������� ���������������

� �
� � �� � � 
�� � ����� � 	 � � � � � � � � � dans � ,� �

� � 	 � � 	�� � � 
 	��
�
� � ��� 	�� � � 
 � ��� dans � ,


 � � ��� sur � 
 ,
� � 
 � � ��� sur � 
 ,

	 � � 
 � � � ��� sur � � ,
	�� � � � 
 � � 	 � � � 	 � � 
 � � � � ��� sur ��� .

(1.70)

On procède exactement comme dans la section 1.3. Les calculs ne présentant aucune dif-
ficulté nouvelle, on se contente d’énoncer les deux formulations variationnelles obtenues,
suivant l’espace dans lequel on choisit le moment fléchissant. On montre en outre un résul-
tat de conservation d’énergie associé à ces deux formulations variationnelles.

1.4.1 Cas où le moment fléchissant est choisi dans
� � � ����� � �

La formulation variationnelle du problème (1.70) est dans ce cas :

������� ������
Trouver � � � � ��� � � � � 
 et � � � ��� � � � � �� tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
����� � � � � �� ��� � � � 	 � � 
 � � ����� �� � 	 � �

�
� � �

� � � �� � �
� � �

� �� � � � �� ��� 
 �
�
� �

�
�

� � � � � 	 	 � 	 � �� � 
 � � � ����� � � � � � � 	 � � � � 	 � � � 
 � � ����� � � � � ����� � � � ��� �� �
(1.71)

où � � � � � désigne le crochet de dualité défini sur � � �� 	�����
�� � �� 	�� � 
 et :� 
 � 1 � � � � � 	���
 � � � � � sur � 
 2 (1.72)

� �� � 1 	 � � 	���
�
 � � 	 � � 
 � � � � sur ��� 2 � (1.73)

On a alors la propriété de conservation d’énergie suivante :
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Propriété 1.4 On définit l’énergie de la plaque par :� � 	 ��
 �
�+ �

�
	 � 	�� � � 
 � � � �� 	

�+ �
�

� � � � � (1.74)

Alors l’énergie � � vérifie :
� � �
� � 	 ��
 �

�
� � �

� � 	 �
�
� � �

�� � � � �
�
� �
� � � � � �

�
� � � �

�� � � � � (1.75)

où on a noté �� � �
� � �� � .

� PREUVE : On choisit :
� �< S

� < et � �

S
� �

(1.76)

dans (1.71). La somme des deux équations obtenues donne :
�
� �

� �
� O Q�� < � �< � �

� O!Q�� � ( � �,�,� < O Q 
 � < 
 � �
���IO Q�� &�� � - & 	� < ��
 ?
��� 
 � � � - � �"��	� <���� S O Q � < � < - (1.77)

Il suffit de choisir
� �< S 	� < dans (1.71). On obtient en effet :O Q�� &�� � - & 	� < ��
 ?
��� 
 � � � - � �"��	� <
� S �

�
�
� � O Q � < � < 
 � < 
 � � O Q � < 
 	� < 
 � � O Q � < 	� < - (1.78)

Injectant cette équation dans (1.77), on trouve le résultat recherché. /

1.4.2 Cas où le moment fléchissant est choisi dans � ������� � ���
Dans ce cas, on obtient la formulation variationnelle suivante :

���������������� ���������������

Trouver � � � � ��� � � � � 
 � � � � ��� � � � � � � �� � � � � ��� � � � ��� et � � ����� � � � ��� tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
� � � � � � � �� 	 � ��� � �� � � � 	 � � � � � � �

�
� � �

� �� � � � �� ��� 
 �
�
� �

�
�

� � � � � 	 	 � 	�� �� � 
 � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � 
 � � � � � � � ����� � � � � � ��� �� �
�
� �
� � � � � 	 � � 
 � � � � � � � � � � � ��� �

�
� �
� � � � � � � � � � � � � � � � ����� �

(1.79)
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où � � � � � désigne le crochet de dualité défini sur � � �� 	�����
�� � �� 	�� � 
 , et :� 
 � 1 � � � � �
	���
�� � � � � sur � 
 2 �
� � � �� � 1 � 	������ ����
�� 	 � � 
 � � � � sur � � 2 �

��� � � �� 	�� � 
 �
(1.80)

On a alors la propriété de conservation d’énergie suivante :

Propriété 1.5 On définit l’énergie de la plaque par :� � 	 ��
 �
�+ �

�
	 � 	�� � � 
 � � � �� 	

�+ �
�

� � � � � (1.81)

Alors l’énergie � � vérifie :
� � �
� � 	 ��
 �

�
� � �

� � 	 �
�
� � �

�� � � � �
�
� �
� � � � � �

�
� � � �

�� � � � � (1.82)

où on a noté �� � �
� � �� � .

� PREUVE : Elle est similaire à la preuve précédente. On choisit :� �< S
� < � � �

S
� � � �

S ���
et
� �

S
� (1.83)

dans (1.79). La somme des quatre équations obtenues donne :
�
� �

� �
� O Q � < � �< � �

� O Q � � ( � �,�,� < O Q 
 � < 
 � �
��� O:Q � &�� � - & 	� < � 
#
 � � � � - � � 	� � � S O Q � < � < -

(1.84)

Il nous faut maintenant expliciter le terme
� Q � & � � - & 	� < � 
#
 � � � � - � � 	� � . On choisit tout

d’abord � �

S 	�
dans la troisième équation de (1.79), ce qui donne :
 
 � � � � - � � 	� � S 
 � � 	� � (1.85)

il faut alors dériver la dernière équation de (1.79) et choisir
� �

S
� pour obtenir :
 � � 	� � S 
I? � 	� < � � � (1.86)

Enfin, on choisit
� < S 	� < dans la première équation de (1.79). Au total, on calcule donc :O Q�� & � � - & 	� < � 
 
 � � � � - � � 	� � S O Q�� & � � - & 	� < � 
I? � 	� < � � � S

�
�
�
� � O Q � < � < 
 � < 
 � � O!Q � < 
 	� < 
 � � O Q � < 	� < - (1.87)

Injectant cette équation dans (1.84), on trouve le résultat recherché. /
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Remarque 1.7 On constate que l’énergie associée à la méthode mixte sans amortissement coı̈ncide
avec l’énergie du problème d’origine, mais que ce n’est plus le cas dés que l’on introduit de l’amortis-
sement visqueux. En effet, dans le problème d’origine, l’énergie associée au problème visqueux était :� � 	 � 
 �

�+ �
� � �

����

� 
 �� � ����
� 	 �+ �

� � � 	�� 
 � 
 � � 	�� 
 � 
 �

tandis que dans le cas de la méthode mixte, compte tenu de la définition de � , on a :� � 	 � 
 �
�+ �

� � �
����

� 
 �� � ����
� 	 �+ �

� �
	 � 	 � � � 
 � 	�� 
 � 
 ��� 	�� 
 � 
 �

Les manipulations effectuées pour démontrer les deux précédentes propriétés ne seront plus possible
dans le cas où la plaque est couplée à l’air ou à la corde. Nous pourrons heureusement obtenir une
telle propriété dans le cas discret en éliminant le moment � , ce qui permettra de définir une énergie
discrète correspondant à l’énergie continue du problème d’origine.
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Chapitre 2

Discrétisation spatiale de l’équation de
plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

Il nous faut maintenant déterminer une approximation spatiale des deux formulations mixtes� � et � � � � construites au chapitre précédent.
L’introduction du moment fléchissant, qui est un tenseur d’ordre 2 a pour conséquence
d’augmenter considérablement la taille du problème semi-discrétisé en espace. Nous ver-
rons au chapitre 4 que la méthode retenue pour la résolution en temps de ce schéma discret
repose sur la diagonalisation de l’opérateur de plaque discret. Afin de ne pas trop pâtir de
l’introduction de l’inconnue supplémentaire � , il est intéressant de réduire les matrices de
masse qui apparaissent lors de la discrétisation spatiale du problème, à des matrices diago-
nales ou diagonales par bloc, aisément inversible, en utilisant la technique de condensation
de masse. Il est alors possible d’éliminer à moindre coût le moment � . La problématique
de la condensation de masse est rappelée dans l’annexe B.
Si la condensation de masse est aujourd’hui un problème bien connu dans le cas des es-
paces d’éléments finis de Lagrange (sections 2.3 et 2.4), il n’en est pas de même de l’ap-
proximation de � 	������ ����
 . Après avoir présenté les raisons pour lesquels on ne peut pas
condenser la masse dans le cas des éléments de Raviart-Thomas pour l’approximation de
l’espace � 	�
���� ����
 , on construit une nouvelle famille d’éléments finis en enrichissant l’es-
pace de Raviart-Thomas (section 2.5).
En outre, pour limiter le phénomène de dispersion numérique, analysé en détail dans le
chapitre suivant, on étend cette étude aux éléments finis d’ordre 2.
On propose ainsi quatre schémas pour la semi-discrétisation spatiale de l’équation de plaque,
suivant l’espace du moment fléchissant et l’ordre des éléments finis utilisés. Ces approxima-
tions spatiales sont notées : � � � � �� ,



� �
� 

� �� , � � � 
� � et



� �
� 
�

� .
D’autre part, il s’avère qu’une partie des conditions de bord libre apparaissent sous la forme
d’une condition essentielle dans l’espace du moment fléchissant. En fait, celui-ci doit vérifier
fortement : � � � � � ��� sur � � � La construction de l’espace d’approximation incluant cette
condition aux limites est immédiate avec les éléments de Raviart-Thomas modifiés (voir
section 2.5.4) . En revanche, pour les espaces d’approximation de Lagrange, cette condi-
tion est en fait non local, ce qui rend impossible un traitement simple. Pour contourner
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Discrétisation spatiale de l’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

ce problème, nous avons choisi d’effectuer une approximation non conforme de l’espace :1 	 � � 	���
�
 � � � � � � � � sur ��� 2 ( section 2.3.3).
Pour terminer ce chapitre, on présente une brève synthèse bibliographique sur les méthodes
mixtes concernant la formulation choisie pour cette étude (section 2.6).

2.1 Discrétisation spatiale du problème �
�

Afin d’établir une approximation conforme du problème � � , on introduit les espaces de
dimensions finis : � � � � 


� �
�
� � �� (2.1)

Le problème semi-discrétisé en espace s’écrit alors :

� �
� �

������� ������
Trouver � ��� � � ��� � � � � � et � � � � ��� � � � � �� tels que :
�
� �

�
� � �

� ��� � ���� � �
�
� � � �

� � � � ���� ��� � � � 	 � � � 
 � � ����� ���� � � �
� � �

� ���� � � � ���� ��� � �
�
� �

�
�

� �
� � � �

�
	 �

�
����� � �

� � � � ��� 	 � � � � 	 � �
� � 
 � � ����� ��� � � ����� � �

�
� � � �

�
�

(2.2)

Soit � � la dimension de � � et � � la dimension de � �� . On introduit une base de � � , notée	�� � 
 �	� � � et une base de � �� , notée 	�� �
�

 �	� � � �

� .

Notation 2.1 Pour éviter d’introduire de nouvelles notations, nous confondrons � ��� et le vecteur de
coordonnées qui lui est associé dans la base 	�� � 
 . De même, nous confondrons � � et ses coordonnées
dans la base 	�� �� 
 �
On est alors amené à résoudre le système différentiel suivant :

���� ��� � �
�

� � � �� � � � �� � � � � � �

� �
�

� �
�� � 	 � � � � � ��� (2.3)
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2.2 Discrétisation spatiale du problème ����� �

où � �� désigne la transposée de � � et :
����������������

	 � �
�

 � � � �

� � �
� � ��� � � � � ��� � � �

	 � �
�

 ��� �

�
�

� � �
� � � �� � � � � � 
 � � �

	 � � 
 � � � �
�
� � � � �

� �
� � � 	 � � � � 	�� �� � 
 � � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � �

	 � ��� 
 � � �
� � �

� � � � � � � � � �
(2.4)

Pour pouvoir éliminer le moment fléchissant de cette équation, de manière à réduire la taille
de ce système, il faut inverser la matrice de masse du moment fléchissant � �

� . On utilise
dans ce but la technique de condensation de masse (voir annexe B), qui permet de la réduire
à une matrice diagonale par blocs de petite taille (4x4).
Les espaces d’approximation � � et � �� sont construits à l’aide d’éléments finis de Lagrange
avec condensation de masse d’ordre 1 et 2 (section 2.3).
On obtient ainsi deux schémas notés � � � � �� et



� �
� 

� �� respectivement du premier et du

second ordre.

2.2 Discrétisation spatiale du problème �
� & �

La démarche est la même que pour l’approximation spatiale du problème � � . On introduit
les espaces de dimensions finis : � � � � 


� � � �
�

� � � � ��
� � � ���

(2.5)

Et le problème semi-discrétisé en espace s’écrit :

� ��� �
� �

��������������� ��������������

Trouver � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � ��
� �

� � � ��� � � � � � et � � � ����� � � � � � tels que :
�
� �

�
� � �

� � � � ���� � �
�
����� �

� � � � ���� 	 � ��� � ���� � � � � � �
� � �

� ���� � � � ���� ��� � �
�
� �

�
�

� �
� � � �

�
	 �

�
����� � �

� � � � � � ��� 	 � �
� � 
 � � � � � � � ����� � �

�
� ��� � � �

�
�

�
���
�
�
� �
� � � 	 � � � 
 � � � � �� � � � � �

�
� �

�
�

�
� �
�
�
� �
� � � � � � ��� � �� � ��� � �

�
��� � �

(2.6)

Soit � � la dimension de � � , ����� � la dimension de � � � �� et � � la dimension de � � . On introduit
une base de � � , notée 	�� � 
 �	� � � , une base de � � � �� , notée 	�� � � ��


 �	� � � � ��� � et une base de � � notée	�����
 �	� � � � � � .
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Notation 2.2 Pour éviter d’introduire de nouvelles notations, nous confondrons � ��� et le vecteur de
coordonnées qui lui est associé dans la base 	�� � 
 . De même, nous confondrons � � et ses coordonnées
dans la base 	�� ��� ��


 � ainsi que
�
� et � � avec leurs coordonnées dans la base 	�� � 
 .

On est alors amené à résoudre le système différentiel suivant :���������� ���������
� �

�

� � ���� � 	 ��
�� � �� � �
	-' �

�
�
� � � � �

� ��� ��

� �
�� � 	 � 
 	 � � � � � �

�
�
�
� � ���

�
�
�
�
� � � �

�
�
�

�
�
�
�
� � ' � � � � �

(2.7)

avec :
���������������������������

	 � �
�

 � � � �

� � �
� � � � � � � � ��� � � � �

	 � ��� ��

 ��� �

�
�

� � � � �
� � � � � �

�

� � � � � 
 � ����� � �
	 �
�
�

 � � � 	 �

�
�

 � � �

�
���
��� � � � � � � � � � � � � �

	 � � 
 � � � �
�
����� � ��� �

� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � �
	 ' � 
 � � � � 	�� � � �� � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����� � �
	 � � 
 � � � � ��� � � � ��� � � � � � � � � � � � � � � � �
	 � � � 
 � � �

� � �
� � � � � � � � � �

(2.8)

Et il nous faut cette fois ci obtenir la condensation de masse pour les écarter le soucis de
l’inversion des matrice � �

� , � � � �� , �
�
� et �

�
� .

L’approximation de � �� 	�����
 nécessite des éléments de classe � 
 . On utilise donc une approxi-
mation par éléments finis de Lagrange d’ordre 1 ou 2 monodimensionnels (puisque défini
sur le contour � � ). Dans ce cas, la condensation de masse est obtenue sans aucune difficulté
(section 2.4).
En revanche, l’approximation de � 	������ ����
 à l’aide des classiques éléments finis d’arête de
Raviart-Thomas pour � 	�
���� ����
 ne permet pas la condensation de masse, comme on le verra
plus loin dans la section 2.5. On construit donc un nouvel élément fini � 	�
���� ����
 conforme,
selon une procédure adaptée de celle proposée par A. Elmkies et P. Joly pour l’approximation
de � 	

�
%�������
 ([23]), qui permet de réduire la matrice de masse du moment fléchissant à une

matrice diagonale par blocs de petite taille (6x6 ou 4x4). Il est présentée en détail pour l’ordre
1 et 2 (section 2.5 ).
On obtient ainsi deux schémas notés � � � 
� � et



� �
� 
�

� respectivement du premier et du
second ordre.
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2.3 Approximation des espaces � � 	���
 et 	 � ��	���
�
��

2.3 Approximation des espaces � �������
et

� � ���������
	

Présentons maintenant les éléments finis de Lagrange de degré 1 et 2 que nous utiliserons
pour l’approximation de � �
	���
 . Pour cela, on se donne tout d’abord un maillage triangulaire
� � du domaine � (nous supposerons pour simplifier que � est polygonal, ce qui permet
d’éviter d’avoir à distinguer � de son approximation � � � �� 	�� � par la triangulation � � ). On

présente tout d’abord ces éléments finis sans traiter les conditions aux limites essentielles
intervenant dans la définition des espaces � 
 et � �� . Celles ci seront traitées à la section 2.3.3.
Commençons par préciser quelques notations sur le triangle.

� �
��


A� 


� �� �

� 


� �

� �
� �

FIG. 2.1: Notations sur le triangles — 1

Notation 2.3 Pour un triangle � , on notera � � � � � et � � ses trois sommets, � � l’arête opposée au
sommet � , � � le milieu de l’arête � � et � son centre de gravité (cf. figure (2.1)). On notera en outre� �

� � 	�� 
 son aire.
Pour chaque point � � 	 � � 
 
 de � , ses coordonnées barycentriques

� � 	 � 
 � � � � � 	 � (2.9)

sont définies comme étant l’unique 1 solution du problème linéaire :��������� ��������
��� ! � � � 	 � 
 � � � � � � �

��� ! � � � 	 � 
 � � � � � 
 �

��� ! � � � 	 � 
 � � �
(2.10)

Notons que les coordonnées barycentriques 	 � � 
 sont des polynôme de degré 1.

1. Il y a bien sûr unicité si et seulement si le triangle n’est pas dégénéré.
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2.3.1 Eléments finis de Lagrange d’ordre 1

2.3.1.a Approximation de � � 	���


On approche � ��	���
 à l’aide de l’espace d’éléments finis � � continu :� �
� � 1 � � � � 
 	���
�� ��� � � � � 	�� � 
 � � � � � 	�� 
32 (2.11)

Les degrés de liberté de cet espace d’éléments finis sont les valeurs de la fonction aux som-
mets du des triangles des maillages. Ils sont décrits schématiquement sur la figure (2.2). On
note � � la famille de degrés de liberté définie sur chaque triangle � de � � . On peut alors
écrire symboliquement : � � � � � 	 � � 
 ��� � � � 	 � � � � � 	�� 
 	 � (2.12)

FIG. 2.2: L’élément fini P1 de Lagrange

L’ensemble des nœuds de cet élément fini, qui est ici tout simplement l’ensemble des som-
mets est noté :

�
�� � � � � � � � � � � 	 (2.13)

On vérifie alors que la base locale définie sur chaque triangle est donnée par les coordonnées
barycentriques � � définie dans la note (2.3). En effet, celles ci sont bien dans � � et on a :

� � 	 � ��
 � � � � ��� � � ��� � 	 � (2.14)

2.3.1.b Condensation de masse

Le problème de la condensation de masse est bien connu dans ce cas (voir [62]). Il suffit
d’utiliser la formule des trapèzes pour calculer les coefficients de la matrice de masse � �

�

définie en (2.4), à savoir :

�
� �

	 � 
 � � �
� �

� � 	�� 

	

	 � 	 � � 
 	 � 	 � �

 	 � 	 � �


�
 � (2.15)
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2.3 Approximation des espaces � � 	���
 et 	 � ��	���
�
��

exacte pour � � . On vérifie alors immédiatement grâce aux relations de dualité (2.14) que :�
�

� � � � �
� �

� � 	�� 

	 � � � (2.16)

On note � � la fonction de base de � � associée au sommet � � de la triangulation � � . La res-
triction de � � à un triangle � de � � contenant � � est l’une des trois fonctions de base locale,
notée � � � � 
 , où � 	�� 
 � � � ����� 	 	 On calcule alors :

	 � �
�

 � � � �

� � �
� � ��� �  

� 	�� �
�
�
� � 	�� � 
 � � 	���� 
 � �

�  
� 	�� �

�
�
� � � � � � � 
 � � � � � 


�  
� 	�� � � �

� �
� � 	�� 

	

� � � � 
 � � � 

�  
� 	�� �
� � 	 �

� �
� �

� � 	�� 

	

� � �
(2.17)

Ainsi, la matrice de masse � �
� obtenue par ce calcul approché est diagonale.

2.3.1.c Approximation de 	 � �
	���
�
��

Pour approcher l’espace 	 � � 	���
�
 � , on utilise bien entendu l’approximation suivante, obte-
nue par produit tensoriel :

� � � �
� � 	 � �

�

 � (2.18)

Et la base canonique de l’espace � �� est alors donnée par :� �� � � � 	 � � � � � 
 �	� � � � � � � ��� � � � � � � (2.19)

soit : ���� ���
� �� � � � 	 � � � ��� ��� � 
� �� � � � 	 ��� � � � ��� � 

etc �����

(2.20)

2.3.1.d Quasi condensation de masse

Celle ci repose sur la propriété suivante :

Propriété 2.1 Si � �� est une fonction de base associée au nœud � � , alors on a, par construction :� �� 	 � ��
 � ����� ���� � � (2.21)
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On en déduit que pour deux fonctions de base associées à deux nœuds différents � � �� � � ,
on a :

	 � �
�

 � � � � 
 � �
� � 
 �  

� 	 � �
�
�

� � �� � � � ��
� � � ��� � � �� � ��� � � � � � � � (2.22)

Par conséquent, si on ordonne judicieusement la base 	�� �� � � 
 de manière à ce que les quatre
degrés de liberté associés à un même nœud se suivent, soit, si on choisit la base :

� �
� � �

� � � � � �� �
�
� � �
� � �
� � �
� � � � � �

�
� � � � �

�
�
�
� ����� � � �� � � � � � �� � �

�
� � �� � � � � � �� � � � 	 � (2.23)

alors la matrice de masse � �
� obtenue par ce calcul approché est diagonale par bloc 4x4.

Elle n’est a priori pas diagonale, car le tenseur � n’est lui même pas diagonal (voir la
remarque (1.5)).

2.3.2 Eléments finis de Lagrange d’ordre 2

2.3.2.a Le problème des éléments finis de Lagrange usuels

FIG. 2.3: L’élément fini standard d’ordre 2 de Lagrange

Il se trouve que la technique de condensation de masse échoue si l’on utilise les éléments
finis de Lagrange d’ordre 2 usuels pour approcher � � 	���
 , dont les degrés de liberté sont
représentés sur la figure (2.3). En fait, la formule de quadrature naturellement candidate
définie à l’aide de ces degrés de liberté est :�

� �
	 � 
 � � �

� �
� � 	�� 

	

	 � 	 � � 
 	 � 	 � �

 	 � 	 � �


�
 � (2.24)

exacte pour � � . Les poids étant nuls aux sommets du triangle, on obtient alors une matrice
de masse certes diagonale mais non inversible, puisque les éléments diagonaux associés à
un sommet sont nuls. Ce choix conduit donc à un problème mal posé.

2.3.2.b Un nouvel élément pour obtenir la condensation de masse

Pour contourner ce problème, on utilise le nouvel espace d’éléments finis introduit par Na-
thalie Tordjmann [62]. On considère l’espace de fonctions polynomiales :



� �
	�� 
 ��� �

	�� 
 � � � ��� (2.25)
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 et 	 � ��	���
�
��

où � désigne la fonction bulle, nulle sur les trois arêtes de � , définie par :
� � � � �

�
�

�
� (2.26)

FIG. 2.4: Nouvel élément fini de Lagrange d’ordre 2

On définit alors les degrés de liberté, représentés schématiquement sur la figure (2.4) :

� � � � � 	 � � 
 � � 	 � � 
 � � 	 � 
 � � � � � 	 � � � 

� �
	�� 
 	 � (2.27)

et on vérifie sans peine que � � est


� �
	�� 
 unisolvant, de sorte que le triplet 	�� � 
� �

	�� 
 � � � 

définit bien un élément fini. En outre, la fonction bulle étant nulle sur les 3 arêtes de � , on
vérifie sans difficulté que cet élément est bien � � conforme.
L’ensemble des nœuds de cet élément fini, est défini par :

� �� � � � � � � � � � � � � � � � �
� � �

� � 	 (2.28)

On note � � �� la fonction de la base locale de cet élément associée au nœud � � , � � �
� la fonction

de base associée au nœud � � , et ���� la fonction de base associée au nœud � . On calcule :

����������������������

� � �� � 	 � � � �

�
� �

�

 � � 	 	 � �

� � �� � 	 � � � 	 �

�
� �

�

 � � 	 	 � �

� ���� � 	 � � � � �

�
	 �

�

 � � 	 	 � �

� �
�� � � �

�
�

�
� � + � �

� �
�� � � � � �

�
� � + � �

� �
�� � � � � �

�
� � + � �

� �� � +�� � �

(2.29)

On définit alors les espaces d’approximation :� �� � � � � � � 
 	���
�� ��� � � � � 	�� � 
 � � � 

� �
	�� 
 	 (2.30)
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et :
� � � �� � 	 � �� 
 � (2.31)

La formule de quadrature utilisée pour obtenir la condensation de masse, définie à l’aide des
degrés de liberté de



� �
	�� 
 est maintenant :

�
� �

	 � 
 � � � � � � � 	�� 

�
��� � 

� ! � � 	 � � 
 	 � � � 
� ! � � 	 � � 
 	 � � � 	 � 
 �

��� � �+ � � � � �
+
� � � � � �

�+ � � (2.32)

Elle intègre exactement � � .
On vérifie alors exactement de la même manière que pour l’ordre 1 que la matrice de masse
� �

� obtenue à l’aide de cette formule de quadrature est bien diagonale, tandis que la ma-
trice � �

� est diagonale par bloc 4x4.

2.3.3 Prise en compte des conditions aux limites essentielles

Regardons maintenant comment nous pouvons introduire les conditions aux limites essen-
tielles intervenant dans la définition des espaces � et � � donnée en (1.53) et (1.54).

2.3.3.a Condition essentielle de bord encastré

Rappelons que cette condition s’écrit :
� � � � sur � 
 � pour � � �
� 
 � (2.33)

La prise en compte de la condition (2.33) est extrêmement classique. Pour qu’une fonction� ��� de � � s’annule sur � 
 , il suffit de s’assurer qu’elle s’annule en tout nœud qui se trouve
sur la frontière � 
 . En effet, par construction même des éléments de Lagrange, la restriction
de � � � ��� � à une arête est entièrement déterminée par ses valeurs aux nœuds de l’arête.
On note � � l’ensemble des nœuds de l’espace d’approximation considéré, soit, suivant qu’on
utilise une approximation d’ordre 1 ou 2 :

� �� � �
� 	�� � � �� � � � � ou + � (2.34)

On approchera alors l’espace � 
 défini en (1.53) par :� �� � 
 � � � ��� ��� �� � � ��� 	 ��� 
 � ��� � ��� � � �� ��� 
 	 (2.35)

Si on note � �
la fonction de base de � �� associée au nœud � , une base de � �� � 
 est alors

donnée par : 1 � � � � �� � 
 2 (2.36)
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2.3.3.b Condition essentielle de bord libre

En revanche, l’approximation de la condition sur le bord libre est plus délicate. Rappelons
que cette condition s’écrit :

	 � � 
 � � � � sur � ��� pour � � � � � (2.37)

En effet, on ne peut pas aussi simplement rayer certains degrés de liberté du bord. Le pro-
blème essentiel est qu’on a défini un élément “de sommet”, alors que cette condition porte
sur une arête. Regardons tout d’abord le problème à l’ordre 1.

� �

�
�

� �

� �

�

� �
� �

� �

� �

FIG. 2.5: Notations pour un sommet du bord

On considère un sommet du bord, noté � . On note � � et � � les deux arêtes du bord libre
situées de part et d’autre de � , � � et � � leurs normales extérieures respectives et �

� et � �
leurs tangentes respectives (voir la figure (2.5)). Si on écrivait la condition (2.37) le long de
chaque arête � � et � � , on aurait alors les deux contraintes :

	�	 � � � 
 � � � 
 � � � � � et 	�	 � � � 
 � � � 
 � ��� � � � (2.38)

Tout d’abord, sauf cas très particulier, ces deux contraintes ne sont vérifiées par aucun des
éléments de la base canonique tensorielle proposée en (2.19). Il n’est donc pas immédiat
d’exhiber une base de l’espace d’approximation à partir de cette base canonique.
D’autre part, lorsque � � et � � ne sont pas colinéaires, on obtient deux contraintes linéaires in-
dépendantes portant sur le tenseur � , alors qu’on s’attendrait a priori à une seule contrainte
linéaire. Si on construit une base qui vérifie ces deux contraintes, on obtiendra de ce fait un
espace plus petit que l’espace recherché.
Pour contourner ce problème, une première méthode consiste à relaxer la condition de bord
libre (2.37). Elle est alors réintroduite faiblement à l’aide d’un multiplicateur de Lagrange
qui s’interprête comme la dérivée normale de � � le long du bord � � .
Nous avons choisi de définir une autre approximation de cette condition aux limites qui
s’inspire de la méthode employée pour traiter le bord encastré présentée ci dessus. Cette
méthode conduit également à une approximation non conforme de l’espace � �
 .
Les degrés de liberté de � �� proposés en (2.19) ont été choisi de manière canonique, soit, en
un sommet � :

	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � (2.39)
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on voit bien qu’il semblerait plus adapté de choisir des degrés de liberté pour lesquels la
condition aux limites (2.37) s’exprime naturellement. Seulement la normale en un sommet
n’est, en générale, pas définie, puisque justement il y a un angle.
On définit alors la normale et la tangente moyennes, en un sommet S du bord par :

� � � � � 	 � �+ et � � �
�
�
	 � �+ (2.40)

et on choisit maintenant, tout au moins pour les sommets du bord, les degrés de liberté
suivant :

	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � (2.41)

On note : � �� � �*� �� � �*� �� � �*� �� � � (2.42)

les fonctions de base associées à ces ddl, dans le même ordre.
On peut maintenant décider de rayer la fonction de base � � � ���� � pour approcher la condition
aux limites (2.37). On choisira donc d’approcher l’espace � � à l’ordre 1 à l’aide de l’espace
� � � �
� � 
 défini par :

� � � �
� � 
 � Vect

� � �� � � � � � �� � 
 	 � � � �� � � � �� � � � �� � � � � � 
 	 (2.43)

On n’obtient pas de cette façon une approximation conforme de l’espace � � défini en (1.54).
Tout d’abord il est clair que les deux conditions (2.38) ne sont pas vérifiées, puisqu’on a
choisit d’écrire une seule condition à l’aide de la normale moyenne.
D’autre part, la condition approchée 	 � � � 
 � � � est certes vérifiée au sommet, mais elle ne
l’est pas tout le long de l’arête. En effet, si on note � � l’autre sommet de l’arête � � , comme� � � � est dans � � 	 � � 
 , il suffirait que 	 � 	 � � 
 � � 
 � � � soit nul pour que 	�	 � � � 
 � � � 
 � � � � � �
Mais le degré de liberté choisit en � � est 	 � 	 � � 
 � � � 
 � � � � , et � � � n’a aucune raison d’être
égal à � � . On ne doit donc pas s’attendre à ce que 	�	 � � � 
 � � � 
 � � � � � �
Dans le cas de l’approximation d’ordre 2, il y a, outre les éléments associés à un sommet,
ceux associés au centre du triangle, qui sont de toute façon nuls sur le bord et vérifient donc
la condition (2.37) et aussi ceux associés au milieu d’une arête. Pour une arête du bord notée
� , de sommets � � et � � et de milieu � , il n’y a bien sûr aucune ambiguı̈té pour définir la
normale extérieure � � et la tangente � � . On choisit alors, comme ci dessus, les degrés de
liberté suivant, plutôt que la base canonique tensorielle :

	 � 	 � 
 � � 
�
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � � 
 � � � � (2.44)

et on rayera la fonction de base associée au degré de liberté 	 � 	 � 
 � � 
 � � � . De même que
pour le cas d’un sommet, la condition 	 � � � 
 � � � ne sera vrai qu’au point � et pas tout le
long de l’arête.
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2.4 Approximation de l’espace � �� ��� � �
La triangulation � � définit de fait un maillage du contour � � que l’on note � � . Ses arêtes sont
notées " . On définit alors les espaces d’approximation de Lagrange d’ordre k :

���
� � 1 �

� � � 
 	���� 
�� 	 � � 
 � � � � � 	 " 
 � � " � � � 2 (2.45)

Ordre 1 Ordre 2

FIG. 2.6: Eléments fini de Lagrange d’ordre 1 et 2 sur un segment

Les degrés de liberté des éléments fini de Lagrange d’ordre 1 et 2 sont représentés schémati-
quement sur la figure (2.6). Soit pour l’ordre 1 :� �� � � � 	 � � 
 � � 	 � � 
 � � � � � 	 " 
 	 � (2.46)

et pour l’ordre 2 : � �� � � � 	 � � 
 � � 	 � � 
 � � 	 � 
 � � � � � 	 " 
 	 � (2.47)

où on a noté � � et � � les sommets de l’arête " , et � son milieu. Pour obtenir la condensation
de masse dans � �� , nous utiliserons donc la formule des trapèzes à savoir :

�
� � �

� 	 " 
+ 	 � 	 � � 
 	 � 	 � + 
�
 � (2.48)

où � 	 " 
 désigne la longueur de l’arête " .
Enfin, pour obtenir la condensation de masse dans � �� , nous utiliserons la formule de Simp-
son, soit :

�
� � �

� 	 " 
 � �� 	 � 	 � � 
 	 � 	 � + 
�
 	 +
	
� 	 � 
 � � (2.49)

Pour plus de précisions sur la condensation de masse dans les espaces d’approximation de
Lagrange en une dimension d’espace, on pourra consulter [62] et l’annexe C.

2.5 Approximation de l’espace � ���	��

� � �

Rappelons que ����� est la divergence appliquée à des tenseurs d’ordre 2. � � � � est un vec-
teur de dimension 2 dont les composantes sont données par la divergence de chacun des
vecteurs lignes du tenseur � . Par conséquent, l’espace � 	������ ����
 est isomorphe à l’espace	 � 	�
���� ����
�


� . Il nous suffit donc d’approcher l’espace � 	�
���� ����
 , et nous obtiendrons une ap-
proximation de � 	������ ����
 par produit tensoriel.
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L’approximation conforme de � 	�
���� ����
 par des éléments finis conformes repose sur le lemme
très classique suivant :

Lemme 2.1 Soit � un ouvert de � � de frontière régulière. On se donne une partition de � en deux
ouverts :

� � � � � �
� � (2.50)

On note � � � � � � � � � la frontière commune à � � et � � , et � la normale extérieure à � � le long de
� . On considère � � � � � un champ de vecteur défini sur � . On note � � ���

� ��� pour � � � � � + 	 .
Alors � � � 	�
���� � � 
 si et seulement si :

1. � � � � 	�
���� � � � 
 pour ��� � � � + 	 ,

2. � � � � ��� � � � sur � .

Ainsi, pour réaliser une approximation conforme de � 	�
���� ����
 , il faut s’assurer de la conti-
nuité des composantes normales le long de chaque arête de la triangulation � � .
Considérant un espace d’approximation de � 	�
���� ����
 , que nous noterons � �

� , de base 	
� � 
 ,

notre problématique est de réussir à réduire la matrice de masse suivante :

	�� � 
 � � � �
� � � ��� � � (2.51)

à une diagonale. Introduisons tout d’abord quelques notations supplémentaires concernant
le triangle :

� �
�
�

� �

�

�
� �

�
�

�

�

� �

�
�

�

�

�
�

�
�

FIG. 2.7: Notations sur le triangle — 2

Notation 2.4 On considère un triangle � de sommets � � � � �
� � � , d’arêtes � � � � �

� � � , dont les milieux
sont notés � � � � �

� � � . On note en outre � � la normale intérieure à � le long de l’arête � � , et � � sa
tangente, telle que 	�� � � � � 
 soit orthonormé direct, de sorte que � � oriente le triangle dans le sens direct
(voir la figure (2.7)).
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On peut exprimer � � et � � à l’aide des coordonnées barycentriques � � . En effet, puisque 	 � � 
 � � � � � ,
on en déduit que 	�� � � 
 � � � est colinéaire à � � . En se méfiant bien de l’orientation, on en déduite :

� � � � � � � � � � � � � (2.52)

On note
�
%�� � � � � ��� � � � �

la rotation d’angle �
�

du gradient. On a finalement :

� � � � �
� � � � � � � � � et � � � � �

� � � � � �
%�� � � � (2.53)

Enfin, sachant que � � � est une constante, on calcule aisément :
� � � � � � � � � (2.54)

où � � est la hauteur issue de � � . Mais il est bien connu que+ � �
� � 	�� 
 � � � � 	 � � 
 �

où � 	 � � 
 désigne la longueur de l’arête � � . On peut de ce fait calculer � � et de � � très simplement à
l’aide des seules coordonnées des 3 sommets de � .

2.5.1 Echec de la condensation de masse avec les éléments de Raviart-Thomas

L’approximation la plus usuelle de l’espace � 	�
���� ����
 est certainement fournie par les élé-
ments introduits par Raviart et Thomas ([53, 61] ), définis ici sur le maillage triangulaire � � .
Cet espace est défini par :

� �
� �

�
�
� � 	�
���� ����
�� ��� � � � � � � � � � � 	�� 
 	 (2.55)

où � � 	�� 
 désigne l’espace de polynômes définis sur le triangle � par :

� � 	�� 
 �
�
� �

� � ��
� ��

� 	 � �
� �


� � � � � � � � � � �

�
� 	 � 
 	�� 
�
 � � � � �



�

(2.56)

On vérifie que la composante normale de tout champ � appartenant à � � 	�� 
 est constante le
long de chaque arête de � , ce qui permet de contrôler la continuité de cette composante qui
assurera que l’espace � �

� est bien un sous espace de � 	�
���� ����
 . Les degrés de liberté de cet
espace d’éléments finis sont donc les valeurs de la composante normale du champ � le long
de chaque arête de la triangulation. Ils sont représentés symboliquement sur la figure (2.8).
Ainsi, on peut écrire : � � � 1

� 	 � � 
 � � � � � � � � 	
2 (2.57)
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FIG. 2.8: Eléments fini de Raviart Thomas triangulaire d’ordre 1

Le triplet 	�� � � � 	�� 
 � � � 
 est donc un élément fini � 	�
���� ����
 conforme, dont la base cano-
nique locale est donnée par (voir par exemple [51] :


 � 	 � � 
 
 � � 	 � � 
+ � �
� � 	�� 
 � � � � (2.58)

où � désigne le point de � de coordonnées 	 � � 
 
 .

Remarque 2.1 Notons que le long de des arêtes auxquelles appartient le sommet � � , la fonction de
base 
 � est purement tangentielle, mais elle n’est pas nulle, soit :


 � 	 � � 
 � � � �� ����� �� � � (2.59)

On ne contrôle pas la composante tangentielle des champs de � �
� , et c’est égal, puisque justement celle

ci a le droit d’être discontinue. Mais on verra que c’est ce qui met en échec la condensation de masse.

Remarque 2.2 Il semble plus naturel de choisir comme degrés de liberté les quantités :� � � � �
� � � � � � ��� � � � 	 � � � � � 	�� 
 	 � (2.60)

En effet, la trace d’un élément de � 	�
���� � � 
 étant dans l’espace � � �� 	 � � 
 , ses valeurs ponctuelles
n’ont en toute généralité pas de sens. Ce choix de degrés de liberté ne conduit donc pas à une définition
naturelle de l’opérateur d’interpolation. En l’occurence, comme la composante normale est constante
le long de chaque arête, la base duale associée à ces ddl est proportionnelle à celle donnée en (2.58)
Ce choix est dû a la problématique de la condensation de masse, qui nécessite de choisir les degrés de
liberté aux points de quadrature de la formule d’intégration approchée.

Les degrés de liberté de cet élément fini étant situés au milieu des arêtes du triangle � , la
formule de quadrature naturellement candidate pour la condensation de masse, � � exacte,
est alors : �

� �
	 � 
 � � �

� �
� � 	�� 

	

	 � 	 � � 
 	 � 	 � �

 	 � 	 � �


�
 � (2.61)
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Malheureusement, ce choix ne conduit pas à une matrice de masse approchée diagonale. On
calcule en effet :

�
� 
 � � 
 � �

� �
� � 	�� 

	

� 
� ! � 	 
 � 	 � � 
 � � � 
�	 
 � 	 � ��
 � � � 
 	 � � � � 	�� 


	
� 
� ! � 	 
 � 	 � ��
 � � � 
�	 
 � 	 � ��
 � � � 
 �

(2.62)

Le problème est qu’on ne contrôle pas les composantes tangentielles des fonctions de base

 � , ainsi qu’il est précisé dans la remarque (2.1). Par conséquent, si le premier terme de (2.62)
est bien proportionnel à � � � , le second terme, lui, n’a aucune raison de l’être. On peut donc
décomposer la matrice � � sous la forme :

� � � �
�
�
	 �

�
�
� (2.63)

dans laquelle �
�
� est bien diagonale, mais �

�
� ne l’est malheureusement pas.

La condensation de masse pour les éléments de Raviart-Thomas de plus bas degré est donc
un échec.

2.5.2 Un nouvel espace d’approximation � ��� � � � ���
conforme du premier ordre

2.5.2.a Construction d’un nouvel élément fini du premier ordre

Pour contourner ce problème, on va construire un nouvel élément fini dans lequel on contrôle
non seulement les composantes normales, mais également les composantes tangentielles des
fonctions de base le long de chaque arête de la triangulation. Il s’agit donc d’enrichir l’es-
pace � � 	�� 
 . Comme nous cherchons à approcher � 	�
���� ����
 , on autorisera à la composante
tangentielle à être discontinu le long de chaque arête, si bien que notre nouvel espace d’élé-
ment fini possédera 3 degrés de liberté par arête, un pour la composante normale, continue,
et deux pour les composantes tangentielles, discontinues.

FIG. 2.9: Nouvel élément fini � 	�
�� � ����
 conforme d’ordre 1

On choisit donc les degrés de liberté suivants, représentés schématiquement sur la figure
(2.9) :


� � � 1
� 	 � � 
 � � � � � 	 � � 
 � � � � � � � � 	

2 � (2.64)
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Il nous faut maintenant construire les 6 fonctions de base associées à ces 6 degrés de liberté.
On veut donc :

1. que l’espace

� � 	�� 
 engendré par cette base soit


� � -unisolvant.

2. que l’élément fini obtenu soit � 	�
���� ����
 conforme.

Notons :
� � � �

�
� �
�
� les 3 fonctions de base associées à un ddl composante normale,

� � � �
�
� �
�
� les 3 fonctions de base associées à un ddl composante tangentielle.

Pour assurer la condition � � ci dessus, on écrit donc :�� � � 	 � � 
 � � � � � � � � � � 	 � � 
 � � � � ���
� � 	 � � 
 � � � � ��� � � 	 � � 
 � � � � � � � � (2.65)

tandis que la condition + � impose pour chaque fonction de base � que la composante nor-
male le long de chaque arête 	 � � � � 
 � � � ne dépende que de sa valeur en son milieu � � , pour
assurer justement la continuité de la composante normale. Cela implique :�� 	 � � � � � 
 � ��� � � � �

	 � � � � � 
 � ��� � � � (2.66)

Notation 2.5 Dans tout ce qui suit, l’indice � sera choisi modulo 3 dans l’ensemble � � � + � 	 	 � de sorte
que les sommets du triangle � seront notés � � � � � � � � � � � � � en partant du sommet � � . De même pour
toutes notations introduites dans les notes (2.3) et (2.4)

Commençons par déterminer les trois fonctions 	 � � 
 . D’après la condition (2.66), on sait que
ces champs doivent être purement tangentiels le long de chaque arête. En outre, pour assurer
la nullité de � � aux points � � � � et � � � � imposée par (2.65), on choisit carrément � � nulle le
long des arêtes � � � � et � � � � . On en déduit que � � est nécessairement de la forme :

� � � � � � � � � � � � � � � � (2.67)

où � � est un coefficient de normalisation qu’il nous reste à déterminer de manière à ce que la
troisième condition d’unisolvance � � 	 � � 
 � � � � � soit vérifiée. Comme on a :

� � � � 	 � � 
 � � � � � 	 � � 
 � �+ � (2.68)

on en déduit, compte tenu de (2.53) :

� � � � �
� � � � � � � � � � � � � �

%�� � � � (2.69)
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Pour déterminer les trois fonctions 	 � � 
 , rappelons que les trois fonctions de base de � � 	�� 
 ,
données en (2.58), vérifient :

	 
 � � � � 
 � ��� � � � � � (2.70)

La seule de toutes les relations (2.65, 2.66) qui n’est pas vérifiée par les 	 
 � 
 est donc :

� � 	 � � 
 � � � � � � (2.71)

Pour l’obtenir , on dualise la famille :
� 
 � � 


�
� 
 �

� � � � �
�
� �
� 	 (2.72)

selon un procédé de type orthonormalisation de Schmidt. On pose donc :

� � � 
 � 	 � 
� ! � � � � � � � (2.73)

et on détermine � � � de manière à ce que (2.71) soit vérifiée, ce qui conduit à :

� � � 
 � � � 
��! � 	 
 � 	 � � 
 � � � 
 � � � (2.74)

On pose alors :


� � 	�� 
 � Vect � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 (2.75)

Remarque 2.3 Notons que l’on a, vue la définition des fonctions de base 	 � � 
 (2.74) :

� � 	�� 
 � � � 	�� 
 � Vect � � � � � � � � � 	 � (2.76)

On a donc bien enrichi l’élément fini de Raviart-Thomas � � 	�� 
 .

Puisqu’il a été construit pour cela, on peut maintenant sans surprise énoncer le :

Théorème 2.1 1.

� � 	�� 
 est


� � unisolvant, où

� � est la famille de degrés de liberté définie en

(2.64).

2.

� � 	�� 
 est � 	�
���� ����
 conforme.

Montrons tout d’abord le résultat très général d’algèbre linéaire suivant :
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Lemme 2.2 Soit � un espace vectoriel de dimension quelconque. Soient 	�� � 
 �	� � � � une famille de
� éléments de � , � ��� et 	�� � 
 �	� � � � une famille de � formes linéaires sur E. On suppose que :

��� � � ��� � � � � � ��� � � � � � � � � (2.77)

Alors la famille 	�� � 
 �	� � � � est 	�� � 
 -unisolvante.	�� � 
 et 	�� � 
 sont donc duales l’une de l’autre.

� PREUVE DU LEMME (2.2) : On note �
S

Vect � ��� ��� ��� ���	� . Posons alors :


 (�� � � ��

� �� 
�� � � � � � ��� � � 
 (2.78)


 est clairement linéaire. En outre, notant

�
S 
� ��� � ��� ��� �

on vérifie grâce à (2.77) que : 
 
 � � S ����� � 
 � � S
���

S �=� � � -
Donc 
 est injective, et le théorème du rang permet de conclure qu’elle est bijective, soit
l’unisolvance recherchée. /
� PREUVE DU THÉORÈME (2.1) : Le point

� -
est une conséquence immédiate du lemme

précédent, en prenant par exemple �
S ! 9 
�� �

.
Le point � - quand à lui est une conséquence des relations (2.66) vérifiées par les fonctions
�� � � � � � et du lemme (2.1), puisqu’on contrôle la dérivée normale de tout champ de �� � 
�� �
le long des arêtes de

�
grâce aux ddl � � . /

2.5.2.b Nouvel espace d’approximation de � 	�
���� ����
 d’ordre 1

On définit alors le sous espace de � 	�
���� ����
 suivant :


� �
� �

�
�
� � 	�
���� ����
�� ��� � � � � � � � � 
� � 	�� 
 	 (2.79)

On construit une base de cet espace à partir de la base locale définie sur tout triangle selon
le procédé classique des éléments finis. Pour toute arête intérieure � de � � , on se donne une
normale à cette arête � , qui permet de définir de manière univoque le triangle gauche � � et
le triangle droit � � auxquelles elle appartient, ainsi qu’une tangente � , comme présenté sur
la figure (2.10).
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���

� ��

FIG. 2.10: Les deux triangles associés à une arête intérieure


� �
� admet donc deux types de fonctions de base associées aux arêtes intérieures � du maillage

� � : celles de type “normal”, notées � � , et celles de type “tangentiel”, notées � � � et �
�
� . Elles sont

définies comme suit :

���� ��� supp � � � � � � � � �
	 � � 
 � � � � � � 	�� � 
 � si � est l’arête � de � �
	 � � 
 � � � � � � � 	�� � 
 � si � est l’arête � de � ��
supp � � � � � � �
	 � � � 
 � � � 	�� � 
 � si � est l’arête � de � ��
supp �

�
� � � � �

	 � �� 
 � � � � � � � 	�� � 
 � si � est l’arête � de � �

(2.80)

Notons que par construction des fonctions de base locales � � 	�� � 
 et � � 	�� � 
 , on a bien conti-
nuité de la composante normale de � � le long de � . En outre, comme 	 � � � � �� est nulle le long
de toute autre arête de � � ou � �

� , on a bien, � � � 
� �
� � C’est ici qu’intervient le fait que nous

avons construit un élément � 	�
���� ����
 conforme.
De même, on vérifie bien que � � � � �

�
� � 
� �

�

On définit de manière analogue les deux fonctions de base � ��� et � ��� associées à une arête
du bord, qui n’appartient du coup qu’à un seul triangle � � � . On choisit judicieusement de
prendre la normale qui est extérieure à � . Alors :� �	� � � � � � � � ���

� � � � � � 	�� � � 
 � si � � est l’arête � de � � ��
supp � � � � � � � �
� � � � � � 	�� � � 
 � si � � est l’arête � de � � �

(2.81)

Remarque 2.4 A chaque arête intérieure � de � � , de milieu � � , nous avons donc trois degrés de
liberté définis pour tout � de l’espace


� �
� :

� la composante normale de � en � � , à savoir � 	 � � 
 � � ,
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� les deux composante tangentielles de � en � � , à savoir � � � � 	 � � 
 � � et � � � �
	 � � 
 � � .

Pour une arête du bord, il n’y en a plus que deux, puisqu’il n’y a plus qu’une seule composante
tangentielle. Une représentation schématique de l’espace


� �
� est proposée sur la figure (2.11).

FIG. 2.11: Représentation schématique de l’espace

� �
�

Remarque 2.5 Par construction, si � est l’une des fonctions de base associée à l’arête � , alors on
vérifie que, grâce aux relations de dualité (2.65) que :

�
	 � ��� 
 � ��� pour toute arête � 	 �� � � (2.82)

On introduit :

��� � , l’ensemble des arêtes intérieures de � � , de cardinal � � ,
��� � , l’ensemble des arêtes du bord de � � , de cardinal � � .

On a alors :

� �  
� � 	�� � � 	 � 	 � � � 
 � � 
 � � � 	 	

�
� � � 	 � � � 
 � � 
 � � � � 	 	

�
� � �

	 � � � 
 � � 
 �
�
� ��� 	

 
��� 	�� � � 	 � 	 � � � 
 � � 
 � ��� 	 	

�
	 � � � 
 � � 
 � ��� � � (2.83)

On en déduit, à l’aide du lemme (2.2), le théorème suivant :
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Théorème 2.2 La famille :
� �� �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 (2.84)

est une base

� �
� . La dimension de l’espace


� �
� est donc :


���� 
� �
� � 	 � � 	 + ��� � (2.85)

Remarque 2.6 L’un des inconvénients de cet espace est que sa dimension est nettement supérieure
à celle de l’espace dont il est issu, � �

� . On a en effet :

���� � �

� � � � 	 ��� � (2.86)

2.5.2.c Condensation de masse

Rappelons que la formule de quadrature naturellement candidate pour obtenir la condensa-
tion de masse est :

�
� �

	 � 
 � � �
� �

� � 	�� 

	

	 � 	 � � 
 	 � 	 � �

 	 � 	 � �


�
 � (2.87)

On introduit la forme bilinéaire symétrique � � définie sur

� �
� par :

� � 	�� � � 
 �  
� 	 � �

�
�
� ��� � (2.88)

Alors, si � � et � � désignent deux fonctions de la base de � �� �� , on calcule :

	�� � 
 � � � � � 	�� � � 
 �  
� 	�� �

� � �
� � 	�� 

	

� 
� ! � 	 � � 	 � � 
 � � � 
�	 � � 	 � ��
 � � � 
 	

� �
� � 	�� 

	

� 
� ! � 	 � � 	 � ��
 � � � 
�	 � � 	 � ��
 � � � 
�� � (2.89)

On vérifie donc, puisqu’on contrôle cette fois ci et les composantes normales et les compo-
santes tangentielles des fonctions de bases, que la base de


� �
� introduite ci dessus est �

�

orthogonale.
Ainsi, la matrice de masse � � définie en (2.51) est donc bien approchée par une matrice
diagonale.
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2.5.2.d Construction d’une approximation d’ordre 1 de � 	������ ����
 et quasi condensation
de masse

Pour approcher l’espace � 	������ ����
 , on utilise donc l’approximation suivante, obtenue par
produit tensoriel :

� � � � � �
� �

� 
� �
� � � (2.90)

Notation 2.6 Pour un champ de vecteur � , on note, (l’indice 
 indiquant up et l’indice � indiquant
low ) :

�
� le tenseur

�
� � � �
� �

�
�

�
le tenseur

� � �

� � � �
� (2.91)

Théorème 2.3 La base canonique de � ��� �� est donnée par :

��� � � � 	 �
�
� � � � � � �

� �� � � �
� � �� � � �

�
� �
� � � � �� � � �

� � �
� �
� � � � � � 	 � � � � ��� � � � ��� � � ���� � � ���� � � � � � � � � � � � � 	

(2.92)

Ainsi, il y a 6 degrés de liberté par arête intérieure et 4 degrés de liberté par arête du bord.
La dimension de cet espace est par conséquent :


���� � � � �
� � � � � 	 � ��� �

Par construction même, si � ��� �� est l’une des fonctions de base de � � � �� associée à l’arête � ,
alors on vérifie aisément, grâce à la remarque (2.5) que :� � � �

�
	 � � � 
 � ��� pour toute arête � 	 �� � � (2.93)

On en déduit que si � ��� �� et � � � �� désignent deux fonctions de base associées à deux arêtes
distinctes � � et � � � alors :

	 � ��� ��

 � � � �

�
� � � � �� � � � � �� �  

� 	�� �
�
�

� � � � �� � � ��� ��
�  
� 	 � �

� �
� � 	�� 

	

� 
� ! � � � � � �� 	 � � 
 � � � � �� 	 � � 
 � � � (2.94)
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Par conséquent, si on ordonne judicieusement la base ��� ��� � 	 de manière à ce que les degrés
de liberté associés à une même arête se suivent, ainsi qu’il est proposé ci dessus, alors la
matrice de masse � ��� �� obtenue par ce calcul approché est diagonale par bloc 6x6 ou 4x4,
suivant que l’arête associé au bloc est une arête intérieure ou une arête du bord. Elle n’est a
priori pas diagonale, car le tenseur � n’est lui même pas diagonal (voir la remarque (1.5)).

2.5.3 Un nouvel espace d’approximation � ��� � � � ���
conforme du second ordre

On suit à présent la même démarche qu’à la section précédente pour construire un élément
fini du second ordre.

2.5.3.a Echec de la condensation de masse avec les éléments de Raviart-Thomas d’ordre
2

L’espace d’éléments finis triangulaires � 	�
���� ����
 conforme de Raviart-Thomas du second
ordre est défini par :

� �� �
�
�
� � 	�
���� ����
�� ��� � � � � � � � � � � 	�� 
 	 (2.95)

où �
�
	�� 
 désigne l’espace de polynômes définis sur le triangle � par :

�
�
	�� 
 � 	 � � 	�� 
�
 � � � � �

�
� 

� � � � � 




�

�
(2.96)

On vérifie que la composante normale de tout champ � appartenant à � �
	�� 
 est dans � � 	 � 


le long de chaque arête � de � , ce qui permet de contrôler la continuité de cette composante
qui assurera que l’espace � �� est bien un sous espace de � 	�
�� � ����
 . Puisque 	 � � � 
 � � � � � 	 � 
 ,
il suffit de connaı̂tre sa valeur en deux points de chaque arête.
Pour obtenir la condensation de masse, il est nécessaire que les degrés de liberté soient asso-
ciés aux nœuds de quadrature de la formule d’intégration qu’on utilisera pour approcher la
matrice de masse. Précisons encore quelques notations pour ce nouveau triangle.

�

�
� �

�
�

� �

�

�

�

�
� �

�

�
�
�� � �

� � � � �

�

�
�
�

FIG. 2.12: Notations sur le triangle — 3
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Notation 2.7 Soit � un triangle de sommets � � � � �
� � � et d’arête � � � � �

� � � , de barycentre � . On
fixe un paramètre � � �������	� � � �� 	 et on définit sur chaque arête � � les deux points (cf. figure (2.12)) :

� � � � � � , barycentre de � 	 � � � � ����� � 
 �
	 � � � � � � 
 	
� � � � � � , barycentre de � 	 � � � � � � 
 �
	 � � � � ����� � 
 	 (2.97)

� est un paramètre que l’on déterminera ultérieurement de manière à obtenir une formule de quadra-
ture dont les nœuds sont situés en 	 � � � � � � 
 �	� � � ��� � 	�� � � � � � � ��� , qui soit exacte pour les polynômes de
degré le plus élevé possible.

Nous choisissons alors les degrés de liberté suivant, représentés schématiquement sur la
figure (2.13) : � � � 1

� 	 � � � � 
 � � � � � 	 � 
 � � � � � 	 � 
 � � � � � � � � 	
2 (2.98)

et on note la base canonique associée :
	 
 � � � � 
 � �

� 
 � � 
 �	� � � ��� ��	�� � � � � � � ���

FIG. 2.13: Degrés de liberté de l’élément de Raviart-Thomas d’ordre 2

Remarque 2.7 Les degrés de liberté de cet espace d’éléments finis sont usuellement donnés par :

� � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � 	 � (2.99)

mais, de la même manière qu’à l’ordre 1, ceux ci ne sont adaptés pas à la condensation de masse.

La formule de quadrature associée aux nœuds 	 � � � � � � 
 , exacte pour les polynômes de degré
le plus élevé possible est déterminée dans [23]. Elle est donnée par :

�
� � �

� �
� � 	�� 
 � � � �  

�	� � � ���	�� � � � � � � ���
� 	 � � � ��
 � 	 � � � 	 � 
 �

� � �
� �
� + � � � � �

�+ � et � �
� � � �

	 	+�+ �
(2.100)
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Cette formule de quadrature intègre exactement les polynômes de degré inférieure à 3.
On rencontre bien entendu le même problème qu’à l’ordre 1 pour la condensation de masse.
Celle ci échoue car on ne contrôle que les dérivées normales aux points de quadrature, ce
qui est insuffisant pour assurer que la base 	�	 
 � � � � 
 � �

� 
 � � 
 �	� � � ��� � 	�� � � � � � � ��� soit orthogonale
pour le produit scalaire � � approché à l’aide de cette formule d’intégration numérique.

2.5.3.b Construction d’un nouvel élément fini du second ordre

On construit donc un nouvel élément fini 	�� � 
�
�
	�� 
 � 
� � 
 , � 	�
���� ����
 conforme, en enrichis-

sant l’espace �
�
	�� 
 . Nous choisissons donc les degrés de liberté suivant, représentés sché-

matiquement sur la figure (2.14) :

� � � 1

� 	 � � � � 
 � � � � � 	 � � � � 
 � � � � � 	 � 
 � � � � � 	 � 
 � � � � � � � � 	
2 (2.101)

FIG. 2.14: Degrés de liberté du nouvel élément fini d’ordre 2

Notons :
	 � � � � 
 �	� � � ��� ��	�� � � � � � � ��� les 6 fonctions de base associées à un ddl composante normale,
	 � � � � 
 �	� � � ��� ��	�� � � � � � � ��� les 6 fonctions de base associées à un ddl composante tangentielle,
	 �
� � 
 � 	�� � � ��� les 2 fonctions de base associées au centre du triangle.

Ceux ci doivent vérifier, d’une part, pour que l’espace engendré soit

� � -unisolvant :�����

� � � � 	 � � � � 
 � � � � � � � � � ��� � � � � 	 � � � � 
 � � � � ��� � � � � 	 � 
 � ���
� � � � 	 � � � ��
 � � � � ��� � � � � 	 � � � ��
 � � � � � � � � � ��� � � � � 	 � 
 � ���
�
� � 	 � � � � 
 � ��� �

� � 	 � 
 � � � � � � 
 �
(2.102)

et d’autre part, pour obtenir un élément � 	�
���� ����
 conforme :�����
	 � � � � � � � 
 � ��� � � � 	 � � 
 �	 � � � � � � � 
 � � � � ���
	 �
� � � � � 
 � � � � � �

(2.103)
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Sans entrer dans les détails, suivant la même démarche que pour l’ordre 1, on en déduit que
les ddl de type � sont donnés par :

� � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (2.104)

où
� � � � est le polynôme de degré 1 définit par :

� � � � 	 � � � ��
 � � � � � � � 	 � � ���� 
 � ��� � � � � 	 � 
 � ��� (2.105)

où � � ���� désigne l’autre point de l’arête � � (on a donc � � ���� 	 � � � 	 � ��� 	 + 	 ).
Puis on construit les ddl de type � en “orthogonalisant” la base de � �

	�� 
 , soit :

�������

� � � � � 
 � � � � �
� � �
	 
 � � � 	 � � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � � 	 � � � � � 	 � ��� 	 + 	

�
� � � 
 � � �

�
� � �
	 
 � � 	 � � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � � � + 	 � (2.106)

2.5.3.c Nouvel espace d’approximation de � 	�
���� ����
 d’ordre 2

On pose alors :


�
�
	�� 
 � Vect

�
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � 	 ��� � � � 	 � ��� 	 + 	 � � � � � � + 	 	 (2.107)

et on a le :

Théorème 2.4 1.

�
�
	�� 
 est


� � unisolvant, où

� � est la famille de degrés de liberté définie en

(2.101).

2.

�
�
	�� 
 est � 	�
���� ����
 conforme.

On construit enfin le sous espace de � 	�
���� ����
 suivant :


� �� �
�
�
� � 	�
���� ����
 � ��� � � � � � � � � 
�

�
	�� 
 	 � (2.108)

pour lequel on définit trois types de fonctions de base :

� les fonctions de base associées à la composante normale en un nœud � � � � d’une arête
de la triangulation � � . Elles ont pour support les deux triangles auxquelle appartient
l’arête lorsqu’il s’agit d’une arête intérieure, et le seul triangle auquel appartient l’arête
lorsqu’il s’agit d’une arête du bord.

� les fonctions de base associées à la composante tangentielle en un nœud � � � � d’une
arête de la triangulation � � . Il y en a deux par arête intérieure et une seule par arête du
bord, et leur support est limité à un seul triangle.
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FIG. 2.15: Représentation schématique de l’espace � ��

� les fonctions de base associées au centre du triangle. Leur support est limité à un seul
triangle.

Et on note � �� �� la base canonique ainsi sommairement définie, schématiquement représen-
tée sur la figure (2.15) On montre encore que cette base est bien orthogonale pour l’approxi-
mation du produit scalaire obtenue à l’aide de la formule d’intégration numérique (2.100),
puisque l’on contrôle cette fois ci à la fois les composantes normales et tangentielles des élé-
ments d’arête de la base � �� �� . Ainsi, la matrice de masse � � définie en (2.51) est donc bien
approchée par une matrice diagonale.

2.5.3.d Construction d’une approximation d’ordre 2 de � 	������ ����
 et quasi condensation
de masse

Enfin, pour la construction d’une approximation de � 	�� � � ����
 du second ordre, on pose :
� ��� � � �� �

� 
� �� � � � (2.109)

Puis procédant toujours comme pour l’ordre 1, on montre que l’on obtient une matrice de
masse diagonale par bloc. Si le nœud associé au bloc est associé à une arête intérieure, ce
bloc sera 6x6; si ce nœud est associé à une arête du bord ou au centre du triangle, ce bloc sera
4x4.

2.5.4 Prise en compte des conditions aux limites essentielles

On s’intéresse pour finir à la manière de prendre en compte la condition aux limites essen-
tielle intervenant dans la définition de l’espace � � � � , donnée par :

	 � � 
 � � � � sur � ��� pour � � � ��� � � (2.110)
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On montre ici comment prendre en compte cette condition aux limites dans notre espace
d’approximation à l’ordre 1. La construction pour l’ordre 2 est similaire et ne pose pas de
difficulté particulière.
Par construction, les composantes normales et tangentielles d’un tenseur � � � � � �

� le long
d’une arête de la triangulation sont définies uniquement par leur valeur au milieu de l’arête.
La condition aux limites (2.110) est alors introduite dans notre espace d’approximation aussi
naturellement qu’elle l’est pour l’approximation de � �
 	���
 par des éléments finis de La-
grange : il suffit de “rayer” les degrés de liberté pour lesquels cette condition n’est pas véri-
fiée sur le bord. Pour cela, il nous faut tout d’abord réarranger les ddl associés à une arête
du bord.
On considère une arête du bord notée � � , � � 	 � � � � � 
 sa normale, et � � 	�� � ���

�

 sa tangente

et � son milieu. Les fonctions de base associées au point � ont toutes comme support le
triangle � auquel appartient l’arête, puisque celle ci n’appartient qu’à ce seul triangle. La
base canonique de � � � �� proposée en (2.92) est en fait mal adaptée pour la prise en compte
de la condition (2.110), puisqu’elle associée aux degrés de liberté suivant :

	 � 	 � 
 � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � 
 � � � � 	 � 	 � 
 � 
 � � � � (2.111)

Il vaut mieux choisir :
	 � 	 � 
 � 
 � � � 	 � 	 � 
 � 
 � � � 	 � 	 � 
 � 
 � � � 	 � 	 � 
 � 
 � � � (2.112)

On vérifie aisément que les fonctions de bases associées à ces nouveaux ddl sont données
respectivement par :

�
� �
� � �

� � � � �� � � �
� � �

� �
� � �

� � � � �
�
�
� �

� � �
� �
� � �

� � � � �� � � �
� � �

� �
� � �

� � � � �
�
�
� �
�

(2.113)

où �
�

désigne le vecteur ligne 	
� � � � � 
 .

Par construction, comme la composante normale le long de � est définie uniquement par sa
valeur au point � , on en déduit que :

	�	 � ���� � � 
 � � 
 � � � � � 	�	 � � �� � � 
 � � 
 � � � ��� 	�	 � � �� � � 
 � � 
 � � � ��� 	�	 � � �� � � 
 � � 
 � � � � � (2.114)

Il suffit donc de rayer toutes les fonctions de base du type �
� �
� � . On note :

� " � � les arêtes du bord libre,
� " ��� les arêtes du bord encastré,

Une base de notre espace d’approximation est alors donnée par :
��� � � � 	 � � � � � � � � � � �� � � � � � �� � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � � � 	

�
�
� � ��� � � � ��� � �

�
���
� � ���� � � � � � � � 	

�
� 	 � � �� � �
	 � � �� � �
	 � � �� � � � � � � � � � 	 (2.115)
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et on obtient ainsi une approximation conforme de l’espace :

� � � � � 1 � 	������ ����
�� 	 � � 
 � � � � sur � � 2 �
2.5.5 Construction par passage à l’élément de référence

2.5.5.a La transformation � 	�
���� ����
 conforme

De la même manière que l’on peut définir tout élément fini de Lagrange par passage à l’élé-
ment de référence à l’aide de la relation d’affine-équivalence définie en (1.2), il existe un
isomorphisme qui permet de ramener la définition d’un élément fini � 	�
���� ����
 conforme à
un élément de référence 	 �� � ���� � �� � 
 .
Rappelons que, �� désignant le triangle de référence usuel, et � un triangle non dégénéré,
de sommets � � � � � et � � , il existe une unique transformation affine du plan, inversible :

��� � �����

�
�
� � �

�
�� �� ' �� 	 � � � (2.116)

telle que :

� � 	 �� � 
 � � � ��� � � � � � + � 	 	 (2.117)

On note � 	�� � �
�

 l’ensemble des champs de vecteurs définis sur un triangle � . On définit

alors la transformation suivante :

Définition 2.1 Soit � la transformation définie sur � 	�� � �
�

 par :

� �

�����
� 	��� � �

�

 � � � 	�� � �

�



�� �� � �� � � �
� � � �

�
� �� � 	 � � 
 
 � ' � �� 	 � � �� 	 � 
�
 �

(2.118)

où ' � est la matrice jacobienne de la transformation affine � � définie ci dessus en (1.8).
Utilisant la convention d’écriture : � ����� 	 �� 
 , on a plus succinctement :

� �� 	 � 
 � � 	 � 
 � ' � �� 	 �� 
 � (2.119)

Cette transformation est usuellement appelée transformation � 	�
���� ����
 conforme, car elle conserve
cette remarquable propriété, ainsi que le précise la proposition suivante, démontrée par
exemple dans [61] :
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Théorème 2.5 Si 	 �� � �� � ���� � 
 désigne un élément fini � 	�
���� ����
 conforme défini sur le triangle
de référence, alors le triplet 	�� � � � � � � 
 défini par :

� � � � 	��� 
 �

� � � � 	 ���� 
 �� ��� �� � � � � �� �
(2.120)

est un élément fini � 	�
���� ����
 conforme.

L’intérêt de cette transformation du point de vue de l’implémentation numérique est qu’elle
permet de calculer aisément la base locale de tout élément fini à partir de la base locale de
l’élément fini de référence.

2.5.5.b Passage à l’élément de référence et condensation de masse

Le théorème précédent nous assure qu’un élément fini obtenu par cette transformation est
bien un élément � 	�
���� ����
 conforme. Mais il ne faut pas oublier que notre but était d’obtenir
la condensation de masse, et que celle ci repose sur un choix approprié des degrés de liberté
choisis. Il faut donc s’assurer que cette transformation bien utile pour la mise en œuvre
effective de la méthode, ne chamboulle pas toute notre construction. C’est l’objet des deux
petits lemmes suivants.
Commençons par modifier légèrement les notations utilisées jusqu’alors (un champ �� perd
son chapeau lorsqu’on lui applique � ; pour les distinguer les éléments de


� � 	�� 
 on leur
ajoute donc à ces derniers un 
 � ) :

�
� �
 � 	 la base de � � 	 �� 


�
��

 � 	 la base de � � 	�� 
 , définies par (2.58)

�
� 
 � 	 � � � �
 � 	

�
� �� � � �� � 	 la base de


� � 	 �� 

�
��
� � � 
� � 	 la base de


� � 	�� 
 , définies par (2.75)
�
� � � � � � 	 � � � �� � � �� � 	 �

Lemme 2.3 L’application � transporte

� � 	 �� 
 sur


� � 	�� 
 , ie. :

� 
� � 	 �� 
 � 
� � 	�� 
 � (2.121)
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� PREUVE : Rappelons que, d’après la remarque (2.3) :

�� � 
�� � S
Vect � �� � � �� � � � ��� ��� �

On sait que :
�� �

S � 
 �� � � �� � ��
�� �

S
	 �� � 
 � �� � 
 � ��

Or, on calcule aisément :
� � �� � ��

S
� � �

� � �� S � 
 � � �� 
 �� � � � �
on en déduit que :

� �� � 
�� � S
� � 
�� � S

�
	 &���
 
 � � � 
 �� � �� 
 � � � �� � 
�� �$�
� �� � 
�� � S

� � 
�� � S � 
 � � �� 
 �� � � �� � 
�� ��� (2.122)

et par conséquent le résultat, puisque la famille � � � � � � ��� ��� ��� � s’avère être proportion-
nelle à la famille � �� � � �� � ��� ��� ��� � /

Dans la preuve précédente, on a démontré qu’il y a une relation de proportionnalité entre
les fonctions de base associées à un ddl tangentiel obtenues par la transformation � et celles
construites localement à la section 2.5.2, soit entre 	 � �� � 
 et 	�
� � 
 . Ceci est tout simplement lié
au fait que la transformation � conserve les relations de parallélisme, et donc transforme les
champs tangents au bord sur �� en champs tangents au bord sur � .
Mais � ne conserve par l’orthogonalité. Par conséquent les champs normaux au bord sur�� ne sont pas nécessairement transformés en champs normaux au bord sur � . En toute
généralité, on n’a aucune relation de proportionnalité entre 	 � �� � 
 et 	 
� � 
 (notons que dans
la démonstration précédente on a justement choisi la base 	 �
 � � �� � 
 et non la base 	 �� � � �� � 
 de
� � 	��� 
 ).
Ainsi, la base de


� � 	�� 
 obtenue de

� � 	��� 
 par la transformation � n’est pas orthogonale

pour le produit scalaire approché utilisé pour obtenir la condensation de masse. Mais on a
heureusement la propriété suivante, qui nous assure que la matrice de masse est diagonale
par bloc 2x2 :

Lemme 2.4 Si �� est l’une des fonctions de base de

� � 	��� 
 associée à l’arête �� , alors � � � �� ,

associée à l’arête � vérifie :

�
	 � � � 
 � ��� pour toute arête � 	 �� � � (2.123)
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� PREUVE : C’est une simple conséquence de la remarque (2.5). En effet, le résultat est
vrai sur

��
, soit :

�� 
 �� ���� � S ���
pour toute arête �� ���

S
�� �

(2.124)

et il se transporte sur
�

par la transformation � . /
De la même manière, on vérifie cette construction par passage à l’élément de référence ne
perturbe pas le résultat de quasi condensation de masse présenté pour l’approximation de
� 	�� � � ����
 .
Il va de soi que ces résultats s’étendent naturellement à l’ordre 2.

2.5.5.c Passage à l’élément de référence et conditions aux limites

Il reste enfin à vérifier que le passage à l’élément de référence ne perturbe pas non plus
la construction de la base permettant de prendre en compte les conditions aux limites es-
sentielles sur le bord libre présentée à la section 2.5.4. En fait, c’est quasiment immédiat.
Rappelons que les fonctions de base choisies sur une arête du bord bord � � sont données
par :

�
� �
� � �

� � � � �� � � �
� � �

� �
� � �

� � � � �
�
�
� �

� � �
� �
� � �

� � � � �� � � �
� � �

� �
� � �

� � � � �
�
�
� �
�

(2.125)

où �
�

désigne le vecteur ligne 	
� � � � � 
 .

Une conséquence du lemme (2.3) est en particulier que pour tout champ �
� � 
� � 	��� 
 défini

sur � , sa composante normale le long de chaque arête � de � ne dépend que de sa valeur
au milieu de l’arête. On en déduit sans surprise que :

	�	 � ���� � � 
 � � 
 � � �� ��� 	�	 � � �� � � 
 � � 
 � � � ��� 	�	 � � �� � � 
 � � 
 � � � ��� 	�	 � � �� � � 
 � � 
 � � � � � (2.126)

Il suffit donc de rayer toutes les fonctions de base du type �
� �
� � .

2.6 A propos d’estimations d’erreurs concernant le problème semi-
discret

On présente dans cette section quelques résultats essentiels de la théorie des méthodes
mixtes, qui seront utiles à plusieurs reprises dans la suite de ce travail, ainsi que les es-
timations d’erreur obtenus par Ciarlet et Raviart pour l’approximation de la formulation
présentée mixte à la section 1.2.4

2.6.1 Le problème elliptique stationnaire

L’analyse de convergence pour un problème de propagation tel que l’équation de plaque
dynamique de Kirchhoff-Loverepose sur l’obtention d’estimations d’erreurs associée au pro-
blème stationnaire sous jacent (voir [63, 21]).
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On considère donc ici le problème elliptique suivant, correspondant au modèle de Kirchhoff-
Love stationnaire pour une plaque occupant le domaine � , encastrée sur son bord � :���� ��� Trouver 
 � � � �
 	���
 � tel que :


���� ����� ��� 	�� 
 � 
 � � � � dans � �


 � � � � 
 � � ��� sur � �
(2.127)

où � � � � � 	���
 .
Le théorème de Lax-Milgram permet de montrer, grâce à l’inégalité de Korn en dimension 2
(cf. (2.24)), que le problème (2.127) possède une unique solution 
 � . On a l’estimation a priori
suivante :

� � � ��� telle que
� 
 � � � � � � 
 � � � � � ��� � � � 
 � (2.128)

En outre, lorsque cette plaque est homogène isotrope et que la frontière � � � 
 est suffisam-
ment régulière, on a le résultat de régularité suivant (voir [49]) :

Lemme 2.5 (Régularité de l’équation de plaque homogène isotrope encastrée) On sup-
pose que � � � � 	���
 , pour � � � , que � est suffisamment régulière et � 
 � � . Alors :


 � � � �
 	���
 � � � � � 	���
 � (2.129)

2.6.2 Le problème mixte stationnaire

La formulation mixte présentée à la section 1.3 s’écrit à présent, dans le cas du problème
stationnaire (2.127) : ���� ��� Trouver 	 � � 
 � 
 � � ��� � tels que :

� 	 � � � � 
 	 � 	 � � � 
 � 
 � ��� � � � � ��� �
� 	 � � 
 �� 
 � � 	 � � � 
 �� 
 � � 
 �� �
� � (2.130)

où: � � � �
 	���
 (2.131)

et, suivant le cas :
� � 	 � � 	���
�
 � ou � � � 	������ ����
 � (2.132)

Les formes bilinéaires continues � et � sont définies par :

� 	 � � � � 
 � �
�

� � � � � � � � � � � � � �
� 	 � � 
 � 
 �

�
�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � 	���
 � (2.133)
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et où on a posé � � � � � .
L’approximation conforme de ce problème mixte s’écrit :����� ����

Trouver 	 � �
� 
 ��� 
 � � ��� � tels que :

� 	 � �
� � �

�

 	 � 	 � �

�
� 
 � � 
 � ��� � � �

�
� � � � �

� 	 �
�
� 
 �� � 
 � � 	 � � � 
 �� � 
 � � 
 �� � ��� � � (2.134)

où � � � � et � � � � sont les espaces de dimensions finis introduits aux sections 2.1 et 2.2.
Commençons tout d’abord par effectuer quelques rappels sur la théorie générale des mé-
thodes mixtes développée par I. Babuska et F. Brezzi ([6]).

2.6.3 Rappels sur la théorie des méthodes mixtes

On introduit les opérateurs linéaires continus " � � � � 	 , ' � � � � 	 et sa transposée' � � � � � 	 définis par :
� " � � � � ��� ��� � � � 	 � � � � 
 � � � � � � � � �
� ' � ��� � ��� � � � � � 	 � ��� � 
 � � � � � � � � � ��� �
� � � ' � � � ��� � � � � � 	 � ��� � 
 ��� � � � � � � � ��� � (2.135)

La théorie des mixtes repose en grande partie sur le théorème suivant, qui permet de géné-
raliser à la dimension infinie un résultat bien connu en dimension finie (voir [6]) :

Théorème 2.6 Les propositions suivantes sont équivalentes :
� L’image de ' , � � ' , est fermée dans � 	 ,
� L’image de ' � , � � ' � , est fermée dans � 	 ,
�
	�� � �

' 
�� � � � 	 � � 	 � � � � 	 � � � � � � � ����� � ��� � �
' 	 � � � ' � ,

�
	�� � �

' � 
�� � � 
 	� ��� 	 � � � 
 	� � 
 � � � � � � ��� � 
 � ��� � �
' 	 � � � ' ,

� Il existe � � � tel que :

� �
	� � 	 � ����
������ �	� �� 	�� � 	 � � 
 � 

� 
 � � � � � � � � � � (2.136)

� Il existe � � � tel que :

� ��	
� 	�� ����
���� �	� �� � 	 � � 	 � � 
 � 
� 
 � � � � � � � � � � (2.137)
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Remarque 2.8 Il est facile de voir que le multiplicateur de Lagrange du problème (2.130), 
 � , n’est
donnée qu’à un élément du noyau de � � �

' � prêt. Il s’avère que 
 � est justement l’inconnue de notre
problème d’origine, qui possède une unique solution. Il est naturel de vouloir qu’elle soit encore unique
dans le cas du problème (2.130), ce qui revient à supposer que � � �

' � � � � 	 , ou, de façon équivalente,
d’après le théorème (2.6), que ' est surjective.
Dans tout ce qui suit, on considérera que c’est le cas, au niveau continu comme au niveau discret,
pour alléger cette présentation. La condition inf-sup s’écrit alors :

Il existe � � � tel que : � �
	� � 	 � �	� �� 	�� � 	 � � 
 � 
� 
 � � � � � � � � � � (2.138)

On a alors résultat suivant, qui permet usuellement d’obtenir l’existence et l’unicité des pro-
blèmes (2.130) et (2.134) (voir [6] :

Théorème 2.7 On suppose que :

1. ' est surjective,

2. la forme bilinéaire � est coercive sur le noyau de ' , c’est à dire :
� � � ��� tel que � � � � � � 	 � � � 
 � � � � � � � � � ��� � �

' � (2.139)

Alors pour tout � � � 	 , le problème (2.130) possède une unique solution 	 � � 
 � 
 � � ��� �
Enfin, le théorème suivant permet d’obtenir des estimations d’erreurs pour le problème ap-
proché (2.134) :

Théorème 2.8 On suppose que les hypothèse du théorème (2.7) sont vérifiées. On suppose égale-
ment que les conditions suivantes sont vérifiées :

� La condition inf-sup discrète uniforme :

Il existe � 
 � � � �
	� � � 	 � � �	� �� �
	�� � � 	 �

�
� 
 ��� 


� 
 � � � � � � � �
� � �

� � 
 � (2.140)

� la condition de coercivité discrète uniforme :
� � 
 � ��� tel que � � �

� �
�
� � 	 � �

� �
�

 � � � � � � ��� �

�
��� � �

'
� � (2.141)

Alors il existe une constante � � � 	 � � � � � � � � � 
 � � 
 
 telle que :

� � � �
�
� � 	 � 
 � � 
 ��� � � � �

�
� �
	

� 

�
	�� � � � � � �

�
� � 	 � �
	� 
� � 	 � � � 
 � � 
 �� � � � � � (2.142)
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2.6.4 Défaut de coercivité de la formulation mixte de l’équation de plaque

Il s’avère que la formulation mixte (2.130) ne vérifie par les hypothèses du théorème (2.7).
Plus précisément on a le :

Proposition 2.1 Soient � et � les formes bilinéaires définies en (2.133). Alors :
� L’opérateur ' associé à � est surjectif,
� La forme bilinéaire � n’est pas coercive sur le noyau de ' .

� PREUVE DE LA PROPOSITION (2.1) :� Il est facile de voir que dans ce cas l’opérateur � est défini par :

� ( � R � � � � 

()�
� �� � & � � & � � - (2.143)� On choisit des tenseurs particuliers de la forme suivante :

�

S � � �� ��� � S ��� �
(2.144)

où � B � � 

()�
. Dans ce cas, on a : � & � �

S & � �
(2.145)

D’autre part, on vérifie immédiatement que :� � � � ��� - � Q � �	� S
� � � � � - � Q � (2.146)

� � � � � �	
�� 
 . Q �
S
� � � � � - � Q � � � & � � � ��� - � Q � � - � (2.147)

� � � � � � 6 � Q � �	� S
� � � � � - � Q � � � � & � � � ��� - � Q � � - � (2.148)

Dans les deux cas, on a : � � � � � � � � � � � 6�� Q � - (2.149)� Précisons tout d’abord que puisque le tenseur
�

est uniformément défini positif, on a :� �%� �=� � 
 � � � � � � � � � ��� - � Q �	� � (2.150)� Pour montrer le défaut de coercivité de � sur le noyau de � , exhibons un contre-exemple.
On se place, pour fixer les idées, dans le carré unité, c’est à dire qu’on choisit 2( S �U�=� �!�
3������+� �	-

2. Plus généralement, il suffit de supposer que que ����� , ce qu’on peut toujours faire, quitte à translater
l’ouvert � .
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On introduit alors la fonction � définie par :

� 
 � � S��
��� 
 
 � 
 ��� pour

� B (X�
(2.151)

Il est bien connu que : � �
S ���

(2.152)

et on montre sans difficulté que � B5D � 

()�
mais que � �B � � 

()�

:O!Q 
 � 
 � � O � � 9 . � � � 
 � 
 �
S O � �9 �	�

�
��� 
��F� � � ��

�

O!Q 
 & � 
 � � �
	 
 & � 
 � O � � 9 . � �

S �
	 O �9 �	� �� � � � � S

� - (2.153)

On choisit alors une suite

 � @ �

dans
� ��� (

qui converge vers 0, et on pose :

� @*
�� � S
� 
 � � � @ � -

(2.154)

et :

� @ S � � @ �� � @ � �
(2.155)

On vérifie cette fois ci que

� @ B � � 
I()��� � � �
puisqu’on a retiré la singularité qui est en 0. D’autre part, comme � @

est obtenue par une
translation de � , on a � � @ � � - � Q � S � � � � - � Q �
et � � @ S �#-
Par conséquent, � � @ � � - � Q � S � � � � - � Q �
et

� @ B�� 
 � � � � � -
Enfin, une simple application du théorème de Beppo-Levy donne :�

& %@���� � � @ � � 6�� Q �
S
� -

et donc, grâce à (2.149) que : �
& %@���� � � @ � � S

� -
On en déduit, compte tenu de (2.150), que :�

& %@���� � 
 � @*� � @=�� � @ � � S ���
(2.156)
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ce qui contredit la coercivité de � sur � 
 � � .� Pour montrer la surjectivité de � , on montre la condition inf-sup, ce qui est le plus
simple ici. Soit �=< B � �9 

()�

, alors, compte tenu de (2.147) et (2.148) on calcule, en choisissant
�

S ��< � :
� Q � & � � � & � <� � � � � �

� � & � < � � 6 � Q � � (2.157)

et par conséquent :

�����
� �

� � Q � & � � � & �=<� � � � � �
� � & �=< � � 6�� Q � � (2.158)

qui n’est autre que la condition inf-sup. /

Remarque 2.9 Une adaptation minime de cette preuve permet de montrer que la formulation propo-
sée par Ciarlet et Raviart pour l’équation biharmonique présentée à la section 1.2.4 présente la même
“pathologie”, à savoir qu’elle vérifie bien la condition inf-sup mais pas la condition de coercivité.

2.6.5 Estimations d’erreurs dans un cas simple

On peut néanmoins obtenir des estimations d’erreur pour l’approximation conforme du pro-
blème (2.130) en s’appuyant sur un résultat de régularité. En effet, Si on suppose que la so-
lution 
 � du problème d’origine (2.127) est dans � � 	���
 , et si l’on suppose en outre que �
est suffisamment régulière, alors le moment fléchissant � � ��� 	�� 
 � 
 est dans 	 � � 	���
�
 � et
donc également dans � 	�� � � ����
 , et on obtient ainsi directement une solution du problème
(2.130). On a ainsi le :

Lemme 2.6 Si la solution 
 � du problème (2.127) est dans � � 	���
 , alors le problème (2.130) possède
une et une seule solution.

� PREUVE : Comme on vient de le dire, grâce à l’hypothèse régularité de � < permet
d’obtenir un résultat d’existence.
D’autre part, on vérifie aisément que cette solution est unique en choisissant � �

S
� et� �< S �=< dans (2.130), lorsque le second membre � < est nul, puisqu’on obtient alors :O Q � � ( �

S ���
(2.159)

et donc �

S �
. On en déduit alors que �=< B � 
 � � � , et donc �=< S �

puisque le noyau de� � est réduit à 0 (conséquence de la la proposition (2.1) et du théorème (2.6) ). /
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Les estimations d’erreur que l’on présente ci dessous sont présentées succinctement par
Brezzi et Fortin dans [6, section II.2.5].
Il s’agit en fait d’une généralisation des estimations usuelles obtenues pour les méthodes
mixtes. Elles ont été introduites par Ciarlet et Raviart pour la résolution du problème bi-
harmonique (auquel correspond le problème de Kirchhoff-Love pour une plaque homogène
isotrope) :

���� ��� Trouver 
 � � � �
 	���
 � tel que :

� � 
 � � � � � dans � �


 � � � � 
 � � ��� sur � �
(2.160)

à l’aide de la formulation mixte suivante (voir 1.2.4) :

���� ���
�
� � � � 	 �

�
� � �

�

� � � � ����� � � � � � 	���
 �
�
�
� �

�

� � �� � � �
� � �

� �� � � � �� � � �
 	���
 �
(2.161)

Dans ce cas, on vérifie que � � � 
 � .
Ciarlet et Raviart obtiennent des estimations d’erreur dans le cas où l’espace � � 	���
 est ap-
proché par des éléments finis de Lagrange d’ordre supérieur ou égal à 2.
Pour “récupérer le défaut de coercivité” signalé ci dessus, ils utilisent une estimation in-
verse , valable dans le cas où le maillage est uniformément régulier (voir [15, Théorème
3.2.6]) :

Lemme 2.7 Si le maillage � � est uniformément régulier, c’est à dire si il existe � � � indépendant
de � tel que : � � �

� 	 � � � � � � � � �� 	�� � � � � (2.162)

alors on a l’inégalité inverse :

� " ��� � � ��� � � � � � � � � ��� 
 � " � � � � � � � � � 
 � (2.163)

où � � est l’espace d’éléments finis de Lagrange d’ordre k.

L’apparition d’un terme en � � � fait chuter d’un ordre de grandeur les estimations d’erreur,
ce qui explique qu’elle n’est valable que pour � � + . On a alors le résultat suivant (voir [14] :

135



Discrétisation spatiale de l’équation de plaque orthotrope de Kirchhoff-Love

Théorème 2.9 L’approximation conforme du problème (2.161) par éléments finis de Lagrange de
degré � � + conduit à un problème bien posé. L’unique solution 	 � � ��� � � 
 de ce problème vérifie
l’estimation d’erreur :

� � � � � � � � � � � � 

	 � � � � �

� � � � � 
 � � � � � � � (2.164)

Brezzi et Raviart [7] ont généralisé cette méthode à l’approximation des problèmes ellip-
tiques du 4ème ordre par une méthode mixte de ce type , valable également dans le cas où� � + .
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Chapitre 3

Analyse de dispersion numérique des
problèmes semi-discret

On effectue dans ce chapitre une analyse de dispersion numérique des quatre schémas semi-
discretisés en espace présentés au chapitre précédent ( � � � � �� ,



� �
� 

� �� , � � � 
� � et



� �
� 
�

� ).
Ce type d’étude s’effectue sur maillage régulier infini, ce qui permet d’exploiter le forma-
lisme de Fourier. Elles sont donc limités aux équations dans tout l’espace en milieu homo-
gène. Dans ce cas, les schémas obtenus par éléments finis peuvent être réinterprétés sous la
forme de schémas aux différences finies.
Le propos de cette étude est l’analyse de solutions particulières de type onde planes pro-
gressives harmoniques. Cette approche se justifie par le fait que toute solution peut s’écrire
comme une superposition d’ondes planes, grâce à la transformée de Fourier. La dispersion
numérique est une mesure de l’erreur commise par un schéma d’approximation sur la vi-
tesse de phase de solutions de type onde plane du problème continu.
On fait une présentation générale de cette méthode, dans le cas d’élément finis quelconques
(section 3.2). La relation de dispersion numérique discrète s’avère être un problème aux va-
leurs propres d’une matrice hermitienne à coefficients � � . La technique de condensation
de masse permet de calculer explicitement cette matrice. Un algorithme de calcul du déve-
loppement limité des valeurs propres de cette matrice au voisinage de 0 est proposé, ce qui
permet de donner l’ordre théorique des schémas obtenus (section 3.2.3). On complète cette
analyse en traçant et en commentant des courbes qui montrent comment varie cette disper-
sion numérique en fonction de la finesse du maillage et de l’angle de propagation (section
3.3).
L’intérêt de ce type d’étude est qu’elle donne un indicateur intéressant de la précision d’un
schéma qui permet d’une part de comparer divers schémas entre eux mais également de
déterminer les paramètres numériques pertinents (en l’occurence, la finesse du maillage par
rapport au contenu fréquentiel du signal escompté). Ajoutons également que ces résultats
conduisent à des estimations d’erreurs dans le cas particulier d’un milieu infini homogène
(présenté dans le cas de l’équation des ondes monodimensionnelle dans [62]).
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3.1 Relation de dispersion du problème continu

On considère donc le problème de Kirchhoff-Love orthotrope homogène sur � � , soit :

� �
�
� 
 �� �
�
	 
���� � � � � � 	�� 
 � 
 � ��� dans � � � (3.1)

Notation 3.1 Pour des raisons pratiques, nous écrirons le tenseur de rigidité sous la forme suivante :

� � � ���
��
�
�
�
�
��

� � � �
� �

� � � � � �
� �

� � � � �
�

� � � � � �

�
�
�
�
�
�
�
� � � ��� 
� � (3.2)

où les paramètres � � �
� � � � et � � � sont donc adimensionnés.

On cherche des solutions de type onde plane harmonique progressive de l’équation (3.1),
c’est à dire des solutions de la forme :


 	 � �	��
 � � � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � 
 (3.3)

où � � 	 � � � �
�

 est le vecteur d’onde et � est la pulsation. Dans ce qui suit, on repérera les

composantes de � en coordonnées polaires, soit, en notant
�

son angle de propagation et � � �
sa norme (cf. figure (3.1)) :




�

�

�

�

FIG. 3.1: Le vecteur d’onde �

� � 	 � � � #�% � 	 � 
 � � � � � � � 	 � 
�
 (3.4)

On vérifie aisément qu’une onde plane doit vérifier la relation de dispersion suivante pour
être solution de (3.1) :

� � � � � � � � ��� � �� � � #�% � � 	 � 
 	 � � � � � � � 	 � 
 	 + 	 � � � 	 � � �

 #�% � � 	 � 
 � � � � 	 � 
 � (3.5)
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La vitesse de phase d’une onde plane solution de l’équation de plaque de Kirchhoff-Love
orthotrope est donc :

� � � �
� � � � � � � �

� � ���� ��� � #�% � � 	 � 
 	 � � � � � � � 	 � 
 	 + 	 � � � 	 � � �

 #�% � � 	 � 
 � � � � 	 � 
 � (3.6)

Remarque 3.1 En particulier, si la plaque est isotrope, alors les coefficients de � vérifient :

� � � � � � �
	 � � � �

� �

et dans ce cas, la relation de dispersion devient :
� � � � ��� � �� � � � � � � (3.7)

et la vitesse de phase d’une telle onde est alors :

� � � � � � � � � ���� � (3.8)

3.2 Dispersion numérique du problème semi-discret

Rappelons que la formulation variationnelle mixte étudiée ici est, compte tenu du fait que
les conditions au bord sont reléguées à l’infini :������� ������

Trouver � � � � ��� � � � � et � � � ��� � � � � tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
����� � � � � �� � � � � �� � � �

�
� �

�
�

� � � � � 	 �
�
����� � � � � � � � ����� � � � � � �

(3.9)

où: � � � � 	 � � 

et, suivant le cas :

� � 	 � � 	 � � 
�
 � ou � � � 	������ � � � 
 �

3.2.1 Ecriture sur un maillage régulier de � �
On se donne un maillage régulier en triangles rectangles de � � , de pas � , représenté sur la
figure (3.2). On introduit alors les espaces d’approximation :� � � � et � � � � � (3.10)

On choisit l’un des quatre approximations spatiales suivante :

�
� � � � �� et � � � � �

� �
� , c’est à dire l’approximation � � � � �� ,
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FIG. 3.2: Maillage régulier de � �
�
� � � � �� et � � � � �

�
�� , c’est à dire l’approximation



� �
� 

� �� ,

�
� � � � �� et � � � � � � �

� �
� , c’est à dire l’approximation � � � 
� � ,

�
� � � � �� et � � � � � � �

�
�� , c’est à dire l’approximation



� �
� 
�

� ,

ou les espaces � �� , �
� � �
� et �

� � �
� ont été définis dans les sections 2.1 et 2.2.

La régularité du maillage confère une structure particulière à ces espaces d’approximation.
Pour décrire tous les degrés de liberté des espaces � � et � , on définit tout d’abord la cel-
lule unité associée à chaque sommet 	�� ����
 ��� � de ce maillage. A chaque cellule unité sont
associés un seul sommet (le sommet 	�� ��� 
 ), trois arêtes et deux triangles. comme présenté
sur la figure (3.3). On peut alors considérer que ce maillage est un réseau périodique infini
composé de cellules unité de ce type.

j+1

j
i i+1

FIG. 3.3: La cellule unité du maillage périodique de � �
A partir de cette cellule unité, on décrit les cellules élémentaires qui représentent l’ensemble
des ddl associées à une cellule unité pour un espace d’approximation donné. Ainsi, l’en-
semble des ddl de l’espace est obtenu également par translation de la cellule élémentaire.
Décrivons donc maintenant les cellules élémentaires des espaces introduits ci-dessus. Eh oui,
il y a donc une distinction subtile entre cellule unité et cellule élémentaire dans ce discours,
mais on l’oubliera rapidement.

� La cellule élémentaire pour � �� possède un seul ddl (figure (3.4)).
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3.2 Dispersion numérique du problème semi-discret

� La cellule élémentaire pour � �� possède 6 ddl (figure (3.5)).

� La cellule élémentaire pour � � � � �
� �

� possède 4 ddl (figure (3.6)).

� La cellule élémentaire pour � � � � �
� �

� possède 24 ddl (figure (3.7)).

� La cellule élémentaire pour � � � � � � �
� �

� possède 18 ddl (figure (3.8)).

� La cellule élémentaire pour � � � � � � �
� �

� possède donc 44 ddl (figure (3.9)).

�

FIG. 3.4: Cellule élémentaire pour � ��

	

�

�
+ �

�

FIG. 3.5: Cellule élémentaire pour � ��

�
FIG. 3.6: Cellule élémentaire pour �

� � �
�

�

�

�

�

	

�

FIG. 3.7: Cellule élémentaire pour �
� �
��

�

� �

FIG. 3.8: Cellule élémentaire pour �
� � � � �
�

�

�

��

�

	
+
�

FIG. 3.9: Cellule élémentaire pour �
��� � �

��
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Sur ces figures, pour décrire les ddl d’une approximation de � � , on a seulement numéroté les
blocs associés à un même nœud. Au sein de chacun de ces blocs, on utilise une numérotation
locale à chaque bloc qu’il n’est pas vraiment nécessaire de préciser ici.
On note � � le nombre de ddl d’une cellule élémentaire de l’espace � � et ��� le nombre de ddl
d’une cellule élémentaire de l’espace � � .
A chaque cellule unité de sommet 	�� ��� 
 � � � , on associe les vecteurs :

� � � � � � � ��� ��� et � � � � � � � ��� � � (3.11)

Les inconnues de notre problème sont maintenant les vecteurs blocs :

� � � 	 � � � � � � ��
 � � ��	�� et �
� � 	 � � � � � � ��
 � � � 		� (3.12)

Le problème semi-discret en espace peut alors se réécrire sous la forme matricielle suivante :

���� ���


�

�
�

� � �� � � 
� �� � � � �



� ��

� �
�� � 	 
� � � � � ��� (3.13)

où :
�



�

�
� est une matrice composée de blocs de taille � � x � � ,

�



� �� est une matrice composée de blocs de taille � � x � � ,

�


� � est une matrice composée de blocs de taille � � x � � ,
�


� �� est la matrice transposée de

� � .

Compte tenu de l’invariance de ce problème par translation, puisque le maillage est régu-
lier infini, les matrices



�

�
� ,



� �� et


� � commutent avec les translations. Pour � � 
 � � , la
translation � ��� est définie par :

� � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � � (3.14)
on a donc :

� ��� � 
� � � 
� � � � � � � � � � 
 � � � (3.15)

et de même pour


�

�
� et



� �� .

Cette propriété nous indique qu’en fait, les produits matriciels intervenant dans l’équation
(3.13) sont des produits de convolutions 1.On peut donc écrire :� 
� � � � � � � �  

� � � 		� � 
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  
� � � 		� � 
� � � � � � � � � � � � � � � � � � (3.16)

ainsi qu’une équation similaire pour


�

�
� et



� �� .

1. Rappelons en effet qu’une caractéristique des produits de convolutions est d’être des opérateurs linéaires
qui commutent avec les translations
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3.2.1.a Description des matrices du problème

Décrivons un peu plus précisément les matrices du problème (3.13).

� L’une des caractéristiques de la méthode des éléments finis est de définir des fonctions
de base dont les supports sont le plus petit possible de manière à ce que les matrices
obtenues soient le plus creuses possibles. On vérifie dans notre cas que puisque seules
des cellules voisines sont connectées :� 
� � � � � � � ��� si � � � � � ou � 
 � � � � (3.17)

On vérifie en outre que

� � ne dépend pas de � . On a donc en fait :� 
� � � � � � �

� 
� �
�
� � � � � � 
 � � � (3.18)

� Grâce à la technique de condensation de masse, les matrices


�

�
� et



� �� sont respecti-

vement diagonale et diagonale par bloc. Par conséquent :� 

�

�
� � � � � � � et

� 

� �� � � � � � � si 	 � � 
 
 �� 	 ��� � 
 � (3.19)

En outre, on vérifie que ces deux matrices sont proportionnelles à �
� ; on notera donc :� 


�
�
� � 
	
 � � � �



�

� � et
� 

� �� � 
	
 � � � �



� � � (3.20)

Pour finir, présentons ces matrices de masse pour les divers espaces présentées.
� Si � � � � �� � alors :

� 
�
� � � � � � � ����� (3.21)

� Si � � � � �� � alors :

� 
�
� � � � � � 
�� ��� 	 � � � � + � � � + � � � + � � ��� � ��� � 
 � (3.22)

où ��� ��� � ��� � sont les poids de la formule de quadrature utilisée pour obtenir la
condensation de masse donnée en (2.32) :

� � � �+ � � � � �
+
� �
� �+ � �

� Si � � � � �
� �

�
� alors :

� 
� � � �
�

� � � ���
� 
� ��� (3.23)

où

� � 	 
� � � est la matrice de souplesse adimensionnée, inverse de la matrice

de rigidité adimensionnée donnée en (3.2).
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� Si � � � � �
�
��
� alors :

� 
� � � �
�

� � � ���

�� ��� 	 � � � � 
� ��� + � � � 
� ��� + � � � 
� ��� + � � � 
� ����� � � 
� ����� � � 
� � 
 (3.24)

Enfin, pour présenter les matrices de masse


� � dans le cas où l’approximation choisie

est du type �
� � � � �
� , il nous faut tout d’abord préciser quelques notations. On note �

l’angle entre l’horizontale et une arête du maillage. On a donc (voir la figure 3.3) :

� � ��� pour une arête horizontale,

� � 	 �� � pour une arêt oblique,

� � 	 �+ � pour une arêt verticale.

Un bloc de la matrice


� � associé à une arête d’angle � est une matrice 6x6 que l’on

note : ��� . Un bloc associé au centre d’un des triangles est la matrice de souplesse

� �

Alors :

� Si � � � � ��� �
� �

�
� alors :

� 
� � � �
�

� � � ���

�� ��� 	 +

	
� � ���

�
��� +
	
� � ���� ���

+
	
� ��
 � 
 (3.25)

� Si � � � � ��� �
�
��
� alors :

� 
� � � �
�

� � � ���

�� ��� 	 + � � � � ���

�
��� + � � � � ���

�
��� � � � � ���� ���

� � � � ���� ��� + � � � ��
 ��� + � � � ��
 ����� � � 
� ����� � � 
� � 


(3.26)

où � � et � � sont les poids de la formule de quadrature utilisée pour obtenir la
condensation de masse donnée en (2.100) :

� � �
� �
� + � � � � �

�+ �
3.2.1.b Un exemple

Présentons maintenant un exemple qui sera peut être plus clair que de grands discours, dans
le cas de l’approximation � � � � �� . La structure régulière du maillage conduit à un schéma
aux différences finies.
On note � � � � la valeur de � � au sommet 	�� ��� 
 du maillage et 	 � �� � � 
 �	� � � � les 4 composantes
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du tenseur � � au sommet 	�� ��� 
 du maillage. La première équation de (3.13) s’écrit :

� � �
� � � � �� � � � 	 � � �� � � � � 	 + � �� � � � � �� � � � � 

	 �+ 	 � � �� � � � � 	 �

�� � � � � � � � �
�� � � � � 	 + � �� � � � �

�� � � � � 	 �
�� � � � � � � � �

�� � � � � 

	 �+ 	 � � �� � � � � 	 � �� � � � � � � � � �� � � � � 	 + � �� � � � � �� � � � � 	 � �� � � � � � � � � �� � � � � 

	 	 � � �� � � � � 	 + � �� � � � � �� � � � � 
 � �

(3.27)

et la seconde s’écrit :


�

� � � ���

��������
� �� � �
�

�� � �
� �� � �
� �� � �


�������� 	
��������

� � � � � � � 	 + � � � � � � � � � � �
� �
�
� � � � � � 	 �

�
� � � � � � � � � �

�
� � � � � � 	 � � � � � �

�
� � � � � � 	 �

�
� � � � � � � � � �

�
� � � � � �

� �
�
� � � � � � 	 �

�
� � � � � � � � � �

�
� � � � � � 	 � � � � � �

�
� � � � � ��	 �

�
� � � � � � � � � �

�
� � � � � �

� � � � � � � 	 + � � � � � � � � � � �


��������
(3.28)

On en déduit :

� 
� � � � � � � �
��������

�

� � � +
� � � +
�


�������� � � 
� � � � � � � � � �
��������
�

� � +
� � +
�


�������� � � 
� � � � � � � �
��������
� �
� � � +
� � � +
�


�������� � � 
� � � � � �
��������
+
�

�+


�������� �

� 
� � � � � � � �
��������
� �
� � � +
� � � +
�


�������� � � 
� � � � � � � � � �
��������
�

� � +
� � +
�


�������� � � 
� � � � � � � �
��������

�

� � � +
� � � +
� �


�������� �

(3.29)

Il n’est pas envisageable de présenter l’ensemble des ces calculs. La taille des matrices dans le
cas des 3 autres approximations est beaucoup trop grande pour que cela présente le moindre
intérêt de les coucher sur une feuille. L’ensemble de ces calculs a été effectué à l’aide de
Maple, un logiciel de calcul formel, sans lequel, il faut l’avouer, ils seraient difficilement
envisageables. Les matrices sont en fait simplement calculées par passage à l’élément de
référence, appliqué à un maillage minimal.

3.2.2 Relation de dispersion numérique

On recherche à présent des solutions de (3.13) de type ondes planes harmoniques progres-
sive harmonique discrètes du problème (3.13). On fixe le nombre d’ondes � et on cherche la
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pulsation � � pour une solution de (3.13) de la forme :
� � � � � � � � � 
 ����� 	�� � � � � � � � � � � �

� 

� 
 � � � 
 � � � (3.30)

� � � � � � � � � 
 ����� 	���� � � � � � � � � � �
� 


� 
 � � � 
 � � � (3.31)

Injectant (3.30, 3.31) dans (3.13), on obtient :��� �� � ��� � � � � � 

�

�
� 
 � �� �� 	 � 
 � 
 � �

� ��� � �
�

� � � ���


� � � 
 � �� � 	 � 
 � 
 � ��� (3.32)

où :

�� � 	 � 
 �  
� � � 		� � 
� � � � � � � � � � � � � � � � � � (3.33)

est la transformée de Fourier discrète de la matrice

� . Eliminant l’inconnue � 
 , on obtient

la relation de dispersion matricielle suivante :

� ��� � �� �
�
� � �� � 	 � 
 � 
 � � �� � 
 � (3.34)

où on a posé :

�� � 	 � 
 � �� �� 	 � 
 	 
� � 
 � � �� � 	 � 
 �
�� � 	 � 
 � 	 
� � 
 � � �� � 	 � 
 � (3.35)

�� �� 	 � 
 désigne la matrice adjointe de �� � 	 � 
 .
Remarque 3.2 Notons que �� � 	 � 
 est une matrice hermitienne pour le produit scalaire de �

���
défini

par :
	 ��� � 
 �� � � 	 
� � � � � 
 � � � 


�
� � � ��� ��� � ���

� � � (3.36)

La relation de dispersion (3.34) nous indique donc que �
�� est une valeur propre de la

matrice

� ��� � �� �
�
� � �� � 	 � 
 �

qui est de taille 1 à l’ordre 1 et de taille 6 à l’ordre 2. A l’ordre 2, on a donc a priori le choix
entre 6 valeurs propres. Il nous faut un moyen de déterminer à laquelle s’intéresser.
Lorsque � tend vers 0, tous les nœuds d’une cellule élémentaire tendent à se confondre
en un seul. Pour qu’une une solution de la forme (3.30) représente une approximation de
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la solution continue donnée (3.3), il faut donc que le vecteur � 
 propre associé à la valeur
propre � � tende vers le vecteur unité 	 � ��� ��� ��� ��� ��� 
 .
On appellera onde plane numérique physique (ou mode physique) la solution numérique
associée au vecteur propre qui converge vers le vecteur unité quand � tend vers 0. Les autres
modes sont appelés modes parasites, qui oscillent de plus en plus lorsque � tend vers 0
(puisque le vecteur propre associé converge vers un vecteur orthogonal au vecteur unité). En
toute rigueur, ces modes parasites doivent être d’amplitude négligeable. Ils convergent vers
0 lorsque � tend vers 0 sans entacher la précision du schéma (c’est à dire qu’ils convergent
au moins en � 	 � � 
 ou � est l’ordre du schéma).
Nous ne nous intéresserons ici qu’au seul mode physique. 2

Notons �
� 	 � 
 la valeur propre de �� � 	 � 
 associée au mode physique. Remarquons qu’en fait�� � 	 � 
 dépend uniquement de � � � � et de

�
, comme on peut le voir sur la définition de �� � 	 � 


donnée en (3.33). On introduit alors l’inverse du nombre de points par longueur d’onde :

� � �
� � �+ � � (3.37)

si bien qu’on peut écrire, compte tenu de la dépendance en � de la matrice �� � 	 � 
 et par
conséquent de la matrice �� � 	 � 
 (équations (3.33) et (3.35)) :

�� � 	 � 
 � �� 	�� � � 
 et �
� 	 � 
 � � 	�� � � 
 �

Alors, la relation de dispersion matriciel (3.34) conduit à :

� �� � � ��� � �� � � � � 	�� � � 
 � (3.38)

La vitesse de phase de l’onde numérique est donc :

� � �
� �
� � � � �

� � � � �
� � ���� � (3.39)

La dispersion numérique est alors définie par l’erreur commise par le schéma semi-discret
sur la vitesse de phase, soit :


 � 	�� � � 
 �
� �� � � � �

� �
�

	 + � � 
 �
� � 	�� � � 

� 	 � 


� (3.40)

où on a posé :

� 	 � 
 � � � #�% � � 	 � 
 	 � � � � � � � 	 � 
 	 + 	 � � � 	 � � �

 #�% � � 	 � 
 � � � � 	 � 
 � (3.41)

Pour obtenir une idée de l’ordre de convergence du schéma étudié, il faut effectuer un déve-
loppement limité de 
 � 	�� � � 
 lorsque � tend vers 0.

2. Tout en ayant vérifié que les modes parasites sont effectivement parasites, c’est à dire qu’il convergent vers
0. La présentation des résultats de dispersion étant suffisamment copieuse pour le seul mode physique, nous
n’avons pas jugé nécessaire de montrer les modes parasites...

147



Analyse de dispersion numérique des problèmes semi-discret

Dans le cas d’une approximation à l’ordre 1, �� 	�� � � 
 est un simple scalaire, qui se confond
avec � 	�� � � 
 . On est alors capable de calculer le développement limité de 
 � .
Par contre, dans le cas d’une approximation à l’ordre 2, �� 	�� � � 
 est une matrice carrée de
taille 6. Par conséquent, � 	�� � � 
 est la racine d’un polynôme de degré 6, et on ne peut espérer
en extirper son expression aisément. On obtient alors le développement limité de � 	�� � � 
 par
identification. Précisons cette méthode dans un cadre plus général.

3.2.3 Un algorithme de calcul du développement limité de la valeur propre d’une
matrice hermitienne

Soit � 	 � 
 � � � 	 � � 	 � � ��
�
 , où � � � � et � est un intervalle de � . Le produit scalaire dans� � sera noté 	 ��� � 
 pour ��� � ���
�

.

Hypothèse 3.1 On suppose que :
� � 	 � 
 est hermitienne pour tout � � � . Elle est donc diagonalisable dans une base orthonor-

male pour tout � .
� � 	 � 
 possède � valeurs propres distinctes (ce qui implique que � 	 � 
 possède � valeurs

propres distinctes dans un voisinage de � � � ). 3

Soit � 	 � 
 une valeur propre de � 	 � 
 et � 	 � 
 un vecteur propre normé associé. On peut
supposer, sans perte de généralité, que � 	 � 
 � � , quitte à changer � 	 � 
 en � 	 � 
 � � 	 � 
 � 	 � 
 .

� 	 � 
 et � 	 � 
 vérifient : � � 	 � 
 � 	 � 
 � � 	 � 
 � 	 � 

	 � 	 � 
 � � 	 � 
�
 � � � (3.42)

On effectue un développement limité à l’ordre � ��� � , de � � � et � au voisinage de 0 :�������� �������
� 	 � 
 �

��
� ! 
 � � � � 	 � 	 � � � � 
 �

� 	 � 
 �
��
� ! 
 � � � � 	 � 	 � � � � 
 �

� 	 � 
 �
��
� ! 
 � � � � 	 � 	 � � � � 
 �

(3.43)

Par hypothèse, les matrices hermitiennes 	 � � 
 
 � � � � sont connues et on cherche les valeurs
de 	 � � 
 
 � � � � et 	 � � 
 
 � � � � .
Par identification, les équations (3.42) conduisent à :

� � � � � ������� 	 � � � ! 
 � � � � � � �
� 
� ! 
 � � � � � � (3.44)
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et : ��� ��
�

� 
 � � � �

� � � � � ����� � 	 ��� ! 
 	 � ��� � � � � 
 � � � (3.45)

Pour � � � , comme � 
 � � 	 � 
 , on obtient :
� 
 � � et � 
 � 
 � ��� (3.46)

� 
 est donc un vecteur du noyau de � 
 de norme 1.
Avant de déterminer les valeurs de � � et � � pour � � � � rappelons quelques résultats d’al-
gèbre linéaire et profitons en pour préciser des notations.

Notation 3.2 Pour � � � � 	 � 
 , hermitienne, on a :
� � � � 	�� � � � 
 � (3.47)

Soit � ��� � � � 	�� � � � 
 � , alors l’équation :

� 
 � � (3.48)

possède une unique solution dans 	�� � � � 
 � que l’on notera


� � �
 � .

En pratique, pour calculer


� � �
 � , on résout le système linéaire � 
 � � qui fournit en toute généra-

lité une solution à un élément de � � � � près, et on projette sur 	�� � � � 
 � .
Enfin, pour tout � � �

�
on notera :

� ��� 
 	 �
�

l’unique décomposition de w sur la somme � � � � � 	�� � � � 
 �
La décomposition de � � pour tout � � � � ������� 	 sur la somme � � � � � 	�� � � � 
 � est notée :

� � � � � � 
 	 �
�� (3.49)

On raisonne maintenant par récurrence. Supposons que l’on connaı̂t 	 � ��� � ��� � �� 
 pour tout� � � , pour � � � donné. Alors, on réécrit l’équation (3.44) sous la forme : 
� ! � � � � 	 � � � � � � 
 � � � � 	 ��
 � � 	 	 � � � � � � 
 � 
 � � � (3.50)

comme ��
 � � ��� � � � 	�� � � ��
 
 � � on obtient, en multipliant scalairement par ��
 :

� � � 	 � 
 �
� � � 
� ! � 	 � � � � �	� 
 � � � � 	 � � � 
 
 � (3.51)
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Cette équation assure que :
� 
� ! � 	 � �	� � � � 
 � � � � � 	�� � �


 � � (3.52)

et on déduit alors de (3.50) que :

�
�� � 


� � �

� � 
� ! � 	 � � � � � � 
 � � � � � 	�� � �


 � � � (3.53)

Enfin, l’équation (3.45) s’écrit sous la forme :
� 
� ! � 	 � � � � � � ��
 	 + 	 � 
 � � � 
 � ��� (3.54)

soit encore :

� � � �
�+ � 
� ! � 	 � � � � � � � 
 � (3.55)

On connaı̂t donc 	 � � � � � � � �� 
 .
Finalement, on détermine le développement limité de � 	 � 
 et � 	 � 
 au voisinage de 0 en
exécutant l’algorithme suivant :

1. On détermine les matrice � � du développement limité de � 	 � 
 au voisinage de 0,

2. On détermine un élément du noyau de � 	 � 
 , qu’on normalise,

3. Pour chaque � � � , on détermine successivement � � � � � en fonctions des matrices	 � � 
 �	� � � � et de 	 � ��� � ��
 �	� � � � 
 déterminées au pas précédent, à l’aide des équations
(3.51), (3.53) et (3.55).

3.2.4 Développement limité de la dispersion numérique

On calcule donc les développements limités suivants, soit directement pour les schémas
d’ordre 1, soit à l’aide de l’algorithme ci dessus pour les schémas d’ordre 2. Il est bien en-
tendu plus abordable d’effectuer ce calcul pour une matrice de rigidité



� fixée. On peut alors

calculer les développements limités de la dispersion numérique jusqu’à l’ordre 2 inclus. On
les présente ici dans le cas où



� est tout simplement l’identité.

� Dispersion numérique du schéma � � � � �� , cas isotrope:

�� 
 �� � � 	�� � � 
 � � 	 	 + � � 

� � �� 	 � 
 	�� 	�� �




où : � �� 	 � 
 � ��#�% � 	 � 
 � � � � 	 � 
 	 �
� � � � � 	 � 
 	(#�% � 	 � 
 � � � � 	 � 
 � �

� � � � � 	 � 
 � �
� �
(3.56)
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� Dispersion numérique du schéma


� �
� 

� �� , cas isotrope :�������


 �� � �
	�� � � 
 � � 	 	 + � � 


� � �� � �
	 � 
 	 � 	�� � 


où : � �� � �
	 � 
 �

�
� � � � � � 	 � 
 #�% � � 	 � 
�� � �

� � � #�% � � 	 � 
 � �
� � �

#�% � � 	 � 
 � � � 	 � 

	 � �
� � � #�% � � 	 � 
 � �

� � #�% � 	 � 
 � � � 	 � 
 	 	� � � �
(3.57)

� Dispersion numérique du schéma � � � 
� � , cas isotrope :

� 
 �� � � 	�� � � 
 � � � � �� � � 	 � 
 	 � 	��
�



où : � � � �� 	 � 
 �
	 	 � + #�% � � 	 � 
�� � #�% � 	 � 
 � � � 	 � 
�� � + #�% � � 	 � 
 (3.58)

� Dispersion numérique du schéma


� �
� 
�

� , cas isotrope :

�������

 � � �� �

�
	�� � � 
 � � 	 	 + � � 


� � � � �� � �
	 � 
 	 � 	�� � 


où : � � � �� � �
	 � 
 �

� � � � � �
� � � � � � � � � 	 � 
 #�% � � 	 � 
�� + � �

	 + � #�% � � 	 � 
 � � � � � � �
� � � � � � #�% � � 	 � 
 � � � 	 � 


	 + � �
	 + � #�% � � 	 � 
�� � � � �

� ��+ � �
#�% � 	 � 
 � � � 	 � 
 	 � + 	 �

	 � � + �
(3.59)

On peut alors faire les remarques suivantes :

� Le schéma � � � 
� � est inconsistant, puisque les solutions ondes planes discrètes ne
convergent pas vers les solutions du problème continu (on s’est donc contenté de
présenter le développement limité 
 ��� �� � � à l’ordre 1). Ce résultat est un peu décevant,
puisque l’espace � 	������ ����
 est un espace plus naturel pour le moment fléchissant.
Dans toute la suite, nous ne nous intéressons donc plus à ce schéma.

� Les schémas


� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� approchent la vitesse de phase en � 	�� ��
 . On n’observe
donc pas de phénomène de super-convergence de ces schémas comme cela est le cas
pour l’équation des ondes approchée par des éléments de type



� � , pour lequel on

obtient une erreur en � 	�� � 
 (voir [62]).

Les calculs deviennent trop indigestes pour les schémas d’ordre 2 lorsqu’il faut effectuer le
calcul dans le cas général orthotrope, c’est à dire lorsque � � �

� � � � et � � � deviennent des pa-
ramètres formels (il suffit de jeter un coup d’œil sur les fractions qui apparaissent dans le
coefficient � � � �� � � ci dessus pour réaliser ce que cela signifie. En fait un calcul formel de ce type
exige une mémoire qui devient vite beaucoup trop exigeante, même encore aujourd’hui �����
il ne faut pas oublier qu’un développement limité à l’ordre 2 de la dispersion numérique de-
mande en fait d’effectuer un développement limité à l’ordre 6 de la valeur propre physique
de �� 	�� � � 
 ) On ne peut alors exhiber qu’un résultat de consistance ( ce qui est déjà intéres-
sant, au moins pour le schéma



� �
� 
�

� , puisque la non consistance de son petit frère aurait
pu nous permettre de douter).
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En revanche, pour le schéma d’ordre 1 � � � � �� , le calcul du développement limité est sans
soucis.

� Dispersion numérique du schéma � � � � �� , cas orthotrope général :

��������������


 �� � � 	�� � � 
 � � 	 	 + � � 

�
� ��
� � 


� �
� 
 	 ��	�� �




où : � �� 	 � 
 � �
�
� 	 	 + � � �

	
	 � � �� � � � + 
 � � � � 	 � 
 	 	 �� � � � �� 
 � � � � 	 � 


	 	 � � � �� � + � � �
	
	 �+ 
 � � � � 	 � 
 	 � � � � � � � 	 � 
 #�% � 	 � 
� � � � � � � � 	 � 
 #�% � 	 � 


et : � 	 � 
 � � � #�% � � 	 � 
 	 � � � � � � � 	 � 
 	 + 	 � � � 	 � � �

 #�% � � 	 � 
 � � � � 	 � 
 �

(3.60)

� Dispersion numérique du schéma � � � � �� , cas orthotrope général :


 �� � �
	�� � � 
 � � 	 � 	�� � 
 � (3.61)

� Dispersion numérique du schéma � � � � �� , cas orthotrope général :


 � � �� �
�
	�� � � 
 � � 	 � 	�� � 
 � (3.62)

3.3 Courbes de dispersion

On peut également visualiser l’erreur commise sur la vitesse de phase 
 � en traçant deux
types de courbes.

� Soit on fixe un angle de propagation
�

et on trace la courbe : � � 
 � 	�� � � 
 , qui permet
d’observer avec quelle précision le schéma approche la vitesse de phase en fonction
de la finesse du maillage. Plus cette courbe est proche de 1 pour � grand (ie. pour un
faible nombre de points par longueur d’onde), plus le schéma est précis.

� Soit on fixe un nombre de points par longueur d’onde et on trace la courbe polaire� � 
 � 	�� � � 
 , qui permet d’observer l’anisotropie numérique du schéma à finesse don-
née. Plus cette courbe sera proche du cercle unité, plus le schéma sera numériquement
isotrope.

Ces courbes sont calculées numériquement. Pour les tracer, on est obligé de donner des va-
leurs particulières aux coefficients du tenseur de rigidité adimensionné



� . On choisit, pour
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fixer les idées, trois valeurs différentes de


� �

isotrope



� �

��
�
�
�
�
��
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
�
�
�
�
�
�
� (3.63)

orthotrope-1



� �

��
�
�
�
�
��

� � � + � � �

� � + � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

�
�
�
�
�
�
�
� (3.64)

orthotrope-2



� �

��
�
�
�
�
��

� � � � � � �

� � � � � � + � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

�
�
�
�
�
�
�
� (3.65)

Les cas orthotrope-1 et orthotrope-2 correspondent à des valeurs typiques d’orthotropie que
l’on peut trouver pour les essences de bois. Dans les pages qui suivent, on présente donc une
série de courbes, correspondant à la dispersion numérique et à l’anisotropie numérique des
trois schémas � � � � �� ,



� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� pour ces trois matrices de rigidité. Afin de pouvoir
comparer les deux schémas d’ordre 2, les échelles choisies pour ces courbes sont identiques.
Par contre, On a défini une échelle particulière pour le schéma � � � � �� .
On peut faires les commentaires suivants :

� La dispersion numérique du schéma d’ordre 1 � � � � �� est bien plus mauvaise que celle
des schémas d’ordre 2. Il est donc intéressant de monter en ordre.

� On observe une très importante anisotropie numérique pour le schéma


� �
� 
�

� . En
particulier, la courbe d’anisotropie n’est jamais collée au cercle unité, quelle que soit la
matrice de rigidité, encore même pour 10 points par longueur d’onde !! (c’est la raison
pour laquelle on a représenté en sus les courbes pour � � � � ��� , c’est à dire pour 20
points par longueur d’onde —- on constate d’ailleurs que même dans ce cas, la courbe
n’est pas complètement circulaire ����� ) Le fait d’avoir un résultat de consistance dans
le cas général est certes rassurant, mais visiblement insuffisant. Ce résultat est plutôt
déroutant, et nous inciterait plutôt à écarter ce schéma (ce qui est bien dommage, osons
le dire, puisque l’espace � 	�� � � ����
 semblait plus naturel pour le moment fléchissant).
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� En outre, on constate que l’anisotropie du schéma


� �
� 
�

� est d’autant plus importante
que l’on choisit une matrice de rigidité



� fortement orthotrope.

� Le schéma


� �
� 

� �� est légèrement anisotrope, mais cette anisotropie est plutôt peu

sensible aux variations d’orthotropie de


� .

Remarque 3.3 On observe sur tous les schémas une anisotropie numérique, dont la direction est
donnée par la première diagonale. En fait, cette anisotropie est liée au maillage particulier de � �
que l’on a choisit, dans lequel cette même diagonale est une direction privilégiée. Il se trouve que les
schémas proposés ici sont sensible à l”’isotropie” du maillage.
Pour illustrer ce point, regardons la molécule du schéma aux différences finies obtenu avec le schéma
� � � � �� dans le cas où



� � � (rappelons qu’alors l’opérateur de plaque est tout simplement le

bilaplacien).
Lorsqu’on élimine le moment fléchissant 	 � �� � � 
 �	� � � � du schéma aux différences finies obtenu avec
cette approximation, donné par le système (3.27, 3.28), on obtient le schéma suivant :�������
� �
� � � � �� � 	 � � � ���� � � 	 + � � � � � � � � � � � � � � � 	 �+ � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � � � � � 	 	 � � � � � � � �

� � � � � � � � � 	 	 + � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � � � 	 	 + � � � � � � � � � � � � � � �
	 	 � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � 	 �+ � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 	 + � � � � � � �

(3.66)

On peut représenter un tel schéma sous la forme d’une “molécule”, ce qui montre visuellement avec
quels points et quels poids on calcule le bilaplacien par ce schéma. On observe nettement la forme du
maillage sur cette molécule.

���������������

� � �

� � � �

� � � � �

� � � �

� � �

���������������

� �

���������������

� � + � � 	 � +
� � 	 � � �

	 � + � � � � � � 	 � +
� � � 	 � �

	 � + � � � � +

���������������

A titre de comparaison, le schéma usuel aux différences finies d’ordre 2, obtenu par itération du
laplacien discret à 5 points, s’écrit :�����

� �
� � � � �� � 	 � � � ���� � � � � � � � � 	 + � � � � � � � � � � � � � � � � 	 + � � � � � � � � 	 � � � � � �� � � � � � � � 	 + � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � 	 + � � � � � � � �� � � � � � � � 	 + � � � � � � � � 	 � � � � � � �

(3.67)
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���������������

�

� � �

� � � � �

� � �

�

���������������

� �

���������������

�+ � � +
� � � + � � � �+ � � +

�

���������������
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FIG. 3.10: Dispersion numérique du schéma � � � � �� — cas isotrope�
varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.11: Dispersion numérique du schéma � � � � �� — cas orthotrope-1�
varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.12: Dispersion numérique du schéma � � � � �� — cas orthotrope-2�
varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.13: Dispersion numérique du schéma


� �
� 

� �� — cas isotrope�

varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.14: Dispersion numérique du schéma


� �
� 

� �� — cas orthotrope-1�

varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.15: Dispersion numérique du schéma � � � � �� — cas orthotrope-2�
varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.16: Dispersion numérique du schéma


� �
� 
�

� — cas isotrope�
varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.17: Dispersion numérique du schéma


� �
� 
�

� — cas orthotrope-1�
varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.18: Dispersion numérique du schéma


� �
� 
�

� — cas orthotrope-2�
varie dans � ��� 	 ��� � ��� � � � en degré.
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FIG. 3.19: Anisotropie numérique du schéma � � � � �� — cas isotrope� varie dans � � � � � � � + � � � 	 � � � � � en degré.
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FIG. 3.20: Anisotropie numérique du schéma � � � � �� — cas orthotrope-1� varie dans � � � � � � � + � � � 	 � � � � � en degré.
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FIG. 3.21: Anisotropie numérique du schéma � � � � �� — cas orthotrope-2� varie dans � � � � � � � + � � � 	 � � � � � en degré.
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FIG. 3.22: Anisotropie numérique du schéma


� �
� 

� �� — cas isotrope� varie dans � � � � � � � + � � � 	 � � � � � en degré.
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FIG. 3.23: Anisotropie numérique du schéma


� �
� 

� �� — cas orthotrope-1� varie dans � � � � � � � + � � � 	 � � � � � en degré.
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FIG. 3.24: Anisotropie numérique du schéma


� �
� 

� �� — cas orthotrope-2� varie dans � � � � � � � + � � � 	 � � � � � en degré.
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FIG. 3.25: Anisotropie numérique du schéma


� �
� 
�

� — cas isotrope� varie dans � � � ��� � � � � � � � + � � � 	 � � � � � .
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FIG. 3.26: Anisotropie numérique du schéma


� �
� 
�

� — cas orthotrope-1� varie dans � � � ��� � � � � � � � + � � � 	 � � � � � .
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FIG. 3.27: Anisotropie numérique du schéma


� �
� 
�

� — cas orthotrope-2� varie dans � � � ��� � � � � � � � + � � � 	 � � � � � .
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Chapitre 4

Discrétisation temporelle de
l’équation de plaque

On aborde dans ce chapitre l’épineuse question de la discrétisation temporelle du problème
semi-discrétisé en espace élaboré au chapitre 2. On utilise usuellement une méthode de dif-
férences finies en temps. Mais on verra que ce choix impose de prendre un pas de temps très
petit que ce soit dû à la précision dans le cas d’un schéma implicite ou à la stabilité dans le
cas d’un schéma explicite. D’une part, cela conduit à des temps de calcul cruellement longs
et d’autre part cela compromet définitivement la résolution du problème de couplage avec
l’air.
On résout donc exactement en temps le problème semi-discrétisé en espace par une méthode
analytique. Ce choix présente l’avantage essentiel de pouvoir utiliser n’importe quel pas
de temps d’échantillonage pour le calcul effectif de la solution sans aucune perte de pré-
cision sur le schéma semi-discret en espace. Cette technique est coûteuse car elle nécessite
de diagonaliser la matrice de raideur approchant l’opérateur de plaque, mais ce surcoût est
compensé par la possibilité d’appliquer une méthode de type spectrale, qui permet de ne
calculer que les premières composantes modales de la solution et qu’on appellera méthode
pseudo spectrale. En outre, elle permet de proposer un schéma efficace de résolution du mo-
dèle de guitare, inabordable dans le cas d’une résolution par différences finies.
On commence par présenter en détail les trois choix de résolution du problème semi-discret
proposés : schéma explicite ou implicite (section 4.2) et méthode pseudo-spectrale (section
4.3). Puis nous effectuons une comparaison détaillée des avantages et inconvénients de cha-
cune d’entre elles en la resituant en outre dans le cadre général de résolution de notre modèle
de guitare (section 4.4).

4.1 Forme général du problème semi-discret

Commençons par réécrire les deux schémas semi-discrétisés en espace � �
� et � � � �� sous une

même forme générale d’équation de propagation. On supposera dans tout ce qui suit que la
plaque est initialement au repos.
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4.1.1 Cas où le moment fléchissant est choisi dans
� � � ����� � � :

Rappelons que le schéma semi discret en espace s’écrit alors, sous sa forme matricielle (cf.
section 2.1) :

� �
� �

���������� ���������
� �

�

� � � �� � � � �� � � � � �

� �
�

� �
�� � 	 � � � � � ���

� ��� 	 � 
 � ���
�

�
	 � 
 � � �

(4.1)

Grâce à la technique de condensation de masse mise en œuvre au chapitre 2, la matrice
� �

� est diagonale par bloc 4x4. Il est donc possible d’éliminer à moindre coût le moment
fléchissant de ce système. On dérive la première équation par rapport au temps, puis on
reporte la seconde dans le résultat obtenu. On obtient le problème du second ordre en temps
suivant, équivalent à � �

� puisqu’on a supposé les conditions initiales nulles :�� � � �
�

�
�
� � �� �
�
	 � �

�
� ��� � � 	�

� � � 	 � 
 � � et ��� � � � 	 � 
 � � �
(4.2)

où on a posé � 	� �
� � �� � et :

� �
� � � �� 	 � �

�

 � � � � (4.3)

4.1.2 Cas où le moment fléchissant est choisi dans � ������� � ���
:

Rappelons que le schéma semi-discret en espace s’écrit cette fois ci (cf. section 2.2) :����������������� ����������������

� �
�

� � ���� � � � �� � �
	 ' �

�
�
� � � �

� ��� ��

� �
�� � 	 � � � � � �

�
�
�
� � ���

�
�
�
�
� � � �

�
�
�

�
�
�
�
� � ' � � � � �

� � � 	 � 
 � ���
�

�
	 � 
 � � �

(4.4)

De même que ci dessus, grâce à la technique de condensation de masse, la matrice � ��� �� est
diagonale par bloc 6x6 ou 4x4, et les matrices �

�
� et �

�
� sont diagonales. On peut ici encore

se ramener à un schéma d’ordre 2 en temps portant sur � ��� , équivalent à � ��� �� :�� � � �
�

�
�
� � �� �
�
	 � � � �

�
� ��� � � 	�

� ��� 	 � 
 � � et ��� � ��� 	 � 
 � � �
(4.5)

164



4.2 Résolution par différences finies en temps

où on a posé � 	� �
� � �� � et :

� � � �
� � 	 � �� � ' �� 	 � �� 
 � � � � 
�	 � ��� ��


 � � 	 � � � �
�
�
	 �
�
�

 � � ' � 


� 
� � 	 � ��� ��

 � � 
� avec


� � � � � �
�
�
	 �
�
�

 � � ' �

(4.6)

Ainsi, dans un cas comme dans l’autre, il nous faut résoudre un problème de la forme géné-
rale suivante : �� � � �

�

�
�
� � �� �
�
	 � � � ��� � � � �

� � � 	 � 
 � � et ��� � � � 	 � 
 � � �
(4.7)

où � �
� est une matrice diagonale définie positive et � � est une matrice symétrique définie

positive.

4.2 Résolution par différences finies en temps

Il nous faut donc proposer une discrétisation temporelle du schéma semi-discret d’équation
de propagation (4.7).
Pour la résolution de cette équation, on utilise usuellement une méthode de différences fi-
nies en temps. On note � � le pas de discrétisation temporelle, de sorte qu’on approchera la
solution aux instants � � � , � ��� .

4.2.1 Présentation des schémas non amortis

On étudiera dans ce chapitre deux sortes de schémas aux différences finies en temps :

� Un schéma explicite d’ordre 2 centré :

��� �
�
� �

�

� � � ���� � + � ���� 	 � � � ����
� � �

	 �
�
� ���� � � �� � (4.8)

� Un schéma implicite, également d’ordre 2, centré :

��� �
�
� �

�

� � � �� � � + � �� � 	 � � � �� �
� � �

	 � �

+ � � � �� � 	 � � �� � 	 � � � � �� �
� � �

�
�
� (4.9)

Notation 4.1 Dans tout ce qui suit, pour toute matrice symétrique définie positive � , on note,	 � � � 
 � le produit scalaire sur � � défini par :
	 � � � 
 � � 	 ��� � � 
 � � ��� � � � � (4.10)

165



Discrétisation temporelle de l’équation de plaque

où 	 � � � 
 désigne le produit scalaire canonique sur � � . On note
� � � � la norme associée.

Remarque 4.1 On vérifie aisément que le schéma � � appliqué à la discrétisation du problème � �
� est

équivalent au schéma explicite d’ordre 1 en temps donné par :

����� ���� � �
�

� � � �� � � � �� �
� �

� � �� �
� � ��� � �

� � ���
�

� �
�

� � � ���
� � �

� ���

� �
� � � � �� � � � �

(4.11)

De même, le schéma � � appliqué à la discrétisation du problème � �
� est équivalent au schéma implicite

d’ordre 1 en temps donné par :

���� ��� � �
�

� � � ���� � � ����
� �

� � ��
� � � �

�
	 � �

�+ � �
� � ���

�

� �
�

� � � �
�

� � �
�

� �
� � �

� � � ���� 	 � ����+ � ��� (4.12)

4.2.2 Résultats généraux sur la stabilité des schémas aux différences finies

4.2.2.a Conservation de l’énergie discrète

Pour chacun de ces deux schémas, on peut montrer un résultat de conservation de l’énergie
discrète, équivalent discret de la propriété (1.6) :

Propriété 4.1 (Conservation de l’énergie discrète du schéma explicite � � ) On définit
l’énergie discrète du schéma explicite (4.8) par :� � � ��� �

�+ � � � � �� � � � �� �
� �

�
�� �� 	

�+ � � � � �� � ��� �� � � � � � (4.13)

Alors l’énergie � � vérifie la propriété de conservation suivante :� � � ���
� � � � ���

� � �
�
�
�
�
� � � �

� � � � � � � �� �+ � � �
(4.14)
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Propriété 4.2 (Conservation de l’énergie discrète du schéma explicite � � ) On définit
l’énergie discrète du schéma (4.9) par :� � � ��� �

�+ � � � � ���� � � ����
� �

�
�� �� 	

�+ � � � � ���� 	 � ����+ �
�� � (4.15)

Alors l’énergie � � vérifie la propriété de conservation suivante :� � � ���
� � � � ���

� � �
�
�
�
�
� � � �

� � ��� � � � ����+ � � �
(4.16)

� PREUVE : Ces résultats sont extrêmement classiques. Il suffit de multiplier les équations��� et ��� par :
� @ 
 �<�� � � @ � �<��

� � �
pour obtenir le résultat. /

Remarque 4.2 On vérifie aisément que la norme associé au produit scalaire 	 � 
 � �� est équivalente
à la norme � � induite par l’espace � 
 sur son sous espace � � � 
 , indépendamment du paramètre de
discrétisation. C’est à dire qu’il existe deux constantes strictement positives � et � , indépendantes du
pas du maillage � , telles que :

�
�
�
� �� � � � � � � � �� �� � �

�
�
� �� � � � � � � ��� � � 
 � (4.17)

Cette remarque est fondamentale pour assurer la stabilité des schémas (4.8) et (4.9) en norme � � .

4.2.2.b Stabilité des schémas � � et ���

Ce résultat de conservation de l’énergie discrète permet d’analyser simplement la stabilité
des schéma � � et ��� .
On observe que l’énergie � �

associée au schéma � � est en fait une forme quadratique positive
portant sur les quantités :

� � � �� � � � �� �
� � et

� � � �� � 	 � �� �+
Les propriétés de conservation de cette énergie assurent alors que ces quantités restent bor-
nées au cours du temps. On en déduit le :
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Lemme 4.1 Le schéma implicite � � est inconditionnellement stable.

En revanche, le schéma explicite est soumis à une condition de stabilité. On remarque cette
fois ci que l’énergie associée aux schémas � � n’est plus une norme, à cause du terme (non
nécessairement positif) :

� � � � ���� ��� ���� � � � �
En fait, si � � est suffisamment petit, les inconnues � � � ���� et �

�
��� tendent à se confondre, et

on peut contrôler cette quantité, ce qui assure la stabilité du schéma. On a le résultat très
classique suivant (voir par exemple [3]) :

Lemme 4.2 (Condition de stabilité du schéma � � ) Le schéma � � est stable sous la condition :

� � � � 	 � �
�

 � � � �

� � ��
�

� � � (4.18)

4.2.2.c Calcul de la condition stabilité en maillage régulier

Pour quantifier la condition de stabilité donnée dans le lemme (4.2), on effectue une analyse
par une méthode de Fourier dans le cas d’un milieu homogène infini, reposant sur le même
type d’argument que ceux développés pour l’analyse de dispersion numérique des schémas
semi-discrets (chapitre 3).
Nous avons vu que, dans ce cas, la structure périodique du problème permet de réécrire le
problème semi-discret sous la forme suivante, qu’il s’agisse de � �

� ou � � � �
� (voir section 3.2.1

pour la construction en question et les notations) :���� ���


�

�
�

� � �� � � 
� �� � � � ���


� ��

� �
�� � 	 
� � � � � ��� (4.19)

où les inconnues � � et � � sont des vecteurs blocs, et


�

�
� ,



� �� et


� � sont des matrices blocs.
De même que ci dessus, on peut réécrire ce schéma sous la forme suivante :



�

�
�

�
�
� ���� �
�
	 
� � � � � � � � � (4.20)

avec

� � � 
� �� 	 
� �� 
 � � 
� � �

On peut alors choisir de discrétiser ce schéma en temps à l’aide du schéma schémas explicite :

��� �
�
� �

�

� � � �� � � + � �� � 	 � � � �� �
� � �

	 � � � �� � � � �� � (4.21)
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L’analyse de stabilité du schéma � � nous conduit donc à calculer, d’après le lemme (4.2) :
� 
� �

� �� �
� �

Tirant parti de la structure particulière induite par le maillage régulier, il est plus simple de
calculer cette norme à l’aide de la transformée de Fourier discrète. Injectons dans le schéma
(4.21) un mode de Fourier de la forme :

� � � �
�
� � � � �

�
� ��� � 	 � � � � � � � � �

� 

� 
 � � � 
 � � � (4.22)

On obtient alors :



�

� �
� � �
�

� + � �� 	 � � � ��

� � �
	 � ��� � �� �

�
� � �� � 	 � 
 � �� � ��� (4.23)

où �� � 	 � 
 est la matrice définie en (3.35). � ��� � � et � � sont les paramètres physiques de la
plaque, et � est la pas du maillage.
On en déduit, d’après le lemme 4.2 que le schéma explicite est stable si :

�
� �

��� � �� �
� � �� � � 	



�

� 
 � � �� � 	 � 
 � �� � � � ��� � � � � � (4.24)

et finalement la condition de stabilité du schéma explicite est donnée par :

�
� � ���� �

� ��
�
�

+� ��� �� 	�� � � 	 
� � 
 � � �� � 	 � 
 � �� � (4.25)

Remarque 4.3 Ce résultat est tout simplement le reflet de la conservation de la norme � � par la
transformée de Fourier discrète.

Puisque la matrice ��
�
	 � 
 est hermitienne positive pour le produit scalaire 	 � 
 �� �

, on vérifie
que :

� �� � 	 � 
 � ��
�
� � � � �� � � � � 
 	 � � ���� � � � 
 
 �� � � � 	 � 
 �� � � 	 �� � 	 � 
�
 � � � � � � � (4.26)

où � � � 	 � 
 sont les valeurs propres de ��
�
	 � 
 , et � 	 ��

�
	 � 
�
 est son rayon spectrale

Il nous faut alors distinguer les schémas d’ordre 1 et d’ordre 2 pour le calcul de cette condi-
tion :

� Dans le cas du schéma � � � � �� , �� � 	 � 
 est tout simplement une matrice de taille 1.
Calculer sa norme ne pose donc aucune difficulté, mais il nous faut tout de même
déterminer le sup par une méthode numérique dans le cas général.
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� Dans le cas des schémas d’ordre 2, �� � 	 � 
 est une matrice de taille 6. Il n’est pas possible
de calculer algébriquement ses valeurs propres. Il faut donc se contenter d’un calcul
numérique pour obtenir la condition de stabilité. Celui ci a été mis en œuvre à l’aide
du logiciel Maple, sans subtilité particulière, la taille du problème n’étant pas limitante.
En fait, on vérifie aisément que �� � 	 � 
 ne dépend que des quantités suivantes :

" � #�% � 	 � � � ��#�% � 	 � 
�
 � ' ��� � � 	�	 � � � � #�% � 	 � 
�
 � (4.27)

� � #�% � 	 � � � � � � � 	 � 
�
 � � ��� � � 	 � � � � � � � 	 � 
�
 � (4.28)

où on a écrit � sous la forme : � � 	 � � � #�% � 	 � 
 � � � � � � � 	 � 
�
 . Ainsi, on effectue le change-
ment de variable :

�� � 	 � 
 � �� � 	 � 
 � 	 " � '�� � � � 
 (4.29)

et, compte tenu des expressions de " � '�� � � � , il suffit donc d’écrire :

�	� �� 	�� � � 	 
� � 
 � � �� � 	 � 
 � �� � � �	� �
�
�
� � 	�� 
 � � ��� � 	



�

� 
 � � �� � 	 #�% � 	 � 
 � � � � 	 � 
 � #�% � 	 � 	 
 � � � � 	 � 	 
�
 � �� �

(4.30)

On se donne alors un maillage suffisamment fin du carré � ��� + � � � � ��� + � � , et on estime
le sup ci dessus en prenant la valeur maximale calculée sur ce maillage (en pratique,
on se contente d’un maillage de 10 points sur 10 points, ce qui est suffisant, compte
tenu de la régularité de la fonction étudiée)

4.2.2.d Conditions de stabilités des schémas � � � � �� ,


� �
� 

� �� et



� �
� 
�

�

On écrit la condition de stabilité sous la forme :

�
� � ���� �

� ��
�
�
+
� � (4.31)

On présente dans le tableau 4.1 les valeurs de � � calculées pour les trois approximations
spatiales consistantes de notre problème, pour les diverses valeurs du module d’orthotropie

� données en 3.3.

Isotrope Orthotrope-1 Orthotrope-2

� � � � �� � � � � � � � � �


� �
� 

� ��

� � � � � �	� � � � � � ��� +


� �
� 
�

�
� � � � � � � � ��� � � � � �

(4.32)

TAB. 4.1: Condition de stabilité pour les schémas explicites
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On constate que le fait de monter en ordre augmente d’un facteur 10 la valeur de � � , ce
qui revient, si l’on se place sur un maillage équivalent, à diviser par 2.5 le nombre de pas
de temps nécessaire pour une même expérience. Outre le fait que la condition de la forme
� � � � 	 �

�

 est contraignante, ce facteur n’arrange donc pas les choses.

Pour de si faibles pas de temps, autant faire “du continu”.

4.2.3 Analyse de la dispersion numérique des schémas totalement discrétisés

4.2.3.a Dispersion numérique du schéma explicite

On effectue ici une analyse de l’erreur commise sur la vitesse de phase d’une solution onde
plane harmonique discrète du schéma explicite dans le cas d’un maillage infini régulier. On
fixe le nombre d’ondes � et on cherche la pulsation � � pour une solution de (4.21) de la
forme :

� � � �
�
� � � � � 
 ����� 	���� � � � ��� � � � � � � � �

� 

� 
 � � � 
 � � � (4.33)

Injectant (4.33) dans (4.21), on obtient la relation dispersion numérique suivante (les calculs
ne présentent aucune difficultés, voir la section 3.2.2) :

� �

� � � � � � � � � �+ � � � � 
 	 � ��� � �� �
�
� � �� � 	 � 
 � 
 � ��� (4.34)

où �� � 	 � 
 est la matrice définie en (3.35).

Par conséquent,
�

� � � � � � � � � �+ � � � est valeur propre de la matrice

� ��� � �� �
�
� � �� � 	 � 
 �

Comme dans le cas semi-discret, nous ne considérons que le mode physique. On note �
� 	 � 


la valeur propre de �� � 	 � 
 associé au mode physique. Rappelons qu’en fait :
�
� 	 � 
 � � 	�� � � 
 � (4.35)

où � � �
� � �+ � est l’inverse du nombre de points du maillage par longueur d’onde.

On introduit en outre le paramètre adimensionné � , défini par :

� � �
� � ���� �

� ��
�
� (4.36)

Alors la relation de dispersion du schéma (4.21) est donnée par :


 �

�
	�� � � � � 
 �

+
� 	 + � � 


�
�

�
# � � � � � + � � 	�� � � 
 � � (4.37)
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4.2.3.b Dispersion numérique du schéma explicite

On effectue un calcul similaire pour le schéma implicite. Rappelons que celui ci est donné
par :

� � �
�
� �

�

� � � �� � � + � �� � 	 � � � �� �
� � �

	 � �

+ � � � �� � 	 � � �� � 	 � � � � �� �
� � �

�
�
� (4.38)

Injectant dans ce schéma une solution de type onde plane donnée par (4.33), on obtient la
relation de dispersion matricielle suivante :

� �

� � � � � � � � � �+ � � � � � 	 � � �
���
� �

�� � 	 � 
 � � 
 	 � ��� � �� �
�
� � �� � 	 � 
 � 
 � � (4.39)

où �� � 	 � 
 est la matrice définie en (3.35). On réécrit cette équation sous la forme suivante, en
introduisant le paramètre � défini en (4.36) :

� � � � � � � � �+ � � � � 
 	 � � � � � � � � � � � �+ � � � � �� � 	 � 
 � 
 � (4.40)

ce qui s’écrit finalement :

� � �� � 	 � 
 � 
 � ������� � � � �+ � � � � 
 (4.41)

Ainsi, � � � � � ��� �
�
� � � est valeur propre de la matrice

�
���

�
�

� �
�
� � �� � 	 � 
 . Comme dans le cas semi-

discret, nous ne considérons que le mode physique. La relation de dispersion du schéma
implicite (4.38) est donc :


 �� 	�� � � � � 
 �
+

� 	 + � � 

�
�

�
# ����� � � + � � 	�� � � 
 � (4.42)

4.2.3.c Développement limité de la dispersion numérique

De la même façon que pour les schémas semi-discrets en espace, on peut déterminer le dé-
veloppement limité de la dispersion numérique des schémas � � et � � . Il va de soi que si
les schémas semi-discrets en espace sont consistants, il en est de même pour les schémas
��� et � � . Nous ne nous intéressons donc ici qu’au cas où la matrice de rigidité



� définie

en (3.2) est l’identité. On a vu à la section 3.2.4 que les développement limités des schémas
semi-discrets en espace � � � � �� ,



� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� sont de la forme :


 � 	�� � � 
 � � 	 � � � 	 � 
 	 ��	�� � 
 � (4.43)

où les coefficients � 	 � 
 sont donnés en (3.56, 3.57, 3.59).
On calcule alors aisément :
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 �

�
	�� � � � � 
 � � 	 � 	 � 
+ � � 	 � 	�� � 



 �� 	�� � � � � 
 � � 	 � 	 � 
+ � � 	 � 	�� � 
 (4.44)

La discrétisation temporelle a donc pour effet d’améliorer la dispersion numérique, au moins
asymptotiquement.

Remarque 4.4 Le fait que les schémas soient d’ordre 2 en espace confirme a posteriori qu’il n’est pas
nécessaire de chercher à définir une discrétisation en temps d’ordre plus élevé. En effet, que ce soit
pour des considérations de stabilité ou de précision, nous sommes amenés à choisir � � de l’ordre de�
� . Ainsi, un schéma d’ordre 2 en temps est en � 	 � � 
 , et il serait absurde d’augmenter encore cet

écart.

4.2.3.d Courbes de dispersion

La dispersion numérique des schémas � � et � � dépend donc de trois paramètres, � , � et
�

.
On trace le même genre de courbes que pour la dispersion du schéma semi-discret, en fixant
en outre une valeur de � (admissible dans le cas du schéma explicite).
Notons la condition de stabilité du schéma � � donnée en (4.25) sous la forme (les valeurs de
� 
 est données dans le tableau 4.1) :

� � � 
 � (4.45)

Dans les courbes qui suivent, on se contente de regarder la dispersion pour le cas isotrope.
Ce sera largement suffisant pour notre analyse.

- On fixe tout d’abord
�

à ��� ou � 	 ��� , puis on trace les courbes de dispersion en fonction
de K, pour diverses valeurs de � . On choisira � � � � 
 , en prenant � � � � � � � � 	 pour
l’explicite et � � � � ��� ��� + � � � ����� � � 	 pour l’implicite. Il faut prendre garde au fait les
courbes de dispersion présentées ici n’ont pas la même signification que celles présen-
tées dans la section 3.3, malgré une apparence similaire.

- On fixe ensuite une valeur du nombre de points par longueur � � � � � et on trace des
courbes d’anisotropie du schéma � � pour les diverses valeurs de � .

- On trace également les courbes d’anisotropie en prenant � � � � � ��� � � � � � � � + � � � 	 � � � � 	 ,
en fixant � � � 
 pour � � et � � � � � 
 ou � � + � � 
 pour ��� .

- Enfin, pour comparer la précision des divers choix de discrétisation temporelle, on
trace sur une même courbe la dispersion des schémas semi-discrets, � � ( avec � � � 
 )
et ��� (avec � � + � � 
 ) en fonction de � , pour

� � � .
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On peut faire les commentaires suivants :

� La dispersion du schéma d’ordre 1 en espace � � � � �� est désespérément trop faible. Il
est inenvisageable de choisir cette approximation. D’ailleurs, comment se fait-il qu’on
en parle encore?

� La dispersion numérique des schémas aux différences finies en temps est quasiment
la même que celle du schéma semi-discrétisé en espace, quand on choisit � � � 
 . Le
tracé des courbes ne fait que confirmer ce que nous prédisait l’expression des dévelop-
pements limités.

� Sans surprise, plus � est grand, plus le schéma implicite est dispersif. Néanmoins, le
fait de monter en ordre autorise une plus large gamme de valeurs de � sans trop nuire
à la précision du schéma. Nous verrons plus loin, à la section 4.4, une estimation plus
quantitative de cette remarque.

� Si elle n’améliore pas la dispersion numérique, il semble que la discrétisation implicite
en temps améliore sensiblement l’anisotropie, quel que soit le schéma d’approximation
en espace, dans la mesure ou la l’erreur ne dépend plus de l’angle de propagation. Mais
si ce schéma est d’autant moins anisotrope que � est grand, la dispersion, elle, est très
importante (les cercles sont très éloignés du cercle unité).
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FIG. 4.1: Dispersion numérique pour l’approximation � � � � �� — cas isotrope
schéma explicite, —

�
est fixé à � � à gauche et à � 	 � � à droite,
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 , et � varie dans � � � � � � 	
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FIG. 4.2: Dispersion numérique pour l’approximation � � � � �� — cas isotrope
schéma implicite, —

�
est fixé à � � à gauche et à � 	 � � à droite,

� � � � 
 , et � varie dans � � ��� ��� + � � � ����� � � 	
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FIG. 4.3: Dispersion numérique pour l’approximation
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FIG. 4.4: Dispersion numérique pour l’approximation
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FIG. 4.5: Dispersion numérique pour l’approximation
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FIG. 4.6: Dispersion numérique pour l’approximation
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FIG. 4.7: Comparaison de la dispersion numérique entre le schéma semi-discret � � � � �� ,
le schéma explicite ( � � � 
 ) et le schéma implicite ( � � + � � 
 ).�
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FIG. 4.8: Comparaison de la dispersion numérique entre le schéma semi-discret
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FIG. 4.9: Comparaison de la dispersion numérique entre le schéma semi-discret
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FIG. 4.11: Anisotropie numérique pour l’approximation � � � � �� — cas isotrope
schéma implicite, � � � � � 
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FIG. 4.13: Anisotropie numérique pour l’approximation
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FIG. 4.14: Anisotropie numérique pour l’approximation
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FIG. 4.15: Anisotropie numérique pour l’approximation
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FIG. 4.16: Anisotropie numérique pour l’approximation
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FIG. 4.17: Anisotropie numérique pour l’approximation
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FIG. 4.18: Anisotropie numérique pour l’approximation
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4.2.4 Introduction de l’amortissement

On présente dans cette section comment les schémas explicites et implicites présentés précé-
demment sont modifiés par l’introduction de l’amortissement.

4.2.4.a Forme générale du problème semi-discret amorti

Commençons par réécrire les schémas semi-discrétisés en espace sous la forme de systèmes
d’ordre 2 en temps en éliminant le moment fléchissant, comme nous l’avons fait à la section
4.1 dans le cas non amorti.
Dans les deux cas, on peut se ramener à une équation équivalente d’ordre 2 en temps donnée
par :

�� � � �
�

�
�
� � �� �
�
	 � � 	�� �� � � � � � � � 	 � � � �

�

� � � �� � � � 	�
� � � 	 � 
 � � et ��� � � � 	 � 
 � � �

(4.46)

où � est l’identité et :

�
� � est la matrice � �

� définie en (4.3), dans le cas où le moment fléchissant est choisi
dans 	 � � 	���
�
 � ,

�
� � est matrice � � � �

� définie en (4.6), dans le cas où le moment fléchissant est choisi
dans 	 � ��	���
�
�� ,

4.2.4.b Schémas aux différences finies du problème amorti

On effectue cette fois encore une discrétisation en temps de pas � � , centrée d’ordre 2. Le
schéma explicite est alors modifié de la façon suivante :



��� �

�
� �

�

� � � ���� � + � ���� 	 � � � ����
� � �

	 � � � �� � 	 � � � � �
�
	�� � � �

� � � ���� � � � � ����+ � � � � � � (4.47)

Tandis que le schéma implicite devient :



��� �

�
� �

�

� � � �� � � + � �� � 	 � � � �� �
� � �

	 � �

� � � �� � 	 + � �� � 	 � � � �� �
� 	 � � � � �

�
	�� � � �

� � � �� � � � � � �� �+ � � � � � �
(4.48)

On montre ici encore sans difficulté les propriété des conservation de l’énergie discrète sui-

vantes, en multipliant chacune de ces deux équation par :
� � � ���� � � � � ����+ � �
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Propriété 4.3 (Conservation de l’énergie discrète du schéma


� � ) On définit l’énergie dis-

crète du schéma explicite (4.8) par :


� � � ��� �
�+ � � � � �� � � � �� �

� �
�
�� �� 	

�+ � � � � �� � ��� �� � � � � � (4.49)

Alors l’énergie

�

� vérifie la propriété de conservation suivante :

� � � ���

� 
� � � ���

� � �
�
�
�
�
� � � �

� � ��� � � � �� �+ � � � � � � � � � � � � � � � � �� �+ � � �
�� � � � � �

� � �
� � ��� � � � �� �+ � � �

�� ��
(4.50)

Propriété 4.4 (Conservation de l’énergie discrète du schéma


��� ) On définit l’énergie discrète

du schéma explicite (4.8) par :


� � � ��� �
�+ � � � � ���� � � ����

� �
�
�� �� 	

�+ � � � � �� � ��� �� � � � � � (4.51)

Alors l’énergie

� � vérifie la propriété de conservation suivante :


� � � ���
� 
� � � ���

� � �
�
�
�
�
� � � �

� � � � � � � �� �+ � � � � � � � � � � � � � � � � �� �+ � � �
�� � � � � �

� � �
� � � � � � � �� �+ � � �

�� ��
(4.52)

Enfin, on peut encore montrer, à l’aide de la conservation de l’énergie discrète les deux ré-
sultats de stabilité suivants :

Lemme 4.3 Le schéma implicite


��� est inconditionnellement stable.

Lemme 4.4 (Condition de stabilité du schéma


� � ) Le schéma



� � est stable sous la même

condition que le schéma � � , soit si :

� � � � 	 � �
�

 � � � �

� � ��
� � � � (4.53)

Finalement :

� Le schéma


��� ne présente pas de coût supplémentaire par rapport au rapport au pro-

blème non amorti. Il est inconditionnellement stable et il nécessite également l’inver-
sion d’une matrice à chaque pas de temps, qui est une perturbation de la matrice qu’il
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faut inverser pour la résolution du schéma � � .
� Grâce à la condensation de masse, l’introduction de du terme d’amortissement fluide,

ne perturbe pas le caractère explicite du schéma � � . Il faut à présent inverser la matrice

� �
�
� � 	 � � � �+ � �

qui est diagonale ou diagonale par bloc.
En revanche, l’introduction de l’amortissement de type viscoélastique exige l’inversion
de la matrice

� �
�
	 � � �+ � � �

Le schéma


��� est donc implicite dès que � est non nul. En fait, il n’est pas possible

d’écrire un schéma explicite centré pour le problème amorti (4.46). Cet aspect est un
inconvénient majeur du schéma



� � , puisqu’il est soumis à une condition de stabilité

tout en exigeant l’inversion d’une matrice.
Néanmoins, compte tenu du fait que le paramètre viscoélastique � est très faible, on
peut considérer le schéma



��� comme une perturbation du schéma � � , ce qui permet

de résoudre l’équation (4.47) par une méthode de point fixe qui converge rapidement.
L’intérêt est que cette méthode alors est parfaitement adaptée à ce problème.

4.2.4.c Résolution du schéma explicite modifié par une méthode de point fixe

Réécrivons le schéma


� � en exprimant �

� � ���� en fonction de �
�
� ���� ��� ���� et �

�
� :

� � � 	 � � � �+ � � 	 � � �+ 	 � �
�

 � � � � � � � � ���� � + � ���� � � � � ���� � � �

�
� � � ����

	 � � � � �+ � 	 	 � �
�

 � � � � � � � �� � � � � � �� � 	 � � � 	 � �

�

 � � �

�
�
� (4.54)

que l’on peut reformuler comme un problème de point fixe :
� � � �� � � ��� � � �� � 	 � 	��

�
� �� � ��� �� � � � �� 
 � � 	�� � � �� � 
 � (4.55)

où :
� � �

� � �+ 	 � 	 ���
�
�

�

 	 � �

�

 � � � � � (4.56)

et � 	��
�
� �� � ��� �� � � � �� 
 est connu.

On définit alors la méthode itérative suivante :� �� 
 � � 	��
�
� ���� ��� ���� � � �� 
 �

�� � � � � � 	 �� � 
 � � � ��� � (4.57)
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et on a le :

Théorème 4.1 Si la condition de stabilité (4.53) est vérifiée et si :

� � � � � � 	 � 	 � �
�

+ � (4.58)

alors la méthode itérative (4.57) est convergente, ie. :
� ������ �

�� � � � � � �� � (4.59)

� PREUVE :
Il suffit d’appliquer le théorème du point fixe ce qui revient à déterminer pour quelles
valeurs de

�
l’application :


 ( �����
��� �*� ���� �� � � ����� (4.60)

est contractante. Or 
 étant linéaire, on vérifie immédiatement qu’il suffit que :� � � 
 �F�
(4.61)

pour au moins une norme matricielle pour qu’elle soit contractante. Comme
�

est symé-
trique pour le produit scalaire


 - � - �
	 �
� , sa norme euclidienne est donnée par son rayon

spectral.
Soit � un valeur propre de


 � <� � � � � � - On suppose que la condition de stabilité (4.53) est
vérifiée, ie. :

� � � �
	 � � -

(4.62)

Les valeurs propres de
�

, notées � , vérifient alors :


 � 

S � � �
� 
�� �
� ��� �� � � S

� �
� �$
����
� �� � � � � �	 (4.63)

Compte tenu de (4.62), on en déduit qu’une condition suffisante pour que 
 soit contrac-
tante est que : �

� � �$
���� � �� � 
 �F�
(4.64)

soit le résultat recherché. /

Remarque 4.5 Notons que le terme d’amortissement fluide stabilise cette méthode puisqu’il aug-
mente l’intervalle de valeurs autorisées pour � .
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Cet algorithme est efficace dans la mesure où on vérifie en pratique qu’il converge en 4 à
5 itérations à la précision de la machine (à moins de prendre � trop proche de la condition
(4.58)). Mais si cette stratégie s’avère applicable dans le cas de l’équation des ondes pour
laquelle on a une condition de stabilité du type :

� �
� � Cte � (4.65)

elle est malheureusement moins souple dans le cas de l’équation de plaque, car alors la
condition de convergence de la méthode (4.58) n’autorise qu’une gamme très restreintes de
valeurs pour � , car la condition de stabilité (4.53) est elle-même très contraignante.

4.3 Une autre approche : la résolution exacte en temps

Présentons maintenant une autre stratégie de résolution du problème semi-discret en es-
pace. Le principal inconvénient de la méthode des différences finies en temps, comme on l’a
maintenant remarqué à plusieurs reprises, est qu’elle conduit à un choix de pas de temps en� 	 �

�

 , que ce soit pour des considérations de stabilité ou de précision.

Pour contourner ce problème, on propose ici de résoudre exactement en temps le problème
semi-discret en espace. Il s’agit donc de résoudre le système différentiel matriciel suivant
(voir section 4.2.4.a): :

�� � � �
�

�
�
� ���� �
�
	 � � 	�� �� � � � � � � � 	 � � � �

�

� � ���� � � � �
� � � 	 � 
 � � et ��� � � � 	 � 
 � � �

(4.66)

où, rappelons le, � �
� et � � sont des matrices symétriques définies positives.

On présente en détail la résolution analytique de ce problème qui est standard. La diagona-
lisation de l’opérateur de plaque discret permet de se ramener à la résolution d’un problème
scalaire. Le calcul du noyau de Green permet de déterminer aisément la solution à l’aide d’un
produit de convolution (section 4.3.2.a). L’échantillonage de la solution conduit à supposer le
second membre constant par morceaux, ce qui permet d’expliciter ce produit de convolution
comme un simple produit matriciel (section 4.3.3.b). On termine cette section par un résultat
de stabilité et la présentation de la méthode spectrale qui permet d’approcher la solution à
l’aide d’un petit nombre de modes.

4.3.1 Diagonalisation du problème semi-discret

On commence par réarranger (4.66) sous la forme d’un système différentiel linéaire à coeffi-
cients constants d’ordre deux en temps :�� � �

�
� � �� �
�
	 � � � � 	�� 	 � �

�

 � � � � �

� � � �� � 	 	 � �
�

 � � � � � ��� � 	 � �

�

 � � � � �

� ��� 	 � 
 � � et � � � ��� 	 � 
 � � �
(4.67)
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La résolution de ce système passe par la diagonalisation de la matrice 	 � �
�

 � � � � . Mais celle

ci est sans mystère, puisque elle est symétrique définie positive pour le produit scalaire	 � � � 
 � �� . Elle est donc diagonalisable dans une base orthonormale pour ce produit scalaire.
On note :

	 � �� 
 �	� � � � � � (4.68)

les valeurs propres (strictement positives) de 	 � �
�

 � � � � , qu’on supposera rangées dans

l’ordre croissant. On peut alors écrire :

� � � 	�	 � �
�

 � � � � 
 � � ����� (4.69)

où :
� � � 
�� ���

�	� � � � � 	 � �� 
 � (4.70)

et � est la matrice de changement de la base canonique des éléments finis vers une base
propre de � � . Cette dernière est orthonormale pour le produit scalaire 	 � � � 
 � �� , donc :

�
�
� �

� � � � � soit encore : � � � � �
�
� �

�
� (4.71)

ce qui permet de réécrire (4.69) :

�
� � � � � � � � (4.72)

Notation 4.2 Jusqu’ici, nous avions confondu abusivement le vecteur � � � � � � et ses composantes
dans la base canonique des éléments finis de � � (cf. note (2.1)). Puisqu’il nous faut maintenant dis-
tinguer deux bases, on note :

�
�
��� les composantes de � � � dans la base canonique des éléments finis,

�
� � les composantes de � ��� dans la base propre de � � déterminée ci dessus.

On sait alors que les vecteurs � � et � ��� se déduisent l’un de l’autre par la relation :
� � � � � � � ��� � (4.73)

On note en outre � ��� les composantes du vecteur � � dans la base canonique éléments finis et � � le
vecteur défini par :

� � ��� � � 	 � �
�

 � � � ��� ���

� � ��� � (4.74)

Attirons l’attention sur le fait que � � ne sont pas les composantes de � � dans la base propre de � �

mais celles du vecteur représenté par 	 � �
�

 � � � ��� dans la base éléments finis �����
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Le système différentiel (4.67) est diagonal dans la base propre de � � . En effet, multipliant
l’équation (4.67) par � � � , on obtient compte tenu des relations (4.69, 4.72, 4.73, 4.74) :

���� ���
�
�
� �
� �
�
	 " � � � �� � 	 ��� � � � � � ��� � � ���

� � 	 � 
 � � et
� � �
� � 	 � 
 � � �

(4.75)

où on a introduit la matrice diagonale d’amortissement " � , définie par :

" � � 	�� � � 	�� ��� 
 � 
�� ���
�	� � � � � 	�� � 	 � � �� 
 � (4.76)

4.3.2 Résolution du problème diagonal

On présente dans cette section la résolution du problème un peu plus général suivant :
Soient � ��� � , et � 
 ��� .
On cherche � � � �

	 � � 
 � �
� � � � 
 solution du problème de Cauchy :� �� 	 " �� 	 � � ��� ��� � � � 


� 	 � 
 
 � � 
 et
���	 � 
 
 � � � � (4.77)

où � � � 
 	 � � 
 � �
� � � � 
 et � 
 � � � � � � et " et � sont deux matrices diagonales.

On note :

" � 
�� ���
�	� � � � 	 + � � 
 et � � 
�� ���

�	� � � � 	 � �� 
 � (4.78)

4.3.2.a Résolution du problème scalaire

Il nous faut alors résoudre ce problème composante par composante, c’est à dire résoudre
les � équations différentielles scalaires :

� � �� � 	 + � � � �� � 	 � �� � � ��� � � � � � � � � (4.79)

ce qui est on ne peut plus aisé, puisqu’il s’agit du simple problème d’oscillateur amorti.
Un moyen élégant d’obtenir la solution analytique de cette équation différentielle ordinaire
non homogène repose sur le calcul de son noyau de Green, ce qui permet la solution comme
un simple produit de convolution. On rappelle tout d’abord le résultat abstrait suivant :
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Théorème 4.2 Soit � et � � � deux réels, et � un application continue sur � � 
 � �
�

La solution du problème de Cauchy scalaire d’ordre 2 en temps :� �
 	 � 
 	 + � �
 	 � 
 	 �
� 
 	 � 
 � � 	 � 
 � � � � ���


 	 � 
 
 ��
 
 et �
 	 � 
 
 ��
 � (4.80)

est donnée par :


 	 � 
 � � � � � � 
 
 � 
 � ��	 ��� � 
 
 	 � � � � � � � � � ��	 � 
 � (4.81)

avec :
� � � � � 
 
 � 
 � ��	 � 
 ��" 	 
 
 � 
 � 
 ��� � 	 ��� � 
 	-' 	 
 
 � 
 � 
 ����� 	 ��� ��

� � � � � � � � � ��	 � 
 � � �

�
�

� � � � 	 ��� 	 � � � 
 
�
 � 	 � 
 � � �
� �

�
�
�



� � � � 	 � � � 
 � 	 � 	 � 
 
 � � � (4.82)

où :
� � � et � � sont les deux racines du polynôme caractéristique : 1

� � 	 � � 	 � � � ��� (4.83)

� " 	 
 
 � 
 � 
 et ' 	 
 
 � 
 � 
 sont solutions du système :� " 	-' ��
 
" � � 	-' � � � 
 � (4.84)

�
� � � � est la solution du problème de Cauchy, appelée encore solution élémentaire :� �� � � � 	 ��
 	 � �� � � � 	 ��
 	 �

� � � � � 	 ��
 � ��� � � � ���� � � � 	 � 
 � � et
�� � � � 	 � 
 � � � (4.85)

� PREUVE : D’après le principe de superposition, on sait que la solution est de la forme :� 
 ��� S ��� 
 � 9 � � � ��
���� � ��� 
������ (4.86)

où � � est la solution du problème homogène :�	�� � 
 ��� � � 	� � 
 ��� � � � � � 
���� S �=����� � ���� � 
 �!� S � 9
et

	� � 
 �!� S � � � (4.87)

tandis que ��� est la solution particulière de (4.80) à conditions initiales nulles :� ���� 
 ��� � � 	��� 
 ��� � � � ��� 
 ��� S
� 
 ���$����� � �=�� � 
 � � S �

et
	� � 
 �!� S � - (4.88)
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Il est bien connu que :� � 
 � 9F� � � �$
 ��� S
� 
 � 9 � � � � 
�� � 
���� ��� � � 
 � 9F� � � � 
�� � 
�� 
 ����� (4.89)

où
� � ,

� 
 ,
� 
 � 9 � � � � et � 
 � 9F� � � � sont données par les équations (4.83) et (4.84).

Pour calculer ��� , on multiplie l’équation (4.88) par A � . � 
 �H� 
�� � � 9 �#�
pour

�
fixé, puis on

intègre sur
� � 9 � �M�

:O �
� 1 
 ���� 
���� � � 	��� 
	��� � � � ��� 
����#� A � . � 
�� � 
��X� � 9 �#� � � S O��

� 1 A � . � 
 � � 
�� � � 9 �#� � 
	��� � � - (4.90)

Or une double intégration par partie effectuée sur le premier membre conduit à :O �
� 1 � �A � . � 
 � � 
	�X� � 9 ��� � � 	A � . � 
���� 
	�X� � 9 ��� � � � A � . � 
 ��� 
�� � � 9 �#��� ��� 
	�;� � �

� � 
 	��� 
	��� � � ��� 
������ A � . � 
 ��� 
	� � � 9 ��� � � 	 � � 1 � � ��� 
���� 	A � . � 
��N� 
�� � � 9 �#� � � 	 � � 1S O �
� 1 A � . � 
�� � 
�� � � 9 �#� � 
���� � � - (4.91)

et donc, compte tenu de l’équation (4.85) et des conditions initiales vérifiées par � � et A � . � ,
il reste : ��� 
���� S O �

� 1 A � . � 
 ��� 
�� � � 9 �#� � 
	��� � �F�
(4.92)

d’où le résultat, en posant :
� � . � � � 9�� � � �M
 ��� S � � 
 � 9/� � � ��
������� � . �F. � 1 � � �M
 ��� S ��� 
 ��� - (4.93)

/

4.3.2.b Expression des opérateurs � � � � et � � � � � � �
A ce stade, les opérateurs de résolution du problème scalaire � � � � et � � � � � � � sont encore
quelque peu abstrait. Nous donnons ici leur expression détaillée. Les calculs mènent aux
résultats suivants :

� si � � � � � , on pose :

� � � �

�
� � � � (4.94)

alors : ���� ��� � � � � � 
 
 � 
 � ��	 � 
 ����� � 	 � � ��
 � 
 
 #�% � 	 
� � 
 	 �

�
	 
 � 	 � 
 
 
 � � � 	 
� ��
 �� � � � � �


� ��� � 	 � � ��
 � � � 	 
� � 
 (4.95)
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� si � � � � � , on pose :

� � � � � � �

�
� (4.96)

alors : ���� ��� � � � � � 
 
 � 
 � ��	 � 
 ����� � 	 � � ��
 � 
 
 #�% ��� 	 
� � 
 	 �

�
	 
 � 	 � 
 
 
 � � � � 	 
� ��
 �� � � � � �


� ��� � 	 � � ��
 � � � � 	 
� � 
 (4.97)

Remarque 4.6 En particulier, lorsque le système n’est pas amorti, ( ie. � � � ), ces solutions de-
viennent : ��� �� � 
 � � � 
 
 � 
 � ��	 � 
 � � 
 
 #�% � 	 � � 
 	 �

�
	 
 � 
 � � � 	 � � 
 �� 
 � � � �

� � � � 	 � � 
 (4.98)

4.3.2.c Résolution du système différentiel matriciel

Il n’y a plus qu’à construire les opérateurs de résolution du problème matriciel à partir des
opérateurs de résolution du problème scalaire que nous venons de définir.
Pour � � � 
 donné, on introduit les deux opérateurs linéaires � � et � � � � � définis par :��� �� � � � �

� � � � � � � �
	 � � � � 
 � � � � 
 � � � � � � � � � 	 � 
 
 � �
	 � � 
 � ��	 ��
 � � � � � � � ���� �� � � � �

� � � � � � � � 	 � � 
 � �
� � � � 


	 � � � �
�
� � � 
 � � � � � � � � � � � � � � ��	 � 
 � � � � � � �

(4.99)

où � � � � et � � � � � � � sont définies en (4.82).

Remarque 4.7 Compte tenu des expressions de � � � � données dans la section précédente, on peut en
fait écrire � � comme la somme de deux produits matriciels.

� � � � 
 � � � � ��� 
� � 
 	 � �� � � � (4.100)

où les deux matrices � 
� et � �� sont diagonales.

On peut alors énoncer le :
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Corollaire 4.1 La solution du problème (4.77) s’écrit :
� 	 ��
 � � � � � � � 
 	 � 
 � � � 
 	 � � � �

�
	 � 
 � � � � � 
 � (4.101)

4.3.3 Mise en œuvre

4.3.3.a Calcul discret en temps

Ce calcul est en fait mis en œuvre informatiquement. Il nous faut donc tout de même échan-
tillonner en temps le problème (4.75).
On fixe un pas de temps � � . Pour � ��� , on note :

� � ��� � � � � � � � � � � � �� � 	 � 	 � � + 
 � � �
L’équation (4.75) est alors résolu sur des intervalles de longueur � � , centrés sur �

�
. Ainsi, � �

est calculé aux instants �
� � �� .

Pour éviter d’avoir à calculer le produit de convolution intervenant dans l’opérateur � , on
approche � � 	 � 
 sur � �

�
� �� �	�

� � �� � par sa valeur à l’instant �
�
. En outre, nous couplerons ulté-

rieurement cette équation à l’équation de corde ainsi qu’à l’équation des ondes acoustiques
qui seront, elles, résolues par différences finies en temps. Il est donc naturel de supposer que
� � est constante par morceaux en temps dans ce cadre.
Il nous faut alors résoudre à chaque pas de temps le problème de Cauchy suivant :������ �����

�� � 	 " � �� � 	 � � � � � � �
� � � � � � � � � �� �	� � � �� �

� � 	 � � � �� 
 � � � � ���

�� � 	 � � � �� 
 � �� � � ���

(4.102)

D’après le corollaire (4.1), la solution de ce problème est donnée par :��� �� � � � ��� ��� �
� 	�� � � ��� � �� � � ��� 
 	 � ���

�
� 	 � � � 


�� � � ��� � �
� �
� 	�� � � ��� � �� � � ��� 
 	 �� ���

�
� 	 � �� 
 � (4.103)

où on a noté � ��� � � � � � � � �� � � � � �� et

�
� �
� 	 � 
 � � � 
 � � � � 
�� � � � !

�
� � 
 	 � � � ��� � � � !

�
� � �

�� ���
�
� 	 � 
 �

� � � � � � � � ��� � � � ! � � � �� 	 � 
 �
(4.104)
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Remarque 4.8 Il ne s’agit donc pas tout à fait d’une méthode de résolution exacte en temps puisque
nous approchons le second membre par des constantes par morceaux. Le choix du pas de temps � � ne
peut donc pas être arbitrairement grand, puisqu’il nous faut approcher suffisamment correctement le
second membre de cette manière.
Néanmoins, dés que celui ci est nul, cette approximation n’en est plus une et on peut alors choisir un
pas de temps aussi grand qu’on veut sans commettre la moindre erreur (!). Le choix du pas de temps
devra tout de même être suffisamment petit de manière à échantillonner précisément la solution.

4.3.3.b Expression de la résolvante � ��� � �
Dans le cas particulier où le second membre est une simple constante, on peut expliciter
� ���

�
� . Notons


� � � � la primitive de la solution élémentaire du problème scalaire (4.80), défi-
nie par (4.85), qui s’annule en 0, ie. :


� � � � � � �


� � � � 	 � 
 � � � (4.105)

On vérifie alors la :

Propriété 4.5 L’opérateur ����� � � est tout simplement un produit matriciel usuel :
� ���

�
� 	 � �� 
 � �

�
� � �� � (4.106)

où �

�
� est la matrice diagonale définie par :

�

�
� � 
�� ���

�	� � � � � 	 
� � � � � � 	 � � 
 � (4.107)

Le théorème suivant assure en outre que cette matrice est définie positive, propriété qui nous
sera bien utile lors de la résolution du problème couplé à l’air et à la corde.

Théorème 4.3 On suppose toujours que � � � , et bien sûr � � � � .
Si � est positif, alors :


� � � ��	 � ��
 � ��� (4.108)

En outre, si � � � , ou bien si � � � et � � �
+ �

� , alors

� � � � 	 � � 
 � � � (4.109)

On en déduit que la résolvante � �
� est définie positive.

� PREUVE : D’après le théorème (4.2), on vérifie, en choisissant en particulier � 9 S � � S �
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et � � �
dans l’équation (4.81), que �A � . � 
 � ���

est la solution du problème :� �� 
 ��� � � � 	� � � � � S
�F����� � �=�� 
 �!� S �

et
	� 
 � � S � (4.110)

Pour
� B ��


fixé, on multiplie cette équation par
	� et on intègre sur

� �=� �M�
:O��9 �

� �
� �
� 
 	� 
���� 
 � � � ��� � � O��9 
 	� 
���� 
 � � ��� O �9 �

� �
� �
� 
 � 
���� 
 � � � � S O��9 	� 
���� � � - (4.111)

Compte tenu des conditions initiales, on obtient donc :� 
 ��� S �
� 
 	� 
 ��� 
 � � � � O��9 
 	� 
	�;� 
 � � � � �

� 
 � 
 ��� 
 � �
(4.112)

dont on déduit (4.108).
Si � � �

, alors, si on avait � 
 �#9;� S �
pour

� 9 � �
, cela impliquerait que les trois termes

positifs de l’équation précédente seraient nuls. En particulier, on aurait :O�� 19 
 	� 
���� 
 � � � S ���
ce qui implique

	� 
	�;� S � � � B � ����� 9$�
et donc, compte tenu des conditions initiales, � 
���� S

� � � B � ����� 9��M�
qui n’est pas solution de (4.110). Donc c’est absurde, donc � 
 ��� � � � � � �

.
Dans le cas où �

S �
, on calcule, d’après (4.98) :

�A 9 . � 
���� S � ��� � � 
 � ���
� � -

(4.113)

Donc, �A 9 . � s’annule pour
�

S
��� �
� ��� � B�� , et par conséquent, si on choisit

� � 
 ���� , on
aura encore �A 9 . � 
 � ��� � �#- /

Pour terminer, donnons l’expression de

� � � � . Il suffit en fait de calculer

� �

 � � � � 	 � 
 � � �

à partir de l’expression de � � � � donnée à la section 4.3.2.b :

� si � � � � � , alors :

� � � � � �+ 
� �

�

� 
� 	 ��� #�% � 	 
� � 
 ����� 	 � � � 
�
�� � � � � 	 
� � 
 � (4.114)

� si � � � � � , alors :

� � � � � � �+ 
� �

�

� 
� 	 #�% � � 	 
� ��
 ��� � 	 � � � 
�� � 
 	 � � � � � 	 
� � 
 � (4.115)
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4.3.3.c Ecriture dans la base éléments finis

On peut également écrire ce schéma dans la base éléments finis d’origine de notre problème.
Celui ci s’écrit tout simplement :������� ������

� �
�
��
���
	 � � 	�� �� � � � � �

���
	 � � � �

�
��
��� � �

�
���
� � � � � � � � �� �	� � � �� �

�
���
	 � � � �� 
 � � � � �����

��
���
	 � � � �� 
 � �� � � �����

�
(4.116)

et sa solution est maintenant donnée par :��� �� � � � ����� � ��� ��
� 	�� � � �����

� �� � � �����

 	 �

�
�
�
� 	 � ���� 


�� � � ����� � �
� �
�
�
� 	�� � � �����

� �� � � �����

 	 ��

�
�
�
� 	 � ���� 
 � (4.117)

où les opérateurs ���
�
�
� et � �

�
�
� sont définis par les relations de changement de base :

� �
�
�
� 	 �

�
�
 � �

�
�� 
 ��� � 
�

� � � � �
�
�
 	 � � ��

� � � � �
�
�� ��� � ��� ��

� �
�
�
 	 � � ��� ��

� �
�
�� �

�
�
�
�
� � � � ��� � �

� � � � � � � (4.118)

où � est la matrice de changement de base introduite à la section 4.3.2, les matrices diago-
nales � 
�	� � � ��

� sont définies dans la remarque (4.7) et la matrice diagonale �

�
� est définie à

en (4.107)
Il va de soit que les deux schémas (4.102) et (4.116) sont strictement équivalents puisqu’ils
représentent la même technique de résolution dans deux bases différentes. Néanmoins, ils
présentent une différence non négligeable, c’est que les matrices � 
�

� � � �� � et � �
� sont diago-

nales, tandis que leurs consœurs � �
��� �
�
� � � � ��� ��

� et � �
�
�
� sont pleines. Il est donc évident qu’il vaut

mieux résoudre le problème dans la base propre de � � .
La représentation de l’inconnue discrète � � � dans la base propre de � � , donnée par � � , nous
donne une information sur les évolution temporelle des composantes modales du déplace-
ment de la table d’harmonie. Mais si on veut observer les déformations de la table au cours
du temps, il vaut mieux choisir de représenter � � � dans la base éléments finis puisqu’on sait
alors interpoler la solution sur le maillage du domaine.
En pratique, on résout donc le problème dans la base propre, et on reconstruit au besoin la
solution dans la base éléments finis par la relation de changement de base � ��� ��� � �

4.3.3.d Conservation de l’énergie discrète

Le schéma discret (4.102) possède (sans surprise) une propriété de conservation de l’énergie
discrète qui assure que l’inconnue discrète 	�� � � ��� 
�� 	 � reste bornée au cours du temps :
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Propriété 4.6 On définit l’énergie discrète du schéma (4.102) par :� � � ��� �
�+ � �� � � ��� �

� 	
�+ � � � � �� � � � � ��� � (4.119)

Alors l’énergie � � vérifie la propriété de conservation suivante :� � � ��� � � � � ���
� � � �

�
�
� � � ��� � � � � ���

� �
� �

� �
� � � � ��� � � ��

	 " � �� � � �� � 
 � (4.120)

La matrice " � est définie positive, donc la quantité 	 � � � ��� � � �� 	 " � �� � � �� � 
 est positive. On en

déduit que l’énergie 	 � � � ��� 
�� 	 � est décroissante dés que le l’effort exercé sur la plaque est
nul.
Puisque cette énergie est positive, on vérifie il s’agit en fait d’une norme portant sur l’incon-
nue discrète � � � ��� . Ainsi ce résultat assure que le schéma (4.102) est inconditionnellement
stable.

� PREUVE : Il suffit de multiplier scalairement (4.102) par
	� � puis d’intégrer en temps

sur
� � @ �X6-:� � @ 
 6-��

, sans oublier que le second membre est une constante. Il reste à diviser
l’équation obtenue par

� �
pour obtenir la relation (4.120). /

Remarque 4.9 On vérifie à l’aide des relations de changement de base données en 4.3.1 que dans la
base éléments finis, l’énergie ci dessus est bien :� � � ��� �

�+ � �� ��� � �� �� 	 �+ � � ��� � �� � � (4.121)

Bien entendu, puisque tout est équivalent, la relation de conservation de l’énergie présentée ci dessus
s’obtient d’une manière similaire à partir du schéma écrit dans la base éléments finis (4.116).

4.3.4 Approche type méthode spectrale

On peut encore simplifier la résolution du problème (4.102) en l’abordant d’une manière
analogue aux méthodes spectrales. C’est pourquoi nous qualifierons parfois cette méthode
de résolution pseudo spectrale.
On note 	�� � 
 �	� � � � � les � � vecteurs propres de la matrice 	 � �

�

 � � � � , c’est à dire les � � co-

lonnes de la matrice de passage P introduite en (4.69). � � est donc associé à la valeur propre
�
�� . Par définition, on a :

� � �
� � 
� ! 
 � �� � � � (4.122)
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Puisqu’on a rangé les valeurs propres dans l’ordre croissant, plus � est grand, plus � � est
un mode à fréquence élevée. On est naturellement tenté de négliger les composantes de � �
associées aux modes d’ordre élevé, car :

� La fréquence de coupure du second membre � � est relativement basse (rappelons que
dans le cas d’une guitare, celle ci est de l’ordre de 5000Hz). Donc seuls les premiers
modes sont effectivement excités. Par conséquent, les composantes de � � sont négli-
geables pour � “grand”.

� En outre, l’amortissement est d’autant plus important que la fréquence du mode est
grande (voir section 1.3.3), donc les composantes associées décroissent très rapidement
au cours du temps. D’autant plus que l’amortissement dans le bois est très important.

On va donc tronquer la somme (4.122) aux 
� � premiers modes, où � � 
� � � � � , c’est à dire :

� � � 
� � �
�� � 
� ! 
 � �� � � � (4.123)

Cela revient, en pratique, à définir la matrice de passage tronquée


� , rectangulaire, de taille� � x 
� � , dont les 
� � colonnes sont les 
� � premiers vecteurs propres de la matrice 	 � �

�

 � � � � .

On définit alors :

� � � 
�� ���

�	� � � �� � 	 � �� 
 �

" � � 	�� � � 	�� 
� � 
 �

� � � 


�
� � ��� �

(4.124)

et on vérifie que :


�
� � �



� � 
� � � (4.125)

Enfin, � ��� et 
� � se déduisent l’un de l’autre par les relations de changement de base :

� � � 


�
�
� �

�
�
��� et �

���
� 

� 
� � � (4.126)

On confondra dorénavant ��� et son approximation 
��� , ainsi que � � et

� � .

Il nous faut maintenant résoudre le système différentiel linéaire suivant, dont l’avantage
essentiel par rapport au problème (4.102) est qu’il est de taille 
� � � � � . En pratique, il suffit
de prendre 
� � � � � , ce qui rend cette résolution très efficace.

������ �����
�� � 	 
" � �� � 	 
��� � � � �

�
� � � � � � � � � �� �	� � � �� �

� � 	 � � � �� 
 � � � � ���

�� � 	 � � � �� 
 � �� � � ���

(4.127)
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Remarque 4.10 Cette méthode est en fait une méthode spectrale pour laquelle, ne connaissant pas
les modes propres du problème continu, ils approchés numériquement par la méthode des éléments
finis.

4.3.5 Une nouvelle forme d’amortissement

Comme nous l’avions précisé dans la remarque (1.10), on constate que cette méthode de
résolution autorise en fait un ajustement beaucoup plus fin de l’amortissement, mode par
mode. En effet, la méthode introduite jusqu’ici conduit à résoudre pour chaque composante	�� � 
 � ��� � � � � � � l’équation différentielle scalaire :

�
 	 � 
 	 + � 	 � � 
 �
 	 � 
 	 � �� 
 	 ��
 � 	 � � 
 � 	 � 
 � (4.128)

avec � 	 � � 
 � � � 	�� �
��+ .

Les équations (4.95) et (4.97) montrent que le taux d’amortissement de ce mode est tout
simplement � 	 � � 
 . Ici, rien ne nous interdit de choisir une autre forme d’amortissement en
fonction de la fréquence du mode : on a toute latitude sur la fonction � � � �� � 	 � 
 � � �
Ceci est un gros avantage de cette méthode pour la résolution de l’équation de plaque amor-
tie, en particulier en acoustique musical où les phénomènes d’amortissement sont fonda-
mentaux pour la production du son.
En pratique, nous nous contenterons de prendre un taux d’amortissement dépendant linéai-
rement de la fréquence, c’est à dire un amortissement de la forme :

� 	 � 
 � � � 	 � � � (4.129)

où, bien entendu, les paramètres � � et � ne sont les mêmes que ci dessus (ne serait ce que
pour des raisons de dimension physique).

Notation 4.3 Dorénavant, nous considérerons que l’amortissement de la plaque est donné, dans la
base modale, par la matrice diagonale positive " � , définie en toute généralité par :" � � 
�� ���

�	� � � � � 	 � 	 � � 
�
 � (4.130)

où � est une fonction de � � dans � � donnée.

4.4 Comparaison des différentes approches

Nous avons donc proposé trois méthode pour résoudre le problème semi-discrétisé en es-
pace (4.7), soit par différence finies en temps explicites, soit par différences finies en temps
implicites, soit par une méthode de type spectrale. Regardons maintenant plus en détail quels
sont les avantages ( � ) et les inconvénients ( � ) de chacune d’elle, de manière à choisir celle
qui sera le mieux adaptée à la résolution de notre problème.
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4.4 Comparaison des différentes approches

4.4.1 Avantages et inconvénients du schéma explicite
� Cette méthode ne nécessite aucun calcul préliminaire autre que le calcul de la matrice� � (on n’effectue ni factorisation ni diagonalisation).
� Puisqu’il n’invoque pas l’inversion d’une matrice, le coût à chaque pas de temps est

réduit à un simple produit matrice-vecteur de taille � � . La matrice � � étant creuse, on
optimise ce produit en la stockant au format morse.

� Comparativement au schéma implicite, ce schéma ne crée pas plus de dispersion nu-
mérique que le schéma semi-discret. Il n’y a donc pas de perte de précision induite par
cette discrétisation en temps.

� La condition de stabilité est extrêmement contraignante. En fait, cet argument élimine
d’office cette technique. Le mieux est de regarder un exemple. Le pas du maillage que
nous utilisons est de 1 cm, pour pouvoir prendre en considération les raidisseurs. Les
paramètres typiques d’une plaque en bois de résonance utilisée pour la table d’harmo-
nie d’une guitare sont donnés par :

� ��� � � ��� � � � � � � � � � � � ��� � � �
	 � � � (4.131)

si bien que le pas de temps imposé par la condition de stabilité (4.18) dans le cas de
l’approximation



� �
� 

� �� , si on suppose que la matrice de rigidité adimensionné



� est

du type orthotrope-1 (voir le tableau (4.1) ), est donné par :

� � � � ��� � � � ��� � � (4.132)

soit une fréquence d’échantillonage de 1200 kHz (!!!).
Pour écouter un son, et en particulier sa décroissance au cours du temps, une expé-
rience acceptable dure 3 secondes, soit plus de 3,6 millions de pas de temps, ce qui est
vraiment très très gros. Tous les autres inconvénients sous cités de ce schéma découlent
en fait de ce seul problème.

� La résolution du problème amorti par une méthode de point fixe présentée à la sec-
tion 4.2.4.c ne sera malheureusement pas applicable à notre problème, car elle impose
typiquement de choisir le coefficient � inférieur à � � � ��� � . Il se trouve que l’amortis-
sement dans le bois est relativement important. Des valeurs typiques des paramètres
d’amortissement sont :

� � � + � � et � � � � � � � � (4.133)

On constate qu’on se trouve juste sur la limite de convergence de notre méthode,
qui de ce fait manque de souplesse pour autoriser un choix suffisamment réaliste
de l’amortissement (il ne faut pas en effet que le choix des paramètres d’amortisse-
ments soit imposé par la méthode de résolution qu’on utilise). Autant utiliser le schéma
implicite �����

� Enfin, notre objectif est de résoudre un problème où cette plaque est couplé à une
équation de corde et une équation des ondes acoustiques. Afin d’être efficace pour
la résolution numérique du problème 3d, nous utiliserons un schéma de résolution
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explicite, pour l’équation des acoustiques. Celui ci est stable sous la classique condition
CFL :

� � � �� �
�

�
�
	
� (4.134)

ce qui conduirait, en prenant le pas de temps donné ci dessus, avec � � �
	 � � � � � � � à :
� � � � � � � � � � � � � � (4.135)

soit moins de 0.5 mm!!! Compte tenu des dimensions d’une guitare, il faudrait calculer
la pression rayonnée dans un cube d’environ un mètre de côté. On obtiendrait alors
un maillage contenant plus de � � � � points, ce qui dépasse largement les capacités de
mémoire de la meilleur machine du labo! Ce calcul n’est donc vraiment pas du tout
envisageable.

Remarque 4.11 Sur ce dernier point, si les valeurs numériques n’étaient pas si radicales, on pourrait
envisager diverses stratégies pour ne pas tomber sur cet écueil.

� On peut choisir un pas d’espace plus grand. De cette manière, on respectera encore la condition
de stabilité, mais la dispersion numérique sera plus mauvaise. Ce n’est pas si grave, puisqu’en
fait on utilise un maillage en espace beaucoup plus fin que nécessaire. Cette stratégie peut per-
mettre de gagner un facteur 2 ou 3 sur le pas d’espace, sans vraiment nuire à la précision, et
donc jusqu’à un facteur 30 environ sur la taille du maillage. Néanmoins, c’est encore insuffi-
sant. Et surtout, c’est très peu souple.

� On peut s’inspirer des techniques de raffinement spatio- temporelles proposées par T. Fouquet
et P. Joly ([33]), qui permettraient de choisir un pas de temps différent pour la discrétisation de
l’équation de plaque et celle de l’équation des ondes acoustiques.
Le point clef de cette méthode repose sur un propriété de conservation de l’énergie discrète asso-
cié à un schéma de type mixte. Il se trouve que la formulation en domaines fictifs du problème
d’interaction fluide-structure que nous proposons au chapitre 2 possède exactement la même
structure que la formulation mixte présentée dans [33]. Ces travaux pourraient donc s’appli-
quer tels quel à ce problème.
Néanmoins, outre le fait que les valeurs du pas de temps qu’il faudrait envisager ici sont de
toute façon disqualifiante, il faut reconnaı̂tre que cette méthode est très délicate à mettre en
œuvre. 2

4.4.2 Avantages et inconvénients du schéma implicite
� Puisque ce schéma est inconditionnellement stable, on peut choisir n’importe quel pas

de temps.

2. Le sous cyclage est en fait une technique bien connu dans les problèmes d’interaction fluide structure
(voir [52]) Ce qui est curieux dans notre cas, c’est que notre problème est l’inverse de celui qui est couramment
rencontré. A savoir qu’en général, il faut prendre un pas de temps plus grand pour la structure que pour le
fluide �����
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� La résolution du problème amorti ne présente pas de surcoût par rapport au problème
non amorti. On peut choisir dans ce cas n’importe quelle valeur du paramètre d’amor-
tissement.

� Il faut inverser une matrice à chaque pas de temps. Cette matrice est d’autant plus
grande que nous utilisons une approximation en espace d’ordre élevé.
En pratique, puisque nous voulons réaliser des calculs sur un nombre important de
pas de temps. 3il n’est pas intéressant d’utiliser une méthode de gradient conjugué. Le
mieux est d’utiliser la méthode de Cholesky. On factorise la matrice au début du calcul,
et il suffit de résoudre le problème par descente remontée à chaque pas de temps. Cette
résolution est d’autant plus efficace que la matrice possède une structure bande étroite.
L’efficacité de la mise en œuvre de cette méthode peut reposer sur des méthodes cer-
tainement beaucoup plus subtiles, mais on peut conjecturer que plus la méthode sera
subtile, plus elle sera difficile à mettre en œuvre �����

� Comme le montrent les courbes de dispersion présentées à la section 4.2.3.d, on ne
peut pas choisir un pas de temps trop grand sans nuire à la précision du schéma. Nous
verrons plus bas qu’une valeur adaptée à notre problème correspond à un “gain” d’un
facteur 25 par rapport au schéma explicite. Mais on observe sur les figures (4.4, 4.15
et 4.8) que pour cette valeur de � , la dispersion s’est sérieusement dégradée. Elle bien
plus mauvaise que celle du schéma semi-discret.

� Un autre désavantage de cette méthode apparaı̂t lorsqu’on s’intéresse à la résolution
du problème complet de modélisation de la guitare. Nous l’avons déjà dit à la section
précédente, on utilise un méthode de domaines fictifs pour la résolution du problème
d’interaction plaque-air (cf. chapitre 2).
Si on choisit le schéma explicite ou la méthode pseudo spectrale pour la résolution de
l’équation de plaque, on est amené à inverser un système de la forme :� � �

�
�)' �' � " � � � � �

�

� �
� 
�

�
�

(4.136)

où � est un multiplicateur de Lagrange qui s’interprête comme le saut de pression à la
surface de la guitare et " est une matrice symétrique définie positive.
Dans ce cas, on peut montrer que la résolution se ramène en fait en l’inversion de la
matrice � � " 	 ' � 	 � �

�

 � � ' qui est symétrique définie positive, le reste des calculs

étant alors explicite puisque la matrice de masse � �
� est diagonale. La taille de � est

nettement inférieure à la taille du système ci dessus et elle possède une structure bande
essentiellement creuse, donc sa résolution par la méthode de Cholesky est très efficace.
Si on choisit un schéma implicite sur la plaque, on sera alors amené à résoudre un
système linéaire matriciel de la forme :� � �

�
	 � � � '' � " � � � � �

�

� �
� 
�

�
�

(4.137)

3. disons par exemple qu’il faut au moins 3 secondes de son pour pour pouvoir apprécier correctement son
extinction; cela conduit à un nombre de pas de temps qui est nettement supérieur à la taille de la matrice à
inverser
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Ce système n’est pas symétrique. Pour le résoudre, on peut utiliser la méthode SYMMLQ,
qui consiste à réécrire ce système sous la forme d’un système symétrique non positif,
et à résoudre ce dernier par une variante du gradient conjugué.
Ainsi, la résolution du problème d’interaction plaque-air est nettement plus coûteuse
si on choisit de discrétisation l’équation de plaque avec le schéma implicite.

4.4.3 Avantages et inconvénients de la méthode pseudo-spectrale
� On peut choisir un pas de temps absolument quelconque, puisqu’on effectue une réso-

lution exacte en temps. La précision du schéma est celle du schéma semi-discrétisé en
espace, donc elle est indépendante du choix du pas de et ce sans perturber la précision
du schéma. Bien entendu, comme il est précisé dans la remarque (4.8), il faut tout de
même prendre un pas de temps qui échantillonne correctement le signal, mais ceci est
vrai pour n’importe quel schéma.

� La méthode pseudo-spectrale permet en fait de ne calculer que quelques modes (en
pratique, on n’en calcule que 50, alors que le nombre total de modes est 3230!). Ceci
aura plusieurs conséquences heureuses que nous précisons plus bas. En particulier, les
calculs effectués à chaque pas de temps sont très peu importants, voire négligeable, ce
est un avantage décisif lorsqu’on veut réaliser des expériences numériques sur un très
grand nombre de pas de temps, comme cela est le cas pour la synthèse sonore.
D’autre part, on verra que le fait de choisir un petit nombre de modes joue de façon
cruciale dans l’efficacité de la résolution du problème à 6 cordes (cf. section 3.6).

� On peut choisir un modèle d’amortissement beaucoup plus général que celui proposé
à la section 1.3.3, ainsi qu’il est précisé à la section 4.3.5.

� Il faut diagonaliser la matrice 	 � �
�

 � � � � au début des calculs, c’est à dire calculer les

valeurs propres mais aussi les vecteurs propres. Cette méthode est donc coûteuse à
la fois en temps de calcul, mais aussi en espace mémoire utilisé, puisque la matrice
de passage est pleine. On ne peut donc l’appliquer que si la taille du problème est
suffisamment réduite par rapport aux moyens de calcul.
Un des intérêts d’utiliser la méthode pseudo spectrale est qu’il ne faut calculer qu’un
nombre limité de valeurs et vecteurs propres, ce qui réduit d’autant le coût de ce calcul
et la mémoire nécessaire au stockage du résultat.
D’autre part, le véritable facteur limitant dans le modèle de guitare complet est la réso-
lution du problème 3d qui est de très grande taille. En fait, le coût de la diagonalisation
de la matrice au début des calculs est absolument négligeable devant le coût des ité-
rations en temps du problème complet (concrètement, cette diagonalisation requiert
seulement 3 mns, alors que le calcul total dure 3 heures ����� ).

� Le système à résoudre à chaque pas de temps est certes diagonal, mais si on veut repré-
senter les déformations de la plaque au cours du temps, il faut reconstruire la solution
dans la base éléments finis, ce qui sous entend autant de produits (matrice pleine )(vec-
teur). Néanmoins, on ne cherche pas en général à observer les déformation sur de longs
temps, donc ce soucis n’en est pas vraiment un.
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� Pour la résolution du problème complet de guitare, les matrices du schéma discret re-
présentant les couplages entre la corde et la plaque et surtout entre la plaque et l’air
deviennent pleines dans la base propre de 	 � �

�

 � � � � , alors que par construction elles

sont essentiellement creuses dans la base éléments finis d’origine. L’efficacité de réso-
lution de l’équation de plaque à chaque pas de temps se paye donc quelque part. Mais
ici aussi, le fait de ne choisir qu’un nombre restreint de modes permet de limiter le
surcoût engendré par les produits (matrice pleine) (vecteur).

4.4.4 Une comparaison plus quantitative

Comparons un peu plus précisément les coûts de calculs des trois schémas. On note :

-
�� le nombre moyen d’éléments non nuls de la matrice � �

- ' la largeur de la bande. Celle ci dépend du maillage, mais on peut chercher à la rendre
la plus petite possible en utilisant un algorithme de type GIBBS.

- la taille de � � est � � .

- � � est le pas de temps du schéma explicite et � � � est le pas de temps du schéma
implicite ou celui de la méthode pseudo spectrale

Notre objectif est de déterminer pour quelles valeurs de � le schéma implicite est moins
coûteux que le schéma explicite et à partir de quel instant la méthode pseudo spectrale est
moins coûteuse que le schéma implicite.
Supposons que l’on veuille réaliser une expérience sur une durée � . Alors on calcule :

� le coût du schéma explicite à chaque pas de temps est un simple produit matrice-
vecteur, soit + �� � � opérations élémentaires, donc le coût total du calcul est :

� �
	 � 
 �

+ �� � �
� � � �

� � � � (4.138)

� le coût de la factorisation de Cholesky de la matrice 	 � �
�
	 � � � � 
 est : � � 	 ' �

	 	 ' 
 � � � � �
( + � � extractions de racines carrées), et le coût de la résolution des deux systèmes trian-
gulaires à chaque pas de temps est : ��' � � � � � � � (on peut trouver ces estimations dans
[38]). Donc le coût total du calcul est :

� � 	 � 
 �
��' � �� � � �

	 � � 	 ' � 	 	 ' 
 � � � � � � (4.139)

� le coût de calcul de la diagonalisation de la matrice de raideur est � � �� � � � � � (cette va-
leur correspond au nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de tous les vecteurs
propres par la méthode QR; il peut être diminué lorsqu’on ne veut en calculer qu’un
nombre limité ( voir [38] et [12]) et chaque pas de temps demande � � � flops.

� � 	 � 
 � � � �� � � �
	 � � �� � � � � � � (4.140)
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Coût

� 6 �� 19

� �

� �

���

FIG. 4.19: Comparaison du coût de calcul des schémas explicite ou implicite en fonction de la durée
de l’expérience désirée

Le coût de ces schémas est donc une simple fonction affine de � . Ces deux droites sont
tracées sur la figure (4.19) Pour que le coût du schéma implicite soit plus petit que celui du
schéma explicite à partir d’un certain seuil � 
 , il faut que sa pente soit plus petite, soit :+ �� � �

� �
�
��' � �� � �

� (4.141)

et donc : � �
+ '
�� (4.142)

Et dans ce cas, on a :

� 
 � � ��	 ' �
	 	 ' 
+ �� � ��' � � � (4.143)

D’autre part on a :

� � � � � �
� � �� � 	 '

�
	 	 ' 


��' � �
� (4.144)

où � � est le seuil à partir duquel le schéma pseudo spectral est moins coûteux que celui du
schéma implicite.
On voit donc ici qu’il est primordial d’optimiser la largeur de bande de la matrice � � si
l’on veut que le schéma implicite soit plus performant que le schéma explicite. Plutôt que de
s’attarder plus longtemps sur des considérations générales, regardons un exemple concret,
correspondant au maillage que nous utilisons effectivement pour ce modèle de guitare. Les
valeurs numériques sont alors :

� � �
	 + 	 ��� �� � �	� � ' �
	 	 ��� et � � � � ��� � � � ��� � � (4.145)

On calcule alors que le schéma implicite devient plus efficace dés que l’on prend � � � 	 .
Pour que cela devienne vraiment intéressant, il faut bien sûr prendre une plus grande valeur
de � , car à coût égal, autant faire de l’explicite qui est plus facile à mettre en œuvre.
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On pratique, il faudrait prendre � � + � pour que les calculs soient abordables. Cela conduit
à une fréquence d’échantillonage de � � � � � � � ( ce qui est déjà grand). Dans ce cas, on calcule
� 
 � � � � � � , ce qui revient presque à dire que le schéma implicite est plus efficace que le
schéma explicite pour tout � . Néanmoins, pour cette valeur de � , la dispersion numérique
du schéma implicite est déjà nettement plus mauvaise que celle du schéma semi-discret si le
nombre de points par longueur d’onde est insuffisant.
D’autre part, on calcule � � � � � + � . Ainsi, malgré un temps de calcul préliminaire très élevé
le schéma pseudo spectral rattrape suffisamment rapidement son retard, grâce à un coût
négligeable à chaque pas de temps, puisque notre objectif est de calculer jusqu’à au moins 3
s. Cet argument est primordial pour justifier le coût de la diagonalisation de la matrice � � �

4.4.5 Conclusion

Il n’est pas vraiment nécessaire de s’étendre après la lecture des trois sections qui précèdent.
Le schéma explicite est totalement hors jeu. Et si le schéma implicite est clairement moins
coûteux, on lui préférera sans hésiter la méthode pseudo spectrale, ne serait ce que parce que
la dispersion numérique se dégrade rapidement pour de grandes valeurs du pas de temps, ce
qui nuit à la souplesse d’utilisation de ce schéma. En outre, rappelons que nous apprêtons à
réaliser des calculs sur un très grand nombre de pas de temps. Même si la méthode spectrale
devenait moins coûteuse beaucoup plus tard que dans l’exemple précédent, elle resterait
plus compétitive (ce sera le cas par exemple de l’expérience numérique réalisée à la section
5.4 où le pas de temps � � est beaucoup moins petit).
D’autre part, le fait que la dispersion numérique de l’approximation



� �
� 
�

� soit si mauvaise,
et en particulier si dispersive dans certaines directions dés que le maillage n’est pas isotrope,
nous incite à choisir l’approximation en espace



� �
� 

� �� . Ce choix est confirmé par les résultats

numériques présentés dans le chapitre suivant.
Dans tout ce qui suit, nous choisirons donc de résoudre l’équation de plaque à l’aide

de l’approximation en espace


� �
� 

� �� et d’utiliser la méthode pseudo spectrale pour la

discrétisation en temps.

Remarque 4.12 On a vu que le développement limité de la dispersion numérique du schéma im-
plicite est meilleur que celui de la dispersion numérique du schéma semi-discret. Par conséquent, le
schéma implicite est plus précis si on est dans un intervalle de fréquence où ce développement limité
est encore valable. Si tel était le cas, il pourrait alors être intéressant de diagonaliser la matrice et de
résoudre le schéma en temps par la méthode implicite dans la base propre de l’opérateur de plaque
discret, de manière à conjuguer l’efficacité des calculs sur un grand nombre de pas de temps et l’amé-
lioration de la dispersion numérique induite par le schéma implicite.
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Résultats numériques

Chapitre 5

Résultats numériques

On termine cette partie par quelques expériences numériques destinées à confirmer les ré-
sultats de notre analyse, tant sur le choix d’une discrétisation spatiale que sur le choix d’une
discrétisation temporelle. de l’équation de plaque seule.
L’objectif de cette étude numérique concernant la discrétisation spatiale est de montrer l’in-
térêt de la montée en ordre, de comparer les résultats donnés par les différentes approxima-
tions spatiales � � � � �� ,



� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� , et de comparer les résultats que l’on obtient à ce
qu’on a pu trouver dans la littérature.
Concernant la discrétisation temporelle, on compare les résultats obtenus avec les trois mé-
thodes sur un problème modèle. En outre, on observe l’effet de la troncature lorsqu’on utilise
la méthode spectrale, afin de vérifier empiriquement que seuls les modes dont la fréquence est
inférieur à la fréquence de coupure de l’excitation sont excités.
La conclusion générale à laquelle on aboutit est qu’il faut utiliser, parmi tous les choix
proposés, l’approximation spatiale



� �
� 

� �� en espace et la méthode résolution exacte en

temps

5.1 Fréquences propres d’une plaque rectangulaire homogène iso-
trope encastrée

On considère une plaque rectangulaire de longueur 2 et de largeur 1, homogène isotrope,
encastrée sur son bord. Dans ce cas, rappelons que l’opérateur de plaque est un bilaplacien.
L’équation en temps est donnée par :

�� � � � � � � 
 �� �
�
	 � � � � � 
 � � ���


 � � � 
 � ��� sur � � �
(5.1)
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où � �
�

� + 	 � �	�
�

 est le module de flexion. On peut alors choisir des paramètres “standard-

s” pour cette plaque, puisque les fréquences propres sont alors proportionnelles à �
�
� � . On

prendra donc :

� � � � � � � � et � � � � (5.2)

Les fréquences propres d’une telle plaque ne sont pas connues théoriquement. On doit donc
se contenter de résultats numériques.

5.1.1 Calcul par raffinement de maillage

On calcule les 50 premières fréquences propres de cette plaque à l’aide des trois approxima-
tions spatiales � � � � �� ,



� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� , obtenues par la diagonalisation de la matrice
approchant l’opérateur de plaque.
De manière à vérifier si la méthode a “convergé”, on utilise pour chacune d’elle 3 maillages
de plus en fin. Plus précisément, de manière à pouvoir comparer effectivement l’ordre 1 et
l’ordre 2 à nombre de points similaire, on prend :

� maillages 40x20 , 60x30 et 80x40 , pour l’ordre un.
� maillages 20x10 , 30x15 et 40x20, pour l’ordre deux,

Les résultats de cette première expérience numérique sont présentés sur les figures (5.5) à
(5.4).

Remarque 5.1 Bien que toutes les données représentées soient en fait des valeurs discrètes qu’il
conviendrait de représenter par des points ou des croix, comme cela est fait sur les figure 5.5 par
exemple, on a préféré relier ces points par une ligne, ce qui améliore la lisibilité des figures, en parti-
culier, lorsqu’on veut comparer sur une même figure deux résultats distincts, comme par exemple sur
la figure 5.1.
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FIG. 5.1: Fréquences propres d’une plaque rectangulaire homogène isotrope encastrée sur son bord,
calculées avec l’approximation spatiale � � � � �� , pour les maillages 40x20 , 60x30 et 80x40
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FIG. 5.2: Fréquences propres d’une plaque rectangulaire homogène isotrope encastrée sur son bord,
calculées avec l’approximation spatiale



� �
� 

� �� , pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20
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FIG. 5.3: Fréquences propres d’une plaque rectangulaire homogène isotrope encastrée sur son bord,
calculées avec l’approximation spatiale



� �
� 
�

� , pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20
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FIG. 5.4: Comparaison des fréquences propres d’une plaque rectangulaire homogène isotrope encastrée
sur son bord, calculées avec les approximations spatiales � � � � �� ,



� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� , pour les
maillages les plus fins (resp. 80x40, 40x20 et 40x20)

On peut faire les remarques suivantes :

� Le schéma


� �
� 
�

� est le plus mauvais, et ce dès les premières fréquences, comme on
peut le voir sur la figure (5.5).

� Il est plus intéressant de prendre le schéma d’ordre deux


� �
� 

� �� que le schéma d’ordre

un � � � � �� , puisqu’à nombre de nœuds comparables, l’erreur commise par le premier
est 3 fois inférieure à celle commise par le second.

� Lorsqu’on regarde la convergence des 50 premiers modes, on constate que seule l’ap-
proximation



� �
� 

� �� a “convergé”, et ce dés le maillage le plus grossier. On peut alors

légitimement considérer comme une référence le résultat obtenu avec cette approxi-
mation, sur le maillage le plus fin.

� Non seulement les approximation � � � � �� et


� �
� 
�

� n’ont toujours pas convergé,
malgré les raffinements successifs, mais en plus, elles diffèrent encore de la solution de
référence susmentionnée, sur le maillage le plus fin. On voit donc l’intérêt de monter
en ordre, tout du moins de choisir le schéma



� �
� 

� �� plutôt que le schéma � � � � �� .

5.1.2 Comparaison aux résultats de Sakata et al.

On compare en outre les résultats obtenus à ceux calculés par Sakata et Hosokawa dans
[57]. Ils obtiennent une évaluation numérique très précise du déplacement d’une plaque
rectangulaire encastrée telle que � � � + � � , en effectuant un développement sur une double
série trigonométrique, dont ils déduisent les premières pulsations propres. Les résultats de
cette comparaison sont regroupés dans le tableau (5.1) et tracés sur la figure (5.5).

Remarque 5.2 On prendra garde au fait que nous présentons ici les fréquences tandis que les va-
leurs fournies dans [57] sont les pulsations (il y a juste un facteur + � entre les deux, qui n’influe
bien sûr pas sur le calcul d’erreur).
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5.2 Fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogène encastrée

Réf. [57] � � � � �� 

� �
� 

� ��



� �
� 
�

�
fréquence fréquence erreur fréquence erreur fréquence erreur

(en Hz) (en Hz) (en %) (en Hz) (en %) (en Hz) (en %)

3.91166 3.90 0.29 3.91 0.06 3.93 0.50
5.06526 5.05 0.36 5.07 0.10 5.11 1.10
7.12531 7.09 0.45 7.13 0.13 7.22 1.13
10.0794 10.02 0.56 10.10 0.15 10.22 1.14
10.1832 10.12 0.59 10.20 0.12 10.25 0.73

TAB. 5.1: Comparaison entre les fréquences données dans [57] et les valeurs calculées pour les trois
approximations spatiales sur les maillages les plus fins
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FIG. 5.5: Erreur commise par les approximations � � � � �� ,


� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� pour les maillages
les plus fins (resp. 80x40, 40x20 et 40x20) — A gauche, les courbes représentent l’écart relatif	 � � � � � � � � � � 
 � � � � � , où � � � � � et � � � � sont respectivement les fréquences propres calculées et celles
données dans [57] — A droite, on a tracé les fréquences calculées en fonction des valeurs de référence.

5.2 Fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogène en-
castrée

On effectue maintenant une expérience similaire à la précédente, mais cette fois ci, on sup-
pose que la plaque n’est plus homogène. Plus précisément, on supposera cette plaque est
composé de deux milieux homogènes isotropes, de modules de flexion distincts, � � � � et�
� �

+ (voir (5.6) ), de densité et d’épaisseur 1.
Nous n’avons pas trouvé de solution de référence dans le cas hétérogène dans la littérature.
On effectuera donc un contrôle de convergence des 50 premiers modes. Les résultats obtenus
dans ce cas sont présentés sur les figures (5.8) à (5.7).
On aurait pu espérer que le schéma



� �
� 
�

� se comporte mieux sur cet exemple, dans la me-
sure où il autorise des discontinuités de la composante tangentielle du moment fléchissant.
Il n’en est malheureusement rien. Les remarques qu’on peut faire sont en fait identiques à
celles données dans le cas homogène.
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Résultats numériques

D = 1 D = 2

FIG. 5.6: Une plaque rectangulaire hétérogène composée de 2 couches homogènes.

Ces deux premières expériences numériques confirment les résultats théoriques de dis-
persion concernant les faibles performances du schéma



� �
� 
�

� .
Puisqu’en outre le fait de monter en ordre est nettement justifié, nous nous contenterons
dorénavant de regarder les résultats donnés par l’approximation



� �
� 

� �� .
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FIG. 5.7: Comparaison des fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogène encastrée sur
son bord, calculées avec les approximations spatiales � � � � �� ,



� �
� 

� �� et



� �
� 
�

� , pour les maillages
les plus fins (resp. 80x40, 40x20 et 40x20)
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5.2 Fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogène encastrée
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FIG. 5.8: Fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogène encastrée sur son bord, calculées
avec l’approximation spatiale � � � � �� , pour les maillages 40x20 , 60x30 et 80x40
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FIG. 5.9: Fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogène encastrée sur son bord, calculées
avec l’approximation spatiale



� �
� 

� �� , pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20
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FIG. 5.10: Fréquences propres d’une plaque rectangulaire hétérogène encastrée sur son bord, calculées
avec l’approximation spatiale



� �
� 
�

� , pour les maillages 20x10 , 30x15 et 40x20

213



Résultats numériques

5.3 Fréquences propres d’une plaque circulaire homogène isotrope
encastrée

On considère à présent le cas d’une plaque circulaire homogène encastrée, pour laquelle
on a des valeurs théoriques de fréquences propres à partir des fonctions de Bessel, ce qui
permettra de valider notre approximation dans le cas d’un maillage irrégulier.
Les fréquences théoriques d’une plaque circulaire de rayon � homogène isotrope encastrée,
données par Fletcher et Rossing dans [32], sont présentés tel quel dans le tableau (5.2). Elles
proviennent de calculs effectués par Leissa ([47]).
La comparaison des fréquences théoriques avec les valeurs calculées par le schéma



� �
� 

� ��est présentée dans tableau (5.3) et sur la figure (5.12). Les calculs sont effectués sur deux

maillages. Le premier, noté � � contient 665 nœuds avec un pas moyen de 2,3 cm et le second
est obtenu en raffinant � � en découpant chaque triangle en 4. Il contient 2561 nœuds et pos-
sède donc un pas moyen de 1,15 cm (voir figure (5.11)). On a choisi ici encore des valeurs
standards pour les paramètres physiques (voir (5.2)).

� 
 � � � � � � � � ��� �� � � ��� � + � � � � 
 � � � � �
	 � � � � 
 � � � � �
� � � � � 
 � � � � � � � ��+ � 
 �

� 
 � �
	 � � � � 
 � � � � �
� � � � � 
 � � � � �

� � + � � 
 � � � � �
� � � � � � 
 � � � � �

� 	 � � � � 
 �
� 
 � �

� � ��+ � 
 � � � � �
� � � � � � 
 � � � � �

� � � � � � 
 � � � � �
� � � � 	 � 
 � � � � �

+�+ � � � � 
 �
TAB. 5.2: Fréquences propres d’une plaque circulaire de rayon � isotrope encastrée. � � � � �

� � � ��� � 


FIG. 5.11: Maillages du cercle unité � � et � � .

214



5.3 Fréquences propres d’une plaque circulaire homogène isotrope encastrée

Réf. [32] � � �
�

fréquence fréquence erreur fréquence erreur
(en Hz) (en Hz) (en %) (en Hz) (en %)

0.4694 0.474275 1.03856 0.47054 0.242863
0.976352 0.989646 1.3616 0.979955 0.369031
1.60065 1.62812 1.71592 1.60899 0.520784
1.82597 1.61252 1.85541 1.83501 0.495302

2.347 1.54325 2.38322 2.35637 0.399237
2.79293 1.64129 2.83877 2.80849 0.557126
3.20131 1.77996 3.25829 3.21881 0.546716
3.88663 1.29645 3.93702 3.90917 0.579884
4.09317 1.48375 4.1539 4.12018 0.659937
5.10238 1.14108 5.1606 5.13595 0.657972
5.51545 1.199 5.58158 5.55402 0.699307
6.43547 1.0684 6.3667 6.48113 0.709446
7.06916 1.05155 7.1435 7.11963 0.71389
8.74492 1.2491 8.63568 8.80847 0.72

10.547418 1.0812 10.433379 10.6236 0.72

TAB. 5.3: Comparaison entre les fréquences théoriques et les valeurs calculées pour les deux maillages� � et � � .
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FIG. 5.12: Erreur commise par l’approximation


� �
� 

� �� pour les maillages � � et � � — A gauche, les

courbes représentent l’écart relatif 	 � � � � � � � � � 
 � � � � , où � � � � � et � � � sont respectivement les fréquences
propres calculées les fréquences théoriques — A droite, on a tracé les fréquences calculées en fonction
des valeurs théoriques.
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Résultats numériques

5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps

Afin d’illustrer le propos de ce chapitre sur la discrétisation en temps, on présente dans cette
section quelques une expérience pour comparer en termes de précision et de temps de calcul
les résultats obtenus avec chacun des trois schémas en temps présentés ici : le schéma expli-
cite ��� , le schéma implicite � � et la méthode pseudo spectrale. Ces expériences sont réalisées
à l’aide de l’approximation spatiale



� �
� 

� �� .

En outre, on illustre empiriquement qu’il suffit de prendre un petit nombre de modes, dé-
pendant bien sûr de la fréquence de coupure de l’excitation, pour cette dernière méthode.

5.4.0.a Présentation de l’expérience

On considère une plaque rectangulaire telle que � � � + � � , homogène isotrope encastrée, sans
amortissements. L’expérience suivante sera réalisée sur un maillage de 30 points sur 15, com-
portant 2791 nœuds.
On exerce sur cette plaque une force :

� � 	 � � 
 �	� 
 � � � � � � � � 
 � 	 � 
 �

où � � � � � � � 
 est la distribution de Dirac centrée au point 	 � 
 � 
 
 
 et � 	 ��
 est la fonction suivante
(représentée sue la figure (1.12)) :

� 	 � 
 �

������� ������
�+ 	 ��� #�% � 	 � � � � � 
�
 pour � � � � � �
�+ 	 � 	(#�% � 	 � 	 � � � � 
 � � � 
�
 pour � � � � ��� �
� sinon

(5.3)

où � � et � � sont deux paramètres. La fréquence de coupure de cette fonction est tout simple-
ment � � � � � � 	 � � � � ��� � � � 
 � 1
L’ensemble des paramètres décrivant cette expérience sont regroupés dans le tableau (5.4).

5.4.0.b Validation

� Afin de valider cette expérience, on montre tout d’abord la “convergence” des modes de
cette plaque dont la fréquence est inférieure à + � � � � � (il y en a 22), c’est à dire un peu au
dessus de la fréquence de coupure de l’excitation, en les comparant aux fréquences obtenues
sur un maillage deux fois plus fin. L’erreur obtenue est inférieure à 0.27 % (voir figure (5.13)).

� D’autre part, la comparaison entre le résultat calculé par la méthode pseudo spectrale avec
le maillage 30x15 et avec le maillage 60x30 est présenté sur la figure (5.14).
De manière à approcher correctement la partie temporelle de la force d’excitation, on a choisi
pour ces deux calculs un pas de temps tel que la fréquence d’échantillonage soit égale à 10

1. Le fait de choisir une distribution de Dirac en espace permet d’exciter spatialement tous les modes de la
plaque. Au total, on contrôle donc très précisément les modes excités en jouant sur la fréquence de coupure.
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5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps

� � 40 cm� � 20 cm	 � 
 � 
 
 
 (12cm, 8cm)� � 0.0005 s�
� 0.0005 s
� � 2000 Hz
D 9� � 1
� 1� � 1.33 cm

TAB. 5.4: Paramètres physiques, géométriques et numériques de l’expérience numérique mise en
œuvre pour la comparaison des trois schémas de discrétisations en temps.

fois la fréquence de coupure, soit :

� ����� � � � � � � � � et � ���
� � + � � � � � � � (5.4)

� On a vérifié en outre que ce choix était suffisant, en prenant un pas de temps deux fois
plus petit, sur le maillage le plus fin, résultat qui est présenté sur la figure (5.14).
Les courbes de la figure (5.14) représentent l’évolution au cours du temps de la vitesse de la
plaque ( � � ) au point d’excitation 	 � 
 � 
 
 
 . Compte tenu de la fréquence des oscillations, on se
concentre sur les 20 premières millisecondes.
Puisque dans les deux cas, les deux courbes sont collés, on peut considérer dans la suite
que le résultat donné par la méthode pseudo spectrale sur le maillage 30x15 avec la fréquence
d’échantillonage donnée par (5.4) est une solution de référence.

Remarque 5.3 Ici, à cause des limitations de stockage dans le cas du maillage fin, il n’est pas envi-
sageable de calculer tous les vecteurs propres de la matrice de raideur. Ce calcul est donc réalisé avec
les 50 premiers modes, c’est à dire avec les modes dont la fréquence est inférieure à 5000 Hz, ce qui
est nettement au dessus de la fréquence de coupure. On vérifiera dans le cas du maillage 30x15 que ce
choix est largement suffisant, puisqu’en fait une vingtaine de modes suffisent.
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FIG. 5.13: Validation — Comparaison entre les fréquences propres calculées sur le maillage 30x15
et les fréquences de références calculées sur un maillage 60x30 — A gauche, les courbes représentent
l’écart relatif 	 � � � � � � � � � � 
 � � � � � , où � � � � � et � � � � sont respectivement les fréquences propres calculées
sur le maillage 30x15 et les fréquences de référence, calculées sur le maillage 60x30 — A droite, on a
tracé les fréquences calculées en fonction des fréquences de référence.
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FIG. 5.14: Validation — A gauche , comparaison entre la solution calculée sur le maillage 30x15 et
la solution calculée sur le maillage 60x30 — A droite, comparaison entre la solution calculée pour
� � ��� � � � � � � � , notée � � 	 � (gain par rapport au schéma explicite) et pour � � ��� � + � � � � � � � ,
notée � � � � sur le maillage 60x30.
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5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps

5.4.1 Calcul avec le schéma explicite

Ici, le pas de temps est imposé par la condition de stabilité. On calcule, à l’aide des résultats
indiqués dans le tableau (4.1) :

� � � � � � � � � � � � � � soit � �� � � � � � � � � �

Le résultat est certes correct, comme on peut le voir sur la figure (5.15), mais le temps de
calcul est sans commune mesure avec les deux autres cas (voir le tableau (5.5)).
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FIG. 5.15: Comparaison entre la solution calculée par le schéma explicite et la solution calculée par
la méthode pseudo spectrale (référence)

5.4.2 Calcul avec le schéma implicite

Le choix du pas de temps est ici crucial. Si on le prend trop petit, le temps de calcul devient
trop long. A l’inverse, si on le prend trop grand, c’est la précision du résultat qui en pâtit.
On choisira pour montrer ce phénomène deux pas de temps � � � � 
 et � � � � 
 correspondant res-
pectivement à une fréquence d’échantillonage égale à 10 et 20 fois la fréquence de coupure,
soit :

� � � � 
 � � � � � � � � et � � � � 
 �
+ � � � � � � �

Ces deux choix correspondent respectivement à un gain d’un facteur 30 et 15 par rapport au
schéma explicite.
On peut voir sur la courbe de gauche de la figure (5.16) que le pas de temps � � � � 
 , suffisant
dans le cas de la méthode pseudo spectrale ne l’est pas pour le schéma implicite, puisque les
deux courbes sont disjointes dès les premières millisecondes. Le choix du pas de temps � � � � 
conduit à un résultat plus acceptable, mais pour un temps de calcul deux fois plus long.

5.4.3 Comparaison des temps de calculs

On présente dans le tableau suivant les temps de calcul obtenus avec les trois schémas en
temps pour diverses durée d’expériences. Dans le cas du schéma explicite, on s’est contenté
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FIG. 5.16: Comparaison entre la solution calculée par le schéma implicite et la solution calculée par
la méthode pseudo spectrale (référence) — A gauche, � � � � � � � � � � , notée � �
	 � (gain par rapport
au schéma explicite) — A droite, � � � � + � � � � � � � , notée � � � � .

Durée (en s) 0.02 s 0.1 s 0.5 s 1 s 3 s 5 s
Explicite (en s CPU ) 34 171 852 1715 5145 * 8575 *
Implicite (en s CPU ) 16 27 91 167 477 801

Pseudo spectral (en s CPU ) 128.5 128.6 129.1 129.7 130.6 131.6
* Estimations

TAB. 5.5: Comparaison des temps de calcul pour les trois approximations en temps.

de calculer pour des durées inférieures à 1s. Les temps de calcul indiqué pour des durées
supérieures sont des estimations. Les calculs pour le schéma implicite sont réalisés avec le
pas de temps � � � � 
 . Les calculs pour la méthode pseudo spectrale sont réalisés avec 25 modes
et le pas de temps � � ��� .
Ce qui est particulièrement frappant dans ce tableau, c’est que le coût de la méthode spec-
trale est en fait uniquement réduit à la diagonalisation.

5.4.4 Comparaison des fréquences propres obtenues avec les trois schémas en
temps

L’utilisation d’un schéma aux différences finies en temps modifie la valeur des fréquences
propres de l’opérateur de plaque discret, comme on l’a vu à la section 4.2.3 dans le cas d’un
maillage régulier infini. On pourrait déterminer ces fréquences propres en utilisant des tech-
niques de traitement du signal, mais il est possible ici de calculer théoriquement la modifi-
cation induite par les schémas implicite et explicite sur les fréquences propres.
Considérons par exemple le schéma explicite (4.8). On note � �

� la solution discrète obtenue
par ce schéma.
On note 	 �

�� � � 
 les valeurs propres 2 de l’opérateur de plaque discrèt et 	�� � � � 
 les vecteurs

2. Il s’agit donc ici des pulsations propres.
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5.4 Comparaison des trois discrétisations en temps
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FIG. 5.17: Comparaison entre les fréquences propres calculées sur le maillage 30x15 pour les trois
schémas en temps et les fréquences de références calculées sur un maillage 60x30. Les fréquences
propres du schéma implicite sont calculées pour � � � � et � � 	 � — A gauche, les courbes repré-
sentent l’écart relatif 	 � � � � � � � � � � 
 � � � � � , où � � � � � et � � � � sont respectivement les fréquences propres
calculées sur le maillage 30x15 et les fréquences de référence, calculées sur le maillage 60x30 — A
droite, on a tracé les fréquences calculées en fonction des fréquences de référence.

propres associés. On décompose alors �
�
� sur la base formée par ces vecteurs propres :

	�� �
�

 � �  

� �
�� � � � � �

On vérifie immédiatement, si on suppose que le second membre est nul, que �
�� est solution

de l’équation :

�
� � �� � + � �� 	 � � � ��

� � �
	 � �� � � � �� � � �

Il s’agit d’une suite récurrente à deux termes. Sous la condition de stabilité, les racines du
polynôme caractéristique sont complexes conjuguées, de module 1 et de produit 1. Tout ceci
pour justifier de chercher �

�� sous la forme suivante :

�
�� ��� � � 	 � �� � � � � ��
 � (5.5)

� �� � � est la ième pulsation propre donnée par le schéma implicite.
On obtient alors, selon un calcul similaire à celui présenté à la section 4.2.3 :

� �� � � � +
� �
�

�
# � � ��� � �+ � � � � � (5.6)

De même, dans le cas du schéma implicite (4.9), on calcule :

� �� � � � +
� �
�

�
# ����� � � �+ � � � � � (5.7)
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Résultats numériques

On peut alors comparer les jeux de fréquences propres ainsi obtenues aux fréquences propres
de l’opérateur discret calculées sur le maillage fin 60x30, que l’on considérera comme les
valeurs de références. Les fréquences propres du schéma implicite sont calculées pour le
deux valeurs de G utilisées dans cette section, à savoir � � � � et � � 	 � .
On constate que pour � � 	 � , les fréquences du schéma implicite sont mauvaises, comme
on pouvait s’y attendre compte tenu des résultat observé ci dessus. En revanche, dans le cas
où � � � � , on observe que les fréquences obtenues par le schéma implicite sont meilleures
que celles du schéma semi-discret en dessous de 1400 Hz. Si la fréquence de coupure de
l’excitation était inférieure à 1400 Hz, on aurait alors intérêt à résoudre le problème semi-
discret la schéma implicite dans la base propre de l’opérateur de plaque (voir la remarque (4.12)).

5.5 Troncature et fréquence de coupure

Pour terminer, regardons empiriquement quels sont les modes “utiles”, c’est à dire les modes
excités lors l’expérience numérique décrite dans la section précédente. Pour cela, on a tracé
sur la figure (5.18) les courbes obtenues en tronquant successivement à 1, 5, 10, 15, 20 , 22
modes, que l’on compare à la solution de référence calculée avec tous les modes.
On constate donc que seuls 22 modes suffisent pour obtenir le bon résultat, ce qui correspond
en fait à prendre les modes dont la fréquence est inférieure à 2500 Hz, soit un peu au dessus
de la fréquence de coupure.
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FIG. 5.18: Comparaison entre la solution de référence calculée avec tous les modes et la solution
calculée en tronquant successivement à 1, 5, 10, 15, 20, 22 modes (de haut en bas et de gauche à
droite.
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Troisième partie

Résolution numérique du modèle de
guitare





Analyse du couplage plaque-corde

Chapitre 1

Analyse du couplage plaque-corde

On s’intéresse à présent à la résolution numérique du problème de couplage liant la corde à
la table d’harmonie.
Notre objectif principal est de réussir à écrire une formulation variationnelle de ce problème
qui aboutisse à un schéma discret pour lequel il est possible de définir une énergie qui se
conserve ou qui décroı̂t au cours du temps. Cette propriété est cruciale pour assurer la sta-
bilité d’un tel schéma. En outre, il nous faut réussir à proposer une méthode de résolution
qui soit compatible avec la méthode que nous avons mise en œuvre pour la résolution du
problème de Kirchhoff-Love, présentée à la partie II.
On traite tout d’abord le cas où ni la corde, ni la table ne sont amorties. L’introduction de
l’amortissement est traitée dans un deuxième temps, à la section 1.2.
Nous avons rencontré des difficultés pour obtenir une formulation mixte du problème amorti
selon le même procédé que celui déterminé dans le cas non amorti, à cause de l’intervention
du paramètre viscoélastique dans le terme de couplage entre la corde et le chevalet. D’autre
part, la recherche d’une identité de l’énergie, même discrète, avec le modèle d’amortissement
viscoélastique de corde présenté au chapitre 1, s’est soldée par un échec. Pour contourner ces
deux problèmes, nous avons choisi d’effectuer une légère modification du modèle d’amor-
tissement intrinsèque de la corde.
L’approximation spatiale du problème est immédiate.
Pour l’approximation temporelle, on utilise la méthode pseudo-spectrale présentée au cha-
pitre 4 pour la plaque et des différences finies centrées d’ordre 2 en temps pour la corde.
Ce schéma conduirait au classique schéma explicite centré dans le cas d’une corde décou-
plée. La discrétisation présentée ici couple donc deux méthodes de discrétisation temporelle
radicalement différentes. Cette fois ci c’est le terme d’amortissement fluide qui nous cause
des soucis. Nous n’avons pas réussi à montrer théoriquement la stabilité lorsque le terme
d’amortissement fluide sur la corde � � est non nul. On obtient toutefois un résultat de sta-
bilité sous la condition CFL usuelle lorsque � � est nul. Ce schéma est utilisé en pratique et
jusqu’à ce jour il s’avère stable. On propose également, en toute rigueur, un autre schéma
pour lequel on est sûr de la stabilité, mais dont la résolution s’avère un peu plus délicate,
puisqu’il correspond au schéma implicite dans le cas d’une corde découplée.
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Analyse du couplage plaque-corde

La dernière section de ce chapitre est consacrée à la résolution de ces deux schémas.

1.1 Le problème non amorti

Les inconnues de ce problème sont le mouvement de flexion de la plaque, noté 
 � 	 � � 
 �	��
 ,
définie dans � � � � , où � est le domaine occupé par la plaque et le déplacement vertical de
la corde, noté 
 � 	 � �	� 
 , défini sur � ��� � � ��� � � où � � est la longueur de la corde. Pour alléger
cette présentation, dans la mesure où cela n’affecte pas du tout le couplage corde-plaque, on
considère que la plaque est encastrée.
Le mouvement des inconnues 
 � et 
 � est régi par le système d’équations suivant, présenté
au chapitre 1 :

������� ������
�
� 
 �� �
�
	 � �	��
 � � ��

�
� 
 �� �
�
� � � 	 � �	� 
 � dans ����� � � �


 � 	 ���	��
 � ����� � � ���


 � 	 � � �	� 
 �
�
�
� 	 � � 
 
 
 � 	 � � 
 �	� 
 � � � 
 ��� � � ���

���������� ���������
� �
�
� 
 �� �
�
� 
���� ����� � � � � 	 � � 
 � 	 � � �	��
�
 � 	 � � 
 
 � dans �

� 	 � � 	�� 
 � 
 � ��� dans � �


 � � ��� sur � 
 ,
� � 
 � � ��� sur � 
 ,

(1.1)

auquel il convient d’ajouter des conditions initiales que nous supposerons nulles :


 � 	 � � � 
 � ��� ��� 
 � 	 � � � 
 � ��� dans � ��� � � �

 � 	 � � 
 � � 
 � ��� � � 
 � 	 � � 
 � � 
 � ��� dans � � (1.2)

Rappelons que l’on a l’estimation d’énergie suivante :

����	 ��

� � �

� � �

 � � ��� 
 � � (1.3)

où :

� 	 � 
 �
�+ � � �


� � � � � 
 � � � 	 �+ � � �


 � � � � 
 � � � 	
�+ �

� � � �
��� 
 � � � 	 �+ �

� ��� 	�� 	 
 � 
�
 ��� 	�� 	 
 � 
�
 �
(1.4)
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1.1 Le problème non amorti

1.1.1 Réécriture du problème

Pour résoudre l’équation de plaque, nous avons été amené à introduire deux inconnues in-
termédiaires, la vitesse de la plaque et le moment fléchissant (voir section 1.3) :

� � � ��� 
 � et � � ��� 	�� 
 � 
 � (1.5)

Il nous faut donc réécrire la condition de contact au chevalet :
� � 
 � 	 � � �	� 
 � �

�
� 	 � � 
 
�� � 	 � � 
 �	� 
 � � � 
 ��� � � � � (1.6)

et il est alors naturel de prendre la vitesse comme nouvelle inconnue sur la corde, ce qui
revient à dériver par rapport au temps la première équation de (1.1). Ce faisant, on a “perdu”
l’effort exercé par la corde sur la plaque, donné par :

� � � � 
 � 	 � � �	� 
 � 	 � � 
 
 � (1.7)
Nous sommes donc amené à introduire également cette inconnue. Finalement, nous intro-
duisons donc la vitesse de la corde � � et la contrainte 
 , définies par :

� � � ��� 
 � et 
 � � � � 
 � (1.8)

Le problème (1.1) s’écrit à présent, à l’aide des inconnues � � , 
 , � � et � :

�������� �������
� � � � � � � � � 
 � � � � � ����� � � �
��� 
 � � � � � � � ��� � ����� � � �
� � 	 ���	� 
 � ��� � �
� � 	 � � �	� 
 � 	 � � � � � � � �

(1.9)

���� ���
� � � � � � 	 
�� � ����� � � � 
 	 � � �	� 
 � � dans � ,
��� � � ��� 	�� � � 
 � ��� dans � ,
� � � � � � � � ��� sur � 
 ,

(1.10)

1.1.2 Formulation variationnelle du problème non amorti

Ecrivons à présent une formulation variationnelle du problème (1.9, 1.10).
On multiplie la première équation de (1.9) par une fonction test � �� � � supposée suffisam-
ment régulière, et on intègre sur ����� � � � . Puis, on multiplie la seconde par une fonction test

 � � � et on effectue une intégration par partie sur le deuxième terme. Les espaces � et �

seront précisés plus loin. On obtient :���� ���
�
� �

� � �


� � � � � �� � � � �



� � 
 � �� � � � �


 � � � �� � � � �� ��� �
�
� �

� � �



�

� 
�

� 	 � � �



� � 
 � � � � � 
 � 	 � �	� 
�� � 	 � �	� 
 � � �
 � � � 
 � � � (1.11)
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Analyse du couplage plaque-corde

Les conditions au bord portant sur � � (ie. les 2 dernières équations de (1.9)), conduisent à :� 
 � 	 � �	� 
�� � 	 � �	� 
 � � �
 � 
 � 	 � � �	� 
 � � � � � � (1.12)

Pour que cette formulation ait un sens, il suffit de choisir :
� � � � 	������ � � � 
 et � � � � 	������ � � � 
 � (1.13)

Remarque 1.1 Notons en particulier que dans ce cas 
 � 	 � � 
 est bien défini, puisque les fonctions
� � 	������ � � � 
 sont continues.

Remarque 1.2 Dans cette formulation donc, les conditions au bord portant sur � � sont traitées
comme une condition naturelle. On vérifie bien sûr que, sous des hypothèses de régularité suffisantes,
l’interprétation de cette formulation conduit bien à ces conditions au bord.

D’autre part, on procède comme à la section 1.3.1.c pour obtenir la formulation variationnelle
de (1.10). Conformément au choix que nous avons effectué pour la discrétisation spatiale de
l’équation de plaque au chapitre 4, nous supposerons ici que l’espace du moment fléchis-
sant est 	 � ��	���
�
�� . Puisque le couplage n’intervient que sous la forme d’un terme au second
membre de la première équation de (1.10), celui ci n’a pas d’incidence sur les calculs effec-
tués au chapitre 1, donc ceux ci se transposent directement ici en posant � � � � 
 	 � � �	� 
 � On
obtient finalement le problème variationnel suivant :���������������� ���������������

Trouver � � � � ��� � � � � � 
 � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � et � � � ��� � � � � tels que :
�
� �

� � �


� � � � � �� � � � �



� � 
 � �� � � � �


 � � � �� � � � �� ��� �
�
� �

� � �



�

� 
�

� 	 � � �



� � 
 � � � � 
 � 	 � � �	� 
 � � � � � � � � 
 � � � �

�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
����� � � � � �� � � 
 	 � � �	� 
 � � � � �� ��� � �� � � �

�
� �

�
�

� � � � � 	 �
�
����� � � � � � � � ��� � � � � � � �

(1.14)

avec :
� � � � 	������ � � � 
 et � � � ��	������ � � � 
 �� � � �
 	���
 et � � 	 � � 	���
�
 � � (1.15)

Remarque 1.3 Il s’agit d’un problème mixte dont l’analyse rigoureuse selon la théorie de Babuska-
Brezzi n’est pas possible à cause de la formulation mixte de plaque qui ne vérifie pas les hypothèses
adéquates. Néanmoins, si l’on fait abstraction du couplage (!), précisons que cette formulation varia-
tionnelle de l’équation de corde est usuellement appelée formulation mixte “duale” (car elle est plus
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1.1 Le problème non amorti

faible que la formulation standard de l’équation des ondes dans laquelle � � est dans � � 	������ � � � 
 ). Il est
bien connu que cette formulation vérifie alors les deux hypothèses de la théorie des mixtes (voir par
exemple [6]), à savoir :

� La forme bilinéaire � définie par :
� 	 
 ��� � 
 �

� � �


� � 
 � � ��� � � � � � 	������ � � � 
 � 
 � � � 	������ � � � 
 � (1.16)

vérifie la condition inf-sup, c’est à dire :
� � � ��� � �
	

� � 	 � � � � 
 � � � � 
 �	� �
�
	 �

� � � 

� � � � 


� 	 
 ��� � 
� 
 � � �
� � � � � � � � � (1.17)

� La forme bilinéaire � � définie par :

� �
	 
 � 
 �

 � � � �



�

� 
�

����� 
 � 
 � � � � 	������ � � � 
 � (1.18)

est coercive sur le noyau à gauche de � , c’est à dire :
� � � ��� � �

	 
 � 
 
 � � � 
 � � � ��� 
 � � � �
� � (1.19)

où : � � �
� � � 
 � � � 	������ � � � 
���� 	 
 ��� � 
 � ��� � � � � � � 	������ � � � 
 	

Remarque 1.4 On avait a priori ici le choix entre une une formulation mixte “duale” de l’équation
de corde, pour laquelle 	�� � � 
 
 � � � 	������ � � � 
�� � �
	������ � � � 
 et une formulation “primale”, pour laquelle	�� � � 
 
 � � � 	������ � � � 
�� � � 	������ � � � 
 .
Dans ce dernier cas, l’effort exercé par la corde sur le chevalet serait traité comme une conséquence
naturelle de la formulation variationnelle, tandis que la condition de contact au chevalet serait intro-
duite dans l’espace. Plus précisément, on aurait :

	�� �� ��� �� 
 � � 	�� � ��� � 
 � � � 	������ � � � 
�� � � 	���
 � � � 	 � � 
 � �
�
� � � 	 (1.20)

L’intérêt de la formulation duale est donc qu’on “découple” les espaces où sont choisis � � et � � , dans la
mesure où on ne leur impose plus de vérifier la condition de contact au chevalet. On évite ainsi d’avoir
à construire une approximation conforme de l’espace défini en (1.20). qui, outre une implémentation
moins immédiate, rend la résolution du problème discret beaucoup plus malaisée (en particulier, on
perd les propriétés de condensation de masse si chèrement recherchées).

Remarque 1.5 L’énergie de ce problème coı̈ncide avec l’énergie du problème initiale (1.4). On a :
� 	 ��
 �

� � �


� � � � � � � 	

� � �



�

� � 
 � �
	 �

� � � �
��� 
 � � � 	 �

�
� � � � � (1.21)

où � � 	 � 
 � � .
L’identité de l’énergie s’écrit maintenant :

� � 	 � 

� � �

� � �

 � � � � �

231



Analyse du couplage plaque-corde

1.2 Le problème amorti

Regardons à présent comment la formulation précédente est modifiée par l’introduction des
termes d’amortissement. Ce problème est présenté dans le chapitre 1. Il s’écrit :������� ������

�
� 
 �� �
�
	 � �	��
 � � �� 	 � 	��

�
� � 


�
� 
 �� �
�
	 � � � 
 �� � 	 � �	��
 � � � 	 � �	� 
 � dans ����� � � �


 � 	 ���	��
 � ����� � � ���


 � 	 � � �	� 
 �
�
�
� 	 � � 
 
 
 � 	 � � 
 �	� 
 � � � 
 ��� � � ���

����������� ����������

� �
�
� 
 �� �
�
� 
���� ����� � 	 � � � �

� 
 �� � � � � 	 � 	 �
�
� � 
�	 � � 
 � 	 � � �	��
�
 � 	 � � 
 
 � dans �

� 	 � 	 � 	 � �� � 
 � 	�� 
 � 
 � ��� dans � �


 � � ��� sur � 
 ,
� � 
 � � ��� sur � 
 .

(1.22)

Rappelons que l’on la propriété de décroissance de l’énergie suivante :

��� 	 � 

� � �

� � �

 � � � � 
 � � � � �



� � � ��� 
 � � � � � � �



� ��
� �� � 
 � �� �

� �
�
� � � ��� 
 � � � � �

�
� � � 	�� 	 ��� 
 � 
�
 � � 	�� 	 ��� 
 � 
�
 � (1.23)

où :

� 	 ��
 �
� � �


� � � � � 
 � � � 	 � � �


 ��� � � 
 � � � 	
�
� � � �

��� 
 � � � 	 �
� ��� 	�� 	 
 � 
�
 ��� 	�� 	 
 � 
�
 � (1.24)
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1.2.1 Réécriture du problème

Commençons par réécrire ce problème à l’aide des inconnues intermédiaires � � , 
 , � � et � ,
introduites plus haut :�������� �������

� � ��� � � � � � 
 	 � � � � � � � � � ����� � � �
��� 
 � � 	 � 	 � ��� 
 � � � � � ��� � ����� � � �
� � 	 ���	��
 � ��� � �
� � 	 � � �	� 
 � 	 � � � � � � ���

(1.25)

����� ����
� � ��� � � 	 
���� ����� � 	 � � � � � � � � 
 	 � � �	� 
 � � dans � ,
� 	 � 	 � 	 � �� � 
 � 	�� 
 � 
 � ��� dans � �
� � � � � � � � ��� sur � 
 .

(1.26)

Il n’est pas du tout évident d’écrire une formulation variationnelle de ce problème pour
laquelle on sache démontrer une propriété de décroissance de l’énergie ( similaire à (1.23)).
La difficulté provient d’une part du fait que nous avons choisi d’écrire une formulation mixte
“duale” de notre problème (cf. remarque (1.4)), pour laquelle l’énergie naturelle ne coı̈ncide
pas, dans le cas d’un problème viscoélastique, à celle du problème primale, comme c’est le
cas dans le problème non amorti (voir remarque (1.7)). Il y a en fait une multitude d’énergie
associées à un tel système, mais toutes ne sont pas adaptées. D’autre part, le couplage entre
la corde et la plaque n’arrange pas les choses.
Pour arriver à nos fins, nous avons finalement été amenés à modifier la loi de compor-
tement viscoélastique sur la corde. Cette modification repose sur la remarque suivante.
Considérons une corde seule, soumise au seul amortissement viscoélastique, en l’absence
d’effort extérieur. Son mouvement est régi par :� � � ��� � � � � � 
 � ���

��� 
 � � 	 � 	 � ��� 
 � � � � � ��� (1.27)

Injectant la première équation dans la seconde, on obtient le problème équivalent suivant :��� �� � � ��� � � � � � 
 � ���
��� 
 � � � � � � � �

� � � �� � 
 � � � (1.28)

Remarque 1.6 On vérifie, dans le cas où il y a un terme d’amortissement fluide, et toujours en
supposant que le second membre est nul, que ce choix conduit au problème suivant :�

� 
 �� �
�
	 � �	� 
�� � �� 	 � 	 � � � 	 �

�
� � 


�
� 
 �� �
�
	 � � � 
 �� � 	 � �	� 
 � � � (1.29)

Le nouveau modèle d’amortissement introduit ici n’est donc pas tout à fait équivalent au modèle du
départ. Néanmoins, en pratique le terme � � � est tout petit devant 1 (voir tableau (3.1)), donc il s’agit
d’une perturbation négligeable.
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C’est cette nouvelle loi de comportement que nous prendrons désormais.

Notation 1.1 Pour simplifier les écritures, nous noterons

� � �
�

� � �

1.2.2 Formulation variationnelle du problème amorti

On considère à présent le problème suivant :

�������� �������
� � � � � � � � � 
 	 � � � � � � � � � ����� � � �
��� 
 � � � � � � � � � � �� � 
 � ��� � ����� � � �
� � 	 ���	� 
 � ����� �
� � 	 � � �	� 
 � 	 � � � � � � � �

(1.30)

����� ����
� � � � � � 	 
���� ����� � 	 � � � � � � � � 
 	 � � �	� 
 � � dans � ,
� 	 � 	 � 	�� �� � 
 � 	�� 
 � 
 � ��� dans � �
� � � � � � � � ��� sur � 
 ,

(1.31)

Procédant comme à la section précédente, on multiplie la première équation de (1.30) par
une fonction test � �� � � supposée suffisamment régulière, et on intègre sur ����� � � � . Puis, on
multiplie la seconde par une fonction test 
 � � � et on effectue une intégration par partie
sur le second et le troisième terme. On obtient :���� ���

�
� �

� � �


� � � � � �� � � � �



� �� � � 
 	 � � �

� �



� � � �� � � � �

 � � � �� � � � �� � � �

�
� �

� � �



�

� 
�

��	 � � �



� � � � 
 � � � �



� � � 
 � � 
 � � 
 � 	 � � �	� 
�� � 	 � � �	��
 � � 
 � 	 � � �	� 
 � � 
 	 � � �	��
 � ��� � 
 � ��� �

(1.32)

Le terme � 
 � 	 � � �	� 
 � � 
 	 � � �	� 
 est malheureusement un peu parasite dans cette formulation.
On ne sait rien a priori de son signe lorsqu’on fait le choix particulier 
 � � 
 , ce qui est
gênant pour obtenir une propriété de décroissance de l’énergie. Un moyen un peu radical
de s’affranchir de ce problème consiste à l’annuler purement et simplement en choisissant
un paramètre d’amortissement � variable, nul en ��� .
En pratique, on prend une fonction � � , positive, constante sur � ��� � � � + � � � et nulle sur � � � �
� � � � � � , où � � est un petit segment de corde (voir la figure (1.1)). Ce choix particulier permettra
en outre de simplifier la résolution du schéma d’approximation du problème (cf. section
1.4.5).
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1.3 Discrétisation spatiale

� � �

�

� ��� ���� � ��� � �

FIG. 1.1: Le paramètre d’amortissement viscoélastique variable

La seconde équation de (1.30) s’écrit donc maintenant :

��� 
 � � � � � � � � � � � 	 � 
 � � 
 � ��� � ����� � � � (1.33)

On procède ensuite comme à la section 1.4 pour obtenir la formulation variationnelle de
(1.31). On obtient finalement la formulation variationnelle du problème (1.30, 1.31) :

���������������� ���������������

Trouver � � � � ��� � � � � � 
 � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � et � � � ��� � � � � tels que :
�
� �

� � �


� � � � � �� � � � �



� � 
 � �� 	 � � �

� �



� � � �� � � � �

 � � � �� � � � �� � � �

�
� �

� � �



�

� 
�

� 	 � � �



� � 
 � � � 	 � � �



� 	 � 
 � � 
 � � � 
 � � 
 � 	 � � �	� 
 � � � � � � � � 
 � ��� �

�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
����� � � � � �� 	 � �

�
� � �

� � � �� � � 
 	 � � �	��
 � � � � �� ��� � �� ��� �
�
� �

�
�

� � � � � 	 	 � 	 � �� � 

�
�
� � � � � � � � � � ��� � � � � � � �

(1.34)

où :

� � � � 	������ � � � 
 et � � � ��	������ � � � 
 �� � � �
 	���
 et � � 	 � ��	���
�
�� � (1.35)

1.3 Discrétisation spatiale

Afin d’établir une approximation conforme du problème (1.34), on introduit les espaces de
dimension finie suivant :

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (1.36)

235



Analyse du couplage plaque-corde

Le problème semi-discrétisé en espace s’écrit :���������������� ���������������

Trouver � � � � � ��� � � � � � � 
 � � � ��� � � � � � � � � � � � ��� � � � � � et � � � � ��� � � � � � tels que :
�
� �

� � �


� � � � � � �� � � � � �



� � 
 � � �� � 	 � � �

� �



� � � � �� � � � � �

 � � � �� � � � � �� � � � � �

�
� �

� � �



�

� 
 � 

�
�
	 � � �



� � 
 �� � � � 	 � � �



� 	 � 
 � � 
 �� � � 
 �� � 
 �� 	 � � �	� 
 � � � � � � � � � 
 �� ��� �

�
� �

�
� � �

� � � � ���� � �
�
����� �

� � � � ���� 	 � �
�
� � �

� � � � ���� � � 
 � 	 � � �	��
 � � � � ���� ��� � ���� ��� � �
�
� �

�
�

� �
� � � �

�
	 	 � 	�� �� � 


�
�
����� � �

� � � � � � � ����� � �
�
� � � � �

(1.37)

Ecriture matricielle Soient � � , la dimension de � � , � � , la dimension de � � , � � la dimension
de � � et � � la dimension de � � . On introduit une base de � � , notée 	 � � 
 �	� � � � � , une base de
� � , notée 	�� � 
 �	� � � ��� , une base de � � , notée 	�� � 
 �	� � � � � et une base de � � , notée 	�� � 
 �	� � � � � �
On est alors amené à résoudre le système différentiel suivant :������������ �����������

�
�
�

� � � �� � � � � 
 � 	 � � �
�
�
� � � � � � � �

� �
�

� 
 �� � 	 � �
�
� � � 	 � � � 
 � � � �

�
� � � � ���

� �
�

� � ���� � � � �� � �
	 � � � �

�
� � � � � � � 
 � �

����
� �

�� � 	 	 � 	 � �� � 
 � � � � � � ���

(1.38)

où " � désigne la transposée d’une matrice " et :
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	 �
�
�

 � � � �

� �
� � � � � � � � � ��� � � � �

	 � �
�

 � � �

�
�
�

�
� � �	� � � � � � � � � � �

	 � �
�

 � � � �

� � �
� � ��� � � � � � � � � � �

	 � �� 
 ��� �
�
�

� �
� � � � � � � � � 
 � � � �

	�� � 
 � � � � � �



� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
	 � � � 
 � � �

� � �



� 	 � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � �
	�� � 
 � � � � � 	 � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
	 � � 
 � � �

�
�
����� �

� �
� � � � � � � � � � � � � � � � �

	 � � � 
 � � �
� �
� � � � � � � � � � �

(1.39)

1.3.1 Approximation des espaces � � ����� et
� � � ����� � �

Pour l’approximation par éléments finis des espaces � et � , on utilisera l’approximation

� �
� 

� �� présentée à la section 2.1. Rappelons en particulier que celle ci conduit, grâce à la

technique de condensation de masse, à une matrice de masse � �
� diagonale et à une matrice

de masse � �� diagonale par blocs 4x4.

1.3.2 Approximation des espaces � �
����� ��� ��� � et � � ����� ��� ��� �

Pour l’approximation de � � � � 	������ � � � 
 et � � � � 	������ � � � 
 , on introduit un maillage uniforme
de ����� � � � , de pas � � �

� �
� � � où � � � est le nombre de points intérieurs, formé des nœuds

entiers et demi-entiers :

� � � � � � � � � � � � 	 � et � � � �� � 	�� 	 �+ 
�� � � � � � � � � (1.40)

1.3.2.a Les éléments de Lagrange de bas degré

� On approche � � 	������ � � � 
 à l’aide de l’espace d’éléments finis de Lagrange continus d’ordre
1, défini par :

� � �
�

 � � � 
 	 � ��� � � � 
 � 
 � � � �

�
� �
� � �

� � � � � � � � � � 	 � 	 � (1.41)
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Rappelons que les degrés de liberté de cet espace, notés 	�� 	� 
 
 � � � � � � sont les valeurs aux
nœuds entiers, soit :

� � 	� � 
 � � � 
 � 	 � � 
 � � � � � � 	 � � (1.42)

Ainsi, la base duale associée étant notée 	�� � 
 
 � � � � � � , on a :


 � �
� � � 
� ! 
 
 � 	 � � 
 � � � � 
 � � � � � (1.43)

� D’autre part, on approche � � 	������ � � � à l’aide de l’espace d’éléments finis de Lagrange
discontinus d’ordre 0, défini par :

� � �
� � � � � � � 	������ � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � � � 	 � (1.44)

Les degrés de liberté de cet espace, notés 	 � 	� 
 
 � � � � sont les valeurs aux nœuds demi-entiers,
soit :

� � 	� ��� � � � � � � � 	 � � � �� 
 � � � � � � (1.45)

Ainsi, la base duale associée étant notée 	 � � 
 
 � � � � , on a :

� � � �
� 
� ! 
 � � � 	 � � 
 � � � � 
 � � � � � (1.46)

Remarque 1.7 Ce choix d’espace d’approximation vérifie la conditions inf-sup discrète uniforme
associée à la forme bilinéaire � définie en (1.16), c’est à dire (voir [6]) :

� � 
 � ��� � �
	
� � � 	�� � 
 ��� �� � 	�� � � 	 
 � ��� � � 
� 
 � � � �

� � � � � � �
� � 
 � (1.47)

et aussi la condition de coercivité discrète uniforme associée à la forme bilinéaire � � � définie en (1.18),
c’est à dire :

� � 
 � ��� � �
	 
 � � 
 � 
 � � 
 � 
 � � � � ��� 
 � ��� � �

� � � (1.48)

où : � � �
� � � � 
 � � � � ��� 	 
 � ��� � � 
 � ��� � � � � ��� � 	

Remarque 1.8 Reprenant les notations ci dessus, on peut donner la dimension des espaces � � et � �
en fonction de � :

� � � � 	 � et � � � � 	 + � (1.49)
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1.3.2.b Condensation de masse

La matrice de masse �
�
� est diagonale dans la base canonique de l’espace � � . Mais la ma-

trice de masse � �
� , elle, est tridiagonale dans la base canonique de � � . Pour éviter d’avoir

à l’inverser, on utilise la technique de condensation de masse qui réduit cette matrice à une
diagonale en effectuant un calcul approchée à l’aide d’une formule de quadrature appro-
priée, sans nuire à la précision du schéma. On calcule ainsi :

�
�
� � � � � � �

� �
� �

� �
�


�� ��� 	 �+ ��� � ����� ��� � �+ 
 � (1.50)

1.3.2.c Structure des matrices � � , � � � et � �

� La seule fonction de base de l’espace � � qui n’est pas nulle en � � est � � � . On en déduit,
considérant la définition de la matrice � � , que seule la dernière colonne est non nulle.
En outre, cette colonne est essentiellement creuse, puisque si le support de la fonction
de base 	�� � 
 de l’espace � � ne rencontre pas le support de � , on a immédiatement :

	�� � 
 � � ��� � �
�
� � � � � �

On notera � � ��� � � la dernière colonne de � � .
� La matrice � � � est tridiagonale, symétrique positive, ce qu’on vérifie aisément sur sa

définition variationnelle :
	 � � � 
 � � 
 � 
 �

� � �



� 	 � 
 � � � 
 � � � (1.51)

mais elle n’est pas définie pour le choix de fonction d’amortissement � que nous avons
fait. Plus précisément, on supposera que � � � � � , ( � � est défini sur la figure (1.1)) pour
qu’on ait :

	 � � � � � � ��� � 
 � � � �



� 	 � 
 � � � � � � � ��� (1.52)

puisqu’alors � est nulle sur le support de � � � .
Ainsi, la dernière ligne de � � � est nulle (et également la dernière colonne, puisqu’elle est
symétrique).

� Seules la diagonale principale et la seconde diagonale de la matrice � � sont non nulles.

Remarque 1.9 Si on avait supposé � constante ( ce qui est le cas sur l’essentiel de l’intervalle ����� � � � ),
ce choix conduirait à la classique approximation par différences finies en espace de l’équation de corde :����� ���� �

� � 	�� � � 
 � � ��� � � 	 
 � 
 � � � � 	 
 � 
 �� � 	 � � � �
	�� � � 
 � � �� 	 	�� � � 
 � � ��+ � 	 � � � 
 � �

�

�
� 	 
 � 
 �� � � 	�� � � 
 � � �� � 	�� � � 
 � � ��� � � �

	 
 � 
 � � � � + 	 
 � 
 � 	 	 
 � 
 � � ��
�� � � �

(1.53)
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1.4 Discrétisation temporelle

On effectue à présent la discrétisation temporelle du problème semi-discret en espace. Nous
avons décidé, suite à l’analyse sur la discrétisation temporelle de l’équation de plaque ef-
fectuée au chapitre 4, d’utiliser une technique de résolution exacte pour la discrétisation en
temps de cette équation (présentée en détail à la section 4.3).
L’équation de corde ne nécessite pas un traitement aussi particulier. Nous nous contenterons
donc d’appliquer des différences finies en temps, centrées, d’ordre 2 sur cette équation. La
discrétisation présentée ici est une méthode originale qui couple deux méthodes de discréti-
sation temporelle radicalement différentes.
Le point crucial de cette étape est la recherche d’une énergie discrète pour laquelle on puisse
obtenir une propriété de décroissance qui assurera que la norme des inconnues discrète reste
bornée au cours du temps sous une éventuelle condition de stabilité, de type cfl.

1.4.1 Diagonalisation de l’équation de plaque discrète

Procédant comme au chapitre 4, on commence par éliminer le moment fléchissant du sys-
tème différentiel matriciel (1.38). Il suffit pour cela de dériver la troisième équation par rap-
port au temps et de reporter la quatrième dans le résultat obtenu. On obtient :�������� �������

�
�
�

� � � �� � � � � 
 � 	 � � �
�
�
� � � � � � � �

� �
�

� 
 �� � 	 � �
�
� � � 	 � � � 
 � � � �

�
� � � � ���

� �
�

�
�
� � �� �
�
	 	 � 	�� �� � 
 � � � � � 	 � � � �

�

� � � �� � � � � �

� 
 �� � �
(1.54)

où � � est la matrice définie par :

� � � � � 	 ���� 
 � � � �� � (1.55)

Pour la résolution de l’équation de plaque, il faut diagonaliser la matrice 	 � �
�

 � � � � . Suivant

la démarche présentée à la section 4.3.4, on ne calculera que les premières composantes du
vecteur � ��� dans la base propre de la matrice 	 � �

�

 � � � � . Commençons par quelques rappels

et notations :

Notation 1.2 On rappelle les notations et résultats suivants (cf. section 4.3) :

� On note :

� �
��� les composantes de � � � dans la base canonique des éléments finis,

� � � les composantes de � � � dans la base propre de � � déterminée ci dessus.
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� On tronque la vecteur � � en ne considérant que les 
� � premiers modes. Ainsi, notant 	�� 
 �	� � � � �
la famille des � � vecteurs propres de la matrice 	 � �

�

 � � � � , on effectue l’approximation :

� � � 
� � �
�� � 
� ! 
 � �� � � � (1.56)

et on confondra désormais � � et 
� �
� On a :



�
� � �



� � � �

où :
� � � � 
�� ���

�	� � � �� � 	 �
�� 
 est la matrice diagonale des 
� � premières valeurs propres de 	 � �

�

 � � � � �

strictement positive, rangées dans l’ordre croissant,
�



� est la matrice de passage tronquée. Elle vérifie la relation :



�
�
� �

�


� � � � (1.57)

exprimant que la base propre est orthonormale pour le produit scalaire 	 � � � 
 � �� .
� On note " � � 	�� � � 	 � ��� 
 , la matrice diagonale positive d’amortissement de la plaque. Plus

généralement, conformément à la note (4.3) on prendra" � � 
�� ���
�	� � � �� � 	 � 	 � � 
�
 �

où � est une fonction de � � dans � � donnée.
�
� � et � ��� se se déduisent l’un de l’autre par les relations de changement de base :


� � � 

�
�
� �

�
�
��� et �

���
� 

� 
� � � (1.58)

� Enfin, on pose :
� � � 


�
� � � (1.59)

Notons que malgré cette notation trompeuse, � � n’est pas la matrice représentant � � dans la
base propre tronquée �����
De même que la matrice �

� , seule la dernière colonne de � � est non nulle. Mais comme


� est

pleine, la dernière colonne de � � n’est pas creuse bien que celle de � � le soit.

On multiplie la troisième équation de (1.54) par


�
�

. D’autre part, on réécrit le terme de cou-
plage intervenant dans la seconde équation en fonction de � � , à l’aide de (1.58). On obtient
alors, compte tenu des relations rappelées ci dessus :�������� �������

�
�
�

� � � �� � � � � 
 � 	 � � �
�
�
� � � � � � � �

� �
�

� 
 �� � 	 � �
�
� � � 	 � � � 
 � � � �� � � � ���

�
�
� �
� �
�
	 " � � � �� � 	 ��� � � � � ���

� 
 �� � �
(1.60)
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Sous cette forme, on a la propriété de conservation de l’énergie du problème semi-discret
suivante :

Propriété 1.1 L’énergie de la corde est définie par :� � � 	 � 
 � �+ � � � � �� � �
�� �� 	

�+ � � 
 �� � � �� �
�
� (1.61)

celle de la plaque est définie par : � � � 	 � 
 �
�+ � � �� � � � 	 �+ � � � � �� � (1.62)

Alors l’énergie totale � � 	 � 
 � � � � 	 ��
 	 � � � 	 � 
 vérifie :
� � �� � 	 ��
 � 	 � � � �� � � � � � �� � 
 � � � � � � � �� � �

�� �� � � � 
 �� � � �� � � �
� � � �� � � �� � (1.63)

A part le premier terme, qui représente une puissance fournie à la corde, tous les termes du
membre de droite de la relation (1.63) sont négatifs. On en déduit que dés que l’effort exercé
sur la corde est nul, l’énergie totale du système décroı̂t.

Remarque 1.10 Dans la mesure où la matrice � � � est seulement symétrique positive sans être définie,
la notation

� � � �� � � � � � est un peu abusive, mais elle permet de garder une présentation homogène. De
même la matrice " � est en toute généralité seulement symétrique positive, mais pas nécessairement
définie. Mais est ce si important ces choses là?

� PREUVE : On commence par dérivée les deux premières équations de (1.54) par rap-
port au temps. Puis on multiplie scalairement les deux équations obtenues par

� � � �
� � et

� � �
� �

respectivement. D’autre part, on multiplie scalairement la dernière équation de (1.54) par� � <��
� � -

On obtient ainsi :%GGGGGG& GGGGGG'
�
� � 
 �� � � �F� �

� � � � 	 �� � � 
�� � � � �� � � � �F� �
� � � �,� � � � �F� �

� � � � 	 ��
S 
 � � � �

� � � � �F� �
� � �

�
� � 
 �� � � � �� � � � 	��� � � 
 � � �� � ��� �� � �F� �

� � � � � � � �� � � � ��� � � 
�� �� � � �� � � � � �� � � S �=�
��� < �
� � � � � � �� � � �� � S � 
�� � � � �� � � � � �� � � - (1.64)

Il suffit alors de sommer ces trois équations pour obtenir la relation (1.63) /

Remarque 1.11 Le fait qu’en sommant les termes de couplage entre � � � et 
 � et entre 
 � et � � s’éli-
minent exprime que ces couplages sont conservatifs. Lors de la discrétisation en temps, on cherchera
à conserver ce caractère conservatif du couplage. C’est là le point délicat de la recherche d’une propriété
similaire pour un schéma discrétisé en temps, comme on le verra plus loin.
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Remarque 1.12 On notera en particulier que puisqu’on a dérivé l’équation de plaque, il a fallu
définir une énergie de la corde portant sur les quantités dérivées

� � � �� � et
� 
 �� � .

Ce point est crucial dans la preuve ci dessus, car il permet d’éliminer les termes couplant � � � à 
 � et� � à 
 � . On fera de même pour définir une énergie sur les schémas totalement discrétisés.

1.4.2 Deux schémas de discrétisation en temps

Dans la mesure du possible, nous voudrions définir une discrétisation en temps du pro-
blème (1.54) qui soit essentiellement explicite, dans le sens où nous voudrions éviter d’avoir
à résoudre un système linéaire de trop grande taille à chaque pas de temps. Trop grand
voulant dire portant sur toutes les inconnues � � � , 
 � et � � � .
Dans cette optique, on peut proposer le schéma suivant, noté � �� � qui est inspiré d’une dis-
crétisation explicite centrée de l’équation de corde seule, et de la méthode présentée en 4.3
pour la résolution en temps de l’équation de plaque.

�
�� � �

������������� ������������

�
�
�

� � � ��� � � � � � ��� �
� �

� � � 

�
�
	 � � �

�
�

� � � ��� � 	 � � � ��� �+ � �
�� � �

� �
�


� � �
�

� 

�
�

� �
	 � �

�
� � � ��� � 	 � � � 


� � �
�

	 

�
�+ � � �� � � � ��� � ������ �� �� � 	 " � �� � 	 ��� � � � � ��� 


� � �
�

� 

�
� �+ � � ��� � � � � � � �� �	� � � �� �

� � 	 � � � �� 
 � � � � ��� et �� � 	 �
�
� �� 
 � �� � � ��� �

(1.65)

Précisons dés maintenant que si l’on connaı̂t �
�
� ��� � et 


�
� , alors on calcule explicitement �

� � ��� � .
En outre, le fait d’avoir supposé l’amortissement � nul sur un voisinage de � � permet de dé-
coupler la dernière composante de 
 � , 
 � � , des autres 	 
 � 
 �	� � � � � , qu’on peut alors déterminer
explicitement. Il reste juste à inverser un système linéaire en 	 
 ��� ��� � 
 , résolution qui sera
présentée à la section 1.4.5. On a bien un schéma essentiellement explicite.
Mais nous verrons dans la section suivante qu’on ne réussit malheureusement pas à définir
une énergie discrète pour laquelle on peut démontrer une propriété de décroissance similaire
à celle du schéma semi-discret donnée à la propriété (1.1).
En fait, nous n’avons pas réussi à déterminer de schéma essentiellement explicite pour lequel
on est assuré d’avoir un résultat de stabilité reposant sur une propriété de décroissance de
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l’énergie. Pour cela, nous sommes obligés de proposer le schéma implicite suivant, noté � �� � :

� �� � �

������������ �����������

�
�
�

� � � �� � � � �� �
� �

� � �


� � �
�

	 

�
�+ 	 � � �

�
�

� � � �� � 	 � �� �+ � �
� � ��� � �

� �
�


� � �
�

� 

�
�

� �
	 � �

�

� � � �� � 	 � �� �+ 	 � � � 

� � �
�

	 

�
�+ � � �� � � � ��� � ������ �� �� � 	 " � �� � 	 ��� � � � � ��� 


� � �
�

� 

�
� �+ � � ��� � � � � � � �� �	� � � �� �

� � 	 � � � �� 
 � � � � ��� et �� � 	 �
�
� �� 
 � �� � � ��� �

(1.66)

1.4.3 Analyse de stabilité

De la même manière que dans le cas semi-discrétisé, il faut définir une énergie de corde
discrète portant sur des quantités dérivées. Pour cela, nous devons tout d’abord préciser les
notations suivantes :

Notation 1.3 On définit les dérivées discrètes en temps :

��
�
� � �

� � � ��� � � � � � ��� �
� �

�
� 

� � ��� � 


� � �
�

� 

�
�

� � �
(1.67)

1.4.3.a Conservation de l’énergie discrète du schéma � �� �
On peut alors énoncer une propriété de conservation d’énergie du schéma � �� � :
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Propriété 1.2 L’énergie discrète de la corde est définie par :� � � ��� � �
�+ � ��

� � �� � � ��
�
� � � � ��

	 �+ � �

� � ���

�
��
�
�
� (1.68)

celle de la plaque est définie par :� � � ��� � �
�+ � �� � � � �� �

� 	
�+ � � � � ��� �

�� � (1.69)

Alors l’énergie totale � � � ��� � � � � ��� � 	 � � � ��� � vérifie :� � � ���
� � � � ���

� � �
� � � � �� � � �

�
� �� �+ � � � ��

�
� � � � � � �� ��

� � �� � 	 + ��
�
� � 	 ��

�
� �� �

� � ��
�
� �
��

� ��

� �
� 

� � ���

	 �

�
� ���+ �

�� � �
� �

� �
� � � � ��� � � ��

� �� � � �� � (1.70)

� PREUVE : Elle suit de très près la preuve de la propriété (1.1). La différence essentielle,
et c’est là toute la difficulté pour obtenir une identité de l’énergie d’un schéma totalement
discret, provient du fait que s’il y a une seule façon d’écrire une dérivée continue ou une
valeur à un instant donné, il y a plusieurs manières de dériver discrètement ou de défi-
nir une valeur à l’instant � . L’annulation des termes de couplage n’est plus immédiate et
requiert par conséquent plus de manipulations.
On commence par multiplier scalairement la troisième équation de (1.65) par

	� � puis on
intègre en temps sur l’intervalle

� � @ �X6- ��� @ 
 6- �"�
et on divise l’ensemble par � � ( ce qui revient

en fait à prendre la valeur moyenne de la quantité intégrée sur
� � @ � 6-:� � @ 
 6-;�

). Compte tenu
du fait que

�
@ 
 �� � �

@ � ��
� � �

est constant sur l’intervalle d’intégration, on obtient :

� @ 
 6-<�� � � @ � 6-<��� �
S � 
�� � � @ 
 �� � �

@ � ��
� � � � � @ 
 6-� � � @ � 6-�� � � � �� � O��

� � 6-
�
� 
 6- � 	� � � �� � (1.71)

Il nous faut maintenant dériver discrètement par rapport au temps les deux premières
équations de (1.65). On obtient :

� �� �� @ 
 �� � � �� @ � �� � � � � ��
@ 
 6-� ��� � �� @ 
 �� � � �� @ � �

�

S
�
@ 
 �� � � �

@� �� � �
(1.72)

���� ��
@ 
 6-� � �� @ � 6-�� � � � �� ��

@ � � � D � � �� @ 
 6-� � �� @ � 6-�
� � � �� � @ 
 6-� � � @ � 6-�� �

S ���
(1.73)
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On multiplie alors (1.73) par :

��
@ 
 6-� � �� @ � 6-�

�

S
�
@ 
 �� � �

@ � ��
� � � �

ce qui permettra d’éliminer le terme couplant
� � à

�� � . On obtient :�� � �� @ 
 6-� � � 	 �� � �� � �� @ � 6-� � � 	 ��� � �,
�� �� ��
@ � � � �� @ 
 6-� � �� @ � 6-�

� �
� � �� @ 
 6-� � �� @ �X6-�

� � � � � � � 
�� �� � @ 
 6-� � � @ � 6-�� � � � @ 
 �� � �
@ � ��

� � � � S �#-
(1.74)

Enfin, pour pouvoir éliminer le terme couplant
���� � à

�� � on effectue la moyenne de (1.72)
écrite aux instants � � �� et � � �� , puis on multiplie le résultat par

�� @ � � . On obtient :�� 
 �� @ 
 �� � � �� @ � � � 	 �� � �� 
 �� @ � � � �� @ � �� � � 	 ��� � � 
�� � �� @ 
 6-� � �� @ � 6-�
� � �� @ � � �

��� ��
 �� @ 
 �� � � � �� @ � � � �� @ � �� �	 � �� @ � � � 	 �� S 
 �
@ 
 �� � � �

@ � �� �
� � � � �� @ � � � (1.75)

Il n’y a plus qu’à sommer les équations (1.75), (1.74) et (1.71) pour obtenir la relation (1.70)./

Remarque 1.13 Ainsi que nous l’avions annoncé, ce schéma nous soucie quelque peu dans la mesure
où nous n’avons pas réussi à démontrer que le second membre est négatif dés que l’effort exercé sur la
corde est nul. En effet, on ne peut rien dire a priori du signe de :

� � �� ��
� � �� � 	 + ��

�
� � 	 ��

�
� �� �

� � ��
�
� �
��

� ��

� (1.76)

et pourtant, il semble bien que si le pas de temps est suffisamment petit, les quantités :

��
� � �� � 	 + ��

�
� � 	 ��

�
� �� �

� et
��
�
� �

sont suffisamment proches pour qu’on puisse espérer que leur produit scalaire est positif, sous une
éventuelle condition portant sur le pas de temps.
Malgré cette incertitude, nous avons tout de même mis en œuvre ce schéma, qui s’avère stable en
pratique, sous la condition de stabilité usuelle

� �
�
�

� � � � , démontrée plus loin si on suppose l’amortis-
sement fluide nul.
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Remarque 1.14 En fait, il n’y a pas de choix pour déterminer un schéma de ce type. On commence
par choisir (arbitrairement) un intervalle de résolution de l’équation de plaque (ici � �

�
� �� �	�

� � �� � ). Pour
discrétiser en temps le terme

�
� �� � qui intervient dans cette équation, on a a priori le choix entre les

deux dérivées discrètes centrées d’ordre 2 suivantes :
� 
 �� � 	 �

� 
 � 

� � �� � 
 � � ��

� � ou
� 
 �� � 	 �

� 
 � 

� � ��� 
 � � �+ � � (1.77)

Cherchant alors à obtenir une propriété de décroissance de l’énergie discrète, on vérifie, en suivant la
preuve ci dessus que le premier choix conduit à une impasse, car on ne peut éliminer le terme couplant� � à 
 � . On est donc obligé de discrétiser 
 � aux instants entiers.

Remarque 1.15 On pourrait proposer un troisième schéma pour essayer d’obtenir une propriété de
décroissance de l’énergie discrète à partir du schéma “explicite” de l’équation de corde. Sa construction
repose sur la remarque suivante :
On considère le schéma explicite classique, centré d’ordre 2 :����� ���� �

�
�

� � � ��� � � � � � ��� �
� �

� � � 

�
�
	 � � �

�
�

� � � ��� � 	 � � � ��� �+ � �
�� � �

� �
�


� � �
�

� 

�
�

� �
	 � �

�
� � � ��� � 	 � � � 


� � �
�

	 

�
�+ � � �

(1.78)

On vérifie aisément que le schéma suivant, obtenu en effectuant la moyenne de la première équation
du schéma ci dessus écrite aux instants � et � 	 � :����� ���� �

�
�

� � � � �� � � � � � ��� �
� �

� � �


� � �
�

	 

�
�+ 	 � � � �

�

� � � � �� � 	 + � � � ��� � 	 � � � ��� �
� � �

� � �� � 	 �
�� �+ �

� �
�


� � �
�

� 

�
�

� �
	 � �

�
� � � ��� � 	 � � � 


� � �
�

	 

�
�+ � � �

(1.79)

est équivalent à (1.78) à condition de vérifier initialement :

�
�
�

� ��� � � � � ��� �
� �

� � � 
 
� 	 � � �
�
�

� ��� � 	 � � ��� �+ � � 
� � � (1.80)

On peut alors modifier légèrement la première équation de (1.79) de la façon suivante (notons que le
schéma obtenu reste alors équivalent au schéma explicite classique dans le cas où le terme d’amortis-
sement fluide est nul, ie. � � � � ) :

�
�
�

� � � � �� � � � � � ��� �
� �

� � �


� � �
�

	 

�
�+ 	 � � � �

�
� � � ��� � � �

� � �� � 	 �
�� �+ � (1.81)

Suivant la même démarche que dans la preuve de la propriété (1.2), on montre que ce schéma vérifie
l’identité d’énergie suivante :� � � �� � � � � �� � �

� � � 	 �
� � �� � 	 �

�� �+ ��� � � ��� � 
 � � � 	�� � � ��� � ��� � � ��� � 
 � �� � � 

� � ���

	 

�
� ���+ �

�� � � (1.82)
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où : � �� � � � �+ 	�� � � ��� � ��� �� � 
 � �� 	
�+ � 
 � � ���

�
��
�
�
�

Cette fois ci, on a donc réussi à écrire un schéma centré d’ordre 2 pour lequel on a une propriété de
décroissance de l’énergie. Mais rien ne prouve que l”’énergie” ainsi définie est positive.
On observe en pratique que ce schéma semble inconditionnellement instable, ce qui explique sûrement
pourquoi on ne réussit pas à montrer théoriquement que cette “énergie” est positive. C’est surtout ce
qui explique pourquoi nous avons abandonné ce schéma. Comme quoi définir une énergie discrète
dont on est sûr de la décroissance ne suffit pas, encore faut-il montrer qu’elle est positive �����

1.4.3.b Conservation de l’énergie discrète du schéma � �� �

On peut de même énoncer une propriété de conservation d’énergie du schéma � �� � :

Propriété 1.3 L’énergie discrète de la corde est définie par :� � � ��� � �
�+ � ��

� � ��� � �
�� �� 	

�+ � �

� � ���

�
��
�
�
� (1.83)

celle de la plaque est définie par :� � � ��� � �
�+ � �� � � � �� �

� 	
�+ � � � � ��� �

�� � (1.84)

Alors l’énergie totale � � � ��� � � � � ��� � 	 � � � ����� vérifie :

� � � ���
� � � � ��
� � � ��� �

�
�
� � �

��
� � ��� � 	 ��

�
� ��� �+
�

�
� � � � �

��
� � ��� � 	 ��

�
� ��� �+ � � ��

� �
� 

� � ���

	 �

�
� ���+ �

�� � �
� �

� �
� � � � ��� � � ��

� �� � � �� � (1.85)

� PREUVE : On procède comme pour la preuve de la propriété (1.2). Les équations (1.71)
et (1.74) sont encore valables.

Puis on dérive discrètement en temps la première équation de (1.66), et on la multiplie
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scalairement par
�� @ 
 6-� � � �� @ � 6-� �

� . On obtient :

�� � �� @ 
 6-� � � � 	 �� � �� � �� @ � 6-� � � � 	 ��� � � 
�� � �� @ 
 6-� � �� @ � 6-�
� � �� @ 
 6-� � � �� @ �X6-� �

� �
��� � � �� @ 
 6-� � � �� @ � 6-� �

� � 	 ��
S���
�

�
@ � � � �� @ 
 6-� � � �� @ � 6-� �

� �� (1.86)

Il suffit alors de sommer les équations (1.71), (1.74), et (1.86) pour obtenir la relation (1.85)./

1.4.3.c Stabilité des schéma � �� � et � �� �

Les deux résultats de décroissance de l’énergie de la section précédente permettent d’analy-
ser simplement la stabilité des schémas � �� � et � �� � . Avec un bémol cependant, puisque nous
ne savons montrer la stabilité du schéma � �� � que dans le cas où on suppose l’amortissement
fluide nul, soir � � � � . Commençons par la stabilité du schéma � �� � , puisque ce résultat est
immédiat.
On observe que l’énergie totale associée au schéma � �� � est en fait une forme quadratique po-
sitive portant sur les inconnues discrètes � � � , 
 � et � � � . La propriété de décroissance de l’éner-
gie de ce schéma (1.3) assure donc que ces inconnues restent bornées au cours du temps. On
en déduit le :

Lemme 1.1 Le schéma � �� � est inconditionnellement stable.

En revanche, le schéma � �� � est soumis à une condition de stabilité. On remarque cette fois ci
que l’énergie qui lui est associée est une forme quadratique non nécessairement positive, à
cause du terme :

� ��
� � ��� � � ��

�
� ��� � �

� ��
�

En fait, si � � est suffisamment petit, les inconnues
��
� � ��� � et

��
�
� ��� � tendent à se confondre, et

on peut contrôler cette quantité, ce qui assure la stabilité du schéma. On obtient ainsi le :
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Lemme 1.2 On suppose que � � = 0. Alors l’énergie discrète de la corde � � � ��� � définie en (1.68) est
positive dés que la condition :

� � � �� � � � � (1.87)

est vérifiée, et dans ce cas, le schéma � �� � est stable.

� PREUVE : Celle ci est très usuelle. Il nous faut donc contrôler le signe de :

� @ 
 6-� � S �
�

�
�� @ 
 �� � � �� @ � � � 	 �� � �

� � �� @ 
 6-� � � 	 �� -
Or, d’après l’égalité de la médiane, on a :�

�� @ 
 �� � � �� @ � � � 	 ��
S �
	 � � �� @ 
 �� � � �� @ � � � � 	 �� � � �� @ 
 �� � � �� @ � � � � 	 �� � �

(1.88)

et d’après l’équation (1.72),on a, en omettant le second membre :

� �� @ 
 �� � � �� @ � � � � 	 ��
S � 
 � �� � � � � � �� @ 
 6-� � � 	 �� (1.89)

On introduit alors :

� �
S

� ���
�
� ��� �

� � � � � ��
 � �� � � � � � � � �� � � � � 	 �� -
(1.90)

On en déduit l’inégalité suivante :

� � @ 
 6-� � � � � � � � � � �	 � � � � � � 	��� � � ��
@ 
 �� � � �� @ � �

� � � 	 �� (1.91)

Pour que l’énergie de la corde soit positive, il suffit donc de vérifier la condition :

� � � � �	 
 � -
(1.92)

Le calcul de � � est très classique. On vérifie qu’il s’agit en fait du rayon spectrale de la
matrice 
 � �� � � � � � 
 � �� � � � � �
qui, dans le cas particulier d’un maillage régulier de l’intervalle

�U�=�V�I� �
, n’est autre que le

“laplacien discret standard” à trois points. On sait alors que :

� � � 	 �L�
� � � ��� 
������

et on a ainsi démontré que sous la condition (1.87) l’énergie discrète est positive.
Lorsque

� � S �
, alors l’identité (1.70) assure que l’énergie discrète totale décroı̂t au cours

du temps. Comme celle ci est positive sous la condition de stabilité (1.87), on en déduit que
le schéma est stable. /
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Remarque 1.16 La condition de stabilité (1.87) est la même que la condition de stabilité que celle du
schéma explicite centré d’ordre 2 appliqué à l’équation de corde seule, ce qui illustre la robustesse du
traitement du couplage plaque-corde par cette méthode.

Remarque 1.17 Dans le cas d’une corde seule et uniquement soumise à un amortissement fluide, on
aurait le schéma explicite centré usuel suivant :����� ���� �

�
�

� � � ��� � � � � � ��� �
� �

� � � 

�
�
	 � � �

� � ��� � 	 � � � ��� �+ � �
�� � �

� �
�


� � �
�

� 

�
�

� �
	 � �

�
� � � ��� � � � �

(1.93)

En définissant l’énergie suivante :� � � ��� � �
�+ � ��

� � ��� � �
�� �� 	

�+ 	 �

� � �
�

� � 

�
�

 �
�
� � (1.94)

on montre d’une manière similaire à tout ce qui précède que ce schéma est stable dés que la condition
(1.87) est vérifiée.
Malheureusement, on ne peut faire ce choix pour l’énergie du schéma � �� � , d’abord parce que le soucis
de décroissance de cette énergie se reporterait sur le terme d’amortissement visqueux. 1Et surtout
parce qu’on ne pourrait pas éliminer le terme couplant � � à

�
 � , ce qui nous empêcherait d’obtenir une
identité de l’énergie.

1.4.4 Analyse de la dispersion numérique de l’équation de corde seule

On effectue dans cette section une rapide analyse de dispersion numérique de l’équation
de corde seule, non amortie, similaire à celle effectuée à la section 4.2.3. Le but de cette
présentation est de donner un ordre d’idée de la précision des deux schémas présentés ci
dessus concernant l’équation de corde, et en particulier de rappeler que le schéma explicite
est en fait exact lorsque l’on se place en limite de condition de stabilité, alors que le schéma
implicite est dispersif (et par conséquent moins précis) dans tous les cas. Ces résultats sont
extrêmement classiques (voir par exemple [26]).
Rappelons que le propos de cette étude est l’analyse de solutions particulières de type onde
plane progressives harmoniques. Elle s’effectue donc sur maillage infini régulier. La disper-
sion numérique donne une mesure de l’erreur commise par le schéma discret sur la vitesse
de phase d’une solution de type onde plane de l’équation continue.
On considère donc une corde seule, non amortie, de longueur infinie. Son mouvement est
régi par l’équation des ondes :

�
� 
� �
�
� � ��

�
� 
� �
�
� ��� dans � � (1.95)

1. Quoique sur ce point, on pourrait sûrement s’en sortir en “jouant” sur la loi de comportement viscoélas-
tique de la corde, de la même manière que nous avons fait ici.
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Lorsqu’on gèle le couplage avec la plaque, et qu’on écarte l’amortissement, le schéma � �� �
conduit au classique schéma explicite centré d’ordre 2, après avoir éliminé la contrainte 
 :

��� �
� � � �� � � + � �� � 	 � � � �� �

� � �
� � �� � � � �� � � ��� (1.96)

où � � désigne le classique laplacien discret à trois points :

	 � � � � � 
 � � 	�� � � 
 � � � � + 	�� � � 
 � 	 	�� � � 
 � � ��
�
� (1.97)

Le schéma � �� � conduit lui au classique schéma implicite centré d’ordre 2 suivant :

� � �
� � � �� � � + � �� � 	 � � � �� �

� � �
� � �� � �

� � � �� � 	 + � �� � 	 � � � �� �
� � � � (1.98)

1.4.4.a Relation de dispersion continue

Un onde plane harmonique de la forme :


 	 � �	��
 � � � � � � � � � 
 �
est solution de (1.95) si et seulement si elle vérifie la relation dispersion continue :

� � � � � � (1.99)

La vitesse de phase d’une telle onde est donc :
� � � � � � � � � (1.100)

Celle ci est indépendante du nombre d’onde : l’équation des ondes est donc non dispersive,
contrairement à l’équation de plaque. Néanmoins, cette propriété n’est en général plus vraie
au niveau discret.

1.4.4.b Dispersion numérique des schémas � � et ���

On recherche maintenant des solutions de type onde plane harmonique discrète des schémas
explicite � � et implicite � � ci dessus. Pour un nombre d’onde � fixé, on cherche donc la
pulsation � � pour une solution de la forme :



�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � (1.101)

Reportant (1.101) dans (1.96), on obtient, suite à un calcul similaire à celui présenté à la
section 4.2.3 :

� � �
+
� �
�

�
# � � � � � � � �� � � � � � � � � �+ � � � (1.102)
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et par conséquent, la dispersion numérique du schéma (1.96) est :


 �� �
� �
� �

�

� � � � �
# � � � 	 � � � � 	�� � 
�
 � (1.103)

où on a introduit :���� ��� � �
� � �+ � � l’inverse du nombre de points par longueur d’onde �

� � � � � �� � �
(1.104)

Remarque 1.18 La condition de stabilité du schéma � � donnée en (1.87) s’écrit :

� � � �
Lorsque l’on prend � � � dans la relation ci dessus, alors on vérifie que :


 �� �
�
� � � �

# � � � 	 � � � 	�� � 
�
 � � � (1.105)

(tout au moins pour � � � � � � + ). On ne commet aucune erreur sur la vitesse de phase. Cela
n’est pas surprenant, puisqu’en fait, dans ce cas, il s’agit de la méthode des caractéristiques et par
conséquent le schéma est exacte

D’autre part, reportant (1.101) dans (1.98), on obtient :

� � �
+
� �
�

�
# ����� � � � � �� � � � � � � � � �+ � � � (1.106)

et par conséquent, la dispersion numérique du schéma (1.96) est :


 �� �
� �
� �

�

� � � � �
# ����� 	 � � � � 	�� � 
�
 � (1.107)

Cette fois ci, on observe que le schéma � � est dispersif pour toute valeur de � . Ainsi, bien que
le schéma implicite soit inconditionnellement stable, on lui préférera le schéma explicite tout
simplement parce qu’il est exacte.

1.4.5 Résolution des schémas de discrétisation en temps

L’objectif de cette section est de montrer comment on résout effectivement à chaque pas de
temps les systèmes linéaires donnés par les schémas � �� � et � �� � .
Pour les deux schémas, la discrétisation temporelle de l’équation de plaque est la même. Il
s’agit de : ��� �� �� � 	 " � �� � 	 � � � � � � � � 


� � �
�

� 

�
� �+ � � � � � � � � � � �� �	� � � �� �

� � 	 � � � �� 
 � � � � ��� et �� � 	 �
�
� �� 
 � �� � � ��� �

(1.108)
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On a vu à la section 4.3.3 que la solution de ce problème est donnée par :

� � � ��� ��� �
� 	�� � � � �� � �� � � ��� 
 � �

�
� � � 	 
 � � ��

� 

�
� ��+ � � 


�� � � ��� � �
� �
� 	�� � � � �� � �� � � ��� 
 � ��

�
� � � 	 
 � � ��

� 

�
� ��+ � � 
 � (1.109)

où � �
� est la résolvante de l’équation homogène et � �

� est la résolvante donnant la solution
particulière à conditions initiales nulles, dans le cas où le second membre est une constante.
Rappelons aussi que � �

� est une matrice diagonale définie positive (cf. théorème (4.3)).

En fait, ��
� � ��� n’est pas vraiment une inconnue du problème. Il s’agit seulement de la déter-

miner à chaque pas de temps pour connaı̂tre les conditions initiales du problème (1.108) au
pas de temps suivant. Les deux équations de (1.109) sont redondantes, puisque la seconde
n’est autre que la dérivée de la première par rapport au temps, prise à l’instant � � .

1.4.5.a Résolution du schéma � �� �
Le problème � �� � donné en (1.65) s’écrit donc à présent :��������� ��������

�
�
�

� � � ��� � � � � � ��� �
� �

� � � 

�
�
	 � � �

�
�

� � � ��� � 	 � � � ��� �+ � �
�� � �

� �
�


� � �
�

� 

�
�

� �
	 � �

�
� � � ��� � 	 � � � 


� � �
�

	 

�
�+ � � �� � � � ����� � ���

� � � ��� ��� �
� 	�� � � ��� � �� � � ��� 
 � �

�
� � � 	 
 � � ��

� 

�
� ��+ � � 
 �

(1.110)

Les inconnues sont �
� � ��� � � 


� � �
� et �

� � ��� , toutes les autres variables étant connues à cette étape
du calcul. Ce système est implicite, dans la mesure où il n’est pas triangulaire, mais nous
allons voir qu’en pratique, sa résolution est aisée.
Tout d’abord, puisque la matrice �

�
� est diagonale, la première équation donne explicitement� � � ��� � . On calcule en effet :

� � � ��� � �
��� � � � � � +� 	 � � � � � + � � � ��� � 	 � �� � � � 	 � 	 � � � � � + 
 	�� � 


�
�
	 �

�� � 
 � (1.111)

D’autre part, comme nous avons supposé que l’amortissement visqueux � est nul au voisi-
nage du chevalet (cf. section 1.3.2.c), on peut découpler la dernière composante du vecteur

 � (que l’on notera �

� � � ) des autres. On note :



� � �
� � 	 �


� � �
�

� �
� � � 
 ��� � � � � � � � (1.112)

En toute rigueur, il faudrait également introduire une notation spécifique pour définir les
restrictions des matrices �

�
� , � �� et � � � aux composantes �
 � du vecteur 
 , mais bon.
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On note � � la dernière colonne de la matrice � � . On réécrit alors les deux dernières équations
de (1.65) de la façon suivante, compte tenu de l’expression de la matrice de masse � �

� (voir
(1.50)) : �������� �������

� �
�

�

� � �
�

� �

�
�

� �
	 � �

�
� � � ��� � 	 � � �

�

� � �
�

	 �

�
�+ � ���

� �+ � �
� � ��� � �

� �
	 	�� � �

� � ��� � 
���� � � �� � � � ��� � ���

� � � ��� ��� �
� 	�� � � ��� � �� � � ��� 
�� �

�
� � � 	 � � � ��

� �
�
� �+ � � 
 �

(1.113)

La première équation de ce système conduit à :

	 � �
�
	 � �+ � � � 
 �
 � � �� � 	 � �

�
� � �+ � � � 
 �
 �� � � � � �� �

� � ��� � � (1.114)

Le second membre de cette équation est connu à cette étape du calcul. Il nous faut donc
inverser la matrice :

� �� � � � �
�
	 � �+ � � � � � (1.115)

qui est tridiagonale symétrique définie positive d’après les propriétés des matrices � �
� et

� � � (cf. section 1.3.2.c).
Ensuite on multiplie la seconde équation de (1.113) par + � � + � � � �� et la troisième par + � � � ��
, puis on ajoute. On obtient :

	 � �
�
	 � �� �

�
� � � 
 � � � � � � �

� �
� � + � ��	�� � �

� � ��� � 
���� � + � � � � � � � 	�� � � ��� � �� � � ��� 
 � (1.116)

Or � �
� est définie positive, donc : � �� � �

� � � � � � � �
�� �	� � � , et par conséquent, le réel

� �
�
	 � �� �

�
� � �

est strictement positif. Cette dernière équation nous donne donc �
� � � , et puisqu’on connaı̂t

également �

� � �
� , on connaı̂t désormais 


� � �
� . La dernière équation de (1.113) nous donne enfin

� � � ��� .

Finalement, la résolution du schéma � �� � ne demande au total que l’inversion d’une ma-
trice tridiagonale symétrique définie positive à chaque pas de temps. Il nous faut calcu-
ler successivement :

1. � � � ��� � par (1.111),

2. 

� � �
� en deux étapes par (1.114), en inversant � �

� , puis (1.116)

3. � � � ��� par la dernière équation de (1.113)

4. �� � � ��� par la deuxième équation de (1.109)
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Remarque 1.19 En fait, si l’amortissement visqueux sur la corde était nul, ce système serait entiè-
rement explicite, puisqu’on aurait alors :

� �� � � �
�
�

et � �
� est diagonale.

Remarque 1.20 On pourrait appliquer la méthode de résolution par point fixe du problème amorti
présentée à la section 4.2.4.c pour inverser l’équation (1.114), mais puisqu’ici la matrice à inverser
est tridiagonale définie positive, cette technique ne présente pas d’intérêt, si ce n’est pire.

1.4.5.b Résolution du schéma � �� �
La résolution du schéma � �� � est en fait très proche de celle du schéma � �� � . Rappelons que ce
problème, donné en (1.66), s’écrit à présent :��������� ��������

�
�
�

� � � �� � � � �� �
� �

� � �


� � �
�

	 

�
�+ 	 � � �

�
�

� � � �� � 	 � �� �+ � �
� � ��� � �

� �
�


� � �
�

� 

�
�

� �
	 � �

�

� � � �� � 	 � �� �+ 	 � � � 

� � �
�

	 

�
�+ � � �� � � � ����� � ���

� � � ��� ��� �
� 	�� � � ��� � �� � � ��� 
 � �

�
� � � 	 
 � � ��

� 

�
� ��+ � � 
 �

(1.117)

Cette fois ci, on ne peut plus découpler la dernière composante de 
 � des autres. Néanmoins,
ce système se ramène lui aussi à l’inversion d’une matrice tridiagonale définie positive. On
réécrit le système précédent sous la forme :������� ������

� � � �� � � � �+ 	 � 	 � � � � � + 
 	 � �
�

 � � � � 


� � �
� � 
� � � �

� �+ � �
�
� � � �� � 	 	 � �

�
	 � �+ � � � 
 
 � � ��

� � � � �� �
� � ��� � 

 � �

�+ � � � �
� � � 
 � � ��

	 � � � ��� � 
� � �
(1.118)

où on a posé :�������� �������

� � � �

� � � � � � � +� 	 � � � � � + � �� � 	 � �	 � 	 � � � � � + 
 	 � �
�

 � � 	 � � 


�
�+ 	 �

� � ��� � 
 �



 � � 	 � �
�
� � �+ � � � 
 
 �� � � � � ��+ � �� � �


� � ��� �
� 	�� � � ��� � �� � � ��� 
 	 �+ � � � �

� � � 
 � � �� �
(1.119)

Notons � � � � �
� �
� les trois lignes de ce système. On calcule alors :

	 �
�

 � � �+ � �� 	 � � 
 	 � � � �� 	 � � 
 �
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On obtient :� � �
�
	 � � �� 	 � 	 � � � � � + 
 � �� 	 � �

�

 � � � � 	 � �+ � � � 	 � �� �

�
� � �+ � 
 �� 	 � � 

 � �

� �+ � �� 
� � � 	 � � � �� 
� � �
(1.120)

Il nous faut donc inverser la matrice :

� �� � � � �
�
	 � � �� 	 � 	 � � � � � + 
 � �� 	 � �

�

 � � � � 	 � �+ � � � 	 � �� �

�
� � �+ �

Compte tenu de la structure particulière des matrices � �
� , �

�
� , � � , � � � , ��� et � �

� , on vérifie
aisément que cette matrice est elle aussi symétrique, définie, positive. tridiagonale (cf. section
1.3.2.c). En particulier, on vérifie que le seul élément non nul de la matrice � �� �

�
� � � est le

dernier élément de la diagonale (il vaut
� � � � � ��	� ).

Connaissant 

� � �
� , on peut alors calculer explicitement �

� � �� � et �
� � ��� à l’aide de la première

et la dernière équation de (1.118) respectivement. Pour finir, il reste à calculer �� � � ��� par la
deuxième équation de (1.109).

Finalement, la résolution du schéma � �� � ne demande lui aussi que l’inversion d’une ma-
trice tridiagonale symétrique définie positive à chaque pas de temps. Il nous faut calcu-
ler successivement :

1. 

� � �
� par (1.120) en inversant � �� ,

2. � � � ��� � par la première équation de (1.118),

3. � � � ��� par la dernière équation de (1.118),

4. �� � � ��� par la deuxième équation de (1.109)

Remarque 1.21 Notons que contrairement au schéma � �� � , la matrice � �� n’est pas diagonale lorsque
l’amortissement visqueux est nul. Il faut donc l’inverser dans tous les cas.

1.4.6 Conclusion

Au total, le coût de la résolution des deux schémas � �� � et � �� � est simplement celui de l’in-
version d’une matrice tridiagonale symétrique définie positive à chaque pas de temps. Une
telle inversion est très peu coûteuse, d’autant plus que cette matrice est de petite taille (égale
au nombre de points du maillage de la corde) par rapport à l’ensemble du problème. En
pratique, on calcule sa factorisée de Cholesky au début des itérations et on résout le système
par descente remontée à chaque pas de temps.
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Nous avons choisi de coder le schéma � �� � car il est un peu plus aisé à mettre en œuvre. Il
requiert en effet un peu moins de manipulations, ce qui sera d’autant plus appréciable pour
la résolution du modèle complet de guitare. En outre, si on annule le couplage entre la corde
et la plaque, le schéma � �� � est exact, puisqu’il s’agit alors de la méthode des caractéristiques,
alors que le schéma � �� � est dispersif, comme on l’a vu à la section 1.4.4.
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Chapitre 2

Analyse du couplage plaque-air

Abordons à présent le couplage entre la table d’harmonie et l’air environnant.
Ce problème d’interaction fluide-structure, posé dans un domaine de géométrie complexe
est un problème tridimensionnel de grande taille. C’est par conséquent la partie la plus limi-
tante de ce calcul numérique. On commence par montrer les avantages et inconvénients des
méthodes de discrétisation spatiale usuelles, à savoir la méthode des différences finies et la
méthode des éléments finis (section 2.1).
Afin de préserver l’efficacité des différences finies pour la résolution d’un problème de cette
taille tout en approchant précisément la géométrie du domaine, on utilise une méthode de
domaines fictifs (section 2.2), proposée par Glowinsky pour résoudre le problème du lapla-
cien stationnaire [37] et adaptée ici des travaux de Leila Rhaouti sur la modélisation numé-
rique de la timbale [54].
Cette méthode fait disparaı̂tre la guitare du domaine de calcul du champ acoustique, ce qui
permet d’utiliser un maillage cubique régulier qui conduit en pratique à une méthode de
différences finies centrées d’ordre 2. La guitare est en fait réintroduite dans le calcul par l’in-
termédiaire d’un multiplicateur de Lagrange vivant sur la surface de la guitare. La contre-
partie à payer est d’avoir à inverser à chaque pas de temps une matrice symétrique définie
positive de la taille de cette inconnue surfacique à chaque pas de temps.
Après avoir décrit les éléments finis usuels utilisés pour l’approximation des espaces in-
tervenants dans la formulation en domaines fictifs (section 2.3), on propose un schéma de
résolution en temps : méthode pseudo-spectrale pour la plaque et différences finies centrées
explicites pour l’air. On montre ensuite un résultat de stabilité du schéma obtenu.
On termine ce chapitre par la présentation de la résolution effective du schéma.

Présentation du problème

Le mouvement de la plaque est décrit par sa flexion, notée 
 � 	 � � 
 �	� 
 , définie dans � � � � ,
où � est le domaine occupé par la plaque. Nous considérons ici le cas général d’une plaque
amortie, encastrée sur une partie de son bord � 
 , et soumise à une condition de bord libre
le long de l’autre partie, � � . Les vibrations de l’air sont décrites par la pression acoustique,
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notée � 	 � � 
 � � �	��
 et la vitesse moyenne des particules, notée � � 	 � � 
 � � �	� 
 , qui est un vecteur
à trois dimensions, définies dans � � � � � � , où � est la surface de la guitare. Rappelons que
cette dernière est décomposée en deux parties, � , la table supérieure et � , le reste du corps
de la guitare.
On suppose que l’on exerce sur la plaque un effort surfacique, vertical, d’intensité � � (histoire
de mettre le système en vibration, il faut bien lui fournir un peu d’énergie). Le mouvement
des inconnues 
 � , � et � � est alors régi par le système d’équations suivantes, présentées au
chapitre 1 :

��������� ��������
� � � � 
 � 	 
���� � � � � 	 � � � � 
 � � � � � � � ��� � � dans � ,
� 	 � 	 � 	�� �� � 
 � 	�� 
 � 
 � ��� dans � �


 � � � � 
 � � ��� sur � 
 , 	 � � 
 � � � ��� sur � � ,
	������ � 
 � � 	 ��� � 	 � � 
 � � � � ��� sur ��� ,

(2.1)

���������� ���������

� �
� � �� � 	 � � � ��� dans �

� �
� �� � 	 
���� � � � ��� dans �

� � 	 � � 
 � ���	��
 � � � �
� 
 �� � 	 � � 
 �	��
 � sur �

� � 	 � � 
 � � �	� 
 � � � ��� sur � ,

(2.2)

où � � � � � désigne le saut de pression à travers la table d’harmonie de la guitare.
Il convient aussi d’ajouter des conditions initiales que nous supposerons nulles :


 � 	 � � 
 � � 
 � ��� � � 
 � 	 � � 
 � � 
 � ��� dans � �

� 	 � � 
 � � � � 
 � ��� � � 	 � � 
 � � � � 
 � dans � � (2.3)

On a l’estimation d’énergie suivante :
����	 ��

� � �

� � �

 � � ��� 
 � � (2.4)

où :
� 	 � 
 �

�+ �
� � � �

� � 
 � � � 	 �+ �
� � � 	�� 	 
 � 
�
 ��� 	�� 	 
 � 
�
 	

�+ �
� � � � � � � �

	 �+ �
� � � � � � � � (2.5)

2.1 Avantages et inconvénients des méthodes usuelles

2.1.1 La méthode des éléments finis

Dans cette section, nous supposerons, pour alléger les écritures, que l’amortissement est nul
et que la plaque est encastrée sur tout son bord (ie. � � � �

).
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Suivant la démarche que nous avons adopté jusqu’ici, le plus naturel est de chercher à déter-
miner une formulation variationnelle primale de ce problème Pour cela, on commence par
éliminer la vitesse � � , de l’équation des ondes acoustique, de mainière à obtenir une simple
équation des ondes scalaires. Mais il faut alors réécrire les conditions d’interaction fluide
structure (c’est à dire les deux dernières équations de (2.2)) à l’aide de la pression acous-
tique. Il suffit de les dériver par rapport au temps, puis d’utiliser la première équation de
(2.2). On obtient :

�
� �
� �� � � �

�
� 
 �� �
�
� sur � ,

�
� �
� ��

�
� ��� sur � .

(2.6)

D’autre part, il nous faut bien sûr écrire une formulation variationnelle qui soit compatible
avec la méthode mise en œuvre pour la résolution du problème de Kirchhoff-Love, présen-
tée à la partie II. On réécrit donc le problème (2.1, 2.2) sous la forme suivante, à l’aide des
inconnues � � , � et � : ���� ���

� � � � � � 	 
���� � � � � � � � � � � � � � � dans � ,
� � � � � � 	�� � � 
 � ��� dans � ,
� � � � ��� � � ��� sur � 
 ,

(2.7)

�������� �������
�
� �� �
�
� � �� � � � ��� dans � ,

�
� �
� �� � � �

� � �� � � sur � ,
�
� �
� ��

� � ��� sur � .

(2.8)

Pour obtenir la formulation variationnelle de ce nouveau problème, il nous faut tout d’abord
décomposer le domaine � en deux parties, l’intérieur de la guitare, noté � � , et l’extérieur,
noté �

� . On multiplie la première équation de (2.8) par une fonction test � � � � , supposée
suffisamment régulière et on effectue une intégration par partie à l’aide de la formule de
Green, sur les deux parties � � et � � du domaine � . On ne précise pas le détail de ces calculs
qui sont sans surprise. D’autre part, on procède comme à la section 1.3.1.c pour obtenir la
formulation variationnelle de (2.7). On aboutit ainsi au problème variationnel suivant :����������� ����������

Trouver � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � et � � � ��� � � � � � tels que :
�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
� � � �

�

� � �� � �
� � �

� �� � �
�
� � � � ��� �� � � � �� ��� �

�
� �

�
�

� � � � � 	 �
�
� � � � �

�

� � � � ��� � � � � ��� �
�
�� �
�

�
� ��� �

�

� � � � � 	 �
����� �

�

�
� �
� � � � � � 	 �

� �
�
�
� � � � � � � � � � �

(2.9)

où :
� � � � � �

�
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et : � � � �
 	���
 et � � 	 � � 	���
�
��
� � � � 	 � 
 � � � 	 � � � 
 � (2.10)

Remarque 2.1 Les conditions sur la surface de la guitare apparaissent donc comme des conditions
aux limites naturelles de cette formulation, puisqu’il s’agit en fait de conditions de type Neumann
(c’est parce que le flux de pression est nul à travers le corps de la guitare � que l’intégrale de bord ne
porte que sur � ). On notera que le saut de pression est bien nul au niveau du trou, par continuité de
la trace d’une fonction de � � 	 � 
 sur le disque qui ferme la rose.

En fait, le principal soucis de cette formulation variationnelle est lié au fait qu’il s’agit d’un
problème tridimensionnel. En effet :

� L’approximation conforme de � � 	 � 
 exige la construction d’un maillage de � . Compte
tenu de la géométrie de l’instrument, cela veut dire qu’il faut construire un maillage
tétrahédrique de �

� et de � � (voir figure (2.1), qui est en 2d, pour des raisons évidentes
de représentabilité). La génération de tels maillages, si elle est aujourd’hui facilité par
l’existence de mailleurs de plus en plus efficaces et rapides, demande un travail long
et difficile si on veut obtenir un résultat de qualité.

FIG. 2.1: Maillage triangulaire conforme de � � � � � � � prenant en compte la géométrie de la guitare.

� Il faut stocker tous les coefficients de la matrice de raideur obtenue lors de l’approxima-
tion spatiale de la dernière équation de (2.9). En fait, cela veut dire que l’approximation
du laplacien que l’on construit par cette méthode dépend du point du maillage où l’on
se trouve. Mais comme il s’agit d’un problème tridimensionnel, la taille de cette ma-
trice peut rapidement devenir très grande (elle serait typiquement de l’ordre de � � �

lignes). Ainsi, même si par essence la méthode des éléments finis conduit à des ma-
trices très creuses, elle est tout de même très gourmande en stockage. En outre, il faut
accéder à chaque pas de temps à l’ensemble de tous ces coefficients en mémoire, ce qui
induit des temps de calcul très longs lorsque le nombre de pas de temps est important.
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� Compte tenu de la taille du problème, il est bien sûr hors de question d’utiliser un
schéma de discrétisation en temps implicite. Mais s’il est envisageable de mettre en
œuvre une technique de condensation de masse de manière à obtenir un schéma expli-
cite, la condition de stabilité imposée par un tel schéma dépend fortement du maillage.
Pour un peu que certains tétrahèdres soient petits, cette condition de stabilité peut
conduire à un pas de temps petit également, et donc encore à un surcoût de calcul (on
retrouve ici la nécessité de construire un maillage de qualité; mais cela n’a absolument
rien d’évident de réussir à construire un maillage le plus homogène possible).

L’intérêt de cette formulation est qu’elle prend en compte très précisément la géométrie com-
plexe de l’instrument, puisque celui ci est maillé à l’aide de tétrahèdre. En outre, et ce point
est également fondamental, la stabilité du schéma discret est assurée grâce à une propriété
de conservation de l’énergie similaire à (2.5), obtenue à l’aide des propriétés d’un tel schéma
induites par l’approximation variationnelle.

2.1.2 La méthode des différences finies

Pour résoudre un problème tridimensionnel en étant un tant soit peu efficace, il faudrait
utiliser la méthode des différences finies. En effet, les défauts de la méthode des éléments
finis présentée ci dessus disparaissent, tout simplement.
Cette méthode s’appuie sur un maillage régulier, composé de petits cubes, qu’il est trivial de
construire. Et puisque ces cubes sont tous de même taille, on contrôle aisément leur pas, et
par conséquent le pas de temps imposé par la condition de stabilité. Enfin, la régularité du
maillage est telle que l’approximation du laplacien ne dépend pas du point où on se trouve,
ce qui veut dire qu’aucun stockage n’est nécessaire, et par conséquent, les calculs à chaque
ne requièrent pas d’accès superflus en mémoire.

FIG. 2.2: Maillage régulier � , approchant la géométrie de l’instrument par des marches d’escalier.

Malheureusement, on ne peut pas mettre en œuvre cette technique ici, justement à cause
de la régularité du maillage, qui approche trop grossièrement la géométrie du problème,
comme on peut le voir sur la figure (2.2). Le fait d’approcher la forme de la guitare par
une une surface en marche d’escaliers entraı̂ne l’apparition de diffractions parasites sur les
bords artificiels de l’instrument. Pour remédier à ce problème, il faut avoir recours à un
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maillage très fin, ce qui entraı̂ne un un surcoût inenvisageable. Un exemple numérique qui
met en évidence ce phénomène de diffraction parasite est présenté dans [18]. On pourrait
éventuellement chercher à écrire les conditions au bord de l’instrument par une méthode de
pénalisation, mais cette technique n’est pas très robuste.
D’autre part, l’écriture d’un schéma stable couplant l’équation des ondes acoustiques à l’équa-
tion de plaque n’a rien d’évident. L’idéal, pour assurer la stabilité d’un tel couplage au ni-
veau discret, est de pouvoir s’appuyer sur une propriété de conservation ou de décroissance
de l’énergie, et pour cela, la méthode des éléments finis est reine.

2.2 Une formulation en domaines fictifs

Finalement, ni la méthode des éléments finis, ni la méthode des différences finies n’est satis-
faisante, soit parce que c’est trop coûteux, soit parce que la géométrie du problème n’est pas
suffisamment bien prise en compte. La méthode des domaines fictifs, apparaı̂t comme un
compromis entre ces deux techniques.
L’idée est de faire disparaı̂tre la guitare, ce qui permettra de mailler régulièrement le do-
maine du champ acoustique, et d’obtenir par conséquent un schéma de type différences fi-
nies, très efficace. Concrètement, on réalise en fait un prolongement des inconnues du champ
acoustique � � et � à � � tout entier. Les conditions au bord de l’instrument sont alors prises
en compte de façon faible, par l’intermédiaire d’un multiplicateur de Lagrange, noté � , qui
s’interprête comme le saut de pression à la surface de l’instrument. Il suffit de construire un
maillage surfacique de la guitare pour approcher � , ce qui est d’autant plus aisé ici qu’il s’agit
d’un cylindre. Ainsi, on prend en compte de manière très précise la géométrie du problème.
Enfin, cette méthode repose sur une formulation mixte du problème d’interaction fluide-
structure, pour laquelle on a une propriété de conservation de l’énergie, qui nous permettra
d’assurer la stabilité du schéma discret.
Cette technique s’appelle à juste titre méthode de domaines fictifs, puisque la guitare (fictive)
n’apparaı̂t plus dans le maillage du domaine du champ acoustique. Elle a été proposée par
R.Glowinsky, T.W. Pan et J.Perriaux pour la résolution du problème stationnaire de Dirichlet
intérieur (voir [37]), puis généralisée aux problèmes d’évolutions par F. Collino, F. Millot
et P. Joly (voir [18]) et appliquée à de nombreux cas (voir par exemple [54], [34] ou [63]). Il
s’avère qu’elle est bien adaptée pour des problèmes aux limites de type Dirichlet. Comme les
conditions d’interactions fluide-structure (2.6) sont en fait de type Neumann, la formulation
adéquate de l’équation des ondes acoustiques est en vitesse-pression (� et � � ) .
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2.2.1 Formulation variationnelle

Il nous faut donc maintenant écrire une formulation variationnelle du problème suivant,
écrit à l’aide des inconnues � � , � , � et � � :��������������� ��������������

� �
� � �� � � 
���� ����� � 	 � � � �

� � �� � � � � � � � � � � � dans �
� 	 � � 	�� � � 
 � ��� dans � �
� � � ��� sur � 
 ,
� � � � � ��� sur � 
 ,
	 � � 
 � � � ��� sur � � ,
	������ � 
 � � 	 ��� � 	 � � 
 � � � � ��� sur � � ,

(2.11)

��������� ��������
� �
� � �� � 	 � � � ��� dans �

� �
� �� � 	 
���� � � � ��� dans �

� � 	 � � 
 � ���	� 
 � � � � � � 	 � � 
 �	��
 � sur �

� � 	 � � 
 � � �	� 
 � � � ��� sur � .

(2.12)

� Pour voir comment on peut définir un prolongement de � � et � à tout � � , commençons
par écrire une formulation variationnelle de (2.12). On multiplie la première équation par
une fonction test � �� � � , suffisamment régulière, et on effectue une intégration par partie à
l’aide de la formule de Stokes sur les deux parties � � et � � du domaine � . Puis on multiplie
la seconde équation de (2.12) par une fonction test � � � � et on intègre simplement sur � . On
obtient (rappelons que � désigne la normale extérieure à la guitare, c’est à dire la normale
extérieure à � � ) :���� ���

�
� �

�
��� � �

�
� � � � �� � �

��� � �
�
� 
���� � �� � �

� � � � � � � �� � � � ����� � �� � � �
�
� �

�
��� � �

�
� � � 	 �

��� � �
�
� � 
���� � � � ��� � � � � � � (2.13)

où � � � � � désigne le saut de pression à travers la surface de l’instrument, soit, l’indice � dési-
gnant l’intérieur et l’indice � l’extérieur :

� � � � � � 	 � � 
 � � � 	 � � 
 � � � (2.14)

� A ce stade, pour pouvoir calculer le saut de pression � � � � � , il faut encore connaı̂tre la valeur
de la pression de part et d’autre de la surface de la guitare, ce qui implique de construire un
maillage de � , c’est à dire un maillage de � � et de � � . On considère alors ce saut de pression
comme une inconnue supplémentaire, ce qui revient à introduire l’inconnue surfacique

� � � � ��� � .
� D’autre part, on ne peut pas traiter les conditions sur la surface de l’instrument comme

des conditions essentielles introduites dans l’espace � , car ici encore, cela nous obligerait
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à construire un maillage de � . C’est pourquoi on écrit ces conditions sous une forme varia-
tionnelle, obtenue en multipliant les deux dernières équations de (2.12) par une fonction test

� � ��� � supposée suffisamment régulière :
�
�
� � � � � �

� � � � � � � � ����� � � � � � (2.15)

� Il est alors naturel de prendre � dans � � 	 � � � � � ), qui se prolonge naturellement sur� � , puisque � est de mesure nulle. D’autre part, on prend � � , dans � 	�
���� � � � � � � 
 , qui se
prolonge naturellement à � � par continuité de la composante normale. Puisque la trace des
fonctions de � 	�
�� � � � � 
 sur � est dans � � �� 	 � 
 , l’espace naturel dans lequel il faut choisir �

est � �� 	 � 
 . Plus précisément, le saut de pression étant nul le long de la rose, ie. sur le bord � � ,
il faut prendre � dans � ��
	
 	 � 
 . Comme � ��
	
 	 � 
�� � � 	���
 , la formulation faible (2.15) a bien un
sens.

� Enfin, on procède comme à la section 1.3.1.c pour obtenir la formulation variationnelle
de (2.11). On aboutit ainsi au problème variationnel suivant :��������������������������� ��������������������������

Trouver � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � �
� � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � et � � � ��� � � � � � tels que :

�
� �

�
� � �

� � � �� � �
�
����� � � � � �� ��� � � � 	 � � 
 � � ����� �� � � �

	 � �
�
� � �

� � � �� � �
� � �

� �� � �
�
� �� � � � � � � �� ��� �

�
� �

�
�

� � � � � 	 	 � 	 � �� � 
 � � � ����� � � � � � � 	 � � � � 	 � � � 
 � � ����� � � � � � � ��� � � � � � � �
�
� �

�
� � � � � � � � �� � �

� � � 
���� � �� � � � �� � � � � � � � ��� � � �� � � �
�
� �

�
� � � � � � � 	 �

� � � � 
���� � � � ��� � � � � � ��
�
� � � � � � � ��� � � � � � � � ��� � � � � � �

(2.16)

où � � � � � � � désigne le crochet de dualité défini sur � � �� 	�����
�� � �� 	�� � 
 , � � � � � � désigne le crochet
de dualité défini sur � � �� 	 � 
�� � �� 	 � 
 , et :� � 1 � � � � � 	���
 � � � � � sur � 
 2 �

� � 1 	 � � 	���
�
 � � 	 � � 
 � � � � sur ��� 2 �
� � � � 	 � � 
 �
� � � 	�
���� � � � 
 �
� � � ��
	
 	 � 
 �

(2.17)
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2.2.2 Quelques propriétés de cette formulation variationnelle

On définit les formes bilinéaires continues suivantes :

�������������������������������

� � � 	�� � ��� �� 
 � �
� � �

� � � �� ��� � � ��� �� � � � 	���
 �

� �
	 � � � � 
 � �

�
� � � � � � � � � � � � 	 � � 	���
�
 � �

� 	 � ��� � 
 �
�
�
� � � � � � � � 	 � � � � 	 � � 
 � � ����� � � ��� � � � � � � � 	���
 � � � 	 � � 	���
�
 � �

� � 	�� � � � 
 �
�
�
� � � � � � � � � � � � 	���
 � � � � �� 	 � 
 �

� �
�
	 � � � � �� 
 � �

� � � � � � � � �� � � � � � � �� � � 	�
�� � � � � 
 �
� � 	 � � � � 
 � �

� � � � � � � ��� � � � � � � � 	 � � 
 �
� 	 � � � � 
 �

�
� � � 
���� � � � � � � � � 	�
���� � � � 
 � � � � � 	 � � 
 �

� � 	 � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
���� � � � 
 � � � � �� 	 � 
 �
(2.18)

ce qui permet de réécrire le problème (2.16) sous la forme abstraite suivante :��������������������� ��������������������

Trouver � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � �
� � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � et � � � ��� � � � � � tels que :

�
� � � � � 	�� � ��� �� 
�� � 	 � ��� �� 
 	 � � � � � 	�� � ��� �� 
 � 	 � � ��� �� 
�� � � 	�� �� � � 
 � � � �� ��� �
�
� � � �

	 � � � � 
 	 	 � 	 � �� � 
�� 	 � � ��� � 
 � ��� � � � � � � �
�
� � � �

�
	 � � � � �� 
 � � 	 � �� � � 
 � � � 	 � �� � � 
 � ��� � � �� � � �

�
� � � � 	 � � � � 
 	 � 	 � � � � � 
 � ��� � � � � � �
� � 	�� � � � � 
 � � � 	 � � � � � 
 � ��� � � � ��� �

(2.19)

Il s’agit d’un problème mixte non standard dans lequel intervient un triple multiplicateur
de Lagrange 	�� � � � � � 
 . L’analyse rigoureuse du caractère bien posé de cette formulation
mixte selon la théorie de Babuska-Brezzi n’a rien d’évident. En particulier, l’obtention de
la condition inf-sup dans le cas d’un multiplicateur de Lagrange multiple n’est pas immé-
diate, comme on peut le voir dans la démonstration proposée par C. Tsogka dans le cas de la
formulation en domaines fictifs de l’équation des ondes scalaires ([63]). En outre, le fait que
la formulation mixte de l’équation de plaque seule ne vérifie pas les conditions standards de
la théorie des mixtes n’arrange pas les choses. On peut toutefois vérifier les critères suivants
dans le cas de notre problème :
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Lemme 2.1 � La forme bilinéaire � définie par :

� 	�	�� � � � � 
 � � 
 � � � 	�� � � � 
 	 � � 	 � � � � 
 � � � � � � � 	���
 � � � � � 	�
���� � � � 
 � � � � �� 	 � 
 �
(2.20)

vérifie la condition inf-sup, c’est à dire :

� � � ��� � �
	
� 	 � �� � � 
 �	� �

� � 	 � � � � 
�
�
	 � � � � � � � � 


� 	�	�� � � � � 
 � � 

� 	�� � � � � 
 � � � �

� � � � � 
 � � �
� ��

� � � (2.21)

� La forme bilinéaire � vérifie la condition inf-sup, c’est à dire :

� � � ��� � �
	
� 	 � � � � � 
 �	� �

�
�
	 � � ��� � � � � 
 � 	 � � � � 
� � � � � � � � � 
 � � � � �

� � � (2.22)

� La forme bilinéaire � �

� est coercive sur le noyau à gauche de � , c’est à dire :
� � � ��� � �

�
	 � � � � � 
 � � � � � � � � ��� � 
 ��� � � � � � �

� � (2.23)

où : � � �
� � � � � � � 	�
���� � � � 
 ��� 	 � � � � 
 � ��� � � � � � 	 � � 
 	

� PREUVE : Par continuité des formes bilinéaires � , �
Q

, ��� et � , on définit classiquement
les opérateurs continus � , �

Q
, � � et

�
par :
 � 
 � < ��� � ��� � � � S

� 
�
 � < � � � ��� � ��� ��� < B � � 
I()����� � B �P
 � & � ��� 
 ��� � B � 6- 
�� ���

 � Q � < � � � � S

�
Q 
#
�� < � � � �$� � ��� � � < B � � 

()�$� � � B �P
 � &�� �V� 
 �$� � B � 6- 
����$�


 ��� � � � � � � S
� � 
�
 � < � � � ��� � �$� ��� < B � � 

()����� � B � 
 � & � ��� 
 ��� � B � 6- 
������


 � � � ��� � S
� 
#
 � < ��� �F��� � �$����� < B � � 

()�$� � � B �P
 � & � ��� 
 ��� � B � 6- 
���� -

(2.24)

On observe que ��� n’est autre que l’opérateur de trace normale défini de
�P
 � &�� �V� 
 �

dans� � 6-=
�� �
, qui est surjectif (voir par exemple [61]). Comme on a :��� < B � � � � 
 � < ��� � � S

�
Q � < � � � � � � (2.25)

la surjectivité de � découle tout simplement de celle de ��� . D’autre part,
�

n’est autre que
l’opérateur de divergence défini de

�P
 � & � ��� 
 �
dans D � 
"� 
 �

qui est lui aussi surjectif.
Les conditions inf-sup (2.21) et (2.22) sont alors une simple conséquence du lemme (2.6)
D’autre part, le noyau à gauche de � , qui n’est autre que � 
 � � , est l’ensemble des champs
de

�P
 � &�� �V� 
 �
à divergence nulle. La coercivité de �
	

�
, sur � 
 � � découle alors de :

�����

� � � � � � ��� � 
 � S � � � � � � - S
�
	

� 
�� � ��� � �
� � � B � 
 � � - (2.26)
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2.3 Discrétisation spatiale

Afin d’établir une approximation spatiale du problème (2.19), on introduit les espaces de
dimension finie suivants :� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (2.27)

Le problème semi-discrétisé en espace s’écrit alors :

��������������������� ��������������������
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� � � ��� � � � � � � tels que :
�
� ��� � � 	�� ��� ��� �� � 
�� � 	 �

�
��� �� � 
 	 � � � � � 	�� ��� ��� �� � 
 � 	 � ��� ��� �� � 
 � � � 	�� �� � � �

�

 � � � �� � � � � �

�
� ��� �

	 �
�
� � �

�

 	 	 � 	�� �� � 
�� 	 � �

�
��� ��� 
 � ��� � � �

�
� ��� � �

�
� ��� �

�
	 � � � � � �� � 
 � � 	 � �� � � � � 
 � � � 	 � �� � � �

� 
 � ��� � � �� � � � � �
�
� ��� � 	 � � � � �� 
 	 � 	 � � � � � �� 
 � ��� � � �� � � � �
� � 	�� � � � � �

�

 � � � 	 � � � � � �

�

 � � � � � �

�
��� � �

(2.28)

Remarque 2.2 Le caractère bien posé et la consistance de cette approximation reposent entre autres
sur la vérification de conditions inf-sup discrètes et de coercivité discrète similaires à celles obtenues
dans le cas continu. Nous revenons plus en détail sur cet aspect à la section 2.3.2.d en ce qui concerne
la condition inf-sup discrète liée à la formulation en domaines fictifs et à la remarque (2.4) en ce qui
concerne la la condition inf-sup discrète et la coercivité discrète de la formulation mixte de l’équation
des ondes acoustiques

Ecriture matricielle Soient � � la dimension de � � , � � la dimension de � � , � � � la dimension
de � � , � � la dimension de � � et � � la dimension de � � .
On introduit une base de � � , notée 	�� � 
 �	� � � � � � une base de � � , notée 	��

�

 �	� � � � � � une

base de � � , notée 	 � � 
 �	� � � ��� � � une base de � � , notée 	�� � 
 �	� � � � � � et une base de � � , notée	�� � 
 �	� � � ��� �
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On est alors amené à résoudre le système différentiel suivant :��������������� ��������������

� �
�

� � � �� � � � �� � �
	 � � � �

�
� ��� � � ��� � 	 ' � � 
 � �

� �

����
� �
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 � � � � � � ���
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�

� � � �� � � � � � � � 	 ' � � 
 � �
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(2.29)

où " � désigne la transposée d’une matrice " et :
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 � � � � �

� �

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

	 ' � � 
 �	� � �
�
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
	 ' � � 
 �	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

(2.30)

2.3.1 Approximation des espaces � � ����� et
� � � ����� � �

Pour l’approximation par éléments finis des espaces � et � , on utilisera l’approximation

� �
� 

� �� présentée à la section 2.1. Rappelons en particulier que celle ci conduit, grâce à la

technique de condensation de masse, à une matrice de masse � �
� diagonale et à une matrice

de masse � �� diagonale par blocs 4x4.

2.3.2 Approximation des espaces � �
� � �

, � ��� � � � � �
et � �� ��� �

2.3.2.a Restriction à un domaine borné : les conditions aux limites absorbantes

Il nous faut approcher les espaces � 	�
�� � � � � 
 et � � 	 � � 
 , ce qui est numériquement inenvisa-
geable, puisque � � étant un domaine non borné, il faudrait construire un maillage de dimen-
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sion infinie. Le domaine de calcul est alors artificiellement borné et il convient de déterminer
un traitement spécifique des frontières artificielles ainsi introduites.
Pour cela, il existe essentiellement trois méthodes :

� Les méthodes intégrales reposent sur la connaissance d’un noyau de Green et per-
mettent de poser le problème uniquement sur la frontière qui borne artificiellement le
domaine.

� La technique des couches parfaitement absorbantes (PML, pour Perfectly Matched
Layered), introduite par Bérenger [4], consiste à entourer le domaine de calcul par un
milieu artificiel dans lequel les ondes sont atténuées,

� La technique des conditions aux limites absorbantes (CLA), introduite par B. Engquist
et A. Majda [24] dans les années soixante-dix, consiste à adjoindre aux équations une
conditions aux limites définie sur le bord artificiel déterminée à l’aide d’une approxi-
mation de la condition transparente définie sur ce bord.

Nous avons choisi ces dernières dans le cas d’une approximation d’ordre élevée de la condi-
tion de transparence, proposée par F. Collino (voir [17]), essentiellement pour leur simplicité
d’utilisation. Ces conditions aux limites s’incorporent sans difficulté dans notre problème.
Dans un soucis de simplicité et de clarté de présentation, elles ne sont pas présentées ici.
Ainsi, les calculs sont restreints à un parallélépipède rectangle entourant la guitare, que
nous noterons encore � . Il nous faut à présent construire une approximation des espaces
� � 	 � 
 et � 	�
���� � � 
 . On introduit pour cela un maillage �

� de � en petits cubes d’arête � � .
Un tel cube est noté � .

2.3.2.b Les éléments finis de Raviart-Thomas

� On approche � � 	 � 
 à l’aide de l’espace d’éléments finis de Lagrange discontinus d’ordre
0, défini par :

� � �
�
� � � � � 	 � 
�� � � � � � � 
 ��� � � �

� 	 (2.31)

Les degrés de liberté de cet espace sont tout simplement les valeurs au centre des cubes de�
� (voir figure (2.3)).

FIG. 2.3: A gauche, le degré de liberté de l’élément fini de Lagrange � 
 discontinu — A droite, les
degrés de liberté de l’élément fini de Raviart-Thomas de bas degré

271



Analyse du couplage plaque-air

� D’autre part, on approche � 	�
���� � � 
 à l’aide de l’espace d’éléments finis de Raviart-
Thomas de bas degré (voir par exemple [50]), défini par :

� � �
�
� � � � � 	�
�� � � � 
�� � � � � � � � 	 � 
 ��� � � �

� 	 (2.32)

où � 	 � 
 désigne l’espace des polynômes définis sur le cube � par :

� 	 � 
 �
���� ��� � � ��

�� � �
	�� � �

� � 	 � � 


� � 	 � � �

�
�
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � �����

�
� � � � 
 � 
 � � 
 � � � 
 � � 
 � 
 � � (2.33)

où � � � �
� � désigne l’ensemble des polynômes de trois variables de degré inférieur à � en la
première variable, inférieur à � en la seconde variable, et inférieur à � en la troisième variable.
On vérifie que la composante normale de tout champ � � appartenant à � 	 � 
 est constante
sur chaque face, ce qui permet de contrôler la continuité de cette composante et assure que
l’espace � � est bien un sous espace de � 	�
���� � � 
 . Les degrés de liberté de cet espace sont
donc les valeurs de la composante normale du champ sur chaque face du maillage. Ils sont
représentés schématiquement sur la figure (2.3).

Remarque 2.3 A titre indicatif, rappelons que l’expression des fonctions de base sur le cube unité de
référence, noté �� , sont données par :

����������

� � 	 � � 
 � � 
 � 	 � � � 
 � � � �

�
	 � � 
 � � 
 � � � � �

�

�
	 � � 
 � � 
 � 	 
 � � 
 � � � � � 	 
 � 
 � � 
 � 
 � � �

� � 	 � � 
 � � 
 � 	 � � � 
 � � � �
�
	 � � 
 � � 
 � � � � �

(2.34)

où � � est la fonction de base associée à la face � , pour � � � � � . La face 1 est contenue dans le plan
d’équation � � � , la face 2 dans le plan � � � , la face 3 dans le plan 
 � � , la face 4 dans le plan
 � � , la face 5 dans le plan � � � ,la face 6 dans le plan � � � .

Remarque 2.4 Ce choix d’espace d’approximation vérifie la conditions inf-sup discrète uniforme
associée à la forme bilinéaire � , c’est à dire (voir [50]) :

� � 
 � ��� � �
	
��� 	�� � ��� �

�
� �
	�� �

��� � � �	� � ��
� � � � � � �
��� � 
 � � � � �	�
� � 
 � (2.35)

et aussi la condition de coercivité discrète uniforme associée à la forme bilinéaire � �
� , c’est à dire :

� � 
 ��� � � �

�
� � � � � � � � 
 � � 
 � � � � � � ����� � 
 � � � � � � � � ��� � � (2.36)

où : � � ��� ��� � � � ��� � � ����� � � � ���� 
!� � �#"	�� �%$  	
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2.3.2.c Approximation de �
�� � � 


On introduit un maillage triangulaire de la surface � , noté �  , de pas � � . On approche alors
l’espace �

�� � � 
 à l’aide des éléments finis de Lagrange continus d’ordre 1, c’est à dire :
�  � 1��  ����� � � 
 � �  � � � �	� ��� 
 � " � � �  2 (2.37)

La présentation détaillée faite à la section 2.3.1.a de cet espace d’approximation dans le cas
d’un domaine plan se transpose sans difficulté au cas d’une surface. En particulier, l’intro-
duction de la condition de nullité sur le bord 
�� s’interprète comme un simple “rayage” des
degrés de libertés qui sont sur 

� .

2.3.2.d A propos de la condition inf-sup discrète de la formulation en domaines fictifs

La consistance de la méthode des domaines fictifs repose sur la vérification de la condition
inf-sup discrète uniforme analogue à la condition continue (2.21). Il s’agit ici de vérifier :

� �
�
� � ����� 	� ����� � � � ��

� � �
� �

� � � � � � � �  
� � � � � � �
��� � 
 � � � � ��
���

��� (2.38)

En particulier, cette condition implique que le noyau de la matrice ��� � � 
 � est réduit à � ��� ,
ou en d’autres termes que la matrice ��� � � 
 � est injective, ce qui assure l’unicité du multipli-
cateur de Lagrange discret

�  .
La démonstration de cette condition n’a rien d’évident. Elle repose sur une condition de
compatibilité entre le maillage �  du domaine acoustique et le maillage �  de la surface
de la guitare. Cette condition s’écrit :

�����! � � � (2.39)

où  est une constante supérieure à 1. Plusieurs études théoriques ont été réalisées sur ce
sujet. Girault et Glowinsky ont montré cette condition dans le cas du problème de Dirichlet
(voir [35]). Ils donnent une valeur universelle de  (ie. indépendante de � et � ), mais proba-
blement pessimiste. Joly et Rhaouti [43] obtiennent, dans le cas du problème de Neumann
qui nous concerne ici, une constante  supposée assez grande, mais qui n’est pas connue
explicitement, et qui dépend a priori des domaines � et � .
En pratique, on vérifie du point de vue numérique que la condition inf-sup discrète est véri-
fiée sous la condition :

���"�$# � # � � � (2.40)

Remarque 2.5 Ainsi, la condition inf-sup discrète nous impose de prendre un maillage en espace du
domaine acoustique suffisamment fin, puisque son pas doit être inférieur à celui du maillage surfa-
cique de la guitare. S’agissant d’un problème tridimensionnel, il faut prendre garde à ne pas le choisir
trop petit, au risque de rendre les calculs inabordables.
En pratique, pour simplifier le calcul de la matrice � � � , on fait coı̈ncider la restriction du maillage
surfacique de la guitare �  avec le maillage �  du domaine % , occupé par la table d’harmonie (ceci
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nous évite d’avoir à calculer les intersections des triangles de ces deux maillages). Mais il nous faut un
maillage relativement fin pour prendre en compte les raidisseurs de la plaque dans notre modèle. Cette
coı̈ncidence des maillage surfacique liée à la contrainte sur le pas d’espace dans l’air nous empêche
de mailler la table d’harmonie avec toute latitude. Si on veut un maillage plus précis, il faut alors
effectuer le calcul des deux maillages surfaciques �  et �  .

Remarque 2.6 Il est assez facile de comprendre que la condition inf-sup discrète uniforme repose sur
une condition de compatibilité des maillages de la forme (2.39). Rappelons que lorsque la dimension de
l’espace d’approximation du multiplicateur de Lagrange

�
, notée � � , est supérieure à celle de l’espace

d’approximation de la variable primale � � � , notée ��� � , il est évident que la condition inf-sup discrète
n’est pas vérifiée. En effet, la matrice ��� � � 
 � est alors de taille ��� �

� �
� avec � ��� ��� � , et d’après le

théorème du rang, son noyau ne peut être réduit à � ��� .
L’exemple suivant, proposé dans la thèse de L. Rhaouti ([54]), s’appuie sur une généralisation de cette
idée. Il est présenté dans le cas bidimensionnel pour simplifier. �  est alors un maillage composé de
carrés et �  est un maillage composé de segments.
Supposons que l’un des carrés � du maillage �  contienne le support d’au moins cinq fonctions
de base de l’espace �  , ce qui revient à supposer que ce carré contient six segments consécutifs du
maillage �  (voir la figure (2.4)). C’est une manière un peu radicale de ne pas vérifier (2.39).

�
	

� -
� 6
� +

� �
FIG. 2.4: Un exemple où la condition inf-sup discrète n’est pas vérifiée

Rappelons que la base de l’espace �  est notée � � � 
 � � � ��� � � � tandis que la base de l’espace �  est
notée ��� � 
 � � � ��� � � Quitte à renuméroter, nous pouvons supposer que les 4 fonctions de base de �  
non nulles sur le carré � sont numérotées de 1 à 4 et que les 5 fonctions de base de �  dont le support
est inclus dans � sont numérotées de 1 à 5.
Puisque le support de ��� � 
 � � � � � est inclus dans � , ces 5 fonctions sont nulles hors du carré � . On
en déduit que :

��� � � 
 � � � � � " #�
 � 
 � � " ��
���
 ��� � � (2.41)
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En d’autre termes, la matrice ��� � � 
 � a la forme suivante :

��� � � 
 � �
���� �
� �� � � (2.42)

où
�� est une matrice de taille 4x5 et n’est pas injective. Par conséquent, ��� � � 
 � n’est pas injective, ce

qui revient à dire que la condition inf-sup discrète n’est pas vérifiée.

2.3.2.e Condensation de masse

La matrice de masse ����� est diagonale dans la base canonique de l’espace $  . Mais la ma-
trice de masse ��� ne possède pas cette heureuse propriété. Cette fois encore, on utilise la
condensation de masse pour réduire cette matrice à une diagonale, sans nuire à la précision
du schéma, en effectuant un calcul approché à l’aide d’une formule de quadrature.
On a vu au chapitre 2 que l’obtention de la condensation de masse pour les éléments finis
de Raviart-Thomas triangulaires sur maillage quelconque n’a rien d’évident. Dans notre cas,
nous ne sommes heureusement pas obligés de mettre en œuvre une construction sophisti-
quée pour arriver à nos fins. En effet, la structure particulière du maillage est telle que les
fonctions de base de l’espace �  vérifient des relations d’orthogonalité bien arrangeantes.
Deux fonctions de base définies sur le cube unité �� , associées à des faces orthogonales entre
elles, sont orthogonales (voir (2.34)). D’autre part, si � � et � � sont associées à deux faces pa-
rallèles, on approche le calcul du coefficient � � � � 
 de � � à l’aide de la formule des trapèzes :�

�	�
 � � � � � � � 
 �� � � � �
� � 
 � � � �
� � 
�� � � �
� � 

�

� � �
� � 
 
 � (2.43)

où ��� désigne le milieu de la face � � � � � � � �
� , et on vérifie immédiatement que ce calcul
conduit à une matrice de masse diagonale.
Ainsi, en faisant abstraction des bords, on a :����� ��� ������ ���� � 
 ��� �� �

(2.44)

Remarque 2.7 De même que pour l’approximation spatiale de l’équation de corde, le fait de prendre
un maillage structuré du domaine acoustique conduit en fait à un classique schéma aux différences fi-
nies en espace de l’équation des ondes acoustiques. Les composantes normales de � � � � � � � � � � � � � � � � �� � 

sont approchées par leurs valeurs au milieu des faces du maillage   et �� est approchée par ses va-
leurs au milieu des cubes du maillage.!""""""""# """"""""$


 �
��� � � � � 
&%(' �*) �� ' � ) ���,+ � � �� 
&% ) �� ' �*) �� ' � ) ��.- � �� 
&% ) � � ' �/) �� ' � ) ����� � � �


 �
��� � � � � 
 % ) �� ' � ' � ) ���0+ � � �� 
 % ) �� ' �/) �� ' � ) �� - � �� 
 % ) � � ' ��1 �� ' � ) ���2� � � �


 �
��� � �� � 
&% ) �� ' �*) �� ' ��,+ � � �� 
&% ) �� ' �*) �� ' � ) ��.- � �� 
&% ) � � ' �/) �� ' � 1 ����� � � �

(2.45)
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et :

� � ��,+ � �� 
&% ) � � ' �/) �� ' � ) �� � � � � � � 
 % ) � ' �/) �� ' � ) ��.- � � � � � 
 %(' �/) �� ' � ) �����
� � � � � � 
 % ) �� ' �*) � ' � ) �� - � � � � � 
 % ) �� ' � ' � ) ���2�
� � � �� � 
&% ) � � ' �*) �� ' � ) � - � � �� � 
&% ) �� ' �/) �� ' �� �

(2.46)

2.4 Discrétisation temporelle

On effectue à présent la discrétisation temporelle du problème semi-discrétisé en espace.
De même qu’au chapitre précédent concernant l’approximation du couplage plaque-corde,
nous utilisons une technique de discrétisation en temps différente pour chacune des deux
équations. Une technique de résolution exacte pour l’équation de plaque, présentée en détail
à la section 4.3, et une discrétisation plus classique par différences finies en temps pour
l’équation des ondes acoustiques.

2.4.1 Diagonalisation de l’équation de plaque discrète

On procède exactement comme au chapitre précédent. Il faut tout d’abord éliminer le mo-
ment fléchissant du système différentiel matriciel (2.29). On obtient :!"""""""""# """""""""$

��� 
����� � ��0+ � � � # ��� ��0+ 
 �  � � � ��� � ��� 

��� � ��0+ � � � � ��0+ - ���
	 � 
��
� �  �0+ �

� � 
� � � ��,+ -�
  ��� - ����� � 
 � �  � � �

� ��� 
� �� �0+ � 
 � � � � � � �

� 	 � � � � - ��� � � � � � �
�

(2.47)

où �  est la matrice définie par :
�  � �  �
� � 
 1 � � � � (2.48)

Pour la résolution de l’équation de plaque, il faut diagonaliser la matrice �
� � 
 1 � �  . Suivant
la démarche présentée à la section 4.3.4, on ne calculera que les premières composantes du
vecteur � � � dans la base propre de la matrice �
� � 
 1 � �  . Effectuons à nouveau quelques
rappels et notations :

Notation 2.1 On rappelle les notations et résultats suivants (cf. section 4.3) :

� On note :
� �

��� les composantes de � � � dans la base canonique des éléments finis,
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� � � les composantes de � � � dans la base propre de �  déterminée ci dessus.
� On tronque la vecteur � � en ne considérant que les �� � premiers modes. Ainsi, notant ��� 
 � � % �����

la famille des � � vecteurs propres de la matrice �
��� 
 1 � �  , on effectue l’approximation :

� ��� �� � �
�� �� %��
�
� %� � %

� (2.49)

et on confondra désormais ��� et �� �
� On a :

�� �	�  ���
 � �

où :
� � � 
 � ��
 ���� % � ���� �

� �% 
 est la matrice diagonale des �� � premières valeurs propres de �
� � 
 1 � �  �
strictement positive, rangées dans l’ordre croissant,

� �� est la matrice de passage tronquée. Elle vérifie la relation :
�� � ��� ���
�� � (2.50)

exprimant que la base propre est orthonormale pour le produit scalaire � � � � 
�� �� .
� On note � � 
 � � � � � � � � 
 , la matrice diagonale positive d’amortissement de la plaque. Plus

généralement, conformément à la note (4.3) on prendra

� ��
 � ��
 ���� % � ���� �� �
� % 
 
 �

où  est une fonction de � ) dans � ) donnée.
� � � et � ��� se se déduisent l’un de l’autre par les relations de changement de base :

� � 
 �� � ��� � ��� et �
���

� �� � �
� (2.51)

� Enfin, on pose :
� � � 
 �� � � 	 � (2.52)

Notons encore que malgré cette notation trompeuse, � � � n’est pas la matrice représentant � 	 �
dans la base propre tronquée � � �
Si la matrice � 	 � est essentiellement creuse, comme le veut à la méthode des éléments finis, la
matrice � � � n’a aucune raison de l’être puisque

�� est pleine.

On multiplie la première équation de (2.47) par
�� � . D’autre part, on réécrit le terme de

couplage intervenant dans la dernière équation en fonction de � � , à l’aide de (2.51). On
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obtient alors, compte tenu des relations rappelées ci dessus :!"""""""""# """""""""$

� � � �
�,+ � � � �

��� �
�0+ � � � � � 
 � � � ��,+ - ��� � � 
 �

� �  �,+ �
� � 

� � � ��0+ -�
  �� - ����� � 
 � �  
 � �
� � � � �� �0+ � 
 � � � � 
 � �
� � � � � - ��� � � � � 
 �

�

(2.53)

Sous cette forme, on a la propriété de conservation de l’énergie du problème semi-discret
suivante :

Propriété 2.1 L’énergie de la plaque est définie par :

� � � � + 
 
 #��� ��� ��0+ � � � #��� � � � �� � � (2.54)

celle de l’air est définie par :

� � � � + 
 
 #��� � � � ��0+ � �� �� � #��� � ��0+ � �� � �� � (2.55)

Alors l’énergie totale �  � + 
 
�� � � � + 
 � � � � � + 
 vérifie :
���  �0+ � + 
 
 � � � � ��0+ �

� � �
�,+ 
 - � ��� ��0+�� �� � (2.56)

Ainsi, puisque � � est positive, dés que le second membre � � est nul, l’énergie totale du système
décroı̂t.

	 PREUVE : On commence par dériver la deuxième et la troisième équation de (2.53) par
rapport au temps. Puis on multiplie scalairement les deux équations obtenues par 
�� 
 �
�� et

�� �
�� respectivement. D’autre part, on multiplie la première équation de (2.53) par 
 	�� �
�� . On
obtient : ���

� �������� ����������! � �#"%$ �'& � ����)( $+* � �-,�.
��/ ����10 �������� , 0���� $�23 �

��4 5
���� �! 	 
� , (

$76 � �98 ���� 0 ��4 5 ���� , ( $:$+* � � ,�.
�-/ ���� 0 ��4 5 ���� , "<; 0���� $�23 �

�=8 ���� �  	 � 
� , �
$76 .�

��4 5
���� 0 �=8 ���� , "<;?>

(2.57)

En sommant ces équations, il reste :��� ���� "@$ �'&BA �����0 �������� , (C�
��������D�! � � � $ ��/ ����E0 $7* � � ,�.

��4 5
�����( $+* � �-,�.

�������� , > (2.58)

Il suffit de dériver la dernière équation de (2.53) par rapport au temps pour vérifier que le
dernier terme ci dessus est nul, ce qui nous donne la relation (2.56). F
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2.4 Discrétisation temporelle

2.4.2 Un schéma de discrétisation en temps

Il n’est pas envisageable de proposer un schéma qui conduise à la résolution d’un système
linéaire de grande taille à chaque pas de temps, pour l’approximation en temps de l’équation
des ondes acoustiques. A cause de la taille du problème tridimensionnel, notre objectif est
ici, plus encore que pour la résolution du problème couplé plaque-corde, de proposer un
schéma essentiellement explicite. Pour cela, on cherche à l’écrire comme une perturbation
du schéma usuel explicite centré d’ordre 2 de l’équation des ondes acoustiques. L’équation
de plaque, elle, est discrétisé selon le procédé décrit à la section 4.3.
Le point crucial de cette étape est la recherche d’une énergie discrète pour laquelle on puisse
obtenir une propriété de décroissance qui assurera que la norme des inconnues discrètes
reste bornée au cours du temps sous une éventuelle condition de stabilité, de type cfl. De
même que dans le cas semi-discret, l’énergie portera entre autres sur les quantités �  et � � �
dérivées discrètement en temps. Pour assurer le caractère conservatif du couplage, comme
on le verra dans la preuve de la propriété suivante (2.1), il faut en fait écrire une discrétisation
de la dérivée en temps de la dernière équation de (2.53). Les conditions initiales étant nulles,
cela ne change pas le problème. Cette idée nous conduit au schéma suivant :

� � ���

!""""""""""""""""# """"""""""""""""$

!""# ""$ �� � � � ���� � � � � � � 
 � � ) ��� � - � � � � - ��� + - � � �
� � ) �� - � � 1 �� � + " + ��� + � 1 �� � + � ) ��
	

� � � + � 1 �� 
 
 � � 1 ��� et �� � � + � 1 �� 
 
 �� � 1 ��� �� � �
� ) �� � - � � � �� + -�
  �� � ) �� - ����� � 
 � � �

) ��
 
 � �

����� � �
) ��
 - � � 1 �� � + � 
  � � � � 
 � �

� � �
� � ) ��� - � � 1 ���

� + - � � � � �
) �� � - � � 1 �� �� � + 
 �

�
(2.59)

Remarque 2.8 Notons que dans la dernière équation de ce système, la discrétisation de
��� �
�0+ n’est

pas la même que celle de �
� � �
�
�

. Ce choix est en fait imposé par la conservation de l’énergie, comme on
le verra dans la preuve ci après.

2.4.3 Analyse de stabilité

De la même manière que dans le cas semi-discrétisé, il faut définir une énergie discrète du
champ acoustique portant sur des quantités dérivées. Pour cela, nous devons tout d’abord
préciser les notations suivantes :
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Notation 2.2 On définit les dérivées discrètes en temps :

��
�
 
 � �

) ��
 - � � 1 �� � + �

�� �
) ��� � 
 � � ) �� � - � � � �� + �

(2.60)

2.4.3.a Conservation de l’énergie discrète du schéma � � �
On peut alors énoncer une propriété de conservation d’énergie du schéma � � � :

Propriété 2.2 L’énergie discrète de la plaque est définie par :

� � ) ��� � 
 #� � �� � ) � �� � � � #� � � � ) ��� � �� � (2.61)

celle du champ acoustique est définie par :

� � ) ��� � 
 #� � �� �
) ��� � � �� �� � #� ���

�
� ) � �

�
�
�
 �� � � �� (2.62)

Alors l’énergie totale � � ) �� 
�� � ) ��� � � � � ) ��� � vérifie :

� � ) �� - � � 1 �� � + 
 � � � ) ��� � - � � 1 ��� �� + �
� � ) ��� - � � 1 ���� + 
 - #

� +�� �	��
 ��
�	�
� �� � �� � � �� � (2.63)

Il s’agit bien d’un résultat de décroissance de l’énergie, puisque dés que l’effort exercé sur la
plaque est nul, l’énergie décroı̂t, grâce à la positivité de � � .

	 PREUVE : On commence par multiplier scalairement la troisième équation de (2.59) par	���
puis on intègre en temps sur l’intervalle � �������� 0 ���
������ 0 et on divise l’ensemble par � � (ce

qui revient en fait à prendre la valeur moyenne de la quantité intégrée sur � ����� �� 0 ���
� ���� ).
Compte tenu du fait que & �
� ����� ( & � � ���!�� � et

/ �
� ��" ( / ��� ��"� �
sont constants sur l’intervalle d’intégration, on obtient :� �
� ���!� ( � ��� ������ � "@$ & �
� ����� ( & ��� ������ � 0 � �
� ����� ( � � � ������ � , ( 2� �$# �	%'&

��
� %�( �� � 	��� �  ) �

( $:$+* � � ,�.
/ �
�*��" ( / ������"� � 0 � �
�+���!� ( � ���������� � , (2.64)
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Il nous faut maintenant dériver discrètement par rapport au temps la deuxième et la troi-
sième équation de (2.59), ce qui conduit à :

�
5" �4 �
� ��5 � ( �4 � � ��5 �� � ( 6 " �8 � " ( $+*�� � , .

/ �
� ��" ( / ��� ��"� � "<; 0 (2.65)

� � 
" �8 � ���" ( �8 � "� � � 6 ." �4 � � ��5 � " ; 0 (2.66)

On multiplie alors (2.65) par :
�4 �
� ��5 � � �4 ��� ��5 �3 " 4 �
���5 � ( 4 �����5 �3 � � 0

on obtient :
� � �4

�
� ��5 � �  � 
� ( � � �4
�
� ��5 � �  � 
�� � ( $ 6 " �8 � " 0 �4 �
����5 � � �4 ��� ��5 �3 , ( $:$+* � � , .

/ �
����" ( / ������"� � 0 4 � ���5 � ( 4 �����5 �3 � � , "<;?>
(2.67)

Enfin, pour pouvoir éliminer le terme couplant
�4 5 � à

�8 " , on effectue la moyenne de (2.66)
écrite aux instants � � � et � ( � , puis on multiplie le résultat par

�8 � " , ce qui nous donne :
� $ �8

�
���" 0 �8 � " , � � 
� ( � $ �8
� " 0 �8 �����" , � � 
�� � � $76 ." �4 �
� ��5 � � �4 � � ��5 �3 0 �8 � " , (2.68)

En sommant les équations (2.64), (2.67) et (2.68), il reste :� �
����" ( � ������"� � "@$ & �
� ����� ( & ��� ������ � 0 � �
� ����� ( � � � ������ � , ( 2� � # � %'&
��

�	%�( �� � 	� � �  ) �
� $ / �
� ��" ( / ��� ��"� � 0 *�� �

4 �
�	�5 � ( 4 ���
�5 �3 � � ( * � �
� �
� ���!� ( � ��� ������ � , (2.69)

C’est justement pour que le dernier terme de cette équation soit nul que nous avons déter-
miné la discrétisation en temps de la dernière équation de (2.53). Ce choix conduit alors à
la relation (2.63). F

2.4.3.b Stabilité du schéma � � �
Le résultat de décroissance de l’énergie précédent nous permet de déterminer une condition
sous laquelle le schéma � � � est stable, en procédant de la même façon qu’à la section 1.4.3
pour l’analyse de stabilité des schémas proposés pour la résolution du problème de couplage
plaque-corde.
L’énergie totale associée au schéma � � � est une forme quadratique portant sur les inconnues
discrètes � � � , � � � et �� . Celle ci n’est pas nécessairement positive à cause du terme :���

�
� ) � �

�
�
�
 �� � � �� �

281



Analyse du couplage plaque-air

On peut néanmoins s’assurer de sa positivité dés que le pas de temps est suffisamment petit.
Plus précisément, on a le :

Lemme 2.2 : L’énergie discrète du champ acoustique � � ) � �� � , définie en (2.62), est positive dés que
la condition : � � � +�2� � #� � � (2.70)

est vérifiée, et dans ce cas, le schéma � � � est stable.

	 PREUVE : C’est exactement la même preuve que celle du lemme (1.2), appliquée à
l’équation des ondes acoustiques. Il nous faut donc contrôler le signe de :� �8 �
�	�" 0 �8 � "�� � � 
� >

Or, d’après l’égalité de la médiane, on a :� �8 �
���" 0 �8 � " � � � 
� " 2�
	 � �8 �
�	�" � �8 � " �  � � 
� ( � �8 �
�	�" ( �8 � " �  � � 
��� 0 (2.71)

et d’après l’équation (2.66),on a :

� �8 �
���" ( �8 � " �  � � 
� " � $ � � 
" , �
� 6 ." �4 �
� ��5 � �  � � 
� (2.72)

On introduit alors : 
 " " �����
� 
 ����� � �

6 ." 4 5 � 0 $ � � 
" , ��� 6 ." 4 5 ���� 4 5 � �  � 
�
>

(2.73)

On en déduit l’inégalité suivante :

3 � �
����5 � � � 2 ( 
 " � �  � � � 4 5 � �  � 
� ��� �8
� ���" � �8 � "3 �  � � 
� (2.74)

Pour que l’énergie du champ acoustique soit positive, il suffit donc de vérifier la condition :
 " � �  � � 2 > (2.75)

Le calcul de


 " est très classique. On vérifie qu’il s’agit en fait du rayon spectrale de la
matrice $ � 5" , �
� 6 " $ � � 
" , ��� 6 ." 0
qui, dans le cas particulier d’un maillage régulier cubique, n’est autre que le “laplacien
discret tridimensionnel” standard à sept points. On sait alors que :
 "�� 2 3��  5  5 �"! $ 2 , 0
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et on a ainsi démontré que sous la condition (2.70) l’énergie discrète est positive.
L’identité d’énergie (2.63) assure que l’énergie discrète décroı̂t au cours du temps. Comme
celle ci est positive sous la condition de stabilité (2.70), on en déduit que le schéma est
stable. F

Remarque 2.9 La condition de stabilité (2.70) est indépendante de la formulation en domaine fictifs.
Il s’agit de la même condition de stabilité que celle du schéma explicite centré d’ordre 2 appliqué à
l’équation des ondes acoustiques seule. Il s’agit donc d’une méthode robuste pour le traitement du
couplage fluide structure.

Remarque 2.10 Ce résultat nous donne donc les estimations suivantes, portant sur les inconnues
discrètes �

� ) ��� , � � ) ��� et � � � � �����������������

� �� �
) ��� � 
�� � � � )�� ��

� � �
) ��� � � � 
�� � � � ) ���

� � �
)��� � - � � � �� + � �� �� 
�	 �

# -�
 � �
)����

#��� � �
)
� �� - � � 1 ���� � + � � � �� 
 � � � � )����

(2.76)

où on a posé :


 
 � � � �� � + �� �� � #�� (2.77)

L’énergie discrète ne faisant pas intervenir le multiplicateur de Lagrange, on ne peut pas en déduire
directement une estimation portant sur � � ) ��� . Néanmoins, si la condition inf-sup discrète est vérifiée,
on obtient aisément une telle estimation (voir [54]).

2.4.4 Résolution du schéma � � �
On présente dans cette section comment on résout effectivement à chaque pas de temps le
système linéaire donné par le schéma � � � . Pour alléger cette présentation, on supposera ici
que � � � est nul. Rappelons tout d’abord que la solution de la première équation de � � � :!""# ""$ �� � � � � �� � ��� � � � 
 -�� � � � � )���� - � � 1����� + � +
� � + � 1��� � + � )��� 	

� ��� + � 1����� 
 � � 1 ��� et �� ��� + � 1����� 
 �� � 1 ��� �

(2.78)
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est donnée par (voir section 4.3.3) :

� � ) ��� 
����
�
� � � 1 ��� �

�� � 1 ��� � -�� �
�
� � � � � � ) ��� - � � 1 ���� + �

�� � )���� 
 �� �
�
� � � 1���� �

�� � 1���� � - �� �
�
� � � � � � )���� - � � 1����� + �

�

(2.79)

où ��� � est la résolvante de l’équation homogène et � � � est la résolvante donnant la solution
particulière à conditions initiales nulles, dans le cas où le second membre est une constante.
Rappelons en particulier que � � � est une matrice diagonale définie positive (cf. théorème
(4.3)).

Rappelons également que ��
� ) ��� n’est pas vraiment une inconnue du problème. Il s’agit seule-

ment de la déterminer à chaque pas de temps pour connaı̂tre les conditions initiales du pro-
blème (2.78) au pas de temps suivant.
Le problème � � � s’écrit à présent :!"""""""""""""# """""""""""""$

� � ) ��� 
����
�
� � � 1 ��� �

�� � 1 ��� � -�� �
�
� � � � � � ) ��� - � � 1 ���� + �

�

� �� � � )��� � - � � � �� + -�
 � � � ) ��� - � � � � � � � � ) ��� 
��
�

� � �� � �
)���� - � � 1����� + � 
 � � � � � 
�� �

� � � � � )���� - � � 1����� + - � � � � � )��� � - � � 1 �� �� � + 
�� �
(2.80)

Les inconnues sont les variables �
� ) ��� � , � � )��� � , � � ) ��� et � � )��� , toutes les autres variables étant

connues à cette étape du calcul. Ce système est implicite, mais nous allons voir qu’il peut
se ramener à l’inversion d’une matrice symétrique définie positive dont la taille est celle de
l’espace du multiplicateur � � , qui est nettement inférieure à la taille du système.
Tout d’abord, puisque la matrice � � �� est diagonale, la troisième équation de ce schéma
donne explicitement � � ) ��� . On a tout simplement :

� � )���� 
 � � 1���� - � + � � ���� � 1 � 
 � � � � � � (2.81)

D’autre part, si on connaissait le multiplicateur � � ) ��� , alors les deux premières équations de
(2.80) seraient également explicites. Cherchons donc à déterminer � � )���� . Pour cela, commen-
çons par réécrire les équations 1, 2 et 4 du système (2.80) sous la forme :!"""""# """""$

� � ) ��� � #
� + � � � � � � � � � � �

) ��� 
 �� � �
� �� � � )��� � - � + � � � � � � � � )���� 
 �� � �

� � � � � � ) ��� - � � � � � )��� � 
 �� �
(2.82)
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où on a posé :

!"""""# """""$
�� � 
�� �

�
� � � 1���� �

�� � 1���� � � #
� + � � � � � � � � � � �

1���� �

�� � 
�� �� � � � � � � + 
 � � � ) ��� �
�� 
 � � + � � � � � 1���� - � + � � � � � 1 �� � �

(2.83)

Notons � � � � � � � � les trois lignes de ce système. On calcule alors :

� � � � � � � � - � � � � � �� � 1 � � � � � - � � � � �
On obtient :

� �
� + � � � � � � � � � � � � � � + � � � � � �� � 1 � � � � � � � � � � )���� 
 � � � � �� � - � � � � � �� � 1 � �� � - �� �

(2.84)

Il faut donc inverser la matrice :

��� 
 � �
� + � � � � � � � � � � � � � � + � � � � � �� � 1 � � � � � � � � � (2.85)

qui est symétrique positive, puisque les matrices � �� et � � � sont des matrices définies posi-
tives. En outre, lorsque la condition inf-sup discrète (2.38) est vérifiée, alors la matrice � � � � � �
est injective et par conséquent ��� est définie positive. Sa taille n’est pas très importante,
puisqu’elle est égale de la dimension de l’espace � � , soit le nombre de sommets du maillage
surfacique de la guitare � � . En pratique, on calcule sa factorisée de Cholesky et on résout le
système par descente-remontée à chaque pas de temps.

Remarque 2.11 La matrice ��
�
� � � � � � � � � � � � est symétrique positive, mais n’est pas définie. En

effet, les lignes de � � � � � � correspondant à des degrés de liberté du multiplicateur � � qui ne sont pas
situés sur la table d’harmonie sont nulles, comme on peut le voir sur la définition de � 	 � donnée en
(2.30). � � � � � � n’est donc pas injective.

Connaissant � � ) ��� , on peut alors calculer explicitement �
� ) ��� et � � )��� � à l’aide des deux pre-
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mières équations de (2.82).

Finalement, on a remplacé résolution du système linéaire (2.80) de taille �� � � ��� � � � � � � �
par l’inversion d’une matrice symétrique définie positive de taille � � à chaque pas de
temps, le reste des équations étant alors explicite. Il nous faut calculer successivement :

1. � � ) ��� par (2.81) ,

2. � � ) ��� par (2.84), en inversant � � ,
3. � � )��� � par la deuxième équation de (2.82),

4. �
� ) ��� par la première équation de (2.82),

5. �� � ) ��� par la deuxième équation de (2.79).

Remarque 2.12 � � est la somme de deux matrices :

�
�
� + � � � � � � � � � � � � qui est pleine, à cause du changement de base effectué pour la résolution
de l’équation de plaque. Plus précisément en fait, si on note � � le nombre de sommets de � �
situés sur la table d’harmonie, alors ��

�
� � � � � � � � � � � � est de la forme :� � �

� ��� � (2.86)

où � est une matrice pleine symétrique positive de taille � � . Par conséquent, la matrice ���
contiendra elle aussi une matrice bloc pleine de taille � � . Un inconvénient de la méthode de ré-
solution exacte de l’équation de plaque, comme on l’a déjà signalé, est justement qu’elle conduit
à des matrices pleines, ce qui s’oppose à l’utilisation d’algorithmes d’inversions efficaces stan-
dards. Le calcul du produit � � � � � � � � � � � � est en outre coûteux, puisque � � � contient une
sous matrice pleine de taille � ���	�� � , mais il est l’est d’autant moins que l’on peut prendre des
petites valeurs de �� � , grâce à la méthode pseudo-spectrale (typiquement �� � 
�
 � ).

� � + � � � � � �� � 1 � � � � � � � possède une structure bande pour un peu qu’on fasse attention à la
numérotation utilisée pour le maillage � � . En effet, deux fonctions de base de l’espace � � sont
“connectés” si leurs supports rencontrent des cubes adjacents. Néanmoins, dans la mesure où
de toutes façons la matrice ��� n’aura pas cette structure bande à cause de ��

�
� � � � � � � � � � � � ,

il n’est pas nécessaire de s’attarder trop longtemps sur sur la numérotation de � � . Le calcul du
produit � � � � � �� � 1 � � � � � � � est négligeable, à la fois parce que � � � est très creuse, mais aussi
parce que � �� est diagonale (c’est même une homothétie).
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Chapitre 3

Résolution du problème complet

Nous présentons dans ce chapitre la résolution numérique du modèle complet de guitare,
couplant la table d’harmonie à la corde et à l’air ambiant. On se contente essentiellement de
regrouper tous les résultats des deux chapitres précédents sans plus de démonstration. Le
propos est de vérifier que ce “recollement” se passe effectivement bien.
Les deux aspects important de ce chapitre de synthèse sont d’une part qu’on obtient aisé-
ment une propriété de décroissance de l’énergie discrète et par conséquent les conditions
qui assurent la stabilité du schéma. D’autre part, on observe que le coût de la résolution du
système à inverser à chaque pas de temps s’avère en fait être tout simplement la somme
des coûts de résolution des problèmes de couplage plaque-corde et plaque-air. Le couplage
global n’induit donc pas de complexité supplémentaire.
Jusqu’ici, nous avons présenté une guitare à une corde. Nous proposons un schéma pour la
résolution du problème à 6 cordes, ou plus généralement du problème à � cordes, � étant
un entier aussi grand qu’on veut. Nous verrons que la méthode pseudo spectrale joue en fait
un rôle crucial dans l’efficacité de la résolution de ce schéma. En effet, le fait de ne considérer
qu’un nombre restreint de modes de la table d’harmonie conduit à l’inversion d’une matrice
de petite taille, préliminaire au calcul, et donc à un surcoût suffisamment faible pour qu’on
puisse l’envisager.
On s’intéresse dans la dernière section à la mise en œuvre informatique de la méthode. C’est
l’occasion de préciser l’ensemble des paramètres physiques et numériques choisis pour les
expériences numériques de ce modèle de guitare, tel qu’il est exploité dans la prochaine
partie du document.

3.1 Formulation variationnelle mixte

Nous suivons la démarche présentée dans les chapitres 1 et 2 pour établir une formulation
variationnelle mixte du modèle complet de guitare donné en (1.43). Plus précisément, nous
établissons ici une synthèse des formulations établies aux sections 1.2.2 et 2.2. Il n’y a au-

287



Résolution du problème complet

cune difficulté particulière, donc nous présentons directement la formulation obtenue 1. La
formulation variationnelle mixte de notre modèle de guitare est donc :

��� �

!""""""""""""""""""""""""""""""""""# """"""""""""""""""""""""""""""""""$

Trouver ��� � 	 � ��� ���
	 ��� � 	 � ��� ����
 � � � � 	 � ��� ����� ��� � 	 � ��� ����� �� � 	 � ��� ��� �
� � � � 	 � ��� ����� � et � � 	 � ��� ��� � � tels que :�� +�� ���

� 
 ���������� - � ���
�  � � �!�� ��� � � ���

� ��� ���� 
 � ���
� � � �!�� � � ���� � 	 ��� + � � �

� "
� ��� � � � � �

�  � � ����� � � � �
� 
 � � �  � � �  � � � - � � � � � � + � � 	 
 �$# 
�� � � � � 
 ��� + � 	&% # �$# �!�# - � 	('*),+ � �.- �!�# -0/  21 	 � � � � �43 � � ���#6587:9; � # � 	(% # �$# �!�# 
 - � � � � � + � � 	 
 ���# - � 	 �!�# �=< 	 � � ���# � � ��� + � 	*>?� � � � ; � " ; � �� + �*@ � 	*'*),+ � � �.- �$# ; /  21 	 � � � � � �43 � � �$# 587 9BA 
�� � � � �

�
� � ��� + �DC � %2EGF EIH F �E - �JC � � � )K+LF �E -M/ F �E HON � � 5 � 
�� � � F �E � � ��� +��DC ��P E � � � ; �DC � � � � ),+�F E 
�� � � � � �Q� �

� 	 �$# � � -M/ F EIHON � � � 5 � 
�� � � � � � � �
(3.1)

où : 	 
 R � � � � � � � 	 � �
 
 S � � � � � � � 	 � �� 
 T � # �US � �WV �YX � # 
�� sur Z �D[ �� 
 T � S � �WV � �]\^X � � � � � � 
 � sur Z � [ �� 
 R � � �Y_ � �� 
 S � � )K+ � �Y_ � �
� 
 S ���`� �ba � �

(3.2)

3.2 Discrétisation spatiale

Afin d’établir une approximation conforme de cet espace, on introduit les espaces de dimen-
sion finie suivants :

	 �dc 	 � 
 �dc 
 � � �dc � � � �dc � � � �ec � �
� �dc �

� � �dc � � (3.3)

1. En particulier, il suffit de considérer que le second membre f � introduit dans le problème couplant la plaque
à l’air est l’effort exercé par la corde au chevalet, soit : f �hgKi!jWkDjmlonqpsrutGg,v � jWlonbwLgKi!jxkhn dans l’équation (2.1). Tout le
reste est absolument identique
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Ces espaces d’approximation, construits par la méthode des éléments finis, sont présentés
en détail aux sections 1.3.2, 2.1 et 2.3.2. Pour mémoire :

- 	 est approché par éléments finis � � discontinus,

- 
 est approché par des éléments finis �
� continus,

- � est approché par éléments finis �� � continus (ie. � ��� bulle),

- � est approché par éléments finis � �� � � \ ,
- F E � est approché par éléments finis de Raviart-Thomas cubiques de plus bas degré,

- � est approché par éléments finis � � discontinus,

- � est approché par éléments finis �
� continus.

Le problème semi-discrétisé en espace s’écrit :

�����������������������������������# ����������������������������������$

Trouver ��� � � 	 � ��� ��� 	 � ��� � � 	 � ��� � � 
 � � �$# � � 	 � ��� ����� � ��� � � 	 � ��� ��� � � �� � � 	 � ��� � � � � � F E � � 	 � ��� ����� � � et � � 	 � ��� ��� � � � tels que :�� +�� � �
� % ����� � ���� � - � � �

�  �� � � �!�� � ; � � � � �
� ��� � �!�� � 
 � � �

� � � ���� � � � �!�� � � 	 � ��� +�� ���
� "

� � � � �� ; � ���
�  �� � �� ��� � ; � ���

� 
 � � �  �� � ��  �� � �� - � �� � � � � + � � 	 
 �$# � 
�� � � �� � 
 � ��� +�� 	 % # �$# � � �# � - � 	 '^)K+ � � �.- � �# � -M/  21 	 � � � � � �43 � � � �# � 587:9; � # � 	 % # � # � � �# � 
 - � � � � � � + � � 	 
 � �# � - � 	 � �# � � � � � < 	 � � � �# � � � ��� +�� 	 >?� � � � �� ; � " ; � �� + � @ � 	 '*),+ � �� �.- �$# � ; /  21 	 � � �� � � �43 � � � # � 587:9mA 
�� � � � �� � � � � ��� +�� C � %2EGF E � H F �E � - � C � � � � ),+�F �E � -M/ F �E � HGN � � � 5 � 
�� � � F �E � � � � ��� +�� C � P E � � � �� ; � C � � �� � )K+�F E � 
�� � � � �� �Q� � �
� 	 � # � � �� -M/ F E � HON � � �� 5 � 
�� � � � �� � � � �

(3.4)

On introduit une base de chacun des espaces d’approximation. La formulation semi-discrète
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précédente conduit alors au système différentiel matriciel suivant :

����������������������# ���������������������$

� �� � ��� �� + - � � � � ; � ��� �� ��� � 
 � � � �
���� � � �� + ; � �� ��� � ; R�� � � � -�� �� � # � 
 � �
� #� � �$# �� + - S �� � � ; � #�� #� �$# � 
 -	� � � � - � � 	 � � � � � �
��
� � � �� + ; � " ; � �� + � S � �$# � 
�� �
� E� � F E �� + -�
 � � � - � � � � � � � � 
 � �
� #��� � � �� + ; 
 �� F E � 
�� �� 	 � �$# � - � � � F E � 
�� �

(3.5)

où � � désigne la transposée d’une matrice � . Le vecteur � � � et les matrices �
�� , � �� , � #� ,� 
� , � E� , �

#
�� , � � , R � � , � � , S � , 
 � , � 	 � et � � � , sont définis en (1.39) et (2.30) 2

3.3 Discrétisation temporelle

Effectuons maintenant la discrétisation temporelle, suivant le même procédé que celui pré-
senté dans les sections 1.4 et 2.4. On déroule le même tapis. Le point le plus important est
de contrôler que l’énergie discrète du système totale définie à partir des énergies discrètes
des systèmes partiels présentées dans les deux sections suscitées possède, elle encore, une
propriété de décroissance qui assurera la stabilité du schéma.

3.3.1 Diagonalisation de l’équation de plaque discrète

Pour la résolution de l’équation de plaque semi-discrète par la méthode pseudo-spectrale, on
commence par éliminer le moment fléchissant � � du système (3.5). Ensuite, on effectue un
changement de base qui permet d’écrire toutes les équations dans lesquelles intervient �2# �
dans la base propre de la matrice � � #� � 1 � S �� � � 
� � 1 � S � . Ces manipulations ont été précisées
en détail dans les sections 1.4 et 2.4. Les notations sont indiquées dans les notes (1.2) et (2.1).

2. On prendra garde au fait que la définition de la matrice � � donnée en (1.39) correspond au problème de
plaque encastré, choisi alors dans un soucis de simplicité. La “bonne” définition de la matrice � � est donnée en
(2.30)
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3.3 Discrétisation temporelle

On obtient alors le système différentiel suivant :
������������������# �����������������$

� �� � ��� �� + - � � � � ; � ��� �� ��� � 
 � � � �
� �� � � �� + ; � �� ��� � ; R � � � � -�� �� � � 
 � �� ��� �� + � ; � � � � �� + ; � � � � 
 -	� � � � �� + - � � � � � � � � �� + �
� E� � F E �� + -�
 � � � - � � � � � � � � 
�� �
� #��� � � �� + ; 
 �� F E � 
 � �� � � � � - � � � F E � 
�� �

(3.6)

Et les propriétés de décroissance de l’énergie discrète (1.1) et (2.1) se prolongent sans diffi-
culté à ce problème. On a :

Propriété 3.1 L’énergie de la corde est définie par :

�(� � � + � 
 "
� � � � � �� + � �� �� ; "

� � � � �� + � ����� � (3.7)

celle de la plaque est définie par :

� # � � + � 
 "
��� � �� + � � ; "

��� � � � �� � � (3.8)

et celle de l’air est définie par :

� E � � + � 
 "
���
� F E �� + � �� �� ; "

��� � �� + � �� � �� � (3.9)

Alors l’énergie totale � � � + � 
��&� � � + � ; � # � � + � ; � E � � + � vérifie :� � �� + � + � 
 � � � � �� + �
� � � �� + � - � � � � � � �� + � �� �� - � � � �� + � ���� � - � � � �� + � �� � (3.10)

3.3.2 Un schéma de discrétisation en temps

Comme nous l’avons signalé à la fin du chapitre 1, pour faciliter la mise en œuvre, nous
avons choisi d’implémenter le schéma � ��,# pour la discrétisation temporelle du problème
de couplage plaque-corde, bien que nous n’ayons pas réussi à démontrer théoriquement
la stabilité lorsqu’on introduit un terme d’amortissement fluide sur la corde. Néanmoins
on observe ce schéma est stable en pratique, sous la même condition de stabilité que celle
obtenue dans le cas d’une corde seule. Nous regroupons donc les schémas en temps �

��,#
et � # E présentés respectivement en (1.65) et (2.59). Rappelons juste que pour obtenir une
identité de l’énergie, nous sommes amenés à discrétiser la dérivée en temps de la dernière
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équation de (3.6). On obtient le schéma suivant, noté � � , pour la la discrétisation temporelle
du problème (3.6) :

� � �

��������������������������# �������������������������$

� �� ��� ) ��� � - ��� 1 ��� �� + - � � � �� ; � � � �� ��� ) ��� � ; ��� 1 ��� �
� 
 � �� � �

� �� � � )��� - � ��� + ; � �� ��� )���� � ; R � � � � )��� ; � ��� -�� �� ��� )���# � 
��
����# ��$ �� � ; � � �� � ; � � � � 
 -	� � � � )��� - � � 1 �� � + - � � � � � � � � )���� - � � 1����� + � � +
� � + � 1��� � + � )��� 	 �

� ��� + � 1��� � 
 � � 1 ��� et �� ��� + � 1����� 
 �� � 1 ��� �
� E� F � )��E � - F � E �� + -�
 � � � ) ��� - � � � � � � � � ) ��� 
 �

�

� # �� � �
)���� - � � 1����� + ; 
 � F � E � 
�� �

� � � � � ) ��� - � � 1 ���� + - � � � F � )��E � - F � 1 �E �� � + 
 � �
(3.11)

Remarque 3.1 Cette discrétisation en temps n’a rien d’immédiat. En effet, on ne choisit pas le même
schéma pour approcher � �

�
� �

et �
� �
�
�

dans la troisième équation, de même qu’on ne choisit pas le même
schéma pour approcher �

� �
� �

et �
�
� �
�
�

dans la dernière. Ce choix est imposé par la recherche d’une
identité de l’énergie discrète.

3.3.3 Analyse de stabilité

De la même manière que dans le cas semi-discrétisé, il faut définir une énergie discrète de
la corde et du champ acoustique portant sur des quantités dérivées. Rappelons donc les no-
tations suivantes :

Notation 3.1 On définit les dérivées discrètes en temps :�� � � � 
 ��� )���� � - ��� 1���� �� + �
�� � )���� 
 � � )��� - � ��� +�� � � 
 � � ) ��� - � � 1 ���� + �

�F � ) ��E � 
 F � )��E � - F � E �� +
(3.12)

On peut alors énoncer une propriété d’identité de l’énergie du schéma � � , qui se démontre
sans difficulté en suivant les preuves des propriétés (2.2) et (1.2) :
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3.3 Discrétisation temporelle

Propriété 3.2 L’énergie discrète de la corde est définie par :

� � )���� � 
 "
� � �� � )��� � �

�� � � � � � �� ; "
� �

�� � )���� � �� �� � (3.13)

celle de la plaque est définie par :

� � ) ��# � 
 "
� � ����

) � �� � � ; "
� � ���

) ��� � �� � � (3.14)

et celle du champ acoustique est définie par :

� � ) ��E � 
 "
� �

�F � ) ��E � � �� �� ; "
� � �� � )��� �

�� � � � � � �� � (3.15)

Alors l’énergie totale � � ) ��� 
�� � ) ��� � ; � � ) ��# � ; � � ) ��E � vérifie :

� � )���� - � � 1����� + 
 � � � )��� � - � � 1 �� �
� � + �

�� � � � � - � � � �� �
)��� � ; �

�� � � � ; �� � 1 �� �
� �

�� � � � � � ��
- �

� � � )���� ; �� � 1����
� � �� � � -

"
� +�� �	�'
 ��

� ��� �� � �� � � �� � (3.16)

Enfin, ce résultat nous permet d’analyser la stabilité du schéma � � . Le lemme suivant se
démontre sans difficulté à l’aide des preuves des lemmes (1.2) et (2.2) :

Lemme 3.1 On suppose que � � 
 � . Alors l’énergie discrète de la corde � �

)���� � , définie en (3.13),
est positive dés que la condition : � � � +

� � � "
� (3.17)

est vérifiée. D’autre part, l’énergie discrète du champ acoustique � �

)���E � , définie en (3.15), est positive
dés que la condition : � E � +

� E � "� � � (3.18)

est vérifiée.
Dans ce cas, le schéma � � est stable.
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3.4 Résolution du schéma ���

Il nous faut maintenant montrer comment on résout effectivement le schéma � � à chaque
pas de temps. C’est ici qu’est l’aspect vraiment nouveau de ce chapitre par rapport aux deux
autres, puisque le système à inverser est un tantinet plus compliqué. On montre ici, avec un
peu plus de manipulations que dans les chapitres précédents, que ce système se ramène en
fait à l’inversion de deux matrices symétriques définies positives, l’une, tridiagonale, est
de taille � � , l’autre est de taille � � . Le reste des calculs est entièrement explicite.
Il faut tout d’abord résoudre l’équation de plaque. La solution de :

���# ��$ �� � ; � � �� � ; � � � � 
 -	� � � � )��� - � � 1 �� � + - � � � � � � � � )���� - � � 1����� + � � +
� � + � 1��� � + � )��� 	 �
� ��� + � 1��� � 
 � � 1 ��� et �� � � + � 1��� � 
 �� � 1 ��� �

(3.19)

est donnée par (voir section 4.3.3) :

��� )���� 
�� �
�
� ��� 1���� �

���� 1���� � -�� �
�
� � � � � � � � � )���� - � � 1����� + � -�� �

�
� � � � � )��� - � � 1 ��� � + �

�� � ) ��� 
 ����
�
� � � 1 ��� �

�� � 1 ��� � - �� �
�
� � � � � � � � � ) ��� - � � 1 ���� + � - �� �

�
� ��� � � )��� - � � 1 ��� � + �

�

(3.20)

où ��� � est la résolvante de l’équation homogène et � � � est la résolvante donnant la solution
particulière à conditions initiales nulles, dans le cas où le second membre est une constante.
Rappelons aussi que � � � est une matrice diagonale définie positive (cf. théorème (4.3)). En-
fin, rappelons que �� � ) ��� n’est pas vraiment une inconnue du problème. Il s’agit seulement
de la déterminer à chaque pas de temps pour connaı̂tre les conditions initiales du problème
(3.20) au pas de temps suivant.
Le schéma � � donné en (3.11) s’écrit donc à présent :

������������������������# �����������������������$

� �� � � ) ��� � - � � 1 ��� �� + - � � � �� ; � � � �� � � ) ��� � ; � � 1 ��� �
� 
 � �� � �

� �� � � )��� - � ��� + ; � �� ��� ) ��� � ; R � � � � )��� ; � ��� -�� �� ��� ) ��# � 
��
�

��� ) ��� 
����
�
� ��� 1 ��� �

���� 1 ��� � -�� �
�
� � � � � � � � � ) ��� - � � 1 ���� + � - � �

�
� ��� � � )��� - � � 1 ��� � + �

� E� F � )��E � - F � E �� + -�
 � � � ) ��� - � � � � � � � � ) ��� 
 �
�

� # �� � �
)���� - � � 1����� + ; 
 � F � E � 
�� �

� � � � � ) ��� - � � 1 ���� + - � � � F � )��E � - F � 1 �E �� � + 
 � �

(3.21)
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3.4 Résolution du schéma � �
Les inconnues de ce système sont � �

)���� � , � � )��� , � �
)���� , F � )��E � , � � )���� et � � )���� , toutes les autres

variables étant connues à cette étape du calcul. La démarche pour le résoudre est la même
que dans les deux chapitres précédents. On commence par résoudre les équations qui sont
en fait explicites, puis on ramène la résolution du système restant à l’inversion d’un système
linéaire symétrique défini positif portant sur le multiplicateur de Lagrange � � ) ��� .

� Tout d’abord, puisque la matrice �
�� est diagonale, la première équation donne expli-

citement � �
)���� � :
� � )���� � 
 " - � � � +�� �" ; � � � +�� � � � 1���� � ; � +

% � � � � " ; � � � +�� � � � � � � �� ; � �� � � � (3.22)

� D’autre part, puisque la matrice �
#��� est diagonale, la cinquième équation de ce schéma

donne explicitement � � ) ��� . On a tout simplement :

� � ) ��� 
 � � 1 ��� - � + � � # �� � 1 � 
 � F � E � � (3.23)
� Enfin, comme nous avons supposé que l’amortissement visqueux sur la corde, 
 , est

nul au voisinage du chevalet (cf. section 1.3.2.c), on peut découpler la dernière compo-
sante du vecteur � � (que l’on notera � � )�� ) des autres. On note :� � )��� 
 ���� � )��� � � �

)�� � � � � � 1 ��� � � (3.24)

La seconde équation du schéma se réécrit alors :���� ��$
���� �� � )��� - �� ��� + ; � �� � � )���� � ; R � � �� � )��� ; �� ��� 
��

�
� �
� � � � )�� - � �� + ; � � � � � )���� � �

� � -�� �� � � )���� 
��
�

(3.25)

dont on déduit �� � )��� :
� � �� � )��� 
 � ���� - � +

� R � � � �� �� - � + � �� � � )���� � � (3.26)
où :

� � 
 � � �� ; � +
�
R�� � � � (3.27)

est tridiagonale symétrique définie positive d’après les propriétés des matrices � �� et R � � (cf.
section 1.3.2.c).
Il reste :����������� ���������$

� �
� � �

)�� - � � + � �� � � ) ��� 
 �� �
� �

�
� �

� � + � �
)��� ; � � )���� ; � �

�
� � � � � �� + � � )���� 
 �� �

� E� F � )��E � - � + � � � � � � � � )���� 
 �F E �
� � � � ��� ) ��� - � � � F � )��E � 
 �� �

(3.28)
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où on a posé :

����������� ���������$

�� 
 � �
� � � - � � + � �� ��� ) ��� � ��� � 
����

�
� ��� 1 ��� �

���� 1 � �� � ; � � � � �� � + � � � ; � � � � � � � � �� + � � 1 ��� ��F E 
 � E� F � E � ; � + 
 � � � )���� ��� 
 � � + � � � � � 1 ��� - � + � � � F � 1 �E � �
(3.29)

Pour résoudre ce nouveau système, on se ramène tout d’abord à un système en � � �

)��� � � � )���� �
,

qui une fois résolu permettra de calculer explicitement F � )��E � et � �
)���� . Ici, il nous faut tout

d’abord effectuer un petit changement de variable pour transformer ce problème en un pro-
blème antisymétrique, de manière à aboutir naturellement à un système symétrique. C’est
peut-être le plus simple. � � � étant symétrique définie positive, on peut poser :

��������� �������$

� � ) ��
�


 � � �
�
� 1 � � � � ) ��� ��� �


 � � �
�
� 1��� �� � �� �


 � � �
�
� � � �

� �

 � � �

�
� � �

(3.30)

Puisque � � � est diagonale, l’extraction de
� � �

� est heureusement immédiate (dans le cas
contraire, il aurait fallu invoquer la factorisée de Cholesky de � � � , ce qui est déjà autrement
plus coûteux). On multiplie donc la seconde équation de (3.28) par � � � �

� 1 ��
, et on introduit�

� dans les autres. Le système (3.28) s’écrit à présent :

����������� ���������$

� �
� � �

)�� - � � + � �� � � ) ���


 �� �
� �

� �
)���

� � + ; ��� )���
�

; "
� + � � �

� � � � )���� 
 �� �

� E� F � )��E � - � + � � � � � � � � ) ��� 
 �F E �
� � �

��� ) ��
� - � � � F � )��E � 
 �� �

(3.31)

Notons � � � � � � � _ � � \ les quatre lignes de ce système. On calcule alors :

� � + � �� � � � � ; � � � � � � � � � et
	 � � � � � � � - � � � � � E� � 1 � � � _ � - � � \ � ��� � � \ � �
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3.4 Résolution du schéma � �
On obtient :���������� ��������$

� � �
� ; � �� � �

� � � )��� ; � � �� � � �

� � � � )���� 
 �� ; � � + � �� �� �

 �� � �� � � �� � _ � �� � � �� + � �

)��� ; � �
� + � � � � �

� � ; � + � � � � � E� � 1 � � � � � � � � � � )���� 
 � � � �� � - � � � � � E� � 1 � �F E - �� 
 �� � �
(3.32)

On injecte alors la première équation de ce système dans la quatrième. On obtient finale-
ment :� � � �� +

�
� - � � � ���$�� ; � � � � � � � � �

� � ; � + � � � � � E� � 1 � � � � � � ��� � � )���� 
 � � � �

� + � �$�� ; � � � � � � �� � ; �� � �
(3.33)

Il nous faut donc inverser la matrice :

��� 

� � � �� +

�
� - � � � ���$�� ; � � � � � � � � �

� � ; � + � � � � � E� � 1 � � � � � � ��� (3.34)

Il n’est pas immédiat, sous cette forme, d’affirmer que cette matrice est définie positive. En
fait, on a insidieusement inversé la matrice � ; �� � � � � �� , inversion qui peut s’écrire explicite-
ment grâce à sa structure particulière. On a en effet le :

Lemme 3.2 Soient � un vecteur de � � , � ��� et � une matrice symétrique définie positive de taille� . La matrice :
� ; � � � �

est symétrique définie positive donc son inverse l’est aussi et :

� � ; � � � � � 1 � 
�� - � � � �" ; � � � ��
	 PREUVE : Pour


��
	
, calculons le produit :$�� ��
 � 
 . , $�� ��
 � 
 . , "�� ��
 � 
 . � 
 
 � 
 . ��
 $ � 
 . 
 , � 
 . "�� � � 2 �


 $ 2 ����
 �  � , � 
 � 
 .
Il suffit donc de prendre


 " �
���������� � pour que ce produit soit égal à l’identité. F
On en déduit en particulier, en prenant � 
 �� � � � que :

� � ; �
� � � � � �� � 1 � 
 � - � � � ��� �� ; � � � � � � (3.35)
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et donc que :

��� 
 @ � � �� + � � ; �
� � � � � �� � 1 � � �

; � + � � � � � E� � 1 � � � � � � � A (3.36)

et sous cette forme, il est évident que � � est symétrique positive. En outre, lorsque la condi-
tion inf-sup discrète (2.38) est vérifiée, alors la matrice � � � � � � est injective et par conséquent��� est définie positive.

Remarque 3.2 Le calcul de la matrice ��� n’est pas beaucoup plus coûteux ici que dans le cas où la
plaque est seulement couplé à l’air. En effet, il demande “juste” le calcul de deux produits de matrices
pleines supplémentaires. D’une part le calcul de :

� 
�� - � � � ��� �� ; � � � � � �

qui est une matrice de taille �� # , puis le calcul de � � � qui est de taille ( �� # x � � ) où � � est le nombre
de sommets de � � situés sur la table d’harmonie. Grâce à la méthode pseudo-spectrale, ces produits
sont relativement peu coûteux (typiquement �� # 
 
 � et � � � � � � ). Ils sont effectués à l’aide de la
bibliothèque de routines blas.

Connaissant � ��� ��� , on peut calculer � ���
�� à l’aide de (3.32) (donc on connaı̂t désormais � ��� �� ),

puis � ���
��� et F ��� �E � à l’aide de (3.28).

Finalement, on a remplacé la résolution du système linéaire (3.21) de taille � � ; � � ; �� # ; � � � ;� # ; � � par l’inversion d’une matrice symétrique tridiagonale symétrique définie positive de
taille � � et l’inversion d’une matrice symétrique définie positive de taille � � .
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3.5 Complément : présentation d’un autre schéma possible

Le coût global de ce schéma est :

Calculs préliminaires :

a. calcul de la matrice � � (eq. (3.34)) et de sa factorisée de Cholesky,

b. calcul de la matrice � � (eq. (3.27)) et de sa factorisée de Cholesky.

A chaque pas de temps, il nous faut calculer successivement :

1. �����
��� � par (3.22),

2. � ��� ��� par (3.23) ,

3. � ��� ��� par (3.33), en inversant � � ,
4. � ��� �� en deux étapes par (3.26), en inversant �

�
� , puis par la première équation de

(3.32),

5. F ��� �E � par la troisième équation de (3.28),

6. �����
��� par la deuxième équation de (3.28),

7. �� ��� ��� par la seconde équation de (3.20).

3.5 Complément : présentation d’un autre schéma possible

Ces quelques pages de calculs montrent que la résolution du schéma � � est moins évidente
que celle des schémas �

��,# et � # E . On peut se demander à juste titre quelle surcoût engen-
drerait la résolution du schéma obtenu en utilisant le schéma � ��B# pour la discrétisation du
problème de couplage plaque-corde plutôt que le choix présenté ici. Nous présentons suc-
cinctement les résultats, omettant le détail de calculs qui ressemblent aux précédents.
Nous regroupons donc les schémas en temps � ��B# et � # E présentés respectivement en (1.66) et
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(2.59). Dans ce cas, la discrétisation du problème (3.6), conduit au schéma suivant :
������������������������� �����������������������
�

� ���� ��� �� � � �
�� ���� � � � � ���

�� ; � ��� ; � ��� �� � ���
��� � ;

�
���
��� �

�

 � ��� ��� � �

� �� � ��� �� � � ����� ; � ���� ��� �� � ;
�
�� �

� ; R � � � ��� �� ; � ��� � � �� � ��� ��# � 
��
�

�
���
��� 
 ���

�
� � ���

��� �
�
�
���
��� �
� � � �

� � � � � � � � ��� ��� � � �	� ������
�
� � � �

� ��� � ��� �� � � �	� ��� ���
�

� E� F ��� �E � � F � E ���� � 
 � � ��� ��� � � � � � � � � ��� ��� 
��
�

� #��� � ���
��� � � ��� ����
� ; 
 � F � E � 
�� �

� � � � ��� ��� � �
���
����
� � � � � F ���

�E � � F �	� �E �� ��� 
��
�

(3.37)

En suivant la même démarche que dans présent chapitre, on montre, à l’aide d’une pro-
priété de décroissance de l’énergie discrète, valable même lorsque que � � est non nul, que
ce schéma est stable sous la seule condition de stabilité :� E ���

� E � "� � � (3.38)

Les inconnues de ce système sont à présent �
���
�� � , � ��� �� , �

���
��� , F ��� �E � , � ��� ��� et � ��� ��� , toutes

les autres variables étant connues à cette étape du calcul. La démarche pour le résoudre est
toujours la même. On commence par calculer � ��� ��� à l’aide de la cinquième équation, qui est
explicite.

Il reste maintenant un système implicite dont les inconnues sont �
���
�� � , � ��� �� , �

���
��� , F ��� �E � , et� ��� ��� . On commence par éliminer �

���
�� � et F ��� �E � , par des manipulations usuelles. On obtient,

tous calculs faits, après avoir effectué le changement de variable indiqué en (3.30), le système
en � � ��� �� � �

���
��

� � ��� ��� �
suivant :

������� �����
�

� � � ��� �� � ��� � �� �
���
��

�


 �� �
� �

� ��� � ��� �� ;
�
���
��

�
; � ����� � ��� ��� 
 �� � �

� � � �
���
��

� � ��� � � � � � E� � � � � �� � � ��� ��� 
 �� �
(3.39)

où on a posé :

� � 

� � �� ; ���
�

� � " ; � � �
� � � � � �� � � �� � � � � � ; ���
� R � � � � (3.40)

est tridiagonale symétrique définie positive d’après les propriétés des matrices �
�� , � �� , R � �

et � � (cf. section 1.3.2.c), et où �� � �� � et �� sont connus explicitement à ce stade du calcul. On
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3.5 Complément : présentation d’un autre schéma possible

calcule alors : � ��� � �� � � � � ; � � � � � � � � � � et
	 � � � � � � � � � � \ � ��� � � \ � �

On obtient :���� ��
�

� � � ; �
� � �� � �

� � ��� �� ; � �� � �� � ��� ��� 
 ��� � � �� �
; �� 
 �� � �� � � ���� � ��� �� ; � �

��� � � � � �

� � ; ��� � � � � � E� � � � � � � � � � � � ��� ��� 
 � � � �� � � � � � � � E� � � � �F E � �� 
 �� � �
(3.41)

La grosse différence avec le système (3.32) est qu’on ne peut pas donner explicitement � ��� ��
en fonction de � ��� ��� : il faut inverser la matrice � � � ; �
� � �� � �

�
� qui est tridiagonale, symé-

trique définie positive, de taille � � . Injectant la première équation de (3.41) dans la seconde,
on aboutit finalement à :@ � � ������ � � � � � � � ; � �� � �

� � � � ���� � � �

� � ; �
� � � � � � E� � � � � � � � � � A � ��� ��� 
 � � � ; � �� � �

� � � � � � ���� �� � ; �� � �
(3.42)

Il nous faut donc tout d’abord calculer le second membre de cette équation en inversant� � � ; ��� � �� � �

�
, puis inverser la matrice :

��� 
 @ � � ������ � � � � � � � ; � �� � �

� � � � �� � � � �

� � ; ��� � � � � � E� � � � � � � � � � A � (3.43)

Le fait que la matrice � � est symétrique définie positive n’est pas immédiat cette fois encore.
En fait, c’est une conséquence de la condition inf-sup discrète de la formulation en domaine
fictifs (2.38), qui assure que � � � � � � est injective, et de la relation suivante, que l’on peut
vérifier en effectuant simplement le produit (si si, ça se fait bien) :

� � � � � � � � ; � �� � �

� � � � �� � 
 � � ; � �
� � �� � �� � � � � (3.44)

Remarque 3.3 Pour trouver ce résultat qui n’a rien d’intuitif, il faut en fait commencer par éliminer� ��� �� avant d’éliminer �
���
��

� dans le système (3.39). Néanmoins, le seul intérêt d’effectuer le calcul
dans cet ordre est qu’il nous permet de montrer facilement que � � est symétrique définie positive, car
il faut alors inverser la matrice � � ; � �

� � �� � �� � à chaque pas de temps pour déterminer �
���
��

� , ce qui
n’est pas nécessaire si l’on calcule dans l’ordre présenté ci dessus.
On verra dans la section suivante que dans le cas d’une guitare à plusieurs cordes on est obligé ce
commencer par éliminer les inconnues � ��� ���� � (il y en a une par corde) et donc d’inverser à chaque pas
de temps une matrice de taille �� # .
Par rapport au schéma � � , le calcul de la matrice � � exige donc d’une part d’évaluer l’inverse
d’une matrice symétrique positive de taille �� # , et d’autre part de calculer :

� � �� � �� �
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Comme seule la dernière ligne de � �� est non nulle, il suffit de calculer � �
�

��� � � , où � � � est le
dernier vecteur de la base de 
 � , ce qui est négligeable.
Enfin, on calcule � ��� �� en inversant à nouveau � � � ; �
� � �� � �

�
, puis on calcule, explicitement

cette fois, �
���
��� , F ��� �E � et �

���
�� �

Au total, par rapport au schéma � � , celui ci nécessite de calculer l’inverse d’une matrice de
taille �� # au début du calcul, puis de résoudre un système linéaire symétrique défini positif
de plus à chaque pas de temps.

3.6 Une guitare à 6 cordes

Regardons à présent comment le schéma � � est modifié lorsqu’on considère que la table n’est
pas couplée à une seule corde mais à 6 cordes, comme c’est le plus usuel, ou plus généra-
lement à � cordes, où � est un entier non nul. Dans ce cas, on doit résoudre � équations
de cordes distinctes et chacune d’entre elles exerce un effort sur la table d’harmonie par
l’intermédiaire du chevalet selon le même modèle que précédemment.
L’ajout de cordes supplémentaires s’insert naturellement dans le modèle proposé et l’écriture
de la formulation variationnelle associée à ce problème est immédiate. Il n’est pas vraiment
nécessaire de détailler toutes les étapes du calcul, ni d’introduire toutes les notations pour
chaque corde. Celles ci sont évidentes. Elles consistent tout simplement en l’introduction de
l’indice � . Précisons quand même :

� Pour chaque corde � , " � � � � , on note :

�
� � � � et � ��� � (3.45)

les inconnues discrètes qui permettent de décrire son mouvement.

� On note � � la matrice couplant la � ème corde à la table d’harmonie.

On aboutit à un schéma numérique très proche du schéma � � , que l’on notera ���� , dont
on démontre la stabilité conditionnelle à l’aide d’une propriété de décroissance de l’énergie
discrète. La vérification de ces résultats étant immédiate, on se contente de les énoncer. La
différence n’apparaı̂t véritablement que lorsqu’il s’agit de résoudre ce schéma, qui est un
peu plus coûteux , comme on peut s’y attendre.
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Le schéma � � est modifié de la façon suivante :

� �� �

���������������������������� ��������������������������
�

� ���� � � ���
��� � � � � � ���

��� � � ��
� � � ��� � � �� � � ; � ��� � ���� � � ���
��� � � � ; �

�	�
��� � � �

� 
 � �� � � � � � " � � � � �
� ���� � � ��� �� � � � � ���� ���� ; � ���� �

�
���
��� � � � ; R � ��� � � ��� ���� � ; � ���� �

� � � �� � ���
��# � 
��

� � " � � � � ����� ��
�

�
� � ; � � �� � ; � � � � 
 �

��
� � �

�
� � � ��� ���� � � � ��� �

� �
� � � � � � � � � � ��� ��� � � �	� ������ � � � � � � ��� �� � � ��� �� 	 �
�
� � � ��� �� � 
 �

���
��� et �� � � � �	� �� � 
 �

�
�	�
��� �

� E� F ��� �E � � F � E ��
� � 
 � � ��� ��� � � � � � � � � ��� ��� 
��
�

� # �� � ���
��� � � �	� ������ ; 
 � F � E � 
�� �

� � � � ��� ��� � �
�	�
������ � � � � F ���

�E � � F �	� �E �� ��� 
 � �
(3.46)

On démontre sans surprise l’identité d’énergie suivante, équivalent immédiat de la propriété
(3.2) :

Propriété 3.3 L’énergie discrète de chaque corde est définie par :

� ��� ��� � � � 
 "
� � �� ��� �� � � � � �� � � � � � � � ���� � � ; "� � �� ��� ��� � � � ������� � � � " � � � � � (3.47)

celle de la plaque est définie par :

� ��� ��# � 
 "
� � �� ���

� �� � � ; "
� � � ���

��� � �� � � (3.48)

et celle du champ acoustique est définie par :

� ��� ��E � 
 "
� �

�F ��� ��E � � �� �� ; "
� � �� ��� �� �

�� � � � � � �� � (3.49)

Alors l’énergie totale � ���
��� 
 ��� � � � ��� ��� � � � ; � ��� ��# � ; � ��� ��E � vérifie :

� ��� ��� � � �	�
������ 
 ��

� � � �
� ��� �� � � � � � �	� �� � � �

� �
� �
�
�
� � � � � � � ��

� � � � � � �
�
�
���
�� � � � ; �

�
�
� � � � � ; �

�
���
�� � � �

� �
�
�
� � � � � � � ���� �

� �
�� ��� ����� � ; � � �	� ����� �

� � ���� ��� � �
"
��� � � �'
 ��

� ��� �� � �� � � �� � (3.50)
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Cette propriété nous permet d’analyser la stabilité la stabilité du schéma � �� , de la même
manière que celle de � � . On a le :

Lemme 3.3 On suppose que � � � 
 � � � " � � � � . Alors l’énergie discrète de chaque corde� ��� ��� � � � , définie en (3.47), est positive dés que les � conditions :� � � � ���
� � � � � "

� (3.51)

sont vérifiées. D’autre part, l’énergie discrète du champ acoustique � ���
��E � , définie en (3.15), est

positive dés que la condition : � E ���
� E � "� � � (3.52)

est vérifiée.
Dans ce cas, le schéma � �� est stable.

Les inconnues de ce système sont � � ���
��� � � � � � � � � � , � � ��� ���� � � � � � � � , �

���
��� , F ��� �E � , � ��� ��� et � ��� ��� ,

toutes les autres variables étant connues à cette étape du calcul. Pour résoudre ce schéma, on
procède de la même manière que pour la résolution du schéma � � . Cependant, la multipli-
cité des cordes force à aboutir à un système portant sur les inconnues �

���
��� et � ��� ��� , plutôt

qu’à un système portant sur les inconnues � ���
�
� � ��� ��� . En effet, maintenant � � est “couplé”

aux � équations de corde et au multiplicateur � ��� ��� , on ne peut donc pas l’éliminer aussi
simplement que lorsqu’il y a une seule corde. Cette situation nous forcera à inverser une
matrice pleine de taille �� # à chaque pas de temps.
On donne seulement les grandes lignes du calcul, sans rentrer trop dans le détail de chaque
étape. On commence par résoudre les équations qui sont en fait explicites, ce qui nous donne� � ���

��� � � � � � � � � � et � ��� ��� .
D’autre part, on découple la dernière composante du vecteur � ��� � associé à chaque corde,
que l’on notera � ��� � , des autres. On note :

� ��� �� � � 
 ���� ��� ���� � � � ��� �� � � � � � � � � � � � � � " � � � � � (3.53)

On obtient alors les � inconnues ���� ��� ���� � � � � � � � en inversant pour chacune d’elle la matrice :

� � � � 
 ������ � ; ���
� R � ��� � � " � � � � � (3.54)

qui est tridiagonale symétrique définie positive. Il reste, après avoir effectué le changement
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de variable indiqué en (3.30), le système suivant : :������������ ����������
�

� � � �� � � ���
���� � � � ��� � �� � � �

���
��

�


 �� ��� � � � " � � � � �
��
� � � � � � � � ���

���� �
� �
� ;

�
���
��

�
; "

��� � � �

� � � ��� ��� 
 �� �

� E� F ��� �E � � ��� � � � � � � � ��� ��� 
 �F E �
� � � �

���
��

� � � � � F ��� �E � 
 �� �
(3.55)

où �� ��� � , �� � et �� � sont connus explicitement à cette
Notons � � � � � � � � � � � � � � _ � � � � \ � les lignes de ce système. On calcule alors :

� � � � � ��� � � � �� � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � et
	
� � � � � � E� � � � � � _ � � � � \ � ��� � � \ � �

On obtient : ����������� ���������
�

� � � � � � � � " � � � � �

� � ; ��� � � � �� � � � � � � � � �� � �
�
� �

; "
�
� � �� � ��� ��� 
 �� �

�
� � _ � �
� � � � � �

; � ��� � � � � � E� � � � � � � � � � � � ��� ��� 
 �� � �
(3.56)

La matrice de taille �� # :

�
� �


 � � ; ��� � � � �� � � � � � � � � �� � �
�

(3.57)

est pleine, symétrique définie positive. Le fait que �� # est petit permet d’envisager le cal-
cul de son inverse, que l’on stocke. On injecte alors la deuxième équation de (3.56) dans la
quatrième. On obtient :@ � � ���� � �

�
� � � �� ; �
� � � � � � E� � � � � � � � � � A � ��� ��� 
 � � �

� � �� �

�
� �� � � (3.58)

Il nous faut cette fois ci inverser la matrice :
��� 
 @ � � ��
� � �

�
� � � �� ; ��� � � � � � E� � � � � � � � � � A � (3.59)

qui est symétrique positive, puisque les matrices � �
�

� � et � � E� � � � le sont. En outre, lorsque
la condition inf-sup discrète de la formulation en domaines fictifs (2.38) est vérifiée, alors la
matrice � � � � � � est injective et par conséquent ��� est définie positive.

Connaissant � ��� ��� , on peut alors calculer �
���
��

� , à l’aide de la deuxième équation de (3.56),
en inversant � � � ( qui est maintenant un produit matrice-vecteur, puisque � �

�
� � est stockée).

Enfin, on calcule � ���
���� � à l’aide des � premières équations de (3.55).
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3.7 Aspects numériques

3.7.1 Choix des paramètres numériques du modèle de guitare

Regroupons l’ensemble des contraintes portant sur les paramètres numériques :

� Condition de stabilité de l’équation de corde (cf. équation (3.17) ) :� � ���
� � � " � (3.60)

� Condition de stabilité de l’équation des ondes acoustiques (cf. équation (3.18) ) :� E ���
� E � "� � � (3.61)

� Condition inf-sup discrète pour la méthode des domaines fictifs (cf. section 2.3.2.d) :
� �
� E � "

�
" � (3.62)

En outre, pour le calcul de la matrice � 	 couplant la plaque et le multiplicateur de lagrange,
on utilise un maillage surfacique de la guitare qui coı̈ncide avec le maillage de la table d’har-
monie. Ce choix particulier facilite grandement la mise en œuvre. Néanmoins il impose par
conséquent de choisir un pas d’espace de la table d’harmonie vérifiant :

�D# � � E �
ce qui limite sérieusement le choix de la dimension des raidisseurs collés sous la table d’har-
monie puisque ceux ci forment des sous domaines du maillage de la guitare (voir la figure
(2.1)). Il n’est pas envisageable de prendre un pas dans l’air de 5mm, car cela conduirait à
des maillages cubiques très gros, et par conséquent à des temps de calcul très longs, ou bien
il faudrait diminuer drastiquement la taille du domaine entourant la guitare, ce qui n’est pas
souhaité.
On a donc choisi de modéliser des raidisseurs de 1.5 cm de large, de manière à prendre
un pas dans l’air qui ne conduise pas à des calculs exagérément gros. Les maillages utilisés
pour la table d’harmonie et pour le saut de pression sont présentés sur la figure (3.1). Le pas
d’espace du maillage de la table d’harmonie est de 1.2cm.
On choisit alors un pas d’espace dans l’air de 1.1 cm de manière à respecter la condition im-
posée par la condition inf-sup discrète. En faisant un tel choix, on garantit 10 points par lon-
gueur d’onde jusqu’à près de 3000Hz. Une analyse de dispersion numérique de l’équation
de ondes acoustiques seule permet alors de vérifier que l’erreur commise sur les fréquences
inférieures à 3000Hz ne dépasse pas 0,3% (voir par exemple [54]), ce qui est excellent.
On peut alors calculer le pas de temps, déterminé à l’aide de la condition CFL dans l’air
(3.61) , avec � E 
 � � ������� � " :

��� � " ��� 
 " � ��� �
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FIG. 3.1: Maillage de la table d’harmonie et de la surface de la guitare

Une fois le pas de temps déterminé, il reste à calculer le pas d’espace sur la corde, ici encore
à l’aide de la condition CFL (3.60), qui dépend de la corde considérée.
On a représenté dans le tableau (3.1) l’ensemble des paramètres physiques et numériques
utilisés pour le modèle de guitare exploité au chapitre 2.

3.7.2 Mise en œuvre

Le schéma de résolution � � du modèle de guitare a été implémenté en C++. Des passerelles
vers le Fortran77 se sont avérées nécessaires, pour utiliser des librairies ou routines exis-
tantes :

� La diagonalisation de la matrice de raideur de l’équation de plaque est assurée par la
routine DSPEVX de lapack; la résolution des divers systèmes linéaires définis positifs
par la méthode de Cholesky est également assurée par lapack;

� Tous les produits matriciels faisant intervenir des matrices pleines, sont effectués à
l’aide des routines de la librairie blas,

� Le calcul des intersections des triangles du maillage surfacique de la guitare avec les
cubes du maillage volumique nécessaire pour le calcul de la matrice de couplage do-
maine fictif � � est réalisé à l’aide d’une routine f77 écrite par Sylvain Garcès dans le
cadre de sa thèse sur portant sur la méthode des domaines fictifs [34]. La mise en œuvre
de la méthode repose d’une manière fondamentale sur le calcul de ces intersections. La
routine de Sylvain est donc un outil précieux. Merci beaucoup.

� Le calcul des conditions aux limites absorbantes est réalisé à l’aide d’une librairie f77
créée par Francis Collino. Je n’ose pas imaginer le temps que j’aurai mis à incorporer
cette librairie dans le code sans l’aide précieuse de Francis. Merci beaucoup.
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Paramètres du pincer de corde :

��� 
 � N � � 
 � � � " 
 � � � 
�� � � � � � � � � 
 
�
 � � � � 
�� � � ��� �
Paramètres physiques et numériques des cordes :

Quantité Mi1 Si2 Sol3 Re4 La5 Mi6% � � ��� � � �
� �

0.000545 0.000582203 0.00092419 0.0016467 0.002934 0.00525
T 100N 60N 60N 60N 60N 60N
� � 1.85 � �

�
1.75 � �

�
1.7 � �

�
0.85 � �

�
0.8 � �

�
0.75
 � � " � �	� � � � 
 � " � �	� � � � " � �	� � 
 � " � �	� � 
 � " � �	� � 
 � " � �	� �

� � 65 cm 65 cm 65 cm 65 cm 65 cm 65 cm
� � 8.4 mm 6.3 mm 5mm 3.7 mm 2.8 mm 2.1mmN � 76 102 129 172 230 308

Paramètres physiques de la table d’harmonie :

Quantité table chevalet raidisseurs� � 9925 MPa 900 MPa 1200 MPa� � 852 MPa 10000 MPa 15000 MPa

 � � 600 MPa 800 MPa 900 MPa
� � � 0.3 0.3 0.3% # 350 ( ��� � � � _ ) 400 ( ��� � � � _ ) 400 ( ��� � � � _ )� 2.9 mm 6 mm 14 mm
� # � � �

�
� � �

�
� � �

�
� 0.005 s 0.005 s 0.005 s

Paramètres numériques des maillages surfaciques

� # 
 " � � � � � # 
 � � � � �� # 
 
 � N � 
�
 � " � � 
 " � � �
Paramètres physiques et numériques de l’air :

� E 
 " � " � � % E 
 " � �J" ��� � � � _ � E 
 � � ������� � �R � 
 � �

 � R�� 
�� ��� � R�� 
�� �

 �
N � 
 � � N � 
�� � N � 
 � �

TAB. 3.1: Paramètres physiques et géométriques du modèle numérique de guitare
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Expériences de validation

Chapitre 1

Expériences de validation

On présente dans ce chapitre quelques expériences de validation numérique. Tout d’abord,
une comparaison entre les résultats donnés par la méthode des domaines fictifs avec la mé-
thode des différences finies dans le cas d’une boite rectangulaire montre la précision de la
méthode (section 1.1).
D’autre part, on effectue une analyse de convergence par raffinement de maillage. Cette ana-
lyse est effectuée dans deux cas : le calcul des fréquences propres de la table d’harmonie in
vacuo (c’est à dire de la table découplée de la corde et de l’air) et le calcul des fréquences
propres de la guitare complète. On constate que les fréquences propres de la guitare com-
plète sont approchées avec une bonne précision à l’exception des modes de table pour les-
quels l’erreur est plus importante (section 1.2).
On montre ensuite empiriquement que seuls les 50 premiers modes de la table d’harmonie
contribuent au rayonnement acoustique de la guitare, ce qui correspond à une fréquence de
coupure de l’ordre de 3000Hz (section 1.3).
Pour terminer ces tests, on compare les fréquences et les modes d’une table d’harmonie
homogène orthotrope in vacuo, calculés par notre méthode à ceux obtenus par Elejabarieta
et al. [48] (section 1.4).

1.1 Validation de la méthode des domaines fictifs : le cas d’une boı̂te
parallélépipédique

De manière à vérifier la validité de la méthode des domaines fictifs introduite au chapitre
2, on compare les résultats qu’elle fournit à ceux obtenus par une méthode de différences
finies, applicable dans le cas d’une boı̂te parallélépipédique.

1.1.1 Description de l’expérience

On cherche donc à résoudre l’équation des ondes acoustiques dans une boı̂te rectangulaire
� , de dimensions � �

�
� �
�
� � avec conditions de Neumann. On supposera qu’initialement,

la pression est un “pulse” de rayon � � , centré au point � � . Plus précisément, on prendra la
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fonction �
�

suivante :

� ��� � � � 
�� ��� � 

���� ��
�

����� " �
� � ��� � � � �

� � � _ �����
�

pour � ��� � � � � � � � �
� sinon �

(1.1)

où � ��� � � � � désigne la distance du point � au point � � . On suppose en outre que la vitesse
initiale est nulle. Ce problème s’écrit :

������������� �����������
�

%2E  F E � ; - � 
 � � dans �

P E  � � ; � ),+�F E 
�� � dans �

F E � � ���	���
� � � HGN 
 �
� sur � �

�� � � ��� ��� � � � 
�� � � ���	��� � � dans � ,

F E � � ���	���
� � � 
�� � dans � .

(1.2)

On résout tout d’abord ce problème par une méthode de différences finies explicites centrées
d’ordre 2 (le schéma spatial est donné en (2.45), le schéma en temps est standard), sur un
maillage de 30 x 18 x 12 points. Le pas d’espace est noté � E , et le pas de temps ��� .
Lorsque le calcul est effectué par la méthode des domaines fictifs, la boı̂te est plongée dans
un domaine 	 , de dimensions �� � � �� � � �� � sur les bords duquel on utilisera des conditions
aux limites absorbantes de degré 12. Le pas d’espace est le même pour les deux méthodes,
et par conséquent le pas de temps également, puisque la condition de stabilité est la même.
Enfin, on note � � le pas d’espace du maillage surfacique de la boı̂te (qui doit être, rappelons
le, un peu plus grand que � E pour que la condition inf-sup discrète soit vérifiée) et N � le
nombre de degré de liberté du multiplicateur de Lagrange � , c’est à dire la taille de la matrice
symétrique définie positive à inverser à chaque pas de temps.
L’ensemble des paramètres physiques, géométriques et numériques de cette expérience sont
regroupés dans le tableau (1.1).

� �
�
� �
�
� � �� � � �� � � �� � � � � �

50 x 30 x 20 cm 70 x 50 x 45 cm (22,12,7) 5cm

%2E � E ��� � E � � N �
1.21 ��� � � � _ 340 ����� � � � ��� " � ��� � 1.67 cm 2cm 1552

TAB. 1.1: Paramètres géométriques, physiques et numériques de l’expérience de comparaison entre
la méthode des domaines fictifs et la méthode des différences finies dans le cas d’une boı̂te parallélépi-
pédique
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1.2 Etude de convergence par raffinement de maillage

1.1.2 Résultats

Les deux courbes de la figure (1.1) représentent l’évolution au cours du temps de la pression
au point � � , calculée par les deux méthodes. Compte tenu de la fréquence des oscillations, on
se concentre sur des fenêtres d’une largeur de 20 millisecondes. D’autre part, on a représenté
sur la figure (1.2) l’évolution au cours du temps de la pression en un point situé hors de la
boite par la méthode des domaines fictifs (il s’agit du point de coordonnées � � � � " � � � � � ).
Attention, l’échelle n’est pas du tout la même sur ces deux figures.
La pression calculée par ces deux méthodes est donc la même, et ce avec un nombre de
point tout à fait acceptable, c’est à dire qu’il n’a pas été nécessaire de raffiner outre mesure le
maillage en espace pour obtenir une concordance des résultats, et ce malgré une excitation
haute fréquence du système. En outre, on vérifie que la méthode des domaines fictifs laisse
très peu “passer” d’énergie à travers la boite fictive, comme on peut l’observer sur la figure
(1.2), puisque la pression à l’extérieur de la boı̂te est plus de 200 fois inférieure à la pression
à l’intérieur de la boite.
On a également représenté sur la figure (1.3) des instantanés représentant une coupe de la
pression acoustique dans le plan �


 � �� pendant les 2 premières millisecondes, calculées
par les deux méthodes. La ressemblance entre les deux séries d’instantanés se passe de com-
mentaires.

Remarque 1.1 Le but de cette expérience est de comparer les résultats obtenus par les deux mé-
thodes. Il va de soit que la méthode des domaines fictifs, développée pour prendre en considérations
des domaines géométriques complexes, est totalement inapropriée ici. En effet :

� les conditions sur le bord de la boite sont approchées, alors qu’elle sont exactes avec la méthode
des différences finies,

� on effectue un calcul dans un domaine plus grand,

� on doit inverser une matrice de taille N � à chaque pas de temps.

1.2 Etude de convergence par raffinement de maillage

Un moyen de contrôler la validité de nos résultats est de les comparer à un calcul réalisé
sur un maillage deux fois plus fin On présente dans cette section les résultats d’un tel calcul
lorsque l’on pince la corde basse (Mi6).
Concrètement, on construit un maillage de la table supérieur de la guitare deux fois plus
fin, et on choisit un pas d’espace � E deux fois plus fin, et par conséquent un pas de temps
deux fois plus fin. Le temps de calcul devient énorme, puisque, si l’on considère uniquement
le problème 3d, il y 16 fois plus d’opérations que dans le cas de l’expérience sur maillage
normal. Mais en outre ici, il faut diagonaliser l’opérateur de plaque discret, ce qui est très
coûteux pour une matrice de cette taille (12774 nœuds � � � )
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fictifs — A gauche � � 	 � � � � � � � — A droite, � � 	 " � � � �

�
" � � � � � Elle n’est pas nulle, mais elle est
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1.2 Etude de convergence par raffinement de maillage

FIG. 1.3: Comparaison entre les instantanés de pression acoustique dans le plan �

 � �� au cours des

2 premières ms — A gauche, méthode des différences finies — A droite, méthode des domaines fictifs.
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1.2.1 Fréquences propres de la table d’harmonie in vacuo

On compare tout d’abord les 50 premières fréquences propres de la table d’harmonie in
vacuo, calculée dans le cas des deux maillages “normal” et “fin”. Les résultats de cette com-
paraison sont présenté sur la figure (1.4).
Le moins qu’on puisse dire est que ce résultat est un peu décevant, puisque l’erreur commise
sur ces 50 premières fréquences est comprise entre 1% et 3% ! En fait, le maillage normal sous-
estime les fréquences propres de la table d’harmonie. Cela est certainement dû au fait que ce
maillage n’est pas assez fin au niveau des raidisseurs situés de part et d’autre de la rose, ce
qui la rend “plus souple” qu’elle n’est en réalité. Cette petite erreur n’est pas disqualifiante
en pratique, puisque les fréquences obtenues sur le maillage normal sont cohérentes et cor-
respondent à des variations typiques de table d’harmonie de guitare réelle. D’autre part, on
verra à la section suivante que cette erreur diminue magiquement dans le cas d’une guitare
complète.
Cette performance moyenne confirme toutefois que la modélisation des raidisseurs nécessite
un traitement très spécifique.
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FIG. 1.4: Erreur commise sur les fréquences propres de l’opérateur de plaque par le maillage
normal par rapport à celles du maillage fin — A gauche, les courbes représentent l’écart relatif� � � E � � � �

�
� � � �

�
� , où � � E � � et � � � sont respectivement les fréquences propres calculées sur le maillage

normal et les fréquences de référence calculées sur le maillage fin — A droite, on a tracé les fréquences
calculées en fonction des valeurs de référence.

1.2.2 Comparaison des deux calculs dans le cas d’une guitare complète

On compare à présent la pression acoustique calculée dans le cas d’un maillage deux fois
plus fin à obtenue par le calcul normal. La courbe de la figure (1.5) représente l’évolution
au cours du temps de la pression acoustique en un point � � situé à 55 cm au dessus de la
guitare, au cours des 100 premières millisecondes.
On constate sans surprise que les deux courbes ne sont pas parfaitement collés, ce qui est dû
à l’erreur commise sur les fréquences propres de la table d’harmonie.
D’autre part, on calcule les fréquences de la guitare complète en effectuant une détection de
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FIG. 1.5: Comparaison entre la pression acoustique calculée par le maillage fin et celle calculée par le
maillage normale au cours de 100 premières millisecondes.

pics à -50dB sur la transformée de Fourier de ces deux signaux. Les fréquences obtenues par
les deux calculs sont comparées sur la figure (1.6).
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FIG. 1.6: Erreur commise sur les fréquences propres de la guitare complète, calculée par le maillage
normal, par rapport à celles du maillage fin. Ces fréquences sont obtenues à l’aide de la FFT du
signal de pression acoustique enregistré en � � — A gauche, les courbes représentent l’écart relatif� � � E � � � �

�
� � � �

�
� , où � � E � � et � � � sont respectivement les fréquences calculées sur le maillage normal

et les fréquences de référence calculées sur le maillage fin — A droite, on a tracé les fréquences calculées
en fonction des valeurs de référence.

On constate que :

� dans le cas de la guitare complète, l’erreur commise sur les fréquences est essentiel-
lement inférieure à 0.4 %. Sur cette figure, seules 4 fréquences présentent une erreur
supérieure à 0.6%; il s’agit des fréquences 201 Hz, 442 Hz, 506 Hz et 1020 Hz (dont
deux seulement dépassent 1% d’erreur). Ainsi l’erreur est tout à fait acceptable dans le
cas d’une guitare réelle.

� On identifie aisément les fréquences de cordes qui sont de multiples de 83 Hz. L’erreur
sur ces fréquences est inférieure à 0.03%, ce qui est excellent.
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FIG. 1.7: Comparaison entre la pression acoustique de référence, calculée avec tous les modes et la
pression calculée en tronquant successivement à 1, 3, 5, 15, 25 et 50 modes (de haut en bas et de
gauche à droite. )
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1.3 Influence des composantes modales

Remarque 1.2 Suite au couplage entre la table d’harmonie et la cavité, les fréquences de la table se
sont déplacées, et il n’est pas toujours évident d’identifier les modes de table dans la guitare complète.
On sait néanmoins que la fréquence de 201 Hz correspond à la première fréquence de la table d’harmo-
nie (voir la section 2.5 et aussi [60]), et on peut conjecturer que les 3 autres correspondent également
à des fréquences de tables.
Il est curieux de noter que l’erreur commise sur la première fréquence de la table vaut 1.3% pour la
table in vacuo alors qu’elle n’est plus que de 0.7% dans le cas d’une guitare complète.

1.3 Influence des composantes modales

On regarde empiriquement quels sont les modes “utiles”, c’est à dire les modes de la table
d’harmonie qui contribuent au rayonnement du son lorsqu’on pince la corde basse de la
guitare. Cette analyse est similaire à celle réalisée à la section 5.5 dans le cas d’une plaque
rectangulaire in vacuo.
On a tracé sur la figure (1.7) la pression acoustique au cours des 100 premières millisecondes
au point � � , obtenues en tronquant successivement à 1, 3, 5, 10, 25 et 50 modes, que l’on
compare à la solution de référence calculée avec tous les modes. On constate donc que 50
modes suffisent. Cela correspond à prendre les modes dont la fréquence est inférieure à 3000
Hz.
D’autre part, on remarque que l’essentielle du signal est obtenu avec un seul mode. Cette
observation montre ainsi que le premier mode la table rayonne très efficacement; l’essentiel
de l’énergie acoustique est donc en fait transmise par ce mode.

1.4 Fréquences propres d’une table d’harmonie de guitare non rai-
die

Nous comparons maintenant les fréquences et les modes d’une table d’harmonie de guitare
homogène orthotrope, percée d’un trou, calculées par l’approximation �� � � �� \� aux résultats
présentés par Elejabarieta et al. dans [48].

FIG. 1.8: Maillage de la table d’harmonie d’une guitare
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Les valeurs des paramètres physiques de cette table d’harmonie sont présentés dans la figure
(1.2). Leurs résultats sont calculé à l’aide d’un logiciel d’éléments finis nommé ABAQUS [39]
sur un maillage de 6590 nœuds, par une méthode non précisée. Ils fournissent uniquement
les 8 premiers modes. Nous avons reproduit ce calcul à l’aide d’un maillage contenant 3690
nœuds, présenté sur la figure (1.8).
La comparaison des fréquences calculées par l’approximation �� � � �� \� à celles données dans
[48] sont présentées dans le tableau (1.3) et sur la figure (1.10). La figure (1.9) montre la
comparaison entre les modes.
Cette comparaison est satisfaisante. On observe une parfaite concordance des 7 premiers
modes, et les fréquences calculées sont très proches. Nous n’avons pas construit un maillage
spécifique pour réaliser cette comparaison. Le maillage utilisé n’a donc pas exactement la
même forme que celui de Elejabarieta et al., ce qui peut expliquer la différence observée sur
les fréquences.

� � 5600 MPa� � 520 MPa

 � � 600 MPa
� � � 0.33% # 342 ��� � � � _� 2.70 mm

TAB. 1.2: Paramètres physiques pour la table d’harmonie utilisés dans [48].

FIG. 1.9: Comparaisons entre les déformées modales données dans [48] (en haut) et calculées par
l’approximation �� � � �� \� .
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1.4 Fréquences propres d’une table d’harmonie de guitare non raidie

Réf. [48] �� � � �� \�
fréquence fréquence erreur

(en Hz) (en Hz) (en %)

72 73.3314 1.8492
134 136.861 2.13474
148 151.304 2.23227
201 207.199 3.08403
215 219.323 2.01072
238 245.449 3.12962
300 309.841 3.2803
323 330.858 2.43294

TAB. 1.3: Comparaison entre les fréquences d’une table d’harmonie de guitare homogène orthotrope
données dans [48] et les valeurs calculées par l’approximation �� � � �� \� .
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FIG. 1.10: Comparaison entre les fréquences d’une table d’harmonie de guitare homogène orthotrope
données dans [48] et les valeurs calculées par l’approximation �� � � �� \� .— A gauche, les courbes
représentent l’écart relatif � � � E � � � ��� ��� � � ��� ��� , où � � E � � et ��� ��� sont respectivement les fréquences
propres calculées les fréquences données dans [48] — A droite, on a tracé les fréquences calculées en
fonction des fréquences données dans [48].
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Modèle numérique de guitare

Chapitre 2

Modèle numérique de guitare

Ce chapitre est consacré à la présentation de résultats numériques exploitables à l’aide de
notre modèle. Son réalisme permet de faire un grand nombre de mesures similaires à celles
réalisées sur des instruments réels, qui permettent d’estimer la qualité de l’instrument, ou
son fonctionnement acoustique.
Les résultats obtenus sont comparés qualitativement à ceux que l’on peut trouver dans la
littérature. Les paramètres physiques utilisés pour ces expériences numériques sont des va-
leurs typiques des matériaux considérés, donnés à la section 3.7.1, mais il ne s’agit pas de
paramètres mesurés sur une guitare précise. Le modèle présenté ici ne cherche donc pas à
imiter une guitare particulière.
On obtient des résultats qualitatifs très satisfaisants concernant la déformée et la fréquence
des premiers modes (voir section 2.1).
La première vérification consiste en fait en une écoute des signaux de pression produits par
le modèle, afin d’apprécier si oui ou non on reconnaı̂t une guitare. Une analyse plus objective
est présentée à la section 2.2, où les signaux simulés sont comparés à des signaux enregistrés
à partir d’une guitare réelle, dans le domaine temporel et dans le domaine fréquentiel. Cette
comparaison montre la bonne reproductibilité de la décroissance des partiels de corde, mais
elle laisse entrevoir des lacunes.
Parmi les indicateurs permettant d’apprécier la qualité d’un instrument, l’un des plus impor-
tants est peut-être la mesure de l’admittance au chevalet. C’est une mesure de la mobilité de
la table d’harmonie à l’endroit où elle est couplée avec les cordes. Il est essentiel que la table
soit mobile pour que la corde puisse lui transmettre efficacement ses vibrations. Le modèle
permet de mesurer cette admittance dans différentes situations, ce qui permet d’apprécier
l’influence des divers couplages (section 2.3).
On retrouve en particulier l’importance de la fréquence de cavité de Helmholtz, qui per-
met d’augmenter la mobilité en basse fréquence. Une mesure de cette fréquence lorsque les
bords de la cavité sont rigides est réalisée à la section 2.5, ce qui permet de vérifier une loi
empirique de couplage entre ce mode et le premier mode de la table. La qualité de ce ré-
sultat montre la fiabilité de la méthode des domaines fictifs pour prendre en compte les
interactions fluide-structure sur des objets de forme géométrique complexe.
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Modèle numérique de guitare

Un autre indicateur de qualité important est la directivité de la guitare. Il s’agit d’une mesure
de l’homogénéité du rayonnement du son dans l’espace environnant la guitare. Outre la
simulation de mesures usuelles de directivité, qui porte sur des valeurs moyennées en temps,
le modèle numérique permet de regarder la directivité instantanée de la guitare.
On peut également réaliser des expériences difficilement accessibles par des mesures, et

c’est certainement là un aspect innovant très intéressant de ce modèle. On présente à la
section 2.4 l’influence du couplage avec la cavité d’air sur l’amortissement des modes de la
table d’harmonie. Une telle étude est en fait extrêmement délicate expérimentalement, voire
impossible.
Tous ces résultats sont très prometteurs et montrent à la fois la fiabilité de la méthode

et le bien fondé de cette approche. L’ensemble de ces expériences numériques montre les
grandes potentialités d’un tel modèle, qu’il conviendra d’exploiter plus encore. Elle montre
également les améliorations nécessaires qu’il faudrait apporter pour obtenir une description
plus réaliste de l’instrument.

2.1 Influence des raidisseurs et du chevalet sur les modes de la
table d’harmonie

Il est possible d’observer l’évolution des modes de la table d’harmonie lorsque l’on ajoute
successivement les raidisseurs et le chevalet. Le système de barrage induit des changements
considérables sur la forme et la fréquence des modes. Afin de montrer le caractère localisé de
cette influence, on montre également les modes obtenus pour une table homogène équivalente
possédant une raideur transverse moyenne, choisie de sorte que les fréquences soient à peu
près équivalentes à celles de la guitare barrée.

FIG. 2.1: Maillage de la table d’harmonie, comportant 3 raidisseurs et le chevalet.

Dans la mesure où les raidisseurs placés en travers des cernes du bois ont une influence
nettement plus importante que les raidisseurs collés en éventail sur le ventre de la guitare
(voir [55]), on intègre seulement ces derniers dans le modèle. Le chevalet possède également
une importance considérable dans le système de barrage de la table. Le maillage incluant les
raidisseurs et le chevalet est présenté sur la figure (2.1). On rappelle les paramètres physiques
du bois utilisés pour la table, les raidisseurs et le chevalet, regroupés dans le tableau (2.1). Ils
s’inspirent des valeurs utilisées par Richardson et Roberts pour une étude similaire ([55]).
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2.1 Influence des raidisseurs et du chevalet sur les modes de la table d’harmonie

Quantité table chevalet raidisseurs table équivalente� � 9925 MPa 900 MPa 1200 MPa 9925 MPa� � 852 MPa 10000 MPa 15000 MPa 4235 MPa

 � � 600 MPa 800 MPa 900 MPa 600 MPa
� � � 0,3 0,3 0,3 0,3% # 350 ( ��� � � � _ ) 400 ( ��� � � � _ ) 400 ( ��� � � � _ ) 350 ( ��� � � � _ )� 2.9 mm 6 mm 14 mm 2.9 mm

TAB. 2.1: Paramètres physiques pour la table d’harmonie utilisés pour ce modèle.

La figure (2.3) représente les modes de la table in vacuo et les fréquences propres associées
dans les quatre cas suivants :

1. table orthotrope homogène, encastrée sur le bord extérieur, et avec condition de bord
libre le long de la rose,

2. ajout des raidisseurs, pas de chevalet,

3. guitare complète :raidisseurs + chevalet,

4. table orthotrope homogène avec une raideur transverse “moyennant” l’effet des rai-
disseurs.

Notation 2.1 La numérotation de ces modes, � " � " � � � � � " � etc..., correspond à une nomenclature cou-
ramment utilisée pour décrire les modes d’une table d’harmonie de guitare. Il s’agit grossièrement du
nombre de “ventres” rencontrés respectivement selon l’axe transverse et selon l’axe de symétrie de la
table.

185 Hz (1,1) 287 Hz (2,1) 460 Hz (1,2) 508 Hz (1,3) 645 Hz (2,2)

FIG. 2.2: Les cinq premiers modes d’une guitare classique collée sur son bord et sans cavité (Jannson,
1971 [42])

On peut faires les remarques suivantes :

� L’effet des raidisseurs et du chevalet porte à la fois sur les fréquences (celles-ci aug-
mentent) et sur la forme des modes. On peut distinguer :
� L’effet des raidisseurs est de restreindre les mouvements de la table au ventre de

la guitare,
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107 Hz 183 Hz 246 Hz 298 Hz 303 Hz 422 Hz 431 Hz 436 Hz
(1,1) (2,1) (1,2) (3,1) (2,2) (3,2) (4,1) (3,1)’

Table homogène orthotrope

185 Hz 286 Hz 312 Hz 379 Hz 457 Hz 494 Hz 585 Hz 651 Hz
(1,1) (2,1) (1,2) (3,1) (1,3) (4,1) (2,2) (5,1)

Table avec raidisseurs, sans chevalet

181 Hz 289 Hz 309 Hz 448 Hz 532 Hz 586 Hz 673 Hz 698 Hz
(1,1) (2,1) (1,2) (1,3) (3,1) (2,2) (4,1) (1,4)

Table avec raidisseurs et avec chevalet

178 Hz 291 Hz 373 Hz 472 Hz 516 Hz 633 Hz 646 Hz 737 Hz
(1,1) (1,2) (2,1) (1,3) (2,2) (3,1) (2,3) (1,4)

Table homogène “équivalente”

FIG. 2.3: Les huit premiers modes de la table d’harmonie et la fréquence associée au cours de la
construction du système de barrage.
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2.2 Spectres temps-fréquence des six cordes à vide

� La présence du chevalet a pour conséquence d’augmenter la fréquence des modes
de type � � �

" � , pour � � �
� comme par exemple le mode (3,1) qui passe de 379

Hz à 532 Hz. Le mode (2,1) est moins affecté par le chevalet, car il peut pivoter
autour de son centre.

� En outre, le chevalet élargit le ventre central des modes (1,2) et (3,1), ce qui fa-
vorise un comportement de type “monopolaire” et augmente par conséquent la
capacité de rayonnement acoustique de ces modes ( voir [9]). Le chevalet a donc
un effet très important sur le rayonnement du son, puisqu’il favorise les modes qui
rayonnent le mieux.

� Si l’on exclut le mode (3,1), les déformées modales des 5 premiers modes de la table
complète correspondent à celles mesurées par Jannson ([42]), dans des conditions simi-
laires (bord collés sur un support fixe (encastrement) et sans cavité) (voir la figure (2.2))
(la concordance avec certaines fréquences mesurées par cet auteur est particulièrement
est totalement fortuite).

� L’insertion du mode (3,1) entre les modes (1,3) et (2,2) par rapport aux résultats qu’on
trouve d’une manière générale dans la littérature est certainement du au fait que les
struts “en éventail” ne sont pas prises en compte dans le maillage utilisé.

� Dans le cas de la table équivalente, si les fréquences sont à peu près similaires à celles
de la table complète, les déformées modales n’ont rien à voir. En particulier, les vi-
brations sont plus importantes autour du trou. Il est donc nécessaire de considérer le
système de barrage localement.

2.2 Spectres temps-fréquence des six cordes à vide

La première expérience numérique portant sur la guitare complète que l’on a envie de réa-
liser est de pincer l’une des six cordes et d’écouter le son produit. L’oreille est un excellent
moyen de contrôle de la validité du résultat, car elle réalise spontanément une analyse extrê-
mement fine du signal. Le cerveau est alors capable de comparer le son obtenu à sa propre
bibliothèque de sons.
Il n’est malheureusement pas possible de coucher un tel son sur le papier. Contentons nous
d’une description subjective. Les sons obtenus sont globalement corrects. Le timbre obtenu
est clair et la décroissance du son très réaliste. On reconnaı̂t le son d’une guitare, ce qui
est une grande satisfaction. Néanmoins, la simplicité du modèle de pincer conduit à une
attaque un peu percussive. En outre, on n’entend pas les bruits de frottement du doigt sur la
corde, qui contribuent à caractériser le son spécifique du pincer de corde d’une guitare. Le
raffinement du modèle de pincer est peut-être la première extension qu’il faudrait ajouter au
modèle actuel pour mieux caractériser l’attaque.
On peut également représenter ces sons d’une manière plus objective, à l’aide de spectres en
temps-fréquence. La figure (2.4) représente le signal calculé pour les six cordes à vide de la
guitare pendant 6 secondes et le spectre associé 1.

1. Sauf la première corde, pour laquelle le signal mesuré ne dure que 4 secondes (en fait, le son est très vite
amorti à cette fréquence).

327
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FIG. 2.4: Signaux en temps et spectre temps-fréquence des 6 cordes à vide de la guitare. Simulations.
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FIG. 2.5: Signaux en temps et spectre temps-fréquence des 6 cordes à vide de la guitare. Mesures sur
une guitare Fleta (source : A. Chaigne)
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A titre comparatif, on a représenté sur la figure (2.5) les courbes équivalentes obtenues à
l’aide du signal enregistré sur une guitare Fleta. Il n’est pas question ici de faire une compa-
raison détaillée entre les résultats réels et simulés, car la guitare simulée ne correspond pas
à la guitare Fleta présentée ici. L’objet de cette comparaison est uniquement qualitatif.
On peut faire les remarques suivantes :

� Les spectres temps-fréquence de la guitare simulée sont très proches de ceux de la
guitare réelle. En particulier, la décroissance des partiels de cordes est correctement
approchée par le modèle.

� Les bruits de table au début du signal sont vite étouffés, et la guitare simulée a bien
le comportement attendu d’une guitare, à savoir qu’elle rayonne essentiellement les
modes de corde. On note toutefois que ces bruits de table sont nettement moins im-
portants dans le signal réel que dans le signal simulé, ce qui suggère d’augmenter les
paramètres d’amortissement de la table.

� On observe sur la guitare simulée la persistance du premier mode de la guitare, à 96
Hz (il s’agit du mode de cavité de Helmholtz; voir section 2.5), et ce pour les 6 notes,
ce qui n’est pas le cas de la guitare réelle, pour lequel cette fréquence n’est présente
durablement que pour les deux notes les plus graves.
Ceci est dû au fait que nous n’avons pas du tout modélisé les phénomènes d’amor-
tissement dans l’air, qui jouent visiblement un rôle important, tout au moins pour le
mode de Helmholtz.

� L’enveloppe des signaux n’a pas la même allure dans les deux cas. Dans le cas des
signaux de pression produits par les notes aigües, elle est en fait exponentiellement
décroissante pour la guitare simulée alors qu’elle est beaucoup plus torturée dans le
cas d’une guitare réelle.
D’autre part, le La5 de la guitare réelle (par exemple) présente une nette cassure, ap-
pelée “double décroissance”. La corde est très fortement amortie au début puis plus
doucement ensuite. Ceci est dû à la double polarisation de la corde : les déplacements
verticaux sont plus rapidement absorbés par le mouvement de flexion de la table que
les déplacements horizontaux. Compte tenu des faibles pertes internes au sein de la
corde, celle-ci peut vibrer longtemps dans le plan horizontal, en restituant peu à peu
son énergie. Dans la mesure où le modèle ne simule qu’une seule polarisation, il ne
peut reproduire un tel phénomène.

2.3 Admittance au chevalet

Un facteur essentiel (et bien établi) de la qualité d’une guitare est la mobilité du chevalet.
Plus celui ci est mobile, mieux il transmettra les vibrations de la corde à la table d’harmonie.
En particulier, les nœuds d’un mode d’une bonne table d’harmonie de guitare ne doivent
pas être situés juste sous le chevalet, car sinon, les cordes ne pourraient pas être couplées à
ce mode. Concrètement, la mesure de la mobilité du chevalet est représentée par son admit-
tance (voir par exemple [25]).
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2.3 Admittance au chevalet

On excite la table d’harmonie en un point � � du chevalet à l’aide d’une force � # � � � dont la
fréquence de coupure est la plus grande possible, de manière à ce qu’elle ait un spectre large
bande. On mesure alors la vitesse de la table �

# � � � , au point d’impact. L’admittance au point� � est alors définie par :

� �WV � 
��� # �WV �
�
� # �WV � � (2.1)

où �� �WV � désigne la transformée de Fourier d’une fonction � � � � . Plus le module de cette quan-
tité est grande, plus le chevalet est mobile à la fréquence considérée. En outre, la largeur des
pics permet d’obtenir le facteur de qualité du mode considéré, c’est à dire une mesure de
l’amortissement du mode. Plus le pic est large, plus le mode considéré est amorti.
En pratique, on impose au chevalet la force décrite à la section 5.4, en prenant � � 
 � � 
�
�
� � � � � , soit une fréquence de coupure de 5000Hz. Le point d’impact est situé au niveau de

la 6ème corde (Mi grave). Les transformée de Fourier sont calculées par FFT, sous Matlab.
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1 — Table d’harmonie in vacuo
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2 — Table d’harmonie couplée à la corde
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3 — Table d’harmonie couplée à l’air
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4 — Guitare complète

FIG. 2.6: Courbes d’admittance au chevalet (au point d’attache de la corde de Mi grave).
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Le modèle permet d’observer l’admittance au chevalet en découplant les différentes parties
de la guitare. La figure (2.6) représente l’admittance au chevalet calculée dans les quatre cas
suivants :

1. table d’harmonie in vacuo,

2. table couplée à la corde,

3. table couplée à l’air,

4. guitare complète.

On peut faire les remarques suivantes :

� Le mode de la table le plus mobile est le mode (1,1) (à 181 Hz), dans tous les cas.

� On observe un fort couplage entre le premier mode de la table et le premier mode de
cavité de Helmholtz, puisque le mode de table passe à 201 Hz. Le pic de ce mode est
beaucoup plus large lorsque la table est couplée à l’air, ce qui indique le couplage à
l’air est très efficace : il rayonne beaucoup et donc s’amortit plus vite.

� Le pic du mode (4,4) (à 673 Hz) de la table augmente fortement lors du couplage avec
l’air, ce qui indique qu’il interagit également fortement avec l’air. En fait, ce mode in-
teragit fortement avec l’un des modes de la cavité dont la fréquence est à 699 Hz (voir
section 2.5).

� Le fondamental de la corde grave (à 83 Hz) a une très faible amplitude lorsqu’il est
couplé à la table seule. Le fait d’ajouter la cavité introduit la fréquence de Helmholtz (à
96 Hz), et a pour conséquence d’augmenter notablement l’amplitude du fondamental
de la corde, qui gagne 15 dB.

� Les modes de cordes sont très faiblement amortis, comparativement aux modes de
table ou de cavité.

� Le pic de la fréquence de Helmholtz (à 96 Hz) est très étroit, ce qui indique un très faible
amortissement. Cela confirme l’observation faite sur les spectres temps-fréquence des
6 cordes à vide.

Remarque 2.1 Pour mesurer précisément l’efficacité de rayonnement d’un mode, on pourrait carré-
ment se contenter de réduire la table d’harmonie à ce seul mode, et regarder comment il interagit avec
l’air. L’un des intérêts d’un tel modèle est qu’il autorise des constructions absolument virtuelles de
ce type, qui peuvent contribuer à mieux comprendre le fonctionnement acoustique intime de l’instru-
ment.
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2.4 Influence du rayonnement sur l’amortissement de la table

2.4 Influence du rayonnement sur l’amortissement de la table

Un autre aspect très intéressant de ce modèle est qu’il permet de montrer l’influence du
couplage entre la plaque et l’air (et dans une moindre mesure entre la plaque et la corde)
sur l’amortissement de la table d’harmonie. Il est en effet très difficile de distinguer par des
mesures l’origine des pertes de la table d’harmonie. On n’a accès qu’à une valeur globale
d’amortissement.

2.4.1 Peut-on distinguer expérimentalement l’amortissement interne de l’amor-
tissement par rayonnement?

La mise en œuvre de techniques de mesure peut s’avérer très délicate. Afin de mesurer la
part relative de l’amortissement interne de l’amortissement par rayonnement, B. David a
effectué des mesures sous vide ([19]). Mais le bois étant un matériau d’origine végétale, il
réagit très fortement à un tel traitement (en particulier, il se déshydrate totalement), ce qui a
pour conséquence de modifier radicalement ses propriétés physiques.
D’autre part, les mesures de paramètres d’amortissement mode par mode reposent en parti-
culier sur l’hypothèse que chaque mode vibre comme un oscillateur amorti, c’est à dire sous
la forme d’une sinusoı̈de amortie. Si ce n’est pas le cas, il peut s’avérer difficile de réaliser
une analyse modale à partir de mesures effectuées sur une plaque réelle par des techniques
de traitement du signal (voir à ce sujet [46]).

2.4.2 Comparaison entre l’amortissement d’une table in vacuo et d’une table cou-
plée à une cavité d’air

La méthode numérique développée ici est justement bien adaptée à cette analyse, puisqu’on
calcule chaque composante des modes de la table au cours du temps. Il est donc possible
d’observer leur évolution dans différents cas. Notons que c’est là un intérêt de plus de ré-
soudre l’équation de plaque par une méthode spectrale plutôt que par différences finies
classiques en temps 2.
On a représenté sur la figure (2.7) la comparaison entre les premières composantes modales
au cours du temps de la table d’harmonie in vacuo (en rouge) et de la table d’harmonie
couplée à l’air (en bleu), pour l’expérience décrite à la section précédente. On exerce donc
exactement la même force dans les deux cas. Ainsi, la différence entre chaque courbe montre
exactement la part d’amortissement due au couplage avec l’air.
Notons tout d’abord que conformément au modèle utilisé, l’amortissement des modes dans
le cas de la table in vacuo, dû aux pertes intrinsèques dans la table d’harmonie, est exponen-
tiellement décroissant. D’autre part, on peut faire les remarques suivantes :

� L’influence de l’air sur l’amortissement de la table est globalement très importante : on

2. En effet, si on avait résolu par un schéma classique aux différences finies, on aurait seulement eu accès au
déplacement de la table. Il faudrait alors recourir à des techniques d’analyse modale pour obtenir la décroissance
mode par mode, et on aurait le même type de difficulté pour réaliser une telle analyse que dans le cas de mesures
réelles.
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FIG. 2.7: Comparaison entre la table in vacuo et la table couplée à la cavité d’air : évolution au cours
du temps des huit premières composantes modales de la table d’harmonie.
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FIG. 2.8: “Zoom” sur la comparaison entre la table in vacuo et la table couplée à la cavité d’air :
évolution de la composante modale du mode (1,1) de la table d’harmonie sur l’intervalle de temps
[0.55s, 0.65s].

constate que presque tous les modes sont affectés fortement par ce couplage.

� Comme on l’a fait remarquer à la section précédente, le mode (1,1) est particulière-
ment couplé à l’air. L’amortissement de ce mode est donc beaucoup plus important
dans le cas où il est couplé à l’air que lorsque la table est dans le vide. En outre, si
on regarde plus en détail les oscillations de ce mode en zoomant sur l’intervalle de
temps

	 � � 
�
 �
�
� �
� 
 � � , comme cela est présenté sur la figure (2.8), on constate que loin de

s’amortir exponentiellement, ce mode est en quelque sorte “entretenu” à la fréquence
de résonance de la cavité (ie.. 96 Hz). En effet, à partir de 0,55s environ, l’amplitude
des oscillations du mode (1,1) devient plus importante lorsque la plaque est couplée à
l’air que lorsqu’elle vibre seule. En outre la fréquence des oscillations de ce mode est
deux fois plus faible dans le cas couplé, ce qui correspond à la fréquence de la cavité.
Néanmoins, cet entretien par le premier mode de cavité serait certainement moins im-
portant si l’on introduisait un terme d’amortissement dans l’air, comme cela a déjà été
suggéré plusieurs fois jusqu’ici.

� Ce qui frappe peut-être le plus, c’est que l’hypothèse d’amortissement exponentielle-
ment décroissant ne s’applique absolument pas dans le cas où la table est couplée à l’air.
Cela est particulièrement vrai dans le cas du mode (4,1) de la table (à 673 Hz).

� Le mode (2,1) est relativement peu affecté par le couplage. Il s’agit en fait d’un mode
dipolaire, dont le rayonnement est peu efficace. Il en est de même, dans une moindre
mesure, du mode (2,2).
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2.5 Les modes de cavité

2.5.1 Le couplage entre le premier mode de la table et la fréquence de cavité de
Helmholtz

Rossing et al. [60] ont montré, par des mesures expérimentales sur plusieurs guitares, une
relation simple liant le premier mode de la table d’harmonie et celui de la cavité découplées
aux deux premiers modes de la guitare.

Remarque 2.2 Le premier mode de la cavité est en fait la fréquence de Helmholtz, dû à la présence
du trou, qui est plus basse que les fréquences de la cavité fermée. La fréquence de Helmholtz d’une
cavité percée d’un trou est en première approximation proportionnelle au rapport

� � ���
� où � est la

surface du trou et � le volume de la cavité (voir par exemple [9]). Lorsque l’on diminue la taille du
trou, cette fréquence tend vers 0. Elle devient nulle dans le cas d’une cavité fermée avec condition aux
bords de Neumann.

On note � # la première fréquence de la table d’harmonie, � � la fréquence de Helmholtz de
la cavité, et � � et � � les deux premiers modes de la guitare. Alors, on a la relation suivante,
exacte dans le cas d’un modèle simple de deux oscillateurs couplés :

� �# ; � �� 
 � �
�
; � �

�
� (2.2)

Des mesures effectuées sur cinq guitares différentes du rapport
� �
�
; � �

�� �#d; � ��
conduisent à des valeurs comprises entre � � 
�� et " � � 
 (voir [60]). Il est intéressant de vérifier
que notre modèle vérifie également cette loi simple.

2.5.2 Détermination de la fréquence de Helmholtz et des deux premières fré-
quences de la guitare

Pour déterminer la fréquence des modes de cavité rigide de la guitare, c’est à dire lorsque
celle ci n’est pas couplée à la table d’harmonie, on injecte un “pulse” au centre de la caisse,
du type de celui présenté à la section 1.1 et on rigidifie la table. On effectue ensuite une dé-
tection des pics (à -60dB) de la FFT du signal enregistré au point d’impact. Les 10 premières
fréquences de la cavité ainsi mesurées sont présentées dans le tableau (2.2).
Ainsi la fréquence de Helmholtz de la guitare vaut 117 Hz. Rappelons d’autre part que la
première fréquence de la table d’harmonie vaut 181 Hz.
D’autre part, pour déterminer les deux premières fréquences de la guitare, on effectue éga-
lement une détection de pics sur le signal de pression enregistré en un point situé au-dessus
de la guitare (ces valeurs sont par exemple données à la section 1.2.2). On obtient :

�
�

�
���S

� et �
�

 � � " S

� (2.3)
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numéro fréquence
1 117 Hz
2 355 Hz
3 699 Hz
4 905 Hz
5 1046 Hz
6 1194 Hz
7 1245 Hz
8 1414 Hz
9 1661 Hz

10 1751 Hz

TAB. 2.2: Fréquences propres de la cavité rigide

On calcule alors
� �
�
; � �

�� �# ; � �� 
 "
�
��� �

�

ce qui est à peine au dessus de la fourchette de valeurs obtenues dans [60], et donc tout à fait
remarquable. Ce résultat confirme la fiabilité de la méthode des domaines fictifs, puisque
celle-ci permet de reproduire fidèlement le comportement vibratoire d’une cavité de forme
complexe.

2.6 Le rayonnement du son

2.6.1 Définition de la directivité d’un instrument

Comme pour tout instrument de musique, le rayonnement d’une guitare dépend de la fré-
quence et de la direction. On parle de la directivité de l’instrument. Cette caractérisation du
champ sonore généré par la guitare est une information fondamentale sur ses propriétés, et la
qualité d’un instrument en dépend fortement. On comprend aisément qu’il serait dommage
que l’essentiel du son soit rayonné dans un cône de dimensions réduites. La connaissance
de la directivité de la guitare intéressera en particulier les techniciens du son, qui sauront
placer leurs micros en conséquence.
On mesure expérimentalement la directivité d’une source sonore centrée en un point � en
mesurant la pression efficace le long d’un cercle de centre � et de rayon fixé � (voir [9]). Cette
mesure est effectuée en champ lointain, c’est à dire pour un rayon � grand devant la longueur
d’onde de la source. La pression efficace est la valeur quadratique moyenne de la pression
en un point repéré par l’angle � sur le cercle, c’est à dire :

� ��� � � �
� 
 "

� � � � � �
�
�
�

� � � � � �
� � � � � (2.4)
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On suppose donc ici que la source émet une onde stationnaire (ou plus précisément que le
régime stationnaire est établi à partir de l’instant � � ) et que � est grand devant la fréquence
des oscillations.
En pratique, on pose la guitare sur une table tournante, et on effectue des mesures à l’aide
d’un micro situé à une distance � de la guitare (figure (2.9)).

rO θ

FIG. 2.9: Schéma du protocole de mesure de directivité

Celle ci est excitée à l’aide d’un vibreur placé au chevalet, à une fréquence sinusoı̈dale pure,
notée � , qui est en général une des fréquences de résonances de la guitare (voir par exemple
[1]). Les cordes sont étouffées, car ce qui nous intéresse ici, c’est la directivité du système
d’amplification de la guitare, à savoir la table d’harmonie couplée à la cavité d’air (la corde
est un excitateur).
Cette mesure permet de tracer le diagramme de directivité de la guitare à la fréquence � , qui est
le diagramme en coordonnées polaire de la pression efficace mesurée normalisée en décibels,
c’est à dire que l’on trace la courbe 3

� � �
� 
 � ������� � � �� � ��� � � �

�� 

	�
����� � � ���
� � ��� � � � � ���� (2.5)

2.6.2 Diagrammes de directivité

On réalise donc cette expérience sur notre guitare numérique. On a représenté sur la figure
(2.10) les diagrammes de directivité obtenus en étouffant les cordes et en excitant sinusoı̈-
dalement la guitare au chevalet à la hauteur de la corde basse aux fréquences de résonance
suivantes :


���S
�
�

� � " S
� �

� � � � � 
 
�S
� �

� � � S
� et " � � ��S

�
�

Le cercle sur lequel sont effectuées les mesures est situé dans le plan d’équation � 
 � 
 � � ,
c’est à dire le plan normal à l’axe de symétrie de la table d’harmonie à égale distance de la
rose et du chevalet. Le rayon du cercle est 80 cm. Cette valeur est inférieure à celle utilisée
pour des mesures expérimentales. Plus le rayon est grand, plus la taille du domaine de calcul
3d est grand.

3. En pratique même, comme � g�� n est négative, la courbe est inversée, si bien que l’on trace en définitive������
� �"! � g�� n , où �#��� est un seuil arbitraire fixé ici à 20 dB.
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FIG. 2.10: Diagrammes de directivité
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On ne peut donc pas choisir un rayon trop important, au risque de voir s’allonger un peu
trop les temps de calculs. Le rayon choisi ici est suffisamment grand pour que l’hypothèse
de champ lointain soit valable aux fréquences considérées. Le calcul de pression efficace est
effectué en moyennant sur 10 périodes, soit � 
 " � � � , et cette moyenne est calculée dès que
100 périodes se sont écoulées, soit � � 
 " � � � � .

� Le rayonnement du son est fortement dépendant de la fréquence.
� Le rayonnement des deux premiers modes de la guitare est relativement omnidirec-

tionnel, ce qui est conforme à ce qu’on peut trouver dans la littérature.
� Néanmoins, cette guitare rayonne essentiellement “vers le haut” (ce qui correspond à

� 
�
 ��� sur les diagrammes). Cela est tout simplement dû au fait que les vibrations du
fond ne sont pas prises en considérations dans le modèle actuel.

FIG. 2.11: Directivité instantanée de la guitare pincée sur sa sixième corde : coupe de pression dans
le plan � 
 � 
 � � , en décibels, immédiatement après le pincer de corde. Les clichés sont espacés de
0,75 ms.

2.6.3 Diagrammes de directivité instantanée

Les diagrammes de directivité présentés à la section précédente sont réalisés dans des condi-
tions très particulières, qui n’ont rien à voir avec une situation de jeu normal, puisqu’ils
représentent une valeur moyenne de la pression rayonnée à une fréquence fixée.
Puisque la pression dans tout l’espace environnant la guitare est calculée à chaque instant,
le modèle numérique de guitare permet de visualiser la pression instantanée en tout point de
l’espace, et ce pour n’importe quel type d’excitation de l’instrument.
Par exemple, on pince la sixième corde de la guitare (Mi grave). La figure (2.11) représente
une coupe de la pression acoustique dans le plan d’équation � 
 � 
 � � , c’est à dire dans le
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2.7 Visualisation des vibrations mises en jeu par la guitare

même plan que celui des mesures de directivité de la section précédente. Les clichés com-
mencent juste au moment où le doigt n’interagit plus avec la corde. L’intervalle de temps
entre deux clichés est de seulement 0,75 ms.
La pression acoustique est représentée en décibels soit :

� 
 � � ��� � � � ���� �� �
���� �

où � � 
 �J" � ��� ��� est le seuil d’audibilité humaine.

2.7 Visualisation des vibrations mises en jeu par la guitare

On montre dans cette section les représentions graphiques des diverses grandeurs calculées
par la méthode :

� le déplacement � � de la corde (calculé par intégration en temps sur la variable �
� � ),

� le déplacement � # de la table (calculé par intégration en temps sur la variable �
# � ),

� le saut de pression � à la surface de la guitare,
� la pression � dans l’air environnant la guitare (coupe dans le plan d’équation (y = 0),

c’est à dire le plan, vertical, de symétrie de la guitare).

La figure (2.12) montre les valeurs de ces grandeurs immédiatement après le pincer de la
corde, c’est à dire au début du régime libre. La corde pincée dans cette expérience numérique
est la première corde de la guitare (Mi aigu). L’intervalle de temps entre deux clichés est de
0,36 ms.
On notera que l’amplitude du déplacement de la corde n’est que de 3 mm et celle de la
table d’harmonie est seulement de 30 P � . La pression à l’intérieur de la cavité est nettement
supérieure à la pression à l’extérieur.
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FIG. 2.12: Instantanés des différentes grandeurs intervenant dans le modèle, immédiatement après
le pincer de la première corde de la guitare (Mi aigu). Les clichés sont séparés de 0,36 ms.
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Bilan et perspectives

Les capacités toujours croissantes des moyens de calcul à notre disposition permettent au-
jourd’hui d’envisager la réalisation de modèles de plus en plus pertinents et réalistes de
phénomènes physiques complexes. La méthode mise au point dans ce travail a largement
bénéficié de ces possibilités de calculs importantes ainsi que de nombreuses recherches ré-
centes développées tant dans le domaine de l’acoustique musicale que dans le domaine du
calcul scientifique :

� L’élaboration d’un modèle complet de guitare incluant le rayonnement du champ so-
nore dans tout l’espace et un modèle de pertes intrinsèques au sein des matériaux.

� La réduction de notre problème à un domaine borné grâce à l’utilisation de conditions
aux limites absorbantes.

� La prise en compte de particularité géométriques complexes dans un problème d’in-
teraction fluide-structure par la méthode des domaines fictifs.

� L’utilisation de techniques fiables basée sur des estimations d’énergie assurant la sta-
bilité des schémas proposés.

� L’utilisation de bibliothèques de routines performantes dans le domaine du calcul ma-
triciel (lapack et blas), sans lesquelles l’implémentation d’un tel code serait à la fois
beaucoup plus difficile et beaucoup moins efficace.

La richesse et la pertinence des résultats obtenus à l’aide du modèle numérique de guitare
présenté dans ce document laisse augurer un avenir prometteur à ce type d’approche pour
la compréhension du comportement vibroacoustique des instruments de musique et plus
généralement des phénomènes physiques complexes mis en jeu dans la production d’ondes
sonores.
Toutefois, il conviendrait de compléter cette étude par une analyse plus approfondie des
capacités prédictives du modèle en comparant systématiquement et dans la mesure du pos-
sible quantitativement les résultats qu’il fournit à des mesures effectuées sur un instrument
donné.
Il faudrait également s’intéresser à l’influence sur la sonorité de l’instrument des nombreux
paramètres qui interviennent dans ce modèle, tant physiques que géométriques.
Afin d’augmenter la pertinence de ce modèle, il conviendrait d’y inclure bon nombre d’amé-
liorations. Par exemple :

� La modélisation de la table d’harmonie proposée actuellement ne permet pas de dis-
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poser à notre guise les raidisseurs sur la table de la guitare. On est très limité par les
contraintes imposées sur le pas d’espace du maillage surfacique de la guitare pour le
calcul du saut de pression et sur celui du maillage cubique pour l’équation des ondes
acoustiques. Un premier moyen consisterait à choisir un maillage pour le saut de pres-
sion qui ne concorde pas avec celui de la table, ce qui permettrait de raffiner autant
qu’on veut ce dernier. Mais le calcul de la matrice couplant ces deux grandeurs serait
alors beaucoup plus délicat et long.
Un autre moyen, certainement plus réaliste, consisterait à modéliser les raidisseurs
comme ce qu’ils sont plus vraisemblablement, c’est à dire des barres collées à la table.
L’un des intérêts de la méthode modale proposée ici est que l’on peut envisager de réa-
liser le calcul en deux étapes. D’abord la réalisation d’un modèle de table d’harmonie
aussi sophistiqué qu’on veut, dont on extrait les 50 premières déformées modales et les
fréquences propres associées. Puis on insert ce résultat dans le code existant, moyen-
nant le calcul des matrices couplant la table d’harmonie à l’air et à la corde dans le cas
de ces modes particuliers.

� La prise en compte de la double polarisation de la corde est nécessaire si l’on veut
rendre compte du phénomène de double décroissance du son observé dans de nom-
breux cas. L’introduction d’un effort dans le plan de la table conduirait alors à modéli-
ser le déplacement membranaire de la table d’harmonie, ce qui ne peut que compliquer
la méthode de résolution de ce nouveau modèle,

� On a supposé ici que ni le fond ni les éclisses ne vibraient. Il est très aisé d’introduire les
vibrations du fond dans le modèle actuel, avec un surcoût qui est essentiellement celui
du calcul des modes du fond. La vibrations des éclisses demanderait l’utilisation d’un
modèle de coque, plus sophistiqué que le modèle de plaque de Kirchhoff-Love. L’une
des conclusions de ce travail est qu’il faudrait mettre au point une technique similaire
de calcul des modes des éclisses pour la résolution en temps de cette nouvelle équation.

� Dans le but d’obtenir des sons de cordes plus réalistes, il faudrait proposer une modèle
de pincer non linéaire faisant intervenir le doigt (voire le bras!) de l’instrumentiste.

� Il est également nécessaire d’introduire un modèle d’amortissement dans l’air, pour
rendre compte de l’amortissement de la fréquence de Helmholtz, qui est très peu, voire
pas du tout amorti, comme on a pu le constater sur les signaux temps-fréquence ou
encore sur les courbes d’admittance.

Du point de vue mathématiques, la nécessité de mener à bien l’élaboration du modèle numé-
rique complet nous a conduit a laisser de côté certains aspects plus théoriques qu’il pourrait
être intéressant d’approfondir. Par exemple :

� Généraliser au cas d’une plaque orthotrope l’analyse d’erreur de l’approximation spa-
tiale de l’équation de plaque présentée à la section 2.6.

� Déterminer les raisons de la non consistance du schéma ��� � �� � .
� Réussir à montrer théoriquement la stabilité du schéma � � lorsque le terme d’amortisse-

ment fluide � � est non nul.
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Le modèle de plaque mince de Kirchhoff-Love

Annexe A

Le modèle de plaque mince de
Kirchhoff-Love

Une plaque est intuitivement un matériau élastique dont l’épaisseur est petite par rapport
à ses autres dimensions. Son déplacement est régi en toute généralité par les équation de
l’élastodynamique tridimensionnelle. Compte tenu de la géométrie particulière d’un tel ob-
jet, il est naturel de chercher à restreindre le problème à une équation bidimensionnelle écrite
dans le plan médian de la plaque.
L’objectif de cette annexe est de montrer comment on peut obtenir un tel modèle en effec-
tuant un petit nombre d’hypothèses portant sur la forme du champ de déplacement autorisé
ainsi que sur la loi de comportement.
De nombreuses théories existent pour élaborer de telles équations dont les plus connues
sont celles de Kirchhoff-Love qualifié de modèle de plaque mince et celle de Reissner-Mindlin
qualifié de modèle de plaque épaisse. Nous avons choisi ici le modèle de Kirchhoff-Love, car
il sera suffisant pour la gamme de fréquences envisagée dans ce travail (inférieur à quelques
� S � ).

A.1 Le modèle élastique tridimensionnel

Notation A.1 On se donne ici, pour rester conforme à des notations couramment utilisées en théorie
des plaques, un repère � � � � � � � � � � _ � .
Les variables ou champ de vecteurs tridimensionnels sont représentés par des majuscules ( � ), tandis
que les variables ou champ bidimensionnels sont représentés par des minuscules ( � # ).
Dans toute cette annexe, on utilisera la convention sur les indices répétés, usuelle en mécanique des
milieux continus. D’autre part, les indices latins ( � � � � � � � � � � ) décrivent les champs tridimensionnels,
c’est à dire qu’ils évoluent dans � " � � � ��� , tandis que les indices grecs (  � 
 � � � P � � � ) désignent les
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champs bidimensionnels, c’est à dire qu’ils évoluent dans � " � � � . Ainsi, par exemple :

��� � �� 
 _�
� � � ��� � �� et ��� � �� 
 ��

� � � ��� � ��

A.1.1 Description géométrique

FIG. A.1: Description géométrique de la plaque 3d

On considère un solide élastique tridimensionnel non homogène, de densité % # � � � � � � � � _ �
occupant dans sa configuration de référence un domaine 	 de � _ . On suppose que 	 est
un cylindre dont la surface médiane est un ouvert régulier de � � noté V et est située au
repos dans le plan � � � � � . Sa hauteur, supposée petite devant les dimensions de V , peut être
variable, mais on suppose néanmoins, pour simplifier, que 	 est symétrique par rapport à V ,
de sorte que si on note � � � � � � � � la hauteur de la plaque en un point de la surface médiane,
on peut écrire :

	 
 � � � � � � � � � _ � � V �
�
X � _ � A � � � � � � � � �� �

� � � � � � � ��
@��

(A.1)

Un point courant de 	 sera noté indifféremment � � � � � � � � _ � ou � � Dans la suite, de manière à
simplifier cette présentation, mais sans aucune perte de généralité, on ne fera plus apparaı̂tre
la variation de l’épaisseur, qui sera donc noté � .
Le bord de 	 , noté � 	 , est décomposé en trois parties, � 	 
 a �	� a �
� a �

� la face supérieure, a � 
 V �
� � � � � ;

� la face inférieure, a � 
 V �
� � � � � � ;
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A.1 Le modèle élastique tridimensionnel

� la face latérale, a 
�� V �
� � � � �

�
� � � 	 , elle même décomposée en deux parties permet-

tant de décrire deux types de conditions aux limites idéales : a 
 a � � a � . On écrit une
partition du bord Z de V : Z 
 Z � � Z � . On suppose que Z � est de mesure non nulle. On
distingue alors :

� a � 
 Z � � � � � � � � � � � 	 correspondant à un bord encastré. Le déplacement le long de
ce bord est alors nul.

� a � 
 Z � � � � � � �
�
� � � 	 correspondant à un bord libre le long duquel il n’y aucune

restriction sur le déplacement.

On note N la normale extérieure à 	 définie en tout point de son bord � 	 . D’autre part, la
normale extérieure à V définie en tout point de Z est notée � 
 � � � � � � � , vecteur à deux
dimensions, et la tangente au bord est notée 3 
 � 3 � � 3 � � . On la choisit de manière à ce que
le trièdre � � � 3 ��� � � soit orthonormé direct. Compte tenu de la géométrie particulière de 	 , on
peut alors préciser :

N 


������ ����
�

� _ sur a �
� � _ sur a �
� � � � � 
 � � � � � � � � � sur a

(A.2)

Cette plaque est soumise à des efforts volumiques de densité
� ��� �

� � 
 � � � � � � � � � � � _ � � � � � ��� ������� _	� � (A.3)

exercées en tout point � de 	 à chaque instant, et à des efforts surfaciques de densité

� � � � � � � ��
 � � � � � � 
 � � � � � � � � � ��
 � � � � � � � � ��� ������� _	� � � � � � � � � � V � (A.4)

appliquées sur les faces supérieures et inférieures ( a � et a � ). On suppose que les efforts
exercés sur la face latérale a sont nuls.
On a ainsi totalement définis les conditions aux bord du domaine 	 , soit par des contraintes
cinématiques sur le bord latéral, soit par des contraintes dynamiques sur les faces supé-
rieures et inférieures.

A.1.2 Le champ de déplacement

Sous l’action de ces efforts extérieurs, la plaque se déforme. Les mouvements de la plaque
sont décrits à l’aide d’un champ de déplacement vectoriel

� � � � � � � � � _ � � � 
 � ��� � � � � � � � � _ � � � � � ��� ������� _	� � (A.5)

défini en chaque point du domaine 	 . Cela signifie qu’un point � � situé initialement en� � � � � � � � _ � � 	 dans la configuration de référence se déplace à l’instant � en un point � tel
que � � � 
 � � � � � � � � � _ � .
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On suppose que ces déplacements sont suffisamment petits pour rester dans le cadre de
l’élastodynamique linéaire. La déformation de cette plaque est alors caractérisée par le ten-
seur des déformations linéarisées � � � � défini par :

� ��� � � � 
 "
� �  � ��� ;  � ��� � � pour � � � � � " � � � ��� � (A.6)

où la notation  � représente la dérivée partielle par rapport à la coordonnée � � .
A.1.3 Équations du mouvement

Le champ de déplacement � ��� �
� � est ainsi régi par les équations de l’élastodynamique li-

néaire :
���������� ��������
�

% #  � � � � � '^)K+ �

 �

� dans 	 �

� 
 �
� sur a � �

� HON 

��
�
� sur a � � a � �
� sur a � .

(A.7)

où '^)K+ désigne l’opérateur de divergence pour les tenseurs d’ordre 2. '*),+ � est le vecteur
dont les 3 composantes sont données par la divergence usuelle des vecteurs lignes du ten-
seur � . Ainsi, � '^)K+ �

� � 
  � � ���
Remarque A.1 Le problème aux limites (A.7) peut également s’écrire composante par composante
sous la forme suivante, ou les divers produits tensoriels et les divers opérateurs sont explicités (rap-
pelons qu’on utilise la convention sur les indices répétés) :���������� ��������

�

% #  � � � � � �  
� � ��� 
 � � � dans 	 ,

��� 
 �
� sur a � ,

� ��� N � 

��
�
� � sur a �	� a � ,
� sur a � .

(A.8)

Ce problème peut enfin être écrit sous sa forme variationnelle qui correspond en fait au
principe des puissances virtuelles :

On cherche � � 	 � ��� � � � � 3D � tel que :

��� % # ���� � �� � 	 
 ��� � ��� � � � � ��� � � � � � 	 ; ��� � � � �� ; ��	 
 
 	 � � � �
�� � � � � � � 3D �

(A.9)
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où � 3D désigne l’espace des déplacements virtuels autorisés. Celui ci doit prendre en compte
les conditions imposées sur le bord de la plaque :

� 3D 
 T � � 
 � � �� � � S � � 	 ��X � � 
�� sur a � [ � (A.10)

Remarque A.2 Le principe des puissances virtuelles exprime en fait tout simplement que la puis-
sance des quantités d’accélération est égale à la somme de la puissance des efforts intérieures et de la
puissance des efforts extérieures, soit :

�
acc � � � � 
?�

int � � � � ; �
ext � � � � � � � � � � 3D � (A.11)

où : �������� ������
�

�
acc � � � � 
 � � % # ���� � �� � 	�
int � � � � 
 � � � ��� � � � � ��� � � � � � 	�
ext � � � � 
 � � � � � �� ; � 	 
 
 	 � � � �

��
(A.12)

A.1.4 Loi de comportement

On se limite à des transformations isothermes et on suppose que ce matériau est un solide élas-
tique orthotrope, ce qui nous permet de caractériser la relation liant le tenseur des contraintes
de Cauchy � au tenseur des déformations linéarisées � � � � à l’aide d’une loi de compor-
tement linéaire. On note � � � � � � � � � _ � le tenseur de rigidité de ce matériau en un point� � � � � � � � _ � de 	 ( � est un tenseur du quatrième ordre). La loi de comportement s’écrit
alors, en utilisant la convention sur les indices répétés :

� ��� � � ��� � � 
 � ��� � � ��� � � � � � � ��� � � � (A.13)

Le matériau est supposé orthotrope, ce qui veut dire qu’il possède trois plans de symétrie
orthogonaux entre eux. On s’arrange bien entendu pour que ces trois plans coı̈ncident avec
les trois plans de référence donnés par le repère � � � � � � � _ � . L’hypothèse d’orthotropie du
matériau ainsi que les propriétés générales de symétrie du tenseur de rigidité réduisent le
nombre de coefficients indépendants définissant le tenseur de rigidité à 9. Un tenseur sy-
métrique d’ordre 2 possède quand à lui 6 composantes indépendantes. On effectue la cor-
respondance suivante entre une représentation tensorielle et une représentation vectorielle
d’un tenseur symétrique d’ordre 2 :� � � ��� � � � � � �
� � � �

� � � _`_ � � _ �� � � � � � \ � � � � _ � � �
� � � � _ � ���

� (A.14)

Cette notation nous permet alors d’écrire la loi de comportement sous une forme matricielle
plus commune, dans laquelle le tenseur de rigidité apparaı̂t comme une matrice symétrique

351
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de taille 6 et les tenseurs de contrainte et de déformation apparaissent comme des vecteurs
de taille 6 : �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
� �

� �
�

� _`_
�
� �
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� _
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���
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(A.15)

On représente usuellement cette loi de comportement sous une autre forme (en fait, son
inverse), en introduisant les modules de Young, les coefficients de Poisson et les modules
de cisaillement du matériau (qui sont en fait les quantités physiques directement accessibles
aux mesures) :
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(A.16)

Remarque A.3 Il faut prendre garde au fait que c’est le tenseur qui est symétrique; les coefficients
de Poisson, eux, ne le sont pas nécessairement. On a au contraire :

� � � � � 
 � � �!� � � � _ � _ 
 � _ � � � � � _ � _ 
 � _ � � �
et les modules de Young d’un matériau orthotrope sont justement différents suivant la direction.

A.2 Les hypothèses de Kirchhoff-Love

Le modèle de Kirchhoff-Love repose sur un certain nombre d’hypothèses qui portent sur
la forme des champs de déplacement autorisés mais aussi sur la forme du tenseur des
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contraintes de Cauchy, ce qui aura une incidence directe sur la loi de comportement du ma-
tériau (A.16). Ces hypothèses vont nous permettre de réinterpréter le principe des puis-
sances virtuels afin d’obtenir un jeu d’équations qui porte uniquement sur des variables
définies dans la surface médiane V .

A.2.1 Le champ de déplacement de Kirchhoff-Love

Définition A.1 On appelle section droite tout segment vertical, de longueur � , dans la configu-
ration de référence. Une section droite est donc perpendiculaire à la surface médiane. Pour un point� � � � � � � de V donné, le segment droit associé est ainsi :

� � � � � � � � � _ � � 	 X � _ � � � � � �
�
� � � 	 � (A.17)

On fait alors les hypothèses suivantes :

Hypothèse A.1 (des sections droites) Toute section droite avant déformation reste droite après
déformation.

L’épaisseur de la plaque étant négligeable devant les autres dimensions de la plaque, on
peut négliger la courbure du déplacement effectuée par une section droite. Cela revient,
en quelque sorte, à linéariser le déplacement d’une section droite par rapport à l’épaisseur.
Cette hypothèse est usuellement attribuée à Reissner ou à Mindlin. Tout segment droit pos-
sède alors un mouvement de solide rigide.

Notation A.2 On note :
�
# � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � ��� ������� _ �

le déplacement effectué par le centre de tout segment. � # est le déplacement effectué par la surface
médiane.
�
� � � � � � � � 
 � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � est appelé le déplacement membranaire (dans le plan de la

membrane),
� _ � � � � � � � est appelé le déplacement de flexion ou flèche.
La rotation du segment est notée � 
 � � � � � �

�
.

Hypothèse A.2 Il n’y a pas de déformation transversale, soit :

� _`_ 
�� � (A.18)
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On aura donc  _ � _ 
 � ce qui implique � _ � � � � � � � � _ � 
 � _ � � � � � � � �
Ces deux hypothèse (A.1, A.2) nous permettent alors de restreindre l’ensemble des dépla-
cements autorisés à des déplacements de la forme :

� ��� � � � � � � � � _ � 

��� � � � � � � � � � _ � � � � � � � � � �

� _ � � � � � � � � _ � 

� _ � � � � � � � � (A.19)

Une dernière hypothèse va nous permettre de restreindre un peu plus encore le champ de
déplacement autorisé en proposant une relation entre le déplacement de flexion � _ et la
rotation � .

Hypothèse A.3 (de Kirchhoff-Love) Toute section droite reste normale à la médiane au cours
du déplacement.

FIG. A.2: Illustration de l’hypothèse de Kirchhoff-Love

On aura alors :

� 
 -
� _ � (A.20)

On néglige ainsi les phénomènes de cisaillement transverse.
L’intérêt d’un tel choix de champ de déplacement autorisé est qu’on a totalement explicité
la dépendance en � _ des trois composantes du champ � . L’inconnu est maintenant le dé-
placement de la surface médiane �

# défini dans V qui ne dépend que des seules variables� � et � � . On a donc ramené un problème posé dans le domaine tridimensionnel 	 à un
problème posé dans le domaine bidimensionnel V .
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A.2.2 Les conditions au bord

On note � �
�

un champ de déplacement de Kirchhoff-Love, ie. qui vérifie A.19 et A.20. Ce
champ de déplacement doit être un sous ensemble des champs de déplacement autorisés.
Nous devons donc préciser dans quel espace doivent vivre les inconnues � ��� � � ��� ������� _ � pour
qu’un déplacement � �

�
défini par (A.22) soit dans � 3D, défini en (A.10). .

Tout d’abord � �
�

doit être dans S � � 	 � . On en déduit que ��� � S � �WV � , pour � � 	 " � � � � � et
également que  � � _ � S � �WV � . Par conséquent, la flèche � _ doit appartenir à l’espace S � �WV � .
D’autre part, la condition d’encastrement sur a � impose :

� �
�

� � � � � � � � � _ � 
�� � pour tout � � � � � � � � Z � et pour tout � _ � � � � � �
�
� � � 	 �

On en déduit, en choisissant successivement � _ 
�� puis � _��
�� , que :

� � 
�� sur Z � et  � � _ 
�� sur Z � . (A.21)

Il est usuel d’utiliser le repère local de Frechet � � � 3 � sur le bord d’un ouvert. Dans ce repère,
la deuxième condition (A.21) s’écrit  � � _ 
�� et  21 � _ 
�� � Mais puisque � _ est nul sur Z � , on
sait déjà que la dérivée tangentielle est nulle. On peut donc se contenter d’écrire  � � _ 
 � .
Finalement, un champ de déplacement de Kirchhoff-Love � �

�
est de la forme :����� �

�
�

� � � � � � � � � _ � 

��� � � � � � � � � � _  � � _ � � � � � � � � �  � � " � � �

� �
�

_ � � � � � � � � _ � 

� _ � � � � � � � (A.22)

où � � � � � ��� ������� _ � � � KL avec :
� KL 
 T � � � � � � � � _ � �US � �WV � � S � �WV � � S � �WV �:X � � 
�� sur Z � et  � � _ 
�� sur Z � [ (A.23)

A.2.3 Loi de comportement de Kirchhoff-Love

Il reste à donner la loi de comportement. Il s’avère que pour un déplacement de Kirchhoff--
Love, les déformations selon la direction 3 sont nulles (ie. � � _ 
�� � ) Il est alors assez cohérent
de supposer que les contraintes dans cette même direction sont elles mêmes négligeables.
Soit donc, l’hypothèse suivante :

Hypothèse A.4 (des contraintes planes, dite de Koiter) La composante normale du vecteur
contrainte est toujours nulle, soit :

� � _ � � � 
�� � � � � 	 " � � � � � �
La loi de comportement tridimensionnel pour un matériau orthotrope donnée en (A.16) ne
porte alors que sur les composantes tangentielles du tenseur de déformation � et du tenseur
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de contrainte � . Cette loi de comportement peut donc s’écrire :�
�
�
�
�

� � � �� �
�

� � �
���
�
�
�� 
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�� (A.24)

Ce qui nous permet, en inversant, d’obtenir la relation définissant les contraintes planes en
fonction des déformations planes : 1
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�� 
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�
�� (A.25)

que nous noterons plus généralement :

� � � 
 �� � � ��� � ��� � (A.26)

ou
�
� est le tenseur de rigidité de Kirchhoff-Love.

Remarque A.4 Il est important de noter que cette loi de comportement n’est pas la restriction plane
de la loi de comportement d’un solide tridimensionnelle donnée en (A.16). L’hypothèse (A.4) a donc
un effet non négligeable sur la loi de comportement.
Regardons plus précisément quelles différences interviennent dans le cas d’un matériau isotrope.
Dans ce cas, la loi de comportement d’un solide tridimensionnel ne dépend que de deux modules de
rigidité, son module de Young � et son coefficient de Poisson � , et sa restriction plane est donnée par :�
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�� (A.27)

Tandis que la loi de comportement de Kirchhoff-Love dans le cas particulier d’un matériau isotrope
est alors : �
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�� 
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�� (A.28)

1. on notera que ce tenseur est bien symétrique, puisque �
��� � � p � � � � � (cf. remarque (A.3))
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A.3 Le modèle de plaque mince de Kirchhoff-Love

A.3.1 Application du principe des puissances virtuelles

Il nous faut maintenant déterminer les équations qui régissent le déplacement � # . Pour cela
nous allons écrire le principe des puissances virtuelles (A.9) en se limitant à des champs de
déplacement de Kirchhoff-Love et en utilisant la loi de comportement de Kirchhoff-Love.
La géométrie de 	 , qui est un cylindre, ainsi que la forme de ce champ de déplacement
permettent d’expliciter l’intégration sur l’épaisseur. On obtient alors une formulation va-
riationnelle écrite sur le domaine V .

Notation A.3 Pour alléger les écritures, un champ de Kirchhoff-Love sera dorénavant noté � plutôt
que � �

�
.

Ajoutons une dernière hypothèse qui aura pour conséquence de simplifier considérablement
les équations obtenues, et en particulier permettra de découpler le mouvement membra-
naire � ��� � du mouvement de flexion � _ .

Hypothèse A.5 (plaque équilibrée) On suppose que la plaque est équilibrée, c’est à dire que ses
propriétés sont invariantes dans l’épaisseur, ou encore que ses paramètres physiques sont indépen-
dants de � _ .

La densité de la plaque % # et le tenseur de rigidité � sont alors des fonctions des seules
variables � � et � � . Notons que si � � � � � � � � � _ � 
 � � � � � � � � est une fonction indépendante de
la variable � _ , alors on aura :

� ��� �

� ��� �
� � � � � � � � � _ � � � _ 
�� � � � � � � � � �

� ��� �

� ��� �
� _ � � � � � � � � � _ � � � _ 
�� �

� ��� �

� ��� �
� �_ � � � � � � � � � _ � � � _ 
 � _" � � � � � � � � � �

(A.29)

Remarque A.5 Plus généralement, on dira qu’une plaque est équilibrée si ses propriétés sont symé-
triques par rapport à la surface médiane, c’est à dire que ses paramètres physiques sont des fonctions
paires de la variables � _ . Pour une fonction � � � � � � � � � _ � paire par rapport à � _ , on a toujours
� ��� �
� ��� � � _ � � � � � � � � � _ � � � _ 
 � � Mais on ne peut plus dans ce cas expliciter les moments paires de � .

Il faut se contenter de noter

� � 
 � ��� �

� ��� �
� � � � � � � � � _ � � � _ et � � 
 � ��� �

� ��� �
� �_ � � � � � � � � � _ � � � _ �
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L’intérêt de supposer que � est indépendante de � _ est de faire apparaı̂tre explicitement l’ordre de
grandeur, en fonction de l’épaisseur � , des différents termes dans l’équation du mouvement.

Remarque A.6 L’hypothèse de plaque équilibrée porte uniquement sur les propriétés de la plaque
elle même. Par contre le chargement n’est pas nécessairement symétrique.

On calcule séparément les trois composantes (accélération, efforts intérieurs et extérieurs)
intervenant dans la formulation des puissances virtuelles.

A.3.1.a Calcul de la puissance virtuelle des quantités d’accélération

On a :� � � � � KL ��
acc � � � � 
 � � % # ���� � �� 
 � ��� �

� ��� �
��� % # 	 � �� �
� � _  � �� _ � � � �� � � _  � � �_ � ; �

� _ � �_ � � V � � _ (A.30)

Et donc, compte tenu de l’hypothèse (A.5), on obtient :

� � � � � KL �
�

acc � � � � 
 ��� % # � �� ��� �� � V ; ��� % # � _" �  � �� _  � � �_ � V (A.31)

La puissance virtuelle des quantités d’accélération est donc la somme de deux termes :

� Un terme d’inertie de translation : � � % # � �� � � �� � V
� Un terme d’inertie de rotation : ��� % # � _" �  � �� _  � � �_ � V � (A.32)

C’est à ce stade que l’on peut faire la dernière hypothèse du modèle de Kirchhoff-Love :

Hypothèse A.6 L’épaisseur de la plaque � étant supposée petite, on néglige le terme d’inertie de
rotation devant le terme d’inertie de translation.

Ainsi, on aura seulement :

� � � � � KL �
�

acc � � � � 
 ��� % # � �� � � �� � V (A.33)

Remarque A.7 Cette hypothèse aura pour fâcheuse conséquence de voir la célérité des ondes har-
moniques de pression tendre vers l’infini avec le nombre d’onde. On vérifiera néanmoins qu’elle reste
justifiée pour une gamme de fréquence suffisamment faible.
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A.3 Le modèle de plaque mince de Kirchhoff-Love

A.3.1.b Calcul de la puissance des efforts extérieurs

On a :� � � � � KL ��
ext � � � � 
 � � � � � �� ; � 	 
 
 	 � � � �

��

 � ��� �

� ��� �
��� � � � � �� � � _  � � �_ � ; � ��� �

� ��� �
��� � _ � �_ ; ��� � �� � � ���� � � �  � � �_ � ; ��� � �_ � �_ �

(A.34)

On introduit :

� la résultante des efforts sur l’épaisseur : � � 
 � ��� �

� ��� �
� � � � _ ; � �� ; � ��

� le moment résultant sur l’épaisseur : P � 
 � ��� �

� ��� �
� _ � � � � _ ; � � � � �� � � � � � ��

Alors :

� � � � � KL �
�

ext � � � � 
 ��� � � � �� � ��� P �  � � �_ (A.35)

A.3.1.c Calcul de la puissance des efforts intérieurs

On a :

� � � � � KL �
�

int � � � � 
 � � � ��� � � � � ��� � � � � (A.36)

Or, on vérifie, pour un champ de déplacement de Kirchhoff-Love, que :

� � � � � � � 
 � � � � � �� � � � _  � � � �_ � �  � 
 � � " � � �
et � � _ 
 � � � � � 	 " � � � � � � (A.37)

Donc :

� � � � � KL �
�

int � � � � 
 � ��� �

� ��� �
� � 	 � � � � � � � � � � � �� � � � _ � � � � � �  � � � �_ � � V � � _ � (A.38)

On introduit :

� le tenseur des efforts de membrane : � � � � � � 
 � ��� �

� ��� �
� � � � � � � � _ �

� le tenseur des moments de flexion : � � � � � � 
 � ��� �

� ��� �
� _ � � � � � � � � _ � (A.39)

359
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Alors :

� � � � � KL �
�

int � � � � 
 ��� � � � � � � � � � � � �� � � V � ��� � � � � � �  � � � �_ � V � (A.40)

A.3.2 Equations variationnelles du modèle de Kirchhoff-Love

Le principe des puissances virtuelles s’écrit donc dans le cadre des hypothèses de Kirchhoff-
Love : ������� �����

�

On cherche � � 	 � ��� � � � � KL � tel que :

��� % # � �� ��� �� � V ; ��� � � � � � � � E�� � � �� � � V � ��� � � � � � �  � � � �_ � V

 ��� � � � �� � ��� P �  � � �_ � � � � � � KL � (A.41)

La loi de comportement de Kirchhoff-Love (A.26) nous permet d’exprimer le tenseur des ef-
forts de membrane � � � � � et le tenseur des moments de flexion � � � � � en fonction du champ
de déplacement � # , défini sur V . On a en effet, compte tenu de l’hypothèse de plaque équili-
brée (A.5) :

� � � � � � 
 � �� � � ��� � � � � � � � (A.42)

� � � � � � 
 �
� _" � �� � � ���  ��� � _ (A.43)

On constate alors que � ne dépend que des déplacements de membranes � � � � � � � tandis
que � ne dépend que de la flèche � _ .
Remarque A.8 Cette propriété très importante est due à l’hypothèse de plaque équilibrée. Supposons
un instant que cette hypothèse n’est pas vérifiée. Alors on aura, en toute généralité :

� � � � � � 
 S �� � ��� � ��� � � � � � S � �� � ��� � � � � � � � (A.44)

� � � � � � 
 S � �� � ��� � ��� � � � � � S �� � ��� � � � � � � � (A.45)

avec : S �
� � ��� � � � � � � � 
 � ��� �

� ��� �
�� � � ��� � � � � � � � � _ � � � _ � (A.46)

S � �� � ��� � � � � � � � 
 � ��� �

� ��� �
� _ �� � � ��� � � � � � � � � _ � � � _ � (A.47)

S �� � ��� � � � � � � � 
 � ��� �

� ��� �
� �_ �� � � ��� � � � � � � � � _ � � � _ � (A.48)

Et on constate donc que si S � �� � ��� n’est pas nul, les mouvements de membranes et de flexion sont
couplés.
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Dans le cas d’une plaque équilibrée, les équations régissant les déplacements de mem-
brane et les déplacements de flexion sont donc découplées.
Pour s’en persuader, il suffit de choisir successivement dans l’équation (A.41) des champs
de déplacement virtuels � � tels que � �_ 
�� puis des champs de déplacement virtuels � � tels
que tels que � � � 
 �

�� 
 � et de remplacer les tenseurs � � � � � et � � � � � selon la loi donnée en
(A.42, A.43).
On obtient finalement les équations variationnelles du modèle de Kirchhoff-Love :

Problème membranaire :
������ ����
�

On cherche � � 
 � � � � � 	 � ��� � � � � � KL� tel que :

��� % #�� �� � � �� ; ��� � � � � � � � � � � � � �� � 
 ��� � � � �� � � � �� 
 � � �� � � � � KL�

où � � � � � # � 
 � �� � � ��� � ��� � � � � �
(A.49)

Problème en flexion :
������� �����
�

On cherche � _ � 	 � ��� � � � � KL� tel que :

� � % # � �� _ � �_ � � � � � � � � _ �  � � � �_ 
 � � � _ � �_ � � � P �  � � �_ � � � �_ � � KL�

où � � � � � _ � 
 � _" � �� � � � �  ��� � _ �
(A.50)

Les espaces � KL� et � KL� étant définis par :

� KL� 
 � � � � � � � � ���8S � �WV ��� � X � � 
�� sur Z ��� (A.51)

� KL� 
 T
� _ � S � �WV �:X � _ 
 � sur Z � et  � � _ 
�� sur Z �D[ (A.52)

On notera bien sûr que � KL 
 � KL�
� � KL� .

Remarque A.9 Ainsi, en fonction du chargement, la plaque peut avoir un comportement pure-
ment membranaire ou un comportement purement fléchissant. Notons toutefois qu’il ne suffit
pas que le chargement soit purement membranaire (ie. � _ 
 � et � _ 
 � ) pour obtenir un mou-
vement de membrane pure. En effet, si ce chargement est dissymétrique, alors le moment résultantP � 
 � ��� �

� ��� � � _ � � � � _ ; � � � � �� � � � � � �� est on nul et il y a un mouvement de flexion. En revanche,
si on exerce un effort de flexion pure (ie. � � 
 � et � � 
 � ) alors on aura un mouvement de flexion
pure.
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A.4 Equations locales du modèle de Kirchhoff-Love

On peut donner une interprêtation de ces deux problèmes variationnels sous la forme de
deux problèmes aux limites. Pour cela, on supposera la solution suffisament régulière pour
pouvoir effectuer les intégrations par parties requises.

A.4.1 Modèle de membrane

La symétrie des tenseurs � � � � � � � � � et � � � � � � � � � permet de reécrire l’équation (A.49) sous
la forme suivante :

��� % # � ���� � �� ; ��� � � � � � � �  � � �� 
 ��� � � � �� � (A.53)

de sorte qu’une simple intégration par partie effectuée sur le second terme aboutit à l’équa-
tion :

� � � % # �� � � �� � � �  � � � � � � � � � �� ; � 7 � � � � � � � � � � �� 
 � � � � � �� � (A.54)

où, rappelons le, � est la normale extérieure à V définie sur son bord Z . On choisit tout
d’abord des déplacements membranaires � � �� � nuls sur tout le bord Z de V , puis des dépla-
cements membranaires non nuls sur le bord libre Z � .
On obtient ainsi, par identification, les équations locales de membrane :

����������� ���������
�

Pour 
 � � " � � � �
� % # �� � �  � � � � � � � � 
 � � � dans V ,

� � � � � � � 
 � �� � � ��� � � � � � � � dans V ,

� � 
 �
� sur Z � ,

� � � � � 
 �
� sur Z � .

(A.55)

On peut à ce stade abandonner la convention sur les indices répétés et écrire le problème
aux limites portant sur le déplacement membranaire à l’aide d’opérateurs :

�������� ������
�

� % # �� � � '*),+ � 
 �
� dans V ,

� 
 � �
� � � � � � dans V ,

�
� 
 �

� sur Z � ,
� � � 
 �

� sur Z � ,
(A.56)

où '^)K+ représente la divergence pour les tenseurs d’ordre 2.
Le mouvement membranaire est en fait régi par une équation de l’élastodynamique plane,
pour laquelle on utilise une loi de comportement particulière.
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A.4.2 Modèle de flexion

A.4.2.a Double formule de Stokes

Il va falloir effectuer une double intégration par partie afin de faire disparaı̂tre les dérivées
secondes portant sur � �_ dans l’équation variationnelle (A.50). On calcule ainsi :

� ��� � � �  � � � �_ 
 � �  � � � �  � � �_ � � 7 � � � � �  � � �_
 �
� �  � � � � � � �_ ; � 7 �  � � � � � � � � �_ � � 7 � � � � �  � � �_ � (A.57)

Comme on ne peut pas choisir  � � �_ indépendamment de � �_ sur le bord Z , il nous faut écrire
ces dérivées dans le repère de Frechet, soit : � � �_ 
  

� �
�_ � � ;  1

�
�_ � � (A.58)

Injectant ce résultat dans l’équation (A.57), on est maintenant gêné par la dérivée tangentielle
de � �_ sur Z . Il nous faut effectuer une nouvelle intégration par partie sur le bord Z pour faire
apparaı̂tre � �_ . Rappelons tout d’abord la formule d’intégration par partie valable pour toute
courbe régulière Z d’extrémités notées � et � , orientée de � vers � . Si � et � sont deux
fonctions suffisamment régulières définies sur Z , on a :

� 7  � 1 � � 
 � � 7 �  D1 � ; � � � � � � � � � � � � � � � � � (A.59)

Or on a supposé que Z est une courbe régulière fermée, pour laquelle on a donc � 
 � � Les termes
de bord dans l’intégration par partie précédente sont donc nulles dans notre cas.
Finalement, on obtient :

� ��� � � � � � _ �  ��� � �_ 
 � ���  � � � � � � � _ � � �_; � 7 	 �  � � � � � � _ � � � � ;  1 � � � � � _ � � � 3 � � � �_
� � 7 � � � � � � �  � � �_ �

(A.60)

On peut écrire cette dernière égalité à l’aide d’opérateurs de dérivation spatiales :

��� � ),+L'^)K+ � �
�_ 
 ��� � � � � - � �_ �; � � � � '^)K+ � � � ;  21 	 � � � � �43 � � � �_

� � � � � � � � � �  � �_ � �
(A.61)

On vérifie a posteriori que cette double formule d’intégration par partie est valable pour
toutes fonctions � � � S � �WV � �]\ et � # � S � �WV �
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A.4.2.b Equations locales du modèle de flexion

On effectue une intégration par partie portant sur le deuxième terme du second membre de
(A.50) :

� ��� P �  � � �_ 
 ���  � P � � �_ � � 7 P � � � � �_ � (A.62)

Sur Z � , � �_ est nul, et sur Z � P � est nul, car on a supposé qu’aucun effort n’est exercé sur le
bord libre. Le second terme de cette dernière équation est donc nul.
Nous sommes maintenant en mesure d’interprêter la formulation variationnelle (A.50). On
choisit tout d’abord des déplacements virtuels � �_ nuls et a dérivée normale nulle sur le bord
de Z � , puis des déplacements à dérivée normale nulle sur le bord Z � (mais non nécessairement
nuls sur le bord libre) et enfin des déplacement nuls sur le bord Z � (mais dont la dérivée
normale n’est pas nécessairement nulle sur le bord libre).
On obtient alors, par identification, les équations locales du mouvement de flexion :

� % # �� _ �  � � � � � 
 � _ ;  � P � dans V
� � � 
 �

� _" � �� � � ���  � � � _ dans V
� _ 
 �

� sur Z � , 
� � _ 
 �

� sur Z � ,
� � � � � � � 
 � sur Z � ,�  � � � � � � � ;  D1 � � � � � 3 � 
 �

� sur Z � .

(A.63)

Remarque A.10 Notons que cette identification est possible grâce au théorème de trace sur S � �WV � .
En effet, c’est la surjectivité de l’application :

��
�

S � �WV � � � S � � � Z � � S �� � Z �
� �� � � < 7 �  � � < 7 � (A.64)

qui nous permet de conclure.

Comme dans le cas de l’équation de membrane, on peut préférer une notation sous forme
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d’opérateurs :

� % # �� _ � � )K+L'^)K+ � 
 � _ ; � )K+ P dans V
� 
 � _" � �

� � � - � _ � dans V
� _ 
 �

� sur Z � , 
� � _ 
 �

� sur Z � ,� � � � � � 
 � sur Z � ,� '*),+ � � � � ;  D1 	 � � � � �43 � 
 �
� sur Z � .

(A.65)

Remarque A.11 Dans le cas particulier d’un matériau homogène isotrope, l’équation intérieure
s’écrit tout simplement :

� % # �� _ ; � _" � � � � � _ 
 � _ ; � )K+ P dans V , (A.66)

où on a introduit le module de flexion :

� 
 �" � � �
� (A.67)

Dans ce cas, l’opérateur de plaque est donc un bilaplacien, qui correspond à la forme la plus fréquente
sous laquelle on rencontre le modèle de Kirchhoff-Love.
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Annexe B

La problématique de la condensation
de masse

Pour comprendre le procédé de condensation de masse, regardons tout d’abord comment
celle ci est obtenue lors de l’utilisation d’éléments finis de type � � -Lagrange pour l’approxi-
mation de S �� � � � � " 	 � , par exemple pour la résolution de l’équation des ondes monodimen-
sionnelle.
On s’est également penché sur la question de la condensation de masse pour des éléments
finis S � conformes. Cette recherche s’est soldée par un échec dés la dimension 1.

B.1 Un exemple : l’équation des ondes

Formulation variationnelle

On considère ici le problème de l’équation des ondes monodimensionnelle posée dans l’in-
tervalle � � � " 	 avec conditions aux bords de type Dirichlet :

��
�

 �
� � � �  �

� � � 
 � � dans � � � " 	 �
� � � � � � 
 � � " � � � 
�� � � � � (B.1)

La formulation variationnelle de ce problème est :

��� �
�

Trouver � �
	 �
��� � ��� tel que :� �� � � � �� �	�

� ; � ��  ��
�
 ��
�
� 
��

� � � � � � � (B.2)

où :

� 
 � �
� S � � � � � " 	 ��X � � � � 
 � � " � 
�� � �
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Approximation spatiale

On considère un maillage uniforme de l’intervalle � � � " 	 de pas

� � 
 "
N ; " � N � �

�

formé des nœuds � � 
 � � � . On approche � à l’aide de l’espace d’éléments finis de Lagrange
d’ordre 1 défini par :

� � 
 T
�
� � � � 	 � � " � ��X � < � � � � � � 
 � � � � � � � � � � 
 � � " � 
�� [ � (B.3)

où � � désigne les polynômes de degrés inférieurs à 1.

Notation B.1 Il nous faut contrôler les valeurs de �
� � �� aux nœuds � � du maillage pour s’assurer

de sa continuité. On désigne par � � � � � � � ��� les degrés de liberté de l’espace � �� , définis par :

/ � � � � � � 5 
 �
� � � � � � � � � � � �� � (B.4)

et on note � � � � � � � ��� la base duale associée, qui est la base de Lagrange de �
�� . On a ainsi les relations :

/ � � � � � 5 
 � � � � � � 
�� ��� � � � � � � � " � � � N �
� (B.5)

et :

�
� 
 ��

� � � � � � � � � � � � � � � � � �� � (B.6)

La semi-discrétisation en espace du problème variationnel (B.2) s’écrit :
��� �
�

Trouver �
� � 	 � ��� ����� � tel que :� �� � � � �� �
�
�
�� ; � ��  ��

�
�  ��

�
�� 
 � � � � �� � � � � (B.7)

ce qui s’écrit encore, dans la base � � � � � � � ��� :

� � � � � �� � � ;�� �
�
� 
�� � (B.8)

où � � est la matrice de masse, d’ordre N , définie par :

�
# �� 
 � �� � # � � � (B.9)

et � � est la matrice de rigidité, d’ordre N , définie par :

�
# �� 
 � ��  � � #  � � � (B.10)
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On constate ici que la résolution de cette équation passe nécessairement par l’inversion de
la matrice de masse � � . Bien que celle ci soit définie positive le coût engendré par une telle
inversion peut rapidement devenir prohibitif.
Un moyen de remédier à ce problème est de réduire la matrice de masse à une matrice dia-
gonale en calculant l’intégrale intervenant dans (B.9) à l’aide d’une formule d’intégration
numérique adéquate, sans nuire à la précision du résultat. Cette technique appelée condensa-
tion de masse est couramment utilisée pour l’approximation de S � par des éléments finis de
Lagrange par exemple (cf. [62]).

Condensation de masse

Notation B.2 Nous désignerons une formule de d’intégration numérique sur le segment
	 � � � � � � � �

par : � �
� 
 ��
�

� � � � � � �
Dans le cas des éléments finis ��� , on choisit tout simplement la formule des trapèzes :� �

� 
 ��
�

� � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � ; � � � � �� 
 � � � � � � � � � ; � � � � �� � (B.11)

On calcule alors :

�
# �� 
 � �� � # � ��� ��

� � �
� �
� 
 ��
�

� # � � 
 � �
�

��
� � � 	 � # � � � � � � � � � � ; � # � � � � � � � � � � � � � � � � (B.12)

et on obtient donc la condensation de masse, puisqu’on a, grâce à (B.5) :
� � � � � � � (B.13)

Notons que ce qui conduit à une matrice de masse diagonale, c’est donc l’utilisation d’une
formule de quadrature définie à l’aide des degrés de liberté de l’espace d’approximation.
La réduction à une matrice diagonale est alors une simple conséquence de la relation de
dualité (B.5).
Pour ne pas altérer la précision des schémas, on doit utiliser une formule de quadrature
suffisamment précise, ainsi qu’il est démontré dans ([15] ou [28]).

Remarque B.1 . En fait, la matrice � � n’est autre que la matrice de la forme bilinéaire définie sur
� �� par � � � � � �� �

�� � � dans la base � � � � .
La technique que l’on vient de décrire consiste donc à approcher cette forme bilinéaire (qui n’est autre
que le produit scalaire dans R � � � � � " 	 � à l’aide le la forme bilinéaire � � définie sur l’espace � �� par :

� � � � � � � 

��
� � �

� �
� 
 ��
�

� � � (B.14)
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de manière à ce que la base � � � � soit � � orthogonale.
Il se trouve qu’on est ici dans un cas très favorable où on réussit effectivement à trouver une forme
bilinéaire pour laquelle la base de Legendre est orthogonale. Cela ne sera pas toujours le cas.
On pourra être amené à redéfinir une base de l’espace d’approximation à l’aide de nouveaux degrés de
liberté pour que ceux ci concordent avec la formule de quadrature candidate. Ce sera par exemple le
cas pour obtenir la condensation de masse pour les éléments de Lagrange d’ordre ��� �

en dimension
1.
Mais il pourra aussi arriver que malgré un tel remaniement des degrés de liberté, la condensation de
masse échoue. Plusieurs cas peuvent se produire. Citons par exemple :

� la matrice de masse obtenue n’est pas inversible (c’est le cas pour les éléments de Lagrange
d’ordre 2 en dimension 2).

� la matrice de masse obtenue n’est pas positive, ce qui conduit à des schémas en temps forcément
instables (c’est le cas pour les éléments de Lagrange d’ordre 3 en dimension 2).

� la matrice de masse obtenue n’est pas diagonale (c’est le cas des éléments de Raviart-Thomas
pour l’approximation de S � � )K+ � V � ).

Une technique permettant de réussir à obtenir tout de même la condensation de masse consiste alors
à enrichir l’espace d’approximation, ce qui permet de définir une nouvelle base ainsi qu’une nouvelle
formule de quadrature. C’est de cette manière que sont résolus les trois échecs suscités (cf. [62]) et la
section 2.5).

B.2 Echec de la condensation de masse dans � 3������
	���
��

Au tout début de ce travail, on s’apprêtait tout bonnement à mettre en œuvre un schéma
explicite pour la résolution de l’équation de plaque, selon le même procédé qu’est résolue
usuellement l’équation des ondes. Entre autres éventualités, on s’est interrogé sur la possi-
bilité d’obtenir la condensation de masse lors de l’approximation spatiale de la formulation
variationnelle naturelle, qui nécessite l’utilisation d’éléments finis S � conformes.
Cette idée s’est soldée par un échec dans le cas d’un problème plus simple : l’équation de
plaque en dimension 1, qui est en fait une équation de poutre. Nous n’avons donc pas conti-
nué sur cette voie, d’autant plus que les raisons de ne pas chercher à utiliser une approxi-
mation conforme de S � �WV � , indépendamment de ce soucis de condensation de masse, sont
largement suffisantes...
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Formulation variationnelle

On considère donc à présent le problème de l’équation de poutre encastrée posée dans l’in-
tervalle � � � " 	 : ����� ���

�

 �
� � � ;  \

� � \ 
�� � dans � � � " 	 �
� � � � � � 
 � � " � � � 
�� � � � � ��
� � � � � � 
  ��

� � " � � � 
�� � � � �
(B.15)

La formulation variationnelle de ce problème est :
��� �
�

Trouver � �
	 �
��� ����� tel que :� �� � � � �� ���

� ; � ��  �
� � �  � � � � � 
��

� � � � � � � (B.16)

où : � 
 � �
�US � � � � � " 	 ��X � � � � 
 � � " � 
 � � et �

� � � � 
 �
� � " � 
�� � �

Approximation spatiale

On utilise l’espace d’approximation � �� c � de classe �
�

suivant :

� �� 
 T
�
� � � � 	 � � " � ��X � < � � � � � � 
 � � � � _ � � � � � 
 � � " � 
 � � et �

� � � � 
 �
� � " � 
 � [ � (B.17)

où � _ désigne les polynômes de degrés inférieurs à 3.

Notation B.3 Il nous faut cette fois ci contrôler non seulement les valeurs de �
� � �� aux nœuds � �

du maillage mais également les dérivées en ces mêmes points pour s’assurer que � est bien �
�
.

On désigne par � � �� � � � � ��� � � ��� � � � � les degrés de liberté de l’espace � �� , définis par :/ � �� � � � � 5 
 �
� � � � � � � � � � � �� �/ � �� � � � � 5 
 �
�� � � � � � � � � � � �� � (B.18)

et on note � � �� � la base duale associée, qui est la base de Hermitte de � �� . On a ainsi les relations :/ � �� � � �� 5 
 � ��� � � � � � " � � � � � N � �  � 
 � � � � " � � (B.19)

soit : � �� � � � � 
�� ��� X � � �� � � � � � � 
�� �� �� � � � � 
�� X � � �� � � � � � � 
�� ��� � (B.20)

et donc :

�
� 
 ��

��� � � � � � � � � �� ; ��

��� � � �� � � � � � �� � � � � � � �� � (B.21)
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La semi-discrétisation en espace du problème variationnel (B.16) s’écrit :
��� �
�

Trouver �
� � 	 � ��� ����� � tel que :� �� � � � �� �
�
�
�� ; � ��  �

�
� � �  � � �� � � 
��

� � � �� � � � � (B.22)

ce qui s’écrit encore, dans la base � � �� � � � � ��� � � ��� � � � � :

� � � � � �� � � ;�� �
�
� 
�� � (B.23)

où � � est la matrice de masse, d’ordre � N , définie par :

�
# � � � �� 
 � �� � �# � � � � (B.24)

et � � est la matrice de rigidité, d’ordre � N , définie par :

�
# � � � �� 
 � ��  �� � �#  �� � � � (B.25)

On voudrait donc réduire � � à ne matrice diagonale (ou au moins diagonale par bloc) en
utilisant une formule d’intégration numérique.

Recherche de condensation de masse

Suivant la même démarche que précédemment, il nous faut définir une formule d’intégra-
tion numérique sur le segment

	 � � � � � � � � l’aide des degrés de liberté �
�� � � �� � � �� � � et �

�� � � � , soit
une formule s’écrivant :� �

� 
 ��
�

� � � � � � � 
 � � �

� ��� � � � � V �� / � �� � � 5 ; V �� � � / � �� � � � � 5

 � � V �� � � � � � ; V �� � � � � � � � � � ; V �� � � � � � � ; V �� � � � � � � � � � � (B.26)

La symétrie du problème impose en fait de choisir V �� 
 V �� � � et V �� 
 � V �� � � , ce que l’on
vérifie en effectuant le changement de variable � � 
 � � � � � � .
Cherchant à obtenir une formule de quadrature exacte pour les polynômes de degré le plus
élevé possible, on calcule :

V �� 
 "
� et V �� 
 � � � "" � � (B.27)

et la formule de quadrature candidate pour obtenir la condensation de masse dans l’espace� �� est donc :

� �
� 
 ��
�

� � � � � � 
 � �
� � � � � � � ; � � � � � � � � � � � �" � � � � � � � � ; � � � � � � � � � (B.28)
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Elle intègre exactement les polynômes de degré 3.
On introduit alors la forme bilinéaire symétrique �

�� , définie sur � �� , destinée à approcher le
produit scalaire R � :

�
�� � � � � � 


��

��� �
� �
� 
 ��
�

� �
� (B.29)

On calcule :

� � � � � � " � � � N �
� �  � 
 � � � � " � �

�
�� � � �# � � � � � 
 ��

��� �
� �
� � � �# � � � � � � � � � � � ; � �# � � � � � � � � � � � � � � � �
�
� � �" � � � � �# � � � � � � � � � � � � � � � � � ; � �# � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � �# � � � � � � � � � � � � � � � �# � � � � � � � � � � � � � � �
(B.30)

On vérifie immédiatement grâce à (B.20) que :

si � �
 � � � �� � � �# � � � � � 
�� � �  � 
 � � � � " � � (B.31)

Par conséquent, si on ordonne judicieusement la base � � �� � de manière à ce que les deux
degrés de liberté associés à un même nœud se suivent, soit, si on choisit la base :

� 
 T � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� [ � (B.32)

alors la matrice de la forme bilinéaire �
�� dans la base � � �� � est diagonale par bloc 2x2.

On n’obtient donc pas une matrice diagonale, mais celle ci reste tout de même très simple
à inverser, puisque cette inversion se ramène à l’inversion très facile de N matrices 2x2. Il
s’agit dans ce cas de quasi condensation de masse.
Mais �

�� n’est malheureusement pas définie positive. En effet, on vérifie que chaque bloc
de cette matrice est donné par : � " �

� ��� (B.33)

Donc la matrice de masse approchée n’est pas inversible, ce qui conduit à un problème dis-
cret mal posé.
On voit ici que la difficulté qu’on rencontre pour obtenir la condensation de masse dans� �� est liée à la nécessité d’introduire des dérivées dans la formule de quadrature choisie
pour approcher le calcul de la matrice, ce qui conduit à une forme bilinéaire approchant R �
qui n’est pas un produit scalaire. En effet, la symétrie du problème de la recherche d’une
formule de quadrature implique d’avoir des degrés de liberté négatifs. On aboutit donc à un
problème discret mal posé. On imagine bien que de telles difficultés ne peuvent qu’empirer
en dimension 2, d’autant plus que le triangle d’Argyris invoque des dérivées du deuxième
ordre.
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Remarque B.2 On pourrait aborder le problème un peu plus généralement, sous un angle légère-
ment différent, suivant la démarche de Haugazeau et Lacoste ([29]) proposée pour la condensation de
masse dans l’espace S � � )K+ � V � . Il s’agit de chercher une approximation de

�
� � à l’aide d’une forme

bilinéaire symétrique � � dans laquelle la base � � �� � est automatiquement orthogonale, soit :

� � � � � � � 
 �

� � �
� V �� � � � � � � � � � � ; V �� � � � � � � � � � � � � �

et on détermine les coefficients V �� et V �� de manière à ce que cette approximation soit exacte au moins
pour � et � constantes, pour espérer la consistance de la méthode. Malheureusement, cette procédure
aboutit également à des problèmes discret mal, puisqu’on obtient des coefficients diagonaux nuls ou
négatifs.
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Annexe C

Solutions stationnaires de l’équation
de corde amortie

L’équation de corde vibrante avec deux termes d’amortissement l’un fluide et l’autre visco-
élastique est donnée par : �

�
� � � � � � � � � � �� � " ; 
   � �  �

�
� � � ; �^�  

� �
� 
 �

� � � � � � � � � 	 � � � � (C.1)

Cherchant des solutions de (C.1) de la forme �
� � � � � � 
  � � ���

�
� � � , où � � � � � � � est la base des

modes propres du laplacien monodimensionnel avec conditions de Dirichlet (voir section
1.2.1.c), on est amené à résoudre l’équation différentielle ordinaire suivante, qui n’est autre
que l’équation de l’oscillateur amorti :

� � � � ; � � � ; 
 V �
�

� � � � � ; V �
�

 � � � 
�� � (C.2)

La résolution de cette équation est ultra classique. Il nous faut chercher les racines du poly-
nôme caractéristique :

�
� ; � �^� ; 
 V �

�

�
�
; V �

�


�� � (C.3)

On note � � 

�^� ; 
 V �

�� le facteur d’amortissement du mode � . On distingue trois cas sui-
vant le signe du discriminant :

� 
 � �^� ; 
 V �
�

� � � � V �
�


 
 � V \
�

; � � 
 �^� � �
� V �
�

; � ��
� Si � � � � alors la solution est une sinusoı̈de amortie :

 � � � 
 � ��� � � � ���
��� � �V � � � ; � � )	� � �V � � � � � � � � � � �

où

�V � 
 V
�

" � � �
�V �
�

�
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Dans ce cas le coefficient d’amortissement � � est suffisamment faible pour que le mode� oscille encore. On parle d’oscillation faiblement amortie de pseudo pulsation �V et de
facteur d’amortissement � � .

� Si � 
 � , alors on parle d’amortissement critique. Ce cas correspond au retour à la
position d’équilibre à vitesse maximale. La solution est donnée par :

 � � � 
 � ��� � � � � � ; � � � � � � � � �
� Si � � � , alors on parle de solution fortement amortie, il n’y a plus du tout d’oscilla-

tions.

 � � � 
 � � ��� � � � � � � � � �� � � �� � ; � � ��� � � � � � � � � �� � � �� � � � � � � � �
Remarque C.1 Notons que dans tous les cas, il s’agit effectivement d’amortissement. En effet, puisque�
�

� � � on vérifie dans les trois cas ci dessus que :� ) �
�
� ���

 � � ��� �
Il nous faut alors analyser le signe de � . On peut écrire �

� � �WV �
�

�
avec

� � � ��� 
 � � � ; � � 
 �^� � �
� � ; � �� �

L’étude du signe de � pour � � � nous conduit à calculer son discriminant réduit :
� � � 
 �^� � � � � � 
 � � �� � � � " � 
 �^� � �

On distingue donc deux situations :

� 
 � � � "
Alors � � � et � est toujours positive. Tous les modes sont fortement amortis.

� 
 �*� � "
Alors � possède deux racines réelles distinctes positives . On en déduit qu’il existe des
modes faiblement amortis pour

� � 
 �*� � � � " � 
 �^�
 � � V �
�
� � � 
 �^� ; � � " � 
 �*�
 � �

Pour y voir un peu plus clair, contentons nous de regarder une situation réelle. En pratique
le coefficient d’amortissement visqueux 
 est très faible (typiquement pour une corde de
Mi grave, il est de l’ordre de " � ��� � ), et le coefficient d’amortissement fluide est de l’ordre
de " � � � . On est très largement dans le second cas ( 
 � � � " ). En outre, puisqu’on a même

� � 

	 " , l’expression précédente se simplifie : le nème mode est faiblement amorti pour
� ��

�
� V �

�
� �
 � �

soit ici pour � � 
 � V
�
� � � " � � . Dans ce cas, en se restreignant aux fréquences audibles, il ne

reste que des modes faiblement amortis.
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1997.

[47] A.W. Leissa. Vibrations of Plates. NASA SP-160, NASA, 1969. reprinted by Acoustical
Society of America, Woodbury NY, 1993.

[48] C. Santamaria M.J. Elejabarrieta, A. Ezcurra. Vibrations behaviour of the guitar sound-
board analysed by the Finite Element Method. acta acustica, 87:128–136, September 2000.

379



BIBLIOGRAPHIE
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Résumé

Le propos de cette étude est la modélisation numérique de la guitare acoustique dans le domaine
temporel. La méthode consiste en l’élaboration d’un modèle qui s’attache à décrire les phénomènes
vibratoires et acoustiques mis en jeu depuis le pincer de corde jusqu’au rayonnement 3D du son. La
corde est modélisée par une équation des ondes amortie 1D. Elle est couplée à la table d’harmonie via
le chevalet. Le mouvement de la table est régi par le modèle de plaque mince amortie de Kirchhoff--
Love pour un matériau orthotrope et hétérogène, percée d’un trou et encastrée sur son bord externe.
Le reste du corps de la guitare (fond, bords, manche...) est supposé rigide. La table rayonne à l’inté-
rieur et à l’extérieur de la cavité. La modélisation complète du champ acoustique rayonné est une approche
originale comparativement aux études antérieures portant sur la guitare.
On obtient un système d’équations aux dérivées partielles que l’on résout numériquement dans le
domaine temporel. On utilise une méthode spectrale spécifique pour la résolution de l’équation de plaque dy-
namique de Kirchhoff-Love. Pour l’équation de corde et l’équation des ondes acoustiques, on utilise une
méthode mixte standard pour l’approximation spatiale et des différences finies centrées en temps.
Le problème d’interaction fluide-structure est résolu par une méthode de domaines fictifs qui permet d’ap-
procher finement la géométrie de la guitare tout en utilisant un maillage cubique régulier pour le
calcul du champ sonore 3D. L’originalité du schéma de résolution du modèle est un couplage stable entre
une méthode de résolution exacte en temps et une méthode discrète. Un nombre important de simulations
numériques est réalisées, montrant la validité de la méthode et les très riches potentialités d’une telle
approche.
MOTS CLEFS : modèle de Kirchhoff-Love, interaction fluide-structure, phénomènes d’amortissement, éléments
finis mixtes, condensation de masse, dispersion numérique, méthode de domaines fictifs, méthode spectrale,
méthodes énergétiques, stabilité.

Abstract

The purpose of this study is the time-domain numerical modelisation of the acoustic guitar. The me-
thod consists in the modeling of the vibratory and acoustical phenomena from the initial pluck to the
3-D radiation. An idealized plucking force is acting on a 1-D damped string model. The string is cou-
pled to the soundboard via the bridge. The soundboard is modeled as an orthotropic heterogeneous
damped Kirchhoff-Love plate, with a soundhole, clamped at its boundaries. The other parts of the
body (back, neck, sides...) are assumed to be perfectly rigid. The plate radiates both inside the cavity
and in the external free field. The modeling of the complete 3D sound field is a new approach comparing to
almost all previous works on the guitar, where the cavity is taken into account as a simple oscillator.
We obtain a system of partial differential equations which are solved numerically in the time-domain.
We use a specific spectral method for solving the Kirchhoff-Love’s dynamic plate model. For the string equa-
tion and the sound radiation, we use a standard mixed method for the space discretization and cen-
tered finite differences in time. The fluid-structure interaction is solved by the use of the fictitious domain
method which permits us to take into account the geometry of the guitar inside a uniform cubic mesh
for the calculation of the 3D sound radiation. The originality of the proposed scheme is a stable coupling
method between a continuous time resolution and a discrete one. A great number of numerical simulations
are realized, which show the validity of the method and the very large possibilities of this approach.
KEYWORDS : Kirchhoff-Love’s plate model, fluid-structure interaction, damping mechanisms, mixed finite ele-
ments, mass lumping, numerical dispersion , fictitious domain method, spectral method, energy method, stabi-
lity.


