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Introduction générale

Les phénomenes électrostatiques ont un interét considérable dans de nombreuses applications
domestiques et industrielles. Parmi celles-ci, on peut citer les systeémes de traitement de fumées
rejetées par les centrales thermiques dont le principe est de charger les particules en suspension
dans les gaz par un dispositif ionisant afin qu’elles s’accumulent sur les parois reliées a la terre
et qu’on récupere ensuite pour les éliminer.

On peut encore citer la pulvérisation électrostatique dans le cas de la peinture industrielle
par exemple. Lorsqu’on peint au pistolet un objet, la peinture projetée est formée de gouttes
microscopiques, et seule une partie atteint I’objet a peindre, 'autre partie se dispersant dans
Pair. Afin d’augmenter le rendement, on applique un fort potentiel au pistolet (de 'ordre de
¢1 = 90 kV) alors que la cible est maintenue au potentiel ¢g = 0. Grace au champ électrique
résultant, les particules de peinture sont chargées électriquement. La différence de potentiel entre
le pistolet et 'objet induit un champ électrique et les particules de peinture, sous l'action de
forces électrostatiques sont alors dirigées suivant les lignes de champs du champ électrique vers
la cible. Ce champ électrique, particulierement intense au bout du pistolet, est décrit par la
conservation de la charge conduisant a la relation

div (¢E) = o, (1)

ol € est la permittivité électrique du milieu, g la charge électrique spatiale. En supposant que
le milieu est homogene et si ¢ désigne le potentiel électrostatique, ’équation (1) se réécrit

0
—Ap == 2
s=2 &)
en utilisant la relation E = —V¢. Afin de clore la formulation du probléeme (pour le potentiel

¢), il faut préciser le domaine de calcul et les conditions au bord. A la surface du conducteur,
on a supposé que le potentiel ¢ est constant. Une premiere approche consiste a clore le domaine
par des bords artificiels auxquels on impose une condition de type Neumann. Des expériences
numériques ont été réalisées dans ce sens par Timouyas et al [76, 59]. On peut toutefois considérer
qu’a ’échelle des charges le milieu est infini et s’intéresser au probléme posé en domaine non
borné. Il devient nécessaire alors pour la solvabilité du probleme de préciser le comportement du
potentiel & 'infini. L’introduction de poids dans les espaces fonctionnels dans lesquels la solution
est recherchée permet de répondre a cette question : c’est la seconde approche.
Par ailleurs, le comportement de la charge électrique o est décrit par ’equation (conservation
de la charge)

divJ =0, (3)

ou J est la densité de courant qui, sous des hypotheses physiques (on considere une seule espece
de charges et on néglige la couche d’ionisation & la pointe), peut étre exprimée sous la forme

J = KgE, (4)
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Cible
=99

Lignes de chamg
électrique

| Couche d'ionisation

Pointe
?=9;

Fic. 1 — Configuration pointe-cible

avec K la mobilité des charges, ce qui conduit a I’équation suivante pour la densité de charge

o

Vo-V¢ = — (5)
C’est une équation de conservation qui requiert de préciser la condition au bord pour densité de
la charge . Celle ci est la plus délicate [2, 3]. L’hypothese de Kaptzov, selon laquelle le champ
électrique a la surface de la pointe reste constant lorsque la décharge (“couronne”) se produit
permet de simplifier le modele. En effet, 'intensité £ du champ E est égale a une valeur FE, fixée
par la géométrie du probleme, la température et la pression. En toute généralité, la décharge
couronne dépend de l'intensité du champ éléctrique et un moyen de prendre en compte cette
dépendance est de prescrire une loi d’injection. On relie la densité de charge ¢ & F, en exprimant
que o= f(E—E.)si E> E.et p=0si E < E, ala surface du conducteur.
Dans l'air, E, est donnée par les formules de Peek suivantes [2] :

— en géométrie cylindrique,

0.308
v dre

E.=3.1x10% <1 + > kV.cm ™!, (6)

— en géométrie sphérique,

NE @)

ToP
TPy
la température réelle, Py la pression standard et P la pression réelle. Toutefois cette hypothese
ne peut étre utilisée que pour des pointes a géométrie sphérique ou cylindrique.

On doit donc résoudre un systéme couplé en ¢ et p, faisant intervenir les équations (2) et (5),
ainsi que les conditions aux limites décrites précédemment.

L’équation (5) est résolue par la méthode des caractéristiques dés que la répartition de charge
0 = 0, ¢ est connue sur la pointe de I’éléctrode. Il est donc utile de savoir estimer cette quantité.

. 2
E.=3.1x 10 <1 + w) kV.cm™!

ou 7. est le rayon de courbure ( exprimé en cm), d = , ou T est la température standard, T’

Le calcul de la charge surfacique o = €p0,u intervient également dans I’étude de la charge
des satellites. Au dela d’une certaine altitude (90km), les radiations solaires provoquent des



réactions photochimiques avec les gaz de 'atmosphere. Cette zone de I'atmospheére est alors
ionisée. Lorsqu’un satellite traverse cette portion d’atmosphere, celui-ci est soumis a un flux
d’ions et d’électrons et peut ainsi développer une charge induite a sa surface, ce qui peut entrainer
des perturbations dans le fonctionnement des instruments électriques.

Si Q représente le satellite, 'objectif est de déterminer la charge surfacique ¢ sur 9 [30].
L’exterieur du satellite est supposé étre un plasma décrit par les équations de Vlasov-Poisson
stationnaires qui s’écrivent :

v-Vafa+ :i—aE(t,l’) “Vyfa=0,

ou fo = fa(x,v) est la fonction de distribution des particules de type «, et gq, M, sont respective-
ment la charge et la masse des particules de type « et E(¢, z) est le champ quasi-électrostatique.
Avec E(t,z) = —V¢(t,x), le potentiel ¢ vérifie une équation de Poisson :

—A(ﬁ:Q:ZQa:ZQQ/RBfadU'

Comme pour I'exemple précédent, on a besoin de conditions aux limites pour que le systéme
soit complet. Elles sont déterminées par 1’équilibre thermodynamique et la neutralité du plasma
a I'infini pour f, et de type Dirichlet pour ¢, avec la condition lim|, o(t,x) = 0.

Dans cette these, nous nous concentrons d’une part sur la résolution du probleme aux limites
portant sur le potentiel électrostatique

~Mu=f (®)

avec conditions de Dirichlet homogenes dans un domaine polyhédrique ou invariant par rotation
possédant une aréte rentrante, donc de la forme w x Z ou Z est un intervalle borné de R et w
est un ouvert borné de R2, et d’autre part sur 'asymptotique de la solution de (8), posé dans
un domaine ayant un coin ou une pointe “arrondie’de rayon de courbure de l'ordre de ¢, avec
e << 1.

Dans les applications, beaucoup de structures et d’objets & modéliser possedent, en effet,
des particularités géométriques tels que des coins, des arétes, etc..., qui peuvent constituer
des éléments actifs du systeme, par exemple générer des champs électromagnétiques importants,
nécessaires a l'extraction d’un fort courant d’électrons d’une cathode a pointe, dans un générateur
de micro-ondes, ou bien elles peuvent étre vues comme des contraintes physiques, et il faut
pouvoir controler les effets négatifs dis aux claquages induits par des champs intenses [11]. C’est
le cas des klystrons, qui sont des dispositifs dans lesquels sont injectées des particules chargées. Ils
sont formés d’un tube en regard duquel, on place des cavités. Le but du dispositif est de générer
des ondes électromagnétiques dans une bande de fréquences donnée. Le processus dépend de la
géométrie du domaine et son efficacité est lié a la présence de coins rentrants qui sont en fait
arrondis. Des phénomenes de claquage diis aux champs intenses peuvent apparaitre, il faut alors
pouvoir les éviter. La présence de telles particularités modifie les propriétés des solutions des
équations régissant les phénomenes modélisés et leur étude permet d’acquérir une connaissance
précise des comportements au voisinage de telles singularités géométriques. Concernant les coins
rentrants, la Méthode du Complément Singulier (MCS) a été introduite par Assous et al.[15, 16]
pour la résolution des équations de Maxwell bidimensionnelles puis adaptée dans [34] au cas du
laplacien dans des domaines polygonaux non convexes, et peut étre reformulée pour coincider
avec I’approche de Moussaoui [69]. L’idée de base est d’utiliser la décomposition de L?(w) obtenue

3
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dans [53] pour décomposer les solutions en parties réguliere et singuliére afin de recouvrir une
convergence optimale des méthodes éléments finis Pl. En effet, la solution u € H}(w) de (8)
n’est plus de régularité H? et I'erreur H' lorsqu’on discrétise par éléments finis P! est en O(h%),
oll a est un parametre lié a 'ouverture du coin non convexe. Par contre, on a toujours une
écriture

U = Uy + Ug

ot u, € H*(w) et us = dojiicidj avec ¢j € Roet ¢; € HY(w)\H?*(w) et ns le nombre de
coins rentrants. D’un point de vue pratique, la MCS consiste a ajouter les termes singuliers
aux espaces de fonctions test ainsi que des fonctions test “duales” pour le calcul des coefficients
c¢j. Dans ce méme but, d’autres méthodes consistant a prendre en compte explicitement le
comportement singulier ont été proposées, voir par exemple [19], [28] qui font intervenir des
fonctions de troncature et un probléme variationnel non symétrique, ou encore [64] et [23], pour
des domaines polyédriques, et dans un autre esprit les méthodes de raffinement de maillage au
voisinage des singularités géométriques. En dimension deux, il y a autant de parties singulieres a
ajouter que de coins rentrants [51, 53]. Cette méthode (MCS) appartient a la famille des méthodes
de fonctions singulieres duales (DSFM : Dual Singular Function Method), ol on introduit des
fonctions test duales pour améliorer la vitesse de convergence lorsqu’on résout numériquement
le probléme de Dirichlet pour le laplacien [44, 19, 20, 22, 28]. Ces méthodes avaient elles méme
été introduites pour améliorer la qualité de la premiere méthode du genre : la Singular Function
Method (SFM) de Strang et Fix [47] qui elle ne comprend que lajout de fonctions singulieres
sans fonctions singulieres duales pour calculer les coefficients de singularité.

En dimension trois, le traitement des singularités est plus délicat. Parmi les singularités
géométriques, il convient de distinguer le cas des coins non convexes de celui des arétes rentrantes.
L’espace des fonctions singulieres associées aux coins non convexes est de dimension finie tandis
qu’il est de dimension infinie pour le cas des arétes rentrantes. Les cas de ’aréte et du cone infini
constituent les problemes modeles pour étudier le comportement des solutions au voisinage des
sommets et arétes non convexes. L’étude est réalisée dans [50, 51, 52, 42, 53, 60, 70, 38]. Pour
un domaine polyédrique, en notant C I’ensemble des coins non convexes, (p¢, o.) les coordonnées
sphériques d’origine le coin ¢ € C, £ I’ensemble des arétes rentrantes, et (1., 0., 2. ) les coordonnées
cylindriques d’origine I'aréte e € £ de direction z., la solution peut étre décomposée en

U = Uy + Ue + U,

ot u, € H?(w) et u,,u, sont respectivement les parties singulieres diie aux coins rentrants et
aux arétes rentrantes et sont de la forme

Ue = Z Ye(Te, ze)r™e sin(aebe),
ecf
avec o, lié a I’angle formé par les faces de 'aréte, et

Ue = Z Z VCX(PC)pQCQSC(UC)a'Vc € R,

1 1
eeC —L1an <4

ou la somme est prise d’abord sur les sommets et ensuite sur les valeurs propres A, de I'opérateur
de Laplace-Beltrami avec conditions de Dirichlet correspondantes & 'intersection du cone infini
issu de ¢ avec la sphere S2. Pour une aréte infinie, avec une section polygonale i.e. w x R, w ne
possédant qu’un seul coin rentrant, ’écriture se réduit a (c.f. [52, 53, 60, 9])

u = u, +y(r, 2)r sin(af),



ol v est un produit de convolution suivant z :
Y = KO *h

1
P

Les domaines axisymétriques présentent quant a eux deux types de singularités géométriques :
les pointes coniques (non-convexes) correspondant aux sommets rentrants situés sur 'axe, et les
arétes (circulaires) rentrantes. Les résultats de régularité et la caractérisation des singularités
pour les arétes rentrantes sont similaires a ceux rappelés précédemment. Une pointe conique
engendre un terme singulier dans la solution si son ouverture par rapport a ’axe est supérieure
a une certaine valeur 7/3* définie par Py /5(cos(m/3*)) = 0, ot P; /5 est la fonction de Legendre
d’indice 1/2 et d’ordre 0 [18, 55, 56]. Par ailleurs, le fait de se placer dans un domaine invariant
par rotation introduit une difficulté supplémentaire, les espaces variationnels & considérer étant
des espaces a poids.

avec Koy(r, z) := et h est une fonction appartenant & 'espace H'~%(R).

La plupart des méthodes numériques pour résoudre le laplacien dans les géométries consi-
dérées reposent jusqu’a présent sur des techniques de raffinements de maillage. Dans [56], les
auteurs résolvent le probléeme (8) dans un domaine axisymétrique avec une aréte rentrante grace
a un développement de Fourier suivant 6, ramenant le probléme & une suite de problemes posés
dans un domaine bidimensionnel avec un coin rentrant. L’approximation par éléments finis est
obtenue en raffinant au coin. Dans [56, 8], pour tenir compte du comportement singulier dans les
directions orthogonales aux arétes dans les domaines prismatiques, le maillage est raffiné unique-
ment dans ces directions (raffinement anisotrope), le raffinement étant décrit par un parametre
0 < p < 1. Pour certaines valeurs du parametre u, I'erreur obtenue lors de ’approximation est
alors optimale. Pour un domaine polyédrique possédant des coins rentrant et des arétes ren-
trantes, la difficulté est de combiner des raffinements isotropes pres des coins et anisotropes prées
des arétes. En effet, un coin étant toujours attaché a une aréte, I'une pouvant étre dominante par
rapport a 'autre. D’autre part, au voisinage des arétes le domaine n’a plus nécéssairement un
caractere prismatique. Dans [10], une méthode est proposé pour le cas de données f € LP,p > 2,
les estimations d’erreurs faisant intervenir la régulatité dans les espaces WP avec p > 2. Toutes
ces méthodes de raffinement de maillage utilise le fait que la solution de (8) appartient a des
espaces a poids naturels pour ’étude de ces singularités.

Dans la réalité, les coins et arétes ne sont jamais vifs mais sont toujours arrondis avec
un faible rayon de courbure. On peut toujours néanmoins parler de singularités géométriques
puisque les phénomenes induits restent intenses. C’est le cas des pulvérisateurs électrostatiques,
décrits ci-dessus, qui sont une application des décharges couronnes. Une étude concernant les
coins arrondis, plus précisément le calcul de densité de charge, a été réalisé dans [59] et un
comportement asymptotique au voisinage de la pointe a été observé numériquement en O (1)
ol « est I'exposant de singularité pour le probléeme limite quand € — 0. Cette these s’inscrit
naturellement a la suite de ces travaux. Par ailleurs, nous avons basés notre étude sur les travaux
théoriques présentés [65, 66]. Dans ces références, les auteurs construisent des développements
asymptotiques pour de nombreux problemes contenant un parametre de perturbation, et en
particulier, pour des domaines singuliers dont les singularités géométriques sont remplacées par
des courbes régulieres. A 'aide des techniques qui y sont exposées, et sous I’hypothese que f est
assez réguliere, on peut construire un développement de la solution u. de (8) de la forme

ue ~ (1 — xe)uo + Aie®qr <E) + Mgy (E) + .+ g™ (E) + ...,



Introduction générale

ou Y. est une fonction de troncature & support pres de la singularité géométrique et
up ~ Z /\j’r’ja(pj(e)
J

quand r — 0. Les exposants na proviennent des exposants de singularité pour le probleme limite
€ = 0. L’idée est de corriger les parties singulieres par des termes de couche limite qui, dans notre
cas, est située pres du coin. L’analyse asymptotique est similaire & celle de [39, 29] a la différence
prés que dans notre cas, la perturbation agit sur la régularité du domaine. D’autre part, d’un
strict point de vue de l’analyse fonctionnelle (en termes d’espaces de Sobolev), u. ne contient
plus de termes singuliers, i.e. recouvre la régularité H? au voisinage du coin arrondi. Toutefois,
on peut considérer que u. contient les singularités liées au coin via les termes de couche limite.
En effet, les fonctions g; sont solutions d'un probléme aux limites posé dans un ouvert non borné
indépendant de ¢ faisant intervenir ces singularités. En particulier, nous avons choisi de traiter
le probleme en domaine non borné, dans le cadre des espaces de Sobolev a poids, le cas des
domaines bornés s’en déduisant sans difficultés. Les techniques utilisées sont celles de ’analyse
multi-échelle et sont développées dans [65, 66].

Ce document comprend cing chapitres. Les trois premiers sont dédiés a ’approximation par
éléments finis du probleme (8) posé dans un domaine prismatique ou axisymétrique avec des
arétes rentrantes. Les deux derniers sont consacrés aux développements asymptotiques des so-
lutions lorsque le coin ou la pointe rentrants possedent un rayon de courbure de 'ordre de €. Le
comportement dominant de la densité de charge au coin en découlera immédiatement.

Le premier chapitre est consacré a I'approximation du probléme (8) dans un domaine pris-
matique possédant une aréte rentrante. Tout d’abord, on rappelle les résultats de décomposition
en parties régulieres et singulieres qui sont a la base de la MCS, le résultat principal étant celui
de la décomposition orthogonale de L? :

L*(w) = A(H*(w) N H} (W) - N

Dans un polyedre général, un résultat analogue est prouvé dans [51, 42, 14]. Cependant, si N est
de dimension finie en deux dimensions d’espace, ce n’est plus le cas en dimension trois lorsque
le domaine possede des aretes rentrantes. A ’aide d’un développement en séries de Fourier dans
la direction de l’aréte, le probleme (8) est réduit & une succession de probléemes bidimensionnels
de la forme

_Auu"‘:uuu = f,umu > 07

ol f, est un mode de Fourier de f. Ceci rend possible I'application de la MCS a la famille de
problémes ainsi obtenus, et chaque mode u,, s’écrira :

Uy = Uy + Cuds, Uy € H2(w),cu € R,

ou ¢s est le complément singulier utilisé : c’est le méme pour tous les modes. Cependant, en
réalisant cette analyse, on constate que ’hypothese f € L? n’est pas suffisante pour obtenir des
estimations optimales lors de la discrétisation du probléeme : nous verrons quelles hypotheses
additionnelles doivent étre faites. L’algorithme de la méthode (Méthode de Fourier et du Com-
plément Singulier , MFCS) a donné lieu a la publication [32].



Dans le second chapitre, on décrit la MFCS pour les domaines axisymétriques avec une aréte
circulaire non convexe. Le principe est le méme que pour les domaines prismatiques : la solu-
tion est développée en série de Fourier suivant #. Contrairement au cas prismatique, les espaces
des parties régulieres sont différents suivant que le mode k est tel que |k| < 1 ou |k| > 2. En
effet, les parties singulieres pour |k| > 2, sont suffisamment régulieres au voisinage de l'axe
r = 0 contrairement & celles des modes |k| < 1. Comme cet espace ne dépend plus de k pour
|k| > 2 [18], il convient donc d’utiliser trois compléments singuliers respectivement pour les
modes |k| > 2,|k| = 1,k = 0. Ce chapitre reprend essentiellement les résultats de [33].

Dans le troisieme chapitre, différentes méthodes sont mises en ceuvre numériquement pour
résoudre (8) et comparées d'un point de vue de la complexité, et de la qualité des résultats, et
notamment & des approximations obtenues apres rafinement de maillage.

Dans le quatrieme chapitre, on se consacre a I’analyse du probleme (8) lorsque le domaine
possede un coin arrondi en dimension deux, ainsi qu’en dimension trois, en géométrie axisymé-
trique, pour une donnée invariante par rotation. On fait 'hypothese que f est nulle dans un
voisinage fixe de l'origine. Ceci revient a dire qu’il n’y a pas de charges a la pointe de ’éléctrode,
cette hypothese est raisonnable tant que la décharge n’a pas eu lieu. En particulier, on se propose
de justifier mathématiquement les formules de Peek et de les étendre & des domaines dont la
géométrie a l'infini est celle d’un cone. L’interét d’obtenir une formule explicite pour la trace
de la dérivée normale réside dans la mise en évidence du lien entre des grandeurs caractéris-
tiques des problemes posés dans le domaine avec coin vif et dans le domaine avec coin arrondi.
Ainsi d’un point de vue numérique, on ne discrétise par éléments finis que le domaine avec coin
vif, ce qui présente ’avantage de ne pas avoir a raffiner le maillage pour prendre en compte le
rayon de courbure de I'arrondi. Plus précisément, on considére le cas des cones vifs et arrondis.
Pour le cone vif, le cadre fonctionnel qui convient est celui des espaces a poids, la pondération
permet ici de prendre en compte le caractére non borné des domaines. Pour définir les termes
de couche limite, dans le cas du cone arrondi, on définit les espaces fonctionnels par une mise
a ’échelle, faisant apparaitre des poids dépendant explicitement de €. La principale difficulté,
pour les estimations d’erreurs, est de connaitre la dépendance en € de la norme de I'opérateur
qui & f associe u. pour ces espaces. En nous inspirant de [65, 66], nous montrons qu’elle est
bornée uniformément en €. Nous proposons une comparaison de notre approche aux techniques
de représentation intégrale.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons ces mémes techniques aux cas des domaines pris-
matiques en se limitant a 'asymptotique de la solution aux premiers ordres. Les techniques du
chapitre 1 et 4, nous permettent de ramener le probleme a la dimension deux.
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Introduction

On considere un domaine prismatique €2 de la forme
Q= wx]0,1],

ol w est un domaine polygonal borné de R? et f € L?(2). On suppose que w n’a quun seul
coin rentrant d’angle intérieur plus grand que 7, qu’on notera w/a ou a €]1/2,1].
On s’intéresse a la résolution numérique du probléme aux limites suivant

trouver u € H} () telle que :
—Au = f dans Q. (1)

La formulation variationnelle pour ce probleme s’écrit
trouver u € H} () tel que

a(u,v) = / fvdz, pourtout v € H(RQ), (2)
Q
a étant la forme bilinéaire continue définie sur Hg (Q) x H} () par
a(u,v) = / Vu - Vode,
Q

et dont la coercivité résulte de I'inégalité de Poincaré. Le théoreme de lax Milgram assure I’exis-
tence et I'unicité de la solution de (1).

Lorsque 'ouvert €2 n’est pas convexe, la solution du probléme (1) n’est plus nécessairement
dans H?(Q2), et approximation de u par éléments finis P! n’est alors plus en O(h) pour la
norme H', ot h est le pas de la discrétisation. Plus précisément, la régularité de u dépend de
I'ouverture de ’angle, donc de « :

u € HT7¢(Q), Ve >0,

7’6% eHY(Q), Vi=1,2 V8>1-a,

ou 1
o2s € H(Q).

et v admet une décomposition en somme dune partie réguliere u, € H?(Q) et d’une partie
singuliere us,

U = Up + Us,
avec ug = y(z)r*sin(af), ou (r,0) sont les coordonnées polaires locales avec origine au coin
et dont I'un des cotés du coin coincide avec 'axe {# = 0}. La théorie de I'interpolation et la
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régularité de u montrent que I’application directe de la méthode des éléments finis founit une
approximation en norme H'! en O(h®~¢),V¥e > 0. Un moyen de restaurer I'estimation en O(h)
consiste a raffiner le maillage au niveau du coin rentrant (cf [8, 9, 10]).

Les domaines axisymétriques et prismatiques possedent ’avantage d’avoir une géométrie tenso-
rielle, ce qui permet de réduire le probleme d’une dimension d’espace et d’appliquer des tech-
niques établies en dimension deux. En utilisant une décomposition en série de Fourier suivant
x3, pour les domaines prismatiques et suivant 8 pour les domaines axisymétriques, le probleme
(1) se réduit a une suite de probléemes aux limites en dimension deux. Grace a la méthode du
complément singulier [34], on établit une estimation pour approximation par éléments finis en
O(h+ %), ott N est le parametre de troncature de la série.

12
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Méthode de Fourier et du
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1.1 Introduction

Ce premier chapitre présentent les principaux résultats concernant les singularités de type
coins en dimension deux, et leur application en vue de résoudre le probleme de Dirichlet pour
le laplacien

trouver u € H} () telle que :

—Au = f dans Q, (1.1)

ol  := w X Z, avec w C R?, possédant un coin rentrant et Z C R un intervalle de sorte que
) possédant une aréte rentrante. Dans la section 1.2.2, on rappelle la décomposition de I’espace
L?(w) en somme orthogonale de deux sous espaces

A(H*(w) N H(w)) & N. (1.2)

En dimension deux, ’espace des singularités IV est de dimension finie égale au nombre de coins
rentrants. La connaissance explicite de ces singularités permet la mise en geuvre de méthodes
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numériques de type éléments finis consistant & ajouter a I’espace des fonctions de base autant de
fonctions singulieres que de coins rentrants (méthodes de fonctions singulieres). Dans la partie
1.2.3, on décrit la Méthode du Complément Singulier (MCS) [34], qui consiste & utiliser comme
fonction singuliere particuliere, celle correspondant & la décomposition orthogonale 1.2 de L?(w).

En dimension trois, la nature des singularités d’aréte est plus délicate, et ’espace des singu-
larités n’est plus de dimension finie. Toutefois, il est possible d’obtenir une connaissance partielle
de la partie singuliére de la solution, mais celle-ci reste insuffisante pour envisager une extension
des méthodes de fonctions singulieres pour un domaine prismatique possédant une aréte non
convexe. Dans la partie 1.3, a 'aide d’un développement en série de Fourier dans la direction
de l'aréte, on réduit le probleme (1.1) en une suite de problemes 2D découplés pour lesquels
ces méthodes peuvent s’appliquer. Les estimations d’erreurs pour ’approximation du coefficient
singulier et de la partie réguliere sont établies dans la partie 1.3.3. Si la donnée f est un peu
plus réguliere que L?(£2), ces estimations conduisent & 1’algorithme de la MFCS, présenté dans la
partie 1.3.4. Pour finir, la MFCS fournit une approximation du coefficient de singularité d’aréte
sous la forme d’un polynoéme trigonométrique, donc une approximation complete de la partie
singuliere de la solution. La partie réguliére peut étre directement calculée par une méthode type
éléments finis. La forme particuliere du domaine €2 permet d’envisager par exemple, les éléments
finis prismatiques.

Notations On appellera Sy, S1, ..., Sy les sommets de w et 7, ..., Yar+1 les segments de bord
de sorte que :

Y = [Sj-1,55,1 <j <M,
Ym+1 = [Swm, Sl

71,72 étant celles formant ’angle rentrant. On notera v = U;7; et 7. = 71 U 7a.
Les coordonnées polaires (r, #) attachées au coin S sont choisies telles que I’axe {# = 0} contient
le segment de bord ~;.

D ——
~ . . . Si—185;
Pour chaque aréte «y;, on introduit le vecteur directeur 7; = T J=L2d

TS,15,T et n; le vecteur tel que

(7j,n;) forme une base orthonormale de R?.
On suppose aussi que deux arétes consécutives n’ont pas la méme direction.

9 . 2 (92
Ero i € {1,2,3}, 0;;(9; lorsque

i,j € {1,2,3}. Lorsque 7 est un vecteur de R? 0, désigne la

Dans la suite, pour (z1,72,23) € R3, 9; désigne 1'opérateur
2
axlax yi ’

dérivation dans la direction 7.
Enfin, 'angle au coin rentrant sera noté 7/a ou o €]1/2, 1] et oy désigne un réel appartenant a
I'intervalle ]1/2, a[. On notera aussi ( , )o le produit scalire L.

i = j) l'opérateur

1.2 Méthode du complément singulier : A-approche

On commence par donner quelques définitions et propriétés des espaces fonctionnels inter-
venant dans ’étude théorique des singularités. Il s’agit essentiellement des espaces de Sobolev,
ainsi que certains espaces de traces. On renvoie & [53] pour les preuves.
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S4

FiG. 1.1 — Domaine w.

1.2.1 Généralités

olvl
Mxy... 0%z,
Dans cette partie (Q est un ouvert lipschitzien de R?, avec ¢ > 1, et n la normale extérieure a Q).
CS°(Q) est lespace des fonctions de classe C* & support compact dans Q, et C*®(Q) celui des
restictions & @) des fonctions de C§°(RY).
Pour m € N, I'espace H™(Q) est 'espace des u € L?(Q) possédant des dérivées faibles jusqu’a
I'ordre m dans L?(Q). C’est un espace de Hilbert muni de la norme :

Pour v € N9, on note |v| = v + ... + 14 et 0" désigne 'opérateur

1/2

lullm = | > NO"ullf ]

lv]<m

ot || - ||o désigne la norme de L?(Q).
On désigne par HJ"(Q) I'adhérence de C3°(Q)) dans H™(Q). On redonne la définition des espaces
de Sobolev d’ordre non entier.

Définition 1.2.1 Soit s >0,s ¢ N, s =m+o,m € N,o €]0,1[. L’espace de Sobolev H*(Q) est
Uespace des u € L*(Q) vérifiant :
ue H™(Q),

et

u — O 2
QxQ -

pour |v| = m. C’est un espace de Hilbert muni de la norme :

1/2

2 |07 u(x) — 8"u(y)|>
ul|ls = < ||ulln, + dx dy
fulle = i+ > f |$_y|q+20

v|=m
Définition 1.2.2 On note H§(Q) la fermeture de C§°(Q) dans H*(Q).
Propriété 1 H§(Q) = H5(Q) si et seulement si s € [0, 3].
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Définition 1.2.3 L’espace dual de H§(Q) est noté H™*(Q).

Pour u € C*(Q), on note ulpg sa restriction au bord 0Q de Q. Le résultat suivant rappelle
définition et propriétés classiques de l'opérateur de trace dans le cas d’un domaine polygonal de
R2, c.f. [53, Thm. 1.4.6, p. 17].

Théoréeme 1.2.1 Soit Q un domaine polygonal borné de R?, et (T)j=1..m+1 les segments de
bord avec I' = 0Q) = UlSjSMJrl I';. Alors pour chaque j, l'application
U — {’Lbh"j, %

FJ}
= 1

définie sur C*°(Q) se prolonge pour k < s — 5 en une application linéaire continue surjective de
H*(Q) sur H';ZOHS_”_%(F]-).

A u
r;” 7 Onk

ou

Le résultat précédent décrit les traces sur le bord aréte par aréte. Une description globale n’est pas
immédiate dans le cas des polygones, car nécessiterait de définir les espaces de traces H s—p—3 ()
de facon globale. Pour un domaine régulier, par exemple de classe Cb!, 'espaces des traces sur
le bord des élrhents de H?(Q) et H'(Q) coincide avec 'espace H'/2(I"). Il n’en va plus de méme
pour des domaines polygonaux, nécessitant d’introduire de nouveaux espaces.

Définition 1.2.4 Soit s > 0. On note Hiy(Q) Uespace des u € H§(Q) telles que u prolongée
par 0 hors de Q est dans H*(R").

Quand s € [0,1], s # 1/2, H,(Q) coincide avec H{(Q). Ceci n’est plus vrai pour s = 1/2, on
donne une caractérisation de cet espace dans ce cas.

Propriété 2 Soit p(z) la distance de x a 0Q. Alors

u

@) - {we @] =

1l est muni de la norme

< Q).

9y 1/2
Al

0
Pour s —1/2 € N, H5,(Q) est l'ensemble des u € Hy*(Q) tels que TZ e L3(Q), |a| < m.

lullon.2 = {Hu|r%/2 n \

La caractérisation des traces de H?(Q) fait intervenir des conditions de compatibilités aux coins
qu’on décrit ci dessous. On renvoie a [53, Thm. 1.4.6] pour une caractérisation plus générale.
Notons pour j < M, I'; = [S;—1,5;],T'm+1 = [Swr, So] les segments de bord de @ et w; I'angle
formé par I'; et I'; 1 intérieur a @, voir Fig. 1.2.1.

Théoréme 1.2.2 L’application u — (ulr,, g—g\pj) définie sur C>(Q) se prolonge a H*(Q) sur
le sous espaces des fonctions de Hjjvflrl <H%(I‘J) X H%(F])> satisfaisant

u|Fj (S]) u|Fj+1 (Sj)7
Opu = —coswjOr  u+sinw;dy,  u, en S;
Op,u = —cosw;jOy,, u—sinw;0r  u, en S;.
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FiG. 1.2 — Notations

6
ou la relation v = v en S; signifie 3§ > 0, / |u(S; — s5) —v(S; + 37'j+1)\2E < 0.
0 S

On rappelle aussi une formule de Green utile dans la suite. On note E(A, L?) l'espace des
u € HY(Q) tels que Au € L*(Q). 1l est muni de la norme du graphe ||ul|p = {||u||} + HAuH%}l/z.

Proposition 1.2.1 Soit u € HY(Q) et p € E(A, L?). Alors g—i‘aQ e H'2(0Q), et on a la

formule de Green suivante

dp
/QuApdaz +/QVu -Vpdr =< %‘BQ’UBQ > H-1/2(9Q),H/2(8Q) -

Preuve. Soient u, 9 € C°(Q). On a :

/Au-zﬁd:ﬂ—l—/Vu-VzZ)dx:/ %deo—
Q Q aQ On

qui reste vraie pour ¢ € H'(Q) par densité. Définissons 1'application L par

! ou
: e

L:ueCP@) — Lu) (H%(aQ)) L(u)p = b do.

aQ an

En notant R : H/?(0Q) —— H'(Q) un relevement continue de la trace, on a
L(u)yp = / Au- Ry dx +/ Vu-V (Ry) dz,
Q Q

et

Ly

IN

C([AullLz + [Vull2) [ BR[| 1,
C([Aullgz + [Vull2) [¢] g2

IN

Par densité de C§° (Q) dans E(A, L?) [61], I'application L se prolonge & E(A, L?) en une appli-
cation L et on pose pour u € E(A, L?)

ou

an oo = L(u) n
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Si p est seulement dans L?(Q) avec Ap € L?(Q), on peut encore définir par densité un trace sur
0Q pour p. En effet, d’apres la formule de Green classique : pour u,v € H?(Q),

v ou
uwAv — vAu) dz = / <u — | —vlp, = > do,
/Q( : 1<];4+1 Lj n onlr, I onlr,

dont on déduit qu’il existe une constante C telle que

ou
— < .
S [ (e, il ) o] < ctue (1)
1<]<M—|—1
Considérons alors pour j fixé 'ensemble
ou
Uy = {ue 1Quule, = o] =0k 4]
Pour u € Uj, I'inégalité (1.3) devient :
ou
(/ ( e I s Fj) do| < Cllull, (1.4)

D’apres le théoreme 1.2.2, I'image de U; par l'application u <’LL|1" > est le sous en-

J’a

semble des éléments de H3/2(T;) x H'/?(T;) satisfaisant
’LL(S]) = 07
(S] 1) = 07
Opu = 0, en Sy,
0 = 0Oru,en Sj_y,
Op,u = 0,en Sy,
0 = 0Oyu, en Sj-1.

D’apres la propriété 2, ces conditions signifient exactement que

ou
" o, € Hy (L)

3/2
ulr, € Hop*(Ty), 5| -
J

Réciproquement, étant donnés ¢ € H3/2( L),y e Holéz(Fj), il existe u € Uj telle que

ou
ulr; = ¢, 8—11] .

=,

et [lulla < C (llelloo,1/2 + ||7/)H_00,3/2) :
On pose alors pour v € C*(Q),

0
Lou(p,y) = /F <908—Z -

[Lv(e, ¥

- ’L)|1"j1/)> do = / (uAv — vAu) dz.
J Q

On a donc

< C(llvllo + lAv]lo)[Jull2,
< C(llvllo + 1Avllo) (llelloo, /2 + 14ll00,3/2)
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L’application L définit donc une application continue de C*°(Q) dans H, 5/ 2( I';) x H, 1/ 2( I';) avec
|ILv|| < C(||v]lo + ||Av]|o). En introduisant I'espace

D(AL*) ={pe L*(Q), Ape L*(Q)}

et par densité de C°>°(Q) dans D(A, L?), 'application L se prolonge & D(A, L?) en une application
continue a valeur dans H,, 3/2 0 (T5) x Hééz( I';)'. Ceci nous permet d’identifier les traces de v €

D(A, L?) sur chaque aréte F a des formes linéaires sur HO/ 2( r;) x Héoﬂ (T';). On pourra écrire
la formule de Green sous la forme

ou
/Q(uAv —vAu) dz = zj: < 32 < u|rj, o ‘ HE2y T (Y2 < U|Fj7 Inlr

:>111/2> , (1.5)

j 00

pour tout v € D(A, L?), et pour tout u € H?(Q) vérifiant :

ou
onlr

ulr, € Hop (L) et

€ Hééz(Fj), pour tout j.
i

Cette extension de la formule de Green (cf. [53, Thm. 1.5.3, p. 26]) permet de caractériser I’espace
des singularités dans la décomposition de L?(w).

1.2.2 Décomposition de L?(w)

Les résultats suivant établissent essentiellement que I'image de H?(w)NH{} (w) par le laplacien
est un sous espace fermé de L?(w) de codimension finie. On commence par un lemme.

Lemme 1.2.1 Soit ¢ € H*(w) N H}(w). Alors

1/2

Bla:=| D 1050015 | = lAdllo-

i+j=2

Preuve. : Lorsque ¢ € C§°(w), le lemme résulte facilement de deux intégrations par parties
successives. Soit maintenant ¢ € H3(w) N H (w).
En utilisant la formule de Green, il vient :

/6%@822¢d$ — /(8182@)2 dx = /8 81@((6%@)711 — (6162(25)712) do
= Z 51¢((822¢)”{ - (8182@”%) do

M+1>5>1°7

- j{: I

M+1>5>1

' J
ou nt = ]1 est la normale extérieure au bord v; (les termes intégrés dans les seconds
g

membres sont bien définis au sens de la trace, vu la régularité de ¢).

Sur les bords v; tels que n] = 0, on a d1¢ = 0, et I'intégrale sur ~; est nulle. Sur les autres arétes

de bord, on remarque que
. . _nd
(03)n] — (01020)n% = V(D2). < 731'2 )
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Chapitre 1. Méthode de Fourier et du complément singulier

et que 7 = < 2 ) est un vecteur tangentiel. Pour une de ces arétes, on a n{ #0et:

J
o= =2 / 16V (01 ¢).7do
v,

m
= I (0025 - (10 (S5)

1

La régularité sur ¢ implique que V¢ est continue sur w et que V¢ - 7 = 0. Pour deux arétes
consécutives ;,7j4+1, les vecteurs tangents 7;, 741 sont indépendants et V¢ (S;) est othogonal
aux deux, donc est nul. Ainsi, les termes de bords n’apportent pas de contribution et le lemme
est vrai pour ¢ € H3(w) N HE (w).

Le lemme découle alors immédiatement de la densité de H3(w) N Hi(w) dans H%(w) N Hi(w)
(53], Thm. 1.6.1.). n

Le théoreme qui suit est central. Tout d’abord, le lemme 1.2.1 implique que pour tout u €
H?(w) N Hg(w),
[ull2 < C[[Aullo

i.e. Popérateur A : H?(w) N H} (w) — L%*(w) est injectif et son image est fermée dans L?(w).

Remarque 1.2.1 Si Q C R?, l'image par le laplacien de lespace H?(2) N H(Q) est encore
fermée dans L*(Q2).

On désigne par N, 'orthogonal dans L?(w) de son image A(H?(w) N H} (w)).
Théoréme 1.2.3 L’espace L?(w) se décompose de la maniére suivante :
L (w) = A(H?(w) N H} (w)) @+ N, (1.6)
o, N est un espace de fonctions harmoniques singuliéres :
N = {p € L*(w) tel que : Ap =0 dans w et Vj ply; == 0 dans (H0162(’yj))'}.
Preuve. C.f. [53, p. 45-48]. Soit p € N. Alors

Vw € H*(w) ﬂHé(w),/p-Awdx =0,

en particulier lorsque w € C3°(w), p vérifie donc au sens des distributions
pe L?(w), Ap=0.
Soit 1 < j < M +1 et p; € C(;). D’apres le théoréme de trace 1.2.1, il existe w € H?(w) tel

que O, w|y, = ¢j, wly, =0 et Oy, wl,, = wl|,, =0 pour tout k # j. En utilisant la formule de
Green (1.5) avec w € H?(w) N H} (w),

dp ow
/W(U)Ap — pAw) dx = EJ: <Hgéz < w|,yj, n " >(Hgéz), _H(%2 < p|~/j’ 8_71‘-yj >Hééz> ,
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1.2. Méthode du complément singulier : A-approche

et en prenant en compte les conditions aux limites, on trouve que :
H(%Q < p’-yj,tpj >H(%2: 0,V;.

. 1/2 L e
Par conséquent, p|,, = 0 dans Hoé (7;)'. Pour montrer la réciproque, on utilise & nouveau la

formule de Green (1.5) pour trouver que :

Vw € H?(w) N Hi (w), / pAwdz. -

w

Remarque 1.2.2 La trace dep € N sur~y; doit étre comprise au sens des éléments de D(A, L?).

On a néanmoins le résultat suivant
Lemme 1.2.2 Soit p € N. Alors p € HY(w\V), ot V est un voisinage du coin rentrant.

Le théoréme 1.6 permet de voir que pour f € L?(w), Pappartenance de la solution u € Hé (w)
de —Au = f & H?(w) N H}(w) n’est pas assuré. En d’autres termes, H?(w) N HE(w) n’est pas
assez ’gros’ pour résoudre le probleme. Le comportement des éléments de N au voisinage du
coin rentrant est déterminé en étudiant le laplacien en coordonnées polaires dans le secteur w,
intersection de w avec le disque centré au coin de rayon p, pour un p > 0. L’expression de
lopérateur A dans ces coordonnées est :

A—a_2+lg+ia_2
o2 ror 12062

2

A cet effet, on introduit les fonctions propres de 'opérateur — g Sur 10,7/l

Proposition 1.2.2 L’ opérateur

Ag: L*(J0,7/a]) — L*(10,7/al),
d2

B e

de domaine D(Ag) = H? (0, 7/a) N HE (J0,7/a]), est autoadjoint, d’inverse compact. Il admet
un spectre ponctuel A\, = (ma)? et l'ensemble de ses vecteurs propres o, (0) = \/2a/m sin(maf)
forment une base hilbertienne de L*()0,7/al).

Lemme 1.2.3 Soit v € C*(]0, p|; D(A)) satisfaisant % + %% — T%Agfu = 0 pour r < p, et on
suppose que v € L2(wp). Alors

v(r,0) = v_1r~ “sin(ad) + Z V"o ().

m>1

Preuve. Puisque (¢n)m>1 est une base orthonormale de L2(]0, Z[), il existe v, (r) € C*°(]0, p])
tels que

U(T70) = Z Um (1) m (6) (17)

m>1
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Chapitre 1. Méthode de Fourier et du complément singulier

™

avec Up,(r) = /a v(r,0)pm(0)do.

0
La régularité de v,, ainsi que I’équation satisfaite par v permettent d’écrire I’équation dont vy,
est solution :

1 ma)?
ol (1) + ;v;n(r) | 7‘2) U (r) = 0
Les solutions de cette équation s’écrivent
V(1) = amr” ™ + byr™®, pour m # 0
vo(r) = ag+ bglog(r), pour m = 0.

Comme v € L%*(w,), on a aussi :

™

2 o 2
o ()] g/o (o (r, 0)[2d6.

donc

P
/ U () |Prdr S/ lu(r, 8)|*rdrdf < cc.
0 Wp
Ce qui implique a,,, = 0 pour tout m < —1 [ ]
Corollaire 1.2.1 [l existe p € N tel que :
p— 1" %sin(ad) € H'(w).
Preuve. C’est une conséquence du lemme précédent. [ |

Ainsi, dans le cas d’un seul coin rentrant, N est de dimension 1. Le cas ol w présente plusieurs
coins rentrants reste identique dans la démarche en procédant par localisation, la dimension de
N étant alors égale au nombre de coins rentrants.

1.2.3 Meéthode du Complément Singulier
Dans cette partie, on consideére la résolution du probleme pour f € L?(w)
trouver u € H}(w), —Au = f dans w. (1.8)

On décrit ci dessous la MCS [34] dans les deux approches : prise en compte du complément sin-
gulier spécifique & la décomposition (1.6) (approche orthogonale) et prise en compte uniquement
du comportement singulier au voisinage du coin (approche non orthogonale).

Approche ’orthogonale’

Dans le cas d’un seul coin rentrant, N est donc de dimension 1, on note ps un générateur (a
un scalaire pres) de N dont un choix possible est celui qui vérifie

Ps =D+ pp,pp =71 “sin(ab),p € Hl(w).

La MCS consistera donc a ajouter une seule fonction singuliere ¢, a 1’espaces des fonctions de
base lors de la discrétisation par éléments finis. D’apres (1.6), f € L?(w) peut s’écrire

f=—Au+ cps,
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1.2. Méthode du complément singulier : A-approche

avec
1

- 2 1
:m/wfpsdx,ueH (w) N Hy(w),

la solution de (1.8) se décompose alors en
U =1U+ cos,

ol ¢, est alors déterminé par
—A¢s = psdans w,
¢s = 0 sur dw,

et peut s’écrire ) )
¢s = ¢+ PBop, avec ¢ € H2(w),¢p = r%sin(af).

Précisons 'approximation de ps et ¢s.

Soit 7;, un maillage régulier, affine équivalent de w, dont les sommets sont notés (M;)i=1. A=A+ »
on supposera pour simplifier que les N derniers sommets sont les sommets de bords. On note
V), lespace des fonctions de base P! notées (¢;)i—1.n7, associées & la triangulation et Vg le sous
espace des fonctions nulles au bord. On introduit les notations suivantes : II;, est I'opérateur
d’interpolation globale, 7 I'opérateur d’interpolation aux points du bord, et II;” = II;, — 7.
On note hg = diam(K), pour K € 7j, et h = maxge7, hi le pas du maillage.

Les fonctions ps, p, étant harmoniques, p I'est aussi, et on peut montrer que p a une trace
nulle (au sens H %) sur i J 72 tandis que sur les autres arétes de bord v;,j > 3, le lemme 1.2.2
implique que ﬁ]yj = —pp]%., J > 3. Par conséquent, d’apres la proposition 1.2.1, p est solution du
probleme

trouver p € H'(w), Dlyiuye =0, ]5|,yj = —pp|«,j,j >3, (Vp,Vu)y=0,YVv € H&(w).

On prend alors comme approximation de p;

P = pp + r“sin(ab)
ou py, est calculée de la fagon suivante

k=Ny+N;

Ph=pn—n G=7hpp= Y Dp(Mi)o,
k=14+N;

et ou pp, € V}? est tel que (Vpp, Vv)p = 0,Vv € V}?.

Pour obtenir ensuite une approximation de ¢, on considere alors le probleme suivant
trouver ¢ € H'(w) tel que ¢|g, = —Bdplaw et (Vo, Vv)o = (ps,v)o, Vv € HE(w).

Avant de passer au probleme discret, précisons la constante 3.

Proposition 1.2.3 On a la relation suivante

1
B =—lpsl-

T
Preuve. Soit x € C5°(@) une fonction de troncature valant 1 dans un voisinage du coin rentrant
B(Sy,70) et nulle dans B(S,2rp), pour un 9 > 0 convenablement choisi. La fonction ¢4 peut
s’écrire

¢s = qb* + ﬁXQS;D
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Chapitre 1. Méthode de Fourier et du complément singulier

avec ¢* € H?(w) N H}(w) et par conséquent,
A¢* LN

de sorte que
Il = [ -6, p.de
w

~ s (/ A(X(ﬁp)'ﬁder/A(X¢p)‘dew>=
Bt D) ’

Or p € E(A,L?),x¢, € H' donc d’apres la proposition 1.2.1
- op 0 -
L= | x¢p - Apdw — _y)5, < %7)((2512 >1/2y T —1/24 < %(X%)’p >1/2,7 -

Les deux premiers termes sont nuls car p est harmonique et x¢, € Hol (w) et quant au dernier,
comime a—i(xgbp) € L%(v), on a a faire & une intégrale dans laquelle seules les arétes du coin
rentrant peuvent avoir une contribution a cause du support de y. Mais celle ci est nulle puisque
Plv. = 0 dans H'/2(v,). Finallemnt I; = 0.

Quant au terme Iy, on le calcule de la fagon suivante

I = / Alx¢p) - ppdw = lim A(x¢p) - ppdw
w e—0 w—wNB(S1,¢e)

Dans w; = w\(w N B(S1,¢)), x¢p est réguliere et par intégration par parties, on a

0 0
/ A(xdp) -ppdw = /8 <a—n(x¢p)pp—x¢pa—npp> do,

9 0
_ppg(bp’r:a + (bpgpplrza) gd67
= /a (—8_0‘ sin(af)ac® ! sin(af) — e sin(af)ae ! sin(a@)) edf,

pour ¢ assez petit. Finalement, Iy = —. ]

Une fois calculée une approximation de pg, on cherche 'approximation éléments finis de ¢ sous
la forme :

Oh = —Brmndp + Oh, B9 € Vi,
1
ou [ = ;Hp?H%, et 99 € Hi(w) est telle que
(Von, Vun)o = (07, vn)o, Yup, € V).

On prend alors comme approximation de ¢4 la fonction ¢ = b + Brdp-

Proposition 1.2.4 Les approzimations p! et ¢ vérifient les estimations suivantes
Ips — pllo < CH** (1.9)

lps — @2l < Ch. (1.10)
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1.2. Méthode du complément singulier : A-approche

Preuve. Soit x € C5°(@) une fonction de troncature comme dans la preuve précédente. On
introduit les fonctions § = —(1—x)pp, P’ =p—35=p+(1—x)pp, avec p* € H} (w)NH T (w).
D’apres le probleme satisfait par p, p° est solution de

trouver p° € Hj(w) tel que (Vp”, V), = — (V5,Vv)y, Vv € Hj(w).
On considere donc le probleme discret suivant

trouver p?l € V}? tel que (Vp?l, Vvh)o = — (VIIL3, Vuy)y , Vo, € Vg. Par différence,

(V(po — ph), Vun), = (VI3 — 8), Vo), You € V).
On a alors

V@ =p)lle = (V@ —an) + Vign —00). V(@' — an) + Vian — 1)), »
IVE° = an)ll§ + IV (an — p)Il5
+2(V@°" =), Vign — 27)), + 2 (V05 — an), Vg — i),
< VO —an)lls +2 (VI3 = 8), Vian — ),

Dans la derniére inégalité, on prend ¢ = II,p°

P’ —pplf < VP =) + 2 (VIS — 5), V(ILp° — %)), + 2 (VRS — 5), V(e® — p))), »
< [p° = T0p° 3 + 2|55 — 3|1 | Tsp° — pO1 + 2[T1453 — 3[4 [p° — pis,
1
< 2[p® —Tp°F + 3|I0,5 — 35 + 5\110 — |3,

en utilisant successivement I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de Young. A 'aide des estimations
standard en éléments finis, on obtient

p° = phli < C(h™ + h)
et finalement, en écrivant que p; — pfj =p—pp=p"+5— pg — 11,8 on arrive a
Ips — Pl < [p° — Pl + |5 — xdh < O™
Pour obtenir une estimation en norme L?, on considere w € H'T% (w) N H}(w) solution de
(Vw, Vo), = (p° —pg,v)o Yo € H(w) (1.11)

et satisfaisant ’estimation
wl11ay < ClIp® = P lo-

De méme, soit wy, son approximation par éléments finis
(Vwp, Vuy), = (po — pg,fuh)o Yoy, € V,?.
En prenant v, = wy, et grace a 'inégalité de Poincaré
wnli < Cllp° = b} llo-
D’apres les estimations standard en éléments finis
w —whly < Chfwl1sa, < Chp° = plo.
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Chapitre 1. Méthode de Fourier et du complément singulier

A Taide de v = p° — pY € H{(w) dans (1.11),

1p° =phll§ = (Vw, V" = ph),,

(V(w—wn), V" = p7)), + (Vun, V' — i),

(V(w —wy), V(" = p))), + (Vx5 — 5), V(wy, — w))o + (V(IIL5 — §), V) ,
w —wp[p” — phli + T3 — 8w — waly + T35 — 81 |wi1ay,

Ch?*|1p° = pyllo + Ch 0135 (Ip" — pjlo-

<
<

Finalement, la norme L? de py — p? satisfait &
s = p2llo < [1p° = phllo + T3 — 3llo < C(R** + R?).

Pour la singularité primale, on estime d’abord ’erreur pour <;~5 On a
<V(QZ~5 - Qgh)(b V’Uh) = (ps - pg7 Uh)o ,\V/Uh € Vf? u

Approche ’non orthogonale’

On garde les notations de la section précédente. La méthode décrite ci dessus est basée sur
I’écriture de f correspondant & la décomposition orthogonale de L?(w) donnée par (1.6). A partir
des écritures de u et de ¢ ci-dessus, on peut réécrire u sous la forme

u =1+ App,

ou

~ 1
U= U+ co, /\:ﬁc:—/fpsdzn. (1.12)
™ w
Il est alors possible d’approcher u en calculant cette fois des approximations de A et .
On pose A\p, = — fp? dx.
™ w
Corollaire 1.2.2 L’approzimation A, vérifie |\ — \,| < Ch%e0.
On cherche une approximation de u sous la forme
up = Up + A Pp,

avec Uy, = —ApThrOp + u%, u% € V,?. Comme ¢,, est harmonique, la partie réguliere est solution de
trouver 4 € H'(w), 1]g, = —Adplaw et (Vi, Vu)g = (f,v)0, Vv € H (w).

Le probleme discret a résoudre est donc
trouver uy € VY, telle que (Viin, Vg )o = (f,vn)o, Vup, € VY Par différence, on a

(V(a — 1), Vop)o = 0,Yuy, € V;?.
Soit wy, € V), telle que @y, — wy, € V}OL. En injectant dans I’équation ci-dessus, on obtient

@ —wpl} = |@—an|{ + @, —wpl; +2(V(@ - @), V(@ — wp))o,
= |a—ap|? + |an — wp]3.

En particulier,
@ — anlf < @~ wali.
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On choisit wy, = Hpt + (A — A\p)Ip¢p = pu — A0, de sorte que

?lh — W = —)\hﬂ'h(ﬁp + ug — Hhu + )\hHh(ﬁp,
= Ml ¢p +u) —pu € V).

L’opérateur IIj, étant continu (uniform. en h) de C®(w) — H'(w), I'inégalité triangulaire donne

| — paily + |A — M| Tapl1,
Chlit|s + Ch?*o
Ch.

|t — ap |1

IA N IA

Finalement, nous avons

Proposition 1.2.5 L’approximation uy = up, + A\p¢p de u décrite ci dessus vérifie :
lu — uplls < Ch.

La suite est consacrée a la résolution numérique du probleme de Dirichlet pour le laplacien
dans un domaine possédant une aréte prismatique. L’étude des singularités d’arétes pour le
laplacien a été traitée par Grisvard [50, 52, 53] dans le cas du cylindre infini @ = w x R. On
pourra consulter aussi [42, 70]. Ce cas constitue le probleme modeéle pour étudier les singularités
d’arétes pour un polyedre. Ci dessous on considere le cas d’un domaine borné : le développement
en séries de Fourier suivant z3 permet de réduire le probleme a la dimension deux.

1.3 Cas de P’aréte prismatique
Dans cette section, on s’intéresse au probleme
trouver u € HY(Q), —Au = f dans 9, (1.13)
posé dans un domaine prismatique de la forme
O=wxZ,

ou Z est un intervalle de R, et & son approximation numérique en combinant éléments finis (en
(z1,x2)) et polynomes trigonométriques (en x3). On prendra Z =]0, 1] pour simplifier. D’apres
[53, 38], quand f € L%*(Q), la solution du probleme (1.13) s’écrit

U= Uy + Us, (1.14)

avec u, € H2(Q) et us = y(r, 2)r*sin(af).

La géométrie particuliere du probleme rend ici possible I'application du princzipe de séparation

de variables. Par analogie avec la proposition 1.2.2, I’étude de 'opérateur —% avec conditions
3

de Dirichlet homogene en 3 = 0 et x3 = 1 fournit une base orthogonale (e;);>1, de L?(]0,1])

avec

er(x3) = V2sin(krzs).

Ainsi, il est possible de développer en séries de Fourier (généralisées) toute fonction f de L?(2)
sur cette base

= fren (1.15)

k>0
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Dans la suite, on justifie de tels développements, ainsi que les propriétés satisfaites par les
coefficients wu. A partir des résultats obtenus, et de ceux concernant les singularités bidimen-
sionnelles, on mettra en évidence, sous des hypotheses supplémentaires que ’on précisera, une
décomposition de la forme (1.14) avec us de la forme

us = y(x3)r® sin(ad), (1.16)

e. : v ne dépend que de x3, avec v € H2(]0,1[) N HE(]0, 1]).

1.3.1 Développement en série de Fourier

Lemme 1.3.1 Soit u dans L?(Q). Il existe des coefficients uy € L?(w),k € N,k > 1

1
Uk(xth):/ w(x, z2, x3)ex(x3)des,
0

tels que
u = Zukek,
E>1
dans L*(Q), et
lulay = 3 lullZeq)
k>1

De plus, st u € H&(Q), les coefficients uy appartiennent a Hol (w), et

IVullZa@) = S {IVulZa + (bm) w22y | -

k>1
Preuve. Comme u € L?(f2), d’apres le théoréme de Fubini,
u(‘rlv T2, ) € L2(]O, 1[)7

pour presque tout (z1,x2) € w. D’apres la théorie des séries de Fourier, on peut donc la déve-
lopper suivant la base orthonormale (ex)g>1 de L2(]0, 1])

u(ay, w2, w3) = > up(w1,32)ex(x3)
k>1

pour presque tout x3 €]0, 1], (z1,22) € w, avec

1
ug(z1, x2) :/ u(xzy, x9, x3)er(xs) das.
0
En appliquant 'identité de Parseval on obtient

! (9617962, \L2 go,1p) = Z’Uk 961,332
E>1

En intégrant sur w, et grace aux théoremes de Fubini et Beppo-Levi on obtient

lullZ2i) = D lukllZeq

k>1
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1.3. Cas de ’aréte prismatique

ou Ou Ou
8x1 ’ 8x2 ) 8%3

Ou _Ouw (Ou)._ Oup (Oul
8:E1 k_alj’ 83:2 k_alEg’ 83:3 k_ k-

Si u € H}(2) on prouve les mémes relations pour

On détaille la preuve pour la premiere identité, les autres s’obtiennent identiquement.

Soit ¢ € C§°(w),

1
<<56—;1>k’¢> N /w/(] aa—u$1’$2’$3)ek($3)¢($1,$2)dzdw,

1 ou
= /ek(:ng) B 1(:El,:ng,:ng)gb(:nl,:ng)dwdzng,
0

k(23 /8 (21, z2)u(x1, 22, 23) dw das,

e
_ /wg— x1, T2)ug (21, v2) dw,
- <8:E1 >
)-

Remarque 1.3.1 Soit u € H*(Q) N HE(Q). On a

1
2 _ 2 2 2 4 2
HUHHz(Q) =3 ; <||Uk||H2(w) + (k) HukHHl(w) + (km) ||uk||L2(w)> :

Lemme 1.3.2 On a les équivalences suivantes

f e Hy(10,1[, L*(w) <= D _ k[l full 72 < oo
k>1
f e H*(0,1[, L*(w)) N Hy (10,1, L*(w)) <= > k' fill 2 ()
k>1

en utilisant les identités

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Preuve. On ne prouve que la premicre, la seconde étant semblable. Soit f € L?(w) vérifiant

O3f € L*(w) et floz=0 = flas=1 = 0.
1
krfr = —\/5/0 f(z1, 29, 23) (cos(krxs)) das,
1
= \/5/ O3 f(x1,x9,x3) cos(kmrs) drs
0

Comme 03f € L2(w) et que (1,\/5008(k77333))k>1

finitude de la somme Z B2 fr.ll32 () €st acquise.
k>0

Réciproquement, supposons Z k2| ka%z(w) < 00 et posons
k>0

Z frsin(kn-).

0<k<K

est une base orthogonale de L?(]0,1[), la
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On sait d’abord que Fx — f, quand K — 400 dans L?(w), donc 83Fx — 03f, K — +00

dans D'(w). Comme Zk2kaH%2(w) < o0, la suite (93Fk ) est de Cauchy dans L%(w), donc
k>0
converge dans cet espace vers J3f qui appartient donc & L?(w). [ |

Lemme 1.3.3 Soient u,v € H}(Q). La forme bilinéaire définie par :
a(u,v) = / Vu - Vode,
Q
se réécrit

a(u,v) = Z ag(ug, vg),

k>0

ot ay, est définie par : ap(u,v) = / (Vuk -V + (k‘ﬂ)Qukvk) dz.

Preuve. Il suffit de remarquer que

1
/amlu-amlvdzn = / </ &clu'@mlvdazg) dxq dao,
Q w 0

(Z Op Uf - O, vy | daq dag,

k>0

I
£~

_ / (O, g - Oy vg) day daa,

>0

Eo

la deuxieme égalité est une conséquence de I'identité de Bessel et la troisieme parce que le produit
de deux éléments de £2(N, L?(w)) est dans £}(N, L' (w)). |

Lemme 1.3.4 Pour f € L*(2), les coefficients de Fourier uj, de l'unique solution u € HE ()
au probléme (1) vérifient, pour chaque k € N,

ar(ug, v) = (fr,v)o, Vv € Hi(w). (1.20)
De plus, on a :
> (IVurll§ + B uelld) < 11£1720-
k>0
Preuve. Comme u est solution de la formulation variationnelle

a(u,v) = (f,v)r2(q), pour tout v € HY(),

il suffit de prendre comme fonction test v = vpe, € H(Q), v € Hi(w), et d'utiliser le lemme
précédent, pour obtenir que uy vérifie

ar (g, v) = (fr, Uk) L2 (w)>
pour tout vg € HO1 (w). Ensuite, on a avec v = uy, :

IV ll§ + (k)2 lugl§ < Cll ficllollur o,
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1.3. Cas de ’aréte prismatique

et a l'aide d’une inégalité de Young,

1

19l + o2l < © (= el + )

Pour u € L?(€2), on note Uy la somme partielle de Fourier de u :

k=N
Un = Z URE -
k=1

Corollaire 1.3.1 Soit f € L?(Q) et u € H} () lunique solution de (1.13). Alors (Un)n
converge vers u dans H*(Q). De plus, (AUN)y converge f dans L?(S2).

Preuve. Le fait que (Uy)n converge vers u dans H'(£2) est une conséquence du lemme 1.3.1.
D’autre part, on a

k=N k=N
—AUN = Y (—Aug + (k) ug)er, = Y frex,
k=0 k=0
ce qui entraine la convergence de (AUy)y vers f dans L2(1). ]

Corollaire 1.3.2 Soit f € L?(Q) et u € H}(Y) lunique solution de (1.13). Alors dsu € H ().

Preuve. Il faut prouver que d3,u € L*(Q) pour i = 1,2,3. Comme Zk4“uk“%2(w) < 00, on
k>0

déduit que v € H?(]0,1[, L*(w)) N H}(]0,1[, L*(w)), en particulier 95 su € L*(9).

Pour 03 u,7=1,2 on a

=

=N
03, Un(21,29,23) = kmoyug(x1, xe) cos(kmxs)
k=0

et comme Z kQHVukHQLg(w) < 00, 93,;Uy converge dans L?(Q) vers 95 ;u .

£>0 ]
D’apres (1.20), les coefficients wuy, satisfont le probleme aux limites suivant
_ 2 _
Auy + (km)%uy fr dans w (1.21)
ur = 0 sur dw.

1.3.2 Prise en compte de la singularité

Pour k € N, la forme bilinéaire aj, satisfait aux hypotheses du théoreme de Lax-Milgram, le
probléme (1.21) posséde donc une unique solution dans Hi(w). Réécrivant (1.21) sous la forme

—Auy, = fi = fi. — (km)?uy, € L*(w), ug € Hi(w),
les résultats de la section 1.2.3 permettent d’écrire
U, = Uj + CPs,

avec
1

'llk S H2(W) mH&(W), C — W
sio

/(fk — prug)psdz, = (km)?, (1.22)
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Oou encore sous la forme
ug = U + Ap@p (1.23)

avec

- ~ 1
Uy = U + ¢ € H2(w), A== p /(fk — prug)ps de. (1.24)

w

Si on recompose formellement la série de Fourier de u, la solution de (1.13) s’écrit :

U = Uy + Ug

up(w1, w2, w3) = Y Uk (w1, w2)ex(x3),
k>0

et
us =v(w3)dp,  V(w3) = > Mex(ws)

k>0
et peut étre approchée par

uN:uiv—i-ui,V

ot u et ul¥ sont les sommes partielles de Fourier de u, et u, & 'ordre N. Nous verrons dans la
suite quelles hypotheses doit satisfaire f pour que I'écriture u = u, + vy(x3)¢p, avec u, € H 2(Q)
soit effective.

Lemme 1.3.5 On a les estimations a priori suivantes

pkllukllo < Cll fxllo, (1.25)
Vi Vugllo < C|l fillo (1.26)
[Augllo < Cl| fello- (1.27)

Preuve. D’aprés la formulation variationelle satifaite par uy, on a

IVurll§ + mnllurll§ = (fr, uro-

et (1.25) en découle facilement grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz. La deuxiéme (1.26) résulte
d’une inégalité de Young

K 1
[Vagl} + pllunll§ < S lluelly + 5— 11 f&ll3
2 24,

La troisieme est immédiate & partir de (1.22) et de (1.25). La derniere étant alors triviale d’apres
I’équation dont uy est solution. ]
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1.3. Cas de ’aréte prismatique

1.3.3 Approximation de u; et )\

On établit ici les estimations vérifiées par 1y et A, quand & — +oo, qui permettront de
justifier la décomposition 3D de u obtenue a partir des décompositions 2D des modes de Fourier
ug. Dans la suite, on notera || . ||, la norme associée a la forme bilinéaire ay.

Lemme 1.3.6 On a les estimations sutvantes :

ik lla < Cvikll fello, (1.28)

[akl2 < C| fillos (1.29)

[Adgllo < C| fllo- (1.30)

[Ael < Cl fillo, (1.31)
a—1

[Aul < Cry.® | frllos (1.32)

Preuve. : L’inégalité (1.31) est évidente d’apres 'expression (1.24) de \i et I'estimation (1.25).
Pour (1.28), on a :
ak(ﬂk + /\kQSp,U) = (fk,’U)o, Yu € H&(w)

En appliquant ceci avec v = u, et en développant, il vient

)12 + 2Xkan(p, k) + Al dplla = (frr ur)os
et par suite
k2 < Nl fellollwrllo + 20l épllalle]la-

En utilisant (1.25) et I'estimation

19plla < C/hy

ainsi qu’une inégalité de Young, on a :

IN

. 1 1
i |2 Eka”(z)“‘§‘|uk‘|¢2z+oﬂk|)\k|2a

1
< —|Ifell§ + Crk| Ael?.
M

L’estimation (1.31) permet de conclure.
Pour I'inégalité (1.29), il suffit d’écrire, que d’apres (1.24),

Uy, = g + /B
ainsi,
k]2 < lagle + ClAk| < C|| fillo-
Or, d’apres le lemme 1.2.1,

g2 < [[Atglo + ClAk| < C|l fellos

et
— Aty = fr, — prur — \eps/ 0,
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Chapitre 1. Méthode de Fourier et du complément singulier

on en déduit donc la conclusion d’apres (1.25) et (1.31).
Pour obtenir (1.32), on utilise les résultats de [53, Thm. 2.5.2] ol u est décomposée en

ug, = ug,r + c(pr)e” VI D(r) ¢y,

a—1
avec up g € H*(W)NH{(w), c(u) € Rsatisfaisant |c(ug)| < Cpp? || fxllo, et n est une fonction de
troncature égale a 1 au voisinage de O et nulle dans un voisinage de I'infini telle que n¢, € H& (w).
Comme (Ag — c(uk)e VFETn(r)) ¢, doit appartenir & H*(w) on a nécessairement Ay = c(y). m

Lemme 1.3.7

ap—1

ukli+ae < Cry, * |l fillos (1.33)

Preuve. Toujours d’aprés [53, Thm. 2.5.2], on a

uk,rl2 + /il uk Rl + plug,rlo < Cll fello-
En particulier,
—-1/2
gl < Cug Pl fullo  Tug,rlz < Cll fello,
ce qui donne par interpolation

ag-1
[ug,R|1400 < Cry, * | frllo-

Reste ensuite & évaluer la semi norme H!T%(w) de v, = e VE"n(r)¢,. 1l suffit de I'évaluer
dans wN B(S1, o). En passant en coordonnées polaires et en faisant le changement de variables

r = /€,y = /', la quantité

‘?} ’2 " — // ‘VUP(‘T) — va(y)lz
PiH O(WHB(SLTO)) wﬂB(Sl,To)XwﬂB(Sl,’r‘o) ‘.Z' - y‘2+2060

est en O(u,iao_a)/z). A Paide de lestimation (1.32) on a

dx dy

eV () pr1an ) = O™/, n

1.3.4 Algorithme de la MFCS

On considere les approximations éléments finis P* aﬁ et )\ﬁ de 1y, et \;, obtenues en appliquant
la méthode de la partie 1.2.3. Pour calculer uj suivant la décomposition (1.23), on a besoin de
connaitre le coefficient \;. Or précisément, u; intervient dans le calcul de A\, et on a donc un
systéme couplé en (ug, A\;). On introduit 'approximation par éléments finis standard zZ, ie. zli‘

est solution du probleme
trouver z,}; e V), tel que ak(z,?,vh) = (fx,vn)o, pour tout vy, € Vy. (1.34)

pour calculer une approximation )\ﬁ de A\i. D’une certaine facgon, le role de z,? est de produire
un découplage.
L’expression du coefficient \; est

1
Ak = = /(fk — prug)ps de,
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1.3. Cas de ’aréte prismatique

on va donc approcher \; de la fagon suivante

no 1 hy, h =
/\k:% (fx =tz )ps dz, pour k < Ch 2720,k < N, et
w

1
/\220, pour k > Ch 220, k < N,

ou pfj est approximation de p, calculée dans la partie 1.2.3. La proposition suivante va permettre
d’estimer I'erreur commise dans I’approximation des Aj.

Proposition 1.3.1 Pour 0 <k < Ch_ﬁ
. = 21t llo < CR**0 w2~ filo, (1.35)
Preuve. D’apres (1.20) et (1.34)
lu, = 22 la < lluk = vnlla Yon € V.-

D’autre part, d’apres la théorie de l'interpolation

|z — pzilt < Chzkl1, |2k — Hpzi|ida, < C’h1+a°|zk|1+a0. (1.36)
Ainsi,
luk = 2t lla < O (L4 V/hh) B2k 14a,- (1.37)

Par dualité, nous avons

h
Ul — 2,9
lug — 220 =  sup (ur — 2§, 9)o
geL?(w) HQHO
_ .k
— sup ar(w(g), uk — 2)
geL?(w) HQHO
ot w(g) est 'unique solution du probléme
trouver w(g) € H}(w), tel que ax(w(g),v) = (g,v)o pour tout v € Hy (w). (1.38)
D’apres (1.20) et (1.34), on a alors :
a(w(g) — Mpw(g), ux — 2
fue— o = sup WD ZTnulo =2
geL?(w) lgllo
—1I —h
—  sup a(w(g) nw(g), uk Zk),
geL?(w) llgllo
oy @)~ Tl —
gEL2 (W) llgllo
A Taide de (1.33), (1.36) et (1.37), on obtient la conclusion
llur — 2 llo < CR2* 43~ fillo,
1
puisque 1+ /ugh < C’ pour k < Ch 2720, [ ]
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1
Corollaire 1.3.3 Pour k < Ch 2-20,k < N, on a
Ak = X < O g + B20) | filo- (1.39)

Preuve. Par différence,
A — AP = % (/ w(ph — ps) dz —I—/pg(zfj —ug)dz + / fr(ps —p?)da:) ,

le premier terme de la somme est majorée par Ch2® (uy|lugllo) < Ch**| fx|lo, le deuxieme par
C’hmoukugo_lﬂkao, et enfin le troisieme par Ch2?°|| fzlo. [ ]

Passons maintenant & I'approximation de #;. On rappelle qu’il est solution du probleme
trouver i € H'(w) tel que ay (i, v) + Apar(dp,v) = (fi,v)o, Yo € HE(w).
Une fois, )\Z calculé, on cherche alors aﬁ € V), solution du probleme

trouver ay € V5, tel que ap (@}, vp) + Mar(ép,vn) = (fr,vn)o, Yo € V5, (1.40)
sous la forme
ay = —Npmp(dp) + ug,hvug,h € V.
Par différence, on a
ag (g — ﬂﬁ,vh) + (Mg — )\ﬁ)ak(gbp,vh) =0,V € Vg. (1.41)

Soit wy, € V), telle que wy, — 112 € Vg.
En écrivant o — 112 = Uy — wp + wp, — ﬂZ, on obtient en développant
[t — whll2 = [lix — apll2 + i — whll2 + 2k (i, — @, 43 — ws),
et par conséquent
e — i lla < Il — whlls — 2ap (i, — @, 43 — wp).
D’apres (1.41), on a alors
g — w12 < g — wallz + 20k — AR)ar(dp, @ — wh).

On prend wy, = pag + (Ag — )\Z)thﬁp = I u — )\Zthﬁp.

On vérifie bien que ﬂZ —wp € V}OL. En effet,

QZZ — W = _Azﬂh¢p + ug’h — Hhﬂk — ()\k — AZ)Hh¢p7
= _AZ(Hhﬁbp — 1L, ¢p) + ug,h — Mpuk + Apllpgp — (A — )‘Z)Hh‘ﬁpv
= )\ZH}:qbp + ug’h — Ipuy.

On a donc
i — a2 < i — Dyt — (A — A2 ppl|2
+2(Ak — A ar(p, tp — Mpite — (A — AW)TRey),
< Cllig — Mptigl|2 + Clhe — NP IMagypl12 + ClAk — APl dpllalliy — Myl

+Ce = X Pllpllal Tyl o,

< O+ peh®)anl3 + CplAe = N + Cl = Alll6pllall i — Tntig o,

en utilisant la régularité H? de iy, et la continuité de 'opérateur II;, (uniforme en h). En appli-
quant une inégalité de Young au dernier terme, puis une inégalité triangulaire, on a :

i, — a7 < C(h? + a3 + Cprhr, — AP,

D’apres (1.29), on aboutit alors au
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1.3. Cas de ’aréte prismatique

Théoréeme 1.3.1 On a pour k € N,

i — afllz < CC/reh® | Filld + A — ARL).
On en déduit le
Corollaire 1.3.4 Pour k € N :
s, = ulla < Craghll fillo
Preuve. L’erreur uj — uZ s’écrit :
uk — ug =g — g+ (A = AP,
de sorte que

h -~ ~h h
e = w2 < C (Il =l + v = APl )

< C (uh® I fil} + el = M)

A

11 suffit alors de prouver que
Ak = MNP < Crh®|| fel3
reste vraie pour tout k € N. En effet, pour k£ > Ch_ﬁ, c’est a dire,
h-2g2e0-1 < ¢
on a d’apres (1.33) :
e = MNP = [Mef? < CRERP (B2 RO il < CRR?(| f13,

1
et pour k < Ch 220, on a:

h? < Ck™22-)

)

h4a0—2 < Ok—Q(Q—ao)(an—l)’

ce qui avec le corollaire 1.3.3 donne :

A = M2 < C(R2RA02400 4 p2eo)|| fi|[2,
< Ch2(k2(2a0—(2040—1)(2_040)) + 1)kaHg’

et 200 — (209 — 1)(2 — ap) = 1 — (209 — 1)(1 — ap) < 1 vu le choix de ay.

1.3.5 Méthode du complément singulier en domaine prismatique

Soit u la solution du probleme (1.13) et uy ses coefficients de Fourier. On pose, pour N € N,

On a donc

Ed

k=N k=N
N “h h
uy = Ugey + E Azer | op,

1 k=1
= 1}\7 + ’Y]}(f(ﬁp-
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Lemme 1.3.8 Soit f € L?(2). On suppose de plus que f € H*(]0,1[, L*(w)) N HE(]0, 1], L?(w)).
Alors l'unique solution u de (1.18), s’écrit

u:ﬂ—l—’}/@p,

avec i € H*(Q) et v € H?(]0,1]) n HE(J0, 1[).

Preuve. On note (Uy)y la suite des sommes partielles de Fourier de u. On a alors

k=N k=N
Uy =Un+ by, Unv =Y tiker, Y=Y M.
k=1 k=1

on sait déja que Uy converge vers u dans H'(£2). D’apres le lemme 1.3.2 et I'inégalité (1.31), on

a
k=00

k4|)‘k|2 < 00,
k=1

et ceci entraine la convergence de 7y vers une limite v dans H?2(]0,1[) N HE(]0,1]), ainsi que
celles de (yn¢p)n dans H'(Q) vers ¢, et (A(yn¢p))n dans L2(Q) vers 7”¢,. Comme Uy =

Un —y~¢p, Un converge dans HY(Q) vers u — Yop = U, et de méme, AUy converge vers Al
dans L%(Q). 11 reste & obtenir que @ € H?(£2). On a déja :

O3t = O3u — ’7/5251, € H! (Q)

Pour les dérivées 82-2 ;0,17 < 1,2, on note que
k=N
2 7 Z 2 -
87,,]UN = a,i7jUkek,
k=1

et la conclusion découle de (1.29). []

Remarque 1.3.2 La décomposition ci dessus n’est pas valable sans hypothéses supplémentaires
sur f. Plus généralement, on renvoie a [50] pour les propriétés suivantes.
Si f € H™(Q), il existe des fonctions (cji(2));>1,>0 telles que

u— Y ¢z sin(jad) € L*(I, H™ (W)
2l+ja<m+1

De plus, si (m+ 1)a ¢ N,c¢;; € H™1=2259=2(T) pour tout e > 0 (avec e =0 sim = 0).
Si f € C®(Q) alors cj; € C(I) et

u— > () sin(jab) € (I, H™ (W)
2l+ja<m+1

Proposition 1.3.2 On a l’estimation suivante :

1

19 = sz < 1510+ 10uflo + 122 £10) (1 + 3 ) (1.42)
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1.3. Cas de ’aréte prismatique

Preuve. En utilisant le lemme 1.3.1,

o

=N

IV = uf ey = (VG — w3 + (k)2 — wfI3)
k=1

k=00
+ 3 IVl + (km)?|ugll3) |

k=N+1
= L+ 1.
D’apres le lemme 1.3.4,
k=00
L o= > (IVurlg + (km)?[lullf) ,
k=N-+1
k=00
< ON72 Y K (Vg + (km)*ull3) ,
k=N+1
< CON7?[|fllz2(0)-
En ce qui concerne I,
k=N
I = lur — wll2,
k=1
k=N
< D CK'IIfI,
k=1
< 2035115
D’ot la conclusion. [ |

Dans cet approche la partie réguliere u,., est approchée par

k=N
~h
u’r‘,h = UL CE
k=1
et la partie singuliere par
k=N
N N N h
Ugh =T Pps Th = Z A€k

k=1

Dans la partie singuliere, la somme définissant W}ZLV ne dépend pas de N mais uniquement de
h. On se propose dans le paragraphe suivant, d’approcher directement la partie réguliere par
éléments finis prismatiques.
1.3.6 Complément singulier 2D-Eléments finis prismatiques

Dans cette partie, on utilise I’approximation de ~ calculée précédemment

wws) = Y Aer(ws),

1
0<k<h 2-«
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Chapitre 1. Méthode de Fourier et du complément singulier

pour calculer I'approximation par éléments finis prismatiques de la partie réguliere u, dans la
décomposition

u = up +y(x3)Pp
avec u, € H%(Q) et v € H?(0,1).
On ne résoud plus NV problemes bidimensionnels comme pour la MFCS pour approcher la partie
réguliére : seule la partie singuliere nécessite une transformée de Fourier inverse.

a6

a4

a3

al

a2

Fia. 1.3 — L’élément prismatique de référence

1.3.7 Eléments finis prismatiques

Soit Py, un maillage par éléments prismatiques P21D ® PllD de €, régulier et affine équivalent.
Un tel maillage s’obtient sans difficulté a partir d’'un maillage triangulaire de w (cf section
suivante). C’est un élémént fini de Lagrange de degré 1.

L’élément prismatique de référence est décrit comme suit (cf figure 1.3) : notant ay, ag, as, aq, as
et ag ses degrés de libertés, les fonctions de forme locales sont données par 1;(a;) = d;; :

Yi(e) = (1— a1 —a2)(1 - a3)
7/)253:3 = xlgl — x3;

P3(xr) = x9(1 —x3

Ya(z) = (1 —21 —x0)23 (1.43)
vs(x) = moxs

wﬁ(l‘) = T1T3

Les fonctions tests sont donc combinaisons linéaires de fonctions de la forme

v(zy,x2,23) = (axy+ bxry + c)(dxs + f),
= cf4+afry+bfxry+ cdrs + adrixs + bdroxs.
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1.3. Cas de ’aréte prismatique

On note V}, 'espace des fonctions test et V}? le sous espace des fonctions nulles au bord
V;? = {vp € Vi, : vplon = 0}.
On notera II; 'opérateur d’interpolation sur V},, et 7, 'opérateur d’interpolation au bord.

Remarque 1.3.3 La structure des fonctions de forme locale (1.43) permet de voir que la fonc-
tion de base associée au point M (z;,y;, zj) n'est autre que vj(2)di(z,y), ouy; € Pip(0,1),v;(z1) =
dji et ¢i € Pyp(w), ¢i(wk, yr) = di-

1.3.8 Approximation de la partie réguliere

On cherche une approximation uy de u sous la forme
)
uh - ur + ’Yh(bp
La partie réguliere u, vérifie le probleme de Dirichlet suivant :

—Au, = f++"¢, dans Q,
U = —Yoplaq sur 0N

On fixe une fonction ¢ € COI(R+) vérifiant ¢ = 1 pour r < rg et { = 0 pour r > 2rg > 0, pour
un rg convenable. On pose

s = —(1=¢(r)ve, € H* (),
spo= —(1=C(r)mep € H*(Q),

u = s+ul, ude H*(Q)NH}HQ),
uﬁ = Ilpsp + uﬁ’o, u?’o € V,?,

uff étant I’approximation éléments finis prismatiques de u, recherchée.

Remarque 1.3.4 La fonction de troncature ( est introduite ici pour les seuls besoins de la
démonstration. Dans la pratique, elle n’est pas recquise et la partie réquliere est approchée en
résolvant un probléme de Dirichlet non homogéne (cf plus loin).
u? et u? 0 sont solutions des problemes
trouver ul € H}(Q) tel que a(ul,v) = (f,v)o0 — a(s,v) — (v ¢p, O30)0, Vv € Hy(w).  (1.44)

et

trouver u? € V2tel que a(u™®,vy) = (f,vn)0 — a(lsp, vi) — (Yhép, 30 )0, Yo, € V2. (1.45)
Par différence entre (1.44) et (1.45),

a(ug - u,}f’o,vh) = a(llysp — s,vp) — (), — 7/)%, d3vp)o, Yoy, € V,?, (1.46)

et en écrivant

0 RO _ /.0 0 0 R,0
up —uy = (u, — Hpu,) + Tpu, — u,®,
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Chapitre 1. Méthode de Fourier et du complément singulier

on obtient
h h
juf —ul2 = (Q—ur 0 — Tul) + a(ul — ul I0,u0 — ul?),
(Q—ur 0 — Tul) + a(Ilysp — s, ul — ul0)

h,
_(( h_ )¢p783(1_[hu — Ur 0))07
u? — Tul [u? — g \1+thsh—shyl(\HhuQ—thHuQ
+Cyn — A1 (Ml — uQly + [u® — ur°|y

IN

A T'aide de l'inégalité de Young, on obtient
h,0
uf — w17 < C(Ju — Tpul] + [Hyspy — s[f + [Mhud — up?
+n = D).
A T’aide des estimations suivantes

ve — It < Cyh,
p(sn) — sl < |Hu(sn) — suli + 5w — s|1 < Crh,
|’LL9 — Hhu9|1 < th,

on obtient Iestimation O(h) voulue pour [u® — u*|;.

D’un point de vue pratique, on cherche une approximation de u sous la forme

up, = —mp (W) + a0,

_ur

1,0
1)

avec ur € Vh et m, opérateur d’interpolation au bord et des calculs analogues a ceux de la

section 1.2.3 prouvent une estimation identique a celle obtenue ci-dessus.

Remarque 1.3.5 Il est aussi possible de décomposer u en u = ul + %WSS, avec v € H?(Q) N

H(Q) et résoudre le probléme

trouver ul € HL(Q) tel que — Aul = f + 3
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On a présenté dans le chapitre précédent, une méthode de résolution numérique pour le
probleme de Dirichlet pour le laplacien en dimension trois dans un domaine prismatique en
utilisant un développement en série de Fourier dans la direction de I'aréte et en résolvant les
problemes 2D pour les modes de Fourier par la MCS.

Dans ce chapitre, on considere le méme probleme pour un domaine invariant par rotation
possédant une aréte circulaire rentrante. A l'aide d’un développement sur la base (eik(’)kez
de L2(]0,27[), et en suivant la méme démarche, on aboutit & un algorithme analogue & celui
du chapitre précédent. Dans le cadre de la géométrie axisymétrique, 'utilisation des séries de
Fourier nécessite de préciser les espaces de Sobolev auxquels appartiennent les différents modes.
La distinction avec le cas prismatique réside dans les espaces fonctionnels qui sont des espaces
a poids dont on précise les propriétés qu’on utilise dans la suite [18].
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

2.1 Espaces de Sobolev a poids

z

FiG. 2.1 — Domaine méridien.

On considere un domaine {2 obtenu par rotation autour d’un axe Oz d’un polygone w. On
note dw = 7, Uy le bord de w avec v, le coté situé sur I'axe Oz et v, = U;cp ’y}; la réunion
des autres arétes de bord. Le bord 912 est engendré par rotation de 7, autour de I'axe Oz. On
notera (I';);cr 'ensemble des faces de 92, T; étant la face engendrée par ~; (voir Figure 2.1). En
introduisant les coordonnées cylindriques (r, 8, z), 'ouvert Q peut ainsi étre identifié a Pouvert

Q~Q:={(r0,2)|(rz2) cwbecl02r]}

On suppose que w possede un unique coin rentrant noté E dont ’angle interne a pour mesure
m/a, avec 1/2 < a < 1. On note C' le coin non convexe de € sur axe (Oz) et on supposera que
langle 7/ (voir Fig. 2.1) satisfait la condition suivante :

Ve :=min {v > 0, P)(cos/B) = 0} > 1/2,

ot (P?), est la famille des polynomes de Legendre d’ordre 0 et d’indice v. Dans le cas contraire,
on dira que ) présente un coin vif en C. On notera (p, @) les coordonnées polaires attachées au
point E, et wg un voisinage du coin E de la forme

wg = {(pcos(p), psin(p)),0 < p < R,0 < p < 7/a}
pour un R > 0 convenable, et par n € C°(R™) une fonction de troncature vérifiant 0 < 7 <
1, n(p) =0, pour p > 2R/3, n(p) =1 pour p < R/3.
Au:Q— R, on associe @ : 2 — R par
a(r,0,z) = u(rcosf,rsinb, z), (2.1)

pour (r,z) € w et 0 € [0,27[. Les formules de changement de variables donnent alors

/\u(a:,y,z)]2 de dydz = /!ﬁ(rcos@,rsin@,z)]%dr dfdz,
Q Q
~ 2 ~
/|Vu|2d:£dydz = /<@ o
Q Q or

0z

100
r 00

2
)rdrd@dz
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2.1. Espaces de Sobolev a poids

Dans 'identification 2.1, les espaces L?(2) et H'(£2) ont pour image respectivement :

L£3Q) = {u : 0 — R mesurable ,/ lu(r cos 6, rsin, z)|*rdrdf dz < oo}
Q

ou 1 ou Ou ~
€ L3
ar'rof’ oz ( )}
Remarque 2.1.1 En toute rigueur, l'application (r, z,0) — (rcos @,rsin @, z) est une bijection

de w x [0, 27| sur Q — 7,4, mais vy, étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, les espaces
L2(Q) et H'(Q) ont les mémes images que L*(2 —7,) et HY(Q — 7,).

L'image de H}(€2) est alors

H%Qy:{uec%@

() = {u € HHQ), ulyywo2n = 0]

ol U, x[0,2r] €St la trace sur 9Q =y x [0, 27[ de u & travers 'identification 2.1 .
Dans ces conditions, le probleme variationel

trouver u € H}(Q) tel que Vv € H (), / Vu-Vvdr = / fvdz, (2.2)
Q Q

se transpose dans ) en
trouver u € H}(Q) tel que Yo € HE(Q),

Oudv 1 0udv Oudv

/<EE+5%%+&&

Comme L?(f2) s’identifie & I'aide des coordonnées cylindriques et au théoréme de Fubini a

L2(]0,27[; L*(w,rdrdz)), la décomposition en séries de Fourier suivant § transforme le pro-

bleme (2.3) en une succession de problémes bidimensionnels grace & I'orthogonalité des (e??),,

dans L?(]0, 2x[). Pour plus de clarté, Q et Q seront confondus et Q sera décrit par les coordonnées
cylindriques. Etant donc donnée f € £2(Q), son développement en série de Fourier s’écrira

) drd@dz—/fvrdrdez (2.3)

f(r,0,z2) \/_ ka (r,z)e"™ ) pour presque tout (1,0, z) € Q.

Afin de caractériser les coefficients de Fourier fi, on introduit les espaces & poids suivants [18]

Li(w) = {u : w — R mesurable ,/ lul?r* dr dz < oo} ,

1/2
normé par |lullo, = </ lul?rH dr dz) et pour s € N,
w

H(w) = {ue Li(w),@”u € Li(w) pour |v| < s},

1/2
ol
. 2 N , .
muni de la norme |[jul|,,, = Z 10" ull5 . , ot pour v € N2, 9¥u désigne Grigge b Avee
lv|<s

lv] = v1 + vo.
Pour s € R™, on définit H}(w) par interpolation

Hj(w) = [HH W), B ()]s 41 s

45



Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

On notera H, ffl/ 2(’y) I'espace des traces associées. On se limitera désormais aux cas s € [0, 2],
dont on peut donner les propriétes suivantes :

Proposition 2.1.1 Pour s € [0,2[, lespace Hj(w) est l'ensemble des traces dans un demi-plan
méridien des fonctions de H*(Q)) qui sont invariantes par rotation. Pour s = 2, on notera l’espace
des traces correspondant par H% (w) égal a

du

{u e H(w), 5 € L%l(w)}

On a aussi besoin de définir des espaces de fonctions plus régulieres au voisinage de 7,. On pose
pour s > 0,

Vi) = {u € H(w)

rAm=solomy e L2(w),0 <l+m < [8]} .

Les problemes variationnels dont sont solutions les modes de Fourier (uy); de la solution feront
intervenir les deux types d’espaces suivants : ’espace des fonctions appartenant a H 11 (w), ayant
une trace nuulle sur -y, pour le mode 0 et I'espace des fonctions appartenant & V! (w), ayant une
trace nulle sur 7 tout entier pour tous les autres modes. Grace a I'opérateur de trace sur ~y,, on
peut donner une caractérisation pratique des espaces V;*(w) [18].

Proposition 2.1.2 Pour 0 <[ < s—1, Uapplication

8[
w € Hi(w) — 8_7“2’ e H'"1(y,)
r Ya
est continue.
Proposition 2.1.3 Soit s € R™.
dw
1. Si s ¢ N alors V(w) = uer(w)‘W =0,0<l<s—1;.
r
Ya
alw s—1
2. Sis€Nalors Vi(w)=3{uec Hjw)| —| =0,0<I<s—1,—w| €L*Ww)yp.
ort . Ors—1 .

Dans le cas des valeurs s = 0, 1, 2, qui seront les plus rencontrées dans la suite, on remarque que
VP (w) = L (w), Vi (w) = Hi () N L2 (w), Vi (w) = HE(w) N HL ().

<
H} (w) désignera le sous-espace de Hi(w) des fonctions & trace nulle sur 7. Les fonctions de
Vi (w) et VZ(w) ont la propriété d’avoir une trace nulle sur -,

Proposition 2.1.4 On a les propriétés suivantes
we H(w)NLA(w) = wul, =0,

weH! | (v) = wueL*;Ww).

(o] o (o]
On désignera par Vi! (w), V2 (w), H'; (w) les sous-espaces des fonctions & trace nulle sur ;.
Enfin, on utilisera souvent la formule de Green suivante, o AT désigne 'opérateur 8,?T +r719, +

2
0;,.
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2.2. Décomposition en séries de Fourier

€ Hl_l/z(yb), et on a la
Y

0
Proposition 2.1.5 Soit u,v € Hi(w) et Atv € L2(w). Alors 8—U
n

formule de Green suivante

/wu CATv rdw + /qu Vo rdw =< %‘%,um >H;1/2 (2.4)

(3, H1 2 ()
[}
De plus, pour tout w €H'| (w), tel que ATw € L2(w), on a :

w
3‘%/ <_ﬁ ATw ) rdw = HVwHa_l — 2Hw\|3,_3. (2.5)

On peut maintenant préciser les propriétés du développement en séries de Fourier.

2.2 Décomposition en séries de Fourier
—ik0

Vor

On note pour k € Z, ex(0) =
de L*(]0, 2x).

Proposition 2.2.1 Soit u € L?(Q). Il existe des coefficients de Fourier uy(r,z) € L2 (w) donnés
par :

. La famille (eg)rez est une base (sur C) orthonormale

2w
ug(r, 2) :/0 u(r, 8, z)ex(0) do

et vérifiant :

1/2
ulo = (ZIIWII%,1> ; (2.6)

keZ
U(T’,Q,Z) = Zuk(rv Z)ek(e)v (27)
keZ

presque partout dans 2. De plus, les équivalences suivantes ont lieues

2 (2.8)
) < oo
0,1

Preuve. La preuve est dans [55] et est similaire au cas prismatique. Comme pour presque tout
(r,2) € w, u(r,-, z) € L*(]0,2x[)(théoreme de Fubini), elle admet un développement en série de
Fourier

ug € Hll(w),

luoll2y + > (Hukuil + k2

keZx

uwe HY(Q) —
Yk

’LL(?",@,Z) = Z’LLk(T‘, Z)ek(9)7
keZ
2T
avec les coefficients uy(r,z) = u(r, 0, z)€(0) df. En particulier, ||ugl|lo,1 < ||u/lo. D’apres

0
I'identité de Parseval, et les théoremes de Fubini et Beppo-Lévy, on obtient la relation (2.6). Si
u € H'(2), on prouve, comme dans le cas prismatique, que :

Ou) _Ouk (Ou) _Ou (10u) _ikm
or), or’\oz), 0z \roo), P

et ainsi les relations (2.8). ]
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

Remarque 2.2.1 Siu € Hol(Q), les modes de Fourier appartiennent aux sous espaces a trace
<&

nulle sur 7y, @ savoir, ug €Hi (w) et ux €V (w) pour k # 0.

Lorsque u € L?(2) et quelle ne possede que certaines dérivées dans L?(Q), les relations de
Parseval restent vraies pour ces dérivées. C’est ce que précise la propriété suivante dans le cas

I
des dérivées —u.,j =1,2.

04’

Proposition 2.2.2 Soit u € L*(Q). L’equivalence suivante a lieu, pour j = 1,2 :

—= € LX(Q) <= ) kY |ug§; < o
kez

Preuve. Soit u € L?(Q) vérifiant dpu € L?(Q). Par intégration par parties et périodicité en 0 :
2
ik (r,z) = / w(r,9, =) (e4(8))' o,
0

2w
= —/0 (Ogu(r, 0, 2)) e, () do,
= — (agu)k (7", Z)

Comme Jgu € L?(2) la somme Z k:2||uk||(2)71 est finie.

keZ
Réciproquement, supposons ZkQ\\ungl < 00 et posons pour presque tout r,6,z, et pour
keZ
K €N,
UK(T797 Z) = Z uk(n Z)eikﬂe‘

—K<k<K

On sait d’abord que Ux — u, K — +o0o dans L?(f2), donc U — Opu, K — +o0 dans
D'(Q). Comme Z szukHal < 00, la suite (9yUk ) i est de Cauchy dans L?(2), donc converge

keZ
dans cet espace vers dpu qui appartient donc & L?(€2). [ |

Pour I'espace H?((2), on rappelle (voir [18]) que I’espace des traces dans un demi-plan méridien
via le développement de Fourier est

— D'espace H(20) (w) := H?(w) pour le mode 0,

— Despace H?il)(w) = {u € H{(w),ul,, = 0}, pour les modes =+1 et

— D'espace H?k) (w) := V(w) pour tous les autres modes |k| > 2.
Gréace a la représentation en série de Fourier, résoudre le probleme (2.3) est équivalent a résoudre
les problemes aux limites satifaits par les modes ux, k € Z. En utilisant le développement en série
de Fourier, on peut réécrire la formulation de (2.3) en fonction des modes. Pour f € L?(2),v €
L?(Q) d’apres le théoreme de Fubini et I'identité de Bessel :

2T
/fvdx = /( f(r,@,z)v(r,Q,z)d@)Tdrdz,
Q w 0
= /ka(r, 2)vg(r, z)r drdz.

keZ

48



2.2. Décomposition en séries de Fourier

Comme (fy)rez, (Vi )rez appartiennent & ¢2(Z, L?(w)), on a :

/ fvdz = Z fe(r, 2)vg(r, 2)r drdz.
Q

keZ’%

Pour la forme bilinéaire a, on a

Proposition 2.2.3 Soit u,v € HY(Q2). La forme bilinéaire

Ou Ov 1 0udv Ouodu
a(u,v)—/Q<E§+r—2%%+§§>rdrd9dz

se réécrit sous la forme
[e.e]

a(u,v) = Z ar(uk, vk)

k=—o0

ol ug, v sont les coefficients de Fourier de u et v définis dans la proposition 2.2.1 et ai est la
forme définie par :

B B Oudv  Oudv 1
— pour k = 0,a¢(u,v) —/w <EE+§&> drdz, u,v € Hi (w),
oudv  Oudv k? 1
— pour k # 0, ai(u,v) = /w <E§ + 9295 + r—2uv> rdrdz, u,v € Vj(w).

Preuve. On a la relation suivante :

2w
@@rdrdez = /( @@d9>rdrdz,
w 0

q Or Or or Or
Ouy 0
= / ( %#) rdrdz,
w \kez 9" 9"
Ouy 0
= Z / %#r drdz,
kez e 9"
la derniére égalité provenant du fait que le produit de deux familles de carré sommable est
g 0
sommable et du théoreme de Fubini. En procédant de méme pour les produits en 2 92 et
z 0z
10 190 btient 1 lusi [
90 720’ on obtient la conclusion.

On peut maintenant écrire pour chaque k € Z le probleme variationnel dont u; est solution. En
choissant des fonctions tests de la forme v(r, 6, 2) = v;(r, 2)e’?, avec

<o
v €H{ (w),pour | =0,
<&
v €V (w), pour I # 0,
de sorte que v € Hol(Q), on aboutit comme dans le cas prismatique, a la

Proposition 2.2.4 Soit f € L*(Q). Les coefficients de Fourier uj, de uw € HZ(Q) solution de
Véquation —Au = f dans Q sont solutions des problémes

< <
trouver ug € Hi (w) tel que ag(ug,v) = / fo(r, 2)v(r, 2)r drdz, Yo €H} (W), k=0, (2.9)
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

et
<o o
trouver uy, €V;! (w) tel que ay(ug,v) = / fre(r, 2)v(r, 2)r drdz, Yo €V (w),k#0, (2.10)

ot f, est le k-éme mode de Fourier de f et ap est définie dans la proposition 2.2.3. De plus, on
a les inégalités :

[Vuollon < Clifollo, (2.11)

Ouy, Tmax
K3 T 3, (212)

#5e o,

0,1 0,1 H H01 -

Corollaire 2.2.1 Soit f € L?(). Les coefficients de Fourier uj, de u € H}(S) solution de
Uéquation —Au = f dans Q sont solutions des problémes aux limites suivants

pour k =0, —ATug = fo dans Q, wuy =0 sur 7, (2.13)
]{72

pour k # 0, —ATuy, + —uk = fr dans Q, wu =0 sur 7. (2.14)
r

Le théoreme de Lax Milgram garantit I'existence et 'unicité de ug. Si le domaine avait été
convexe, la solution serait dans H2(Q2) N H}(Q) et les coefficients de Fourier appartiendraient

<
a l'espace H (Qk)(w)ﬂ H{ (w) (voir plus haut). Ce n’est plus le cas lorsque le domaine est non
convexe.

2.3 Régularité et structure de la solution

La présence d’une aréte axisymétrique non convexe a été étudiée dans [18], [55]. On rappelle
ici les principaux résultats de régularité et la structure des solutions de (2.13) et (2 14). La partie
principale des opérateurs au voisinage de la singularité géométrique de w est 8 57 T 55 22, ainsi les
singularités des modes uy sont celles du laplacien.

Lemme 2.3.1 On a les estimations a priori suivantes pour k > 2 :

E2|lurllo—1 <7 max I fello1, (2.15)
T max

E[[IVu < —=, 2.16
B[ Vurllo1 < 7 | frllo,1 (2.16)
A  ugllog < 2]l fello,1, (2.17)

(K = 2)|uglo,—3 < | fxllo,1s (2.18)

1/2
(¥ —2)"% | Vuflo.1 < —||fk||01 (2.19)

Preuve. Les deux premieres sont déduites de la proposition 2.2.4. En multipliant (2.14) par
27 et a I’aide de la formule 2.4, on obtient

IVurll§ -1 + (&% = 2)llurll§ —s < [l fullollurllo—s,

et on obtient les deux dernieres. L’inégalité (2.17) découle alors de Atuy, = fi, — k%r—2uy,. [ |
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2.3. Régularité et structure de la solution

Proposition 2.3.1 Soit f € L¥(w) et uy, solution du probléme

u eV (W), ap(u,v) = (f,v)p2, Vv eV (w), pour k # 0,
< <
u€H (w), ap(u,v) = (f,v)p2, Vv €H{ (w), pour k = 0.

Alors uy, se décompose en uy(r, z) = x(r, 2) + yn(p)e™*1P p* sin(ayp), avec v, € R satisfaisant

Bl < [ £ Mo,
et
<&
H?(w)n H{ (w),k =0,
ug(r,2) € { H2(w)N Vi (w), k = +1,
VE(w)N V] (w), k] > 1

satisfaisant HﬂkHH2(wE) < Cfllo,-
En particulier, ug posséde les régularités locales suivantes :

H?(w\wg), k =0,
uk]w\wE € le ﬂL%l(w\wE), ‘k’ =1,
Vi (w\wp), k] > 1,

et
Uklwy € HT7%(wp)

On peut maintenant préciser en tenant compte de la structure des modes de Fourier, la décom-
position 3D de la solution u € H}(2) du probleme (2.3) [55, Thm. 6.3, p.851], [56, Thm 7.2,
p.1892-1893].

Théoréme 2.3.1 Soit f € L*(Q),u € H}(Q) vérifiant —Au = f dans Q. On a la représentation
suivante

u(r,0,2) = u.(r,0,2) + us(r, 6, 2), (2.20)
ol ]

us(r,0,2) = 1(p)v(p, 0)p* sin(awp),

1(p,0) =Y e e,

keZ '
ur(ra 07 Z) = Z ﬂk(rv z)ezke
keZ

avec

ik € H2(wp) 0 @), [iellzp + K181 + k0 < Clfillos
o™= yllo + o™ Vllo + [l0*D*4llo < ClIflo,

pour € >0, et
&Il < Ol fillows-

En particulier, en notant vo(0) = v(0,0) alors vo € H:52(]0, 27[).

per

On verra dans la partie 2.7 que sous des hypothéses supplémentaires sur f, la solution u possede
comme pour le cas prismatique une partie singuliere tensorielle ug(r, 8, z) = v(8)p® sin(ayp)
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

2.4 Méthode du complément singulier pour les modes uy, |k| > 2

Soit 75, un maillage régulier, affine équivalent de w, dont les sommets sont notés : (M;);=1. n,
avec N = N; + N, et on supposera pour simplifier que les N, derniers sommets sont les sommets
de bords. On note V;, 'espace des fonctions de base P! (¢i)i=1..n, associées a la triangulation
et Vg le sous espace des fonctions nulles au bord. On note hx = diam(K), pour K € T, et
h = maxgeT, hic le pas du maillage. On introduit les notations suivantes : IIj, est I'opérateur
d’interpolation (de Lagrange) globale, 7, l'opérateur d’interpolation aux points du bord. On

[} (o]
introduit aussi 'opérateur de Clément Pj, qui applique Vi' (w) sur ﬁh:Vf (w) NV : a chaque
sommet M;, on associe un triangle T; € 7} contenant M; (comme le maillage est régulier, le
nombre de tels triangles est borné indépendamment de h ) et on définit opérateur de projection
p; de L3(T;) sur PY(T;) : pour tout v € L(T;), p;v € PL(T;) satisfait

Yq € PYT;), /T (v —pv)(r, 2)q(r, z)rdrdz = 0.

L’opérateur P, est alors définit par :

N
Ph’U = Z sz(Mz)¢z

izl,Mi¢'YaU’}/b

Cet opérateur vérifie les propriétés suivantes [17]

Lemme 2.4.1 Pour tout w € V"7 (w)N V! (w), on a

h™Hw — Pywllo + lw — Pywlly: < Ch,

o
Preuve. D’apres [17], la propriété est vraie pour w € V2(w)N Vi (w). Comme V10 (w) est
I'interpolé de V(w) et Vi}(w), on obtient le résultat par un argument d’interpolation pour les
(o]

éléments de V2 (w)N Vit (w). Par densité, on a la conclusion. [ ]

2.4.1 Description

De méme que dans le cas du laplacien standard, on a une décomposition analogue de L% (w).

En notant Ay = —AT + — 1, on a une décomposition :
r

° 1
Li(w) = Az(Hpy (@)N V] () ® N2 (2.21)
Afin de caractériser ’espace N, on utilise une formule d’integration comparable a (1.5) mais

pour un domaine axisymétrique. On introduit d’abord les espaces suivants

Définition 2.4.1 Pour chaque face I';;i € F' on note p;(z) la distance de x a OT';. On définit

f

Hy)?(Ty) = {f e HY2(Iy), e

€ LQ(FZ-)}

et
< 1/2 1/2 N
Hoé (Iy) = Hoé (Ts) N D'(Ty),

ot D' (T';) est l’espace des distributions sur T'; invariantes par rotation.
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2.4. Méthode du complément singulier pour les modes uyg, |k| > 2

Soit 44 I'opérateur de trace 7% : u € H?(Q) — % - e HY2(Iy) et H2(Q) = H2(Q) N D'(Q)

ou D' (Q) est l'espace des distributions sur {2 invariantes par rotation. Enfin, on introduit aussi
le sous ensemble suivant de H2(S2)

G = {ue i@ HY(@) Afu =0, v # 3}
On a

Proposition 2.4.1 L’opérateur v} est continu de H*(Q) N H} () d valeurs dans ﬁéf(ﬂ). De

plus, % est surjectif de G; sur Flééz(n) et il existe un relévement continu.
Ce résultat permet de prouver la formule d’intégration suivante

Proposition 2.4.2 Soit p € D(A,Q) := {ue L*(Q),Aue L*(Q)} et u € H2(Q) N HA(Q).

Alors
ou

/Q (p- Au=Ap-u) de = ; (Ffééz<ri>>'<p’ %>ﬁgé2<m' (222)

On peut alors prouver en suivant la méme démarche que pour le cas cartésien la caractérisation
de l'espace des singularités Ns.
=0.
Ya

1l est de dimension finie égale au nombre de coins rentrants sur .

Proposition 2.4.3 Le supplémentaire No est alors

dp

_ 2 — Y = -
N2 - {p € Ll(w)7A2p - 07VZ p|fyl§ - 07 on

e]
Comme dans le cas cartésien, il existe p? € Na tel que p2 — n(p)p~sin(ap) €V ().
Soit " et 1’ tels que 0 < r” <1/ < rpet x € C°(RT) vérifiant x(rr) = 1 pour r < 1" et x(r) =0
pour 7 > 7', On définit aussi
W'={(r,z) €Ew,r <1r'}.

Lemme 2.4.2 Soit p € Ny. Alors xp € VE(w).

Preuve. On sait déja que xp € Vi}(w) et xp = 0 sur dw’. Comme

4
(_A‘*‘ + ﬁl> xp=—2Vx-Vp—pAty e L%(w)’

xp appartient & V2 (w'). [

Pour calculer p2, on peut décomposer, comme dans le cas cartésien, p? en une partie réguliere
et une partie singuliere au coin. Dans le cas axisymétrique, I’écriture

P2 =p+p,

avec p € Vll (w) et pf, = p~“sin(a¢) n'est pas adaptée d’apres la proposition 2.1.4 puisque pf,
devrait avoir une trace nulle sur ~,. L’introduction de la fonction de troncature 7 dans la partie
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

singuliere ne permet pas d’avoir une bonne approximation lors de sa discrétisation. Comme
p2|r € VE(W"), on choisit donc de représenter p? € Ny sous la forme

p:=p+pl, (2.23)

avec

2
r —a -
= (2 s

TE

de sorte que chaque terme possede la régularité V2 au voisinage de I'axe r = 0.
D’autre part, p € Vi}(w), en effet,

P2 = P2+nlp)p *sin(ayp), p2 € ViH(w),

= B+ (n(p) - <é>2> p~*sin(ap) + <%>2p‘“ sin(asp),

et (n(p) - <%>2> p~%sin(ayp) € H'(wg) puisque

2
<77(p) - <—> ) p = %pl‘a cos(p + o) + O(p*™%),

quand p — 0.

L’égalité (2.21) fournit alors une décomposition pour tous les modes |k| > 2 en partie réguliére
et singuliere. En effet, d’apres les résultats de régularité rappelés au début, on sait que ug|, €
H (W) C L?4(w') donc fr, — (k* — 4)r~2uy, € L?(w). L'unique solution du probleme

o

trouver u €V} (w), pour tout v €V}t (W), az(u,v) = (fr — (k* — 4)r " 2ug,v)o1, (2.24)

[¢]
s’écrit, d’apres (2.21), u = g + @2 ol ¢2 €Vit (w) satisfait & : Axp? = p2.
Comme u = uy,

up = g+ cr g3, T € Hip(w)N V' (), (2.25)
ou 1y, et ¢ vérifient
ay (g, v) + cear(d2,0) = (fr,v)og, Vo V] (w).
En remarquant que
¢2
—5.05) = 1VALI§ 1 + 2016205 s,
r 0,1
on obtient
(23151 + (B = 4) [IIV 2115, -1 + 21103115, —5]) & + (k* = 4) (@, p3) = (fr, p3)-
Cette derniere relation permet d’exprimer le coefficient ¢
2 52
(fk — BTy, pg)

P23 4

0,1

= (2.26)
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2.4. Méthode du complément singulier pour les modes uyg, |k| > 2

I
TE

2

On note désormais <;5I2) = ( ) psin(ay), ainsi ¢? s’écrit
¢2 = 6+ P20y, (2.27)
- 2
avec ¢ € VA (w), et ¢2 = (%) p*sin(ayp) de sorte que (2.25) se réécrit
U = U + )\k(b?,,?lk S Vlz(w),
avec A\, = (ocg. Le coefficient (5 se calcule comme dans le cas cartésien et vaut
L 90
B2 = rEﬂ_HpsHO,l‘

Lemme 2.4.3 On a estimation suivante pour le coefficient cj

x| < O[>

2.4.2 Calcul de p? et ¢?

On part de la décomposition (2.23). Comme la partie singuliere de p? est explicitement
connue, la partie réguliere p est solution du probleme aux limites suivant

4 4
trouver p € Vit(w) telle que p = —p?, sur dw et <—A+ + —2> p= A+p12, — —2p§ dans w.
r r

(2.28)
Un calcul donne
4 r 2 4
A—I— — — 2 fd A—I— . —O L3 T s
(a- %) ((E) p sm(cw>> o sin(ag),
2 —a - 2r 8 —a - 1 a r 2 o .
= %p S1n(0490)+2%§ (p sm(asﬁ)) +;§ ((g) p 51n(a<p)>
——p “sin(ap),
"E
or —a—1 _: / /
= —T—Qap sin(ap +¢'), ¢ =+ po,
E

en utilisant I'expression de 9, dans les variables (p, ¢)

sin(¢ + ¢o) P

0r = cos(p + ¢0)0, — P ”

Ainsi, (A+ — ;45) p?, définit clairement au voisinage du coin rentrant, un élément de H (wg),

«

o
donc appartient au dual de Vj' (w). Cependant la fonction (p~* 'sin(ayp + ¢')) |, n'est pas
dans L?(wg), et ceci entraine une perte de régularité sur p, ce qui aura pour effet d’affaiblir la
vitesse de convergence lors de la discrétisation par éléments finis. On remédie a cet inconvénient
en “enrichissant”la partie singuliére. On va ajouter a pf, un terme supplémentaire ) de sorte que

(87 = 2) 62~ Qs & L2r.

r2
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

On recherche donc Q € Vi (w), de régularité V2 au voisinage de I'axe r = 0 et satisfaisant Q = 0
sur Owg N, On a, tous calculs faits,

4 5 (r\? 5r0sE 5 [ r\? 251 0Q)'
L+ 4 2 o [T /) _2ro9sp o (T ;20T
<A 7’2) <pp TE <7’E> Q) ri Or  rg <7‘E> AQ r3 or’

0
olt on a noté s% la fonction (p, ) + p~®sin(cp). En choisissant Q' telle que AQ' = ——s%, on

) or
obtient
rdsp 5 (r\'p\y — S (i_1r\%b
r2 Or  rg \r orgr r or’
o) E \TE ETE E
5 r r 1.
B R R S
TETE TE
qui est L? au voisinage du coin rentrant, puisque
r rE—T
1- =20 = P cos(p+ ).
TE TE TE

Par séparation de variables, on trouve
14 .
@ (p:p) = 5p' " cos(p + o) sin(ag),

T

2
/ . . A . .
TE) Q' convient ; en gardant la méme notation pour la nouvelle partie

et on vérifie que QQ = = (
singuliere :

2
P = <L> p~“sin(ap) — Q,

TE
2 5Y0)
_ . _ - 2
= (TE> <1 orp cos(p + 900)> p~“sin(ayp),

on a cette fois

(=2 = 22 (1= 1) (rapsintap) -

r2 rETE rE
25r , _,, . .
55 (p sin(ap) — acos(p + po) sin((a+ 1)p + 900))
E

qui appartient & L?(w).
Pour 'approximation numérique, on utilise donc la décomposition

p:=(p+Q)+p;=p+p;

avec pl,, € H'T(wg), ainsi p € V"7 (w).
La partie réguliere p est solution du nouveau probleme aux limites suivant

o
trouver p € ViH(w) telle que p = —p?, sur dw et as(p,v) = (—Agpf,,v)071,Vv eVl (w). (2.29)
Pour établir 'erreur d’approximation, on introduit un prolongement V12 de p%]v dans w
§=—(1—=n(p))pps
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2.4. Méthode du complément singulier pour les modes uyg, |k| > 2

de sorte que la fonction singuliere p? s’écrit
p: =1’ +5+1h,
[}
ot p’ = (p— 3) €V} (w), p? est alors approchée par

p2" = pj) + 1,5 + p?
(o]
ol p% €Yy, est I'approximation éléments finis de p?, i.e. solution du probleme

(¢} e]
trouver pY €Vy, as(ph,vp) = (—Agp?,,vh)m — ag (118, vp), Yo €V - (2.30)
Lemme 2.4.4 On a les estimations d’erreurs suivantes
Ip2 — 2" lya < Ch™,  lp2 = p2"lloa < CR*.

Preuve. cf. [33]. ]

Pour le calcul de ¢2, (2.27) est suffisante pour fournir une bonne approximation. Comme

e]
¢? €V} (w), vérifie
e]
az(¢3,v) = (3, v)o1, Vo €VY (),

6 vérifie lui <;~5 = — ﬂg(bl%

az(¢,v) = (p2,v)o,1 — B2(A205,v)0.1, Vv €V} (w).

Un calcul donne

O a1 .
A2¢12) = Zap Usin((o — 1) — o) € L} (w).
E

7 7 7 N 2,h °.
On approche ¢ par g, € Vi, dn = —onmnd + 8%, ot fogy = 2= [p2" 21, et &) €V telle que

TET

az(dn,vn) = (P27, vn)o,1 — Bon (A2, vp)o1,  You €V .

On prend alors ¢§7h = <;~Sh + ﬂthﬁg comme approximation de ¢2.

Lemme 2.4.5 On a les estimations d’erreurs suivantes
2 2.h 2 2,k (12 201 42 2,h |2 2,2
”(bs - (bs’ ”Vl1 < Ch7 ”v((bs - ¢s7 )”0,1 +k H(bs - ¢s7 HO,—l < Ck“h”.
Preuve. cf. [33]. ]

2.4.3 Calcul de u; et ¢

Lorsque une approximation CZ du coefficient de singularité ¢; est connu, @* est approchée
par la solution du probleme

[0) (0]
trouver &z €Yy, tel que ak(ﬂi,vh) = (fr.vn)o1 — czak(qbg,vh)m, Yo €Vy, . (2.31)
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

D’apres (2.26), comme dans le cas prismatique, un moyen pour approcher ¢j consiste a calculer
une premiere approximation par éléments finis zﬁ de u”* et de prendre CZ égal a

1 k? — 22
CZ = T Zhn2 <fk— zﬁ,p§h> )
l|p5 ||0,1 0,1
1 ( k* —4 2k 2,k
s D7 ) - 575 <7’_ Zp, Py )
1027112 4 0L Ips™ 13 4 01

o
212 e . . . 2.h
Comme les élément de V), sont hnealres au voisinage de axe r = 0, 28 p2" sont tous deux Vit au
' “h> 1

k
Zh
717

voisinage de l'axe r = 0, i.

1(w), par conséquent le produit scalaire (7‘_2,22, pg’h)o )

doit étre compris au sens de (7’ 1uﬁ,r 1p§ h) . D’autre part, il ne peuvent appartenir a
0,1

)

L% 4(w), et par conséquent, on ne peut pas controler les quantités (r‘2(p§ —pg’h),v)m ou

k

— 2,h . — 2,h —
(r2(2 = p2").v— ) | directement par [r=2(p2 = p2"), flo,-a ou [r~3(z* — 2f), o~y mais

)

par contre, on aura :

(7202 = p2"0) | = 62 = P2 o llollo—s. Yo € L25(w),

)

(202 =20 =) | < 12— 2o lello 1, Yo € 12, (@)

)

Lemme 2.4.6 Soit z* la solution du probléme (2.14) et zﬁ son approximation par éléments finis
standards. Alors

Hz —ZhHo -1 < Ck/'_2kaH0,1’
|| 2* —zhHo 1 < CETM R 4 )| felloa,
I bl < C(RERID £yl
e — | < C(h*0k20 + h2k2)|| fillo,1-
Preuve. cf. [33]. .

Lemme 2.4.7 L’approzimation éléments finis P! de la solution du probléme (2.81) vérifie les-
timation suivante

VG — uf) B + Rl — b3y < Ok (RO + Il +les — ). (232)

2.5 Meéthode du complément singulier pour les modes uy, |[k| =1

2.5.1 Description
On note ici A; 'opérateur —A™T + T%I . Les deux modes uq sont toujours résolus variation-

nellement dans le méme espace Vi' (w), mais H?(f2) se projete sur
H(:I:l = {u € Hi(w)|u|,, = 0}

cette fois ci. Cependant comme r~2uy1,7~2¢2 € L?(w), pour ces modes aussi, (2.21) peut servir
de décomposition de base en choisissant ¢ comme le complément singulier dans la décomposition
de uq. Toutefois, il convient mieux pour ces modes d’utiliser une décomposition spécifique. En
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2.5. Méthode du complément singulier pour les modes uyg, |k| = 1

effet, ¢? appartient & un espace de fonctions bien plus régulieres au voisinage de I'axe {r = 0}

<
que ne le sont celles de H?(w)N H{ (w) qui est celui des parties régulieres pour les modes +1.
On applique donc la MCS pour u-; en utilisant la décomposition de L?(w) suivante :

2 2 ) +
Li(w) = Ai(H{(w)N V] (w)) & Ny
avec Nj caractérisé par

Proposition 2.5.1

Ny = {p € L}()|A1p = 0,pl,; = 0,¥i, ply, =0}
et est de dimension finie égale au nombre de coins rentrants sur .

On désigne par p! un générateur de Ny ; et on choisit celui qui s’écrit

. r _ . .
pr=p"+ (E) p“sin(ayp), Pt e Viw),

(o]
et on note ¢! GVll (w) solution de A;¢! = pl, qu’on décompose en

oL =o'+ B <%> psin(ap), ¢ € Hi(w) NV (w),

La MCS donne alors pour les modes u*t!

ut =t +ep0l, (2.33)
° faalps
avec 4t € HY(w)N V! (w), cq1 = %, et 4! est solution du probleme
Ps 0,1
" - <41 1oy o
rouver 4 €V} (w), ax1(a™,v) + cxra+1(¢g,v) = (fr1,v)01, Vv €Vy (w). (2.34)

2.5.2 Calcul de p*! et ¢!

La partie singuliere duale (LE> p~“sin(ayp) présente le méme inconvénient que celle des

T
modes |k| > 2, son image par AT —r~2 n’est pas dans L? au voisinage du coin rentrant. On doit
donc la modifier en conséquence comme cela a été fait pour celle de p2. Par un calcul analogue,

on prend comme nouvelle partie singuliere

1 r —o s 3p
= JR— 1 - _r
Pp <7"E> p~“sin(op) < orp cos(p + (’po)> ,
pé s’écrivant alors :
py=p+py, PEV(W).

La partie réguliere p de p! vérifiant alors le probleme
trouver p € Vi (w) tel que p|, = —pllj]y et a1 (p,v) = (—Alp}),v)o  WE Viw), (2.35)
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

3 . .
avec —Alp;, = W,o‘“‘( — 3sin(agp) + bacos(yp + ¢o) sin((a + 1)p + 900)).
E

Pour I'approximation éléments finis, on procéde exactement comme pour p2. On introduit un
prolongement régulier de p%,]v dans w

§=—(1—n(p))pps
de sorte que la fonction singuliere p! se réécrit

pr=p"+35+p,

o1 p = (p — 3) 6‘;11 (w),et p! est alors approchée par
pe" = pj + 1145 +p,
ol pg 6]3;1 est Papproximation éléments finis de p°, i.e. solution de
al(pg,vh) = (—Alp},,vh)o’l — a1 (118, vy), Yo G](}h .
Lemme 2.5.1 On a les estimations d’erreurs suivante :
s = 5" lya < CR™, lpy = py"log < CR*.

Pour le calcul de ¢!, on réalise la méme démarche que celle employée pour le calcul de ¢? :

en notant ¢;}, = <é> p®sin(ay), ¢l = ¢+ ﬁlqﬁi}, vérifie

a2(¢;7v) = (pivv)(],l, Vo lel (w)v

par conséquent (5 est solution du probleme

trouver ¢ € Vi (w), tel que &]% = —ﬂl(bll,]% et al((g,v) = (p;,v)o,l—ﬂl(Alﬁ,,v)o,l, Vo eV (w).
(2.36)
Un calcul donne

3 ..
A1, = Eap Usin((o — 1) — o) € L} (w).

[}
rElani’h”%,p et ) €V, telle que

On approche ¢ par ¢y, € Vi, on = —Biamady + ), ol fr =
~ o
a1(n,vn) = (P&, vn)o1 — Bua(Ardp, vn)o, Vou €V .
On prend alors gbi’h = o+ ﬁthbIl, comme approximation de ¢..

Lemme 2.5.2 On a les estimations d’erreurs suivantes

l6s = é3"llvy < Ch.
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2.5.3 Calcul de u4; et c4q

La discrétisation du probleme (2.34) est

(o] [0)
trouver &fl €V (w) tel que ail(&fl,vh) = (fy1,vp) — c}ilail(qbfl’h,vh), Yo €V (w),

(2.37)
+1,h
(f:tl7p81 >
uclty = SN =
o5 " 1151
On prend alors ufl = ﬂfl + c}il¢§t1’h-
Lemme 2.5.3 On a les estimations d’erreurs suivantes
[ c?ﬂ < Ch*|fxalloa,
e =@y e < Chlfxillon,
[ut! —upt e < Chl faallon
Preuve. cf. [33]. ]

2.6 Méthode du complément singulier pour les modes uy, £k =0
2.6.1 Description

<
L’espace variationnel est maintenant H (w) et le mode ug est solution du probleme

(o]

<&
trouver ug €Hi (w) tel que ag(ug,v) = (fo,v), Yv eH (). (2.38)

L’application u — ug applique 'espace H?(f) sur
2 2 ou 2
HY(w) =qu€ Hj (W)|5 €L (w) -

On note Ag = —A™. D’apres 'hypothese faite au début du chapitre, il n’y a pas de singularité
dtie a un éventuel coin rentrant sur 'axe. Le mode ug ne présente donc qu’une singularité due
au coin rentrant E. De méme que pour les modes +1, la fonction ¢? ne convient pas comme
choix de complément singulier pour I’approximation numérique de ug. De ce fait, pour les mémes
raisons que précédemment, on utilise ici aussi un complément singulier spécifique au mode 0 :
'espace L?(w) est décomposé en :

L2(w) = Ao(H2 ()1 HY (@) & No,

:0}.
Ya

C’est un espace de dimension 1, engendré par p? = p + p®sin(ay), avec p € Hi(w). On note

avec
Op
on

Ny = {p € L(w)|Aop = 0,p|,; = 0,4,

<&
) €H{ (w) vérifiant Agp! = pU; elle se décompose en
90 = o+ Pop”sin(ay), ¢ € Hi(w),
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

1

avec By = o

Hng%,l. Pour le mode ug, on obtient :
ug = g + coy, (2.39)

(f0|p2)0,1 ¢

avec cp donné par : cgp = e et dp € H (w)N H{ (w).
s110,1

2.6.2 Calcul de p? et ¢°

Le calcul de p? et ¢ est ici trés similaire au cas cartésien, p et ¢ satisfont les problémes
suivant

<
trouver p € Hi (w),p = —p “sin(ay) sur vy, ap(p,v) = (A+p2,v) Yo €H} (w), (2.40)

0,1°

<
trouver ¢ € Hi (w), ¢ = —p®sin(agp) sur v, et ag(p,v) = (A+¢2,v) Yo €H} (w). (2.41)

0,1’
En introduisant
~ 0
§=—(1=n(p))py,
de sorte que p? s’écrit
pl=p"+35+p),
<&
ot p° = (p — 3) €H{ (w), on approche p! par
P = pf) + T35 + p)

<&
ol p% €Yy, est I'approximation éléments finis de p°, i.e. solution de

- <&
ao(ph,vn) = (AP, vn) o, — ao(I13, vn), Yo, €V -
Lemme 2.6.1 On a les estimations d’erreurs suivantes

1P — P27 11 < Cho, |Ip) = p2MMloq < CR**, (¢ — ¢2" 11 < Ch.

2.6.3 Calcul de g et ¢
A partir de (2.39), g est solution du probleme

< <
trouver @’ €H{ (w) tel que ag(@®,v) = (fo,v) — coao(¢?,v), Vv €H} (w). (2.42)
On approche donc g par la solution du probleme
0 8 0\ _ o (i0h 5
trouver a;, €V, (w), tel que ag(uy,vn) = (fo,vn) — cgao(py™,vr), Yo €Vy (w), (2.43)
<f07p(s]’h>
ol 06‘ = —7 0.1
lIps™ 113 1

~ 0,h . .
On prend alors ug = ug + cgqbs’ comme approximation de 0.

Lemme 2.6.2 On a les estimations d’erreurs suivantes

|co — | < Ch*| follo,,
[a° —apllis < Chllfollos,
[u —ufllii < Chllfolloa
Preuve. cf. [33]. ]
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2.7 Méthode du complément singulier en domaine axisymétrique

On obtient 'algorithme de la MFCS en appliquant la Méthode du Complément Singulier
aux modes de Fourier de u. Contrairement au cas prismatique ou la partie singuliere reste la
méme pour tous les modes, pour le cas axisymétrique, les modes k = 0,41, requierent une
décomposition spécifique. Cela tient au fait que ’espace auquel appartient le k-eme mode ne
dépend pas de k pour |k| > 2.

2.7.1 Décomposition tensorielle

Comme pour le cas prismatique, en réécrivant la décomposition de uy de la proposition 2.3.1
sous la forme

—lklp _

i+ yen(p)e FPp® sin(ag) = i + W (p)p® sin(aw) + e (p)(e 1)p® sin(agp),

= Yn(p)p® sin(ayp) + iy + Wy,
= yn(p)p” sin(ayp) + wy,

avec w|w, € H?(wg), et en sommant formellement, la partie smguhere dans (2.20) devient ten-
sorielle, de la forme vy (0)n(p)p® sin(ay), a la condition que vo(0) = Z Ve (0 Z w(r, z)eg (0

sont assez régulieres, ce qui n’est pas vrai sans hypothese supplémentaire sur le second membre
f. On renvoie a [55, S5., S6.] pour les détails.

Théoréme 2.7.1 Soit f € L*(Q) tel que dyf, 83’9]” € LX), et u € HY(Q) vérifiant —Au = f.
Alors u se décompose de la facon suivante

u(r7 97 Z) = aT(T7 07 z) + us(r7 97 Z)7

avec u, € H?(2),us(r,0,2) = n(p)y(0)p® sin(ap),y € H2..(]0,27[) et

per

el + Iallsgony < 03 | 2L
k=0

Preuve. cf. [33]. |

2.7.2 Algorithme

L’algorithme de la MFCS pour des domaines invariants par rotation s’énonce ainsi : pour
N eN et |[k| <N,

1. trouver z}'f € V}, solution de ak(zﬁ,vh) = (fx,vn)o,1, Yup € Vj et calculer

h -1

i ((roplon — K22, By ), [k < Ch7F,
1

0, N > |k| > Ch™ T,

Ealsa

C

2. trouver ﬂfl € V), solution de ak(ﬂﬁ,vh) = (fr,vn)o1 — cgak(qb?,vh), Yoy, € Vy,, et on pose

1
kel k<o,
h — __1
P2 N > |k| > Ch 2-20.
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Chapitre 2. Cas d’une aréte axisymétrique

3. On pose alors uly = Z ubey.
lk|<N
A l’aide des lemmes 2.4.6, 2.4.7, 2.5.3, et 2.6.2 on montre le résultat suivant.

Théoréeme 2.7.2 Soit ufl € Vy, Uapprozimation de uy dans l’algorithme précédent. On a [’esti-
mation suivante
k k(2 2. k k2 412 2
[V (u" —up)lloq + & llu™ —uplls, 1 < CK R fellg -

La proposition 2.2.1 implique alors I'erreur d’approximation suivante pour la MFCS

Théoréeme 2.7.3 On a l’estimation suivante, pour

IV (u —up)llo < C(h+ N7 ZH%] llo

J<2

Preuve. cf. [33]. |

2.8 Conclusion

Aussi bien pour les domaines prismatiques que pour les domaines invariants par rotation
possédant une aréte rentrante, la MFCS permet de retrouver l'estimation d’erreur optimale
lorsqu’on utilise les éléments finis P! lorsque le second membre f est suffisamment régulier dans
la direction de l'aréte :

IV (= uf) 2 <Ch+ N (D ”aea
Jj<2

Pour les domaines prismatiques, on doit supposer en plus que f s’annule sur les bases du prisme
i.e. wx {0,1}. Pour un probléme de Neumann homogene, I’hypothese doit étre adapté et devient
O3f = 0 sur w x {0, 1}. Pour le cas axisymétrique, la distinction réside dans la présence de poids
dans les espaces fonctionnels et dans la présence de coefficients vaiables dans les opérateurs
différentiels régissant les problemes dont sont solutions les modes de Fourier de la solution. La
présence de pointes coniques (i.e. cas ou 1 < § < [, voir paragraphe 4.2.3) est traitée dans [33]
et se traduit par ’ajout dans la décomposition du mode 0, d’autant de termes de singularités
coniques supplémentaires qu’il y a de pointes.

Dans le chapitre suivant, on étudie la MFCS d’un point de vue numérique : comparaison avec
d’autres méthodes numériques existantes, influence de la régularité dans la direction de I'aréte,
analyse de complexité aussi bien pour le cas prismatique que pour le cas axisymétrique.
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Dans ce chapitre, on se propose de mettre en ceuvre la MFCS et de la comparer a d’autres
méthodes numériques pour résoudre le probleme de Dirichlet homogene pour le laplacien. Dans
le cas du domaine prismatique, on comparera trois méthodes différentes : éléments finis pris-
matiques 3D, la MFCS et la méthode hybride MFCS/éléments finis prismatiques de la partie
1.3.6, le coefficient de singularité n’étant pas connu explicitement en général. Pour les domaines
invariants par rotations, les tests ont été effectués par Beate Jung. Trois méthodes différentes
sont mises en ceuvre : la MFCS, la FFEM (Fourier Finite Element Method [56]) avec maillages
quasi-uniformes du domaine dans un demi plan méridien, puis avec maillages raffinées au voisi-
nage du coin. D’apres le chapitre précédent, il y a trois complément singulier pour la MFCS :
k| =0, k| =1, k| > 2.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans les parties 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 on teste les vitesses de
convergence pour chacune des méthodes citées pour résoudre le probleme de Dirichlet homogéene
pour le laplacien dans un domaine prismatique, ainsi que 'influence de la régularité du second
membre sur la vitesse de convergence. Dans les parties 3.3, on s’intéresse aux cas de domaines
invariants par rotation possédant une aréte rentrante. A cause du poids 7~ dans les formulations
variationnelles, ou r est la distance a ’axe de révolution, on considere deux problemes exacts
dont le comportement au voisinage de I'axe r = 0 est différent. On s’intéresse aussi a la vitesse
de convergence par rapport a N, nombres de modes de Fourier approchés en fonction de la
régularité de la solution exacte par rapport a la variable angulaire. Finalement, dans la partie
3.5, on analyse la complexité de chaque méthode utilisée.
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3.1 Préliminaires

3.1.1 Quadrature

A1 | A2 A3 z | cl|n
a|l a|l—-2a|z| 5|3
bl b|1-2b |2 | 2|3
T T T 5
30 3] 3 |&|s5|l
a| a|l—-2a|=mn| 5|3
b| b|1-2b |2 | 2|3
T T T 5
3] 51 3 Jz|s5]|l

TaAB. 3.1 — Points d’intégration sur le prisme unité

La présence de fonctions singulieres telles que 7~ sin(af) nécessite une formule d’intégration
adéquate : on a utilisé une formule a 7 points pour l'intégration en 2D. La forme particuliere
des fonctions de base des éléments finis prismatiques permet une intégration séparée en 3D : une
combinaison avec une formule & 2 points pour l'intégration sur ]0, 1[ suffit. En résumé, il y a 14
points d’integration par prisme. On les donne sur le prisme de référence (voir la table Tab. 3.1) :
A1, A2, A3 sont les coordonnées barycentriques sur le triangle, n est le nombre de permutations

des coordonnées barycentriques pour avoir les autres points, z est la coordonnée sur |0, 1] et ¢
6-v15 p _ 6+15
21 Y = T

est le coefficient d’intégration. Les valeurs de a, b, z1, 22, ¢1, co sont a = , 21 =
1 V3 _ 1, V3 _ 155—+/15 _ 1554+/15
3602 =31t %,0= "0 2= "0 -

La MCS ne calcule que la partie réguliere de ps, la partie principale, elle, est exacte : la norme
de ps doit étre calculée de maniere aussi précise que possible, car elle intervient dans le calcul de
08, donc dans celui du coefficient de singularité ~. Elle est calculée en partitionnant le domaine
w en deux sous domaines : w = (wN B(S, R)) U (w\B(S, R)), ou B(S, R) est le disque centré au
sommet rentrant S et de rayon R.
La norme L? de p" peut s’écrire :

12115 = 111§ + 2B pp)o + lIpplle := (1) + (2) + (3),
et en décomposant alors (3) sous la forme

l2pl13 = I2plI5 ori(s,ry + 120116 w5,y = (3a) + (30)
le terme (3a) est calculée exactement sur w N B(S, R) :

R2—2a
"o — 42

2
llpp ||0,me(S,R)

tandis qu’on utilise une formule & 7 points pour les termes (1), (2), (3b).

3.1.2 Tests préliminaires

Les matrices d’intégration ainsi que celles des problemes discrétisés sont des matrices bandes
(la figure Fig. 3.1 représente la matrice de rigidité du laplacien en 3D pour les éléments finis pris-
matiques avec 299 triangles, 5980 prismes, 3696 sommets). Les systemes linéaires sont résolus par
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500
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3500

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
nz = 68564

Fi1c. 3.1 — Matrice de rigidité du laplacien en 3D.

F1G. 3.2 — Erreur log — log en normes L? et H' pour un domaine et une solution réguliers

gradient conjugué. Le code éléments finis prismaticques a été testé sur le cas 2 = [0, 1] en prenant
pour solution exacte u(xy,xo,x3) = sin(mwxy ) sin(wzy) sin(rzs). On a représenté sur la figure Fig.
3.2 les diagrammes d’erreur log ||u — upllo et log |u — up|1, pour h = 0.3,0.2,0.15,0.1,0.08, 0.06.
Par régression linéaire, on obtient des vitesses de convergence en h'9?? pour la norme H! et
h?9 pour la norme L2.

3.1.3 Tests

Pour les calculs, on a pris pour domaine w, celui de la figure Fig. 3.5 correspondant a
a = 2/3. Les figures Fig. 3.3 et 3.4 représentent l'allure des singularités duale py et primale ¢
sur w, calculées avec 12288 triangles. Le tableau Tab. 3.2 présente les valeurs du coefficient 3
pour plusieurs valeurs de h.

3.2 Cas prismatique

3.2.1 Approximation de la solution par éléments finis prismatiques

Cette partie est consacrée aux tests numériques dans un domaine prismatique. L’ objectif est
de mettre en évidence numériquement les vitesses de convergence pour la résolution du probleme
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FIG. 3.4 — Isovaleurs des solutions p”(gauche), ¢”(droite)

Triangles | Sommets | Pas 51
768 417 | 0.125 | 0.6357
3072 1601 | 0.0625 | 0.6332
12288 6273 | 0.0312 | 0.6325

TaAB. 3.2 — Valeurs calculées de 31 pour différents maillages.

de Poisson (1.13) par éléments finis prismatiques. A cet effet, on discrétise { en prismes de

diametre h et de sommets {M;}Y . Le maillage résultant est notée Py et est obtenu a partir

d’un maillage régulier de pas h du domaine @ et d’une subdivision de 'intervalle Z de pas h.
Le domaine de calcul est Q = wx]0, 1[, avec w :=]2,4[x]1,3[\ ]3,4[x]2, 3.

Sur Pp,, on définit 'espace variationnel discret suivant pour les éléments prismatiques :

Vi, = {vn, €C%Q) : vl € Pap @ Plp, YQ € Py}

ainsi que le sous espace V}? des fonctions s’annulant sur le bord de 2. Les fonctions de bases de
cet espace satisfont ¢;(M;) = d; ; et s’écrivent sur chaque prisme (cf. [37]) :

bj(x,y,2) = aryz + asxz + a3z + asx + asy + ae.
Le probleme (1.13) peut naturellement étre approché par le probleme discret :
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3.2. Cas prismatique

Fia. 3.5 — Maillage bidimensionnel pour h = 0.125.

trouver uy € V}? tel que / Vuy, - Vo dz = / fopdx Vo € V,?.
Q Q

h Prismes | Sommets | ||u —up|1 | (i
0.25 768 065 4.10e-3 -
0.125 6144 3753 2.38e-3 | 0.78
0.0625 | 49152 27217 1.33e-3 | 0.84
0.03125 | 393216 | 207009 7.44e-4 | 0.84

TaB. 3.3 — Erreurs en norme H'.

Les erreurs sont calculées a ’aide d’une formule de quadrature a 14 points sur chaque prisme
obtenue a partir d’une formule de quadrature bidimensionnelle & 7 points (exacte jusqu’au degré
5) et une formule de Gauss a 2 points en dimension 1.

La Table 3.3 représente les erreurs en norme H'! pour la solution obtenue par les éléments
finis prismatiques lorsque la solution exacte est prise égale a :

2
rgsin(%e) , T

u(r.0,2) = { (1= 2)? (1= @} + @) - @2r)?)
! , T

IV A
[\?I}—A DN

Les valeurs de 3; de la Table 3.3 représentent les taux de convergentes dans la notation O(h%1)
et sont calculées via les erreurs H' entre deux maillages consécutifs. D’apres la Table 3.3, le
taux de convergence est légerement meilleur que celui prévu théoriquement en O(h%) mais n’est
pas encore en O(h). La différence entre la vitesse exacte et celle observée est sans doute due
a l'utilsation de maillages qui sont en fait quasi-uniformes et a la présence d’une fonction de
troncature.

Dans la partie suivante, on met en évidence lefficacité de la MFCS décrite dans le chapitre
1 et dans [32] pour les domaines prismatiques. La vitesse de convergence optimale en O(h) pour
la norme H'! est retrouvée lorsque le second membre f appartient & H2(]0, 1[, L?(w)) et satisfait
f =0 sur les faces z =0 et z = 1. Ceci motive aussi de tester 'influence des conditions sur les
faces sur la vitesse de convergence (voir [32, Théoréme 6.1]) de cette méthode, ainsi que celui de
la régularité de f par rapport a z.
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3.2.2 Cas prismatique : convergence de la Méthode de Fourier et du Com-
plément Singulier

La MFCS repose sur un développement de Fourier dans la direction de I'aréte (axe Oz) pour
transformer le probléeme 3D en une suite de probléme 2D qui peuvent étre résolus par la Méthode
du Complément Singulier(MCS). L'un des avantages de la MFCS est qu’elle ne nécessite de
calculer les coefficients de singularité que pour les premiers modes, la partie singuliere des autres
modes est suffisamment petite pour que 'erreur issue de la discrétisation soit dominante. On
introduit d’abord quelques notations. N est le nombre de modes de Fourier considérés (parametre
de troncature) et C* est une constante positive. 7y est la discrétisation réguliere de @, et

WP = {u € C(@),ux € P(K) VK € T;} N H(w)

est ’espace variationnel discret associé a 7p,.
La solution approchée au probleme (1.13) est donnée par

ol

=N
uy = uf(z,y)sin(knz), uf =ak + kol (3.1)
k=0

Contrairement au cas des domaines axisymétriques ot aucune condition suivant 6 n’est spécifiée
grace a la périodicité, on doit supposer que f s’annule sur les faces z = 0 et z = 1 pour obtenir
une erreur optimale en O(N =1 +h) (cf. [32, Théoreme 6.1]. Afin de tester le comportement de la
MFCS vis a vis des conditions au bord sur les faces z = 0 et z = 1, on prend un second membre
f qui ne s’annule pas sur les faces mais possédant la régularité H2(]0,1[, L?(w))

La solution exacte est construite de la fagon suivante :

w(r0,2) = { 2(1—2) (1 — ()
0,

: 4 an)l o (27«)2)2 r5 sin(20), : (3.2)

=S
IV IA
N[ N[

pour laquelle le coefficient de singularité d’aréte est construit dans H2(]0,1[) N H}(]0, 1[). Dans
les expériences numériques, la solution uhN obtenue par la MFCS dans (3.1) est calculée avec N
modes de Fourier et qu est calculée sur la triangulation 75, de @ de pas h. Pour étudier le taux
de convergence, on décide de prendre le méme nombre N de modes de Fourier pour toutes les
triangulations et tel que N~! < h pour le maillage le plus fin. Les taux de convergence sont

h Sommets | kmax | [|u —unllt | 51
0.125 | 417 4 8.04e-3 -
0.0625 | 1601 7 4.32e-3 0.90
0.0312 | 6273 13 2.15e-3 0.99

TaB. 3.4 — Erreur en norme H' pour la MFCS avec N = 32 modes de Fourier.

présentés dans le tableau Tab. 3.4, ou knyax est le mode de degré le plus grand pour lequel la MCS
est utilisée. La figure Fig. 3.6 représente kyax en fonction du pas du maillage h et la constante
C* est prise égale a 1.

Le tableau Tab. 3.4 montre que la vitesse de convergence H' pour la MFCS est optimal
méme si f ne s’annule pas en z = 0 et z = 1. Ceci nous amene maintenant a tester la régularité
en z du second membre f.
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10°

ax

10'F

number of modes k

1 -2 = o
10 10 10
mesh size h
'max

1
F1G. 3.6 — Graphe kyax = [h~ 2-2] ou [z] est la partie entierede z avec o = %

Grace aux propriétés spectrales de 'opérateur 1D :

d2

—z + H3(0.1) — B, 1)),

on sait (par interpolation) que

[H5(10,1D), L*(J0,1D)s = {f = > freny (km)?U P < OO}

k=1 k=0

est Hy*(]0,1[) pour s # 1/2 et HéO/Z(]O,l[) pour s = 1/2 (cf. [63]). D’apres le tableau Tab.
3.5, on peut observer des taux de convergence numériques optimaux lorsque f appartient aux
espaces Hy*(]0,1[; L?(w)) pour s = 0,1/4,3/4,1 et H0162(]0, 1[; L?(w)) pour s = 1/2. Ces tests
on été réalisés sans FFT mais avec les modes de Fourier exacts de f. En effet, les resultats
numeériques présentent pas de différences notables qu’ils soient obtenus avec ou sans FFT. Les
modes de Fourier exacts de la solution sont

1

u(r,0) = (lm)%_sJrE

2
(1 - (27")% + (27‘)% - (27‘)2> r*3sin (20/3), r< 3,
0, T %

Y

Ils sont choisis de facon a assurer la condition

1

(P N ~

pour € > 0 assez petit.

Grace & [32, Inég. (25)], voir aussi [26], le coefficient de singularité v appartient & H'~(]0, 1[),
mais est de régularité C> sur [0,1] lorsque f € C*°(Q), voir [50]. La Figure 3.7 représente le
coefficient de singularité v, approché obtenu par la MFCS pour différents pas de maillage pour
f = 1 : Pannulation de 7, aux extrémités est diie aux conditions de Dirichlet. Cependant,

la famille {v,}, semble converger vers une limite réguliere s’annulant bien en z = 0 et z =
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S 0
611097 | 1.

1
3 | 1.02

o IH
o ol
)

TaB. 3.5 — Taux de convergence en norme H' pour f dans H} *(]0,1[; L?(w)),s # 1/2 et

HY?(0,1], L2 (), N = 32.

Fia. 3.7 — Coefficient de singularité d’aréte ~;, pour différents pas de maillage h avec f = 1.

1. 11 est aussi interessant de considérer le cas ou le second membre f n’est pas régulier : la
Figure 3.8 représente le coefficient v pour f(z) = log(|log(z/2)|) qui appartient & H'/2(]0,1[).
La famille {7}, converge au sens H? seulement hors d’un voisinage de z = 0. Pour obtenir
une convergence, sur toute l'aréte, il faut se placer dans I'espace a poids auquel appartient le
coefficient de singularité [38].

3.2.3 Cas prismatique : MFCS et éléments finis 3D

Dans cette partie, on s’intéresse a la méthode combinant les éléments finis 3D avec la MFCS.
On utilise la partie singuliére de la solution pour approcher la partie réguliere par éléments
finis prismatiques. Comme la partie singuliere n’est pas en en général explicitement connu pour
des seconds membres f € L?(f2), on fait les mémes hypothéses sur f que pour la MFCS i.e.
f € H?()0,1], L*(w)) N H(]0,1], L?(w)). La partie singuliere s’exprime alors simplement comme
v(2)¢s avec v € H?(]0,1[) N HJ(]0, 1]). Si

N(h) )
m(z) = cisin(krz), N(h) = kmax = [0~ 7], (3.3)
k=0

est le coefficient de singularité d’aréte obtenu par la MFCS, la partie réguliere est approchable
par les éléments finis prismatiques décrit dans le paragraphe 3.2.1. En écrivant

U= U, +YPs,
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-0.05

F1a. 3.8 — Coefficient de singularité d’aréte 7, pour différents pas de maillage h avec f(z) =
log(|log(z/2)]) -

avec v € H2(]0,1[) N H}(]0,1]), on sait que la partie réguliere u, résout le probleéme aux limites
suivant :

—Au, = f+ (" ¢s — vps) dans Q; wu,. =0 sur 99,

oll ps, ¢s sont définis comme dans la MFCS. Comme u, et 7 sont tous deux de régularité H?,
I’approximation par éléments finis prismatiques de u, est obtenue avec une convergence optimale
alors que I'approximation de « par ~; est réalisée en O(h), cf. [32, Inég. (68)]. La convergence
globale de la méthode est illustrée dans le tableau Tab. 3.6 ou f est associé a la solution exacte
(3.2) de la partie précédente.

h Sommets 3D | Sommets 2D | [[u —up|1 | 51
0.25 265 113 1.24e-2 -
0.125 | 3753 417 7.80e-3 | 0.65
0.0625 | 27217 1601 4.22e-3 | 0.88
0.0312 | 207009 6273 2.13e-3 | 0.98

TAB. 3.6 — Erreurs en norme H' en utilisant la MFCS pour la partie singuliere et les éléments
finis 3D pour la partie rguliére.

On retrouve le taux de convergence optimal pour la norme H'. Comme v € H2(]0,1[)N HZ(]0, 1[),
sa série de Fourier converge dans H2(]0,1[) N HZ(]0,1]) (cf. [32, Lemma 6.1] ; dans cet exemple,
la convergence a lieue sans hypotheses additionnelles sur f), ce qui permet de retrouver une
convergence optimale. On pourra remarquer aussi que les erreurs sont quasi-identitiques a celles
prsentées dans le tableau Tab. 3.4.

Pour résumer, on peut conclure que la MFCS est une méthode efficace d’apres les résultats nu-
mériques obtenus méme si on ne suppose pas les conditions de nullité de f aux faces du prisme
(au moins lorsque le coefficient de singularité ~ appartient & un espace convenable). Dans la
partie 3.4, on compare et analyse les différentes méthodes présentées d’'un point de vue de la
complexité des algorithmes. On verra que la MFCS est la moins cotiteuse.
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3.3 Cas axisymétrique : FFEM et MFCS

On s’intéresse maintenant au cas d’'un domaine invariant par rotation possédant une aréte
rentrante. Les notations géométriques sont celles du chapitre précédent. On compare ici la MFCS
avec la FFEM réalisée avec des maillages quasi-uniformes et des maillages raffinés au coin ren-
trant E sur 7, du domaine w. Les résultats numériques ont été obtenus grace au code FEMGP
[58]. On note (7,0, z) les coordonnées cylindriques, et et on rappelle que Q est le domaine en-
gendré par rotation autour de axe (Oz) de w, 7, engendre alors la frontiere 9 de .

En effectuant une transformée de Fourier suivant 6, les modes u; sont solutions des problemes
aux limites (2.13) et (2.14).

On introduit (rg, zg) les coordonnées du coin rentrant E et (p, ¢) les coordonnées polaires
locales au point E (voir la figure Fig. 2.1)

r—r5 = pcoslp+ o), z—zm = psin(p + o). (3.4)

La FFEM avec raffinement de maillage consiste a décomposer la solution en série de Fourier
suivant 6 et a résoudre les problemes vérifiés par les modes par éléments finis 2D en raffinant le
maillage au coin. Pour décrire ce raffinement, on introduit un parametre p (0 < g < 1). Etant
donné alors un h > 0, on note J = [h~!], la partie entiere de h~!. La triangulation 7}, est alors
construite de la fagon suivante : on définit

1 .
pj = ﬁ(]h)u, J=0,1,...,J
h] = Pj = Pi-1, J=12,...,J
B == {(rz)ew:pjs1<p<pj}, j=12,...,J,

ou p, est un réel tel que 0 < p < rg, et on suppose que (cf. [73, 8])
(i) Lh<hp<lsh siTeT,avecTNB;=10 pourtout j=1,...,J,
(ii) lih; < hy <lgh; s'il existe j € {1,...,J} tel que TN B; # 0

olt l1,lz ne dépendent pas de h. Le nombre n; de triangles satifaisant 7' N B; # () pour un
je{l,...,J} vérifie n; < Cj avec une constante C indépendante de h, j. Pour pp = 1, le maillage
est quasi-uniforme, et pour 0 < p < 1, le maillage est quasi-uniforme hors d’un voisinage du coin.
Le nombre total de sommets de 7}, reste de 'ordre O(h~?). Les figures 3.12 et 3.13 représentent
des exemples de tels maillages.

On recherche les vitesses de convergence sous la forme
[ — up || 1 () =~ C1h? + CoN ™ (3.5)

ou u et uhN sont respectivement les solutions exactes de (2.3) et les approximations obtenues par
la MFCS (ou FFEM), [ et v sont respectivement les taux de convergence relatifs & h et N. Le
code FEMGP calcule les normes ||u — ul|| H1 (o) relativement & h et N séparément. On calcule
ensuite les valeurs de 3 (ou 7y) successivement entre deux niveaux de raffinement en h ou N voir
[79, S. 6.2.1] ou [56, S. 7] pour plus de détails.

Le domaine de calcul 2D est le méme que précédemment w :=]0,1[x]0, 1] \ ]0.5, 1[x]0.5, 1],
le coin rentrant étant E = (rg,zg) = (0.5,0.5), I'angle ¢ dans (3.4) est 3, et I'exposant de
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singularité est @ = % On prend comme solution exact pour effectuer les tests

u(r,0,z) = u(p,9)0O(0) avec

- 7 3 . 4 9 o 5 2 ) <
i, ¢) = (=28 p° +7-25 p> —14p3 + p3) sin(5¢) pour p < 0.5, (3.6)
0 pour p > 0.5,
o) = —0%+ 76 pour 0 <0 <,
T\ 6% — 370 + 272 pour 7 < 6 < 27,
et u peut étre représentée par la série
8 2kt : 9k+1 _a(ps 9)
u(r,0,z) = — @™ (p, @) sin((2k +1)0) avec @7 (p, @) = 53 (3.7)
T = (2k+1)

Pour des raisons pratiques, on choisit la représentation en sin-cos plutdt qu’en e*¢ pour les
développements en séries de Fourier.

Afin de retrouver la vitesse de convergence optimale avec la méthode FFEM avec raffinement
de maillage, on doit choisir le parametre p avec u < «. Lorsque o < p < 1 la vitesse de
convergence est meilleure qu’avec des maillages quasi-uniformes mais non optimale [8]. Les tests
ont été effectués avec trois facons de raffiner le maillage correspondantes a trois différentes
valeurs du parametre p : po = 1.02a = 0.68, us = 0.8ac = 0.533 et u; = 1 correspondant au
maillage quasi-uniforme. Les figures Fig. 3.12 et 3.13 montrent le raffinement pour p = pus et
des pas de maillage b = 0.125 et h = 0.0625. L’intégration des fonctions singulieres ¥, k >
0, pg’E; , pf;h, k = 1,2 définies au chapitre précédent est réalisée comme mentionné dans la
partie 3.1.1.

Le tableau Tab. 3.7 représente les résultats obtenus pour la convergence en norme H' relati-
vement au pas du maillage h. Les quantités e;,;, i = 1,2, 3, (resp. enrcs) désignent les normes H 1
pour 'erreur d’approximation, et £, (resp. Burcs) sont les taux de convergence correspondants.

1
Le parametre N est pris égal & N = [h™!], la valeur de kpyax est déterminée par kpax := [h 2-ag } .
On a choisi ag = 0.51. Les résultats présentés dans le tableau Tab. 3.7 confirment le taux de

h € 6;11 S 5;12 €us 6;;3 €mrcs Burcs | Fmax
0.125 2.361e-1 - 2.072e-1 - 1.695e-1 - 1.701e-1 - 4
0.0625 | 1.485e-1 | 0.669 | 1.175e-1 | 0.818 | 7.957e-2 | 1.091 | 9.094e-2 | 0.903 6
0.0312 | 9.004e-2 | 0.722 | 6.463e-2 | 0.863 | 3.946e-2 | 1.012 | 4.696e-2 | 0.953 10
0.0156 | 5.401e-2 | 0.737 | 3.484e-2 | 0.891 | 1.994e-2 | 0.985 | 2.381e-2 | 0.980 16
0.0078 | 3.214e-2 | 0.749 | 1.849e-2 | 0.914 | 1.017e-2 | 0.971 | 1.197e-2 | 0.992 25

TAB. 3.7 — Erreurs en norme H' : e, €,,, €.,, enros ; et taux de convergence B, Bus, Bus, Ourcs
par rapport a h pour la FFEM avec maillages quasi-uniformes (u; = 1), maillages raffinés (us = 0.68,
w3 = 0.533) et la MFCS.

convergence théorique égal & 2/3 pour les maillages quasi-uniformes et 1 pour la méthode avec
raffinement de maillage (¢ < «) et la MFCS. En comparant les erreurs e, et eyrcs, on peut
remarquer une meilleure convergence avec la FFEM avec un raffinement de maillage corres-
pondant a p3 = 0.8 =~ 0.533 qu’avec la MFCS pour I'exemple considéré. Comme annoncé, la
FFEM avec un raffinement de maillage correspondant a un parametre ps = 1.02a = 0.68 a une
meilleure vitesse de convergence qu’avec des maillages quasi-uniformes, mais non optimale.
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—+—— FFEM: quasi-uniform mesh
~=-©-- FFEM: graded mesh with mu = 0.68
—— %= FFEM: graded mesh with mu = 0.533

0.1 7

approximation error

0.01 1 .

100 1000 10000
number of nodes
Figure 3.11 : Représentation log —log des erreurs
d’approximation pour la solution exacte (3.7)

Figure 3.12 : Maillage raffiné pour h = 0.125 Figure 3.13 : Maillage raffiné pour h = 0.0625
and p =~ 0.533 and p =~ 0.533

L’étude de la vitesse de convergence par rapport au parametre N est reportée dans le tableau
Tab. 3.8 dans lequel les indices pour l'erreur e et le taux de convergence = sont omis. On
obtient des erreurs et des taux de convergence identiques pour toutes les méthodes testées. La
convergence est indépendante de la méthode employée : en effet, la solution n’est pas singuliere
dans la direction de l'aréte i.e. I’angle 0, et les parametres h et N sont indépendants. Par
conséquent, la FFEM avec raffinement ou la MFCS améliorent la convergence uniquement en h.

Les résultats du tableau Tab. 3.8 montrent que la vitesse de convergence en N est bien
meilleure que celle prévue par la théorie v, = 1. Ceci est diie & la régularité en 6 de la solution
qui est mieux que H2,(]0,27() : en effet, les modes de Fourier ont un comportement en k=3
(voir (3.7)). Néanmoins, une régularité H? garantit une vitesse de convergence optimale v = 1
en N. Par conséquent, il est intéressant de faire un test avec une solution moins réguliere en 6.
D’autre part, le poids 7~ dans les formulations variationnelles (2.14) suggere aussi de choisir
des modes exacts qui ne soient pas zéro au voisinage de 'axe r = 0.
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e ot
8 | 1.3681e-3 | —
16 | 4.5929¢-4 | 1.5747
32 | 1.5985e-4 | 1.5227
64 | 5.5912e-5 | 1.5155

128 | 1.8620e-5 | 1.5863

TAB. 3.8 — Erreurs e en norme H' par rapport & N et taux de convergence 7.

Dans ’exemple suivant, on considere donc une solution exacte représentée par

_0 256 _f
u u .
u(r,0,z) = -t Z 25T Si k0 (3.8)
k=1
avec @* = @+ 4* pour k =0,...,256, @ est le méme que dans (3.6), et
W(r,z) = (12r3 —14r% +2) (23 — 1.522 4+ 0.52),
W (r,z) = (31 =1.5r2 40500 (2% — 1522 +0.52), k=1,...,256.

On a rajouté les termes @* & @ pour assurer que les modes de Fourier de u ne sont pas nuls au

voisinage de I’axe r = 0. Cependant, les fonctions @* pour k # 0 s’annullent juste en r = 0 (voir
la proposition 2.1.4).

h € 5;11 €us 6;;2 €us 6;;3 EMFCs Burcs
0.125 1.708e-1 - 1.533e-1 - 1.300e-1 - 1.178e-1 -

0.0625 | 1.059e-1 | 0.690 | 8.631e-2 | 0.829 | 6.257e-2 | 1.055 | 6.322e-2 | 0.898
0.0312 | 6.351e-2 | 0.738 | 4.705e-2 | 0.875 | 3.122e-2 | 1.003 | 3.250e-2 | 0.960
0.0156 | 3.777e-2 | 0.750 | 2.519e-2 | 0.902 | 1.577e-2 | 0.985 | 1.642e-2 | 0.985
0.0078 | 2.234e-2 | 0.758 | 1.326e-2 | 0.925 | 8.027e-3 | 0.974 | 8.232e-3 | 0.996

TAB. 3.9 — Erreurs en norme H' : e, €,,, €.,, enros ; et taux de convergence B, Bus, Bus, Ourcs
par rapport & h pour la FFEM avec maillages quasi-uniformes (u; = 1), avec raffinement de maillage
(112 = 0.68, s ~ 0.533) et pour la MFCS.

On a représenté les résultats obtenus dans le tableau Tab. 3.9. Les valeurs de k. sont
les mémes que dans le tableau Tab. 3.7. Les taux de convergence sont maintenant tres pres des
valeurs théoriques et les taux 3, 8., sont légerement meilleurs que ceux de I'exemple précédent.
Le tableau Tab. 3.10 montrent les erreurs d’approximations et les taux de convergence obtenus
par rapport a N. On retrouve les résulats prévues par la théorie v, = 1 lorsque la solution a
simplement une régularité H2..(]0,27[) en 6.

per
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N e ¥

8 | 2.4070e-3 -
16 | 1.1731e-3 | 1.0370
32 | 5.8013e-4 | 1.0158
64 | 2.8242e-4 | 1.0386
128 | 1.2595e-4 | 1.1650

TAB. 3.10 — Erreurs en norme H' et taux de convergence v par rapport & V.

3.4 Analyse de la complexité

Dans cette partie, on analyse les méthodes considérées dans les parties 3.2 et 3.3 du point
de vue de la complexité algorithmique. A cet effet, on introduit les notations suivantes :

K - nombre de mode de Fourier utilisés pour ’approximation ;

kmax - parametre intervenant dans MFCS, kpax = [h_ﬁ], cf. parties 3.2.2 et 3.3;

Ny - nombre de nceuds du maillage 2D ;

€ - erreur de tolérance dans la méthode du gradient conjugué;

ko - le nombre d’itérations pour la résolution d’un systeme linéaire par la méthode du
gradient conjugué préconditionné. Pour un h donné, il existe un nombre kgc(h) tel
que le nombre d’itération pour atteindre la tolérance € par la méthode du gradient
conjugué préconditionné est en (’)(Nz?’/2 Ine™1) pour k < kgc(h) et O(Nglne™t)
pour k > kgc(h), avec k le rang du mode de Fourier ; on pose kg = kgc(h) pour la
FFEM, et kg = min(kgc(h), kmax) pour la MEFCS.

m - nombre de sous-intervalles utilisés pour la FFT ;

Q1 - nombre de points de quadrature utilisés pour 'integration 1D ;

Q2 - nombre de points de quadrature utilisés pour I'integration 2D .

On commence d’abord avec la FFEM. Pour chaque k, la matrice Ag;, du systeme linéaire
pour la méthode des éléments finis est Ay, = Ay, + 2Dy, donc les matrices de rigidité Ay, et la
matrice de masse D, sont calculées une fois pour toute. De plus, pour k assez grand, k2D, est
dominant dans Ay, de sorte que la matrice Ay est bien conditionnée, et le nombre d’itérations
pour la résolution du systeme diminue.

On donne dans le tableau Tab. 3.11, le nombre d’opérations arithmétiques pour chaque étape
dans la mise en ceuvre de la FFEM pour des domaines axisymétriques et prismatiques, méme si
elle n’a été implémentée que dans le cas axisymétrique (cf. partie 3.3).

D’apres le tableau Tab. 3.11, le nombre total d’opérations arithmétique pour la FFEM a un
comportement en

3
O(QQNQK + qugmlogzm + k?(]N22 lne_l + (K — k‘o)Ng lne_l). (39)

Dans le cas de la MFCS, on doit prendre en compte en plus le nombre d’opérations pour
le calcul des fonctions singulieres duales et primales, des coefficients CfL (ou )\Z) et des parties
régulieres ﬂfL (ou ﬂﬁ) pour k = 0,..., knax- Mentionnons aussi que les singularités duales et
primales sont indépendantes des méthodes (FFEM/MFCS) et sont calculées une fois pour toute.
Pour les domaines prismatiques, un seul couple doit étre calculé tandis qu’il en faut trois pour
les domaines axisymétriques (cf. (2.25),(2.33), (2.39)).
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Etapes

Nombre d’opérations

Calcul pour un coefficient de la matrice de rigidité
et de la matrice de masse

Assemblage des matrices Ay, et Dy,

Evaluation du mode de Fourier f* de
f en chaque point de quadrature

Calcul pour un coefficient du membre de droite
pour k=1,..., K

Résolution de K systemes linéaires par

la méthode du gradient conjugué préconditionné

Reconstitution de la solution 3D a partir
de celles des problemes 2D

O(q2N2)
O(N2)

O(g2Nam logy m)

O(QQNQK)

3
O(koN§ Ine~1)+
O((K — k’o)Ng In 8_1)

O(Namlogy m)

TAB. 3.11 — Nombre d’opérations arithmétiques pour la FFEM pour des domaines prismatiques and

axisymétriques.

Pour le calcul des parties régulieres &ﬁ, les matrices Ay, Dy, et les seconds membres nécessitent
le méme nombre d’opérations que dans la FFEM. Il faut donc rajouter uniquement le calcul de
ar(p",v) pour le cas prismatique (cf. partie 3.2.2) et le calcul de ao(gog’e;h,v), ail(goigh,v),

and ak(gpg;h, v), k| > 2, pour le cas axisymétrique (cf. partie 3.3). Ceci conduit au tableau Tab.

3.12.

Etapes

Nombre d’opérations

Assemblage des matrices de rigidité pourles
singularités duales et primales

Résolutions des systemes linéaires par la
méthode du gradient conjugué préconditionné

Calcul des coefficients cfl pour k =1,..., kmax
Assemblage du terme ay (%, v)
pour k=1,..., knax

Résolution de k. systemes linéaires par la

Résolution des problemes 2D

u§:ﬂ§+cﬁ¢2,k:1,...,kmw

méthode du gradient conjugué préconditionné (if kpax > ko)

O(q2No)

3
O(N# Ine™1)
O(q2N2kmax)

O(Q2N2kmax)
3
O(koN2 Ine~1)+

O(kmaxN2)

O((kmax — ko)Ng In E_l)

TAB. 3.12 — Nombres d’opérations supplémentaires nécessaires pour la MFCS pour les cas prismatiques

et axisymétriques.

Le nombre d’opérations supplémentaires pour la MFCS est en

3
O(QQNgkmax + k0N22 lne_l -+ (kmax — k‘o)Ng lne_l).

(3.10)
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Pour les méthodes contenant une approximation par éléments finis 3D pour les domaines
prismatiques, i.e. éléments finis prismatiques 3D et la méthode utilisée dans la partie 3.2.3, on
introduit les notations supplémentaires suivantes

N1 - nombre de sommets présent sur ’aréte ;
N3 - nombre total de sommets du maillage 3D ;
q3 - nombre de points de quadrature pour l'intégration 3D.

Pour les maillages 3D utilisés dans la partie 3.2.1, on a les relations ¢aq1 = g3, NoN1 = N3,
et la régularité des maillages impligue N1 =~ h™! =~ /N3. De plus, pour le parametre kmay de la
MFCS, on a kmax &~ h~ 75 ~ N2C O

L’utilisation des éléments finis prismatiques seuls pour résoudre le probléme ne recquiert que
les matrices de rigidité et la discrétisation du second membre ainsi qu’une méthode de gradient
conjugué. Le nombre d’opérations relatives a chacune de ces étapes et reporté dans le tableau
Tab. 3.13 d’ou on déduit un cout total pour la mise en ceuvre des éléments finis prismatiques

O(q2N2q1N1 + (NlNQ)% 1H€_1). (311)

Etapes Nombre d’opérations

Calcul pour un coefficient de la matrice de rigidité | O(g2N2g1 N1)
Assemblage de la matrice de rigidité O(NaNy)
Assemblage du second membre O(N1q1N2q2)

Résolution du systeme linéaire par la

méthode du gradient conjugué (’)((NlNg)% Ine~1)

TAB. 3.13 — Nombre d’opérations pour la méthode des éléments finis prismatiques 3D.

L’approximation de la partie singuliere par la MFCS requiert le calcul des modes f; de f
ainsi qu’une approximation des modes uy, de la solution u. Le nombre de mode de Fourier utile a
Papproximation de la partie singuliere dépend de h (cf. partie 3.2.3), et seuls kyax modes doivent
étre calculés.

Le nombre d’opérations pour cette méthode est résumé dans le tableau Tab.3.14, ou Ay et
Dy, sont les matrices de rigidité et de masse des problemes 2D. Le nombre d’opération pour les
calculs 3D sont les mémes que ceux du tableau Tab. 3.13.

Le cout total pour la méthode MFCS /éléments finis prismatiques est donc en

3
O((N1N2)3 Ine + Nyg1Nogs + koNZ In e + (kmax — ko) Na Ine~! (3.12)
+ q2Nokmax + g2 Nomlogy m),

les étapes les plus cotiteuses étant la résolution du systéme linéaire 3D avec un cofit en O(N2 Ine 1)
3
ainsi que la FFT avec un cout en O(Ny g In(N3)).

Pour comparer ces résultats, on considere la situation la plus mauvaise en supposant kg =
kmax pour la MFCS. Comme K > kpax, les complexités pour la FFEM (3.9) et la MFCS (3.10)
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Etape Nombre d’opérations
Assemblages des matrice de rigidité relative

aux singularités duale et primale O(q2N2)

Résolution des systemes linéaires par la s

méthode du gradient conjugué préconditionné O(Ng Ine™1)
Assemblages des matrices Ay, et Dy, O(N»)

Calcul des modes de Fourier fi du

second membre f en chaque point de quadrature O(g2Namlogy m)
Assemblage des seconds membres

pour k=1,..., knax O(qug kmax)
Résolution de k. systemes linéaires par O(koNs > Ine™ 1)+
méthode du gradient conjugué préconditionné (si kmax > ko) | O((kmax — ko)No2Ine™1)
Calcul des coefficients cfl pour k =1,..., kmax O(g2Nokmax)
Sommation des termes cﬁgog‘ pour k=1,..., knax O(Nymlogy m)

TAB. 3.14 — Nombre d’opérations arithmétiques pour l'approximation de la partie singuliere par la
MEFCS.

sont équivalentes. En exprimant la complexité de la MFCS en termes de degrés de liberté 2D,
on trouve un cotit en O(Ny "lne™ D), avec n = ) > 0 ce qui est légerement mieux que les
méthodes 3D.

2(2 @

3.5 Conclusion

Les tests numériques ont montré que la MFCS conduit toujours a une vitesse de convergence
optimale que ce soit en domaine prismatique ou invariant par rotation avec une aréte rentrante. Il
est aussi intéressant de remarquer que la convergence de la MFCS est optimale méme si le second
membre f ne satisfait pas les conditions d’annulation sur dw x {0,1} pour le cas prismatique
ou encore si f a une régularité plus faible par rapport a z, typiquement f € Hé_s(]O, 1[; L2 (w)).
Pour les domaines axisymétriques possédant une aréte rentrante, les tests numériques conduisent
a un méme taux de convergence en N quelque soit la méthode employée. Toutefois, plus f est
réguliere en z et plus la vitesse de convergence par rapport au parametre N est meilleure (cf.
partie 3.3). D’autre part, le nombre ky,x de modes de Fourier effectif a calculer est assez petit
en comparaison avec N (cf. Tab. 3.4 et 3.7). Du point de vue de la complexité, le nombre
d’opérations de la MFCS ou de la FFEM est 1égérement inférieur a celui des méthodes 3D.
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Coins arrondis en dimension deux
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4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés au calcul de champs électro-
statiques au voisinage d’arétes rentrantes et nous avons vu que la MFCS fournit une méthode
efficace pour de tels problemes. Dans les applications, beaucoup d’objets possedent des singula-
rités géométriques (coins/arétes rentrants, pointes coniques) pour générer des champs intenses.
Dans la réalité, les coins et les arétes ne sont jamais “vifs” mais sont toujours arrondis avec un
faible rayon de courbure. Les phénomeénes physiques induits restent toujours intenses dans ce
cas et c’est pourquoi on parle de géométrie quasi-singuliere.
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

On s’interesse ici au calcul du champ électrique et la densité de charge au voisinage d’une
pointe ayant un petit rayon de courbure en son sommet. Comme modéle, on considere le probleme
électrostatique pour le potentiel électrique. Pour ce probleme, les formules empiriques de Peek
décrivent la relation existante entre le champ éléctrique a la surface de I’électrode et son rayon
de courbure. Néanmoins, ces formules sont valables uniquement pour des électrodes possédant
une géométrie sphérique ou cylindre. On se propose de justifier rigoureusement ces formules et
de les étendre a des géométries (invariante par rotation en dimension trois ) coincidant & I'infini
avec celles d’un cone.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans un premier temps, nous précisons le cadre fonc-
tionnel d’étude en introduisant les espaces a poids et les propriétés dont nous nous servirons
pour le probleme dans le cone infini et dans le cone “arrondi”. Le cas du cone infini est traité
dans une deuxieme partie dans laquelle nous établissons les propriétés d’existence-unicité et de
régularité. Les deux parties suivantes sont consacrées aux coins “arrondis”’en variables carté-
siennes et axisymétriques. A l'aide des développements multiéchelles, nous mettons en évidence
le comportement asymptotique des solutions lorsque le rayon de courbure tend vers zéro, a partir
duquel, nous obtenons celui de la dérivée normale au bout de ’arrondi. Enfin, nous illustrons
ces résultats par quelques expériences numeériques.

Notations. R™ désigne I'espace euclidien de dimension n, avec n = 2, 3.
Pour x = (21, -+ ,z,) € R, A= (A1, , ) € N, n € {2,3}, et € > 0, 0n note

plz) = VI[P,
xr N

p-@) = ep(2) = VTP, ot o] = (af+-+ad)?,
oM

My = FYPYRNRP I ot Al=A14---+ A\
1 n

[NIES

Lorsque A est un ouvert de R", et ¢ > 0,0 A désigne ’ensemble :
oA :={om;me A}.

B,(x) la boule ouverte centrée en x et de rayon o qu’ on notera B, quand x = O.

Si A, B sont deux espaces topologiques avec A C B ,ZB désigne la fermeture de A dans B.
Lorsque n = 3 et que 'on considére un ouvert axisymétrique, on le notera /i; A désignera sa
trace dans un demi-plan méridien, un point de A étant repéré par ses coordonnées (r,z),r =
\/3:% =+ :L"%,z = x3.

C5°(A) est I'ensemble des fonctions de classe C*° a support compact dans A.

C5°(A) est I'ensemble des restrictions & A des fonctions de C§°(R").

D'(A) est Pensemble des distributions sur A.

L% (A) est Despace des fonctions localement de carré intégrable sur A.

4.2 Espaces fonctionnels.

4.2.1 Définitions et notations géométriques.

On définit d’abord la classe d’ouverts que I'on considere.
— Pour n = 2, et 1/2 < a < 1, on appelle Q le secteur angulaire de sommet O d’angle au
sommet 7/ comme sur la Fig. 4.1, et I' = 9 son bord. Pour simplifier, on suppose dans
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4.2. Espaces fonctionnels.

toute la suite que o ¢ Q : on renvoie & [51, 70, 42] pour la nature des singularités lorsque

a € Q.
On note ¢ : R — R, 'application !

cx, < —1,
pr—{ —5@ 1), el <1, (4.1)

—cx, x> 1.

globalement de classe C' (et de classe C? partout sauf aux points de raccord = = +1), ot
¢ = —tan (7/(20)) ™" > 0 et w I’ ouvert

W= {(xl,xg) S R2’x2 > (,D(-Z'l)} :
Sie > 0, on pose alors
Q€ = Ew = {(33‘1,33‘2) S R2| 332/5 > (70(3:1/6)}’

en particulier, 1 = w. On note I'c = 92 son bord et O. = (0, —c£/2) son sommet.

— Pour n = 3, et pour 1 < 8 < 2, on appelle 2 le demi-cone de sommet O situé dans le demi
plan {(r,z) € R%r > 0} d’angle 7/ comme sur la figure 4.1, et Q le cone engendré par
rotation de Q autour de l'axe (Oz).

On appelle de méme ¢ Papplication définie par (4.1) avec ¢ = — tan (7T/ﬁ)_1 . L’ouvert w
est, quant a lui, défini par

w:={(r,z) € R*|z > ¢(r),r >0},

et engendre par rotation autour de 'axe (Oz) l'ouvert w. On définit comme pour n = 2,
les ouverts . et 2.. On note resp. I'y, I'Y la partie de la frontiere resp. de €2, {2 situés sur
I'axe r = 0 et I'y, I'; 1 autre partie de la frontiere resp. de Q et €. (voir figure 4.1).

— Pour ¢ = 0, on convient que pg = p,Qy = Q,Qo = O et idem pour les bords de ces
domaines. On notera que po(x) # lim._g p<().

-cel2 R

F1G. 4.1 — Domaines €, Q. : cas cartésien (n = 2) et axisymétrique (n = 3).

Pour des raisons pratiques, on choisit une forme parabolique. On vérifie par la suite que toute forme avec ¢
réguliere respectant ¢(0) # 0, ¢'(0) = 0 convient.
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

4.2.2 Espaces de Sobolev en domaine non borné.

On définit dans cette partie les espaces fonctionnels pour ’étude du probleme. Comme pour
le cas du probleme de Dirichlet dans un domaine extérieur, les espaces de Sobolev a poids
fournissent un cadre approprié pour la recherche de solutions. La principale différence provient
de la nature non bornée de la frontiere qui nécessite de définir ’espace des traces qui convient.
Nous introduisons donc les espaces :

Définition 4.2.1 Pour m € N, 3 € R, introduisons
— pour € > 0, lespace :

Wg'(Q.) = {u € L%OC(Qg) ‘ wia)‘u e L*(Q.) pour |\ < m},
— et pour € = 0, l’espace :
Wg5'(Q) = {u € L% (Q) ‘ w M € L2(Q) pour |\ < m}

ot les poids wS,wy sont donnés par :

£

wi () = pe(x) AT,

wy(x) = p(z) A=,

Le role des poids est triple. Tout d’abord, ils fixent le comportement a I'infini. Ensuite, ils sont
choisis de maniere a obtenir des inégalités de coercivité de type Poincaré. Enfin, leur introduction
dans les espaces W' ne modifie pas le comportement des ¢léments a I'origine : de cette fagon,
les propriétés locales restent identiques a celle des espaces classiques. En particulier, on a la série
d’inclusions suivantes :

H™(Q.) C W5 (Q:) C Hige (),

et si Q. est borné,
W5 (Qe) = H™(S2).

L’interét de l'introduction de poids dépendant de £ apparaitra lors des estimations d’erreurs
dans les développements asymptotiques.

Proposition 4.2.1 Wé”(Qa) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(U’U)Wé”(ﬂs) = Z (8’\u . 8%) w$ (x)? d.

0<[Al<m 7S

Par troncature, on se rameéne aux propriétés des espaces H™(€2.). En particulier,

Proposition 4.2.2 C5°({) est dense dans W' (Q2.).

On peut alors s’intéresser a I'adhérence de C5°(€2.) dans cet espace.
o wm Qs
Définition 4.2.2 W () = Cge() # .
/
L’espace dual (Wé”(ﬂe)) est caractérisé par :
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4.2. Espaces fonctionnels.

Proposition 4.2.3 f € (Wg'(Q:))" si et seulement s'il existe (SN )o<ingm » vérifiant wsfy €
L2(92.), telles que :

<fu>= > A0t dz,Yu € W),
0<[Al<m 7S

Preuve. C’est une conséquence du théoréme de Riesz. [ |

L’espace Wé”(Qa) coincidant localement avec l'espace H™(€).), les traces peuvent étre définies
localement. L’espace variationnel ad hoc. pour le laplacien étant Wol(Qe), nous précisons les
propriétés des traces pour cet espace. Le comportement des traces a l'infini est comparable a
celui des traces pour un demi plan [54]. On définit donc I’espace suivant :

Définition 4.2.3

(NI

|u(o) — u(a")?

u
4% e L*(T /
0 \ Pe ( 8) LexTe |J - 0,|2

() = {u € I2.(T.)

dodo’ < oo}

1 1
Le dual de W (T'.) est noté W, ?(I'z). La proposition suivante caractérise les traces de Wy () :

Proposition 4.2.4 Pour ¢ > 0, l'opérateur trace

v:iueCP(Q) — ur, € co(r,)

1
se prolonge continiment sur Wi () en une application surjective & valeurs dans W (T). De
plus, 771 ({0}) =05 ().

Dans le cas du cone (i.e. ¢ = 0), des conditions de compatibilité [53] au sommet doivent étre
ajoutées. Désignons par I'_, T} les deux composantes de son bord : I' =T_ U {O} UT';. Pour
u € CO(T), on notera u~(0) = u(x~ (o)) et ut (o) = u(z* (o)) on 0 € RT — 2+ (o) (resp. 27 (7))
est une paramétrisation lineaire de I'; (resp. I'_). La deuxiéme condition dans la définition de

1
W (T') signifie aussi qu’au voisinage du coin, les traces u™ et u~ vérifient[53]

% do
369 > 0,/ lut (o) — u‘(a)|; < 00. (4.2)
0

Proposition 4.2.5 L’opérateur trace

y:ue () — ur € (1)

1
se prolonge continiment sur Wi (Q) en une application surjective a valeurs dans W (T'), son

noyau est y~1({0}) =W3 ().
De plus,

1
%( ) gi € I/VO2 (F:I:)v et
geWE(T) % d
0 il existe 09 > 0,/ |g+(0’) —9_(0')|270'
0

Pour établir les formules de Green nous avons besoin de définir d’autres espaces.
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Définition 4.2.4 W(div, ) := {u € L*(Q)?, p.div(u) € L*(Q.)} .
Muni du produit scalaire

(W, V)aiv.0. = (W, V)20, + (pe(2)div(w), pe (2)div(v)) 12(q,),
c’est un espace de Hilbert.

Proposition 4.2.6 L’espace C§°(Q2:)? est dense dans W (div, Q).

Preuve. Soit L € W(div, Q) tel que L(p) = 0,V € C5°(Q)?. D’apres le théoreme de Riesz, il
existe £ € W(div, Q) tel que :

L(p) = (€, )12 + (p(z)div(l), p(z)div(p)) 2

On appelle ¢ et § les prolongements respectifs de ¢ et ¢ = div(¢) & R? par zéro et on note Lla
forme associée. On a alors pour tout ¢ € C§°(R?)?,

L) = (€,¢)2 + (p(2)d, p(x)div(p)) 2
- 0,

ce qui conduit a :
Vip(x)%§) = ¢, dans D'(R?)2.

Comme / € L2(R?)? et que p(z)G € L2(R2?), o

p(z)*q € WH(R?),

o
Comme ¢ est identiquement nul dans R? — €, on a en fait p(z)q €W01 (Q) de sorte qu'’il existe
une suite (wy,), de C5°(2) telle que :

o~ @]+ e Fwallo — 0.

Soit alors u € W(div, Q).

L(u) = (6a)p2 + (p(x)div(e), p(z)div(u)) 2

= lim u-andw+/div(u)wndx,
n—+0o0 Jo Q

= lim 0. [ ]

n—-—+00

Les éléments de W (div, ) possedent une trace faible, décrite dans le résultat suivant

Proposition 4.2.7 Pour e > 0, lapplication v, : u € C°(Q:)? — u.n|r, € L*(T.) se prolonge
1

en une application linéaire continue, notée encore v, de W(div,Q.) dans W, 2(I.). De plus, on
a la formule d’intégration par parties suivante :
Yu € W(div, ), v e WH(Q),

(uv V’U)LQ(QE) + (div(u), U)L2(Qg) = Woi%(rs) < u'n|Fs7U|Fs >Wo% () . (43)
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4.2. Espaces fonctionnels.

Preuve. Soit u € C§°(Q:)? et v € C°(%). On a :

(u, Vo)2 + (div(u),v) 2 = —/ u.nvdo.

Le membre de gauche est continue par rapport a v pour la norme Wol et par densité de Cg° ()
dans W¢(€.), I'identité précédente reste valide pour v € Wi (€2.), et on a :

y/ wnodo] < Julla ol va € GE(Q0), Vo € W),
Ie

1 _
Pour € Wi (I'), et u € C§°(£2:) on pose :

L(u) = / wnudo

1
Considérons alors un relévement continu R de W (I'z) dans W (£.). On a alors :

‘ / u.nudo

Clullas [ Rllys.
Clha il 3o € GG (0.),

|L(u)|

)

A IA

puisque L(u) = — {(u, VRu) 2 + (div(u), Ru) 2} B

Comme L est continue en u pour la norme de W (div,{).) et par densité de C5°(§2.) dans cet

espace, L se prolonge a W (div, Q.). Ainsi, I'opérateur de trace u € C§°(Q2.)? — u.n|p, € L?(T;)
1

se prolonge & W (div, 2.) et & valeur dans W, 2(T';). ]

4.2.3 Cas axisymétrique.

9

On définit identiquement pour m € N, 5 € R les espaces Wﬁm(QE),E > 0 quand n = 3. Ils

vérifient les mémes propriétés qu’en dimension deux. L’espace des traces pour Wol(&'ule) est défini
cette fois par :

Définition 4.2.5
u lu(o) — u(a’)[?

e LT ,/
NS (Ie) foxi.  lo—o'P

Consacrons nous a la réduction de ces espaces a la dimension deux. On note pour p € R, Lﬁ(Qe)
I’espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure r#drdz. En particulier, on a le résultat
suivant :

[NIES

Wi () = {u e 12, (1)

dodo’ < oo}.

Lemme 4.2.1 Soit u € Wg(f)a) invariante par rotation autour de l'aze r = 0 et D*u sa hes-
sienne.

. Puiz  |10u
2681 12 2 _ 2B} Y = -
/QE pe(@) V1D u(@)]" de = 2m /Q6 pe(r2) { or? * ‘7‘ or

2 | 9%u ‘2 0%u

ordz @‘2}7"&‘ dz.

Lorsque 'ouvert Q. est axisymétrique, on définit donc
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Définition 4.2.6 Pour m € N, € R,

nga(Qa) = {u S L%,IOC(QE)

PN e 12(0), 1] < m} .

A Paide du Lemme 4.2.1, et d’apres [[18],[33]], les espaces en dimension trois se réduisent aux
variables axisymétriques de la fagon suivante :

Proposition 4.2.8 Pourm € {0,1}, Uespace W[, (§2:) est lensemble des traces dans un demi-

9

plan méridien des fonctions de Wé”(Qa) qui sont invariantes par rotation. Pour m = 2 [’espace
des traces correspondant est :

Whao(62) = {we W2, (00

pPo.u e L2_1(Q€)}

4.2.4 Espaces de Sobolev sur (.

Pour = € Q, fixé ¢ — 0,w5(z) a pour limite |z|#TN=™. Les espaces de Sobolev construit
a partir de ces poids sont les espaces naturels [65, 70] pour décrire les solutions des problemes
elliptiques posés dans un cone. On en rappelle ici la définition :

Définition 4.2.7 Pour m € N,3 € R,

Vﬁm(Q) = {’LL € leoc(Q)

3 / (24 | iy (22 dp < oo}
Q

|| <m
On pourra noter que

u € VF'(Q) <= V|p| < m, |z[H=m0k(|z|%u) € LA(Q).

1
m—s L4 /. 7/
L’espaces des traces Vi ? (T") associé est caractérisé lorsque n = 2 par :

v

1
5 2(0) = {u € Liﬂ)\\x!'“"“%aﬂ(!w\ﬁu) € LA(I), [pl <m —1,

/ 00 (lalu)(e) — 9 (ol) )|
I'xI’

5 dxdy<oo,]u]:m—1}.
|z =yl

4.3 Probléeme de Dirichlet dans le cone.

Dans cette partie et les suivantes, nous nous intéressons au probleme

{ —Au = f dans Q. (4.4)

v = gsurl..

Désormais, nous supposons pour simplifier que g = 0, et que f s’annule dans un voisinage fixe
de 'origine. Nous renvoyons a [65, Chap.7, Sec.7.1] et & la remarque 4.4.5 pour une hypothése
plus générale.
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4.3. Probléme de Dirichlet dans le cone.

4.3.1 Le probleme dans ().

Les résultats d’éxistence et d’unicité [65, 70] dans les espaces V" (€2) découlent de I'étude du
laplacien dans la bande Rx]0,7/a]. En effet, on peut se ramener & celle ci par le changement
de variable t = log(r) qui transforme le laplacien A en e_QtAw et I’équation

Au(z) = f(x), x € Q,
en
At,ev(tv 0) = e2tg(t7 0)7 (tv 9) €EQ= RX]Ov 7T/O[[

olt v(t,0) = u(e' cos(f),e'sin(f)) et g(t,0) = f(e cos(h), el sin(h)). L’équation peut alors étre
traitée au moyen de la transformée de Fourier en la variable . On montre alors que le laplacien
A agit continiment de VBmH(Q) dans Vﬁm(Q) sauf pour certaines valeurs de 3. Plus précisément,
on a

m—1
Théoréme 4.3.1 Soit f € R,m >2,f € Vi"*(Q),g € V" *(99).
Si B —m+1¢ Z*« alors le probléme

—Au = f dans Q,
u = g sur Of).

admet une unique solution dans Vﬁm(Q) satisfaisant
Humgl§6<ﬂﬂhglz+Hgmg1%>-

Remarque 4.3.1 En particulier, pour m = 2, et | — 1| < «, la solution appartient Vg(Q)
3
lorsque {f,g} € Vﬁo(Q) x V3 (99) On renvoie a [65, 70] pour plus de détails.

En dimension trois, on désigne par G lintersection de € avec la sphere unité S? de sorte que :
Q= {po,p>0,0e€G}.

On note (p, 0, ¢) les coordonnées sphériques. L’opérateur de Laplace Beltrami Ag est défini par :

2
! 3<sin<;5£>—|— L0

¢~ sin ool o sin® gb@.
On définit également sur G le gradient surfacique
1 ou
N sin ¢ 00
Vaou = du
0¢

ainsi que ’espace
HY(G) = {u e L*(G),Vgu € L*(G)*}.

1
Muni du produit scalaire (u,v)g1(q) = Z/ uvdo —I—/ Vau - Vgudo, HY(G) est un espace de
G G
1
Hilbert, 1’élément de surface sur G étant do = sin ¢ d¢ df. On note H}(G) = CSO(G)H @
forme bilinéaire définie sur H}(G) x H}(G) par

. La

A(u,v) = / Veu-Vgvdo
G
est symétrique, continue, coercive sur H&(G). Par conséquent, on a :
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Théoreme 4.3.2 Il existe une famille dénombrable de réels (Ag)p>1 positifs tendant vers 400
et une famille (Vy)p>1 de HY(G) telles que :

— (Uy)p>1 est une base hilbertienne de L*(G),

. <\>II_1%>Z>1 est une base hilbertienne de H}(G),

- —Ag¥, = AWy, pour tout £ > 1.
Par ailleurs, la premiére valeur propre A1 est simple et strictement positive.

Le changement de variable t = log(p) transforme le probleme (4.4) posé dans €2 en un autre posé
dans R x G. En notant v(t,0) = u(e'o),

Lemme 4.3.1 On a les caractérisations suivantes :
1. ue VE(Q) <= VA <2, ezD e LA(R,L(G)).
2. feVQ) = ez (e f(elo)) € L*(R, L*(G)).

Preuve. On fait le calcul pour u € VOI(Q) On a

|u(z)?

dez = /OO/ v(t,o)|?e! do dt,
o P o Jo"7)
e v 2
/\Vu(a;)]2da: = / /(‘—(t,a)‘ +\Vc;v(t,a)]2> e’ do dt,
& o Ja\lot

D’apres le théoreme de Fubini, ces égalités signifient

e'v, 'V, v € L*(R, L3 (@Q)).
Idem pour les autres termes. [ |

Théoréme 4.3.3 Soit f € V(Q). Le probléme (4.4) admet une unique solution dans V()
vérifiant [lully2 < C||f|yo-

Preuve. On s’inspire de [51]. En posant p = exp(t), le probleme (4.4) devient :

9? o)
(~(rara)e =y w5

vlrxog = O,

ot v(t,o) = u(po) = u(elo) et g(t,o) = e* f(e'c). Pour presque tout t € R, v(t, o) se décompose
sur la base (Uy),

u(t,o) = ng(t)\lfg(a), avec vy(t) = /Gv(t,a)\lfg do

>1

et vy satisfait & 1’équation
v + vy — Apvp = gy (4.6)

En multipliant ’équation par une fonction test w € C§°(R) puis en intégrant, v, doit satisfaire
/ (vpw" 4+ Agvew) €' dt = — / gewe' dt,  Vw € C°(R).
R R
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On définit alors les espaces

L*(R,e'dt) := {v €L} (R)

ey e L2(R)}

HY(R,etdt) := {v € L*(R, e dt)

v e L*(R, € dt)}

muni de la norme [|v]l1exp = ([0[[Fexp + ||11’||(2)7oxp)1/2 dans lequel Cg°(R) est dense. Comme
A1 > 0, la théorie variationnelle de Lax Milgram assure alors I’existence et I'unicité de la solution
vy I'équation (4.6) dans H'(R, e’ dt). Elle vérifie de plus :

/R W (#)[2! dt < © /R lgo(1)[2et dt, (4.7)
1

[ et ar < e [ o et at, (45)
1

/R (D) dt < Oy /R lge(t)[26! dt (4.9)

Puisque [ € VIO(Q), g vérifie d’apres 'identité de Bessel et le théoréme de Fubini :

> [ looPetde = 1Ry < o (4.10)
>1 /R

Ainsi,

> /R (107 @O + [Ael[of (07 + [Ae*ue(t)*) €' dt < O fI[5 < 0. (41D
£>1

Comme pour le lemme 4.3.1, on a :

weVE(Q) « V<2, )9 e AR, L(G)),

1

FeVi@) «— elF2)t (2 f(ef)) € LX(R, L3(G)).

Ainsi, on peut montrer de méme que si f € Vﬁo(fl), le probléme (4.4) a une solution unique dans
Vg(ﬁ) si V/ € N, (% — ﬁ)2 + (% — B) — A¢ # 0. En particulier, on a le

Théoréme 4.3.4 On suppose f € Vﬁo(fl) avec | —1| < /A1 + %, et g = 0. Le probléme (4.4)
)

possede une solution unique dans Vﬁz( ) vérifiant :

lullys < ellflys.

4.3.2 Le probléeme dans (2 : cas cartésien.

Noous proposons dans cette sous-section une approche variationnelle pour le probleme posé
dans le cone € qui est le cadre approprié pour la recherche de solutions physiques. L’espace
Wﬁm(Q) combine la régularité H{ et le comportement a I'infini permettant d’obtenir une ana-
logue de I'inégalité de Poincaré pour des domaines non bornés. On notera (r, 0) les coordonnées
polaires par rapport & O telles que {# = 0} coincide avec T'".

95



Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

[}
Proposition 4.3.1 Il existe une constante C > 0 telle que pour tout u GWOI(Q),

2
/Q 1]u—|(—x|l\ 5 dz < C’/Q |Vu|? dz. (4.12)

1
3 o

La semi norme \u!WOl = </ \Vu]zda:> est donc une norme sur W3 (Q) équivalente a celle
Q

induite par la norme de Wi (€2).

Preuve. Soit u € C§°(£2). D’apres 'inégalité de Poincaré, il existe C' telle que

/“ lu(r,0)2do < C/“
0 0

Multipliant les deux membres par 7

2

Ou ae.

%(T‘, 9)

et intégrant par rapport a la mesure rdr, il vient

2
d9> rdr

+ r2

/+OO 1 /Z|( 6)|?df | rd 0/+OO /;
—_— u(r, rdr <
o L4772\ 0 0

+oo 2
/ / [0 400 < C’/|Vu|2d:n.
o Jo 1+7? 0

Un argument de densité permet de conclure.

10u

;%(rﬁ)

Ainsi,

La théorie de Lax-Milgram peut donc s’appliquer a la forme variationnelle du probleme. Le
lemme suivant est une conséquence de (4.3) : c’est la formule de Green pour le laplacien.

Lemme 4.3.2 Soient u,v € W¢(Qe) avec p-Au € L*(Q.). L'opérateur de trace u g—z
Ie
défini sur C§°(Q:) se prolonge a
Wi (a.00 = {u e Wi, pdue 2
_1
a valeur dans Uespace Wy *(I'z) et on a la formule de Green :
ou
Au-vdr + Vu-Voder = 1 <= ,vlr.> 1 (4.13)
Qs Qs WO 2-(F“:) an I'e W()g( 5)

Proposition 4.3.2 Soit f € L% (), telle que pf € L*(Q). Il existe une unique solution ug

loc

dans W3 () au probléme (4.4) qui satisfait de plus lestimation
lwollyy < Cllf -

Remarque 4.3.2 Comme f = 0 au voisinage de O, f appartient aussi a U'espace V)(Q) et ainsi
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4.3. Probléme de Dirichlet dans le cone.

Dans la section 4.4.3, on établit une formule intégrale pour la dérivée normale en utilisant la
représentation de la solution a l'aide de la fonction de Green G, du domaine .. Si y € €2, et 9,
représente la masse de Dirac au point y, G. est la solution du probléeme

{ —A;G:(-,y) = 0, dans D'(€),

G(hy) = OsurTe, (4.14)

avec la condition supplémentaire G¢(z,y) = O(1), quand |z|] — +o0. On note Ex(z,y) =
— o= log(|z — y|), vérifiant

_AZ‘EQ = 5y7
au sens des distributions. On définit une fonction 7 € C*°(R™), telle que
1 35
n=0pourte {0,5] U[2,4+oc[et n =1 pour t € [Z’ﬂ

Comme la fonction Fs(-,y) a un comportement en log(|xz|) & Uinfini, elle n’appartient pas a
W4 (£2). On décompose alors la fonction Go(-,y) sous la forme

Golay) = (’, DEz(x y) + Hiz,y), 2.y €9,

ce qui ramene la recherche a celle de H(+,y). Comme G est solution du probleme

{ —A:Go(y) = 0y dans D'(Q), (4.15)

Go(y) = OsurT,

H,(x) = H(x,y) est caractérisée par

~AH, = -A <<1 —n (#)) E2("y)> dans £, (4.16)

|
Hy = _77<|_ E2(7y) SU.I'F,

qui admet bien une solution dans W (Q), puisque

supp <77 <%>> C {:n €Q, ’y‘ < lz| < 2|y|}
supp (A((l—n<||y||>>E2( )>> c {:EGQ Wl g <2|y|}

Pour le cone en dimension deux, G s’ obtient explicitement par séparation de variables. On en
donne ci dessous ’expression en coordonnées polaires.

On note (pr)e>1, cpg(g) = \/2a/m sin(lad) la base orthonormale de L*(]0, Z[) associée & 'opéra-
teur (1D) Ay = —

lemme suivant :

g2 2vec conditions de Dirichlet en 6 = 0 et # = 7/a. On commence avec le

Lemme 4.3.1 Soit p > 0 et v € C>(]0,p]; D(Ag)) satisfaisant 2 8 5 + igf - T%Agv = 0 pour
0 <r < p. On suppose que v € H' (2N B,). Alors

0) = Z U "o (0)

m>1
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Siv e C®([p,o0[; D(Ag)) et v(r,0) = O(1) quand r — oo alors

v(r,0) = Z U "o (0).

m>1

Proposition 4.3.3 Si (g, 6p) € Q, alors Gy a pour expression :

GolrPlro. o) = (Z ﬁ <%>ma ‘pm(o)wm(eo)) Lo, (T_TO>

m>1

+ (E; ﬁ (i‘o)ma wmw)@m(eo)) oa ()

m>1

(4.17)

Preuve. On note pour simplifier G(r,0) = Go(r,0|ro,6p). Du lemme précédent, on déduit que
G a pour expression

G(r,0) = 3 Au(ro. 00)r™ 1 (6),

m>1
pour 0 < r < rg, tandis que

G(T,e) = Z Bm(T07 HO)T_ma(pm(e)v

m>1

pour rg < 1, ce que I’ on réécrit par commodité

G(T,H) = (Z Am(TQ, Qo)TmaSDm(e)) 10<r<r0 + (Z Bm(rmeo)rma(pm(e)) 17“>T’07

m>1 m>1
= G (10)locrar, + GT(r,0)1,5,.

Reste a déterminer I’expression des coefficients A,, et By,.
La formule des sauts permet d’écrire :

oG 0
AG = {AG} - |:a_n:| 590{7‘:7“0} - % ([G] 590{7‘:7‘()})

oG 0G—  9G+ o
[3—7‘&] N < or  or >r:m’ ¢=(G" -6 )r=ro’

et donfr=r,} la distribution de Dirac sur I'arc de cercle Q N {r = ro}.
Soit 1 € C§°(2) et écrivons que < —AG, 1 >= 1(rp,0p). A l'aide de la formule des sauts
rappelée ci dessus, on obtient

ou

0G~—  OGT
Y(ro,0o) = /Qm{r:m}< o or )(T0,9)¢(r0,9) do
I o
+/Qﬁ{r:7“0} (G™ = G7) (ro,6)5-(r0,0)) do
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4.3. Probléme de Dirichlet dans le cone.

ce qui se réecrit plus simplement

™

0lr0.00) = 32 ma (A0, 0005 + Bl 60)75™) [ * 60.0)¢1,(60) 00

m>1

oY
+ > (Am(ro, 00)rg™ — B (70, 0)r / (ro,0)pm(0) o

m>1

D’autre part, d’aprés la symmétrie de G, pour tout r < ro, (6, 6q) €]0,7/a[?,

Z A (r0,00)r™*0m(0) = Z B (1,0)ry "0 (00).

m>1 m>1

Pour 6 = 6y, cette relation permet d’écrire, pour tout r < rg, 8 €]0, 7/

A (10, 00)r™* = By, (1,0)rg ™

ou encore :

A (10, 0)ry™™ = By (r,0)r— ™.

11 existe donc une fonction ¢,,(#) pour chaque m telle que :

Ap(r,0) = em(6) Bp(r,0) = 1™ (0)

rma

et avec l'expression de 1(rg,0y), on a

(ra.00) = 3 2maes,(60) [ b(r0.0)p0(0) .

m>1

pour tout ¢ € C5°(2).
Comme la masse de Dirac est une distribution a support compact, on peut tester avec 1 (r,0) =
©n(6), on obtient

em(0) = ,m > 1. |

Lorsque f = 0 au voisinage de 'origine, le comportement asymptotique de ug quand r — 0,
est déterminé par la régularité locale de ug. Le résultat suivant précise ce comportement.
Pour £ € N, on définit s%(r,0) = r=*p,(0) et ¢o(r,0) = r’py().

Proposition 4.3.4 I existe des coefficients (Ag)e>1 tels que pour tout N € N, N > 1,uq pré-
sente le comportement suivant au voisinage de O

N
0) = Xege(r,0) + O Ty — 0, (4.18)
/=1

Le coefficient \p est donné par la formule suivante :

1 l
A[— %/Qfsl)dx
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Preuve. Le développement asymptotique est obtenu par séparation de variables en coordonnées
polaires. Pour la formule des coefficients Ay, on fait le calcul pour ¢ = 1.
Comme f = —Aug, on a

/ fshdz = lim l,éo/ fshdz = lim ,,éo/ —Augsh dz,
Q Q-By

Q-B,
et
/ upAsh da — / Augsh dz = / (ans}:)uo - sb@nuo) do
Q—-B, Q—-B, 0(Q—By)
donc
/ fshdz = lim ,,_)0/ (Onspuo — spOnug) d +/ (Onspuo — spug) da,
Q 80NBe QNéB,
= lim ,,_,0/ (8ns})u0 — sb@nuo) dz,
QNoB,
= lim,_ /a (v™*sin(af)(A\rar® *sin(ad) + o(v** 1)) v do
0
+ lim /a ((av™* ! sin(ad))(A1v* sin(ad) + o(v™))) v do,
0
= 2a)\ /a sin(af)? db,
0
= 7T\
Le calcul est identique pour £ > 1. [ |

4.3.3 Le probleme dans () : cas axisymétrique.

Le domaine limite quand ¢ — 0 présente une singularité? conique lorsque 1'ouverture
dépasse un angle dont la valeur est liée au zéro de la fonction de Legendre Plo/27 ot t — PI(t)
désigne le polynéme de Legendre d’ordre 0 et d’indice v > 0 qui est borné en t = 0 [13]. Plus

précisément, on définit 3. € ]1, 2[ tel que Plo/2 (cos (m/B.)) = 0, et on suppose désormais que

Pouverture conique satisfait =/3 > 7/, i.e. B € } 1, 5. [ La singularité provient uniquement du
mode k = 0 quand on décompose la solution en série de Fourier [72, 33]. Comme on considere le
cas axisymétrique, on se limite & un second membre f axisymétrique, i.e. 9y f = 0 et on suppose
toujours qu’il s’annule au voisinage de la pointe. La solution au probléeme (4.4) est axisymétrique
et satisfait le probleme aux limites ci-dessous, posé dans un demi-plan méridien

—ATuy = f dans Q,

ug = 0sur Iy, 41
g (4.19)
— = Osurly,
on

o AT est 'opérateur 2D défini comme dans le chapitre 2, p. 46. Les propositions 4.3.1, 4.3.2
restent vraies en dimension trois ce qui assure l’existence et 'unicité de wug.

2Une singularité géométrique est ou bien une aréte axisymétrique rentrante, ou bien un coin rentrant (i.e. I’
intersection de la sphére unité avec le cone infini construit sur ce coin est un polygone curviligne, le cas d’ une
pointe conique correpond & une base circulaire), rendant le domaine non convexe.
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4.3. Probléme de Dirichlet dans le cone.

Au voisinage de la pointe, la régularité de la solution est liée aux indices v > 0 et aux zéros des
polynémes de Legendre P?.

On introduit les coordonnées sphériques locales (p, ¢), telles que {¢ = 0} coincide avec laxe
{r = 0}. Dans ces coordonnées, le laplacien modifié AT a pour expression

9% 20 cot(g) O 1 02

At=_ 422 g, 9
op*>  pdp  p* 09 p? 0P

Pour obtenir le comportement de ug au voisinage de I'origine, on décompose la solution en série
suivant les fonctions propres de 'opérateur 1D

+ ’ d
A¢ - — cot(¢)d—¢.

Suivant [12], on définit I’espace

H = {u c L2, <] 0, % D,(siw)%u e L? Qo, % D} (4.20)

Le domaine de définition de I'opérateur A;’ est

D(AS) = {u € H‘A;u € H,u'(0) = u<%> - o} . (4.21)

Théoréme 4.3.5 Il existe une base hilbertienne (ug);>1 de H formée de fonctions propres de A

qui sont dans
H' = {u e H,u € H,u(%) = 0},

associ€ a la famille de valeurs propres (A\p)e>1 de Rf, \p — +00 quand { — +oc. De plus, la

_ Uy . .
famille <— est une base hilbertienne de H'.
VAL 151

Preuve. Si (u, ) est un couple fonction propre/valeur propre, le systéme suivant

u” + cot(P)u' + du = 0,
T (4.22)
W(0)=u{—=] = 0
0 =(3)
étre satisfait. En posant w(cos(z)) = u(z), N = v(r+1),v > 0, (4.22) est équivalent au probleme

aux lmites
(1—)w" -2t +v(v+ 1w = 0,

w'(1) = w(cos (%)) — (4.23)

C’est une équation de Legendre d’indice 0 et v avec conditions aux limites mixtes, dont la base
des solutions est constituée des polynomes <P,9(t), QY (t)> . Comme w est continue jusqu’en 1,

14
car u l'est en 0, et que QU est infinie en t = 1, w doit vérifier

w(t) = APY(t), A #0,
(o (5) -
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

En notant donc (v4),>1 la suite des v € R vérifiant PB(COS <%>> = 0 rangée en ordre
croissant, et en posant
By, (cos(¢))
Ae = ve(ve + 1), w(9) = 57—
’ 129, (cos(-)) I’
on obtient les éléments propres de 'opérateur A(‘;. [ |

D’apres les tables de solutions [1] et le choix de [, pour tout £ > 1,1, > 1/2 excepté vy.
Comme vy < 1/2, le terme associé a une contribution dans ug qui n’est pas de régularité H2.

Pour ¢ € N, on définit sb(p, ¢) = p~"us(9) et ¢5(p, d) = p"u(9).
La proposition suivante précise le comportement de la solution uy du probleme (4.19) quand

p=Vri4+2z2—0.

Proposition 4.3.5 Il existe des coefficients (Ag)e>1 tels que pour tout N € N, N > 1,uq pré-
sente le comportement suivant au voisinage de la pointe :

(=N
uo(p, ) = Y Medf(p, ) + O(p"+1),
/=1

et les coefficients Ay ont pour expression

1

N =
¢ 1+2I/g

/Q F(p, )55 (p, ¢)p* sin ¢ dob.

4.4 Coins arrondis en dimension deux.

A Taide des comportements des solutions au voisinage du coin (n = 2) ou de la pointe (n = 3)
établis précédemment, nous mettons en évidence un développement asymptotique multi-échelle
en ¢ pour la solution u. dans .. On définit une fonction ¢ € CS°(R™),0 < ¢ < 1 valant 1 pour®

x
t < aet0pourt > 2a,et pour v > 0, on note x, la fonction x — ¢ <u> , pour v =1, on
Y
notera simplement y la fonction associée.

4.4.1 Généralités.

On suppose que le second membre f ne dépend pas de ¢ et on fait la méme hypothese sur f
au voisinage de O que dans la section précédente. Comme pour le cone, I'inégalité (4.12) et la
formule de Green (4.3) sont vraies aussi pour {2.. Nous avons donc :

Proposition 4.4.1 Soit f € W(S.). Il existe une unique solution u dans W2(2:) au probléme
(4.4). De plus, elle vérifie

lullwzq.) < Cellfllwo.)-

Preuve. D’apres la formulation variationelle du probleme, on a

)

IVl = | [ udo

3a =14 ¢ ot ¢ = — tan(n/(20)).
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4.4. Coins arrondis en dimension deux.

et ainsi grace a | inégalité (4.12)

[ullwy .y < Cellfllwogan)-
Soit n € C§°(Q:),n = 1 pour |z| > 2a et n =0 pour |z| < a. On a
—A(qu) =nf —2Vu-Vn—uln=: F,

avec F' € VIO(Q). D’apres le théoreme 4.3.1, il existe une unique solution au probleme

{ —AU F
Ulpo = 0,

dans V(1) satisfaisant [Ullyz < C[|F|lyo. Comme w = nu —U € ViH(Q) vérifie le probleme
homogene, on en déduit w = 0, et ainsi nu € V2(Q). Ainsi u € W2(Q) et vérifie ||u||W12 <

Ce (IFllwp + lullwg ) < Cell v .

Les propriétés d’existence et d’unicité de la solution restent vraies lorsque f € Wg (Qe), avec
1B —1] < a.

Proposition 4.4.2 On suppose | — 1| < a. Soit f € Wg(QE). 1l existe une unique solution u
dans Wg(Qa) au probleme (4.4). De plus, elle vérifie :

lullws < Caellfllwg

Preuve. Soit 1. :  — n(x/e), avec n la fonction de la démonstration précédente et @ € Vg(Q)
solution du probleme

{—Aﬂ = nf

dlogog = 0.

Elle vérifie ||22||V/32(Q) < O‘|"7€f“\//§)(ﬂ) < C'/HfHWg(QE). Posons alors V = u — 1.4 de sorte que

-AV = f+A(775ﬂ)7
= f+(An)a—n2f+2Vn. -V,
= (1-n2)f+ (An)a+2Vn. - Vi,
=: F.
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Evaluons la norme de F dans WP () :

1Py = [ &+ kPIF@P d

£

- / (&2 + [22) | F(2)

£

< Cp) ( | @R s iR s+ [ |An€|2|:c|2ﬁ|a|2dx)+

1
—— ,
@+ Pyt

€

C’(a—:,ﬁ)/ﬂ|V77€|2|x|25|Vﬂ|2d:1:,

IN

~12
cen) ([ -2 + PP+ [ A0 Pl g ar) +

~12
2(..148-2 |V
Ced) [ 1VnePlel 2 iy

< CElflly

Par conséquent, il existe un unique V'€ W2(€.) tel que

{—AV = F
Viga = 0.

D’autre part, A(n.V) = (An.)V —n.F +2Vn. - VV € Vﬁo(Q) donc 0.V € Vﬁz(Q) On a donc
neu =V +nka € Vg(ﬂ) [ ]

La démonstration du résultat suivant utilise cette propriété. A priori, la constante C. de la
proposition 4.4.1 dépend du domaine 2. et donc de €. On va voir qu’il n’en est rien.

Proposition 4.4.3 La constante C. de la proposition 4.4.1 peut étre choisie indépendante de €.

Preuve. Ce résultat peut étre obtenu directement par des considérations d’homogénéité. On en
donne une autre démontration utilisant une méthode asymptotique qui précise ’erreur commise
entre la solution et un développement asymptotique de la solution.
On considére

AZH WP () — WE ()

Popérateur qui a f € W{(£2.) associe la solution u € W2(€2.) du probleme (4.4), et on montre
que sa norme d’opérateur est bornée indépendamment de €. On écrit

_ T
f@) = @) +ef(2). (4:24)
€
o : 2 TN N ..
avec f1 = <1 - X \/g) f, et fo <g) = e°X =/, et on considere les deux problemes aux limites
suivants
—Auy; = fydans Q, wu; =0surl (4.25)
—Aug = fo dans w, wuy =0 sur dw. (4.26)
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4.4. Coins arrondis en dimension deux.

On peut vérifier facilement que

I fillve) + 1 fellwow) < cllfllwo@.)-

avec ¢ indépendante de €. En particulier, u; et uo existent et sont uniques resp. dans Vf(Q) et
WE(w), et elles vérifient

lutllvza) + lluzllwow) < el fllwoa.)-

On pose alors
Ue = (1 = xe) w1 + xu2 <g)

et on note R. I'application qui & f appartenant & W(Q.) associe U. € W(). Dans un premier
temps, on prouve que R, est bornée indépendamment de . En effet,

+ HXUQ <_ )

U, <|la- :
Uz < | (1= ) 1%

WE(Qe)
et comme 1 — x. est nulle pour |z| < ae, on a

2

A —
_ Z/ (2 + [a) !
W12(W) |A|<2 |z[>ae

2

M (1= xe)w) ()| da.

H (1=xXe)w

Les termes ne comportant pas de dérivées sur (1 — y.) sont bornées par ||u1HV12(Q) tandis que

pour les autres, 'intégration porte sur une région C. = {a; sag < x| < 2a5} dans laquelle

|z| = O(e), de sorte que (2 + |z|?)N=1 ~ |22IN=D " Ainsi || (1 — xo) ws < allullvz ),

W (w)

avec ¢ indépendante de €. Pour I'autre terme yus (—> il suffit d’appliquer le changement de
€

T
variable y = —, pour obtenir
€

(D) <alulig.
H €/ w2 1)

Ceci prouve que ||Re||yyo__ 2 < C, avec C indépendante de e. Posons alors T = (AZH) 7 R —1,

ainsi AZ! = R.(I +T.)! sera bornée en norme indépendamment de ¢, pourvu que celle de 7.
soit assez petite. Soit donc f € WP (€,) :

I.f = —-AU: -/,
= —xyaf + Axcur + xeAup +2Vx: - Vg

e ()] s ()] o
= Axeus +2Vye - Vg — Ayus (g) _9v [uz (g)} - Vy.

La derniére égalité est obtenue d’une part, d’apres les problemes vérifiés par u; et usg, et d’autre
part parce que . et (1 - X \/§> possedent des supports disjoints pour € assez petit. Evaluons

maintenant ||7% f ||W{). Désignons par E le terme contenant uq, i.e. :

E = Axeu; + 2Vxe - Vuy.
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

On a supp(F) C C; et

Axe(x)ui ()

/ (2 + |z) |E(z)Pda < C(/ (€2 + [2]?)
Q.

| +C (/Q (2 + [z]?)

< C(O+Q).

2
dx)
Vxe(x) - Vui ()

2
dx)

Fixons d € R tel que 0 < d < a. Pour le terme (D, on a

, 2
P R e
W f2e
2 + |z|? ’
_ €2d/ % Axe(x)ui(z)| de,

2
€2d |$|2((1—d)—2)
Ce

(52 + |x|2) |:13|2 <?> dz,

LI (%) us(a)

(2 + [2[?) [
et

Comme |z| = O(e) dans C., le terme

2d
(@) est un O(1). On a donc, a la

condition que uy € V2 4(9)

< Celu .
o lurllvz (0

H Axeuy

La méme estimation peut étre établie pour le terme(@) Il reste donc a vérifier que fi € Vlo_ 4(Q)
pour conclure d’apres la remarque 4.3.1 que uj € Vf_d(Q). Or,

£l = [PV = x e (@) P f (@) da,
1—-d

/m{m:ueaﬁ}

1
= 2|1 — x 2 (@) | f(2)]* —= dz,
/Q o B @I

C e
< e_dHfHW{)(QE)‘
Ainsi,

H Axeur + Vxe - Vuy

d
< Ce2|[fllwo.)-
wy

Pour le terme contenant us dans 7% f, on prouve de la méme facon que

C
I fallwe,, < 51/ 1p:

1+d

Ainsi, ug € W, (w) et
e (2) +29 [0 (3)]-9x| < Clual, o
1
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4.4. Coins arrondis en dimension deux.

En conclusion, on a :

d
V€ WP(Q), ITeflwow.) < Ce2lfllwo.)-
En se souvenant que AZ! = R.(I + T.)™!, on obtient

C

-1 _ —1
424 = IR+ T < .

Remarque 4.4.1 Il est important de noter que l’on n’a pas utilisé la propriété de nullité de f
au voisinage de O. En effet, la méthode ci-dessus fournit une approximation de la solution au
probléeme ((4.4), méme dans le cas ot f n'est plus nulle au voisinage de l'origine. Toutefois,
celle ci nest pas suffisante pour écrire un développement de Taylor de u., comme on le verra
plus loin (voir la remarque 4.4.5).

4.4.2 Développement asymptotique de la solution

Dans cette partie, on établit un développement asymptotique multi-échelle de la solution
lorsque e — 0. Le principe est calqué sur celui de la démonstration de la Proposition 4.4.3 : on
part d’un terme qu’on suppose peu différent de la solution et on estime l’erreur commise dans
I’équation.

Comme la perturbation du bord est locale, on peut supposer qu’a U'infini, u. est peu différente
de ug, ce qui nous amene a prendre pour premier terme du développement la solution ug. Mais
celle ci n’étant pas définie sur €). tout entier, on considere

U2 = (1— x.) uo.
L’erreur introduite dans I’équation est alors :
FHAUD = 1 () (Bxetio + 29 - Vg = xef)

= —1jg2q] (g) (Axeuo +2Vx: - V),

pour ¢ assez petit, d’aprés ’hypothése faite sur f. On pose R? = u. — U?, et on évalue AR? en
norme dans W{(€2.). A I'aide du comportement de uy au voisinage du coin, nous obtenons

JAR o < C=.
Par voie de conséquence, d’apres les propositions 4.4.1 et 4.4.3,
Proposition 4.4.4 Sous l’hypothése que f s’annulle au voisinage de O,
0
s = U2z < Coe.

Cette premiere approximation n’étant pas suffisante pour obtenir des informations concernant
la dérivée normale au sommet de I'arrondi, on recherche le terme suivant dans le développement
de u.. En considérant le comportement a l'origine de ug, on introduit la fonction @) vérifiant

221 (2) == (aveon (2) + 299 [ (3))
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

et on considere dans w le probleme aux limites

o 2 e (20
qui admet une unique solution ¢; dans le(w) Posons alors
Ul =1 —x)u — \Me®q (E) .
Cette fois ci l'erreur introduite est :
FHAUL = —1p) (€> (Axe(uo — A1) +2Vxe - V(ug — A1) — X f)
= —142q) ( > (Axe(ug — A1p1) +2Vxe - V(ug — A1)
pour € assez petit. En posant y1(¢) = (1 — x(€)) ¢1(¢) — q1(¢), y1 vérifie
—Ay; = 0dans w,
y1 = 0sur dw, (4.28)

yi1(¢) = ¢1(¢) + ersp () +O(I¢]™), [¢| — +oo,

et ne dépend que du domaine w. Un calcul simple montre que

26104 = lim < 8¢1 (251 ayl) dO’R,
R—+00 QNOBR an

entrainant la constante ¢; a valoir :

1 091
1 = o)yi(o)do.
20 {o€T,|o|<a} 371( Ju (o)

Le terme U} se réécrit alors
Ul = (1= xc) (uo — Aiopr) + Aie®y <E> :
La proposition suivante précise I’erreur commise par Uel.

Proposition 4.4.5 Sous l’hypothése que f s’annulle au voisinage de O,

lue = Uz < Cre®®.

Preuve. On évalue HAR,SHa/O avec Re = ue — UL = ue — (1 — xe) uo + \1e%q (g) et
1

IARfo = / (€% + |2[*) |AR: | da,

= /: (® +|z|?) { Ag <|$|> (up — A1¢1) + Vf <|$|> - V(ug — /\1¢1)}2 dz

ouC, = {x €N, ae < x| < 2aa}.
Comme
ug — Mo1 = Mor?*sin(2af) + O(r3?), et
B _ 20—1 ( sin(2af) 3a—1
Viug —Aig1) = 2ader < cos(200) )+ O(r>*=7),
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4.4. Coins arrondis en dimension deux.

quand r — 0, l'intégrale ci-dessus est majorée par

da+1 34,2 S5a+1 Ao %ot 4da—1 5a—1
q/§<r Eﬂ(mm+0<r4>+£?+0<%>+T2 +OC12>>M%
2 € € € € € €

i.e. par

Cel™ 4 O(5).

Finalement, on aboutit a
AR ([ywoq.) < Ce*

et l'estimation découle alors de
[Rellw2a.) < ClAR:woq,)-

de la proposition 4.4.3. m

Plus généralement, on peut prouver

Théoréeme 4.4.1 [l existe des fonctions yp vérifiant yy(C)—de(¢) = O(|C]™Y) quand |(| — +oo,

et
{ —Ay, = 0 dans w,

ye = 0 sur Jw,

tel que pour tout m € N,m > 1 si U™ est définie par

l=m l=m .
UM =(1-xe) (Uo -> Az(be) + ) Ay, (g) ;
=1 =1
on ait l’erreur d’approximation
lus — Ul (g, < Cne™ 0. (4.29)

Remarque 4.4.2 (i dessus, les coefficients Ny sont ceuz de (4.18). Si Q, 8. sont bornés, on a

CE(m—l—l)a

IN

lue = Um0

)

e — U™ H2(Q < Ce(m—i—l)a—l
€ Q)

I

uellgz) < Ce* 1.

Corollaire 4.4.1 Dans tout voisinage du point O, on a

w(x) = 3 Ny, (g) + O, (4.30)

1<j<4

Par ailleurs, lorsque € — 0%, on a l’estimation suivante

8 2 oa— a—
01:1 (0:) = M5 (01" + O ), (4.31)

Hors de tout voisinage de l’origine, pour € assez petit, on a

oy

us () = up(x) + 1 \e?%sh(z) + O(e3), (4.32)

ot ¢ est la constante dans (4.28).
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Preuve. On prouve le développement (4.31). On peut écrire au voisinage du point O; :
» x
ue(x) = el %y, (—) O .
() ;y v (2 ) + 0™

Soit x € Q., n > 0 et eg le vecteur (0,—1). On a

ue(z + El+ne2) —u(z) = El-i—ngzz (z) + 0(62(1-9—77) % Ea—2)

et le membre de droite est égal a

- x4 elte, x o
ue(x 4+ e ey) —ue(z) = Z)\js] (yj <7> —Yj <E>> +0(e™h),

, €
Jj<4
. dy; (x _
- o [ nZd3 (2 2n 5a—1
= Z)\]E (E Des <E>+O(E )>+(’)(€ )s
Jj<4
d’ou
uc(x + &' ley) — u(x) _ jatn—(14n) y; (= 2n—(1+n) 5a—1—(1+7)
51""77 = Z)\]E 8—62 (g) O (E ) +O(E )

Jj<4
Soit O; le point de coordonnées (0, —c/2). Avec x = €01 = O, et n = «, 'égalité ci-dessus
devient

Ue 3/ 1+ay _ _ ja—l% 2a—1 da—2
Des (Oc) + O /e ™) j;l AjE Des (O1)+0O(e )+ O(e ),
d’ou la conclusion 5 5
Oue _ a-19Y1 20—1
9oy (O:) = M\ie 9oy (O1)+O(e ). -

Remarque 4.4.3 Comme y ne dépend que de w, le premier terme du développement asympto-
tique (4.31) ne dépend que de la géométrie du domaine et du second membre f.

Remarque 4.4.4 En fait, c; peut étre vu comme le coefficient permettant d’obtenir le compor-
tement au voisinage de linfini de u. — ug & partir du comportement local de u.
x

Pour les x tels que |z| <e, ue(z) = A%y (—) + O(e?™h,

Pour les = tels que |x| > 19 > 0, ue () — up(x) = cr \e¥sh(x) + O(e3).
Remarque 4.4.5 Quand on ne suppose plus que f s’annule au voisinage de O, on peut toujours
décomposer f en un terme fi1 s’annulant au voisinage de O et un autre fo a support compact
en introduisant une fonction de troncature comme dans la preuve de la Proposition 4.4.3. Le
premier terme du développement est celui de la preuve, et l'algorithme décrit précédemment

conduit a un développement asymptotique de ue insuffisant pour obtenir un comportement précis
de la dérivée normale au sommet de l’arrondi. On a seulement une estimation en

ue — U2l 120,y < C5e™/*7°, V5 €]0,a/2]

avec une constante Cs dépendante de f et §. Toutefois, lorsque f est réguliére et satisfait une
propriété de décroissance rapide en 0 [65, Ch. 7] :

VN € N,V3 € N2,3C; > 0,]0)" (r0,)™ f| < Car™,

au voisinage de O, le développement asymptotique (4.18) de ug reste vrai, et par conséquent celui
de u. aussi.
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4.4. Coins arrondis en dimension deux.

4.4.3 Représentation intégrale de la dérivée normale.

Iyl
H.(z,y), ou n est la fonction définie & la sous-section 4.3.2, positive sur R*, nulle dans un

voisinage de O et +o0, et H.(-,y) vérifie un probleme analogue a (4.16).

Comme pour le cone, la fonction de Green G. de Q. s’écrit : Go(z,y) = n <m> Es(x,y) +

Lemme 4.4.1 La fonction de Green G, vérifie :

-y
————+0(1), dy — z;
27w — g + O(1), quand y x

2. pour tout y € Qg,1 € C§° (ﬁa) ,

1. V,Ge(z,y) =

[ Getenav@ de = o) + [ 9@ 5w 0) o)
Qe Ie z

Preuve. Le premier point est clair.
Pour le second, on considere une fonction de troncature x € C§°(£2:) & support dans une boule
B, (y) centrée en y de rayon 7 assez petit et égale & 1 dans B 1 (y).

/ G. (e, y) () doe = / Ge(2,y)A (i) (2) da + / Go(e.y)A (1 — ) (z) da,
Qe Qe Qe
- / G, )A (1 — X)) (z) da,
QE_B'\//Z(y)

— _yy)+ / As (Ge(x,y)) (1= x)¥) (2) do
Qe—B,/2(y)

- [ S = @) do )
I'e T

= ) - [ @) doto) .

Bien sur, la fonction de Green permet d’exprimer la solution u. au moyen de la formule intégrale :

ue(r) = ; f(y)Ge(z,y)dy. (4.33)

Nous pouvons alors énoncer :

Proposition 4.4.6 Soit 0 € I'.. On a la formule de représentation intégrale :

Ou,
s = s)

Preuve. Soit ¢ € C5° () et calculons :

0G.
5 (0:Y)dy (4.34)

< Oou,
on

71/} > = (Au€1/} - UaAT/}) df]l',

(= —uAv) da.

D\P\
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

Q. x €, donc par le théoreme de Fubini :

D’autre part, la singularité 7]( >log(\x — y|) est localement intégrable [61] dans l’espace

[ wesids — /Q )G ) AU (@) dady,

E = /Q (/ Ge(z,y) Ay (x )dw> dy,
- [ s ( /w e >da<>)dy.

La deniére égalité est une conséquence du Lemme 4.4.1. Pour finir,

<Gev> = [ fo)( [ v o ) au

= [ ([ s ) doa)

1
encore une fois d’apres le théoreme de Fubini, puisque la singularité ﬁ est localement
r—y

intégrable dans I'espace I'; x .. D’ou la formule. [

G, ,
(0,-) lorsque o € T'., nous la décomposons en somme

ong

d’une partie singuliere lorsque y — o et d’une partie appartenant a Hﬁ)C(QE) :

Pour caractériser la fonction G’ =

g:: (0,y) = (nz(0) - Vi) Ge(0,y) = (n2(0) - Vi) Ex(0,y) +G" (0, y).

Comme on peut écrire

G, T Ge (U — hng, y) - Ge (07 y)
Oy (@y) = pi h 7

la fonction G’ vérifie le probléme aux limites suivant :

{ AG' = 0 dans Q., (4.35)

G = OswI.— {0}
Notons h(z,y) = y—p(z) = 0'équation de I'. et supposons* qu’au voisinage de o = (g, ¢(x0)), I

Eo
Ong (0,°) T,

est de classe C? de sorte que € L (T.) (borné quand y — o) et considérons le

probleme suivant :

AG” = 0 dans Q,
OFE
g’ = _8nj (0,-) sur I'..

(4.36)

oF 1
A la condition que 8—2(0, ) - € W¢# (T.), le probleme (4.36) est bien posé dans W (£2) et
Mg .
G" existe. Pour le point qui nous intéresse, i.e. celui de plus faible courbure ¢ = O,, on a tous

4¢’est toujours vrai sauf aux deux points de raccords
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4.5. Coins arrondis : cas axisymétrique.

calculs faits :

1 cr+ 5 -
—— —e

2w 22 + (cx + )2’ !
OE, 1 2
— (o, (z,0(x) =4 5o 3 o T €] — €€,
8”0( ( ( ))) 271-1_'_(2_08)21'2

1 —cx+ 5 S

2 a2 + (cx — §)?’ e

ok
Proposition 4.4.7 La fonction 2

(0,-)|r. est de classe C' sur T.. En particulier, elle admet

ong
1

une trace dans Wi (I'c). De plus, on a les estimations suivantes :

OE, 1

. = 0=
8”0 (0'7 )|F5 L2(r.) 5% 5

OE, 1
GBI <)

OE; (0,)] 1

g, - — N

ong e 2y o5

L
2 (0,-) est telle que :

ong
o(5):
0 €

On en déduit alors par une estimation directe que

|5

ong (o) H wi

2

G" existe bien dans W (Q).

4.5 Coins arrondis : cas axisymétrique.

Nous nous intéressons maintenant au cas d’une pointe arrondie en dimension n = 3. On
suppose aussi que l'ouverture du cone 2 engendre une singularité conique[18]. Les techniques
sont identiques a celles mises en oeuvre dans le cas de la dimension deux.

4.5.1 Développement asymptotique de la solution.

En dimension n = 3, I'inégalité de la proposition 4.12 résulte du lemme

Lemme 4.5.1 Pour tout u € C$(]0, +o0[),
+o0 +oo
/ fu(a)? de < 4/ 2 (@) do.
0 0

Preuve. Une intégration par partie donne :

/OT |u(z)|? dz

[zu(zx)] — /07‘ 2zu(x)u (x) dx,

< /0 ' 4:132u'(:13)2d3:> ( /0 Tu(a:)zdw)%

1
2

<

Théoréme 4.5.1 Soit f € WO(S2).
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

1. Il existe une unique solution u € WOI(QE) au probléme aux limites (4.4). De plus u €
W2(S.) et satisfait  [ullys < Collflwo.
La constante C. peut étre choisie indépendamment de €.

2. 8i|B—1 </ M +Letfe Wg(ﬁg), la solution existe et est unique dans Wg(ﬁg), avec
fullws < CellFlws.
Comme dans le cas cartésien, on pose
U2 = (1 = xe) uo,
on peut prouver alors :

Proposition 4.5.1 On suppose [ nulle au voisinage de O. Il existe une constante Cy > 0
indépendante de € telle que
1
[lue — U€0||W12 . < Cpe"ta,

On introduit @ vérifiant :

Em_le(é) _ <A+x€¢§<é> +2Vxe-V[ 1<g>]>

et q1 € le a4+ (w) solution du probleme :

—ATq, = @Qp dans w,
9o _ 0 sur Owg, (4.37)
on
g1 = 0 sur dwy.
En posant :
UE1 = (1= xc)ug— Ae"'qq <g>, (4.38)
= (1= xe) (uo — Mio]) + My <E>’ (4.39)

ou y1(¢) = (1 — x(€)#5(¢) — q1(¢), on peut pouver le résultat suivant :

Proposition 4.5.2 On suppose f nulle au voisinage de O. Il eviste une constante Cy > 0,
indépendante de € telle que ||us — U€1||W12 . < Ot

Plus généralement,

Théoréme 4.5.2 Soit m € N,m > 1. Pour { < m, il existe des fonctions y, € Hiloc(w)
vérifiant y(C) — ¢5(¢) = O(I¢|™71),[¢] — +o0 et

—ATy, = 0 dans w,
e _ 0 sur Jwg, (4.40)
on
ye = 0 sur Owy,
et telles que st U™ est défini par
l=m {=m )
U= (1= xe) (w0 — > Aed§) + D )\eEwyz<g>, (4.41)
=1 =1
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4.5. Coins arrondis : cas axisymétrique.

alors on a l’estimation suivante

A0 > 0, [Jue — Uy, | < Crue”m 172, (4.42)

Corollaire 4.5.1 Au point O., on a l’estimation suivante lorsque € — 07,

Oue
on

o

0 = n2

(0=t + O(e271). (4.43)

4.5.2 Représentation intégrale de la dérivée normale.

Alors qu’en dimension deux le comportement logarithmique nécessite d’introduire une fonc-
1
_ ap_
' ]
partient & W (e N {z,|z| > 1}). La fonction de Green du domaine €. peut donc s'écrire

Ge(z,y) = Irlz — g

sens des distributions

tion de troncature pour définir la fonction de Green, en dimension trois la fonction

+ H(z,y) avec H(z,y) = O(1) quand |z| — 400, & y fixé. Elle vérifie au

~AG.(-,y) = &, dans D'()
o 4.44
{ Ge(,y) = OsurI.. (444)

Le gradient de cette fonction (par rapport a =) a le comportement suivant
T—Y
-——— =+ 0(1

quand z — y On prouve par un calcul analogue a celui réalisé en dimension deux que la dérivée
normale au point o € r ., au voisinage duquel la frontiere est de classe C?, est donnée par la
formule de représentation intégrale

e o /f )5 (o0 dy (4.45)

Pour un point y qui n’est pas sur 'axe (Oz), la fonction de Green G. n’est pas axisymétrique.
Pour réaliser pratiquement cette formule, on fixe donc ¢ = O, point en lequel la normale
extérieure est — e ,. En ce point, on peut donc réécrire (4.45) sous la forme :

0 oG
8?: (o) =27 o, fr, z)aT:(o—, (r,z))rdrdz. (4.46)
. . ! aGE . . N N . . N
Comme en dimension deux, G’ = 5 (0,-) satisfait a un probleme aux limites homogene du
nO’

type
—AtTG" = 0 dans Q.

!
%—i = OsurI?%, (4.47)
G = Osurly.

En notant Es(x,y) = ,on apoury = (rz) € Qe

|z — y|
_8G5 (o,y) = G, _i zZ— 2o,

ong "’ Dzy AT (12 4 (2 — 20.))
OEs

—G'(y) = 8—%(0711)—6”(1/),

- g//(y) ) SOit7

—~
Q
<
~
I
(SIS
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

8g// 8g//
avec G vérifiant —ATG” = 0. Sur I'?, on a = — = 0, tandis que sa trace sur I'j
on re or re
est donnée en o’ = (r, (1)) par
c 1 <
— our r < g,
8me ¢ ) 3 P
r{l+ <%> r
OFE.
§"(0") = 5~ 2(0,0") = r_ & (4.48)
Za C 2

pour 7 > €.

Njw

i (e (-5))

En particulier, G” possede une trace sur I'y singuliere au point O de sorte que G”|rs ¢ I/VO1 /2 (rs).

Afin de caractériser pratiquement =

(0,y), on pose donc
g

8E3 C

S(y) = a—%(my) - 2—€E3(07 y)

£

et on cherche (0,y) sous la forme

(o2

0G,

95, (0,y) = S(y) — 6" (y).

Ci-dessus, G est telle que
—~ATG" = 0 dans Q,

"
aag = 0 sur wa (449)
Qn’” = Ssurl%,

ou
1 e T <
—_— our r <&,
63 327 c\2 % P
<1 + (—) 7’2>
2¢e
Slre(r,po(r)) = €

7"—2 c 1
_ pour r > ¢,

c
e o\ 5 8me c\2
2, .2 _f) 1 <—> 2
x <r +c (r 5 Ty 14 9% r

2

1
, assurant ainsi que S|r: € Wg (I'z) avec

1
Slre =0(-]).
| |Fb||WO% <€>

On en déduit finalement 'existence d’une solution unique dans W (£2.) au probleme (4.49).

Le comportement asymptotique de la solution du probleme de Dirichlet pour le laplacien au
voisinage du coin ( quand r — 0) qui nous permet d’avoir celui de la solution au voisinage de
l'arrondi (quand € — 0) est obtenu & partir de la méthode de séparation de variables. Cette
meme méthode va nous permettre de reformuler le probleme posé en domaine non borné en
réduisant celui ci a un probleéme posé en domaine borné afin qu’un traitement numérique par
éléments finis soit possible.

Le comportement de & quand r — +o00 est en r~
I’estimation
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4.6 Discrétisation du probleme par éléments finis

4.6.1 L’opérateur Dirichlet-to-Neumann

"o

Fic. 4.2 — Domaine tronqué.

Pour réduire le probleme 4.4 posé en domaine non borné a un probleme équivalent posé en
domaine borné, on sépare le domaine U (2. ou £2) au moyen d’une frontiere artificielle ¥ en
deux domaines dont I'un est borné. On choisira X circulaire et on notera U’ le domaine borné et
U” celui qui est non borné. Le choix d’un cercle nous permettra de traiter la partie non borné
en explicitant le développement en série de Fourier par séparation de variables. On supposera
aussi que la donnée f est a support borné contenu dans U’. Soit ¥ l'intersection de U avec le
cercle de centre O et de rayon R. Introduisons le probleme

—Au = f,
u'\gﬂsmaw = 0,

ou

o — T
o, (u'lx)

ou T est I'opérateur qui & une fonction y définie sur ¥ associe la dérivée normale sur ¥ de la
solution u” du probleme

—Au" = 0,
1/

u"ounour = 0,
1

u ‘E = X

et n’ la normale extérieure & U’. Dans 'ouvert {z € U, |z| > R} la solution u s’écrit en coordon-
nées polaires

u’(r,0) = Z amr " om(0)

m>1

ot on rapelle que (¢, )m est la base orthonormale de L2(]0, 7/a[) obtenue & partir de I'opérateur
2

et les coefficients a,, ont pour expression

0 — ( / * w(R.0)om(0) d9> R,
0

e
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

L’opérateur Dirichlet-to-Neumann permet connaissant la valeur de u sur X de connaitre celle de

ou
—| . Dans notre cas, nous avons
on |y,

ou' ou”

" _ Y%
T(ls) = on' |, or

oy ( /O (R0 ) (0) de”) om(0).

X m>1

En identifiant HY/2(X) a H'/2(]0,7/al), avec la mesure Rd# et si

U(Q) = Z um‘pm(e)v Z(l + m2)1/2u72n < 00,

m>1 m>1

alors
1/2

”UHHW(Z) =R Z (1+ m2)1/2u72n

m>1

On notera pour 1 € R, | - ||, la norme dans H*(X) et Vopérateur T : HY/2(X) — H~Y2(%)
s’explicite

maty,
T(w) =~ Y "M 0),
m>1
ainsi, pour v(f) = Z Vimpm (0), Z(l +m?)Y2? < 0
m>1 m>1
/ T(u)vdo = — Z MU Uy,
2 m>1

Proposition 4.6.1 La forme bilinéaire définie sur H%(E) X H%(E) par
t(u,v) = —g-1/2 < T(u),v > p1/2
est continue, symétrique, et définie positive.

Preuve. En effet, d’apres ce qui précede

1/2 1/2
t(u,v)| < C Z mug, Z muy, < Cllullyjzllvlliye
m>1 m>1
et,
t(u,u) = « Z mu?, > cHuH%/z. i
m>1
Dans l'ouvert U’, le probleme (4.4) est équivalent au probleme suivant
—ad =
trouver v € HY(U') tel que ng‘?U’maU =0 (4.50)
E § = T(ul]y).
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4.6. Discrétisation du probléme par éléments finis

En notant Tr = dU' N AU et HY (U') = {u € H'(U')|ur, = 0}, la formulation variationnelle
du probleme (4.50) est

trouver u’ € H%R(U') tel que a(u’,v) + b(u',v) = f(v),Vv € H%R(U'), (4.51)
ou
a(u,v) = Vu.Vudz,
U/
b(u,v) = —g-12< T(u|g),v|2 > /2,
flv) = fudz.
U/

Corollaire 4.6.1 Il existe une unique solution u € H%R(U’) au probléeme (4.50).
4.6.2 Approximation par éléments finis
Soit 77, une discrétisation réguliere® de U’ par triangles, et
vh— {vh e COT)|un|x € PL(K),VK € Th}

et
vh = {vh e V' un(M) = 0,YM € rR}

On pose pour u,v € H(U"),

m=N s s
by (u,v) = mZ::l ma </0 u(R, 0" ) om (0 )d0> (/ U(R,H)cpmH)d0>

0
et on considere le probleme discret suivant de (4.50)
trouver ul, € VFhR tel que a(up,vp) + by (up,vy) = f(vr), Yoy, € VFhR. (4.52)
On note X, 'intersection de U avec le cercle de centre O, de rayon p.

Proposition 4.6.2 Le probléme (4.52) posséde une solution unique. En notant u la solution de
(4.51), ulY celle de (4.52), il existe C > 0 telle que

1 P Na
o = oulh < & {llu =il + 5 () Il }

pour tout ¥ vy, € VFhR
Preuve. Par différence, il vient

alu —ul o) + by (u —udy o) = b (u, vp,) — b(u, vp), Yoy, € V{LR

®ie. : Jo, ﬁ—g < o ol po = supgeq, { diam (B), B C Q}
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

et

HV (uhN - Uh) Hg = a(uhN - Uh’uhN - Uh)v
< C{a(up —vpup —vp) +by(up — v, up —on)},
< C {a(u —vp,uly — o) + by (u— v, uly — o) + blu,ul —vp) — by (u, uly — vh)} ,
< C{llu—wvpllllup —wvnlls + [blu, up’ —va) — b (u, up —wvp)l}

d’olt

b(u,w) — by (u,w
IV -o)lo < C{lu-oltsp () onCn L

wAOEHL (0 R)

en utilisant ’équivalence des normes H'! et H&.
Soit w € H%R(U’ ), et notons (um),, , (Wm),, les coefficients de Fourier des traces de u et w sur
> sur la base des ¢, de sorte que

b(u,w) — by (u,w) = —« Z MUy Wiy
m=N+1

™

Or u,, = </a u(R, 0)90md9> = a,, R~™“ donc pour p < R,
0

9

|b(u7w) - bN(u7w)| = ‘ -« Z mamme—ma
m=N-+1

o
_ p mao
o Z My Wi p (E)
m=N+1

ARGERS “ma
Ca <E> Z m|amwp|p
m=N+1

pyNe 1 & 3/2 —ma, 1/2
< Ca(—) N m ’am’P m ‘wm,v

R
m=N-+1

)

IN

COé p Na 1
< _2<E> N\|u||3/2,2,)||u”1/2,2

Finalement, on obtient 1’estimation
a /p\Ne 1
19 (= o)l < O {llu = wnll + 5 () e, |- .

4.7 Expériences numériques.

Dans cette partie, on calcule une approximation numérique de la densité de charge au bout
de la pointe en utilisant les formules asymptotiques (4.31) dans le cas cartésien (2D) et (4.43)
dans le cas axisymétrique, en comparant ces formules avec les représentations intégrales (4.34)
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4.7. Expériences numériques.

et (4.45). Pour simplifier, on considere les calculs dans un domaine borné : secteur angulaire de
rayon R = 5 arrondi au coin. Les résulats sont obtenus avec MATLAB.

Tout d’abord, on commence avec quelques remarques dans le cas cartésien, valables aussi
pour le cas axisymétrique.

En considérant les développements asymptotiques, on constate que l'approximation peut étre

o

" On

_ 1 1
/\1—2a/ﬂstd:L".

0 0
Ainsi, en supposant que ﬂ(01) est connu (on remarque que la valeur de ﬂ(01) est direc-
n n

réalisée indépendamment de €. En effet (O1) et o dépendent seulement de la géométrie du

domaine w, alors que A1 est égal a

tement calculable en résolvant les problemes (4.27) ou (4.28)) , seul A\; doit étre évaluée. Ceci
revient a calculer une approximation de s}:). Pour cela, on peut utiliser la Méthode du Com-
plément Singulier [34], en discrétisant les problémes au moyen des éléments finis de Lagrange
Py sur une série de triangulations régulieres (73)p, ou h est le pas de discrétisation. D’apres les
remarques ci-dessus, le pas h peut étre choisi indépendamment de €. Les erreurs de convergence
vérifient :

At — X[ = O(h2),

en prenant en compte le résultat classique sur I’approximation d’intégrales lorsque le domaine
exact et le domaine obtenu par discrétisation different, i.e. erreur en O(h?).

Remarque 4.7.1 L’erreur d’approximation pour A peut étre améliorée [68] et obtenir un er-
reur en O(h?). On peut aussi raffiner le maillage au voisinage du coin pour obtenir une erreur
similaire.

D’un autre c6té, on peut aussi choisir d’utiliser les formules de représentation intégrale. Pour
prendre en compte le voisinage de I'arrondi, le pas du maillage doit étre de l'ordre de ¢, i.e.
he ~ €. O,u:(O.) donné par (4.34) est évalué en calculant une approximation G, par éléments
finis de ¢’ = 0,G:(O¢,-) sous la forme G, = G}/ + 0, E2(O¢,-), ou G} est approximation par
éléments finis de Lagrange P! de la solution du probleme (4.36). L’erreur de convergence devient
alors

Oue /
50 [, sga

o
On remarque que les intégrales ne sont pas évaluées sur Q. mais sur Q' = Q.N supp(f).
De ce fait, la norme dans L?(2°*!) de la différence G’ — Gr, = G” — G} est standard, i.e. en
O(hZ [|G" |2 (qewty) = O(hZ), puisque [|G" || g2(qerty = O(1).
Ainsi, pour comparer ces deux approches, on introduit le rapport

1
Ry(a) = 7/ fG' ndz.
h( ) )\?Ea_l Qs,h "

= O(h?).

On considere d’abord le cas cartésien avec un angle 37/2 (o = 2/3). On choisit comme donnée
une fonction s’annulant au voisinage de l'origine O

f(x):{ 0, |z| < 2,
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Chapitre 4. Coins arrondis en dimension deux

o h 0.2 0.1 0.05 0.025

2/3 1.077e-2 | 1.075e-2 | 1.076e-2 | 1.075e-2

TaAB. 4.1 — Valeurs de )\}1’ pour a = 2/3 et f nulle au voisinage de O.

Dans la Tab. 4.1, on donne les valeurs du coefficient )\?, approchant A1, seul terme de (4.31) qui

dépend des données. La Tab. 4.2 représente ’approximation de %1;5 (O:) multipliée par le facteur
€21 pour rendre le terme principal indépendant de ¢.

. N 05| 025| 0125 | 0.062

2/3 9.34e-2 | 9.29e-2 | 9.28e-2 | 9.28e-2

TAB. 4.2 — Valeurs de 51_0‘/ fG, dz pour a = 2/3 et f s’annule au voisinage de O.
Qs,h

Le rapport entre les deux valeurs calculées est reporté dans la Tab. 4.3 : ce rapport correspond

0
a la valeur du coeflicient %(01), qui dépend uniquement de la géométrie du domaine. On
n

présente ici les valeurs pour deux différentes valeurs de langle, précisément 37/2 et 47/3. On
pourra remarquer que la convergence est bonne.
On a représenté dans la Tab. 4.4 les résultats obtenus lorsque f ne s’annulle pas au voisinage

. ¢ 05| 025] 0125 0.062
273 Z0.856 | -0.868 | -0.862 | -0.862
3/4 Z0.918 | -0.883 | -0.887 | -0.890

TAB. 4.3 — Rapport Ry(«) pour a = 2/3,3/4 et f s’annulant au voisinage de O.

de l'origine. On a choisi la fonction

1

f(x)zm-

Pour finir, on considére le cas axisymétrique, avec un angle correspondant & 5 = 4/3 et on
choisit la donnée )
fla)=e PP

En d’autres termes, f est a décroissance rapide dans un voisinage de 'origine O. On a reporté
les résultats dans la Tab. 4.5.

4.8 Conclusion

Les formules empiriques de Peek (6) et (7) ne sont valables que pour des électrodes ayant une
géométrie spécifique. Sous les hypotheses que les données (la densité de charge) s’annulent au
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4.8. Conclusion

. € 05| 025/ 0125 0.062
2/3 20.500 | -0.436 | -0.394 | -0.376
3/4 20.411 | -0.360 | -0.336 | -0.305

TAB. 4.4 — Rapport Rp(a) pour a =2/3,3/4 et f ne s’annullant pas au voisinage de O.

¢ 05| 025] 0125 0.062

g
4/3 -0.106 | -0.106 | -0.105 | -0.105

TAB. 4.5 — Rapport Ry (v1) pour § =4/3 et f a décroissance rapide en O.

voisinage de la pointe, on a proposé une justification mathématique de ces formules dans le cas
de géométries coincidant a l'infini avec celle d’un cone. Le choix d’une forme parabolique pour
I’arrondi est purement pratique, la généralisation a d’autres formes ne pose pas de problemes
spécifiques. En particulier, on a prouvé que la valeur de la dérivée normale au sommet de 'arrondi
se comporte comme (cf. (4.31)) :

Oou,
on

(0.) = )\1%(01)50‘_1 + o(1).

En d’autres termes, il dépend uniquement du rayon de courbure au sommet (), des données

0
(& travers A1) et de la géométrie du domaine (coefficient ﬂ(01)).

Les résultats numériques sont en accord avec les résultats théoriques établis.

De plus, on explicite le lien entre le développement asymptotique du potentiel au voisinage de
la pointe et au voisinage de l'infini. Ils sont reliés via la constante c¢; qui dépend seulement de
la géométrie du domaine ( voir la Remarque 4.4.4).

Enfin, on met en évidence un phénomene similaire a une couche limite mais localisée ici au
voisinage de la pointe, i.e. pour |z| < e.
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Application au cas de domaines
prismatiques
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5.1 Introduction

On va utiliser un développement en série de Fourier suivant z comme dans le chapitre 1 et
I’analyse asymptotique du cas bidimensionnel pour le laplacien pour obtenir un développement
asymptotique de la solution du laplacien dans un domaine cylindrique avec une aréte rentrante
“lissée” . Les domaines P, P. sont de la forme

U x]0,1],

ot U est soit un ouvert noté 2 de R? présentant un coin rentrant, soit un ouvert possédant
coin ’arrondi’noté ). comme dans le chapitre 4. On notera indifféremment D les domaines P
et P. quand il n’y a pas lieu de les distinguer. On suppose de méme que le second membre f
s’annule dans un voisinage cylindrique fixe de I’aréte rentrante. Ceci nous permettra de séparer les
variables et ainsi d’une part, de ramener le probleme a une suite de problémes bidimensionnels,
et d’autre part d’obtenir le comportement asymptotique des modes de Fourier au voisinage
du coin. On note (r,0, z) les coordonnées cylindriques en choisissant comme axe (Oz) celui de
I’aréte, O étant l'origine, et O, le sommet de I'arrondi danzs une section droite du prisme. En

FIEL i.e. ep(z) = V2sin(krz), on a vu

notant (e ) la base de L?(]0, 1[) associée a 'opérateur —

que toute fonction de L?(D) se décomposait en :

=Y fuer, fu€L*(U),

k>1
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Chapitre 5. Application au cas de domaines prismatiques

supp(f)

Fi1G. 5.1 — Prisme avec aréte arrondie.

avec

£ llz2oy = | D2 IfallZz @

k>1

Si f = 0 dans l'ouvert (U N B2(0,9))x]0,1[ pour un § > 0, alors il en sera de méme pour les
modes (f) dans U N B2(0, §), voisinage de O dans U. On note respectivement ug, u. € Hg (D)
les solutions du probleme

{ —Au =, (5.1)

ulpp = 0
pour D = P, P.. Nous allons appliquer ce qui a été fait en dimension deux aux modes de Fourier
ou
de la solution u. pour obtenir le comportement asymptotique de 8—6 sur {O.}x]0,1[. Ces modes
n

vérifient les problemes suivants :

—Aug + (km)*u, = fr dans U (5.2)
U, = 0 sur oU. ’

On notera ul, us € Hg(U) les solutions du probleme (5.2) respectivement lorsque U = €, €2..

5.1.1 Espaces a poids et analyse de Fourier

On décrit rapidement dans cette partie les espaces fonctionnels dans lesquels on établit I’exis-
tence et 'unicité d’une solution au probleme (5.1). Ce sont des espaces a poids “anisotropes” :
les poids n’interviennent que dans des directions particuliéres, ici orthogonales a I’aréte. Comme
dans le chapitre 1, la décomposition en série de Fourier dans la direction de I'aréte est I'outil
qui nous permettra d’utiliser les résultats obtenus en dimension deux. Comme on considere des
espaces a poids, on redonne les propriétés du développement en série de Fourier.

Espaces a poids

Le domaine prismatique P ne présente qu'une singularité d’aréte. Comme la solution u de
(5.1) est réguliere dans la direction de I'aréte, i.e. ,u € H'(P), les directions singulieres sont
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5.1. Introduction

orthogonales & I'aréte. On note r(x) la distance de x € Q a laréte.

Définition 5.1.1 Pour m € N, € R

i) = fueium| T [ @t i <o,
lul<m

W (P.) = {ueLIOC Z/ 2+ r(x)?)PH = gl (o )|2d:1:<oo}
lul<m

On désignera par w l'ouvert non borné obtenu par réunion des images de ). par homothétie

centrée en O et de rapport — :
€

w = U e,

1>e>0

et on définit comme dans le chapitre précédent les espaces Wé”(w), m € {0,1,2},5 € R.

Analyse de Fourier

Proposition 5.1.1 Soit u appartenant a ’espace Wg(Pa). Pour k € N, il existe des coefficients
U € Wg(QE)

1
Uk(w1,x2)=/ u(xy, 2, x3)ey(r3)drs,
0

tels que u = Zukek, dans P- et \u” Z ”uk”Wo(Q
k>0 k>0

De plus, siu € WE(P, )DWO( P.), on a

lullive e, = > el ) + (km)? <2||Vuk\|?wf(ﬂs))2 + Hu’ng) + (bm) ey
k>0

Le méme résultat est vrai si on remplace les espaces Wg" (P.) par Vﬁm(P), m<23¢€R.
Si u est solution de (5.1), les modes (uy)ren sont solution des problemes aux limites (5.2).

Lemme 5.1.1 On a les estimations a priori suivantes :

[rAullo < Cllrfrllo,
(km)llrVuglo < Clirfrllo,
(km)?[lrugllo < Clir fello,
(km)|luello < Cllrfello
Preuve. Il suffit de calculer ||(—A + (kw)Q)ukH%/lo(Q) pour obtenir

[l Ay |[§ + 2(km)2(lrVug|[§ + (k) lrugl§ = |7 fillF + 2(k7)?|lu 3.
Pour la derniere, il suffit d’utiliser une inégalité de Hardy standard,
(km)?[Jugllg < llr fellollr™ ukllo < Clir fillol[Vukllo < Cllr fi3, n
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Chapitre 5. Application au cas de domaines prismatiques

On introduit maintenant les deux espaces suivants :
V117N(Q) ={ue L*(Q)* rVue L* ()% u-7 =0 sur 09}
ou 7 est le vecteur tangent a 92 tel que (7,n) soit une base orthonormale directe, et
En(Q) ={uce C ()%, u-7 =0 sur 9Q,u = 0 dans un voisinage de tous les coins de Q}.
Proposition 5.1.2 Ex(Q) est dense dans VII’N(Q).
Soit w €]0,27[,p > 0 et K, le secteur angulaire plan défini par
K,= {(m,y) e R%,z=rcos(d), y=rsin(h),0 <r < p,0 <6 < w, }

Soit ¢ € C°(R) vérifiant ¢ = 1 dans un voisinage [—p, p] de 0 et nulle dans un voisinage de
Iinfini.
Lemme 5.1.2 Soit h € V}}(K,). Alors (1—¢(nr))h tend vers h dans V{'(K,) quand n tend vers
linfini.

Preuve. Il suffit de trouver n € N tels que [|h (m‘)||vl1 est aussi petit que l'on veut.

1l est clair que h((nr), ¢((nr)dzh, ((nr)d,h tendent vers 0 dans V;*(K,) quand n — +o0.
Il reste donc & évaluer la norme de hd,(¢(nr)) dans V(K,).

Soit M = sup g (z2¢’(x)). On a alors

Vr>0, VneNn > 1, |0,(C(nr)| < n%

r
On a donc :
' 4
183 (C(nr))llve < —[lr™ hllyo
C// 1
< S thig
On peut donc choisir n € N de sorte que ||hd, (¢ (nr))Hvlo soit aussi petit que 1'on veut. [ ]

On peut maintenant passer a la preuve de la proposition 5.1.2. Tout d’abord, on rappelle
le résultat suivant [70] concernant les traces des fonctions de régularité Vi}(Q2) : Papplication
v u € CR(Q\{O}) — ulaq € C°(0Q\{O}) se prolonge en une application continue encore

notée v, v : Vi{(Q) — 1/11/2(89) ou l'espace V11/2(8§2) est défini par

2
[zfu(e) — [ylu(y)

v2(00) = {ue o oo)iue 2200, [

3 dedy < oo}.
o0x0Q |z —y|

Preuve. On procede en plusieurs étapes en suivant [41]. Soit u € V117N(Q) et € > 0. On note r;

la distance au coin S; et on pose ;. = QN B(M;j, R;) ou R; est un réel strictement positif.

Etape 1 D’apres le lemme précédent, on peut choisir n tel que u; = (1—¢(nr;))u € VH(Q;.)?

et |lu— uijll(Qj .)2 est aussi petit que I'on veut par rapport a €. Par construction, u; = 0 au
voisinage du coin S; et u- 7|sq = 0. On peut donc construire u, € Vll N (82) tel que

Ju—ually , < /2

et u, = 0 dans un voisinage V des coins de §2.
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5.1. Introduction

Etape 2 Soit Vy un voisinage des coins de € tel que Vo C V. On introduit Iespace ‘711/ 2(Q)

des fonctions de Vll/ 2(89) qui s’annulent sur Vo N 0N et l'opérateur de relevement continu

L, : ‘711/ 2
1 1/2 . ~1/2

Yriu €V () — a7 €V 7(09) on ait v Lrg = g,Vg € V;'7(Q).

On note C; la norme de I” opérateur L, : on a donc 1 < ||y - [|L+]] < ||7+]|Cx-

Par régularisation (convolution avec une suite régularisante), on peut trouver u, € C®(9) tel

que

Q) — Vll’ N (£2) de sorte que si v, est 'opérateur de "trace tangentielle”

w, =0 dans Vo, [lug —wpllyy | < /(]| L)

Par continuité de 'opérateur ~,, on a

T A S
< velllug — ub”ViN
< €/(4C,)

Etape 3 L’opérateur de relevement préservant la régularité [71] (une trace réguliere fournit un
relevement régulier), on corrige la condition au bord de u; en considérant u, = u, — L (up - 7).
On a alors

u. €C*(Q), u.-7=0sur 992, u.=0 dans un voisinage des coins de .

Enfin Jue — ullyy < Jue - wpllys + s — tallys + g — ullyy < /4 +e/4+e/2 <e. .

Proposition 5.1.3 Pour tous u,v € V117N(Q), on a:

/ r?Vu:Vvdr = / r2 rot (u) - rot (v)dz + / r? div (u) - div (v)dz
Q Q Q
—2/(x2v1 — x1v2) rot (u)dx — 2/(x2u1 — zqug) rot (v)dzx
Q Q

+2 / (ulvl + UQUQ) dx.
Q

Preuve. Soient u,v € C5°(Q).

/TQVu :Vvdzr = Z /rzajui-ajvi dx
Q Q

1<0,j<2

= - > /aj(Tzajui)Uidl'+ /(Tzajui)vi”jda
1<ij<2 /9 1<i,j<2 70

= - Z /r28jjumdx— Z 2/xjajuividw+ Z /(r2ajui)vinjda
1<ij<2v % 1<ig<e 8 1<ij<2 708

= —/TzAu-VdZL'— Z 2/:Ejajuivid33+ Z (rzﬁjui)vmjdo
Q 1<ij<2 79 1<i,j<2 /0%

= /r2<r0t rot (u) — V( div (u))) -vdx
Q
- 2 | z;0;u;v; dx + / r20:u;)vn; do
> /Q i9; > ag( Ui )vinj

1<i,j<2 1<4,j<2
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Pour le premier terme du membre de droite, on a :

/9742 (rot rot (u) — V( div (u))) -vdr = /Q rot (u) - rot (r’v)dz +/ rot (u)(r?v - 7)do

o0

—i—/ﬂ?‘2 div (u) - div (r*v)dz —/ div (u)(r?v - n

o0

)do

- r? rot (u) - rot (v)dz r? div (u) - div (v)dz
= [ ot () vot (v da+ [ 77 div () div (v)

Q

—1-2/Q ((aclvg — xv1) rot (u) + (z1v1 + @2v2) div (V)) dz

-n) — u-7))(r’v-7)do
+ /Q@(u ) = Bu(u- 7)) (v - 7)d
—j (0r-(u-7) 4+ Op(u-n)(r*v -n)do

o0
Le terme de bord se réecrit

/Em(r28jui)vmj do = /8Q 7 <(V -T)Op(u-7) + (v-n)o,(u- n)) do.

1<i,j<2

On a maintenant

/ r?Vu: Vvdr = / 2 rot (u) - rot (v)dx + / r? div (u) - div (v)dz
Q Q Q
—1—2/ <(3:1v2 — xouy) ot (u) + (z1v1 + x2v9) div (u)) dz

—Q/Q <:E1(61’LL1)U1 + :El(al’LLQ)UQ + :Eg(agul)vl + ZUQ(@Q'LLQ)'UQ) dr
Q

* /aﬂ (v )0-(u ) — (v m)or(u- 7)) do,

Le terme de bord est donc nul siu-7=v -7 =0 sur 9Q.
Intéressons nous maintenant au deux termes milieux de (5.3) et notons S leur somme :

S = 2/ ((aclvg — xov1) ot (u) + (z1v1 + zov2) div (u)) dz
Q
—Q/Q (xl(alul)vl + x1(81u2)vg + wg(agul)vl + wg(aQUQ)UQ) dz
= 2 ((aclvg — z9v1) ot (u)dx
Q
+2/ ((xlvl((‘)guz) + xgvg((‘)lul) — xlvg(aﬂLg) — x201(82u1)> dx
Q
= 2 ((wlvg — x9v1) ot (u)dx
Q

—2/ ($1U2(62’U1) —+ xouq (61’02)) + 2/ ($1U1UQ’I’L2 + l’QUQ’LLl’I’Ll) do
9] 0N

—1-2/ (u1v1 + uguy) da + 2/ (x1u2(01v2) + xuq (Oav1)) dz — 2/ (x1ugvany + woviuing) do
Q Q

o0
= 2/(u1211 + ugvy) da + 2/(:131212 — xouy) rot (u)dz + 2/ (x1u9 — zouq) rot (v)dx
0 0

Q
—2/ (zouy — rrug)(v - 7)do
o0

Encore une fois le terme de bord est nul si v - 7 = 0 sur 0f).
La proposition 5.3 est donc démontrée lorsque u, v appartiennent a Ex(€2). On conclut alors par
un argument de densité pour tout couple d’éléments dans V117 N (). [ |
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Corollaire 5.1.1 Pour u € VZ(Q) N V3 (), u = 0 sur 9.
Yo 1707 jullf = Al + 2] Vull3. (5.4)

1<i,j<2
Preuve. Soit u € V2(Q) N V3 (Q),u = 0 sur 99 et posons u = Vu. u vérifie
ucL?Q)? rVuelL?Q)? wu-17=0,
on peut donc appliquer la formule (5.3) avec u = v = Vu pour obtenir la conclusion. [ |

Remarque 5.1.1 On peut aussi faire un calcul direct et utiliser la densité de l’espace des fonc-
tions de classe C*° () a trace nulle sur 9 dans lespace des fonctions de VE(Q)NV3(Q) a trace
nulle sur OS2 (cf. [40, Proposition 2.2])

Théoréme 5.1.1 Pour tout k € N, il existe une unique solution uy € V() au probléme (5.2)
et on a de plus ’estimation

lukllve@q) < cllfillvo)-
Preuve. On montre que la solution uy, € H} () appartient & V2(Q). On sait déja que

lurllvi ) < cllfellvoe)-

Soit § > 0, n € C§°(Q),n = 1 dans Bs et n = 0 dans Q\Bas, et x € C5°(€2) une fonction valant
1 sur le support de 7. On prolonge la fonction nug par 0 sur le cone K issu du coin rentrant de
Q. En posant V = nug, on a

(—A + (k:7r)2x) V = —Anu, — 2V Vg — nAuy + (k)2 xnuy,
= —Anup—2Vn-Vup+nfi=F € CSO(K\{O})
D’apres le théoreme 4.3.1, le laplacien avec condition au bord de Dirichlet induit un isomorphisme
de VZ(K) dans V(K). Notons A~! I'opérateur inverse qui & F' € V;?(K) associe 'unique solution
U du probleme
—AU =F, U =0sur 0K\{O}.

Par conséquent,

(-A+ (kn)?’X)V =F <= —AV =F — (kn)*xV,
= V=A"1(F-(kn)>xV),
<

I+ (kn)?A7'my ) V = A7'F),

oll m,, est I'application qui a U € V2(K) associe xU € VP(K). Ainsi, V existe et est unique
dans V(K pourvu que la norme de Uopérateur (km)?A~1m,, soit assez petite. Comme, ||m, || <
p(x)?, ot p(x) est le rayon de la plus petite boule contenant le support de y, V existe des que
p(x) < (2kr||A7Y|/2)~1. En choisissant § < p(x)/2, on a V = nuy € VZ(K), et u, € VZ(Q).
D’apres le lemme 5.1.1,

A

lurllvz@) < e(lrfilld + (km)tlruellf) ,

CkaJH%/lO(Q)' [ ]

IN

Comme pour le laplacien en dimension deux, on peut alors montrer le résultat suivant pour le
domaine prismatique P :
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Théoréme 5.1.2 Soit f € R, |6 — 1] < a.
Si f € VBO(P) alors le probléme (5.1) posé dans P admet une unique solution dans VBQ(P)
satisfaisant

lullys < call Flvs.
De méme, pour le prisme arrondi P-

Théoréme 5.1.3 Si f € Wﬁ( ) alors le probléme (5.1) posé dans P- admet une unique solution
dans I/Vﬁ (Q) satisfaisant
lulhws < sl Fllws.

Intéressons nous a la dépendance par rapport a € de la constante C' ..

Lemme 5.1.3 Soit m € C®(Q.)? et u € H*(Q.).

1 2
= m-n <6u> do = / (Au(m - Vu) + Vu(Vm)Vu) dz (5.5)
2 GIOR 87’L .

Preuve. Elle s’obtient en intégrant par parties a partir de / Au(m - Vu)dz. -

€

Lemme 5.1.4 [l existe une constante C > 0 telle que pour tout € assez petit,

et u € WEQ)N WY (Q2), on ait

> 082 ullo < C (llp=Aullo + o= Vullo + [|Vulo) (5.6)
1<4,5<2

Preuve. On peut montrer que

2
o [ D ([0
S Ul = lpedull+2ivuli - [ 22 <p5(8$2)>da,

1<6,j<2
= llpeAullf + 2/ Vull§

[ (L) ele7) (3) (Zegeon) vITawPa

—e (1452

en utilisant la paramétrisation y = p.(x) de v.. Comme

wp LEETHOE? et ()
seled (L@ EDY2 seporn (L @)

on obtient
S lpe?uld < llpeull + 2Vl + Clos )z | o

1<4,j<2

L2(ve)

En considérant une fonction m € C*(w) telle que m - n|s, > 2, on applique le lemme 5.5 en
choisissant m = m (g) , et avec € < p., on obtient :

c(m) ([eAullo[[Vullo + lleVullo[[Vullo)

c(m) (IpeAullol[Vullo + [lpe Vullo|Vullo) ,
c(m) (llpeAull§ + [IVull§ + |- Vul[5)

L2(ve)
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D’ou la conclusion. [ |
Les mémes estimations que celles du lemme 5.1.1 sont vraies pour les solutions uj, € W2(Q.).

On en déduit la

Proposition 5.1.4 La constante C1 . peut étre choisie indépendante de .

5.1.2 Comportement asymptotique des modes au voisinage du coin

Dans ce paragraphe, on recherche le comportement de la solution de (5.2) au voisinage du
coin rentrant. Les singularités du laplacien en dimension deux ne sont plus suffisantes pour dé-
crire le comportement de la solution u) de (5.2) au voisinage du coin O. On doit donc introduire
de nouvelles fonctions singulieres liées & opérateur —A + A\, A = (kn)2,k € N. A cet effet, le
principe de séparation de variables appliqué a I’équation (5.2) permettra d’obtenir un dévelop-
pement de la solution ug quand » — 0. Par localisation, on se restreint a I'ouvert défini en

coordonnées polaires Us = U N B3(0,6) = { (r,0)|0 <7 < 5,0 <0 < T 5. On met en évidence

ce comportement en O en utilisant un développement en série de Fourier-Bessel et les propriétés
des fonctions de Bessel modifiées [1],[74].

Lemme 5.1.1 Soit v € R,v > 0 L’équation différentielle sur |0, +oo[
1 V2
vty (145 )u=0, (57)
T x

a pour base de solutions (I,, K,) définies par

T

_ (Y (3
I(z) = (5) Z7§'F(75—2|——1/+1)’ (5.8)

>0
ml_y(z) —I,(x)
K, = —-——t - 5.9
/() 2 sin(wv) (5:9)
Remarque 5.1.1 — I, est appelée fonction de Bessel modifiée d’ordre v de premiére espéce.
— Lorsque v =n € N,z > 0, K,,(z) est définie comme la limite, qui eziste, de K,(x) quand

vV —n.

Ces fonctions admettent les développements suivant quand x — 07 [74] :

i (100 (3)) et )55 (100 ()

uniformément en x lorsque x — 0.

Propriété 3 Pourv > 0,1,(z) =

De méme, leurs dérivées admettent les développements suivants [74] :
Propriété 4 Pourv >0,z >0

L2)1/4
I(vz) = 217TV (1+ . ) exp(vn(z)) (1 4+ Ro(v, 2)), (5.10)

p 42)1/4
K (vz) = —\/Q:Vuexp(—un(z)) (14 Ri(v, 2)), (5.11)

z

avec 1(z) = V1 + 22 + log < ) et Ri(v,z) < %, pour k =0, 1.

z
14+ V1422
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En particulier, lorsque x — 0, les dérivées ont le comportement suivant :

Le) = |5 (5) Fe e ne).

v (2v\" 1
Ky(r) = — 7<:> ﬁ(l_‘_rl(]/"z))v

C
ou (v, z) < —5, pour k = 0,1. On peut alors énoncer
v

Lemme 5.1.5 Soit u € H*(Us) N C> (]0,6; H* N H) (]0,Z])) vérifiant —Au + (kr)*u = 0.
Alors
u(r,0) = agpIia(kmr)ee(0),
1

avec
(ba 4 2)T (b + 1)2%
(k‘wé)m ||uHL27

ot (¢r)e est la b.on de L? (]0,Z[) (c.f Prop.1.2.2) et I, est la fonction de Bessel modifiée
d’ordre v de premiére espéce

lagr| < C (5.12)

Preuve. D’apres la régularité supposée pour u, pour 0 < r < 4, il existe des coefficients wu,(r)
vérifiant

jus

u(r,0) = Zug(r)gpg(@),p.p. dans Uy avec, up(r) = /a u(r, 0)pe(0)do.
>1 0

D’apres ’équation vérifiée par u, les coefficients u, sont solutions de I’équation différentielle

1 (bar)?
" / 2 _
Uyp + ;UZ — ((kﬂ') + 2 Uy = 0,
qui se ramene apres changement de variable uy(r) = vy(kmr) a ’équation

a 2
o)+ 2oito) = (14595 ) o) =0,

dont la solution générale s’exprime au moyen des fonctions de Bessel modifiée. Ainsi, d’apres le
lemme 5.1.1

ug(r) = agploa(kmr) + b g Koo (kTr), agg,ber € R.

D’autre part, comme les inégalités suivantes
1)
| 1@ < Clotulavs = 0.1, (5.13)
0

doivent etre vérifiées, d’apres les développements de I, ,(,s), K l(,s), s =0,1, ci dessus, les coeflicients

by, = 0 doivent étre nuls pour tout £ > 1. Ainsi, u(r) = ag I (knr), et en exprimant (5.13),
les coefficients ayj vérifient I'estimation donnée dans le lemme. [ |
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La principale motivation est la détermination de la densité charge sur 'aréte {O,}x]0, 1[. Pour
cette raison, nous nous limiterons aux premiers termes du développement asymptotique. Au
voisinage de » = 0, les modes ont un comportement identique a celui des solutions du laplacien

@ )\i’or‘la) ya < 2/3,

ud(r,0) = A0 (0) + A20r20y(8) + X039 5 (0) + 0 )\l,lra+2> a>2/3
k ’ ’
(km)’®

21T IT (1 jau + )11 ( et sous réserve que )\i’o et )\i’l soient non
ja !

it
quand r — 0, avec X" = a;k

nuls.)
D’apres [25], le comportement quand k — 400 des coefficients )\ff’t est le suivant

[/ llz2

7t
|/\k | < C(k,n.)l—ja—%'

(5.14)

5.1.3 Développement asymptotique

Ici, € est un nombre strictement positif fixé et suffisament petit. Soit y; la solution du
probléeme (4.28) posé dans w. Pour n € N, on note

R = g —(1—x:)up,

£,0
- Un )

3
uTL
3
uTL
et si le coefficient de singularité A0 de uY est non nul

R = = (1= xe) (= M%) + A% (£))
_ el

£
n n

les erreurs commises sur les termes d’ordre 0 et 1 dans le développement asymptotique de u5,.
Pour N € N, on définit 'approximation suivante de wu,

n=N
W wy,2) = Y U yens) (5.15)

n=0

On commence d’abord avec I'inégalité de Poincaré

Lemme 5.1.6 Il existe une constante C indépendante de ¢ telle que pour tout u € H&(U), on
ait
[ull2 < C[[Vul| 2.

Preuve. On note D, = w, — W, 7: = dw, — 0w et 7' = dw, — 7. Soit u € C§°(w;). On sait qu’il
existe Cp > 0 telle que ||lul|z2() < Cp||Vullp2(,). Comme Hu||%2(ws) = Hu||%2(w) + Hu||%2(DE), il
suffit de majorer ||u|[z2(p,). Pour cela, 'équation de 7. étant y = ¢.(z) dans un systeme d’axes
bien choisi (Fig. 5.2), le domaine D, est défini par

D ={(&,n) € well§] < &,9:(8) <m < —cl¢]}

135



Chapitre 5. Application au cas de domaines prismatiques

F1G. 5.2 — Coin arrondi en domaine borné.

ol ¢ > 0 est la pente des cotés du coin dans ce repere.

T ou
67 = _67 ds,
wem = [ s
O 2
2 cam(D ou
el < dim(n) [ |5 o) as

puis en intégrant pour (£,7n) € D., on aboutit a

ull 22(p.) < CVe|Vaull2(p,y.-

On a donc la conclusion puisque Cp + Cy/e peut étre bornée indépendamment de e. [ |
On peut maintenant établir le début du développement asymptotique pour u5,.
Proposition 5.1.5 Pour °n < [(4ame)™!], on a lestimation suivante
IV (a5, = U172 + (nm)?|ug, = UR°| 72 < Ce2(nme)®* 2| full3 (5.16)
Preuve. On a
(—A + (mr)2l) R;’O = —Axeug —2Vxe - Vug — Xefn,
= —Ayx.u —2Vy. -Vl
pour € assez petit, de sorte que
IV (uy, = U2 + () lluy, = UR°N 5 = (A + (em)*1) B, BLO) pa
= (_AXaug —2Vxe - Vu%, R;’O)L2 )
0 0 e,0
< H Axeu, +2Vxe - Vu, wo R H wa
2 0 02 c’ e,0(2
< o H Axeun + 2VX€ : Vun Wwo + ﬁHVRn’ ||L27
1

en utilisant 'inégalité

lullfy .y < ClVulzzgq, ), Yu €Ws (),

6[x] désigne la partie entiere de x.
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puis une inégalité de Young. En choisissant convenablement §, on obtient

IV (us, = U2 + (nm)?|lus, = UR®lI72 < C"|| Axeup + 2V X - Vauy

wo'

Or, d’apres le développement en série de ul et l'estimation (5.14), on peut montrer aisément
que
[up (r, ) < Cr(nm)*™ | fullo et [Vup(r,0)] < Cr*~Hnm)* Y| fullo

pour ac < r < 2ae et n < [(4ame) 7). |
Corollaire 5.1.2 On a l’estimation

lus, = Uzl < Celnme)* ™| fullo
Preuve. Conséquence de I'inégalité de Poincaré :

lus, = Ul < ClIV(ug, = U072,
< Ce(nme)* | fallo u

En étudiant maintenant ( A+ (nm)?I ) R, on déduit Perreur sur uy, — Ugt,

Proposition 5.1.6 Pour n < [(dare)™t], on a lestimation
I, — U + (o, ~ U513 < 02 ((nme) o2 + (nme) ()2

+(nme) i (nr) )| ful3

Preuve. Sile coefficient de singularité Ay 75 0, on peut utlhser le developpement asymptotique

de u$, a lordre 1, erreur étant R! = u, ((1 —xe) (ud — Ay X¢1) + A ey < )) On a
alors
(=A+ (nm)’ 1) RS = f, — Axead!t + (1 — xo)Adg! — 2V, - Van!
+AE <Axy1 <g) +2Vx - V[ < )])

(L= xeiy — () A ()
= Xefn— AxeOy' =2V, - V!
—\ 0% (nm)?x (y1 (—) — (1= x)n (g))
+2,0% (Axw( )+2Vx V[m( )])
~A%e (1= xo) (Bxon () +29x- Vier (2)])

0,1 1
en posant avl = ud — )\n’oxqbl.

En utilisant maintenant le fait que x.f, et Vx - V(1 — x.) sont nuls pour ¢ assez petit, et
1 (g) — (1= xe)o1 (E) =—q (g) , on obtient

(~A+ (D) R = —Axei! -2V - Vil + ()22 xa (<)

—ALOg (qul ( ) +2Vx - Vg <€>]> .
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On a alors avec les mémes arguments que dans la démonstration précédente

IV (us, = U7 + (o) |Jus, = U7 = ((—A + (nm)?I) R, Ri’l)Lz )
R51 ‘

IN

C H (~A+ (nm)21) R gy

)

L2

IN

2
O At +2vxe - var||
1

. 2
et )|
O () AT | xan (2 wo
Ce? A2 A Y 429y - Vi ()]
+C O v (7) + 29 Vi (D))
A7 || Axar ( X [Q1E]W{)
1 192
+SIVE IR,
Toujours d’apres le développement en série de ul) et I'estimation (5.14), on peut montrer aisément

que
a0t = u) — AOx¢1] < CrP(nm)®* M| fallo

pour ae < r < 2ae et n < [(4ame)71].
Par conséquent, le premier terme du membre de droite est majoré par

Ce'(nm) 72| full5-
Le second terme, quant a lui, est majoré par

Ce(nm)* (nm) 2| fu 3>

2
En effet, il suffit d’estimer le terme H Xq1 (E) H 2 on a
N N2 N |12
2 2
- = € — )| de,
lxa ()] /Q x@IE + 1P (2) [ da

= / ()1 + 92| () dy,
{yew:ly|<2a/e}
< A+ yP) ()P dy
{yew:|y|<Ro}

+C [yl dy).
{y€w:Ro<|y|<2a/e}

puisqu’on peut trouver Ry = Ry(q1,w) tel que
a1 ()| < Clyl™ et 1+ Jyf* < 2y
pour tout y € w tel que Ry < |y|. Finalement, on obtient :
T
- < el (A + Ce?) < g,
e (2) [, < tar ety <
Enfin le troisieme est majoré par

Ce(nm)** | fullge™
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C C
puisque |g1(R,0)| < T et [Vq1(R,0)| < Tat1 PoUr ac™! < R < 2ae7! quand ¢ est assez petit.

Finalement,

IV (5, = U1 + ()2 s, = U2, < C(2nme) 2] full3
2 (me) 2 () 2
e (nme) | o3/ (nm) ) .

On en déduit
Corollaire 5.1.3 Pour n < [(4ame)™!], on a lestimation

lug, = UMl < C(e(nme)=t 4 e(nme)® = (nm)20 + e(nme)@ = (o)~ ) [ fullo (5.17)

Remarque 5.1.2 Sans faire d’hypothese sur les coefficients de singularité )\71{0, on peut intro-
duire le premier couple d’indices (jo,to) tels que Mot goit différent de 0 et considérer q la
solution dans W(w) du probléme aux limites

—-Aq = @ dansw
q = 0 sur Ow,

0u Q) est telle que E_2Q (g> - AXE@jO,tO (é)+2vxe’v[¢jo7t0 (E)] et Pijo,to (Tv 9) = 7421&04_]100[()"]’() (9)
On reprend alors les calculs en posant

Ug' = (1= xe) ufy — Nptog2totiong (1)

D’apres la remarque 1.17, on obtient en notant, comme dans le chapitre 1, yy(x3) =
n=N
> A len(as),
k=0
Proposition 5.1.7 Soit f € H%(]0,1[; L?(2)) N H(]0, 1[; L?(2)).
Pour N = [(4ame)™1], et

k=N k=N

= UZ’lek = (1 - xe) &i’lek + xe* YNyt <§)

on a l’estimation
l[ue — uéV”Hl(Pg) < Cel|flla2qo,122)- (5.18)
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Preuve. Il suffit de calculer la norme L? de V(u. — ulY)

IV(ue =) 32y = D IV@i = U7 + (km)|fuf, — UR 172

k<N
+ 3 IVuilize + (em)?||uf |72,
k>N
< O (Plhme)* % + 2 (kme) 2 (k) 2 4 2 (kemre) 2 (k) 72 || fllp
k<N
kﬂ'
+ Z ”V k”L2 + (IW) HukHLZ) )
k>N
NS (ufk|r%2<m>2<2a—” + <km>4a—2<kw>—2aufkuiz)
k<N
+ > (em) 2| fill 72 (kme) 2 + 2 > el
k<N k>N
< Ce Yy (km) ISl
k<N
+C > I fell7e,
k>N
2 2
< Celf o2y u
Comme [[A(ue — uM)lz2py = If = F¥lr2(p,) = O(e), ot fV =Y frep, N = [(dame)™!),

k<N
on a l’estimation suivante

Corollaire 5.1.4 Pour N = [(4ame)™}]
H ou.  Oul

on H H-1/2(0P.) —

5.2 Conclusion

Pour le cas des domaines prismatiques, on a obtenu en appliquant les résultats du chapitre
précédent, une estimation en O(e) pour la norme H' lorsque on approche les modes k < N de
la solution u. par un développement asymptotique & l'ordre 1 et pour N ~ e~!. Pour les traces
des dérivées normales associées, on obtient une estimation en O(e) en norme H /2,

Pour le cas d’un probleme en domaine axisymétrique mais avec une donnée ne possédant
plus la propriété d’invariance par rotation autour de 'axe r = 0, la démarche est identique. Le
domaine est décrit en géométrie cylindrique par

Q = Q x [0, 27U,
ot Q est la trace de Q dans un demi plan méridien et v, est la partie de la frontiere de 2 située
sur 'axe r = 0. Le domaine obtenu en remplacant la pointe vive par une pointe arrondie de
rayon de courbure € en son sommet est noté €., €. est sa trace dans un demi-plan méridien.

On notera U I'ouvert 2 ou 2. quand il n’y a pas lieu de les distinguer. On décompose la donnée
2(0) : ik0 2 :
€
f € L=(Q) suivant la base (e"")recz de L*(]0, 27r[) comme dans le chapitre 2

f(r,0,2) = karz’k‘g
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et on suppose f = 0 dans un voisinage fixe de lorigine.
Par décomposition en série de Fourier, on est donc amené a résoudre un probleme bidimen-
sionel pour chaque mode

<&
ug AL (U), —Atug = fo, (5.19)

pour le mode k =0 et
2

° k
U GVll (U), —A+uk + ﬁuk = fi (5.20)

pour les modes k # 0, ol 'opérateur A" est défini dans le chapitre 2.

Le comportement asymptotique des solutions des problemes (5.20) est obtenu par séparation
de variables, celui du mode 0 étant connu d’apres le chapitre précédent. Dans les variables (p, ¢),
I'opérateur

devient

_ (5_2 20 | cot(d) 9 i5_2> L
op*  pdp  p* 0P  p?0¢?)  pPsin’¢
Par séparation de variables, la solution de
k2
—A+uk + Uk = 0
r

a le comportement suivant quand p — 0 :

o Phileos(9)
=2 et qu (cos( )l

>1

Ci-dessus, H est défini au paragraphe 4.3.3 du chapitre précédent, Pk est la fonction de Legendre

associée de premiere espece de degré k et d’ordre I/k, avec (uk) la sulte des racines v de I’équation
PF¥(cos(r/B3)) = 0. Adaptons le cas prismatique au cas axisymétrique. En posant

ou U,i’l est le développement asymptotique a ’ordre 1, on peut obtenir
N
llue — uz HHl(QE) < Ce.

En ce qui concerne le développement asymptotique au premier ordre de la dérivée normale au
sommet, il provient uniquement du mode 0 puisque la présence de la pointe conique n’a pas
d’effet sur les modes |k| > 1 [72]. On aura donc

Ou,
on

8Z/l

02 (O + o)

(0:) =

ol \g est le coefficient de singularité pour le mode 0 et y; la fonction introduite au paragraphe
4.5.1 du chapitre précédent.
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Chapitre 5. Application au cas de domaines prismatiques
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés au calcul du champ électrostatique au voisinage de coins et/ou
d’arétes rentrants. Le probleme modele que nous avons considéré est celui du probleme de Diri-
chlet pour le laplacien posé dans un domaine polygonal (2D) ou prismatique ou axisymétrique
(3D) non convexe. D’un point de vue théorique, ’étude mathématique des singularités est déja
tres aboutie [51, 42, 53, 38]. Le premier objectif était donc de mettre au point des méthodes de
calcul efficaces pour la résolution numérique de tels problemes et retrouver la vitesse de conver-
gence optimale des domaines convexes. En dimension deux, de nombreuses méthodes existent
pour traiter les singularités liées a la présence de coins rentrants : méthodes de fonctions sin-
gulieres (duales) et complément singulier, raffinement de maillages, etc..., [64, 34, 69, 4]. En
dimension trois, les méthodes existantes reposent essentiellement sur les techniques de raffine-
ment de maillage [56, 10, 27]. Nous avons considéré tout au long de cette theése deux types de
gémétries singulieres : le cas des arétes rentrantes situées au bord d’un domaine prismatique et
le cas de pointes coniques dans un domaine axisymétrique.

Dans les trois premiers chapitres, nous avons présenté la Méthode de Fourier et du Complé-
ment Singulier (MFCS) pour la résolution numérique du probleme de Dirichlet dans un domaine
(prismatique ou axisymétrique) possédant une aréte rentrante. La présence de pointes coniques
pour le cas axisymétrique est aussi prise en compte dans [33]. Elle combine un développement
série de Fourier dans la direction de 'aréte et la méthode du complément singulier dans la direc-
tion transverse. Nous avons comparé la MFCS a d’autres méthodes numériques. La conclusion
est double : d’une part, 'analyse de la complexité pour chaque méthode montre que la MFCS
est la plus efficace, et d’autre part, la MFCS permet en pratique une vitesse de convergence opti-
male méme si les données vérifient des hypotheses plus faibles que celles exposées dans I'analyse
numérique de la méthode.

En géométrie quasi-singuliere, nous avons d’abord étudié le cas des coins arrondis en di-
mension deux, puis le cas des pointes arrondies en domaine axisymétrique avec une donnée
invariante par rotation. Les outils mathématiques utilisés sont ceux des développements asymp-
totiques multi-échelles présentés dans [65, 66]. Un développement asymptotique de la solution,
ainsi que le comportement asymptotique de la densité de charge surfacique au sommet, en fonc-
tion du rayon de courbure € (du coin ou de la pointe arrondi) ont été établis. Les résultats
présentés dans le chapitre 4 justifient les résultats numériques observés par H. Timouyas dans
sa these [76]. Ces résultats permettent de justifier également (dans une géométrie conique) la
loi empirique de Peek, fréquemment utilisée en électrotechnique [2] pour déterminer le champ
statique maximal a ’extremité d’une pointe arrondie. Une comparaison avec une méthode inté-
grale a permis la validation numérique du comportement asymptotique obtenu.

Comme extension des résultats obtenus en dimension deux, nous nous sommes intéressés
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Conclusion

au cas d’'un domaine prismatique avec une aréte rentrante lissée en arrondissant avec un rayon
de courbure € le coin du domaine transverse a ’aréte. Nous avons pu obtenir, a 'aide d’un
développement en série de Fourier, un développement asymptotique au premier ordre pour la
solution du probleme du potentiel électrostatique. Une estimation d’erreur optimale en norme
H' en O(¢) entre la solution et I'approximation de Fourier obtenue & 'aide des N ~ =1 déve-
loppements asymptotiques au premier ordre des modes de la solution a été établie. Pour le cas
axisymétrique, une conclusion similaire peut étre obtenue.

D’un point de vue plus appliqué, les résultats présentés dans ce mémoire pourront permettre
de calculer le déplacement de particules chargées soumises & un champ électromagnétique ex-
térieur ou au champ autoinduit, dans une cavité présentant coins ou arétes rentrants, le cas
échéant faiblement arrondis. En effet, on sait relier le comportement singulier ou quasi-singulier
du champ électromagnétique & celui du potentiel associé , cf. [16, 15, 12, 13, 11], ainsi que [48, 57].
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Résumé

La premiere partie de ce mémoire est consacrée a la résolution numérique du probleme de
Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet dans un domaine prismatique ou axisymétrique,
possédant une aréte rentrante sur sa frontiere. Nous présentons la Méthode de Fourier et du Com-
plément Singulier consistant a combiner un développement en série (de Fourier) dans la direction
parallele a l'aréte et la Méthode du Complément Singulier pour les problemes bidimensionnels
associés aux modes (de Fourier). L’analyse de la MFCS conduit & une vitesse de convergence
optimale (en O(h)) lorsqu’on utilise les éléments finis de Lagrange P! pour la discrétisation. La
méthode ne requiert aucun raffinement de maillage au voisinage de la singularité.

Nous nous intéressons ensuite au calcul de la densité de charge a la pointe d’une électrode
lorsque celle-ci présente un faible rayon de courbure que nous abordons par la résolution du
probleme électrostatique. La relation entre le rayon de courbure et le champ électrique a la
surface de la pointe est décrite par la loi empirique de Peek. Toutefois, celle ci n’est valable que
pour des électrodes minces a géométrie cylindrique ou sphérique. On justifie mathématiquement
cette loi et on 'étend & d’autres géométries. A 'aide des développements asymptotiques multi-
échelles, on établit explicitement le comportement de la densité de charge pour des géométries
coincidant avec le cone a l'infini. Enfin, nous illustrons ce comportement asymptotique par des
expériences numériques réalisées en dimension deux, et en dimension trois, pour des domaines
axisymétriques. Les résultats sont comparés a ceux obtenue par une méthode intégrale.

Mots-clés: Singularités, développement asymptotique, éléments finis.

Abstract

First, we focus on solving numerically the Poisson problem with homogenous Dirichlet
conditions in a three dimensional prismatic or axisymmetric domain, with a reentrant edge at the
boundary. We present the Fourier Singular Complement Method based on a Fourier expansion
in the direction parallel to the reentrant edge and the Singular Complement Method for solving
the 2D problems in the Fourier modes. The analysis shows that we recover the optimal rate of
convergence O(h) when using P! Lagrange finite elements for the discretization. No refinement
near the reentrant edge is required in the computations.

Second, we are interested in computing the charge density and the electricfield at the rounded
tip of an electrode of small curvature radius. Our model problem is the electrostatic problem.
For this problem, Peek’s empirical formulas describe the relation between the electric field at
the surface of the electrode and its curvature radius. However, they apply only to thin electrodes
with either a purely cylindrical, or a purely spherical, geometrical shape. Our aim is to justify
rigorously these formulas, and to extend them to more general, either two dimensional or three
dimensional axisymmetric, geometries. With the help of multiscaled asymptotic expansions, we
establish rigorously an explicit formula for the electric potential in geometries that coincide with
a cone at infinity. We also prove a formula for the surface charge density, which is very simple to
compute with the FE Method. In particular, the meshsize can be chosen independently of the
curvature radius. We illustrate our mathematical results by numerical experiments.

Keywords: Singularities, multiscaled asymptotic expansions, finite elements.
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