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Résumeé

Nous proposons une nouvelle approche de modélisation fmacyo pour les pro-
blemes multi-échelles. Cette approche se destine aux muaéyant deux longueurs ca-
ratéristiques de variation des propriétés : I'une micrpgqpae et 'autre macroscopique.
Ce qui signifie qu'il n’est pas possible de définir une relatiencomportement macro-
scopigue unique pour I'ensemble du systéme étudié.

Nous proposons une méthode de discrétisation pour ladaeti@jeure partie du do-
maine étudié est modélisée exclusivement a I'échelle rsaopque, seules quelques
zones relativement petites, appelées motifs microscepiggont modélisées a I'échelle
microscopique. L'approche développée respecte certaixigences : une modeélisation
multi-échelle permettant d’effectuer des simulations rascopiques en exploitant exclu-
sivement une description du matériau restreinte aux motifsoscopiques du modéle ;
une modélisation qui tient compte du couplage entre réparaeoscopique du systéeme
mécanique et effets de bord a I'échelle microscopique ; eufia stratégie de résolution
pouvant tirer profit de la puissance de calcul offerte suratdaateurs a architecture
parallele.

La mise en oeuvre de la méthode de modélisation repose syarinaipe d’extension
du comportement de I'échelle microscopique afin d’en déduire relation de comporte-
ment numeérique a I'échelle macroscopique ; la méthode @esefits naturels contraints
CNEM, afin de pouvoir insérer les motifs microscopiques dames discrétisation ma-
croscopique ; et une méthode de résolution introduisantrdposition de domaine et
réduction de modéle pour accélérer le calcul et tirer prefit chlculateurs a architecture
parallele.

Nous avons prouve l'efficacité de notre approche sur des ghesracadémiques avec
une bonne estimation de la solution, et une distribution’&®elur homogene sur tout
le domaine aux échelles microscopique et macroscopiqueernsé@nies bords. Cela nous
permet d’envisager I'utilisation de 'approche proposéerga simulation de phénomenes
localisés sur le bord et affectant la réponse aux sollioitatdu systéme mécanique (frot-
tement, enlevement de matiere ...).






Abstract

We propose a new micro/macro modelling approach for mechiproblems invol-
ving microstructure. This approach is an appealing chaxcehe treatment of problems
involving materials with two behaviour lengths of variatjovhere it is impossible to
define and to apply a single low describing the behaviour ¢f bacro and micro scales.

We propose a discretization for which the major part of thelied field is modelled
exclusively on a macroscopic scale. Only some relativelglsrones, called microsco-
pic patterns, are modelled on a microscopic scale. The gexpapproach respects some
requirements : a multi scale modelling allowing to carry macroscopic simulations by
exploiting exclusively a description of the material refed to the microscopic patterns
on the model; a modelling which takes account of the couptiatyveen macroscopic
response of the mechanical system and edge effects on thescopic scale; finally, a
problem-solving strategy being able to take benefit fronmcthraputing power offered on
parallel computers.

The implementation of the modelling method rests on : annskéa of the behaviour
principle from the microscopic scale, in order to deduceraerical behaviour for the ma-
croscopic scale ; the method of constrained natural eles@&NEM, in order to be able to
insert the microscopic patterns in a macroscopic dis@etiz ; and a solver introducing
domain decomposition and model reduction to accelerateiledion and to take benefit
from the parallel calculators.

We proved the effectiveness of the proposed approach on bemzhmarks with a
good estimation of the solution, and a homogeneous erroiison over the microsco-
pic and macroscopic scales even on the edges. That enalitesarssider the use of the
suggested approach for the simulation of phenomena locatede edge and affecting
the response of the mechanical system (friction, cuttiogess ...).






Chapitre 1

Introduction

1.1 Mise en contexte

Les problémes de la mécanique introduisent des entités chedlés tres diverses
telles que : atome, molécule, grain, inclusion, fibre, utjlet piéce. Pour une majo-
rité de problemes une analyse considérant un comporteneremé sur 'ensemble du
systéme isolé a I'échelle du systeme est suffisante. Cepermdatains problemes sou-
levés par les avancées dans la technologie de I'élabordé@smmatériaux, ou bien de
facon plus classique dans le domaine des procédés de fadrig@cessitent une analyse
plus fine avec une prise en compte du couplage fort entre Ipadement des entités
a I'échelle inférieure (que nous désignerons dorénavaritgeelle microscopique), et
la réponse globale du systeme (que nous désignerons darérmear I'échelle macrosco-
pique). Ainsi, par exemple, dans le cadre de la simulatioprdgessus de coupe, nous
sommes particulierement intéressés par la prévision daréudes outils. Ce genre de pré-
vision, nécessite des modeles macroscopiques impliqadesicription microscopique de
la transformation thermomeécanique dans la zone de comttretloutil et la piece usinée.
Aussi, pour étre pertinents, ces modeles micro/macro dbpermettre une description
des phénoménes et des conditions a l'interface de I'outieda piece usinée a I'échelle
microscopique dans cette zone.
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1.1.1 Les problemes nécessitant une analyse multi-échelles

La premiére étape dans la modélisation multi-échelles 'elrdifier les propriétés
du probléeme posé, a partir desquelles on pourrait tirertgrofir concevoir des stratégies
adaptées. Ainsi, il est utile de trouver une classificaties groblémes introduisant la
notion de multi-échelles selon leurs propriétés commudasencontre dans la littérature
[59] la classification suivante :

» Problemes de type ACe sont les problemes qui contiennent des défauts ou des sin-
gularités isolées tels que des fissures, dislocationssahotignes de contact. Pour
ces problemes, un modéle macroscopique adéquat est suffasela majeur par-
tie du domaine, le modéle microscopique est seulement saiceslans le voisinage
des défauts ou des singularités.

» Problemes de type BCe sont les problemes pour lesquels un modéle macrosco-
pigue approprié existe pour un ensemble de variables n@pogIes correctement
choisis, mais ce modéle macroscopique n’est pas assezigxplour étre directe-
ment employé de facon efficace. Un exemple est le problémanbigénéisation
pour des équations du type : (un probléme de conduction theenpar exemple)

—O(a(x)0u(x)) = f(x)

Si le coefficient est de la formeg (x) = a(x, x/€) ou € est le facteur d’échelle, alors
il existe une équation effective, I'équation homogénéigéeprend la forme

—O(A" (x)0U (x)) = f(x)

ol A" (x) est le coefficient homogénéisé qu’on ne peut explicitemamdler, ex-
cepté pour des problémes trés spéciaux (par exemple, spendénce daf(x)
vis-a-vis de la variable rapide= x/¢ a une certaine forme comme la périodicité).
Par conséquent il est difficile de se servir de I'équation bgéméisée dans le cas
géenéral directement comme outil de calcul.

Dans ce type de problémes, le réle de la modélisation mciieke est d’effectuer
des simulations macroscopiques sans faire I'utilisaties rélations constitutives a
cette échelle. Au lieu de cela, I'information macroscopigqécessaire est extraite a
partir de modeles microscopiques sous-jacents.
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» Problemes de type CCe sont les problemes qui ont des propriétés du type A et du
type B.

1.1.2 Les philosophies courantes de la modélisation multi-échelle

Une facon d’obtenir une réponse macroscopique d’'un systemartir d'une des-
cription microscopique du comportement est d'utiliser tewhnique d’homogénéisation.
Ce sont souvent des approches analytiques, on retrouvepaleiment deux grandes fa-
milles :

* Les approches asymptotiquekes méthodes asymptotiques sont issues de la com-
munauté des mathématiques appliquées et consistentiebserént en I'étude de
I'influence de petits parametres sur la solution de probtemathématiques. Dans
ce type d’approche on fait I'hypothése que les échelles parifitement séparées,
gue le milieu est périodique. De plus, on considére les clsamigroscopiques
comme une perturbation des champs macroscopiques. Cecefpeennéécrire les
éguations du probleme sur les deux échelles, pour obtesolldgion en résolvant
ce jeu d’équations.

» La théorie du champ moyencette approche a été initialement proposée par les
mécaniciens. Tout comme pour I'approche asymptotiqueibhfgpothése que les
échelles sont infiniment séparées, mais en introduisaniveaun intermédiaire, le
Volume Elémentaire Représentative "“VER™. Le VER doit étrefisainment grand
pour étre statistiquement représentatif du milieu et apsézpour qu’a I'intérieur
les variations des champs macroscopiques soient néglggedbn utilise le VER
pour avoir une approximation des champs de déformation ebdiainte sous des
conditions aux bords adéquates. Ceci nous permet de renzontecomportement
effectif du milieu homogéne.

L’homogénéisation a fait preuve de son efficacité pour unpmotement élastique li-
néaire. Cependant, son extension aux problemes non linée@st pas triviale. Aussi, les
hypotheses de la séparation des échelles et de milieu iftfittique cette approche ne
convient pas pour traiter des problemes complexes néaesaite description microsco-
pique de la frontiére du systeme.
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Pour palier a certains inconvénients de ’lhomogénéisatialytique, des approches
exploitant une discrétisation de la microstructure (géleénent de type éléments finis)
ont été développées et sont particulierement intéressdtites facilitent la modélisation
de comportements non linéaires a I'échelle microscopiguptise en compte des inter-
actions entre les différentes phases et l'introduction@edbmmagement. Intégrées au
calcul de structures, ces méthodes d’homogénéisation niuneédonnent les méthodes
multi-niveaux. Le probléme du couplage entre effets de bbédolution de la microstruc-
ture ainsi que de la précision de la solution sur le bord neéstetier pour ce type de calcul
de structures. Ces méthodes sont aussi limitées aux prablumeschelles completement
séparées.

Dans le cas de problémes aux échelles partiellement séparépour modéliser I'in-
teraction entre les conditions au bord a I'échelle micrpgnpee et les transformations
de la microstructure, on peut envisager d’utiliser un medfini a I'échelle microsco-
pigue sur I'ensemble du domaine. Ceci conduit évidemmeniteinent d’un trés grand
nombre d’inconnues. Lutilisation de méthodes adequdiespese, on s’oriente généra-
lement vers :

« Lutilisation d’'une discrétisation fine a I'échelle desneposantes microscopiques,
couplée a des méthodes dites de décomposition de domamessdlution du pro-
bleme se fait entierement a I'’échelle microscopique, erodhtisant une échelle
macroscopique au niveau du calcul numérique afin d’acadkerésolution.

« L'utilisation d’'une discrétisation plus grossiere eniehissant I'espace d’interpola-
tion des éléments a I'aide de fonctions spéciales, qui dégpdrdu probléme étudié
et qui traduisent une connaissance a priori du comporteloeaitde la solution.

Ces méthodes répondent a certains problemes, mais conti@@enposer d’autres.
L'utilisation de discrétisation fine nécessite une grangisgance de calcul, qui n’est dis-
ponible actuellement que sur des ordinateurs parallelgsi @npose d’adapter les strate-
gies a ce type de plateforme. Les méthodes d’enrichissesuppbsent une connaissance
a priori de la forme de la solution locale, cette solutiontp&re de haute fréquence et
peut poser des problémes lors de I'intégration. De plusgut ¥eiller a 'indépendance
linéaire des fonctions de base d’enrichissement par rapparfonctions classiques.



1.2 Objectif 5

1.2 Obijectif

Nous proposons une nouvelle stratégie de modélisationofmecro pour les pro-
blemes multi-échelles de type C, dans le cadre de la simnldis procédés de fabrica-
tion, ol la majeure partie du domaine étudié peut étre reptés par un modele relative-
ment grossier et ou seules quelques zones relativemetegeécessitent une modélisa-
tion aux échelles inférieures. Le défi réside dans le faitogtie stratégie doit étre capable
d’apporter des solutions aux insuffisances constatéess dlmerchons a obtenir :

* Une modélisation multi-échelle permettant d’effectues gdimulations macrosco-
piques sans connaissance sur le matériau a cette échiefierniation macrosco-
pigue nécessaire est extraite a partir du modele microgaeous-jacent ;

» Une approche exploitant une discrétisation de la micuotdre facilitant la modé-
lisation de comportements non linéaires a I'échelle mimopgjue ;

* Une modélisation de I'interaction entre la condition audoa I'échelle microsco-
pique et les transformations de la microstructure, toutvitamit une modélisation a
I’échelle microscopique de I'ensemble du systeme ;

* Une cinématique unique du probleme, les champs microguepiet macrosco-
piques sont confondus;

» Une stratégie de résolution pouvant tirer profit de la @rse de calcul offerte sur
des ordinateurs a architecture paralléle.

Pour I'exposé de notre approche et de nos principaux résultais procédons comme
suit :

Dans Le chapitre 2, on s’attachera a faire un tour d’horiagtimict des différentes
stratégies courantes ainsi que des développements ratmmsle domaine. Cette dé-
marche a pour but de situer la méthode sur laquelle porte centent et de donner
guelques éclairages sur certaines approches qui nousassesnt comme révélatrices
des principales directions de recherche actuelles.

Le chapitre 3 expose la méthode de modélisation 95/5. Nouésepterons les com-
posantes classiques et originales sur lesquelles repasstratégie multi-échelles propo-

sée:
» L'exploitation de la microstructure et du comportementéghelle microscopique
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pour la construction d’'une formulation du probléme a I'dlshmacroscopique.

* Les méthodes sans maillages, les facteurs motivants tdig et I'exposé des

bases de la méthode des €léments naturels contraints CNEM.

Le chapitre 4 présente une discussion sur certains choix &slimitations des com-
posantes de I'approche proposée. Nous conclurons ce &hpaitdes exemples illustrant
les capacités de la méthode 95/5.

Le chapitre 5 expose la mise en oeuvre d’'une stratégie deiti@oadaptée, pouvant
tirer profit de la puissance offerte par le calcul paralle@igggrant la décomposition de
domaine ainsi qu’une ébauche de réduction de modéle.

Enfin, dans le chapitre 6, on conclura sur le potentiel dgofaghe proposée ainsi que
sur les perspectives possibles .



Chapitre 2
Les Approches en calcul multi-echelles

Un des obijectifs important dans I'étude d’'un matériau namdgene est la déduction
du comportement global "effectif" ou "apparent” du matérignagtir du comportement
des constituants, du comportement des interfaces entreeede I'arrangement géome-
trique des phases. C’est ce qu’on agjj@mogénéisation

Il existe plusieurs approches de I’'homogénéisation. Nous attacherons a présenter,
de maniere non exhaustive, les méthodes les plus classiqgsue certains développe-
ments récents en la matiére.

2.1 Approches analytiques basees sur la théorie de I'ho-

mogéneisation

Les approches analytiques sont historiquement les plusrames, les formulations
utilisées considerent un comportement élastique linédegtension des formulations au
domaine non linéaire n’est pas triviale et reste un domaivei a la recherche.

Globalement les approches analytiques de la théorie dmblgénéisation se divisent
en deux grandes familles :
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2.1.1 Theéorie du champ moyen

Cette approche s’applique aux milieux hétérogénes aléatodn trouve une bonne
présentation et un état de l'art récent dans [10]. Cette apprg’appuie sur 3 étapes
majeures Représentation, Localisation, Homogénéisation

Représentation : Travailler sur des milieux hétérogenes impose d’avoir @pegsen-
tation d’'une certaine forme de base de ces derniers, on téfors un volume d’ho-
mogénéisationie VER ou Volume Elémentaire Représentd@ins le cas idéal, le VER
devrait étre choisi pour étre un volume élémentaire appFpgiest un volume secondaire
statistiquement représentatif de la géométrie microsg@pdu matériau. Son choix est
conditionné par 3 parametres :
 d: lataille caractéristique des hétérogénéités et desigtéprsujettes a I'analyse. Il
est nécessaire de ne pas descendre inutilement a des npleatixns que nécessaire
et de toujours conserver la validité des outils de la méeamnées milieux continus
si possible ( Dans certaines problémes il est nécessaiterdars I'échelle nano-
scopique et d'utiliser les lois correspondantes : dynamigoléculaire ... ) .
L lataille de la structure a analyser.
¢ | :lataille du VER proprement dit. Le rappdytd doit étre suffisamment grand pour
permettre un échantillonnage significatif des champs regopiques. Aussi un rap-
port | /d insuffisant entraine une forte fluctuation du comporteméothad d’'une
particule macroscopique a l'autre, di a sa dépendance Vst \ses constituants.
Phénoméne qui s’atténue lorsdye augmente. Le rappott/l doit étre suffisam-
ment grand pour que l'influence des gradients macroscopisioie négligeable. Il
est aussi nécessaire pour que I'on puisse traiter la steuctumme un milieu continu
et y déterminer des champs continus (ou continus par maoxgeau
Cette condition est symboliquement dénotée :

d<<l<<L

A titre d’exemple pour un alliage poly-cristallin : la taldes graingl est de I'ordre de
la dizaine de micrometres, le VER serait alors de tdilte I'ordre de la fraction du
millimeétre pour une structure de taillede I'ordre au moins du centimetre.
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./' la

FIG. 2.1 — Milieu hétérogene et son VER, les différentes échelles

av
n ud =¢g0-x
b.

FIG. 2.2 — a. Conditions de contraintes homogénes au contour.

b. Conditions de déformations homogenes au contour.

localisation : Le fait que le VER soit une image statistique et incompléetéadaicro-
structure considérée nous interdit d’affecter a coup s@rodeactéristiques mecaniques
précises a tout point du VER, de ce fait la détermination desngls locaux n'a pas de
solution unique. De plus le probléme esal posédans le sens ou on doit résoudre un
probléme de structure sans veéritables conditions auxdsniin a la place des conditions
de moyenne sur les variables locales.

Ceci dit, en pratique on préfere substituer un probléme passijue en imposant des
conditions homogeénes sur le cont@y qui respectent la condition de moyenne= €°
,0=0%):
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td(x) = a®- n(x) VYx € dV , conditions de contraintes homogenes au contour

ud(x) = 0. x Vx e adV , conditions de déformations homogenes au contour

ux)=e%-x+U(x) V¥xeV , conditions de périodicité
(2.2)

o0 et €0 étant les valeurs macroscopiques de la contrainte et defdanti#tion au point
matériel que représente le VER.

On notera toutefois que ces conditions ne sont pas équiealehpeuvent conduire a
des comportements homogéneéisés tres différents si latmndi<< | n'est pas respec-
tée.

Ainsi et partant de la connaissance de la morphologie deseghan peut formuler
une loi de localisation des contraintes et des déformatjohprendra la forme :

g(x) = fx(g,Y)
(2.2)
0(x) = gx(0, )

Ou (&(x) , a(x)) et (e, o), sont respectivement les champs de déformation et de
contrainte microscopiques et macroscopiqigseprésente I'ensemble des paramétres
attachés a la description géométrique et mécanique reteN&R.

Dans les cas simples on pourra écrire ces fonctionnellesladarme

(2.3)

Ou A(x) et B(x) sont les tenseurs de concentration de défaomat de contrainte (ou
tenseurs de localisation), respectivement.

Homogénéisation : Cette étape vise a trouver I'expression du comportement teumi
homogéne équivalent. Ceci s’effectue en exprimant, gréaéoade comportement locale
et aux conditions aux limites homogenes sur le contour,Hasps localisés fonction de
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la variable microscopiqug. On effectue par la suite une opération de moyenne sur la
variable microscopique, couramment définie comme :

(g) = ﬁ g(x) dv
- (2.4)
<0>:¢ o(x) dv

On accede ainsi aux champs macroscopiques associés ettangeetir de la définir
le module effectif qui servira au calcul macroscopique.

Remarques : La résolution du probléeme microscopique est trés compleixepuvent
impossible analytiquement, des approximations sontdgiteir simplifier le probleme.

En posant que la déformation microscopique est homogemneup@t non seulement
sur le borddV du VER on obtient alors I'estimation de Voigt :

1
oigt = Wer /VERC(X) W (2:9)

En posant que la contrainte microscopique est homogenaupattnon seulement sur
le borddV du VER on obtient alors I'estimation de Reuss :

1
Clieluss: / C_l(x) dv (2.6)
Vier/ ver

Ceci nous donne deux bornes grossieres (dites du premiez) adcadrant le com-
portement effectif :

Creuss< Ceff < CVoigt

D’autres auteurs ont par la suite introduit des estimatas sophistiquées et plus
précises : estimation de Hashin-Shtrikman, estimation da-Wanaka et modéle autoco-
hérent.

Par soucis de concision et vue I'abondante littératurgaaxis, on ne détaillera pas les
approches classiques pour définir le module effectif d'uténeu hétérogéne.
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milieu périodique

. 0
X? ‘O\

cellule élémentaire

FiG. 2.3 — Milieu périodique, définition d'une cellule élémarea

2.1.2 Approche asymptotique

L'approche asymptotique consiste essentiellement end&tle 'influence de petits
parameétres sur la solution du probleme global. Dans ce tiggmpbche on fait I'hypo-
these que le milieu est parfaitement périodique et que lbsliés sont infiniment sé-
parées. Ceci se traduit en pratique par des coefficientstéastiques du matéria®(x)
(conduction thermique, tenseur d’élasticité péjiodiques de périodeP avec ure — 0.

Le facteure représentant le rapport entre la dimension du VER et |la dsinarde I'échelle
macro.

On définit alors un espace auxiliaire de variablagliées ax, la variable d’espace,
par la relation d’échellg = x/¢. Le champ solution de notre probléeme (déplacement,
température, ...) s’écrit alors sous la forme d’un dévetopent asymptotique de la forme :

UE(x) = UO(x) + eut(x,y) + €2U2(X,y) + ...
@2.7)

y=X/¢€
Ou les termesi (x,y) sont P périodiques ep Comme dans la pratique seuls les deux
premiers termes sont pris en considération, le chahip) se compose d’une fonction
réguliere dex plus un terme plus petit (d'un facteglrd’'une fonction fortement oscillante
(Fig. 2.4).
On redéfinit aussi I'opérateur gradient qui s’écrit soulate :

0= Dx+:—SLDy (2.8)

Sous ces hypothéses, un probleme mécanique d’élastigne en petites deforma-
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ué = ul(x) + € u!(x,x/¢)

P X
FIG. 2.4 — Développement asymptotique du champ solution

tions s’écrit sous la forme suivante :

—0-o(ut(x)) = f(x) dan€)
o(ut(x)) =C(x/€) E(UE(X)) dan®) (2.9)
ut(x) = d(x) suroQ

avec, comme pouwrt(x), les développements asymptotiques de la déform&iesf) et
de la contraintey(uf) que I'on substituera dans les équations (2.9) :

E(u®) =E%x,y) + e EYXxy) + ...
(2.10)
(W) =a’(x,y) + £at(xy) + ...

Ceci revient a résoudre les équations suivantes obtenuetertifiant & zéro les puis-
sances successives ge
- al'ordres1, on a I'équation régissant le comportement microscopique :
0
i

2.11
ay;j (11
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« al'ordre€f on aI'équation régissant le comportement macroscopique :

do}  ao} f 2.12)
0X; ay;j - '

Qui devient apres I'application de I'opérateur moyenne

d(0)y)
an

= f (2.13)

En résumé :

» On résout d’abord I'équation régissant le comportemermrascopique, avec les
conditions aux limites périodiques. Cela nous permet digrda raideur homogé-
néisée.

 La raideur homogénéisée nous permet de résoudre I'équaipssant le compor-
tement macroscopique, avec les conditions aux limiteespondantes.

« Avec la solution I'équation macroscopiqué[x), on peut calculer le champ micro
ut(x,y).

Il s’agit d’une stratégie multi-échelle efficace et tresardgue, mais qui montre ses
limites pour les milieux non périodiques. Egalement, shl®intéresse aux solutions
homogénéisées pres des frontieres de la structure, uentexit différent est exigé [16].
Une autre limite de la théorie est due a sa nature asympéotggu— 0), qui la rend
inadaptée pour les cas ou les échelles ne peuvent pas ésidé@es comme infiniment
séparées

2.2 Approches numeriques basées sur la théorie de I'ho-
mogénéisation
L'application analytique de la théorie de I'homogénéizatétant tres complexe pour

des cas autres que les cas simples, les recherches se sotéegivers son couplage avec
la méthode des éléments finis.
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2.2.1 Simulation directe de la microstructure

Une maniére de résoudre des problemes d’homogénéisatidieasployer des tech-
nigues de simulation numeérique sur des échantillons deostierctures. Dans ce cas, la
notion de VER est d'importance primordiale. Habituelletneonsidéré comme un vo-
lume de matériel hétérogene incluant efficacement un prgiént de toutes les hétérogeé-
néités, le VER doit inclure un grand nombre d’hétérogéséitécro (grains, inclusions,
vides, fibres, etc...). Il doit cependant rester assez petit étre considéré comme un
volume élémentaire. De plus la réponse du VER doit étre ieniéante du type de condi-
tions aux limites prescrites sur son bord (contrainte mogesu effort moyen donnée),
ceci plaide en faveur d’'un VER de grande taille. On retrouvexemple de cette utilisa-
tion ainsi qu’une discussion autour de la taille optimalendVER dans [30].

2.2.2 Meéthodes multi-niveaux

Une avancée intéressante fut de coupler la simulation destiacture et de I'inclure
directement dans la simulation des structures macrosgepjgeci a donné les méthodes
multi-niveaux.

Méthodes multi-niveaux de type | :  Plusieurs auteurs [50], [18], [60] nous proposent
de remplacer la loi de comportement macroscopique (trés poiur rendre compte de
phénomeénes non linéaires ou purement microscopiques)gsacalculs sur la micro-
structure sous forme de sous domaines associés aux paiiégdation. La procédure se
déroule comme suit 2.5 :
» Assigner a chaque point macroscopique approprié (en fafpaint d’intégration
dans le maillage éléments finis macroscopique) un VER unique
 Calculer le tenseur de déformation macroscopique a pantiecevaluation des dé-
placements nodaux macroscopiques, et imposer les dematemppropriés aux
bords de la cellule unitaire de telle maniere que le tensewtéiormation moyen
sur le VER est égal au tenseur de déformation macroscopliogedi§ation)
 Calculer les champs non uniformes de contrainte et de détavmrésultants dans
les VER qui sont le résultat des déplacements prescrits auabs b
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Estimation initiale des champs
solution sur la structure

- N e N
s/ N Va N
/ \ / \
/ Imposition des \
/ Calcul EF conditions \
i Maillage macroscopique au bord du VER k
! o de la structure \
Y < + conditions au bord @ 1
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FIG. 2.5 — Stratégie des methodes EF multi-niveaux

 Calculer la contrainte moyenne dans le VER, le résultat déanentrainte macro-

scopique locale (homogénéisation)

Apparemment, la méthode d’homogénéisation ci-dessusugéede champ macro-
scopique de déplacement de celui microscopique. L'imjposites conditions au bord du
VER se fait par une simple hypothése de périodicité dans [2&8hs [50] on pose des
conditions au bord cinématiques et naturelles combinées teair compte de la conti-
nuité de la contrainte sur la frontiere et de la compatiiissue de I'hypothése de pério-
dicité du VER).

Dans [60] les auteurs vont plus loin. Ils revisitent la gigg¢ multi-niveaux sous l'ap-
pellation "The Heterogeneous Multiscale Method", on est phlgyé d’avoir recours a la
méthode des éléments finis. On définit deux solveurs, I'umrosaopique (volumes finis,
éléments finis ...), 'autre microscopique (éléments fidigyamique moléculaire (MD),
Quasicontinuum Method (QC)), puis la démarche a suivre sesteiblement similaire :
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* |dentifier les variables et la structure du probleme a kdlehmacroscopique : lois
de conservation, procédés de diffusion ...
» Exprimer le modele a I'échelle microscopique sous une &conforme a la struc-
ture identifiée a I'’échelle macroscopique. Cela sert de baserglier les modeles
a I'échelle macroscopique et a I'échelle microscopique.
 Choisir le solveur a I'échelle macroscopique, et identigsrdonnées qui doivent
étre estimées a partir du solveur a I'’échelle microscopique
» Concevoir le solveur contraint a I'échelle microscopiqgei donne les données
nécessaires. (techniqguement, c’est I'étape la plus d&fjci
Malgré des résultats significatifs, cette approche estroatde a quelques problemes.
Le codt des calculs est énorme : on est dans un processusf ilianécessite qu’on
conduise autant de simulations microscopiques que de pbiriégration dans le pro-
bleme macroscopique a chaque estimation de la solution.li3e i I'on s’intéresse a
I'état microscopique, rien n’est fait pour assurer une leoswlution sur les bords des sous
domaines microscopiques (VER). Enfin, il parait irréalistéhaure actuelle de vouloir
introduire plus que deux échelles de comportement.

Méthodes multi-niveaux de type Il :  Une autre vision des méthodes multi-niveaux est
de les aborder au sens d’une superposition d’éléments sw@pigues et microscopiques
[20] [44] [58].

L'idée de superposer des maillages EF n’est pas nouvellgglur dans [20] la propose
en 1992 sous I'appellation "Finite element mesh superpositiethod" (S-FEM) comme
une méthodologie pour améliorer la qualité des calculs étatinis dans les régions ou
les erreurs sont inacceptables. A la différence des teabrigdaptatives préexistantes, ou
soit le maillage est raffiné (h-version), soit I'ordre duyp@me est augmenté (p-version),
ou bien la combinaison des deux (hp-version ), la s-versimmente la résolution par
superposition d’'un ou plusieurs maillages additionnelfod@e arbitraire. La continuité
CO du champ de déplacement est maintenue en imposant deti@mndie bord homo-
genes sur le champ superposé dans la partie de la frontienéegtipas contenu dans la
frontiére du probleme.

Cette idée est reprise dans [58], ou les auteurs nous prdpdisssocier I’homogé-
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FIG. 2.6 — Superposition de maillages S-FEM

néisation asymptotique et la superposition de maillage paiter des problémes ou la
condition de séparation d’échelle est satisfaite entrei¢aastructure et le probléeme ma-
croscopique, mais ou une échelle intermédiaire (reprasenefauts, fissure et autres)
doit étre prise en compte dans la simulation. Certainesggstrs sont alors imposées a
la méthode S-FEM.

Si on écrit le déplacement, en adoptant I'ind@eour le maillage global et I'indice
L pour le maillage local (Fig. 2.6), sous la forme :

u® surQC,ret
u= (2.14)

uwC+ut  surQt

La méthode S-FEM permettant des maillages de tailles diftés, la connexion entre
les champs de déplacement microscopiques et macroscepsguiait par le biais des
fonctions de forme des deux maillages. La continuité estrésssur le bord G- par :

u-=0 sur Gt
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Les relations constitutives sont données par :

CCBCUC surQ®
C-(BSuC+B-ut)  surQt

OuC,B sont les tenseurs contrainte déformation et déformatiptadément respective-
ment.

On arrive a écrire la relation suivante :

KG  KGL uc f
_ (2.16)
(KGL)T KL uL 0

Les matrices de rigiditk© et KL sont calculées en utilisant les maillages macro-
scopigues et microscopiques, respectivement. Le cougatye les deux maillages est
exprimé parkKCL. Par conséquent, la méthode S-FEM est avantageuse partrapgo
méthodes de raffinement conventionnelles. Il faut cepen@daver quelques problemes
dans cette technique (dus a la nature multi-échelle du ¢nud) :

« lintégration numérique liée &C et KO est a effectuer avec beaucoup de soins,

cela est dU a la différence significative de taille entre ladlages.

» dans les régions ou il y a superposition, les équationsudibe microscopiques et
macroscopiques sont résolues simultanément. Par comidgumnsistance entre
ces équations est essentielle. Ceci impose d'utiliser uwtenigue d’homogénéi-
sation (avec toutes les restrictions que cela impose) padine correctement le
comportement macroscopique.

« enfin, la discontinuité au bord®" entre le modéle macroscopique et celui micro-
scopique conduit & une marge d’erreur non négligeable adeit..

Les auteurs de la méthode "Arlequin” [44] [7] [9] ont une wisiplus large et ne

parlent pas de superposition de maillage mais de supemodi# modeles.

Les différentes zones nécessitant des niveaux d’analyféeedlits, sont chacune as-
sociée a un modele qui peut étre de nature diverse (anadytimmérique, mécanique,
physico-chimique, ...). Les domaines de ces modéles nepsenastreints a présenter,
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singularité ~ couche limite poutre
v, e
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modele globale de la poutre console

FIG. 2.7 — Exemple de modélisation Arlequin

entre eux, des interfaces géomeétriqguement compatiblas, pepavent se recouvrir tota-
lement ou partiellement. Une particularité de la méthodedrin est alors de raccorder
ces modéles, non pas sur une frontiére (comme cela se fesigqueement), mais dans le
volume. De cette fagon, dans les zones de coexistence, l@isettbn globale est obtenue
par le mélange de plusieurs modélisations (Fig. 2.7).

Le déplacement dans cet exemple est représente par lé (tigdgire, Ucouchelimite
Usingularite) SOUS la forme :

(

Upoutre sur (Qpoutre— Qcouchelimitd
a Upoutre+ (1 — @) Ucouchelimite sur (QpoutreN Qcouchelimitd
u=
Ucouchelimite sur (Qcouchelimite— (Q poutrelJ Qsingularite))
L B Ucouchelimitet (1 —B) Usingularite ~ SUT Qsingularite

Oua, B sont des valeurs comprises entre 0 et 1.

Pour raccorder les modeles, lI'idée est d’activer des fdictges de couplage contro-
lant, sur les zones de recouvrement, I'écart entre leuts étéacaniques (déplacement,
déformations, contraintes, ...). Toutefois, pour que ohates modeéles puisse exprimer
sa richesse propre, ces écarts sont mesurés de maniebdietia I'aide d’opérateurs
moyennant. Dans la formulation, pour ne pas compter plusieis I'énergie du systéeme
global dans la zone de recouvrement, chacun des travawelgrassociés a un modele
est pondéré par une fonctiom, (3) dite de pondération ou de mélange. L'ensemble de ces
fonctions forme une partition de I'unité sur le domaine ddi. Ces fonctions représentent
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e e N0l
[ ] Eléments de niveau 0 [] Eléments de niveau 1
B Eléments de niveau 2 G—© Interface de transition
® Noeuds de niveau 0 X Noueds internes VC-FEM

(O Noeuds de niveau 0 a l'interface de transition
m Noeuds VC-FEM sur le bord de transition de niveau 2

Y Noeuds de niveau 1 a l'interface de transition

FIG. 2.8 — Exemple de stratégie multi-niveaux basée sur la méth&-FEM

un ingrédient important de la méthode, puisqu’elles défamsle niveau de mélange entre
les modéles dans la zone de recouvrement. De plus, suivastvaleurs, elles précisent
quelle part de confiance et de pertinence est accordée arctiasunodeles.

Cette modélisation est pour le moins séduisante, mais le cles fonctions de pon-
dération reste assez délicat et dépend de I'expériencessivair faire de I'utilisateur.

Méthodes multi-niveaux de type Ill :  La démarche multi-niveaux peut étre percue
au sens du mélange d’éléments macroscopiques et micrgsespiles auteurs dans [45]
abordent I'application de I'esprit multi-niveaux dans @ns. lls proposent un modéle
multi-niveaux adaptatif. Le domaine global est décompaséreensemble de sous do-
maines non intersectés ouverts, le modele se base suritre&r essentiels (Fig. 2.8) :

» un domaine purement macroscopique (niveau 0).

» un domaine micro-macro baseé sur la répétition périodidue YER (niveau 1).

» un domaine purement microscopique ou le VER cesse d'exstal la microstruc-

ture doit étre modélisée (niveau 2).

Une analyse macroscopique pure avec des propriétés hogisgés (modules effec-

tifs) et une formulation régularisée du probleme est caedians la région de niveau 0.
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La microstructure et le VER correspondant peuvent changeré&ément a un autre, de
ceci résultera différents modules effectifs pour diffésegléments. Le modéle peut com-
mencer par la prétention que tous les éléments apparticanesous domaine de niveau
0. Des techniques de raffinement et d’adaptation du maibagé mises en oeuvre pour
affiner la solution autant que possible.

Le sous domaine de niveau 1 est introduit dans les régionsvdawn0 ou le gra-
dient des variables macroscopiques est localement élmsgabBalyses concourantes du
probléme macroscopique régularisé et du probleme micrangge basé sur le VER pé-
riodique sont conduites dans ce sous domaine pour détartainécessité du passage au
domaine de niveau 2. On introduit alors le sous domaine a&ni2, qui représente la mi-
crostructure hétérogéne arbitraire. Tous les calculsgmuits en utilisant une discréti-
sation en éléments finis adaptatifs basée sur les celludsrdaoi [27] [28] [26](adaptive
Voronoi cell finite element VC-FEM).

Dans cette méthode on est confronté a un codt de calcul aleVe domaine entiere-
ment microscopique, ceci pose des restrictions a sonaitdis (calculateur paralléle).

2.3 Autres approches

Certaines approches des problemes multi-échelles n’égptgas directement la théo-
rie d’homogénéisation classique (on peut cependant yuetroquelques ingrédients et
similitudes). Ces approches sont intéressantes dans tpifeites s’affranchissent de cer-
taines limitations intrinseques liées a ’homogénéisatio

2.3.1 Discrétisation microscopique, décomposition de domaine

Cette démarche consiste en I'utilisation d’une discrétsamicroscopique totale du
probleme globale. On peut voir cette stratégie comme miugaux car on est obligé
d’avoir des stratégies hiérarchiques avec sigser élémenteomogénéisés pour que le
codt du calcul ne soit pas prohibitif.

Dans cette perspective, les auteurs de [34][31] nous pespase méthode se carac-
térisant par une subdivision du domaine d’étude. La straatst modélisée comme un
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assemblage de sous structur@s) et d’interfaces I[gg) servants au transfert de la dis-
tribution de I'effort et du déplacement entre les sous stmes, chaque constituant a ses
propres variables et ses propres équations (Fig. 2.9).

I

FIG. 2.9 — Décomposition en sous domaines et interfaces

Les inter-effortdE sur les interfaces et les déplacemantsont décrits sur les deux

échelles :

Fe =FM+FD

(2.17)

ug = U +ul
Les inter-efforts et déplacements microscopiquEg'(uf' ) ne sont pas assujettis a véri-
fier a priori les conditions de transmission sOg£) méme partiellement, par contre les
quantités macroscopique&d!, uM ) le sont.

Pour résoudre le probléme ainsi posé, une stratégie wérhtisée sur la méthode

LATIN est mise en oeuvre. Chaque itération comporte deuxestap

* une étape locale ( possiblement non linéaire ) : consistgisfare un jeu d’équa-
tions, exprimant pour chaque sous structure le comporteduematériau et le com-
portement aux deux échelles des interfaces.

* une étape globale linéaire : il s’agit de vérifier un jeu diggons exprimant 'admis-
sibilité et I'équilibre sur les sous structures. On doitiaum champ de contraintes
sur Qg) en équilibre avec les efforts sur les interfadesg), et un champ de dépla-
cements surg) compatible avec les déplacements $iH).

Cette vérification est conduite aux échelles microscopitjoeeroscopique du pro-
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\4

Grille fine de pas /

\4

Grille grossiere de pas 2h

\ 4

Grille grossiere de pas 4h

\4

Grille grossiere de pas 8

FIG. 2.10 — Exemple de grilles hiérarchiques pour une résaliutialtigrille (cas 1D)

bleme. Sur cette derniere échelle, le probléeme peut étepirdté comme un pro-
bléeme homogénéisé sur la sous structure portant sur detit§ganacroscopiques
effectives.
Cette technique apparentée aux méthodes de décompositidontkne est assez
lourde en terme de calcul, mais aussi bien adaptée auxextthigs paralléles.

2.3.2 Méthode multigrille

La méthode multigrille correspond a une stratégie de catiérdtif particulierement
efficace, proposée initialement pour la résolution de gnolels elliptiques linéaires dis-
cretisés sur des grilles régulieres raffinées.

Pour présenter simplement la méthode, on se limite au prabléaéaire discret posé
sur 2 grilles [51], cette procédure peut étre étendue samaudle grilles que nécessaire
(Fig. 2.10) :

AUy =Fy

Dans ce cas la méthode se compose de deux phases :

» une phase de lissage, correspondant a deux ou trois diggadiune méthode de
relaxation, permettant de réduire les hautes fréequencésrdeur lorsque 'on de-
compose celle-ci dans la base des vecteurs propres.

» une phase de correction sur grille grossiere qui traiteafément les basses fré-
guences de I'erreur. Un mode basse fréquence sur la grideséiriransforme en un
mode oscillant sur la grille grossiére et sera bien lissépaméthode de relaxation.
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Soituy, I'estimation obtenue en phase 1 de la solutiprdu problemer, = F, — A w,
le résidu. La seconde phase de la méthode consiste alors a :

* définir la restrictiorry du résidury, sur la grille grossiere a I'aide d’'un opérateur de

restriction.

 résoudre le systeme linéakeéVly = ry , donnant la correctioxy sur la grille gros-

siére.

» prolongerVy obtenue sur la grille grossiere en une fonction sur la dfile, par

exemple par interpolation.

La méthode multigrille est adapté dans [21] [22] & I'étudecdmportement méca-
nique de piéces constituées de matériaux composites fggpréesd Pour ces problemes, les
auteurs constatent que les opérateurs classiques de gealent/restriction donnent une
mauvaise approximation des composantes basses fréquintzesolution, et proposent
une nouvelle expression de ces opérateurs choisie de st gprobléme sur la grille
grossiere soit posé avec les propriétés du matériau horésgen

2.3.3 Enrichissement de l'interpolation éléments finis :

Un autre ensemble d’approches récentes cherche a adapaeiréede la méthode des
éléments finis classique, pour pouvoir résoudre des prasdéemulti-échelles avec des
discrétisations relativement grossieres. L'idée coasistnrichir 'espace d’interpolation
éléments finis a I'aide de fonctions qui traduisent une cmsaace a priori du comporte-
ment local de la solution.

Une des principales approches dans I'enrichissement aép®see par Babuska et
al. sous le nom de "partition de I'unité” (The partition of tynfinite element method
PU-FEM)[40] [3]. Cette approche offre un cadre simple pouiair les espaces d'ap-
proximation construits par la méthode des éléments finig, @oputant des fonctions de
nature a priori quelconque. Dans le but de localiser cetkissement et d’obtenir des
champs continus, les auteurs ponderent les fonctionsidhessement par les fonctions
de forme éléments finis. Sur chaque élément fini enrichi, &ghde déplacement global
de la forme :

U(X) = UH (X) + dun(X).
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s’écrit alors avec :

U (X) = i Ui $i(X)

Oun(x) = %i(3jaij fj(X) ¢i(x)
Ou f(x) représente la fonction d’enrichissementdéx) les fonctions de forme élé-
ments finis standard constituant une partition de l'unité.

> o =1

Cette approche constitue le point de départ pour plusieutsadés. Parmi elles la
méthode des éléments finis généralisés (The generalizésl dieiment method GFEM)
[53] [52]. Lauteur introduit la notion de fonctions référee ou "handbook functions”,
connues analytiquement ou générées numériquement, ceierdfle caractére de la so-
lution dans le domaine ou a proximité bords, inclusiongjgrdissures ... Ces fonctions
sont définies comme les solutions de problémes de référemtenod connait a priori la
géomeétrie et les conditions aux limites, elles sont utigspour I'enrichissement dans le
cadre de la méthode de la partition de I'unité.

La mise en oeuvre pratique de cette approche souleve astdifficultés. Les fonc-
tions spéciales d’enrichissement peuvent étre quasiiteréant dépendantes des fonc-
tions de base éléments finis, imposant de recourir a desiteende factorisation par-
tielle ou a des stratégies de régularisation. D’autre pag,schémas d’intégration adap-
tatifs sont introduis pour controler I'erreur d’intég@tinumérique afin que les fonctions
spéciales soient correctement prises en compte.

Une autre méthode dérivée de la partition de l'unité est lthote des éléments finis
étendus (Extended Finite Element Method X-FEM) [6] [55]][5Blle s’adresse a des
problemes ou diverses discontinuités (fissures, troustfates) sont introduites dans le
modele éléments finis classique sans en modifier le maillaganterface§ sont décrites
en s’appuyant sur la technique des "level set" par une famditance signégr (x) telle
que:

d(x,In) Si X se situe dans la région extérieur de
Ur(x) =

—d(x,IN) dans le cas contraire
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La méthode X-FEM offre une grande souplesse pour introdigse discontinuités,
une application particulierement intéressante concerpedpagation de fissures dans un
modele éléments finis indépendamment de son maillage.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a passé en revue différentes stratfggaées au calcul multi-
échelles. Un grand nombre de méthodes reprennent la ppiilesdes techniques clas-
sigues d’homogénéisation tandis que d’autres radicalediérentes tentent d’amélio-
rer les techniques de modélisation classiques pour gs’pliennent en compte les effets
a plusieurs échelles. Chacune des méthodes présentéesreatibptée a une classe de
problemes. Celles qui se veulent plus généralistes sotifmrvent d’'un codt de calcul
élevé, partiellement compensé par leurs aptitudes aul@leaae.

A la lumiére de cela, nous allons nous intéresser a présemtpéékentation de la
méthode de modélisation 95/5 que I'on peut classifier commeenauvelle vision multi-
niveaux des problemes multi-échelles.






Chapitre 3

Présentation de I'approche proposee :
la méthode 95/5

Dans le chapitre précédent on a dressé un apercu des teebeigstratégies diverses
du calcul multi-échelles. Des questions essentielles serpo

* pourquoi développer une nouvelle méthode de modélisation

 pour quelles applications ?

3.1 Modélisation adoptée et motivations

Dans le cadre de la simulation des procédés de fabricatios)imtéresse générale-
ment a des problemes multi-échellestdee G ou la majeure partie du domaine étudié
peut étre représentée par un modeéle relativement grodsoer geules quelques zones
relativement petites nécessitent une modélisation auglléshinférieures. La stratégie
développée se doit de présenter les mémes avantages aqeepaatées en revue dans le
chapitre 2, tout en évitant les insuffisances. Nous chescharbtenir :

* Une modélisation multi-eéchelle permettant d’effectues gdimulations macrosco-
piques sans connaissance sur le matériau, I'informaticcrasaopique nécessaire
est extraite a partir du modéle microscopique sous-jacent.

* Une approche exploitant une discrétisation de la micuogdre facilitant la modé-
lisation de comportements non linéaires a I'échelle mimopgjue.

29
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* Une modeélisation de I'interaction entre les conditiong bards a I'’échelle micro-
scopique et les transformations de la microstructure, éaudvitant une modélisa-
tion totalement microscopique du probléme.

» Une cinématique unique du probléme, les problemes miopigues et macrosco-
piques sont intrinsequement liés et les champs microsaepigt macroscopiques
sont confondus. Ceci permet d’éviter les questions de ketadin et de choix des
conditions aux limites pour les problémes d’homogénésati

* Une modélisation généraliste, qui ne suppose pas cestamrditions comme la
périodicité sur la microstructure.

» Une stratégie de résolution pouvant tirer profit de la @anse de calcul offerte sur
des ordinateurs a architecture paralléle.

Nous proposons donc de limiter la description microscopiiine a quelques régions
dans le systeme, dont la taille est trés réduite par rappodoanaine entier, mais qui
restent assez grandes pour représenter la microstruottaie| La description du champ
de déplacements est simple et unique. Le nuage de noeudtambscrétisation du pro-
bléme a simplement une densité plus élevée sur les zonesrtesipar un modele micro-
scopiqueQ;, celles-ci sont entourées par le domaine complémeriaile densité nodale
moindre (UQj) U= = Q) . Cela est décrit dans la figure Fig. 3.1.

Afin d’avoir une modélisation permettant d’effectuer deswdations macroscopiques
sans l'utilisation de relations de comportements a cettelér une extension du com-
portement microscopique a I'échelle macroscopique dadsrigaine complémentaire est
mise en oeuvre. Pour cela, le comportement homogénéisdé&dins chaque région mi-
croscopique est étendu a son voisinage immeédiat, le pretoegt au domaine complé-
mentaire s’effectue via une interpolation. Le milieu coéméntaire a un réle particulier
dans le modele multi-échelles, parce qu'il assure le ramsoent entre tous les modéles
microscopiques.
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3.2 Lextension du comportement microscopique al’échelle
macroscopique

Il est nécessaire de quantifier et de lier les grandeurs magpa@ues pour conduire
une simulation multi-échelles. Afin de définir ce comportatnen rencontre dans les
techniques courantes de calcul micro/macro plusieursoapps :

 Des lois de comportement distinctes, théoriques ou equas, pour chaque échelle
( méthodes de type homogénéisation, superposition ).

* Le comportement macroscopique n’est pas explicite eté@itipar une moyenne
des grandeurs microscopiques sous-jacentes ( cas desdestimulti-niveaux de
type FE? ). Ceci est d{ au fait que les zones microscopiques sont séesliaux
points d’intégration du probléeme macroscopique.

Dans notre cas, on se propose de suivre une autre voie qupeousgttra un couplage
total entre les échelles microscopique et macroscopiqum ellégement considérable
du calcul, étant donné que I'on est pas obligé de mettre déifssmacroscopiques sous
chaque point d’'intégration. Ce travail se limite pour I'east aux matériaux élastiques
linéaires.

On assume que la loi de comportement est parfaitement défiéchelle micro-
scopique a l'intérieur de chacun des modeles microscopigbans le domaine com-
plémentaire nous supposons que les variations spatiateshdenps de contrainte et de
deformation sont assez lisses, cette régularité des chaengantrainte et de déformation
conditionne le nombre de domaines microscopiques nécessaour avoir une bonne
estimation du comportement du milieu complémentaire. Commes le verrons dans
les exemples numériques, notre approche marche bien daas tes petites et grandes
longueurs de variation ( dans le cas ou la longueur de vani&st inférieure a la taille
des domaines microscopiques, et le cas ou la longueur dativariest tres grande par
rapport a la taille des domaines microscopiques ), le cakdgseurs de variations inter-
médiaires conduit a la dégénérescence de la méthode versad@isation entierement
microscopique en nécessitant un trés grand nombre de desmaiigroscopiques.
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FIG. 3.2 — Structure périodique, les différents problemes&sai

3.2.1 Influence des conditions aux bords sur la solution homogénéi-

e

see

On a présenté dans le chapitre 2 les problémes liés a I’haméeggdion. Plus précisé-
ment, le fait que le probleme mécanique soél poséans le sens ou on doit résoudre un
probléme de structure sans véritables conditions auxdanidans la pratique, on doit trai-
ter des problemeésien posé®quivalents a ceux initiaux avec des conditions de moyenne
sur les variables locales. Pour cela traditionnellemera metours a trois approches :

* Problémes avec condition de contrainte homogéne au cof@ol).

» Problémes avec condition de déformation homogéne au ao(idd).

» Problémes avec condition de périodicité (#).

Ces trois approches sont théoriquement équivalentes alepreknitial avec des
conditions de moyenne sur les variables locales. Cependgntaéique on constate que
les résultats peuvent varier considérablement.

Afin d'illustrer ceci considérons le probleme ( inspiré djpnobleme qu’on peut trou-
ver sur [10] ) d’homogénéisation de la structure Fig.3.2 posée d’éléments de base
quadrilatéres percés en leur centre, le matériau coristtuin comportement élastique
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coefficient de Poisson

module de Young

FIG. 3.3 — Module de Young et coefficient de Poisson homogénéisés

isotrope. Cette structure est délibérément périodique da@émeaa avoir une solution
exacte (#) qui servira de référence. On applique les trgsampes (CH, DH, #) aux
sous structures 1,2 et 3, et on détermine pour chaque sedetimodules de Young et
les coefficients de Poisson correspondants. Les résuttatsgnthétisés sur les courbes
Fig.3.3.

On observe une convergence des résultats des trois apprnoohedes structures de
plus en plus grandes et contenant de plus en plus d’élémebissg. On peut montrer[57]
que:

LimN_,+0°CDH = LimNH+ooCCH = Cs. (3.1)

Avec N le nombre d’éléments de base.

On peut aussi constater sur la figure Fig.3.4, représeradntrhe de la distribution
de la contrainte de cisaillement pour les trois approches |g différence n’est sensible
gue prés des bords ou sont imposées les conditions auxdimite

Analyse de la situation : On note une sensibilité assez grande du comportement homo-

généisé vis-a-vis des conditions aux limites. L'avantageatre approche totalement cou-

plée avec une cinématique unique est de pouvoir avoir leditbtoms aux limites réelles

sur la frontiere des domaines microscopiques et donc urensépet un comportement

homogénéisé plus réalistes que ceux calculés sur la bagpeatdémes DH, CH, #.
Cependant, cette connaissance des conditions aux limgdlegéeste insuffisante

pour définir le tenseur d'élasticité. En général on doit vése 3 problemes indépen-
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0y CH Oy #

FIG. 3.4 — contraintasyy pour les 3 types de conditions aux limites relatives a la méme
sollicitation moyenne.

[1]

Q Qi
FiG. 3.5 — Décomposition du domaine : motifs microscopiquesetalne complémen-
taire.

dants pour avoir toutes les composantes du tenseur daé@stans le cas 2D. On peut
toutefois exploiter cette information pour minimiser Feur commise sur I'estimation du
comportement homogénéise.

3.2.2 Lapproche proposee

Dans la modélisation que I'on propose, nous avons parntiéda probleme en zones
microscopiquesQ;);_; - ChaqueQ; est un motif microscopique décrivant l'arrange-
ment des constituants et leur comportement a I'échelleasdmpique. Ces motifs sont
noyés dans une matrice virtuelle ou milieu complémentajféig. 3.5).

Puisque la technique que nous proposons n’est pas en faiétmede multi-niveaux
au sens courant du terme, nous ne différencions pas les slt@placements, de contrainte
et de déformation entre le modéle microscopique et celutrosaopique, associée au do-
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[1]

FiG. 3.6 — Définition des différents domaines.

maine complémentaire. Ainsi, nous différencions seuldnaeloi de comportement dans
les zones a I'échelle microscopige (ou elle est parfaitement définie) et dans les zones
a I'’échelle macroscopique (obtenu par interpolation de celles homogénéisées dans les
domaines microscopiques).

A chaque poinP € Q; le comportement élastique est décrit comme suit :

O"p:C(P)S‘p VP € Qj (32)

ou C est le tenseur élastique microscopique local. Ce tensepadsitement définit sur
Q, en dépit du fait que I'on ne peut avoir son expression eiplitent qu’a I'intérieur des
domaines microscopiques.

Maintenant considérons le domaine microscopifedont le bord est notéQ;. On
utilise une méthode d’homogénéisation classique avecittomdie déformation homo-
gene au contour (DH) : on applique les 3 champs de déplacemerisentés dans la
figure (Fig. 3.7).

Il est simple de démontrer (par le théoréme de Stokes) quaitle'appliquer les
champs de déplacement :

Ud(xeaQi)=(3> ,Ud(xeaﬁi)=($> ;

Ug(x € 0Qj) = ( y) , sSuroQ;
X

donne respectivement les déformations moyennes
1 0 0
(&)= 0 |dansQ;. ()= 1 |dansQ;. ()= | 0 |dansQ;.
0 0 1
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)

S
a e
FiG. 3.7 — Condition de déformation homogéne au contour.
X
a.Uyg= b.Ug = c.Ug= y
0 y X

A chaque cas de conditions aux limites correspond des chdenpantrainte et de dé-
formation solution du probléme élastique ainsi défini. Laleurs moyennes des contraintes

et des déformations, évaluées yrsont notéeso)P et ()P respectivement :
(3.3)

(cr>-DH :& /Qi op dP
(g)PH :& /Qi ep dP (3.4)

ou |Q;| est I'aire (volume en 3D) d8;.
La technique d’homogénéisation classique (DH) employéeitie tenseur élastique
(3.5)

homogénéis€; " tel que :
(@) =C" ()"

On note ainsi que les valeurs moyennes des contraﬁm&' associées aux solutions du
probléme élastique décrit par la figure (Fig. 3.7), défimisées colonnes de la matrice

) . A~DH
représentative du tenseur de comportement homoge@%se
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De maniére évidente, ce tenséAI;DrH obtenu par le biais d’'une méthode d’homogeé-
néisation simpliste ne correspond pas au tenseur macriqseoexacf:iexaddans le cas
le plus général d’'un milieu hétérogéne et d’'un chargemeelcguque ; particulierement
guand le domaine microscopiq approche la frontiere de domaife on peut traduire
ceci sous la forme suivante :

DH ~exact

(@™ =C " (e)P" (3.6)

~DH

| (0)i ZCi (&)

Supposons maintenant que I'on prend ce tenseur élastiqnegénéiséAZPH comme
comportement macroscopique. Pour tout pMra I'intérieur de=, assez proche du motif
microscopique®; (Fig. 3.6), la loi de comportement macroscopique estiméeeguoint
introduit les tenseurs de contrainte et de déformation aseopique®)y etey respec-
tivement.

~D

H
om=C; gm+Erreur (3.7)

Cette loi de comportement macroscopique estimée est estalhée erreur qu'il faut
corriger. Partant sur I'idée que I'erreur sur la formulat{&q.3.7) est du méme ordre de
grandeur que celle sur la relation suivante :

(6), =Ci " (e); + Erreur (3.8)

En négligeant I'erreur résiduelle issue de la soustraatemdeux équations (Eq.3.7)
et (Eg.3.8) membre a membre, on obtient :

om = (0); +(A3iDH (gm—(e)i) VM € = dans le voisinage d€; (3.9)

. . . ~ DH )

Cette loi de comportement (Eq.3.9) tient compte du fait quenseuiC;  calculé

i . - ~DH  ~exact

ne correspond pas au tenseur homogénéisé exact. Au censidértenseut; = Ciexac
représente exactement le comportement homogénéisélesasntributions non-locales

disparaissent, et la loi homogénéisée habituelle est obten
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~exact ~exact

(0)i=Ci  (&)i = om=Ci gm (3.10)

Ainsi on a obtenu une formulation du comportement tenantpterat corrigeant les
éventuelles erreurs d’évaluation du comportement hon&génla seule restriction est
que cette loi est définipour tout pointMe = dans le voisinage d@;.

Analyse de la correction d’évaluation du comportement homgénéisé : Pour s’as-
surer de la validité de la formulation (Eq.3.9), analys@ssrésultats qu’elle engendre.
A partir de (Eq.3.6) on a:

~exact

(0 =Ci (&)
gue I'on substitue dans la formulation (Eqg.3.9) pour avoir :
~exact ~DH — -
Om = c (€);+Ci (gm—(e)) VM € = dans le voisinage d@;
Commele point M€ = dans le voisinage d€; et en se basant sur la régularité des
champs précédemment énoncée, on peut écrire :

(€); = &M+ O€ VM € = dans le voisinage d9;

Ceci nous donne I'expression suivante :

~exact

om=Ci (g +0) +CA):DH (gm— (Em+0¢)) VM € = dans le voisinage d@;

Om = (Afxade“w + (CA:iexaCt—CA:iDH> o€ VM € = dans le voisinage d€;

ou encore :
Om = (Aliexadsw +8C; ¢ VM € = dans le voisinage d€; (3.11)

La formulation (Eqg.3.9) conduit donc a la formulation (EGB ou on retrouve in-
directement le tenseur homogénéisé eﬁg‘fé{fwtméme si on ne dispose pas de sa forme
explicite.

L'erreur sur La formulation (Eq.3.9) est du second ord@; ©¢€). On peut la mini-
miser encore plus en prenant un domaine microscopique asbez( i — 0) et en
respectant la condition de régularité des champs macrugeeppe — 0)
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Extension de la formulation pour les points du domaine compléentaire = non voi-
sins d’'un domaine microscopique : Une facon simple pour définir le comportement
en un point quelconque du domaine complémentairenon dans le voisinage d’'un
domaine microscopique ) consiste en I'emploi d’'une int&fpon des comportements
des domaines microscopiques les plus proches. Ceci nowgedadbldéfinir une notion
de voisinage, chose que I'on obtient naturellement ersatili une interpolation C-NEM
construite sur la base du diagramme de Voronofi lié au nuag@aiats comprenant le
centre de la gravité des domaines microscopiques (ledglatasujet de cette interpola-
tion seront donnés dans la prochaine section).

Soit @ la fonction de forme associée au centre de gravit©dep est parfaitement
définie dans le domaine enti@r Ainsi, la loi de comportement macroscopique résultante
est de la forme :

oM =Gm+Cim (Em —Em) YM e = (3.12)
avec :
=V __
Om= _ch (M) (o), (3.13)
N i=V _
Em = ;(ﬂ (M) (&), (3.14)
~ :V~ o~
Cm = _;cn (M)Ci (3.15)

ouV est le nombre de voisins naturels visibles du pdint

Le probléme mécanique en élasticité linéaire ( HPP ) s’étwits sous la forme :
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4 N

Trouver un champs de déplacement régulier Quvérifiant les conditions aux li

mites essentielles

U=UcsurdyQ avec 0Q =0yQUIQ (3.16)

ainsi que les équations d’équilibre

'__ZT/Q_Tr [£p(U)C(P)ep (U)] dP

+/:Tr [S‘M (U*)CmEm (u)} dM
_ (3.17)

3 [ T U (€(P) ) pw)] ap am

:/ U*fdM+/ U*Fedr
Q 0FQ
YU* tel que U =0 surdyQ

N /

Dans le cas d’'un matériau parfaitement homogeéne le te{m(@) —C~:|M> disparait,
pour nous donner une formulation classique des conditiwgtgidibre
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3.3 Méthodes sans maillage

3.3.1 Motivations

Dans la modélisations adoptée, environ 95% des noeudsitgg dans moins de 5%
du volume du domaine d’ou I'appellation 95/5. la densitéaledlans les zones microsco-
piques doit etre suffisante pour une représentation ceredqrécise de la structure. Dans
le milieu complémentaire elle doit étre suffisante pour éspnter la réponse globale de
la structure considérée.

Etant donné que les domaines microscopiques sont directesneplés au domaine
complémentaire par leurs frontiéres, ceci afin d'assurerttansmission appropriée entre
les deux types de domaines, la densité nodale évolue samdan au passage d'une
région microscopique au milieu complémentaire. Ainsi otiestt une discrétisation hau-
tement hétérogéne conduisant a un maillage trés distoatigpement inutilisable dans
le cadre de la méthode des éléments finis classiques.

Pour ces raisons, l'utilisation de méthodes dites "sanslagail (meshless) moins
sensibles a la forme de la distribution des noeuds et ainaidistortion du maillage
semble la plus appropriée pour la modélisation qu’on prepos

3.3.2 Généralités sur les méthodes sans maillage, historique

La question du choix et de I'évaluation des performancesdifé&rentes méthodes
sans maillage a été abordée dans notre laboratoire au eolarshebse de J. Yvonnet [63].
On peut aussi y trouver un état de I'art complet sur ces méthddn se reposera donc
sur les développements et conclusions issues de ce travaicp qui est du choix et de
la mise en oeuvre de la méthode sans maillage a employer.

Historique :  L'origine des méthodes sans maillage remonte a la fin deseanr@,
cependant elles sont restées peu utilisées jusqu’au débwrthées 90. On trouve une
revue intéressante de ces méthodes dans [24].

Les méthodes sans maillage furent initiées avec la méthoawdth Particle Hy-
drodynamics" (SPH) [38], qui fut créée a l'origine pour lasiation des phénomenes
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astrophysiques. La généralisation de I'approximation $@Hconsiste a introduire une
fonction de correction dans la fonction noyau [37] pour abtka consistance d’ordre su-
périeure a donné naissance a la technique "Reproducing Keartalle Method" (RKPM)

Une ZM€grande famille de méthodes sans maillage est basée surhlasigae des
"Moindres Carrés Mobiles" (MLS). plusieurs méthodes se sospirées de cette ap-
proche dont on peut citer la "méthode des éléments diffusMPE1]. La méthode
"Element Free Galerkin" [4] est aussi basée sur le MLS, etlples performante et plus
précise que la méthode DEM.

D’autres approches ont été proposées comme la méthodefidesrdies finies géné-
ralisées [36], pouvant étre appliquées pour des nuagesaiglsguelconques.

Une méthode sans maillage basée sur des principes totdleiffénents a émergé
réecemment sous le nom de "méthode des éléments naturels - [SEM[47], [14]. Cette
technique utilise des fonctions de forme tres particuligh®msées sur les constructions
géométriques du diagramme de Voronoi et de son dual, laytrlation de Delaunay. Cette
technique offre presque tous les avantages des méthodemadlage, tout en éliminant
un grand nombre d’inconvénients. De plus, les fonctionsodmé, bien que construites
uniquement a partir des noeuds, deviennent linéaires surdeds du domaine, ce qui
permet de les substituer directement aux fonctions de féfgraents finis linéaires dans
un code de calcul congu au départ sur la base d’une inteigoktments finis.

Avantages : Contrairement a I'approche éléments finis dans laquellgt@amation
est liée aux éléments, dans les méthodes sans maillagediap@tion est construite
exclusivement a l'aide des données nodales. Ces caraqgéestoffrent de nombreux
avantages :

» La possibilité de traiter plus facilement les problemesgyemndes transformations
gue dans la méthode des éléments finis, et pour les mémesgéaspossibilité de
traiter des problemes avec une haute hétérogénéité ddaleansiale ( le cas qui
se pose dans le présent travail ). Les performances des destinoeshless ( plus
particulierement la NEM ) sont expliquées par les facteurgsits :

— Une connectivité variable. Les voisins naturels ( NEM ) emsupport de fonc-
tions de forme plus large que les seuls noeuds de I'élémestldaméthode des
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éléments finis. Ainsi, la matrice jacobienne associée needdra singuliére que
pour des distorsions beaucoup plus importantes du voisifiij
— La qualité de la solution est moins sensible a la positidetive des noeuds (
comme cela va étre montré dans la suite ), autorisant larcmtisin de la solution
a partir de positions relatives entre les noeuds décoéssitlans la méthode des
éléments finis
* La possibilité d’insérer, ou de retirer des noeuds assglefaent en général. Ce
point est particulierement attrayant pour définir des &tias de raffinement, pour
les problémes présentant de la localisation.

Remarque Si un support de fonction de forme moins large est utilis®\rpdes
raisons de codt et de qualité ), les problémes rencontréslavaéthode des éléments
finis réapparaissent. Méme si les difficultés sont moindeliss subsistent donc dans le
cas général.

Inconvénients :  En contrepartie, un certain nombre de difficultés appagaistans les
méthodes sans maillage :

» Le principal défaut de la plupart des méthodes sans maillatassiques” (SPH,
RKPM, DEM, EFG) est la difficulté liée a I'imposition des cotidins aux limites.
En effet, pour pouvoir imposer les conditions aux limitesyjee Dirichelt de ma-
niere directe comme dans la méthode des éléments finis néesssaire :

— que l'approximation construite passe par les valeurslesdmterpolation stricte) ;
— que l'influence des noeuds intérieurs s’annule sur le bordicinaine.

Or la fonction d’approximation construite par les méthosass maillage les plus
répandues ne vérifient aucune de ces deux conditions. éntiés techniques pour
imposer les conditions aux limites dans les méthodes satfiagedes plus utilisées
ont depuis été proposées. Ces techniques entrainent desapptémentaires.

» Le second inconvénient est lié a I'intégration numeéridd@ans la majorité des cas,
les fonctions de forme meshless ne sont pas polynomialesrat@énnelles, ce qui
rend les schémas d’intégration de type Gauss non optimauxefbis des solutions
ont été proposées pour remédier a ces difficultés [15] [1]] [1

* Un autre inconvénient des techniques "meshless" est liéijapiost des fonctions
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de forme. Dans la plupart de ces approches, le support, oaidend’influence
d’'un noeud est défini par une sphére ou un parallélépipedeécsur le noeud.
Un support suffisamment large est nécessaire pour que ladetoit stable, mais
un support trop large entraine des codlts de calcul plus itauptsr et une qualité
fortement dégradée a cause du lissage qu'il entraine.

A noter toutefois que "la méthode des éléments naturels" ssesupport basé sur
le diagramme de Voronoi ne souffre pas de ce probleme.

» Des difficultés apparaissent pour des géomeétries non gesvga présence d’un
bord concave, d’'une cavité ou d’'une fissure). Le problemereigs est lié a la dé-
finition du support des fonctions de forme, cela vient desigrftes entre noeuds
de part et d’autre du bord non convexe. La technique dite dérerde visibilité
introduite dans [8], permet de supprimer ces influences. @kpd, dans certains
cas, cela introduit des discontinuités parasites. De @sigdchniques décrites ne
peuvent étre étendues facilement au cas 3D.

3.3.3 Méthode des éléments naturels contraints CNEM

Les différents inconvénients précités ont largement dmunéra un déclin de I'utilisa-
tion des méthodes "meshless” de type moindre carrés molafmssdquelques années.
L'utilisation de la méthode des éléments naturels et dexdessions permet grace a ses
fonctions de forme particuliere de contourner la plupastdiéficultés bien connues dans
la majorité des méthode sans maillage, telles que I'imjposides conditions aux limites
de type Dirichlet ou le réglage de la taille du support dé$iaund le schéma local d’interpo-
lation. De plus la méthode NEM partage beaucoup de carsiitgres avec la méthode des
éléments finis notamment sur le bord du domaine, en condezugpartie les avantages
des méthodes sans maillage.

Linterpolation basée sur les éléments naturels contrairg:  Linterpolation NEM est

construite sur la base du diagramme de Voronoi associé @€ menoeuds considéreé (
le diagramme de Voronoi étant le dual de la triangulation dainay ). Pour un appro-
fondissement sur I'interpolation NEM Sibsonienne et sqdiegtions dans la résolution
des équations différentielles de second ordre on peuté&eeref Braun et Sambridge [47]
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FiG. 3.8 — (a) Construction des fonctions de formes Sibsoniennes
(b) linéarité sur les bords convexes

et Sukumaet al. [54].
Pour faire simple on se restreindra au cas 2D. le développsinecas 3D, qui est une
extension directe du cas 2D, fait I'objet de développemauntsein de notre laboratoire.
SoitS= {ny,Nny,...,nn} un nuage de noeuds dais de coordonnéefy, Xz, ..., XN }.
le diagramme de Voronoi est la subdivision[d&en régionsT; (cellules de Voronoi) tel
que:

Ti={xecD?:d(x,n) <d(x,nj)}, Vi, Vj#i (3.18)

oud(.,.) est la distance euclidienne.

A un pointx, on associe a chaque noenyda fonction de formeg (x) définie comme
un rapport d’aires ( ou de volumes en 3D ) entre la celluleltésie de I'introduction du
pointx dans le diagramme de Voronoi originel et celle résultantoterstersection avec
la cellule centrée sur le noeul voir Fig. 3.8.a..

_ Aire(afghe
Bx) = Aire(abcde
On note bien que si le point coincide avec le noeud, alors la fonction de forme

(3.19)

@ (Xi) =1, et toutes les autres fonctions de formes s’annulent. @fiev une propriété
essentielle, celle du delta de Kronecker. Les fonctionoodad CNEM vérifient d’autres
propriétés intéressantes ( positivité, consistanceilie@nsi que la partition de I'unité )
que le lecteur intéressé peut trouver en détails dans lesutxale Sukumar [54] :
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@ (X)) = &ij Delta de Kronecker
0<@(x)<1 Positivité
(3.20)
X=3" 1@ (X)X Consistance linéaire
[ SLia(x) =1 Partition de l'unité

oun est le nombre de noeuds voisins du point

Les fonctions de forme éléments naturels SBfita n’'importe quel point, excepté
sur les bords des cercles de Delaunay ( sphéres en 3D ) otselie€! (a cause du
changement de voisins naturels), et aux noeuds ou ellessol@menc?.

Une autre propriété importante de l'interpolation basédesiéléments naturels est
sa capacité a reproduire les fonctions linéaires sur ledsbdes domaines convexes que
nous illustrons dans la figure (Fig. 3.8 (b)). La démonsiraedi été apportée par Sukumar
et al.[54] : étant donné que les aires des cellules de Voronoi EEsaux points sur la
frontiére deviennent infinis, la contribution des point®imes disparait a la limite quand
le point approche la frontiére convexe, et les fonctionsotmé liées aux noeuds etn;
deviennent linéaires sur le segmémni — ny). Ce n'est pas le cas quand des frontiéres non
convexes sont considérees.

Ainsi, l'interpolation d’une fonction vectoriella(x) : Q ¢ 02 — 02, s’écrit sous la
forme :

ul(x) = _i(ﬂ(x)ui (3.21)

OuU; représente les vecteurs des degrés de liberté aoisins naturels du poirx,
et@(X) sont les fonctions de forme de Sibson définies dans (Eq.8sk@ciées a chaque
noeudn.

Revenons sur le cas des frontieres non convexes : un déveleppeécent dans la
NEM, la méthode des éléments naturels contrainte (C-NEMpreposé dans [62, 65]
afin d’éviter les problémes induits par des domaines nonesa@s/ Dans cette approche,
un critére de visibilité est présenté pour limiter les vmssnaturels (noeuds influents).
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Pour cela le diagramme de Voronoi contraint est constrypgréir duquel les fonctions
de forme peuvent étre facilement calculées. De cette m@rdigterpolation linéaire est
récupéree le long de la frontiere des domaines non convesregant possible I'introduc-
tion de conditions aux limites essentielles aussi bien gueltement des discontinuités
fixes ou mobiles.

Dans le cadre de C-NEM, l'interpolation peut étre exprimée pa

un(x) = iqf(x)ui (3.22)

OuV représente le nombre de voisins naturels visibles deppisitdx etcgC les fonc-
tions de forme éléments naturels contraintes, calculéesaaére similaire aux fonctions
NEM classiques (Sibson) mais a partir du diagramme de Vor@omraint [62].

Formulation CNEM d’un probleme classique en élasticité lin@ire HPP :  Nous
considérons le probléme d’élasticité linaire en petitesuypations 2D, décrit par I'équa-
tion d’équilibre :

0-0+b=0 dansQ (3.23)

ol Q € 02 est le domaine matériel]- est 'opérateur divergence;, est le tenseur des
contraintes de Cauchy btest un terme de force volumique.
La relation de comportement est donnée par :

o0=_Cse (3.24)

ou o ete sont les formes vectorielles du tenseurs de contrainte &trdieur des dé-
formations linéarisé (partie symétrique), respectivetmarecC le tenseur élastique sous
sa forme matricielle.

Les conditions aux limites essentielles et naturelles donhées par :

U =U;suroyQ
(3.25)
on = F; surdgQ
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ouoQ = dyQUIEQ est le bord du domain@, n est la normale unitaire sortante sur
0Q,U. et sont les déplacements et efforts imposés, respectivement.

La formulation variationnelle associée au probleme éatmue est donnée par :

Trouver U< HY(Q) cinématiquement admissibeg = U, surdyQ) tel que

/ o-s*dQ:/ f-U*dQ+/ Fe-U'dr, W* e HA(Q)  (3.26)
Q Q 0EQ

ouH(Q) etH}(Q) sont les espaces fonctionnels de Sobolev usuels.

En substituant les fonctions d’approximation et les fanditest (toutes les deux ap-
proximées par le schéma C-NEM) dans I'équation précéderda atilisant le fait que
le champU* est arbitraire, on obtient le systéme d’équations lin&a@res intégration
numérique ( que nous détaillerons dans la prochaine section

Kq = f&¢ (3.27)

ol g est le vecteur des degrés de liberté, avec la matrieele vecteuf®! donnés par :

K — / BICBAQ (3.28)
Q

fext:/ NtFCdI'Jr/ Nt FdQ (3.29)
0EQ Q

ou N etB sont les matrices des fonctions de forme et leurs dérivésgectivement.

Lintégration nodale stabilisée conforme : Dans le cadre des méthodes sans maillage
"meshless" plusieurs procédures d’intégration numériquiéie proposées. En effet I'in-
tégration de Gauss réalisée sur les triangles de Delaut@gduit une erreur due aux
points suivants :
» Supports des fonctions de forme meshless ne coincideraveasles triangles de
Delaunay
» Caractere non polynomiale des fonctions de forme meshlesgrand nombre de
points d’'intégration est donc nécessaire pour minimisardur, rendant l'intégra-
tion numérique codteuse.[15].
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Aussi, I'intégration nodale directe, utilisant les noeedsnme des points d’'intégra-
tion, conduit a des instabilités numériques [12].

Dans ce travail, nous utilisons la procédure d’'intégrahiodale stabilisée conforme
(SCNI) [11]. Cette approche fut appliquée pour la premiére flzins la méthode NEM
dans [25], et a permis de mettre en évidence une amélioraigmificative de la qua-
lité en comparaison avec I'intégration de Gauss. Cette tqubrd’intégration numérique
peut étre naturellement appliquée a la méthode C-NEM, catdewines d’intégration
coincident exactement avec les cellules de Voronoi conési

Cette approche consiste en une intégration nodale et unidisstidin basée sur la
substitution du gradient par un gradient moyenné sur un dwmaprésentatif entourant
le noeud]a cellule de Vorono(Eqg. (3.30)) . Ceci permet d’éviter les oscillations paessit
inhérentes a I'intégration nodale.

AUn(x) = ﬁ /(q U (x)do (3.30)

Oux; sont les coordonnées du noayckw; est la cellule de Voronoi associée au noeud

Le tenseur des déformations modifié est alors donnée par :

( aufl(x) )
0x
- 1 1 h
aul(x) . aud(x)
\ ‘%y + ‘%X Y,

Ouu; etup sont les composantes du vecteur
En appliquant le théoréme de la divergence, on obtient ladauivante :

Ui (x)m \
zh/y,\ 1 h
) = 17 /a . BN, dr (3.32)
| Wioom+ B |
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Ou : 0wy la frontiere de la cellule de Vorondty;| I'aire ou le volume en 3D.
En introduisant a présent I'approximation NEM Eq. (3.22)obtient :

£"(xi) = Biq (3.33)

) ) ) U11
( 0 i 0 i d i )
R R
i ) ) U21
B'x)={ 0 Wk o k) .. o ) Uz
0pL(xi) 0@u(xi) 0@(xi) 0G(x) .. 9GN(X) 9n(Xi) u
\ "~ dy ox dy ox dy ox ) N1
( UN2 )
= Biq (3.34)
Ou les composantes @& sont définies par :
acpJ /
3.35
6x | @ ®; (X ( )
acpJ /
0; (X (3.36)
ay el Jow

Il est évident qu’'un grand nombre de termes dans la maBic®nt nuls du fait du
support compact des fonctions de forme C-NEM. En introdai$approximation C-
NEM, la déformation stabilisée et I'intégration nodalematrice de rigidité globale est
obtenue en assemblant la contribution de chacun des noguds

K=Y K= S o BICB; (3.37)
| |
Ensuite, on associe a chaque cellule une contrainte doramée p

6= CBiq (3.38)
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La contrainte ainsi trouvée est de la méme forme que le grbsligbilisé et donc constante
sur chaque cellule de Voronoi.

L'application du théoréme de la divergence permet d’éVé@eralcul des dérivées des
fonctions de forme, seules les fonctions de forme sont segui



Chapitre 4

Tests, critigues et validations
numeriques

4.1 Evaluation de I'aptitude de la C-NEM a traiter les
problémes avec hétérogéneéité de densité nodale

4.1.1 Etude comparative FEM / C-NEM

Afin d’évaluer 'aptitude de la méthode des éléments nagurehtraints a traiter les
problémes introduisant une haute hétérogénéité de dewsitde, on procede d’'abord a
une évaluation comparative avec les éléments finis ( éléneangulaires linéaires stan-
dards ). On considére le probléeme mécanique reporté daihsqadad I'on décrit sur la
figure Fig. 4.1 avec les différentes discrétisations. Userdtisation plus fine est obtenue
en introduisant un noeud sur chaque aréte d’un triangle aftodserver la qualité de la
discrétisation initiale. Sur la figure Fig. 4.1, seuls lesuds du maillage initial sont repré-
sentés, ils servent a définir 'emplacement des groupes eledsq Fig. 4.2 ) a I'échelle
microscopique ainsi qu’une discrétisation du milieu coknpéntaire. Le comportement
considéreé est élastique linéaire avec un matériau homasygrieut le domaine. Le char-
gement est défini par :

53
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Chap.4 Validation, exemples

.
-----

3042 Noeuds

11834 Noeuds 46686 Noeuds

FiG. 4.1 — Probléme test, définition et discrétisations.

Rx=0) = —¢(1-¢) *.1)

La solution exacte du probleme est donné par :

(o= (2-1) (-1

\ 07; = % (l_%)

Dans ce premier test on s’attache a évaluer les performagialgales ainsi que I'ordre

de convergence de la méthode C-NEM et FEM dans le cadre dehfetdengéenéité de la

densité nodale. On définit alors une mesure globale de lieretative sur le domain@ :
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10 ¢

—— CNEM
FEM
10° |
&
=
5
o
L
107}
162 3 I4 ’5
10 10 10

Noeuds
FiG. 4.3 — Erreur de discrétisation FEM et C-NEM.
/ (0—0®)C (0 —0®)dM
2 Q

n° = (4.3)
/ oCloexdM
Q

Les résultats sont présentés sous forme de courbes de gengerFig. 4.3. Le taux
de convergence des deux approches C-NEM et FEM est du prerdier adomme dans
le cas standard de discrétisations sans gradient de daeonsliéde. On constate cependant
que la méthode C-NEM introduit une erreur globale deux fd&riaure a celle introduite
par la méthode FEMRemarque Une forte hétérogénéité de la densité nodale entraine
une grande distorsion du maillage pour la FEM et I'on s’att@navoir un plus grand
écart avec la C-NEM moins sensible. Cependant, notre maiisigeonstitué de triangles
aplatis avec un angle petit et deux prochesté2 qui ne sont pas source d’erreur comme
on le retrouve dans [1], I'erreur étant introduite plus pes tfiangles plats avec un angle
approchanttqui sont absent dans notre cas. On se met donc dans le cas fayaable
ala FEM possible ( utilisation d’une triangulation de Delay ).

Pour avoir plus de détails sur la distribution de I'erreargéfinit une mesure locale de
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I'erreur absolue sur I'élément pour la FEM et sur la celludedronoi pour la C-NEM :

ErrE"M=Tr [(oEFM - 08 Cot (05FM - 089)] (4.4)

ErrSNEM — T [(0%‘“5'\" — 0§X> (o (crg‘NEM — 03")] (4.5)

Ou : 65EM est la valeur du champ de contrainte calculée par la méthesléldments
finis dans I'élémeng, la contrainte et la déformation sont constantes sur I'élérdu fait
de linterpolation linéaire du champ de déplacement.

oS~NEM est la valeur du champ de contrainte calculée par la méthesl&€léments
naturels contraints dans la cellule de Vorompila contrainte et la déformation sont
constantes sur la cellule de Voronoi du fait de l'utilisatide I'intégration nodale sta-
bilisée conforme (SCNI).

La mesure de 'erreur définie en Eq. (4.4) et Eq. (4.5), n'est @ffectée par l'aire (
ou volume en 3D ) de I'élément pour la FEM ou de la cellule deo¥ior pour la C-NEM,
on évalue ainsi directement et en méme temps l'erreur aux élehelles. On observe sur
la figure Fig. 4.4 une distribution uniforme de I'erreur pdailC-NEM, contrairement a
la FEM ou on retrouve certains éléments avec une erreur tpggsigure a la moyenne.
L'origine de I'erreur en FEM est en partie due a la finesse deidarétisation, elle se
concentre plutét dans les éléments les plus gros, ou laenktdaire des éléments ( les
fonctions de forme rationnelles C-NEM sont plus performantae peut reproduire les
champs de contrainte quadratique (4.2) et de déplacemancird’'3.

4.1.2 Evaluation et optimisation de la C-NEM pour le traitement des
problemes multi-échelles

On est arrivé dans la section précédente a la conclusionagQeNEM est plus apte
gue la FEM a traiter les problemes avec une haute hétérag@eilensité nodale. Cepen-
dant, une question reste posée et on ne retrouve pas damérktuire de réponse claire a
ce sujet : les méthodes " meshless ", et plus précisément lodetles €éléments naturels
contraints, sont elles inconditionnellement robustesaviss de ce probleme, y a-t-il une
limitation ?
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FIG. 4.4 — Distribution de 'erreur pour les solutions C-NEM et\FE

Evaluation des problémes: Pour répondre & cette question on va explorer un probléme
correspondant a notre problématique de modélisation +@citelles. On considére un
probleme mécanique en élasticité linéaire HPP avec un rmatBomogene sur tout le
domaine, ce comportement est défini par :

Oxx Ci1 Ci2 Cai3 Exx
oy ¢ = | Ca1 Co Cp3 Eyy
Oxy C31 C32 Cas3 2exy

A partir de ce probleme de base, on construit 3 problemes deéneaa avoir les
champs de déplacement suivants définis sur tout le doriaine

Ul =x ull =x? ull =x3
dansQ (4.6)
Pour cela on impose les conditions aux limites suivantes45) :
ul=x fl=0
suroQ dansQ 4.7)

| _ | _
Uy=y fy=0
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FIG. 4.5 — Définition du probleme test.

ull =x2 fll = —2Cy;
suroQ dansQ (4.8)
UlyI :y2 flyl = —2C;|_1
U!(” =X3 f!(” =—6C11X
suroQ dansQ (4.9
Uyl =y fy! = —6C11y

f .
Ou fx représente les forces volumiques déns
y
Les discrétisations sont représentées sur les figuressidtaté de simulation (Fig.4.6).

Le domaine au centre représentera le domaine microscqpiglug qui I'entoure repre-
sentera le domaine complémentaire. Dans la premiére tgaiién, on attribue au do-
maine microscopique une taille du méme ordre que celle dedatsre, ceci ne corres-
pond évidement pas a notre probleme multi-échelles et resuga de cas de référence.
Les trois autres discrétisations sont semblables a la prenpour ce qui est du pas de
discrétisation du domaine complémentaire et du nombre dadsodu domaine micro-
scopique mais avec une taille de celui-ci réduite d'un odregrandeur a chaque fois.
Afin d’évaluer en méme temps l'effet de I'introduction d’ufrentiére ( donc une dis-
continuité ) entre les deux domaines, qui est nécessairenadiglisation de I'extension
du comportement et la résolution, on considére les deuxefigure : avec et sans fron-
tiere. A noter que pour cette étude on considére un comperteéfastique linéaire avec
le méme matériau homogeéne sur tout le domaine microscopiot@mplémentaire, ceci
afin de s’affranchir des erreurs relatives a la modeélisation
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La mesure de I'erreur globale s@Qrutilisée est celle définie en Eq.4.3 :

, /QTr [(c—0®)C (0 —0®)]dM
r] =

/ Tr [0®C 10®] dM
Q

De la méme maniere on définit la mesure de I'erreur globaleesiomaine microsco-
piqueQ; :

/ Tr [(0—0®)C 1 (c—0®)]dM
ng, = — (4.10)
/ Q'Tr [0®*C 0% dM

Pour rendre compte de I'erreur dans chaque cellule de Vorndépendamment de
son aire, on utilise la méme mesure d’erreur non pondérédégia de la cellule de
Voronoi et rapportée a I'énergie de déformation moyenndesdomaineQ :

[(c—0®)C 1 (0— 0]
5 Tr [0®C 0% dM

Tr
NZellule = 1 (4.11)
19

Les résultats des simulations en terme d’erreurs relagjiasale (n ) et microsco-
pique (ng ), relatives au probléme avec frontiere a l'interface micracro, sont récapi-
tulés dans le tableau suivant :
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Erreur relative avec frontiére a I'interface Micro/Macro
Micro/Macro | Micro/Macro | Micro/Macro | Micro/Macro
1/1 1/10 1/100 1/1000
Globale
Uy =X 1.85e—12% | 2.28—12% | 2.10e—12% | 2.17e—12%
Uy =y -
Micro
1.06-12% | 6.87e—12% | 9.38—11% | 8.02e—10%
Globale
Uy = X2 0.38% 0.37% 0.35% 0.35%
Uy =y?
y=Y Micro
0.37% 0.37% 2.47% 29.25%
3 Globale
Uy =x 0.67% 0.64% 0.64% 0.64%
Uy = y3 -
Micro
0.73% 0.75% 4.94% 58.97%

Le détail de la répartition de I'erreur relative locagy e €st illustré sur les figures
suivantes :

« Fig.4.6, Fig.4.7, pour le champ de déplaceméhlinéaire dan<2

« Fig.4.8, Fig.4.9, pour le champ de déplaceméhtquadratique dan@

* Fig.4.10, Fig.4.11, pour le champ de déplacen#Ht cubique dans)

L'échelle de I'erreur utilisée est identique sur une mémerégnais differe d’'une figure a
l'autre, elle représente la mesure d’erreur décrite dand.Et et est donnée en pourcen-
tage (%).

On note que pour le champ de déplacement linéair€s(donc des champs de dé-
formation et de contrainte constants sur le dom&ng’erreur est purement numeérique
(Fig.4.6, Fig.4.7). Les différents cas de figure : avec et semsition d’échelle et avec
et sans frontiere entre le domaine microscopique et congsléire, sont pratiguement
équivalents et ne nous permettent pas de porter un jugerabid.fOn attribue ce résul-
tat a la forme des fonctions de forme C-NEM qui reproduisenfaiament les champs
linéaires, I'introduction d’une frontiere a pour effet déparer les influences de part et
d’autre de celle-ci et est censée réduire l'interpolatiame simple interpolation linéaire
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Erreur globale : 1.906e-012% x10° Erreur globale : 2.192e- 012% x10°
45 25 45 25
40 40
35 2 35 2
30 30
25 15 25 15
20 20
1 1
15 15
10 05 10 0.5
5 5
Erreur globale : 2.187e -012% x10 ° Erreur globale : 2.271e -012% x10 °
45 2.5 451 2.5
40 401
35 2 35 2
30 30-
25 15 25} 15
20 201
1 1
15 15
10 05 10t 05
5 5r
Erreur globale : 1.906e-012% x10 ° Erreur globale : 2.192e -012% x10 °
25 25
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
24 245 25 255 26
Erreur globale : 2.187e -012% x10° Erreur globale : 2.271e -012% x10°
25
2
15
1
0.5

24.9 24.95 25 25.05 251 24.995 25 25.005

FIG. 4.6 — Distribution de I'erreur relativeceule, Probléme linéaire sans interface.
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Erreur globale : 1.847e-012% Erreur globale : 2.361e -012%

Erreur globale :1.014e -012% Erreur globale . :7.205e -012%

‘micro micro

x 10

a5t 45t
2 2
40t 40+
35+ 35f
0l 15 a0l 15
25f 25f
200 1 200 1
15f 15f
10f 0.5 10 05
5t 5t

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Erreur globale : 2.084e -012% Erreur globale : 2.209e -012%
Erreur globalem 0" 8.671e -011% 9 Erreur globalemlcm :8.199%e -010% X10°

icr

451 2 45
40 18 40+
351 16 35l
30+ 14 300
12
250 250
1
200 200
0.8
150 06 150
100 04 100
5r 0.2 5r
0 10 20 30 40 50

Erreur globale : 1.847e-012% Erreur globale : 2.361e -012%
Erreur glubalernicro :1.014e -012% Erreur globalem. 0" 7.205e -012%

liCr
34
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28
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22
20
18
16
20 25 30

Erreur globale : 2.084e -012% Erreur globale : 2.209e -012%
Erreur globale :8.671e -011% 9 Erreur globale :8.199e -010% 9
micro x 10 micro x 10

18
16
14
12

0.8
0.6
0.4
0.2

15

0.5

25 . 12
24.98 1

24.96
24.94

24.92
24.9
249 24.95 25 25.05 25.1 2499 24.995 25 25.005 25.01

FIG. 4.7 — Distribution de I'erreur relativecejuie, probléme linéaire avec interface.
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Erreur globale : 0.3959% Erreur globale : 0.3568%
45 120 457 120
40 401
35 100 351 100
30 80 30F 80
25 25
20 60 200 60
15 40 151 40
10 101
5 20 s 20
Erreur globale : 0.3558% Erreur globale : 0.3564%
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20 60 200 60
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20 20
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Erreur globale : 0.3558% Erreur globale : 0.3564%
120
100
80
60
40
20

24.95 25 25.05 24.99 24995 25 25.005 25.01

FIG. 4.8 — Distribution de I'erreur relativeceuie, Probléme quadratique sans interface.
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FIG. 4.9 — Distribution de I'erreur relativecejuie, probléme quadratique avec interface.
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Erreur globale : 0.6849% Erreur globale : 0.6384%
25 180 prs 180
40 160 40} 160
35 140 351 140
30 120 30 120
25 100 251 100
20 80 201 80
15 60 15¢ 60
10 40 10r 40
5 20 5F 20
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140
120
100
80
60
40
20

249 24.95 25 25.05 25.1 2499 24.995 25 25.005 25.01

FIG. 4.10 — Distribution de I'erreur relativg.e|yie, probleme de degré 3 sans interface.
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Erreur globale : 0.6691% Erreur globale : 0.6379%
Erreur globalewch 1 0.734% Erreur globalerm"0 1 0.7496%
451 45
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30 1 30
24.995
20 20
10 24.99 10
249
249 24.95 25 25.05 25.1 24.99 24.995 25 25.005 25.01

FIG. 4.11 — Distribution de I'erreur relativg.e|ule, probleme de degré 3 sans interface.
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entre deux points de la frontiére ce qui ne dégrade aucurtdenprobleme.

Afin de constater les effets de la transition d’échelle, osspaau second cas ou le
champ de déplacement est quadratiqueydonc des champs de déformation et de
contrainte linéaires sur le domaigk). Effectivement sur la figure Fig.4.8 dans le cas le
plus défavorable (3 ordres de grandeurs entre le pas detiéstion du domaine micro-
scopique et celui du domaine complémentaire) on note jastR0% d’erreur relative sur
les cellules de Voronoi. Cette erreur n’est pas répercutékesteur globale du fait de la
taille infinitésimale de la cellule de voronoi microscopquar rapport a celle du domaine
Q. Dans le cadre de notre modélisation, une erreur de cet esdrmtolérable du fait
gue la contrainte sur le domaine microscopique est la baselgatension du compor-
tement au domaine complémentaire (pour cette simulatiodpimaine complémentaire
a son comportement propre qui est le méme que celui du domagrescopique). Ce
taux d’erreur se traduirait par un comportement erroné aoiadioe macroscopique. Sion
s'intéresse maintenant a I'effet de la frontiere, on caessar la figure Fig.4.9 que dans
le cas le plus défavorable on n'a " que " 50% d’erreur relasreles cellules de Voro-
noi. Certes, ce taux d’erreur est trés élevé mais reste neoae dans le premier cas.
Pour tenter d’expliquer ce phénomeéne on rappelle quedthiction d’'une frontiére dans
la méthode des éléments naturels contraints se base surritaré cle visibilité ". Les
noeuds de part et d’autre de la frontiére ne sont plus cofsd@®mme voisin naturels, ce
qui a pour effet d’annuler les influences mutuelles entresiceuds. Le lien entre noeuds
du domaine microscopique et noeuds du domaine complémestafait au travers de la
matrice de rigidité et de I'équilibre. En d’autre termesttee passe comme si I'on posait
deux problémes distincts reliés entre eux par les conditax limites d’action/réaction.
Ceci a pour effet de " minimiser " I'erreur, qui en plus se cariceplus vers les bords du
domaine microscopique (si on considére un domaine micpagae assez grand, la taille
de la zone périphérique affectée par I'erreur est petitamteselle du domaine et donc
I'erreur globale sur le domaine microscopique Eq.4.10 dus)

Les méme effets sont constatés sur le troisieme cas ou lepctlardéplacement est
cubique su (donc des champs de déformation et de contrainte quadeatiur le do-
maineQ ). On note méme une aggravation de I'erreur que I'on peubatr a une limi-
tation de l'interpolation C-NEM, en effet les fonctions derfee rationnelles utilisées ne
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permettent pas de reproduire des champs d’ordre élevé @dosiaine complémentaire.

L'interconnexion directe des domaines microscopiquesianiieu complémentaire
introduit une erreur. cette erreur est die a la différencecthesse de représentation des
champs sur les discrétisations microscopique et macrapeepPlus I'ordre du champ a
représenter est éleve, plus I'erreur générée est grande.

Amélioration et optimisation du modele : Dans I'état actuel, la modélisation propo-
sée ne nous permet pas d’aborder les problemes avec urebletiansition d’échelle (
au moins 3 ordres de grandeurs ), on se doit d’essayer dam€éle modele. Pour cela
on dispose de trois constatations importantes :

» La méthode des éléments naturels contraints est insergsithiétérogénéité de den-
sité nodale pour les représentations de champs d’ordrel@et @inéaire ).

» Un trés fort gradient de densité nodale ( de I'ordre de 3ewdie grandeurs ) entre
le domaine microscopique et le domaine complémentaireadégiortement la so-
lution dans le cas de représentation de champs d’ordre.élevé

* Lintroduction d’'une frontiére entre le domaine micropape et le domaine com-
plémentaire contribue a la réduction de I'erreur.

Pour illustrer cela, on reprend le cas le plus défavorable(np de déplacement cu-
bique sulQ et rapport de taille de 3 ordres de grandeurs entre le domaarescopique et
complémentaire ). On agit sur le premier facteur d’erreuingoduisant des noeuds sup-
plémentaires dans le domaine complémentaire autour duidemmacroscopique comme
illustré sur la figure Fig.4.12. Plusieurs configurationstsestées, pour chercher la confi-
guration optimale de la transition entre I'échelle micagsque et I'échelle macrosco-
pique :

» un anneau de noeuds du domaine complémentaire qui vietteinent entourer le

domaine microscopique.

e un anneau de noeuds du domaine complémentaire moins aerissutour du do-
maine microscopique qui assure une transition douce ergrédmaines.

* la conjugaison des deux premiéres solutions.

On note que chacune de ces solutions apporte une améligrat#is la plus notable

est celle apportée par la troisieme configuration ou on nogdiminution de I'erreur
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maximale décrite dans Eq.4.11 de 180% a 80%.

Ceci reste insuffisant et on introduit donc la frontiére elg@omaine microscopique
et le domaine complémentaire avec les mémes configuratomedes testées précédem-
ment comme illustré sur la figure Fig.4.13. On note ici unéeremnélioration des résultats,
une erreur relative maximale par cellule ne dépassant pa01&6 dans le cas le plus dé-
favorable et une diminution de la mesure d’erreur globateitiédans Eq.4.10 de 58.97%
a11.02%.

Remarque Ces résultats peuvent ne pas paraitre a premiére vue trefisatts.
Cependant, en tenant compte du fait que I'erreur est treéidéeasur une étroite bande
périphérigue du domaine microscopique, on constate quffitg selon la complexité
du probléme a traiter en terme de variation des champs soljtie prendre un pas de
discrétisation assez fin sur le domaine microscopique (r&t deduire la taille de la zone
périphérique affectée par I'erreur ) pour quasiment anmfigfet global de cette erreur.
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4.2 Validation, critiques et limitations du modele d’ex-
tension du comportement proposé

4.2.1 Validation du modele d’extension du comportement

Comme premiere validation de la technique d’extension depoot@ment proposée,
nous allons vérifier que les contributions non locales si&mt pour une bonne estima-
tion du comportement homogénéisé. Pour cela, considéeopobleme exposé dans la
section 4.1.1 (Fig. 4.1).

Le domaineQ est cette fois partitionné en domaines microscopiqég$_, ,, ou
on définit un comportement correspondant a un matériau hensgotrope, et un do-
maine complémentairg sans comportement propre ( le comportement sera dédui par |
technigue d’extension proposée ).

Nous avons donc pour tout domaine microscopiﬁueé = C. La formulation varia-
tionnelle du probléme décrite dans Eq.3.17 se réduit doprahléme classique :

Trouver un champ de déplacements régulierQurérifiant les conditions aux limites
essentielles : U=U;surdyQ avec 0Q =dyQUIEQ

ainsi que les équations d’équilibre

/Tr[ew(u*)CsW(U)}dM:/ U*deM+/ U'Fdr  (4.12)
Q Q 0EQ

YU* tel que U =0 surdyQ

Les différentes discrétisations du probleme sont montdées la figure Fig. 4.14,
ou nous représentons seulement les centres de chaque damiamscopique. Chaque
domaine microscopique est décrit en utilisant 600 noeuglgjuc donne un modéle fin
avec plus de 200000 noeuds.

Les résultats de simulation sont portés sur la figure Fi§,&d0 nous présentons l'er-
reur relative globale décrite dans Eqg.4.3 ainsi que la mogeie I'erreur relative globale
sur les domaines microscopiques décrite dans Eq.4.10. @nunaaux de convergence
des domaines microscopiques supérieur a celui du problérhalgCeci s’explique par
deux facteurs :
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FIG. 4.14 — Discrétisations : distributions des domaines msimopiques.

» Les conditions aux limites des problemes microscopiqoes données par le mi-
lieu complémentaire, une grande erreur sur la solution dandomaine entraine
'imposition de mauvaises conditions aux limites et doneékolution de problémes
différents des problémes initiaux.

» La forme de la solution du probleme décrite dans I'Eq.4s2telle que sur le bord
(x=1L) la contrainte est tres proche de 0 ( pour toutes les compsdattenseur
de contrainte ). On est donc confronté a un probleme nunmg(idu typeﬁ:—g ) lors
de I'évaluation de I'erreur relative sur les domaines nscapiques proches de ce
bord, et on obtient une erreur relative " artificiellementévée.

Le raffinement de la discrétisation améliore donc la sofutjtobale de maniére évi-
dente, et surtout la solution microscopique en permettampdsition des bonnes condi-
tions aux limites sur les bords des domaines microscopiques

On note que pour une erreur relative d’environ 4% sur la goiuglobale, on ob-
tient une erreur comparable sur la solution microscopigeei, nous assure que pour une
discrétisation globale du probléme satisfaisante ( au sadgionnel du raffinement du
maillage que I'on retrouve dans les méthodes FEM ) on obitgeade solution microsco-
pique tout aussi satisfaisante.

4.2.2 Analyse des limites du modéle d’extension du comportement,
longueur de variation des propriétés du materiau
Nous allons a présent analyser un facteur important dapprb@he d’extension de

comportement proposée : Quel est le nombre de domainessoagigjues nécessaire pour
une bonne représentation du comportement global ? Quelie éisposition optimale de
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= domaines microscopiques + milieu complémentaire
—6—  domaines microscopiques
-- 5

relative error (%)

10%2 10%2
1H

0.1

FIG. 4.15 — Analyse de la convergence : erreur relative glokdal@@oscopique.

ces derniers ?

On rappelle que dans la section 3.2, nous avons émis unehggadfiondatrice de I'ap-
proche proposeée : on suppose que les variations spatiaehdmps de contrainte et de
déformation sont assez lisses dans le domaine complémeerEagst cette régularité des
champs qui conditionne le nombre et la localisation des @doesanicroscopiques. Une
disposition optimale est obtenue lorsqu’on minimise lestélations du gradient spatial
du comportement avec le minimum de domaines microscopiques

Afin de caractériser ce gradient spatial du comportements matroduisons la no-
tion de " longueur caractéristique de variation " qui représ une période de I'évolution
spatiale du comportement ( ou " pseudo période " dans le eae dvolution non pé-
riodique ). Nous allons illustrer cela sur le cas d'un prafdede traction uni axiale dé-
crit dans la figure Fig.4.16. On discrétise ce probleme disait une grille réguliére de
X xY — 3x 22. Le comportement est supposé élastique isotrope etuiagotu pro-
bléme pour un chargement en déplacement implog& < dy Q) = Ug est de la forme :

UX: LE_)(() X
(4.13)
Uy=-v lﬂ—f y

On peut distinguer trois cas de figure :
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Ly

ol ol edike)

Lx

FIG. 4.16 — Définition du probléme test.

» Cas des longueurs de variations des caractéristiques derianate I'ordre de la
taille des domaines microscopiques.

e Cas des longueurs de variations des caractéristiques darianate 'ordre de la
taille du probléme globale.

» Cas des longueurs de variations des caractéristiques dariauatomprisent entre
la taille des domaines microscopiques et celle du probldotzate.

Cas des grandes longueurs de variation : On définit sur le probleme de la figure
Fig.4.16 un comportement élastique avec un module d’Yd&irgEy + E fUt, La partie
fluctuante du comportemehf'uct- — E(';'“'Ct'Lly a une longueur caractéristique de variation
Ly de I'ordre de la taille du probleme global. On localise lemdmes microscopiques de
maniere a pouvoir représenter cette variation, comme ldnadafigure Fig.4.17.

On représente sur la figure Fig.4.18 le champ de contraistdta¢ du calcul utilisant
la stratégie d’extension du comportement ainsi que celtérabde maniere analytique.
Le résultat obtenu est tres bon, un nombre minimal de dorsameroscopiques (ici on
utilise 3 domaines sur I'axgmais en réalité seulement deux domaines localisés-a0
ety = Ly suffisent ) garantit une erreur relative globale pratiquenmeille ( de I'ordre
de Q1% ). La figure Fig.4.19 montre le détail de la distributioncgd¢te erreur. On note
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variation du module
d'Young E U’
- =S

Jan\ =

ol Bk ol ik ol o}
|

FIG. 4.17 — Définition du probleme test : comportement macrascegdinéaire, disposi-
tion des domaines microscopiques.

une qualité homogeéne de la solution autant sur les domair@esoopiques que sur le
domaine complémentaire.

Considérons maintenant un cas un peut plus élaboré ou le emdMadungE = Ep +
Efluct 3 une partie fluctuante du comportemeftct: — Eé'“Ct'Cos<Zf—’yTy>. La longueur

caractéristique de variatingY reste du méme ordre que celui de la taille du probleme
global, mais avec un gradient de variation non interpolgialeles fonctions de forme
éléments naturels associées aux domaines microscopiques.

Pour le premier calcul on garde la disposition des domainesstopiques définie
pour le cas de variation linéaire @e Les résultats du calcul sont reportés sur la figure
Fig.4.20 qui décrit le champ contrainte résultat du caldilisant notre stratégie d’ex-
tension du comportement ainsi que celui obtenu de mani&igtajue. On observe ici
gue I'hypothése de régularité n’a pas éteé respectee, lasiigp des domaines microsco-
piques utilisée agit comme un filtre qui gomme toutes lesdliodns non interpolables,
ce qui entraine la définition d’'un comportement lissé " mdypaur le domaine complé-
mentaire. L'erreur globale est assez grande ( 34% ), et oineer sur la figure Fig.4.21
gu’elle se répartit sous la méme forme que la variation ajgatiu comportement.
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SigmaxX « 10° Sigmaxx exacte
3 3
2:5 _ 6.5 2.5 _
6
2 2
5.5
15 e 15 ==
5
1 1

4.5
0 0
0 1 2 3

FIG. 4.18 — Evolution linéaire du module d’Young, champ de cainte solution exacte
et calculée.

Erreur globale =0.1%

1.515

13 1.51
2 1.505
1 15

1.495

1.49

1.485
1.485 1.49 1495 15 1505 151

FIG. 4.19 — Evolution linéaire du module d’Young, erreur refaticeiule.
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Sigmaxx « 10° SigmaXX exacte

 ——

6 2
1

5

e e
0
0 1 2 3

FIG. 4.20 — Evolution sinusoidale du module d’Young, champ detrainte solution
exacte et calculée.

Erreur globale = 34%

55
50
25¢
45
L 140
2 -
- 135
15F T 130
- 425
1k 120
15
0.5 10
5
0

FIG. 4.21 — Evolution sinusoidale du module d’Young, erreuatie neeiiuie
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variation du module

d'Young E U’
\w =
dé
(%) d
20 o
(%) ¢—>
20 —
O ¢t—>
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: —
(%) d
d :
2 =

FIG. 4.22 — Définition du probleme test : comportement macrascepsinusoidal.

Pour pouvoir traiter ce cas il faut définir une distributi@dbmaines microscopiques
compatible comme celle illustrée dans la figure Fig.4.22. d@maines additionnels sont
représentés par des cercles pleins, et leur distributisperde I'hypothése de régularité
précédemment énoncée. Les résultats du calcul sont repntda figure Fig.4.23 qui
décrit le champ contrainte résultat du calcul utilisantr@stratégie d’extension du com-
portement ainsi que celui obtenu de maniére analytique.ddnanprésent une nette ame-
lioration des résultats, on retrouve la forme quasi exa@dd définition du maillage
global prés ) du champs de contrainte. L'erreur relativédgle retombe a 1% et le détail
de répartition illustré dans la figure Fig.4.24 est tresséagant.

Cas des petites longueurs de variation : Traitons maintenant le cas ou la longueur
caractéristique de variation du comportement est du médre que celle de la taille des
domaines microscopiqués,.

On reprend le probleme initial et on redéfinit dessus un cotapent élastique iso-
trope avec un module d’Yourtg = Eg+ E(‘;'UCt'Cos<2|_2—;y). La partie fluctuante du com-
portement a une longueur caractéristique de variationatdre de la moitié de la taille

des domaines microscopiques.
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Sigma__ exacte
X104 9 XX

6.5

55

4.5

FiG. 4.23 — Evolution sinusoidale du module d’Young, champ detrainte solution

exacte et calculée.

Erreur globale = 1%

FIG. 4.24 — Evolution sinusoidale du module d’Young, Erreuatieé nceljule.
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variation du module ,
d'Young E U

o
YYYYYYYYYYY

FIG. 4.25 — Définition du probléme test : longueur caracténistidqu matériau compatible
avec la taille du domaine microscopique.

Comme I'évolution du comportement est purement microsaap@n reprend la dis-
tribution de domaines microscopiques qui a servi a la réisolwu cas d’évolution ma-
croscopique linéaire du comportement ( on notera toutefoéspour ce cas il N’y a pas
d’évolution macroscopique et un domaine microscopiquswgisant pour définir le com-
portement de tout le domaine complémentaire ). Ce problemidestré dans la figure
Fig.4.25.

Les résultats du calcul sont reportés sur la figure Fig.4u2@égrit le champ contrainte
résultat du calcul utilisant la stratégie d’extension dmportement ainsi que celui ob-
tenu de maniere analytique. Le résultat global est bon colammntre I'erreur relative
globale de 2% et le détail de sa répartition illustré danglaré Fig.4.27. Si on exclut la
zone périphérique, on peut modeéliser et voir I'effet de m@intes macroscopiques sur la
microstructure avec précision méme si cette derniére seuret directement sur le bord.

Cas des longueurs de variation intermédiaires : On reprend le probléeme précédent
avec la méme distribution de domaines microscopiques etangrieur caractéristique
de variation du comportement plus grande que la taille desagttes microscopiques. Ce
probleme est illustré dans la figure Fig.4.28.
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Sigmaxx « 10° Sigmaxx exacte
3 . —~— 3 I —
25 6.5 25
2 6 2
15 == 55 15 ==
1 1
5
0.5 0.5
4.5
— I
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3

FIG. 4.26 — Champ de contrainte solution exacte et calculée.

Erreur globale = 3%

151

1.505

15

1.495

1.49

149 1495 15 1505 151

FIG. 4.27 — Erreur relativgcejjyle-
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variation du module ,
d'Young E U

e
YYYYYYYYYYY

FIG. 4.28 — Définition du probleme test : longueur de caractguistdu matériau non
compatible avec la taille du domaine microscopique.

Les résultats du calcul sont reportés sur la figure Fig.4u28égrit le champ contrainte
résultat du calcul utilisant la stratégie d’extension donportement ainsi que celui obtenu
de maniere analytique. L'erreur relative globale est de 1% est homogéne sur tout le
domaine comme le montre la figure Fig.4.30.

le résultat obtenu est prévisible, dans la mesure ou le casmpent homogeénéiseé af-
fecté au domaine complémentaire est erroné car ne consige&s toutes les variations
du comportement a I'échelle microscopique. Une manierelginl’y remédier est d’aug-
menter la taille des domaines microscopiques afin de tempt®de ces variations.

Cette solution a cependant une limite évidente, qui est lérgscence vers des do-
maines microscopiques de taille trés importante et donenouglisation microscopique
totale du probléme.
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Sigmaxx « 10° Sigmaxx exacte

FIG. 4.29 — Champ de contrainte solution exacte et calculée.

22
Erreur globale = 13%
3 A
20
25 18
16
2
14
12
15 K
10
1 8
6
0.5
4
0 == ] 2
0 0.5 1 15 2 25 3

FIG. 4.30 — Erreur relativgceljule-
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Conclusion: A partir des exemples traités on peut conclure que :

» Dans le cas de longueurs de variations des caractéristiyumatériau de I'ordre de
la taille des domaines microscopiques ou inférieurs, oienbtle bons résultats qui
nous permettent d’envisager d’utiliser notre approchesda&tude des problemes
avec une microstructure sous-jacente.

» Dans le cas de longueurs de variations des caractéristiuenatériau de I'ordre
de la taille du probleme global, on obtient de bons résutaisndition de respecter
I'hypothése de régularité. La densification des noeuds temsotifs microsco-
piques est superflue.

» Dans le cas de longueurs de variations des caractéristdjuenatériau comprisent
entre la taille des domaines microscopiques et celle dugmubglobal, I'approche
proposée dégéneére vers une modélisation microscopicaie thi probleme. On a
le choix entre multiplier les domaines microscopiques ognaenter leurs tailles
afin de rendre compte des variations du comportement. Cedudanla résolution
de problémes de tres grande taille que méme la stratégiesdieiién proposée ne
peut réduire de maniére satisfaisante.

On réservera donc notre approche pour les problémes oudadon de variation du

comportement est petite.

4.3 Exemples numériques

Pour tester le potentiel de notre stratégie de modélisatigti-€chelles, nous I'appli-
guons au probleme représenté dans la figure Fig. 4.31. U découpé dans un stratifié
cylindrique, le stratifié est constitué d’'un empilement 8@ couches fines d’épaisseur
constante.

Pour obtenir un probleme & solution exacte connue, nousd@nss que le strati-
fié cylindrique est soumis a une pression uniforme sur sod,bdercomportement des
couches est élastique linéaire avec des propriétés duienatkiférentes pour les couches
paires et impaires. Une couchgest repérée par son raygnelle est caractérisée par un
module d’Youngde; et un coefficient de Poissan pour i paire et paEp,v, pour i impaire.
La solution analytique s’obtient aisément en considéraridymétrie du probleme :
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: Szo0m
\\ 1
1¢*Couche i°"® Couche

FIG. 4.31 — Probléme hétérogene introduisant deux matériapxageiétés différentes.

U=U(r) &

Avec:
Ur (r)=A r+% pour r dans L (4.14)

Ou : e est le vecteur unitaire de la direction radiafg. Bj sont des constantes cal-
culées en tenant compte de la condition de transmissioffod’efle la continuité des
déplacements entre deux couches successives et des@amditix limites.

De ce probléme ( Eq.4.14 )on extrait les conditions aux &min déplacemeit®
appliguées a la frontiere du carré isolgQ, complété de conditions de symétrie sur les
bordsx =0 ety = 0.

La figure Fig.4.32 décrit I'évolution spatiale microscapgget macroscopique du ma-
tériau, ainsi que la disposition des domaines microsc@sigles longueurs de variation
microscopiques et macroscopiques du comportement sorgatdotes avec I'’hypothese
de régularité et 'ensemble de domaines microscopiqukséuti

La solution calculée en utilisant le modéle multi-échepesposé est illustrée sur la
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figure Fig.4.33. On y présente le champ de contrainte éanivale Von Mises aux deux
échelles microscopique et macroscopiqgue. On peut clamevedr la différence entre les
couches successives et |'effet de microstructure.

Lerreur relative globale est de 5%, sa répartition esttliée dans la figure Fig.4.34.
On constate que I'erreur a I'échelle microscopique est entiée dans la zone périphé-
rique a l'interface des domaines microscopiques avec iemiomplémentaire, I'état de
contraintes a l'intérieur des domaines et méme sur le bogatabieme est d’'une qualité
tout a fait satisfaisante.
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d=0.02mm

—

L=4mm

FIG. 4.32 — Distribution de la composar@e; du tenseur d’élasticité.

Geg Maxi

FIG. 4.33 — Champ de contrainte équivalente de Von Mises.
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FIG. 4.34 — Distribution de I'erreunceliule







Chapitre 5
Strategie de resolution

Comme nous l'avons présenté dans la section 3.1, la modefigaioposée suppose
une discrétisation unique et couplée du probléme a tréijeuater a cela le nombre de do-
maines microscopiques nécessaires pour satisfaire ithgpe de régularité énoncée dans
la section 3.2, base de notre modele d’extension du commpertg on obtient rapidement
un probléme de tres grande taille difficilement abordabtdgmtechniques de résolution
classiques. De plus les moyens de calcul traditionnels sgmavoir atteint un seuil en
terme de puissance de calcul, et on assiste actuellemesmtévotution de I'architecture
des machines vers des machines équipées de plusieursganacsedestinés a travailler
en paralléle sur la méme application. Bien évidemment, inésessaire d’adapter les
algorithmes de résolution numérique a ce type de calculateu

5.1 Présentation des concepts fondamentaux de 'approche

Partant de ces constats, le développement d’'une stratégésdlution adaptée s’im-
pose et doit apporter rapidité, robustesse et facilité plémentation. L'obtention d’une
stratégie de résolution adéquate passe par I'intégragaredains concepts :

5.1.1 Les méthodes de base réduite :

Les méthodes des éléments en base réduite [39], [42], [6A] particulierement at-
tractives par la diminution du nombre de degrés de libertéllgs entrainent pour I'ap-

91
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proximation d’'un systéme d’équations aux dérivées patiel’idée principale sur la-
quelle repose cette approche est la définition de fonctiensade contenant une grande
part de l'information sur le systéme considéré. L'idée fatnide pour la définition de ces
fonctions de base est de calculer précisément des appriixmsale la solution pour un
certain nombre de cas prédéfinis. Pour un cas générique prnexapation de la solution
est alors recherchée dans I'espace engendré par ces sslpdidiculieres.

Cependant une question importante se pose, que faire sht¢esfes solutions parti-
culieres n’est pas assez riche pour représenter la solditiocas générique ?

La solution que I'on choisit est de se baser sur le résiduguilidre pour enrichir
I'espace des solutions particuliéres ( qu’on appelle shesse réduite ). Soit a résoudre le
systeme :

Ax=Db (5.1)

Le résiduRy associé a la solution approchégs’écrit
Ro=b—Ax (5.2)
On génere ainsi un sous espace de Krylov d’opgre

Kp = Vect{ Ry, ARy, A°Ro, ..., AP 'R }

On peut démontrer que la solution du systéme linéaire Eqpartient a I'espace affine
{XO + Kpmax}-

Ainsi on a définit une nouvelle base réduite qui s’'ajouteagtinalement a I'espace
des solutions particulieéres pour I'enrichir et garanticéavergence du systeme.

5.1.2 Ladécomposition de domaine :

Une facon de tirer avantage des possibilités des machinkprocesseurs est la dé-
composition du domain@ ou est définie I'équation aux dérivées partielles en unerunio
de sous domaineg; , de telle sorte qu& = U Q. [51]

Plusieurs possibilités de décomposition sont envisagsalnlous allons considérer :

QiﬂQj:Q), Sl i# ]
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Q. Qs

Qs

QZ Q4

FIG. 5.1 — Décomposition du domaiizsans recouvrement.

Ou 0 est I'ensemble vide.

Dans ce cas, on parle de méthode de sous domaines sans ezcent/la plus connue
étant la méthode du " complément de Schur " qui est une mettmdedirecte corres-
pondant & une méthode d’élimination de Gauss par blocs.

Le domaineQ étant partitionné, par exemple, en quatre sous domélnes=1,...,4
disjoints couplés a une interfa€k comme illustré dans la figure Fig.5.1.

La matrice de discrétisation correspondante au problem& Eginsi que le vecteur
des variables recherchées et le second membre ont aldusd’al-dessous :

r ] ( ) ( 3

Az 0 0O 0 Ags X1 by
0 A» O 0 A25 X2 b2
A= 0 0 A3z 0 Ags ; X=14 X3 , b=< b3
0 0 0 A4 Ags X4 ba
| As1 Asz Asz Asa Ass | | X5 [ bs )

Les matriceg\ij correspondent a la discrétisation sur les sous dom&ines=1,2,3,4
et les matrice®\s, Asi, | = 1,2,3,4, correspondent au couplage entre ces derniers et I'in-
terfaceQs. On vérifie qu’apres élimination de Gauss par blocs on obtiea matrice du
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type :

Ar 0 0 0 A5
0 Ap 0O 0 A ,
0 0 Az O Ags| avec: S=Ass— .ZLALSiA“—lAB
0 0 0 Au Ass =
0 0 0 0O S

Ou Sest la matrice de complément de Schur.
Donc, une fois la procédure d’élimination de Gauss par bdfiextuée, on résout en
premier lieu le probleme sur l'interfaces,

4
S =bs— 5 AsiA; b
2"

Puis on détermine en paralléle les valeurs sur les sous des®,i = 1,2, 3,4, dans
la mesure ou les systéemes correspondants sont indépendants

Aiixi - bi —Ai5X5, I = 17 27 374

On montre que si la matrica est inversible et si les matricés, i = 1,2,3,4 sont
inversibles, alors la matrice du complément de Schur esi awgrsible ; De plus, si la
matriceA est symétrique définie positive, la matrice de complémer8ataur est égale-
ment symétrique définie positive.

5.2 Présentation de la stratégie de résolution

Reformulation du probleme :  Avant de présenter notre stratégie de résolution, rap-
pelons le modele de comportement associé au domaine comtigine macroscopique

Om = E‘M —|—6|M (8|M _g\M> VM e =

gue I'on peut aussi écrire en séparant les contributioredéscet non locales :

Om = (6’|M —é‘ME‘M> +6|M€\M VM e =
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Ainsi que la forme du probleme mécanique en élasticité iirgalPP) a traiter :
Trouver un champ de déplacement régulier Suvérifiant les conditions aux limites es-
sentielles : U=U.surdyQ avec 0Q =0y QUIEQ

ainsi que les équations d’équilibre

i__ZT/QiTr[SP(U*)C(P)S|p(U)]dP+/ETr[EM(U*)GIMSN (U)}dM
*IEQ%/E/QF“(M)“ [S\M(U*) (C(P)—ém)qp(u)} dP dM

— [ urtam+ [ utRar
J Q 0FQ
YU* tel que U'=0 surdyQ

Si on examine cette formulation, on constate qu’il y a deuxtrgoutions a la matrice
de rigidité du domaine complémentaire :

* une contribution locale ( correspondanté@a“\,l ) qui découle de :

Tr e (U) Cuem (V)]

 une contribution non locale ( correspondanfq@—@ME‘M) qui découle de :

I_ZT& Qi?g(M)Tr[sM<u*)<C(P)—6,M)S|P(U)}dp

A priori, le probleme étant linéaire, on devrait pouvoir ésoudre directement sous
cette forme. Cependant la contribution non locale induituhdouplage entre les DDL du
domaine complémentaii® et tous les DDL des domaines microscopiqesjui donne
une matrice de rigidité du probléme pleine et surtout non&yigque.

Afin de retrouver un probléme plus classique sur lequel onrpaappliquer effica-
cement les notions de réduction et de décomposition pes;itih adopte une approche
itérative. Le calcul des contributions non locales dansasesuppose une connaissance
"a priori" des champs solution sur les domaines microscasf et on peut reécrire les
equations d’équilibre du probleme mécanique en élastinig@ire comme suit :
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.l—zr:/g r [g‘P(U*)C(P)S\P (U (k+1))] dp+/:Tr [S|M (U*)(~Z|M£\M (U(k+1))} (o]\Y/

:/ U*fdM+/ U*Fedr
o Q 0rQ
5[ @ Te [ U (CP) -G ) e (V) aP v
= =J Q
YU* tel que U =0 surdyQ

Dans cette formulation on fait passer les contributionslnoales au second membre
de maniére a les traiter comme un effort généralisé, ceciua gifet de nous donner
une matrice de rigidité du probléme global constante maégfait que le comportement
macroscopique ne soit pas directement défini.

On obtient finalement un probleme itératif de la forme :

Kq®) = foq+f (q(k>) (5.3)

contributions non locales
Cette formulation a pour principal avantage que seul le stomembre change au cours

des itérations, de ce fait le calcul est largement accéléécritere d’arrét utilisé est

Econvergence— 0 avec :

Hf (q(k+1)>contrib. non Iocales_]c (q(k))contrib. non IocaIeJ

[fext]

€convergence— (5.4)

Introduction de la décomposition et des bases réduites : Considérons le cas d’'une

itérationk : nous omettrons volontairement I'indikgour ne pas surcharger la notation,

et noterons le second membr = fey;+ f <q(k)> _ .
contrib. non locales

Afin de rendre la puissance de calcul offerte sur les platedsra architecture paral-
lele exploitable dans notre modélisation, nous proposaragorithme de décomposition
de domaine dans I'esprit de la méthode du " complément der Scjui convient particu-
lierement bien & notre cas, car les sous domaines sont atueat définis.

Pour cela, nous dissocions les degrés de liberté des noetetsds aux domaines
microscopiques ( nOté_q;pi pour un domaine microscopiquy ) de ceux appartenant au
domaine complémentaire (notga ). Dans cette derniére catégorie, nous inclurons ex-
clusivement les degrés de liberté des noeuds des frongatesles domaines microsco-

pigues et le domaine complémentaire, ceux-ci constituenoa zone de "recouvrement”
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SR (R atmaiatasmen tae

H Zone

FH microscopique
O Aum
I

Zone de
recouvrement

complémentaire

7

FiIG. 5.2 — Cellules de Voronoi dans le voisinage d'un motif micoyEque. sous-

domaines et zone de recouvrement.

entre les deux sous domaines du fait que les fonctions deefdiences noeuds ont un
support en intersection avec celui des fonctions de forrsendeuds voisins appartenant
au sous domaines microscopiques. Ceci est montré dans Eig. 5.

Le systéme linéaire discret représentant le problemeisaors :

i 7 7 \ 4 \
ﬁMM ﬁMpl ﬁMpi 9|\/| EM
T
£M|J.l gl.llul 0 gul Eul
= (5.5)
T
éMui 0 éuiui gui FH'
\ J /

Remarque la notion de recouvrement qu’on évoque ici, n’est pas au nganse que
celle couramment utilisée dans la décomposition de dom#&sesous domaines ainsi
définis sont disjoints et forment une partition parfaite dmdine entier du probleme.

A ce stade l'application de la méthode du " complément de ISthaus donne :
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s 0 0 Ay Ew
T
gM“l éulul e 0 e 9“1 Eul
=< (5.6)
T
ﬁMui 0 ﬁpiui gpi EH'
L 4 X ) \ )
Avec :
1
: _MM Zl =M Ep.lul EMHI (5'7)
FM =Fu— Zl K _ww Fyi (5.8)

La résolution du probleme donné dans EQq.5.5 est équivadelateesolution de :

v =

ln

Et de la suite de problémes indépendants :

Cependant, malgré le gain obtenu, on reste toujours limitéepaalcul de la matrice
du complément de Schur qui nécessite I'inversiondesatrices de rigidit(ﬁ:(uiui relatives
aux domaines microscopiques.

Afin de contourner cette problématique nous introduisosbéses réduiteg” consti-
tuées des solutions pré calculées du probléme d’homogdiodislassique ave% condition
de déformation homogéne au contour sur le domaine micrago®f; présenté dans la
figure (Fig. 3.7). L'indicen indique ici la version des bases réduites qui vont étre lpiesc
au cours des itérations. Le vecteur des degrés de libertéothieme s’écrit alors :

_ (n)
o =& a (5.9)
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avecg,fl?) les coefficients de I'approximation en base réduite a bitien n.

En introduisant cette forme réduite du vecteur des degrdibelee dans le systéme
linéaire du probléme Eq. 5.5 on obtient :

( 9'(\;'1) 3\ EM
(T
—(ri:.) gpl E“l
K — (5.10)
_(r:) (:pflni)T Fu
/ \ Vs
avec .
I (n) (n) ]
éMM ﬁMpl(:pul ﬁMpi%i
(NTKT (T n .
@) K @ K@y 0
K = (5.11)
(NTKT cr M7 (n)
Qi v 0 Qi Lo &

Avec ce changement de variable I'application de la méthadé domplément de



100

Chap.5 Stratégie de résolution

Schur " nous donne :

( 9&1) ) Em
()T
Q]EH) (_Pul Ep.l
E —
ay (:Pﬁni)T Eyi
\ / \ J
avec :
— § O 0
(T T ()T (")
(:ppl ﬁMpl gul élillll(:ppl 0
E p—
(T T (mT (")
(:pui K 0 =i K =i
m (") (n) (n) o (n)
B B mT T T n ;
S=Kym Z\ ((:pui ﬁ'\"“i) ((Zpui —Hi (:pw> <_“' —Mu
i=
~ © [ (T T ()T m) (g
B B n n n n .
B3, (47Kl (47 Ke)) (47w

La résolution de ce probléme est équivalente a la résoldean

v =FEwm

0]

)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Et de la suite de problemes indépendants :

(T () g _ (g7 (T KT i
(;Pw ﬁuim‘:"m) 8 —<<Pu| E> (gw gMpi) g, i=1..m (5.17)

La construction de la matrice du complément de Schur ndeasstie fois 'inversion

desm matrices de rigidité réduiteécp(l)T Ky c_p(I ) relatives aux domaines microsco-
pigues. Typiqguement nous nous Ilnhllterons a Lttlne dizaine detitms de forme pour la
construction de", nous aurons donc & inversamatrices de trés petite taille.

La convergeﬁce de cette formulation nécessite de s’asdlararir des bases réduites
c_p( ") assez riches et représentatives des domaines microsesfigtour cela en plus des
solutions du probleme d’homogénéisation, on introduitaussespace de Krylov dans ces
bases en se basant sur la résolution des systemes Eq.5.17 :

« Premiérement, on contrdle la qualité de la base rédifitepar le calcul du résidu :

:ul
RY =F,, (5.18)
i LENT _plp.| _H a'l»“ —Mpl )
« Si nécessaire, la base réduigé) est enrichie par la partie orthogonale du sous

:ul
espace de Krylov engendré piq(fi‘) :

RDK,, R K2 R,

Ce qui définit une nouvelle bage™L).
=i
+ On itére ce processus jusqu’a minimisation du résigu

5.2.1 Analyses et discussion sur la stratégie de résolution

* On a mis au point une stratégie de résolution qui peut éaéfge de " doublement
itérative ". On itére globalement ( indiée) pour résoudre le probleme d’extension
du comportement, et en méme temps pour chaque itérationlglan itére locale-
ment ( indicen ) pour enrichir les bases de fonctions d’approximationsrézatite
le processus itératif local porte sur de trés petits proben plus de son carac-
tere paralléle, ce qui ne sanctionne nullement I'effica@®&approche proposée, de
plus au bout des premiéres itérations globales les bagggrd¥dmations sont assez
riches. Le processus itératif local se résume alors a um@erdu résidu.
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» Tous processus itératif nécessite un point de départ,riechoix de ce point nous

permet de réduire de maniére significative le nombre dtigma pour arriver a la
convergence. Dans notre cas on prend comme point de déPasolution du pro-
bleme :

Kq©® =fex (5.19)

Ce choix constitue un bon point de départ, car méme si le campent a I'échelle
macroscopique du milieu complémentaire est mal évaluéllaisn q© se rap-
proche de la forme de la solution finale

L'efficacité de I'utilisation du sous espace de Krylov combase de fonctions d’ap-
proximations est prouvée, mais qu’en est-il de celle desgisols du probléme d’ho-
mogéneisation sur le domaigg ?

Afin d’évaluer I'apport de ces fonctions, on considere lebfgme décrit dans la
figure Fig. 5.3, les conditions aux limites sont les mémesaglies décrites dans
Eq. (4.1):

p

R(x=0)=2-1

Rix=L)={(1-¢)

Le matériau utilisé est illustré dans la figure Fig. 5.4. lgédriau représentant la
"matrice” est caractérisée par un module d’Youfiget un coefficient de Poisson
V1, celui représentant les "inclusions"” f@&f;v,.

La résolution est effectuée avec et sans I'utilisation desmutions particulieres.
Les résultats reportés dans la figure Fig. 5.5, représelatannvergence du calcul
Econvergencd=d- (5.4), montrent clairement que le taux de convergertdamg@ment
amélioré et on peut estimer a un facteur deux I'accélératpportée par ces fonc-
tions.
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FiGc. 5.3 — Probléme test et discrétisation associée.

FiG. 5.4 — détaille du matériau utilisé.
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Toutes les fonctions de forme

103 | | ! | | ! !

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Sans les fonctions de forme provenant de I'homogénéisation

FIG. 5.5 — Analyse de l'influence des fonctions de formes sahstides problemes d’ho-
mogéneisation.



Chapitre 6
Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons construit et présenté une appgpomur aborder les pro-
blemes multi-échelles en mécanique des structures. Cqitecy se base sur certains
éléments basiques comme I'homogénéisation classiquedéttamposition de domaine,
ainsi que sur d’autres éléments plus originaux comme lfestte du comportement, I'uti-
lisation des méthodes sans maillage et I'introduction debaéduites dans le processus
de résolution.

Cette approche remplit une grande partie des objectifs dert@&gavoir :

* Une modélisation multi-eéchelle permettant d’effectues gdimulations macrosco-
piques sans l'utilisation de relations de comportementrosopiques, I'informa-
tion nécessaire étant extraite a partir de modeles micpigges sous-jacents.

* Une modélisation de I'interaction entre les condition$atd a I'’échelle microsco-
pique et les transformations de la microstructure, tout\etag une modelisation
totalement microscopique du probléme global.

» Une cinématique unique du probléme, les problemes miopigues et macrosco-
piques sont intrinsequement liés. Ceci afin d’éviter les tijpes de choix des condi-
tions aux limites pour les problemes d’homogénéisation.

* Une modélisation généraliste, qui ne suppose pas cestamrditions comme la
périodicité sur la microstructure

» Une stratégie de résolution pouvant tirer profit de la @rnss de calcul offerte sur
les ordinateurs a architecture paralléle.

105
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Nous avons ensuite analysé l'efficacité et les limites desposantes de notre ap-

proche, nous avons établi que :

La méthode des éléments naturels contrainte est meiltpieda méethode des élé-
ments finis dans le traitement des problemes avec hétérivgéeéla distribution
des noeuds du modéle numérique.

Contrairement a ce que I'on pensait, la méthode des élémariisels n'est pas
insensible a I'hétérogénéité de la distribution et de lasdémodale. Pour pouvoir
représenter la transition d’échelle ( au moins 3 ordres dadgurs entre la taille
caractéristique macroscopique et la taille caractétistigicroscopique ) nous avons
exploré plusieurs solutions et établi une stratégie quimise cette sensibilité.

Le principe d’extension de comportement donne des résd#isfaisants, a condi-
tion que I'on se conforme aux hypothéses fondatrices ddadgudes champs so-
lutions.

Le respect du principe de régularité induit un cas dégéntast le cas des longueurs
caractéristiques de variation du comportement comprisis &ille caractéristique
macroscopique et taille caractéristique microscopiqueansie cas on obtient une
modélisation proche de la discrétisation microscopiqtedealu probléme.

De part ces constatations, nous avons défini un domainelidiéae I'approche
proposée. On se destine a traiter les cas de petites lorggdewariation. Les cas
de longueur de variation moyennes des caractéristiquesatieriau ne seront pas
considérés. Dans le cas de grandes longueurs de variatidisdrétisation micro-
scopique est superflue.

Il est nécessaire d’avoir une discrétisation macrosagpsgatisfaisante pour obtenir
une solution de bonne qualité sur les domaines microscepjgeci est di au cou-
plage intrinséque entre ces deux échelles dans I'appracpegée. Cependant la
sensibilité de I'approche vis a vis d’'une erreur dans lreation des champs micro-
scopiques n’est pas tres grande car c’est le comportemeygn{abtenu avec la
moyenne des champs solutions ) qui sera étendu au domaineérnantaire.

Notre stratégie de résolution devrait permettre de rédes temps de calcul en le
parallélisant de maniére efficace, I'introduction de baskite en augmente encore
la performance.
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* L'emploi des solutions du probleme d’homogénéisation gateulé augmente la

performance des bases réduites.

Finalement nous avons fait la preuve de I'efficacité de reyppgoche sur des exemples
plus ou moins complexes, avec une bonne estimation de l&muollLa distribution de
I'erreur étant homogene sur tout le domaine aux échellestopique et macroscopique
méme sur les bords, nous permet d’envisager I'utilisat®fiapproche proposée pour la
simulation de phénomenes localisés sur le bord et affetdastructure microscopique
comme dans le cas de conditions de frottement.

Ce travail sous sa forme actuelle reste toujours ouvert et awgnrichissement, nous
pouvons envisager de :

* enrichir et adapter le principe d’extension du comporteinpeur pouvoir traiter les

cas de moyennes longueurs de variation.

 adapter I'approche pour traiter des cas de non linéaritédeograndes transforma-

tions.

 étendre la stratégie au cas 3D au moins au niveau micragempet étudier le cou-

plage 3D microscopique / 2D macroscopique.
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