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Introduction générale

La connaissance des propriétés des matériaux est indispensable a la conception, le dimen-
sionnement et 'optimisation des systémes mécaniques. Les caractéristiques élastiques et
dissipatives jouent un role déterminant dans le comportement des structures en particulier
dans leur comportement vibratoire. Par ailleurs ces mémes propriétés offrent des indica-
teurs potentiels sur 1’état du matériau en particulier son endommagement pendant toute

la durée de son utilisation.

La détermination des caractéristiques élastiques a fait I’'objet de nombreux travaux. Elle
est bien maitrisée dans le cas des matériaux métalliques dont les propriétés sont prati-
quement indépendantes de la fréquence. Dans ce cas, la connaissance d’une valeur pour le
module d’Young et d’une pour le coefficient de Poisson se révele suffisante. Pour obtenir
ces parameétres, l'approche usuelle consiste a réaliser des essais mécaniques quasi-statiques
standard, comme par exemple I'essai de traction ou de flexion quatre points. Le cas des
matériaux viscoélastiques tels que les polyméres est plus délicat & aborder en raison de la
variation de leurs caractéristiques mécaniques en fonction de la fréquence de la sollicita-
tion et de la température. La caractérisation quasi-statique est alors insuffisante et doit
étre complétée d'une identification dynamique. D’une maniére générale, il en est de méme

pour toute détermination de paramétres d’amortissement.

Par ailleurs, en raison de l'accroissement des performances de nombreux systémes, la
capacité a prévoir les niveaux de vibrations de ceux-ci prend une importance croissante
dans le processus de conception. Cette tendance est soutenue par une forte demande
en matiére de confort vibratoire et acoustique dans de nombreux domaines dont celui des
transports par exemple. Dans ce cadre, la connaissance de ’amortissement intrinséque des
matériaux est nécessaire a la prévision précise du comportement vibratoire et acoustique

des structures.

L’amortissement est aussi amené a jouer un role important comme indicateur dans la dé-
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tection de I'endommagement des structures. La fissuration ou le délaminage d’un élément
peut entrainer des variations de I'amortissement sensiblement plus importantes que celles
des fréquences propres. L’observation des variations des parameétres d’amortissement peut

ainsi fournir un indicateur pertinent de 'endommagement du matériau.

Une solution classique pour déterminer les caractéristiques d’un matériau consiste a tester
en vibrations une éprouvette de type poutre. Les conditions aux limites imposées sont
choisies telles qu’elles conduisent & un état homogéne de contraintes pour lequel une
solution analytique du mouvement vibratoire existe. En initiant des vibrations libres, il
est possible d’extraire des parameétres élastiques de la mesure des fréquences propres et les
parameétres d’amortissement de la décroissance des oscillations. En excitant I’éprouvette en
vibrations forcées, les mémes informations peuvent étre tirées respectivement de la mesure
des fréquences de résonance d’une part et d’autre part de ’exploitation des variations du

module et de la phase de la réponse autour de la résonance.

Un premier inconvénient de ces méthodes consiste dans le nombre limité de paramétres
qu’il est possible d’extraire d’un essai. Par exemple dans le cas d'un matériau isotrope, les
tests d'une éprouvette en vibrations de flexion pure ne pourront délivrer que les valeurs
du module d’Young et de 'amortissement longitudinal. Un autre essai, de torsion par
exemple pourra conduire au module de Coulomb et & 'amortissement associé. Pour des
raisons pratiques, ces deux essais ne pourront généralement pas étre pratiqués a l'aide des
mémes dispositifs expérimentaux. Dans le cas des matériaux anisotropes, ces difficultés se

révélent encore plus importantes.

De plus, 'identification des parameétres d’amortissement du matériau reste un probléme
ouvert en raison des nombreux phénomeénes parasites qui viennent généralement perturber
les mesures conduisant a sa détermination. Ces difficultés sont rapportées de maniére
récurrente dans de nombreux travaux. Elles deviennent encore plus intenses lorsque sont
abordés les cas de matériaux anisotropes tels que les composites ou le carton ondulé par

exemple.

Une alternative a cette démarche est constituée par des essais hétérogénes qui permettent
d’identifier ces parameétres inconnus a partir d’'un seul essai. Dans ce cas, il n’existe pas a
priori de relation directe entre une mesure cinématique locale (déformation, déplacement
ou courbure), l'effort appliqué et le parameétre & identifier. En conséquence, la recherche
des paramétres constitue un probléme inverse, qui nécessite une stratégie de résolution

appropriée. Les principales techniques pour résoudre ce type de probléme sont basées
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sur des méthodes itératives de recalage avec un modéle éléments finis. Elles consistent &
minimiser une fonction-cotit de type moindre carré entre grandeurs mesurées et valeurs
correspondantes déterminées par le calcul éléments finis, les variables étant les paramétres

recherchés.

L’objectif de ce travail est de présenter une méthode d’identification non-itérative, per-
mettant d’identifier simultanément les rigidités et les amortissements. Elle utilise une
procédure traitant les mesures de champs cinématiques hétérogénes de pentes mesurés
a la surface d’une plaque mince excitée en vibrations de flexion. Elle est associée & une
procédure inverse d’identification utilisant la méthode des champs virtuels. Les dévelop-
pements présentés permettent d’identifier simultanément tous les parameétres de rigidité
et d’amortissement d’une plaque isotrope, sous réserve que chacun des parameétres influe
suffisamment sur la réponse mesurée. Cette méthode peut potentiellement étre étendue

aux matériaux anisotropes.

Dans le premier chapitre, une rapide revue des méthodes d’identification des paramétres
de rigidité est présentée. Ensuite une étude bibliographique donne un apercu général
des principales méthodes d’identification de ’amortissement. Elle distingue les différentes
géométries d’éprouvettes utilisées, les conditions aux limites imposées, les types de vibra-
tions libres ou forcées ainsi que les techniques mises en ceuvre. Enfin différentes méthodes

d’identification & partir de mesure des champs hétérogénes sont répertoriées.

Le deuxiéme chapitre présente la théorie de la méthode développée. Le principe de la mé-
thode des champs virtuels est rappelé et son application aux plaques minces en vibrations
de flexion est détaillée a partir d’'un bref rappel sur la flexion des plaques minces. Une
grande attention est ensuite portée a la sélection de champs virtuels optimisés. Deux types
de ces champs virtuels spéciaux sont étudiés : ceux définis par morceaux et ceux générés
sur une base polynomiale. La mise en place d'une procédure de sélection de champs op-
timisés limitant les effets du bruit de mesure est largement détaillée. La validation de la
procédure d’identification & partir de champs cinématiques simulés est présentée. Les ré-
sultats provenant de 1'utilisation de champs virtuels sélectionnés suivant différents critéres

sont comparés et discutés.

Le troisieme chapitre est constitué par la présentation de la partie expérimentale. Le
principe du dispositif mis en ceuvre est décrit. Les principes de la déflectométrie et celui
de la méthode de grille utilisés pour la mesure des champs de pente sont détaillés ainsi

que l'ensemble du montage permettant la synchronisation des prises de vues. Enfin la
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procédure de traitement des images permettant d’obtenir des champs de fleches et de

courbures & partir des champs de pente est décrite.

Le quatriéme chapitre concerne la mise en ceuvre de I’ensemble de la méthode pour I'iden-
tification des caractéristiques du matériau testé. Une procédure d’optimisation du rapport
signal /bruit est décrite. Les résultats de la procédure appliquée a I'aide de deux types de
champs virtuels sont présentés et discutés. Les conséquences d'un dysfonctionnement de

I'excitation sont également décrites et commentées.

Finalement les conclusions de cette étude sont tirées et des perspectives de développement

sont avancées.

XIV



Chapitre 1

Etude bibliographique

1.1 Introduction

La connaissance des propriétés mécaniques des matériaux est de premiére importance
et leurs caractérisations ont depuis longtemps été étudiées. Les rigidités décrivent les
relations élastiques entre les contraintes et les déformations. Dans le cas des petites défor-
mations élastiques, ces relations sont considérées comme linéaires. Beaucoup de travaux
ont été conduits dans ce domaine soit en statique, soit en dynamique. Les parameétres
d’amortissement décrivent les propriétés dissipatives du matériau. Leurs déterminations
sont effectuées au travers d’essais en vibration. La détermination de ces paramétres est
plus délicate a réaliser que celles des grandeurs élastiques d’une part en raison des énergies
souvent faibles mises en jeu, d’autre part a cause des phénomeénes dissipatifs parasites qui

biaisent les procédures.

La grande majorité des travaux portant sur 'identification des rigidités est effectuée sur
des éprouvettes de types poutres, plaques ou coques, en sollicitations statiques ou dyna-
miques. Les configurations d’essais statiques cherchent généralement & imposer un état
homogeéne de contraintes ou de déformations sur des éprouvettes de géométries simples.

Ces conditions sont souvent difficiles & imposer avec rigueur au niveau expérimental.

Les essais réalisés en vibrations conduisent souvent & utiliser des méthodes d’identification

inspirées par l'analyse modale expérimentale au niveau élémentaire.
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En utilisant la méthode des champs virtuels proposée par Grédiac [4], les paramétres de
rigidité de flexion de plaques composites ont été identifiés par Paris et al. [5-7|. L’étude
présentée dans ce mémoire peut étre considérée comme une premiére extension de ces
travaux permettant l'extraction simultanée des parametres de rigidité et d’amortissement

par application de la méme méthode a des plaques minces entrainées en vibrations forcées.

La thése de Paris [7] contient une étude quasi-systématique des méthodes d’identification
des rigidités. Le paragraphe suivant en présente quelques exemples types. Les autres para-
graphes se focaliseront sur 'identification des parameétres d’amortissement qui représente

I’objectif principal du présent travail.

1.2 Identification des rigidités

L’identification des paramétres de rigidité est habituellement effectuée en utilisant des
essais de traction, de flexion ou de torsion sur des éprouvettes de type poutre menant &
des états simples de contrainte ou de déformation qui peuvent étre exprimés en fonctions
de la géométrie de I'éprouvette et de la charge appliquée par une solution analytique du
probléme mécanique. Dans le cas simple des matériaux isotropes, un ou deux essais sont
suffisants pour déterminer les deux parameétres élastiques : module d’Young et coefficient
de Poisson. Néanmoins, ces procédures montrent certaines limites. La principale concerne
les conditions aux limites expérimentales qui doivent étre conformes a celle du modéle

mécanique, ce qui est en général difficile a respecter rigoureusement.

Concernant les matériaux anisotropes, typiquement les matériaux composites, la problé-
matique est encore plus complexe. En conséquence, plusieurs essais sont généralement
nécessaires pour identifier tous les paramétres des matériaux, augmentant la durée des

essais et le colt de la procédure.

Sur I'ensemble des travaux concernant la caractérisation des rigidités de flexion, le do-
maine des essais dynamiques est particuliérement riche. Des essais inspirés de ’analyse
modale ont été pratiqués pour identifier I'ensemble des rigidités de flexion, en particulier
sur des poutres et plaques composites. L’ensemble des parameétres élastiques peut ainsi
étre identifiés. Différentes approches ont été mises en ceuvre en utilisant des modéles ana-
lytiques ou numériques. Habituellement, les 10 & 15 premiéres fréquences propres d’une
plaque mince en flexion sont considérées et le modéle est itérativement réactualisé jusqu’a

ce que les fréquences propres expérimentales correspondent a celles du modéle [8-16] aux
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incertitudes des mesures et des modéles.

Un prolongement aux plaques épaisses avec prise en compte du cisaillement transverse
a été également développé [17, 18]. Plus récemment, approche ci-dessus a été affinée
en utilisant non seulement des fréquences propres mais également des formes de mode.
Ceci a eu comme conséquence une identification plus robuste, en particulier des modules
de cisaillement transverse et du coefficient de Poisson [19-21]. Dans le méme esprit, les
rigidités sont estimées par Ip et al. [22] a partir d’essais sur des coques en utilisant I’analyse
modale conjointement a un calcul utilisant la méthode de Rayleigh-Ritz et la méthode
d’estimation bayesienne. Dans ce dernier étude, 1'effet de Poisson n’est pas suffisamment

sollicité, pour conduire un détermination satisfaisante de ce paramétre.

Les essais des études précédentes sont plus simples & mettre en ceuvre, les conditions
aux limites étant moins restrictives que celles des essais standards. Un inconvénient de
ces méthodes réside dans la connaissance de valeurs initiales des rigidités nécessaires au
démarrage du calcul. De plus ces processus itératifs entrainent des calculs généralement

lourds.

Une alternative trés intéressante a été proposée par Woodhouse et al. [23, 24], utilisant
des plaques de formes rectangulaires et basée sur ’analyse des fréquences propres et des
formes des modes. Basée sur le principe de la conservation de I’énergie mécanique, cette
méthode permet d’extraire les quatre parameétres de rigidité et au moins trois parameétres
d’amortissement de plaques orthotropes. Cette méthode sera présentée prochainement

dans I’étude bibliographique sur l'identification d’amortissements.

Une autre stratégie a été suggérée par Grédiac et al. utilisant la mesure des champs de
pente & la surface de plaques en flexion en vibration sur ses modes [5, 6, 25|. L’identifi-
cation est effectuée par la méthode des champs virtuels (MCV) qui est une application
particuliere du principe des travaux virtuels. L’avantage principal de cette technique est
que les rigidités sont obtenues directement, sans aucune itération ni recours a un schéma
d’optimisation et que les restrictions concernant la géométrie des éprouvettes et la réali-

sation pratique des conditions aux limites sont moins sévéres qu’avec d’autres méthodes.

1.3 Identification des amortissements

L’amortissement des vibrations est une conséquence de la dégradation de 1’énergie méca-

nique durant les oscillations par un ensemble de phénoménes dissipatifs. Dans un systéme
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mécanique, ces phénomeénes se retrouvent d’une part au niveau des différentes liaisons

entre composants et d’autre part au sein méme des matériaux constitutifs.

La détermination de I'amortissement intrinséque d’un matériau est un probléme plus
complexe que celui de I'identification de ses constantes élastiques d’une part en raison de
I'ordre de grandeur plus faible des phénoménes mis en jeu et d’autre part a cause des

dissipations parasites introduites par le dispositif d’essai.

Dans de nombreuses études, il ressort que les paramétres gouvernant les amortissements
des matériaux sont dépendants de la fréquence, de la température et de 'amplitude de

déformation.

La grande majorité des travaux d’identification de I’amortissement sont conduits sur des
éprouvettes de type mince, poutre ou plaque, en vibration de flexion. Cependant, des
essais en vibrations de torsion [26, 27| ou en vibrations longitudinales [28] ont également

fait I’'objet d’investigations.

L’étude se concentre sur les travaux d’identification de I’amortissement utilisant les vibra-

tions de flexion d’éprouvettes, classées par leurs dimensions, de types poutre et plaque.

— les poutres sont des structures d’un milieu continu ayant une dimension trés grande par
rapport aux deux autres;
— les plaques ainsi que les coques sont des structures continues qui ont par définition une

dimension trés petite par rapport aux deux autres.

1.3.1 Epouvette de type poutre

Une part importante des études est conduite sur des éprouvettes poutre. Les paramétres
d’amortissement sont extraits des mouvements vibratoires soit en vibrations libres, soit

en vibrations forcées.

1.3.1.1 Vibrations libres

Une stratégie courante consiste dans 1'utilisation des vibrations libres de poutres, dans

des conditions aux limites encastrée-libre [1, 29-33], ou libre-libre [32-34].

Quand le premier mode vibratoire est préedominant [27, 29, 31-33|, 'extraction de I’amor-

tissement est obtenu dans le domaine temporel en utilisant la décroissance des amplitudes
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du mouvement. Quand le mouvement est composé de plusieurs modes suffisamment sépa-
rés en fréquence (voir figure 1.1), I'identification est conduite dans le domaine fréquentiel
par la méthode de la largeur de bande & —3 dB dite de la "demi-puissance" ou par lissage
de la fonction de réponse en fréquence dans le plan complexe [34]. Les vibrations libres
étant par nature transitoires, le choix de la méthode et la précision qu’il est possible d’at-
teindre sont largement tributaires de I'importance de 'amortissement a déterminer. Un
amortissement relativement faible conduira a privilégier une procédure dans le domaine
fréquentiel ol une résolution correcte est susceptible d’étre atteinte alors qu'une grande
profondeur d’acquisition serait nécessaire dans le domaine temporel. Un amortissement

important conduit toutes précautions gardées, au raisonnement inverse.

1.3.1.1.1 Poutre encastrée-libre

Les essais sur les poutres encastrées-libres sont les plus utilisés pour la caractérisation
des propriétés d’amortissement de matériaux divers. Cette configuration n’est pas la plus
simple a mettre en ceuvre matériellement car ’encastrement introduit des dissipations
parasites déja évoquées. Pour tenter d’y pallier Wren [29] préconise d’augmenter le ser-
rage des mors jusqu’a stabilisation des valeurs identifiées du parameétres d’amortissement.
L’inconvénient majeur de ce procédé se situe au niveau de 1’éventuel endommagement

provoqué dans le matériau testé.

L’initiation du mouvement est pratiqué soit par lacher soit plus couramment par impact

au marteau manuel ou au marteau électrodynamique.

L’intérét du premier cas est qu’il permet d’obtenir un mouvement composé majoritai-
rement du premier mode de flexion. L’évaluation de la décroissance des amplitudes des
oscillations associées & ce mode permet la détermination de ’amortissement. A 'aide d’un
jeu d’éprouvettes de différentes longueurs il est ainsi possible d’extraire la valeur du pa-
ramétre d’amortissement dans une gamme de fréquences. Gu et al. [35] ont ainsi étudié

I'influence du taux de fibres sur 'amortissement de poutres composites.

L’initiation par impact conduit & un mouvement composé de plusieurs modes. La mesure
de l'effet d’impact et du mouvement vibratoire en un point permet le calcul de la fonction

de réponse en fréquence (FRF) de la poutre.

La figure 1.1 présente un exemple de vibrations libres initiées par I'impact. La fenétre (a)

montre le signal traduisant le mouvement amorti et la fenétre (b) la fonction de réponse
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Figure 1.1 — Réponse vibratoire libre par impact d’une poutre encastrée-libre ([1])

en fréquence calculée & partir du signal précédent et de celui de 'effort d’impact.

L’amortissement peut en étre extrait a ’aide de la méthode dite de la demi-puissance ou

largeur de bande & —3 dB (voir figure 1.2).

Hmam 77777777

Module FRF

fi fo fo
Fréquence (Hz)

Figure 1.2 — méthode de bande 3 dB

On montre [36] que la puissance dissipée est proportionnelle au carré de la FRF. Les
deux fréquences f; et fo sont celles pour lesquelles cette puissance est la moitié de la
dissipation maximale. La figure 1.2 montre la détermination de ces deux fréquences telles
que H(f1) = H(fs) = Hpaz/V/2. Elles définissent une bande de fréquence dont I'ordonnée
se situe a —3 dB de la réponse maximale du mode considéré de fréquence propre fy.

L’amortissement se déduit a ’aide de la relation :
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(1.1)

Dans ces essais, le mouvement vibratoire est généralement mesuré soit a ’aide d’un capteur
sans contact a courant de Foucault [1] ou d’un vibromeétre laser [37], soit a 'aide d’un
accélérométre faisant partie intégrante d’une inertie de translation et de rotation liée a
I'extrémité libre de la poutre [29, 38|. L'intérét de cette derniére configuration, lorsque
I’amortissement est important, réside dans ’allongement de la durée des oscillations libres
et donc de la durée d’observation possible du signal. Par ailleurs Wren et al. [29] ont défini
et vérifié expérimentalement les conditions dans lesquelles 'inertie additionnelle n’entraine

que des effets parasites négligeables sur la détermination de 'amortissement.

1.3.1.1.2 Poutre libre-libre

Pour diminuer les erreurs d’identification introduites par les conditions d’encastrement,
des auteurs préférent réaliser des essais de vibrations en conditions aux limites libre-libre.
Le principe consiste a supporter la poutre par deux appuis linéiques aux droits des deux
neeuds du premier mode de flexion de I’éprouvette. Pour ce mode, les mouvements relatifs
entre la poutre et les supports sont particuliérement faibles et les dissipations parasites
sont ainsi réduites. Une évaluation de 'importance de celles-ci peut étre réalisée a partir
d’essais dans lesquels les appuis sont légérement déplacés de part et d’autre des lignes

nodales.

El Moussaoui et al. [39] ont réalisé des essais de poutres polymeéres supportées par des
couteaux rigides. Cette configuration particuliére permet d’utiliser un essai par lacher,
privilégiant la création d’un mouvement ou le premier mode est largement prépondérant

et autorisant une identification simple dans le domaine temporel.

Plus fréquemment les éprouvettes sont suspendues aux niveaux des lignes nodales par
des fils fins souples. Cette configuration est utilisée par Srikanth et al. [34, 40| pour la
détermination d’amortissement de poutres en composite a matrice métallique. Le laché
n’étant pas praticable dans ces conditions, les vibrations libres sont provoquées par impact.
La mesure de celui-ci et du mouvement d’une extrémité de la poutre permet comme
précédemment le calcul de la FRF et donc la détermination de 1’amortissement par la

méthode de demi-puissance. Une autre technique, directement inspirée des méthodes dites
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"SDOF" de I’analyse modale expérimentale [41], utilise le lissage de diagramme de Nyquist

de cette fonction.

La suspension de la poutre de maniére ponctuelle aux lieux des lignes nodales permet de
limiter le cas échéant, 'introduction d’effets dissipatifs parasites par le couplage flexion-

torsion que présentent certains composites (voir [39]).

1.3.1.2 Vibrations forcées

1.3.1.2.1 Poutre encastrée-libre

Pour éviter ’aspect transitoire des vibrations libres, de nombreuses études ont été réalisées

a partir de vibrations forcées, généralement par excitation harmonique.

Wu et al. dans leur article [42] proposent sans vraiment le justifier, une configuration de
poutre encastrée-encastrée avec ’application au milieu de la poutre de 'effort délivré par
I'excitateur. Cette disposition qui fait intervenir trois liaisons introduisant des dissipations
parasites n’a été retrouvée dans aucune autre étude. De maniére & justement limiter I'in-
fluence des liaisons, ’excitation par inertie est préférée par de nombreux auteurs. Elle est
appliquée en imposant au dispositif d’encastrement de la poutre un mouvement d’entrai-
nement transversal a celle-ci. Les configurations couramment rencontrées sont la poutre
encastrée-libre [2, 43| et la poutre encastrée par son milieu, présentant ainsi deux ex-
trémités libres [44, 45]. Cette disposition présente 'avantage de pouvoir étre réalisée en
montant directement I’éprouvette sur un pot vibrant, sans réalisation de dispositif par-
ticulier. Sur des éprouvettes de poutres sandwich & peaux minces, I’amortissement a pu
étre ainsi extrait des résonances de modes atteignant 3 kH z par utilisation de la méthode
de largeur de bande a —3dB 44, 45].

Les travaux de Valtorta et al. [2] présentent une variante intéressante de la méthode
dite "largeur de bande & —3dB". L’éprouvette y est constituée par une fibre optique de
quelques dixiémes de millimétre de diameétre. Elle est essayée en encastrée-libre par exci-
tation inertielle mais I'amplitude de sa réponse vibratoire est difficilement mesurable en
raison de ses dimensions. Les auteurs ont préféré déterminer la phase entre I'entrainement

et le signal d’un détecteur optoélectronique détectant le passage de la fibre & sa position
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Figure 1.3 — Vibration forcée de poutre encastrée-libre ([2])

d’équilibre par rapport a I’équipage d’entrainement. L’intercorrélation des deux signaux
(voir figure 1.3(b)) fournit la phase de la réponse par rapport a I’excitation. Un balayage
fréquentiel de celle-ci permet de détecter les fréquences limitant la "bande & —3dB" pour

lesquelles la phase vaut respectivement 7 /4 et 37 /4.

1.3.1.2.2 Poutre libre-libre

Pour les mémes raisons que dans le cas des vibrations libres, des expérimentateurs essaient
de définir des montages ne faisant pas appel a des encastrements. Kyriazoglou et al. [3]

proposent une configuration originale de poutre libre-libre en vibrations entretenues (voir
figure 1.4).

Comme précédemment, I’éprouvette est supportée par deux appuis linéiques aux niveaux
des nceuds du premier mode de flexion. L’excitation sans liaison avec 1’échantillon est
produite magnétiquement par deux aimants permanents fixés aux extrémités de la poutre.
Ces deux aimants se trouvent placés dans les champs magnétiques de deux bobines pilotées
en courant. La poutre est excitée a la résonance du mode. L’énergie fournie a la poutre
correspond alors a celle dissipée qui est déterminée & partir du courant de pilotage et

d’un facteur de calibrage du couplage bobines-aimants. L’énergie élastique de la poutre
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Figure 1.4 — Poutre libre-libre en vibrations forcées ([3])

est estimée & partir de la forme du mode et de la fleche maximale mesurée a l'aide d’un
vibromeétre laser. Le paramétre d’amortissement est ici déterminé par le rapport entre

I’énergie dissipée et I’énergie élastique.

La disposition propose une limitation intéressante des effets parasites introduits par les
conditions aux limites mais 1'utilisation d’un facteur de calibrage peut rendre la procédure

trés sensible a la mise en ceuvre du dispositif.

1.3.1.3 Discussion

Les différents travaux cités précédemment sont rappelés de maniére synthétique dans la

figure 1.5.

Une constatation concerne les méthodes d’extraction des parameétres d’amortissement qui
n’utilisent que les descriptions temporelles ou fréquentielles des mouvements des éprou-
vettes. Les identifications ne sont donc pratiquées qu’aux fréquences propres et aux ré-
sonances. Ceci est entre autres une limite dans ’étude de la dépendance fréquentielle de
I’amortissement que présentent certains matériaux. Les informations contenues dans les

formes spatiales de ces poutres en vibrations ne sont pas exploitées.

Par ailleurs, le caractére essentiellement monodimensionnel de ces éprouvettes ne se préte
que difficilement & l'identification de I’ensemble des amortissements de matériaux ortho-

tropes et méme isotropes.

Les deux derniéres remarques ameénent naturellement & s’intéresser a des éprouvettes de

type plaque.
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Figure 1.5 — Classement des essais avec des poutres pour 'identification d’amortissement.

(a) sans masse a lextrémité libre; (b) avec masse a lextrémité libre.

1.3.2 Epouvettes de type plaque

Un des intéréts majeurs de batir une procédure a partir de ce genre d’éprouvettes est lié
a la richesse des informations contenues dans les formes spatiales qu’elles adoptent sous
des chargements hétérogenes statiques ou dynamiques. Ces déformées étant sensibles aux
différentes caractéristiques élastiques et d’amortissement de matériaux orthotropes, les

identifications de celles-ci deviennent alors possibles.

Une premiére difficulté provient de la quasi absence de solutions analytiques concernant
les vibrations dans le cadre des plaques minces. La deuxiéme concerne 'acquisition et
I'exploitation de l'information spatiale. Ces deux considérations entrainent 1’élaboration

de stratégies d’identification spécifiques.

Une méthode fréquemment rencontrée est basée sur le principe de recalage de modéles élé-
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ments finis. Des calculs itératifs sont conduits jusqu’a la bonne concordance entre mesures
et résultats numériques issus d’un modéle de plaque sous 'action du chargement modélisé.
Les paramétres identifiés sont ceux qui ont été entrés dans le calcul par éléments finis lors
de la derniére boucle. Les probléemes posés par ce type d’approche sont généralement de
deux ordres. D'une part la résolution est itérative, ce qui nécessite de nombreux calculs
et la connaissance d'un jeu de paramétres initiaux pour démarrer la procédure. D’autre
part, la répartition des chargements (efforts et moments) appliqués doit étre connue a la
frontiére du modéle pour conduire tout calcul. Or généralement seule la résultante de ces
efforts peut étre mesurée lors d’un essai mécanique. De fagon plus générale, il faut égale-
ment souligner que le calcul par éléments finis constitue 'outil adapté a la résolution du
probléme direct mais qu’il n’est pas forcément 1'outil pertinent pour résoudre le probléme
inverse. Des travaux utilisant ces démarches a partir de mesures ponctuelles multiples ou
des mesures de champs cinématiques ont permis de déterminer les constantes élastiques

de plaques orthotropes [50-52].

Concernant les amortissements, différentes approches ont été tentées sur des plaques en

vibrations, en conditions libre-libre dans la plupart des cas.

Dans leurs travaux, Woodhouse et al. [23, 24| ont proposé une procédure d’identification
des rigidités et amortissements de plaques de matériaux divers considérés comme ortho-
tropes tels que des panneaux de bois. La détermination des rigidités est effectuée par une
approche mélant calcul et mesure basée sur le recalage des fréquences de certains modes
propres calculées d'une part par la méthode de Rayleigh-Ritz et mesurées d’autre part. La
configuration expérimentale retenue est celle d'une plaque suspendue en conditions libre-
libre, I'excitation sans contact étant assurée par un haut-parleur. L’information spatiale
est ici limitée a la reconnaissance des lignes nodales des modes concernés par utilisation
d’une fine poudre répandue sur la plaque en vibration (méthode de Chladni). Les auteurs
montrent en particulier que pour un rapport donné entre longueur et largeur de la plaque
rectangulaire testée, le rapport entre la fréquence du mode dit en "X" et du mode dit en
"O" est tout particuliérement dépendant de 'effet de Poisson. Ces modes sont respecti-
vement ceux ou les lignes nodales sont constituées par les deux diagonales de la plaque

dans le premier cas et par une ellipse centrée dans I’éprouvette dans le second cas.

Concernant 'identification des amortissements matériau, ceux-ci sont recherchés sous la
forme de la partie imaginaire des rigidités complexes D ou la partie réelle est la partie
purement élastique D; et le parameétre d’amortissement 7; en est la fraction imaginaire

pure : D = D;(1 + jn;). Différents amortissements modaux ont été extraits de mesures
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ponctuelles des mouvements libres initiés par un impact. Pour chaque mode considéré,
I’éprouvette est suspendue en des points situés sur les lignes nodales du mode considéré.
L’impact initiant un mouvement libre comprenant plusieurs modes, I’estimation de I’amor-
tissement modal est déterminé a partir de la décroissance temporelle des élongations du
mode considéré, obtenues & partir d’une transformée de Fourier a court terme. Pour pas-
ser des amortissements modaux aux amortissements matériau, les auteurs ont émis une
hypothese & partir de considérations sur les lois de la viscoélasticité. Cette hypothése in-
dique que pour un mode considéré 'amortissement modal est une combinaison linéaire
des quatre amortissements matériau. Chacun de ceux-ci est pondéré par le rapport entre
les énergies élastique et cinétique des mouvements associés a chaque rigidité dans le cas
du mode concerné. Ces coeflicients sont calculés & partir d'un modéle numérique intégrant
les données élastiques préalablement identifiées. Compte tenu des sensibilités permises par

les mesures, les auteurs ont pu identifier trois des quatre amortissements matériau.

Un des inconvénients de cette méthode est qu’elle utilise conjointement des amortissements
modaux évidemment issus de mesures a des fréquences différentes et donc ne permet pas

I'identification de la dépendance fréquentielle de 'amortissement.

Des travaux s’appuyant sur des considérations analogues ont été conduits par Visscher
et al. [53] sur des plaques composites carbone-époxyde. Les essais concernant la détermi-
nation des amortissements ont été conduits sur des plaques suspendues élastiquement en
approximation de conditions libre-libre. Les amortissements modaux sont extraits de la
décroissance des mouvements du mode par I’arrét brusque de I'excitation aérienne. Celle-
ci est produite par un haut-parleur dont la fréquence d’émission est finement accordée
sur celle du mode. L’intérét évident de cette pratique est que le mouvement libre n’est
constitué que du seul mode initialement excité. Dans le cas du matériau considéré, I’amor-
tissement est essentiellement apporté par la matrice époxy dont la variation du module
d’Young en fonction de la fréquence est connue. Les auteurs ont globalement considéré
que la dépendance de I'amortissement de cette résine suit la méme tendance. Ils ont ainsi
proposé par extrapolation une tendance de I’évolution fréquentielle des caractéristiques
élastiques et d’amortissement du matériau. Ces derniers résultats restent trés liés a la
nature du matériau ou les caractéristiques mécaniques de la matrice et du renfort sont

trés différentes.

Les remarques qu’il est possible de formuler sur ces deux études tiennent d’une part a
I'utilisation des mesures essentiellement modales n’utilisant que peu l'information spa-

tiale et conduisant aux mélanges d’informations issues d’essais pratiqués a des fréquences
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différentes. D’autre part l'obligation de limiter 'introduction de dissipations parasites
contraint fortement les dispositifs expérimentaux. Les conditions libre-libre choisies im-
posent de supporter la plaque sur les lignes nodales et donc de réaliser une configuration
de suspension par mode testé. Les excitations sans contact utilisées conduisent a des

mouvements libres amortis dont les limites d’utilisation ont déja été citées précédemment.

Une stratégie fondamentalement différente a été proposée par Pagnacco et al. [54, 55
permettant 'identification simultanée des paramétres élastiques et d’amortissement dans
une large gamme de fréquence. Elle est basée sur une approche numérique-expérimentale
utilisant la matrice de la fonction de réponse en fréquence (FRF) définie en un grand
nombre de degrés de liberté du modele de la plaque testée. Tant au niveau du calcul que
de celui de la mesure ceci conduit a I'utilisation de la description aussi bien temporelle ou
fréquentielle, que spatiale des mouvements vibratoires des degrés de liberté. La méthode
n’utilise aucune propriété modale et peut ainsi étre pratiquée dans une large bande de
fréquence. La procédure utilise la minimisation d’une fonction coftit entre les mouvements
vibratoires mesurés sur la plaque et les réponses calculées aux mémes degrés de libertés
a partir d’'un modéle éléments finis dont les caractéristiques matériau sont réactualisées a

chaque itération.

Les auteurs décrivent une application expérimentale sur une plaque isotrope en conditions
libre-libre par des suspensions souples périphériques. L’excitation est provoquée par un
impact en un point choisi. Le mouvement vibratoire est donc libre et en bande large.
Il est successivement mesuré en 570 points par un moyen de mesure sans contact. Les
résultats de l'identification, réalisée a partir d’'une seule configuration d’essais, montre
la dépendance fréquentielle des caractéristiques mécaniques d’une plaque de polymeére
dans la bande 0 — 3 kH z. Le choix du type d’excitation a été, d’apres les auteurs, dicté
par les considérations récurrentes d’absence de liaisons parasites. Ce choix entraine une
limite de I’étendue fréquentielle des réponses. Il peut éventuellement expliquer les quelques

dispersions visibles dans les résultats des identifications.

Par sa formulation, cette stratégie est applicable a partir de champs cinématiques mesurés
auxquels il faudrait adjoindre la dimension temporelle dans la description du mouvement.
Plusieurs solutions sont éventuellement envisageables et renforceraient l'intérét de cette

méthode.
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1.4 Conclusions

Les différentes considérations énoncées dans les paragraphes précédents ameénent a la
proposition de la procédure d’identification qui sera présentée dans les chapitres suivants.

Les principales caractéristiques qui ont guidées sa définition sont :

— permettre I'identification simultanée des rigidités et amortissements d’éprouvettes ayant
la forme de plaques minces ;

— n’avoir recours qu’a une seule configuration expérimentale ;

— mettre en ceuvre une excitation harmonique entretenue;

— utiliser la description spatiale et temporelle du mouvement de la plaque;

— ne pas employer de schéma modal ;

— réaliser l'identification par la méthode des champs virtuels.

Cette derniére méthode a été introduite par Grédiac en 1989 [4]. Elle permet la résolution
directe du probléme inverse d’identification pour des lois élastiques. Le présent travail
montre qu’il est possible d’étendre son application a la détermination des parametres
d’amortissement a partir de champs cinématiques mesurés a la surface de la plaque pour la
partie spatiale du mouvement, la description temporelle provenant de la forme harmonique

de la réponse vibratoire.
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Chapitre 1




Chapitre 2

Méthode des Champs Virtuels

2.1 Introduction

L’objectif de la présente étude concerne la définition et la mise au point d’'une méthode
permettant la détermination des caractéristiques mécaniques d’'un matériau en terme de
rigidité et d’amortissement. Elle a été conduite en utilisant la Méthode des Champs Vir-
tuels (MCV). Introduite par Grédiac [4], cette méthode est basée sur une application
particuliére du Principe de Travaux Virtuels [56, 57|. Elle permet d’identifier, directement
et simultanément, plusieurs parameétres du matériau a partir de champs cinématiques me-
surés a la surface de I'éprouvette et de champs virtuels choisis de maniére pertinente. Elle
a été appliquée a l'identification de propriétés élastiques de matériaux composites a partir
de mesures de champs cinématiques dans le plan [58, 59|, a 'identification de rigidités de

plaque en flexion statique [60] et dynamique [6].

L’objectif est ici de rappeler les grandes lignes de la MCV ainsi que son application aux
cas des plaques minces en vibration avec prise en compte de ’amortissement du matériau.
Une procédure est ensuite présentée permettant le choix de champs virtuels susceptibles
d’améliorer la stabilité et la précision de I'identification vis-a-vis du bruit de mesure. La

validation de cette procédure est appuyée sur des simulations numériques.

17
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2.2 Présentation de la Méthode des Champs Virtuels

La Méthode des Champs Virtuels est basée sur le Principe des Travaux Virtuels (P.T.V.).
Dans le cas de la dynamique, avec des forces volumiques, et dans ’hypothése des contraintes

planes, le P.T.V. peut s’écrire, a un instant quelconque, sous la forme suivante :

—/a:e*dV + /F-u*dS = /a~u*dm
LV S v (2.1)

~ 7 . ~~ -~ N, e’
TVFI TVFE TVAC

ol o est le champ de contrainte, * est le champ virtuel de déformation, V' le volume du
solide, S la surface de la frontiére, F' les forces appliquées sur S, u* les champs virtuels de
déplacement auxquels sont associés €*. Enfin a représente le champ d’accélération absolue

en tous points de la plaque.

Dans les trois termes de travaux virtuels de la précédente équation, soulignés par des

accolades, il est possible de reconnaitre :

— TV FI : travaux virtuels des forces intérieures ;
— TV FFE : travaux virtuels des forces extérieures ;

— TV AC : travaux virtuels des forces d’accélération.

L’équation 2.1 reflete I'équilibre global des travaux virtuels écrit dans sa forme générale.
Cet équilibre est vérifié pour tous les champs virtuels {u*} cinématiquement admissibles
(C.A.). L'objectif de la MCV est de permettre 'extraction directe et simultanée des pa-
rameétres gouvernant le champ de contrainte considéré a partir des seules connaissances
de la résultante de l'effort appliqué et des champs cinématiques mesurés sur la surface
de I'éprouvette testée. Ceci est rendu possible grace au choix pertinent de champs vir-
tuels annulant les travaux virtuels des efforts de liaisons non mesurés ou non mesurables.
Ces champs virtuels peuvent étre considérés comme des filtres choisis a la discrétion de

I'utilisateur pour permettre I'extraction des grandeurs recherchées.

2.3 Flexion des plaques minces

Dans l'application proposée, la MCV est mise en ceuvre sur des plaques minces. Leur

théorie est rapidement rappelée ci-aprés dans le cadre des hypothéses cinématiques dites
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de Love-Kirchhoff [61, 62]. L’étude est conduite dans le domaine des petites déformations

et des petits déplacements. La figure 2.1 précise les différentes grandeurs mises en jeu.

Figure 2.1 — Définition des variables de plaque mince de type Love-Kirchhoff : champs de

déplacement et de pente

Hypothéses de Love-Kirchhoff (en dynamique) :

1. les plaques sont des structures minces planes d’épaisseur h petite par rapport aux
longueurs des formes propres (A, et \,). Elles possédent un plan moyen (x,y) et les

faces extérieures de la plaque sont les plans z = +h/2;

2. les sections planes, initialement normales au plan moyen restent planes et normales
a celui-ci, ce qui implique que la déformation au cisaillement transversal puisse
étre négligée. (Dans le cas d’'un matériau isotrope, cette hypothése est généralement
admise & partir du rapport A;/h > 20 (i = x,y), étant une dimension caractéristique
de la plaque [61]);

3. la contrainte o, dans la direction transversale est négligeables par rapport o, et o,.
Elle doit s’annuler sur les faces extérieures et du fait de la faible épaisseur de la

plaque, il est naturel d’admettre qu’elle est négligeable en tout z;

4. seul le champ de déplacement w est considéré.

Dans le cas de la flexion pure, considérée ici, la plaque est non chargée dans son plan, les

déplacements u, et u, dans son plan moyen sont alors nuls.

ugz(z,y,0) = uy(x,y,0) =0 (2.2)
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La fleche w de la plaque demeure en tout instant petite devant 1’épaisseur h, le déplacement
w(z,y, z) peut alors étre considéré comme indépendant de la cote z et donc identique a

celui du plan moyen, d’ou 'expression du champ de fléche :

w(z,y,2) = w(z,y,0) = w(z,y) (2.3)

A partir de cette derniére relation et de I’hypothése 2 précédente, il est possible d’écrire
le déplacement de n’importe quel point (z,y) de la plaque sous la forme d’un vecteur

colonne {u} a trois composantes :

_Ow(z,y)
ug(x,y, 2) T on
{u} = uy(x,y,2) ¢ = _ZM (2.4)
w(z,y) o
’ w(z,y)

Ici les champs de pente {0}* [63] sont définis comme les dérivées partielles du champ de
fleche w(z, y) dans les directions des deux axes = et y . Ces champs sont présentés sous la

forme d’un vecteur colonne {6} :

Ow(z,y)
96(1'7 y) or
0} = = 2.5
R WHPNRY G TG 2
dy
On en déduit les champs de déformations correspondants :
( u, (1, y, 2) ) (_ FPw(z,y) )
Exa(T, Y, 2) 19) Oz
Ou, (7.9, 2) 0*w(z,y)
{e} =19 ewl@y.2) ¢ = oy =) T o (2.6)
’me(xuyvz) 8ux(:c,y,z) + 3uy(x,y,z) _ 28211}(3773/)
. Oy Oz / . 0xdy )

ainsi que les champs de courbure représentés par un vecteur colonne {x} a trois compo-

santes :

Ici 6, et 0, ne sont pas les rotations définies dans certains ouvrages [61].
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(_Pwlry) ) 06, (z,y) )
ox? - o
Rzz\T, xXr
N B O e iy .
{k} = ”yy(xay) = dy? = dy (2.7)
Hss(xay) _ 282w(x’y) . (aex(xay) + aey(x,y))
( 0x0y ) . dy Oz /

Dans le cadre des hypothéses de Love-Kirchhoff, la connaissance du champ de fleche

w(z,y) entraine celles des champs de pente et de courbure de la plaque.

2.4 Principe proposé

L’application de la MCV a permis I'identification des rigidités de plaques minces, isotropes
ou orthotropes en flexion statique [64]. Dans cette étude la plaque est appuyée en trois
points situés a sa périphérie. Le chargement appliqué est tel qu’il en découle des champs

de courbure hétérogénes sur ’ensemble de la plaque.

Dans ses travaux de thése, P.-A. Paris [7] a proposé une méthode permettant 'identi-
fication de rigidités de plaques minces composites en vibrations forcées de flexion a la

fréquence d’un mode.

Une alternative a été proposée par Giraudeau et al. [65]. Les rigidités de flexion ainsi que
les paramétres d’amortissement peuvent étre identifiés simultanément en appliquant la
MCV a des plaques minces soumises a une excitation harmonique inertielle. La fréquence
de cette derniére peut soit correspondre a une résonance de 1’éprouvette, soit étre choisie

hors résonance.

2.4.1 Cas considéré

On considére une plaque mince (S = 57 U Sy) d’épaisseur h, schématisée en figure 2.2, de
forme quelconque, libre a sa périphérie et telle que tous les points de S5 soient rigidement
liés & un solide rigide V. Au repos le feuillet moyen de la plaque est situé dans le plan
(z,9,0). Dans la suite du document, par abus de langage, la liaison rigide entre S; et S,
sera appelé 'encastrement, et les fleches de la partie libre S; seront comptées relativement

aV.
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S1

S2 Z

Figure 2.2 — Plaque en vibration forcée

L’encastrement est supposé animé d’un mouvement harmonique d’entrainement 0(¢) dans

la direction z normale au plan de la plaque. Cette loi d’entrainement s’écrit classiquement :

d(t) = do cos(wt + @) (2.8)

ol dy, w et ¢ sont respectivement ’amplitude, la pulsation et la phase initiale du mouve-

ment. En notation complexe, utilisée dans la suite, cette expression peut s’écrire :

§(t) = Reldexp(jwt)]
= Re[(d, +jd;) exp(jwt)] (2.9)
= Re[dy exp(j (wt + ¢))]

ou d, et d; sont respectivement les parties réelle et imaginaire du mouvement d’entraine-
ment, d, caractérise la position a l'instant initial et d; 1’élongation au quart de période

suivant. Les quatre grandeurs dy, ¢, d, et d; sont évidemment liées par les relations :

di
d=d,+jd;; dy=1/d?>+d?; ¢ =tan"! (d_) (2.10)
Ce mouvement d’entrainement provoque une excitation inertielle en chaque point (z,y)
de la plaque. Pour une plaque homogéne dont on suppose le comportement linéaire, il en

résulte une réponse en flexion simple, harmonique et de méme pulsation w. Le champ de

déplacement absolu hors-plan de la plaque peut s’écrire en notation complexe :
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w(x,y,t) = Re[(d +w(x,y)) exp(j wt)], d,w(x,y)eC (2.11)

Cette expression fait apparaitre deux parties dans ce déplacement hors-plan de la plaque :
le mouvement d’entrainement d et le champ de fleche de la plaque w(z,y) qui s’écrit

naturellement en notation complexe :

De méme que précédemment, w,(x, y) représente le champ de fléche de la plaque a I'instant
choisi comme initial, w;(z, y) représente alors ce méme champ au quart de période suivant.
Dans le cas particulier ot le mouvement d’entrainement est §(t) = dy cos(wt), les parties
réelle et imaginaire de w(z,y) sont alors les composantes respectivement en phase et en

quadrature avec le mouvement d’entrainement.

L’expression 2.11 permet une représentation de la réponse en tout point de la plaque a
partir des deux champs d’informations que sont les fléches réelles et imaginaires, respec-
tivement w,(x,y) et w;(x,y). Une représentation équivalente pourrait évidemment étre
écrite a partir de deux autres champs d’informations |w|(z,y) et ¢(x,y), respectivement

champs d’amplitude de la fleche et champ de phase de la fleche de la plaque en tout point
(2,y) :

w(z,y,t) = |w|(z,y) cos (wt + o(z, y)) (2.13)

Pour des raisons pratiques tant au niveau des développements théoriques qu’en ce qui
concerne la mise en ceuvre expérimentale, la notation complexe sera conservée pour la
suite. Le champ de phase p(z,y) parait en effet difficilement mesurable. Les champs de

pente et de courbure s’écrivent donc avec ce méme type de notation :

{0(z,9)} = {0:(z,9)} +j{b:i(z,9)}

2.14
{r(z9)} = {r(e,9)} +i{mle,9)} .

2.4.2 Application de la MCV

Comme précédemment indiqué au chapitre 2.2, la MCV repose sur une application parti-

culiere du Principe des Travaux Virtuels. L’équation 2.1, valable a tout instant, rappelle
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que ce principe exprime l’équilibre global d'un solide sous l’action de champs virtuels
de déplacement <u*> choisis cinématiquement admissibles. Le déplacement virtuel défini
en tous points (z,y) de la plaque sera présenté sous la forme d’un vecteur ligne & trois

composantes :

(w'(ey.2)) = (wiley.2), wyley.2), wiey)) (2.15)

Les trois fonctions u}(z,y), u;(v,y) et w*(z,y) représentent les trois composantes des
déplacements virtuels dans les directions du repére lié a la plaque. Elles doivent étre

choisies continues et dérivables sur ’ensemble de la plaque.

A partir du champ de déplacement virtuel, il est possible, par analogie avec la théorie des
plaques minces de Love-Kirchhoff rappellée en section 2.3, de définir les champs de pente

virtuels et les champs de courbure virtuels.

Les champs de pente virtuels dans les directions z et y seront présentées sous la forme

d’un vecteur ligne (6*(x,y)) tel que :

ow*(z,y)  Ow*(z,y) > (2.16)

(o). )= (P, 2

Pour étre cinématiquement compatibles avec les champs physiques, il est possible d’ad-
mettre que les composantes de déplacements virtuels dans le plan et les pentes virtuelles

sont en tous points liées par :

U:(.’L’,y,Z) =z 9;(1’,y) ’ UZ(.%‘,y, Z) =z (9;(1',3/) (217>

Enfin les champs de courbure virtuels seront présentées sous la forme d’un vecteur ligne

(k*(z,y)) tel que :
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2.5 Ecriture du Principe des Travaux Virtuels

2.5.1 Expression générale des travaux

Considérons une force fonction harmonique du temps f(t) = F exp(jwt) dont le point
d’application subit un déplacement virtuel u* également harmonique de méme pulsation :
u*(t) = U* exp(jwt). L’écriture sous forme complexe des quantités f(t) et u*(t) permet

de décrire leurs phases initiales éventuellement différentes (F, U* € C).

Le travail virtuel développé par cet effort s’écrit :

W* = Re[u(t)] Re[f(t)] (2.19)

En écrivant les parties réelles de chaque quantité comme la demi somme de cette fonction

et de son conjugué, il devient :

W = % (u*(t) + u—(t)) % (f(t) + m) (2.20)

ou u*(t) et f(t) sont respectivement les complexes conjugués de u*(t) et f(t). W S’écrit

alors :

W= (- T+ @ 10) + (w0 S0+ T0 D) 2

Soit en remplagant u*(t), u(t) et leurs conjugués par leurs expressions harmoniques, il

vient alors :

W = (U* exp(jwt) - Fexp(—jwt) + U* exp(—jwt) - Fexp(jwt))

1
4
1/ . . . = .
+t7 (U exp(jwt) - F exp(jwt) + U* exp(—jwt) - FeXp(—jwt)) (2.22)
1 S — 1 -
=1 [U* F+U*- F} + ZRe[U* - Fexp(j2wt) + U* - Fexp(—j?wt)}

A Tintérieur de chacun des crochets de I’équation 2.22, on reconnait les parties réelles

d’un produit :

W = %Re [U* F} + %Re [U* : Fexp(jth)] (2.23)
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Le travail développé par les deux grandeurs U* et F' apparait donc comme la somme de
deux termes. Le premier est indépendant du temps et le second présente une dépendance

temporelle harmonique de pulsation double de celle de 'effort et de la réponse.

2.5.2 Travaux virtuels des forces extérieures (TVFE)

Les seuls efforts extérieurs s’appliquant sur la plaque, libre & sa périphérie, sont les ef-
forts de liaison au niveau de I’encastrement S;. Au cas considéré, ils s’expriment en deux
partie : la résultante de force (en direction z) F,(z,y,t) et les moments de réaction a
I'encastrement {M (z,y,t)}. Compte tenu de la nature harmonique de l'excitation iner-
tielle et de I’hypothése de comportement linéaire de la plaque, ces efforts sont également

harmoniques de pulsation w. D’ou :

Fz,y,t) = F.(x,y) exp(jwi) = F. exp(juwi)
Mz xz, xz, SQ
{M(z,y,t)} = Myzx,Z; exp(jwt) = {M} exp(jwt) vizy)e
(2.24)

En appelant (6*(z,y)) le vecteur ligne représentant le champ de rotation virtuel déri-
vant du champ des fléches virtuels, les travaux virtuels des efforts extérieurs s’écrivent
donc [61] :

TVFE(t) = / Re [w* exp(jwt)} ‘Re [Fz exp(jwt)] ds 025,
s 2.25
+ /SRe [<0*> exp(jwt)] -Re [{M} exp(jwt)} as

La réaction d’encastrement n’existant que sur S, et en appliquant les résultats du para-

graphe 2.5.1, TVFE peut s’écrire :

TVFE() = %/SQRe[W-FZ}dS+%[QQRe[<W>-{M}]ds

(2.26)
+ % /52 Re [w* - F, -exp(j?wt)}dS + % /52 Re [<0*> . {M} -exp(j?wt)}dS
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2.5.3 Travaux virtuels des forces intérieures (TVFI)

Les travaux virtuels des efforts intérieurs s’écrivent a partir des champs de contraintes de

la plaque et des champs virtuels de déformations (voir équation 2.1) :

TVFI = —/ o:e*dV (2.27)
1%

Les hypothéses de Love-Kirchhoff se traduisent par un état de contraintes planes a I'in-
térieur de la plaque. Les composantes non nulles du tenseur des contraintes peuvent étre

rassemblées dans un vecteur colonne {o} :

Oue(T,Y, 2)
{o}y =< oy(z,y,2) (2.28)

Ty (T, Y, 2)

Les champs virtuels de déformations dérivent des champs virtuels de déplacement pré-
sentés en 2.15. Les trois composantes participant au produit doublement contracté de
I'équation 2.27 s’écrivent dans un vecteur ligne (¢*) dont il est facile de vérifié qu’il est en

relation directe avec le vecteur ligne des champs de courbure virtuels (x*) défini en 2.18 :

() = (haley.2), oy (@0.2), V@y.2))

_ [, Pwy) Pey)  ,  Pwr(ay)

B or? oy? Oxdy (2.29)

= <Z H;x(xvy)a Z'li;y(xvy)a Z'st(l‘vy)>

= z- (k")

L’équation 2.27 devient :
TVFI = —/ o:e"dV = —/(5*> Ao}dV
1% 1%

(2.30)
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Les champs de courbure virtuels étant indépendants de la cote z, ’équation 2.30 peut

s’écrire :

TVFI = _/JW) - </:Z2z - {a}dz)] ds (2.31)

Les intégrations des champs de contraintes dans I’épaisseur de la plaque correspondent

aux moments généralisés de flexion de la plaque :

+h/2 +h/2 +h/2
mx:_/ 2 Opp dz, my:_/ z oy dz, m:vy:_/ z2-omydz (2.32)

h/2 h/2 h/2
Ces derniers peuvent étre regroupés dans un vecteur ligne :
M (2, Y)
{m} = My (1’, y) (2'33)
My (2, Y)

Les travaux virtuels des efforts intérieurs s’écrivent donc d’une maniére générale :

TVFI = — /S</<;*> -{m}dS (2.34)

En prenant en compte leurs variations temporelles dans la présente étude, TVFI s’écrit :

TVFI = — /S Re((x'(1))] - Re[{m(1)}]ds (2.35)

L’excitation inertielle étant harmonique et le comportement de la plaque supposé linéaire,
la réponse de la plaque en flexion est également harmonique de méme pulsation w. Le

vecteur des moments s’écrit donc {m(t)} = {m} - exp(jwt) et TVFI devient :

TVFI(t) = — /s Re |:</€*> exp(jw t)} -Re [{m} exp(jw t)} as (2.36)

A partir des résultats du paragraphe 2.5.1, TVFI peut s’écrire :

TVFI(t) = —% /S Re|(i) - {m}]ds - % /S Re(x*) - {m} - exp(j20n)|ds (237
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2.5.4 Travaux virtuels des forces d’accélération (TVAC)

Dans I’écriture du Principe des Travaux Virtuels (T'V AC) rappellé dans I’équation 2.1, le

terme de droite représente les travaux virtuels des forces d’accélération.

A partir de la formulation de la réponse harmonique de la plaque, le champ d’accélération

{a(x, Y, 2, t)} s’écrit :

{a(z,y,z,t)} = d {U(Ji{tg’ 20 —w* {u(m,y, 2)} exp(j wt) (2.38)

Le champ des forces volumiques d’accélération s’écrit { f,(z,y,t)} = p - {a(z,y,t)}, TV AC

peut donc s’exprimer :

TVAC(H) = /V Re|(u*(1))] - Re[p {a(1)}] av (2.39)

En appliquant encore une fois les résultats du paragraphe 2.5.1, TVAC devient :

TVAC(H) = %Re [—pw2 /V @) - {u}dV

(2.40)
1
+ §Re

— pw? /V(u*) Au} - exp(j2wt)dV

2.6 Synthése des travaux virtuels

L’expression 2.1 rappelle le Principe des Travaux Virtuels. Celui-ci exprime 1’équilibre
entre I’ensemble des travaux virtuels effectués sous I'action d’un déplacement virtuel d’une
part par l'ensemble des efforts intérieurs (T'VFI) et extérieurs (TVFE) et d’autre part
par les efforts d’accélération (TVAC).

TVFI+TVFE =TVAC (2.41)

Dans le cas considéré, les résultats des paragraphes 2.5.2, 2.5.3 et 2.5.4 ont montré que

chaque travail virtuel apparait comme la somme de :
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— un terme indépendant du temps;
— un terme présentant une dépendance temporelle harmonique d’une pulsation double de

celle du mouvement d’entrainement.

L’équilibre de la structure doit étre vérifié quelque soit I'instant, ceci impose donc indé-

pendament :

— d’une part I'équilibre des termes indépendants du temps,

— d’autre part I'équilibre des termes dépendants du temps.

Cette derniére considération permet l’écriture de I'’équation suivante, les deux termes

simplifiés par exp(j 2wt), ce dernier facteur n’étant jamais nul :

> [ Refur £ dS+%/ Re[(07) - {M}] as

2 Js,
_%/[;Re[<“*>'{m}} dS:%/‘/Re[—pw2~<u*>-{u}] AV (2.42)

Les travaux virtuels des forces extérieures sont a ’origine des deux premiéres intégrales de
I’équation 2.42. La mesure de la résultante s’avére délicate, et celle des moments difficile-
ment envisageable. Le choix de champs virtuels de déplacement w*(x,y) tels qu’indiqués

ci-dessous annulent ces travaux :

0
0% (z,y)= 0 : V(z,y) € Sy (2.43)
0

Ceci traduit évidemment que les champs de déplacement virtuels hors-plan et les champs

de pente dérivés doivent étre choisi nuls sur la zone encastrée Ss.

Dans ce cas I’équation 2.42 devient :

_ /SRe [</1*> . {m}] dS = —puw*- /‘/Re[w*} ' {u}] av (2.44)
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En explicitant les parties réelles des termes de I’équation 2.44 sous formes de demi sommes

des produits concernés et de leurs conjugués respectifs, il vient :

= /S (5) - fm} + (77) - {m}] dS = — pw? / [(w) - {u} + (@) - {@}| av (2.45)

L’équation ci-dessus doit étre vérifiée en I’absence de toute relation entre les parties réelles

et imaginaires des champs virtuels de déplacement et de courbure.

L’équation 2.45 peut donc étre séparée en deux équations indépendantes :

- [[@- ] as == pet [ [@ - @] av
- [yt as == pe2 [ ) )] av

Cette derniére équation va étre réécrite dans les paragraphes suivants en développant les

(2.46)

intégrales Sty prr et Styac :

Stvrr = — /S[</€*> . {m}] ds

(2.47)
Srvac = —p [ [w)- ()] av
1%
La deuxiéme relation 2.46 peut s’exprimer :
Stvrr = Stvac (2.48)

2.6.1 Expression de Syypy

Le modéle le plus simple employé dans la littérature pour décrire le comportement d'un
matériau viscoélastique est celui de Kelvin-Voigt |66, 67| (figure 2.3) dans lequel le compor-
tement purement élastique est représenté par un ressort de module d’élasticité E agissant

en paralléle avec un amortisseur visqueux de coefficient 7.

Dans ce modéle, la contrainte totale o se compose de deux parties : la contrainte élas-
tique pure o¢ développée par le ressort élastique qui caractérise la partie réversible de la

déformation avec proportionnalité entre la contrainte et I’élongation, l'autre contrainte
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Figure 2.3 — Modele de Kelvin-Voigt

dissipative o symbolisée par un amortisseur caractérise la part irréversible de la défor-
mation avec une proportionnalité entre I'effort et la vitesse de déformation. Dans le cas

du mouvement harmonique de pulsation w, il vient

o(t) =o°(t)+o’(t) = Ee(t) + ’782—(;) (2.49)

= EBe(t)+jwne(t) = (E+jwn)e(t)

Le module dynamique complexe E du modeéle dans le domaine fréquentiel s’écrit :

E=E+juwny (2.50)
La partie réelle E et la partie imaginaire wn sont respectivement le module élastique (ou
de stockage, en anglais storage modulus) et le module visqueux (ou de perte, en anglais

loss modulus).

Le développement du terme Sty p; requiert celui des moments de flexion par unité de
longueur. Dans le cas d'un comportement viscoélastique, en fonction du modéle précé-
dent, ceux-ci peuvent étre décomposés chacun comme la somme de deux contributions, la

premiére purement élastique, la seconde uniquement dissipative :

{m} = {m} + {m} (2.51)

Le matériau étant homogéne et isotrope, le vecteur des moments purement élastiques

s’écrit :

my =2 10] - 10} (252
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ou [Q] est la matrice des rigidités normalisées de flexion (indépendante des dimensions

de la plaque) et {k} le vecteur des courbures physiques (voir I’équation 2.55).

A partir de I'hypothése d’un amortissement visqueux et en considérant que la réponse
vibratoire de la plaque est harmonique de pulsation w, la contribution dissipative des

moments de flexion peut s’écrire :

m?y =1 (B) - Dgey = 1l B)- () (259)

En récapitulant, le vecteur des moments de flexion de la plaque par unité de longueur

s’écrit donc :

{m} = {m} + {m?}

h3 (2.54)
= = (1] + jwlB])-{x)
Les matrices [Q] et [ B] s’écrivent :
Qx:v sz 0 Bm; Bxy 0
Q] = | Quy Que 0 ; [B]=| Bwy Bu 0 (2.55)
0 0 w 0 0 w

ol gz €t Yy sont les rigidités isotropes de flexion alors que B,, et B, sont les parameétres

d’amortissement isotrope de flexion.

L’identification de ces quatre paramétres constitue ’objectif de la présente étude. Pour la
suite du développement, il est pratique d’introduire une matrice de rigidité complexe de

flexion :

[Q]=[Q] +jw[B] (2.56)

ainsi qu’'un vecteur colonne des rigidités complexes de flexion :

A Qa}m Qmm+.]WBzz
_ ] ¥ _ 2.57
ORI Rty o=

L’intégrale Sy gy s’écrit dans ces conditions :
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Stver = — /</~i*> -{m}dsS

= /</<; H} dsS

(2.58)
h3 1
= 12 Qa}m . Rgg liwz + Ryy li ‘I— 2I{85 ds
h3 [ A . . 1
-5 {me/s (/{m Ky t Byy K — 2/{85 ) dS}
En posant
1
G = —/ (/{m/{m—l—/{yyli + 2/158 > ds
5 X (2.59)
H = —/S (/{m /{Zy + Kyy Ky — 5/158 li:s) ds
L’intégrale Sty gy s’écrit finalement :
h3 Qua
Stvrr = — - [ G H ] R (2.60)
12
Qa}y
2.6.2 Expression de Sty ac
Le développement de l'intégrale Sy 40 peut s’écrire :
Stvac = —PW2/<U*> A{updV
v (2.61)

+h/2
= —pwz// (um-u;—i—uy-u;;—ku-w*)dzds
5J—n/2

ou i = d + w est I'expression du mouvement absolu hors-plan de la plaque, combinaison
de Pentrainement d et de la fleche de la plaque w (équation 2.11). Les termes u, et u,
sont les composantes du champ de déplacement physique dans le plan de la plaque en

tous points de celle-ci, définies dans 'équation 2.4. Les fonctions ujy, u; et w* sont les

x?

composantes du champ virtuel de déplacement telles que définies au paragraphe 2.4.2.
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En appliquant les relations pentes-déplacements rappelées dans 1’équation 2.5 concernant
les champs physiques et dans 1’équation 2.17 pour les champs virtuels, ’équation 2.61

s’écrit :

Srvac = —pw? /S /};//22 ((—zﬁx) (=207) + (—20y) - (—=20)) + p - w*) dzdS -

= —pr/(iL—; (0,05 +0,-65) +h- (d+w)-w*)d5
S

Dans le cas des petits mouvements envisagés, les pentes ¢, et , demeurent trés faibles. La

fraction de travail virtuel due aux termes tels que 0, 0} et 6, 0 reste négligeable par rapport

a celle provenant des mouvements hors plan. Les simulations numériques effectuées a I’aide

du modele éléments finis utilisé par la suite ont montré que le rapport est généralement

< 0,1%. Les travaux virtuels d’accélération peuvent alors valablement s’exprimer a partir

des seuls déplacements hors plan physiques et virtuels.

Sryac ~ —phw? /(d +w) - w*dS (2.63)
s

ol w = 27 f est la pulsation du mouvement d’entrainement.

2.6.3 Synthése finale - Relation d’identification

A partir des équations 2.60 et 2.63, la relation Spyrpr = Srvac (I'équation 2.48) devient :

G | Zm :—125;’2 /S(d+w)w*d5 (2.64)
zy

Qm et Qxy sont les deux paramétres de rigidité complexe a identifier. Les quantités G et
H sont les résultats de combinaisons d’intégrations sur la surface de la plaque de produits
de courbures physiques et virtuelles (équation 2.59). D’autre part le terme de droite de
la relation dans I’équation 2.64 s’obtient par intégration sur la surface de la plaque du
produit des déplacements hors-plan physiques et virtuels. En choisissant deux champs
virtuels w*® et w*? (et par dérivation £*1) et x*® ) il est donc possible d’obtenir deux
équations pouvant s’écrire sous forme d’un systéme linéaire (2 x 2) dont Qm et Qxy sont

les inconnues :
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R *(1
G [—[(1)] Qe 12pw2 /g(d+ ’LU)’LU ( )dS ( )
= 2.65
A 2
G® HO| | Q. h / (d+ w) w®ds
S
En posant
aL g
=10 go (2.66)
et
. Qe
{Q} N (2.67)
Qxy

la résolution du systéme par simple inversion de la matrice [H]| permet l'extraction des

deux parametres recherchés :

/ (d +w)wdS
S

/ (d +w)wPdS
S

. 12pw?
ol - TN

(2.68)
A 2
Quy h
Les valeurs des quatre parametres Quq, Bya, Qzy et By, peuvent étre tirées des valeurs
identifiées a partir respectivement des parties réelles et imaginaires des deux paramétres
Qm et me. Il est ainsi possible de remonter aux constantes élastiques (£, ) du matériau

ainsi qu’a ses taux d’amortissement (5.z, Bzy) :

Y= %’ E = Qm"(l_VQ)
L 5 L B (2.69)
TT — sz ) Ty sz

L’amortissement d’un matériau est aussi couramment caractérisé par le facteur de perte
tan d;, ol ¢ est la phase entre la contrainte appliquée et la déformation qui en résulte. Les
facteurs tan d; apparaissent comme le rapport entre les parties imaginaires et les parties
réelles des parameétres de rigidité complexe Ql (pour i = zx, zy), les relations liant les

facteurs de perte aux taux d’amortissement s’écrivent donc :
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B
tan 0y, = WQ 2 = Wi
ém (2.70)
tan 8,, — =% wp
Y me Yy

Il est possible de noter dés a présent le cas particulier ou la phase initiale du mouvement
d’entrainement est nulle (¢ = 0) c’est a dire d, = dy, d; = 0. Au niveau expérimental,
on essaiera de se rapprocher de cette configuration en choisissant comme instant initial,

I'instant d’élongation maximale du mouvement d’entrainement.

/ (do + w) w*Pds
S

/ (do + w) w*®dS
S

QZ.T . 1 2pw2

Q - h2 [H]_l
Y

(2.71)

Il est évident que la qualité de 'identification a partir de cette méthode repose en grande

partie sur le choix des champs virtuels. En particulier :

— ils doivent satisfaire I’équation 2.43 garantissant la non contribution des travaux virtuels
des efforts de liaison ;
— ils doivent conduire a deux équations 2.64, linéairement indépendantes permettant a la

matrice [H | d’étre inversible (équation 2.68).

On peut noter que cette méthode permet la résolution directe d’un probléme inverse. Elle

ne requiert ni itérations, ni valeurs initiales ni schéma d’optimisation.

2.7 Choix des champs virtuels

L’étude de Giraudeau et al. [65] a montré la faisabilité de la méthode. Dans ce travail
théorique, les auteurs ont utilisé les réponses harmoniques simulées d’'un modeéle éléments
finis de plaque encastrée en un point. Dans toute configuration réelle, la plaque ne peut
étre encastrée que sur une zone de dimensions éventuellement réduites mais d’aire non

nulle.
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A partir des réponses simulées d’un modéle de configuration plus réaliste, cette partie de
la présente étude se concentre sur la recherche méthodique de champs virtuels satisfaisants

aux conditions énoncées a la fin de la section précédente.

2.7.1 Modéle d’éléments finis

La figure 2.4 présente la géométrie de la plaque modélisée. La forme rectangulaire adaptée
d’une part pour correspondre a celle du capteur CCD, d’autre part afin de simplifier le
traitement numérique (voir la section 3.5). Les conditions aux limites imposées au modéle
consistent en ’encastrement d’une zone circulaire de diamétre & = 18 mm dont le centre

O est utilisée comme origine du repére.

S2 y S1

yo

W72

Figure 2.4 — Géométrie de la plaque

Le tableau 2.1 présente les caractéristiques géométriques de la plaque ainsi que les pro-
priétés mécaniques du matériau constitutif. Ces derniéres correspondent aux valeurs de

référence du matériau testé au chapitre 3.

Le tableau 2.2 présente les quatre paramétres de rigidité et d’amortissement de la plaque

calculés a partir des données précédentes.

Les réponses vibratoires de la plaque ont été simulées a 1’aide du code de calcul par

éléments finis ANSYS 8.0. Le maillage est de 80 x 100 = 8000 éléments rectangulaires
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L W h zp yo @ d P E v f (: Brz = ﬁxy)
( mm ) (kg.m™3) (GPa) (s)
200 160 3 2 2 18 0,1 1190 5 0,3 104

Tableau 2.1 — Dimensions géométriques et caractéristiques matériau de la plaque

Qx:v Qxy Baa Bxy
(GPa) (10° Pa-s)
5494 1,648 | 5,494 1,648

Tableau 2.2 — Paramétres de rigidités et d’amortissements de la plaque

de type SHELLG63. Le tableau 2.3 présente les premiéres fréquences propres calculées a

partir du modéle.

Un mouvement harmonique d’entrainement d’amplitude constante dy a été imposé a la
zone circulaire encastrée. Les réponses harmoniques correspondantes aux cing premiéres
fréquences propres ont été calculées sous la forme de leurs parties en phase avec 'entrai-

nement (parties réelles) et leurs parties en quadrature (parties imaginaires).

La colonne de gauche de la figure 2.5 présente les formes des cinq premiers modes du
modele de la plaque non-amortie et rigidement liée en Sy & V' (Voir Annexe ?). Les deux
colonnes de droite présentent les parties respectivement réelles et imaginaires des réponses
a une excitation inertielle a la fréquence du mode correspondant. Les champs représentés

sont ceux des déplacements relatifs par rapport a ’encastrement. Les échelles d’ampli-

a]’explication des modes (ou fréquences) propres et des réponses harmoniques en ou hors résonance.

Les fréquences harmoniques en résonance sont celles de la plaque encastrée sur Sy par ’analyse modale.

N° de Mode Fréquences propres
(Hz)
80,18
99,62
104,9
128,7
205,8
334,3

S O = W N

Tableau 2.3 — Premiéres fréquences propres de la plaque
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tudes sont identiques pour les deux parties de chaque réponse et leurs valeurs minimales
et maximales sont indiquées pour chaque ligne. La zone circulaire blanche indique ’encas-
trement de maniére purement graphique. On peut constater que les fréquences des modes
1 et 5 étant relativement écartées de celles des modes voisins, les formes des parties imagi-
naires des réponses en résonance sont trés similaires a celles des modes correspondants et
les parties réelles sont faibles. Compte tenu des distances fréquentielles, les contributions
des modes non résonants sont peu importantes a ces deux résonances. Les amplitudes
modérées de ces résonances s’expliquent d’une part par ’excitation ne sollicitant qu’assez
peu des modes de formes quasi symétriques. D’autre part le niveau d’excitation inertielle
est faible a la fréquence du mode 1 et I'amortissement de type proportionnel augmentant

avec la fréquence, la résonance du mode 5 s’en trouve limitée.

Ceci contraste avec les réponses harmoniques aux fréquences des modes 2 et 3 ou au
contraire les écarts fréquentiels sont beaucoup plus faibles. Les formes des modes se re-
trouvent moins nettement dans les parties imaginaires des réponses dont par ailleurs les
parties réelles sont beaucoup plus significatives et adoptent des formes fortement influen-
cées par celle du mode proche. Du fait de 'amortissement et des distances fréquentielles
peu importantes, les contributions des modes non résonants sont sensibles dans chacune
de ces deux résonances. Les amplitudes atteintes y sont nettement plus élevées que celles

présentées par les simulations aux trois autres fréquences.

La partie imaginaire de la réponse harmonique a la fréquence du mode 4 est extrémement
faible alors que sa partie réelle semble étre une combinaison des formes des modes 3 et 5.
Ceci montre que ce mode 4 n’est pas excité par la forme de 'excitation s’exercant a partir

d’un entrainement imposé par un encastrement de la plaque en position quasi-centrale.

Dix réponses harmoniques hors-résonances ont également été calculées pour des mouve-
ments harmoniques d’entrainement de fréquences choisies dans la gamme [50H z — 150 H 2]

qui est celle des expérimentations conduites dans la suite et telles que :

f(k) =50 +10 -k (Hz), k€N, kel[l:10]

Les figures 2.5 et 2.6 présentent les parties réelles et imaginaires de ces réponses dans les
deux colonnes de droite avec les mémes conventions que précédemment. Pour mémoire,

les formes des modes 1 a 5 sont rappelées en colonnes de gauche.

A Dexception des fréquences 80 Hz,100 Hz et 110 Hz les amplitudes de réponses restent
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Modes
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Figure 2.5 — Modes et réponses harmoniques en résonance : les cinq premiers modes
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Modes
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M (0,77 mm

M 1,55 mm

Figure 2.6 — Modes et réponses harmoniques hors résonances : 60 Hz — 100 Hz
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Figure 2.7 — Modes et réponses harmoniques hors résonances : 110 Hz — 150 Hz
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faibles et ne sont principalement constituées que par les parties en phase avec ’entraine-
ment (partie réelle), donc uniquement par les contributions de modes non résonants. Pour
les réponses aux trois fréquences précitées qui sont proches de celles des modes 1, 2 et 3,
les amplitudes des réponses sont évidemment beaucoup plus importantes dues aux contri-
butions des modes résonants qui se retrouvent dans les parties imaginaires. La réponse
a 100 Hz est évidemment similaires a celle calculée a la fréquence du mode 2 avec une
importante contribution de la réponse du mode 3. Ce dernier domine les parties réelles et
imaginaires de la réponse calculée a 110 Hz. Par ailleurs aucune contribution du mode 4
n’est détectable dans les réponses a 120 Hz et 130 Hz.

Les simulations de ces dix réponses harmoniques vont étre utilisées dans les paragraphes
suivants pour la recherche et la validation d’'une méthode de choix de champs virtuels

satisfaisants aux conditions énoncées en section 2.6.3.

2.7.2 Choix intuitif

Dans 'étude de Giraudeau et al. [65] déja citée, le modele de plaque n’est encastrée
qu’en un seul nceud du modéle. La réaction d’encastrement (efforts et moments) n’est
donc appliquée qu’en ce point pris pour origine des coordonnées. Des champs virtuels de

déplacement hors-plan tels que : w*® = 22(1 + j) et w*® = y?(1 + j) vérifient :

ow*(0,0) dw*(0,0)
w*(0,0) =0, o 0, 3 0 (2.72)

De tels champs entrainent des travaux virtuels identiquement nuls au niveau des efforts ex-
térieurs (T'VFE = 0). Ils ont permis d’obtenir des résultats d’identifications satisfaisants

en présentant une certaine robustesse au bruit aléatoire ajouté aux réponses simulées.

Le modéle de plaque utilisé ici (en section 2.7.1) présente une zone circulaire d’encastre-
ment. Il autorise une meilleure prise en compte des possibilités de montage expérimental.
L’application des champs virtuels précédents ne conduit pas a des travaux virtuels des
forces extérieures rigoureusement nuls (7VFE # 0). L’objectif des simulations suivantes

est une tentative d’évaluation des conséquences du non respect rigoureux de la condition

(TVFE = 0).

Deux couples de champs virtuels, appelés respectivement CV1 et CV2, ont été testés sur
les réponses simulées provenant du modéle ci-dessus. CV1 et CV2 ont respectivement pour

expressions :
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oy L e =2 4))
w® = 2 (14)

et

vy . L e =at14)
w® =yt (14)

Ces champs virtuels vérifient les conditions cinématiques a l'origine (x,y) = (0,0) mais
non sur la totalité de la zone d’encastrement (voir équation 2.72). En conséquence, les
travaux virtuels des efforts extérieurs ne sont pas rigoureusement nuls. Le degré 4 des
monoémes constituant CV2 génére des valeurs moyennes de fléche et de pente virtuelles
beaucoup plus importantes sur ’ensemble de la plaque que le degré de CV1. Il en découle
que les travaux virtuels des efforts intérieurs et d’accélération sont naturellement plus
importants dans le cas CV2 par rapport a ceux issus de CV1. D’autre part les efforts
d’encastrement ne s’exercent que sur la zone d’encastrement entourant 'origine (0,0) ou
les fleches virtuelles sont peu importantes par rapport a leurs valeurs moyennes tant pour
CV1 que pour CV2. Les travaux virtuels non nuls des efforts extérieurs que ces fleches
virtuelles engendrent influenceront d’autant moins les identifications que leurs valeurs

seront petites comparées a celles des deux autres travaux virtuels.

Note au lecteur : Dans cette partie, de nombreux graphes présentent les erreurs relatives
sur les identifications réalisées a partir de champs cinématiques simulés. Les conventions

de représentation sont les suivantes :

— tracés continus pour les 1igidités (Quy et Quy);
~ tracés discontinus (tirets) pour les amortissements (By, et Byy) ;
— marqueurs o pour Q. et Bua,

— marqueurs > pour Qg et Byy.

La légende de chaque graphe rappelle ces conventions. Par ailleurs, en raison des grandes
variations d’erreurs relatives rencontrées, le lecteur est invité a se reporter aux échelles

des ordonnées (en %) qui sont propres a chaque graphique présenté.
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Identification avec CV1 Identification avec CV2
s 0,25
1r L
’ a 0.2} i o O :
\ )
//Q ; ) ,D / \\ —— me
s RN R " 0,15} /Q . -0-B,, 1
N / / A \ e - ! — -
£ A T > T Z o01) N e e >
< -C~ <
S ©
= = 0,05} ]
E 5 o ]
20,05 ]
o= ‘ ‘ ‘ 0,10 ‘ ‘ ‘
60 90 120 150 60 90 120 150
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
(a) Erreurs relatives avec CV1 (b) Erreurs relatives avec CV2

Figure 2.8 — Résultats identifiés par les champs virtuels choisis intuitivement

La figure 2.8 montre les erreurs relatives d’identification utilisant les couples de champs
CV1 et CV2. Les erreurs obtenues avec les premiers sont trés importantes alors que
celles issues de l'utilisation des deuxiémes demeurent trés faibles ce qui confirment les

précédentes hypotheéses.

Les graphes montrent que les erreurs sur les rigidités et sur les amortissements augmentent
d’une maniére générale avec la fréquence d’excitation. Cette derniere étant inertielle, les
efforts d’encastrement croissent également en fonction de la fréquence entrainant l'aug-
mentation des erreurs dues au choix des champs. Par ailleurs, les écarts sur les amortis-
sements sont particuliérement prononcés aux fréquences de 80 Hz et 100 Hz qui sont
voisines de deux résonances. Dans ces cas, les réponses harmoniques sont essentiellement
pilotées par la dissipation du matériau et présentent de plus grandes amplitudes entrai-
nant I’augmentation des efforts de liaison a I’encastrement. Les champs virtuels choisis ne
permettant pas d’annuler leurs effets, les identifications en sont perturbées. Ces derniéres
remarques pointent la nécessité du choix de champs virtuels de déplacement annulant

effectivement les travaux des efforts de liaison.

A ce niveau, il serait hasardeux de conclure que des champs virtuels polynémiaux de degrés
élevés choisis intuitivement peuvent conduire a des identifications fiables. Il est en effet
nécessaire de rappeler que I’exemple précédent & été conduit sur des champs cinématiques

simulés exacts.

En effet, deux types de phénoménes peuvent perturber les mesures nécessaires a 'identi-
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fication des grandeurs recherchées :

— le bruit de mesure proprement dit sur les champs cinématiques,

— l'erreur de mesure sur I'amplitude et sur la phase du mouvement d’entrainement.

A partir de la relation d’identification 2.71 rappellée ci-dessous :

3 do + w) w*MdS
QZ.T . _12pw2 \/S( 0 )

Qxy N h2

[H]™ (2.73)

/ (do 4+ w) w*PdS
S

il est possible de prévoir l'influence sur les paramétres identifiés d’une erreur dd (dd € C),
représentant a la fois une perturbation sur le module (ddp) et sur la phase (§¢) du mouve-
ment d’entrainement. L’influence de ces erreurs sur 'identification est analysée en consi-

dérant que ces erreurs sont faibles.

Par exemple dans le cas particulier ¢ = 0 qui correspond & d; = 0 et d, = dy. Deux cas

d’erreurs sur les mesures du mouvement d’entrainement seront considérés :
Cas 1 Erreur sur la mesure de 'amplitude : ddy # 0, d¢ = 0

L’erreur d’identification a cause de l'erreur de la mesure de I'amplitude ddy sur I'entrai-

nement s’écrit :

. *qs
- 12pw? / v
5 Q — Y TH 6dy {78 (2.74)
Qay h /w*(z)dS
S

Cas 2 Erreur sur la mesure de la phase : ddyg =0, d¢ # 0

Les champs de fléches w, et w; sont nominalement ceux acquis respectivement aux instants
d’élongation maximale et nulle de 1’équipage d’entrainement. Le dispositif d’acquisition
utilisé (voir paragraphe 3.3.3) conduit & postuler 'hypothése que la méme erreur de syn-

chronisation d¢ sera commise sur les deux prises de vues. En conséquence, les champs
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de fléches et de courbures sont entachées de cette erreur de méme que l’ensemble des

composantes de la matrice H en raison de ’équation 2.66. En résumé :

sans erreur de mesure de phase : d¢p =0; w=w, + Jjw;; H
avec erreur de mesure de phase : ¢ # 0; w' = wel?; H =Hel%
Dans le cas de 'erreur de phase d¢ # 0, les paramétres erronés Q;m et Q;y issus de

I'identification sont :

A do 4+ w e °?) w*Mds
Qoo | _ 12pu? [Hei5]™! /s( " )
NV 2 )
sz h /(d() +w e’ 6¢) w*(2)dS
o (2.75)
dy e 7% + w) wWds
12p w? _ /(
=" [H] {78 |
/ (doe™°? + w) w*@dS
5
L’écart par rapport a identification non entachée d’erreur (équation 2.73) s’écrit :
A dy (779 — 1) w*MdS
5 Qa}m . _12pw2 [H],l /9
A 2 .
Qay / dy (7% — 1) w*PdS
o (2.76)
w
‘ 12pw? /
=jdodg - —5—[H]" 477

La figure 2.9 montre les erreurs relatives sur les identifications simulées utilisant les champs
virtuels C'V2. Chacune des fenétres correspond a 1'un des cas présentés ci-dessus sans ajout

de bruits aléatoires sur les champs cinématiques issus des réponses du modéle.

La fenétre de gauche montre les conséquences d'une erreur sur la mesure de I'amplitude
du mouvement d’entrainement. Ces effets restent modérés sur les quatre grandeurs et se

révélent du méme ordre de grandeur que la perturbation introduite.

A droite, la fenétre présente les résultats de 'introduction simulée d’une erreur sur la

mesure de phase du mouvement d’entrainement. Aucun effet n’est discernable sur les
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Figure 2.9 — Influences des erreurs de mesures du mouvement d’entrainement : amplitude

et phase

identifications des rigidités Q.. et (. Par contre les conséquences apparaissent trés
importantes sur les amortissements B,, et B,,. Ceci se justifie physiquement par la dé-
pendance entre amortissement et phase. D’autre part la relation 2.76 fait intervenir un
multiplicateur purement imaginaire j dg d¢ qui reporte I'essentiel de ’erreur sur les parties

imaginaires des rigidités complexes (., et ()5, donc sur les amortissements.

Ces rapides simulations confirment la nécessité d’'une procédure méthodique de génération
et de sélection de champs virtuels présentant des garanties vis a vis de la MCV d’une part

et des perturbations d’origine expérimentale d’autre part.

Champs virtuels spéciaux optimisés

Les premiéres études portant sur la Méthode des Champs Virtuels [6, 58, 68, 69| ont
mis en ceuvre des champs virtuels choisis intuitivement. La sélection était effectuée par
I'utilisateur parmi l'infinité des fonctions vérifiant la compatibilité cinématique de la confi-
guration étudiée. Un tel choix ne fournit évidemment aucune garantie en ce qui concerne

I'indépendance des équations du systéme linéaire final.

Des développements récents de la MCV proposent une génération automatique de champs
virtuels qualifiés de spéciauz [70-72]. L’idée est de rechercher des champs virtuels tels que

les équations du systéme final soient totalement découplées, autrement dit que la matrice
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principale du systéme linéaire soit diagonale voire égale a l'identité. Dans le cas de la
plaque en vibrations de flexion superposées a un mouvement d’entrainement, ceci aboutit
a la recherche d’une matrice [H|,, , égale a la matrice identité. A partir de I’équation 2.71,

cette condition s’écrit :

[H]

2x2

aGh g B 1 0 -
a2 gl o 1 (2.77)

Les parameétres recherchés sont dans ce cas directement égaux a la partie droite de

I’équation 2.71 évaluée a ’aide des champs virtuels spéciaux vérifiant la condition précé-
dente 2.77 :

A d+ w) wPds
sz o 12p w2 /9( )

A - 2
Quy h / (d+w) w@ds
S

(2.78)

Ces champs virtuels spéciaux (CVS) forment un ensemble non dénombrable [70] dans
lequel une sélection de deux champs doit étre opérée pour réaliser l'identification. Les
résultats des simulations présentées dans [65] montrent que la robustesse de la méthode
vis a vis du bruit de mesure des champs cinématiques dépend des champs virtuels choisis.
Des travaux récents [73, 74| ont introduit une stratégie de choix de champs virtuels dits
optimisés permettant de minimiser les effets du bruit de mesure. Une adaptation de cette

méthode au cas étudié sera développée dans la suite de ce travail.

Par ailleurs les simulations du paragraphe 2.7.2 précédent montrent l'importance des effets
des erreurs de mesure du mouvement d’entrainement. Dans la suite de cette étude, une
condition supplémentaire sera présentée ayant pour but de réduire les conséquences de ces

erreurs de mesure.

Enfin il convient de rappeler que la relation dans 1’équation 2.71 a été établie a partir de
I’hypothése de champs virtuels produisant des travaux virtuels nuls au niveau des efforts
de liaison (TVFE = 0).

En résumé, les champs virtuels spéciaux optimisés correspondant a cette étude doivent :

— imposer une matrice [H|,, , égale a la matrice identité;
— annuler les travaux virtuels des efforts extérieurs au niveau de ’encastrement ;

— minimiser les effets du bruit de mesure des champs cinématiques;
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— réduire les conséquences des erreurs issues de la mesure du mouvement d’entrainement.

Dans les paragraphes suivants, deux méthodologies de recherche de champs virtuels res-

pectant ces conditions vont étre présentées et discutées :

— champs virtuels spéciaux optimisés par morceaux ;

— champs virtuels spéciaux optimisés construits sur une base polynomiale.

2.7.3 Champs virtuels spéciaux optimisés par morceaux
2.7.3.1 Principe de la méthode

L’idée maitresse des champs virtuels par morceaux consiste & établir un maillage de la
surface de I’éprouvette. Celle-ci est ainsi découpée en sous-domaines connectés par des
neeuds. Les champs de déplacement virtuels peuvent alors étre définis & partir des degrés
de liberté des nceuds, & 'aide de fonctions semblables aux fonctions de forme utilisées
dans la méthode des éléments finis. Les sous-domaines précédents peuvent alors apparaitre

comme des éléments virtuels.

y

Figure 2.10 — Plaque par morceaux

La figure 2.10 montre un tel maillage sur la plaque étudiée a I'aide de 3 x 3 = 9 morceaux.
Dans ce cas I'intérét fondamental de ce type de champs virtuels est de pouvoir imposer
des champs virtuels de déplacement hors-plan et de pente nuls sur 1’élément central Ce
sous-domaine, défini par les noeuds notés m1l, m2, m3, m4, contient la zone circulaire

d’encastrement. Les travaux virtuels des efforts extérieurs sont ainsi annulés (T'VFE = 0).
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Cette méthode a été récemment appliquée au cas des déplacements dans le plan [75] ainsi
qu'au cas de flexion statique d’une plaque [74]. Cette étude se propose d’étendre cette

application aux vibrations de flexion d’une plaque mince isotrope.

Pour une application rigoureuse du principe des travaux virtuels, les champs virtuels par
morceaux doivent vérifier la condition générale de continuité sur I’ensemble de la structure.
Dans le cas des plaques, cette condition doit s’appliquer aux champs de déplacement
virtuels hors-plan et dans le plan ainsi qu’aux champs de pente virtuels dans les deux
directions du plan. Dans leur étude concernant l'identification des rigidités de plaques
minces en flexion statique, Syed-Muhammad et al. [74] ont utilisé des champs virtuels par
morceaux construits sur des éléments de type Hermitel6 [61]. Ce type d’élément est basé
sur la théorie classique des plaques minces (Love-Kirchhoff) en considérant des formes
variationnelles de type déplacement. Cet élément est rectangulaire, il présente quatre

noeuds possédant chacun quatre degrés de liberté virtuels :

. . ow* i ow* . OPw*
w (.’L’,y), ez(xay) (: W) ’ Hy(x,y) (I a—y) ) ezy(x7y> (I axay)

La figure 2.11 présente les caractéristiques de cet élément type. Il convient de noter que la

continuité des champs de pente dans toutes les directions repose uniquement sur le qua-
trieme degré de liberté 0,,. Cette condition ne serait pas respectée par la seule utilisation

des trois premiers degrés de liberté.

w
4 AY 3 |o,
0y
< Oy
X
s
1 a a 2

Figure 2.11 — Elément rectangulaire de type Hermitel6

Le champ virtuel de déplacement hors-plan peut s’exprimer tel que :

w*(xay) = <f(x,y)> {)/E)*} (279>
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ou (z,y) sont les coordonnées d’un point quelconque d’un élément virtuel, (f(z,y)) est
la fonction de forme de I'élément type de Hermitel6 et {Y; '} est le vecteur colonne des

degrés de liberté des quatre nceuds de cet élément virtuel. Ce vecteur peut s’écrire :

{Yo'} = : (2.80)

03 )
0, 4
9*

\ Yy (4) J

Compte tenu des opérations d’intégration a effectuer sur les éléments virtuels, il apparait
pratique de définir sur chaque sous-domaine un systéme de coordonnées locales analogues
a celles utilisées dans la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis. Les éléments
virtuels étant ici rectangulaires (figure 2.11), la transformation géométrique associant les

coordonnées globales (x,y) et coordonnées locales (u, &) s’écrit simplement :

T — Z,

= —1<pu<+1
a (2.81)

y_byc ~  1<E< 41

M:

£ =

ou x. et y. sont les coordonnées globales du centre de 1’élément virtuel. Le Jacobien de la

transformation géométrique s’écrit donc :

gz Jz a 0

J=det [9* %] =det =ab (2.82)
Jdy Oy 0 b
o 0

Il est facile de vérifier que celui-ci correspond au quart de 'aire Se de I'élément virtuel

considéré.

On montre [61] que la fonction de forme (f(z,y)) d'un élément Hermitel6 s’écrit, a travers
la transformation géométrique, sous la forme d’un vecteur ligne dont les composantes sont

des monodmes pf &7 tels que :
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(flz,y)=(W&); avec i=0,1,2,3, j=0,1,2,3 (2.83)

La relation finale d’identification 2.78 fait appel aux champs de courbure virtuels. Ceux-
ci vont étre exprimés sur ’élément virtuel & partir des champs de fléche virtuels. D’une

maniére analogue, les champs de courbure virtuels peuvent également s’exprimer :

(o) =~ 220D ) 195)
i) = =T ) 095 (2.84)
o) =2 ) (95

ou les vecteurs lignes (b, (x,v)), (byy(x,y)) et (bss(z,y)) sont les écritures vectorielles des
fonctions de forme des champs de courbure. Elles sont obtenues par doubles dérivations

de la fonction de forme du champ de fléche :

[ (b)) = _W
wtealh = _%;’y» (2.85)
\ (bs(z,9)) = —2 %‘gj»

Soient p et g les nombres d’éléments virtuels choisis respectivement dans les directions x et
y. Ceci conduit & N, = p g éléments virtuels. Le nombre de noeuds est alors n = (1 4 p)(1 + q)
et par conséquent le nombre de degrés de liberté est N = 4(1 + p)(1 + ¢). Ceux-ci peuvent

étre rassemblés dans le vecteur {Y*} a N composantes :

{y7} = : (2.86)
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La relation d’identification 2.71 fait intervenir des composantes évaluées par intégration

sur la surface de la plaque :

— les composantes G* et H*, (= (1),(2)) de la matrice H (dans 'équation 2.66);

— les intégrales des expressions (d + w)w*®, (avec a = (1), (2)).

Les expressions de G et H ont été définies dans I'équation 2.59 et sont telles que :

N,
« * * 1 * - a
G = _/S (K’J?J? Kz + Ryy Ry + 5/{58 ﬁss) ds = lzl Ge 0]
- (2.87)

N,
«@ * * 1 * - @
H® = —/S (/{M Kyy T Kyy Kop — 5/*@55 K/SS) ds = Z H; 0
=1

\

L’évaluations de leurs valeurs peuvent étre conduites sur chaque élément virtuel en rem-

*Q *Q

plagant les champs de courbure virtuels r;3, ryo et kg par leurs expressions tirées des
relations 2.85 :
( +1 +1
G? = - //(ﬁxx(,uaéL) <bx:v(,ua€>> + H?}Q(Maf) <byy(:ua€>>
-1 -1

+ %nss(u, &) (bss(pt, €)>) {Ye*a} Jdp de
(2.88)

+1 +1

m-—[f (ﬁmm,&) By (1 €)) + iy (1 €) (a1, )

-1 -1

—~ %ﬁss(u, &) (bss (i, €)>) {YJO‘} Jdpde

\
avec le Jacobien J = ab qui est égal au quart de l'aire Se d’un élément virtuel (voir
I'équation 2.82).

Les champs de courbure physiques K, Ky €t ks simulés et plus tard mesurés sont décrits
de maniére discréte (éléments du modeéle E.F., pixels de la caméra). En conséquence les

intégrales sont évaluées numériquement sur chaque élément.

L’intégration des composantes G et H sur la totalité de la plaque se traduit par une

sommation des quantités G, et H, sur ’ensemble des N, nceuds de la plaque qui peut
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Assemblage
N\
4 3 4 3 ; 8 9
2 4 5 5
4 3 4 3
1 2 1 2 1 2 8

Figure 2.12 — Assemblage des éléments virtuels

étre illustrée par la figure 2.12. G et H peuvent donc s’écrire en fonction du vecteur des
N degreés de liberté virtuels {Y*} :

G = (L){v"}
H = (L,){v"}

(2.89)

Les vecteurs lignes <IM> et <Imy> peuvent étre exprimées par sommations des N, équa-

tions 2.88 :
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+1 +1

(1) = Zse“ (//(nmm (a1, €)) + iy (15,€) (b (11,)

~1 -1

+ %nss(u,f) <bss(u,£)>) dp dé)

= Z a (Sp Z ("%x(ﬂpa &p) <bm(ﬂpv €p>> + gy (s Ep) <byy('up’ fp)>

p=1

) 0t )

o (2.90)

(Ly) = Z Seo (//(nmm (B (1)) + iy (11,) (o 11,)

~1 -1

— %nss(u,f) <bss(u,£)>) du df)

Nay
= Z s (Sp Z (ﬁxz(up’ &p) <bm(/‘p> 519)> + Ky (ps &p) <byy('up’ fp)>

p=1

- %’188(/%’ &p) <bSS(,Upa fp)>) )

\

D’autre part, les intégrales des expressions (d + w)w** du membre de droite de I’équa-

tion 2.65 peuvent étre calculées numériquement sur chaque élément virtuel :

+1 +1
12pw

5 : /Se(d+w)w*dsz—12if§”2 //(d+w(u,€)) <f(M,§)>{%*}Jdud£ (2.91)

-1 -1

L’évaluation des intégrales de (d+w)w*® sur I'ensemble de la plaque est alors réalisée par
la sommation des résultats précédents provenant des N, éléments. Ces termes peuvent

donc s’écrire :

2 [ewrwas - () e

Le vecteur ligne <R> peut ainsi étre évalué par sommation sur l’ensemble des éléments

virtuels :
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, N. +1 41
<R> - _Hif;) > SZ(” (// (dﬂv(u,S)) <f(u,£)>dud£>

= 1oL (2.93)
Ne

- _1252&)2 Z SZ(l) (Sp;:(d‘f‘w(ﬂpafp)) <f(Mpa§p)>) )

=1

Le systéme final 2.68 peut alors se mettre sous la forme :

1 [0 T ey g
{ }: ' “@) (2.94)
ey ey U8 Y

La fonction de forme de I’élément-type étant arrétée, le choix des champs virtuels sur 1’en-
semble des sous-domaines revient a sélectionner les degrés de liberté des éléments virtuels

{Y*} qui satisfont aux conditions présentées en section 2.7.2 :

assurer l'indépendance des équations du systéme final ;
rendre nuls les travaux virtuels des efforts extérieurs TVFE =0;

minimiser les effets du bruit provenant de la mesure des champs cinématiques ;

Ll

réduire I'influence des erreurs de mesure sur le mouvement d’entrainement.

La suite de 1’étude va montrer que la troisiéme condition débouche sur la minimisa-
tion d’une fonction coiit et que les trois autres conditions apparaissent sous formes de

contraintes dans cette optimisation.

2.7.3.2 Indépendance des équations

Comme indiqué au paragraphe 2.7.2, cette indépendance est assurée par des champs vir-
tuels appelés spéciaux qui rendent la matrice Hyy o égale & la matrice unité (équation 2.77).
Dans le cas des champs par morceaux, cette condition devient :

LYYWV (LMY 10

T Ty} (L)@} o1
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qui s’écrit sous forme matricielle :

{<[m>} [ty rey]- [1 0] (2.96)

(Lyy) 01

Dans ces conditions, la relation d’identification 2.65 devient :

(2.97)

2.7.3.3 Travail virtuel nul des efforts extérieurs TVFE =0

Cette condition peut étre respectée en imposant aux champs virtuels de pente et de dépla-
cement hors plan d’étre nuls sur tout le sous-domaine contenant la zone d’encastrement.
Ceci est simplement obtenu en imposant aux quatre degrés de liberté de chacun des quatre
nceuds de cet élément d’étre nuls. Les noeuds étant respectivement notés : m1l, m2, m3
et m4 (voir figure 2.10), les blocages imposés se traduisent pour chacun des deux champs

virtuels par seize relations linéaires qui peuvent s’exprimées comme suit :

(m1)

9*0(‘

z (m1l)

9*0{

y (ml)

gre

xy(ml)

(Y} = : =< o (a=1,2) (2.98)

w

o O O O

W)
g

x (m4)

gre

y (m4)

o O O O

*Q
\ “zy(md) ) \ Y,

Ces trente deux relations peuvent s’écrire sous forme matricielle par rapport aux vecteurs

de dimension N des deux champs virtuels {Y*M} et {Y*} .
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W) wy) 0 0

(1) *(2)
_ . efvy(nzll)l) efvy(n(g)l) 00
0 0O(1 O - 010 --- 0 w((%l) w((;n)l) 0 0
.0 : : : Do

x(1) %(2)
_0 . 0l0 0O 110 --- ()_ 9“{8”4) Gm?gml) 0 0
(m4+1) (m4+1) 00

(1) *(2)
| Oy oy ] L0 O

Cette expression peut prendre une forme plus synthétique :

B|- [y {yrey)=| (2.100)
0 0

ou la matrice [B] est une matrice de 16 lignes et N colonnes qui peut étre décrite comme
une matrice nulle [16 x N] a laquelle est superposée une matrice unité [16 x 16] entre les
colonnes correspondant aux indices de lignes des degrés de liberté wZ‘ml) et G;y(m4) dans

les vecteurs {Y*“}.

2.7.3.4 Synthése des écritures des conditions 1 et 2

Les écritures matricielles dans les équations 2.97 et 2.100 des deux premiéres conditions
imposées aux champs virtuels peuvent étre rassemblées en une seule expression également

matricielle :

. o o
5] -
0y @Y= 0 o (2.101)
(L) 10
| (L) | | 0 1]
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soit sous une forme synthétique qui sera utilisée dans la suite :

4] [y Oy {y @)= {20}, {z9}]= | 7] (2.102)

dans laquelle la matrice [A] posséde 16 + 2 = 18 lignes et N colonnes. La matrice Z est

une matrice a NV lignes et 2 colonnes dont tous les éléments sont nuls a l'exception de
Z(N—-1,1)=Z(N,2)=1.

2.7.3.5 Effets du bruit sur les champs de courbure

Cette partie consacrée a la quantification des effets du bruit de mesure et la suivante
concernant leur minimisation constituent une adaptation, au cas étudié, des travaux de

Avril et al. [73].

Dans la partie expérimentale de cette étude, les champs de courbure physiques sont ob-
tenus par dérivation spatiale des champs de pente qui sont mesurés sur la plaque. Cette
opération se traduit évidemment par une augmentation du niveau de bruit sur les cour-
bures. Au contraire, les champs physiques de fleche sont obtenus par intégration spatiale
des mémes champs de pente. Leurs niveaux de bruit s’en trouvent donc réduits. En consé-
quence, la minimisation des effets de ce bruit va étre prioritairement recherchée sur celui

des champs de courbure physiques ky.(%,v), Ky (2, y) et Kes(x,y).

Dans cette approche le bruit spatial sera considéré de type blanc gaussien. Cette hypothése
peut apparaitre comme simpliste mais d’un point de vue expérimental, elle constitue un
critére utile pour la sélection du champ virtuel présentant la moins grande sensibililité au
bruit ajouté. Par hypothése les bruits blancs des différentes composantes du champ de
courbure sont de niveaux équivalents et demeurent trés faibles par rapport aux courbures

elles-mémes.

Au paragraphe 2.6, il a été établi que le Principe des Travaux Virtuels se traduit par

I’équation 2.103 rappelée ci-dessous :

1 N
<—/ (/ileiz,m + Kyytiy, + 5/158%:5) dS) Quz
S

1 ~ 12 2
+ <_/9 (/{/q}m/{/;‘;y + liyyl{’;m - 5/{/55/{:8) dS) me = — ]f;j /S(d + w) w*dsS (2103)
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Dans le cas ot un bruit spatial de faible niveau s’ajoute & celle-ci essentiellement aux

champs de courbure, I’équation précédente devient :

1 .
<_ / ((/{a}m + /yNa:m) li;z + (’fyy + ’}/Nyy) li;jy + Q(I{SS + /yNSS) li:s) dS) sz
S

* * 1 * A
+ <_/ ((“m + Y Nas) Kyy T (Kyy + Y Nyy) Koy — 5(“58 + 7 Nss) “ss) dS>me
S

12pw?
= — h2

/ (d+w)wdS (2.104)
S

ol Ny, Ny, et Ny sont respectivement des champs spatiaux de bruit blanc s’appliquant
aux champs de courbure mesurés : kg4, Kyy €t Kgs. Le nombre 7y est réel positif. Il correspond

a I'écart-type des courbures mesurées.

L’expression 2.104 n’est valide que si les différents bruits spatiaux sont faibles devant les

courbures, c’est-a-dire : YN, < Kagzy YVyy K Kyy, VVss K K-

Les champs cinématiques étant représentés par des fonctions complexes, les bruits des
champs possédent évidemment chacun une partie réelle et une partie imaginaire toutes

les deux de type blanc gaussien et non spatialement corrélées entre elles.

N(z,y) = N.(z,y) + j Ni(z,y) (2.105)

Les différentes composantes de bruits sont par hypothése supposées spatialement indé-
pendantes [73|. En notant N(z,y) le complexe conjugé de la composante de bruit N(z,y),

La fonction d’autocorrélation de celle-ci s’exprime :

Ry(Az, Ay) = E[N(z,y)N( + Az, y + Ay)

- E[(M(as, y) + 3 Nilw, ) ) (Nelw + Az, y + Ay) + J Nolw + Az, y + Ay))}

3 (8o Voo B+ A) = Vo) Vi + Ay + )]

= 20(Ax)o(Ay)
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ou E[X] est I'espérance mathématique d’une variable aléatoire X et 6(¢) la fonction de

distribution de Dirac qui vaut 1 quand ¢t = 0 et s’annule pour toutes autres valeurs de ¢.

La relation 2.106 qui sera utilisée dans la suite est la conséquence de I’hypothése d’indé-

pendance des différents bruits.

Par ailleurs la relation 2.104 peut étre réécrite :

1 ~
(— / (/{m Koy + Kyy /{Zy + 5/{85 “:s) dS) Qza
S
* * 1 * A
+ | - s Rax Ky  Kyy Ky — 5/{85 Kas | AS | Quy

(2.107)
12pw2 * * * 1 * A
=3 S(d+w)wd5+7 i Nmmm—l—Nyy/@yy—i—i ssFas | A4S | Qus
* * 1 * A
+’7 s Nl“xﬁyy—i_Nyyﬁxw—i ss Kgs dS sz
En utilisant 1’équation 2.59 cette relation peut prendre une forme plus condensée :
A A 12pw? .
s
* * 1 * A
+ (/ (Nm Ky + Nyy Ky + 9 Vas ﬁss) dS) Qe
s
* * 1 * A
+ (/ (Nm Kyy + Nyy K30 — §Nss /{ss) dS) Quzy
s
(2.108)

A T’aide de deux champs virtuels par morceaux (section 2.7.3) dont les vecteurs {Y*(l)} et

{Y*(Q)} vérifient les conditions 2.101, les équations 2.92, 2.97 et 2.108 permettent d’écrire :
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Qre = <R>{Y*(1)} + [sz (/ Koy NppdS +/ UN,,dS + %
S S

/5’ s EE]
+ Quy ( / kDN, dS + / DN dS — = / /{zgl)Nsst)}
s s 2 Js
A 1
= (R){Y*®} ++4 [Qm ( /S KA N,,dS + /S /{Z?(JZ)Nyde—I—a /S kI Nyd

+ Quy ( / kXN, dS + / *(2) \7 mdS—§ / H:£2)N85d5)
\ S S S

Dans ces expressions O, et (,, sont les inconnues. Ce systéme non-linéaire n’a pas
Tx Ty

KEUN dS>
S

)

(2.109)

de solution analytique. Cependant, Qm et me peuvent étre développées en séries de
Taylor relativement & la variable . L’écart-type du bruit () est faible par hypothése, en

conséquence il est possible de limiter le développement au premier ordre.

Qua = (R){Y;)} + O(7)

. (2.110)
Quy = (R){Ya } +0(7)

Donc I'équation 2.109 devient :

e = (RY{Y"D} +4 {<R>{ )} ( /S Ko NowdS + [5 Z(yl)Nyde—i—% /S kil NewdS
+ (R){Va'} ( /S it Ny dS + /S VNS - /S sl sst)] +70(7)

= (R e [emy ) ([ s+ [ s+ [ onas
+ (R ( /S KON, dS + /S gy NoadS = 2 /S NS ssds)} +~0(7)

(2.111)

Les premiers termes de chaque membre de droite des équations 2.111 représentent les
valeurs exactes de Qm et sz respectivement. Les deuxiémes termes symbolisent les in-
certitudes sur l'identification des grandeurs précédentes et O(y) est le reste considéré
comme négligeable en raison de ’hypothése de faiblesse du bruit. La moyenne des termes
d’incertitude pour n identifications tendant vers zéro, les espérances mathématiques des

résultats tendent alors vers les estimations non biaisées de (g, et Qgy :

)
)
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n

B(Qu) = %ZQM(Z) — <R> {Y*(l)}

Lo (2.112)
E(Qu) = 2 Qnli) = (R) {Y"}
La variance du parameétre Qm s’écrit :
V(Qur) = E l(Qm - E(%)) (Qm - E(Qm))] (2.113)

En fonction de I’équation 2.111, 'expression de cette variance devient :

* * * ]‘ *
(A } ([ reomaas + [w@wyas+ 5 [ tn.as)

* * 1 *
/S kDN, dS + / Kot NppdS — 5 /S nsgl)Nsst> +70(7)> :

E {{N“>}<W>} {Qapp} +770(7)

(2.114)

Le résultat du développement 2.106 montre que les moyennes spatiales des produits croisés

tels que N, - Ny, sont nulles. Il est alors possible d’écrire plus synthétiquement les produits

restants en définissant les vecteurs lignes a deux composantes (N®) tels que :

1
(N*) = </ ;{;gdeSJr/n;‘;NydeJr—/,{:gNssd&
s s 2 Js
1
/“ZgNydeﬂL/HZZdeS—5//@??1\73st> pour «=(1),(2). (2.115)
s s s

Les vecteurs colonnes { N®} en sont naturellement leurs transposeés.
D’autre part, il est pratique de noter < Agpp> = <R>{Ya>;ol‘7} ce qui conduit a 'introduction
du vecteur ligne <Qapp> :
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<Q“pp> = <Q3§)p Qi?p> = <<R>{Ya§f§)} <R>{Yg§f§’}> (2.116)

La variance du paramétre Qm peut alors se mettre sous une forme plus synthétique :

V(Osa) = 2 <QW>E [{N(l) } <N(1)>} {Q—pp} +120(7) (2.117)

Un calcul analogue peut étre conduit sur (), ce qui méne aux expressions des variances

des deux parameétres recherchés :

V(Qus) =7 <Qapp> E [{N(” } <W>} {QTpp} +7920(y)

L (2.118)
V(Qa:y) = 72 <Qapp> E {{N(2)}<W>] {Qapp} + '72 O(v)

Ces variances font chacune apparaitre le terme 42 multiplié par un facteur dont une

évaluation va étre effectuée.

Les moyennes F HN a}<W>} des expressions précédentes sont des matrices 2 x 2 [E?,

dont les termes s’écrivent a partir des composantes N®(i), avec i = 1,2 :

E[Nau)zvaa)} E[Na@)NT(z)]

E® — (2.119)

E[Na(z)Nau)} E[N&(Q)Na(z)]

Les calculs des termes de la matrice E* font intervenir les calculs des espérances mathé-

matiques de produits tels que :

(/S Koa des) (/S'f—i‘%N—mdS)] (2.120)

Les différents champs n’étant connus que de maniére discréte (Modele E.F. des simulations

E

ou pixels de la caméra), les intégrales sont évaluées numériquement par sommation. Les
coordonnées (z,, y,) sont celles des points ou sont connus les champs et S, sont les aires
connues des éléments finis du modéle de simulation ou des pixels de la caméra. Les bruits
étant non corrélés, les moyennes telles que celle de 1’équation 2.120 peuvent alors étre

développées comme suit :
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E ( / o des) ( / H—;gzv—mdsﬂ

S S
Np Np

=L (Z Sp Kpa (Tp, Yp) Nxz(xpayp)) (Z Sp e (Tqs Yq) Nm@qa%))]
p=1 qg=1
i NP P

=S, E ZZ( Ka (Tps Yp) K55 (Tgs Yq) Noa(Tp, Yp) m(xq,yq))] (2.121)

L p=1 ¢=1

- SI%E i((“ﬁi(xpayp) H—;%l(xpayp» (sz(xpayp> m(%ﬂ?/p)))

m(xpayp)>:>

Dans le terme final on reconnait la fonction d’autocorrélation de la composante de bruit

Np

= Sﬁ Z ((Hzi(ﬂﬁp, Yp) K* e (T, yp)) E {(Nm(xp’ Yp)

p=1

N, qui est égale a 2 (Equation 2.106). La valeur moyenne du produit considéré est donc :

E

NP
([ rznvaas) ([ —N—ds)] =252 S (W) W) (2122

p=1
Les calculs des autres moyennes peuvent étre conduits de maniére analogue et conduisent

a des résultats similaires. Il est alors possible de développer les termes diagonaux de la

matrice E¢ :

E°(1,1) = E%(2,2)
NP

*QU koL 1 *QU T
= 23; Z( Ko (Tps Yp) K353 (Tp, Yp) + Ry (Tps Yp) “Zg(xp> Yp) + 4“3 (Tps Yp) K25 (T, yp))
p=1

(2.123)

ainsi que les termes anti-diagonaux de la matrice E* :

E*(1,2) = E%(2,1)

Np
*QU xa *QU T 1 T
= 255 Z <"%z (Tp, Yp) Ky (Tp, Yp) + Ky (Tps Yp) K33 (Tp, Yp) — 1“ *(Tp, Yp) KEZ (T, yp))
p=1

(2.124)
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Ces développements permettent d’écrire les expressions des variances des paramétres Qm
et Q. (équations 2.118) :

V(Qm:) = 72 (77(1))2

A S o2 (2.125)
V(Quy) =" (n®)
dont il est aisé de tirer les expressions des écarts-types :
— 1
o(0ra) = (1) 2196,

7(Qay) =7 (1)

Dans ces expressions, les termes (7%)? proviennent des développements des équations 2.118

et s’écrivent :

(°)? = 28 [(QW Qi 02, Q) > (422 s ) R, )3 (s ) B () )
p=1
(Qapp Qapp + Qapp app) % (lizz (l'p, yp) Yy (:Ep7 yp) + liyy (l'p, yp) —(l'p, yp))
p=1

+O0(7)

N,
<Qapp Qapp) ( app — app) ;( os (Tp, Yp) K (xpayp))

pour o= (1),(2). (2.127)

Le terme +O(7) indique que cette relation ne fournit que des valeurs approchées des
termes (n*)2. En effet les valeurs exactes seraient données par la relation suivante tirée de

I’équation 2.111 :

Np

(°)? = 25} [(@m Qu+ Quy Q) Y (52w 1) R (s ) + 155 (0, 3) 55 (2, ) )
p=1
NP

- (Qre Qo+ Quy Q) D (i) g (1) + s () W (2 ) )

<a:p,yp>)]

00— 0.) (@ 02) i( 2y )
pour o« =(1),(2). (2.128)
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Toutefois cette relation ne peut étre utilisée car elle fait intervenir explicitement les incon-

nues Qm et Qxy dont seules des valeurs approchées, Q%)p et Qﬁi,)p, peuvent étre identifiées.

Les écarts-types de ces derniéres, pour n identifications, sont proportionnels a « (dans
I’équation 2.126) qui est l'incertitude de la mesure des champs de courbure. Si celle-ci
demeure faible, les écarts-types sur les parameétres identifiés peuvent étre respectivement
estimés par vn™ et vn® qui peuvent alors s’interpréter comme les incertitudes d’identi-

fication provenant du bruit sur les mesures de champs de courbure.

Dans le cadre des hypotheéses, il existe ainsi une relation de proportionnalité entre les
incertitudes de mesure et celles des identifications. Les termes n® apparaissent comme
les facteurs de sensibilité de la MCV au bruit aléatoire de mesure. L’identification du
parameétre QO‘ sera d’autant plus précise que le facteur n® sera faible. Toutefois I'incertitude
sur un parameétre ne posséde de véritable signification que rapportée a la valeur moyenne
de celui-ci : 777(1)/“@%)1;H et 777(2)/“@%;H qui sont les coefficients de variation pour n

identifications.

Il faut remarquer que les parameétres Q(%)p et QE;L possédent des valeurs complexes. Les
incertitudes absolues ") et n® sont des grandeurs réelles positives. En conséquence ") ne
permet pas d’évaluer séparément les incertitudes sur la partie réelle (Q,,) et sur la partie
imaginaire (wB,;) du paramétre identifié. La méme remarque s’applique évidemment a

n® vis a vis de Q. et wB,,.

2.7.3.6 Minimisation des effets du bruit de mesure

L’idée maitresse consiste a utiliser la minimisation, sur les résultats de la MCV, des effets
du bruit de mesure des champs de courbure comme critére de sélection des champs virtuels.
Ce choix doit conduire a la meilleure identification possible d’un paramétre donné. Dans
le cas des champs virtuels par morceaux tels que w*(z,y) = (f(z,y)){Y**}, la sélection
revient & choisir les vecteurs {Y*} des degrés de liberté virtuels minimisant n*)/ HQ%)I;H
ou 77(2)/||Q£,)p|| suivant que a = (1), (2).

Les évaluations des facteurs n® s’effectuent a I'aide des équations 2.128 dans lesquelles les
courbures virtuelles 7,

des courbures virtuelles par morceaux (b,.){Y™*}, (b, ){Y*} et (bss){Y*}. Les intégrales

* * : 2 .
Kyy €t Ky sont respectivement remplacées par leurs expressions

sur la surface de la plaque de produits de courbures sont obtenues par la sommation, sur

les N, éléments virtuels, des intégrales numériques telles que :
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Np

/S (H;Zi(x, y) Rz, y))dS =S, Z(@g(xp, yy) 75 (2, yp)>

- i | (2R ))as
= i S / / () b1 )}, (e, ©) AV}, ) dude

e [3 S [ [ (00,0}, a0,
— vy [1] (7

(2.129)

{Y=}

Dans I’équation précédente, les fonctions (by.), (by,) et (bss) sont les dérivées secondes
des fonctions de forme (f(x,y)) (équation 2.85) dont le monéme de degré maximal est
2393, Les intégrations numériques sont effectuées a 'aide de la méthode de Gauss bi-
dimensionelle [76, 77| en utilisant 5x 5 points sur chaque élément virtuel. Le degré maximal
des polynémes intégrés est alors 2%y ce qui est a priori suffisant pour la précision de

I’évaluation numérique.

Le résultat de I’équation 2.129 peut étre écrit sous la forme :

/S</i;ﬁ($,y) ’f—;%@,y))ds = <Y*O‘> [Il] {W} (2.130)

ou [[1] est une matrice 2 x 2 telle que :

[Il] = g%/t /j({bm(u,f)}l<bm(u,£)>l>dud§]
= i SZ(Z) (ii([{z Hj {bea (i, 5) }, <bm(ﬂz,§j)>l>)]

=1 i=1 j=1

(2.131)

Dans cette derniére expression, H; et H; sont les coefficients d’intégration de Gauss [76].
Les intégrations des autres produits de courbures sont effectuées de maniére analogue et

donnent les résultats :
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§ /S</-s?;§(x,y) @(m,y))ds = (v :[2: 7
[t mge)as = ) ] (7) (2.132)
s 8
\ /S<"f:?(3?,y) @(m,y))ds = (y*) 1] 7

ou [[2}, [Ig] et [[4] sont des matrices 2 X 2 issues des intégrations numériques suivantes :

[IQ] B ::VZZ%/; /_11<{by?/('u’§)}l <byy(ﬂa§)>l>dﬂdf]
- i%(iioqulj {byy(ﬂiagj)}l<byy(ﬂia§j)>l>)]

LI=1 =1 j=1

=
!
Mé

/_1 . {bmﬂg}<byyug>l+{byyﬂf}<bm,u§>>dlud€]

T
I

I
M+
)

Z(l) (Z ZHZ H; <{b$l‘(:uia gj)}z <byy(ﬂia 5j)>l + {byy(/iz‘agj)}l <b”(ui’£j)>l)>]

Z/J]%MSH%““FM4
S (S, i), (ot

1 =17
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~
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[
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o;

o~

1

Pf

,
r
—
I

(2.133)

Ces différentes expressions reportées dans ’équation 2.128 conduisent a une écriture syn-

thétique des facteurs (n®)? :

(n*)* = 1/2{(y*) [T} {¥*=}, pour a=(1),(2). (2.134)

qui apparaissent comme des formes quadratiques non négatives de la méme matrice asso-

ciée [F] qui s’exprime :

1) = 25, (00 e+ 0 0) 1 8] 4 (00, 02) 1)

+ 1 (Qu - %M@f@QM]@m)
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Les facteurs (7%)? ne peuvent étre nuls que dans le cas de courbures virtuelles également
nulles. Hormis ce cas, sans intérét pratique pour la procédure d’identification, la matrice
[F} est symétrique définie positive. Ceci entraine que les facteurs (n®)? posséde chacun

un minimum unique en fonction des vecteurs {Y*}.

La sélection des vecteurs {Y*®} peut donc s’opérer par minimisation de la fonction cofit
correspondant a ’expression de I’équation 2.134. Les relations linéaires des équations 2.96
et 2.99 expriment les conditions que doivent respecter les champs virtuels. Elles ont été
rassemblées dans 1’équation 2.102 rappelée ci-dessous et qui exprime les contraintes im-

posées a l'optimisation :

A=

Les vecteurs {Y**} optimaux sont ceux qui correspondent au point de stationnarité de

chaque Lagrangien £ :

LY =1/2(Y*) [[]{Y*} + (A%) <[A] {y*} — {Za}), pour «a=(1),(2). (2.136)

dans lequel (A®) représente les vecteurs des multiplicateurs de Lagrange. Les vecteurs

{Y**} sont solutions des systémes linéaires :

y*e 0
{ o }:{ Za} L oa=1,2 (2.137)

Toutefois leurs résolutions sont impossibles directement, les parameétres recherchés étant

r|ar
Ao

inclus dans les composantes de la matrice [F } Les expressions exactes et approchées de
(n™)? (respectivement les équations 2.127 et 2.128) ne différent que par le terme +O(7)

qui est considéré négligeable dans I’hypothése d’un bruit faible.

En utilisant des valeurs approchées Q%)p et Q(%)p respectivement pour les parameétres Qm

et Qw, il est possible de calculer des valeurs approximatives de (n®)? :

(18,)" = 1/2(Y**) D] {¥7} 1 a=(1),(2) (2.138)

expression dans laquelle la matrice [Fapp} est égale a :
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Ta| = 2Sp[(@m o+ Q2 Q) [+ 1] + (Q, Q5 + 02, Q) [15]
+(om - a) (0% - a%) [14}] L a=(1),(2) (2139)

Les vecteurs {Y**} qui définissent les champs virtuels optimaux sont les points de sta-

C o
tionnarité du Lagrangien L7 5 qui s’écrit :

Lopp = 1/2(Y") [Lapp] {Y*} + (A%) ([A] {Yy*} — {Z‘l}> ca=(1),(2) (2.140)

qui conduisent aux résolutions maintenant possibles des systémes linéaires :

y*e 0
{ - } :{ P }, pour «=(1),(2) (2.141)

Les valeurs des paramétres matériau Qapp et Qéﬁ,’p qui tendent respectivement vers Qm et

Loy | A
Ao

Qs sont celles qui minimisent écart entre les facteurs (ne,p)? et (7).

En conséquence un processus itératif est utilisé pour parvenir aux vecteurs {Y*(l)} et
{Y*(Q)} des champs virtuels spéciaux optimisés et ainsi aux valeurs des parameétres a

identifier :

— itération O : Les valeurs initiales {Qapp (0)} sont introduites permettant le calcul de
[Fapp(o)]. Les résolutions des systémes linéaires 2.141 permettent de déterminer les
vecteurs {Y(’gf‘} qui conduisent a 'identification des valeurs {Qapp(l)} des parameétres.

— itération 1 : Les résultats {Qapp(l)} sont utilisés pour calculer [Fapp(l)] qui conduit aux

vecteurs {Y{}"} et & lidentification des valeurs {Qapp @}

— itération k : Par le méme processus, les résultats {Qapp (k)} de l'itération précédente

conduisent & l'identification de {Qapp (k+1)}

Le processus itératif est poursuivi jusqu’a ce que la différence ¢ entre les parameétres issus

de deux itérations successives soient inférieures par exemple a 0,1% (¢ < 0,1%)
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Qapp (k+1) — Qapp (k)

E =

Qapp (k+1)

La procédure est telle qu’aucune connaissance sur les propriétés du matériau n’est néces-
saire pour les valeurs initiales {Qapp (0)} quelque soit les valeurs de départ. Les résultats
numériques montrent que cette procédure converge rapidement. Généralement trois ou

quatre itérations suffisent pour atteindre la convergence.

2.7.3.7 Validation numérique

Une validation numérique de la procédure a été effectuée a ce niveau de I’étude. Elle utilise
les réponses vibratoires du modéle éléments finis de plaque présenté au paragraphe 2.7.1.
Les champs virtuels utilisés sont des champs spéciaux par morceaux sélectionnés par la

procédure de minimisation de ’effet du bruit de mesure sur les champs de courbure.

Deux types de champs ont été testés, respectivement 3 X 3 et 5 x 5 éléments virtuels.
La figure 2.13 présente le découpage des deux champs virtuels. Le sous-domaine central
est identique dans les deux cas et de dimensions beaucoup plus importantes que la zone
d’encastrement. Ce choix provient de la volonté de correspondre au cas expérimental ot

le traitement des images a imposé la non prise en compte d'une large zone autour de la

fixation.
O
S
<
vy
m3 m4 N m3 ma4
N N
vy U]
ml m?2 00 ml m?2
S
<«
vy
©
S
66 68 66 32 34 68 34 32
(a) Morceaux 3 X 3 (b) Morceaux 5 x 5

Figure 2.13 — Maillage du modéle E.F. de plaque en sous-domaines virtuels (cotes en mm)

Compte tenu des dimensions du modéle et de son maillage, les dimensions des éléments
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finis rectangulaires équivalents aux pixels de I'image sont 2 x 2 mm?. Le découpage en

éléments virtuels est tel qu’aucun "pixel" n’appartient simultanément & deux morceaux.

Dans un premier temps aucun bruit aléatoire n’a été ajouté aux champs de courbure et

aucune erreur sur le mouvement d’entralnement n’a été introduite.

Les fenétres de la figure 2.14 montrent les erreurs relatives sur les identifications obtenues
avec les champs virtuels spéciauxr par morceaux. Les erreurs apparaissent trés faibles sur
toute la gamme de fréquence considérée. Elles sont & comparer avec celles présentées dans

la figure 2.8 obtenues avec des champs virtuels polynomiaux choisis intuitivement.

CVS3 x 3 CVS5 x5

071 T T T T 0/1

o
T

|
=
—

Erreur relative (%)
Erreur relative (%)

\ ! -p- B.’l;y
020 SN ‘ ‘ 020 S ‘ ‘
60 90 120 150 60 90 120 150
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
(a) Morceaux 3 x 3 (b) Morceaux 5 x 5

Figure 2.14 — Erreur relative des résultats identifiés sans bruit ajouté en utilisant deux

types de champs virtuels par morceaux

Les résultats ci-dessus montrent I'innocuité de la procédure d’optimisation vis a vis de
données non bruitées. Mais surtout ils valident I'efficacité des deux contraintes cherchant
a imposer l'indépendance des équations et la nullité des travaux virtuels des efforts ex-
térieurs. Les sensibilités relatives n® /[|QSh|| et n®/ ||Q£,)p|| sont également présentées
dans la figure 2.15. Les champs de courbure ne présentent que le bruit numérique de la
simulation par éléments finis, a priori de niveaux identiques pour toutes les fréquences de
réponses. Tous les calculs de réponses vibratoires ont été effectués avec la méme amplitude

d’entralnement.

Les deux champs virtuels testés conduisent & des résultats tres proches. Ceci laisse penser
a une faible influence de la taille des éléments virtuels. Cette remarque reste toutefois a

confirmer.
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CVS par morceaux 3 x 3 CVS par morceaux 5 x 5
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(a) Morceaux 3 X 3 (b) Morceaux 5 x 5

Figure 2.15 — Sensibilités relatives sans bruit ajouté en utilisant deux types de champs

virtuels par morceaux

Les courbes de sensibilités relatives montrent toutes un minimum aux environs de 100 H z
(en résonance) qui correspond & une fréquence de résonance et donc & une bande fréquen-
tielle de meilleur rapport signal-bruit. Par contre les réponses & 60 H z possedent les plus
faibles amplitudes et donc les plus faibles rapports signaux / bruit. Les champs de pente,
fleche et courbure a 60 Hz et a 100 Hz sont présentés dans la figure 2.16. Cette derniére
réponse est nettement plus importante que celle a 60 Hz, ceci peut expliquer la relative
sensibilité au bruit dans les cas de faibles amplitudes vibratoires entrainant des faibles

courbures.

L’introduction de la notion de courbure quadratique moyenne % permet une étude de cette

sensibilité :

:& | 3(ltanll + el + et ) P)ds . o) €S, 2142

ou S, correspond a l'aire de la surface de la plaque diminuée de l'aire du sous-domaine
virtuel central couvrant ’encastrement. Les courbures de cette partie ne contribuant pas

aux travaux virtuels, elles ne doivent donc pas étre prises en compte.

La fenétre (a) de la figure 2.17 montre en fonction de la fréquence d’excitation, 1'évo-
lution de ces courbures moyennes calculées a partir des simulations des réponses a un
méme mouvement d’entrainement d’amplitude 0,1 mm. Cette valeur majore nettement

les amplitudes utilisées expérimentalement.
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Figure 2.16 — Champs de pente, fléche et courbure issus de simulations : parties réelles et

imaginaires. (a) 60 Hz (hors-résonance); (b) 100 Hz (en résonance)
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CVS par morceaux 5 X 5
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Figure 2.17 — Courbures moyennes et sensibilités relatives

La fenétre (b) présente ces courbures moyennes multipliées par les sensibilités relatives
7 /| Qua| et T /|Quy|. Malgré les trés grandes variations observables sur les courbures
moyennes, les deux valeurs des deux quantités sont pratiquement constantes, a I’exception
de la seconde a la fréquence de 80 Hz. Ceci confirme que la sensibilité relative varie a
I'inverse du rapport signal / bruit et donc a bruit constant, de ’amplitude de la réponse

de la plaque.

La figure 2.18 montrent les résultats d’identification avec un bruit aléatoire d’un niveau
v = 1072 m~! ajouté aux champs de courbure simulés obtenus sans aucune erreur sur
I'entrainement. La fenétre (a) montrent les erreurs relatives moyennes sur les quatre
paramétres extraits a partir de 30 identifications. Les écarts demeurent trés faibles et
confirment 'intérét de la méthode de minimisation. La fenétre (b) a droite affiche les
coefficients de variation des paramétres complexes identifiés Qm et me calculés de deux

maniéres différentes :

— les marqueurs e sur les traits respectivement continus et discontinus indiquent les valeurs
calculées & partir des expressions : v (nM)/[|QW|| et v (n®)/[|Q®| utilisant les valeurs
des parameétres identifiés a ’aide des champs virtuels optimisés;

— les marqueurs o et > qui indiquent les coefficients de variation calculés sur les résultats

des trente identifications.
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CVS par morceaux 5 x 5
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Figure 2.18 — Identification avec bruit : erreurs relatives moyennes et coefficients de va-

riation (prévues et calculées)

A Texception des valeurs sur ()., & 60 Hz la coincidence entre les deux séries de résultats

est trés bonne. Par hypothése le bruit doit rester trés faible par rapport au champ réel.

Ceci prouve que ’évaluation des écart-types sur laquelle s’appuie la procédure de mini-

misation est correcte dans le cadre des hypothéses avancées.

2.7.3.8 Minimisation des effets des erreurs de mesure du mouvement d’en-

trainement

Les fenétres de la figure 2.19 montrent les erreurs relatives sur les parametres identifiés a
I’aide de champs virtuels spéciaux a 5 x 5 morceaux. Elles ont été obtenues & partir des
champs de courbure simulés, sans ajout de bruit aléatoire mais avec introduction d’erreurs

sur le module et sur la phase du mouvement d’entrainement.

Ces résultats sont du méme ordre de grandeur que ceux de la figure 2.9 obtenus a par-
tir des mémes champs de courbure et & l'aide de champs virtuels polynomiaux choisis

Intuitivement.

Dans les deux cas, une erreur de mesure sur la phase du mouvement d’excitation entraine
des conséquences trés importantes sur la précision de l'identification. La minimisation de

ce type d’effets est le quatriéme critére de sélection des champs virtuels dits optimisés.

L’équation établie en 2.74 et rappellée ci-dessous montre une estimation de I’erreur d’iden-
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CVS 5 x 5 (ddy/dy = 1%, 6¢ = 07) CVS 5 x 5 ; (8dy/dy = 0%, 66 = 0,5°)
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Figure 2.19 — Influence des erreurs de mesures du mouvement d’entrainement : amplitude

et phase

tification o (Q) introduite par une erreur dd sur le module et la phase de I’entrainement

od € C.
/w*(l)dS
s

/ w*?ds
s

Si les champs virtuels sont choisis tels que les deux intégrales du membre de droite soient

Qua 12 w?
5 St

’ [H] ™" od
Quy h?

nulles, les erreurs tendent évidemment vers zéro. Ceci débouche sur une contrainte supplé-

mentaire portant sur les champs virtuels de déplacement hors-plan qui doivent vérifier :

/w*o‘dS =0 pour a=(1),(2) (2.143)
S

Ces intégrales peuvent étre évaluées numériquement. Dans le cas des champs virtuels par

morceaux, elles s’expriment :

= (2.144)
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ou N, est le nombre de points ot les champs sont connus (noeuds du modéle E.F. ou pixels

de la caméra). La condition peut alors s’exprimer matriciellement :

C)Y[Y*™] =0 ; a=(1),(2) (2.145)

avec le vecteur ligne (C') qui s’écrit :

(©) = {1 &)) (2.146)

La mise en place de cette contrainte consiste a ajouter a la matrice [A] (équation 2.102)
une ligne contenant les éléments du vecteur (C') et une composante nulle & la méme ligne

de chaque vecteur {Z°}.

Avec ’ensemble des contraintes, la relation finale d’identification s’écrit :

3 “Wds
- 12 pw? / ww
Qe _ 1200 ] Js (2.147)

A 2
Qzy h / ww@ds
s

La figure 2.20 montre les erreurs relatives sur les parameétres identifiés suite a I'introduction
d’une erreur dd = ddyexp(jo¢p) sur le mouvement d’entrainement avec respectivement
5d0 = ].% et (5¢ = O, 5°.

La procédure a dans un premier temps été appliquée sur des champs de courbure sans ajout
de bruit aléatoire. L’identification a été conduite a 1’aide de champs virtuels respectant

I’ensemble des contraintes.

Tout en demeurant nettement inférieures a 1%, les erreurs relatives se révélent un peu plus
élevées que dans le cas précédent (Figure 2.15) certainement en raison de I'ajout d’une
contrainte dans la procédure. Il faut noter que les simulations effectuées avec 'introduction
d’erreurs plus importantes sur I’entrainement conduisent strictement aux mémes résultats.

Cecl confirme 'efficacité de cette derniére contrainte.

Outre la minimisation des conséquences des erreurs de mesures d’excitation, cette der-
niére contrainte supprime la nécessité de mesurer le mouvement d’entrainement, ce qui
ameéne évidemment un allégement du dispositif expérimental. Il est toutefois & signaler
que cette simplification ne dispense en rien de la nécessité de synchroniser 1’acquisition

des champs cinématiques avec le mouvement d’entrainement. En effet, les parties réelles
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Figure 2.20 — Identification avec CVS minimisant le bruit de mesure des champs et les

erreurs de mesures du mouvement d’entrainement ([ w*dS = 0)

et imaginaires des champs physiques de courbure ont été définies respectivement comme
leurs composantes en phase et en quadrature avec ’entrainement.
La figure 2.21 présente les résultats de la méme identification que précédemment a l'ex-

ception de I'ajout de bruit aléatoire d’écart-type v = 1072 m~1L.
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Figure 2.21 — Identification avec le bruit : erreurs relatives moyennes et coefficient de

variation (prévues et calculées)

A T'exception des amortissements identifiés a la fréquence de 60H z qui souffrent du plus
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faible rapport signal / bruit, les erreurs relatives moyennes des paramétres matériau ne
présentent pas d’altérations conséquentes dues a la présence de bruit de mesure (Voir la
figure 2.20). Les erreurs restent trés faibles et varient peu dans la gamme de fréquence
étudiée.

La fenétre 2.21(b) présente les coefficients de variation calculés et présentés de maniéres
analogues a ceux de la figure 2.18(b). Dans le cas simulé, pour les fréquences d’excitation
supérieures ou égales a 80Hz les coefficients de variations sont pratiquement nuls par
opposition a ceux des deux fréquences les plus faibles. Ces derniers coefficients tout en
restant trés réduits semblent démontrer I'importance du rapport signal / bruit. En effet
dans les plus basses fréquences considérées, d’une part la plaque ne présente pas de ré-
sonance et d’autre part 1’excitation inertielle est faible, d’ott des réponses vibratoires peu
importantes de la plaque. Au niveau expérimental, ceci peut étre partiellement compensé

par 'augmentation de I'amplitude du mouvement d’entrainement.

2.7.3.9 Commentaires

Au paragraphe 2.7.3.6 le terme yn® a été présenté comme ’écart-type de I'identification
d’un parameétre complexe QO‘. Dans le cas de Qm, les parties réelles et imaginaires sont
respectivement Q). et wB,,. Toutefois les écart-types o(Q..) et o0(wB,;) ne peuvent étre

extraits directement de celui de Q,, (0(Qqs)). Il est toutefois possible d’écrire :

(0(0:)) = (@) + (o(wBu)) (2.148)

Les bruits de mesure des champs de courbure ont été supposés aléatoires gaussiens. La
figure 2.22 montre la construction de ’erreur sur Qm a partir des erreurs sur ()., et wB,,.
Le méme raisonnement peut évidemment étre tenu sur me. Il suppose la distribution
5Qm aléatoire gaussienne autour de Qm et s’appuie sur I’hypothése, vérifiée a travers les

simulations numériques :

0(Quz) = 0(wBaa) (2.149)

La figure 2.23(a) présente les écart-types calculés sur les quatre grandeurs @y, Quy, WByy
et wB,, en appliquant les hypotheéses précédentes aux résultats de la figure 2.21. En raison
de la trés grande plage de variation des différents écarts-types, une échelle logarithmique

a été adoptée pour les ordonnnées.
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Figure 2.22 — Distribution de l'erreur du paramétre identifié avec les données bruitées :

distribution aléatoire
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Figure 2.23 — Identification avec champs de courbure bruités : variations de I’écart-type
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La figure 2.23(b) présente les coefficients de variation des paramétres matériau issus des
résultats de la fenétre (a). Tous les graphes montrent un minimum au voisinage de 100H z
qui est une fréquence de résonance, donc une bande fréquentielle présentant de plus fortes
amplitudes de réponses. Les courbes montrent & méme fréquence un rapport de 'ordre
d’une décade entre les dispersions relatives des rigidités et des amortissements. Ces ré-
sultats peuvent s’expliquer par la différence importante entre les ordres de grandeur des
rigidités et ceux des amortissements. En effet, compte tenu de ’équation 2.149 et de son
homologue 0(Q,,) = 0(wBy,), les rapports des coefficients de variations entre rigidités et

amortissements peuvent s’écrire respectivement :

O-(sz)/(sz) N g(szx)/(WBzz) B U(Wsz) ' wa - wﬁxz

(2.150)
U(sz)/Qxy _ wﬁ
0(Buy)/(Bey) "

Les taux d’amortissement introduits dans le modéle éléments finis pour le calcul des

champs cinématiques simulés sont :

sz - ﬁa}y = 1074 (5)
Pour la fréquence de 100Hz2, w3, = wfy, = 27 x 100 x 10~* = 0,063 soit un rapport

entre coefficients de variation des rigidités et ceux des amortissements compris entre 10

et 20. C’est bien ce qui est observé dans la figure 2.23(b).
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2.7.4 Champs Virtuels Spéciaux optimisés polynomiaux

En paralléle des développements des champs virtuels par morceaux, d’autres travaux ont
porté sur la sélection de champs virtuels constitués de polyndémes. Dans le cadre des
plaques minces sollicitées en flexion, Grédiac et al. [72| ont proposé une méthodologie de
génération systématique de champs virtuels de déplacement hors-plan dans une base de

fonctions polyndmiales telles que :

T\t (y\J
Ai-(—) <—> 2.151
J a b ( )

dans lesquelles a et b sont des grandeurs représentatives de la plaque suivant les directions

w*(z,y) =

n m
=0

i=0 j

x et y. L’écriture équivalente ci-dessous se révéle d'une utilisation plus aisée :

w(z,y) = Xk: Ay <§> (%)] (2.152)

Dans cette expression n apparait directement comme le degré maximal du polynéme. Par
analogie avec les champs virtuels par morceaux, il est possible d’écrire le champ virtuel

de déplacement hors-plan sous la forme :

w*(z,y) = {f(z,y){Ai} (2.153)

dans laquelle le vecteur ligne (f(z,y)) est constitué de N,, = (n + 1)(n + 2)/2 monomes

de degré maximal n :

flzy) = <x0y0 oy’ a2yl oty alyt ety ety xoyn>
Y Y b ? 0,2 ? a,b Y b2 Y ? a/n Y Y bn
(2.154)

Les champs virtuels de courbure sont évidemment obtenus par doubles dérivations du

champ virtuel de déplacement hors-plan :
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( . 1 n k AN Y\J
e = 8 2 =04 (G)(5)
(i2k—) -
e = 5 2 6= 0 () () (2.155)
(ih—j) B i
ki (z,y) = —ibké (Aj% ‘) ij Aij (x)l 1 <%>J 1
i=k—j

\

Ceux-ci peuvent étre écrits sous formes vectorielles :

Ko (2,y) = (bao(,y)) {Aij }
ki, (2 y) = (byy(z,9)) { Ay} (2.156)
k(@ y) = (boy(@,y)) {Ai}

ou le vecteur colonne {A;;} constitué des N,, coeflicients des mondmes, joue un role
analogue a celui du vecteur {Y*} des degrés de liberté des champs virtuels par morceaux.
De la méme maniére, le choix des champs virtuels optimaux va étre déplacé vers la sélection
des vecteurs {A;; } définissant les champs qui vérifient les quatre conditions précédemment

présentées.

La condition d’indépendance des équations décrite par la relation 2.77 rappelée ci-dessous :

GoH  HgO B 1 0
a2 gl o 1

se traduit, par analogie avec 1’équation 2.96, par une contrainte sur ’opération d’optimi-

[H]2><2 =

sation s’écrivant matriciellement :

{(I@} ' [{AS)}{AE? ]: [1 0] (2.157)

(L) 0 1

avec () et (I,,) qui s’expriment respectivement :

<Ia:a:> - /S</€wz(x7y)<bmm(x7y)> + ’{yy(xvyxbyy(xa y)) + %Kss(x7y)<b85(x7y)>> dS

<I®‘y> = /S<lim($,y)<byy($,y)> + Ky (2, Y) (e (T, Y)) — %“58(%9)((785(%9») ds

(2.158)
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Le critére de minimisation des effets du bruit de mesure des champs cinématiques est le
méme que celui développé au paragraphe 2.7.3. Son application débouche sur la minimi-

sation d’une fonction cotit ou les vecteurs {Y**} sont remplacés par leurs homologues
{AE}I)}, avec v = 1,2 .

La condition de minimisation des erreurs de mesure sur le mouvement d’entrainement 2.143

prend la forme d’une relation linéaire qui s’écrit ici :

/S<f(x,y)> {A%}dS o= (1),(2) (2.159)

soit sous forme matricielle :

@){A5} =0 a=(1),(2) (2.160)

avec (C') vecteur ligne a N,, composantes tel que :

(C) Z/S<f(w,y)>d5 (2.161)

La condition de nullité des travaux virtuels des efforts extérieurs (TVFE = 0) ne peut
pas étre simplement décrite par une équation linéaire de contrainte. En effet imposer par
exemple Aygy = A1 = Ap1 = 0 ne conduit au respect rigoureux de la condition que dans le
cas d’une plaque encastrée en un seul point situé en (z,y) = (0,0) (Travail virtuel nul de
la réaction et des moments d’encastrement). Cette contrainte a été essayée sur les champs
cinématiques issus du modéle de plaque avec I’encastrement sur une zone circulaire, sans
ajout de bruit aléatoire ni d’erreur sur l’entrainement. La figure 2.24 présente les erreurs

relatives obtenues avec des polyndémes de degrés maximaux n =3 et n =5 .

Les erreurs sont évidemment beaucoup trop importantes et imposent de rechercher une

meilleure prise en compte de la condition (T'VFE = 0).

Le champ virtuel polynémial modifié présenté dans 1’équation 2.162 assure la nullité
des déplacements virtuels hors-plan dans une zone circulaire de rayon r centrée sur

(z,y) = (0,0) et recouvrant largement la zone d’encastrement.

n k . .
1 J
> X @y = (3) (5) 0 @et>)
k=0 =0
(i2k—j)

0; ($2+y2§7“2)

w* (2, y) = (2.162)
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CVS polynomiaux : n = 3 CVS polynomiaux : n =5
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(a) Degré du polynome : n = 3 (b) Degré du polynéme : n = 5

Figure 2.24 — Erreurs relatives d’identification : CVS polynomiaux

Les champs de pente s’expriment :

oy~ U0 | @ =g @yt o)

A 890 0; (l‘2—|—y2 §T2)
(2.163)

. w*(z,y) (2 + > =) h(z,y); (®+y° > 1)

9y(9€ay) T T on 9 9 9

Y 0; (x*+y° <r9)

\
ot g(z,y) et h(x,y) sont deux fonctions de la méme base polynomiale. Ces champs sont
évidemment nuls a I'intérieur de la zone circulaire de rayon r et les continuités des champs
virtuels de pente et de déplacement hors-plan sont assurées a la périphérie de cette zone.
La mise en ceuvre pratique est assurée en effectuant les différentes intégrations uniquement

sur laire de la plaque excluant la zone de rayon r.

Les figures 2.25 et 2.26 montrent les résultats obtenus avec de tels champs virtuels poly-
nomiaux de degrés n = 3 et n = 5. Les identifications ont été conduites sur des champs
de courbure avec ajout de bruits aléatoires d’écart-types v = 1073 m™! et introduction

d’erreur sur le mouvement d’entrainement ddy = 1% et 6¢ = 0,5° .

Au niveau des erreurs relatives, les résultats sont du méme ordre de grandeur que ceux
obtenus avec les champs virtuels par morceaux dans les mémes conditions d’identification.

On constate une tendance a une augmentation des effets du bruit de mesure avec le degré
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Figure 2.25 — Identification avec CVS (n = 3) minimisant le bruit de mesure et les erreurs

de mesures d’entrainement ( [ w*dS = 0)
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Figure 2.26 — Identification avec CVS (n = 5) minimisant le bruit de mesure et les erreurs

de mesures d’entrainement ( [ w*dS = 0)
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maximal des polynémes ce qui est confirmé par les deux graphes de sensibilités relatives,

en particulier les résultats a 60 Hz.

D’une maniére générale les sensibilités montrent que les champs polynomiaux possédent

une moins grande robustesse au bruit de mesure que les champs par morceaux.

2.8 Conclusion

Cette partie a permis d’établir les bases théoriques de 'application de la Méthode des

Champs Virtuels aux cas des plaques minces en vibrations harmoniques forcées.

Deux méthodes systématiques de génération des champs virtuels ont été testées, chacune

basée sur un type de champ particulier :

— Champs virtuels par morceaux ;

— Champs virtuels polynomiaux.

Dans ces deux cas, la méthodologie de sélection introduite permet de satisfaire quatre

conditions qui peuvent étre classées en deux groupes :

1. Les contraintes liées a 'application de la méthode :
— Indépendance des équations;
— Travaux virtuels nuls des efforts extérieurs.
2. Les contraintes liées aux perturbations d’origine expérimentale :
— Minimisation des effets du bruit de mesure des champs cinématiques ;

— Réduction des effets des erreurs de mesure de ’entrainement.

Des champs cinématiques issus de réponses vibratoires de modéles éléments finis ont
permis des simulations d’identifications. Les perturbations volontaires apportées a ces
champs ont permis de tester les différentes étapes de la méthodologie de sélection et de

les valider.

Les derniers résultats montrent un léger avantage en faveur des champs virtuels par mor-
ceaux. Ceux-ci seront utilisés pour les identifications réelles utilisant des champs cinéma-

tiques fournis par 'expérimentation.
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Chapitre 3

Expérimentation

3.1 Introduction

L’application de la Méthode des Champs Virtuels au cas étudié a été présentée au chapitre
précédent ainsi que sa validation & partir de champs cinématiques simulés numériquement

par éléments finis.

Ce chapitre est consacré a la mise en ceuvre du dispositif expérimental ainsi qu’a la
présentation du principe de la déflectométrie couplée avec la méthode de grille. Utilisées
conjointement, ces derniéres permettent la mesure des champs de pente en surface des

éprouvettes.

Le montage permettant I'excitation vibratoire inertielle de la plaque est présenté et justifié.
La procédure de synchronisation du mouvement d’entrainement de la plaque avec la prise
de vue est précisée ainsi que la détermination des incertitudes qui en découlent. Enfin
différentes procédures de traitement d’images sont exposées. Celles-ci ont été développées

en vue d’améliorer la qualité des résultats.

Au préalable, les caractéristiques du matériau testé sont déterminées a I’aide de méthodes

classiques et sont considérées comme valeurs de référence.

93
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3.2 Matériau testé

Le matériau testé, de type PMMA, se présente originellement sous forme de plaques
produites par VULCASCOT, de dimensions 600 x 600 mm?, d’épaisseur 3 mm et traitées
miroir sur leur face postérieure. Ce traitement a facilité la mise en ceuvre de la méthode
optique de mesure présentée en 3.4.2. Les différentes éprouvettes plaques utilisées, de

dimensions typiques 200 x 160 x 3 mm?, ont été découpées par fraisage a grande vitesse.

La fiche descriptive du matériau fournie par le fabricant ne mentionne qu’une valeur de
module d’Young (E = 3 G Pa) obtenue par un test statique de flexion (ASTM D-638). La

documentation ne présente aucune indication concernant I’amortissement.

3.2.1 Valeurs de référence

Le comportement mécanique de ce type de matériau est généralement tres dépendant de
a fréquence, ce que les premiers constats ont confirmé. Des essais conventionnels ont été
la f , 1 tats ont confi D t Is ont &t

pratiqués afin de disposer de valeurs de référence nécessaires a la validation de ’approche
proposée. Ces essais sont basés sur les vibrations libres d’éprouvettes de type poutre en

conditions aux limites encastrée-libre (voir figure 3.1).

Encastrement

Poutre

Capteur

Figure 3.1 — Essais de poutres encastrées-libres

Quatre éprouvettes, de largeur b = 22 mm et d’épaisseur h = 3 mm ont été prépa-
rées en utilisant les mémes moyens qu’indiqués précédemment. Leurs longueurs [ hors-
encastrement choisies dans la plage [105 — 115 mm] permettent d’obtenir des fréquences
de premier mode de flexion comprises dans la gamme [70 — 110 Hz|. Cette gamme corres-
pond a celle dans laquelle est également testée la méthode proposée. L’ordre de grandeur

des élancements d des éprouvettes peut étre évalué tel que :
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5=~ (3.1)

r

ou [ et r sont respectivement la longueur active des échantillons poutres et leurs rayons
de giration. Ce dernier s’exprime a ’aide du moment quadratique et de l'aire de section

droite de la poutre, respectivement A et I :

I [ b3 h
r_\/;_ 12-0-h 23 (3:2)

Les longueurs choisies pour les éprouvettes situent leurs élancements dans la gamme

d € [120 — 130]. Ces valeurs permettent d’utiliser les hypothéses de Bernoulli négligeant les
effets du cisaillement transverse lors de leurs mouvements de flexion |78|. La fréquence du
premier mode de flexion peut dans ces conditions s’exprimer a l'aide des caractéristiques

géométriques et matériau (£, p) de la poutre par la relation :

A BT

h=5m\ )5

(3.3)

La valeur du facteur \; ici prise égale a 1,875 provient de ’application des conditions aux
limites ’encastrée-libre’ & un modéle de poutre droite sans prise en compte du cisaillement
transverse [62, 79]. On peut en tirer 'expression permettant d’estimer le module d’Young

a partir de la mesure de la fréquence de ce mode :

P 4872 p ' e
Al h?

(3.4)

La valeur de la masse volumique p introduite dans les calculs provient de la fiche construc-
teur (vérifiée expérimentalement). Cette caractéristique intervient au méme ordre dans
les relations d’identification issues des Champs Virtuels. En conséquence I'incertitude sur
cette valeur n’a pas été prise en compte dans le calcul de 'erreur relative sur la détermi-

nation du module d"Young. Celle-ci s’écrit alors :

1B _ \/EL ((27? o)) + (o) + (5 "(h)>2)

e ey

(3.5)
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Les conditions d’encastrement, enfoncement, perpendicularité avec les mors et moments de
serrage, ont été refaites et controlées avant chaque test. Un capteur a courant de Foucault
a permis d’enregistrer, sans contact, les mouvements d’une pastille d’aluminium, de tres

faible masse, collée & I'extrémité de chacune des éprouvettes poutres.

Les signaux échantillonnés a la fréquence de 51,2 kH z ont été acquis sous forme de blocs
de 8192 mots contenant approximativement une douzaine de périodes d’oscillations. La
détermination des fréquences du premier mode est effectuée par la mesure de la moyenne
des périodes d’oscillations. On peut en déduire que 'erreur relative sur cette détermina-
tion est comprise entre 1% et 2%. Le controle des épaisseurs des éprouvettes a montré
que les variations de celles-ci sont inférieures a 0,02 mm. Rapportées a la faible valeur
de h = 3 mm, il est possible d’évaluer la contribution de ces variations 2Ah/h ~ 1,5%.
Les longueurs hors-encastrement ont été mesurées a la jauge de profondeur lors de chaque
montage avec une incertitude évaluée a 0,2 mm. Celle-ci reste tributaire de la perpen-
dicularité effectivement réalisée. La contribution de cette mesure de longueur peut étre
estimée a 4Al/l =~ 1%. Compte tenu des élancements des éprouvettes utilisées, l'erreur
sur le coefficient \; dépend essentiellement de la réalisation de I’encastrement. Celui-ci est
matérialisé par deux mors en acier dont les faces avant ont été rectifiées simultanément.

Sa contribution sur l'erreur relative demeure difficilement quantifiable.
Au final on peut estimer l'erreur relative sur le module d’Young AE/E > 4%.

Cinq essais par lacher ont été pratiqués avec chacune des poutres. Bien qu’apparemment
peu fréquemment utilisées dans ce type d’essais, ces conditions initiales se révelent tres
bien adaptées au cas d’éprouvettes de dimensions modestes et de faible rigidité, d’une part
par la facilité de mise en ceuvre et d’autre part par le contenu vibratoire obtenu. En appli-
quant transversalement un effort constant a ’extrémité de la poutre, la déformée statique
obtenue est alors trés proche de la forme du premier mode de flexion de I’éprouvette. Le
brusque relachement de 'effort provoque un mouvement vibratoire presque uniquement
composé des mouvements de ce premier mode. Ceci est beaucoup plus difficile & obtenir a
partir d’un essai par impact. Un enregistrement temporel sans filtrage de ces mouvements

vibratoires est présenté dans la figure 3.2.

Le lissage des ¢longations extrémales des oscillations par des exponentielles aux moindres
carrés (en pointillés sur la figure 3.2) a permis la détermination des taux d’amortisse-
ment visqueux £. La bonne qualité du lissage permet de juger de 'accord entre le mo-

déle d’amortissement visqueux et les phénomeénes observés. Ce taux est lié au coefficient
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o

0,05 0,1 0,15
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Figure 3.2 — Oscillations libres d’éprouvette-poutre

d’amortissement proportionnel 3 qui sera identifié dans la méthode proposée :

p=2t_ ¢

w1 7T'f1

(3.6)

Le tableau 3.1 présente les valeurs du module d’Young et du coefficient d’amortissement
[ déterminées a partir de ces essais. Pour chaque éprouvette poutre, le résultat provient

de la moyenne obtenue a partir des cinq essais.

Poutre n°® Longueur  f; E 16}
(mm) (Hz) (GPa) 107 s
1 106,9 86,68 498 1,07 + 0,06°
2 107,9 85,01 496 1,04 + 0,05¢
3 113,5 75,05 473 1,11 4+ 0,08¢
4 114,2 75,52 492 1,10 £+ 0,02¢
Moyenne 4,90 1,08
Coeff. de var. 2,4% 3,2%

Tableau 3.1 — Valeurs de référence dynamiques du matériau

%par Loi de Student avec 95% de confiance

Les résultats expérimentaux montrent un accroissement notable du module d’Young de

3 GPa en statique a 4,9 GPa a 80 Hz. Ces résultats apparaissent conformes a ceux
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présentés par des auteurs pour des matériaux de type PMMA :

— Cucciti et al [80] : E = 3,6 GPa en statique, £ = 6,0 GPa 4 80 Hz;
— Koppelmann [81] : E = 3 GPa en statique, 3,2 GPa a 0,01 Hz et 3,9 GPa a 20 Hz.

Concernant ’amortissement, des essais complémentaires ont été réalisés par analyse dy-
namique thermomeécanique (DMTA). La figure 3.3 représente les variations de la tangente
du déphasage 0 en fonction de la fréquence entre la sollicitation de torsion & laquelle est

soumise ’échantillon et la déformation imposée, ici 0,1%.

Essai DMTA & 30°C

0,07

0,065¢

0,061

tan ( 3)

0,055 | /

0,05¢ R SRR
tan@©) = 0,0564 a 80Hz

0,045¢

0,04 ' : '
0 20 40 60 80
Fréquence (Hz)

Figure 3.3 — Résultats de 'essai DMTA

A 80 Hz on reléve tan(d) = 0.0564. A partir du modéle de Kelvin-Voigt rappelé en 2.6.1,

il vient :

tan(d) =w (3.7)

La relation avec le coefficient § qui sera identifié dans la méthode s’écrit donc :

_ tan(d) _ tan(d)

g w 2 f

(3.8)

Soit pour la valeur & 80 H z tirée de I'essai DMTA : 3 = 1,12 x 10~ %s, résultat qui est trés

voisin de celui des essais sur les poutres (3 = 1,08 x 107 %s).
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3.3 Dispositif expérimental

3.3.1 Introduction

Comme indiqué au chapitre précédent, la présente extension de la méthode des champs
virtuels requiert un montage produisant un mouvement d’entrainement harmonique de
la plaque dans la direction normale & celle-ci. Ce mouvement provoque une excitation

inertielle en flexion de I’éprouvette. Celle-ci est par ailleurs libre & sa périphérie.

Un dispositif basé sur un principe optique, associé a un traitement des images, doit pouvoir
fournir les mesures des champs cinématiques de fleche et de courbure sur ’ensemble de la
surface de la plaque. Ces derniers champs peuvent étre obtenus par des doubles dérivations
spatiales de champs de fleche mesurés. Ces opérations risquent toutefois de conduire a une
importante dégradation du rapport signal sur bruit. Afin d’éviter ce probléme, la mesure
de champs de pente a été préférée au travers d’'une méthode de déflectométrie qui est
une technique non interférométrique en lumiére blanche. Elle est basée sur 'analyse de
I'image d’une grille se réfléchissant sur la surface de la plaque en essai. La description du
mouvement nécessite des prises de vues pratiquées a deux instants différents de la période
d’oscillation, choisis par exemple en phase et en quadrature retard avec le mouvement
d’entrainement. Un flash dont ’éclair peut étre synchronisé avec cette excitation permet

de figer les images aux instants requis.

Une vue du dispositif expérimental complet est présentée en figure 3.4.

Flash

Plaque Camée

Pot en essai CCD

électrodynamique

Grille

Montage
d’excitation

Figure 3.4 — Vue du dispositif expérimental
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3.3.2 Dispositif d’excitation
3.3.2.1 Objectif - Description

L’utilisation d’une technique optique de mesure nécessite de limiter 'amplitude des mou-
vements de corps rigide imposés a la plaque ainsi que de celle des vibrations de flexion
qui en résultent. Compte tenu de la masse modérée de I'éprouvette, I’entrainement direct
de celle-ci par un pot électrodynamique ne permet pas de satisfaire ces conditions. Pour
y parvenir un systéme dédié a été congu et réalisé. La figure 3.5 montre une vue éclatée
de ce dispositif. La plaque en essai est encastrée a 'extrémité d’une barre rigide. Un pot
d’excitation électrodynamique impose un effort harmonique a 'autre extrémité de cette

derniére.

Pot excit. Carter Barre Eprouvette

Flasque Membranes

Figure 3.5 — Vue éclatée du dispositif d’excitation

Une paire de deux membranes en acier, rigidement liées au carter par leurs périphéries et
axialement & la barre en leurs centres, assure par leur flexion le guidage longitudinal du
mouvement de ’ensemble mobile. Les rigidités de ces membranes limitent par ailleurs les

amplitudes des mouvements de ’ensemble barre-plaque (voir figure 3.5).

La plaque en essai est encastrée entre I'extrémité de la barre et une rondelle rigide de
diameétre externe identique a celui de la barre. Elle est maintenue en pression par une vis

axiale. Pour améliorer I'encastrement, les surfaces de contact ont été rectifiées [82].

3.3.2.2 Validation du mouvement d’entrainement

Des essais spécifiques ont été entrepris pour valider le dispositif d’excitation. Une éprouvette-

plaque étant normalement fixée a 'extrémité de la barre, les accélérations axiales et trans-
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versales de cette derniére ont été mesurées lors d’excitations commandées dans la gamme
[80—100 Hz]. Les graphes de la figure 3.6 présentent des résultats typiques de ces mesures
effectuées successivement dans les deux directions avec un gain constant. La premiére ligne
correspond a l'accélération axiale et la seconde 'accélération transversale. La colonne de
gauche montre les autospectres des accélérations enregistrées pour une excitation a 80 H z
et une amplitude d’entrainement de 26 um. On y remarque que dans la direction axiale,
le rapport entre 'amplitude du fondamental et celle de I'harmonique le plus important (le
troisiéme en l'occurence) est supérieur a 50 dB. Ce rapport demeure supérieur a 30 dB
entre les fondamentaux des accélérations respectivement axiales et transversales. La co-
lonne de droite présente les résultats obtenus lors d'une excitation & 100 Hz avec une
amplitude plus importante de 65 um. Les mémes rapports présentent des valeurs sensi-
blement identiques. Ces résultats montrent que dans la gamme de fréquence envisagée, le

mouvement d’entrainement est fondamentalement axial et sinusoidal.
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Figure 3.6 — Mesures de validation de I’entrainement

3.3.3 Prises de vues : synchronisation de la caméra et du flash

Comme présenté en section 2.4.2, le mouvement de flexion harmonique de la plaque est

décrit & partir des champs de pente mesurés a deux instants différents de la période
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d’oscillations, par exemple en phase et en quadrature avec le mouvement d’entrainement.

Plutot que de tenter de synchroniser la caméra CCD, il a paru plus simple d’éclairer la
grille par I'éclair d’'un flash déclenché aux moments choisis, le diaphragme de la caméra
étant réglé de telle sorte que 1’élément sensible n’enregistre rien en lumiere ambiante.
L’obturateur de la caméra étant préalablement ouvert, le capteur CCD recoit, au moment
de I'éclair, I'image figée de la grille réfléchie par la plaque. Le diagramme de la figure 3.7

présente le déroulement de la prise de vue.

>

; Temps
WW Mouvement barre
_I I I ’ I l I \— Signal carré
|

Armement manuel

]
]

Ouverture obturatet

|

Déclenchement flas

Figure 3.7 — Diagramme temporel déclenchement flash, ici prise de vue ’en phase’

La procédure utilise le signal d’un accélérométre fixé sur la barre du dispositif d’excita-
tion mesurant le mouvement axial de celle-ci. Ce signal permet d’une part la mesure de
I’amplitude d’entrainement. Il est d’autre part utilisé pour la synchronisation de la prise
de vue a l'aide d’un deuxiéme signal, carré, de méme période que le signal d’entraine-
ment et généré, par exemple en phase ou en quadrature avec celui-ci (voir figure 3.7). Un
bouton poussoir permet 'armement manuel d’un circuit électronique. Dans un premier
temps, ce dernier commande ’ouverture de I'obturateur de la caméra pour une durée fixe,
typiquement supérieure a deux ou trois périodes d’excitation. Dans un second temps, a la
premiére occurrence d’un front montant détecté sur le signal carré, il génére une impulsion

qui déclenche le flash.

Dans la pratique, les deux voies d'une carte de conversion numérique-analogique sont uti-
lisées pour générer, a partir de tables de valeurs de grandes profondeurs, typiquement
2,5 - 10° mots, un signal sinus et un signal carré tous les deux a la fréquence d’excita-
tion (respectivement CNA1 et CNA2 sur le schéma de la figure 3.8). Le premier aprés

amplification est utilisé pour commander le pot électrodynamique du montage.



Expérimention 103

CNA1 /\/ —>—>

%arré/cos. P S—
CNA2 J—I— Réglage

Excitateur électrodyn. Plaque  Grille!

Jin N -
qacarré/acc. Flash
Phasemétre Déclenchement

25
//////

ez

Armement manuel

Figure 3.8 — Schéma du dispositif de prise de vue

Compte tenu du comportement fortement inductif de I’excitateur, le mouvement d’entrai-
nement résultant posséde un déphasage important, fonction de la fréquence, avec le signal
sinus d’origine. Ceci entraine I'existence d’un réglage complémentaire. Un phasemétre nu-
mérique Furelco 703 (résolution 0,1°) permet la mesure de la phase entre le signal issu
de l'accéléromeétre et le signal carré. La valeur relevée permet, en jouant sur les tables
de valeurs, de régler numériquement le déphasage entre les deux signaux générés et ainsi
d’obtenir la phase désirée, par exemple en phase ou en quadrature, entre le signal du

mouvement d’entrainement et le signal carré de synchronisation.

La flexibilité proccurée par ce montage permet la prise de vue a deux instants du mouve-
ment, séparés par un quart de période de celui-ci et possédant une phase quelconque et
controlée par rapport a 'entrainement. Par exemple, dans le cas ol la plaque est excitée
en résonance, sa réponse en quadrature est évidemment beaucoup plus importante que
celle de la partie en phase avec l’entrainement. Le rapport signal sur bruit de I'image de
cette derniére est évidemment plus faible que celui de I’autre composante. En choisissant
expérimentalement ¢y, les prises de vues déclenchées aux phases ¢g et ¢o+7/2 permettent
d’obtenir des images mieux équilibrées 1'une par rapport a 'autre en terme de rapport

signal sur bruit. Cette propriété sera illustrée au chapitre suivant.
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3.3.4 Estimation des erreurs d’entrainement et de synchronisa-

tion

Le paragraphe 2.7.3.8 du chapitre précédent a montré que la derniéere contrainte appliquée
lors de la sélection des champs virtuels, doit permettre de limiter I'influence des erreurs
de mesure du mouvement d’entrainement. Ceci s’applique aux erreurs sur le module et la

phase de ce mouvement.

Toutefois, les prises de vues des images en phase et en quadrature ne peuvent matériel-
lement étre effectuées durant la méme période d’entrainement. La stabilité de celui-ci a
donc été vérifiée.

D’autre part, les prises de vues a deux instants séparés par un quart de période de ’entrai-
nement, doivent étre synchronisés avec celui-ci. Compte tenu du dispositif expérimental
utilisé, la précision de cette synchronisation est dépendante de la mesure effectuée par le

phasemétre.

3.3.4.1 Calibration de la mesure de ’amplitude de I’entrainement

L’accélération axiale de la barre d’entrainement est mesurée grace a un accéléromeétre
piézoélectrique B& K 4367 associé a un amplificateur de charge B& K2635. L’ensemble de
cette chaine a été calibrée en soumettant le capteur a un mouvement harmonique produit
par un pot électrodynamique de calibrage B& K 4291 . La vitesse vibratoire du mouvement
de laccélérométre était par ailleurs controlée par un vibrométre laser (voir I'image de la
figure 3.9).

Vibrometre
Pot-vibrant

Accélérometre

Figure 3.9 — Calibration de 'accélérometre

La figure 3.10 montre les différences relatives entre les amplitudes des déplacements cal-

culées a partir des deux signaux. Des essais conduits en maintenant les conditions d’essais
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constantes pendant une durée supérieure a une dizaine de minutes n’ont pas montré de

dérive des résultats.

L’incertitude de mesure du vibrométre laser récemment recalibré est inférieure a 1%. Les
résultats montrent que 'amplitude fournie par 'accéléromeétre est supérieure de 1,7% a

2% a celle de celle du mouvement d’entrainement dans la gamme de fréquence de 1’étude.
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Figure 3.10 — Erreur relative sur I'amplitude du déplacement entre les deux capteurs

Par ailleurs, le signal de I'accélérométre monté sur 1'équipage d’entrainement est systé-
matiquement enregistré pendant les excitations donnant lieu a des prises de vues. Leurs

analyses ont montré que les écart-types des variations d’amplitudes durant les essais res-

taient inférieures a 15%.

3.3.4.2 Estimation de l’erreur de synchronisation

En raison du dispositif adopté, la précision du déclenchement de la prise de vue repose
essentiellement sur celle du réglage du déphasage entre le signal carré et le signal sinus

commandant ’entrainement. Trois causes paraissent a prior: pouvoir étre a la source de

cette erreur :
1. une erreur sur le déphasage a la génération des deux signaux a l'aide de la carte
numérique-analogique ;

2. une erreur sur la mesure de la phase avec le phasemétre FEurelco 703 ;
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3. une phase parasite introduite par la chaine de mesure d’accélération de 1’équipage

d’entrainement.
Des études spécifiques ont été entreprises pour quantifier chacune de ces erreurs :

1. Les deux signaux "sinus" et "carré" sont générés a partir de tables numériques de
2,5 x 10° mots chacune, converties en analogique sous la cadence d'une horloge de
fréquence 500 kHz. Le déphasage désiré entre les deux signaux est obtenu a la
création des tables en décalant leurs origines temporelles. Le controle qui peut étre
assuré sur ce décalage est de +1 période d’horloge qui est de I'ordre du milliéme de
la période d’excitation dans la gamme fréquentielle des essais. Cette premiére source

d’erreur pourra étre considérée comme négligeable par rapport aux deux autres.

2. Pour estimer l'erreur introduite par la mesure de la phase a 1’aide du phasemeétre
Eurelco 703, celui-ci a été utilisé pour mesurer la phase entre deux signaux de méme
fréquence, un "sinus" et un "carré" générés, comme précédemment décrit, par la
carte N/A. Ces signaux étaient ici directement communiqués au phasemétre. Les
essais ont été conduits pour différentes fréquences de la gamme 80 — 120 Hz et
différents déphasages controlés. Ils ont montré que les écarts entre les déphasages
introduits et ceux mesurés restaient inférieurs a 1° pour un temps de mesure réglé

a 1 seconde sur le phasemeétre.

3. La mesure du mouvement d’entrainement est assuré par un accéléromeétre piézo-
électrique B&K 4391 associé a un amplificateur de charge B& K 2635. D’apres les
caractéristiques du constructeur, les phases introduites par les éléments de cette
chaine de mesure sont quasi-nulles dans la gamme de fréquence envisagée. Pour
confirmation, des essais ont été conduits en doublant temporairement 1’accéléro-
meétre d'un second de type piézorésistif (PCB 333B52) associé & un conditionneur
PCB 485B36. Pour plusieurs fréquences et amplitudes de la gamme d’excitation, les
déphasages entre les signaux des deux accéléromeétres de technologies profondément
différentes, mesurés a ’aide du phasemétre FEurelco 703, sont restés largement in-
férieurs a 1°. La figure 3.11 montrent les valeurs de ces déphasages pour plusieurs

fréquences d’excitation.

Ces différents essais montrent que le mouvement d’entrainement est stable en amplitude
et que cette derniére est mesurée avec une incertitude inférieure a 2%. Les deux prises de

vues nécessaires a la procédure d’identification sont effectivement décalées d’'un quart de
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Figure 3.11 — Erreur de mesure de Phase

période de I'excitation avec une erreur négligeable. Les points 2 et 3 précédents montrent
que l'incertitude de leur phase initiale par rapport & I'entrainement est inférieure & 1°.
Bien que faible, cette valeur n’est pas négligeable par rapport aux déphasages introduits

par 'amortissement entre ’excitation et la réponse vibratoire de la plaque.

3.4 Mesure des champs cinématiques de la plaque

3.4.1 Introduction - choix d’une technique optique

L’application des méthodes de mesure des champs cinématiques a la caractérisation méca-
nique des matériaux s’est beaucoup développée depuis une dizaine années. Cette croissance
peut étre attribuée a I’évolution des caméras CCD, a la diminution de leur coitit ainsi qu’a
celui des matériels informatiques. Ces méthodes de mesure de champs permettent d’avoir
accés a des cartographies de grandeurs physiques telles que les déplacements, les défor-
mations dans le plan ou les champs de fléche, de pente et de courbure (dans le cas des

mouvements hors-plan).

Surrel [83] a présenté une étude comparative d’un certain nombre de méthodes. La nature
du mesurande permet de distinguer les techniques interférométriques et les techniques

non interférométriques. Les premiéres utilisent la phase d’'une onde lumineuse cohérente
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pour coder la quantité mesurée (déplacement ou déformation). Les secondes regroupent les
techniques basées sur I'observation de 'intensité lumineuse réfléchie par un motif présent

sur la surface analysée.

Les techniques interférométriques utilisant une mesure de la phase d’une onde cohérente,
permettent d’obtenir une sensibilité trées élevée si I'on est capable de mesurer cette phase,
par décalage de phase temporel ou spatial. Ce peut étre a la fois un avantage ou un
inconvénient. En effet, la sensibilité de la méthode peut étre largement supérieure a celle
requise par I'application. Il faut également signaler que les techniques interférométriques

de mesure de déplacement sont tres sensibles aux vibrations parasites.

Dans les techniques de mesure non interférométriques, le mesurande est codé dans la va-
riation spatiale de I'intensité lumineuse. A partir de la nature du codage de I'information,
deux grandes classes de techniques apparaissent : le codage aléatoire (mouchetis) et le
codage périodique (moiré ou grille). Ces techniques non interférométriques sont relative-
ment faciles & mettre en ceuvre et de cotlits modérés. Les méthodes d’analyse des images
correspondant au codage aléatoire ou au codage périodique sont respectivement la cor-
rélation numérique [84, 85| et la détection de la modulation de phase [86, 87]. Dans ce
dernier cas, la phase de chaque pixel peut étre déterminée en utilisant les informations
contenues dans les pixels voisins. Le décalage de phase permet d’obtenir des résolutions

intéressantes dans de nombreux cas.

Comme présenté précédemment, la connaissance des champs de fleche et celles des champs
de courbure sont nécessaires pour l'identification. Les mesures des champs de fleche a la
surface de la plaque, par exemple par speckle interférométrique (ESPI : electronic speckle
pattern interferometry) [82] conduisent a des dérivations spatiales doubles pour obtenir
les champs de courbure. Pour limiter les effets du bruit de mesure sur les résultats de
ces opérations, la mesure des champs de pentes a été préférée. Les différents champs de
courbure peuvent étre obtenus par dérivations simples des pentes et les champs de fléche

a l'aide d’une intégration [88].

Compte tenu par ailleurs de I’expérience acquise par le laboratoire dans la mise en ceuvre
de la méthode de grille [64, 89, 90|, cette technique couplée & une méthode de déflectomeé-
trie |64, 83| a été retenue pour la mesure des champs de pente. Son utilisation demande

que la surface de la plaque posséde des propriétés de réflexion spéculaire.
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3.4.2 Principe de la déflectométrie

Son application nécessite une grille formée de traits noirs, de pas p et d’épaisseur p/2,
tracés sur fond blanc dans deux directions perpendiculaires. Cette grille est placée en
face de la surface réfléchissante de la plaque en essai. Au travers d’un orifice pratiqué
au centre de la grille, une caméra CCD peut observer I'image de la grille formée sur la
plaque. Lorsque 1’éprouvette fléchit sous l'effet d’un chargement statique ou dynamique,
deux phénomeénes se superposent en tous points : une variation de la fleche et une variation
de la pente locale de I’éprouvette. Le schéma de la figure 3.12 montre un certain pixel de
la caméra observant un point M de la plaque qui au repos porte I'image d’un point P de
la grille. Lorsque la plaque fléchit dans le plan de la figure, 'image observée est alors celle

du point Q telle que PQ = ¢.

Camera
CCD

Plaque Grille

A
Y.

Figure 3.12 — Shéma du principe de la déflectométrie

Si la variation en M de la pente locale est da, le déplacement apparent de I'image de la

grille vaut :

§=21-da (3.9)

ou [ qui est la distance entre la grille et la plaque, joue le réle d’'un puissant amplificateur
de la mesure. Le mouvement local hors-plan de la plaque, combinaison de la variation
locale de fléche et du mouvement d’entrainement, affecte également le déplacement ap-
parent mais leurs amplitudes cumulées demeurant trés faibles vis a vis de la distance [,
la variation locale de pente reste le phénoméne largement prépondérant au niveau de dd.

Cette hypotheése sera vérifiée au paragraphe 3.4.6.
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L’évaluation des champs de pente dans deux directions orthogonales de la plaque revient a
celle, dans les mémes directions et en tous points, des déplacements apparents entre deux
images de la grille prises successivement, la plaque étant au repos puis en déformation
de flexion. Cette évaluation est effectuée par la méthode de la grille qui est briévement

rappelée au paragraphe suivant.

3.4.3 Meéthode de grille - Décalage de phase spatial

Figure 3.13 — Echantillon de la grille de pas p =2 mm

Dans ce qui suit, les points de la surface de la plaque sont repérés par leurs coordonnées
(x,y) dans un repére orthonormé dont les axes sont respectivement paralléles aux images
des traits de la grille sur la plaque au repos. L’image de la grille de pas p forme un codage
périodique de la surface de la plaque et devient la porteuse des déplacements apparents
des images réfléchies. Vues de la caméra CCD ces derniéres se présentent sous la forme

d’un champ bidirectionnel d’intensité pouvant s’exprimer :

Iw,y) = A- {1 - fron F%x T bul, y)}  fron {27;%’ " %(w,y)] } (3.10)

A est I'intensité moyenne et v le contraste, la fonction frgn est 2 m périodique et représente
le profil des images des traits. ¢, et ¢, représentent respectivement les déphasages dans

les directions x et y.

Si A¢, et A, représentent les variations de ceux-ci entre les deux images successives, les

composantes upg et vpg du déplacement apparent ¢ peuvent s’écrivent :
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p p
UPQ = % . A(ﬁz s UPQ = % . A¢y (311)

Fondamentalement dans la méthode de grille la quantification du champ de déplacement
apparent revient a I’évaluation des champs de phase de la porteuse a partir des champs
d’intensité de chacune des images. Celle-ci est pratiquée en mettant en ceuvre la méthode
du décalage de phase spatial qui utilise les informations contenues dans les pixels voisins
de celui ou est pratiquée I’évaluation. On montre [86] qu’en échantillonnant I'image par
exactement N pixels par période de la grille on peut extraire la phase de I’harmonique 1
par application de l'algorithme 'N — T'F'D’. L’influence des harmoniques jusqu’a ’ordre
N — 2 est alors négligeable. Toutefois, il n’est généralement pas possible d’assurer un
réglage du grandissement de ’objectif tel que I’échantillonnage soit exactement de N pixels
par période. L’utilisation de l'algorithme dit de la « Transformée de Fourrier Discréte
Fenétrée » (TFD-Fenétrée) 'N-TFD Fenétrée’ décrit par Surrel [86, 91, 92|, permet alors
de réduire les erreurs dues au décalage. Son utilisation permet en outre la minimisation des

erreurs provenant d’autres sources telles que la variation de 'intensité lumineuse moyenne.

Une variation de 27 de la phase spatiale correspond & un décalage § entre les deux images
équivalent au pas p de la grille. Dans le cas de la déflectométrie, en considérant une petite
rotation locale da, il est possible d’écrire la sensibilité s liant da et la variation de la phase
locale d¢ telle que [93] :

21 _@_47?-[

dp=—-2l-dov, = s (3.12)
p

da p
La sensibilité s est le coefficient de proportionnalité entre la variation de phase mesurée
entre les états chargé et non chargé, et la variation de pente locale correspondante. Cette
expression de sensibilité est obtenue a partir de pures considérations géométriques. Elle
correspond & une forme linéarisée utilisable lorsque les dimensions de la plaque sont faibles
vis a vis de la distance grille-plaque, ce qui est le cas de la présente étude et sera confirmé

expérimentalement.

3.4.4 Deéflectométrie - Configuration utilisée

Les grilles utilisées dans la configuration sont de dimensions 500 x 500 mm? avec un pas

p de 2 mm. Elles ont été imprimées sur papier a partir d’un fichier PostScript en utilisant
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un traceur. Elles ont été collées sur un panneau de bois et disposées face aux éprouvettes.

La distance grille-plaque est [ = 813 mm.

Les images ont été prises en utilisant une caméra JAI (8 bits, monochrome) possédant
un capteur CCD de 1376 x 1024 pixels et équipée d’'un objectif zoom NIKKOR (28 —
105 mm, 1 : 3,5 — 4,5 D). La taille du trou dans la plaque est de diamétre 26 mm.

Les champs de pente ont été obtenus a partir d’'une analyse de phase spatiale des images
soustraites, en utilisant 1'algorithme de "Transformée de Fourier Discréte Fenetrée" pré-

senté au paragraphe précédent.

L’application de la relation dans ’équation 3.12 & cette configuration conduit a une sen-
sibilité approximative de 5,11 radians de variation de phase par milli-radian de variation

de pente locale.

La résolution d’une mesure peut étre définie comme la plus petite valeur décelable du
mesurande. Ici, il s’agit de la plus petite valeur de la phase, donc de la pente, qui émerge
du bruit de fond [83].

.....

cessives de la méme scéne statique sont statistiquement indépendantes. En conséquence,
la variance oa de la différence des deux images est égale a la somme des variances des

bruits de chacune des images o7, et o7, telles que o, ~ o7, [83, 86.

Une évaluation de I’écart-type o du bruit de mesure sur la phase peut s’écrire :

oA
OA N Of + Oy = o — (3.13)

V2
Une évaluation du bruit de phase a donc été été effectuée en conduisant ’analyse sur huit
images successivement enregistrées de la plaque statique, en absence de tout chargement.
Les phases selon les deux directions (z et y) ont été extraites (par l'algorithme "TFD-
Fenétrée"). Sept cartes de bruit dans la direction x ont été ainsi obtenues par soustraction
entre deux cartes successives et de maniére analogue pour les cartes dans la direction y.

Les écarts-types de ces bruits sont présentés dans le tableau 3.2.

Le bruit de mesure évalué sur la phase est donc approximativement : o, ~ 1,3° = 2,3 x 1072
radian, ce qui correspond & une résolution en pente locale o, = 04/(s - v/2) ~ 3 pradian,
soit 3 mm par kilomeétre. Ceci confirme que cette technique bien que non interférométrique,

posséde une importante résolution.
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Répétition de mesure écart-type écart-type
(entre deux images) o(¢z) () a(oy) (°)
1 (A-B) 1,46 1,38
2 (B-0C) 1,52 1,20
3 (C-D) 1,30 1,07
4 (D-FE) 1,15 1,12
5 (E-F) 1,27 1,19
6 (F—-@Q) 1,31 1,43
7 (G—H) 1,13 1,09
moyenne 1,30 1,21

Tableau 3.2 — Bruit de mesure : écart-type du bruit de phase dans les directions z et y

Par ailleurs la résolution spatiale d’'une mesure se définit comme la plus petite distance
séparant deux mesures indépendantes. Elle fournit une indication de la fréquence de cou-
pure spatiale de la méthode, a savoir sa capacité a traduire les gradients du mesurande.
La méthode a été appliquée ici en utilisant une grille de pas p = 2 mm. Compte tenu du
grandissement 1/2 entre la grille et son image, le pas apparent des traits sur la plaque
est p = 1 mm. Les déplacements de ces traits, évalués par la méthode de grille, sont

indépendants. Leur écartement constitue la résolution spatiale : Ax =1 mm.

La procédure d’identification nécessite la connaissance des champs de courbure. Ceux-ci
seront obtenus par dérivation numérique des champs de pente mesurés. On peut des a
présent signaler que cette opération doit étre accompagnée d'un énergique lissage spatial

pour réduire 'augmentation du bruit de mesure inhérent & une dérivation numérique.

La conséquence de ce filtrage est une dégradation de la résolution spatiale. L’expérimenta-
teur est donc confronté en pratique au choix d’'un compromis entre résolution et résolution
spatiale : un lissage spatial diminue le bruit donc la résolution mais dégrade la résolution

spatiale.

3.4.5 Sensibilité en rotation

Cette sensibilité a été vérifie expérimentalement en utilisant un montage permettant

d’imposer a une plaque réfléchissante une rotation connue de corps rigide.

Le dispositif (voir figure 3.14) utilise une platine tournante d’axe vertical sur laquelle est
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radialement bridé un bras rigide de longueur supérieure a 2,5 m.

Platine tournante

2260m

Poutre Plaque réfléchissante

Comparateur

Grille
électronique \
Camera CCD \

Figure 3.14 — Schéma du dispositif de calibration de la sensibilité

Des rotations sont imposées a la platine grace a une vis micrométrique. Elles sont contro-
lées a I'aide d’un comparateur électronique (sensibilité 1 pm) détectant les déplacements
tangentiels Au d’un point du bras situé a L = 2260 mm de I'axe de rotation, permettant
ainsi une mesure précise de la rotation imposée a la table §; = Au/L. Une plaque consti-
tuée du matériau testé est rigidement fixée en position verticale sur la platine, telle que
son plan contienne ’axe de rotation de la platine. Elle fait face a une grille dans les mémes
conditions que celles présentées au paragraphe 3.4.4. Cette plaque suit les mouvements de
rotation imposés a la table et le champ de pente qu’elle présente dans la direction du bras
(champ de pente constante en l'occurrence) est mesurée par la méthode précédemment
présentée. Compte tenu des dimensions de la plaque (L = 200 mm) et de la distance
grille-plaque (I = 650 mm), l'erreur de parallaxe évaluée a l'aide de considérations géo-
métriques est de Pordre de 2,5%. La variation spatiale de la mesure de la pente peut
étre considérée négligeable sur I'ensemble de la plaque. La valeur moyenne calculée sur le
champ de pente mesuré aprés un lissage polynomial 2D de degré 1 est considérée comme
la pente mesurée 0. Le tableau 3.3 montre les résultats de quelques mesures de pente 6,

comparées aux rotations correspondantes #; imposées a la platine.

Le coefficient de corrélation sur une régression linéaire entre une dizaines de couples de ro-
tations imposées et pentes mesurées vaut r &~ 0,992. Ces résultats confirment la sensibilité

déterminée précédemment de maniére purement géométrique.
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Tableau 3.3 — Vérification expérimentale de la sensibilité

Rotation Mesurée 0y (mrad)

Rotations imposées

Pentes estimées

0, (mrad) 0 (mrad)
0,221 0,231
0,441 0,473
0,662 0,657
0,882 0,875
1,103 1,089
1,544 1,524
1,985 1,971
9,426 2414
2,867 2,847
3,308 3,274

4
0y = 0,992 6, F
3 + /.
*
/
/
7*.
/
27 ¥
/
7/
*
/
7+_/
1 *
+ ¥ +  Expérimental
*/ — — — Régres. linéaire
O n n n
0 1 2 3

Rotation imposée 0; (mrad)

Figure 3.15 — Exemple d’étalonnage du montage optique de mesure de champs de pente

par la grille de pas p =2 mm

3.4.6 Sensibilité au déplacement hors-plan

La flexion de la plaque suite & un chargement entraine en tous points de celle-ci une

variation de la pente ainsi que de la fleche. Cette derniére, dans le cas de la méthode

proposée, se superpose au mouvement d’entrainement hors-plan. La variation de la phase
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entrainée par ce couplage doit rester négligeable devant celle due a la variation de la pente

pour que la méthode de mesure soit utilisable.

Figure 3.16 — Schéma du calibrage de la sensibilité hors-plan

Le schéma de la figure 3.16 montre les effets, dans la direction y de la plaque, d'un
déplacement hors plan Az. A T'état initial, un pixel O de la caméra CCD observe un
point M de la plaque portant I'image du point P de la grille, tel que OP =Y. Aprés le
déplacement hors-plan Az le méme pixel observe le point M’ portant I'image du point P’

distant de AY du point P initial. D’aprés la figure 3.16, il est possible d’écrire :

Y =2-tanf, Y +AY =2(l+ Az)-tanf (3.14)
Si y est I'ordonnée du point M comptée depuis l’axe de la caméra, le déplacement apparent

s’écrit :

AY =2Az-tanf = 2Az - (3.15)

~l<

A partir de I’équation 3.11, la variation de phase liée a la modification d’image peut
s’écrire :
2w 2T y Am-Az-y

A =— AY=— 2Az- 2 = — = 3.16
o) == " oons g (3.16)
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Au niveau du traitement, elle peut s’interpréter comme une variation de pente locale

Aa(y) qui par combinaison des équations 3.9 et 3.16 devient :

_p-A¢ly)  Az-y
4 -1 [?

Aa(y) (3.17)

Le méme raisonnement peut évidemment s’appliquer dans la direction z. Finalement le
déplacement hors-plan d se manifeste au niveau de I’évaluation des courbures de la plaque

comme deux courbures apparentes additionnelles k. et k, constantes :

_ OAa(r) Az _ OJAa(y) Az

k;m— = 72 > kz//y_ dy T2

- . (3.18)

Dans la configuration utilisée, la distance grille-plaque est | = 650 mm. Ceci conduit
& des courbures additionnelles de lordre de 2,4 km™ (km™' = 107® m™!) par mm de
déplacement hors plan. Lors des essais en vibrations, les amplitudes des mouvements
d’entrainement sont de 'ordre de 50 um et les fleches restent inférieures a 0,5 mm. Ceci
conduit & des ’courbures additionnelles’ inférieures & 1,3 km ™! effectivement négligeables

devant les courbures effectives de la plaque en essai.

/o‘ 71'_4‘4—
10 ~ JSEEERE 10 A+
K, = 2,48 Az S Ky = 2,59 Az 4t
/
/® 7+_
~ /. — /—"_
TE /. | 2
E B &
SN~— ) N—
i 5 .3 +#
g .A‘ € +-1£
/o/ +_T_
10b [+ Expérimental | 10 4| 4+ Expérimental
Iz , . +4_ P . g
e — — — Régres. linéaire A — — — Régres. linéaire
.. . . A . .
-5 0 5 -5 0 D
Translation z (mm) Translation z (mm)

Figure 3.17 — Sensibilité en mouvement hors-plan

Pour valider expérimentalement ces conclusions, des essais ont été conduits sur un dis-
positif spécifique schématisé dans la figure 3.16. Il utilise une platine en translation ho-

rizontale commandée par une vis micrométrique et dont les déplacements sont controlés
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par un comparateur électronique (sensibilité 1 um). Une plaque réfléchissante a été fixée
verticalement sur la platine en face d’une grille dans des conditions semblables a celles

décrites au paragraphe 3.4.4.

Les pentes mesurées sur la plaque translatée et non déformée ont été traitées comme indi-
qué au paragraphe 3.4.3. La figure 3.17 montre les courbures apparentes 'additionnelles’
détectées dans les directions x et y pour différents mouvements hors-plan imposés. Les

valeurs sont conformes a celles attendues confirment les résultats de ’équation 3.17.

3.5 Processus de traitement des images

Cette partie présente 'ensemble des traitements effectués sur les images. Les cartes de
phase sont obtenues & partir des images acquises en utilisant 'algorithme présenté en
section 3.4.3. Aprés les opérations de dépliement et de division par la sensibilité, elles
fournissent les champs de pente mesurés. Ceux-ci apreés intégration ou dérivation donne-
ront acces respectivement aux champs de fléche et de courbure. Au préalable une opération
de lissage des champs de pente est pratiquée afin de réduire les effets du bruit lors des
dérivations. Deux stratégies de lissage ont été étudiées. Les techniques utilisées tant pour
I'intégration que pour la dérivation sont alors spécifiques a chacune de ces méthodes de

lissage (voir figure 3.18).

Le lissage local constitue la premiére stratégie. Il utilise la convolution avec un noyau
gaussien. Les champs de courbure sont obtenus par dérivation locale en utilisant un autre
noyau gaussien. Les champs de fléeche sont produits par une intégration numérique par-

tielle.

La deuxiéme stratégie est le lissage polynomial. Un champ de pente donné est représenté
par un polynoéme a deux variables (x,y) défini sur 'ensemble de l'image au sens des
moindres carrés. L’intégration du polyndéme conduit au champ de fleche et ses dérivations

ménent aux champs de courbure tous décrits sous formes polynomiales.

3.5.1 Dépliement de la phase

Déplier la phase signifie supprimer les sauts de 27 présents, en ajoutant ou supprimant
localement le multiple de 27 adéquat. Dans de nombreux travaux portant sur la carac-

térisation mécanique de matériaux, il est nécessaire de dériver spatialement des champs
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Image
grille
Y
Carte de
phase
Y
Dépliement
Y Y
Lissage spatial Lissage
local polynomial
Intégration Intégration
Dérivation Dérivation

Figure 3.18 — Processus du Traitement des images

cinématiques mesurés [64, 89, 90, 94]. L’utilisation d’un algorithme de dérivation locale
n’impose pas de déplier la phase. Par contre en cas d’intégration, comme dans cette étude,

le dépliement devient une opération obligatoire.

La procédure de dépliement est triviale dans le cas unidimensionnel : il suffit de controler la
différence de phase entre deux pixels voisins. Si cette différence est en valeur arithmétique
plus grande que 7, par exemple, on rajoute (ou soustrait, selon le signe de cette différence)
21 a la valeur de la phase du deuxiéme pixel et a tous les pixels suivants. L’application

de cette procédure au cas bidimensionnel s’avére beaucoup plus délicate.

Plusieurs auteurs ont abordés le probléme du dépliement de phase [86, 95-98| pour lequel
deux stratégies se dégagent : spatiale et temporelle. On parle de dépliement spatial de

phase quand une seule carte de phase est utilisée, ce qui est le cas de ce travail.

Une solution simple consiste a déplier la phase complétement sur des chemins rectilignes
suivant la verticale de I'image. Ensuite, déplier la phase sur des chemins rectilignes suivant
la direction horizontale (ou dans 'ordre inverse). Cette procédure présente des difficultés
de dépliement lorsque le niveau du bruit sur les cartes de phase est important (un saut

de 27 n’est pas détecté ou a I'inverse un saut est détecté alors qu’il n’a pas lieu d’étre),
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une erreur de dépliement en résulte et se propage le long du chemin rectiligne.

Divers artifices existent pour tenter de remédier & ce type de problémes. Une méthode
proposée par Surrel [86] consiste a réaliser un lissage spatial avant le dépliement géné-
ralement en utilisant une opération de convolution avec une fenétre gaussienne 2D de 5
ou 7 pixels de large. Il est alors possible de soustraire la phase lissée spatialement de la
phase bruitée et de conserver en mémoire le résultat de cette soustraction. Le dépliement
du champ de phase lissé est bien plus facile. Pour finir, il suffit de rajouter la différence

gardée en mémoire pour obtenir la carte phase dépliée et bruitée.

Figure 3.19 — Chemins de dépliements et coupures (L’image est tracée par la commande
imagesc dans Matlab®. Le trou circulaire en bleu au centre de I'image ne présente aucune

donnée.)

Cependant une des principales difficultés rencontrées concerne le manque d’information
présenté par certaines images pour réaliser le dépliement (zone de pixels invalides ou la
phase n’est pas détectable). Ceci entraine I'apparition de régions valides déconnectées
entre elles, c’est-a-dire séparées par une zone de pixels invalides (ot n’apparait aucune
frange). Il n’y a donc pas de chemin qui relie ces régions, et donc aucun moyen de connaitre
le multiple de 27 & introduire dans une zone par rapport a ’autre. La zone d’encastrement
du cas étudié présente typiquement ce probléme. La figure 3.19 montre une carte de phase
dans la direction x mesurée sur cette partie de la plaque. Les phases de valeurs +7 et —7

sont respectivement représentées par les franges rouges et bleues®. La carte ne présente

@Notice : Dans la version noire/blanche de ce mémoire, les images des champs sont présentées au
niveau de gris. Donc le rouge (ou le blanc dans version noire/blanche) présente la valeur maximale, et le

bleu (ou le noir dans version noire/blanche) présente la valeur minimale.
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évidemment aucune information de phase dans la zone circulaire de fixation. Par exemple,
deux points P et () sont arbitrairement choisis dans la région d’informations valides. Le
nombre de sauts de phase de 27 entre ces deux points est évidemment différent suivant
que ces sauts sont décomptés suivant les trajets marqués 1 ou 2 sur la figure 3.19. Pour
un dépliement correct, ce nombre doit étre indépendant du chemin liant tout couple de

pixels valides de la carte.

Une idée reprise et améliorée par Huntley et al [99] propose de disposer des coupures
interdisant le dépliement correspondant & des parcours traversant des zones de données
invalides. Dans ’exemple précédent, ’algorithme proposé placerait une coupure entre les
points a et b apparaissant sur une discontinuité de phase et situés en limite de zone de
données invalides. Des polarités, par exemple +1 et —1 leurs sont respectivement affectées.
Les points marqués c et d présentent respectivement les mémes propriétés que a et b. Une
coupure équivalente entre ¢ et d peut également étre mise en place. L’établissement de
coupures telles que a—d ou b—c peuvent s’avérer pénalisantes dans des cas plus complexes
que celui présenté. L’algorithme minimum-cost-matching proposé par Huntley recherche
les coupures dont la longueur totale soit minimale sur I’ensemble des régions présentant des

informations manquantes. Ce critére a été dégagé a partir d’observations expérimentales.

Avant dépliement Apres dépliement

/2
0
—m/2

Figure 3.20 — Phase des champs de pente (en radians) : avant et aprés dépliement (Le

30
20
10

Pente / X

—10
—20

trou circulaire en bleu au centre de I'image ne présente aucune donnée, comme dans
figure 3.19).
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Dans la présente étude, les cartes de phase ont été dépliées a I’aide du logiciel * Phase —
Vision® développé sur la base de ’algorithme précédemment décrit. La figure 3.20 pré-
sente des exemples de cartes de phases extraites dans les directions x et y. Elles proviennent
d’images de la réponse de la partie réelle de la plaque excitée a 100 Hz (ou amplitude
du mouvement d’entrainement dy = 27,7 um). La colonne de gauche expose les cartes non
dépliées qui montrent de nombreux sauts de phase ainsi qu'une discontinuité au niveau
de I'encastrement. Les cartes de droite sont celles obtenues apreés les dépliements effectués

a 'aide de l'algorithme ci-dessus.

3.5.2 Lissage spatial et dérivation locale - Intégration numérique

La détermination des champs de courbure par dérivation des champs de pente entraine
une amplification du bruit provenant de la méthode de grille. Un filtrage efficace de celui-ci
s’aveére nécessaire. La technique utilisée ici est une convolution de 'image avec une fenétre

2D de noyau gaussien.

Les images capturées par la caméra CCD sont formées de 1250 x 1000 pixels. Les champs
de pente obtenus aprés dépliement sont sous-échantillonnés en ne conservant qu’une seule
information pour toute zone de 6 x 6 pixels. En effet chaque période de I'image de la grille,
décrite sur N = 6 pixels, ne fournit qu’'une seule information indépendante concernant
son déplacement apparent. Le sous-échantillonnage est obligatoire pour se prémunir de

tout biais dans les traitements & venir.

Pour réduire le bruit, un lissage par convolution avec une fenétre gaussienne de 9 x 9 pixels
est effectué deux fois. Les deux premiéres lignes de la figure 3.21 présente des exemples
de champs de pente obtenus aprés ces traitements. Ils sont issus d’images acquises sur
la plaque excitée hors résonance a 80 Hz et a proximité de la résonance & 100 Hz. Les
parties réelles et imaginaires correspondantes sont tracées en utilisant les mémes échelles

graphiques dont les valeurs extrémales sont indiquées.

Les champs de courbure sont ici obtenus par différences finies entre pixels voisins. Pour ré-
duire le bruit amplifié par cette opération, ils sont lissés deux fois par la fenétre gaussienne
de 9 x 9 pixels. Les trois derniéres lignes de la figure 3.21 montrent, a titre d’exemples,
les champs de courbure correspondantes aux champs de pente précédents avec les mémes

conventions graphiques.

8http ://www.phasevision.co.uk /home.htm
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Figure 3.21 — Champs de pente, de fleche et de courbure issus de mesure et traités par

lissage local. (a) 80 Hz (hors-résonance, dy = 50,4 um); (b) 100 Hz (en résonance,

do = 27,7 um)
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Les champs de courbure étant les dérivées partielles du champ de fléche, ce dernier peut

étre obtenu par intégration numérique des pentes par la méthode des trapeézes.

ow(z,y)
or

ow(z,y)

O (z,y) = a9y

Hy(l‘,y) =

La figure 3.22 schématise la procédure d’intégration mise en place pour lever I'indétermi-
nation de la constante qui en est issue.

Ay

Plaque / Encastrement

/

X

>

Figure 3.22 — Schéma de procédure d’intégration pour l'obtention du champ de fleche a

partir des deux champs de pente

Cette méthode nécessite la connaissance de donnnées sur toute de la surface de la plaque.
Dans la zone d’encastrement, ot les données sont manquantes, on considére que les valeurs

de pente (6, et §,) sont nulles.

Soit C'(z,y) un point quelconque de la surface de la plaque ou la valeur de la fleche est
recherchée. Un point A(zg,yo) est considéré comme le point de départ de l'intégration de
A a C. Elle s’opére en intégrant 0, (x,y) de A(xo,y0) & B(z,yo) puis par I'intégration de
0,(x,y) de B(x,y0) & C(x,y) :

wi(z,y) = g(x,y) +wi(xo, Yo)

T Yy
avec g(x,y)z/ Hm(w,yo)dwr/ Oy (x,y)dy

o Yo

(3.19)
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La fléche w(xg, yo) est inconnue pour tout point de la plaque a 'exception de ceux de la
zone d’encastrement ol elle est nulle. En particulier en son centre wq(0,0) = 0, ce qui

permet de lever I'indétermination :

wi (20, yo) = w1(0,0) — g(0,0) = —g(0,0) (3.20)

Toutefois le champ de pente 0, (z,y) mesuré est perturbé au voisinage de l’encastrement

et la qualité du résultat de la premiére intégrale de I’équation 3.19 s’en ressent.

Une autre valeur de la fleche au point C(z,y) peut étre obtenue en changeant de chemin

d’intégration de A & C' en passant par le point D(xg,y) (voir figure 3.22) :

wy(7,y) = h(z,y) + wa(zo, Yo)

xT

h(x,y)z/yey(:co,y)dw/ 0. (2, y)dx (3.21)

avec 0 o

’wz(l'o, yo) = wg((), O) — h(O, O) = —h(O, O)

La fleche w(x,y) au point C' est alors prise comme la moyenne des deux valeurs précé-

demment obtenues :

wl(xay) + w2(x,y)
2

w(z,y) = (3.22)

La troisieme ligne de la figure 3.21 montre les champs de fleche obtenus par cette méthode
dans les deux cas donnés en exemples.

Cette technique a été utilisée dans les premiers temps de ’étude. Il est apparu que la taille
du noyau gaussien ainsi que le nombre de lissages pratiqués influencaient sensiblement les

résultats. De plus leurs choix respectifs demandent une certaine expérience.

Dans le cas de données manquantes ce qui se produit au niveau des défauts de grille ou

encore au niveau des bords, on constate que la convolution échoue.

Cette technique a été abandonnée pour la suite de ’étude au profit du lissage polynomial.
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3.5.3 Lissage polynomial
3.5.3.1 Lissage global sur une base de polynémes : dérivation et intégration

Une autre technique efficace pour déterminer les champs de courbure et de fléche & partir
des champs de pente est proposée ici. Elle consiste a postuler a priori que le champ
de fleche est une fonction réguliére pouvant étre exprimée de maniére polynomiale. Les
dérivations et intégrations peuvent alors étre effectuées simplement. Le champ de fléche

s’écrit alors :

w(l’,y)::Z: io (Az‘j'l’iyj) ::Z: io (Aij'Pz‘j(fE,y)) (3.23)

(j=k—1) (j=k—1)

Les champs de pente 0, et 0, é¢tant les dérivées partielles premiéres du champ de fleche,

deux polynomes P,(x,y) et Py(z,y) peuvent en réaliser leurs approximations :

Py = 2000 30y <Aij . W)

(3.24)
dw(z, A OP;(x,
Py = w(ar; y) _ 3 (Aij a(;’ y))
PGS
n k
= Z (5¢j$y])

ot (f(z,y)) représente le vecteur ligne des @ = (n+1)(n+2)/2 mondémes de degré maximal
n composant la base polynomiale utilisée (voir équation 3.25). Les vecteurs colonnes {a}
et { I} } contiennent les coefficients des polynémes calculés par régression au sens des

moindres carrés pondérés sur I’ensemble des pixels validés.
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Un premier avantage de cette technique est qu’il est possible de donner un poids différent
a chacun des pixels suivant qu’ils correspondent & un point ol la mesure est fortement
bruitée (prés du bord ou prés d'un défaut de codage) ou & un point ou le bruit est faible.
La fonction de pondération m(z,y) est définie en affectant un poids de 1 aux points

intéressants et un poids de 0 aux points aberrants, sans donnée ou fortement bruités.

Les pentes sont connues en surface de la plaque, de maniére valide ou non, en p x ¢ points,
p et ¢ étant respectivement les nombres de points de mesure sur la longueur et la largeur
de la plaque rectangulaire. En tout point (xy,y;) tel que {1 <k <p}et {1 <1<q},les

pentes peuvent donc s’écrire :

m(xkayl) : Qx(xkayl) = m(xk’yl) ’ <f(l'k;,yl)>{a}

(3.26)
m(zy, i) - Oy (Tr, y1) = m(xe, yi) - <f(33k,yz)>{5}

La premiére des deux équations 3.26 peut s’écrire p x ¢ fois ce qui conduit matriciellement

a:

m(x1,y1) - Oz (21, 91) m(z1,y1) - (f(@1,91))
‘ _ ; @} 6o
m(Tp, Yq) * O (Tp, Yq) (T, Yq) * (f (Tp, Yg))

En observant que la seconde équation 3.26 s’écrirait p x ¢ fois de maniére rigoureusement

analogue, ces deux expressions peuvent s’exprimer de maniére synthétique :

()= [7] o) "
(7= 7] 2

ol {Z} et {Q_y} sont des vecteurs colonnes dont les p X ¢ composantes sont les valeurs

pondérées des pentes mesurées en chacun des points. [F ] est une matrice rectangulaire
dont chacune des p x ¢ lignes contient les valeurs pondérées des m monomes de la base

polynomiale calculés pour les coordonnées du point de mesure considéré.
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Les coefficients polynomiaux décrivant les champs de pente 0,(x,y) et 6,(x,y) d’origine

expérimentale sont alors obtenus par :

(o) =[]\ .
(5)=[#]\(5)

L’opération® marquée "\" dans 'équation 3.29 utilise la transformation orthogonale de
Householder. Elle permet d’obtenir une solution précise au sens des moindres carrés dans

le cas de systémes hyperdéterminés.

Une fois les coefficients a;; et 3;; déterminés, cette technique présente 'avantage de per-
mettre d’interpoler les valeurs des champs de pente pour les pixels ou les données sont

manquantes.

En affectant maintenant la valeur 1 & ’ensemble des pondérations m(x,y), les champs de

pente lissés s’expriment sur I’ensemble de la plaque :

{Pz(x,y)} = [F} {0‘} (3.30)
(e}~ 7] 1)

La détermination des coefficients {Aij} du champ de fléche (voir équation 3.23) a partir
des polynomes {Px(x, y)} et {Py(x, y)} pose le méme probléme d’indétermination de la
constante d’intégration, ici Agy, rencontré au paragraphe précédent (équation 3.5.2). Le

centre (0,0) de la zone d’encastrement présentant une fleche nulle, il vient Ay = 0.

De méme maniére, les champs de courbure sont facilement obtenus par dérivations des
polynoémes {Px(:c, y)} et {Py(:c, y)} des champs de pente lissés.

3.5.3.2 Choix du degré des polynémes

Le degré des fonctions polynomiales utilisées pour la régression des champs de pente est
choisi en fonction du gradient de courbure que ’éprouvette présente dans I’essai mécanique
utilisé. En effet, un degré insuffisant entrainera une mauvaise représentation des champs
de courbure dans les zones ou leurs gradients sont importants. Ces considérations ont

conduit & une étude sur I'influence du degré des polynomes.

aSymbole M AT LAB® de la résolution de systémes linéaires.
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En effet, en raison de I’encastrement de I’éprouvette, les gradients des champs de courbure
sont trés importants au voisinage de cette zone. Les formes globales des champs de cour-
bure sont alors trés tourmentées (voir la figure 3.21) et 'application du lissage polynomial
est difficile. Dans la procédure d’identification utilisant les champs virtuels par morceaux
décrits au paragraphe 2.7.3, le sous-domaine entourant la zone d’encastrement ne parti-
cipe pas aux travaux virtuels. En conséquence, les sous-domaines équivalents appartenant
aux champs de pente mesurés peuvent étre masqués de fagon a pouvoir appliquer le lissage

polynomial.

En choisissant le degré n du polynome, les résidus peuvent étre calculés en effectuant :

Ay (z,y) = Pu(z,y) — O.(x,y)
Aby(z,y) = Py(v,y) —0y(7,y)

ou P,, P, sont les champs de pente projetés sur la base polynomiale et 0, 8, des champs

(3.31)

de pente mesurés. Le polynome de degré n qui minimise les écarts types o(Af,) et o(A6,)

est celui qui permet la meilleure reconstruction des champs considérés.

(a) Masque choisi au début (b) Masque choisi

Figure 3.23 — Exemples de masque appliqué pour effectuer le lissage polynémial.

La recherche de ce minimum est conduite en deux temps. Tout d’abord, la fonction de
pondération est annulée pour toute position correspondant a des données nulles ou non
choisies, elle est portée a 1 partout ailleurs. On obtient alors, par exemple pour une mesure
de champs de pente, le masque ot les points en blanc représentent les pixels retenus pour
la régression et en noir les pixels écartés (figure 3.23(a)). Dans cet exemple, tous les pixels
sont retenus a l'exception de la zone rectangulaire recouvrant largement 1’encastrement.

Les résidus de cette premiére estimation sont alors calculés. La fonction de pondération est
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alors ajustée pour la deuxiéme évaluation. Elle est annulée pour tous les pixels présentant
un écart entre les pentes brutes et lissées supérieur a deux fois ’écart type du résidu
(|1A6,]| > 20(Ab,) ou |Ab,|| > 20(Ab,)). Le rapport entre les nombres de pixels retenus
lors de la deuxiéme opération et ceux gardés lors de la premiére se situe entre 90% et

95%). Les pixels finalement retenus apparaissent en blanc dans la figure 3.23(b).

4

T 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1,2X 10

6 ?
g = 1 . i
g g —k-suivant X !
g 5r —¥—suivant X g !
: \ ] 5 0.8 -e-suivant Y i
=) al -e-suivant Y =,
E 2o,
Z Zo4
g2 2

Al 0,2

O L L L L 0 L L L L L L L L

8 10 12 14 16 18 20 22 8 10 12 14 16 18 20 22
Degré du polynome Degré du polynéme
(a) A partir des champs simulés par EF. (b) A partir des champs mesurés par la MG.

Figure 3.24 — Evolution de 1'écart quadratique moyen entre les pentes simulées/mesurées

et les pentes projetées sur une base polynomiale en fonction du degré utilisé.

Plusieurs degrés de polynomes de régression ont été utilisés et comparés en termes d’écarts
quadratiques entre les pentes mesurées et les pentes estimées par lissage polynomial (équa-

tion 3.31).

Les figures 3.24(a) et 3.24(b) présentent les résultats de cette étude pour la plaque étudiée
excitée a 100 Hz, respectivement dans le cas des champs de pente simulés par éléments

finis et ceux mesurés par déflectométrie.

Ces deux figures montrent qu’un degré assez élevé (n > 9) est nécessaire pour minimiser

I’écart, donné par 1’équation 3.31.

Les champs simulés sont non bruités. Les écarts quadratiques sont d’autant plus faibles
que le degré n est élevé. Par contre dans le cas des champs mesurés, les écarts augmentent
brutalement pour un degré n > 19, le bruit se trouvant certainement amplifié par le degré

élevé du polyndome. Les écarts sont minimaux et varient peu dans la plage 10 < n < 18.
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Les identifications pourront donc étre conduites en utilisant des champs lissés par des
polynomes dont les degrés appartiennent a cette gamme. Le choix final doit prendre en

compte les temps de calculs qui augmentent sensiblement avec le degré n retenu.

Mesuré Lissé Poly. Différence (£3 o)
\il“: 3

Pente / X

N T
-5 0 5

x 10°° x 10°° x 107

Pente / Y

N

-15-10-5 0 5 -15-10-5 0 5
-4

x 10 x 10~

Figure 3.25 — Comparaison entre les champs de pente (en radian) bruts et lissés par une

base polynomiale de degré 14.

Pour un degré choisi pour la base polynomiale, il est possible de vérifier le résultat de
la régression en calculant les résidus entre les pentes mesurées et les pentes lissées par
les fonctions polynomiales. La figure 3.25 présente les champs de pente dans les deux
directions x et y, tirés du méme exemple que celui traité précédemment. Les valeurs
maximales des résidus, pour les deux composantes de pente 0, et 8, montrent clairement
que le degré choisi (ici n = 14) est suffisant pour représenter d’'une maniére précise les

gradients présents sur la surface observée.

Les deux premiéres lignes de la figure 3.26 montrent les champs de pente obtenus par

un lissage polynémial (n = 14) des mémes images que celles utilisées pour la figure 3.21.
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Figure 3.26 — Champs de pente, de fleche et de courbure issus de mesures et traités par

lissage polynomial. (a) 80 Hz (hors-résonance); (b) 100 Hz (en résonance)
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Les échelles des parties réelles et imaginaires correspondantes sont identiques et leurs
valeurs extrémales sont indiquées en dessous de chaque cas. La troisiéme ligne montre
les champs de fleche obtenus par intégrations des polyndémes lissant les pentes. Dans les
mémes conditions, les trois derniéres lignes présentent les cartes des champs de courbure

provenant des dérivations de ces mémes fonctions polynomiales.

3.5.3.3 Estimation de I’écart-type du bruit des champs dérivés

Le chapitre précédent a montré que 'incertitude sur les résultats identifiés est directement
liée au bruit des champs de courbure. Le niveau de ces bruits sont entre autres dépendants

du traitement des images et en particulier des opérations de lissage.

Les différents champs de courbure k,,, Ky, et kg, parties réelles et imaginaires, ont été
extraits de huit mesures consécutives et traités par lissage polynomial. Les différences
sont calculées point par point entre les courbures correspondantes des champs issus de
mesures différentes. La valeur moyenne des écarts types de ces différences pour les mesures
effectuées sur la plaque excitée a 100 Hz et une amplitude d’entrainement dy = 28 um)
est (k) = 2,3 x 107 m~!. Cette valeur peut étre considérée comme une évaluation de la

résolution en courbure.

3.5.4 Comparaison entre les deux techniques de lissage

Deux techniques de lissage ont été présentées. Les figures 3.21 et 3.26 montrent les résultats
obtenus a partir des mémes prises de vues, respectivement en utilisant le lissage local et
le lissage polynomial. Les cartes de pente et de fleche sont trés proches de méme que les
valeurs extrémales correspondantes. Par contre les représentations des courbures différent
sensiblement entre les deux figures ainsi que les valeurs des extrémes. Comme déja signalé,
les régions de fortes courbures se situent au voisinage de ’encastrement. Le masque utilisé
dans le lissage polynomial fait disparaitre ces importantes courbures contrairement aux
cartes issues des lissages locaux. Les régions de faibles courbures y sont mal représentées
en raison des importantes valeurs crétes a crétes. Pour faciliter la comparaison entre les
deux techniques, la figure 3.27 présente les champs provenant des traitements par lissage
local, tracés respectivement avec les mémes échelles que les cartes fournies par le lissage

polynomial.

Les courbures correspondantes appartenant aux deux séries sont globalement similaires
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Figure 3.27 — Champs de pente, de fleche et de courbure issus de mesures et traités par

lissage local, parties réelles et imaginaires tracées avec les échelles de la figure 3.26.
(a) 80 Hz (hors-résonance); (b) 100 Hz (en résonance).
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mais celles provenant du lissage polynomial apparaissent beaucoup moins bruitées. Par
ailleurs, cette derniére technique est complémentaire a 'utilisation des champs virtuels
par morceaux. En effet la partie masquée au centre peut étre choisie pour correspondre
au sous domaine des champs virtuels par morceaux ou le déplacement virtuel est imposé

nul. Ceci constitue un argument supplémentaire pour le choix de son utilisation.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté I’ensemble des développements effectués pour permettre la mesure

des champs cinématiques a la surface de la plaque.

Les dispositifs expérimentaux d’excitation et de prise de vue sont décrits ainsi que leurs
validations expérimentales. Le choix de la méthode optique est justifié et ses conséquences

sur 'identification sont étudiées.

Les techniques adoptées pour le traitement des images permettent de minimiser ’ampli-

fication du bruit a travers les opérations de dérivation.

L’ensemble de ces procédures permet d’obtenir les champs cinématiques nécessaires a la

réalisation de l'identification.
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Chapitre 4

Identification avec la méthode des

champs virtuels

4.1 Introduction

Ce chapitre présente les résultats des mesures et identifications découlant de la mise en
ceuvre des procédures précédemment décrites. Les prises de vues ont été effectuées lors
d’excitations dans la bande de fréquence [70 — 110 Hz| qui correspond a celle du fonction-
nement satisfaisant du dispositif expérimental. Une procédure est proposée pour réduire
le déséquilibre entre les rapports signal /bruit présentés par les différentes images acquises
au cours d’un essai. Elle est basée sur un choix particulier de I'instant du déclenchement
initial.

Les résultats des identifications obtenues avec les champs virtuels sont présentés et discu-

tés.

4.2 Analyse vibratoire de la plaque

Une analyse élémentaire a été entreprise par des méthodes conventionnelles, pour carac-
tériser le comportement vibratoire de la plaque encastrée a 'extrémité de la barre d’en-

trainement. Cette derniére étant provisoirement bloquée, un essai au marteau d’impact

137
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n’a pas permis d’obtenir une réponse vibratoire présentant une résolution fréquentielle
suffisante. En effet, en raison de I'amortissement de la plaque, la durée de la réponse,
mesurée a l'aide d’un accéléromeétre miniature, se révéle trop bréve pour conduire a une

résolution fréquentielle satisfaisante dans la bande fréquentielle considérée ici.

Ce constat a conduit & la mise en ceuvre d'une analyse par balayage en fréquence. Un
signal sinus de fréquence lentement variable au pas de 0,2 Hz dans la bande |65 — 120 H z]|
a été appliqué au pot électrodynamique pendant que la vitesse vibratoire d’un point de la
plaque était mesuré a ’aide d’un vibrometre laser. Le résultat de cette analyse est fourni,
en fonction de la fréquence, sous la forme du module et de la phase du quotient de la vitesse
vibratoire précédente par rapport a l’accélération mesurée sur la barre d’entrainement.
L’excitation inertielle de la plaque étant directement liée & cette accélération, le rapport

présente la forme d'une fonction de transfert entre ’excitation et la réponse.

(a) point 1 (b) point 2
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Figure 4.1 — Analyse en fréquence de la plaque

La figure 4.1 montre les graphes de ces fonctions relevées en trois points de la plaque
correspondant aux repéres marqués 1, 2 et 3 sur le schéma. Les trois fenétres montrent

des variations prononcées de la phase et des maxima de module pour trois fréquences :
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71,4 Hz, 91,4 Hz et 101 Hz. Ces réponses apparaissent comme les résonances des modes
1, 2 et 3 prévues par les simulations respectivement a 80,2 Hz, 99,6 Hz et 104,9 Hz (voir
figure 2.5). Les écarts fréquentiels s’expliquent par les données matériau utilisées pour le
modéle éléments finis ainsi que par la modélisation sur un faible nombre de nceuds des

conditions aux limites au niveau de 'encastrement.

[’analyse des graphes en relation avec les positions des points de mesure confirme ces
remarques. Les réponses aux trois fréquences sont maximales au point 2 (fenétre (b)).
Les formes modales calculées montrent que ce point est particuliérement mobile pour les

modes 1, 2 et 3 (voir figure 2.5).

La fenétre (a) ne montre par contre que des résonances faibles des modes 2 et 3. Le
mouvement correspondant a ce dernier ameéne la plaque a se replier autour de la médiane
verticale qui porte le point de mesure 1. La faible mobilité de ce dernier explique la
résonance limitée du mode 3 en ce point. Le mode 1 a 71,4 Hz consiste pour l’essentiel
en une rotation de la plaque a I’état quasi rigide autour de la médiane verticale. Le point
1 se situe donc sur une ligne nodale de ce mode qui ainsi ne présente pas de résonance en

ce point.

Pour une raison identique, dans la fenétre (c) le point 3 ne présente pas de résonance du
mode 2. Ce dernier consiste grossiérement en une rotation d’ensemble de la plaque autour
de la médiane horizontale sur laquelle se situe le point 3. La résonance du mode 3 y est
par ailleurs moins prononcée qu’au point 1, ce qui est en accord avec les formes calculées

des modes.

La position quasi centrale de I’encastrement explique que les modes 1 et 2 approximati-
vement symétriques par rapport aux médianes ne soient qu’assez faiblement sollicités par
I'excitation inertielle appliquée. Enfin cette derniére, comme indiqué par les simulations,
n’excite pas non plus le mode 4 qui se situe approximativement a 125 Hz. En effet ce
mode est symétrique par rapport aux diagonales de la plaque et n’est pas sollicité par la
forme de 'excitation. Les trois courbes de réponses sont faibles et décroissantes a 120 Hz
alors que la forme modale calculée de ce mode prévoit que les points 1 et 3 présentent
des mobilités maximales. Si la résonance était excitée, les réponses en ces points devraient

étre nettement croissantes.
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4.3 Optimisation des prises de vues

Des prises de vues ont été opérées pour cing fréquences du mouvement d’entrainement :
70 Hz,80 Hz, 90 Hz,100 Hz et 110 Hz. Les essais du paragraphe 4.2 montrent que la

fréquence de 100 H z correspond pratiquement & celle d’une résonance de la plaque.

Re Im Re Im

O

B _30rad B 149rad B _310rad B 9230rad

L —3,3 rad L 4.7 rad L —5,7rad L 10,6 rad

(a) 80 Hz, ¢ =0° (b) 100 Hz, ¢ =0°

Figure 4.2 — Champs de pente mesurés a 80 Hz et 100 Hz sans décalagee (¢ = 0°)

La figure 4.2 montre les cartes de pentes non lissées obtenues lors d’excitations hors ré-
sonance a 80 Hz et proche d'une résonance a 100 Hz. Pour les premiéres, des pentes
significatives ne s’observent que sur les champs acquis en phase avec 'excitation (Re).
Toutefois leurs valeurs restent faibles devant celles des pentes relevées sur les cartes ac-
quises en quadrature (I'm) a la résonance & 100 Hz. Par contre, les pentes apparaissent
peu significatives dans le cas des champs acquis en quadrature a 80 Hz et pratiquement

nulles pour celles issues des prises de vue en phase a 100 H z.

Les bruits de mesure sont a prior: identiques lors de toutes les prises de vues. L’influence de
ces derniers est d’autant plus importante que les champs mesurés présentent des pentes
peu prononcées. Les rapports signaux sur bruit entre les acquisitions en phase et en
quadrature d’'un méme essai peuvent ainsi étre tres différents. Une procédure a été mise
en ceuvre pour équilibrer les mesures des composantes moyennes des champs de pentes de

maniére a réduire les effets ultérieurs du bruit de mesure.
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Figure 4.3 — Rotation du plan complexe

La figure 4.3 illustre cette procédure. Le vecteur I représente la pente moyenne de la
plaque dans une direction. La composante réelle 6, est ici, par exemple, dans le plan
complexe initial (Re,Im) beaucoup plus importante que la composante imaginaire 6;.
La rotation ¢ du plan complexe améne les deux composantes 6. et 0. a étre idéalement
de valeurs équivalentes dans le nouveau repére complexe (Re’,Im’). La diminution du
rapport signal/bruit sur la nouvelle composante réelle est ici largement compensée par
le gain sur le méme rapport présenté par la nouvelle composante imaginaire. La rotation
¢ étant connue puisque imposée, le calcul des composantes 6, et 6; nécessaires pour le

processus d’identification, est évident a partir de celles mesurées 6. et 6.

En pratique cette rotation ¢ correspond a un retard qui doit étre imposé aux déclenche-
ments des prises de vues par rapport respectivement a I'instant de la position extréme de
I'entrainement (Re) et a celui de la position médiane de 'entrainement (Im). Le montage
présenté en 3.8 permet 'introduction d'un tel décalage au niveau du déclenchement du

flash (voir section 3.3.3).

La figure 4.4 montre les champs de pentes acquis & 80 Hz et 100 Hz avec des décalages
correspondants respectivement a ¢ = 45" et ¢ = 60°. Ces cartes sont & comparer avec
celles présentées initialement dans la figure 4.2. Dans ces deux exemples, 'introduction
du décalage entraine une diminution moyenne de 15% des valeurs créte-créte des pentes.
Par contre les cartes montrent que 1’équilibre recherché est quasiment atteint entre les

cartes dites réelles et imaginaires d’'un méme champ de pente.
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B 104 rad B _25rd 24,9 rad

B _24rad L 3,8 rad B _84rad L 5,7 rad

(a) 80 Hz, ¢ = 45° (b) 100 Hz, ¢ = 60°

Figure 4.4 — Champs de pente mesurés a 80 Hz avec ¢ = 45° et a 100 Hz avec ¢ = 60°

Le choix du décalage ¢ a imposer lors d’un essai donné demeure une difficulté expéri-
mentale. A titre exploratoire, la plaque a été excitée sur chacune des cing fréquences
indiquées. Quatre décalages correspondant a ¢ = 0", ¢ = 30, ¢ = 45" et ¢ = 60° ont été

successivement introduits dans les essais a chacune des fréquences.

La figure 4.5 présente pour chaque essai, les quatre pentes moyennes quadratiques. Ces

derniéres notées ¢ sont calculées a partir des champs mesurés, telles que :

= \/é/@(w,y))zds ., pour O(x,y) = Re(0,), Im(0,), Re(8,), Im(6,) (4.1)

Ces résultats ont été utilisés pour choisir de maniére empirique les valeurs de retard ¢
permettant d’équilibrer approximativement les parties réelles et imaginaires des pentes
quadratiques moyennes. Le tableau 4.1 indique les valeurs retenues pour chacune des cinq

fréquences d’excitation.

Fréquence (Hz) | 70 80 90 100 110

Décalage ¢ 0° 45° 60° 60° 30°

Tableau 4.1 — Décalages ¢ choisis
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Figure 4.5 — Pentes quadratiques moyennes en fonction des décalages ¢ imposés

Il est & remarquer que le méme retard n’est pas simultanément optimal pour 6, et Q_y

Par exemple a 100 Hz, ¢ = 60° parait optimum pour les pentes suivant x, les valeurs

correspondantes de Re(6,) et Im(0,) étant alors trés proches. Par contre ¢ = 45° apparait

mieux équilibrer les pentes réelles et imaginaires suivant y.

4.4 Champs cinématiques mesurés

Le tableau 4.2 indique, pour chacune des cingq fréquences, les amplitudes d’entrainement

imposées a la plaque lors des essais finaux.

Fréquence  (Hz) 70 80 90 100 110
Amplitude (10°m) 7,0 50 4,1 1,8 29
Coef. Var. (%) 16 13 12 19 08

Tableau 4.2 — Amplitudes d’entrainement

Le signal du mouvement d’entrainement étant acquis numériquement pendant environ 0,5

seconde lors de chaque prise d’image, les amplitudes sont calculées a partir des échantillons
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acquis (équation 4.2).

(4.2)

L’excitation & 100 Hz a été volontairement réduite de maniére a limiter la résonance de

la plaque.

Les essais ont été effectués huit fois pour chaque fréquence. Les coefficients de variation
de 'amplitude (des 8 mesures) indiquent la stabilité de l'entrainement. En raison du
rechargement du flash, le délai entre deux prises de vue successives est d’environ une
minute. La méthode de mesure est basée sur la variation de I'image de la grille entre la
plaque au repos et de la déformée. En conséquence, une image de la plaque en position
statique est prise entre chaque essai en vibration de maniére a limiter au maximum les
effets du décalage d'une part de ’échantillon dans son encastrement et d’autre part de la

position de repos de ’ensemble de 1’équipage mobile.

Les figures 4.6, 4.7 et 4.8 des pages suivantes présentent des exemples typiques des champs
cinématiques issus des prises de vues pratiquées avec les décalages de déclenchement du
tableau 4.1. Chaque figure montre respectivement de haut en bas, les parties réelles et

imaginaires :

— des champs de pente suivant les directions x et y, aprés application du lissage polynomial
présentés en section 3.5.3 (ici de degré 14);

— des champs de fléeche obtenus par intégration numérique des champs de pentes lissés ;

— des trois champs de courbure issus des dérivations numériques des champs de pentes

lissés.
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Figure 4.6 — Champs de pente, de fleche et de courbure issus de mesures, parties réelles
et imaginaires : (a) 70 Hz avec ¢ = 0°, (b) 80 Hz avec ¢ = 45°.
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Figure 4.7 — Champs de pente, de fleche et de courbure issus de mesures, parties réelles
et imaginaires : (a) 90 Hz avec ¢ = 60°, (b) 100 Hz avec ¢ = 60°.
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4.5 Reésultats des identifications

4.5.1 Valeurs de référence

La partie gauche du tableau 4.3 rappelle les caractéristiques du matériau en séparant celles
qui ont été identifiées a partir des essais sur poutres, module d’Young et taux d’amor-
tissement [3,, (voir section 3.2.1) de celles fournies par d’autres sources. Le coefficient
de Poisson provient de la bibliographie [100] et deux valeurs ont été retenues définissant
une plage. Par manque d’information, le taux d’amortissement [3,, a été pris égal & 3,,

(hypothese classique).

Propriétés du matériau Caractéristiques de la plaque
Identif. 80 Hz | Biblio. Hypoth.
E B:m: v ﬁxy Qx:v Qxy Bx:v Bxy
(GPa) (107*s) (107 s) (GPa) (107* GPa - s)
0,30 5,38 1,62 | 5,82 1,74
4,90 1,08 1,08
0,35 5,58 1,95 | 6,03 2,11

Tableau 4.3 — Valeurs de référence des parameétres (en utilisant les différentes valeurs de

coefficient de Poisson)

La partie droite du tableau présente deux jeux de caractéristiques de rigidité et d’amortis-
sement de la plaque calculées a partir des propriétés matériau précédentes et des valeurs

retenues pour le coefficient de Poisson.

4.5.2 Reésultats des identifications
4.5.2.1 Résultats globaux

Les figures 4.9 et 4.10 présentent les valeurs moyennes et les écarts types respectivement
des rigidités (s, (zy et amortissements B,,, B, identifiés a travers I’ensemble des me-
sures : huit essais sur chacune des cinq fréquences d’excitation. Ces résultats ont été
obtenus & partir des champs de pente mesurés, présentés dans les figures 4.6, 4.7 et 4.8,
lissés par des polyndmes de degré variant de 8 & 18 (voir section 3.5.3). Les écarts types
étant trés faibles sur la plupart des rigidités identifiées, les barres d’erreur les représen-

tant ne sont vraiment discernables que sur les résultats @), a 70 Hz. Les deux couples
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de lignes horizontales tracées en tirets fins représentent les valeurs de référence tirées du
tableau 4.3.

Les paramétres recherchés ont été extraits en utilisant des champs virtuels par morceaux
5 X 5 optimisés présentés respectivement en 2.7.3 et 2.7.3.6. Le découpage et la taille des

sous-domaines sont identiques a ceux présentés en 2.7.3.7.

Les séries (a) et (b) de résultats proviennent respectivement de deux jeux de champs
virtuels :

— type (a) : sans la contrainte /w*dS =0;

— type (b) : avec la contrainte / w*dS = 0, minimisant les effets des erreurs de mesure
de I'entrainement.

L’observation des graphes montrent qu’a I’exception des amortissements identifiés a 70 H z

tous les résultats obtenus a I’aide des champs virtuels de type (a) sont stables pour des

lissages polyndémiaux de degré supérieur a 10.

Les résultats obtenus a 1’aide des champs virtuels de type (b) montrent de maniére générale
une moins grande stabilité vis a vis du degré du polynome de lissage. La contrainte
supplémentaire imposée dans ces champs virtuels parait rendre la procédure plus sensible
au lissage polynomial. Un degré minimum de 14 semble nécessaire. D’autre part, les valeurs
des rigidités sont sensiblement plus faibles mais leurs écarts types semblent peu affectés
par la contrainte supplémentaire. Par contre les amortissements présentent des valeurs
généralement plus élevées que celles de la série (a) mais avec une plus grande dispersion

dans la plupart des cas, contrairement a ce que laissaient espérer les simulations.

4.5.2.2 Reésultats par fréquence

Les remarques précédentes montrent une stabilité globale des résultats, pour les deux types
de champs virtuels, aprés un lissage des champs de pente mesurés par des polyndémes de
degré 14. Les paramétres identifiés aprés un tel traitement des mesures sont détaillés dans
le tableau 4.4 pour chacune des cinq fréquences d’excitation. Les écarts relatifs notées
E. R. 1 et E. R. 2 sont calculées par rapport aux valeurs de référence du tableau 4.3 et

respectivement pour les valeurs de coefficient de Poisson v = 0,30 et v = 0,35.

Les résultats obtenus avec les champs virtuels de type (a) montrent des coefficients de
variation tres faibles sur les deux rigidités et modérés sur 'amortissement B, a I'excep-

tion de ceux identifiés a 70 Hz. Comme les simulations le pressentaient (voir 2.7.3.7) la
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Sans /w*dS =0 Avec /w*dS =0
Fréquence (Hz) 70 80 90 100 110 70 80 90 100 110
Moy. 520 5,20 530 5,19 531 | 494 4,63 4,96 3,94 4,35

Qua C. V. (%) 06 02 01 0,2 0,1 24 06 04 0,6 06
(GPa) | E.R.1(%)| -35 -34 -15 -36 -13 | -82 -140 -80 -269 -192
E.R.2(%) | -69 -68 -51 -70 -49 |-114 -17,0 -11,3 -29,5 -22,1
Moy. 1,74 1,72 1,77 197 182 | 1,62 148 161 1,32 1,33

Quy C. V. (%) 9 o7 02 02 03|35 12 08 05 12
(GPa) |E.R.1(%)| 75 62 94 221 127 | 05 -84 -0,5 -185 -17.7
E.R.2 (%) |-11,2 -122 -95 0,9 -6,9 |-16,9 -243 -17,8 -32,6 -32,0
Moy. 6,93 502 4,33 4,76 4,77 | 6,58 531 587 535 3,74
10* X By, | C. V. (%) 6,3 27 48 23 10 | 35 58 40 44 43
(GPa-s) | E.R.1(%) | 19,2 -13,6 -256 -182 -181| 132 -86 0,9 -81 -357
E.R.2 (%) | 149 -16,7 -283 -21,1 -21,0| 9,2 -11,9 -27 -11.4 -380
Moy. 1,37 1,23 1,02 051 126 | 1,39 148 181 1,29 093
10* x B,y | C. V. (%) 43 15 94 12,7 3,7 33 73 77 64 12
(GPa-s) | E.R.1 (%) | -21,3 -29,3 -41,7 -70,9 -28,0 | -20,4 -153 4,0 -26,3 -46,8
E.R.2 (%) | -35,0 -41,5 -51,8 -76,0 -40,5 | -34,2 -30,0 -14,0 -39,0 -56,0

Tableau 4.4 — Résultats d’identification des parameétres de 'éprouvette (lissage polynomial

degré n = 14)

figure 4.6(a) montre qu’en dépit de 'amplitude d’entrainement la plus élevée, trois des
quatres champs de pente mesurés a cette fréquence ne présentent pas de valeur significa-
tive. La relative faiblesse du rapport signal /bruit de ces mesures améne une identification
moins satisfaisante. Les mémes cartes relevées aux autres fréquences montrent des champs
beaucoup plus contrastés produisant un meilleur rapport signal/bruit. Ces premiers ré-
sultats montrent la robustesse de la méthode d’identification vis & vis des perturbations
aléatoires. Les coefficients de variation sur I'amortissement B, ne sont pas satisfaisants

et feront I'objet d’une analyse ultérieure.

Comme relevé précédemment sur les résultats globaux, les identifications obtenues avec les
champs virtuels de type (b) exhibent des coefficients de variation plus importants que leurs
homologues issus des champs (a). Cette constatation introduit un doute sur 'efficacité
réelle de la contrainte devant limiter I'influence de I’erreur du mouvement d’entrainement.
Ce résultat est décevant vis & vis de ce que les simulations laissaient entrevoir. La cause
peut étre recherchée dans un biais de cette partie de la procédure. Des investigations

complémentaires devront étre conduites pour permettre de conclure sur ce point.
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L’existence de deux écarts relatifs rend peu aisée la comparaison des valeurs identifiées
avec les références. Le tableau 4.5 présente les mémes résultats sous la forme des constantes
élastiques du matériau et de ses taux d’amortissement déterminés a l'aide des relations

dans I'équation 4.3.

v= 88 B=Qu(l-1)i fa=pi = o (43)
Sans /w*dS =0 Avec /w*dS =0

Fréquence ‘ (Hz) 70 80 90 100 110 70 80 90 100 110
Moy. 0,33 033 033 038 034 ] 033 032 032 033 0,30
C. V. (%) 13 05 08 06 06 | 23 14 23 19 16
v E.R.1(%)| 114 101 107 263 137 | 87 57 66 105 08
ER2%) | 45 -56 -51 83 -25 | 69 -94 -87 -53 -13,6
E Moy. 456 4,59 4,68 443 468 | 429 402 433 346 391
(GPa) | C.V. (%) 18 13 12 08 06 | 37 38 38 23 17
E.R (%) | -70 63 -44 96 -45 |-12,5 -180 -11,7 -294 -202
Bux Moy. 1,31 096 082 092 090 | 1,30 1,18 1,16 1,38 0,87

(1074s) | C. V. (%) 20 18 18 09 03 | 75 54 39 27 31
E.R. (%) | 21,0 -11,5 -245 -152 -170] 204 96 78 280 -19,8

Bey Moy. 0,77 0,71 0,60 025 069 | 0,86 1,07 1,14 101 0,71
(107%s) | C.V.(%) | 103 47 60 91 08 | 135 82 91 62 71
E.R. (%) |-28,6 -34,2 -447 -770 -36,5|-202 -12 57 -6,1 -34,2

Tableau 4.5 — Constantes élastiques et taux d’amortissement identifiés

En raison des remarques précédentes sur les résultats obtenus a 1’aide des champs virtuels
(b), les commentaires porteront essentiellement sur ceux issus de I'utilisation des champs

virtuels (a).

Compte tenu du nombre d’opérations successives de la procédure, il est difficile de calculer
la propagation des incertitudes. Les coefficients de variation sont faibles pour les deux
constantes élastiques et le premier taux d’amortissement. Il est possible de remarquer que
les coefficients de variation des caractéristiques élastiques sont légérement supérieurs a
ceux des rigidités dont elles sont issues alors que les variations des taux d’amortissement
sont au contraire moins élevées que celles des paramétres d’amortissement du tableau 4.4.
Il serait toutefois imprudent d’en tirer des conclusions & partir d'un nombre encore peu

important d’essais.
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Concernant les valeurs identifiées du module d’Young et du coefficient de Poisson celles
provenant des mesures a 100 Hz sont singuliérement différentes de celles provenant des
essais aux autres fréquences. La valeur de @), figurant dans le tableau 4.4 a cette fréquence
présageait de ce résultat. Cette anomalie sera analysée plus loin. Les commentaires ci-

dessous ne concernent donc que les résultats obtenus aux quatre autres fréquences.

Les valeurs moyennes du coefficient de Poisson obtenues a partir de ces essais sont quasi
unanimement v ~ 0,33 avec un coefficient moyen de variation inférieur a 1%, pénalisé par

les mesures a 70 Hz déja commentées.

De la méme maniére, concernant le module d’Young, les coefficients de variation des
quatre valeurs identifiées sont généralement inférieurs a 1, 5%, c’est a dire du méme ordre
de grandeur que les coefficients de variation des amplitudes d’entrainement enregistrées
pendant les prises de vues. La moyenne des quatre modules identifiés ressort & F =~
4,63 GPa dont il est aisé de vérifier qu’elle se situe dans la plage d’écart-type de chacune
des valeurs identifiées. On peut noter enfin que cette valeur moyenne différe de —5% de la
valeur E ~ 4,9G Pa identifiée a partir des essais sur des poutres en vibrations libres (voir

section 3.2.1) avec une incertitude évaluée au minimum a +5%.

En I'absence de valeurs de référence réellement fiables, il serait hasardeux de porter un
jugement définitif sur la validité des constantes élastiques identifiées. Les faibles variations
permettent de conclure a nouveau a une bonne robustesse de la procédure vis a vis des
perturbations aléatoires. Les valeurs identifiées paraissent vraisemblables mais rien ne

permet & I’heure actuelle de garantir 'absence d’un biais.

L’anomalie remarquée sur les constantes élastiques a 100 Hz ne se retrouvent pas sur
la valeur moyenne du taux d’amortissement [3,, identifiées a la méme fréquence. Les
coefficients de variation paraissent notablement faibles concernant l’'identification d’un
amortissement. Les valeurs moyennes respectent 'ordre de grandeur des valeurs identifiées
par les essais sur poutres ainsi que par analyse thermomécanique (DMTA), respectivement
B~ 1,08 x107%s et B~ 1,12 x 10~*s. Toutefois ces derniéres, & I’exception de celle issues
des essais a 7T0H z, sont supérieures aux valeurs identifiées par la procédure. Ceci apparait
comme une confirmation de 'intérét de la méthode qui permet de s’affranchir des effets
des conditions de liaison. L’encastrement des éprouvettes lors des essais de poutres ainsi
que les mors de I'analyseur DMTA introduisent des dissipations parasites impossibles &

quantifier et qui majorent les valeurs ainsi déterminées.

Les variations, d’une fréquence a ’autre, des valeurs moyennes (3., identifiées apparaissent
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dans certains cas supérieures aux coefficients de variation. Ceci suggére I'existence d’une
erreur systématique approximativement constante pour les mesures issues d’une fréquence

donnée et variable d'une fréquence a une autre.

Par ailleurs les identifications de ’amortissement [3,, ne sont pas satisfaisantes. Le rapport
B,y /By, devrait fournir une évaluation de l'effet de Poisson sur I'amortissement. Sans
présager de sa valeur, celle-ci ne devrait pas varier davantage que le coefficient de Poisson
identifié plus haut. Les valeurs des cinq rapports B,,/B,, calculées a partir des valeurs
correspondantes du tableau 4.4 sont respectivement [0,20 0,24 0,23 0,11 0,26]. Deux
hypothéses restent ouvertes a partir de ces résultats. D'une part I'existence d’un biais de
procédure se reportant plus spécifiquement sur 'identification de I'amortissement, d’autre
part la possibilité que l'effet de Poisson ne se manifeste pas de la méme fagon sur le

comportement purement élastique et celui dissipatif du matériau.

De maniére pragmatique, il est possible de considérer que les rigidités et donc les constantes
élastiques dépendent de la description spatiale du mouvement et que les amortissements
sont tres liés a la partie temporelle car ils sont responsables du déphasage entre 1’excitation
et la réponse vibratoire. D’'une part ces deux parties ne sont pas mesurées avec le méme
niveau de définition, plusieurs milliers de points de mesure pour les déformées spatiales
de la plaque connues en seulement deux instants de la période de ’entrainement. Compte
tenu de la procédure de synchronisation décrite en section 3.3.3, celle-ci est assurée avec
une incertitude inférieure a 0,5° de phase du mouvement harmonique. Pour donner un
ordre de grandeur, I’analyse DMTA a fourni une valeur tan(d) = 0,056 a 80 Hz soit un
déphasage entre la déformation appliquée a I’échantillon et V'effort : 6 = 3,30°. De toute
évidence, la synchronisation entre ’entrainement et les prises de vues n’est pas assez pré-
cise et ne peut pas permettre une identification satisfaisante des amortissements. D’autre
part, la procédure de synchronisation nécessite un réglage pour compenser le déphasage
fonction de la fréquence, introduit par le pot électrodynamique d’excitation. Ce réglage
est manuel, propre & chaque fréquence et il est effectué a partir des indications du pha-
semeétre (voir 3.3.3). Il est de toute évidence la source de l'erreur systématique propre a

chacune des fréquences et devra faire 'objet d’une profonde amélioration.

4.5.2.3 Anomalie des résultats a 100Hz

L’identification des constantes élastiques identifiées a 100 H z présente une anomalie. Celle-

ci trouve une explication dans la forme du champ de fleche imaginaire Wy, issu des
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mesures a cette fréquence, sans décalage de déclenchement (¢ = 0). La carte représentant
ce champ est présentée en figure 3.27. Les mesures ponctuelles de vibrations par balayage
de fréquence (voir section 4.2) ont prouvé que cette fréquence correspondait a la résonance
du premier mode de flexion de la plaque. Les simulations montrent que la réponse de ce
mode doit étre prépondérante. Dans la figure 2.5, les formes spatiales du premier mode de
flexion et celle de la partie imaginaire de la réponse harmonique a la fréquence de ce mode
sont en effet treés proches. Ceci ne se retrouve pas dans la figure 4.11 qui présente les deux
formes spatiales des parties imaginaires des fléches simulées et mesurées, respectivement

dans les fenétres (a) et (b). Ces deux formes apparaissent assez nettement différentes.

Simulation Mesure Combinaison

(a) (b) (c)

Figure 4.11 — Champs de fléche en résonance, fréquence du premier mode de flexion : (a)
Réponse simulée, (b) Réponse mesurée, (¢) Combinaison des résonances simulées modes
let3

La partie imaginaire de la réponse mesurée a 100 Hz n’est visiblement pas composée de
maniére prépondérante de la seule résonance du premier mode de flexion. La cause en
a été recherchée au niveau de l'excitation. La figure 4.12 présente les autospectres des
mouvements d’entrainement a 80 Hz et 100 H z enregistrés lors des prises de mesures. Le
premier enregistrement confirme qu’a cette fréquence 'excitation a été correcte. Pour une
raison inconnue, le contenu spectral de l'excitation & 100 Hz n’est pas celui observé lors

des essais de validation du dispositif (voir figure 3.6).

D’une part le niveau du bruit de fond observable est élevé. La résonance de la plaque améne
a réduire 'amplitude du mouvement d’entrainement ce qui entraine un fonctionnement
visiblement dégradé de ’ensemble du dispositif d’excitation. D’autre part, le rapport entre
I’amplitude du deuxiéme harmonique et celle du fondamental est de —10 dB. La fréquence
de 200 Hz de cet harmonique de 'excitation est tres voisine de celle du troisieme mode de

flexion de la plaque. Celui-ci est ainsi également excité en résonance par l’entrainement
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Figure 4.12 — Anomalie de I'excitation

(voir figure 2.5). La partie imaginaire de la réponse est donc constituée d’une combinaison
de ces deux résonances. La fenétre (c) de la figure 4.11 présente une combinaison des
réponses harmoniques des résonances du premier mode de flexion et du troisiéme dans
une proportion de 12%. Cette représentation constitue une confirmation pragmatique de

I’hypothése avancée.

Ce cas de dysfonctionnement ne s’est pas reproduit lors de vérifications postérieures aux

prises de vues et ses causes demeurent inexpliquées.

Dans le cas de cette excitation particuliére, la réponse n’est pas harmonique et ne corres-
pond donc pas aux hypothéses ayant conduit a la relation d’identification. En particulier
la forme spatiale de la réponse perturbe les identifications des constantes élastiques qui
en dépendent. La nécessité d’assurer un meilleur contréle du mouvement d’entrainement

est certainement la conclusion majeure a tirer de cet incident.
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Chapitre 5

Conclusions et Perspectives

5.1 Conclusions

Ce travail présente le développement et la mise en ceuvre d’une méthode d’identification
des caractéristiques élastiques et dissipatives de matériaux isotropes se présentant sous la
forme de plaques minces. La procédure utilise la mesure de champs cinématiques de la
plaque en vibrations harmoniques de flexion & des fréquences quelconques, en résonance
ou hors résonance. Ceci provient de I’écriture de I’équation d’identification dans la base
physique sans recours a un schéma modal. Cette particularité permet a terme d’envisager
I'utilisation de la méthode pour la détermination de la dépendance fréquentielle des ca-
ractéristiques élastiques et d’amortissement d’un matériau. Le seul essai d’une éprouvette
a une fréquence donnée permet 'extraction simultanée des valeurs des quatre paramétres

de la plaque a la fréquence testée.

D’une maniére générale, le dispositif expérimental proposé utilise des composants rela-
tivement courants et peu cofliteux ce qui représente un avantage pour des applications

ultérieures.

L’excitation inertielle employée permet de limiter les liaisons entre le dispositif et I’éprou-
vette réduisant ainsi les perturbations induites par celles-ci dans I'identification de I’amor-
tissement. D’autre part, I’évaluation de I'excitation s’effectue directement & partir de la

mesure de 'amplitude d’entrainement et de celles des champs de fleches de la plaque.
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La connaissance du mouvement vibratoire de la plaque requiert des mesures tout a la
fois dans les domaines spatial et temporel. La technique de déflectométrie utilisée permet
d’atteindre une grande sensibilité dans la mesure des champs de pente. Les cartographies
obtenues pour ces derniers présentent des niveaux de bruit réduits. Ceci permet les opé-
rations de dérivations numériques nécessaires a la détermination des champs de courbure.
Pour la description temporelle du mouvement, cette technique de déflectométrie a été
couplée avec une prise de vue instantanée employant un flash synchronisé avec le mouve-
ment d’entrainement. Il est & remarquer que la seule opération spécifique de préparation
de I'éprouvette consiste a rendre réfléchissante la surface de celle-ci. Des procédures déve-

loppées dans d’autres travaux permettent d’y parvenir de maniére satisfaisante [101].

La procédure d’identification, dite méthode des champs virtuels, utilise les champs de
fléche et de courbure issus de mesures conjointement avec des fonctions bidimensionnelles
complexes sélectionnées pour agir comme des filtres permettant l'extraction des para-

métres recherchés.

Ce travail présente une adaptation au cas étudié d’une synthése de travaux antérieurs
concernant la sélection des champs virtuels dits optimisés. L’utilisation de cette procédure
de choix permet une identification a l'aide de champs virtuels annulant les effets des
conditions de liaison entre l'excitateur et la plaque, minimisant par ailleurs les effets
du bruit de mesure des champs de pente. Une condition supplémentaire est proposée

permettant de réduire 'influence des erreurs de mesure du mouvement d’entrainement.

Les premiers résultats d’identification, en nombre limité, montrent tout a la fois la robus-
tesse de la méthode et les progrés a accomplir principalement sur le plan expérimental.
En effet on remarque que les valeurs identifiées présentent généralement des dispersions
faibles. Les valeurs de référence sont insuffisamment précises pour réellement juger des
écarts. Il est a noter toutefois qu’ils restent modérés en présentant sur les amortissements

un caractere systématique.

5.2 Perspectives

Ces derniéres observations entrainent deux premiéres remarques essentiellement sur le
plan de 'expérimentation : d’une part la nécessité pour valider la méthode de disposer
de valeurs de référence de qualité sur plusieurs matériaux qui seront testés; d’autre part

le besoin impératif d’améliorer la qualité de la mesure des mouvements de la plaque.
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Concernant ce dernier point, on peut remarquer que les mesures des parties spatiales et
temporelles se situent & des niveaux tres différents. A 'issue des traitements d’images, les
champs de fleche et de courbure sont connus en environ 50000 points mais & seulement
deux instants de la période du mouvement harmonique. La connaissance de ces derniers est
. ~ 9 ~ . . ) A 2 ~ ~
par ailleurs entachée d’un écart de synchronisation avec I’entrainement. Cet écart se révéle
non négligeable par rapport aux déphasages introduits par les phénomeénes dissipatifs qui

font 'objet de I'identification.

Une solution réside dans la reconstruction de la description temporelle du mouvement
grace a des prises d’images multiples soit & des phases aléatoires de I’entrainement, soit a

des phases déterminées sous réserve d’une amélioration substantielle de la synchronisation.

Une deuxiéme amélioration de la partie expérimentale de la procédure résiderait dans
I'obtention d’une meilleure qualité de I'excitation tant sur le respect de la forme du mou-
vement que sur le controle de 'amplitude, le tout dans une gamme de fréquences beaucoup
plus étendue. Les essais réalisés montrent, dans le cadre d’une telle application, les limites
de I'utilisation de moyens classiques d’essais aux vibrations, conjointement a une mesure

de grande sensibilité utilisant une technique optique.

Une autre modification du montage consisterait a déporter la caméra de maniére a disposer
d’une grille sans orifice de prise de vue. L’intérét serait de ne pas étre conduit a faire
coincider la rondelle d’encastrement de la plaque avec I'image de 'orifice de la grille et
d’obtenir ainsi une plus grande liberté dans le choix de la position sur I’éprouvette de la

zone d’application du mouvement d’entrainement.

Enfin, une adaptation du dispositif complet devrait étre envisagée pour lui permettre
d’opérer en vide primaire de maniére a pouvoir pratiquer l'identification de ’amortisse-
ment de matériaux faiblement dissipatifs a ’abri des effets parasites de ’amortissement

de Dair.

Concernant la procédure d’identification elle-méme, la principale amélioration & apporter
dans un premier temps concerne ’écriture de I’équation initiale a ’aide de champs vir-
tuels purement réels. Les quatre parameétres seraient alors directement extraits sans avoir
recours a leurs combinaisons complexes. En outre, les opérations de sélection des champs
virtuels optimisés s’en trouveraient singuliérement allégées. En particulier la recherche de
champs virtuels minimisant les effets du bruit de mesure sur les champs de pente serait
alors une adaptation beaucoup plus légére de travaux antérieurs. Elle conduirait a des

facteurs de sensibilité par grandeur identifiée, les deux rigidités et les deux amortisse-
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ments, et non pas deux facteurs réels pour deux grandeurs complexes, ce qui est le cas

actuellement.

Dans la présente étude, 'optimisation du rapport signal /bruit par décalage du déclenche-
ment des prises de vues est restée trés pragmatique et son intérét n’a pas été évalué a
partir de simulations. Cette pratique serait amenée a disparaitre avec la mise en place des

prises de vues multiples évoquées plus haut.

La démarche de minimisation des effets des erreurs de mesure du mouvement d’entrai-
nement, prometteuse au niveau des simulations s’est finalement révélée décevante sur les
résultats d’identification. Une analyse plus poussée devrait étre conduite pour établir plus

précisément son efficacité.

Par ailleurs un indicateur établi directement & partir des mesures de champs, en terme
de quantité et de qualité d’information, présenterait 'intérét de sélectionner de maniére

précoce les mesures assurant ’identification correcte des paramétres recherchés.

Un objectif & terme serait d’étendre la gamme fréquentielle d’identification jusqu’a plu-
sieurs kilohertz. Ceci suppose que soit préalablement résolu l’ensemble des problémes
énoncés ci-dessus, principalement ceux liés a l'expérimentation. A ceux-ci s’ajouteront
alors le controle de la durée de 1’éclair du flash qui doit évidemment rester bréve vis a
vis de la période du mouvement harmonique. Une évaluation de l’erreur éventuellement

introduite pourrait s’avérer nécessaire.

De maniére plus fondamentale, I'augmentation de la fréquence d’excitation conduira a la
rencontre de déformées spatiales plus complexes amenant a prendre en compte les effets
du cisaillement transverse. Les hypothéses de Love-Kirchhoff n’étant alors plus valables, la
mesure des champs de fléche & la surface de la plaque devient indispensable. Ceci requiert

alors une technique permettant ’accés direct a ces champs.

Enfin I'application de la méthode aux plaques composites minces ne pose pas de pro-
bléme formel. La prise en compte des effets du cisaillement transverse s’y posera avec
plus d’acuité. Les essais sur ces matériaux ainsi que sur des plaques épaisses ne pourront
étre valablement abordés que lorsque des solutions auront été apportées aux différents

problémes énoncés.

Ce travail constitue un premier pas dans ’élaboration d’'une méthode d’identification qui
posséde de larges perspectives. Aprés les développements complémentaires indiqués et
d’autres a venir, la méthode proposée, aprés sa validation, pourra alors fournir un outil

d’investigation du comportement de matériaux variés.
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Annexe

Excitation inertielle par mouvement du support

Soit la plaque S = S; U Sy de normale z, contenue au repos dans le plan (z,y), telle que
les points appartenant a S; soient libres et les points de S5 rigidement liés a un solide

rigide S astreint & une loi de mouvement d’entrainement §(¢) en translation suivant z.

Les mouvements de la plaque sont paramétrés par le vecteur {q(t)} tel que :

{at)} = {W} )

(1)

ou les n; parameétres {q;(t)} et les ny paramétres {qs(t)} décrivent respectivement les

mouvements des degrés de liberté de Sy et de Ss.

La mise en équation conduit a :

My M ' ¢ X Kiu Ky @ 0 2)
My Moy q2 Ko Ko 72 fa(t)
ou fo(t) est leffort transmis a Sy par V.

Le mouvement de la plaque peut étre décrit par un mouvement d’ensemble assimilable &
un mouvement de corps rigide {qo(t)} auquel se superpose un mouvement relatif {q.(t)}

de la partie libre S [62] tels que :
{w(0)} = {Z} S0 fa) - {%0“)} ®)
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L’équation 2 devient :

R R R ) S (1 S GV R
My, Moy, Us 0 Ky Ko Us 0 92(1)

Le mode de corps rigide doit évidemment vérifier :

Kiu Ky ur |
[Km K22] | {UQ} =10 ®)

L’équation 4 s’écrit alors :

My, M u . j1(t K K t 0
11 12| 1 S + ga(t) Lt 12| yi(t) _ (6)
M21 M22 U2 0 K21 K22 0 g2<t)
La premiére ligne de 1’équation 6 s’écrit :

[Mu] - {in} + [Ku] - {n} = = (IMu] - {ur} + [Mia] - {ua}) - 0(t) (7)

Le terme de droite correspond a l'excitation inertielle de la plaque par le mouvement
d’entrainement. La réponse {q;(¢)} de la partie libre de la plaque s’écrit comme la com-
binaison du mouvement d’entrainement et de la réponse relative {y;(t)}. Cette derniére
peut s’écrire sur la base des modes propres de la plaque S rigidement liée & V' immobile,

c’est a dire des modes de la plaque encastrée au niveau de S,.
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IDENTIFICATION SIMULTANEE DES PARAMETRES DE RIGIDITE
ET D’AMORTISSEMENT DE PLAQUES ISOTROPES MINCES EN
VIBRATION PAR LA METHODE DES CHAMPS VIRTUELS

RESUME : Ce travail présente le développement théorique et I'application expérimen-
tale d’'une méthode permettant 1'identification simultanée des caractéristiques élastiques
et d’amortissement d’'un matériau isotrope a partir d’essais de plaques minces en vibra-
tion. La théorie montre que les parameétres recherchés peuvent étre extraits des champs
de fleche et de courbure mesurés a la surface de I'éprouvette a deux instants particuliers
du mouvement vibratoire. L’application expérimentale consiste dans la réalisation d’un
dispositif original d’excitation couplé avec I’adaptation d’une technique optique permet-
tant la mesure des champs de pentes présentés par la plaque. Ces dispositifs sont associés
a un traitement des images permettant la détermination des champs de fléche et de cour-
bure utilisés dans la procédure d’identification mettant en ceuvre la méthode des champs
virtuels. Ces derniers peuvent étre considérés comme des filtres choisis pour permettre
Iidentification des parameétres recherchés. Une procédure a été développée permettant la
sélection des champs virtuels optimaux respectant tout a la fois les conditions aux limites
de la plaque et minimisant les effets du bruit de mesure sur les résultats de 'identification.

Mots-clés : vibration, identification, méthode des champs virtuels, amortissement, dé-
flectométrie, champs de pente

SIMULTANEOUS IDENTIFICATION OF STIFFNESS AND DAMPING
PARAMETERS FROM FULL FIELD MEASUREMENTS ON ISOTROPIC
VIBRATING PLATES BY THE VIRTUAL FIELDS METHOD

ABSTRACT : The study presents the theory and the experimental application of a
method leading to the simultaneous identification of the elastic and damping material
properties of isotropic vibrating plates. The theory assumes that the searched parameters
can be extracted from curvature and deflection fields measured on the whole surface of
the plate at two particular instants of the vibrating motion. The experimental application
consists in an original excitation fixture, a particular adaptation of an optical full-field
measurement technique, a data preprocessing giving the curvature and deflection fields
and finally in the identification process using the Virtual Fields Method. These latter act
as filters leading to the extraction of the searched parameters. A particular attention is
paid to the selection procedure of virtual fields which must comply with the experimental
boundary conditions of the plate and can minimize the effects of the measurement noise
on the identification results.

Key-words : wvibration, identification, Virtual Fields Method, damping, deflectometry,
slope fields
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