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Résumé 
Ce travail de recherche, qui s’inscrit dans le cadre d’un projet Européen, se propose d’étudier le comportement des tôles 

métalliques lors des opérations de mise en forme. Les applications visées sont la prédiction, au moyen de la simulation 
numérique du procédé, des défauts majeurs tels que le retour élastique et la localisation des déformations. A cette fin, une 
modélisation phénoménologique du comportement a été retenue. Un modèle de comportement élasto-plastique a été 
considéré, dans lequel deux modèles d’écrouissage sont introduits pour reproduire l’anisotropie induite lors de trajets 
complexes de chargement. En particulier, le modèle microstructural de Teodosiu-Hu, basé sur l’évolution des structures de 
dislocations, a été sélectionné afin de bien prendre en compte les phénomènes de transition liés aux changements de trajets de 
déformation. Ce modèle a été enrichi par la suite, en le couplant au modèle d’endommagement de Lemaitre-Chaboche, afin 
de reproduire la chute de la contrainte d’écoulement à l’approche de la rupture du matériau. De plus, pour modéliser la limite 
de ductilité des tôles métalliques, le critère de localisation par bandes de cisaillement de Rice a été introduit, dans le cadre 
d’une formulation complètement tridimensionnelle en grandes déformations. La modélisation développée tient ainsi compte 
de nombreux phénomènes tels que l’anisotropie plastique initiale, celle induite par écrouissage, l’adoucissement généré par 
l’endommagement et enfin la localisation des déformations. 

Pour permettre l’exploitation de cette modélisation dans le cadre de la simulation numérique des procédés de mise en 
forme, une implantation numérique robuste et efficace a été réalisée dans un code de calcul par éléments finis. Différents 
schémas d’intégration ont été testés et comparés afin de retenir le meilleur compromis entre précision et temps de calcul. A 
des fins de validation, cette modélisation a d’abord été appliquée à la simulation d’essais rhéologiques à trajets directs et 
séquentiels. En comparaison avec les courbes expérimentales, les prédictions obtenues ont bien montré toute la capacité du 
modèle élasto-plastique à écrouissage microstructural à reproduire les phénomènes de transition observés sur des trajets 
séquentiels. Par la suite, l’application de cette modélisation à l’étude du retour élastique a mis en évidence les effets de 
plusieurs paramètres (rhéologiques, numériques ou liés au procédé). En particulier, il a été montré, à travers une application 
spécifiquement déterminée, que l’influence d’un modèle d’écrouissage avancé, tel que le modèle microstructural, pouvait se 
révéler importante dans certaines applications. Enfin, une analyse de la localisation des déformations a été menée en utilisant 
le critère de Rice conjointement au modèle élasto-plastique couplé à l’endommagement. Cette étude a montré la capacité de 
cette approche à prédire les courbes limites de formage, ainsi que l’orientation des bandes de localisation, sur des trajets de 
chargement directs et séquentiels. 

Mots clés : élasto-plasticité, écrouissage combiné, changements de trajets de déformation, endommagement, grandes 
déformations, implantation numérique, retour élastique, localisation, éléments finis. 

 

Abstract 
The aim of this work, part of a larger European project, was the study of the sheet metals behaviour during forming 

operations. The applications in mind concern the prediction, through the forming process numerical simulation, of major 
defects like springback and strain localization. In this context, a phenomenological material modelling has been considered. 
An elastic-plastic behaviour model has been adopted, in which two hardening models have been introduced to reproduce 
induced anisotropy during complex loading. The microstructural work-hardening model of Teodosiu-Hu, based on the 
evolution of dislocation structures, has been considered to take into account transient work-hardening due to the strain-path 
changes. This model has been improved, by coupling with the Lemaitre-Chaboche damage model, in order to reproduce the 
softening that appears prior to failure. In addition, in order to represent the ductility limit of the sheet metals, Rice’s 
localisation criterion by shear bands has been introduced and written in the large strain framework. The developed modelling 
takes into account the initial plastic anisotropy, the work-hardening-induced anisotropy, the damage and finally strain 
localisation. 

A robust and efficient computer implementation has been performed in a finite element code, in order to apply the 
developed models to forming process simulation. Different time integration algorithms have been tested and compared in 
order to obtain the best compromise between accuracy and computing time. Direct and sequential rheological tests have been 
simulated in order to validate the computer implementation, with very good results. The application of the elastic-plastic 
model to a springback analysis has highlighted the effect of various parameters (rheological, numerical, process-related). 
Especially, the impact of advanced hardening models, like the microstructural one, proved to be important for some specific 
applications. Eventually, a strain localisation analysis has been performed using Rice’s criterion and the elastic-plastic model 
coupled to damage. This study showed the capability of this approach to predict the forming limit diagrams as well as the 
orientation of the shear bands, during direct and two-step loading paths. 

Keywords: elastic-plasticity, combined work-hardening, strain-path changes, damage, large strain, numerical 
implementation, localization, spring-back, finite elements. 
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 Introduction 

Les exigences actuelles en termes de réduction des coûts de fabrication et d’allègement 
des produits finis dans divers secteurs de l’industrie, tels que ceux de l’automobile, 
l’aéronautique, etc., ont conduit les industriels mais aussi les chercheurs dans les laboratoires 
à développer de nouveaux matériaux et également à améliorer les anciennes nuances déjà 
largement utilisées. Ces exigences, motivées par de nombreuses directives nationales et 
européennes, ont des répercussions positives sur les plans économique et environnemental. En 
effet, un produit léger, tel qu’une automobile, sera moins coûteux, consommera moins 
d’énergie et par conséquent sera moins polluant puisqu’il rejettera moins de déchets. Pour 
atteindre ces objectifs, une étape importante consiste à étudier très finement le comportement 
des matériaux entrant dans la constitution des différentes pièces afin d’alléger le produit fini. 

Dans les industries mécaniques, les produits plats (tôles) sont largement utilisés pour 
réaliser diverses composantes ; les pièces de carrosseries d’automobiles par exemple sont 
principalement fabriquées à partir de tôles métalliques. L’industrie sidérurgique développe 
actuellement de nouvelles tôles à partir de matériaux combinant à la fois résistance et large 
aptitude à la mise en forme (formabilité). Cette branche d’activité occupe une place 
importante dans cette industrie. Des développements considérables ont été également réalisés 
ces dernières années pour l’amélioration des procédés de mise en forme de ces tôles. 
L’emboutissage reste l’un des procédés les plus utilisés pour fabriquer des pièces à partir de 
tôles métalliques. Son succès est dû au fait que presque la totalité du matériau est utilisé. De 
plus, il permet d’obtenir des pièces à des cadences très élevées. Son intérêt économique est 
donc indéniable. 

Le comportement de ces tôles métalliques, mises en forme par déformation plastique, a 
fait l’objet de nombreuses études depuis maintenant plusieurs décennies. Des modèles de 
comportement intégrant divers phénomènes physiques, liés aux déformations irréversibles que 
subit la tôle, ont été développés. Avec l’avènement des puissants calculateurs, parallèlement 
au développement de la méthode des éléments finis, des simulations pour des formes 
complexes en emboutissage ont été rendues possibles. Néanmoins, la prédiction fiable de 
l’état de la déformée finale des pièces reste un problème relativement ouvert. Ceci est dû 
principalement à l’interaction de plusieurs paramètres entrant en jeu lors de la simulation du 
procédé de mise en forme. En plus de la modélisation du comportement rhéologique de la 
tôle, quelques incertitudes sur les valeurs exactes des paramètres du procédé (contact et 
efforts transmis à la tôle), ainsi que l’approximation par éléments finis constituent des sources 
d’erreur qui affectent directement la qualité de la prédiction de l’état final de la tôle. 

Ainsi, malgré les avancées réalisées aux niveaux expérimental (techniques permettant de 
montrer les mécanismes physiques élémentaires de la déformation), théorique (modèles de 
comportement performants) et numérique (codes de calculs capables de réaliser des 
simulations complexes), les industriels pensent qu’il reste du chemin à parcourir avant 
d’arriver à une maîtrise parfaite de la prédiction de certains phénomènes. Le retour élastique 
et la striction localisée sont parmi les phénomènes « indésirables » constatés sur les pièces 
embouties et qui restent à étudier de façon approfondie. Le retour élastique est beaucoup plus 
accentué sur les nouvelles nuances d’aciers, à haute résistance, développées ces dernières 
années par les métallurgistes. Le phénomène de striction dû à la localisation des déformations 
dans des régions étroites de la tôle en est un autre problème crucial, car il remet en question la 
faisabilité d’obtenir la forme souhaitée. La striction limite ainsi le domaine de formabilité des 
pièces en emboutissage. 
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Dans la perspective d’une compréhension approfondie de ces phénomènes permettant de 
les prédire correctement, des modèles de comportement performants, ainsi que des critères 
pertinents doivent être développés. Ces modèles doivent tenir compte de l’anisotropie du 
comportement élasto-plastique du matériau, mais également de son endommagement. 
Concernant le comportement élasto-plastique, ceci permettra de suivre l’évolution de l’état de  
chaque point de la pièce (champs de déformation, contraintes, écrouissage, etc.) dans le 
domaine de formabilité de la tôle. Pour ce qui est de la modélisation de l’endommagement, 
ceci permettra de prédire la dégradation éventuelle du matériau (précurseur de la rupture) 
avant d’atteindre la forme finale souhaitée. Des critères peuvent être également introduits 
pour prédire une étape intermédiaire correspondant à une certaine limite de formabilité de la 
pièce. Ces critères constituent des indicateurs utiles pour caractériser la formabilité des tôles 
métalliques. 

Contexte et motivation de l’étude 

Ce travail de thèse s’inscrit dans le cadre d’un projet européen CECA qui a démarré en 
2002 pour une durée de trois ans. Trois grands groupes industriels européens de sidérurgie 
interviennent dans ce projet : Arcelor, ThyssenKrupp et VoestAlpine. Ce projet vise à 
répondre à plusieurs questions, qui intéressent non seulement nos partenaires directs, mais 
également d’autres industriels qui travaillent sur les mêmes nuances d’aciers. Sans entrer dans 
les détails de ce projet et le plan élaboré avec nos trois partenaires, nous donnons quelques 
grandes lignes qui constituent la base de notre travail avant de décrire les objectifs fixés dans 
le cadre de cette thèse. 

Ce projet vise à étudier le comportement d’une classe d’aciers utilisés pour l’élaboration 
de produits plats qui entrent dans la fabrication de divers produits (carrosseries d’automobiles, 
emballages, etc.). Ce projet est né d’un réel besoin de développer des modèles de 
comportement riches, permettant à la fois de comprendre les mécanismes élémentaires de 
déformation des tôles métalliques en mise en forme et de prédire les défauts susceptibles 
d’apparaître sur les pièces finales après mise en forme.  

Trois grandes étapes ont été définies dans ce projet, que nous décrivons comme suit : 

1. Etude expérimentale : définir les matériaux sur lesquels portera l’étude. Il s’agit de 
choisir une large classe d’aciers et de s’assurer notamment que les nuances proposées 
par chaque partenaire correspondent à celles utilisées par les autres. Ceci permettra de 
dégager des conclusions communes. L’étude expérimentale devra donner des 
informations sur la microstructure de ces aciers. Egalement, une étude expérimentale 
sur des tests rhéologiques à trajets directs et séquentiels devra être réalisée afin de 
déterminer l’anisotropie plastique initiale et celle induite par écrouissage des tôles. 
L’étude des trajets complexes de chargement devra mettre en évidence les principaux 
phénomènes à prendre en compte dans la modélisation théorique du comportement. 
Ces tests doivent couvrir le maximum de trajets de déformation que l’on retrouve en 
mise en forme. D’un autre côté, des tests d’emboutissage devront être réalisés afin de 
mettre en évidence les principaux phénomènes limitant la formabilité (retour élastique, 
striction localisée). 

2. Modélisation du comportement : proposer des modèles de comportement performants 
permettant de décrire les mécanismes élémentaires entrant en jeu lors de trajets 
complexes de déformation. A cette fin, deux approches de modélisation peuvent être 
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adoptées. La première consiste à utiliser une modélisation micromécanique couplée à 
une transition d’échelle. Cette démarche physique est riche car la réponse 
macroscopique obtenue est directement extraite de l’information microscopique (à une 
échelle beaucoup plus fine, celle du grain par exemple). La deuxième approche 
consiste à utiliser des modèles phénoménologiques, tout en tenant compte des 
phénomènes de changement de trajets de déformation. L’avantage de cette dernière 
modélisation est qu’il est plus simple de l’intégrer dans des codes de calcul par 
éléments finis. 

3. Prédiction par simulation numérique : montrer l’apport de ces modèles de 
comportement en termes de prédiction des phénomènes observés sur les essais 
expérimentaux (essais rhéologiques et de mise en forme). Cette troisième étape passe 
évidemment par la mise en œuvre numérique consistant à implanter les modèles de 
comportement retenus, ainsi que les critères de localisation dans des codes de calcul 
par éléments finis. Une attention particulière est à accorder au choix du schéma 
d’intégration des équations incrémentales des modèles de comportement, afin de 
garantir précision, stabilité et robustesse. De même, une grande importance devra être 
accordée à la prédiction du retour élastique et de la striction localisée. Des simulations 
seront à réaliser dans des codes de calculs afin d’étudier directement des formes 
complexes que l’on retrouve dans l’industrie. 

Objectifs de la thèse 

En étroite collaboration avec nos partenaires du projet CECA, nous avons fixé un 
ensemble d’objectifs à atteindre sur la durée de cette thèse. La partie expérimentale est 
totalement étudiée par nos partenaires, qui ont une grande expérience dans la caractérisation 
des matériaux métalliques. Ainsi, nous avons définit un certain nombre de tâches à réaliser 
que les industriels confient souvent aux laboratoires de recherche. Elles consistent à : 

1. Proposer une modélisation du comportement élasto-plastique assez riche, capable de 
reproduire les phénomènes de changement de trajets de déformation pour les nuances 
d’aciers proposées par nos partenaires. Une modélisation phénoménologique est celle 
retenue dans notre travail. Les modèles proposés devront aussi prendre en compte les 
aspects de grandes déformations que subit la tôle lors de sa mise en forme. 

2. Coupler le comportement élasto-plastique à un modèle d’endommagement, permettant 
de prédire la rupture dans la tôle pour divers trajets de chargement, notamment ceux 
rencontrés en emboutissage. Le modèle devra déterminer, en outre, l’état 
d’endommagement de la pièce au cours de sa mise en forme. 

3. Introduire un critère pour la striction localisée, permettant de prédire le moment 
d’apparition des bandes de localisation de la déformation,  précurseurs de la rupture 
observée sur les pièces embouties. Le critère doit aussi être capable de prédire les 
modes de localisation, c-à-d. les orientations des bandes pour différents trajets de 
chargement. 

4. Réaliser une implantation numérique suffisamment générale et modulaire de ces 
modèles de comportement, pour pouvoir les incorporer dans divers codes de calcul par 
éléments finis. Les algorithmes développés doivent être à la fois précis et robustes 
mais possédant également un degré de généralité suffisant pour permettre d’ajouter 
éventuellement d’autres modèles de comportement (modularité). 
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5. Mener une étude comparative entre les diverses méthodes d’intégration des modèles 
de comportement proposés. Ceci permettra de montrer les performances et les limites 
de chaque méthode et de retenir le meilleur compromis en termes d’efficacité, 
précision, robustesse et modularité. 

6. Implanter le critère de localisation dans ces mêmes codes de calculs. En plus de la 
détection de la localisation lors de trajets rhéologiques, ceci permettra de traiter le 
problème de localisation directement sur des structures. 

7. Effectuer une analyse du phénomène de retour élastique sur des tôles en aciers doux et 
à très haute résistance. L’étude devra montrer la sensibilité du retour élastique au 
modèle de comportement utilisé dans les prédictions par éléments finis, mais 
également montrer l’effet d’autres paramètres (numériques et du procédé). 

8. Réaliser une étude détaillée par éléments finis de la striction localisée. Cette étude 
devra montrer les modes de localisation et le moment de leur apparition sur des essais 
rhéologiques à trajets directs et séquentiels. 

Organisation des chapitres  

 Ce rapport de thèse est organisé dans l’ordre des objectifs fixés au départ et est composé 
de cinq chapitres décrits comme suit : 

Le premier chapitre est consacré en première partie à une description générale des 
problèmes rencontrés en mise en forme des tôles métalliques, notamment par emboutissage. 
Ensuite, l’aspect expérimental de la caractérisation des phénomènes de changement de trajets 
de déformation est abordé. Les différents essais rhéologiques utilisés pour reproduire les 
principaux trajets de déformation que l’on retrouve en mise en forme sont décrits. Une 
importance particulière est donnée à la réponse contrainte/déformation. Le comportement 
rhéologique jusqu’à rupture est également montré. Enfin, la caractérisation de la formabilité 
des tôles métalliques est discutée. 

En s’appuyant sur cette étude bibliographique, le deuxième chapitre est consacré 
entièrement à la modélisation du comportement. En premier lieu, une importance particulière 
est accordée à la modélisation de l’anisotropie induite par écrouissage et à la phase ultime du 
matériau. L’anisotropie initiale induite par la texture de la tôle laminée est décrite par un 
critère de plasticité anisotrope. L’anisotropie induite par l’écoulement plastique est décrite par 
des lois d’évolution de différents types d’écrouissages. Le modèle élasto-plastique ainsi défini 
est ensuite couplé avec un modèle d’endommagement développé dans le cadre de la 
mécanique de l’endommagement continu. Un critère de localisation par bandes de 
cisaillement, utilisé habituellement pour déterminer des courbes limites de formage (CLF) à 
localisation, a été introduit et reformulé dans le cadre des grandes déformations. 

Le troisième chapitre est consacré à l’implantation numérique de ces modèles de 
comportement, ainsi que du critère de localisation dans les codes de calculs par éléments finis. 
En premier lieu, nous rappelons les différents schémas utilisés pour intégrer les lois 
d’évolution données sous forme incrémentale. Deux principales classes de schémas sont ainsi 
retenues : les schémas explicites (Euler direct, Runge-Kutta d’ordre deux et quatre) et les 
schémas implicites (les méthodes du point milieu généralisé, des trapèzes généralisés et 
asymptotique). L’implantation du modèle élasto-plastique, écrit sous forme unifiée, ainsi que 
du modèle couplé avec l’endommagement est exposée en détails. Une attention particulière 
est accordée à l’intégration implicite car ses performances sont bien reconnues, notamment en 
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termes de précision et de stabilité. Les algorithmes correspondants à chaque schéma sont 
exposés également. Les développements  de l’implantation du critère de localisation dans le 
même code sont décrits. Des détails de calculs sont donnés en annexe A et B. 

Grâce aux algorithmes développés et présentés dans le chapitre précédent, et implantés 
dans le code de calcul par éléments finis ABAQUS, nous avons réalisé toute une étude qui 
nous a permis de montrer les performances et les points faibles de chaque méthode 
d’intégration. Cette étude fait l’objet du début du quatrième chapitre. Différents tests 
rhéologiques monotones et séquentiels ont été ensuite simulés dans le but de voir l’effet du 
modèle d’écrouissage sur la réponse globale contrainte-déformation. Une comparaison avec 
les courbes expérimentales est réalisée. Des tests académiques sont également étudiés dans ce 
chapitre pour montrer l’effet du changement du mode de chargement dans différents endroits 
d’une structure. 

Enfin, le cinquième et dernier chapitre est consacré à l’étude de deux phénomènes qui 
peuvent apparaître lors de la mise en forme des tôles métalliques par emboutissage. Le 
premier est le retour élastique. Un essai spécialement conçu pour son évaluation est modélisé 
par éléments finis. L’étude porte sur l’évaluation de l’influence de divers paramètres entrant 
en jeu lors de la simulation de ce phénomène. Les effets des efforts transmis par les outils à la 
tôle, du type d’écrouissage introduit dans le modèle de comportement, de la géométrie des 
outils, ainsi que du type des éléments finis utilisés sont discutés. Une étude de la localisation 
des déformations par bandes de cisaillement est réalisée à la fin. Dans cette dernière partie de 
ce chapitre, le critère de localisation est appliqué au cours du chargement afin de détecter le 
moment où le premier mode de localisation apparaît, lors de trajets directs et séquentiels. 

Il est à noter que chaque chapitre fini par une conclusion partielle. A la fin du document, 
une  conclusion générale sur ce travail est donnée et des perspectives de développement et 
de travaux futurs sont dégagées. 
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1.1 Introduction 

Lors de la mise en forme des tôles métalliques, plusieurs défauts peuvent être rencontrés. 
Afin de pouvoir les prédire avec fiabilité, une caractérisation expérimentale fine du 
comportement est nécessaire, en vue de mettre en évidence les mécanismes élémentaires à 
l’origine de leur apparition. Ceci permettra de développer des modèles de comportement 
performants, voire d’enrichir des modèles existants, qui seront intégrés dans les codes de 
calculs et qui contribueront à l’optimisation des opérations de mise en forme des pièces 
formées.  

Nous donnons en premier lieu de ce chapitre introductif une description des différents 
phénomènes de déformation mis en évidence lors de la mise en forme des tôles métalliques. 
Ensuite, nous abordons la caractérisation expérimentale du comportement des tôles comme 
décrite dans la littérature, qui permet de révéler l’évolution de la microstructure, ainsi que le 
comportement rhéologique au cours des chargements simples et complexes. A la fin de ce 
chapitre, nous donnons un aperçu de la caractérisation de la formabilité des tôles métalliques 
par les courbes limites de formage (CLF). 

1.2 Défauts en mise en forme des tôles métalliques 

Au cours des opérations de mise en forme des tôles métalliques et parfois postérieurement, 
divers défauts peuvent apparaître sur les pièces. Ces défauts peuvent être classés en deux 
catégories : les défauts globaux et les défauts locaux, que nous définissons comme suit : 

 Un défaut global concerne la géométrie finale de la pièce. A l’issue de l’opération de 
mise en forme d’une tôle, par exemple par emboutissage, la géométrie finale obtenue 
après enlèvement des outils peut ne pas correspondre exactement à la forme recherchée. 
Deux phénomènes sont essentiellement à l’origine de ces défauts : le retour élastique et le 
plissement.  

 Un défaut local concerne des zones plus ou moins réduites de la pièce, où une 
diminution nette de l’épaisseur, voire rupture, peut apparaître. La striction localisée en est 
un exemple. D’autres phénomènes plus rares, comme la rupture différée en est un autre.  

Nous décrivons ces principaux défauts dans les paragraphes suivants. 

1.2.1 Retour élastique 

Lors de la mise en forme d’une tôle métallique par emboutissage, la forme recherchée est 
celle définie par le profil des outils à la fin de l’étape d’emboutissage. Cependant, après 
extraction de la pièce, à cause du comportement élastique du matériau, elle se relâche et la 
forme de la pièce évolue vers un nouvel état d’équilibre jusqu’à relaxation des contraintes. La 
Figure 1.1 montre un exemple d’une déformée obtenue juste à la fin de l’étape 
d’emboutissage puis après enlèvement des outils. Elle illustre clairement la différence entre 
les deux déformées. Ce phénomène n’apparaît, heureusement, pas sur toutes les pièces, mais 
uniquement sur certaines formes où des degrés de liberté en rotation de la tôle sont possibles. 
C’est la raison pour laquelle ce phénomène n’apparaît pas par exemple sur des pièces de 
forme tubulaire (godets, bouteilles, tubes etc.).  
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Figure 1.1. Exemple de déformées obtenues à la fin puis après l’étape d’emboutissage 
(simulation par éléments finis) d’une géométrie en « Oméga ». D’après Haddag et al. (2005). 

Divers essais ont été proposés dans la littérature pour caractériser ce phénomène. Le plus 
fréquemment utilisé est l’essai dit en « Oméga », proposé à la conférence Numisheet’93. 
C’est cet essai qui sera considéré au chapitre 5 pour étudier ce phénomène. Cet essai est 
utilisé tant au niveau expérimental qu’au niveau de la simulation numérique. La 
caractérisation expérimentale consiste à mesurer certains indicateurs du niveau du retour 
élastique pour différentes conditions de mise en forme. Dans le cas de l’essai « Oméga », ces 
indicateurs sont les angles de rotation des parois, ainsi que la courbure de la paroi, tels que 
montrés sur la Figure 1.2. 

 

Figure 1.2. Indicateurs du niveau du retour élastique dans l’essai « Oméga ». 
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Divers travaux (Pourboghrat et Chu, 1995 ; Carden et al., 2002 ; Geng et Wagoner, 2002 ; 
Lee et al., 2005 etc.) montrent que le niveau du retour élastique est sensible à plusieurs 
facteurs. Ces facteurs sont liés, d’une part, au procédé de mise en forme et, d’autre part, à la 
tôle elle-même. Les paramètres du procédé sont l’effort de serrage, la vitesse de mise en 
forme, la nature du contact entre les outils et la tôle (avec ou sans frottement), ainsi que les 
paramètres géométriques, tels que les rayons de courbure des outils et la course du poinçon. 
Les paramètres de la tôle sont le matériau (composition chimique, taille des grains), la texture 
et l’épaisseur de la tôle. 

     
 

Figure 1.3. Retour élastique pour différents efforts de serrage sur un acier à très haute 
résistance (4ème Rapport CECA, VoestAlpine). A gauche : efforts de serrage élevés. 

 

         
 

Figure 1.4. Retour élastique pour différents efforts de serrage sur un acier doux (4ème Rapport 
CECA, VoestAlpine). A gauche : efforts de serrage élevés. 

Les Figures 1.3 et 1.4 montrent, par exemple, l’influence de l’effort de serrage du serre 
flan sur le niveau du retour élastique pour la géométrie en « Oméga ». Sur chaque figure, la 
déformée située à gauche correspond à l’effort de serrage élevé. Ces figures montrent que le 
retour élastique est beaucoup plus prononcé pour de faibles efforts de serrage, tel que 
constaté dans plusieurs travaux (Pourboghrat et Chu, 1995 ; Carden et al., 2002 ; Geng et 
Wagoner, 2002 ; Lee et al., 2005a, 2005b ; Haddag et al., 2004, 2005 etc.).  
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Figure 1.5. Dispersion des résultats du retour élastique sur une nuance d’aluminium obtenue 
par différents partenaires dans le cadre du projet 3DS de la conférence Numisheet2005. 

D’après Col et Santos (2005). 

La sensibilité à la vitesse de déplacement du poinçon en emboutissage peut également 
avoir un effet sur le retour élastique. Col et Santos (2005), en comparant différents résultats 
sur le même essai de retour élastique effectué par plusieurs partenaires, ont souligné l’effet de 
la vitesse de déplacement du poinçon afin d’expliquer la dispersion entre leurs résultats. Ils 
attribuent ceci à l’effet que peut avoir cette vitesse sur le frottement entre les outils et la tôle, 
qui lui-même a un effet sur les efforts transmis à la tôle lors de la mise en forme. La variation 
de l’effort de serrage ainsi induite fait varier le niveau du retour élastique. Par contre, Mori et 
al. (2005) ont montré sur une géométrie en ‘‘V’’, comme illustré sur la Figure 1.6, que le 
niveau du retour élastique est faiblement affecté par la vitesse de mise en forme. Ceci laisse à 
penser que les grandes déformations plastiques générées localement dans la tôle par la pointe 
de l’outil ne sont pas affectées par la vitesse du poinçon. 

 

Figure 1.6. Essai en ‘‘V’’ pour caractériser la sensibilité du retour élastique à la vitesse de 
mise en forme. D’après Mori et al. (2005). 

Le choix du matériau a une grande influence sur le retour élastique. Les matériaux à très 
haute résistance exhibent souvent un retour élastique plus élevé par rapport aux matériaux 
ductiles. En effet, comme le montre la Figure 1.7, par la comparaison de deux matériaux ayant 
des limites d’élasticité différentes et un module de Young quasi-identique, lorsqu’on effectue 
une décharge élastique au même niveau de déformation on obtient des niveaux de 
déformation résiduelle différents. C’est le fait que e e

HLE FLEY Y>  qui rend les matériaux à très 

hautes résistances beaucoup plus sensibles au phénomène de retour élastique.  
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Figure 1.7. Illustration par une courbe rhéologique de la sensibilité au retour élastique de deux 
matériaux ayant le même module de Young et des limites d’élasticité différentes.  

Du fait que les tôles métalliques sont obtenues généralement par le procédé de laminage, 
elles exhibent souvent une texture qui leur procure une anisotropie initiale de plasticité. Ainsi, 
l’orientation de la direction de laminage de la tôle dans le dispositif de mise en forme peut 
avoir une influence directe sur le retour élastique. En effet, ceci induit des différences entre 
les contraintes d’écoulement atteintes lors de la mise en forme et influe directement sur le 
retour élastique comme indiqué précédemment. 

 

Figure 1.8. Essai d’enroulement d’une tôle : (a) forme finale après l’essai (b) formes initiale et 
finale durant l’essai. Trois matériaux testés, trois conditions de frottement et différents rayons 

de l’outil. D’après Carden et al. (2002). 
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Sur un essai de pliage/dépliage par enroulement d’une tôle sur un outil circulaire, Carden 
et al. (2002) ont examiné l’effet du rapport entre le rayon de l’outil et l’épaisseur de la tôle 
(R/e). Ils ont montré que le retour élastique décroît avec l’augmentation du rapport R/e. 
Egalement, en variant les conditions de frottement (à sec, avec lubrifiant et avec rotation libre 
de l’outil) pour trois matériaux différents (un acier doux, un acier à haute résistance et un 
alliage d’aluminium), ils ont conclu que le frottement a un faible effet sur le niveau du retour 
élastique (dans le cas étudié). 

1.2.2 Striction 

Le phénomène de striction en mise en forme des tôles métalliques pose un problème 
délicat pour l’industrie, du fait qu’il limite le domaine de formabilité de la tôle. La faisabilité 
de la pièce par grandes déformations plastiques dépend de l’aptitude de la tôle à se déformer 
d’une manière quasi-homogène. Cette striction est caractérisée par la diminution de 
l’épaisseur de la tôle. Deux types de striction peuvent être définis : diffuse et localisée. La 
striction diffuse est caractérisée par une large zone de concentration des déformations et la 
striction localisée est caractérisée par une concentration des déformations dans des zones 
étroites, principalement sous forme de bandes. Ces bandes sont le lieu de rupture par 
fissuration lors de la mise en forme du matériau. 

D’une manière générale, la striction diffuse précède la striction localisée. Néanmoins, dans 
certains cas les déformations peuvent se localiser dans des bandes étroites sans qu’il y ait de 
striction diffuse perceptible dans la tôle, c’est le cas des tôles très minces par exemple (Col, 
2006). La Figure 1.9 montre la différence en termes de striction entre une tôle épaisse et une 
tôle mince lors d’un essai de traction uniaxiale. Sur la tôle épaisse, nous remarquons une 
réduction de la largeur de l’éprouvette par rétreint avant rupture, signe de striction diffuse 
avant localisation. Par contre, sur la tôle mince la déformation est concentrée principalement 
dans une bande étroite où l’épaisseur diminue jusqu’à rupture ; la striction diffuse y est peu 
perceptible.  

 
 

Figure 1.9. Striction sur une tôle épaisse (en haut) et très mince (en bas). D’après Col (2006). 

Également, dans certains cas nous pouvons avoir une rupture sans qu’il y ait de striction 
localisée perceptible. C’est le cas de l’expansion d’une tôle par exemple, comme le montre la 
Figure 1.10. En effet, pour ce mode de chargement il n’y a pas de direction privilégiée pour la 
formation d’une bande de localisation. Souvent, la fissure suit une direction quelconque. 
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Figure 1.10. Mise en évidence par l’essai Nakazima d’une rupture après striction localisée (à 
gauche : en rétreint) et sans striction localisée (à droite : en expansion). Photos du projet 

CECA (ThyssenKrupp). 

Certaines formes géométriques de la pièce ont un effet sur l’endroit où la striction est 
susceptible d’apparaître. Les trous ou les entailles, par exemple, constituent des lieus 
favorables à la concentration de déformations, donc à la formation de bandes de localisation. 
La Figure 1.11 montre une localisation des déformations autour d’un trou de la tôle. Nous 
remarquons une apparition de plusieurs bandes de localisation au bord du trou, avec 
propagation d’une fissure macroscopique selon une direction radiale au trou. 

 

Figure 1.11. Essai d’expansion d’une tôle en acier doux ayant un trou au centre. Apparition de 
plusieurs bandes de localisation au bord du trou, avec propagation d’une fissure 
macroscopique selon la direction radiale (3ème Rapport CECA, VoestAlpine). 
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1.2.3 Plissement 

Les tôles métalliques, vues leurs caractéristiques dimensionnelles (rapport très faible entre 
l’épaisseur et les dimensions de la tôle dans son plan), sont très sensibles au flambement. Ceci 
se traduit au cours de la déformation de la tôle par la formation de plis. Ce phénomène est dû 
aux contraintes de compression qui se développent au cours de la mise en forme et qui 
agissent dans le plan de la tôle comme des efforts de flambement. 

Comme le montre la Figure 1.12, lors de l’opération d’emboutissage d’un godet, ce 
phénomène peut se manifester au voisinage du bord de la tôle. Il est d’autant plus prononcé 
que l’effort de serrage est faible. De plus, ces contraintes de compression sont d’autant plus 
grandes que le diamètre initial du flan est grand par rapport au diamètre du poinçon. 
L’augmentation de l’effort de serrage génère des efforts normaux au plan de la tôle qui 
tendent à éliminer ce phénomène (photo de gauche). Néanmoins, cette solution n’est pas sans 
risque, car elle empêche l’écoulement de la matière et peut conduire à une rupture prématurée 
de l’embouti. Une solution complémentaire consiste à diminuer le frottement entre les outils 
et la tôle, tout en augmentant cet effort de serrage. 

 

Figure 1.12. Rupture sans formation de plis (à gauche : effort de serrage élevé) et avec 
formation de plis (à droite : effort de serrage faible). D’après Lang et al. (2004). 

1.2.4 Synthèse 

Comme décrit précédemment, divers défauts peuvent apparaître sur les pièces obtenues 
par mise en forme. Certains phénomènes apparaissent au cours de l’opération de mise en 
forme (striction localisée, rupture et plissement). D’autres apparaissent juste à la fin (retour 
élastique). On peut citer également d’autres phénomènes. Par exemple, les ondulations au 
bord (« cornes » d’emboutissage), qui sont dues à la texture initiale de la tôle. Également, la 
rupture différée, caractérisée par la formation de fissures sur la pièce finale après un certain 
temps, allant de quelques heures à plusieurs jours, et qui apparaît sur certaines nuances 
d’aciers à très haute résistance. 

Nous nous intéressons, dans la suite, plus particulièrement à l’étude du retour élastique en 
emboutissage et à l’étude de la formabilité des tôles métalliques (prédiction de la localisation 
des déformations). Les deux paragraphes suivants décrivent les phénomènes pris en compte 
dans la littérature pour modéliser le comportement des matériaux. De même, la caractérisation 
expérimentale de la formabilité des tôles métalliques est abordée. 
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1.3 Caractérisation du comportement des tôles métalliques 

Pour étudier tous ces phénomènes, une caractérisation expérimentale est nécessaire 
permettant de mettre en évidence le comportement du matériau lors des différentes séquences 
de chargement. Les essais rhéologiques sont souvent utilisés pour définir l’état de contrainte 
en fonction de l’histoire de déformation. Ces essais doivent couvrir au moins les principaux 
trajets de déformation rencontrés au cours de la mise en forme de la tôle. Dans la plupart des 
applications industrielles, ces trajets sont souvent non proportionnels et complexes (trajets 
fortement non-linéaires). Comme le montre la Figure 1.13 par exemple, lors du passage de la 
tôle par le rayon de courbure de l’outil, sur la partie supérieure de la tôle on passe d’une 
traction à une compression, tandis que sur la partie inférieure c’est l’inverse qui se produit.  
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Figure 1.13. Changement du trajet de déformation au cours du passage de la tôle par le rayon 
de courbure de l’outil.   

Ces changements de trajets de déformation, induits par le pliage/dépliage par exemple, 
sont sources de certains phénomènes de comportement qui ne peuvent être révélés par des 
essais simples à trajet monotone. Il est important de les prendre en compte dans les modèles 
de comportement, afin de reproduire au mieux les différentes courbes rhéologiques pour une 
large gamme de matériaux, allant des matériaux ductiles jusqu’aux matériaux à très haute 
résistance. De tels modèles contribueront à la prédiction fiable des divers phénomènes 
indésirables cités au paragraphe précédent (retour élastique, striction localisée etc.). 

Les expériences (observations et essais) ont montré que ces phénomènes dépendent de 
différents facteurs. Les prédire correctement passe par la compréhension et la prise en compte 
de la microstructure du matériau et de son évolution. En général, les essais rhéologiques 
utilisés sont directs et/ou séquentiels (composés généralement de deux trajets). Nous 
décrivons ici, en s’appuyant notamment sur les travaux de Teodosiu et Hu (1995 et 1998), 
comment la microstructure des aciers doux évolue selon les différents trajets de chargement. 
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1.3.1 Trajet monotone 

Pour les matériaux poly-cristallins (par exemple les aciers) soumis à une déformation 
monotone, une réorganisation de la microstructure apparaît et des structures de dislocation 
dites à faible énergie (SDFE) se forment graduellement. Au fur et à mesure que le niveau de 
déformation augmente ces SDFE deviennent de plus en plus planaires et forment ainsi des 
structures de dislocations persistantes planaires, dites aussi, parois de dislocations. Ces 
structures sont plus ou moins parallèles au plan de glissement principal et possèdent une 
polarité. Ce qui signifie, un excès de dislocations de même signe sur chaque côté de la paroi, 
du côté opposé le signe est différent. Tel qu’il a été observé par Rauch et al. (1990), 
l’activation des systèmes de glissement non-coplanaires est à l’origine de la formation des 
parois de dislocations. 

 

Figure 1.14. Structures de dislocations intragranulaires des grains orientés selon la fibre γ  
dans un acier doux après 60% de déformation de cisaillement (SD : direction de cisaillement). 

D’après Nesterova et al. (2001a). 

 

 

Figure 1.15. Structures de dislocations intragranulaires des grains d’orientation « cube » dans 
un acier doux après 15% de déformation de cisaillement (SD : direction de cisaillement). 

D’après Nesterova et al. (2001b). 
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Les Figures 1.14 et 1.15 montrent ces structures de dislocations planaires persistantes pour 
deux grains ayant des orientations différentes. L’essai considéré est un cisaillement simple. 
Ces structures planaires sont moins marquées dans le cas d’un trajet en expansion équibiaxiale 
(Langlois, 2000 ; Langlois et Berveiller, 2003), comme le montre la Figure 1.16. 

                            
Figure 1.16. Structures de dislocations intragranulaires dans un matériau soumis à une 

expansion équibiaxiale. D’après Langlois (2000). 

1.3.2 Trajet inverse 

Un essai de déformation inverse largement utilisé est le cisaillement Bauschinger. Durant 
le second trajet de déformation, après une pré-déformation suffisamment importante, une 
évolution rapide de l’écrouissage est observée (régime de déformation microplastique), suivie 
d’une stagnation de l’écrouissage, puis d’une reprise de son évolution, comme illustré sur la 
Figure 1.17. Les observations microscopiques montrent que la première étape de la 
déformation inverse est due à la coalescence des structures cellulaires de dislocations 
préformées, le plateau de stagnation de l’écrouissage observé sur la courbe 
déformation/contrainte est dû à la désintégration des structures cellulaires préformées et la 
reprise de l’écrouissage provient de la formation de nouvelles structures cellulaires. 

1.3.3 Essais séquentiels 

La mise en forme implique des changements de trajets de déformation très complexes. Les 
essais les plus répandus pour les caractériser se limitent à deux variations du chemin de 
chargement. Un paramètre scalaire a été proposé par Schmitt et al. (1985) afin de caractériser 
de tels changements de trajet de déformation, défini comme suit : 

 1 2:β = N N  (1.1) 
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Figure 1.17. Mise en évidence de quelques phénomènes de transition lors de changements du 
trajet de déformation. Essais utilisés par Teodosiu et Hu (1995, 1998) pour modéliser 

l’anisotropie de plasticité induite par l’écrouissage. 

où 1N  et 2N  sont les directions du tenseur taux de déformation lors du premier et second 

trajet, respectivement. Le paramètre β  varie de -1 (essai Bauschinger) à 1 (essai monotone). 
Lorsque 0β = , le trajet est dit orthogonal. Selon Schmitt et al. (1985), ce paramètre est 
approprié pour caractériser la surface de charge des aciers doux largement pré-déformés. 
Notant par avantσ  et aprèsσ , respectivement, la contrainte d’écoulement avant et après la 

décharge, le rapport après avantσ σ  est égal à un pour 1=β , inférieur à un pour 1−=β  et 

atteint en général la valeur maximale pour 0=β . Des essais expérimentaux obtenus pour 
différents changements de trajets de déformation et pour la même valeur de β  sont 
relativement différents mais restent toujours similaires, confirmant que β  est un paramètre 
adéquat pour caractériser les changements de trajets de déformation (Genevois, 1992 ; 
Bacroix et al., 1994 ; Hoc et Rey, 2000 ; Hoc et al., 2001). 

Le trajet orthogonal implique l’activation de nouveaux systèmes de glissement qui sont 
latents durant la pré-déformation. Durant la séquence orthogonale de déformation, la 
contrainte d’écoulement est supérieure à celle de déformation monotone à la même 
déformation cumulée. Quand le niveau de pré-déformation est faible, le taux d’écrouissage est 
toujours positif. Par contre, quand ce niveau de pré-déformation est grand, au début un 
adoucissement apparaît, suivi d’une reprise de l’écrouissage. Durant l’adoucissement, au 
moment où la déformation macroscopique peut rester plus ou moins homogène, la 
déformation suivante est essentiellement localisée à l’échelle intragranulaire. En effet, le taux 
de cisaillement est dû principalement à la formation de microbandes le long des nouveaux 
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plans de glissements actifs ; à l’extérieur des microbandes, il n’y a presque pas de glissement. 
De plus, les parois de dislocations préformées sont cisaillées par les microbandes et ceci peut 
être utilisé comme un indicateur de leur présence. 

Thuillier et Rauch (1994) ont étudié le développement des microbandes à l’échelle du 
grain dans un acier doux durant un trajet orthogonal de chargement composé d’une traction 
suivie d’un cisaillement. Ils attribuent l’adoucissement de la contrainte lors de la recharge en 
cisaillement simple, préalablement sollicités en traction, à l’émergence, à l’échelle du grain, 
d’une localisation de la déformation dans des microbandes. Ces microbandes correspondent à 
un système de glissement unique. A plus fort taux de déformation, la contrainte augmente et 
la structure de dislocations est alors composée de parois planes parallèles et/ou 
perpendiculaires à la direction de sollicitation en cisaillement. La Figure 1.18 illustre ce 
phénomène. 

 

Figure 1.18. Mise en évidence des microbandes à la fin d’un essai de cisaillement à 10% après 
une pré-déformation en traction de 10%. D’après Bouvier et al. (2003). 

Les mêmes mécanismes microstructuraux apparaissent pour d’autres trajets de 
déformations. Hoc et Rey (2000) et Hoc et al. (2001) ont étudié l’effet de la pré-déformation 
en traction plane suivant la direction de laminage sur la localisation des déformations lors 
d’une traction uniaxiale suivant la direction transverse. Le paramètre β  vaut 0, ce qui 
correspond à un trajet de chargement orthogonal. La Figure 1.19 montre les cellules de 
dislocations, ainsi que les murs de dislocations formés à 3% de déformation en traction plane. 

 

Figure 1.19. Macro-bandes des sous-structures de dislocations après 3% de pré-déformation 
en traction plane. D’après Hoc et al. (2001). 
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1.3.4 Essais jusqu’à rupture 

Le comportement du matériau à la rupture met en jeu des mécanismes de déformation et 
d’endommagement très complexes. Les faciès de rupture, révélateurs du type de rupture 
(ductile, fragile ou mixte), montrent toute la complexité de ce phénomène. Pour les tôles 
métalliques, les grandes déformations qu’implique l’opération de mise en forme génèrent des 
localisations de déformations qui conduisent à la rupture prématurée du matériau. La Figure 
1.20 montre le comportement jusqu’à rupture d’un aluminium et d’un acier doux (Brunet et 
al., 1998) en trajet monotone. Ces courbes mettent en évidence la chute de la contrainte 
d’écoulement qui traduit la rupture du matériau, ainsi que le niveau de déformation (ductilité) 
qu’atteint le matériau en traction uniaxiale. 

  

 
 
Figure 1.20. Courbes expérimentales pour un AL 6016 (bas) et un acier doux (haut). D’après 

Brunet et al. (1998). 

Ce niveau de déformation à rupture n’est pas tout à fait reproductible expérimentalement. 
La Figure 1.21 (Khelifa, 2004) montre des essais rhéologiques de traction uniaxiale sur une 
tôle en aluminium. Trois directions de chargement ont été considérées (0°, 45° et 90° par 
rapport à la direction de laminage). Pour chaque direction une série de quatre essais a été 
réalisée. Deux constats peuvent être tirés des courbes obtenues. Nous remarquons que pour 
chaque direction de chargement les essais reproduisent quasiment le même comportement 
élasto-plastique, mais pas le niveau de rupture du matériau ; la contrainte chute à des niveaux 
de déformation différents. Ceci est dû au fait que les éprouvettes, bien que découpées et 
chargées selon la même direction, n’ont pas réellement une microstructure identique. 
L’orientation des grains, ainsi que l’existence d’inclusions à l’endroit le plus sollicité, où la 
rupture est susceptible d’apparaître, peut avoir une influence directe sur le moment de rupture 
du matériau. De plus, l’anisotropie plastique initiale a une influence sur ce moment de 
rupture. En considérant les courbes sélectionnées (celles qui donnent un niveau de 
déformation à rupture le plus élevé), on constate que la limite de ductilité est variable. 
Autrement dit, elle dépend de la direction de chargement. 
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Figure 1.21. Courbes expérimentales de traction à différentes directions de chargement sur 
une tôle en aluminium. D’après Khelifa (2004). 

Le changement du trajet de déformation a une influence sur la limite de ductilité du 
matériau. Genevois (1992) a réalisé des essais séquentiels pour déterminer l’effet de la pré-
déformation sur la limite de ductilité du matériau lors du second trajet de chargement. Comme 
le montre la Figure 1.22, la pré-déformation de cisaillement (32%) conduit à des niveaux de 
ruptures différents lors du trajet suivant en traction uniaxiale. Lors de la traction suivant la 
direction de laminage (0 0ϕ = ° ), la rupture est quasi brutale ; la ductilité du matériau selon ce 

trajet de chargement est très faible. Le même constat est observé sur la traction à 0 90ϕ = ° . En 

effet, ces deux trajets sont orthogonaux (le paramètre 0β = ). Ceci montre que ce type de 
trajets est plus néfaste pour la ductilité du matériau, du fait qu’il conduit à une rupture 
prématurée du matériau. À 0 45ϕ = ± ° , la ductilité du matériau est légèrement supérieure 

( 0,6β = ± ). Néanmoins, pour tous ces cas l’adoucissement conduit directement à la rupture 
du matériau ; il n’existe aucune reprise de l’écrouissage et par conséquent de l’écoulement 
plastique. Ce constat ne peut être généralisé, y compris pour l’essai orthogonal. En effet, à la 
différence de l’essai orthogonal montré ici (cisaillement suivi d’une traction), sur l’essai 
orthogonal de la Figure 1.17 (cisaillement après une pré-déformation de traction) on observe 
une reprise de l’écoulement plastique après la phase d’adoucissement lors du second trajet. 
Ainsi, l’ordre d’application des chargements séquentiels a une influence directe sur la ductilité 
d’un matériau. Le niveau de pré-déformation a également une grande influence. 
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Figure 1.22. Influence du changement du trajet de chargement sur la ductilité d’un acier doux. 
Traction uniaxiale après un cisaillement simple de 32% le long de la direction de laminage 

(0°). 0ϕ  est l’angle entre la première et la seconde direction de chargement. 

0 0  ou 90 0ϕ β= ° ° → =  (trajets orthogonaux) et 0 45 0,6ϕ β= ± ° → = ± . D’après Genevois 

(1992). 

Sur l’essai orthogonal de la Figure 1.23, étudié par Hoc et Rey (2000) et Hoc et al. (2001), 
le comportement rhéologique est globalement similaire à ce qui est observé sur l’essai 
orthogonal de Teodosiu et Hu (1995, 1998) (traction uniaxiale, suivie d’un cisaillement). 
Néanmoins, quelques différences sont à signaler. Pour l’essai orthogonal de Hoc et Rey, lors 
du second trajet, la contrainte d’écoulement mesurée est de l’ordre de trois fois celle de la 
traction uniaxiale suivant la direction transverse. De plus, elle dépend du niveau de pré-
déformation. Les courbes présentent des maxima de la contrainte d’écoulement, suivies d’un 
adoucissement et puis d’un plateau, tel que montré sur la Figure 1.23. Les pics de la contrainte 
correspondent à la formation de la première macrobande de localisation. Tel que montré sur la 
Figure 1.24, le niveau de pré-déformation a une influence sur le nombre de macrobandes qui 
se développent simultanément. 

 

Figure 1.23. Courbes rhéologiques obtenues pour l’essai orthogonal composé d’une traction 
uniaxiale après trois niveaux de pré-déformation en traction plane. D’après Hoc et Rey 

(2000). 
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Figure 1.24. Formation de macro-bandes de localisation lors de la traction uniaxiale après trois 
niveaux de pré-déformation en traction plane (essai orthogonal). D’après Hoc et Rey (2000). 

1.4 Formabilité des tôles métalliques 

La caractérisation de la formabilité des tôles métalliques a fait l’objet de nombreuses 
études depuis plusieurs décennies maintenant (Marciniak et Kuczynski, 1967 ; Goodwin, 
1968 ; Keeler, 1968 ; Nakazima et Kikuma, 1971 ; Hecker, 1972 ; Marciniak et al., 1973). 
Pour caractériser cette formabilité, Keeler (1965) a introduit la notion de courbe limite de 
formage (CLF). Cet auteur a constaté que l’allongement local maximal (ou déformation 
maximale) à lui seul n’est pas suffisant pour déterminer le taux d’allongement possible d’une 
tôle. En reportant sur les deux axes d’un même diagramme les valeurs de déformation 
principales à rupture dans le plan de la tôle, il constata que tous les points se situaient sur une 
même courbe, appelée courbe limite de formage. Cette courbe initialement limitée au 
quadrant défini par une déformation principale mineure positive a été complétée par Goodwin 
(1968) en considérant les cas où la déformation principale mineure est négative. La Figure 
1.25 montre ces CLF. 
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Figure 1.25. Courbes limites de formage de Keeler et Goodwin. D’après Keeler (1965) et 
Goodwin (1968). 
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Depuis ces premiers travaux, plusieurs études ont été menées, jusqu’à nos jours, au niveau 
expérimental et théorique, dans le but d’obtenir des CLF représentatives de la formabilité des 
tôles métalliques pour des trajets de déformation complexes (Gosh et Laukonis, 1976 ; 
Hutchinson et Neale, 1978 ; Cordebois et Ladevèze, 1982 ; Cordebois, 1983 ; Needleman et 
Tvergaard, 1983 ; Brunet et al., 1985 ; Arrieux et al., 1985 ; Arrieux, 1990 ; Haddad, 1997 ; 
Hiwatashi et al., 1998 ; Kuroda et Tvergaard, 2000 ; Stoughton, 2001 ; Chow et al., 2002 ; 
Butuc, 2004). 

1.4.1 Application des CLF 

Ce diagramme s’est révélé très pratique dans le domaine industriel, car il définit deux 
zones :  

 celle située au-dessus de la CLF et qui correspond à la rupture de la pièce,  

 et celle située en-dessous de la CLF et qui correspond à la réussite de la pièce. 

Ces CLF sont initialement définies dans l’espace des déformations (Keeler, 1968), mais 
peuvent être tracées dans l’espace des contraintes principales (par exemple, Arrieux, 1990 ; 
Haddad, 1997 ; Stoughton, 2001 etc.). 

 

Figure 1.26. Utilisation des CLF dans le cadre d’une simulation par éléments finis. Le nuage 
de points représente l’état de déformations dans une zone de la pièce, généralement là où les 

déformations se localisent. D’après Rees et Power (1998). 

En termes d’applications, d’une manière générale les CLF peuvent remplir deux fonctions 
différentes : 

 d’une part, elles permettent de comparer la formabilité des tôles métalliques, soit entre 
des tôles de même matériau et ayant des épaisseurs différentes, soit entre des tôles à 
épaisseurs identiques et constituées de matériaux différents. 
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 d’autre part, elles peuvent être utilisées dans le cadre d’un calcul de structures par 
éléments finis. En reportant l’état de déformation prédit à la fin de la simulation sur le 
diagramme de la CLF, cette dernière permet d’indiquer la position des points calculés 
(déformations ou contraintes principales dans le plan de la tôle). Si tous les points se 
trouvent en dessous de la CLF la pièce peut être réalisée avec succès. La Figure 1.26 
montre un exemple d’utilisation de la CLF lors d’une simulation par éléments finis. 
Bien que critiquable, cette utilisation est très répandue dans les milieux industriels. 

Cependant, la définition de la limite de formabilité n’est pas unique. On définit 
généralement deux principales limites : 

 la limite de formage à rupture et qui correspond au moment d’apparition d’une fissure 
macroscopique. La courbe obtenue constitue la limite supérieure admissible. 

 la limite de formage à striction. Plusieurs courbes peuvent être définies, du fait que la 
striction apparaît avant la rupture et son appréciation n’est pas tout à fait objective 
(plusieurs états de déformation peuvent être qualifiés de striction). Néanmoins, la 
striction localisée, qui correspond au début de l’apparition d’une bande où les 
déformations se concentrent, est celle prise comme critère pour définir une CLF. On 
parle alors de CLF à striction localisée.  

La Figure 1.27 montre l’écart entre les deux types de CLF. Cet écart dépend notamment 
du matériau. En effet, un matériau ayant une bonne ductilité présentera un écart important 
entre les deux CLF. De plus, pour un matériau donné, l’épaisseur de la tôle a une influence 
sur cet écart ; une tôle de faible épaisseur est beaucoup plus sujette à une rupture prématurée 
après l’apparition d’une striction localisée. 

 

Figure 1.27. Courbes limites de formage à rupture et à striction localisée. D’après Veerman 
(1972). 
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Ce sont les CLF à striction localisée qui sont généralement retenues dans la pratique pour 
deux principales raisons : 

 Ces courbes se situent en-dessous de la CLF à rupture et sont donc beaucoup plus 
conservatives. Elles permettent de s’assurer de la bonne résistance mécanique en 
service des pièces, en évitant d’avoir de faibles épaisseurs localement sur la pièce 
finale.   

 Egalement, pour des raisons esthétiques, en particulier dans le domaine de la 
carrosserie automobile, de tels défauts peuvent constituer une raison de rejet de 
certaines pièces. L’utilisation donc d’une CLF à striction localisée permet de s’assurer 
de la quasi-homogénéité de l’épaisseur de la tôle à la fin de l’opération de mise en 
forme. 

1.4.2 CLF expérimentales 

La détermination expérimentale des CLF consiste à réaliser un ensemble d’essais 
rhéologiques jusqu’à striction localisée ou rupture et mesurer les deux déformations 
principales correspondantes dans le plan de la tôle. Les principaux chargements utilisés sont 
la traction uniaxiale, la traction plane et l’expansion équibiaxiale. Tous les points de la CLF se 
situent entre les points extrêmes obtenus par les essais de traction uniaxiale et de l’expansion 
équibiaxiale. Selon le trajet de chargement, deux types de CLF peuvent être définies : 

 les CLF directes, obtenues à partir d’essais monotones. Ces courbes servent 
notamment à classer les tôles métalliques (matériaux différents) selon leur ductilité. 

 les CLF indirectes, obtenues à partir d’essais séquentiels. Leur utilité peut s’avérer 
d’une grande importance, car lors de la mise en forme de géométries complexes la 
formabilité de la tôle peut être affectée considérablement par les changements du trajet 
de déformation. L’utilisation d’une CLF directe n’est alors pas suffisante. 

D’une manière générale, les CLF ne sont pas intrinsèques, mais dépendent du trajet de 
déformation. Autrement dit, nous pouvons obtenir des CLF différentes pour des pré-
déformations différentes. La Figure 1.28, par exemple, montre des CLF à trajets séquentiels, 
obtenues après des pré-déformations en expansion. L’effet de la pré-déformation en 
expansion est caractérisé par une translation de la CLF vers la droite et vers le bas.  

La Figure 1.29 montre des CLF à trajets séquentiels, obtenues après des pré-déformations 
en traction uniaxiale. L’effet de la pré-déformation en traction est caractérisé par une 
translation de la CLF vers la gauche et vers le haut. La formabilité de la tôle se trouve 
nettement améliorée sur les trajets en expansion. 
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Figure 1.28. CLF obtenues pour différentes pré-déformations en expansion équibiaxiale d’un 
acier doux. D’après Stoughton (2000). 

 

Figure 1.29. CLF obtenues pour différentes pré-déformations en traction uniaxiale selon la 
direction transverse (TD) d’un acier doux. D’après Stoughton (2000). 

1.5 Conclusion 

Nous avons donné un aperçu général des principaux défauts rencontrés en mise en forme 
des tôles métalliques. Pour pouvoir modéliser et prédire les différents phénomènes mis en jeu, 
les observations et les essais constituent la première étape dans le processus de description du 
comportement des tôles métalliques.  
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Comme on peut le déduire du §1.2, les essais rhéologiques à trajets directs ne suffisent pas 
à eux seuls à caractériser le comportement réel d’un matériau qui subit des grandes 
déformations. Il est nécessaire d’inclure des essais complexes afin de reproduire au mieux les 
différents phénomènes de transition observés lors de changement de trajets de déformation. 
De plus, les observations de la microstructure s’avèrent très utiles dans la mise en évidence 
des mécanismes élémentaires mis en jeu, notamment les mécanismes prédominants qui ne 
doivent pas être négligés, tel que la formation de structures planaires de dislocation. Une 
modélisation fiable doit tenir compte de tous ces aspects. 

Pour caractériser la formabilité des tôles métalliques, plusieurs essais rhéologiques sont 
nécessaires. De plus, la prise en compte des changements de trajets de déformation implique 
des essais supplémentaires qui sont souvent difficiles à mettre en œuvre. Ceci rend également 
la démarche expérimentale très coûteuse. Ainsi, la modélisation du comportement avec la 
prise en compte des phénomènes de changement de trajets de déformation et de 
l’endommagement du matériau constitue un moyen rapide et économique pour décrire 
l’évolution de l’état mécanique d’une pièce au cours de l’opération de mise en forme. 
L’utilisation de critères limite de ductilité dans les simulations des différents trajets de 
déformation, conjointement à un modèle de comportement performant, constitue un moyen 
efficace et rapide pour obtenir des CLF. 

Dans ce sens, le prochain chapitre sera consacré à la description du comportement élasto-
plastique avec la prise en compte des différentes anisotropies de plasticité. On s’intéressera 
particulièrement à la modélisation de l’anisotropie induite par l’écrouissage, où la formation 
des structures de dislocations sera prise en compte. L’endommagement sera également 
considéré, afin de traduire la chute de la contrainte d’écoulement plastique. Enfin, un critère 
de prédiction de la limite de ductilité sera introduit. 
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2.1 Introduction 

Dans ce chapitre on s’intéresse à la modélisation des différents phénomènes mis en jeu 
lors de la mise en forme des tôles métalliques, tels que décrits au chapitre 1. Les effets liés au 
changement de trajets de déformation et à l’endommagement du matériau en grandes 
déformations seront les principaux phénomènes à modéliser. Pour cela, nous allons suivre une 
démarche phénoménologique de modélisation, permettant de tenir compte de ces principaux 
phénomènes, mais présentant une certaine richesse physique. Cette modélisation sera réalisée 
dans l’esprit de pouvoir l’implanter par la suite dans des codes de calculs par la méthode des 
éléments finis. Ceci permettra de réaliser des calculs de structures, tel que la simulation du 
procédé d’emboutissage, tout en prédisant avec fiabilité un maximum de phénomènes. 

Pour la modélisation du comportement plastique, deux aspects de l’anisotropie seront pris 
en compte : l’anisotropie initiale, due à la texture initiale des tôles métalliques (obtenues 
généralement par laminage) et l’anisotropie induite par écrouissage, due principalement au 
développement de structures de dislocations dans le matériau. Ceci peut se faire en 
introduisant des variables internes représentatives des mécanismes élémentaires de 
l’écrouissage. Le choix judicieux de ces variables aura une influence directe sur le 
comportement local (contrainte-déformation) du VER et ainsi sur le comportement global de 
la structure mise en forme, tel que la distorsion par retour élastique. Des modèles avancés 
d’écrouissage seront introduits afin de représenter ce type d’anisotropie induite. 

L’endommagement des tôles métalliques en mise en forme accompagne les grandes 
déformations que subit le matériau. La description des mécanismes d’endommagement à 
l’échelle microscopique est peu envisagée, du fait de la complexité de ces phénomènes. Pour 
décrire l’endommagement du matériau, nous allons adopter une approche phénoménologique 
de modélisation. Dans la littérature on retrouve principalement deux approches : l’approche 
de Gurson (1977) basée sur la description de la fraction volumique des microcavités qui 
représentent l’endommagement du matériau et l’approche de Lemaitre (1985) qui consiste à 
introduire une variable interne représentant une densité surfacique d’endommagement. Nous 
allons suivre cette dernière approche pour réaliser un couplage du modèle élasto-plastique à 
écrouissage avancé avec le modèle d’endommagement de Lemaitre. 

Pour pouvoir prédire la striction localisée pour différents trajets de chargement, nous 
allons introduire un critère de localisation de la déformation par bandes de cisaillement 
initialement développé par Rice (1976). Ce critère, basé sur la théorie de bifurcation, sera 
formulé et adapté à notre modèle élasto-plastique écrit dans le cadre des grandes déformations 
et ceci dans les deux cas : avec et sans couplage à l’endommagement. La modélisation ainsi 
définie permettra de prédire le moment d’apparition des premières bandes de localisation, 
ainsi que l’orientation de ces bandes par rapport à la direction du chargement. Ce critère sera 
principalement utilisé avec le modèle couplant élasto-plasticité et endommagement. Il peut 
être appliqué au tracé des courbes limites de formage à localisation, ainsi qu’à la prédiction de 
la localisation dans des structures en mise en forme. 

La modélisation de l’ensemble de ces phénomènes sera abordée dans ce chapitre dans 
l’ordre suivant : 

1. Un rappel sur la théorie des grandes déformations sera donné permettant de définir un 
cadre pour l’écriture des relations incrémentales de comportement. La notion 
d’objectivité des lois de comportement sera aussi rappelée. 



Chapitre 2  Modélisation du comportement  

32 

2. Une modélisation du comportement élasto-plastique indépendant du temps physique 
sera introduite. Deux aspects de l’anisotropie plastique seront pris en compte : 
l’anisotropie initiale et l’anisotropie induite par écrouissage. 

3. Un couplage du modèle élasto-plastique précédemment défini sera réalisé avec le 
modèle d’endommagement de Lemaitre. 

4. Un développement du critère de localisation de Rice sera effectué dans le cadre des 
grandes déformations et du comportement élasto-plastique couplé à 
l’endommagement. 

2.2 Description du comportement élasto-plastique 

Les tôles subissent des déformations importantes en mise en forme et les lois de 
comportement ainsi définies sont généralement écrites en vitesse. Afin de respecter le principe 
d’objectivité (indépendance de la loi de comportement par rapport au référentiel 
d’observation), l’utilisation de dérivées dites objectives s’impose, aussi bien pour la contrainte 
que pour toutes les variables internes tensorielles. Une formulation alternative consiste à 
écrire les lois de comportement dans un repère tournant, qui permet de prendre en compte 
différemment le mouvement rigidifiant. Dans un tel repère, les équations du modèle de 
comportement correspondent formellement à une écriture en petites déformations (Sidoroff, 
1982).  

Nous suivrons cette démarche pour introduire différentes lois de comportement. Nous 
commençons d’abord par un rappel sur la théorie des grandes déformations qui définit ce 
cadre général d’écriture des lois de comportement en transformations finis. Cette théorie, 
largement utilisée, offre un cadre simplifié pour l’implantation des modèles de comportement 
dans les codes de calcul par éléments finis. 

2.2.1 Cinématique des grandes déformations 

La cinématique des grandes déformations est basée sur la décomposition multiplicative du 
gradient de transformation F  en une partie élastique eF  et une partie plastique pF , c-à-d. 

 e p= ⋅F F F  (2.1) 
 

Cette décomposition multiplicative introduit la notion de configuration intermédiaire 
relâchée. La différentiation de (2.1) nous permet de définir le tenseur gradient de vitesse L  
par 

 ( ) ( ) ( )1 1 11
   e e e p p e− − −−= ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅L F F F F F F F F  (2.2)  

 
Pour les matériaux métalliques mis en forme à froid, la partie élastique de F  fait intervenir 

des déformations élastiques très faibles par rapport à l’unité, mais éventuellement de grandes 
rotations. Cette hypothèse simplificatrice revient à admettre que les configurations actuelle et 
relâchée élastiquement sont très voisines (sauf rotations). Ainsi, en utilisant la décomposition 
polaire de eF , on peut écrire 
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 ( )e ≅ + ⋅F 1 e R  (2.3)  
 
où 1  est le tenseur identité du second ordre, e  est le tenseur symétrique des déformations 
élastiques ( 1<<e ) et R  est le tenseur de rotation élastique ayant les propriétés suivantes : 

 1            T T− = ⋅ =R R R R 1  (2.4) 
 

En introduisant (2.3) dans (2.2) et en négligeant les termes du second ordre en e , on 
obtient 

 ( ) 1
  T p p T−

= ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅L R R e R F F R  (2.5) 
 
où 

    T T= + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅e e e R R R R e  (2.6) 
 
est la dérivée temporelle objective de e  calculée avec le spin T⋅R R  associé à la rotation 
élastique R . 

Les parties symétrique et antisymétrique de L  définissent, respectivement, le tenseur taux 
de déformation D  et le tenseur taux de rotation (spin) W  par 

 1 1
2 2( )           ( )T T= + = −D L L W L L  (2.7) 

 
En utilisant l’expression (2.5) de L , on obtient D  et W  sous la forme 

             p T p= + = ⋅ +D e D W R R W  (2.8) 
 
où pD  et pW  sont le tenseur taux de déformation plastique et le spin plastique, 
respectivement, donnés par 

 ˆ ˆ            p p T p p T= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅D R D R W R W R  (2.9) 
 

où ˆ pD  et ˆ pW  sont, respectivement, la partie symétrique et antisymétrique de ( ) 1p p −
⋅F F . 

2.2.2 Formulation des lois de comportement en repère tournant 

L’objectivité des lois de comportement nécessite une formulation dans un référentiel 
adéquat. L’idée de base de cette approche est d’utiliser un référentiel tournant dans lequel les 
taux des variables se réduisent à de simples dérivées temporelles. Autrement dit, le 
comportement du matériau dans ce référentiel n’est pas affecté par un mouvement de corps 
rigide du point matériel considéré. Ce repère local sera défini par un certain tenseur de 
rotation ℜ  en chaque instant et en chaque point matériel. Ce tenseur ℜ  est généré à partir 
d’un spin anti-symétrique Ω  en utilisant la relation Τ⋅ = Ωℜ ℜ . 
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Si l’on désigne par A  et S  deux tenseurs d’ordres deux et quatre, respectivement, leur 
écriture dans le repère tourné par ℜ  est définie par 

 ˆ ˆ           ij ki lj kl ijkl pi qj rk sl pqrsA A S S= ℜ ℜ = ℜ ℜ ℜ ℜ  (2.10) 
 

L’intérêt principal de cette approche est qu’une dérivée objective définie, comme par 
exemple dans (2.6), sous la forme 

 = + ⋅ − ⋅A A A AΩ Ω  (2.11) 
 
est reliée simplement à la dérivée matérielle de la quantité tournée par des relations similaires 
aux équations (2.10), c-à-d. 

 ˆ ˆ             kl pqrsij ki lj ijkl pi qj rk slA A S S= ℜ ℜ = ℜ ℜ ℜ ℜ  (2.12) 
 

La question qui se pose réside dans le choix de la rotation ℜ  définissant le passage vers ce 
repère tournant. Compte tenu de la non unicité de la décomposition multiplicative (2.1) de F , 
le choix de ℜ  n’est pas unique. Ainsi, divers choix sont proposés dans la littérature et qui 
reposent sur des justifications plus ou moins physiques. A l’échelle du grain (monocristal) 
cette ‘‘ambiguïté’’ peut être levée. Certaines directions privilégiées liées au réseau cristallin 
peuvent définir un repère local dans lequel une description des mécanismes de déformation 
est possible, c-à-d. formulation d’une loi de comportement dans ce repère local. Ce choix de 
repère tournant à partir de directions privilégiées est bien adapté à certains matériaux 
composites également (par exemple, les composites à fibres longues). Pour les matériaux 
polycristallins, dont font partie les aciers considérés dans notre étude, Mandel (1982) a 
introduit la notion de repères directeurs et a proposé un calcul de la rotation du repère 
tournant en moyennant les rotations des réseaux cristallins de l’ensemble des grains 
constituants le VER. Cette démarche entre dans le cadre des méthodes d’homogénéisation par 
transition d’échelle micro-macro. 

Dans le cas où la modélisation du comportement est purement phénoménologique et où 
des directions privilégiées sont difficilement identifiables, voire impossibles, la loi 
d’évolution de ℜ  est donnée par une démarche purement phénoménologique. Par exemple, 
en considérant WΩ =  dans (2.11), on retrouve la dérivée de Jaumann. Par contre, si l’on 
prend = Rℜ , on retrouve la dérivée de Green-Naghdi, appelée également dérivée en rotation 
propre. Ces deux dérivées objectives sont les plus couramment utilisées dans les codes de 
calcul par éléments finis prenant en compte les grandes déformations. Plusieurs chercheurs 
ont proposé d’affiner ces choix en proposant une évolution phénoménologique du spin 
plastique pW  (par exemple Mandel, 1982). 

L’usage d’un référentiel tournant adéquat, c-à-d. assurant l’objectivité, permet ainsi de 
découpler le problème des non-linéarités géométriques (grandes déformations) de celui des 
non-linéarités matérielles (nature des lois de comportement). Une fois que le choix de la 
cinématique de rotation est fait, on peut formuler les lois de comportement comme en petites 
déformations, en utilisant les variables tensorielles tournées et où les taux de ces variables 
apparaissent comme de simples dérivées temporelles. Une conséquence directe est que la 
résolution de ces modèles de comportement peut être complètement découplée de la 
résolution du problème des non-linéarités géométriques en chaque étape de chargement. Ceci 
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simplifie considérablement l’implantation de ces modèles dans des codes de calcul par 
éléments finis.  

Notons que la transformation donnée par (2.10) préserve les normes, c-à-d. ˆ=A A  et 

ˆ=S S . Dans ce qui suit nous nous plaçons dans le repère tournant associé à la dérivée de 

Jaumann. Toutes les variables tensorielles considérées seront écrites implicitement dans ce 
repère. De même, pour simplifier l’écriture, l’indice chapeau (^) indiquant ces quantités 
tournées est omis dans toute la suite du mémoire, sauf mention contraire. 

2.2.3 Equations du modèle élasto-plastique 

La modélisation du comportement adoptée dans ce travail est basée sur une approche 
purement phénoménologique. Pour que le modèle, ainsi construit, soit assez représentatif de la 
réalité physique, nous introduisons un ensemble de variables représentatives de l’état interne 
du matériau. 

Les modèles phénoménologiques sont souvent écrits dans le cadre de la thermodynamique 
des processus irréversibles. Cette approche offre un cadre général d’écriture d’une large classe 
de lois de comportement tout en vérifiant certains principes de la thermodynamique. Nous 
donnons ici directement les équations locales sans réécrire tout ce formalisme. En effet, seules 
ces équations seront nécessaires lors de l’implantation du modèle ainsi défini.  

Nous nous intéressons dans un premier temps à la modélisation de l’élasto-plasticité 
indépendante du temps physique. D’une manière assez générale, un tel modèle de 
comportement est composé principalement des quatre types de lois suivantes : 

1. Une loi d’élasticité définissant une relation entre les contraintes et les déformations 
réversibles.  

2. Une règle d’écoulement plastique définissant l’évolution des déformations 
irréversibles. 

3. Un critère de plasticité délimitant le domaine d’élasticité.  

4. Un ensemble de lois d’évolution des variables internes définissant les phénomènes mis 
en jeu lors de la déformation plastique, tel que l’écrouissage. 

C’est sur cette structure que nous nous appuyons pour introduire l’ensemble des équations 
du modèle élasto-plastique. Nous verrons par la suite, au § 2.5, comment tenir compte du 
phénomène d’endommagement.  

L’évolution de la contrainte de Cauchy est donnée par la loi hypo-élastique suivante : 

 ( ): :e p= = −σ C D C D D  (2.13) 
 
où C  est le tenseur du quatrième ordre des modules d’élasticité. 

L’évolution du tenseur de déformation plastique est donnée par la loi d’écoulement 
associée suivante : 
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 p Fλ λ∂= =
∂

D V
σ

 (2.14) 

 
où V  est la direction d’écoulement plastique, normale à la surface de charge, définie par le 
potentiel F  et λ  est le multiplicateur plastique à déterminer par le critère de charge-
décharge. 

Le critère de plasticité peut s’exprimer sous la forme de Kuhn-Tucker suivante : 

 ( ) 0F Yσ ′= − − ≤σ X  (2.15) 
 0λ ≥  (2.16) 
 0Fλ =  (2.17) 
 
où σ  est la contrainte équivalente, fonction de la contrainte déviatorique ′σ  et de la 
contrainte de rappel X  définissant la translation de la surface de charge dans l’espace des 
contraintes déviatoriques (centre du domaine élastique). Enfin, Y  représente la taille de la 
surface de charge, liée à l’écrouissage isotrope du matériau.  

L’évolution des variables internes est régie par des lois sous forme algébrique ou 
différentielle. Nous considérons la forme suivante pour l’évolution de toutes les variables 
internes y  : 

 λ= yy H  (2.18) 
 

A noter que cette dernière écriture inclut aussi les équations algébriques, car celles-ci 
peuvent être mises sous cette forme par différentiation ; nous en donnerons un exemple au § 
2.4.1. 

2.2.4 Condition de cohérence 

Pour déterminer l’expression du multiplicateur plastique, dans le cas d’un chargement 
élasto-plastique, on applique la condition de cohérence 0F = . Cela revient à écrire 

 0Yσ − =  (2.19) 
 
où le taux de la contrainte équivalente peut être développé comme suit : 

 
( ) ( ) ( ): :σσ ∂ ′ ′= − = −

′∂ −
σ X V σ X

σ X
 (2.20) 

 
Le taux de la contrainte déviatorique peut être déduit de la loi hypo-élastique par 

 ( ): λ′ ′= −σ C D V  (2.21) 
 

Nous considérons également, qu’à partir de (2.18) les taux de l’écrouissage isotrope et 
cinématique peuvent s’exprimer, respectivement, sous la forme 
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 YY H λ=  (2.22) 
 λ= XX H  (2.23) 
 

En remplaçant (2.21) à (2.23) dans (2.20) et par la suite dans la condition de cohérence 
(2.19), on obtient 

 ( ): : YHλ λ λ⎡ ⎤′ − − =⎣ ⎦XV C D V H  (2.24) 

 
Le multiplicateur plastique est ainsi déduit de cette dernière expression par 

 : : : :
H Hλ λ

λ
′

= =V C D V C D  (2.25) 

 
où Hλ  est un module plastique scalaire, donné par 

 : : : YH Hλ = + +XV C V V H  (2.26) 

2.2.5 Module tangent analytique 

Le module tangent analytique AnaC  relie linéairement le taux de contrainte de Cauchy au 
taux de déformation totale, c-à-d. 

 Ana=σ C : D  (2.27) 
 

Nous donnons ici les principales étapes de son calcul. En remplaçant dans la relation 
(2.13) le taux de déformation plastique par son expression (2.14), on obtient 

 ( )λ= −σ C : D V  (2.28) 
 

En introduisant l’expression du multiplicateur plastique (2.25) dans cette dernière relation, 
on obtient une relation de la forme (2.27), c-à-d. 

 ( ) ( ):
:

Hλ

⊗⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

C : V V C
σ C D  (2.29) 

 
où l’expression du module tangent analytique est simplement déduite de cette dernière 
relation par 

 ( ) ( ):Ana

Hλ

α
⊗⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C : V V C
C C  (2.30) 

 
où 1α =  pour un chargement élasto-plastique et 0 autrement. 
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Dans le cas où C  est un tenseur isotrope, le module scalaire élasto-plastique et le module 
tangent analytique sont donnés, respectivement, par 

 22 : YH G Hλ = + +XV V H  (2.31) 
 

 
24Ana G
Hλ

α ⊗= − V VC C  (2.32) 

 
où G  est le module de cisaillement et ij ijV V=V  désigne la norme du tenseur V . 

2.3 Modélisation de l’anisotropie plastique initiale 

Comme évoqué au début de ce chapitre, les tôles métalliques sont obtenues généralement 
par laminage. Elles présentent ainsi une texture particulière, caractérisée par une orientation 
privilégiée des grains constituant le matériau. Cette texture donne à la tôle un comportement 
plastique particulier. En effet, le seuil de plasticité en contrainte varie en fonction de la 
direction de chargement. Cet aspect de l’anisotropie, appelé également anisotropie initiale, est 
pris en compte à travers un critère de plasticité. 

2.3.1 Critères de plasticité 

L’anisotropie initiale est considérée à travers le choix de la surface de charge. La forme de 
cette surface est définie par la contrainte équivalente σ . Ainsi, pour reproduire l’anisotropie 
plastique initiale des tôles métalliques plusieurs formulations de surfaces de charge ont été 
développées. Vu le nombre important de surfaces proposées dans la littérature, nous nous 
contentons ici de citer les principaux types d’approches envisagées. Nous pouvons les classer 
en deux catégories :  

1. Une formulation dans l’espace des contraintes ; c’est plus récemment la plus 
largement suivie. On retrouve à titre d’exemple les travaux de Hill (1948, 1979, 1993, 
1999 etc.) et de Barlat et al. (1991, 1993 etc.). Le critère quadratique de Hill 48 est 
l’un des plus couramment utilisés pour la modélisation de l’anisotropie plastique 
initiale des tôles métalliques. En effet, ce critère offre un compromis entre la 
simplicité de sa formulation et sa capacité à reproduire des formes d’anisotropie plus 
ou moins marquées. C’est un critère qui ne nécessite que peu d’essais pour identifier 
ses paramètres. Egalement, vue sa forme quadratique, la dérivation de ce critère ne 
pose pas trop de difficultés, ainsi son implantation numérique est relativement 
‘‘simple’’. 

2. Une formulation dans l’espace des vitesses de déformation, dite également approche 
‘‘duale’’, où un potentiel est défini avec le tenseur taux de déformation plastique. 
Cette approche, moins couramment utilisée que la première, semble donner des 
résultats assez intéressants quant à la prédiction de fortes anisotropies où des points 
anguleux sont observés sur les surfaces de charge (Bacroix et al., 2003 ; Barlat et al, 
1993 etc.). Cette approche présente l’avantage d’avoir la possibilité de relier les 
paramètres du potentiel à l’évolution de la texture du matériau au cours de sa 
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déformation. Ceci permet de générer des formes d’anisotropie beaucoup plus 
complexes.  

2.3.2 Critère retenu 

Nous nous intéressons dans notre travail à la première approche où les surfaces de charge 
sont définies dans l’espace des contraintes. Le choix effectué est de modéliser l’anisotropie 
plastique initiale par la surface quadratique de Hill 48, définie par 

 σ = T : M : T  (2.33) 
 
où ′= −T σ X  est la contrainte déviatorique ‘‘efficace’’ et M  est un tenseur d’ordre quatre 
contenant les six paramètres d’anisotropie de Hill. L’écriture indicielle suivante de ce critère 
montre ces paramètres qui caractérisent l’anisotropie du matériau : 

 ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2
22 33 33 11 11 22 23 13 122  2  2  F T T G T T H T T L T M T N Tσ = − + − + − + + +  (2.34) 

 
Compte tenu de ce critère, la direction d’écoulement plastique V  s’exprime comme suit : 

 :σ
σ

∂= =
∂

M TV
T

 (2.35) 

 
La surface de plasticité de von Mises définie par 3

2 :σ = T T  peut être retrouvée comme 
cas particulier, en considérant 1

2F G H= = =  et 3
2L M N= = = . La direction d’écoulement 

plastique est donnée alors simplement par  

 3
2 σ

= TV  (2.36) 

2.4 Modélisation de l’écrouissage 

La description appropriée du comportement plastique des tôles métalliques en mise en 
forme repose principalement sur le bon choix d’un certain nombre de variables internes 
décrivant les mécanismes entrant en jeu lors de la plasticité. L’écrouissage qui accompagne la 
déformation plastique a été identifié comme étant l’un des principaux phénomènes à l’origine 
de son développement. Dans ce sens, plusieurs études ont été consacrées à sa modélisation. 
Une attention particulière a été accordée à la description de l’écrouissage à partir 
d’observations assez fines de la microstructure du matériau au cours de sa déformation ; et 
ceci pour différents trajets de chargement. Plusieurs modèles d’écrouissage sont ainsi 
développés à différentes échelles (microscopique et macroscopique). 

Les premiers modèles d’écrouissage développés sont purement phénoménologiques et 
sont identifiés sur de simples trajets monotones. Les lois d’Holomon, de Voce ou de Swift 
permettent de décrire un écrouissage isotrope du matériau. Ces lois ont connu un large succès 
du fait qu’elles n’introduisent que peu de paramètres à identifier. De plus, elles sont 
facilement intégrables dans les codes de calcul par éléments finis. Ces lois, bien qu’elles 
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datent maintenant de plusieurs décennies, continuent à être utilisées, notamment, pour réaliser 
des calculs en mise en forme sur des géométries plus ou moins complexes. Leur avantage est 
qu’elles sont capables de donner une approximation rapide et une idée générale de l’état final 
de la pièce.  

Cependant, en mise en forme, les changements de trajets de déformation impliquent des 
mécanismes d’écrouissage beaucoup plus complexes qui influent directement sur l’état local 
de chaque point matériel de la pièce et ainsi sur l’état global. Un des effets de changement de 
trajets de déformation les plus connus est l’effet Bauschinger. Bauschinger a observé qu’après 
avoir déformé du fer en traction, la limite d’élasticité était atteinte en compression pour une 
valeur inférieure à la limite d’élasticité en traction. Ce phénomène est l’exemple typique de 
l’anisotropie induite par écrouissage et de nombreux travaux ont été consacrés à sa 
modélisation jusqu’à nos jours. 

En termes de modélisation de cet effet, c-à-d. reproduire la diminution de la contrainte 
d’écoulement plastique lors d’un trajet inverse de chargement, Prager (1956) et Ziegler (1959) 
ont proposé une relation linéaire entre la contrainte de rappel X  et le taux de déformation 
plastique pD  (écrouissage cinématique linéaire). Armstrong et Frederick (1966) ont proposé 
une loi d’évolution non linéaire pour X , qui a été successivement améliorée par la suite dans 
plusieurs travaux, non seulement pour décrire correctement l’effet Bauschinger, mais 
également d’autres phénomènes, par exemple l’effet rochet en fatigue (progression de la 
déformation au cours des cycles de chargement). On peut citer quelques travaux sur la 
modélisation de cet effet : Marquis (1979), Chaboche (1986, 1989), Lemaitre et Chaboche 
(1985), Ohno et Kachi, (1986), Ohno et Wang (1993), Abdel-Karim et Ohno (2000) et Geng 
et Wagoner (2002). Plusieurs contraintes de rappels sont introduites dans ces modèles. 

Plus spécifiquement en mise forme des matériaux métalliques, Chun et al. (2002a, 2002b) 
ont récemment amélioré le modèle cyclique de Chaboche-Marquis, en considérant différentes 
contraintes de rappel pour un trajet monotone ou inverse. Cette modélisation nécessite 
l’introduction d’un détecteur de changement de trajet de déformation. Ce qui est recherché 
n’est pas seulement l’effet Bauschinger, mais aussi avoir un niveau de saturation de la 
contrainte d’écoulement en trajet inverse différent de celui d’un trajet monotone. Chung et al. 
(2005) ont proposé une version modifiée du modèle cyclique de Chaboche-Marquis, en 
considérant certains paramètres de la loi d’évolution de l’écrouissage cinématique comme 
fonctions de la déformation plastique équivalente. Cette modélisation permet en effet 
d’améliorer la prédiction des phénomènes de transition observés juste après l’entrée en 
plasticité en trajet inverse.  

Cependant des limites ont été constatées sur tous ces modèles qui sont mal adaptés à la 
mise en forme impliquant d’autres changements de trajets de déformation. Des essais 
rhéologiques à deux trajets ont révélé que des phénomènes de transition assez particuliers 
apparaissent juste au début du second trajet de déformation, et ceci concerne autre que les 
trajets inverses. D’autres modélisations de l’écrouissage ont été ainsi développées, que ce soit 
dans le cadre d’une modélisation microscopique (par exemple Langlois, 2000 ; Peeters, 2001) 
ou purement phénoménologique (Teodosiu et Hu, 1995 et 1998). 

En étudiant la microstructure des tôles métalliques en déformations séquentielles, 
Teodosiu et Hu (1995,1998) ont proposé un modèle d’écrouissage bien adapté à la mise en 
forme, reproduisant non seulement l’effet Bauschinger et les zones de transition qui s’en 
suivent, mais également certains phénomènes de transition observés sur des essais 
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orthogonaux. Une telle modélisation permet en effet de couvrir une large gamme de trajets 
séquentiels de déformation.  

Nous présentons dans les paragraphes qui suivent quelques lois classiques d’évolution de 
l’écrouissage isotrope et de l’écrouissage cinématique séparément. Par la suite, nous 
présentons deux modèles combinant les deux types d’écrouissage, qui seront implantés et 
utilisés dans les applications. Le premier est le modèle cyclique de Chaboche-Marquis 
(Marquis, 1979 ; Chaboche, 1986, 1989) à écrouissage isotrope et cinématique non linéaire et 
saturant, et le deuxième est celui de Teodosiu et Hu (1998), dit modèle d’écrouissage 
microstructural, basé sur la description des structures de dislocations planaires persistantes. 

2.4.1 Lois d’écrouissage isotrope 

Diverses lois d’évolution de l’écrouissage isotrope ont été proposées dans la littérature. 
Ces lois peuvent être identifiées par de simples essais monotones (traction, cisaillement etc.). 
Nous citons ici, à titre d’exemple, deux lois largement utilisées. Selon le comportement 
observé sur la courbe monotone contrainte-déformation, l’une ou l’autre est mieux adaptée. 

 La loi de Voce, donnée par 

 ( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  (2.37) 
 
modélise un écrouissage isotrope non linéaire saturant, et est bien adaptée aux comportements 
où la contrainte sature au bout d’un certain niveau de déformation. La variable R  est la 
mesure de l’écrouissage isotrope et les paramètres RC  et satR  sont des constantes du matériau 
caractérisant la vitesse et la valeur de saturation de R , respectivement. 

La taille de la surface de charge est donnée par 

 0Y Y R= +  (2.38) 
 
où 0Y  est la limite élastique initiale. 

Une loi similaire à (2.37) est donnée sous la forme exponentielle suivante : 

 ( )1
pbR Q e ε−

∞= −  (2.39) 

 

où 
0

tp pdtε ε= ∫  est la déformation plastique cumulée, alors que Q∞  et b  sont deux 

paramètres du matériau. 

Le taux de déformation plastique cumulée est défini comme la puissance conjuguée de la 
contrainte équivalente, c-à-d. 

 p : pσ ε = T D  (2.40) 
 

Des équations (2.14), (2.33) et (2.40) on déduit que : 
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 pε λ=  (2.41) 
 

Tenant compte de cette dernière relation, par identification des deux lois (2.37) et (2.39), 
on retrouve la correspondance suivante entre les différents paramètres : 

            R satC b R Q∞= =  (2.42) 
 

A noter que la relation (2.39) est le résultat de l’intégration de la forme différentielle 
(2.37) sur l’intervalle [ ] 0, t , avec la condition initiale (0) 0R = . 

Une autre loi où l’évolution de la variable R  est croissante en fonction de la déformation 
plastique cumulée (loi non saturante) est celle de Swift qui s’écrit sous la forme 

 ( )0

npY k ε ε= +  (2.43) 
 
où k  et n  sont des paramètres caractérisant la vitesse d’accroissement de la taille de la 
surface de charge et 0ε  est un paramètre qui permet de décrire la limite d’élasticité initiale du 
matériau. 

Cette loi est bien adaptée au comportement non saturant de la contrainte ; c’est le cas par 
exemple de certains aciers à très haute résistance. 

Pour rester dans le cadre de la forme générale du modèle élasto-plastique incrémental du § 
2.2.3, nous reformulons la loi de Swift sous la forme différentielle. En différentiant cette loi, 
on obtient 

 1
0( )p nY R nk ε ε λ−= = +  (2.44) 

 
avec pε λ= . Ce qui nous donne la forme (2.22) 

 
1 1n
n n

YY nk Y Hλ λ
−

= =  (2.45) 
 

La loi d’évolution de l’écrouissage isotrope est ainsi déduite par  

 ( )
1 1

0

n
n n

RR nk Y R Hλ λ
−

= + =  (2.46) 

2.4.2 Lois d’écrouissage cinématique 

Armstrong et Frederick (1966) ont proposé une loi d’évolution non linéaire pour 
l’écrouissage cinématique, décrit par la contrainte de rappel X . La loi d’évolution est de la 
forme 

 ( )X satC X λ λ= − = XX n X H  (2.47) 
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où XC  et satX  sont deux paramètres caractérisant la vitesse et la valeur de saturation, 
respectivement, alors que / σ=n T  est la direction de saturation. A noter que dans le cas de la 
surface de von Mises, n  coïncide avec la direction de l’écoulement plastique. 

La même loi peut être écrite sous la forme suivante (Chaboche, 1986 ; Abaqus, 2003) : 

 ( )1Cλ γ λ
σ

′= − −X σ X X  (2.48) 

 
où C  et γ  sont deux paramètres du matériau. Par identification des deux lois précédentes, on 
retrouve la correspondance suivante entre les différents paramètres : 

            X sat XC C X Cγ= =  (2.49) 
 

Dans le cas particulier où 0γ =  et 0C ≠  et où la surface de charge est de type von Mises, 
on retrouve la loi d’écrouissage cinématique linéaire de Prager (1956) 

 ( )1 2
3

pC Cλ
σ

′= − =X σ X D  (2.50) 

 
où les directions d’évolution de X  et pD  sont confondues. 

2.4.3 Modèle d’écrouissage cyclique de Chaboche-Marquis 

Ce modèle fait intervenir les deux types d’écrouissage. C’est donc un modèle à 
écrouissage mixte construit à partir de l’écrouissage isotrope de Voce et de l’écrouissage 
cinématique de Armstrong-Frederick, c-à-d. 

 ( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  (2.51) 
 
 ( )X satC X λ λ= − = XX n X H  (2.52) 
 

Ce modèle est considéré comme référence dans notre travail, du fait qu’il est largement 
utilisé dans la littérature pour tenir compte de l’effet Bauschinger. En plus, ce modèle est 
disponible dans plusieurs codes de calculs par éléments finis. Par exemple, dans le code 
ABAQUS, il est présenté sous la forme des équations (2.39) et (2.48). 

2.4.4 Modèle d’écrouissage microstructural de Teodosiu-Hu 

La présentation de ce modèle suit les travaux donnés dans Teodosiu et Hu (1995, 1998). 
Ce modèle d’écrouissage est capable de reproduire non seulement l’effet Bauschinger, mais 
aussi d’autres phénomènes de transition observés sur des tests rhéologiques séquentiels. Il est 
basé sur des considérations physiques, principalement sur la description de l’évolution de ce 
qui est appelé structures planaires de dislocations persistantes (SPDP) et leur contribution à 
l’écrouissage du matériau. La description appropriée des mécanismes d’évolution de ces 
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SPDP devrait conduire à la prédiction des phénomènes élémentaires de transition observés sur 
les courbes contrainte-déformation. 

Ce modèle fait intervenir quatre variables internes, notées R , X , S  et P . La variable S  
est un tenseur d’ordre quatre, X  et P  sont deux tenseurs d’ordre deux et R  est un scalaire. 
Pour un matériau bien recuit, leurs valeurs initiales sont considérées nulles. 

La variable tensorielle S  décrit la résistance directionnelle des structures planaires de 
dislocations persistantes. Les éléments de ce tenseur ont la dimension d’une contrainte. 

La variable tensorielle P  est associée à la polarité des structures de dislocations 
persistantes, qui est due à l’excès de dislocations de même signe de part et d’autre des parois 
de dislocations (Kocks et al., 1980). Lorsque la microstructure n’est pas du tout polarisée, 

=P 0 . Par contre, lorsque la microstructure est complètement polarisée après un trajet 
monotone de déformation, alors =P N  durant la pré-déformation, où / | |p P=N D D  est la 
direction normalisée du taux de déformation plastique. La norme de P  varie entre 0 et 1 
( 0 1≤ ≤P ). 

Quant à la variable X , elle permet de décrire les changements rapides de la contrainte 
sous un chargement inverse, par exemple ceux produits par les parois de dislocations. 

Deux types de dislocations contribuent à l’écrouissage isotrope où la taille de la surface de 
charge est considérée comme fonction de R  et S  : 

 0Y Y R f= + + S  (2.53) 
 
où R  et Sf  décrivent, respectivement, les contributions à l’écrouissage isotrope des 
dislocations distribuées aléatoirement et des structures de dislocations persistantes, et f  est 
un paramètre du matériau ( 0 1f≤ ≤ ).  

L’évolution de R  est gouvernée par la loi de Voce 

 ( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  (2.54) 
 

Cette loi est bien adaptée pour un comportement où la contrainte d’écoulement est 
saturante. La loi de Swift peut être éventuellement utilisée dans le cas où la contrainte 
d’écoulement ne sature pas en trajet monotone.  

La loi d’évolution de la variable décrivant la polarité des structures de dislocations 
persistantes est postulée sous la forme 

 ( )pC λ= −P N P  (2.55) 
 
où PC  est un paramètre du matériau caractérisant la vitesse de saturation de la polarité des 
structures de dislocations persistantes vers la direction de l’écoulement plastique N , définie 
par 
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p

p
= DN

D
 (2.56) 

 
De ce fait, P  tend vers l’unité, quelle que soit la direction du taux de déformation 

plastique restant inchangée sur un certain niveau de déformation suffisamment élevé par 
rapport à 1 pC . 

L’évolution de l’écrouissage cinématique est gouvernée par une loi similaire à celle 
d’Armstrong-Frederick, c-à-d. 

 ( )X satC X λ λ∗= − = XX n X H  (2.57) 
 
où XC  caractérise la vitesse de saturation de X  et satX  la valeur de saturation de X . Deux 

directions de saturation ∗n  sont proposées. Dans Teodosiu et Hu (1995), ∗n  est considérée 
comme la direction de l’écoulement plastique, c-à-d. 

 ∗ =n N  (2.58) 
 

Par contre dans Teodosiu et Hu (1998), la direction ∗n  est supposée de la forme suivante : 

 
σ

∗ = = Tn n  (2.59) 

 
Avec cette nouvelle expression, X  devient asymptotiquement coaxial à ′σ . Le choix de 

cette dernière forme a été justifié par la suite par Bouvier et al. (2003), par le fait que la 
contrainte de rappel s’oppose par définition à la contrainte de cisaillement appliquée au 
niveau de chaque système de glissement. Ce qui donne la même tendance au niveau 
macroscopique (VER). 

Si on considère le cas particulier de la surface de von Mises, alors la direction n  devient 
coaxiale à celle de N  ( ( ) 2

3σ′= − =n σ X N ). Par contre, dans le cas anisotrope, les deux 
directions ne sont pas confondues. A noter qu’au niveau de l’implantation numérique, c’est la 
dernière expression qui est considérée.  

Pour tenir compte de l’effet de l’orientation relative de la direction du taux de déformation 
actuel par rapport aux structures de dislocations persistantes, satX  n’est plus considéré comme 
paramètre du matériau mais comme une fonction de la variable S . C’est la différence 
fondamentale par rapport à la loi de Armstrong-Frederick. Cette dépendance de satX  par 
rapport à S  est supposée de la forme 

 ( ) ( )2 2
0 1 1sat DX X f r r S= + − + −S  (2.60) 

 
où 0X  est la valeur initiale de satX , r  est un paramètre du matériau, et 
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 : :DS = N S N  (2.61) 
 

En introduisant le paramètre [ ]/ 0, 1S DSβ = ∈S , (2.60) peut se réécrire sous la forme 

 ( ) ( ) 2
0 1 1sat SX X f r r β= + − + −S  (2.62) 

 
Lorsque 1r > , satX  a une valeur maximale pour 0Sβ = , et une valeur minimale pour 

1Sβ = . D’après Teodosiu et Hu (1995), le paramètre Sβ  est bien adapté à la description de 
surfaces de charge après pré-déformation, du fait que Sβ  est la mesure du changement 
d’orientation du tenseur taux de déformation par rapport aux structures de dislocations 
persistantes. Ce paramètre est considéré comme une généralisation du paramètre de 
changement de trajet de déformation proposé par Schmitt et al. (1985) et qui est défini par le 
facteur β  (voir § 1.3.3). Ainsi, Sβ  peut être considéré comme un indicateur de changement 
de trajet de déformation. Il évolue entre 0 (trajet orthogonal) et 1 (trajet monotone ou inverse).  

Une des caractéristiques des structures de dislocations est leur directionnalité. Ainsi, pour 
un matériau déformé à partir d’un état initial bien recuit, les parois ou les cellules de 
dislocations se développent parallèlement aux plans de glissements actifs. D’un autre coté, 
pour un matériau fortement déformé à froid, qui subit un trajet orthogonal de déformation, le 
taux de déformation est fortement localisé. Les microbandes sont parallèles aux nouveaux 
plans de glissements actifs, et entre eux de nouvelles parois de dislocations se forment 
graduellement. Cette observation expérimentale suggère que les structures de dislocations 
associées à la direction actuelle du taux de déformation évoluent bien différemment du reste 
des structures de dislocations persistantes. 

Dans le but de décrire de tels processus d’évolution, et en tenant compte de la définition 
de DS , la variable S  est décomposée comme 

 D LS= ⊗ +S N N S  (2.63) 
 
où DS  représente la résistance des structures de dislocations associées aux systèmes de 
glissements actuellement actifs. Par contre, LS  est associée à la partie latente des structures de 
dislocations persistantes. 

Pour décrire l’évolution de DS , la loi suivante est proposée 

 ( )
DD SD sat D D SS C g S S hS Hλ λ⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦  (2.64) 

 
où SDC  caractérise la vitesse de saturation de DS , satS  représente la valeur de saturation de 

DS , g  est une fonction de DS  et :P N  qui décrit l’influence de la polarité des structures de 
dislocations, et h  est une fonction de :X N  et de satX .  

En négligeant l’influence de g  et h , c-à-d. prendre 1g =  et 0h = , l’équation précédente 
décrit la saturation progressive de DS  vers satS , correspondant à la formation et à la saturation 
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des structures planaires de dislocations persistantes associées à la direction N . Pour former 
des parois ou cellules de dislocations, le niveau de déformation le long d’une direction fixe de 
N  devrait être supérieur à 1 SDC . 

La fonction h  est définie par  

 1 :1
2 :sat

h
X

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

X N
n N

 (2.65) 

 
et a une valeur non négligeable seulement durant l’étape micro-plastique. En effet, Hu (1994) 
fait remarquer que la présence de h  permet d’évaluer une légère perte DS∆  de DS  quand 

:X N  approche sa valeur de saturation :satX n N . Le résultat s’exprime comme 

 SD
D D

X

CS S
C

∆ = −  (2.66) 

 
Des observations expérimentales ont montré que pour un matériau fortement pré-déformé 

soumis à un trajet de déformation inverse, il existe une stagnation de l’écrouissage, suivie par 
une reprise de l’écrouissage. Ce phénomène de transition est décrit par la fonction g . En 
notant 

 :DP = P N  (2.67) 
 
la forme suivante est proposée pour g  : 

 

( )

1                    si  0

1 1         autrementp

P D
D D

SD P sat

n P D
D

SD P sat

C S P P
C C S

g
C SP

C C S

⎧
− − ≥⎪ +⎪= ⎨

⎛ ⎞⎪ + −⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎩

 (2.68) 

 
où pn  est un paramètre du matériau. On peut clairement voir que g  est continue par rapport à 

DP . De plus, considérant que le matériau est fortement déformé à un taux de déformation 
constant de direction 1N  ; alors, selon (2.55), à la fin de cette déformation le tenseur polarité 
sera pratiquement égal à 1N . Si le matériau est soumis par la suite à une déformation inverse, 
c-à-d. 2 1= −N N , alors, à partir des expressions (2.67) et (2.68), 1DP = −  et 0g = . En 
considérant aussi (2.64), on peut voir que la dernière condition correspond à la stagnation de 
l’écrouissage. 

La dernière variable à discuter est LS  qui résulte de l’interaction entre les microbandes et 
les microstructures préformées. Deux mécanismes physiques sont possibles : l’annihilation 
des dislocations dans les structures préformées, tel que proposé par Thuillier et Rauch (1994), 
et l’adoucissement des structures préformées après avoir été cisaillées par les microbandes, tel 
que suggéré implicitement par Bay et al. (1992). Les deux mécanismes réduisent la résistance 
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des structures préformées, représentées par LS . Ainsi, la loi d’évolution suivante a été 
proposée pour décrire ces phénomènes : 

 
L

L

n
L

L SL L
sat

C
S

λ λ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

S

S
S S H  (2.69) 

 
où SLC  et Ln  sont deux paramètres du matériau caractérisant la vitesse de saturation de LS . 
 

Le facteur ( ) Ln
L satSS  est introduit dans le but d’expliquer l’influence du niveau de la 

pré-déformation pdε . Selon Rauch et Schmitt (1989), pour des matériaux fortement pré-
déformés soumis par la suite à une déformation orthogonale, le pourcentage des grains 
contenant des microbandes croit avec la pré-déformation pdε . Puisque la diminution de LS  
est principalement due à l’interaction entre les microbandes et les structures préformées, le 
taux de décroissement de LS  devrait croître avec pdε . Lorsque pdε  est très petit, L satS<<S , 
alors l’évolution de LS  est négligeable, par contre lorsque la pré-déformation pdε  est grande, 

LS  approche satS , et LS  évolue rapidement en décroissant. 

Pour se conformer à la forme générale définie pour l’évolution de l’écrouissage isotrope, 
voir § 2.2.3, nous définissons la loi d’évolution de la taille de la surface de charge Y  sous la 
forme YY H λ= .  

A partir de la relation (2.63), nous pouvons déduire S  par 

 22
D LS= +S S  (2.70) 

 
Le taux d’évolution de Y  sera ainsi donné par 

 YY R f H λ= + =S
i

 (2.71) 
 

Le taux d’évolution de S  est obtenu après calcul des taux de DS  et LS . Ce qui donne, 
après quelques développements, la relation suivante : 

 21 L

D

n
L

S D SL L
sat

H S C H
S

λ λ
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − =⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

S

S
S S

S

i

 (2.72) 

 
Ainsi, la fonction scalaire YH  intervenant dans (2.71) est déduite par 
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( ) ( ) 2

 

1     
L

Y R

n
L

R sat SD sat D D D SL L
sat

H H f H

C R R f C g S S hS S C
S

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎡ ⎤= − + − − − ⎜ ⎟⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

S

S
S

S

 (2.73) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La loi d’évolution de l’écrouissage cinématique (2.57) est également exprimée sous la 
forme (2.18), où  

Tableau 2.1 : Résumé des équations du modèle élasto-plastique. 

Loi d’élasticité :                                          ( ): p= −σ C D D  

Règle d’écoulement associée :                        p Fλ ∂=
∂

D
σ

 

Critère de charge-décharge :                  ( ) 0F Yσ ′= − − ≤σ X  

                        0λ ≥  

                        0Fλ =  

Multiplicateur plastique :                            
: :
Hλ

λ = V C D
 

Module tangent analytique :           
( ) ( ):Ana

Hλ

α
⊗⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C : V V C
C C  

Anisotropie initiale :                          σ = T : M : T     /    ′= −T σ X  

 

Ecrouissage de Chaboche-Marquis Ecrouissage de Teodosiu-Hu 

 
0Y Y R= +  

( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  

X satC X
σ

λ λ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
TX X H  

 

0Y Y R f= + + S  

( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  

( )X satC X λ λ∗= − = XX n X H  

( )pC λ λ= − = PP N P H  

D LS= ⊗ +S N N S  

( )
DD SD sat D D SS C g S S hS Hλ λ⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦  

L

L

n
L

L SL L
sat

C
S

λ λ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

S

S
S S H  

( )sat satX X= S , ( ), ,Dg g S= P N , ( ),h h= X N
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 ( )X satC X ∗= −XH n X  (2.74) 

2.4.5 Synthèse 

Nous avons adopté un cadre général pour la formulation en grandes déformations du 
comportement élasto-plastique indépendant du temps physique. Ce formalisme général unifié 
présente un certain nombre d’avantages et notamment au niveau de l’implantation numérique. 
En effet, il permet de construire des algorithmes de résolution ayant un certain degré de 
généralité et avec un caractère modulaire. Ainsi, l’introduction d’autres modèles 
d’écrouissage ou de nouveaux critères de plasticité en contraintes qui satisfont la forme 
proposée au § 2.2.3 peut être réalisée sans modifications majeures au niveau de la structure 
générale de l’algorithme de résolution. 

Pour ce qui est des applications que l’on va présenter, nous utiliserons uniquement le 
critère de plasticité de Hill 48 et les deux modèles à écrouissage mixte. Nous avons accordé 
une attention particulière au modèle microstructural de Teodosiu-Hu qui est capable de 
reproduire assez finement les phénomènes de changements de trajets de déformation. Nous 
avons notamment réussi à montrer que ce modèle peut être formellement écrit sous la forme 
générale proposée, et qu’il rejoint en ce sens les autres modèles plus classiques en termes de 
l’écriture unifiée. 

Nous dressons dans le Tableau 2.1 un résumé des équations du modèle élasto-plastique 
contenant les deux types d’écrouissage qui seront utilisés par la suite dans les applications. 

Enfin, il est important de noter que la majeure partie des développements, et notamment le 
calcul du multiplicateur plastique et du module tangent analytique, a été réalisée sans 
particulariser le modèle d’écrouissage ou la surface de charge. Ce souci pour la généralité sera 
mis à profit dans le chapitre suivant, consacré à l’implantation numérique. 

2.5 Couplage élasto-plasticité/endommagement 

L’endommagement qui accompagne les grandes déformations en mise en forme est de 
type ductile. Pour le modéliser, deux théories sont principalement proposées dans la 
littérature. 

L’approche de Gurson (1977) consiste à modéliser la dégradation du matériau à l’aide 
d’une variable interne représentant la fraction volumique de microcavités formées au cours de 
la déformation du matériau. Dans cette approche trois mécanismes liés à l’endommagement 
sont considérés : la germination des microfissures et cavités, la croissance de ces micro-
défauts et enfin leur coalescence jusqu’à rupture du VER. Cette théorie est bien adaptée pour 
les matériaux poreux. 

L’approche développée par Lemaitre (1985), qui a introduit une variable interne liée à la 
densité surfacique des micro-défauts formés dans le VER. Cette théorie est souvent appelée 
approche de la mécanique de l’endommagement continu. Elle est fondée sur la 
thermodynamique des processus irréversibles et est largement appliquée pour les matériaux 
métalliques. 
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C’est cette deuxième approche que nous allons suivre afin de construire un modèle 
couplant l’élasto-plasticité à l’endommagement. Le choix de cette approche est motivé par la 
simplicité de la formulation du couplage. Avant de construire le modèle couplé, nous allons 
d’abord rappeler quelques notions de la mécanique de l’endommagement continu, telles que 
présentées par Lemaitre et Chaboche dans divers travaux, notamment la définition de la 
variable d’endommagement, de la contrainte effective et du principe d’équivalence en 
déformations. 

2.5.1 Approche de Lemaitre 

2.5.1.1 Définition d’une variable d’endommagement 

Considérons un VER (Volume Elémentaire Représentatif) et soit A  une section de ce 
VER, repérée par sa normale n . Dans cette section, les fissures et cavités qui constituent le 
dommage laissent des traces de formes diverses. Soit A  l’aire résistante effective ( A A< ) et 
soit DA  la différence : DA A A= −  (voir Figure 2.1). Par définition 

 DAD
A

=n  (2.75) 

 
est la mesure de l’endommagement local relativement à la direction n . 

n

 effectivesection :~A

 défauts dessection :DA

talesection to:A

 

 

Figure 2.1. Définition des différentes sections dans un VER endommagé. 

Physiquement, la variable Dn  est l’aire relative des fissures et cavités coupées par le plan 
normal à la direction n . D’un point de vue mathématique, en faisant tendre A  vers 0, la 
variable Dn  est la densité surfacique des discontinuités de la matière dans le plan normal à n . 

0D =n  correspond à l’état non endommagé ou vierge. 

1D =n  correspond à l’élément rompu en deux parties selon un plan normal à n . 

0 1D< <n  caractérise l’état d’endommagement. 
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Dans le cas général d’un endommagement anisotrope constitué de fissures et de cavités 
d’orientations privilégiées, la variable scalaire Dn  dépend de l’orientation de la normale. 
L’état d’endommagement du VER peut être représenté alors par une variable tensorielle du 
2ème ou de 4ème ordre, par exemple. 

Un endommagement isotrope est constitué de fissures et cavités dont la répartition est 
distribuée uniformément dans toutes les directions. Dans ce cas, la valeur de la variable Dn  ne 
dépend pas de l’orientation n  et le scalaire d  caractérise complètement l’état 
d’endommagement du VER, c-à-d. 

     D d= ∀n n  (2.76) 

2.5.1.2 Définition d’une contrainte effective 

La contrainte effective au sens de l’endommagement est définie par la contrainte rapportée 
à la section qui résiste effectivement aux efforts. 

Dans le cas unidimensionnel, si f  est la force appliquée sur une section A  du VER, 
f Aσ =  est la contrainte usuelle qui satisfait les équations d’équilibre. En présence d’un 

endommagement isotrope de mesure d , la section résistante effective est  

 ( )1DA A A d A= − = −  (2.77) 
 

La contrainte effective est donnée par définition  

 f A
A A

σ σ= =  (2.78) 

 
En introduisant la variable d , la contrainte effective est reliée à la contrainte usuelle (celle 

qui satisfait l’équilibre) via la variable d’endommagement d , c-à-d. 

 
1 d

σσ =
−

 (2.79) 

 
Nous avons évidemment σ σ≥  et  

σ σ=  pour un matériau vierge, 

σ → ∞  au moment de la rupture du VER. 

Dans le cas d’un état de contraintes tridimensionnel et d’un endommagement isotrope, le 

rapport   A
A

ne dépend pas de l’orientation de la normale n  et l’opérateur ( )1 d−  s’applique à 

toutes les composantes. Le tenseur contrainte effective est défini ainsi par 
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1 d

=
−
σσ  (2.80) 

 
Dans le cas d’un endommagement anisotrope défini par un tenseur D , d’ordre 2 ou 

d’ordre 4 par exemple (Chaboche, 1999 ; Lemaitre et al., 2000 ; Hammi, 2000), la contrainte 
effective est définie à partir d’un certain opérateur d’endommagement tensoriel ( )H D  : 

 ( ) :=σ H D σ  (2.81) 

2.5.1.3 Principe d’équivalence en déformation 

Ce principe suppose que le comportement à la déformation du matériau n’est affecté par 
l’endommagement que sous la forme de la contrainte effective. Son énoncé est le suivant 
(Lemaitre,1985) :  

Tout comportement à la déformation d’un matériau endommagé est traduit par les lois de 
comportement du matériau vierge dans lesquelles on remplace la contrainte usuelle par la 
contrainte effective. 

La Figure 2.2 illustre d’une manière schématique ce principe. 

 
 
 

Figure 2.2. Contrainte effective et principe d’équivalence en déformation 

Cette hypothèse, telle que soulignée par Lemaitre et Chaboche (1985), n’est pas tout à fait 
rigoureuse. Elle suppose que les différents comportements (élasticité, plasticité etc.) sont 
affectés par la densité surfacique des défauts de dommage, corrigés de la même façon. Sa 
simplicité permet néanmoins d’établir un formalisme cohérent et efficace. 
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2.5.2 Formulation du modèle élasto-plastique couplé à 
l’endommagement 

Nous considérons dans ce paragraphe le cas d’un endommagement isotrope. Nous 
reprenons la présentation du modèle élasto-plastique afin de montrer les couplages avec la 
variable d’endommagement. Le couplage est réalisé à travers le concept de la contrainte 
effective, associée au principe d’équivalence en déformation, décrits précédemment. 

2.5.2.1 Loi d’élasticité endommagée 

L’élasticité couplée à l’endommagement isotrope est décrite par la loi 

 (1 ) (1 ) ed d= − = −σ σ C : ε  (2.82) 
 

Avec la définition du tenseur des constantes élastiques effectives par (1 )d= −C C  et 
sachant que e p= −ε ε ε , l’équation précédente peut s’écrire 

 ( )p= −σ C : ε ε  (2.83) 
 

Cette loi peut s’exprimer sous la forme incrémentale suivante : 

 ( )(1 ) e e pd d d= − − = − −σ C : D C : ε C : D D σ  (2.84) 

où on voit apparaître le taux d’accroissement de l’endommagement d . 

Pour un chargement monotone, l’accroissement de l’endommagement traduit par 0d >  
implique une augmentation de la contrainte effective σ  et donc du terme dσ . Dans le même 
temps, le tenseur d’élasticité effectif (1 )d= −C C  décroît, ce qui entraîne un décroissement 
du terme ( )p−C : D D . Une telle évolution implique, à partir d’un certain niveau de 
chargement, un taux de contrainte négatif, et donc l’apparition d’un adoucissement. 

2.5.2.2 Critère de plasticité couplé à l’endommagement 

Le critère de plasticité est exprimé sous la forme de Kuhn-Tucker suivante : 

 ( ) 0F Yσ ′= − − ≤σ X  (2.85) 

 0λ ≥  (2.86) 

 0Fλ =  (2.87) 
 
où la contrainte équivalente σ  est maintenant fonction de la contrainte effective déviatorique 

′σ  et de la contrainte de rappel X , par contre la taille de la surface de charge Y , définissant 
l’écrouissage isotrope du matériau, reste la même.  
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Compte tenu du choix fait précédemment de modéliser l’anisotropie initiale par la surface 
de Hill 48, voir (2.33), l’introduction de la contrainte effective dans le critère permet de 
redéfinir une contrainte effective équivalente par 

 ( )σ σ ′= − =σ X T : M : T  (2.88) 
 
où ′= −T σ X  est la contrainte déviatorique efficace effective et M  reste le tenseur d’ordre 
quatre contenant les six paramètres d’anisotropie de Hill. 
 

Le cas particulier de la surface de plasticité de von Mises est défini par 3
2 :σ = T T .  

A noter également que le centre du domaine élastique dans l’espace des contraintes 
déviatoriques n’est plus X . 

2.5.2.3 Lois d’écoulement plastique couplées à l’endommagement 

Le tenseur taux de déformation plastique est donné par la règle d’écoulement associée 
suivante : 

 p Fλ λ∂= =
∂

D V
σ

 (2.89) 

 
où V  est la direction d’écoulement plastique effective normale à la surface de charge définie 
par le potentiel F  et λ  est le multiplicateur plastique à déterminer par la condition de 
cohérence. 

Dans le cas particulier du critère de Hill 48, la direction d’écoulement plastique V  est 
donnée par 

 ( ) ( )
( ):1 1

1 1d d σ
′ −

= =
− −

M σ X
V V  (2.90) 

2.5.2.4 Couplage de l’écrouissage avec l’endommagement 

L’endommagement va affecter l’écrouissage du matériau à travers la contrainte effective. 
Les lois d’évolution, données en (2.18), seront réécrites formellement comme suit : 

 ( ) ( ), , , dλ λ= =y yy H y σ H y σ  (2.91) 

i. Ecrouissage isotrope 

Toutes les lois d’évolution de l’écrouissage isotrope présentées au § 2.4.1 ne font pas 
intervenir le tenseur des contraintes d’une manière explicite. Ainsi, la loi d’évolution de 
l’écrouissage isotrope total Y  reste inchangée. 
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ii. Ecrouissage cinématique 

La loi d’évolution d’Armstrong-Frederick (2.47) fait intervenir d’une manière explicite la 
variable d’endommagement à travers la direction de saturation n . En introduisant la 
contrainte effective, cette direction devient également une fonction de d , c-à-d. 

 ( )d
σ σ
′ −= = =σ X Tn n  (2.92) 

 
En remplaçant n  par n , la loi d’évolution de la contrainte de rappel s’exprime ainsi sous 

la forme 

 ( ) X satC X λ λ= − = XX n X H  (2.93) 
 
où n  est la nouvelle direction de saturation de X . A noter que dans le cas de la surface de 
von Mises, n  coïncide avec la direction de l’écoulement plastique.  

La loi proposée par Chaboche (2.48) s’exprime également sous la nouvelle forme 

  Cλ γ λ= −X n X  (2.94) 

Dans le cas particulier où 0γ =  et 0C ≠  et où la surface de charge est de type von Mises, 
on retrouve la loi d’écrouissage linéaire de Prager couplée à l’endommagement scalaire, où 
les directions d’évolution de X  et pD  restent confondus, du fait que l’endommagement est 
isotrope, c-à-d. 

 ( )2 1
3

pC C dλ= = −X n D  (2.95) 

iii. Écrouissage cyclique de Chaboche-Marquis avec endommagement 

Le couplage du modèle à écrouissage mixte de Chaboche-Marquis avec 
l’endommagement scalaire consiste à considérer les deux lois (2.37) et (2.93) pour 
l’écrouissage isotrope et l’écrouissage cinématique, respectivement, c-à-d. 

 ( )R sat RY R C R R Hλ λ= = − =  (2.96) 

 ( ) X satC X λ λ= − = XX n X H  (2.97) 

iv. Écrouissage microstructural de Teodosiu-Hu avec endommagement 

Dans ce modèle d’écrouissage, la variable d’endommagement va intervenir à travers la 
contrainte effective dans le calcul de la direction normalisée N  de l’écoulement plastique et 
la direction de saturation n  de la contrainte de rappel, c-à-d. 
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 ( )
p

p
d= = =D VN N

D V
 (2.98) 

 ( )d
σ σ
′ −= = =σ X Tn n  (2.99) 

 
En considérant par exemple le cas particulier du critère de Hill 48, N  sera donné par 

 ( )
( )

: :
: :

′ −
= =

′ −
M σ X M TN
M σ X M T

 (2.100) 

 
Ainsi, en remplaçant N  et n  par N  et n , respectivement, dans toutes les lois faisant 

apparaître ces grandeurs nous arrivons aux équations couplées du modèle d’écrouissage de 
Teodosiu-Hu avec l’endommagement scalaire, données sous la forme suivante : 

 ( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  (2.101) 

 ( ) X sat XC X λ λ= − =X n X H  (2.102) 

 D LS= ⊗ +S N N S  (2.103) 

 : :DS = N S N  (2.104) 

 ( )  
DD SD sat D D SS C g S S h S Hλ λ⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦  (2.105) 

 
L

L

n
L

L SL L S
sat

C
S

λ λ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

S
S S H  (2.106) 

 ( )p PC λ λ= − =P N P H  (2.107) 
 

La fonction h  du modèle initial est remplacée par h  définie par 

 ( ) 1 :1
2 :sat

h h d
X

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

X N
n N

 (2.108) 

 
Dans le cas particulier du critère de Hill 48, h  sera donné par 

 ( ) 1 :1 :
2 sat

h h d
X σ

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

X M T  (2.109) 

 
Le terme DP  qui intervient dans la fonction g  sera aussi modifié et devient 

 ( ) :D DP P d= = P N  (2.110) 
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Enfin, la fonction g  est remplacée par g  définie par 

 

( )

1 :                    si  0

1 : 1         autrementp

P D
D

SD P sat

n P D

SD P sat

C S P
C C S

g
C S

C C S

⎧
− − ≥⎪ +⎪= ⎨

⎛ ⎞⎪ + −⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎩

P N

P N
 (2.111) 

2.5.2.5 Loi d’évolution de l’endommagement 

L’endommagement qui accompagne les grandes déformations plastiques est considéré de 
type ductile. Pour modéliser ce type d’endommagement diverses lois ont été proposées dans 
la littérature (Ladevèze et Lemaitre 1984 ; Dragon et Halm, 1995 ; Chaboche, 1999 ; Lemaitre 
et al., 2000 ; Brunet et al., 2005 etc.). Une des lois les plus couramment utilisées pour décrire 
l’endommagement ductile est celle proposée par Lemaitre (1985), qui consiste à relier le taux 
d’endommagement à la déformation plastique cumulée et à une certaine énergie de 
déformation. 

Sous sa forme la plus simple, cette loi est donnée par 

 
s

eYd p
S

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.112) 

 
où s  et S  sont des paramètres caractéristiques de l’endommagement de chaque matériau, p  
est le taux de déformation plastique cumulée, alors que eY  est le taux de restitution de la 
densité d’énergie élastique, défini par 

 1
2

e e
eY = ε : C : ε  (2.113) 

 
Dans le cas de l’élasticité isotrope, eY  s’exprime sous la forme 

 
( )

( ) ( )
22

2
2

2

2 1 3 1 2
32 1

s

e
JY

Jd E
σν ν

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= + + − ⎜ ⎟

− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (2.114) 

 
où 2J  est la contrainte équivalente au sens de von Mises, c-à-d. 3

2 2 :J ′ ′= σ σ , et 1
3 ( )s trσ = σ  

est la contrainte hydrostatique. 

Le taux de déformation plastique cumulée est défini comme la puissance conjuguée de la 
contrainte effective équivalente, c-à-d. 

 ( ) : ppσ ′= −σ X D  (2.115) 
 

En considérant le cas particulier du critère de plasticité de Hill 48 et en replaçant pD  par 
son expression (2.89), nous pouvons retrouver la relation suivante entre p  et λ  : 
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1

p
d

λ=
−

 (2.116) 

 
La loi d’évolution de d  peut s’exprimer ainsi sous la forme  

 1
1

s
eYd

d S
λ⎛ ⎞= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

 (2.117) 

 
Cette relation implique que dès l’entrée en plasticité ( 0λ > ) nous avons une évolution 

simultanée de l’endommagement ( 0d ≠ ). Ceci pose quelques difficultés pour décrire 
l’endommagement de certains matériaux. En effet, dans le cas de la majorité des matériaux 
métalliques ductiles utilisés en mise en forme, l’endommagement n’est détecté qu’après que 
le matériau ait subi une certaine déformation plastique, parfois assez importante. Pour rendre 
compte de ce comportement, un paramètre seuil d’endommagement a été proposé par 
Lemaitre (1985). La nouvelle loi proposée comporte un seuil dp  pour la déformation 
plastique cumulée p . La valeur dp  du seuil est considérée comme un paramètre 
d’endommagement du matériau. La nouvelle loi d’évolution de d  s’exprime comme suit : 

 ( )
1         si    

1
0                             sinon

s
e

d
Y p p

d d S
λ

⎧ ⎛ ⎞ ≥⎪ ⎜ ⎟= −⎨ ⎝ ⎠
⎪
⎩

 (2.118) 

 
Une autre loi similaire a été utilisée par Khelifa (2004), en définissant un paramètre seuil 

sur le taux de restitution d’énergie élastique. La loi proposée s’écrit comme suit : 

 ( )
1       si 

1
0                                     sinon

s
e ei

e ei
Y Y Y Y

Sd d β λ
⎧ −⎛ ⎞ ≥⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠−⎨
⎪
⎩

 (2.119) 

 
où eiY  est la densité d’énergie élastique initiale capable de provoquer l’endommagement du 
matériau. Un nouveau paramètre β  est également introduit de telle sorte à agir directement 
sur la variable d’endommagement. 

C’est cette dernière loi qui a été retenue dans notre étude. Elle fait intervenir au total 
quatre paramètres supplémentaires par rapport au modèle d’élasto-plasticité, à savoir s , S , 

eiY  et β . Afin de rester dans le cadre de l’écriture des lois d’évolution des variables internes 
sous la forme (2.18), nous réécrivons cette loi comme suit : 

 dd H λ=  (2.120) 
 
tel que 
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 ( )
1         si 

1
0                                    sinon

s
e ei

e ei
d

Y Y Y Y
SH d β

⎧ −⎛ ⎞ ≥⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠−⎨
⎪
⎩

 (2.121) 

2.5.2.6 Condition de cohérence 

L’application de la condition de cohérence 0F =  donne 

 0Yσ − =  (2.122) 
 
qui peut s’écrire également 

 YHσ λ=  (2.123) 
 

Le taux de contrainte effective équivalente peut être développé comme suit : 

 ( ): : :σ σ σσ ∂ ∂ ∂′ ′= + = −
′ ′∂ ∂ ∂
σ X σ X

σ X σ
 (2.124) 

 
Les différents termes intervenant dans cette relation s’expriment par 

 ( ) ( ): :p λ′ ′ ′= − = −σ C D D C D V  (2.125) 

 ( ):σ
σ

′ −∂ = =
′∂

M σ X
V

σ
 (2.126) 

 X λ=X H  (2.127) 

 
En remplaçant ces termes dans (2.124) et par la suite dans la condition de cohérence 

(2.123), on obtient 

 ( ): : X YHλ λ λ⎡ ⎤′ − − =⎣ ⎦V C D V H  (2.128) 

 
Le multiplicateur plastique est ainsi déduit de cette dernière expression par 

 : : : :
H Hλ λ

λ
′

= =V C D V C D  (2.129) 

 
où Hλ  est le module élasto-plastique scalaire affecté par l’endommagement, donné par 

 : : : X YH Hλ = + +V C V V H  (2.130) 
 

En l’absence d’endommagement nous retrouvons l’expression (2.25) de λ . 
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2.5.2.7 Module tangent analytique 

Nous cherchons à déterminer le module tangent analytique, défini par :Ana=σ C D , pour 
ce modèle élasto-plastique couplé à l’endommagement. 

En remplaçant dans la relation (2.84), le taux de déformation plastique, le taux 
d’endommagement et la déformation élastique par leurs expressions, données respectivement 
par (2.89), (2.120) et (2.82), la loi d’élasticité couplée à l’endommagement peut être réécrite 
sous la forme 

 ( ) dHλ λ= − −σ C : D V σ  (2.131) 
 

En introduisant l’expression du multiplicateur plastique (2.129) dans cette dernière 
relation, on obtient une relation de la forme suivante : 

 
( ) ( ) ( ): :

:dH
H Hλ λ

⎛ ⎞⊗ ⊗⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

C : V V C σ V C
σ C D  (2.132) 

 
d’où l’expression du module tangent analytique simplement déduite sous la forme 

 ( ) ( ) ( ): :dAna H
H Hλ λ

α
⊗ ⊗⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

C : V V C σ V C
C C  (2.133) 

 
où 1α =  pour un chargement élasto-plastique avec endommagement et 0 autrement. 

Dans le cas où C  est un tenseur isotrope et sachant que V  et V  sont deux tenseurs 
déviatoriques, et que :=C : V C V , le multiplicateur plastique et le module tangent analytique 
sont données, respectivement, par 

 2 :G
Hλ

λ = V D  (2.134) 

 
et 

 ( )224 1 2Ana dG d GH
H Hλ λ

α
⎛ ⎞− ⊗ ⊗= − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V V σ VC C  (2.135) 

 
où 

 ( )( )1 2 : : X YH d G Hλ = − + +V V V H  (2.136) 
 

Comme on peut le constater, en absence d’endommagement, =C C  et dH  est nul. Ainsi, 
nous retrouvons exactement l’expression (2.30) du module tangent analytique élasto-
plastique. 
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Tableau 2.2 : Résumé des équations du modèle élasto-plastique couplé à 
l’endommagement. 

Loi d’élasticité :                                          ( )p d= − −σ C : D D σ  

Règle d’écoulement associée :                              p Fλ ∂=
∂

D
σ

 

Critère de charge-décharge :    ( ) 0F Yσ ′= − − ≤σ X       0λ ≥         0Fλ =  

Multiplicateur plastique :                                    : :
Hλ

λ = V C D  

Module tangent analytique : ( ) ( ) ( ): :dAna H
H Hλ λ

α
⊗ ⊗⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

C : V V C σ V C
C C  

Anisotropie initiale :                          σ = T : M : T     /   ′= −T σ X  

 

Ecrouissage de Chaboche-Marquis Ecrouissage de Teodosiu-Hu 

 
0Y Y R= +  

( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  

X satC X
σ

λ λ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
TX X H  

 
0Y Y R f= + + S  

( )R sat RR C R R Hλ λ= − =  

X satC X
σ

λ λ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
TX X H  

( )pC λ= − = PP N P H  

D LS= ⊗ +S N N S  

( )
DD SD sat D D SS C g S S hS Hλ λ⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦  

L

L

n
L

L SL L
sat

C
S

λ λ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

S

S
S S H  

( )sat satX X= S , ( ), ,Dg g S= P N , 

( ),h h= X N  

Loi d’évolution de l’endommagement 

( )
1       si 

1
0                                     sinon

s
e ei

e ei
d

Y Y Y Y
Sd H d β λ

λ
⎧ −⎛ ⎞ ≥⎪ ⎜ ⎟= = ⎝ ⎠−⎨
⎪
⎩

               1
2

e e
eY = ε : C : ε  
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2.5.3 Synthèse 

La modélisation retenue au § 2.2 est suffisamment générale pour être étendue au cas de 
l’endommagement. Néanmoins les équations du modèle élasto-plastique s’en retrouvent 
modifiées, à travers le concept de la contrainte effective associée au principe d’équivalence en 
déformation. Nous avons notamment proposé un couplage du modèle microstructural de 
Teodosiu-Hu avec le modèle d’endommagement scalaire de Lemaitre. Nous avons ainsi 
obtenu un modèle tenant compte en même temps des changements de trajets de déformation 
et de l’endommagement. Aucune hypothèse simplificatrice n’a été nécessaire lors de ce 
couplage. La même démarche peut s’appliquer pour la prise en compte d’un endommagement 
anisotrope et avec d’autres lois d’évolutions de la variable d’endommagement. 

Nous dressons dans le Tableau 2.2 un résumé des équations du modèle élasto-plastique 
couplé à l’endommagement qui sera introduit par la suite dans l’étude de la striction localisée. 

Enfin, le modèle élasto-plastique peut être retrouvé moyennant une désactivation de 
l’endommagement ; c’est ce qui est montré à travers le calcul du multiplicateur plastique et du 
module tangent analytique. Ceci va de soit au niveau de l’implantation numérique, où un seul 
algorithme de résolution suffit. 

2.6 Modélisation de la localisation 

La localisation des déformations peut être vue comme une instabilité se traduisant par le 
passage d’un état de déformation quasi-homogène à un état non-homogène défini par la 
concentration des déformations dans des zones particulières du matériau. L’instant 
d’apparition de ces zones de localisation et leur étendue dépendent de la géométrie de la 
structure, du matériau déformé et du trajet de chargement appliqué. Il existe deux types de 
striction : la striction diffuse, caractérisée par une large zone de concentration des 
déformations et la striction localisée caractérisée par une concentration des déformations, 
souvent, dans des bandes étroites. Ces bandes sont ensuite le lieu de rupture par fissuration 
lors de la mise en forme d’un matériau. De ce fait, leur prédiction peut servir à l’optimisation 
de la forme finale recherchée.  

De nombreux travaux ont été consacrés à l’étude des différents phénomènes d’instabilités 
(striction, flambement etc.). Nous citons à titre d’exemple les travaux de Hill (1952), 
Marciniak et Kuczynski (1967), Rudnicki et Rice (1975), Rice (1976), Benallal et al. (1988), 
Billardon et Doghri (1989), Needleman et Tvergaard (1992), Doghri et Billardon (1995), 
Barbier et al. (1998), Keryvin, V., 1999, Benallal et Comi (2000), Benallal et Bigoni (2003), 
Stören et al. (2004), Brunet et al. (2005) etc. En mise en forme, ces études sont basées sur le 
développement de critères permettant principalement de prédire le moment d’apparition de la 
striction (diffuse et localisée) ou du plissement. Certains critères fournissent également les 
orientations des bandes de localisation ; une information qui permet d’estimer la direction de 
rupture d’un matériau. Nous allons donner un aperçu sur les principaux critères couramment 
évoqués dans la littérature et appliqués pour les tôles métalliques en mis en forme. 
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2.6.1 La localisation des déformations dans les tôles 

Le critère le plus couramment utilisé a été développé par Marciniak et Kuczynski (1967). 
Son principe consiste à supposer un défaut initial sous forme de bande dans une tôle. Ce 
défaut est caractérisé par son épaisseur légèrement inférieure à celle du reste de la tôle et par 
son orientation. Le traitement de ce problème par la suite consiste à résoudre l’équilibre dans 
les deux zones, à savoir à l’intérieur et à l’extérieur de la bande, tout en tenant compte du 
comportement du matériau et des hypothèses de continuité des champs mécaniques au niveau 
des surfaces délimitant le défaut. Cette approche est appliquée souvent à la détermination des 
courbes limites de formage (CLF). Bien qu’elle ait prouvé son efficacité en termes de 
reproduction de CLF expérimentales, cette approche souffre d’objectivité, car le rapport entre 
l’épaisseur du défaut et celle de la tôle n’est pas un paramètre intrinsèque au matériau. Il est 
choisi de telle manière à reproduire la CLF expérimentale. Cette théorie est appliquée souvent 
avec l’hypothèse de contraintes ou de déformations planes ; son application dans le cadre 
d’une analyse tridimensionnelle, à notre connaissance, est rarement  abordée. 

Des critères d’instabilité ont été formulés sans nécessiter l’introduction de paramètres 
d’ajustement. Plusieurs critères entrent dans ce cadre. Le critère de Considère (1885) est le 
premier proposé pour l’étude des problèmes d’instabilités plastiques. Selon ce critère, la 
striction se manifeste lorsque la force de traction appliquée à une éprouvette passe par son 
maximum. Swift (1952) a repris l’idée de la force maximale de Considère et l’a appliquée au 
cas des tôles minces dans le cadre d’un calcul bidimensionnel. La formulation originale du 
critère de Swift considère une tôle mince soumise à un chargement biaxial et proportionnel en 
contraintes. La striction est supposée avoir lieu lorsque les composantes principales des deux 
efforts appliqués passent simultanément par un maximum. Le caractère bidimensionnel de ce 
critère permet de l’appliquer au tracé des CLF. 

Par ailleurs, des critères locaux basés sur des hypothèses de discontinuité des champs 
mécaniques au niveau d’un point matériel ou d’une interface ont été développés. Ces critères 
ne sont pas restreints aux chargements bidimensionnels, mais tiennent compte de l’aspect 
tridimensionnel des déformations et des contraintes. Le critère de Cordebois et Ladevèze 
(1982) par exemple, considère que le comportement instable d’un matériau est caractérisé par 
la non nullité du champ des vitesses lorsque l’on arrête le chargement extérieur. A l’inverse, 
le champ de vitesse s’annule pour un matériau stable placé dans la même situation. Selon ce 
critère, le début de la striction est associé à l’instant où le matériau présente un régime 
instable tel que défini précédemment. Ce critère peut être appliqué en chaque point de la 
structure et à chaque instant du chargement dans le cadre d’un calcul par éléments finis. Il 
permet la prédiction de la striction diffuse et localisée selon le mode associé (Habbad, 1994). 

Comme indiqué précédemment, souvent, les zones de striction localisée sont les lieux de 
rupture lors de l’opération de mise en forme et la localisation intervient juste avant la rupture. 
De ce fait, l’utilisation d’un critères permettant à la fois de prédire le moment d’apparition des 
premières bandes de localisation, ainsi que leurs orientations a un grand intérêt en simulation 
des procédés de mise en forme, notamment par emboutissage. Ceci permettra d’ajuster les 
paramètres du procédé (effort appliqué, contact etc.) afin d’éviter des diminutions excessives 
de l’épaisseur sur la forme finale. Nous abordons dans cette dernière partie de ce chapitre la 
modélisation de ce type d’instabilités plastiques dans les matériaux métalliques à travers un 
critère de localisation basé sur l’apparition d’une bande de cisaillement dans le matériau. 
Avec ce critère, nous nous intéressons notamment à prédire une situation intermédiaire 
correspondant à l’apparition des premières bandes de localisation au cours du chargement. Le 
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comportement du matériau est décrit par le modèle élasto-plastique couplé ou non à 
l’endommagement introduit aux § 2.2 à 2.5. 

Nous avons fait le choix de traiter le problème de localisation des déformations dans les 
tôles métalliques avec le critère de localisation de Rice (1976). Ce critère est capable de 
prédire la striction localisée, en donnant les informations citées précédemment, à savoir le 
moment d’apparition et l’orientation des premières bandes de localisation. Ce critère a été 
déjà appliqué par Doghri (1989), Billardon et Doghri (1989) et Doghri et Billardon (1995) 
avec un modèle élasto-plastique-endommagement et par Keryvin (1999) dans le cadre de 
calculs par éléments finis, ainsi que par Lorrain (2005) pour le tracé des CLF dans le cadre de 
calculs micromécaniques. Nous développons dans ce qui suit la formulation de ce critère en 
grandes déformations et en tenant compte des différentes lois de comportement introduites 
dans ce chapitre. Ceci nous permettra de réaliser une étude complète (voir § 5.3), qui 
permettra de prendre en compte les effets de changement de trajets de déformation, de la 
localisation et de l’endommagement. 

2.6.2 Formulation du critère de Rice 

Dans l’approche de Rice, la localisation est considérée comme une bifurcation à partir 
d’un état de déformation homogène vers un état où la déformation est concentrée à l’intérieur 
des bandes de cisaillement. Dans ces mêmes travaux, l’hypothèse d’un milieu infini est faite 
pour simplifier la démarche ce qui justifie aussi de l’état homogène de déformation. D’après 
Rudnicki et Rice (1975) et Rice (1976), ce moment de passage d’un état homogène à un état 
non-homogène correspond à une discontinuité du gradient de vitesse. La formulation du 
critère de localisation de Rice est basée principalement sur cette hypothèse. 

Considérons donc une structure soumise initialement à un état de déformation homogène 
(voir la Figure 2.3.), où on cherche à déterminer le moment d’apparition de la localisation par 
le traitement du problème de perte d’unicité (bifurcation) de la solution. Pour rendre compte 
de ce mode de localisation de la déformation, on imagine une bande de localisation dans un 
milieu infini à déformation homogène. On note les champs gradient de vitesse à l’intérieur et 
à l’extérieur de la bande −G  et +G , les champs de contraintes nominales correspondants −N  
et +N , et n  la normale à la bande délimitée par les surfaces notés ′Σ  et ′′Σ . 

2.6.2.1 Condition du saut au travers de Σ  

Nous cherchons à déterminer la condition pour laquelle la continuité du taux de certaines 
grandeurs n’est plus vérifiée, c-à-d. existence d’un saut. L’opérateur [ ]•  indique le saut de la 

grandeur considérée entre l’intérieur et l’extérieur de la bande, c-à-d. [ ] ( ) ( )+ −• = • − • .  

Pour le vecteur taux de contrainte nominale, nous avons l’équation de continuité suivante :  

 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ = ⋅ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦n N n N 0  (2.137) 
 

Cette condition est appelée également condition de compatibilité statique dans le cadre des 
modèles indépendants du temps (continuité normale du vecteur taux de contrainte nominale 
au travers des deux surfaces ′∑  et ′′∑  délimitant la bande de largeur l ).  
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Figure 2.3. Position du problème de localisation. 

D’un autre côté, le champ gradient de vitesse est discontinu à la traversée de la surface 
singulière ∑ . Le saut du champ gradient de vitesse a une forme particulière. Ceci est donné 
par l’application de la condition de compatibilité de Hadamard (1903), qui montre qu’il existe 
un vecteur λ  tel que le saut du gradient de vitesse est donné par 

 [ ] = ⊗G λ n  (2.138) 
 
où λ  représente le mode de localisation. Cette forme du saut de G est appelée également 
condition de compatibilité géométrique de Maxwell. Dans le cas où =λ 0 , on a un saut nul du 
gradient de vitesse (c-à-d. pas de bifurcation). 

2.6.2.2 Condition de localisation 

On peut réécrire les relations de comportement précédentes, reliant le taux de contrainte de 
Cauchy au taux de déformation totale, pour avoir un nouveau module tangent reliant le taux 
de la contrainte nominale au gradient de vitesse par la relation 

 :=N GL  (2.139) 
 
où L  est le module tangent analytique défini dans un repère fixe et dont les formules seront 
déduites plus loin dans les deux cas : élasto-plasticité en grandes déformations avec ou sans 
endommagement.  

En remplaçant N  par son expression (2.139) dans (2.137) et en utilisant la définition du 
saut d’une grandeur, on aura 

 ( ) ( ) ( ): : :+ −⋅ = ⋅ − ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦n G n G n G 0L L L  (2.140) 



Chapitre 2  Modélisation du comportement  

67 

Avec l’hypothèse de continuité du module tangent qui s’exprime par 

 [ ] = 0L  (2.141) 
 
l’équation (2.140) peut s’écrire sous la forme  

 [ ]:⋅ =n G 0L  (2.142) 
 

En introduisant la condition de compatibilité cinématique portant sur le gradient de vitesse 
(2.138) dans cette dernière équation, on obtient 

 ( ):⋅ ⊗ =n λ n 0L  (2.143) 
 
que l’on peut écrire également sous la forme 

 ( )⋅ ⋅ ⋅n n λ = 0L  (2.144) 
 

S’il existe une discontinuité du taux de déformation de part et d’autre de la bande, alors 

 ≠λ 0  (2.145) 
 

La condition nécessaire d’apparition d’une bande de localisation se traduit ainsi par 

 ( )det 0⋅ ⋅ =n nL  (2.146) 
 

Cette condition correspond à la singularité du tenseur acoustique, qui est également la 
condition de perte d’ellipticité des équations d’équilibre en vitesse. C’est une condition 
nécessaire d’apparition d’une bande de localisation et correspond au critère de localisation de 
Rice. 

2.6.2.3 Quelques remarques 

Si n  et λ  sont colinéaires, le mode de localisation est dit d’ouverture, s’ils sont 
orthogonaux c’est un mode de cisaillement ; autrement, on aura des modes de localisation 
quelconques.  

La condition est dite de bifurcation continue, car le module tangent L  est considéré 
continu à travers la surface de singularité Σ . Dans le cas où cette hypothèse n’est pas vérifiée, 
on parle de bifurcation discontinue. Elle correspond à l’apparition d’une décharge élastique 
autour de la bande. Elle est appelée également condition de bifurcation élastique/plastique.  

A rappeler que cette condition est établie dans le cas d’un milieu infini où le champ de 
déformation est initialement homogène et où les conditions aux limites n’interviennent pas. 
Benallal et al. (1990, 1993) ont montré qu’il faut satisfaire trois conditions pour la 
localisation dans le cas d’un milieu fini : 

1. La  condition de perte d’ellipticité pour une localisation à l’intérieur du solide.  
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2. Une condition complémentaire à la frontière. 

3. Une condition complémentaire d’interface lorsque le solide est initialement 
hétérogène. 

Dans divers travaux (Ottosen et Runisson, 1991 ; Benallal et Comi, 1994 etc.), on s’est 
intéressé à la détermination du module d’écrouissage critique correspondant à une bifurcation 
localisée. Tous ces travaux rejoignent ceux de Rice (1976), qui montre que dans le cas de la 
plasticité associée, la bifurcation en mode localisé ne peut intervenir en phase d’écrouissage 
positif, alors qu’elle est possible pour une loi non associée où la surface de plasticité présente 
des points anguleux. En effet, au voisinage de ces points plusieurs directions d’écoulement 
plastique sont possibles, d’où la possibilité d’apparition d’instabilités plastiques, telles que les 
bandes de localisation.  

En accord avec les résultats de la littérature ci-dessus mentionnés, et comme nous allons le 
montrer à travers des applications au Chapitre 5, sans l’introduction d’un effet adoucissant 
dans le modèle élasto-plastique, le critère de Rice ne détectera aucun mode de localisation. 
Avec le modèle couplé à l’endommagement ceci sera cependant possible.  

2.6.3 Détermination du module tangent pour la localisation 

Nous nous intéressons ici à la détermination du module tangent analytique L  qui 
intervient dans le critère de localisation de Rice. Ce module sera formulé dans le cas du 
modèle élasto-plastique et dans le cas du modèle couplé à l’endommagement en prenant en 
compte tous les effets liés aux grandes déformations. 

2.6.3.1 Cas du modèle élasto-plastique 

Pour déterminer L , nous allons passer de la loi de comportement reliant le taux de la 
contrainte de Cauchy au taux de déformation totale, c-à-d. la loi (2.13), à celle reliant le taux 
de la contrainte nominale au gradient de vitesse, c-à-d. la loi (2.139). Ce passage va faire 
apparaître des termes convectifs dus au formalisme des grandes déformations. 

On considère de nouveau la loi d’élasticité donnée par 

 ( ): p= −σ C D D  (2.147) 
 

où σ  désigne la dérivée de Jaumann de la contrainte de Cauchy définie par 

 = − ⋅ + ⋅σ σ W σ σ W  (2.148) 
 

A partir des deux relations précédentes, la dérivée temporelle de la contrainte de Cauchy 
peut s’écrire 

 ( ): p= − + ⋅ − ⋅σ C D D W σ σ W  (2.149) 
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Pour passer de la contrainte de Cauchy à la contrainte nominale, on s’appuie sur les 
relations classiques de la mécanique des milieux continus, qui définissent le passage entre les 
différents tenseurs de contraintes par 

  TJ= = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅Tτ σ F N F B F Π F  (2.150) 
 
où τ  est le tenseur de Kirchhoff, B  est le 1er tenseur de Piola-Kirchhoff ou de Boussinesq,Π  
est le 2nd tenseur de Piola-Kirchhoff, F est le tenseur gradient de transformation et J est le 
Jacobien de la transformation, donné par 

 det( )J = F  (2.151) 
 

En différenciant la relation (2.150), on obtient la relation suivante : 

 
   J J+ = ⋅ + ⋅σ σ F N F N  (2.152) 
 

En introduisant l’expression J , donnée par 

 . ( )J J tr= D  (2.153) 
 
dans la relation (2.152), on aura 

 ( )    ( )J tr J+ = ⋅ + ⋅D σ σ G σ F N  (2.154) 

 ( ) ( )J tr + − ⋅ = ⋅D σ σ G σ F N  (2.155) 
 

D’où l’expression du taux de la contrainte nominale suivante : 

 ( ) 
1 ( )J tr−= + − ⋅N F D σ σ G σ  (2.156) 

 
Dans une formulation lagrangienne réactualisée, la configuration de référence est celle 

courante à l’instant t, ce qui revient à écrire 

          1J= =F I  (2.157) 
 
on en déduit la relation suivante : 

  ( )tr= + − ⋅N σ D σ G σ  (2.158) 
 

En introduisant l’expression (2.149) de σ  dans cette dernière relation, on obtient 

 ( )  : ( )p tr= − + ⋅ − ⋅ + − ⋅N C D D W σ σ W σ D G σ  (2.159) 
 

Sachant que WDG += , on obtient la relation suivante : 

 ( )  : ( )p tr= − − ⋅ + − ⋅N C D D σ W σ D D σ  (2.160) 
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Comme nous le montrons dans l’annexe A, on peut exprimer chaque terme du 2nd membre 
en fonction du gradient de vitesse, c-à-d. obtenir les formes suivantes : 

 ( ): : :p− = =C D D L D L G  (2.161) 

 1 1( ) : :tr = =σ D L D L G  (2.162) 

 2 2: :⋅ = =D σ L D L G  (2.163) 

 3 3: :⋅ = =σ W L W L G  (2.164) 

 
où L , 1L , 2L  et 3L  sont des tenseurs de 4ème ordre définis ci-après.  

Nous montrons en annexe A, que L  est le module tangent analytique donné par (2.30), c-
à-d. 

 ( ) ( ): :Ana

Hλ

α
⊗⎛ ⎞

= = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C V V C
L C C  (2.165) 

 
Il est à noter que dans (2.30), L  est écrit dans le repère d’anisotropie, alors qu’ici il est 

tourné dans le repère global. 

Les termes convectifs sont donnés par les équations suivantes :  

 1ijkl ij klL σ δ=  (2.166) 

 1
2 2ijkl ik lj il kjL δ σ δ σ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (2.167) 

 1
3 2ijkl ik lj il jkL σ δ σ δ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (2.168) 

 
En remplaçant chaque terme dans la relation (2.160), on obtient une relation de la forme 

 [ ]1 2 3 := + − −N L L L L G  (2.169) 
 

D’où le module tangent à introduire dans le critère de localisation 

 1 2 3= + − −L L L LL  (2.170) 
 

A noter que tous les termes composant L  sont écrits dans un repère fixe (c’est-à-dire 
évalués avec les grandeurs tournées dans le repère global). 
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2.6.3.2 Cas du modèle élasto-plastique couplé à l’endommagement 

Pour déterminer L , nous allons suivre la même procédure que celle développée pour le 
modèle élasto-plastique. 

La loi d’élasticité couplée à l’endommagement est donnée dans le repère global par 

 ( ): p= −σ C D D  (2.171) 
 

où σ~  désigne la dérivée de Jaumann de la contrainte de Cauchy effective, définie par 

 = − ⋅ + ⋅σ σ W σ σ W  (2.172) 
 

La dérivée temporelle se déduit par 

 ( ): p= − + ⋅ − ⋅σ C D D W σ σ W  (2.173) 
D’un autre coté, en introduisant la relation entre la contrainte effective σ  et la contrainte 

σ , donnée par (1 )d= −σ σ , dans l’équation ci-dessus on obtient 

 ( )(1 )  (1 ) :  pd d d d= − − = − − − + ⋅ − ⋅σ σ σ C D D σ W σ σ W  (2.174) 
 

En utilisant la même procédure, suivie au paragraphe précédent, pour établir une relation 
entre σ  et N , nous retrouvons une relation similaire à (2.160), donnée par 

 ( )(1 ) :  ( )pd d tr= − − − − ⋅ + − ⋅N C D D σ σ W σ D D σ  (2.175) 
 

Dans le même esprit, on cherche à relier chaque terme du second membre au gradient de 
vitesse, c-à-d. avoir 

 ( )(1 ) :  : :pd d− − − = =C D D σ L D L G  (2.176) 

 1 1 ( ) : :tr = =σ D L D L G  (2.177) 

 2 2: :⋅ = =D σ L D L G  (2.178) 

 3 3: :⋅ = =σ W L W L G  (2.179) 

 
A partir de ces relations, le module tangent à introduire dans le critère de localisation de 

Rice est simplement déduit par 

 1 2 3= + − −L L L LL  (2.180) 
 

Nous montrons également en annexe A que 
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 ( ) ( ) ( ): : :dAna H
H Hλ λ

α
⊗ ⊗⎛ ⎞

= = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

C V V C σ V C
L C C  (2.181) 

 
et 1L , 2L  et 3L  sont donnés, respectivement, par les mêmes relations (2.166) à (2.168). 

A noter que le module tangent L  ainsi obtenu inclut le cas particulier de celui développé 
pour le modèle élasto-plastique sans couplage à l’endommagement. En effet, en l’absence 
d’endommagement : 0d = , 0dH = , =C C , =σ σ  et l’on retrouve bien le module tangent 
obtenu pour le modèle élasto-plastique sans endommagement : équations (2.165) à (2.170). 

2.6.3.3 Propriétés de symétrie de L  

En s’appuyant sur l’étude donnée en annexe A, on peut démontrer les propriétés 
suivantes de  ijklL  : 

• L  n’a pas la symétrie mineure en kl ↔  lk puisque 3L  ne possède pas cette symétrie. 

• L  n’a pas la symétrie mineure en ij ↔  ji puisque 2L  et 3L  n’ont pas cette symétrie. 

• L  n’a pas la symétrie majeure en ij ↔  kl puisque 1L , 2L  et 3L  ne l’ont pas. 

Ce qui permet de conclure que L  ne possède aucune des symétries mineures et majeures. 

2.7 Conclusion 

Nous avons développé dans ce chapitre une modélisation tenant compte de trois grands 
phénomènes qui peuvent apparaître lors de la mise en forme. La formulation des modèles 
ainsi proposée est introduite dans le cadre de la théorie des grandes déformations.  

Le premier phénomène modélisé est lié aux changements de trajets de déformation au 
cours du chargement, où des zones de transition sont mises en évidence sur des courbes 
contrainte-déformation. Deux modèles à écrouissage mixte ont ainsi été introduits. Ils 
diffèrent par leur capacité à retrouver certains phénomènes induits par les changements de 
trajets de déformation. Nous avons introduit le modèle classique de Chaboche-Marquis à 
écrouissage isotrope et cinématique non linéaires et saturants. De même, nous avons introduit 
le modèle d’écrouissage de Teodosiu-Hu basé sur les structures de dislocations persistantes. 
Ce modèle, fondé sur des considérations physiques, a la capacité de reproduire une large 
gamme de trajets complexes de déformation. 

Le deuxième phénomène modélisé est l’endommagement dû aux grandes déformations 
que subit le matériau. L’endommagement considéré est isotrope et est ainsi modélisé par une 
variable scalaire. Nous avons couplé le modèle élasto-plastique, contenant les différents 
modèles d’écrouissage, au modèle d’endommagement de Lemaitre, grâce à la notion de la 
contrainte effective associée au principe d’équivalence en déformation. 

Enfin, le troisième phénomène considéré est la striction localisée précurseur de la rupture 
du matériau. Nous avons fait le choix d’introduire le critère de localisation par bandes de 
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cisaillement développé par Rice. Ce critère peut être appliqué au tracé de CLF à localisation, 
ainsi qu’à la prédiction des directions de rupture dans un matériau lors de sa mise en forme. 

Le prochain chapitre sera consacré à l’implantation numérique de l’ensemble des 
équations des modèles de comportement présentés, en utilisant divers schémas d’intégration. 
De la même façon, l’implantation du critère de localisation de Rice sera abordée. 
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3.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous nous intéresserons à l’implantation numérique des lois de 
comportement introduites au chapitre 2 et également à l’implantation du critère de localisation 
de Rice dans des codes de calcul par éléments finis ; et plus particulièrement le code 
ABAQUS/Standard. 

L’implantation numérique des modèles de comportement est une étape cruciale dans la 
qualité de prédiction de divers phénomènes en calcul de structures et en mise en forme. En 
effet, la richesse physique de ces modèles peut être compromise par les erreurs liées à 
l’approximation numérique de la solution exacte du problème, qui n’est généralement pas 
connue. L’étude des performances des schémas d’intégration est nécessaire, afin de s’assurer 
de la précision de la solution recherchée. De nombreux schémas sont disponibles et chacun 
possède ses avantages et ses inconvénients. Ainsi, les schémas les plus précis sont très 
laborieux à développer et souvent de type itératif, donc sujets à divergence, alors que des 
schémas beaucoup plus simples et robustes existent, dont la précision est cependant bien plus 
mauvaise. 

D’une manière générale, un schéma d’intégration doit assurer trois conditions que l’on 
peut classer comme suit : 

1. La précision de la solution. 

2. Le coût de la solution, lié au temps de calcul. 

3. La stabilité, étroitement liée à la nature du schéma d’intégration. 

A ces trois conditions nous pouvons rajouter un critère de choix lié à la généralité de 
l’algorithme d’intégration, c-à-d. sa capacité à inclure des modèles plus avancés.  

Nous souhaitons explorer en premier lieu un ensemble représentatif d’algorithmes 
d’intégration en soulignant surtout leur généralité (capacité à inclure des modèles très 
avancés, à l’instar du modèle élasto-plastique à écrouissage microstructural couplé à 
l’endommagement), leur qualité prédictive (précision de la solution) et également leur coût 
(temps de calcul). Le choix de chaque algorithme sur la base de ces critères est discuté au fur 
et à mesure de leur présentation. 

Nous allons introduire divers schémas d’intégration pour des équations de modèles de 
comportement écrites sous forme différentielle. Ces schémas nous permettent de construire 
une forme algébrique que l’on peut résoudre soit analytiquement, soit par des méthodes 
numériques. Le résultat de la résolution est l’état local du matériau, c-à-d. l’état de contrainte, 
de déformation et des variables internes correspondantes. Nous développons pour chaque 
modèle de comportement différents algorithmes d’intégration. Ces schémas seront appliqués 
successivement au modèle élasto-plastique et ensuite au modèle couplé à l’endommagement. 

Nous nous intéressons principalement à deux types de schémas d’intégration : 

1. Les schémas explicites, regroupant une famille de schémas d’intégration de type 
Runge-Kutta. 
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2. Les schémas implicites, où trois grandes familles seront introduites : le schéma du 
point milieu généralisé, le schéma des trapèzes généralisé et le schéma asymptotique 
généralisé.  

Pour pouvoir réaliser des calculs par éléments finis, nous expliciterons le module tangent 
cohérent pour chacun des schémas d’intégration utilisés. Ce module cohérent dit aussi 
‘algorithmique’ est nécessaire dans certains codes pour vérifier l’équilibre de la structure et 
permet d’assurer une convergence quadratique comme montré par Simo et Taylor (1985). 

A la fin de ce chapitre, la résolution du problème de localisation sera étudiée à travers 
l’introduction d’une méthode de recherche des minima du déterminant du tenseur acoustique, 
qui donne le moment d’apparition de la localisation. Nous expliquons également la procédure 
de recherche des angles pour l’orientation des bandes de localisation.  

3.2 Position du problème 

Dans un calcul de structure, le problème consiste à rechercher un état de déformation et de 
contrainte correspondant au comportement local du matériau, en chaque point matériel, tout 
en vérifiant l’équilibre global de la structure. Ainsi, la résolution des équations du modèle de 
comportement intervient dans le contexte de vérification de l’équilibre de la structure. La 
méthode des éléments finis offre une possibilité de résolution de ce problème. Elle consiste à 
discrétiser la structure en sous-domaines (éléments finis) et à transformer les équations 
d’équilibre en un système d’équations algébriques où les inconnues sont les déplacements 
nodaux et/ou les forces nodales. La résolution de la loi de comportement intervient au niveau 
de chaque point d’intégration des éléments finis. Le développement de cette discrétisation 
spatiale du problème d’équilibre ne sera pas abordé dans ce mémoire, du fait que nous 
utilisons un code commercial de calcul par éléments finis. Nous nous intéressons uniquement 
à l’intégration locale de la loi de comportement, nécessaire pour le calcul du champ de 
contraintes (à partir d’une approximation du champ de déformations) à transmettre au code 
afin de vérifier l’équilibre global de la structure après assemblage de tous les éléments finis.  

Comme les équations constituant le modèle de comportement sont en majeure partie des 
équations différentielles, leur résolution consiste à les intégrer sur un incrément de 
chargement afin d’extraire la solution en fin de chaque incrément, connaissant la solution au 
début de l’incrément. En premier lieu, la résolution de l’ensemble des équations de 
comportement consiste à construire une forme discrétisée ; vient par la suite l’étape de 
résolution de la forme algébrique ainsi obtenue. Nous rappelons d’abord dans les paragraphes 
suivants les méthodes de discrétisation temporelle couramment appliquées pour intégrer des 
modèles de comportement élasto-plastique, ainsi que la stratégie de résolution du système 
d’équations algébriques qui en résulte. Par la suite, nous montrons l’application de ces 
schémas sur les modèles introduits dans ce mémoire. 

3.3 Méthodes de discrétisation temporelle 

Nous décrirons ci-dessous les deux grandes familles de méthodes d’intégration que nous 
allons appliquer aux modèles de comportement. 
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3.3.1 Méthodes d’intégration explicite  

Ces schémas d’intégration sont très pratiques pour la résolution des Equations 
Différentielles Ordinaires (EDO). Nous rappelons ici seulement les schémas à pas 
indépendant, c-à-d. où la valeur prédite à la fin de l’incrément ne dépend que de la solution 
obtenue à la fin de l’incrément précédent. Les trois schémas explicites qui seront utilisés 
sont : Euler explicite, Runge-Kutta d’ordre 2 et Runge-Kutta d’ordre 4.  

Toutes les lois d’évolution des variables internes décrites au chapitre précédent sont de 
type EDO. Ainsi, on peut formellement regrouper toutes ces variables dans un seul vecteur y  
et écrire l’ensemble de ces lois sous la forme globale suivante : 

 ( ),t λ=y h y  (3.1) 
 

Ensuite, on peut intégrer cet ensemble d’équations sur un incrément avec les schémas 
explicites présentés ci-dessous. 

3.3.1.1 Méthode d’Euler explicite 

Le schéma d’intégration le plus simple de ce système d’équations est le schéma d’Euler 
explicite qui estime l’incrément de y  avec les variables du début d’incrément, c-à-d.  

 ( )1 1,n nt λ= ∆ = ∆k y h y  (3.2) 
 

Ainsi, la valeur de y  à la fin de l’incrément est explicitement obtenue par  

 1 1n n+ = +y y k  (3.3) 

3.3.1.2 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 

Le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 ou du point milieu est une amélioration de la 
méthode d’Euler explicite, en approchant la solution par le développent de Taylor limité à 
l’ordre 2. L’intégration se fait en deux étapes successives, où l’on utilise les variables y  à 
l’instant n, ainsi que leur prédiction explicite 1

2n+y .  

 ( )1 1,n nt λ= ∆k h y  (3.4) 

 ( )1 1
2 1 22 2,n nt t λ= + ∆ + ∆k h y k  (3.5) 

 
La solution est ainsi obtenue explicitement par 

 1 1 2
1 ( )
2n n+ = + +y y k k  (3.6) 
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3.3.1.3 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 

L’une des méthodes les plus populaires de ces schémas explicites est la méthode de 
Runge-Kutta d’ordre 4, qui introduit quatre étapes d’estimations de l’incrément de y , 
évaluées successivement comme suit : 

 ( )1 1,n nt λ= ∆k h y  (3.7) 

 ( )1 1
2 1 22 2,n nt t λ= + ∆ + ∆k h y k  (3.8) 

 ( )1 1
3 2 32 2,n nt t λ= + ∆ + ∆k h y k  (3.9) 

 ( )4 3 4,n nt t λ= + ∆ + ∆k h y k  (3.10) 
 

La solution est ainsi obtenue explicitement par 

 31 2 4
1 6 3 3 6n n+ = + + + +kk k ky y  (3.11) 

3.3.1.4 Forme unifiée des trois méthodes 

Toutes ces trois méthodes peuvent être regroupées en une seule écriture plus compacte 
afin de faciliter leur implantation numérique en utilisant un seul algorithme d’intégration. 
Cette forme est donnée par 

 0∆ =y 0  (3.12) 

 ( )1,         ;    1  i n i n i i it a t a i à Nλ−∆ = + ∆ + ∆ ∆ =y h y y  (3.13) 

 1
1

N

n n i i
i

b+
=

= + ∆∑y y y  (3.14) 

 
où les coefficients de pondération ia  et ib , ainsi que l’ordre d’intégration N  sont spécifiés par 

 
{ } { }
{ } { }
{ } { }

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 6 3 3 6

0             1                 1         EE

0,          ,            2         R-K2

0, , ,1   , , ,     4         R-K4

i i

i i

i i

a b N

a b N

a b N

⎧ = = =
⎪⎪ = = =⎨
⎪ = = =⎪⎩

 (3.15) 

 
Cette forme est bien adaptée à une implantation modulaire des modèles de comportement 

présentés au chapitre précédent. En effet, elle permet de construire un seul algorithme avec 
une boucle sur les étapes définissant le schéma appliqué, et où l’intégration en chaque étape 
est de type Euler explicite. Nous verrons en détail son application au § 4.2. 
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3.3.2 Méthodes d’intégration implicite  

Avec ces schémas d’intégration, le second membre est évalué entre autre avec la solution 
recherchée 1+ny , qui est a priori l’inconnue du système, d’où le mot implicite. Ceci est la 
principale différence avec les schémas explicites où le second membre est évalué à partir d’un 
certain y  connu à l’avance. Nous citons ici les trois principales méthodes implicites utilisées 
pour l’intégration des modèles de comportement élasto-plastique. 

3.3.2.1 La thêta méthode 

On trouve deux familles de schémas d’intégration implicite pour les équations 
différentielles de la forme : 

 ( ),t=y H y  (3.16) 

Elles consistent à introduire un paramètre de pondération θ , compris entre 0 et 1, entre les 
valeurs de y  ou de H  du début d’incrément et de la fin d’incrément pour évaluer le second 
membre de l’équation (3.16). Ces schémas se présentent comme suit : 

1. La méthode du point milieu généralisée est basée sur la pondération de y  et sa 
formulation est donnée par 

 ( ) 11n n nθ θ θ+ += − +y y y  (3.17)  

 ( )1 ,n n n nt t θ θ+ + += + ∆y y H y  (3.18) 

2. La méthode des trapèzes généralisée est basée sur une pondération de la fonction h  et 
sa formulation est donnée par 

 ( ) ( ) ( )1 11 , ,n n n n nt tθ θ θ+ + += − +h H y H y  (3.19) 

 1n n nt θ+ += + ∆y y H  (3.20) 

Si 0=θ , nous retrouvons le schéma d’Euler explicite dans les deux cas. Dans les autres 
cas, les deux méthodes donnent un schéma implicite. Si 2

1=θ , le schéma est dit ‘‘semi 
implicite’’. Pour 1=θ , le schéma est dit ‘‘Euler implicite’’. Ortiz et Popov (1985) montrent 
que la méthode du point milieu généralisée est inconditionnellement stable pour 2

1≥θ  et 
conditionnellement stable pour 2

1<θ  avec une étude réalisée sur un modèle élastique 
parfaitement plastique indépendamment de la forme de la surface de charge. Par contre, la 
méthode des trapèzes généralisée est stable seulement pour 1=θ  avec une surface de charge 
quelconque. Nous supposons que les propriétés de stabilité peuvent s’étendre aux modèles 
introduits dans ce travail, bien que les lois d’évolution des variables internes sont fortement 
non linéaires et le critère de plasticité est anisotrope.  
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3.3.2.2 La méthode asymptotique 

Cette méthode est applicable uniquement pour des EDO du premier ordre de la 
forme suivante : 

 ( ) ( )φ= −⎡ ⎤⎣ ⎦y y A y y  (3.21) 
 

Avec ( )yφ  une fonction scalaire. C’est le cas de la plupart des lois d’évolution des 
modèles d’écrouissage présentés dans le paragraphe 2. Cette équation peut être intégrée 
exactement sous la forme suivante : 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 exp expn n

n n n

t t t t

n nt t t t
d z dz d

ξ
φ ξ ξ φ φ ξ ξ ξ

+∆ +∆

+ +∆
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫y y y y y A y (3.22) 

 
Cette méthode a été développée initialement par Freed et Walker (1992), qui l’ont 

appliquée principalement à des modèles de viscoplasticité. 

Comme cette dernière expression est sous forme intégrale, Freed et Walker (1992) ont 
considéré plusieurs discrétisations de cette solution exacte. L’approximation de cette 
expression par la méthode du mi-point asymptotique donne 

 ( ) ( ) ( )1n nt t
n n ne eθ θθφ θφ

θ θ
+ +− ∆ − ∆

+ +
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦

y yy y A y  (3.23) 

 
et pour 1=θ , l’intégration asymptotique donne  

 ( ) ( ) ( )1 1
1 11n nt t

n n ne eφ φ+ +− ∆ − ∆
+ +

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦
y yy y A y  (3.24) 

 
C’est une équation implicite, puisque l’inconnue 1+ny  apparaît dans le second membre. 

3.4 Intégration des modèles de comportement  

Nous nous intéressons à la résolution des deux modèles de comportement développés au 
chapitre 2, à savoir le modèle élasto-plastique et celui couplé à l’endommagement. Nous 
développons en premier une résolution du modèle de comportement élasto-plastique avec les 
schémas d’intégration explicite et puis implicite. Le cas du modèle élasto-plastique couplé à 
l’endommagement sera traité tout à la fin dans le contexte d’une intégration implicite 
uniquement. 

En appliquant la méthode du point milieu généralisée aux équations différentielles du 
modèle élasto-plastique, on obtient les expressions suivantes : 

 ( ): p∆ = ∆ − ∆σ C ε ε  (3.25) 

 p

n

F

θ

λ
+

∂∆ = ∆
∂

ε
σ

 (3.26) 
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 ( ),n nθ θλ + +∆ = ∆y h σ y  (3.27) 

 ( ), :n nλ θ θλ + +∆ = ∆h σ y ε  (3.28) 

avec 

 ( ) 11n n nθ θ θ+ += − +σ σ σ  (3.29) 

 ( ) 11n n nθ θ θ+ += − +y y y  (3.30) 

 ( ),n n
n

F
θ θ

θ
+ +

+

∂ =
∂

V σ y
σ

 (3.31) 

 
et λh est déduit de l’expression du multiplicateur plastique (2.25) par 
 

 :
Hλ

λ

= V Ch  (3.32) 

3.4.1 Intégration explicite du modèle élasto-plastique 

3.4.1.1 Forme discrétisée 

L’intégration d’Euler explicite revient à prendre 0=θ  dans les équations précédentes, ce 
qui donne les équations suivantes : 

 ( ): p∆ = ∆ − ∆σ C ε ε  (3.33) 

 ( ),p
n n

n

Fλ λ∂∆ = ∆ = ∆
∂

ε V σ y
σ

 (3.34) 

 ( ), :n nλλ∆ = ∆h σ y ε  (3.35) 

 ( ),n nλ∆ = ∆y h σ y  (3.36) 

 
Connaissant l’incrément de déformation totale et toutes les variables au début de 

l’incrément, l’ensemble de ces dernières équations suffit pour mettre à jour toutes les 
variables, c-à-d. le tenseur de contraintes σ , et le vecteur y  contenant toutes les variables 
internes. 

L’intégration de ce modèle élasto-plastique par le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 ou 
d’ordre 4 peut se faire à travers la forme (3.33) à (3.36), où à chaque étape ( 1,...,i N= ) nous 
calculons les sous-incréments de toutes les variables comme suit :  

 ( ): p
i i∆ = ∆ − ∆σ C ε ε  (3.37) 
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 ( )1 1,p
i i i n i i n i i

i

F a aλ λ − −
∂∆ = ∆ = ∆ + ∆ + ∆
∂

ε V σ σ y y
σ

 (3.38) 

 ( )1 1, :i n i i n i ia aλλ − −∆ = + ∆ + ∆ ∆h σ σ y y ε  (3.39) 

 ( )1 1,i i n i i n i ia aλ − −∆ = ∆ + ∆ + ∆y h σ σ y y  (3.40) 
 

Avec comme valeurs initiales 

 0 0,        ∆ = ∆ =σ 0 y 0  (3.41) 
 
les contraintes et les variables internes seront réactualisées comme suit : 

 1
1

N

n n i i
i

b+
=

= + ∆∑σ σ σ  (3.42) 

 1
1

N

n n i i
i

b+
=

= + ∆∑y y y  (3.43) 

 
Les coefficients de pondération ia  et ib , ainsi que l’ordre d’intégration N  sont définis par 

(3.15). On retrouve le schéma d’Euler explicite pour 1N = , alors que pour 2N =  ou 4 on 
obtient les schémas de Runge-Kutta d’ordre 2 et 4, respectivement. Certaines précautions 
doivent être prises afin de détecter en chaque étape le comportement à considérer, c'est-à-dire 
élasticité seulement, charge plastique ou décharge élastique. C‘est uniquement dans le cas de 
charge plastique stricte que les sous-incréments des variables internes et du multiplicateur 
plastique seront calculés, autrement ils seront nuls. 

3.4.1.2 Module tangent cohérent 

Pour vérifier les équations d’équilibre résolues au moyen d’un code quasi-statique 
implicite, tel que ABAQUS/Standard, il est nécessaire de calculer le module tangent, défini 
comme le rapport d’une perturbation de l’incrément de contrainte sur une perturbation de 
l’incrément de déformation. Il est recommandé de calculer ce rapport à partir des équations 
discrétisées du modèle de comportement, pour être cohérent avec le schéma d’intégration 
utilisé (d’où l’appellation module cohérent ou aussi module algorithmique). En effet comme 
cela a été montré dans plusieurs travaux (Simo et Taylor, 1985 ; Chaboche et Cailletaud, 1996 
etc.), le module tangent cohérent a une influence directe sur la vitesse de convergence de 
l’algorithme de résolution des équations d’équilibre et par conséquent sur le temps de calcul. 
Il s’exprime par 

  ( )
( )

lgA o D
D

∆
=

∆
σ

C
ε

 (3.44) 

Pour déterminer l’expression de ce module tangent cohérent, nous nous basons sur les 
équations (3.37) à (3.43). 

L’équation (3.42) donne l’incrément de la contrainte par 
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1

N

i i
i

b
=

∆ = ∆∑σ σ  (3.45) 

 
En différentiant cette relation et en tenant compte de (3.37), on obtient 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 1

:
N N

p
i i i i

i i
D b D b D D

= =

⎡ ⎤∆ = ∆ = ∆ − ∆⎣ ⎦∑ ∑σ σ C ε ε  (3.46) 

 
Que l’on peut écrire comme suit 

 ( ) ( ) ( )
1 1

: :
N N

i i i i
i i

D b D b D
= =

⎛ ⎞∆ = ∆ = ∆⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

∑ ∑σ C ε C ε  (3.47) 

tel que 

 ( ) ( ) ( ): : p
i iD D D⎡ ⎤∆ = ∆ − ∆⎣ ⎦C ε C ε ε  (3.48) 

 
En suivant la même démarche appliquée pour le calcul du module tangent analytique (voir 

§ 2.2.5), nous pouvons montrer que iC  prends une forme similaire à (2.30), c-à-d. 

 ( ) ( ):i i
i

iHλ

α
⊗⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C : V V C
C C  (3.49) 

 
tel que 1α =  si l’on est en charge plastique pendant le sous-incrément et 0 autrement. 

De la relation (3.47), le module tangent cohérent est simplement déduit par la sommation 
des contributions de chaque étape, pondérées par les facteurs ib , c-à-d. 

 
1

N
Algo

i i
i

b
=

=∑C C  (3.50) 

 
En particulier, lorsque 1N = , ce qui correspond au schéma d’Euler explicite, le module 

tangent cohérent s’identifie au module tangent analytique. 

3.4.1.3 Algorithme d’intégration 

L’algorithme d’intégration de la loi de comportement dans le cas d’un schéma explicite est 
donné par le Tableau 3.1 ci-après. Pour un incrément de déformation donné, on effectue N  
sous-incréments en fonction du degré du schéma considéré. Dans notre cas, N  prend les 
valeurs 1, 2 ou 4 correspondants, respectivement, aux schémas explicites d’Euler, Runge-
Kutta d’ordre 2 et 4. Dans chacune des étapes notées i  avec ( 1,..., 4i = ), on évalue le critère 
de plasticité avec les variables d’entrée afin de détecter si le comportement est élastique ou 
élasto-plastique. Si 0iF < , le calcul est élastique et seul le sous-incrément de la contrainte est 
à calculer puisque le sous-incrément des variables internes est nul. 
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iσ

Charge élastique

( ), 0i iF <σ y

nσ

1i ia −∆σ

0F =

∆ε

iV

iσ : 0i iβ = ∆ <ε V

Décharge élastique

nσ

1i ia −∆σ

( ), 0i iF ≥σ y

∆ε

iV

iσ : 0i iβ = ∆ >ε V

Charge élasto-plastique

nσ

1i ia −∆σ

( ), 0i iF ≥σ y
 

 
Figure 3.1. Les différents comportements que l’on retrouve lors d’un sous–incrément de la 

méthode d’intégration explicite. 
 

Sinon, on vérifie si l’on est en décharge élastique, en calculant un paramètre d’orientation 
de la direction d’écoulement plastique par rapport à l’incrément de déformation comme suit : 

 :i iβ = ∆ε V  (3.51) 
 

Si 0iβ < , on est en décharge élastique et on effectue un calcul élastique, comme dans le 
cas où 0<iF . Sinon ( 0iF ≥  et 0iβ ≥ ), on effectue un calcul élasto-plastique, en calculant 
l’incrément des variables internes et de la contrainte et également la contribution élasto-
plastique au module tangent cohérent. A la sortie de la boucle sur les étapes, la mise à jour des 
variables est simplement réalisée en ajoutant les contributions correspondantes de chaque 
étape, pondérées par les facteurs ib  de la méthode sélectionnée. La Figure 3.1 montre les 
différentes situations de chargement qui peuvent être rencontrées sur une étape de la méthode 
explicite. Le Tableau 3.1 illustre clairement les étapes de résolution de la loi de comportement 
élasto-plastique.  



Chapitre 3  Mise en œuvre numérique 

85 

Tableau 3.1 : Algorithme d’intégration par un schéma explicite dans le repère tournant. 

1. Données d’entrée : incrément de déformation, contrainte et variables internes du 
début d’incrément : ε∆ , nσ  et ny . 

2. Initialiser les sous-incréments pour la boucle sur les étapes : 0∆ =σ 0  et 0∆ =y 0  

3. Boucle sur les étapes : 

Pour i  allant de 1 à N  : 

Calculer les variables d’entrée de l’étape i  

            1i n i ia −= + ∆σ σ σ               1i n i ia −= + ∆y y y  

     Calculer le critère de plasticité : ( ) ( ) ( ),i i i i i iF Yσ ′= − −σ y σ X y  

3.1. Si 0iF <  alors, calcul élastique : 

            :i∆ = ∆σ C ε             i∆ =y 0           Algo
i =C C  

3.2. Sinon : calcul de :i iβ = ∆ε V ,  

• Si 0<iβ  alors, calcul élastique comme dans 3.1. 

• Sinon, calcul élasto-plastique :  

            i
i

F∂=
∂

V
σ

       : :i
i

iHλ

λ ∆∆ = V C ε   ==>    p
i i iε λ∆ = ∆V  

            ( ): p
i i∆ = ∆ − ∆σ C ε ε         ( ),i i i iλ∆ = ∆y h σ y   

            ( ) ( ): :i iAlgo
i

iHλ

⊗
= −

C V V C
C C  

Fin de la boucle 

4. Mise à jour : calcul des variables en fin d’incrément : 

            1
1

N

n n i i
i

b+
=

= + ∆∑σ σ σ              1
1

N

n n i i
i

b+
=

= + ∆∑y y y  

5. Déduire le module tangent cohérent :  

            
1

N
Algo Algo

i i
i

b
=

=∑C C  

6. Retourner 1+nσ  et AlgoC  pour vérifier l’équilibre. 
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3.4.1.4 Discussion 

Comme on peut le constater, le critère de plasticité n’est pas vérifié à la fin de l’incrément, 
puisque l’ensemble des équations (3.37) à (3.43) suffit à mettre à jour toutes les variables. 
C’est le principal reproche qui est fait à ces schémas explicites. Pour que ces schémas soient 
performants, il faut les accompagner d’une adaptation de l’incrément de chargement. D’autres 
méthodes explicites, telle que la méthode de Runge-Kutta emboîtée (Press et al. 1992 ; Adam, 
2003 etc.), permettent de donner une estimation de l’erreur sur la solution et ainsi, d’adapter 
l’incrément de chargement.  

D’un autre côté, l’adaptation du pas de chargement afin de mieux satisfaire le critère de 
plasticité peut poser des problèmes de temps de calcul. En effet, ces schémas explicites 
exigent de prendre des incréments de chargement très petits ce qui augmente 
considérablement les temps de calculs. Pour éviter ce problème et pour répondre au besoin 
d’utiliser de gros incréments de chargement, il est fort intéressant d’introduire des schémas 
d’intégration incluant le critère de plasticité dans l’ensemble des équations à résoudre. Le 
schéma du retour radial associé à une intégration implicite des équations sous forme 
différentielle, permet de répondre à ces deux exigences ; c’est l’objet des paragraphes 
suivants. 

3.4.2 Intégration implicite du modèle élasto-plastique 

Le but des méthodes d’intégration implicite citées précédemment est de transformer, dans 
un premier temps, les lois d’évolution données sous forme différentielle en équations 
algébriques. A ces équations algébriques, sera rajoutée celle du critère de plasticité afin de 
construire un système complet d’équations algébriques permettant, après résolution, de 
réactualiser l’ensemble des variables du modèle de comportement. 

On estime que la méthode du point milieu asymptotique possède au moins les mêmes 
propriétés de stabilité que la méthode du point milieu généralisée, car c’est une approximation 
de la solution exacte et non pas de l’équation différentielle elle-même. Ainsi, la valeur de 

1=θ  recommandée par Ortiz et Popov (1985) sera adoptée pour les deux méthodes. 

En appliquant la méthode du point milieu généralisée ou des trapèzes généralisée aux 
équations différentielles du modèle élasto-plastique, avec la valeur particulière de 1=θ , ce 
qui correspond à l’application du schéma d’Euler implicite, on obtient les expressions 
suivantes : 

 1
1

p
n

n

Fλ λ +
+

∂∆ = ∆ = ∆
∂

ε V
σ

 (3.52) 

 ( )1 1,n nλ + +∆ = ∆y h σ y  (3.53) 
 
pour l’intégration de la loi d’écoulement plastique et des lois d’évolution des variables 
internes. 

Par ailleurs, on sait que l’équation (3.1) peut être intégrée par la méthode du point milieu 
asymptotique si elle est de la forme (3.21). Dans ces conditions, ∆y  est fonction non linéaire 
de λ∆ . Le résultat peut s’écrire, dans le cas où 1=θ , sous la forme 
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 ( )1 1, ,n n λ+ +∆ = ∆ ∆y y σ y  (3.54) 
 

A la différence des schémas explicites où toutes les variables de fin d’incrément sont 
déduites sans satisfaire le critère de plasticité, c-à-d. sans garantir 1 0nF + = , la résolution 
implicite tient compte de la vérification du critère de plasticité en fin d’incrément. Le système 
d’équations algébriques ainsi à résoudre contient les équations suivantes : 

 ( ): p∆ = ∆ − ∆σ C ε ε  (3.55) 

 1
1

p
n

n

Fλ λ +
+

∂∆ = ∆ = ∆
∂

ε V
σ

 (3.56) 

 1 0nF + =  (3.57) 

 ( )1 1,n nλ + +∆ = ∆y h σ y  (3.58) 

 
Dans les cas où le schéma asymptotique est utilisé, l’équation (3.58) est remplacée par 

(3.54), le nombre d’inconnues et d’équations du système reste le même. 

La difficulté, lors de la résolution de ce système, réside dans les seconds membres qui sont 
fonctions des inconnues du problème, à la différence des schémas explicites qui donnent 
explicitement ces inconnues. Il est donc nécessaire de mettre au point une méthodologie de 
résolution adéquate pour retrouver la solution à moindre coût, tout en assurant la précision 
requise. Nous développons dans ce qui suit trois démarches de résolution du système 
d’équations algébriques non linéaires (3.55) à (3.58). 

3.4.2.1 Méthode générale 

3.4.2.1.1 Forme discrétisée 

Le principe de cette méthode est de résoudre ce système tel qu’il est (Keavey, 2002), c'est-
à-dire sans simplifier le problème (réduire le nombre d’équations et d’inconnues). Ce système 
peut s’écrire sous la forme symbolique suivante : 

 , , ,p

T
Rλ⎡ ⎤= =⎣ ⎦σ yε

R R R R 0  (3.59) 
 
avec  

 ( )p= ∆ − ∆ − ∆ =σR σ C ε ε 0  (3.60) 

 
1

p
p

n

Fλ
+

∂= ∆ − ∆ =
∂ε

R ε 0
σ

 (3.61) 

 1 0nR Fλ += =  (3.62) 

 ( )1 1,n nλ + += ∆ − ∆ =yR y h σ y 0  (3.63) 
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3.4.2.1.2 Résolution par Newton-Raphson 

Ce système d’équations algébriques non linéaires est à résoudre par la méthode de 
Newton-Raphson. Ceci revient à adopter une résolution itérative qui passe par la linéarisation 
de ce système sous la forme  

 ( )i i iL δ= + =R R R 0  (3.64) 
 
qui peut s’écrire également sous la forme développée suivante : 

 
ii i i

p i
pδ δ δλ δ

λ
∂ ∂ ∂ ∂+ + + = −
∂ ∂ ∂ ∂
R R R Rσ ε y R
σ ε y

 (3.65) 

 
où l’indice i désigne la ième itération de Newton-Raphson. En calculant toutes les dérivées, le 
système peut s’écrire sous la forme matricielle suivante dans le cas de l’intégration d’Euler 
implicite :  

 

( )2 2

0

i

ip
i

p p

F F F

F
F F

F

δλ λ
δ λ
δλ
δ

λλ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤−∆ + ∆ − ∆∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎡ ⎤−∆ − −∆ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎢ ⎥ ∂⎢ ⎥−∆ + ∆⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂ ∂ −∆ + ∆⎣ ⎦⎢ ⎥−∆ − − ∆
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

I C 0 0
σ C ε εσI

σ σ σ σ y ε ε
σ0

σ y
y

h h y h0 h I
σ y

 (3.66) 

 
A noter que l’intégration asymptotique des lois d’évolution des variables internes ne 

modifie pas la structure générale du système. Seule l’équation (3.63) est à remplacer par 
(3.54).  

3.4.2.1.3 Module tangent cohérent 

Après convergence vers la solution, les équations discrètes (3.55) à (3.58) sont satisfaites, 
ainsi le système (3.66) peut s’écrire sous la forme suivante : 

 

2 2

0 0

p

F F F D D
D

F F D
D

λ λ

λ

λ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−∆ − −∆
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂⎢ ⎥−∆ − − ∆
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

I C 0 0

σ C εI
σ σ σ σ y ε 0

0
σ y

y 0
h h0 h I
σ y

 (3.67) 
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L’expression du module tangent cohérent est obtenue simplement par élimination de 
Gauss de la matrice Jacobienne et du second membre, c'est-à-dire construire une triangulation 
supérieure de la matrice Jacobienne. Ce qui donne une seule équation de la forme : 

 1 2: :D D=W σ W ε  (3.68) 
 

Le module tangent cohérent est ainsi déduit par :  

 1
1 2:D

D
−=σ W W

ε
 (3.69) 

3.4.2.1.4 Discussion 

Cette méthode à été appliquée par Keavey (2002) pour de simples modèles de plasticité. 
Elle est générale car elle ne fait aucune hypothèse sur la forme des équations constitutives. 
Son principal inconvénient est le nombre d’équations à résoudre à chaque itération de 
Newton-Raphson. En effet, la taille du système dépend fortement du nombre de variables 
internes. Ce qui peut poser des difficultés de convergence de la solution, du fait de la         
non-linéarité des lois d’évolution qui peuvent être introduites. Le modèle d’écrouissage de 
Teodosiu, introduisant des lois d’évolution fortement non linéaires, en est un exemple, en plus 
du nombre de variables (en termes de composantes) qui avoisine la cinquantaine. 

3.4.2.2 Méthode de condensation 

3.4.2.2.1 Formulation 

C’est une méthode qui vise à diminuer la taille du système à résoudre par Newton-
Raphson et à déduire le reste des variables explicitement. Cette méthode, proposée dans le 
manuel théorique du code ABAQUS (2003), suppose que la loi d’élasticité et les lois 
d’évolution des variables internes sont satisfaites à chaque itération de Newton-Raphson, 
c'est-à-dire. 

 ( ) ip

λ

⎡ ⎤−∆ + ∆ − ∆ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−∆ + ∆ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

σ C ε ε 0
0y h

 (3.70) 

 
Ceci permet de réduire considérablement le nombre d’équations à résoudre par Newton-

Raphson. Avec les hypothèses précédentes, le système (3.66) prend la forme suivante :  

 

2 2

0

i

i
i

p p

F F F
F

F F
F

δλ λ
δ λ
δλ
δ

λ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎡ ⎤−∆ − −∆ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥−∆ + ∆⎢ ⎥ ⎢ ⎥ = ∂⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦⎢ ⎥−∆ − − ∆
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

I C 0 0
0σI

σ σ σ σ y ε ε
σ

0
σ y

y 0h h0 h I
σ y

 (3.71) 
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En vue de faire une substitution de termes dans les équations, on écrit ce système sous la 
forme suivante : 

 pδ δ= −σ C ε  (3.72) 

 
2 2

p pF F F Fλ δ δ δλ λ δ λ∂ ∂ ∂ ∂−∆ + − − ∆ = −∆ + ∆
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

σ ε y ε
σ σ σ σ y σ

 (3.73) 

 F F Fδ δ∂ ∂+ = −
∂ ∂

σ y
σ y

 (3.74) 

 λ δ δλ λ δ⎡ ⎤∂ ∂−∆ − + − ∆ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

h hσ h I y 0
σ y

 (3.75) 

 
Ce sont les équations discrètes de base utilisées dans le manuel théorique du code 

ABAQUS. La manipulation de ces équations dans le but de construire une forme réduite est 
longue à réaliser ; seules les grandes lignes sont récapitulées ici.  

En utilisant les notations suivantes : 

 
1

λ
−

⎡ ⎤∂= − ∆⎢ ⎥∂⎣ ⎦

hH I h
y

 (3.76) 

 
1

λ λ
−

⎡ ⎤∂ ∂= ∆ − ∆⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

h hω I
y σ

 (3.77) 

 
l’élimination des équations (3.72), (3.74) et (3.75) donne la relation 

 p p Fλ δ δλ λ ∂⎡ ⎤+ ∆ − = −∆ + ∆⎣ ⎦ ∂
I NC ε n ε

σ
 (3.78) 

 
où  

 
2 2F F∂ ∂= +

∂ ∂ ∂ ∂
N ω

σ σ σ y
 (3.79) 

  

 
2F Fλ∂ ∂= + ∆

∂ ∂ ∂
n H

σ σ y
 (3.80) 

 
A partir des équations (3.72), (3.74) et (3.75), on déduit l’équation suivante :  

 p F Fδ δλ∂− =
∂

mC ε H
y

 (3.81) 

 
où  

 F F∂ ∂= +
∂ ∂

m ω
σ y

 (3.82) 
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Des deux relations (3.78) et (3.81), δλ  peut être éliminé pour obtenir la relation finale 
suivante : 

 1p p F F
d

λ δ λ ∂⎡ ⎤⎡ ⎤+ ∆ = −∆ + ∆ +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
I ZNC ε Z ε n

σ
 (3.83) 

 
où 

  

 1
d

= −Z I nmC  (3.84) 

 Fd ∂= −
∂

mCn H
y

 (3.85) 

 
La seule inconnue dans la relation (3.83) est la correction plastique pεδ  qui peut être 

déduite une fois que le second membre et le terme multipliant pεδ  sont évalués avec les 
valeurs des variables de l’itération précédente. La correction δλ  du multiplicateur plastique 
est ensuite déduite par la relation (3.81), qui peut s’écrire : 

 1 1 1p p F F
d d d

δλ λ δ λ ∂⎡ ⎤= ∆ − −∆ + ∆ +⎢ ⎥∂⎣ ⎦
mCNC ε mC ε

σ
 (3.86) 

 
où le second membre est évalué avec les variables de l’itération précédente. 

Connaissant pεδ  et δλ  à l’itération courante, il est possible de calculer la correction de la 
contrainteδσ  par le biais de la relation (3.72) et par la suite, la correction des variables 
internes δ y  par la relation (3.75). Toutes les variables seront ensuite réactualisées afin de 
passer à l’itération suivante. Le système de départ est ainsi résolu d’une manière itérative 
jusqu’à convergence. 

3.4.2.2.2 Module tangent cohérent 

Une expression similaire à (3.69) peut être retrouvée en écrivant les équations du système 
(3.67) explicitement, c'est-à-dire 

 pD D= −σ C ε  (3.87) 

 
2 2

pF F FD D D Dλ λ λ∂ ∂ ∂−∆ + − − ∆ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

σ ε y 0
σ σ σ σ y

 (3.88) 

 0F FD D∂ ∂+ =
∂ ∂

σ y
σ y

 (3.89) 

 D D Dλ λ λ⎡ ⎤∂ ∂−∆ − + − ∆ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

h hσ h I y 0
σ y

 (3.90) 
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Par substitutions de plusieurs termes, comme dans le cas de la méthode générale, nous 
arrivons à l’expression suivante du module tangent cohérent : 

 
1

: : : :D
D

λ
−

⎡ ⎤= + ∆⎣ ⎦
σ I C Z N C Z
ε

 (3.91) 

3.4.2.2.3 Discussion 

Le principal avantage de cette méthode est la résolution du système (3.83) qui contient six 
équations au maximum pour calculer pεδ  à chaque itération et d’en déduire le reste des 
inconnues explicitement. Par contre, son inconvénient est le calcul du terme H~  de la relation 
(3.76) à chaque itération et qui nécessite, en effet, une inversion d’une matrice dont la taille 
est liée directement au nombre de variables internes. Nous retombons ainsi dans les mêmes 
difficultés que ceux de la méthode générale qui nécessite l’inversion d’une matrice 
Jacobienne de grande taille, dès lors que le nombre de variables internes est important.  

Cette méthode est en quelque sorte une variante de la méthode générale. Il nous semble 
donc que ces deux méthodes ne sont intéressantes que si le nombre de variables internes est 
faible. Elles ne sont donc efficacement applicables que pour l’intégration de simples modèles 
de comportement. De plus, l’inversion de matrices de grandes tailles, ne peut qu’altérer la 
convergence, notamment si les lois d’évolution des variables internes introduites sont 
fortement non linéaires. 

Une méthode basée sur la manipulation des équations du système (3.59), afin d’extraire la 
forme la plus réduite possible à résoudre par une méthode itérative et sans introduire 
d’inversions de matrices de grandes tailles, a donc un grand intérêt. En effet, ceci aura une 
conséquence directe sur la réduction du temps de calcul consacré à la résolution de la loi de 
comportement dans le contexte d’un calcul de structure par élément finis. De plus, ceci 
contribuera également à réduire les erreurs numériques, liées généralement à la manipulation 
de gros systèmes d’équations, et donc à obtenir des résultats plus fiables. 

Néanmoins, une telle démarche doit assurer un minimum de généralité, c'est-à-dire la 
méthode doit couvrir une large classe de lois d’évolutions de variables internes. Dans la 
littérature, il semble que c’est la démarche la plus suivie, au lieu de passer par des 
formalismes standard de résolution trop coûteux. Nous allons développer dans ce qui suit 
cette démarche qui nous permet de tenir compte de plusieurs modèles d’écrouissage, plus 
particulièrement le modèle de Chaboche-Marquis et celui de Teodosiu-Hu adoptés dans notre 
travail. 

3.4.2.3 Méthode de résolution adaptative 

3.4.2.3.1 Forme discrétisée 

Cette méthode permet un gain de temps considérable, bien qu’elle présente l’inconvénient 
d’être beaucoup moins générale que les précédentes ; c’est une résolution qui s’adapte à 
chaque cas étudié. En effet, comme son nom l’indique, cette méthode ne s’applique que pour 
une classe de modèles ayant une certaine forme. Dans notre cas c’est la forme donnée au § 
2.2, faisant intervenir les deux modèles d’écrouissage, à savoir le modèle classique de 
Chaboche-Marquis et microstructural de Teodosiu-Hu. 
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Le principe consiste toujours à construire un système algébrique, le plus réduit possible, à 
résoudre par la méthode de Newton-Raphson. En revanche, on évitera cette fois les inversions 
de matrices de grandes tailles ; nous aurons seulement à inverser la matrice liée à la résolution 
itérative du système réduit. Pour cela, on se basera sur la forme particulière des lois 
d’évolution des variables internes et la façon dont elles sont couplées. Le reste des variables 
sera déduit explicitement. 

Commençons par l’équation discrétisée de la loi d’élasticité, la contrainte à la fin de 
l’incrément est donnée par 

 ( )1 : p
n n+ = + ∆ − ∆σ σ C ε ε  (3.92) 

  
où l’incrément de la déformation plastique est donné par la loi de normalité sous la forme  

 1
1

p
n

n

Fλ λ +
+

∂∆ = ∆ = ∆
∂

ε V
T

 (3.93) 

 
qui est écrite ici de manière différente mais équivalente à celle donnée par l’équation (3.56). 
En effet, V  est écrit ici comme la dérivée de F par rapport à '= −T σ X . Pour définir cette 
nouvelle variable, on a besoin de la décomposition de 1n+σ  en une partie déviatorique et une 
partie sphérique. En considérant le cas de l’élasticité isotrope, on a 

 1 2 2 p
n n G G+′ ′ ′= + ∆ − ∆σ σ ε ε  (3.94) 

 ( ) ( ) ( )1 1
1 3 3

s
n n+1 nσ tr tr Ktr+ = = + ∆σ σ ε  (3.95) 

 
Par la soustraction de la contrainte de rappel 1n+X , donnée par 

 1n n+ = + ∆X X X  (3.96) 
 
de l’équation (3.94), on obtient 

  
 1 1 12 2n n n n nG G λ+ + +′ ′ ′− = − + ∆ − ∆ − ∆σ X σ X ε V X  (3.97) 
 

En introduisant la nouvelle variable T , cette dernière équation peut s’écrire sous la forme 

 1 12 2n n nG G λ+ +′= + ∆ − ∆ − ∆T T ε V X  (3.98) 
 

D’un autre coté, le critère de plasticité doit être satisfait à la fin de l’incrément pour un 
chargement élasto-plastique, ce qui revient à écrire 

 1 1 1 0n n nF Yσ+ + += − =  (3.99) 
 

Pour les modèles de comportement retenus et les surfaces de charge associées (voir 
Chapitre 2), la contrainte équivalente 1nσ +  est fonction uniquement de la contrainte efficace 

1+nT . Pour la fonction 1nY +  et l’incrément de l’écrouissage cinématique ∆X , nous montrons 
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que pour le modèle de Chaboche-Marquis et pour le schéma implicite considéré, ils sont 
fonctions uniquement de l’incrément du multiplicateur plastique λ∆  et de la nouvelle 
variable 1n+T . Pour ce qui est du modèle d’écrouissage de Teodosiu-Hu, la fonction 1nY +  et 
l’incrément de l’écrouissage cinématique ∆X , dépendront également seulement du couple 
( )1, nλ +∆ T  moyennant des hypothèses qui seront justifiées plus loin et qui sont basées sur la 
physique du problème (vitesses de variation de certaines variables par rapport à d’autres et la 
façon particulière dont certaines variables sont couplées aux autres variables). Dans ces 
conditions, (3.98) et (3.99) forment un système de sept équations algébriques non linéaires (au 
maximum) que l’on peut résoudre par la méthode de Newton-Raphson pour le calcul de 1+nT  
et λ∆ . Le système s’écrit, avec comme inconnues principales ( )1,n λ+ ∆T , sous la forme 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

1 1

2 2 ,
0,

n n n n

n n

G G

Y

λ λ
σ λ

+ + +

+ +

′− − ∆ + ∆ + ∆ ∆⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ∆ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

T T ε V T X T 0
T T

 (3.100) 

3.4.2.3.2 Résolution par Newton-Raphson 

Le système (3.100) peut s’écrire également sous la forme symbolique suivante : 

 ( )1, 0n F
λ+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∆ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G 0
R T  (3.101) 

 
L’application de la méthode de Newton-Raphson revient à adopter un schéma itératif sur 

le système linéarisé suivant  

 
i

i iδ∂ = −
∂
R z R
z

 (3.102) 

 
où le vecteur inconnu z  et la matrice Jacobienne J  sont donnés, respectivement, par 

 
λ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥∆⎣ ⎦

T
z  (3.103) 

 
[ ] [ ]
[ ] d
⎡ ⎤∂= = ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

A cRJ
bz

 (3.104) 

 
et les termes A , b , c  et d  sont donnés, respectivement, par 

 ∂=
∂
GA
T

 (3.105) 

 F∂=
∂

b
T

 (3.106) 

 
λ

∂=
∂∆

Gc  (3.107) 
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 Fd
λ

∂=
∂∆

 (3.108) 

 
A partir des expressions de G  et F , on déduit A , b , c  et d  par 

 2G λ ∂∆= + ∆ +
∂

XA I Q
T

 (3.109) 

 Y∂= −
∂

b V
T

 (3.110) 

 2G
λ

∂∆= +
∂∆

Xc V  (3.111) 

 Yd
λ

∂= −
∂∆

 (3.112) 

 
où 

 ∂=
∂
VQ
T

 (3.113) 

 
Plusieurs termes sont à définir dans le système (3.102). Les expressions de σ , V  et Q  

dépendent de la surface de charge retenue. Les expressions de ∆X , Y  et des dérivées ∂∆
∂

X
T

, 

λ
∂∆
∂∆

X , Y∂
∂T

 et Y
λ

∂
∂∆

 dépendent du modèle d’écrouissage, ainsi que du schéma d’intégration 

implicite adopté ; dans notre cas c’est l’intégration asymptotique. Nous développons, dans ce 
qui suit, leur calcul pour chaque modèle. 

Dans le paragraphe qui va suivre, nous allons détailler l’application de cette méthode de 
résolution pour le modèle élasto-plastique avec la prise en compte des modèles d’écrouissage 
introduits au § 2.4. Le traitement du modèle élasto-plastique couplé à l’endommagement avec 
cette méthode sera fait à part, avec une adaptation de la méthode du fait de l’introduction de la 
loi d’évolution de l’endommagement. 

3.4.2.3.3 Cas du modèle d’écrouissage de Chaboche-Marquis 

Dans ce modèle, les variables internes sont R  et X . L’intégration par la méthode 
asymptotique de la loi d’évolution de X  donne  

 ( )1
1

1
1X XC Cn

n n sat
n

e X eλ λ

σ
− ∆ − ∆+

+
+

= + −TX X  (3.114) 

d’où 

 ( ) ( )1
1

1
, 1 XCn

n sat n
n

X e λλ
σ

− ∆+
+

+

⎛ ⎞∆ = ∆ ∆ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

TX X T X  (3.115) 

 
L’expression de Y  est donnée par 
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 1 0 1n nY Y R+ += +  (3.116) 
 
où l’intégration asymptotique de R  nous donne 

 ( ) ( )( )1 1 RC
n n sat nR R R R R e λλ − ∆

+ = ∆ = + − −  (3.117) 

3.4.2.3.4 Cas du modèle d’écrouissage de Teodosiu-Hu 

Ce modèle fait intervenir les quatre variables internes R , X , S  et P . L’intégration par la 
méthode asymptotique de la loi d’évolution de X  donne 

 ( )1
1 1

1
1X XC Csat n

n n n
n

e X eλ λ

σ
− ∆ − ∆+

+ +
+

= + −TX X  (3.118) 

 
où satX  est fonction des variables de fin d’incrément, donnée par 

 ( ) ( )2 2
1 0 1 11 1sat

n n DnX X f r r S+ + += + − + −S  (3.119) 
 

On obtient ainsi 

 ( )1
1

1
1 XCsat n

n n
n

X e λ

σ
− ∆+

+
+

⎛ ⎞∆ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

TX X  (3.120) 

 
L’expression de Y  est donnée par 

 1 0 1 1n n n
Y Y R f+ + +

= + + S  (3.121) 
 
où l’intégration asymptotique de R  nous donne  

 ( ) ( )( )1 1 RC
n n sat nR R R R R e λλ − ∆

+ = ∆ = + − −  (3.122) 
 
et l’expression de 

1n+
S  est donnée par 

 22
11 1Dn Ln n

S ++ +
= +S S  (3.123) 

 
A ce stade, 1nY +  dépend de 

1n+
S  et de λ∆  à travers 1nR + , et ∆X  dépend de λ∆  et de 

1n+
S  et 1DnS +  à travers 1

sat
nX + . Le problème n’est pas exactement exprimé sous la forme du 

système (3.100) dans lequel les seules inconnues sont 1+nT  et λ∆ . Pour pouvoir entrer ce 
modèle d’écrouissage dans notre algorithme de résolution, des hypothèses qui seront justifiées 
ci-après et qui sont basées sur la cinétique des lois d’évolutions (vitesses de variation de 
certaines variables par rapport à d’autres) seront introduites. Nous nous appuierons pour cela 
sur les hypothèses proposées par Teodosiu. 
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Le modèle contient cinq lois d’évolutions sous forme d’équations différentielles. Vue la 
forme de ces équations et la nature de l’évolution des variables entre elles, des hypothèses 
s’avèrent intéressantes à prendre en compte afin de simplifier l’intégration du modèle. En 
effet, l’écrouissage cinématique X  évolue plus vite par rapport aux autres variables, suivi de 
l’écrouissage isotrope R  et enfin des variables internes S  et P . Ceci est dû à l’écart entre les 
vitesses de saturation de ces variables, traduit symboliquement par : 

 ,  ,  X R SD SL PC C C C C>> >  (3.124) 
 

Une autre grandeur qui a une variation rapide, notamment lors d’un changement du trajet 
de déformation, est la direction de l’écoulement plastique p p=N D D . 

Avec toutes ces observations, on peut introduire les hypothèses simplificatrices 
suivantes lors de l’intégration des lois d’évolution : 

• Les fonctions g  et h , qui interviennent dans la loi d’évolution (2.64) de DS , ainsi que 
la fonction satX  qui intervient dans (3.118), seront évaluées avec leurs valeurs du 
début d’incrément. 

• La normale N  sera prise constante et égale à sa valeur de fin d’incrément. 

Les lois d’évolution peuvent être intégrées ainsi par la méthode asymptotique, de telle 
façon à obtenir les variables internes en fin d’incrément comme fonctions uniquement des 
inconnues 1+nT  et λ∆  du système (3.100), c-à-d. 

 ( )1,n λ+= ∆y y T  (3.125) 
 

L’intégration asymptotique des lois d’évolution de DS  et LS  donne les expressions 
suivantes :  

 
( )

( )
( )( )1 1

C g h C g hSD n n SD n nn
Dn Dn sat

n n

gS S e S e
g h

λ λ− + ∆ − + ∆

+ = + −
+

 (3.126) 

 1 1
Ln

Ln L n
L n

+ +
= SS S

S
 (3.127) 

 
tel que 

 

1

1

L
L

L

n
n SL

L L L nn n
sat

Cn
S

λ
−

−
+

⎛ ⎞
= + ∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

S S  (3.128) 

 
où les fonctions g  et h  sont évaluées avec leurs valeurs du début d’incrément et s’expriment 
comme suit : 

 :1 1
2 :

n n
n sat

n n n

h
X

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

X N
n N

 (3.129) 
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( )

1 :                   si  : 0

1 : 1         autrementp

DnP
n n n n

SD P sat
n

n DnP
n n

SD P sat

SC
C C S

g
SC

C C S

⎧
− − ≥⎪ +⎪= ⎨

⎛ ⎞⎪ + −⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎩

P N P N

P N
 (3.130) 

 
Connaissant 1DnS +  et 

1L n+
S , 1n+S  est simplement déduit par 

 1 1 11 1
Ln

n D n n Ln n
L n

S+ + ++ +
= ⊗ +

S
S N N S

S
 (3.131) 

 
L’intégration asymptotique de la loi d’évolution de P  donne 

 ( )( )1 1 1 PC
n n n n e λ− ∆

+ += + − −P P N P  (3.132) 
 

La direction de l’écoulement plastique 1n+N  est fonction de 1+nT  et compte tenu des 
hypothèses citées précédemment, toutes les variables internes écrites ci-dessus à la fin de 
l’incrément sont fonction seulement de λ∆  et/ou de 1+nT  à travers 1n+N  ou 1nσ + . 

3.4.2.3.5 Réactualisation de la contrainte  

Après résolution du système (3.100), toutes les variables internes d’écrouissage peuvent 
être réactualisées. La contrainte peut être également réactualisée par 

 1 1 1 2
s

n n nσ+ + +′= +σ σ I  (3.133) 
 
où 1

s
nσ +  et 1n+′σ  sont simplement déduits à partir des relations suivantes : 

 1 1 1n n n+ + +′ = +σ T X  (3.134) 

 ( )1
s s
n n Ktrσ σ+ = + ∆ε  (3.135) 

3.4.2.3.6 Module tangent cohérent 

La différentielle totale de la loi hypo-élastique discrétisée (3.92) donne 

 ( ) ( ) ( )pD D D⎡ ⎤∆ = ∆ − ∆⎣ ⎦σ C : ε ε  (3.136) 

 
La différentielle totale de la loi d’écoulement plastique discrétisée (3.93) donne 

 ( ) ( ) ( ) ( )pD D D Dλ λ λ∆ = ∆ = ∆ + ∆ε V V V  (3.137) 
 
où le terme ( )D V  s’exprime comme suit : 
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 ( ) ( ) ( ): :D D D∂= =
∂
VV T Q T
T

 (3.138) 

 
et le terme ( )D λ∆  est déterminé à partir de la condition de cohérence 

 0DF D DYσ= − =  (3.139) 
 

Ce qui donne 

 ( ) ( )1 :
Y

YD D
H

λ ∂⎛ ⎞∆ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
V T

T
 (3.140) 

 
où YH   (voir le développement en annexe B) est donné par 
 

 
                     écouissage de Chaboche

      écouissage de Teodosiu
Y

R
YH

R f

λ
λ

λ λ

∂⎧
⎪∂ ∂∆⎪= = ⎨ ∂∂∆ ∂⎪ +⎪∂∆ ∂∆⎩

S
 (3.141) 

 
Charge élastique

1n+σ

( )1, 0n nF + <σ y

nσ

:∆ = ∆σ C ε

0F =

Décharge élastique

nσ

( )1, 0n nF + <σ y

1n+σ

:∆ = ∆σ C ε

0nF =

p∆ε

iσ

Charge élasto-plastique

nσ

:∆ = ∆σ C ε

( )1, 0n nF + >σ y

p
i∆ε

1n+σ( ): p∆ = ∆ − ∆σ C ε ε

essaiσ
0

p∆ =ε 0

( )1 1, 0n nF + + =σ y

 
 

Figure 3.2. Principe du schéma de prédiction élastique/correction plastique. 
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En remplaçant ( )D V  et ( )D λ∆  par leurs expressions respectives dans (3.137), on obtient 

une relation linéaire entre ( )pD ∆ε  et ( )D T  de la forme 

 ( ) ( )1 :p

Y

YD D
H

λ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞∆ = ⊗ − + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎣ ⎦

ε V V Q T
T

 (3.142) 

 
Avec la différentiation de l’équation (3.98), et après quelques développements, on obtient 

une relation linéaire entre ( )D T  et ( )ε∆D , de la forme 

 ( ) ( )12 :D G D−= ∆T Λ ε  (3.143) 
avec 

 4
1 12

Y Y

Y YG
H H

λ
λ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= + ⊗ − + ∆ + + ⊗ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∆ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

X XΛ I V V Q V
T T T

 (3.144) 

 
où 4′I  est le tenseur identité, déviatorique et symétrique d’ordre quatre. 

En remplaçant ( )D T  par son expression (3.143) dans (3.142), puis ( )pD ∆ε  par son 

expression (3.142) dans (3.136), on obtient finalement une relation linéaire entre ( )σ∆D  et 
( )ε∆D , où le module tangent cohérent appelé aussi algorithmique est simplement déduit par 

 ( )
( ) ( )lg 2 1

4
12 4 :A o

Y

D YK G G
D H

α λ −∆ ⎡ ⎤∂⎛ ⎞′= = ⊗ + − ⊗ − + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟∆ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

σ
C 1 1 I V V Q Λ

ε T
 (3.145) 

 
où 1α =  en charge plastique stricte et 0α =  en charge ou décharge élastique. 

3.4.2.3.7 Algorithme d’intégration 

L’implantation du modèle de comportement élasto-plastique nécessite une stratégie de 
résolution qui doit distinguer entre le comportement purement élastique (charge ou décharge 
élastique) et le comportement élasto-plastique où le critère de plasticité doit être vérifié 
( 0F = ) en fin d’incrément et où les variables internes doivent être réactualisées. 
L’algorithme de prédiction élastique/correction plastique, recommandé par plusieurs auteurs 
(Hughes, 1984 ; Chaboche et Cailletaud, 1996 etc.) est appliqué ici, car il permet une 
implantation directe de la forme discrétisée par le schéma implicite et il fournit également une 
détection numérique très simple des conditions de charge/décharge.  

La Figure 3.2 montre le principe de fonctionnement de cet algorithme et le Tableau 3.2 
illustre les grandes lignes à suivre pour intégrer le modèle de comportement. Le Tableau 3.3 
illustre les étapes de résolution par Newton-Raphson du système (3.101), permettant, après 
initialisation par prédiction élastique, de réactualiser la contrainte et les variables internes lors 
d’un chargement élasto-plastique (correction plastique). 
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Tableau 3.2 : Algorithme de prédiction/correction sur un incrément dans le repère 
tournant appliqué au modèle élasto-plastique. 
1. Données d’entrée : Incrément de déformation, contrainte et variables internes : 

ε∆ , nσ  et ny  

2. Prédiction élastique : 1 :essai
n n+ = + ∆σ σ C ε  

3. Vérifier le critère de plasticité : ( )1 1 , 0?essai essai
n n nF F+ += <σ y  

4. Si le comportement est élastique : 

Mise à jour des variables : 1 1
essai

n n+ +=σ σ  et nn yy =+1   aller à 8. 

Sinon (c-à-d. comportement élasto-plastique), continuer. 

5. Initialisation : 1 1
essai

n n n+ +′= −T σ X  et 0=∆λ  

6. Réactualiser 1+nT  et λ∆  : appliquer l’algorithme du Tableau 3.3. 

7. Mise à jour des variables : 

1+ny  avec (3.125). 

1n+σ  avec (3.133). 

8. Calculer le module tangent cohérent lgA oC  avec (3.145). 

9. Retourner 1+nσ  et lgA oC  pour vérifier l’équilibre. 

Remarque 1 :  

La détection d’un comportement purement élastique tel que nous l’avons implanté s’écrit 

 ( ) ( )1 01essai essai
n ne Yσ σ += < +T  (3.146) 

 
Qui peut s’écrire également sous la forme 

 ( ) 0
essai essai

n nF Y e Yσ= − <  (3.147) 
 
où 0 1e <<  est un paramètre numérique positif à fixer par l’utilisateur. 

Ce critère offre une souplesse vis-à-vis de l’application du schéma de 
prédiction/correction. En effet, pour un incrément de déformation générant une très faible 
sortie de la surface de plasticité, l’incrément peut être considéré élastique, et donc il n’est pas 
nécessaire de résoudre le système itératif, quoique en toute rigueur on génère une très faible 
déformation plastique. 
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Tableau 3.3 : Algorithme de résolution par Newton-Raphson du système réduit. 
1. Récupérer le vecteur solution initiale : 1 ,0

Tessai
sol n+⎡ ⎤= ⎣ ⎦f T  

2. Boucle sur les itérations de Newton-Raphson : 

Répéter de 1i =  

2.1. Calculer le Jacobien :
i

i
d

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A c
J

b
 

2.2. Calculer le résidu : 
i

i

F ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

G
R  

2.3. Vérifier le critère de convergence de la solution : toli ≤R  

Si oui : sortir de la boucle et aller à 3. Sinon continuer. 

2.4. Résoudre le système linéaire :  
1

      i i i i i i
sol solδ δ

−
⎡ ⎤= − ⇒ = − ⎣ ⎦J f R f J R  

2.5. Réactualiser la solution : i
sol

i
sol

i
sol fff δ+=+1  

Jusqu’à maxi i= . 

2.6. Message d’arrêt : divergence de l’algorithme. 

3. Extraire 1+nT  et λ∆  de i
solf  et retour à la suite du Tableau 3.2. 

Remarque 2 :  

Le critère de convergence de la solution s’exprime comme suit : 

 1
max max 0   /   i

ntol tol e Y+ ≤ =R  (3.148) 
 
où la tolérance de convergence maxtol  n’est pas tout à fait constante, mais elle est 
proportionnelle à la taille de la surface de charge évaluée avec les variables du début 
d’incrément. 

3.4.3 Cas du modèle élasto-plastique couplé à l’endommagement 

Dans ce qui a précédé, seul le problème de résolution de la loi de comportement élasto-
plastique a été examiné en utilisant différents schémas d’intégration et différentes méthodes 
de résolution. Nous allons traiter maintenant le cas du modèle élasto-plastique couplé à 
l’endommagement. Pour intégrer ce modèle, nous allons utiliser uniquement la dernière 
méthode qui consiste à intégrer les équations du modèle avec un schéma implicite, plus 
particulièrement le schéma asymptotique, et une réduction du nombre d’équations à résoudre 
par Newton-Raphson (méthode de résolution adaptative). Ce choix est justifié par la précision 
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et la stabilité des schémas d’intégration implicites, tout en ayant la possibilité d’augmenter 
l’incrément de chargement. 

3.4.3.1 Forme discrétisée 

La forme discrétisée de la loi d’élasticité couplée à l’endommagement nous donne 
l’incrément de la contrainte effective par 

 ( )e p∆ = ∆ = ∆ − ∆σ C : ε C : ε ε  (3.149) 
 

Cette expression peut être développée et prendre la forme suivante : 

 ( ) ( )1 11 p
n n nd+ +

⎡ ⎤= − + ∆ − ∆⎣ ⎦σ σ C : ε ε  (3.150) 

 
où ( )/ 1n n nd= −σ σ . Comme on peut le constater, la contrainte en fin d’incrément dépend non 
seulement de l’incrément de la déformation plastique, mais aussi de la variable 
d’endommagement en fin d’incrément.  

La forme discrétisée de la loi d’écoulement associée est obtenue par intégration de type 
Euler implicite et l’incrément de la déformation plastique est donné ainsi par 

 1 1
1 1

1
1

p
n n

n n

F
d

λ λ λ+ +
+ +

∂∆ = ∆ = ∆ = ∆
∂ −

ε V V
σ

 (3.151) 

 
Les lois d’évolution des variables internes sont intégrées par le schéma asymptotique et 

l’ensemble des variables internes sont données par 

 1 1( , , )n n λ+ +∆ = ∆y h y σ  (3.152) 
 
où le vecteur y  inclue les variables d’écrouissage et la variable d’endommagement. 

A ces équations, on rajoute le critère de plasticité à vérifier avec les variables de fin 
d’incrément, c-à-d. 

 1 1 1 0n n nF Yσ+ + += − =  (3.153) 

3.4.3.2 Forme réduite 

Les expressions (3.150) à (3.153) constituent un système d’équations algébriques non 
linéaires à résoudre afin de réactualiser l’ensemble des variables du modèle de comportement. 
La démarche à suivre consiste en première étape à réduire la taille du système à résoudre par 
Newton-Raphson, et d’en déduire par la suite le reste des variables explicitement. La 
démarche est très similaire à celle développée pour la résolution adaptative du modèle élasto-
plastique sans endommagement. 
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On décompose d’abord la contrainte de Cauchy effective 1n+σ  en une partie déviatorique 
et une partie sphérique, c-à-d.  

 1 2 2 p
n n G G+′ ′ ′= + ∆ − ∆σ σ ε ε  (3.154) 

 ( ) ( ) ( )1 1
1 3 3

s
n n+1 nσ tr tr Ktr+ = = + ∆σ σ ε  (3.155) 

 
De la forme (3.152), on extrait la contrainte de rappel de fin d’incrément par 

 1n n+ = + ∆X X X  (3.156) 
 

Par la soustraction de cette contrainte de rappel de l’équation (3.154), on obtient 

 1 1 12 2n n n n nG G λ+ + +′ ′ ′− = − + ∆ − ∆ − ∆σ X σ X ε V X  (3.157) 
 

En définissant une autre variable ′= −T σ X , cette dernière équation s’écrit sous la forme  

 1 12 2n n nG G λ+ +′= + ∆ − ∆ − ∆T T ε V X  (3.158) 
 

D’un autre coté, le critère de plasticité doit être satisfait à la fin de l’incrément pour un 
chargement élasto-plastique avec endommagement, c-à-d. 

 ( ) ( )1 1, 0n nYσ λ+ +− ∆ =T T  (3.159) 
 

Il est à noter que pour les modèles de comportement considérés et les surfaces de charge 
associées, la contrainte effective équivalente 1nσ +  est fonction uniquement de la contrainte 
effective efficace 1n+T . Comme pour l’intégration du modèle élasto-plastique, et moyennant 
les considérations faites sur la cinétique des lois d’évolutions (variables internes à variation 
lente ou rapide), on peut montrer que 1nY +  et ∆X  ne dépendent plus que du couple 1n+T  et 

λ∆ . En revanche, la direction de l’écoulement plastique 1n+V  est fonction de 1n+T  et de la 
variable d’endommagement 1nd + . Dans ces conditions, (3.158) et (3.159) forment un système 
de sept équations algébriques non linéaires (au maximum) qui s’écrit sous la forme 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 1 1 1

1 1

2 2 , ,

0,

n n n n n

n n

G G d

Y

λ λ

σ λ
+ + + +

+ +

⎡ ⎤′− − ∆ + ∆ + ∆ ∆ ⎡ ⎤⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥− ∆ ⎣ ⎦⎣ ⎦

T T ε V T X T 0

T T
 (3.160) 

 
Ce système est néanmoins sous-déterminé (sept équations pour huit inconnues scalaires 
1,n λ+ ∆T  et 1nd + ) à cause du couplage avec l’endommagement. Comme le seul terme où la 

variable 1nd +  apparaît est la direction de l’écoulement plastique V , nous prendrons la variable 
endommagement, pour la résolution de ce système, avec sa valeur au début de l’incrément, 
soit nd . Dans ces conditions, on peut résoudre le système implicite par la méthode de 
Newton-Raphson pour le calcul de 1n+T  et λ∆  et ceci de façon très similaire à celle utilisée 
pour le modèle élasto-plastique non-couplé. Il est à noter aussi que le modèle 
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d’endommagement considéré contient un paramètre seuil d’endommagement. Ainsi, 
l’hypothèse faite sur 1nd +  n’affecte pas la résolution sur une bonne partie du trajet de 
chargement. Sur la partie où l’endommagement s’active, nous veillerons à prendre des pas de 
chargement suffisamment petits pour préserver la précision globale. 

3.4.3.3 Résolution par Newton-Raphson 

Le système (3.160) peut s’écrire sous la forme symbolique 

 ( )1, 0n F
λ+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∆ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G 0
R T  (3.161) 

 
L’application de la méthode de Newton-Raphson revient à adopter un schéma itératif sur 

le système linéarisé suivant 

 
i

i iδ∂ = −
∂
R z R
z

 (3.162) 

 
où le vecteur inconnu z  et la matrice Jacobienne J  sont donnés, respectivement, par 

 1n

λ
+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥∆⎣ ⎦

T
z  (3.163) 

 
[ ] [ ]
[ ] d
⎡ ⎤∂= = ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

A cRJ
bz

 (3.164) 

 
et les termes A , b , c  et d  sont donnés, respectivement, par 

 ∂=
∂
GA
T

 (3.165) 

 F∂=
∂

b
T

 (3.166) 

 
λ

∂=
∂∆

Gc  (3.167) 

 Fd
λ

∂=
∂∆

 (3.168) 

 
A partir des expressions de G  et F , on déduit A , b , c  et d  par 

 2G λ ∂∆= + ∆ +
∂

XA I Q
T

 (3.169) 

 Y Yσ∂ ∂ ∂= − = −
∂ ∂ ∂

b V
T T T

 (3.170) 

 2G
λ

∂∆= +
∂∆

Xc V  (3.171) 
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 Yd
λ

∂= −
∂∆

 (3.172) 

où  

 ∂=
∂
VQ
T

 (3.173) 

 
Plusieurs termes sont à définir dans le système (3.161). Les expressions de σ , V  et Q  

dépendent de la surface de charge choisie. Les expressions de ∆X , Y  et des dérivées ∂∆
∂

X
T

, 

λ
∂∆
∂∆

X , Y∂
∂T

 et Y
λ

∂
∂∆

 dépendent du modèle d’écrouissage, ainsi que du schéma d’intégration 

implicite. Les expressions de ces termes sont données en annexe B. 

3.4.3.4 Intégration des modèles d’écrouissage/endommagement 

L’intégration des deux modèles d’écrouissage couplés à l’endommagement par le schéma 
asymptotique est donnée ci-dessous. 

i. Ecrouissage de Chaboche-Marquis/endommagement 

L’intégration par le schéma asymptotique des lois d’évolution de R  et X  donne 

 ( )( )1 1 RC
n n sat nR R R R e λ− ∆

+ = + − −  (3.174)  

 ( )( )1 1 1 XC
n n sat n nX e λ− ∆

+ += + − −X X n X  (3.175) 
 
où 

 1
1

1

n
n

nσ
+

+
+

= Tn  (3.176) 

 
Comme on peut le constater, les termes 1nR +  et 1n+X  sont fonctions uniquement de 1n+T  et 

λ∆ , et donc ils peuvent être réactualisés explicitement après résolution du système (3.161). 

ii. Ecrouissage de Teodosiu-Hu/endommagement 

Pour intégrer les lois d’évolution de ce modèle, nous nous appuyons sur les mêmes 
hypothèses introduites au § 3.4.2.3.4, relatives à la cinétique des lois d’évolutions (vitesses de 
variation de certaines variables par rapport à d’autres). Ceci permet de rester dans le cadre de 
l’algorithme général de la méthode de résolution adaptative. 

 ( )( )1 1 RC
n n sat nR R R R e λ− ∆

+ = + − −  (3.177) 
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 ( )( )1 1 1 1 XCsat
n n n n nX e λ− ∆

+ + += + − −X X n X  (3.178) 

 ( )( )1 1 1 PC
n n n n e λ− ∆

+ += + − −P P N P  (3.179) 

 
( )

( )
( )( )1 1

C g h C g hSD n n SD n nD D n
n n sat

n n

gS S e S e
g h

λ λ− + ∆ − + ∆

+ = + −
+

 (3.180) 

 
1

1 1

L
L

L

nL LnL L Ln SL n
n n n L nL L

satn n

Cn
S

λ
−

−

+ +

⎛ ⎞
= = + ∆⎜ ⎟

⎝ ⎠

S SS S S
S S

 (3.181) 

 
où les fonctions g et h  sont évaluées avec leurs valeurs du début d’incrément et s’expriment 
comme suit : 

 :1 1
2 :

n n
n sat

n n n

h
X

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

X N
n N

 (3.182) 

 

 

( )

1 :                   si  : 0

1 : 1         autrementp

DnP
n n n n

SD P sat
n

n DnP
n n

SD P sat

SC
C C S

g
SC

C C S

⎧
− − ≥⎪ +⎪= ⎨

⎛ ⎞⎪ + −⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎩

P N P N

P N
 (3.183) 

 
Connaissant 1

D
nS +  et 

1L n+
S , 1n+S  et sa norme sont simplement déduits par 

 1 1 1 1 1
  D Ln

n n n n L n
L n

S+ + + + +
= ⊗ + SS N N S

S
 (3.184) 

 
2 2

1 11
L D
n nn

S+ ++
= +S S  (3.185) 

 
Egalement ici, toutes les variables ( 1nR + , 1n+X , 1n+P  et 1n+S ) sont fonctions de 1n+T  et λ∆ , 

ce qui permet de les réactualiser explicitement après résolution du système (3.161), par 

 1 1( , )n n n λ+ += + ∆ ∆y y y T  (3.186) 

3.4.3.5 Intégration de la loi d’évolution de l’endommagement  

Dans l’intégration précédente des variables internes d’écrouissage, la variable 
d’endommagement de fin d’incrément 1nd +  n’intervenait pas explicitement dans la résolution 
du système (3.161). Cette variable d’endommagement intervient néanmoins dans la mise à 
jour de la contrainte et également comme valeur initiale pour le système (3.161) au prochain 
incrément. Sa loi d’évolution sera intégrée aussi suivant le schéma asymptotique pour être 
cohérent avec le schéma d’intégration des lois d’évolution des autres variables internes.  
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Dans le chapitre 2, équation (2.114), le taux de restitution d’énergie élastique eY  a été 
défini et son expression donnée en fonction de la contrainte σ . Dans cette dernière écriture, la 
variable d’endommagement apparaît explicitement. Nous allons réécrire ce même taux de 
restitution d’énergie élastique eY  mais cette fois en termes de la contrainte effective avec ses 
parties déviatorique et sphérique. On obtient ainsi la forme : 

 ( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2

2 1 3 1 2
2 3

s

e

J
Y

E J
σ σν ν

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= + + − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.187) 

 
où ( )2J σ  est la contrainte effective équivalente au sens de von Mises, c-à-d. 

( ) 3
2 2 :J σ ′ ′= σ σ , et 1

3 ( )s trσ = σ  est la contrainte effective hydrostatique. 

Sous la forme ci-dessus du taux de restitution d’énergie, l’intégration asymptotique de la 
loi d’endommagement (2.119) est possible. En effet une fois le système (3.161) résolu, la 
contrainte effective à la fin du pas 1n+σ  est connue par la réactualisation suivante : 

 1 1 1n n n+ + +′ = +σ T X  (3.188) 

 ( )1
s s
n n Ktrσ σ+ = + ∆ε  (3.189) 

  
et donc la fonction 1

e
nY +  est complètement connue. Après quelques développements, 

l’intégration de la variable d’endommagement conduit à l’expression suivante : 

 ( ) ( )
1

1
1 1

1 1

1

1 1 1     si 

                                                                    sinon

se e
e en i

n n n i

n n

Y Yd d Y Y
S

d d

β
β β λ

+
+ +

+ +

+

⎡ ⎤⎛ ⎞−= − − − + ∆ ≥⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=

 (3.190) 

 
où 1

e
nY +  est donné par 

 ( ) ( ) ( ) ( )

22
2 1 1

1
2 1

2 1 3 1 2
2 3

s
ne n

n
n

J
Y

E J
σ σν ν

σ
+ +

+
+

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= + + − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.191) 

3.4.3.6 Réactualisation de la contrainte 

Après résolution du système (3.161), toutes les variables internes d’écrouissage peuvent 
être réactualisées et également celle de l’endommagement. La contrainte peut être ainsi 
réactualisée par 

 1 1 1 2
s

n n nσ+ + +′= +σ σ I  (3.192) 
 
où 1

s
nσ +  et 1n+′σ  sont simplement déduits à partir des relations suivantes : 
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 ( )( )1 1 1 11n n n nd+ + + +′ = − +σ T X  (3.193) 

 ( ) ( )1 11s s
n n nd Ktrσ σ+ + ⎡ ⎤= − + ∆⎣ ⎦ε  (3.194) 

3.4.3.7 Module tangent cohérent 

Nous nous plaçons dans le cas de l’élasticité isotrope. La différentielle de (3.149) donne 

 ( ) ( )1 : 1 2 pD d D d GD Dd∆ = − ∆ − − ∆ −σ C ε ε σ  (3.195) 
 

On cherche maintenant à construire une relation linéaire entre pD∆ε  et D∆ε , et 
également entre Dd  et D∆ε . 

Pour pD∆ε , on a 

 pD D Dλ λ∆ = ∆ + ∆ε V V  (3.196) 
 
où D λ∆  et DV  sont donnés, respectivement, par 

 ( )1 :
Y

YD D
H

λ ∂⎛ ⎞∆ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
V T

T
 (3.197) 

 :D D=V Q T  (3.198) 
 
où YH   (voir le développement en annexe B) est donné par 

 
                     écouissage de Chaboche

      écouissage de Teodosiu
Y

R
YH

R f

λ
λ

λ λ

∂⎧
⎪∂ ∂∆⎪= = ⎨ ∂∂∆ ∂⎪ +⎪∂∆ ∂∆⎩

S
 (3.199) 

 
Par substitution de D λ∆  et DV  par leur expression respective dans (3.196), on aura 

 1 :p

Y

YD D
H

λ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞∆ = ⊗ − + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎣ ⎦

ε V V Q T
T

 (3.200) 

 
Ensuite, en remplaçant pD∆ε  par cette dernière expression dans (3.195), on aura 

 ( ) ( )  
11 1 2 :

Y

YD d D d G D Dd
H

λ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞∆ = − ∆ − − ⊗ − + ∆ −⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎣ ⎦

σ C : ε V V Q T σ
T

 (3.201) 

A ce stade, on cherche à trouver une relation entre DT  et D∆ε . On différenciant 
l’équation (3.158) on trouve : 

 12 :D G D−= ∆T Λ ε  (3.202) 
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où 

 4
1 12

Y Y

Y YG
H H

λ
λ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= + ⊗ − + ∆ + + ⊗ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∆ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

X XΛ I V V Q V
T T T

 (3.203) 

 
Par ailleurs, la différentiation de l’équation (3.190) donne 

 e
e

d dDd D DY
Y

λ
λ

∂ ∂= ∆ +
∂∆ ∂

 (3.204) 

 
Ensuite, la différentiation de l’équation (3.187) donne 

 2 11 1: 4 : : 3 :
2

s
e

Y

YDY G D D
G H

λ −⎧ ⎫⎡ ⎤∂⎪ ⎪⎛ ⎞′= − ⊗ − + ∆ ∆ + ∆⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
σ C V V Q Λ ε σ ε

T
 (3.205) 

 
En utilisant les équations (3.197), (3.202), (3.204) et (3.204), la contribution  Dd−σ  au 

module tangent cohérent peut s’écrire sous la forme suivante : 

 

2 1

1

 
1 1: 4 : :

2

2              3 :   : :

e Y

s

e Y

d YDd G D
Y G H

d G d YD D
Y H

λ

λ

−

−

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞′− = − ⊗ − ⊗ − + ∆ ∆⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ⊗ ∆ − ⊗ − ∆⎜ ⎟∂ ∂∆ ∂⎝ ⎠

σ σ σ C V V Q Λ ε
T

σ σ ε σ V Λ ε
T

 (3.206) 

 
Finalement, en remplaçant  Dd−σ  par son expression ci-dessus dans l’équation (3.201), 

puis DT  par son expression (3.202) dans l’équation (3.201), nous obtenons la relation 
linéaire suivante entre D∆σ  et D∆ε  : 

 

( ) 2 1

2 1

1

11 4 : :

1 1          : 4 : :
2

2          3 :   : :

Y

e Y

s

e Y

YD d G D
H

d YG D
Y G H

d G d YD D
Y H

λ

λ

λ

−

−

−

⎧ ⎫⎡ ⎤∂⎪ ⎪⎛ ⎞∆ = − − ⊗ − + ∆ ∆⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞′− ⊗ − ⊗ − + ∆ ∆⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ⊗ ∆ − ⊗ −⎜ ⎟∂ ∂∆ ∂⎝ ⎠

σ C V V Q Λ ε
T

σ σ C V V Q Λ ε
T

σ σ ε σ V Λ
T

∆ε

 (3.207) 
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où le module tangent cohérent est simplement déduit par 

( )lg 2 1

2 1

1

11 4 :

1 1          : 4 :
2

2         3   :

A o

Y

e Y

s

e Y

Yd G
H

d YG
Y G H

d G d Y
Y H

λ

λ

λ

−

−

−

⎧ ⎫⎡ ⎤∂⎪ ⎪⎛ ⎞= − − ⊗ − + ∆⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞′− ⊗ − ⊗ − + ∆⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ⊗ − ⊗ −⎜ ⎟∂ ∂∆ ∂⎝ ⎠

C C V V Q Λ
T

σ σ C V V Q Λ
T

σ σ σ V Λ
T

 (3.208) 

 

A noter que dans le cas où il n’y a pas d’endommagement : 0d = , 0d
λ

∂ =
∂∆

, 0
e

d
Y

∂ =
∂

, 

=T T , =V V  et =Q Q , nous retrouvons exactement l’expression (3.145) du module tangent 
cohérent développé pour le modèle élasto-plastique. 

Tableau 3.4 : Algorithme de prédiction/correction sur un incrément dans le repère 
tournant appliqué au modèle élasto-plastique couplé à l’endommagement. 
1. Données d’entrée : 

Incrément de déformation, contrainte et variables internes : ε∆ , nσ  et ny  

2. Prédiction élastique : 1 :essai
n n+ = + ∆σ σ C ε  

3. Vérifier le critère de plasticité : ( )1 1 , 0?essai essai
n n nF F+ += <σ y  

4. Si le comportement est élastique : 

Mise à jour des variables : ( )1 11 essai
n n nd+ += −σ σ  et nn yy =+1   aller à 8. 

Sinon (c-à-d. comportement élasto-plastique/endommagement) : continuer. 

5. Initialisation : 1 1
essai

n n n+ +′= −T σ X  et 0=∆λ  

6. Réactualiser 1n+T  et λ∆  : résolution par Newton-Raphson du système (3.160) 
(similaire à l’algorithme du Tableau 3.3). 

7. Mise à jour des variables : 

1+ny  avec (3.186). 

1n+σ  avec (3.192). 

8. Calculer le module tangent cohérent lgA oC  avec (3.208). 

9. Retourner 1+nσ  et lgA oC  pour vérifier l’équilibre. 
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3.4.3.8 Algorithme d’intégration 

Nous allons appliquer l’algorithme de prédiction élastique/correction plastique, utilisé 
précédemment pour l’implantation du modèle élasto-plastique. Les grandes lignes de 
l’algorithme restent les mêmes, mais quelques légères modifications sont néanmoins 
nécessaires. Seule l’inconnue 1n+T  est à remplacer par 1n+T  ; de même les termes intervenants 
dans la matrice Jacobienne et le second membre sont à recalculer avec ces nouvelles 
variables. 

Le Tableau 3.4 illustre les différentes étapes à suivre pour l’implantation du modèle. Pour 
la résolution par Newton-Raphson, la démarche est similaire à celle donnée au Tableau 3.3. 

3.5 Implantation du critère de localisation de Rice 

Nous allons nous intéresser dans cette partie à l’implantation du critère de localisation de 
Rice. Rappelons que les développements théoriques relatifs à ce critère et son couplage avec 
les modèles de comportement considérés sous le formalisme des grandes déformations sont 
donnés au § 2.6.2. Nous allons résumer ici le problème que l’on veut résoudre. Il s’agit de 
rechercher essentiellement les deux informations suivantes : 

1. Trouver le moment de l’apparition des premières bandes de localisation, c-à-d. lorsque 
le tenseur acoustique devient singulier ( { }det . . 0=n nL ). Cette information permettra 
de trouver l’état de contrainte et de déformation correspondant à l’apparition de la 
striction localisée. Ainsi, nous pouvons les exploiter pour tracer des courbes limite de 
formage à localisation en déformations ou en contraintes. 

2. Trouver les orientations de toutes ces bandes au moment où le critère est vérifié, c-à-d. 
lorsque { }det . . 0=n nL . C’est une information importante, car elle permet de donner 
une idée sur les directions possibles de déchirure dans des tôles en mise forme. 

3.5.1 Formulation du problème de minimisation  

Pour un état de contraintes et de déformations donné, la détection de la localisation par ce 
critère peut être vue comme un problème de minimisation d’une fonction scalaire formulé 
comme suit : 

 
( )

( ) { }
minimiser  avec 1

det . .

f

f

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

n n

n n nL
 (3.209) 

  
Dans le cas où ( )min 0f >⎡ ⎤⎣ ⎦n , alors il n’y a pas de localisation au point matériel 

considéré. Sinon, ( )  / 0loc locf∃ =n n , ce qui correspond au moment de l’apparition de la 
localisation, avec locn  qui désigne toutes les directions normales aux bandes ainsi formées. 

Ce problème de minimisation a été souvent traité dans la littérature dans le cas 
bidimensionnel (par exemple, Lemaitre et al., 2000). Pour les tôles ceci revient à considérer 
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uniquement le plan de la tôle. En d’autres termes, la normale à la bande a été supposée rester 
dans le plan de la tôle, ce qui simplifiait considérablement la résolution du problème (3.209), 
car la direction n  pouvait être définie avec un seul paramètre en coordonnées polaires, c-à-d.  

 
1

1

cos
sin

0

ψ
ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

n  (3.210) 

 
Dans ces conditions, résoudre (3.209) revient à minimiser une fonction à une seule 

variable scalaire. Pour des chargements simples, telle que la traction uniaxiale ou le 
cisaillement simple, des solutions analytiques peuvent être retrouvées (Doghri et Billardon, 
1995 ; Lemaitre et al., 2000 etc.). Par contre dans le cas le plus général (3D), le recours à des 
méthodes numériques de résolution est nécessaire (par exemple, Keryvin, 1999). Une 
méthode itérative de type Newton-Raphson peut donner des résultats satisfaisants si la 
fonction à minimiser est suffisamment régulière. Néanmoins, dans le cas où plusieurs minima 
se présentent, ce qui correspond à la formation de plusieurs bandes de localisation, la méthode 
peut faillir, car une seule direction est détectée. D’un autre côté, cette hypothèse qui consiste à 
ne considérer que des bandes perpendiculaires à un plan fixe nous semble trop restrictive et 
parfois difficile à justifier physiquement compte tenu du caractère tridimensionnel de la 
déformation. Ainsi, nous allons nous affranchir de cette hypothèse simplificatrice et traiter le 
problème en 3D. 

La normale n  à la bande de localisation peut être exprimée en coordonnées sphériques par  

 
2 1

2 1 1 2

2

sin cos
sin sin     / 0 2   et  0
cos

ψ ψ
ψ ψ ψ π ψ π
ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ≤ < ≤ ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

n  (3.211) 

 
où la Figure 3.3 montre les angles 1ψ  et 2ψ  définissant cette normale. 

X

≤ ≤10 ψ 2π

≤ ≤2
π0 ψ
2

Y

N

n

 
 
 

Figure 3.3. Angles définissants la normale à la bande de localisation 
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Notons qu’avec la propriété ( ) . . ( )f f= = −n n n nL , l’espace de recherche peut être réduit à 
la moitié des directions possibles. Ce qui revient à prendre par exemple : 

 1 20 2 ,         0
2
πψ π ψ≤ < ≤ ≤  (3.212) 

3.5.2 Calcul du tenseur acoustique et algorithme de résolution 

L’expression du tenseur acoustique . .n nL  est donnée ici sous la forme développée :  

( )
( )
( )

2
1 1 1 1 2 1 2 2 1

2
2 2 2 1 3 1 3 3 1

2
3 3 3 2 3 2 3 3 2

              

              

jk i ijkl l jk jk jk

jk jk jk

jk jk jk

H n n n n n

n n n

n n n

= = + +

+ + +

+ + +

L L L L

L L L

L L L

 

 
L’expression de son déterminant peut être également développée analytiquement pour 

donner le problème de minimisation suivant 

 
( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2

minimiser ,  avec 0 2  et 0
2

, det jk

f

f H

πψ ψ ψ π ψ

ψ ψ

⎧ ≤ < ≤ ≤⎪
⎨
⎪ =⎩

 (3.213) 

 
Il est à noter que peu de travaux ont été consacrés à la résolution de ce problème avec 

l’application au calcul de structures en 3D. Keryvin (1999) a proposé une méthode composée 
de deux étapes : 

1. Discrétisation en n  valeurs 1
iψ  de l’intervalle de variation de 1ψ . 

2. Résolution de l’équation ( )1 2, 0if ψ ψ =  pour chacune des valeurs 1
iψ  par une méthode 

itérative (Newton-Raphson par exemple). 

Cette méthode ne garantit pas de retrouver tous les minima possibles et dépend fortement 
de la discrétisation de l’intervalle de variation de 1ψ . 

Une autre méthode proposée par le même auteur, consiste à : 

1. Déterminer en première approximation des minima de f  par discrétisation des 
intervalles de variation de 1ψ  et 2ψ , puis calcul de f  en chacune de ces valeurs 
discrètes. 

2. Calculer des minima par une méthode itérative (méthode des gradients ou des 
gradients conjugués par exemple). 

Cette méthode ne converge que si f  est suffisamment régulière.  
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Face à la difficulté de trouver une méthode donnant tous les minima possibles de f , nous 
avons fait le choix de travailler avec une méthode assez simple, bien qu’elle soit coûteuse en 
temps de calcul et qui consiste à 

1. Discrétiser en n  valeurs 1
iψ  l’intervalle de variation de 1ψ  et m  valeurs 2

jψ  
l’intervalle de variation de 2ψ . 

2. Calculer pour tous les couples ( )1 2,i jψ ψ  les valeurs ijf  correspondantes et tester si les 

minima vérifient la condition 0ijf = . Les couples ( )1 2,i jψ ψ  correspondants à ces 
minima définissent les directions normales aux bandes de localisation. 

Notons que la précision de cette méthode est liée à l’incrément de discrétisation ψ∆  des 
intervalles de variation de 1ψ  et 2ψ . L’erreur ainsi commise sur la prédiction de la direction 
n  est de l’ordre de ψ±∆ . Le temps CPU est d’autant plus important que la discrétisation 

ψ∆  est fine. Néanmoins, la méthode est très efficace, car toutes les directions possibles 
peuvent être retrouvées par cette stratégie. 

 

 

Tableau 3.5 : Algorithme de calcul du module tangent analytique de localisation  
pour le modèle élasto-plastique-endommagement dans la routine UVARM. 

1. Récupérer les variables de ABAQUS, données en fin d’incrément dans le 
repère tournant :   

⎯ ˆ Iσ , ˆ
IV , d , Hλ , α  

2. Passer de la notation vectorielle de Voigt à la notation tensorielle : 
⎯ ( ) ijI Voigt σσ ˆˆ →  

⎯ 
ˆ ˆ( )I ijV Voigt V→  

3. Changement de repère pour avoir les variables dans le repère global : 
⎯ kljlikij RR σσ ˆ=  

⎯ 
ˆ

ij ik jl klV R R V=  
4. Calculer le module tangent pour la localisation dans le repère global : 

⎯ 1 2 3ijkl ijkl ijkl ijkl ijklL L L L= + − −L  
Avec : 

⎯ 
( )224 1 2ij kl d ij kl

ijkl ijkl

G d V V GH V
L C

H Hλ λ

σ
α
⎛ ⎞− ⊗ ⊗
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

⎯ 1 ij klijklL σ δ=  

⎯ 1
2 2 ik lj il kjijklL δ σ δ σ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

⎯ 1
3 2 ik lj il jkijklL σ δ σ δ⎡ ⎤= −⎣ ⎦   
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Ce critère de localisation a été implanté dans le code ABAQUS/Standard via la routine 
utilisateur UVARM, afin de l’appliquer directement lors de calculs de structures. 
L’algorithme développé est composé de deux parties. La première partie consiste à calculer le 
module tangent constituant le tenseur acoustique et qu’il convient d’introduire dans le critère 
de localisation à la fin de l’incrément. Le Tableau 3.5 donne quelques éléments de son calcul 
dans la routine UVARM. La deuxième partie consiste à traiter le problème de minimisation 
(3.213) suivant la méthode proposée. Le Tableau 3.6 illustre la procédure d’implantation du 
critère de localisation. 

3.6 Conclusion 

Ce chapitre a été consacré entièrement à l’implantation de l’ensemble des modèles de 
comportement et du critère de localisation développés au Chapitre 2. Trois points ont été 
abordés dans ce chapitre. 

1. Une étude détaillée et approfondie sur l’intégration numérique des modèles de 
comportement élasto-plastique. Nous avons explicité deux grandes méthodes 
d’intégration : les schémas explicites et les schémas implicites. Avec chaque schéma, 
nous avons construit des algorithmes d’intégration à implanter directement dans les 
codes de calcul par éléments finis. Le module tangent cohérent relatif à chaque schéma 
d’intégration a été développé.  

Tableau 3.6 : Algorithme d’implantation du critère de localisation. 
1. Récupérer le module tangent L (algorithme du Tableau 3.5). 

2. Initialiser le déterminant minimum à une valeur maximale.  

⎯ maxdetmindet =  

3. Recherche de la direction minn , correspondant au déterminant minimum 

Choix du pas de balayage : 1ψ∆ , 2ψ∆  

⎯ Aller de 01 =ψ  

⎯ Aller de 02 =ψ  

 Calculer ( ) { }det . .f =n n nL  pour ( )21 ,ψψn  

 Si ( ) det minf <n , alors :  

( )min 1 2,ψ ψ=n n  

{ }det min det . .= n nL  

⎯ Jusqu’à πψ =2  

⎯ Jusqu’à 1 2ψ π=  
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2. Une deuxième étude a été consacrée à l’implantation du modèle élasto-plastique 
couplé à l’endommagement, en généralisant l’algorithme de résolution par intégration 
implicite du modèle élasto-plastique et en réduisant le nombre d’équations à résoudre 
par la méthode de Newton-Raphson. Comme précédemment, le module tangent 
cohérent a été développé. 

3. Enfin, nous avons traité le problème d’implantation du critère de localisation de Rice. 
Un algorithme a été développé de telle manière à l’implanter directement dans un code 
de calcul par éléments finis (dans notre cas ABAQUS/Standard) dans la perspective 
des applications directes sur des structures en mise en forme. 

Le prochain chapitre sera consacré à l’étude approfondie des capacités de chaque 
algorithme d’intégration des modèles de comportements introduits. La validation de ces 
schémas d’intégration numérique constitue une étape importante avant de les appliquer sur 
des structures beaucoup plus complexes. Egalement, des essais rhéologiques à trajets directs 
et séquentiels sur un point matériel et sur de simples structures seront simulés. Pour le critère 
de localisation de Rice, son application sera abordée au chapitre 5, notamment pour le tracé de 
courbes limite de formage à localisation. 
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4.1 Introduction 

Nous analysons dans ce chapitre trois aspects relatifs, respectivement, à la performance 
des algorithmes d’intégration développés au chapitre précédent, à la capacité des modèles 
d’écrouissage (classique et microstructural) introduits au chapitre 2 à reproduire les 
phénomènes de changement de trajets de déformation, et enfin, à la capacité de ces modèles à 
reproduire les mêmes phénomènes dans le cadre d’un calcul de structures par éléments finis. 

Pour les schémas d’intégration des lois de comportement, il est aujourd’hui largement 
admis qu’ils ont une influence directe sur la qualité des solutions obtenues. Pour montrer les 
performances et aussi les limites des principaux schémas d’intégration développés, une étude 
comparative sera entreprise en premier lieu de ce chapitre. Les critères de base pour qualifier 
la performance d’un schéma sont la précision de la solution recherchée et le temps CPU 
nécessaire pour l’obtenir. Nous nous basons sur des simulations de simples essais 
rhéologiques pour réaliser cette étude. 

Afin d’appliquer par la suite les modèles de comportement avec une intégration adéquate à 
la mise en forme de tôles métalliques, ce qui fera l’objet du prochain chapitre, nous allons 
réaliser une étude sur la capacité de chaque modèle d’écrouissage à reproduire les 
phénomènes de changement de trajets de déformation. Pour cela, nous allons utiliser deux 
aciers, un acier ductile et un acier à très haute résistance, qui couvrent une large gamme de 
comportement des tôles métalliques utilisées en mise en forme. 

Le dernier point abordé concerne quelques simulations de structures par éléments finis. 
Nous allons considérer des structures simples soumises à de grandes déformations de l’ordre 
de celles que l’on retrouve lors de la mise en forme des tôles métalliques. Nous allons réaliser 
une étude similaire à celle développée pour les tests rhéologiques. L’étude a pour but de 
mettre en évidence l’effet des changements de trajets de déformation dans différents endroits 
de la structure ; on évoquera l’effet de la perte d’homogénéité des champs mécaniques. 

A noter que seul le modèle élasto-plastique à écrouissage combiné (classique et 
microstructural) sera utilisé dans ce chapitre. Les applications du modèle élasto-plastique 
couplé à l’endommagement, ainsi que le critère de localisation seront introduits au dernier 
chapitre, afin d’étudier le phénomène de localisation des déformations. 

4.2 Analyse des schémas d’intégration 

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’étude des deux principales classes de schémas 
d’intégrations développés au chapitre précédent. La première classe est relative aux schémas 
explicites qui regroupent Euler explicite (EE), Runge-Kutta d’ordre 2 (RK2) et Runge-Kutta 
d’ordre 4 (RK4). La deuxième classe représente les schémas implicites où nous nous 
intéressons uniquement au schéma de prédiction élastique/correction plastique du § 3.4.2.3 et 
qui consiste à utiliser un système d’équations réduit à résoudre par la méthode itérative de 
Newton-Raphson. 

Pour toute l’étude qui sera réalisée ici nous considérons un essai de cisaillement 
Bauschinger. Cet essai est composé de deux trajets de chargement, un cisaillement direct 
(30% de déformation en cisaillement) suivi d’un cisaillement dans le sens inverse (60%). Le 
calcul est réalisé dans le code ABAQUS/Standard en utilisant un seul élément fini de type 
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C3D8I (élément volumique linéaire à huit nœuds et à intégration complète et avec des 
fonctions de forme enrichies). 

4.2.1 Schémas explicites 

Nous simulons l’essai de cisaillement inverse en utilisant le modèle élasto-plastique à 
écrouissage microstructural. Nous avons utilisé en premier lieu l’algorithme du Tableau 3.1 
mais sans l’introduction du paramètre β  de détection de la décharge élastique. La Figure 4.1 
montre les trois courbes de comportement, correspondant aux trois schémas, obtenues avec 
100 incréments sur chaque trajet de chargement. Une courbe de référence simulée avec le 
schéma de RK4, en utilisant 10000 incréments sur chaque trajet, est reportée sur la même 
figure. Nous constatons les anomalies suivantes sur les trois courbes :  

⎯ La première est liée à la détection du seuil de plasticité ; aucun des schémas explicites 
n’est capable de détecter correctement l’entrée en plasticité. En effet, tel qu’indiqué au 
chapitre 3, ces schémas d’intégration ne vérifient pas le critère de plasticité à la fin de 
l’incrément. Nous remarquons néanmoins qu’avec les schémas de RK2 et RK4 la 
détection plastique est bien meilleure comparée à celle du schéma de EE et les courbes 
de comportement ainsi obtenues sont plus proches de la courbe de référence en trajet 
direct. Sur le trajet inverse nous constatons la même tendance, où le schéma de EE 
donne un comportement particulièrement aberrant.  

⎯ La deuxième anomalie apparaît juste au début de la décharge élastique. Au lieu 
d’obtenir tout de suite la décharge élastique, nous observons un comportement élasto-
plastique qui suit la courbe monotone avant que la décharge élastique ait lieu. Comme 
nous le verrons par la suite, ce comportement non réaliste peut être supprimé en 
introduisant le paramètre β  (voir § 3.4.1.3) permettant de détecter la décharge 
élastique après un chargement élasto-plastique.  

⎯ Une dernière anomalie est observée sur le comportement en décharge élastique. Nous 
remarquons que ce comportement n’est pas tout à fait linéaire, notamment avec le 
schéma de RK2. Ceci est dû à la taille de l’incrément de chargement qui génère dès le 
début du trajet inverse un comportement élasto-plastique. Ceci impose quelques 
précautions à prendre lors d’un changement du trajet de chargement. En effet, une 
diminution du pas de chargement ou son adaptation à ce niveau est nécessaire. 

Pour éliminer les deux dernières anomalies, nous avons activé le critère de détection de la 
décharge élastique en introduisant le paramètre β  dans l’algorithme d’intégration (voir 
Tableau 3.1). Pour les mêmes simulations, nous avons remarqué une nette amélioration sur les 
courbes de comportement. Les deux problèmes liés à la décharge élastique ont été supprimés. 
Le seul problème qui subsiste reste la détection de l’état élasto-plastique qui se manifeste 
assez nettement en trajet inverse. Comme le montre la Figure 4.2, même avec une diminution 
de la taille de l’incrément (1000 incréments sur chaque trajet) il y a toujours un écart entre les 
trois courbes et la courbe de référence. Néanmoins, une nette amélioration est obtenue avec le 
schéma de RK4. 
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Figure 4.1. Simulation d’un essai de cisaillement inverse avec le modèle élasto-plastique à 

écrouissage microstructural en utilisant les trois schémas d’intégration explicite sans 
introduction du paramètre de détection de la décharge élastique. 
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Figure 4.2. Simulation d’un essai de cisaillement inverse avec le modèle élasto-plastique à 
écrouissage microstructural en utilisant les trois schémas d’intégration explicite et en 

introduisant le paramètre de détection de la décharge élastique. 
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Nous avons diminué l’incrément de chargement, en utilisant 10000 incréments sur chaque 
trajet et pour chaque schéma dans le but d’évaluer leur performance avec un faible incrément 
de chargement. De la même façon, le critère de détection de la décharge élastique a été activé. 
Les simulations ont montré que ces schémas donnent pratiquement la même courbe de 
comportement, mais avec une légère différence en trajet inverse, comme le montre la Figure 
4.3. 
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Figure 4.3. Simulation d’un essai de cisaillement inverse avec le modèle élasto-plastique à 
écrouissage microstructural en utilisant un faible incrément de chargement pour les trois 

schémas d’intégration explicite. 

En résumé, quelques remarques peuvent être tirées de l’application de ces trois schémas :    

⎯ Le traitement grossier de la condition de cohérence conduit à des entrées en plasticité 
et des décharges élastiques complètement erronées. De ce fait, un faible incrément de 
chargement est nécessaire pour reproduire le bon comportement. 

⎯ Le schéma de EE est particulièrement instable, notamment lors d’un changement de 
trajet de déformation. 

⎯ Le schéma de RK4 est le plus précis, suivi de RK2 et ensuite de EE. Cette constatation 
confirme le fait qu’en augmentant l’ordre d’intégration la précision augmente. 

⎯ Sans introduction d’un détecteur de décharge élastique les trois schémas peuvent faillir 
à reproduire le bon comportement lors d’un changement de trajet de chargement. 

Des variantes de ces schémas ont été développées dans la littérature (Press et al., 1992) 
afin d’améliorer la précision de la solution. Par exemple, la méthode de RK4 emboîtée, qui 
consiste à estimer l’erreur de troncature sur la solution, a été appliquée par Adam (2003) avec 
succès pour la résolution d’un modèle de comportement thermo-élasto-visco-plastique 
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fortement non linéaire. Une idée assez simple pour améliorer la qualité de prédiction de ces 
schémas consiste à introduire un critère d’adaptation de l’incrément de chargement basé sur le 
saut entre la contrainte de début et celle de fin d’incrément. Ceci dans le but de garder une 
faible sortie de la surface de charge, c'est-à-dire avoir 1 0nF + ≈ . Un incrément de contrainte 

limσ∆  est à fixer par l’utilisateur selon la précision et le temps de calcul souhaités. Le critère 
s’exprime comme suit : 

 
( )2

1 1
,

lim
lim nouveau courantsi    alors   t  = t

ij ij
n n n n

i j
σ σ σ

σσ σ
σ

+ +
⎧∆ = − = −⎪⎪
⎨

∆⎪ ∆ > ∆ ∆ ∆⎪ ∆⎩

∑σ σ
 (4.1) 

 Le nouvel incrément de chargement nouveaut∆  sera utilisé à la place de l’incrément courant 

courantt∆ . Comme on peut le constater, le principal inconvénient de ce critère est le temps de 
calcul qu’il peut générer, du fait que pour satisfaire le critère de plasticité il faut éviter des 
sauts élevés de la contrainte. La Figure 4.4 montre un essai de cisaillement inverse simulé 
avec cette technique d’adaptation du pas de chargement, où lim 2,5 MPaσ∆ = . Concrètement, 
les courbes obtenues sont pratiquement confondues avec de très faibles écarts, même en trajet 
inverse.  
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Figure 4.4. Simulation d’un essai de cisaillement inverse avec le modèle élasto-plastique à 
écrouissage microstructural en utilisant une adaptation de l’incrément de chargement pour les 

trois schémas d’intégration explicite. 

Le Tableau 4.1 montre le temps CPU en secondes obtenu avec chaque schéma 
d’intégration et dans les deux cas (avec et sans adaptation du pas de temps). Sans l’adaptation 
du pas de temps, les trois schémas donnent pratiquement le même temps CPU (rapport de 
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temps de l’ordre de 1). Nous remarquons que l’ordre du schéma d’intégration fait augmenter 
légèrement le temps CPU, du fait qu’il y a plus de sous étapes avec RK4 qu’avec RK2 et EE. 
Avec l’adaptation du pas de temps, autorisant un saut de contrainte de 2,5 MPa au maximum, 
les trois schémas donnent un très faible temps CPU par rapport à l’intégration sans adaptation 
(rapport de temps de l’ordre de 16). Entre les trois schémas, celui de EE donne le plus faible 
temps CPU (rapport de temps de l’ordre de 1,5 entre EE et RK2 ou RK4). L’ordre 
d’intégration a un impact direct sur le temps de calcul, du fait que le saut de contrainte limite 
choisi est suffisant pour une bonne simulation de la courbe de comportement avec les trois 
schémas.  

Tableau 4.1 : Temps CPU en secondes d’une simulation d’un cisaillement inverse avec 
le modèle microstructural 

Incrément fixe 
Incrément adaptatif 
( lim 2,5 MPaσ∆ = ) 

 
Temps 
CPU 

Nombre 
d’incréments 

Temps 
CPU 

Nombre 
d’incréments 

EE 731 31 421 

RK2 740 46 607 

RK4 756 

1000 

47 570 

L’adaptation du pas de chargement est intéressante dans le cas de simulations de tests 
rhéologiques ou de simples calculs de structures par éléments finis. Néanmoins, dans le cadre 
d’un calcul de structure complexe, tel qu’en mise en forme, cette technique peut s’avérer très 
coûteuse en termes du temps CPU qu’elle peut générer. En effet, cette adaptation impose une 
diminution simultanée de l’incrément de chargement au niveau de tous les points 
d’intégration des éléments finis de la structure, ce qui n’est probablement pas nécessaire.  

Une alternative à cela est d’appliquer des schémas d’intégration implicite qui permettent 
d’utiliser de gros incréments de chargement tout en satisfaisant la condition de cohérence, ce 
qui permet de diminuer considérablement le temps CPU. 

4.2.2 Schémas implicites 

Nous étudions ici les performances de l’algorithme de prédiction élastique/correction 
plastique, en utilisant un schéma d’intégration implicite de type asymptotique des lois 
d’écrouissage des modèles classique et microstructural. En premier lieu et à des fins de 
validation, nous considérons le modèle d’écrouissage classique de Chaboche-Marquis, 
disponible dans le code ABAQUS. Comme application, nous reprenons le même essai de 
cisaillement inverse. La Figure 4.5.a montre les courbes de comportement obtenues avec 1 et 
10 incréments de chargement pour chaque trajet. La courbe de référence est simulée avec le 
modèle existant dans ABAQUS en utilisant 100 incréments pour chaque trajet. 
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Figure 4.5. Simulation d’un essai de cisaillement inverse en utilisant le schéma d’intégration 
implicite avec le modèle élasto-plastique à écrouissage a) classique et b) microstructural. 

Comme le montre la Figure 4.5.a, le comportement obtenu avec le schéma implicite 
correspond parfaitement à celui simulé avec le modèle existant dans ABAQUS et ceci même 
avec un seul incrément de chargement en trajet direct ou inverse. En effet, l’intégration 
asymptotique des lois d’écrouissage de ce modèle donne une approximation quasi exacte de la 
solution. Une simulation avec une intégration d’Euler implicite des lois d’écrouissage donne 
une très faible différence par rapport à la courbe de référence. 
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Dans le cas où nous utilisons le modèle d’écrouissage microstructural, des précautions 
sont néanmoins nécessaires à prendre, notamment lors d’un changement du trajet de 
chargement, où les hypothèses introduites au § 3.4.2.3.4 doivent être vérifiées. Pour cela, de 
grands incréments sont à éviter, afin de simuler correctement les phénomènes de changement 
de trajets de déformation, qui seront discutés dans les paragraphes suivants. La Figure 4.5.b 
montre ce comportement simulé en utilisant différentes tailles d’incréments. Avec 10 
incréments (voire 1 incrément), la simulation s’écarte de la solution de référence. Avec 100 
incréments, la simulation est confondue avec la solution de référence. Ceci suggère de se 
limiter à des incréments inférieurs à 5%, ce qui reste une valeur encore bien élevée pour un 
calcul par éléments finis en mise en forme. 

4.2.3 Synthèse 

Nous avons étudié les deux grandes classes de schémas d’intégration (explicites et 
implicites) couramment utilisés pour la résolution d’EDO. L’étude consistait à évaluer ces 
schémas et à mettre en évidence les performances et les limites de ces méthodes dans le cas 
d’une résolution d’un modèle élasto-plastique à écrouissage combiné.  

Nous avons pu montrer, à travers un essai de cisaillement inverse, les différences que l’on 
peut avoir dans le cas d’une intégration explicite où le critère de plasticité n’est pas pris en 
compte directement dans la résolution. De ce fait, ces schémas ne peuvent être appliqués sur 
un modèle de comportement de la forme présentée au chapitre 2 qu’avec une adaptation du 
pas de chargement. Nous avons signalé que le temps CPU généré par une telle adaptation 
pouvait être élevé, notamment pour des calculs de structures complexes. Ainsi, un compromis 
doit être fait entre la précision recherchée et le temps de calcul envisagé. Néanmoins, pour la 
simulation d’essais rhéologiques ou de simples calculs de structures ces méthodes peuvent 
être appliquées avec un certain succès et les calculs peuvent être effectués dans des durées 
raisonnables. Le principal avantage de ces méthodes est la simplicité de leur mise en œuvre. 

Notons que lorsque le modèle de comportement est implanté dans un code dynamique 
explicite, comme ABAQUS/explicite, les pas de temps de chargement sont extrêmement 
faibles (limités par la taille de la plus petite maille de la structure). Dans ces considérations, 
les limitations des schémas explicites s’estompent. Ainsi, dans la cadre d’un projet avec 
Arcelor, nos algorithmes ont été utilisés pour des simulations de mise en forme. L’objectif du 
développement de ces algorithmes était la mise au point d’un « laboratoire d’essais » pour 
modèles de comportement au sein de PamStamp, pour notre partenaire industriel.  

Enfin, nous avons montré l’intérêt particulier des schémas d’intégration implicite. Ces 
schémas permettent d’utiliser de grands incréments de chargement, d’où la diminution du 
temps CPU. Néanmoins, des précautions sont à prendre en compte dans le cas où des 
hypothèses simplificatrices sont introduites lors de la résolution. De plus, si ces schémas 
s’avèrent précis et stables, la principale difficulté réside dans la mise en œuvre d’une stratégie 
générale de résolution par intégration implicite. En effet, dans ce cas on abouti généralement à 
des systèmes d’équations non linéaires à résoudre par une méthode itérative qui peut poser 
des difficultés de convergence. Une résolution adaptative, prenant en considération la nature 
physique de chaque phénomène modélisé, semble la plus adoptée dans la littérature, vu la 
complexité des lois d’évolution introduites dans les modèles de comportement. 
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4.3 Simulation des changements de trajets de déformation 

Nous consacrons cette partie à la simulation de deux types d’essais rhéologiques, des 
essais monotones (traction et cisaillement) et des essais séquentiels composés de chargements 
simples (traction et/ou cisaillement). A travers les essais monotones, nous mettrons en 
évidence l’effet de l’anisotropie initiale par l’application d’un chargement dans différentes 
directions d’anisotropie. Avec les essais séquentiels, nous mettrons en évidence les capacités 
de chaque modèle d’écrouissage à reproduire les phénomènes de changement de trajets de 
déformation. 

4.3.1 Description des matériaux 

Deux aciers sont considérés dans cette étude, un acier doux (DC06) et un acier dual phase 
(DP600) fournis par Arcelor et VoestAlpine, respectivement, dans le cadre du projet européen 
CECA. Ces deux nuances d’aciers sont choisies du fait qu’elles couvrent une large gamme de 
comportements allant des aciers doux (DC06) aux aciers à très haute résistance (DP600). 

Les paramètres d’anisotropie initiale (critère de Hill 48) sont donnés au Tableau 4.2 pour 
chaque matériau. Les paramètres des deux modèles d’écrouissage correspondant à chaque 
matériau sont donnés au Tableau 4.3. Tous ces paramètres ont été identifiés par le  
Laboratoire des Propriétés Mécaniques et Thermodynamiques des Matériaux (LPMTM, 
Université Paris 13). 

4.3.2 Essais à trajets monotones 

Nous considérons ici des essais de traction uniaxiale et de cisaillement simple. Nous 
utilisons uniquement le modèle élasto-plastique à écrouissage microstructural avec la prise en 
compte de l’anisotropie initiale à travers le critère de Hill 48. Les simulations réalisées 
consistent à appliquer un chargement de traction ou de cisaillement selon une direction 
orientée de 0°, 45° ou 90° par rapport à la direction de laminage.  

 Tableau 4.2 : Anisotropie initiale : paramètres de Hill 48 pour les deux aciers. 
Matériau Acier doux (DC06) Acier dual phase (DP600) 

Epaisseur de la tôle (mm) 0.68 1.2 

F 0.234 0.428 

G 0.339 0.562 

H 0.662 0.438 

N 1.35 1.09 

L, M 1.5 1.5 
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La Figure 4.6 montre les courbes de comportement simulées pour les deux matériaux. 
Nous remarquons que l’effet de l’anisotropie initiale est nettement prononcé en traction 
uniaxiale pour les deux matériaux. En cisaillement simple, les courbes de comportement 
obtenues avec un chargement à 0° et à 90° sont pratiquement confondues. Un faible écart est 
obtenu avec un chargement à 45°. 

Tableau 4.3 : Paramètres d’écrouissage pour les deux aciers. 
 Acier doux Acier dual phase 

 Classique Microstructural Classique Microstructural 

Y0 (MPa) 161.7 356.1 

satR  (MPa) 225.5 75.12 331 77.02 

RC  4.14 23.29 5.88 558.9 

satX  (MPa) 78.26 - 220.4 - 

XC  28.9 361.9 70.93 65.1 

0X  (MPa)  7.3  120.4 

satS  (MPa)  233.3  313.3 

SDC   3.75  8.67 

SLC   1.097  0 

pC   2.42  1.53 

Ln   0  0 

pn   974  700 

f   1  0.49 

r   0.86  0 
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Figure 4.6. Simulations d’essais de traction uniaxiale et de cisaillement simple à différentes 
orientations par rapport à la direction de laminage. a) DC06 et b) DP600. 
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4.3.3 Essais séquentiels à deux trajets 

Les simulations que nous réalisons ici regroupent l’ensemble d’essais rhéologiques utilisés 
pour identifier le modèle microstructural (Haddadi et al., 2003). Ils correspondent à : 

⎯ Deux essais monotones : une traction uniaxiale (TU) et un cisaillement simple (CS). 

⎯ Trois essais de cisaillement inverse ou Bauschinger (CB). 

⎯ Un essai orthogonal composé d’une pré-déformation en traction suivie d’un 
cisaillement simple (OR). 

Tous les chargements sont appliqués selon la direction initiale de laminage.  

Ces tests ont été utilisés par Teodosiu et Hu (1995, 1998) pour mettre en évidence les 
principaux effets d’un changement du trajet de chargement sur l’écrouissage. Les Figures 4.7 
et 4.8 montrent la capacité des deux modèles d’écrouissage à prédire le comportement 
transitoire après un changement brusque du trajet de déformation. Comme mentionné par 
Bouvier et al. (2003), la prédiction des deux modèles diffère spécialement au niveau de la 
zone de transition, tandis que leur comportement en trajet monotone est pratiquement 
identique. Il a été montré que le modèle microstructural décrit mieux le comportement 
transitoire réel pour une large nuances de tôles métalliques (Teodosiu et Hu, 1995, 1998 ; 
Bouvier et al., 2003). 

D’après les Figures 4.7 et 4.8, la comparaison entre les prédictions des deux modèles 
montre plusieurs différences lors d’un changement du trajet de chargement. Pour l’acier doux 
(voir Figure 4.7.a) le modèle microstructural exhibe une évolution rapide de l’écrouissage, 
suivie d’une stagnation et puis d’une reprise de l’écrouissage sur le trajet inverse en 
cisaillement. Egalement, un fort écrouissage suivi d’un adoucissement observé sur l’essai 
orthogonal est bien reproduit. Comme on peut le constater sur la Figure 4.8, ces phénomènes 
transitoires ne peuvent être captés par le modèle d’écrouissage classique. 

Pour l’acier dual phase, ces phénomènes transitoires sont moins prononcés, comme on 
peut le voir sur la Figure 4.7.b. En effet, l’évolution de l’écrouissage est moins rapide au 
début du second trajet en cisaillement inverse et le plateau est moins prononcé. Il est à noter 
néanmoins que la taille du plateau augmente avec le niveau de pré-déformation. Sur le trajet 
orthogonal, la contrainte d’écoulement en cisaillement ne dépasse pas celle d’un essai de 
cisaillement monotone au niveau de la zone de transition. 

Clairement, les prédictions des deux modèles diffèrent sous un trajet de chargement non-
monotone, par contre elles sont pratiquement identiques sous un chargement monotone. Ainsi, 
leur dépendance du trajet de déformation sera la principale source de différence dans les 
simulations de mise en forme, comme nous le verrons au dernier chapitre lors de l’étude du 
phénomène de retour élastique en emboutissage.  
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Figure 4.7. Prédictions rhéologiques avec le modèle microstructural. a) DC06 et b) DP600. 
TU : traction uniaxiale ; CS : cisaillement simple ; BS : cisaillement Bauschinger à 10, 20 et 

30% de pré-déformation ; OR : traction uniaxiale à 10% de pré-déformation suivie d’un 
cisaillement simple dans la même direction. 
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Figure 4.8. Prédictions rhéologiques avec le modèle classique. a) DC06 et b) DP600. TU : 
traction uniaxiale ; CS : cisaillement simple ; BS : cisaillement Bauschinger à 10, 20 et 30% 

de pré-déformation ; OR : traction uniaxiale à 10% de pré-déformation suivie d’un 
cisaillement simple dans la même direction. 
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4.3.4 Comparaison avec les essais expérimentaux 

Les simulations réalisées précédemment sont confrontées ci-dessous aux résultats 
expérimentaux réalisés par le LPMTM (voir § 4.3.1).  Ces derniers mettent clairement en 
évidence l’existence des zones de transition lors d’un changement du trajet de chargement, 
comme le montre la Figure 4.9. La comparaison montre une bonne reproduction des plateaux 
qui caractérisent la stagnation de l’écrouissage lors du début du trajet inverse. Par contre, sur 
l’essai orthogonal la contrainte d’écoulement plastique est légèrement sous-estimée au début 
du second trajet, mais nous obtenons une saturation au même niveau que l’expérience. 
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Figure 4.9. Comparaison des résultats expérimentaux avec les prédictions du modèle 

microstructural. a) DC06 et b) DP600. 
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4.4 Simulation de tests académiques 

Nous considérons dans cette dernière partie de ce chapitre des simulations d’essais 
rhéologiques sur de structures simples en chargement de type traction et/ou cisaillement. Nous 
cherchons, d’un coté, à montrer l’efficacité de la routine de comportement UMAT (User 
Material dans ABAQUS/Standard), développée pour le modèle élasto-plastique, dans le cadre 
de simples calculs de structures par éléments finis en grandes déformations ; et d’un autre 
côté, à montrer les effets des trajets de chargement sur le comportement rhéologique que l’on 
peut obtenir dans différentes zones de la structure. 

A noter que toutes les simulations seront réalisées le long de cette partie avec le modèle 
élasto-plastique à écrouissage microstructural. 

4.4.1 Plaque en essai de traction 

Nous considérons une plaque de dimensions 30x20 mm² et d’épaisseur 0,68 mm pour le 
DC06 et 1,2 mm pour le DP600. La plaque est encastrée au niveau de la partie inférieure (le 
long de la largeur) et est soumise à un chargement en traction le long de la longueur, 
correspondant soit à la direction de laminage (0°) ou à la direction transverse (90°). Nous 
étudions le comportement rhéologique en réalisant des simulations par éléments finis, afin 
d’explorer l’état des champs mécaniques dans différentes zones de la plaque. Pour des raisons 
de symétrie, 1/8 de la plaque est considéré avec un maillage de 150 éléments finis de type 
C3D8I du code ABAQUS/Standard. La géométrie, les conditions aux limites ainsi que le 
maillage sont illustrés sur la Figure 4.10. Le comportement introduit est celui du modèle 
élasto-plastique à écrouissage microstructural. Les paramètres correspondant aux deux 
matériaux sont ceux donnés aux Tableaux 4.2 et 4.3.  

 

Figure 4.10. Géométrie (1/8 de la plaque), conditions aux limites et maillage de la plaque en 
essai de traction. 
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Figure 4.11. Distribution de la déformation vraie selon la direction de chargement à U1=4 mm 

en traction selon la direction de laminage. DC06 à gauche et DP600 à droite. 

Les simulations numériques montrent que les champs mécaniques deviennent fortement 
hétérogènes à l’approche de la striction localisée. Presque la totalité de la déformation est 
concentrée au centre de la plaque. En termes du comportement contrainte/déformation de 
traction, les courbes correspondantes aux différents points choisis, allant du centre jusqu’au 
bord libre de la plaque le long de l’axe de symétrie horizontal, sont pratiquement confondues 
et ce jusqu’à environ 30% de déformation vraie pour le DC06 et 20% de déformation vraie 
pour le DP600 ; ceci dans les deux cas de traction selon la direction de laminage ou 
transverse. Au-delà de ces deux niveaux, le comportement devient différent ; au centre de la 
plaque (P1) la contrainte vraie devient nettement plus élevée qu’en s’approchant du bord libre 
(P4), comme le montrent les Figures 4.12 et 4.13. Dans tous les cas, au bord libre (P4) la 
courbe de comportement est pratiquement confondue avec la courbe rhéologique d’un essai 
de traction uniaxiale pour le DC06 (voir Figures 4.12.a et 4.13.a). Pour le DP600, la courbe de 
traction uniaxiale sature au même niveau que la courbe P4 (voir Figures 4.12.b et 4.13.b). 
Pour les deux matériaux les courbes P2 et P3 sont bornées par les courbes P1 (centre) et P4 
(bord libre) et ceci dans tous les cas simulés. Le comportement au bord libre (P4) est le plus 
proche de celui de la traction uniaxiale, par contre au centre de la plaque on s’approche d’un 
état de traction plane. 
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Figure 4.12. Courbes de comportement le long de la direction de chargement de la plaque 
soumise à une traction dans la direction de laminage. a) DC06 et b) DP600. TU-0° : traction 
uniaxiale dans la direction de laminage ; P1 à P4 sont les courbes de comportement dans la 

même direction aux points considérés de la Figure 4.10. 
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Figure 4.13. Courbes de comportement le long de la direction de chargement de la plaque 
soumise à une traction dans la direction transverse. a) DC06 et b) DP600. TU-90° : traction 
uniaxiale dans la direction transverse ; P1 à P4 sont les courbes de comportement dans la 

même direction aux points considérés de la Figure 4.10. 
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4.4.2 Plaque en essai de cisaillement 

Nous considérons une plaque de dimensions 50x25 mm² et d’épaisseur 0,68 mm pour le 
DC06 et 1,2 mm pour le DP600. Cette plaque est encastrée au niveau de la face inférieure et 
soumise à un chargement en cisaillement le long de la direction de laminage ou 
transverse appliqué au niveau de la face supérieure. Nous étudions son comportement 
rhéologique en cisaillement direct et inverse en réalisant des simulations par éléments finis, 
afin d’explorer l’état des champs mécaniques dans différentes zones de la plaque. Egalement, 
nous mettrons en évidence les effets de bord sur les phénomènes de transition qui apparaissent 
lors du trajet inverse.  

Les simulations ont été réalisées avec un maillage de 325 éléments finis de type C3D8I du 
code ABAQUS/Standard. Trois points, allant du centre au bord libre de la plaque, ont été 
choisis pour montrer le comportement rhéologique en cisaillement.  

 
 

Figure 4.14. Géométrie, conditions aux limites et maillage de la plaque en essai de 
cisaillement. 
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Figure 4.15. Distribution de la déformation de cisaillement à la fin du chargement en 
cisaillement inverse selon la direction de laminage. DC06 en haut et DP600 en bat.  

L’inhomogénéité des champs mécaniques se manifeste aux bords libres de la plaque et se 
propage vers le centre avec l’augmentation du taux de cisaillement. Une concentration de 
contraintes est observée aux extrémités des bords supérieur et inférieur de la plaque au cours 
du chargement. Un cisaillement simple est obtenu dans la partie centrale de la plaque. 

En termes du comportement rhéologique, le niveau de déformation de cisaillement atteint 
au centre de la plaque (P1) est nettement supérieur à celui du voisinage des bords libres (P2 et 
P3), et ceci lors des deux trajets (direct et inverse). La Figure 4.16 illustre ce constat, où l’on 
voit bien qu’au moment où au point P1 la déformation de cisaillement atteinte est de l’ordre 
de 20% pour les deux matériaux, aux points P2 et P3 (voisinage du bord libre) la déformation 
atteinte est de l’ordre de 15% (P2) et 8% (P3) pour le DC06, et 9% (P2) et 4% (P3) pour le 
DP600, et ceci en trajets direct et inverse. 

Clairement, pour obtenir un cisaillement simple dans les différents endroits de la plaque il 
faut diminuer sa largeur ou augmenter sa longueur. Autrement dit, il faut avoir un rapport 
suffisamment grand entre la longueur (direction de chargement en cisaillement) et la largeur 
de la plaque. Ce qui a pour conséquence de diminuer l’effet de bord. 

 



Chapitre 4                     Analyse des schémas d’intégration et simulation d’essais rhéologiques 

140 

a)

-300

-200

-100

0

100

200

300

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Déformation de cisaillement

C
on

tra
in

te
 d

e 
ci

sa
ill

em
en

t [
M

P
a]

CS-0°
P1
P2
P3

 

b)

-600

-400

-200

0

200

400

600

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Déformation de cisaillement

C
on

tra
in

te
 d

e 
ci

sa
ill

em
en

t [
M

P
a]

CS-0°
P1
P2
P3

  

Figure 4.16. Courbes de comportement de la plaque soumise à un cisaillement dans la 
direction de laminage. a) DC06 et b) DP600. CS-0° : cisaillement simple dans la direction de 
laminage ; P1 à P3 sont les courbes de comportement en cisaillement dans la même direction 

aux points considérés de la Figure 4.14. 
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4.4.3 Plaque en essai orthogonal 

A travers cette application, nous cherchons à reproduire ici les effets observés sur l’essai 
orthogonal du § 4.3.3. L’essai consiste à soumettre une plaque à une traction selon une 
direction d’orthotropie (0° ou 90°), suivie d’un cisaillement dans la même direction. Il s’agit 
de montrer l’effet induit par la pré-déformation en traction sur le comportement lors du 
chargement en cisaillement, et ceci à différents endroits de la plaque, allant du centre 
jusqu’aux bords libres de la plaque. 

Le maillage est identique à celui de la plaque en cisaillement et nous utilisons le même 
modèle de comportement. Les conditions aux limites sont définies pour chaque étape du 
chargement. Pendant la première étape, nous appliquons des conditions aux limites de telle 
manière à créer un état de déformation homogène dans la plaque en traction. Lors de la 
deuxième étape, nous relâchons la plaque (décharge élastique). En dernière étape, nous 
appliquons les mêmes conditions de chargement que pour la plaque en cisaillement (voir 
Figure 4.17). Deux points, un au centre et un autre au voisinage du bord libre de la plaque, ont 
été choisis pour montrer le comportement rhéologique lors du second trajet de chargement.  

 
 

Figure 4.17. Géométrie, conditions aux limites et maillage de la plaque en essai orthogonal. 

Lors du premier trajet de chargement en traction, l’état de déformation et de contrainte est 
homogène dans la plaque. L’inhomogénéité des champs mécaniques ne se manifeste qu’en 
trajet de cisaillement et particulièrement aux bords libres de la plaque et qui se propage vers le 
centre avec l’augmentation du taux de cisaillement. Une concentration de contraintes est 
observée aux extrémités des bords supérieur et inférieur de la plaque au cours du chargement. 
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Figure 4.18.  Distribution de la déformation de cisaillement à la fin du second trajet de 
chargement en cisaillement selon la direction de laminage. DC06 en haut et DP600 en bat. 

Lors du second trajet, le niveau de déformation de cisaillement atteint au centre de la 
plaque (P1) est nettement supérieur à celui observé au voisinage des bords libres (P2) ; la 
Figure 4.19 illustre ce constat. On voit bien qu’au moment où au point P1 la déformation de 
cisaillement atteinte est de l’ordre de 28% (0° et 90%) pour le DC06 et 26% (0° et 90%) pour 
le DP600, au point P2 la déformation atteinte est nettement inférieure et est de l’ordre de 16% 
(0°) et 14% (90°) pour le DC06, et de 15% (0°) et 14% (90°) pour le DP600. Egalement, dans 
tous les cas, le niveau de contrainte atteint lors du second trajet au point P2 est nettement 
inférieur comparé à celui atteint au point P1. 

Sur les courbes obtenues aux points P1 et P2, des effets de changement du trajet de 
déformation similaires à ceux observés sur un trajet orthogonal sont observés. En effet, des 
zones de transition, caractérisées par un durcissement suivi d’un adoucissement et puis d’une 
reprise de l’écrouissage, sont observées tout au début du second trajet de cisaillement. Ces 
effets sont assez marqués sur le DC06 et beaucoup moins sur le DP600, comme le confirme la 
Figure 4.19. Notons qu’au point P2 le second trajet est loin d’être un cisaillement simple ; ce 
qui éloigne la contrainte de cisaillement de sa valeur en cisaillement simple, puisque d’autres 
composantes du tenseur de contrainte ne sont pas nulles. 
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Figure 4.19. Courbes de comportement de la plaque soumise à un cisaillement selon la 
direction de laminage, après une pré-déformation homogène en traction de l’ordre de 10%. a) 
DC06 et b) DP600. OR-P1 et OR-P2 : cisaillement après pré-déformation en traction aux 
points P1 et P2. CIS-P1 et CIS-P2 : cisaillement monotone aux points P1 et P2. 
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4.5 Conclusion 

Nous avons abordé dans ce chapitre trois aspects importants, à savoir l’analyse des 
performances des différents algorithmes d’intégration du modèle élasto-plastique, des 
simulations de phénomènes de transition observés sur des essais rhéologiques à trajets 
séquentiels et enfin, des applications académiques dans le cadre d’un calcul de structure par 
éléments finis. 

Pour l’évaluation des algorithmes d’intégration développés, nous avons montré les 
performances et les limites des différents schémas explicites et du schéma implicite basé sur 
la prédiction élastique et la correction plastique. 

A travers les simulations de tests rhéologiques, nous avons montré la capacité de chaque 
modèle d’écrouissage à reproduire les phénomènes de changement de trajets de déformation. 
Plus particulièrement, nous avons pu voir la capacité du modèle microstructural à reproduire 
les phénomènes de transition observés sur des essais séquentiels composés de deux trajets de 
chargement. 

En dernier lieu, nous avons montré que sur des structures simples soumises aux mêmes 
types de chargement que les essais rhéologiques, les mêmes phénomènes de transition 
peuvent être reproduits dans certains endroits de la structure. L’inhomogénéité des champs 
mécaniques fait que ces phénomènes de transition ne sont pas identiques d’un endroit à un 
autre de la structure. 

Dans le prochain et dernier chapitre, nous allons exploiter le modèle élasto-plastique à 
écrouissage combiné (classique et microstructural) pour l’étude du phénomène de retour 
élastique en mise en forme par emboutissage des tôles métalliques. Nous étudions l’impact 
des phénomènes de transition, tels que modélisés par chaque modèle d’écrouissage, sur la 
déformée finale de la tôle après retour élastique. Egalement, nous introduirons le modèle 
élasto-plastique couplé à l’endommagement conjointement avec le critère de localisation, 
développé sous le formalisme des grandes déformations, pour étudier le phénomène de 
localisation des déformations dans les tôles métalliques. Plus particulièrement, nous verrons 
son application pour le tracé des CLF. 
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5.1 Introduction 

Dans ce dernier chapitre, nous étudions deux phénomènes complètement distincts, le 
problème du retour élastique en emboutissage et le phénomène de localisation des 
déformations généré par les grandes déformations plastiques que subit le matériau.  Ces deux 
phénomènes représentent les défauts majeurs, en plus du plissement, qui peuvent 
compromettre une opération d’emboutissage et leur prédiction est d’une importance majeure 
pour les industriels. Nous les utilisons donc pour quantifier la contribution de notre 
modélisation à cette direction de recherche très active au sein de la communauté scientifique.  

Le retour élastique en emboutissage des tôles métalliques est un phénomène qui apparaît 
après enlèvement des outils. Comme indiqué au chapitre 1, il s’agit d’un défaut géométrique 
qu’il convient de quantifier, afin de pouvoir le corriger. Pour l’étudier, nous allons considérer 
un essai standard largement utilisé dans la littérature et dans les milieux industriels. L’étude 
consistera à simuler le retour élastique en analysant l’impact de différents paramètres ayant 
une influence sur la forme finale de la pièce emboutie. De nombreuses simulations de cet 
essai ont été présentées dans la littérature. Nous revisitons ces résultats, en apportant des 
éclairages notamment en ce qui concerne l’effet du modèle d’écrouissage sur le retour 
élastique. 

Par la suite, le critère de localisation de Rice sera utilisé conjointement avec le modèle 
élasto-plastique couplé à l’endommagement pour la prédiction des déformations limites à 
localisation pour différents trajets de chargement. Bien que volontairement limités ici à un 
seul élément fini, les trajets utilisés, monotones ainsi que séquentiels, sont typiques des 
chargements rencontrés en mise en forme des tôles métalliques. Ce sont aussi les chargements 
utilisés pour le tracé des CLF. Outres les déformations limites à localisation, nous mettrons en 
évidence l’orientation des bandes de localisations ainsi prédites. 

5.2 Etude du retour élastique 

Nous réalisons ici une étude du retour élastique à travers un essai standard (essai dit 
« Omega », ou U Shape test en anglais) proposé à la conférence Numisheet’93 (1993). Ce test 
a été considéré comme un essai de référence pour l’étude expérimentale de ce phénomène 
dans les tôles métalliques et également pour la validation des simulations numériques 
(Mattiasson et al., 1995 ; He et Wagoner, 1996 ; Duffett et al., 2002 ; Sabourin et al., 2002 ; 
Lee et al., 2005b ; Dongjuan et al., 2006 ; Firat, 2006). Dans le cadre de notre étude, ce test 
est considéré dans le but de mettre en évidence l’effet des modèles d’écrouissage sur le niveau 
du retour élastique, combiné aux paramètres numériques et du procédé d’emboutissage.  

5.2.1 Description de l’essai « Oméga » 

Nous considérons deux géométries pour cet essai, dont les paramètres géométriques sont 
donnés au Tableau 5.1. Les principales caractéristiques géométriques de ce test sont les 
rapports L/W, D/W et T/R, où W est la largeur du poinçon, L est la longueur initiale de la tôle, 
D est la course du poinçon, T est l’épaisseur de la tôle et R est le rayon de courbure du 
poinçon et de la matrice. Plus ces valeurs sont grandes et plus le niveau du retour élastique est 
important ; ainsi, la sensibilité aux paramètres de la modélisation s’accentue.  
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Figure 5.1. Géométrie de l’essai en « Oméga ». 

 
 
 

Tableau 5.1 : Caractéristiques géométriques du test. 
Dimensions Essai 1 : « arrondi » Essai 2 : « tranchant » 

R (mm) 6 3 

D (mm)  110 

L / W 4.4 6.4 

D / W 0.9 1.7 

T / R 0.2 
0.23 (DC06) 

0.4 (DP600) 

5.2.2 Analyse par éléments finis de l’essai 

L’analyse par éléments finis de ce test consiste à modéliser la tôle par des éléments solides 
bidimensionnels (hypothèse de déformations planes) et un nombre fixe de points d’intégration 
à travers l’épaisseur (quatre couches d’éléments dans la direction de l’épaisseur, c'est-à-dire 
huit points d’intégration). Cette hypothèse de déformations planes est assez réaliste car la 
dimension hors plan de la tôle considérée est suffisamment grande. Néanmoins, pour une 
étude très précise une analyse tridimensionnelle serait nécessaire ; l’analyse considérée ici n’a 
pour but que de réaliser une étude comparative. Les outils (poinçon, matrice et serre flan) sont 
considérés indéformables et sont modélisés par des surface analytiques rigides 
bidimensionnelles. Pour des raisons de symétrie, seule la moitié de la tôle est considérée.  
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Figure 5.2. Modèle éléments finis de la seconde géométrie. 

L’analyse est principalement composée de deux étapes. La première est l’étape 
d’emboutissage qui consiste à exercer un effort de serrage uniformément réparti par le serre 
flan sur la tôle et d’appliquer ensuite un déplacement imposé du poinçon jusqu’à atteindre la 
profondeur voulue. Dans cette étape, on a considéré un coefficient de frottement constant 
entre les outils et la tôle et égal à 0,1. La seconde étape est celle du retour élastique qui 
consiste à enlever les outils de manière à obtenir un relâchement de la tôle. La comparaison de 
la déformée ainsi obtenue avec la déformée de fin de l’étape d’emboutissage permet de 
mesurer le niveau du retour élastique.  

A noter que toutes les étapes de la simulation sont réalisées dans le code ABAQUS/ 
Standard. Dans plusieurs travaux réalisés sur la prédiction du retour élastique (par exemple, 
Lee et al., 2005b) l’étape d’emboutissage est simulée au moyen d’un code explicite, afin 
d’éviter les difficultés de convergence de l’équilibre rencontrées dans un code implicite. Les 
résultats sont ensuite importés du code explicite vers le code implicite afin de simuler l’étape 
du retour élastique. Nous estimons que la simulation de toutes les étapes de l’analyse dans un 
code implicite fournit une meilleure prédiction du retour élastique par rapport à la démarche 
citée précédemment. 

5.2.3 Essai à géométrie « arrondie » 

Plusieurs facteurs physiques et numériques ont été identifiés dans la littérature comme 
ayant un impact considérable sur le retour élastique. Nous avons réalisé une étude générale de 
sensibilité de ces paramètres en utilisant en premier lieu l’essai à géométrie « arrondie ». 
Trois principales séries représentatives des simulations réalisées sont données par la Figure 
5.3. Elle illustre l’influence de l’effort de serrage, de la loi d’écrouissage et de la formulation 
de l’élément fini. 
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L’impact de l’effort de serrage, comme paramètre du procédé, est mis en évidence sur la 
Figure 5.3.a. Le niveau du retour élastique est inversement proportionnel à l’effort de serrage. 
En effet, l’augmentation de l’effort de serrage augmente l’effort de tension dans la tôle, qui 
devient le chargement prédominent par rapport à la flexion. Par conséquence, la distribution 
des contraintes est plus uniforme et le moment de flexion résiduel devient négligeable avec 
l’augmentation de l’effort de serrage. Ceci signifie qu’après décharge, le retour élastique 
décroît avec l’augmentation de l’effort de serrage. Des résultats expérimentaux confirment 
systématiquement cette tendance pour différentes nuances de matériaux (voir par exemple 
Chu, 1991 ; NUMISHEET’93 Benchmark Problem, 1993 ; Kuwabara et al., 1996).  

 

 

 
 

Figure 5.3. Essai de la géométrie « arrondie » : forme de la pièce après retour élastique. 
Influence a) de l’effort de serrage, b) du modèle d’écrouissage et c) de la formulation de 

l’élément fini. 

D’un autre côté, le modèle d’écrouissage n’a presque pas d’effet dans cette simulation. 
Même dans les cas extrêmes d’un écrouissage purement isotrope ou purement cinématique 
l’impact sur le retour élastique est très faible. Les paramètres de ces modèles simplifiés sont 
identifiés en utilisant une courbe de traction uniaxiale et sont donnés dans le Tableau 5.2. 
Finalement, la courbe d’écrouissage a été introduite dans le code Abaqus sous forme d’un 
tableau de valeurs contrainte équivalente - déformation plastique équivalente : la façon la plus 
simple de décrire l’écrouissage dans un code de calcul par éléments finis. Comme le montre la 
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Figure 5.3.b et comme indiqué par plusieurs auteurs (par exemple, Bouvier et al., 2005 ; Lee 
et al., 2005b), il n’y a pas de différence significative sur le niveau du retour élastique même 
lorsque nous utilisons ces trois modèles, malgré le fait que les prédictions de ces modèles sur 
un essai de chargement inverse devraient être très différentes. Ce résultat est dû à la faible 
valeur du rapport épaisseur/rayon du poinçon, combinée à un effet de frottement tôle/outils 
élevé. En effet, quand un effort de tension uniforme est superposé à de la flexion pure, le 
gradient de contraintes dans l’épaisseur est réduit et pour un certain niveau de tension donné, 
toutes les valeurs de contraintes dans une section seront de même signe. Dans ce cas, il n’y 
aura pas de contraintes de rappel durant le passage de la tôle sur le rayon de la matrice. Ainsi, 
la seule partie de l’écrouissage qui contribue au comportement pourrait être décrite par la 
courbe monotone. Cette hypothèse sera explorée dans le prochain paragraphe. 

 

Plusieurs autres paramètres numériques ont une influence directe sur la prédiction du 
retour élastique. Li et al. (2002) ont examiné en détail l’impact du nombre de points 
d’intégration à travers l’épaisseur de la tôle, la différence entre les éléments solides et coques, 
etc. L’analyse que nous avons réalisée ici est restreinte aux éléments solides bidimensionnels 
(déformations planes) et un nombre fixe de points d’intégration à travers l’épaisseur (quatre 
couches d’éléments dans la direction de l’épaisseur, c'est-à-dire huit points d’intégration). 
Néanmoins, trois différentes formulations d’un tel élément, disponibles dans le code 
Abaqus/Standard, ont donné une certaine différence du profil de retour élastique (voir Figure 
5.3.c). L’élément à intégration réduite surestime le retour élastique du fait que sa matrice de 
rigidité est trop souple par rapport à celle de l’élément à intégration complète. Ce phénomène, 
dont souffre les éléments sous-intégrés, est bien connu et est dû aux modes de « hourglass », 
appelés également modes à énergie nulle, qui nécessitent une technique efficace de 
stabilisation. D’un autre côté, les éléments linéaires à intégration complète sont bien connus 
pour leur rigidité excessive, particulièrement en chargement de flexion dominante, et qui est 
due au blocage en cisaillement et parfois en volume. C’est pour ces raisons que l’élément 
linéaire de type déformations planes CPE4I du code Abaqus (2003) est préféré dans notre 
analyse. Cet élément offre une intégration réduite sélective afin d’éviter le blocage 
volumique, lié à l’incompressibilité plastique, rencontré dans la plupart des comportements 
élasto-plastiques, ainsi que des degrés de liberté additionnels en modes incompatibles pour 
éviter le verrouillage en cisaillement (Simo et Armero, 1992). Cet élément a été 
particulièrement conçu pour une description précise de la déformation de flexion. De plus, 
nous avons considéré un rapport d’aspect, pour ces trois types d’éléments, égal à peu près à 

Tableau 5.2 : Paramètres d’écrouissage des deux aciers – Modèles simplifiés 
 Acier doux (DC06) Acier dual phase (DP600) 

 Purement 

isotrope 

Purement 

cinématique 

Purement 

isotrope 

Purement 

cinématique 

Y0 (MPa) 161.7 356.1 

satR  (MPa) 303.75 - 551.40 - 

RC  5.1 - 9.3 - 

satX  (MPa) - 303.75 - 551.40 

XC  - 5.1 - 9.3 
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un dans toutes les simulations, afin de préserver une précision optimale. Ceci permettra 
également d’avoir un nombre d’éléments suffisant le long du rayon du poinçon et de la 
matrice. Dans le cas le plus défavorable, l’angle de rotation ne dépassera pas 5,5° par élément. 
Notons que jusqu’à 54000 éléments sont nécessaires pour satisfaire ces conditions pour toutes 
les simulations données dans le paragraphe suivant.      

Il est important de noter que l’impact de la formulation de l’élément fini utilisé peut être 
plus important que celui du modèle d’écrouissage adopté. Pour les applications où une grande 
précision est exigée, l’utilisation nécessaire de modèles de comportement avancés n’est pas 
toujours suffisante, le recours au développement de nouveaux éléments finis plus précis peut 
s’avérer aussi nécessaire (Yoon et al., 1999).  

En résumé, il y a une influence sensible de l’effort de serrage, de la formulation de 
l’élément fini et d’autres paramètres numériques (Haddag et al., 2005) sur le retour élastique 
de cette géométrie. Néanmoins, elle n’est pas vraiment sensible au modèle d’écrouissage. 
Ceci rend une telle géométrie non appropriée pour comparer l’effet des deux modèles 
d’écrouissage, introduits au chapitre 2, sur le retour élastique. Par conséquent, nous avons 
choisi une autre géométrie, dans le paragraphe suivant, présentant des rapports dimensionnels 
caractéristiques plus serrés.   

5.2.4 Essai à géométrie « tranchante » 

Pour mettre en évidence l’influence du modèle d’écrouissage sur le retour élastique, nous 
avons considéré une deuxième géométrie (Till et Raab, 2005). En effet, les rayons de 
courbure du poinçon et de la matrice sont considérés plus petits, de telle manière à créer un 
changement important du trajet de déformation, lors du passage de la tôle sur le rayon de la 
matrice, par pliage/dépliage avec tension durant l’étape d’emboutissage. Dans de telles 
conditions, l’écrouissage transitoire et le retour élastique prédits par les deux modèles 
d’écrouissage devraient être différents. 

Comme montré dans plusieurs travaux (Pourboghrat et Chu, 1995 ; Carden et al., 2002 ; 
Geng et Wagoner, 2002 ; Lee et al., 2005a, 2005b ; Haddag et al., 2004, 2005, etc.), le 
pliage/dépliage (avec ou sans effort de tension) de la tôle est le principal mode de déformation 
qui affecte le retour élastique. La séquence de dépliage peut être considérée comme un 
chargement inverse et ainsi l’essai de cisaillement inverse peut être utilisé comme une 
représentation typique de ce mode de déformation, dans le but d’interpréter la différence du 
retour élastique prédit par les deux modèles d’écrouissage. La Figure 5.4 montre les courbes 
de cisaillement inverse prédites par les deux modèles d’écrouissage à deux niveaux de pré-
déformation (10 % et 30 %) et pour chaque matériau. 
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Figure 5.4. Comparaison entre les deux modèles d’écrouissage sur un essai de cisaillement 
inverse à 10 et 30 % de pré-déformation : a) acier doux DC06 et b) acier dual phase DP600. 
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Les prédictions des deux modèles diffèrent fortement sous un trajet de déformation non-
monotone, tandis qu’elles sont très proches pour un chargement monotone. Ainsi, le niveau 
du retour élastique prédit peut être presque indépendant du modèle (comme il a été le cas de la 
géométrie « arrondie » et comme reporté dans la littérature), si la tôle subit un chargement où 
les contraintes de tension sont dominantes par rapports aux contraintes de flexion. 
Néanmoins, si l’histoire de déformation devient dominée par de la flexion, la distribution de 
contraintes à la fin de la simulation de l’étape d’emboutissage sera fortement dépendante du 
modèle de comportement, impliquant ainsi différents résultats en terme de retour élastique. 
Comme tendance générale, on peut conclure, à partir de la Figure 5.4, que pour une large 
gamme de déformation suivant la contrainte inverse, le modèle classique surestime la 
contrainte d’écoulement par rapport au modèle microstructural ; uniquement pour l’acier 
doux, une situation différente peut être attendue pour de faibles déformations inverses. Par 
conséquent, une surestimation du retour élastique devrait être obtenue avec le modèle 
classique.  

Nous avons utilisé la seconde géométrie pour étudier la validité de ces développements 
intuitifs. Les Figures 5.5 et 5.6 montrent le niveau du retour élastique prédit par les différents 
modèles et ceci pour chaque matériau, correspondant à cette nouvelle géométrie. Un grand et 
un petit effort de serrage sont utilisés pour chaque matériau. Ici, le niveau maximum de pré-
déformation à la fin de la séquence de pliage est de l’ordre de 13 à 32% (déformation 
équivalente), dépendant de l’épaisseur de la tôle, du modèle de comportement et de l’effort de 
serrage. Il est à noter que ce niveau de déformation est à peu près trois fois plus grand que 
celui atteint sur la géométrie « arrondie ».  

Pour l’acier doux (voir Figure 5.5), il y a une différence significative en termes de retour 
élastique prédit par les modèles à écrouissage combiné ; le modèle classique prédit un plus 
grand retour élastique pour chaque effort de serrage. Ce résultat est en bonne corrélation avec 
les constats intuitifs précédents, basés sur l’analyse du comportement en trajet inverse. On 
peut raisonnablement conclure que pour ce matériau et cette géométrie, le chargement de 
flexion par pliage/dépliage est l’effet prédominant comparé à l’effort de tension dû 
principalement à l’effort de serrage. Les prédictions des modèles purement isotrope et 
purement cinématique confirment cette conclusion. 

Pour l’acier à haute résistance (voir Figure 5.6), par contre, un plus grand retour élastique 
est obtenu avec le modèle microstructural lorsque le faible effort de serrage est appliqué. 
L’interprétation de ce résultat uniquement à partir de l’analyse du trajet inverse de 
cisaillement n’est pas évidente. En effet, comme le montre la Figure 5.4.b, le modèle 
classique surestime la contrainte d’écoulement durant le trajet inverse ; ainsi, la même 
tendance devrait être obtenue que pour l’acier doux. Une interprétation réaliste devrait tenir 
compte de l’histoire des déformations et de la distribution des contraintes dans la tôle avant le 
retour élastique. Il est évident, à partir du Tableau 5.1, que puisque l’épaisseur des deux 
matériaux n’est pas la même, les niveaux de déformation et la distribution correspondante des 
contraintes à travers l’épaisseur seront différentes comparés à la simulation effectuée sur 
l’acier doux. Ainsi, de simples et générales tendances et interprétations ne peuvent pas être 
facilement déduites pour de telles applications et une simulation numérique complète et 
précise est nécessaire. 
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Figure 5.5. Essai de la géométrie « tranchante » : forme de la tôle après retour élastique. 
Influence du modèle d’écrouissage et de l’effort de serrage pour la tôle en acier doux DC06 : 

faible effort de serrage (ES=24kN) et grand effort de serrage (ES=72kN). 
 

 

 
Figure 5.6. Essai de la géométrie « tranchante » : forme de la tôle après retour élastique. 

Influence du modèle d’écrouissage et de l’effort de serrage pour la tôle en acier dual phase 
DP600 : faible effort de serrage (ES=84kN) et grand effort de serrage (ES=324kN). 
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De plus, lorsque les efforts de tension deviennent importants par rapport à ceux de flexion, 
la différence en termes de retour élastique donnée par les deux modèles a tendance à 
diminuer. Ceci est réalisé ici en considérant un grand effort de serrage. Les différentes 
évolutions de la force de réaction du poinçon en fonction de son déplacement lors de l’étape 
d’emboutissage des deux tôles, obtenues avec chaque modèle d’écrouissage (classique et 
microstructural) et pour chaque effort de serrage, sont représentées sur la Figure 5.7. 
Clairement, nous remarquons que pour un effort de serrage donné les deux modèles 
d’écrouissage n’ont pas beaucoup d’influence sur l’effort d’emboutissage (force de réaction). 
Par contre, cet effort est d’autant plus grand que l’effort de serrage est grand pour chaque 
matériau. Egalement, les efforts mis en jeu dans l’emboutissage de la tôle en acier dual phase 
sont plus grands que ceux de la tôle en acier doux. Ceci est dû, d’un coté, à la différence entre 
les épaisseurs des deux tôles (voir Tableau 5.1) et, d’un autre coté, à la différence entre leur 
résistance. La Figure 5.7 illustre ces remarques. 
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Figure 5.7. Force de réaction du poinçon lors de l’étape d’emboutissage : a) acier doux DC06 

et b) acier dual phase DP600. 
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5.2.5 Analyse de la convergence et du temps CPU 

Dans le but de montrer les performances de notre implantation numérique, nous avons 
réalisé une analyse du temps CPU et du nombre d’itérations d’équilibre obtenues dans les 
simulations de toutes les étapes du test de retour élastique. Pour pouvoir comparer, toutes les 
simulations réalisées précédemment sont obtenues avec le même nombre d’incréments (11000 
incréments pour la totalité de la simulation). Le Tableau 5.3 donne le nombre total d’itérations 
d’équilibre effectué par le code Abaqus/Standard pour chaque simulation et pour chaque 
modèle de comportement. Ce tableau montre, clairement, que l’implantation que nous avons 
effectuée est au moins aussi efficace que celle existante dans le code Abaqus.  

 

De plus, comme indiqué dans le Tableau 5.4, le temps CPU n’est pas vraiment affecté par 
l’utilisation du modèle microstructural, impliquant un grand nombre de variables internes, en 
comparaison avec le modèle classique ou son équivalent existant dans Abaqus. Cette 
performance est due à deux raisons. La première est le fait que dans le code utilisé (statique 
implicite) le temps CPU est relié directement à la résolution des équations d’équilibre. Ainsi, 
l’algorithme d’intégration de la loi de comportement a un impact relativement réduit sur le 
temps CPU total. La deuxième est le fait que les systèmes non-linéaires résolus dans 
l’algorithme d’intégration du comportement développés ici ont la même taille pour les deux 
modèles d’écrouissage. Le temps nécessaire à leur intégration est presque identique, bien que 
la complexité des deux modèles soit très différente. 

Tableau 5.3 : Nombre total d’itérations d’équilibre pour la simulation des étapes 
d’emboutissage et de retour élastique de la géométrie ‘‘aigue’’. 
 Acier doux (DC06) Acier Dual phase (DP600) 

Effort de Serrage (kN) 24 72 84 324 

Chaboche (Abaqus) 24640 21868 22419 27799 

Chaboche (UMAT) 24552 21905 22319 27466 

Teodosiu (UMAT) 22120 22729 21944 23222 

Tableau 5.4 : Temps CPU total (en heures) pour la simulation des étapes d’emboutissage 
et de retour élastique de la géométrie ‘‘aigue’’. 
 Acier doux (DC06) Acier Dual phase (DP600) 

Effort de Serrage (kN) 24 72 84 324 

Chaboche (Abaqus) 60,69 55,2 38,18 45,03 

Chaboche (UMAT) 61,62 57,12 38,59 45,57 

Teodosiu (UMAT) 57,66 58,35 38,61 40,01 
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5.2.6 Synthèse 

Nous avons réalisé, dans cette première partie de ce dernier chapitre, une étude sur le 
retour élastique en emboutissage de tôles métalliques. A travers les deux géométries étudiées, 
nous avons montré l’impact de différents modèles d’écrouissage. Un des principaux résultats 
obtenus est le lien direct établi entre les caractéristiques géométriques des essais, provoquant 
les changements de trajets de déformation dans la tôle lors de l’étape d’emboutissage, et 
l’impact du modèle de comportement sur le niveau du retour élastique.  

La différence du niveau de retour élastique observée entre les prédictions des différents 
modèles d’écrouissage a montré l’importance de tenir compte des phénomènes de transition 
qui apparaissent lors d’un trajet inverse de déformation. Ces phénomènes ne sont négligeables 
que dans le cas où les caractéristiques géométriques des outils n’impliquent pas de forts 
changements du trajet de déformation. Si ces changements n’ont pas lieu ou s’ils existent mais 
avec des niveaux de déformations plastiques faibles (zones de transition négligeables) de 
simples modèles de comportement suffisent. 

Il est à noter que, dans les tests considérés ici, le type de chargement prédominant est le 
trajet inverse, dû aux séquences de pliage/dépliage. Il n’y a pas de trajets orthogonaux, que 
l’on peut retrouver par contre lors de la mise en forme de formes complexes par emboutissage 
ou par d’autres procédés de mise en forme de tôles métalliques, impliquant des opérations à 
plusieurs séquences. Nous pouvons nous attendre à une nette amélioration de la prédiction, 
dans les simulations de tels cas, en utilisant des modèles de comportement très performants, à 
l’instar du modèle microstructural de Teodosiu-Hu. 
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5.3 Etude du phénomène de localisation  

Nous allons consacrer cette toute dernière partie à l’étude de la localisation des 
déformations dans les tôles métalliques soumises à des chargements monotones et séquentiels. 
Dans cette étude, nous allons introduire le modèle élasto-plastique à écrouissage 
microstructural couplé à l’endommagement pour la description du comportement. Dans le but 
de détecter, au cours du trajet de chargement, le moment correspondant à l’apparition des 
bandes de localisation ainsi que leur orientation, nous allons introduire le critère de 
localisation de Rice tel que développé en grandes déformations (voir § 2.6) et implanté dans 
le code Abaqus (voir § 3.5). 

Avec cette modélisation, nous allons déterminer des Courbes Limite de Formage (CLF) à 
localisation en trajet direct et séquentiel. L’effet d’une pré-déformation sur la formabilité des 
tôles étudiées sera également examiné. Enfin, pour chaque trajet de chargement, nous allons 
prédire les orientations possibles des bandes de localisation au moment de leur apparition, 
ainsi que l’influence de la pré-déformation sur l’orientation des bandes qui apparaissent au 
cours du second trajet de chargement. 

Avant d’appliquer le critère de Rice, nous allons d’abord tenter d’identifier les paramètres 
de la loi d’évolution de l’endommagement. Pour cela, nous allons nous baser sur certains 
comportements rhéologiques et rechercher un jeu de paramètres rendant le modèle élasto-
plastique couplé à l’endommagement capable de reproduire ces tests rhéologiques. 

5.3.1 Application du modèle couplé à l’endommagement 

Pour pouvoir appliquer le modèle de comportement à la simulation des essais 
rhéologiques, nous avons procédé en premier lieu à l’identification des paramètres de la loi 
d’évolution de l’endommagement. Notre démarche d’identification s’appuie sur quelques 
informations tirées de la littérature sur les courbes expérimentales concernant les deux aciers 
étudiés précédemment (Bouvier et al. 2003 ; Khelifa, 2004) ; notamment, le niveau de 
déformation atteint par chaque matériau sur des trajets directs et séquentiels.  

Dans les travaux réalisés par Khelifa (2004) sur l’identification des paramètres d’un 
modèle élasto-plastique à écrouissage combiné couplé à l’endommagement (avec la même loi 
que celle utilisée dans notre étude) sur des aciers doux et à haute résistance, deux étapes sont 
considérées : 

1. Identification des paramètres du modèle d’écrouissage, sans tenir compte de 
l’endommagement sur un essai de traction uniaxiale.  

2. Identification des paramètres de la loi d’endommagement en fixant les paramètres 
d’écrouissage. Cette identification a été réalisée avec et sans prise en compte du seuil 
d’endommagement eiY  (la densité d’énergie élastique nécessaire pour initier 
l’endommagement dans le VER, voir § 2.5.2.5). 

L’auteur avait bien signalé que le jeu de paramètres de la loi d’endommagement n’est pas 
unique ; il dépend fortement des paramètres initiaux introduits dans l’algorithme 
d’identification. Ainsi, différentes valeurs du paramètre seuil d’endommagement par exemple 
peuvent être obtenues. 
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Sur les essais rhéologiques réalisés au LPMTM (Université Paris 13), et qui ont été utilisés 
pour l’identification des paramètres du modèles d’écrouissage microstructural, Bouvier et al. 
(2003) montrent que la limite de déformation uniforme en traction uniaxiale est de l’ordre de 
40% pour l’acier doux DC06 et de 20% pour l’acier dual phase DP600. Nous avons choisi en 
premier lieu ces deux niveaux de déformation comme la limite de rupture de chaque matériau. 
Notre démarche d’identification est composée des étapes suivantes : 

1. Déterminer en premier lieu la valeur du  paramètre seuil d’endommagement. En 
l’absence d’études sur ce point, nous avons choisi de fixer sa valeur en la calculant 
avec le modèle non couplé pour un niveau de déformation choisi à l’avance et qui est 
inférieur à la valeur de déformation limite.   

2. Une fois ce paramètre calculé, nous avons procédé à l’identification des trois autres 
paramètres de la loi, à savoir s , S  et β , de telle manière à obtenir une chute de la 
contrainte de Cauchy au voisinage de 40% de déformation pour le DC06 et 20% pour 
le DP600. 

3. Nous avons ensuite considéré le cas sans activation du seuil d’endommagement, c-à-d. 
0eiY = , et nous avons identifié de nouveau les trois autres paramètres de la loi de telle 

manière à faire chuter la contrainte de Cauchy aux mêmes niveaux qu’avec activation 
du seuil, c-à-d. à 40% de déformation pour le DC06 et 20% pour le DP600. 

Les déformations locales après la striction diffuse (puis localisée) peut atteindre des 
valeurs deux à trois fois l’allongement total de l’éprouvette (Stoughton, 2001 ; Arrieux, 
1990).  En se basant sur quelques essais fournis par nos partenaires dans le projet Européen 
(3ème Rapport CECA, 2003), nous avons constaté que sur des essais de traction réalisés sur les 
deux matériaux considérés ici, la déformation atteinte localement à rupture est de l’ordre de 
80% à 100% pour le DC06, et de l’ordre de 50% pour le DP600. Nous avons refait ainsi la 
même démarche d’identification que précédemment (avec et sans seuil d’endommagement) 
de telle manière à faire chuter la contrainte en traction uniaxiale à deux nouveaux niveaux de 
déformation (100% pour le DC06 et 50% pour le DP600). 

Les paramètres de la loi d’endommagement correspondants aux différents cas considérés 
sont reportés au Tableau 5.5 pour le DC06 et au Tableau 5.6 pour le DP600. 

 

Tableau 5.5 : Paramètres de la loi d’endommagement dans les différents cas – Acier doux 
DC06.  
Niveau de déformation atteint en 
traction uniaxiale 

40% (précoce) 100% (tardif) 

Cas considérés Avec seuil Sans seuil Avec seuil Sans seuil

eiY  (MPa) 0,38 0 0,5 0 

S  2 2 2 2 
s  0,01 1 0,08 1 

β  20 20 5 5 
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Les courbes rhéologiques simulées en traction uniaxiale pour les deux matériaux sont 
représentées sur la Figure 5.8. Nous constatons que, pour chaque niveau de déformation 
atteint, la contrainte d’écoulement obtenue sans activation du seuil d’endommagement est 
inférieure à celle obtenue avec seuil. Ceci est dû à l’effet adoucissant qu’implique la variable 
d’endommagement et qui croît dès le début de la plasticité dans le cas où le paramètre seuil 
n’est pas considéré. La Figure 5.9 montre l’évolution de l’endommagement au cours du 
chargement correspondant aux différents cas envisagés. 
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Figure 5.8. Courbes de comportement en traction uniaxiale dans les différents cas : avec ou 
sans seuil d’endommagement. a) acier doux DC06 et b) acier dual phase DP600. 

Nous avons simulé d’autres trajets directs dans les différents cas. Les courbes 
rhéologiques simulées en traction uniaxiale, traction plane, traction équibiaxiale et 
cisaillement simple sont représentées sur la Figure 5.10 pour l’acier doux DC06 et la Figure 
5.11 pour l’acier dual phase DP600. Elles représentent l’évolution de la contrainte vraie ou de 
cisaillement en fonction de la déformation vraie ou de cisaillement, pour des essais réalisés 
selon la direction de laminage. 

 

Tableau 5.6 : Paramètres de la loi d’endommagement dans les différents cas – Acier dual 
phase DP600.  
Niveau de déformation atteint en 
traction uniaxiale 

20% (précoce) 50% (tardif) 

Cas considérés Avec seuil Sans seuil Avec seuil Sans seuil 

eiY  (MPa) 1,3 0 1,66 0 

S  0,5 20 0,5 9 
s  0,6 0,01 0,5 0,5 

β  30 5 15 5 
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Figure 5.9. Evolution de l’endommagement en traction uniaxiale dans les différents cas : 
avec ou sans seuil d’endommagement. a) acier doux DC06 et b) acier dual phase DP600. 

a)

0

100

200

300

400

500

0 0,5 1 1,5 2
Déformation vraie / Déformation de cisaillement

C
on

tra
in

te
 d

e 
C

au
ch

y 
[M

P
a]

Sans seuil, tardif

TE TP
TU

CS

b)

0

100

200

300

400

500

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Déformation vraie / Déformation de cisaillement

C
on

tra
in

te
 d

e 
C

au
ch

y 
[M

Pa
]

Avec seuil, tardif

TE

TP TU
CS

 
c)

0

100

200

300

400

500

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
Déformation vraie / Déformation de cisaillement

C
on

tra
in

te
 d

e 
C

au
ch

y 
[M

P
a]

Sans seuil, précoce

TE

TP

TU

CS

d)

0

100

200

300

400

500

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Déformation vraie / Déformation de cisaillement

C
on

tra
in

te
 d

e 
C

au
ch

y 
[M

Pa
]

Avec seuil, précoce

TE

TP
TU

CS

 

Figure 5.10. Courbes de comportement de l’acier doux DC06 en traction uniaxiale (TU), 
traction plane (TP), traction équibiaxiale (TE) et cisaillement simple (CS). a) sans seuil et b) 
avec seuil jusqu'à 100% de déformation en TU et c) sans seuil et d) avec seuil jusqu'à 40% de 

déformation en TU. 
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Pour le DC06 nous constatons sur la Figure 5.10 que le niveau de déformation atteint en 
cisaillement simple est nettement supérieur à celui atteint sur les autres trajets de chargement. 
Pour le DP600 nous constatons par contre sur les cas b) et d) de la Figure 5.11 que le niveau 
de déformation en cisaillement est nettement plus faible. Pour les deux matériaux et dans tout 
les cas en traction plane on atteint un faible niveau de déformation par rapport à celui atteint 
en traction uniaxiale, mais nettement supérieur à celui de la traction équibiaxiale. Nous 
discuterons plus ces différences au paragraphe suivant, ainsi que leurs conséquences sur les 
niveaux de CLF en déformation prédites par le critère de localisation de Rice. 
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Figure 5.11. Courbes de comportement de l’acier dual phase DP600 en traction uniaxiale 
(TU), traction plane (TP), traction équibiaxiale (TE) et cisaillement simple (CS). a) sans seuil 
et b) avec seuil jusqu'à 50% de déformation en TU et c) sans seuil et d) avec seuil jusqu'à 20% 

de déformation en TU. 

5.3.2 Détermination de Courbes Limite de Formage à localisation 

Pour déterminer les Courbes Limite de Formage à localisation pour les deux aciers 
considérés, nous allons introduire le critère de Rice dans les simulations des différents essais 
rhéologiques. Le moment où le critère de localisation est satisfait, c'est-à-dire lorsque 

( )det 0=n nL. . , correspondra à l’état de déformation limite que peut subir le matériau selon le 
trajet de chargement appliqué. Pour cela, nous avons considéré trois trajets monotones des 
Figures 5.10 et 5.11 (tractions uniaxiale, plane et équibiaxiale) pour déterminer les CLF 
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directes. Pour montrer l’effet d’une pré-déformation sur la formabilité des deux aciers, nous 
allons déterminer des CLF en trajet séquentiel, en considérant des pré-déformations en 
traction uniaxiale et par la suite en traction équibiaxiale. 

Avant d’aborder cette étude en détail, nous allons examiner d’abord l’application du 
critère de Rice sur un essai de traction simulé avec le modèle élasto-plastique sans 
endommagement. La courbe rhéologique reproduite par le modèle de comportement est 
saturante. Nous avons tracé l’évolution du minimum de ( )det n nL. .  en fonction de la 
déformation de traction telle que montrée sur la Figure 5.12. Cette courbe montre qu’à 
saturation de la contrainte d’écoulement, ( ){ }min det n nL. . devient saturant mais reste toujours 
positif. Autrement dit, le critère ne détecte pas d’apparition de la localisation. Le même 
résultat est obtenu en simulant d’autres essais rhéologiques. 
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Figure 5.12. Evolution de la contrainte et du minimum de ( )det n nL. . avec la déformation 
dans un essai de traction. Simulation avec le modèle élasto-plastique à écrouissage 

microstructural sans endommagement. 

En cherchant bien dans la littérature, on s’aperçoit que ce constat n’est pas nouveau. En 
effet, plusieurs auteurs ont montré que dans le cas d’un modèle de comportement élasto-
plastique avec une règle d’écoulement standard (plasticité associée) la localisation ne peut 
être détectée par le critère de Rice tant que la contrainte de Cauchy n’exhibe pas de régime 
adoucissant. Rice (1976) a étudié le problème de localisation des déformations dans les roches 
et il a montré que dans le cas d’un modèle élasto-plastique avec une loi de normalité associée 
la localisation ne peut apparaître pour un module d’écrouissage positif. Cependant, dans le cas 
où la loi de normalité n’est pas vérifiée, la localisation peut apparaître même avec un module 
d’écrouissage positif. Sur les modèles présentés par Rudnicki et Rice (1975) et Rice (1976), 
ce phénomène est attribué généralement à la perte de normalité de l’écoulement plastique. 
Ceci se manifeste par des points singuliers (vertex) au niveau de la surface de plasticité où 
plusieurs modes de déformation peuvent apparaître en leur voisinage. En se basant sur les 
travaux de Rice, Benallal et Comi (2000) montrent sur un modèle de comportement des 
milieux poreux qu’il faut un effet adoucissant qui rend le module d’écrouissage décroissant le 
long du trajet de chargement afin de détecter la localisation avec le critère de Rice. Tous ces 
travaux montrent bien que pour détecter la localisation avec le critère de Rice, il faut, soit 
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utiliser des modèles de plasticité non associée, soit introduire un effet adoucissant dans le 
modèle de comportement. Le couplage du modèle élasto-plastique introduit dans notre travail 
avec le modèle d’endommagement scalaire de Lemaitre a été justement réalisé dans ce sens. 
Ainsi, nous allons pouvoir appliquer le critère de Rice conjointement avec le modèle couplé 
afin de tracer des CLF à localisation en trajet direct et séquentiel tel que mentionné au début 
de cette partie. 

5.3.2.1 CLF à localisation en trajet direct 

Avant de tracer les CLF, nous nous intéressons à l’évolution du minimum de ( )det n nL. .  
au cours du chargement dans les différents cas envisagés pour l’évolution de 
l’endommagement et qui permettra de déterminer l’état de contrainte et de déformation au 
moment de la localisation. La Figure 5.13 pour le DC06 et la Figure 5.14 pour le DP600 
montrent clairement le moment de passage du { }min det( )n nL. .  par zéro, correspondant à 
l’apparition de la localisation. L’état de déformation associé à cette singularité du tenseur 
acoustique permettra de calculer les valeurs principales du tenseur de déformation à 
localisation dans le plan de la tôle, qui seront les points de passage de la CLF. 
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Figure 5.13. Evolution du minimum de ( )det n nL. .  avec la déformation dans les différents 
cas pour l’acier doux DC06. a) sans seuil et b) avec seuil jusqu'à 100% de déformation en TU 

et c) sans seuil et d) avec seuil jusqu'à 40% de déformation en TU. 
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Figure 5.14. Evolution du minimum de ( )det n nL. .  avec la déformation dans les différents 
cas pour l’acier dual phase DP600. a) sans seuil et b) avec seuil jusqu'à 50% de déformation 

en TU et c) sans seuil et d) avec seuil jusqu'à 20% de déformation en TU. 

Nous nous intéressons uniquement aux CLF en déformations. La Figure 5.15 montre les 
CLF directes obtenues par l’application du critère de Rice en considérant le comportement 
élasto-plastique à écrouissage microstructural couplé à l’endommagement et dans les 
différents cas d’évolution de l’endommagement. Globalement, sur la partie gauche des CLF 
l’écart entre les niveaux de formabilité obtenus entre la traction uniaxiale et la traction plane 
est le même couramment observé sur les CLF expérimentales. Sur la partie droite, néanmoins, 
l’expansion équibiaxiale montre une faible formabilité du matériau, contrairement à ce qui est 
communément observé expérimentalement et présenté dans la littérature (Arrieux, 1990 ; 
Haddad, 1997 ; Brunet et Morestin, 2001 ; Stoughton, 2001; Chow et al., 2002 ; Butuc, 2004 ; 
Brunet et al., 2005, etc.). En effet, en se basant sur les courbes rhéologiques des Figures 5.10 
et 5.11, nous remarquons que de la manière dont on a identifié les paramètres 
d’endommagement sur la base de la seule courbe de traction uniaxiale, la contrainte 
d’écoulement chute beaucoup plus tôt en expansion équibiaxiale que pour les autres trajets 
considérés. Le niveau de déformation limite ainsi atteint en expansion équibiaxiale est 
inférieur à celui atteint sur les autres trajets. La limite de formabilité que le critère de 
localisation peut détecter sur ce trajet ne peut être ainsi qu’inférieure à celle détectée sur les 
autres trajets de déformation. 
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Figure 5.15. CLF en trajet direct obtenues avec le critère de localisation de Rice dans les 
différents cas. a) acier doux DC06 et b) acier dual phase DP600. 
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A noter que la loi d’évolution de l’endommagement introduite dans ce travail a été utilisée 
par Hammi (2000), Cherouat et al. (2003) et Khelifa (2004), avec une identification similaire 
à notre démarche, c-à-d. en se basant sur un seul essai rhéologique, principalement la traction 
uniaxiale. On remarque que le choix des paramètres du modèle d’endommagement a un 
impact déterminant sur les résultats de la localisation. Ainsi, les déformations limites obtenues 
avec les paramètres de l’endommagement plus « tardif » sont beaucoup plus proches des CLF 
expérimentales, que ce soit pour les aciers doux ou dual phase. Ensuite, la partie en retreint 
(gauche) de la CLF semble moins sensible au jeu de paramètres et l’on retrouve dans tous les 
cas une déformation principale majeure en traction plane qui est bien plus faible que celle 
correspondant à la traction uniaxiale. Par contre, la partie en expansion (droite) de la CLF 
présente une sensibilité aux paramètres beaucoup plus importante. Ainsi, la déformation 
limite majeure en expansion équibiaxiale peut être plus grande ou plus petite que celle de la 
traction plane, suivant les paramètres choisis. Cette étude numérique laisse penser que 
l’utilisation d’un seuil pour le déclenchement de l’endommagement n’est pas utile. Aussi, 
avec les paramètres d’endommagement « tardif » on retrouve pour le DP600 une CLF qui 
correspond bien aux résultats attendus.    

Rappelons que l’objectif premier de ce travail, qui était partie intégrante d’un projet 
européen avec des partenaires industriels, était d’abord de se doter d’un outil de prédiction de 
la localisation des déformations à partir d’une formulation rigoureusement établie et d’un 
critère de bifurcation théoriquement fondé. Une validation complète par rapport à des CLF 
expérimentales, aurait demandé des expérimentations dans ce sens qui n’étaient pas prévues 
dans ce projet européen. Néanmoins, cette comparaison par rapport à l’expérimental nous 
semble être une bonne perspective à ce travail moyennant une identification cohérente des 
paramètres d’endommagement sur un ensemble complet de courbes rhéologiques. 

5.3.2.2 CLF à localisation en trajet séquentiel 

Nous nous intéressons ici à l’influence des pré-déformations sur la formabilité des deux 
nuances d’acier. Pour cela, nous considérons deux pré-déformations, une en traction uniaxiale 
et l’autre en expansion équibiaxiale. Suite aux observations du paragraphe précédent, nous 
utilisons ici les jeux de paramètres d’endommagement « tardif » pour les deux aciers. Pour 
l’acier doux DC06, nous considérons le comportement identifié à 100% de déformation limite 
en traction uniaxiale avec et sans seuil d’endommagement. Pour l’acier dual phase DP600, 
nous considérons le comportement identifié à 50% de déformation limite en traction uniaxiale 
avec et sans seuil d’endommagement. 

Les courbes de comportement en trajets séquentiels avec une pré-déformation de 10% en 
traction uniaxiale sont reportées sur la Figure 5.16 pour les deux matériaux. On observe, en 
plus de l’adoucissement dû à l’endommagement, les zones de transition après changement de 
trajet dues au modèle d’écrouissage microstructural. Les CLF en déformations obtenues sont 
reportées sur la Figure 5.17. Nous constatons bien l’effet de la translation de la CLF vers la 
gauche due à cette pré-déformation de traction uniaxiale. Dans la littérature (Hiwatashi et al., 
1998 ; Kuroda et Tvergaard, 2000a et 2000b ; Stoughton, 2001 ; Chow et al., 2002, etc.), en 
plus de la translation de la CLF vers la gauche on observe souvent une augmentation de la 
limite de formabilité du matériau (translation de la CLF vers le haut). Sur la partie droite de la 
CLF la limite de formabilité en expansion reste toujours sous-estimée par le critère ; pour les 
mêmes raisons évoquées plus haut, intimement liées à la stratégie d’identification des 
paramètres de la loi d’évolution de l’endommagement. 
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Figure 5.16. Courbes de comportement en traction uniaxiale (TU), traction plane (TP), 
traction équibiaxiale (TE) et cisaillement simple (CS) après une pré-déformation de 10% en 

TU. a) sans seuil et b) avec seuil à 100% en TU (acier doux DC06), et c) sans seuil et d) avec 
seuil à 50% en TU (acier dual phase DP600). 
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Figure 5.17. CLF en trajet séquentiel avec une pré-déformation de 10 % en traction 
uniaxiale. a) acier doux DC06 et b) acier dual phase DP600. 
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Les courbes de comportement en trajets séquentiels avec une pré-déformation de 5% en 
traction équibiaxiale sont reportées sur la Figure 5.18 pour les deux matériaux. Les CLF en 
déformation obtenues sont reportées sur la Figure 5.19. Nous constatons bien l’effet de la 
translation de la CLF vers la droite et vers le bas due à cette pré-déformation. Cette tendance 
est souvent retrouvée expérimentalement. 
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Figure 5.18. Courbes de comportement en traction uniaxiale (TU), traction plane (TP), 
traction équibiaxiale (TE) et cisaillement simple (CS) après une pré-déformation de 5% en 

TE. a) sans seuil et b) avec seuil à 100% en TU (acier doux DC06), et c) sans seuil et d) avec 
seuil à 50% en TU (acier dual phase DP600). 
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Figure 5.19. CLF en trajet séquentiel avec une pré-déformation de 5% en traction 
équibiaxiale. a) acier doux DC06 et b) acier dual phase DP600. 
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5.3.3 Orientation des bandes de localisation 

L’orientation des bandes de localisation est une autre information que le critère de Rice est 
capable de prédire. Cette information permet de connaître la direction à travers laquelle des 
fissures macroscopiques sont susceptible de se propager dans le matériau. Nous avons 
déterminé pour les différents trajets envisagés dans la partie précédente ces orientations et 
nous les avons comparées à celles disponibles dans la littérature (Doghri et Billardon, 1995 ; 
Keryvin, 1999 ; Lorrain, 2005). La Figure 5.20 montre l’évolution du ( )det n nL. . , dans le cas 
élastique et au moment de la localisation, en fonction de l’orientation de la normale à la bande 
définie par les coordonnées sphériques 1ψ  et 2ψ  (voir Figure 5.21). A rappeler que 

10 2ψ π≤ <  et 20 2ψ π≤ ≤  (voir § 3.5.1). Elle montre que plusieurs minima vérifient le 
critère de localisation en même temps. Ceci correspond à l’apparition de plusieurs bandes de 
localisation dues aux propriétés de symétries du problème. Pour des raisons de clarté nous 
donnons uniquement les angles définissant l’orientation d’une seule bande. 

 

 
Figure 5.20. Représentation du ( )det n nL. .  en fonction de l’orientation de la normale à la 
bande dans le cas d’une traction uniaxiale. a) chargement élastique et b) au moment de la 

localisation.  
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Figure 5.21. Angles définissants la normale à la bande de localisation par rapport aux 

directions d’anisotropie plastique initiale, ainsi que l’orientation de la trace de la bande dans 
les plans de la tôle et de l’épaisseur. 

Dans la littérature, et pour pouvoir comparer également aux résultats existants, on indique 
souvent l’orientation de la bande dans le plan de la tôle par rapport à la direction de 
chargement. Nous considérons dans tous les cas traités ici la direction de laminage comme 
axe de référence pour la mesure des nouveaux angles. Ces nouveaux angles (voir Figure 
5.21), notés 1θ  et 2θ , définiront l’orientation des deux traces de la bande comme suit :  

1. Dans le plan de la tôle, l’angle d’orientation de la trace de la bande par rapport à la 
direction de laminage est défini par 1 1 / 2θ ψ π= ± .  

2. Dans le plan de l’épaisseur, défini par la direction de laminage et la direction normale 
au plan de la tôle, l’angle d’orientation de la trace de la bande est défini par 

2 2 2 1(cos / sin cos ) / 2arctgθ ψ ψ ψ π= ± . 

La prédiction donnée par le critère montre que plusieurs bandes de localisation peuvent se 
former en même temps (voir Figure 5.20). En effet, plusieurs orientations correspondent au 
moment où ( ){ }min det n nL. .  passe par zéro, dues aux symétries du problème. Nous reportons 
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dans le Tableau 5.7 les angles 1ψ  et 2ψ , ainsi que les angles 1θ  et 2θ  définis précédemment 
dans le cas des différents trajets monotones. Le Tableau 5.8 montre les orientations obtenues 
dans le cas des trajets séquentiels. A noter que l’erreur de discrétisation sur les angles est de 
± 2°. 

 

 

Les principales observations sur les orientations des bandes sont les suivantes : 

1. Sur les trajets directs nous avons constaté que le critère prédit ces orientations bien 
avant le moment de passage du ( ){ }min det n nL. .  par zéro. 

2. Les angles d’orientation sont quasi indépendants des paramètres de la loi 
d’endommagement ; de très faibles variations sur les angles sont obtenues et sont 
inférieures à l’erreur de discrétisation des intervalles de recherches.  

3. En plus de l’orientation des bandes dans le plan de la tôle, notre analyse 
complètement tridimensionnelle de la localisation a permis de prédire l’orientation 
hors plan de ces bandes de localisation. Dans la littérature, bien souvent 
l’application de ce critère est limitée au cas 2D (par exemple, Lemaitre et al., 

Tableau 5.7 : Orientation des bandes de localisation dans le cas de trajets directs de 
chargement. 
 Orientation de la normale à la bande Orientation des traces de la bande 

Angle  

en degrés 

1ψ  2ψ  1θ   

Plan de la tôle 

2θ  

Hors plan 
TU 36° 90° 54° 90° 

TP 0° 44° 90° 46° 

TE - - - - 

CS 0° 90° 90° 90° 

Tableau 5.8 : Orientation des bandes de localisation dans le cas de trajets séquentiels de 
chargement. 
 Orientation de la normale à la  bande Orientation des traces de la bande 

Angles  

en degré 

1ψ  2ψ  1θ   

Plan de la tôle 

2θ  

Hors plan 
TU-TP 0° 44° 90° 46° 

TU-TE - - - - 

TU-CS 0° 90° 90° 90° 

TE-TU 40° 90° 50° 90° 

TE-TP 0° 46° 90° 44° 

TE-CS 0° 90° 90° 90° 
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2000), en supposant que la bande est normale au plan de la tôle. Nos résultats ne 
confirment cette hypothèse que pour certains chargements (cisaillement simple, 
traction uniaxiale). 

4. D’une manière générale, les résultats obtenus sont en parfait accord avec ceux 
reportés dans la littérature (Keryvin, 1999 ; Lorrain 2005). 

5. L’angle de 54,7° reporté dans la littérature (par exemple, Doghri et Billardon, 
1995) pour la traction uniaxiale est bien retrouvé ici. La faible différence peut être 
attribuée à l’anisotropie initiale ; dans les cas reportés dans la littérature c’est le 
critère de von Mises qui est considéré. 

6. Sur les trajets séquentiels (voir Tableau 5.8), nous avons constaté que les pré-
déformations, de 10% en TU et de 5% en TE, n’ont pas beaucoup d’influence sur 
l’orientation de la bande de localisation formée lors du second trajet. 

5.4 Conclusion 

Dans ce dernier chapitre, nous avons abordé deux études distinctes de prévision des 
défauts en mise en forme. La première est la prédiction du retour élastique en emboutissage et 
la deuxième est l’étude de la localisation des déformations dans les tôles métalliques. 

A travers un essai standard d’emboutissage, nous avons montré les effets des paramètres 
numériques, du procédé et du comportement sur le niveau du retour élastique. Nous avons 
montré principalement l’impact de différents modèles d’écrouissage et notamment, dans 
quelle situation l’utilisation d’un modèle d’écrouissage avancé tel que celui de Teodosiu-Hu 
peut s’avérer nécessaire. Nous avons ainsi répondu à la question de savoir si les phénomènes 
locaux transitoires liés aux changements de trajets de déformation ont une influence, et dans 
quelles circonstances, sur un phénomène global tel que le retour élastique. 

A notre connaissance, les applications connues du modèle de Teodosiu-Hu pour des 
problèmes de retour élastique n’ont pas montré de différences importantes par rapport à des 
modèles de type Chaboche (Bouvier et al. 2003), ce qui laissait croire que ce modèle ne serait 
finalement pas nécessaire pour des simulations de ce type. Notre étude montre pour la 
première fois que cette conclusion n’est applicable que pour des géométries assez « faciles » à 
emboutir. Cependant, pour certaines géométries plus « difficiles » le choix du modèle est 
crucial. Or, c’est justement dans le cadre de telles géométries, où le savoir-faire des 
emboutisseurs est mis en défaut, que la simulation numérique est appelée à apporter des 
réponses prédictives.  

Nous avons aussi montré l’impact accru des paramètres numériques sur les simulations, ce 
qui justifie pleinement le choix fait pour nos développements (simulation statique implicite, 
intégration temporelle, éléments finis solides, etc.). De plus, nous avons montré que 
l’utilisation de modèles avancés (avec un grand nombre de variables internes) et leur 
intégration temporelle implicite peut se faire sans aucun surcoût en termes de temps de calcul. 

L’étude de la localisation des déformations avec le modèle élasto-plastique couplé à 
l’endommagement a été réalisée totalement dans un code de calcul par éléments finis. Ceci a 
permis d’avoir un outil prédictif de la localisation applicable dans le cadre d’un calcul de 
structures. La formulation du critère de Rice en grandes déformations combinée au modèle 
couplé a permis de montrer la capacité de cette approche à prédire le comportement jusqu’à la 
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rupture du matériau. Plusieurs informations importantes ont été fournies par le couplage du 
modèle de comportement et du critère de localisation. Ainsi, à travers une analyse 
complètement tridimensionnelle, le moment de l’apparition des bandes de localisation ainsi 
que leurs orientations ont été prédits avec succès, par comparaison aux résultats disponibles 
dans la littérature, sur des tests rhéologiques à trajets directs et séquentiels.  

Enfin, un des points importants dans cette étude est le couplage proposé du modèle de 
Teodosiu et Hu avec le modèle d’endommagent de Lemaitre, ainsi que l’introduction du 
critère de localisation de Rice. L’implantation réalisée, totalement en tridimensionnelle, avec 
un formalisme en grandes déformations, bien que impliquant des développements plus 
laborieux, nous a permis de mettre en avant des résultats nouveaux : endommagement en 
trajets séquentiels avec apparition des phénomènes de transition, orientation hors-plan des 
bandes de localisation, étude de la localisation en cisaillement. L’étude menée ici montre 
l’intérêt de cette approche pour d’autres applications impliquant des chargements complexes. 
Ces résultats justifieront de continuer cette direction de recherche. 
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Conclusions 

Ce travail s’inscrit dans le cadre général de la prédiction numérique de la mise en forme 
des tôles métalliques par une approche macroscopique. Une modélisation phénoménologique 
assez complète du comportement du matériau (surface de plasticité, écrouissage combiné, 
endommagement, critère de localisation) a été développée. Une attention particulière a été 
portée à la description de l’écrouissage et à la prise en compte du comportement transitoire 
après changements de trajet de déformation. Le modèle de Teodosiu-Hu apporte sur ce point 
une modélisation beaucoup plus fine que le modèle classique d’écrouissage combiné isotrope 
et cinématique saturant. Le couplage avec l’endommagement a été réalisé en suivant 
l’approche de Lemaitre. Enfin, le critère de Rice, basé sur la théorie de bifurcation, a été 
adopté pour prédire la localisation, dans le cadre d’une modélisation du comportement 
indépendante du temps physique. Ce critère, ainsi que l’ensemble du modèle de 
comportement, a été développé sous sa forme tridimensionnelle, en adoptant le formalisme 
des grandes déformations. Ces différents couplages ont été réalisés dans un cadre général, 
sans supposer de forme particulière pour la surface de plasticité, la loi d’écrouissage isotrope 
ou cinématique ou encore la loi d’évolution de la variable endommagement. Ces 
développements ont abouti notamment à des expressions générales des différents modules 
tangents (module analytique, module algorithmique, module pour le tenseur acoustique). 

Un effort considérable a été consacré à une implantation numérique robuste et efficace des 
différents modèles dans des logiciels commerciaux de calcul par éléments finis. Plusieurs 
schémas d’intégration temporelle ont ainsi été utilisés pour intégrer les lois d’évolution des 
modèles de comportement. Ces schémas, qui diffèrent par leur robustesse, précision et facilité 
de développement, peuvent s’avérer plus ou moins adaptés suivant les applications, les 
modèles à implanter et ainsi que suivant les logiciels de calcul utilisés (statique implicite, 
dynamique explicite). Une analyse détaillée de ces différents schémas nous a permis de les 
tester et les comparer afin de retenir le meilleur compromis entre précision et temps de calcul. 

Les schémas d’intégration implicites, supérieurs en termes de précision et de coût, 
conduisent à des systèmes d’équations algébriques non-linéaires dont la résolution fait appel à 
des méthodes itératives. Dans ce contexte, nous avons montré que le modèle de Teodosiu-Hu, 
malgré un nombre élevé de variables internes, peut se ramener à la résolution d’un système de 
la même taille que dans le cas des modèles classiques. L’algorithme d’intégration temporelle 
du modèle de comportement avec endommagement a été réalisé en suivant la même 
démarche, et ce sans augmenter la taille du système d’équations. Le temps de calcul a été 
ainsi peu ou pas affecté et la modularité algorithmique a été préservée en grande partie.  

D’un autre coté, les schémas d’intégration explicites offrent une voie beaucoup plus 
simple et modulaire pour l’implantation numérique des modèles de comportement. Des 
schémas explicites d’ordres supérieurs ont été développés ici à partir d’un schéma d’ordre un, 
en n’y apportant que très peu de modifications. Malgré leurs limitations bien connues, ces 
schémas restent attractifs pour une implantation rapide et flexible, notamment dans des codes 
dynamiques explicites qui utilisent des incréments de chargement extrêmement faibles. Les 
développements réalisés au sein du logiciel Abaqus/Explicit ont été ensuite interfacés avec 
PamStamp et généralisés au cas des éléments coques, dans le cadre du post-doctorat de G. 
Racz chez Arcelor. Cette implantation permet par ailleurs à notre partenaire industriel de 
tester rapidement des lois de comportement à base microstructurale développées en interne, au 
sein des logiciels de calcul par éléments finis. 
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Comme première application, une étude du retour élastique a été entreprise afin d’évaluer 
l’intérêt pratique des modèles avancés d’écrouissage. Cette étude a permis de nuancer certains 
résultats de la littérature et de mettre en évidence des géométries d’essai où l’impact du 
modèle d’écrouissage sur le retour élastique est considérable. Dans ces cas, le retour élastique 
s’est aussi avéré plus sensible à de nombreux paramètres numériques, notamment le type 
d’élément fini et le nombre de points d’intégration dans l’épaisseur.  

Enfin, l’ensemble des modèles développés a été mis en œuvre pour la prédiction de 
courbes limites de formage en utilisant le critère de localisation de Rice. En suivant la 
démarche de Rice, l’analyse de bifurcation nous a permis de déduire analytiquement les 
différents modules associés à la perte d’ellipticité, dans un formalisme complètement 
tridimensionnel en grandes déformations. Par la suite, à travers une étude essentiellement 
numérique, ce critère s’est avéré capable de reproduire les caractéristiques principales des 
courbes limites de formage : allure, dépendance à la pré-déformation. Des clarifications ont 
pu notamment être apportées quand à l’orientation hors-plan des bandes de localisation pour 
certains chargements. Une identification paramétrique soignée de l’ensemble des modèles 
couplés à l’endommagement s’avère nécessaire afin d’aller plus loin dans la validation de 
cette approche vis-à-vis des résultats expérimentaux relatifs aux limites de formage.  

Perspectives 

Les travaux réalisés dans cette thèse ont permis de développer et valider une démarche et 
d’en montrer les premiers fruits. A son issue, de nombreuses perspectives sont ouvertes.  

Avant d’aller plus loin, la validation complète de certains développements réalisés ici 
nécessite une identification soignée des paramètres des différents modèles couplés. Il s’agit 
d’un travail difficile, étant donné que l’identification paramétrique des surfaces de plasticité 
anisotropes, des modèles d’écrouissage avancés ou bien des modèles d’endommagement – 
même pris séparément – demande une expérimentation spécifique pour chaque cas. La 
modélisation couplée une fois disponible, il reste à regrouper tous ces résultats expérimentaux 
en une procédure unique d’identification des paramètres. En ce qui concerne notamment 
l’endommagement, des modèles plus avancés (anisotropes) pourraient s’avérer nécessaires à 
l’avenir. Il en est certainement de même pour les critères de plasticité, la prise en compte d’un 
modèle plus avancé que celui de Hill’48 ne posant par ailleurs aucune difficulté.  

Le critère de Rice a été implanté dans le code Abaqus et pourrait donc être utilisé dès à 
présent comme critère de prédiction de la localisation lors de la simulation des procédés de 
formage. L’utilisation d’une loi d’écoulement non-associée permettrait d’appliquer ce critère 
en l’absence de l’endommagement – et de prendre en compte des effets de non-normalité mis 
en évidence dans la littérature. De même, il peut s’avérer très instructif de confronter ce critère 
à d’autres modélisations de la localisation, plus populaires dans la communauté de la mise en 
forme des tôles métalliques. Une thèse vient de démarrer récemment dans cette voie, suite aux 
résultats prometteurs obtenus ici.  

L’étude du retour élastique a confirmé entre autres la sensibilité des résultats de simulation 
à la formulation de l’élément fini. Afin de contribuer à la maitrise de cet aspect, la 
modélisation développée dans cette thèse est en cours de couplage avec un élément fini de 
type solide-coque. Une partie des perspectives envisagées ici font d’ailleurs l’objet du projet 
ANR « FORMEF » qui a été financé dans le cadre du Réseau National Matériaux et Procédés. 

 179  



Chapitre 6  Conclusions générale 

Enfin, les applications de la modélisation développée, de par leur généralité peuvent être 
appliqués à la simulation de nombreux problèmes de mise en forme des tôles. 
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Annexe A   Module tangent pour le critère de localisation 

A. Développement du module tangent pour le critère de 
localisation 

Nous développons ici le calcul des différents termes intervenant dans le module tangent L  
à introduire dans le critère de localisation de Rice, à savoir , ,  et . Nous donnons 
surtout plus de détails sur le calcul des termes convectifs ,  et , et leurs propriétés de 
symétrie. 

L 1L 2L 3L

1L 2L 3L

Nous rappelons les relations de départ 

( )
( )

 : ( )                         élasto-plastique

(1 ) :   ( )     élasto-plastique/endommagement

p

p

tr

d d tr

⎧ − − ⋅ + − ⋅⎪= ⎨
− − − − ⋅ + − ⋅⎪⎩

C D D σ W σ D D σ
N

C D D σ σ W σ D D σ
 (A.1) 

 
où nous cherchons à relier chaque terme du second membre au gradient de vitesses, c-à-d. 
avoir 

  (A.2) 
( )

( )

: : :                           élasto-plastique

ou

(1 ) :  : :       élasto-plastique/endommagement

p

pd d

⎧ − = =
⎪⎪
⎨
⎪ − − − = =⎪⎩

C D D L D L G

C D D σ L D L G

 1 1( ) : :tr = =σ D L D L G  (A.3) 

 2 2: :⋅ = =D σ L D L G  (A.4) 

 3 3: :⋅ = =σ W L W L G  (A.5) 
 
de telle sorte à obtenir 

 1 2 3= + − −L L L LL  (A.6) 

A.1 Détermination de L  

Nous avons 

  (A.7) : Ana=L D C D:
 
où AnaC  est le module tangent analytique développé au § 2.1..5 pour le modèle élasto-
plastique et au § 2.5.2.7 pour le modèle couplé à l’endommagement, qui sont donnés ici, 
respectivement, par 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

:
                             élasto-plastique

: :
 élasto-plastique/endommagement

Ana

d

H

H
H H

λ

λ λ

α

α

⎧ ⊗⎡ ⎤
−⎪ ⎢ ⎥

⎪ ⎣ ⎦= ⎨
⊗ ⊗⎛ ⎞⎪ − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

C : V V C
C

C
C : V V C σ V C

C
(A.8) 
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Sachant que, grâce à certaines relations de symétrie, on a  

  (A.9) :Ana Ana=C D C G:
 
Le tenseur L  est simplement déduit par 

 Ana=L C  (A.10) 

A.2 Détermination de L  1

Nous cherchons à déterminer  tel que  1L

  1 ( ) :tr =σ D L G  (A.11) 
 
Le terme  peut s’écrire  ( )trσ D

 ( ) 1 ( ) : :tr = ⊗ =σ D σ I D L D  (A.12) 
 
Sous forme indicielle, on a 

 1ij kk ijkl klD L Dσ =  (A.13) 
 
Pour étudier les symétries de , il suffit de voir que1L

 1ijkl ij klL σ δ=  (A.14) 
 

Le tenseur d’ordre 4  possède donc les symétries mineures mais pas la symétrie majeure. 1L

D’un autre côté, le développement suivant :  

 

1 1

1 1
1 12 2

1 1
1 12 2

1 1
1 12 2

2
                         

                         

                         

                

kl lk
ij kk ijkl kl ijkl

ijkl kl ijkl lk

ijkl kl ijlk lk

ijkl kl ijkl kl

G GD L D L

L G L G

L G L G

L G L G

σ +⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

= +

= +

1         ijkl klL G=

 (A.15) 

 
montre que 

  1 1( ) : :tr = =σ D L D L G  (A.16) 
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D’où l’expression finale de  1L

 1 = ⊗L σ I  (A.17) 

A.3 Détermination de  2L

Nous cherchons à déterminer  tel que  2L

 2 2: :⋅ = =D σ L D L G  (A.18) 
 
Nous écrivons d’abord 

 2 :⋅ =D σ L D  (A.19) 
 
Pour déterminer  et étudier ses symétries, il suffit d’écrire que2L

 2ip pj ijkl klD L Dσ =  (A.20) 

 il lj kl ik ljD Dσ δ σ=  (A.21) 

 ik kj lk il kjD Dσ δ σ=  (A.22) 

 1
2ip pj ik lj il kj klD σ δ σ δ σ D⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (A.23) 

 
Le tenseur  possède la symétrie mineure sur les deux derniers indices ; c-à-d. 2L

 2 2ijkl ijlkL L=  (A.24) 
 
Comme pour , on peut montrer que  1L

 2 2: :=L D L G  (A.25) 
 
de sorte que  

 1
2 2ijkl ik lj il kjL δ σ δ σ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (A.26) 

A.4 Détermination de  3L

Nous cherchons à déterminer  tel que  3L

 3 3: :⋅ = =σ W L W L G  (A.27) 
 
Pour déterminer  et étudier ses symétries, il suffit d’écrire3L
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 3ip pj ijkl klW L Wσ =  (A.28) 

 il lj il jl il jk klW W Wσ σ σ δ= − = −  (A.29) 

 ik kj ik lj klW Wσ σ δ=  (A.30) 

 1
2ip pj ik lj il jk klWσ σ δ σ δ W⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (A.31) 

 
Le tenseur 3L  possède l’antisymétrie sur les deux derniers indices, c-à-d.  

 3ijkl ijlk3L L= −  (A.32) 
 
Ceci permet d’avoir 

 ( )3 3 32: : T−⋅ = = =G Gσ W L W L L G:  (A.33) 

 
de sorte que 

 1
3 2ijkl ik lj il jkL σ δ σ δ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (A.34) 
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B. Termes intervenant dans la résolution du système réduit 

Nous donnons ici les différents termes intervenants dans la résolution des deux systèmes 
d’équations non-linéaires (3.101) et (3.161), respectivement, pour  le modèle élasto-plastique 
et celui couplé à l’endommagement.  

B.1 Modèle élasto-plastique sans endommagement 

• Calcul de  et  V Q

Les expressions de V  et  dépendent de la surface de plasticité retenue. Dans notre cas, 
nous travaillons avec le critère de Hill 48, où la contrainte équivalente 

Q
σ  est fonction de la 

contrainte efficace . La direction de l’écoulement plastique  est ainsi donnée par T V

 : :F σ
σ

∂ ∂
= = = =
∂ ∂

M TV
T T

M n  (B.1) 

 
et sa dérivée par rapport à T  est donnée par 
 

 (
2 1σ

σ
∂

= = − ⊗
∂ ∂

Q M V
T T

)V  (B.2) 

• Calcul  de Y ,  et des dérivées ∆X Y
λ

∂
∂∆

, ∂∆
∂

X
T

 et 
λ

∂∆
∂∆

X  

Nous ne considérons ici que le cas de l’intégration asymptotique des lois d’évolution. 

Modèle de Chaboche-Marquis 

En utilisant les expressions (3.115) et (3.116), nous obtenons 
 

 ( 1
1

 R sat n
n

Y C R R
λ +

+

∂
= −

∂∆
)  (B.3) 

 ( )( 1
1 1

1 XCsat
n n

n n

X e λ

σ
− ∆

+ +
+ +

∂∆
= − − ⊗

∂
X I n V

T
)1  (B.4) 

 1

1 1

XC n
X sat

n n

C e Xλ

λ σ
− ∆ +

+ +

⎛ ⎞∂∆
= ⎜∂∆ ⎝ ⎠

TX Xn− ⎟  (B.5) 

Modèle de Teodosiu-Hu 

En utilisant les expressions (3.120) et (3.121), nous obtenons 
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( )

( )

1
1

21
1 1 1

1
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SD Dn sat n Dn n n SL L n
satn

Y C R R

f C S S g S g h C
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+

+
+ + +

+

∂
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S
S
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 (B.6) 

 ( )(1
1

1 1

1 X

sat
Cn

n n
n n

X e λ

σ
− ∆+ )1+ +

+ +

∂∆
= − − ⊗

∂
X I n V
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 (B.7) 
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L n
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S

(B.8)  

B.2 Modèle élasto-plastique couplé à l’endommagement 

• Calcul de  et  V Q

Les expressions de  et  dépendent de la surface de charge. Pour la surface de Hill 48, 
retenue ici, on a 

V Q

 
1

1
1 nd

σ

+

∂
= =
∂ −

V
σ

V  (B.9) 

 
Dans le cas du critère de Hill 48, on a 

 1 1
1 1n nd d

σ :
σ

∂
= ≈ =
∂ − −

M TV V
σ

 (B.10) 

et sa dérivée par rapport à  est donnée par T
 

 
( ) (1
1 nd σ

∂
= ≈ − ⊗
∂ −
VQ M
T

)V V  (B.11) 

• Calcul de Y , ∆X  et des dérivées Y
λ

∂
∂∆

, ∂∆
∂

X
T

 et 
λ

∂∆
∂∆

X  

Comme pour les modèles d’écrouissage sans endommagement, nous ne considérons ici 
que le cas de l’intégration asymptotique.  

Modèle de Chaboche-Marquis avec endommagement

En utilisant les expressions (3.116) et (3.175), nous obtenons 
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 ( 1
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∂
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∂∆
)  (B.12) 
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σ
− ∆
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λ σ
− ∆ − ∆+

+
+ +

⎛ ⎞∂∆
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TX X n )n−X  (B.14) 

Modèle de Teodosiu-Hu avec endommagement   

En utilisant les expressions (3.120) et (3.178), nous obtenons 

 1 1
1 1 11 1

 LD
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où 
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Les dérivées 
1n

R
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∂
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, 
1
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∂
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n
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∂
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S
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 1
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Après calculs, regroupement des termes et simplifications, les dérivées 
λ∆∂

∂Y , ∂∆
∂

X
T

 et 
λ

∂∆
∂∆

X  

recherchées sont données par les expressions finales suivantes : 
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