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Chapitre 1

Introduction

Dans ce mémoire, j'expose la théorie des familles équivariantes de me-
sures sur le bord a l'infini du revétement universel d’une variété compacte a
courbure strictement négative. Ensuite jutilise cette théorie pour étudier le
comportement du bas du spectre du laplacien des fonctions sur le revétement
universel lorsqu’on fait varier la métrique sur la variété compacte. J'utilise
aussi cette théorie pour démontrer la rigidité du spectre marqué des lon-
gueurs dans la classe conforme d’une métrique a courbure négative sur un
variété compacte.

Sur une variété compacte X qui porte une métrique a courbure stricte-
ment négative, le revétement universel X de X a une croissance exponen-
tielle pour toute métrique g sur X, ce qui se traduit par la non nullité de
certains invariants de la métrique g comme par exemple I’entropie volumique
h(g) = limp_ % log VoIB(R) (ot B(R) est une boule de rayon R dans X),
ou le bas du spectre du revétement universel A;(g), défini comme la borne

-~ 2 ~
inférieure des quotients de Rayleigh ff‘i{l des fonctions f sur X a support
X

compact. Lorsque X admet une métrique hyperbolique go (c¢’est-a-dire une
métrique de courbure constante égale a —1), on peut se poser la question
de savoir si cette métrique est un extremum pour ces invariants. Un résultat
classique de Besson Courtois et Gallot est que les métriques hyperboliques
sont des minima de lentropie volumique (voir [BCG1]). Plus précisément
la fonctionnelle ¢ — h(g) restreinte aux métriques de méme volume que g
atteint son minimum en go et de plus si dim X > 3 et si h(g) = h(go) alors g
et go sont isométriques, et ce résultat est valable plus généralement lorsque
go est une métrique localement symétrique a courbure strictement négative.
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En ce qui concerne le bas du spectre du revétement universel, on sait déja
que gp est un point critique de la fonctionnelle g — A1(g), et Besson Cour-
tois et Gallot ont montré que A;(go) est maximal en restriction aux métriques
conformes a gg et de méme volume. En particulier si dim X = 2 alors par uni-
formisation A;(go) est un maximum de la fonctionnelle g — A;(g) restreinte
aux métriques de méme volume que gg. Dans le chapitre 3 de ce mémoire on
montre le théoréme suivant : (voir théoreme 3.9 et corollaire 3.11 ) :

Théoreme 1.1. Soit X une variété compacte de dimension > 3 et gy une
métrique hyperbolique sur X. Si g est une métrique conforme a gy de méme
volume et différente de gy alors le bas du spectre du revétement universel pour
go est strictement supérieur a celui pour g : A\i(go) > Ai(g). D’autre part il
existe un voisinage de go dans sa tranche d’Ebin tel que pour toute métrique
g contenue dans ce voisinage et différente de go, le bas du spectre pour g est
strictement supérieur a celui de go : A1(go) < A1(g).

Dans ce théoreme, la tranche d’Ebin de gq est une classe de métriques qui
contient gg et dont ’espace tangent en gy est un supplémentaire orthogonal a
la somme des espaces tangents en go de la classe conforme de gg et de I'orbite
de go par les difféomorphismes de X. Il va sans dire que A;(g) est constant
le long de l'orbite de gy par les difféomorphismes, et donc le théoreme nous
dit que go est un point selle de la fonctionnelle g — A (g).

Une difficulté que 1'on rencontre lorsqu’on étudie A;(g) pour démontrer
le théoreme 1.1 est qu’il n’existe pas de fonction sur X dont le quotient de
Rayleigh soit minimal et égal & \;(g) & cause de la non compacité de X . Pour
surmonter cette difficulté, on va considérer certaines suites de fonctions L?
dont les quotients de Rayleigh sont arbitrairement proches de A;(g) et qui
convergeront non pas vers une fonction L? mais vers un objet défini sur le
bord & l'infini de X, que on peut voir comme une famille équivariante de
mesures sur le bord. A cette famille, on associe un “quotient de Rayleigh”
qui coincide avec la limite des quotients de Rayleigh de la suite de fonctions,
et on montre alors que \;(g) est la borne inférieure des quotients de Rayleigh
des familles de mesures sur le bord (théoreme 3.1), et de plus, lorsque g = go,
alors il existe une famille canonique de mesures dont le quotient de Rayleigh
est minimal et égal & A\;(go). Considérer les quotients de Rayleigh de familles
de mesures plutdt que des quotients de Rayleigh de fonctions L? sur X va
nous permettre d’étudier A;(¢g) au voisinage de go pour démontrer le théoreme
1.1. Par ailleurs une question ouverte est de savoir si pour toute métrique ¢ il
existe une famille de mesures dont le quotient de Rayleigh soit égal a A\;(g).



Ces familles de mesures que 1'on vient d’introduire sont définies dans le
chapitre 2 de ce mémoire et leurs principales propriétés y sont établies. On y
donnera également la classification de ces familles de mesures. Cette théorie,
dte a Ledrappier, (voir [L1]) et c’est une généralisation de la théorie des
familles de mesures de Patterson-Sullivan. Ces dernieres sont des exemples
de familles équivariantes de mesures. Les résultats de ce chapitre sont déja
connus (voir [LL1]), mais 'approche ici est parfois différente de [L1], notam-
ment dans la preuve du fait que les mesures considérées n’ont pas d’atomes,
et du fait que chaque période d’un cocycle normalisé est plus grande qu’une
constante fois la longueur de la géodésique périodique correspondante. Ces
deux faits sont tres liés et leur preuve est plus géométrique ici que dans [L1].

Une autre application de la théorie des familles équivariantes de mesures
concerne l'étude de la rigidité du spectre marqué des longueurs pour les
variétés compactes a courbure strictement négative. Sur une variété rieman-
nienne compacte, on définit le spectre marqué des longueurs comme la fonc-
tion qui a chaque classe d’homotopie libre de lacets associe le minimum des
longueurs des lacets dans cette classe. On peut se demander dans quels cas
deux métriques sont égales a un difféomorphisme pres si et seulement si elles
ont le méme spectre marqué des longueurs. Une condition nécessaire pour que
cette équivalence soit vraie est que le groupe fondamental soit non trivial afin
qu’il y ait des classes d’homotopie libre de lacets non triviales, ce qui exclu
entre autre le cas d'une sphere. Cependant, dans le cas d'une sphere, on peut
quand méme se demander si la métrique ronde est la seule métrique ayant la
propriété que toutes ses géodésiques sont fermées et de méme longueur, et la
réponse est que non : il existe des spheéres munies de métriques non rondes,
appelées “surfaces de Zoll” ayant cette propriété (voir [Be2]). On vient de dire
que pour qu’il y ait rigidité du spectre marqué des longueurs, il est nécessaire
que le groupe fondamental soit non trivial, on peut dire plus généralement
qu’il est nécessaire que pour au moins 'une des deux métriques que 1'on
compare la réunion des courbes de longueur minimale dans leur classe d’ho-
motopie libre soit dense, et on sait que cette condition est réalisée lorsque
la métrique est a courbure strictement négative. Mais on ne sait toujours
pas si deux métriques a courbure négative qui ont le méme spectre marqué
sont isométriques. On sait seulement que c’est le cas en dimension 2 (voir
[O] ou [C]) ou lorsque I'une des deux métriques est localement symétrique
(voir [BCG1]). On sait aussi en dimension quelconque que lorsqu’on déforme
de facon lisse une métrique a courbure strictement négative sans en modifier
le spectre marqué des longueurs, alors cette déformation est triviale, c’est-a-
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dire qu’elle est induite par une isotopie (voir [CS]). Dans le chapitre 4, nous
allons démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 1.2. Soit g et g deuxr métriques conformes sur X, a courbure
strictement négative et ayant le méme spectre marqué des longueurs. Alors
elles sont éqgales.

Ce résultat était déja connu : c¢’est une conséquence d'un théoreme de
Croke, [CD]. La preuve ici est différente de celle de [CD] et fait intervenir
les familles de mesures équivariantes et le fait que si deux métriques ont le
méme spectre marqué des longueurs alors les mesures de Patterson de I'une
et de 'autre sont équivalentes.



Chapitre 2

Les familles équivariantes de
mesures sur le bord

2.1 Le bord a ’infini

Soit X une variété compacte & courbure strictement négative. Notons X
le revetement universel de X, que 'on muni du relevé de la métrique sur
X. Le bord & l'infini X de X est défini comme ceci : on appelle rayon
géodésique 'image d’une isométrie [0, +oo[— X, et on dit que deux rayons
géodésiques sont équivalents s’ils sont a distance de Hausdorff finie, la dis-
tance de Hausdorff de deux ensembles étant la borne inférieure des M > 0
tels que chacun des ensembles soit contenu dans le M-voisinage de l'autre.
Le bord & l'infini X est défini comme I'ensemble des classes d’équivalence
de rayons géodésiques (voir par exemple [GH]).

Rappelons sans démonstration quelques propriétés (voir [BGS]) : Notons
T'X le fibré tangent unitaire de X. Tout vecteur v € T X engendre un rayon
géodésique qui définit un point de 90X que nous noterons v(00). Pour tout
z € X, chaque point de dX est représenté par un et un seul rayon géodésique
issu de z, et donc 'application

T'X — 0X
v — v(0)
est une bijection. Cette bijection induit une topologie sur X qui ne dépend

pas du choix de z. De plus, la réunion X UdX admet une topologie d’espace
compact qui est caractérisée par le fait qu'une suite y, € X tend vers un

9
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point # € 90X si et seulement si la distance d(yn, ) tend vers +oco et si
langle £,.(6,y,) entre y,, et 6 vu du point z tend vers 0, z étant un point de
X dont le choix n’importe pas.

Enfin, rappelons que la définition de X ne dépend pas du choix de la
métrique a courbure strictement négative sur X. En effet ¢’est une conséquence
de la proposition suivante (voir [GH], chapitre 5, théoreme 25) :

Proposition 2.1. Soient g et ¢ deux métriques a courbure strictement
négative sur X qui sont les relevés de métriques sur X . Il existe une constante
A >0 telle que
— sir est un rayon géodésique pour g dans X, alors il existe ' un rayon
géodésique pour g dont la distance de Hausdorff a r est inférieure a A.
— st ¢ est une géodésique pour g dans X, alors il existe une géodésique ¢
pour g' dont la distance de Hausdorff a ¢ est inférieure a A.

2.2 Structure holdérienne sur le bord

Le bord & l'infini X est naturellement muni d’une famille de distances
qui sont toutes Holder-équivalentes les une des autres. Nous allons plus tard
construire certaines de ces distances. Néanmoins, il est possible de donner
une description de la structure Holdérienne naturelle de X sans avoir a
introduire une de ces distances, et c’est ce que nous allons faire dans cette
section.

Pour z € X, § € X, on note D(z, ) le cone d’angle 7/2 issue du vecteur
x_é, c’est-a-dire

D(x,8) = {y € X|4u(y,0) < W/Q} .

Notons D(z,0) l'adhérence de D(z,0) dans X U 0X, et notons 0D(z,0) =
D(z,0) N 0X. Autrement dit,

dD(z,0) = {g € OX|4,(£,0) < 7r/2} .

Pour T" > 0, notons xr le point a distance T" de = sur le rayon géodésique
issu de x et dirigé vers 6. On posera alors

D¥(z,0) = D(xr,0),
D' (z,0) = D(zr,0),
OD™(z,0) = 0D(xr,0).
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Le fait suivant est une conséquence des théoremes de comparaison, sa-
chant que la courbure de X est majorée par une constante strictement négative :

Proposition 2.2. Soientz € X, 6 € 90X, alors D™ (x,0) C DT (x,0) si T" >
T, et la famille des ensembles (ET(x, 0))rcpo,+o0o[ €St une base de voisinage

de 6 dans X UOX.

Démonstration. Montrons par I’absurde la premiere affirmation : supposons
que D' (z,6) ne soit pas inclu dans DT (z, 0) et soit z € DT (x,0)\ DT (x,0).
Considérons le triangle (z, zp, %) : dans ce triangle les angles aux sommets
xp et xp sont > /2 donc la somme des angles dans ce triangle est stricet-
ment plus grande que 7, ce qui est impossible car la courbure est négative
(voir par exemple [GH] chapitre 3, théoréeme 12).

Montrons la deuxiéme affirmation : il est clair que les ensembles DT (z, 0)
sont des voisinages de 6 dans X U9X . Nous devons montrer que tout voisinage
de 0 contient un ensemble DT (z,0) pour T assez grand. Soit V un voisinage
de 6. Quitte a le remplacer par un voisinage plus petit, on peut supposer que
V est I'adhérence dans X U &X d’un ensemble

{y € X|d(z,y) > M et £,(y,0) < a},

olt M, a > 0. Supposons par I'absurde que DT (z, ) ne soit pas contenu dans
V pour T arbitrairement grand. Soit z € D*(z,0) \ V. On peut supposer
que T" > M donc d(x,z) > M et donc £,(z,6) > a. Considérons alors le
triangle (z,z,z7). Le coté [z, zr| est de longueur T, arbitrairement grand,
et les angles aux sommets x, x7 qui bordent ce coté sont respectivement > a
et > m/2. Or l'existence d'un tel triangle est impossible lorsque 7" est trop
grand, (voir proposition 5.3 dans I'annexe), d’ou une contradiction. O

Définition 2.3. Fizonsx € X. On dira qu’une fonction h sur 0X est Holder-
continue s’il existe deux constantes A,b > 0 telles que pour tout 6 € 0X,
T >0, et pour tout £,¢ € 0D (z,0) on ait

n(&) = M(C)] < Ae™".

Cette définition ne dépend pas du choix de x d’apres la proposition sui-
vante :

Proposition 2.4. Pour tout € > 0, il existe une constante A > 0 telle que
510 €0X, T>0, etx,ye X avec d(z,y) <€, alors

DT+ (y,0) c DT (z,6). (2.1)
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Démonstration. Soit € > 0 et soit A une constante > 0 ne dépendant que
de € que lon déterminera plus tard. Soit z,y € X tels que d(z,y) < e,
soit T > 0, § € dX. Supposons par I'absurde qu’il existe z € X tel que z €
DT+4(y,0)\ DT (z,0). Notons (z;), (;) les géodésiques dirigées vers 0 et telles
que zg = x et Yo = y. Ces deux géodésiques ne s’éloignent pas (voir propostion
5.1 dans l'annexe), et on a donc que d(yr,x7) < €, et d(yria, rria) < €.
Considérons alors les deux triangles géodésiques (21, 214 4, 2) et (Y7, Y714, 2)-
On a que les angles £, (744, 2) et £y, ,(yr, 2) sont > 7/2. Donc d’apres
la proposition 5.4 (dans 'annexe), on a

d(z,v744) > d(z,27) + A — 20,
d(Z, yT) 2 d(Z, yT+A> + A— 257

(ou1 § est une constante ne dépendant que de X) et en additionnant ces deux
inégalités on obtient

[d(z, 2014) = d(z,yrea)] + [d(z,yr) = d(z,27)] > 2A — 49,

donc 2¢ > 2A — 49, ce qui est contradictoire pouvu qu’on ait choisi A >
€+ 20. O

2.3 Cocycles et familles équivariantes de me-
sures : définitions

On donne les définitions suivantes (voir aussi [L1], méme si les termes
employés ont parfois des sens différents) :
— On appelle cocycle une application continue

C:X’x0X >R
(l‘,y,e) - Cg(ﬂ?,g)

vérifiant

Co(z,y) + Cy(y, 2) = Cy(x, 2)
Cho(yr,vy) = Cy(,y) pour tout v € T,

et telle que pour z,y fixé, 'application § — Cy(x,y) soit Holder-
continue.
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— On appelle famille équivariante de mesures sur 0X une famille 1 = (p1,)

qui a tout z € X associe une mesure finie p, sur 90X telle que pour
tout x € X et pour tout v € I'; on ait la relation d’équivariance

Hry(z) = VsMa,

et telle qu’il existe un cocycle C' vérifiant

~log (Z"x (9)) — Cyla,y). (2.2)
Hy

En particulier, les mesures p, d’'une méme famille sont contenues dans
la méme classe de densité de mesures, et cette classe est I'-invariante,
et donc le support de ces mesures est X, car il est fermé non vide et
[-invariant.

On dira d'un cocycle qu’il est normalisé s’il est associé a une famille
équivariante de mesures comme ci-dessus.

On dira que deux cocycles C' et C’ sont cohomologues s’il existe une
fonction continue f : X x9X — R, [-invariante (au sens ot f(yz,v6) =

f(x,0)) telle que
Co(x,y) — Ch(x,y) = f(x,0) — f(y,0). (2.3)

Rappelons que de telles fonctions f correspondent a des fonctions conti-
nues sur 71X, via l'identification I'-équivariante X x 0X ~ T'X. En
particulier, ces fonctions sont bornées.

Si C et C” sont deux cocycles cohomologues, et si C' est normalisé, alors il

existe d’'une part une fonction f vérifiant (2.3), et d’autre part il existe une
famille équivariante de mesures (u,) vérifiant (2.2). On voit alors que C” est
lui aussi normalisé, car si on définit la famille de mesures (p,) par

d_“f”ﬂ(g) = f(@0)
diy ’

alors on a bien

du!
/ = —log [ —=2(0) ).

Remarquons alors que les mesures p, et u! sont équivalentes, et de plus,
comme [ est borné, il existe une constante A > 1 telle que pour tout x on

ait

Ailﬂx <y < Apty.
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L’ensemble des cocycles est un espace vectoriel. Un exemple bien connu
de cocycle non trivial est le cocycle de Busemann, qu’on peut caractériser
par la propriété suivante :

By(z,y) = lim [d(x, 2) —d(y, 2)]

(voir corollaire 2.7 pour 'existence de cette limite), mais il existe d’autres
cocycles et nous allons tous les décrire dans ce chapitre. Nous allons aussi
montrer I'existence de familles équivariantes de mesures qui n’est pas évidente
pour l'instant, et nous allons également toutes les décrire. En particulier on
montrera le théoreme suivant :

Théoreme 2.5. Pour tout cocycle C, il existe un unique réel s tel que le co-
cycle C+sB soit normalisé (ot B désigne le cocycle de Busemann). De plus,
les familles équivariantes de mesures associées a un méme cocycle normalisé
par la relation (2.2) sont toutes proportionnelles.

(Voir aussi [L1], théorémes 1.d et 2.d)

2.4 Construction de cocycles

Dans cette section, on va montrer comment a partir d'une fonction holdérienne

sur T' X on peut construire un cocycle (corollaire 2.7 ci-cessous). Tout d’abord,
on dit qu'une fonction F sur T'X est holdérienne s'il existe des constantes
A>0,0<b<1 tels que |F(u) — F(v)|] < Ad(u,v) pour tout u,v € THX.
Ici, d désigne n’importe qu’elle distance sur T X équivalente & une distance
riemannienne (le choix de d n’importe pas pour cette définition puisque 7 X
est compacte). On utilisera les flots géodésiques de T' X et de 77 X, qui seront
notés ¢;. On notera m les projections canoniques T°X — X et T'X — X.
Si F est une fonction holdérienne sur 70X, le relevé de F sur T'X sera
également noté F. Pour z,y € X, nous noterons fj’ F' l'intégrale suivante :

/zy P /OT Fow)dt,

o T = d(z,y) et v € T'X vérifie 7v = x et mopv = y (ce vecteur v est
unique si  # y).



2.4. CONSTRUCTION DE COCYCLES 15

Lemme 2.6. Soit ' une fonction holdérienne sur T*X et soit eg > 0, alors il
eziste des constantes A,b > 0 tels que pour tout € < €y el pour tout quadruplet
x, 2y, y € X tels que d(z,2') <€, d(y,y’) <€, ona

Y Y
[/ F

Corollaire 2.7. Pour tout z,y € X et § € X, notons Cl'(z,y) ou bien
ij — fyg F la limite suivante :

0 6 z z
C{(;c,y)z/ F—/ F= lim (/ F—/ F)
x y 2(€X)—0 T y

Cette limite existe bien, et lapplication 0 — Cf (x,y) est Holder-continue.
Donc la fonction C* ainsi définie est un cocycle.

< Aé

Démonstration du lemme. Soit F' une fonction holdérienne et soit €, > 0.

Comme
Yy Y Yy ] Yy Y
[r-fe=([r-Lr)e(Lr-Lr)

il suffit de montrer le lemme dans les deux cas suivant : lorsque y = ¥’ et
lorsque x = 2’. Traitons le cas y = ¢’ (Pautre cas est similaire). L’idée de
la preuve est que les deux géodésiques qui partent de x et de 2’ et qui se
rejoignent en y se rapprochent de facon exponentielle d’apres la proposition
5.5 (dans I'annexe), et comme la fonction F' est Holdérienne, la différence
entre les deux intégrales sera petite, indépendamment de la longueur des
deux géodésiques.

Voici maintenant la preuve en détail. Par commodité, les distances que
l'on utilisera sur T X et sur T'X sont définies comme ceci : choisissons r > 0
arbitrairement. Pour tout u,v € T*X (ou € T'X), on définit la distance
d(u,v) entre les vecteurs tangents unitaires u et v par

d(u,v) = sup d(mosu, Tdsv).

s€[0,7]

La distance d ainsi définie sur 71X est Lipschitz-équivalente a n’importe
quelle distance riemannienne sur 7' X. Soit z, 2/, y € X tels que d(z, ') < €.
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Comme z et 2’ jouent le méme role, on peut supposer que d(z',y) > d(z,y).
Posons T' = d(x,y), et 7 = d(2',y) — d(z,y). On a que 0 < 7 < d(z,2") < €.
D’apres la proposition 5.5, sit € [0,T] et t <T —r, on a

d<¢tu7 ¢t+rv) < d(CL’, x/)e_k@eo)t’

ot u,v € T'X sont les vecteurs basés en z et en 2’ et dirigés vers y. De plus,
comme la distance d est Lipschitz-équivalente a une distance riemannienne,
et que pour cette distance riemannienne, la norme de la différentielle de ¢,
est uniformément bornée lorsque ¢ € [0, r], alors par conséquent il existe une
constante M > 0 telle que sit € [0,T] et t >T —r, on a

d<¢tu7 ¢t+7'v) < Md(x7 l’,).
Donc, comme F' est holdérienne, on peut écrire pour ¢ € [0, T

Ad(x, 2')Pe N2 gt < T — 1,

|F(¢r4ru) — F(pw)| < {Ad<x’$/)be sit>T —r,

ou A et b sont les constantes de Holder pour F'. On peut maintenant écrire

/:F—/:F‘ S/:0|F(¢t+7u)—F(¢tv)|dt+/tT |F(ppu)| dt

=0

T
< Ad(z,2')° (/ e A@elbt gy TMb) + 7| F || o
0

A _
S d(.ﬁC,iL'/)b (W + ATMb + 6(1) bHF“OO) y

ce qu’on voulait. O

Démonstration du corollaire. Soient z,y € X. Pour tout z € X, notons

C’f(w,y):/ F—/ F.
e y

Pour prouver & la fois I'existence de la limite lim, o CF(x,y) et la Holder-
continuité en 6, il suffit de montrer qu’il existe des constantes A,b > 0
vérifiant : pour tout 7' > 0, § € 0X et 2,2’ € DT(x,0), alors

|G (2,y) — Ch(z,y)| < Ae™". (2.4)
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D’apres le lemme 2.6, on sait que C*'(z,y) est borné uniformément en z € X,
donc la propriété (2.4) est vérifiée lorsque T n’est pas trop grand pourvu
que l'on choisisse la constante A suffisament grande et la constante b > 0
suffisamment petite. Soit donc T suffisamment grand en un sens que l'on
va déterminer par la suite, et soit 2 € DT(x,0). Notons (x;);>0 le rayon
gbodésique issu de x et dirigé vers 0. Il convient de comparer C*'(z,y) avec
C’fT /Q(x, y). Pour cela, notons 2’ le projeté de x7/, sur la géodésique passant
par x et z, et notons vy’ le projeté de 2’ sur celle passant par y et z. Comme
langle £,.(z,2z) > m/2, alors d’apres la proposition 5.4 (dans ’annexe),
le sommet xp est a distance inférieure a ¢ de la géodésique passant par x
et z (0 étant une constante ne dépendant que de X), et ensuite, comme le
segment géodésique partant de xp vers x se rapproche exponentiellement vite
du segment géodésique [z, z| (proposition 5.5), on peut écrire que

d (LUT/27 x') < 25 MIT/2,

En particulier, le point 2’ est située entre z et z et d(z,2’) > T/2 — 20.
Maintenant, la géodésique partant de x vers z se rapproche elle-méme expo-
nentiellement vite de la géodésique passant par y et z d’apres la proposition
5.5, et donc on peut écrire que

d(l‘l, y/) < Qd(.il?, y)ef)\(Zd(x,y))[T/QfQ(ﬂ.

Maintenant on peut appliquer le lemme 2.6 pour faire les estimations sui-

vantes :
z’ T2
Cl('y) + / F—/ F+
T2 Y
+ / P / F
Y Y

<A,y +d(@ 2rp)’ + Ay, 2r0)"]
< Ae VT

CE (2,y) = Cp L (2,y)] =

TT/2

ou A,V sont des constantes qui ne dépendent ni de 7', ni de z. Donc, si
2,2 € DT(x,0), on a

CF (2, y) = Chi(z,y)| < 2477,

ce qu’on voulait. O
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On montrera dans la section suivante que chaque classe de cohomologie
contient un cocycle de la forme C'* comme on vient d’en construire.

Remarquons que lorsqu’on applique le corollaire 2.7 en prenant la fonction
F =1, le cocycle obtenu est le cocycle de Busemann B = C1.

2.5 Cocycles cohomologues

On montre que chaque classe de cohomologie est atteinte par un cocycle
de la forme CF :

Proposition 2.8. Pour tout cocycle C, il existe une fonction holdérienne F
sur TYX telle que les cocycles C' et CT soient cohomologues.

Démonstration. Soit C' un cocycle. Nous allons construire un autre cocycle
(' cohomologue a C, que 'on va pouvoir écrire sous la forme CF. Afin de
rendre cette construction plus intuitive, nous allons supposer un instant que
le cocycle C' est normalisé, méme si ce n’est pas toujours le cas. On suppose
donc qu’il existe une famille équivariante de mesures (p,) telle que

dp —C,
@) =e 9(%?4)'
i

Fixons une origine o, et donnons-nous une fonction p sur X, de classe C*
positive et a support compact, mais ne s’annulant pas sur un domaine fon-
damental de I' de telle sorte qu’on ait

Z p(yz) > 0 pour tout z.
yel

Définissons une nouvelle famille équivariante de mesures (y,) en posant

= (7 ) s (2.5)

Il vient alors que

d:u;: (0) — Zp<,y—1x)e_ce("/070)
djte ’

et le cocycle Cy(x,y) = — log(%(G)) associé a cette nouvelle famille s’écrit
Y

>, py~ta)em b0
>, Py ty)eColreo)

Cy(x,y) = —log < (2.6)
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Il est cohomologue a C' car on peut écrire

Co(x,y) — Cy(x,y) = f(x,0) — f(y,0),

avec
/

e 0) = log @52 (9)> = log <Z p(v‘lx)e‘%(”"”’”)> 7

qui est bien continue et I'-invariante.

Mais en fait, méme sans supposer que C' est normalisé, nous pouvons
définir le cocycle C’ cohomologue a C' par la formule (2.6) qui a toujours un
sens.

Maintenant, pour finir la preuve, nous allons établir I'existence d’une
fonction holdérienne F' sur T X telle que €' = CF, cest-a-dire Cj(x,y) =
f: F— f; F. Supposons que ce soit le cas, on aurait alors pour tout v € T*X
et pour tout ¢t > 0

t
it (rv.m00) = [ Ploww)as.

et donc nécessairement on aurait

F(v):%

d

dt

Cl (00) (7TU, 7T¢tv)

v

log (Z Wl”(@v)ecv(m(vo,o))
t=0 ~

_ Z'y % li=o (Y ') e~ Cu(oc) (70,0)
- ZV p’Y’lﬂve_Cv(m)(w,o) .

t=0

(2.7)

Définissons donc F par (2.7) (nous pouvons le faire car py~'m est C™ et
les sommes 27 sont finies). A priori, F' est définie sur 7' X, mais elle est
clairement I'-invariante, et donc elle induit bien une foncion F sur 7'X.
On doit montrer que F' est holdérienne. Comme on sait que les produits ou
quotients ou exponentielles de fonctions holdériennes sont holdériens, il nous
suffit de montrer que les fonctions utilisées a la ligne (2.7) sont localement
holdériennes (i.e. holdériennes sur les compactes). Cela est évident pour les
fonctions v — py~lmv et v — L], (py ' mv), car elles sont C*. En ce qui
concerne les fonctions v — Cyo0) (70, 0), cela résulte du lemme suivant :
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Lemme 2.9. 51 h est une fonction holder-continue sur 90X, alors la fonction
v E€T'X — h(v(o0)) est localement holdérienne.

Démonstration. Soient h une fonction Holder-continue sur 90X et K € X un
compact. On doit montrer qu’il existe des constantes A, b > 0 telles que pour
tout u, v appartenant au compact 7 'K C T' X, on ait

[A(u(00)) — h(v(00))] < Ad(u,v)"

Soit u,v € 71K, et posons 0 = u(cc) et & = v(o0). Comme h est holder-
continue, il existe des constantes A, A > 0 ne dépendant que de h et du
compact K telles que si & € DT (x,0) pour x € K et pour T > 0, alors

[1(0) = h(§)] < Ae™™.

Nous allons montrer qu’en effet ¢ appartient & 9D (7u, 0) si d(u,v) suffi-
samment petit, et qu'on peut prendre 7' d’autant plus grand que d(u,v) est
petit. Soit (z;) la géodésique engendrée par le vecteur u et soit T' € R tel que
x7 soit le projeté de & sur cette géodésique, autrement dit z est le point de
cette géodésique qui minimise la fonction x — Bg(x,0). De plus, le vecteur
z7€ fait un angle droit avec la géodésique (z;) et donc & € DT (wu,6) si
T > 0. Posons € = d(u, v). On rappelle que la distance d sur T X est définie
par
d(u,v) = sup d(r¢su, Tsv),

s€[0,r]

ot 7 > 0 a été fixé arbitrairement. Considérons donc le vecteur w € T1X
tel que w(oo) = £ et mw = 7u (ce vecteur est unique), alors d’apres la
proposition 5.1,

d(msv, mpsw) < € pout tout s > 0,

et donc d(v,w) < €, donc
d(u, w) < d(u,v) + d(v,w) < 2

On rappelle aussi que la distance d sur 71X est équivalente  une distance rie-
mannienne induite par une métrique I'-invariante, ce qui entraine que I'angle
entre deux vecteurs basés au méme point est controlé par la distance entre
ces deux vecteurs, i.e. il existe une constante M > 0 telle que :

L(u,w) < Md(u,w),



2.5. COCYCLES COHOMOLOGUES 21

Notons (y;) la géodésique engendrée par le vecteur w. D’apres la proposition
5.7 dans I'annexe, on a

d<xt7 yt) S K(“? w)Moebta

ot My et b sont des constantes ne dépendant que de X. On peut en déduire
par exemple que

d(ze,p) < 1sit < —% log (£ (u, w)Mp) . (2.8)

Posons

1
Ty = ~3 log (£ (u, w)My) — 2.

Nous pouvons alors affirmer que T > Tj. En effet, dans le cas contraire, on
aurait

Be(wr,0) — Be(wmy12,0) = Be(ar, 21y+42)
> Be(yr, Yrpr2) — 2
Ty —T >0,

(ot on a utilisé (2.8) et le fait que la fonction de Busemann x — Bg(z, 0) est
1-Lipschitzienne). Or ceci contredit le fait que zr est le projeté de & sur (x).
Donc finalement on a que

[h(6) — h(€)] < Ae™

= Aexp [% log (£ (u,w)My) + 2)\]

>

< [Ae”‘ (2MMO)%] el ],

ce qu’on voulait.
O

Nous venons de montrer que F' est holdérienne. Il nous reste a vérifier
que C' = CF¥. Pour I'instant, nous savons déja d’apres la définition de F' que
si (x;) est une géodésique dirigée vers 6 € 90X, alors pour tout ¢, s € R, on a

C’é(xs,xt):/ F.
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Soit maintenant z, y, 8 quelconques. Notons (z;), (y;) les géodésiques dirigées
vers 0 et telles que zg = x et yo = y. Soit 7 = By(x,y), c’est-a-dire I'unique
réel tel que

lim d(zey,y:) =0,

t——+o0

On peut écrire alors

Cé(l’, y) - Cé(l’, xt+7) + Cé(xt+77 yt) + Cé(yta y)

Titr Yt
:/ F+Cé($t+nyt)—/ F

Y

* Yt Yt Tt4T Yt
:[/ F—/ F1+[/ F—/ F:|+Cé<xt+rayt)'
x Y z x

Le premier terme entre crochet tend vers Cy (x,y) quand ¢ tend vers I'infini
d’apres le corollaire 2.7. Le deuxieme terme entre crochet tend vers zéro
d’apres le lemme 2.6, et le troisieme terme Cj(zty,,v:) tend vers zéro car
la fonction C” est uniformément continue. Donc Cy(z,y) = CL (x,y), et la
proposition 2.8 est prouvée. U

2.6 Construction de familles équivariantes de
mesures

Dans cette section, on va construire suffisamment de familles équivariantes
de mesures pour montrer la proposition suivante, qui est une brique dans le
théoreme 2.5.

Proposition 2.10. Pour tout cocycle C, il existe un réel s tel que le cocycle
C + sB soit normalisé.

Cette construction est une généralisation de la construction de Patterson
par laquelle on obtient la famille des mesures de Patterson, ce qui correspond
dans ce qui va suivre au cas ou F' = 0.

On introduit tout d’abord la série de Poincaré

Py(x,y) = Z e @MW) pour z,y € X, s € R.

yel
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Lemme 2.11. [] existe un réel h > 0 appelé “entropie volumique” tel que

Py(x,y) = 400 si s < h,
Py(z,y) < 400 si s> h.

Démonstration. Fixons z,y. La fonction R — RT U {+00}, s — Ps(x,y) est
décroissante et vaut +oo pour s = 0. Soit h = sup{s|Ps(z,y) = +o0} €
R U {+o0}. Il nous reste a montrer que h est fini, et qu’il ne dépend pas de
x,y. On vérifie facilement que h est égal au taux de croissance exponentiel
suivant ]
h = limsup — log #{v € I'|ld(x,vy) < R}.

R—oo R
Comme Paction de I sur X est cocompact ce taux est aussi égal au taux de
croissance exponentiel du volume des boules

h = lim sup 1 log Vol(B(x, R)),
Rooo R
Ce taux ne dépend pas de x, donc h ne dépend pas de x,y. Enfin comme la
courbure de X est minorée par une constante —a? < 0, alors le volume de la
boule Vol(B(z, R)) est plus petit que le volume d’une boule de de méme rayon
R dans l'espace hyperbolique de dimension n = dimX a courbure constante
—a?. Or le taux de croissance exponentiel du volume des boules dans 1’espace
hyperbolique & courbure —a? est égal & a(n—1) et donc h < a(n—1) < oco. O

Soit F une fonction holdérienne sur 71X . On définit la série de Poincaré
généralisée par

PE(z,y) = Ze’Sd(x”y)’fgyF, pour z,y € X, s € R.
vyerl’

Le fait que cette série converge ou non ne dépend pas de z, y. Plus précisément,
si z,y, o',y € X, et si on pose A = d(z,2') + d(y,y’), on a que pour tout
yel,

Yy vy’
s(d(,vy) — () + / F / Fl<|slA+C,

ou C est une constante indépendante de v, donnée par le lemme 2.6. De cela
on peut déduire

CCRE (ay) < PRGLY) < MRy (29)
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Lemme 2.12. [ existe un réel h(F') tel que

PE(z,y) = +o0 si s < h(F),

PE(z,y) < +o0 si s > h(F).

Démonstration. Fixons x,y. La fonction s — PF(z,y) est décroissante, et
d’apres le lemme 2.11, elle vaut +o0o pour s < —||F||, et elle a une valeur
finie pour s > h + || F||e, donc il existe h(F) > 0 qui vérifie I"énnocé pour
x,y fixés. D’apres (2.9), h(F') ne dépend pas de x,y. O

Maintenant nous attaquons la construction de Patterson généralisée :
Deux cas se présentent : ou bien Pf(F)(x,y) = +oo pour tout z,y € X,

ou bien P,f(F)(x, y) < +oo pour tout z,y € X.
Premier cas : On suppose que P&F)(x,y) = +o0o (c’est le cas le plus

simple). Rappelons que la réunion 'UOX est une compactification du groupe
discret I, et que dans cette compactification, une suite v, € I' converge vers
un point 0 € 9X si et seulement si Yn(x) converge vers 6, pour un x et donc
pour tout = € X. Fixons o0 € X une origine quelconque. Pour tout x € X et
s > h(F'), on définit la mesure suivante sur I :

1 0

s _ § —sd(z,y0)— [ Fs
Mm PSF(O, 0) € v
yel

En particulier, les mesures p sont des probabilités, et il existe une suite
sp > h(F') qui converge vers h(F) et telle que la suite de mesure pi" converge
faiblement dans lespace des mesures sur le compact I'U9X vers une mesure
finie non nulle p,. Comme la série PF(0,0) tend vers +oo lorsque s tend
vers h(F'), alors chacun des coefficients devant les masses de Dirac dans
lexpression de p; tend vers zéro, ce qui fait que la limite p, est supportée
par X. Pour tout z € X et s > h(F') les mesures u? et p? sont équivalente,
avec une fonction densité qui peut s’écrire

A (v) = o~ s(d(@r0)~d(oy0)~([]° F~[]° F)

dfio
— exp [_ (/070<F+s) - /JO(F+ s))} |
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D’apres le corollaire 2.7, ces fonctions y € I' — exp [— ([J°(F 4+ s) — [J°(F + s))]
se prolongent par continuité sur 0.X par
0 — exp [—09F+5(x, 0)]
=exp [—Cy (z,0) — sBy(z,0)] .
De plus, d’apres le lemme 2.6, ces prolongements convergent uniformément

en @ sur TUAX lorsque s tend vers h(F'). Par conséquent, la suite de mesure
pan converge faiblement vers une mesure finie p, équivalente a p, et on a

dﬂx (0) — e—Cg(m,o)—h(F)Bg(z,o)'
dfto
et donc plus généralement

s (g) _ (=CF @)=h(F)Bo(w)
diy
Enfin, on verifie facilement que les relations d’équivariance p3, = iy, et
donc fiy, = vVepty Ainsi, (p,) est une famille équivariante de mesures ce qui
acheve la construction dans le premier cas.
Deuzxieme cas : On suppose que P,f( ) (x,y) < +00. On va pouvoir néanmoins

. - . p o, pF oF .
construire une série de Poincaré modifiée P tel que P, p)(x,y) = +00, puis
reproduire une construction similaire a celle du premier cas. Fixons une ori-
gine o. On sait que pour tout € > 0,

Pl 0.0) = X ewp [(c =m0, 20)~ [P = -4oc.

On peut donc remplacer dans cette série la constante € par une fonction
convenablement choisie qui tend vers zéro quand ~ tend vers l'infini de telle
sorte que la somme reste infinie : plus précisément on peut trouver une fonc-
tion o : R™ — RT\ {0} vérifiant lim; ., o a(t) = 0 et telle que

S exp [(a (d(0,0)) — h(F)) (0, ~0) — / b F] — too.

On peut supposer également (quitte a remplacer a par une fonction plus
grande) que « est décroissante, et que la fonction ¢ — ta(t) est croissante.
On pose alors

Pl () = S e (0 o)) = ) ate ) - [ 7]
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On a alors que ﬁf(o, 0) = +o0 si et seulement si s < h(F). Pour tout z € X
et s > h(F'), on définit la mesure pf sur I :

= % 3 exp [(a (d(z,70)) — 5) d(z, 70) — / . F} 5,

s

On considere a nouveau une suite (s,) > h(F') tendant vers h(F) telle que
les mesures de probabilité ;5" convergent faiblement vers une mesure j, sur
0X . Ensuite, pour tout z € X et s > h(F), la densité de p? par rapport a
(5 peut s’écrire

dp
dpg

(7) = exp [(d(x,y0)a(d(x,v0)) — d(0,v0)a(d(0,70)))

— </:O(F+s)—/ow(F+s))1,fyeF

Cette fonction densité se prolonge par continuité sur 0.X : en effet, comme
a est une fonction décroissante qui tend vers zéro et comme la fonction
t — ta(t) est croissante, on a que

|d(z, z)a(d(x, 2)) — d(o, 2)a(d(0, 2))| < a(d(o, 2))|d(z, 2) — d(0,2)]|
< a(d(o, Z))d(l‘, 0) - 0.
z—0€0X
De plus, comme dans le cas précédent, ces fonctions densité convergent uni-
formément lorsque s tend vers h(F'). Donc p3" converge faiblement vers une
mesure fi, sur 0X et on a

ik (0) = e MF)Boley)=Cy ()
dpy,

De plus on a bien les relations d’équivariance fi,, = Yy, donc (p,) est bien
une famille équivariante de mesures , ce qui acheve la construction.

Par cette construction, on a prouvé la proposition 2.10 dans le cas d’un
cocycle qui s’écrit sous la forme CF'. Mais on sait par la proposition 2.8 qu'un
cocycle quelconque C' est toujours cohomologue & un cocycle de la forme C*',
donc C + sB est normalisé si et seulement si CF + sB est normalisé, et donc
la proposition 2.10 est prouvée dans le cas général.

Maintenant nous allons énoncer une proposition qui récapitule certaines
propriétés de la construction de Patterson généralisée ci-dessus. Cette pro-
position servira dans un chapitre ultérieur :
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Proposition 2.13. Soit F' une fonction holdérienne normalisée sur T X et
soit o € X un point quelconque. Alors il existe (pz) une famille équivariante
de mesures associée au cocycle CT telle qu’il existe des mesures ps sur T
pour tout s > 0 qui vérifient les propriétés suivantes
— 1l existe une suite s,, > 0 qui tend vers 0 telles que les mesures p"
convergent faiblement vers p, dans l’espace des mesures finies sur le
compact I' U X.
— Pour tout v € I' et pour tout s > 0, la fonction densité

dyitiy
dpsg

qui est définie sur I' a priori, se prolonge par continuité sur I' U 0X et
sa restriction a 0X est la fonction

0 —s o~ Ci (v0,0)=sBg(70,0)

dyxpig
aus

— Enfin, pour~ fizé, le prolongement de la fonction densité convergent

uniformément quand s tend vers 0

2.7 Le lemme de ’ombre

Le lemme de 'ombre permet de décrire aproximativement les mesures
d’une famille équivariante de mesures a ’aide du cocycle associé :

Lemme 2.14. Soit () une famille équivariante de mesures et soit C' le
cocycle

o) =~ 1og (20)).

Alors il existe une constante A > 1 telle que pour tout = € X, 0 € 9X,
T >0, on ait

A~ leCo(@ar) < fig (E)DT(x,G)) < Ae~Colzar)
(ot x7 désigne le point a distance T de x sur le rayon géodésique [z0)).

Démonstration. Tout d’abord, montrons le lemme pour 7' = 0, c’est-a-dire
qu’il existe une constante M > 1 telle que pour tout x,f, on ait

M1 <, (0D(x,0)) < M.
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L’inégalité “< M” est évidente car les mesures i, sont finies et équivariantes,
donc leurs masses totales sont bornées. Quant a I'inégalité “M~! <”, suppo-
sons par ’absurde qu’elle ne soit pas vraie, alors il existerait une suite z,,, 0,
telle que

lim u,, (0D(x,,0,)) = 0.

n—oo

Comme les mesures sont équivariantes et que l'action de T’ sur X est co-
compact, on peut supposer que la suite x, est contenue dans un compact
K C X et converge vers un point x.,, et que la suite 6, converge vers un
point § € 8X. Alors pour = € K, 'angle £,(6,,6) converge vers zéro uni-
formément en = € K, et en particulier il existe N tel que pour tout n > N

et pour tout x € K on a
£y, (0,0,) < 7/4

Par ailleurs, ’ensemble
V = {€ € 0X|4,(&,0) < /4, pour tout = € K}

est un voisinage de 6 dans X . Donc on a que V C 0D(x,,0,) pour n > N
et il vient que

poo (V) = lim p, (V) =0,

ce qui est exclu car le support de p,_ est 0X (car il ¢’est un fermé non vide
et [-invariant).

Maintenant, montrons le lemme pour 7" > 0, mais en supposant que le
cocycle s’écrit sous la forme CF pour une certaine fonction héldérienne F sur
T'X. Soit z € X et 6 € 9X. Remarquons que

Cf(z,2r) = / F.

On sait d’apres le cas précédent que

t2g (DD (2,0)) € [M~", M]. (2.10)
Par ailleurs,
paOD @) = [ e (), 211
0DT (z,0)

Montrons que la différence Cf (z, x7) — [ F avec £ € dD” (z,0) est bornée
indépendamment de 7" : comme l'angle £,..(z, &) est supérieur ou égal a /2
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alors la distance entre zr et son projeté z sur le rayon géodésique [z€) est
inférieure a 0 (lemme ?7?). Alors on a

Cf (z,zr) = / F+C{(z,21),

Cg(x,:vT)—/ F‘§|C’ép(z,:cT)|+ / F—/ F‘
<A (2.12)

et donc

d’apres le lemme 2.6 (A est une constante indépendante de T'). Donc en
combinant (2.10), (2.11), (2.12), on obtient

Mte ST <, (0D (2,6) < Mem BT A

ce qu’on voulait.

Il reste a traiter le cas d'un cocycle C' quelconque. On sait néanmoins
qu'un cocycle C' est toujours cohomologue & un cocycle CF', c’est-a-dire qu’il
existe une fonction f continue et I'-invariante telle que

On peut alors appliquer le cas précédent au cocycle CF associé & la famille
équivariante de mesures (yu!) définie par %(0) = ef@9 et on obtient qu'il
existe A tel que pour tout x,0,T, on ait
Ale=Cq @er) < w (0D (z,0) < Ae_cff(‘c’”),
d’ou il vient
A~ Le=Colzzr)=3|flle < Mx(aDT(fE79)) < Ae—C'o(ﬂwﬂT)-i-3HfHoo7

Ce qui acheve la démonstration. O

2.8 Distances sur le bord

Dans cette section, on construit une famille de distances sur X. Ces
distances seront compatibles avec la structure héldérienne déja définie. Elles
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seront notées A, pour z € X (voir ci-dessous) et les boules centrées en 6
pour la distance A, “ressembleront” aux ensembles 9D (z,6) qu’on a déja
introduit.

Pour z € X et pour 6, & € 9X, notons d(z, (6)) la distance entre z et la
géodésique (0¢) si 6 # &, et a +o00 sinon.

Proposition 2.15. Il existe une constante A telle que pour tout x € X et
pour tout 0,&,¢ € 0X, on ait

min {d(z, (6¢)), d(z, (¢§))} < d(z, (65)) + A.

Démonstration. Soit 0,¢,¢ € X, et soit z le point situé sur la géodésique (0€)
a distance minimale de z, i.e telle que d(z, z) = d(z, (A€)). Comme X est un
espace d-hyperbolique pour une certaine constante ¢ > 0 (voir proposition
5.2 dans 'annexe), le point z est a distance < § de la réunion des géodésiques
(6C) et (C&). Par conséquent, x est a distance inférieure & d(z, z) + ¢ de cette
réunion, autrement dit

min {d(z, (6€)), d(x, (¢€))} < d(z, (6¢)) + 0,
ce qu’on voulait. O

Définition 2.16. Une application A : 9X% — Rt est une quasi-distance si
— elle est continue
— elle est symétrique

~ pour tout € X, A(0,0) = 0.
— On a l'inégalité suivante, dite “quasi-ultramétrique” :

A(0,€) < V2max {A(6,¢),A((,€)}
pour tout 0,&,¢ € 9X.

Posons
Ay (0,€) = exp [~bd(z, (0€))], (2.13)
avec b = log(v/2)/A, ol A est donné par la proposition 2.15. Alors d’apres
cette proposition, A, est une quasi-distance pour tout x € X.
A toute quasi-distance A, on peut associer une distance qui lui est “équivalente”.
Plus précisément, on pose

A0,€) :mf{A(eo,el)+...+A<9n,1,9n) n>1, 6...0,€0X, 0 =0, enzg},

et on a la proposition suivante :
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Proposition 2.17. Si A est une quasi-distance, alors A est une distance
sur 0X, et on a

A<A<A

N —

Démonstration. L’inégalité triangulaire pour A est clairement vérifiée. L’inégalité
A < A est claire également. Il reste a montrer l’iniégalité A < 2A. 1l nous
suffit pour cela de montrer que pour 6y, ...,6, € 0X, on a

A0, 0,) < 2(A(00,61) + ...+ A(Bn_1,6,)) (2.14)

On utilisera I'inégalité suivante, qui s’obtient en appliquant deux fois 'inégalité
quasi-ultramétrique : pour tout #,(,n,£ € 0X, on a

A(0,€) < 2max{A(0,¢), A(C,n), An, €)}. (2.15)

Montrons l'inégalité (2.14) par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial.
Supposons que l'inégalité soit vraie jusqu’au rang n, et soit 0y, 6,1 € 0X.
Posons

M= " A0;,041).
i=0
Il existe au moins un entier j € {—1,...,n — 1} tel que
J n
i=0 i=j+2
D’apres (2.15), on peut écrire
A(bo, 0n) < 2max {A(0y, 0j41), A0j41,052), A0)12,0ns1) } -

Or, d’apres 'hypothese de récurrence, on a
J
A<90’ 0j+1> S 2 Z A(QH 9i+1) S M7
i=0

et de la méme maniere, on a aussi A(6;49,0,+1) < M. Enfin, on a clairement
A(b41,0,42) < M également. donc A(fy,0,11) < 2M, ce qui acheve la
démonstration par récurrence. O
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D’aprés cette proposition, on peut définir pour tout = € X la distance
suivante :

A, (0,€) = inf {Ax(eo,el) b A0 1,0 > 1, 0.0, €OX, =0, 0, = 5}.

Notons B,(#, R) la boule de rayon R centrée en @ pour la distance A,. Ces
boules sont liées aux ensembles D™ (z, 0) déja introduits, par la proposition
suivante :

Proposition 2.18. [I existe une constante A > 0 telle que pour tout x € X,
0eoX, T > A, on ait les inclusions

ODTYA (9, x) € B,(0,e7 ") c DT (8, z).
(b désigne la constante qui apparait en (2.13))

Démonstration. Soit A > 0 une constante que l'on déterminera plus tard.
Fixons x, 0 et notons (z;) la géodésique dirigée vers 0 telle que zq = x. Mon-
trons la premiére inclusion : Soit £ € dDTT4(z,6) : on a alors £,,., ,(0,€) <
/2. On cherche a minorer la distance d(z, (0¢)) entre x et la géodésique
(0¢). Comme le triangle géodésique (z744,0,&) est d-hyperbolique (proposi-
tion 5.2), la géodésique () est contenue dans le d-voisinage de la réunion
des deux autres cotés [z 4470) U [za47E), et le projeté de = sur cette réunion
est le sommet xp 4 car angle £, ,(,€) est supérieur a 7. Donc

d(z, (08)) > d(z, [va+70) Uz as7E)) =0 = d(z,2044) —0 =T + A=,
donc en choisissant A > § on a d(z, (6§)) > T, et donc
A,(0,6) < A(0,6) < e,

c’est-a-dire que € € B,(6,e7"T), et donc on a montré la premiere inclusion.
Montrons maintenant la deuxiéme inclusion : Soit € € B, (6, e~*T). Alors
d’apres la proposition 2.17,

log 2
b

AL(0,6) <27 e d(z, (0€)) > T — :
Soit S € R tel que xg soit le projeté de £ sur la géodésique (x;). Montrons
déja que S est positif. Si S n’est pas positif, cela revient a dire que I'angle
£,(0,€) est supérieur a w/2. Or d’apres la proposition 5.4 (dans l'annexe),
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cela implique que la distance d(z, (0€)) est inférieure a une constante ¢’ qui
ne dépend que de X, or on peut supposer que ce n’est pas le cas, car on peut

supposer que A > 1052 +0’, et donc d(zx, (6§)) > T — 10%2 > A— 10%2 > 4. On
a donc & € 9D(0,z) avec S > 0, et on veut montrer que & € dDT~4(0, z),
donc on a juste a montrer que S > T — A. Dans le triangle (zg,0,§), 'angle
au sommet xg vaut 7/2, donc d’apres la proposition 5.4, la distance entre le

sommet zg et son projeté z sur le coté opposé (6€) est inférieure a ¢’ :

d(z,ss) <4

On peut alors écrire S = d(x,xg) > d(x, z)—d(z,z5) > d(z, (0§))—d(z,xs) >
T — 10%2 — 8 >T — A, ce qu'on voulait. O

Corollaire 2.19. Soit x € X. Une fonction h sur (95(_6515 Holder-continue
si et seulement si elle est holdérienne pour la distance A, .

Nous pouvons maintenant donner une nouvelle formulation du lemme
de I'ombre en combinant I'ancien lemme de 'ombre (lemme 2.14) avec la
proposition 2.18 :

Lemme 2.20. Soit () une famille équivariante de mesures et soit C' le
cocycle

o) =~ 1og (20)).

Alors il existe une constante A > 1 telle que pour tout v € X, 0 € 9X,
T >0, on ait

A—le—Cg(CC,SCT) S ,uz (Bz(Q’ e—bT)) S Ae—C(.)(:l‘,Zl‘T)

(ot x7 désigne le point a distance T de x sur le rayon géodésique [x0) ).

La structure holdérienne sur 9X : Nous pouvons maintenant démontrer
que la structure holdérienne sur dX est indépendante du choix de la métrique
g a courbure strictement négative sur X. En effet si on remplace la métrique
g par une autre métrique ¢’ sur X a courbure strictement négative, et si on
note Z; les distances qui remplacent alors les distances A,, on va pouvoir
montrer que les distances A, et Z; sont Holder-équivalentes, c’est a dire
telles qu’il existent des constantes A > 1 et 0 < b < 1 telles que

AR <R < AR
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Pour voir cela, soient £, 0 € 92X, on note (0€)" la géodésique pour la métrique
¢’ reliant les points £ et 0, et on note d'(z, (6¢)’) la distance pour la métrique
g’ entre cette géodésique et le point x pour tout z € X. La proposition 2.1
implique que les géodésiques (6€) et (6€) sont chacune contenues dans le
M-voisinage de I'autre, ou M est une constante ne dépendant que de g et ¢'.
De plus, par compacité il existe une constante B > 1 telle que

B™?g < g < B,
et de tout cela on peut déduire que
Bd(x, (66)) — M < d'(x, (¢0)) < Bd(x, (¢0)) + M,

ce qui entraine que les distances A et A sont Holder-équivalentes.

2.9 Unicité d’une famille équivariante de me-
sures associée a un cocycle donné

Dans cette section nous achevons la démonstration du théoreme 2.5 par
les propositions 2.21 et 2.23

Proposition 2.21. Soit C' un cocycle. Il existe un unique réel s tel que le
cocycle C'+ sB soit normalisé.

Démonstration. L’existence a déja été démontrée (proposition 2.10). Suppo-
sons par 'absurde qu’il existe s > s’ tels que les cocycles C' + sB et C + s'B
soient normalisés. Soient alors (p.), (1)) des familles équivariantes de me-
sures telles que

o) + sBali) = oz (2(0))
Cy(x,y) + 5 By(z, y) = — log (L%(e)) |

Le lemme de I'ombre (lemme 2.20) donne une estimation des mesures des
boules B, (6, e~T) pour les mesures p, et p’, a laide des cocycles correspon-
dant C' + sB et C' 4+ s'B. On peut donc estimer le rapport des deux mesures
de cette boule a l'aide de la différence des deux cocycles (s — s')B : Plus



2.9. UNICITE D’UNE FAMILLE DE MESURES 35

présisément il existe une constante A > 0 telle que pour tout z,6 et pour
tout 7" > 0, on ait

—b
Al (=T < Hea (Bm(e’e T)) Ae— (=T

= W (B0, =

Autrement dit, pour tout 0 < R <1,

— —g x Bg;(e R)) o
A-LRGs s)/bS fha ( ) SAR(S /b
1t (B (0, R))

Comme s — s’ > 0 on voit que ce rapport est petit pour des boules de rayon
R petit. Cela va nous permettre de mettre en évidence que la mesure p, est
nulle, ce qui sera la contradiction recherchée. Soit = € X, soit R > 0, et
soit Y = {6y,...,0,} C X un ensemble R-séparé maximal de X pour la
distance A,. Alors on a d'une part que les boules B, (6;, R/2) sont disjointes,
et d’autre part que les boules B, (6;, R) recouvrent 0X. Or on a le lemme
suivant :

Lemme 2.22. Soit (u,) une famille équivariante de mesures . Alors il existe
une constante M > 0 telle que pour tout x,0, et pour tout 0 < R <1, on a

tie (B3 (0, R))
L= LB, (0. R)2))

Démonstration. Ce lemme est vrai parce que les estimations données par
le lemme de 'ombre (lemme 2.20) pour deux boules de rayons R et R/2
sont du méme ordre de grandeur : en effet, en posant 7' = —(log R)/b et
T" = —(log(R/2))/b, on a d’apres le lemme 2.20

A

IN

tie (Bo(A, R)) < Ae~Colwar)
te (Bo(0, R/2)) > A7l Colorr),

et donc

1 S Ha (BCC(g? R)) S A26709(1T/,:1:T).
1z (B:(0, R/2))
Or on a d(xp,zp) =T — T = (log2)/b, et la fonction Cy(z,y) restreinte
a l'ensemble des (z,y,0) telle que d(z,y) < (log2)/b est bornée car elle
est continue et invariante pour l'action de I' qui est cocompacte sur cet
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ensemble. Donc les nombres Cy(zr, 27/) sont bornés par une constante L > 0
indépendante de x, 0, R et donc

Moz (Bz(ea R)) 2 L
S (B0, k) =

ce qui prouve le lemme. O

Ainsi, grace au lemme, on peut écrire

pe () < 3 e (B2 01 )
<MZuz » (0;, R/2))

R (s—s")/b
< MA (5> S (B 02

< MA (g) T (o).

et comme R est arbitrairement petit, on a ux((?f( ) = 0, d’ou une contradic-
tion. Donc s = ¢'. O

La proposition suivante constitue la derniere brique dans le théoreme 2.5

Proposition 2.23. Soit C' un cocycle normalisé, et soit (u,) et (u,) deuz
familles équivariantes de mesures telles que

dfiy du! _c
0) = (9 = ¢ 0(1711)’
) = 50

alors ces familles de mesures sont proportionnelles.

Démonstration. D’abord nous montrons que p, et p, sont équivalentes. Le
lemme de 'ombre (lemme 2.20) appliqué aux familles (p,) et (ul,) implique
qu’il existe une constante A telle que pour tout z, 6 et pour tout 0 < R <1,

on ait
1 o (Bx(ea R))

4= B.0.R)

< A.
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Fixons z € X. Soit K C X un compact. Notons

Kr= U B.(0,R), pour R > 0.

feK

Alors K = (z Kg et py(K) = limp_ p,(Kpg). Soit 0 < R < 1/2 et soit
{61,...,0,} C K un sous-ensemble R-séparé maximal pour la distance A,.
Alors la réunion des boules B,(6;, R/2) est disjointe et contenue dans Kg/o
et les boules B, (0;, R) recouvrent K. Donc

< Zﬂx 917R
< AZM +(0i, R)
< AMZux 2 (0;, R/2) (via le lemme 2.22)

< AM/vb:c (KR/Q)'

Comme R est arbitrairement petit, on a p, (K) < AMpu,(K) et de la méme
maniere, on prouve que g, (K) < AMu! (K). Or comme les mesures fi, et
el sont réguliere, (ce qui signifie que la mesure d'un borélien est le sup des
mesures des compacts inclus dans ce borélien), alors les inégalités précédentes
sont valables pour tout borélien, autrement dit

AilM?lM:ﬁ < :u; < AMp,.

En particulier, pour tout x, les mesures pu, et u! sont équivalentes, et d’apres
le thoreme de Radon-Nikodym, il existe une fonction mesurable h sur 0X
telle que

d !/
d'u"’““ (0) = h(0) i, (0)-presque partout.
iz

La méme fonction h convient pour tout les x. En particulier pour tout v € I,

h(v'0) = i (v ') =

7 —=(0) = h(0) pi(0)-presque partout,
iz

et donc on peut supposer que h est ['-invariante. Il nous reste donc juste
a montrer que h est constante p,-presque partout. Supposons par ’absurde
que ¢a ne soit pas le cas, alors il existe une constante A telle que les ensemble
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Y ={h > A} et Z = {h < A} soient de mesure non nulle pour j,. Or ces
ensembles sont ['-invariant, donc on peux définir une famille de mesures non
nulles (p)) en posant

Alors (p)) est bien une famille équivariante de mesure qui vérifie les mémes
relations de densité que (u,). Donc d’apreés les arguments précédents, les
mesures i, et u sont équivalentes, ce qui est une contradiction car u,(Z) > 0
et wW(Z) = p. (Y NZ) = p(0) = 0. Ceci acheve la démonstration. O

Dans la fin de cette section nous utilisons le résultat d’unicité contenu
dans la proposition 2.23 ci-dessus pour énnoncer une proposition qui est un
raffinement de la proposition 2.13 et qui nous sera utile dans un chapitre
ultérieur.

Proposition 2.24. Soit F' une fonction holdérienne normalisée sur TX et
soit (u,) une famille équivariante de mesures associée au cocycle C*. Soit
o € X un point quelconque. Alors il existe des mesures o sur I' pour tout
s > 0 qui vérifient les propriétés suivantes
— Les mesures i3 convergent faiblement vers p, dans l’espace des mesures
finies sur le compact T UX quand s tend vers 0.

— Pour tout v € I' et pour tout s > 0, la fonction densité

drya iy
dug ’

qui est définie sur I' a priori, se prolonge par continuité sur I' U X et
sa restriction a 0X est la fonction

9 — 6705(’7070)7SB9(’YO70).

dys g

— Enfin poury fizé, les prolongements des fonctions densité s convergent

uniformément quand s tend vers 07
2.10 Les périodes d’un cocycle
Le groupe I' du revetement X — X est un groupe d’isométrie de X.

Comme X est compacte, chaque élément v € I'\ {1} est hyperbolique, ce qui
signifie que I'action de ~ sur le compactifié X U0X admet exactement deux
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points fixes situés sur le bord 8X, et agit par translation sur la géodésique
reliant ces deux points, dans la direction de I'un d’entre eux qu’on note 7.
L’autre est noté v_. La longueur de la translation est noté ~[1]. C’est un
réel strictement positif. La géodésique (v, v_) se projette sur une géodésique
fermée de X . Chaque vecteur v € T X tangent a cette géodésique fermée est
v[1]-périodique pour le flot géodésique (¢;).

Soit C' un cocycle. Pour tout v € I',; on définit la période de C' en 7, noté
C -

v[C] = C,, (z,yx).

Cette définition ne dépend pas de x car le cocycle C est I'-invariant. Les
périodes de C' en deux éléments conjugés sont égales :

€] = (aya™H[C].

Dans le cas o C' = C* pour une fonction holdérienne F sur T' X,

~[1]
o = F d
" 1lLO (é) dt,

ol v € T'X est la projection d'un vecteur unitaire tangent a la géodésique
(747-) et dirigé vers 7. Pour alléger, nous noterons y[F] = v[C*], et nous
dirons que ce nombre est la période de F' en ~y. Avec ces notations, on retrouve
bien que 7[1] est la longueur de la translation induite par 7 sur la géodésique
(7+7-)-

Si deux cocycles C et C' sont cohomologues, alors leurs périodes sont
6gales. En effet il existe une fonction continue f : X x X — R, D-invariante,
telle que

Col,y) — Cyla,y) = f(2,0) — f(y.0),
et donc v[C] —7[C"] = f(z,7+) — f(y(@),74) = 0.

On montre que la réciproque est également vraie : deux cocycles sont
cohomologues si leurs périodes sont égales. C’est un corollaire du théoreme
suivant :

Théoréme 2.25 (Livsic). Soit F' une fonction holdérienne sur T'X dont
les périodes sont nulles. Alors il existe une fonction continue U sur T'X
dérivable dans la direction du flot géodésique tel que F' soit la dérivée de Lie
de U par le champ de vecteur générateur du flot géodésique.
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Démonstration. Construisons la fonction U qui convient. Il existe v € T' X
tel que l'orbite positive de v soit dense (voir dans annexe : sous-section 5.2.5).
On commence par définir la fonction U sur l'orbite de v : on pose U(v) = 0.
Alors on doit nécessairement avoir pour tout ¢t € R

Un(v)) = / F(¢4(v))ds.

On montre alors que la fonction U ainsi définie sur 'orbite de v est uni-
formément continue. En effet, on se donne ¢ > 0. Soit @ > 0 une constante
ne dépendant que de € que nous allons définir plus tard, et soient deux
points uy, us de lorbite de v, tels que d(ui,us) < «. Soient s; et sy tels
que u; = ¢g, (V) et uy = Py, (v), et soit t = so — s1, on peut supposer que
t > 0 quitte a échanger u; et uy. Alors uy est (¢, «a)-périodique (ce qui si-
gnifie que d(uy, ¢+(u1)) < a, voir dans I'annexe 5.2.3). D’apres le “closing
lemma” (lemme 5.11), il existe 1,7 ne dépendant que de € tels si @ < 7 et
si t > T alors il existe un point w € T'X périodique de période comprise
entre t — € et t + € tel que di(uy, w) < € (on rappelle que d; est défini par
di(u, v) = sup,ejp 4 d(Psu, ¢sv). Or on peut tres bien supposer qu’on a choisit
a < n (puisque 7 ne dépend que de €). Par contre on ne peut pas supposer
que t > T, mais ce n'est pas grave, car comme l'orbite positive de v est
dense, il existe uz = ¢g,(v) tel que d(uz,us) < a et tel que ¢ défini par
t/ = s3 — 859 > T, et donc on peut appliquer le “closing lemma” & us et ug :
il existe w périodique de période t” comprise entre ¢’ — € et t' + € tel que
dy (uz, w) < €). On peut supposer que € est inférieur au rayon d’injectivité de
X (quitte a remplacer € par un nombre plus petit), ce qui nous assure I’exis-
tence de deux relevés iy, w € TX tels que dy (i, W) < €). En particulier, si
on pose

T = Tlso,
¥ = 7w,
Y = TPy us,
y/ = ’/qut”wv

alors on a
d(z,2") <€, et d(y,y) < 2

Alors on applique le lemme 2.6 (en prenant €y égal a deux fois rayon d’injecti-
vité de X), ce qui nous assure l'existence de deux constante A, b ne dépendant
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que de X et F', telles que

< Aé.

Yy Y
IR

Or on vérifie facilement d’une part que fj F = U(us) — U(ug), d’autre part

que fxy,/ F =0 car c¢’est une période de F', donc supposée nulle, d’ou il vient
|U(uz) — Ulug)| < Ae®. De la méme maniere on peut appliquer & nouveau
le “closing lemma” & wu; et usz, (pour cela il faut supposer qu’on ait choisit
a < 7 car d(ui,us) est majoré par d(uy,us) + d(ug,us) < 2a), puis on
applique le lemme 2.6 et on obtient que |U(u;) — U(uz)] < A€, et donc
|U(uy) — Uluz)| < 2A€%, ce qui montre que U est uniformément continue et
peut se prolonger par continuité sur 7" X.

Vérifions maintenant que la dérivée de U dans la direction du flot est F,

c’est-a-dire : p
Flu) = — )
(W)=% Vi)

On sait déja que c’est vrai si u appartient a 'orbite de v. Si u est quelconque,
il existe une suite de points v,, appartenant a 'orbite de v qui tend vers w.
Pour tout réel ¢

| Fows = Uann)) = U,

En faisant tendre n vers I'infini, on obtient

/0 Fgu(w))ds = U(dy(w)) — Uu),

et donc F' est bien la dérivée de U dans la direction du flot. O

Corollaire 2.26. Deuz cocycles sont cohomologues si leurs périodes sont
égales.

Démonstration. On s’agit de montrer qu'un cocycle est cohomologue a 0 si
ses périodes sont nulles. Soit donc C' un cocycle dont les périodes sont nulles.
On sait que C' est cohomologue & un cocycle C* pour une certaine fonction
holdérienne F'. Les périodes de F' sont donc nulles. D’apres le théoreme de
Livsic, F' est la dérivée dans la direction du flot d’une certaine fonction U sur
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T'X, que Pon peut relever en une fonction U : X x §X — R, I-invariante.
Montrons alors que

Cém(x7y) = U<y79) - U(ZE,@)

Soit z,y € X, 6 € 90X, soient (z;) et () les deux géodésiques partant de z
et y, et dirigées vers 0, et soit 7 = By(x,y), c’est-a-dire que 7 est I'unique
réel tel que

tlifilo d(24r,y:) = O.

Alors on peut écrire

Cép(l‘,y) = tlir& Cg(x7$t+‘r) - Cg(yayt)

T+ Yt
= lim F— / F
)

t—o0 z

= 1 [U (s, 0) — Uz, 0)] — [U (. 6) — Uy, 0)
=U(y,0) — U(x,0).

Donc C*, et C sont cohomologues a 0. O

Proposition 2.27. Les périodes d’un cocycle normalisé sont > 0.

Démonstration. Soit C' un cocycle normalisé, c¢’est-a-dire tel qu’il existe une
famille équivariante de mesures () tel que

dp
T(0) = ¢ Col@y)
)

Soit v € T'\ {1} et soit € X un point situé sur la géodésique invariante
par v, et soit T = d(z,vz). On a C,, (z,v"z) = ny[C]. D’apreés le lemme de
I'ombre (lemme 2.14), on a

pe(OD™ (2, 74) > A e O @"z) — fe=mIC],

Comme la mesure est finie, cette quantité est majorée indépendamment de
n, donc on doit avoir y[C] > 0. O

Corollaire 2.28. Soit F' une fonction héldérienne sur T*X telle que le co-
cycle C* soit normalisé. Alors il existe une constante A > 0 telle que pour

tout r,y € X,
y
/ F>—-A
T
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Démonstration. D’apreés le lemme de spécification (lemme 5.13, dans l'an-
nexe), il existe une constante M > 0 tel que pour tout x,y € X, il existe un
élément non trivial v € I' et un point z situé sur la géodésique invariante par
v tel que

d(xz,z) < M et d(y,vz) < M,

et ainsi d’apres le lemme 2.6, il existe une constante A > 0 ne dépendant pas

de x,y, telle que
y vz
/ F> / FoA

/:ZFZ'V[F],

et d’apres la proposition précédente les périodes de F' sont positives, donc

vz
/ F>0,

ce qui termine la démonstration. O

Le but de cette section est de démontrer un théoreme qui renforce la
proposition précédente :

Théoreme 2.29. Si C' est un cocycle normalisé, alors il existe A > 0 tel que

pour tout v € I', on ait
€]

r-)/

La preuve de ce théoreme reposera sur le fait que les mesures p, n’ont
pas d’atomes.

-2

> A

M

Proposition 2.30. Soit (u,) une famille équivariante de mesures sur le bord
0X (équivariante pour laction de I"). Alors pour tout x, p, est une mesure
sans atomes. (On rappelle que l'action de T sur X est cocompacte).

Démonstration. Un élément 0 € X peut étre de deux sortes : ou bien il est
I'extrémité v, d'une géodésique invariante par un éleément v € I', ou bien
tous les éléments v6 sont distincts pour v € I'.

Premiere partie La mesure u, n’a pas d’atome 6 vérifiant que tous les
éléments 6 soient distincts (v € I'). En effet, supposons par I'absurde qu’il
y ait un 6 de cette sorte tel que p,(6) > 0 pour un certain x € X (donc pour
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tous). Soit (x;) le rayon géodésique issu de z et dirigé vers . Comme ’action
de T sur X est cocompacte, il existe une suite de réels positifs (t,) tendant
vers +o0o et une suite (7,) d’éléments distincts de I' telle que la distance
d(ynx, xy, soit plus petite que le diametre de X. Ainsi d’apres le lemme 2.6
on a pour tout n

Hrna(0) = exp [=Cy(ma, 21,)] tay,, (0) = Mpta, (6),

ou M est une constante ne dépendant que du cocycle C' associé a la famille
de mesures. Par ailleurs,

My, (0) = exp [~Co(x,,, )] pa(0).

On peut supposer que C = CF', ot F est une fonction holdérienne sur T X,
et alors d’apres le corollaire précédent

—Cy(z4,, ) :/ an —A,

donc
e (6) = Me~11,(6).

Or fiy,(0) = pz(v,'0) et tous les éléments ~, 6 sont distincts. Donc la
mesure i, est infinie, d’oli une contradiction car la mesure est finie.

Deuzxieme partie La mesure u, n’a pas d’atome qui soit 'extrémité v,
d’une géodésique invariante par un élément . En effet, supposons par 1’ab-
surde qu'il existe un élément non trivial v € T tel que pi(74) > 0. Soit z € X
un point de la géodésique invariante par v. Comme v, est un atome, on a
que

fyz(V+) = pa(4) > 0,

et donc J
[he
1= (7+)-
dfbyy
Or la fonction 6 — %(9) est Holder-continue par hypothese, ce qui entraine

qu’il existe des constantes A, b > 0, telles que pour tout entier n > 0

diiy

7 (0) > 1 — Ae™" lorsque 6 € dD(y"x, 74 ). (2.16)
fra

Considérons alors I'ensemble 0D(z,v.) \ {7+}. C’est un voisinage épointé
de vy et il est de mesure non nulle. Nous allons montrer qu’il est de mesure
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infini ce qui sera la contradiction recherchée puisqu’on sait par ailleurs que
la mesure p, est finie. Posons

Pour tout entier positif n on a que
V'K = 0D(y"x,7v4) \ OD(Y" ", ).

D’apres le fait 2.2, on sait que

D(z, v+ )\ {r+} = U K

n>0

Posons a,, = (7" K). Alors on peut écrire

Apt1 = d,uz

duz
n+l1K d,u'ya:

(0)dpirs(6)

foo
-/

> (1= A [ ) 6) = (1- A a,
YK

Ainsi, par récurence, on a que

et donc les nombres a, sont uniformément minorés par [[>2, (1 —Ae™7*) > 0,

donc
120D (@, 1) \ {7+}) = Zan =

d’ou une contradiction. O

Démonstration du théoreme 2.29. Supposons par ’absurde que le théoreme
soit faux. On peut supposer que C = C* pour une certaine fonction holdérienne
F sur T'X . Alors on pourrait trouver v € I telle que [[ ]] soit arbitrairement

petit. Soit
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(qui est donc arbitrairement grand). Soit (z;) la géodésique invariante par -y
et soit P € R tel que xp = yxy. On suppose que (x;) est paramétré dans le
bon sens pour que P > 0 et P = «[1]. Alors pour tout ¢t € R, on a

TP+t P
/ F=alF=7.

e LU A= L]

Donc il existe au moins un réel sy tel que

zso+T
/ F<l. (2.17)

S50

Donc

Notons bien que T' = d(zs,, Ts,17) est arbitraiement grand, et ne retenons
de tout ceci que le fait qu’on peut trouver une suite de couples xz,,y, € X

n—o0o

Yn
/ F<1let lim d(x,,y,) = +oo.

Maintenant considérons la familles (u,.) associée au cocycle normalisé CF. La
fin de la preuve consiste a dire que d’apres le lemme de I'ombre, il y a alors
des ouverts de X “arbitrairement petits” dont la mesure pour i, est plus
grande qu'une constante strictement positifs et donc u, a un atome, ce qui
sera la contradiction cherchée. Plus précisément, fixons une origine o € X.
On peut supposer que la distance d(z,,0) est inférieure au diametre de X
pour tout n, et donc d’apres le lemme 2.6, on a

Yn Yn
/)Fg/)F+M§1+M

ou M est une constante indépendante de n. Notons alors T,, = d(o,y,), qui
tend vers 'infini quand n tend vers l'infini, et notons 6,, 'extrémité du rayon
géodésique issue de o et passant par y,. Alors d’apres le lemme de 'ombre
(lemme 2.20), il existe une constante A > 0 indépendante de n telle que

o (By (B, 7)) > Ae™ I F > Aem1oM.

Or les ensembles B, (6,,, ¢ *"") sont des boules (pour la distance A,) de rayon
de plus en plus petit centrées en #,,. On peut supposer quitte a extraire que
0,, tend vers un point #, et donc 0 est un atome car tous ses voisinages sont
de mesure > Ae M d’oti la contradiction. O
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Le corollaire suivant vient renforcer le corollaire 2.28

Corollaire 2.31. Soit F une fonction héldérienne sur T*X telle que le co-
cycle OF soit normalisé. Alors il existe des constantes A, B > 0 lelle que
pour tout x,y € X,

y
/ F > Bd(z,y) — A.

Démonstration. La preuve est semblable a la preuve du corollaire 2.28. D’apres
le lemme de spécification, il existe une constante M > 0 tel que pour tout

z,y € X, il existe un élément non trivial v € T' et un point z situé sur la

géodésique invariante par v tel que

d(z,z) < M et d(y,vz) < M,

et ainsi d’apres le lemme 2.6, il existe une constante A > 0 ne dépendant pas

de x,y, telle que
y vz
/ F Z/ F—A.

/:ZFZV[FL

et d’apres le théoreme 2.29 il existe une constante B independante de v telle
que y[F| > Bd(z,7z), donc

Or

y
/ F > Bd(z,vz) — A > Bd(z,y) — A—2BM.

ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 2.32. Soit (u,) une famille équivariante de mesures . Soit 6 €
0X et soit x, € X une suite qui tend vers 0. Alors les mesures p,, renor-
malisées convergent faiblement vers la masse de Dirac en 6.

Démonstration. 1l nous suffit de montrer que pour tout compact K C 0X \
{6}, les nombres pu,, (K) tendent vers zéro. Soit o € X une origine quel-
conque. Comme

d C

n — 67 E(xn,o)

d/_j,O (5) )
il nous suffit de montrer que les fonctions £ — C¢(x,,, 0) tendent vers l'infini
uniformément sur K quand n tends vers l'infini. On peut supposer que C' =
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CF pour une certaine fonction holdérienne F' normalisée. Comme z,, tend
vers 0 ¢ K, alors il existe une constante M > 0 telle que pour tout n et pour
tout £ € K, la distance entre o et le rayon géodésique [z, &) est inférieure a
M. Soit donc y € [z,,§) tel que d(y,0) < M. On peut alors écrire en utilisant
le corollaire précédent

Yy
CF (2,,0) = / F 1 CF(y.0) > Bd(eny) — A+ Cl(y,0).

Tn

Or comme d(y,0) < M le nombre Cf (y, 0) est borné indépendament de & et
de n, et d’autre part la distance d(z,,y) tend vers I'infini quand n tend vers
I'infini. Donc on a bien que C’f (2, 0) tend vers l'infini uniformément pour
e K. O



Chapitre 3

Le bas du spectre et les familles
équivariantes de mesures

On consideére a nouveau une variété riemannienne compacte (X, g) a cour-
bure strictement négative et son revetement universel muni de la métrique
induite (X, ¢). Notons H?(X) C L*(X) I'espace de Sobolev des fonctions sur
X de carré intégrable et dont la différentielle au sens des distributions peut
étre représentée par une 1-forme mesurable et de carré intégrable. On définit

le quotient de Rayleigh d’une fonction f € H*(X) par :

R = [ lar@)ds / | Fas

Ce nombre dépend de la métrique g.
On définit le bas du spectre de (X,g) comme la borne inférieure des
quotients de Rayleigh :

M = inf{R(f)|f € H*(X)}.

Remarquons que comme l'espace des fonctions C'° a support compact
est dense dans H2(X), on peut définir le \; simplement comme la borne
inférieure des quotients de Rayleigh des fonctions C'*° a support compact
(sans avoir & introduire I'espace de Sobolev H?(X)).

Cette définition du A; a pour inconvénient le fait qu’il n’existe pas de
fonction dans H 2(5( ) qui minimise le quotient de Rayleigh. Mais nous allons
donner une autre définition du A, qui tiendra compte du fait que X admet un

quotient compact. Cette définition fera intervenir les familles équivariantes

49
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de mesures introduites dans le chapitre précédent. Elle sera donnée par le
théoreme 3.1 qui va suivre.

3.1 Quotient de Rayleigh d’une famille équivariante
de mesures sur le bord

Pour définir le quotient de Rayleigh d’une famille équivariante de mesures
i = (pz), on aura besoin de I’hypothese de régularité suivante : on dira qu'un
cocycle C est lisse si la fonction z,y,0 — Cy(x,y) est C en les variables
x, 1, et que ses dérivées successives sont continues en x, ¥y, #, et on dira qu’une
famille équivariante de mesures p = (p,) est lisse si le cocycle associé

o) = 1oz (12(0))

dfiy

est lisse. Remarquons que la formule (2.5) permet de construire un exemple
de famille lisse équivariante de mesures a partir d’'une famille quelconque et
d’une partition de I'unité I'-invariante.

On définit une fonctionnelle sur I’ensemble des familles lisses équivariantes
de mesures : soit u une famille lisse équivariante de mesures . Choisissons une
mesure finie v sur X telle que [tz ~ Vv pour tout x € X (par exemple, on
peut choisir v = u, pour un certain x). Soit 74(x) la fonction

ro(z) = ,/CZ‘; ).

Comme p est lisse, la fonction x — ry(x) est dérivable. Pour tout = € X, on
pose

Alr) = /6 |dro()Pdi(6).

X
Ce nombre A(x) ne dépend pas du choix de v : en effet, si on choisit une

autre mesure v/, on pose
dp
/ T
@) =/ a),

A(x) = /d ldry(a)av'6),




3.1. QUOTIENT DE RAYLEIGH o1

et comme v et v sont équivalentes il existe alors une fonction mesurable h
sur X telle que
dv’
d—(&) = h(#) v-presque partout,
v

et donc on a

ro(z) = ro(x)\/h(0),
Al(x) = /aX |dre(z)|*R(0)dV (0) = A(w).

Donc la fonction A : x — A(xz) ne dépend que de la famille p, et par
conséquent elle est [-invariante (car la famille p est I'-équivariante). On se
donne Xy C X un domaine fondamental de I', et on pose

R(u) = /X 0 A(z)dz / /X 0 11(A0)dx.

On dira que R(u) est le quotient de Rayleigh de p, a cause du théoreme
suivant :

Théoréme 3.1. On se donne v une mesure sur X telle qu’il existe au
moins une famille équivariante de mesures (u,) équivalentes a la mesure v.
Alors \y est la borne inférieure des quotients de Rayleigh des familles lisses
équivariantes de mesures équivalentes a v.

Voici 'idée générale de la preuve de ce théoreme : étant donnée que les
familles équivariantes de mesures sur le bord s’obtiennent comme “limite fai-
ble” de familles équivariantes de mesures sur le groupe I' par la construction
de Patterson généralisée (voir section 2.6), on va étendre la notion de quotient
de Rayleigh pour ces familles de mesures sur I', et on aura que le quotient
de Rayleigh de la “limite faible” de ces familles est la limite des quotients
de Rayleigh (sous de bonnes hypotheses). Et d’autre part ces quotients de
Rayleigh de familles de mesures sur I' coincideront avec des quotients de
Rayleigh classiques de fonctions C™ et L2, dont les valeurs pourront étre
arbitrairement proche de A;. Le théoreme en découlera. Voici maintenant la
preuve détaillée :

Démonstration du théoréeme 3.1. Cette démonstration est en trois partie :
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3.1.1 Les familles de mesures sur I', et leur quotient
de Rayleigh

On appelle famille équivariante de mesures sur I' une famille m = (m,)
qui a tout x € X associe une mesure m, sur le groupe discret I' telle que pour
tout x € X et pour tout v € I', on ait la relation d’équivariance m ) = v.m,
(autrement dit pour tout a € I' on a m ) ({va}) = ma({a})), et aussi telle
que pour tout 7, la fonction

X >R
z — mg({7})

soit intégrable. Si de plus cette fonction est C'™ pour tout v, on dira que la
famille m est lisse.

Exemple: Remarquons que lors de la construction de Patterson généralisée
(chapitre 2, section 2.6), on fait intervenir des familles équivariantes de me-
sures sur I', ce sont les familles (uf),., pour s > h(F'). Cependant, ces familles
ne sont pas lisses en général.

Soit m une famille lisse équivariante de mesures sur I'. On définit ici le
quotient de Rayleigh R(m) de deux fagons équivalentes. La premieére fagon
consiste a définir R(m) comme le quotient de Rayleigh de la fonction

X —R
r — \/my(7),

ol v est un élément quelconque du groupe I'. Le choix de v n’importe pas car
si on choisit un autre élément 7/, la fonction x — /Mg (') = /Myy-10)(7)
est la composée de la fonction z — /m,(7) avec I'isométrie v7/~!. On peut
choisir par exemple v = I, I’élément neutre de I'. Remarquons alors que 1’ap-
plication qui a m associe la fonction x — /m,(I) définit une correspondance
bijective entre I'espace des familles équivariantes de mesures sur I' et 1’en-
semble des fonctions positives de carré intégrable sur X, dont la réciproque
est I'application qui & une fonction f associe la famille de mesures m définie
par m,(y) = f*(v"'a).

La deuxieme fagon de définir R(m) se rapproche plus de la définition du
quotient de Rayleigh pour une famille lisse équivariante de mesures sur 9X :
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on choisit une mesure n sur I' équivalente a la mesure de comptage (comme
par exemple la mesure de comptage elle-méme), et on pose

/dmcc
dn
/ |dr,(z)?dn (v

La fonction x — A(z) ne dépend pas du choix de la mesure n et elle est
[-invariante. On se donne Xy C X un domaine fondamental quelconque de

I' et on pose
R(m) = / A(w)dz / (D) da.
X() XO

Pour voir que les deux définitions sont équivalentes, regardons ce dernier
quotient dans le cas ou on choisit n égal a la mesure de comptage sur I" :
alors le numérateur peut s’écrire

/ Zldm Qd:z:—/]dm(:c)\zda:,
X X

o v
et par ailleurs on a 7, (z) = \/m,(7), et le dénominateur s’écrit donc
/ Zmz Ydx = / r¥(z)dx.
Xo 4 X

Donc finalement ce quotient est le quotient de Rayleigh de la fonction z —
ri(x) = \/m(I), et donc les deux définitions de R(m) sont équivalentes.

Enfin notons que comme R(m) peut étre vu comme le quotient de Ray-
leigh d’une fonction, on a alors la proposition suivante, par définition du
AL

Proposition 3.2. Soit m une famille lisse équivariante de mesures , alors

R(m) > Ay

3.1.2 On étale une fonction L? sur X en utilisant 1’ac-
tion du groupe I'

Nous continuons la preuve du théoreme 3.1 : on va montrer ici que pour
tout e arbitrairement petit il exsite une famille équivariante de mesures sur
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0X dont le quotient de Rayleigh est inférieur & A\; +e. De plus on peut choisir
cette famille de telle maniere que les mesures soient équivalentes a la mesure
v fixée dans le théoreme.

Par définition du Aq, on peut trouver une fonction f, C'* a support com-
pact telle que R(f) < A\ + €. De plus, comme I agit par isométries sur X,
alors pour tout vy € T, la fonction f o~y vérifie aussi R(fo~y) < A;+¢€. Or on
a le lemme suivant :

Lemme 3.3. Soit f, g deuz fonctions C™ a support compact non nulles sur
X, et dont les quotients de Rayleigh sont < A\1+e€. Alors la fonction \/ f? + g?
a elle aussi son quotient de Rayleigh < A\ + €.

Démonstration. On a

> [ |fdf +gdg|’
/x‘d FPre) = 2+ g2
</(|f| [df| + gl Idg|)®
— f2_|_92

< / (|df|” + |dg|*) (d’apres Cauchy-Schwartz)

< wax (RU). () [ (2+7),

d’ou le résultat. O

Soit (ay)yer une famille sommable de coeflicients positifs. Considérons la
fonction (/> a,f? o~ (on “étale” la fonction f sur X en utilisant 'action

du groupe I et les coeflicients a,). Alors d’apres le lemme précédent, on a
que le quotient de Rayleigh de cette fonction est < A\; + €. Il reste a voir
maintenant qu’en choisissant astucieusement les coefficients a-, on peut faire
converger ce quotient de Rayleigh vers le quotient de Rayleigh d'une certaine
famille équivariante de mesures sur 9X.

Considérons la mesure v donné dans 1’énnoncé du théoreme. On peut
(quitte a la remplacer par une mesure équivalente) supposer que v = p,,
pour o € X et pour une certaine famille équivariante de mesures (pz). De
plus d’apres le théoreme 2.5 et la proposition 2.8, on peut supposer que la
famille (p,) est obtenue par la construction de Patterson généralisée pour
une certaine fonction holdérienne normalisée F' sur T' X (chapitre 2, section
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2.6). On a donc que g, est la limite faible quand s tend vers 0 d’une suite de

mesures pp sur I :
s _ E : s
/’Lo - a'76’77
v
ou a3 sont les coefficients de la série de Poincaré PF(0,0) ou bien de la série

de Poincaré modifiée PF(0,0) que I'on a renormalisée de telle sorte que la
somme des coefficients soit égale a 1 (voir chapitre 2, section 2.6). Posons

alors pour s > 0
fo= D ason.
vy

Le quotient de Rayleigh de cette fonction est inférieur a A\; + €, et c’est aussi
le quotient de Rayleigh de la famille de mesures sur I' correspondante : nous
noterons (m3),. ¢ cette famille : elle est définie par

my = Z fsQ(’Y_lx)(s”/

yerl’

= ayf(By'x)s,

v,B€l’

= 3 Pl w)ays

v,B€l’

= PO )

yerl’

La somme est finie pour z fixé car la fonction f est a support compact. Ainsi
cette mesure m? converge faiblement, quand s tend vers 0, vers une mesure

ve =Y (7 %) %m0
-

La famille v, ainsi définie est une famille équivariante de mesures sur 9X.
C’est la famille recherchée : on peut montrer en effet que son quotient de
Rayleigh est bien inférieur a \; + € : on a

R%FA%JMM%WW/&MWW-
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ou

duo

ro(a) = duz \/Zfz 1y d%uo(e)

Dans ce quotient de Rayleigh, le dénominateur peut s’écrire :

A

Quant au numérateur, on peut écrire, en utilisant 'inégalité de Cauchy-
Schwartz :

> PO )y pe(0X)dr = 11,(0X) / 12

0 v

2

: \Eiwf‘V‘Iwﬁﬂf<>v—v<x>f%%%e>
/Xo /a)i' ‘CZT@(SE)‘ duo(G)dx - /Xo /8)2 Z f2( )d’)’*#o (0(; d,uo(m)daj

—1 712 @VxHo
SA&;WMM%@mwm

:uo(([))z')/)?]df]?

R(va) < R(f) <X +e

Donc

3.1.3 Le quotient de Rayleigh de la limite faible est la
limite des quotients de Rayleigh

Nous achevons la démonstration du théoreme 3.1 en montrant que si y =
(11z) est une famille lisse équivariante de mesures sur 90X, alors R(u) > A;.
Pour cela nous montrerons que R () est une limite de quotients de Rayleigh
de familles de mesures sur I qui sont supérieurs a A; d’apres la proposition
3.2.

Soit (p,) une famille lisse équivariante de mesures sur X . Fixons une
origine o € X. Choisissons p une fonction C® & support compact sur X qui
ne s’annule pas sur un domaine fondamental de I'. Considérons la famille
équivariante de mesures () définie par

= Z p(’y_lx>7*ﬂo'
~
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On peut supposer que p vérifie p(o) = 1 et p(yo) = 0 pour v différent de
I'identité. Ainsi nous avons que

firyo = I, PoUr tout vy € I.

Comme cela est expliqué dans la preuve de la proposition 2.8 chapitre 2, le
cocycle associé a la famille (y1,) est le cocycle C* pour une certaine fonction
holdérienne normalisée F sur T' X . La proposition 2.24 nous dit qu’il existe
des mesures pf sur I' pour tout s > 0 qui vérifient les propriétés suivantes :
La mesure p, sur X est la limite faible des mesures ws quand s tend vers
0", et pour tout v € I" et s > 0, la fonction densité

drya iy
dpg

qui est définie sur I' a priori, se prolonge par continuité sur I' U 0X et sa
restriction a 0X est la fonction

0 —s o= Cé (v0,0)—=sBy(v0,0)

Enfin, pour v fixé, cette fonction densité et son prolongement convergent
uniformément quand s tend vers 07, et la restriction de la limite sur dX est
donc la fonction

~CF (vo0) _ M(Q)_

0—e L

On pose
e = p(v )y,
v

Ainsi, pour s > 0 fixé, la famille (u/*) est une famille lisse équivariante de
mesures sur ', et pour z fixé les mesures p. convergent faiblement vers
... Remarquons que ces mesures p/? sont différentes des mesures notées pf
rencontrées au chaptitre 2, section 2.6. Elles semblent jouer le méme role
pour l'instant mais I'avantage des nouvelles mesures est que la famille (u/?)
ici présente est lisse, alors que la famille x4 de la section 2.6 ne 1’était pas.

Soit f(z,0) la fontion définie sur X x 0X par

dps
f(2,0) = 32(0)
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Comme Les familles (u,) est (u’) sont lisses, alors la fonction f(z,60) est
de classe C*° pour la variable x, i.e. les dérivées successives de f pour la
variable z existent et sont continues en x,6. De plus, f est [-invariante, i.e.
f(yz,70) = f(x,6). On peut alors étendre cette fonction f sur X x (TUIX).
Une facon de construire cette extension est d’utiliser une famille auxiliaire
de mesures équivariantes v = () et de poser pour tout (z,7) € X x T

f(CL’, 7) = - f(ZE, Q)d('Y*VO)(0>7

0X

ol o est une origine quelconque. Cette extension de f reste I'-invariante. Il
faut aussi supposer qu’on a choisit ¥ normalisé de sorte que v, soit de masse
égale a 1, et ainsi I'extension de f garde la propriété d’étre de classe C'*° pour
la variable z, i.e. les dérivées succesives pour la variable x sont continues sur
X x(I'y 0X ). Pour voir cela, on note d® f la dérivée k-ieme de f pour la
variable x, et il faut montrer que si x,, tend vers x et ~,, € I tend vers 0 € 0X
alors d® f(z,,,v,) tend vers d®) f(z,6). Or

dwf@mwa:3AX%@ﬂawmdwm%xm

et on sait d'une part que les mesures v,.v, = 5, convergent faiblement vers
la masse de Dirac en @ (voir corollaire 2.32), et d’autre part que les fonctions
0 € 0X — d® f(z,,0) convergent uniformément vers § — d®) f(x,6), donc
on peut bien en déduire que d® f(x,,v,) tend vers d® f(x,6).

On définit alors les mesures p sur I' en posant

e () = flo, )y ().

Ainsi, pour s > 0 fixé, la famille (u3) est une famille lisse équivariante de
mesures sur I', et pour x fixé les mesures pu convergent faiblement vers p,.
I nous reste maintenant a montrer que R(u*) tend vers R(u) quand s tend
vers 0. Pour cela, on écrit les quotients R(u*) et R(u) de cette maniere :

Rmzkﬁwmmmwﬂéﬁmm

Rw=&AﬁWWWMW/LMMW7
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oll 75(x) et 79(x) sont les fonctions définies pour § € T U AT et pour x € X
par

(@ = £2.6) 3 ol ) SE(6),

o(o)? = £2.6) 3 ol 2 0),

Remarquons que si on se restreint a x € X, alors il n'y a qu'un nombre
fini de termes non nuls dans les sommes ci-dessus, et rappelons que pour 7
fixé, d;;gf’ converge uniformément vers %. Donc |dri(z)]* converge vers
|dry(z)|? uniformément pour (z,0) € Xy x (I' UAIT). Rappelons aussi que pf
converge faiblement vers p, et que p; converge faiblement vers p,. On en
déduit alors que les dénominateurs des quotient R(p*) convergent vers celui
de R(u), et que les numérateurs des R(u®) convergent vers celui de R(u)
et donc lim,, o R(p*) = R(u). Ceci acheve la démonstration du théoreme

3.1 0

On peut se poser la question de 'existence et de 'unicité d’une famille
équivariante de mesures p pour laquelle la borne inférieure est atteinte dans
le théoreme 3.1, c’est-a-dire telle qu’on ait

Dans la section 2.7, on va voir que c’est le cas si la métrique est hyperbolique.
La question reste ouverte dans le cas d’une métrique quelconque.

3.1.4 Familles de mesures minimisant le quotient de
Rayleigh

Dans la fin de cette section, on étudie le cas ou la borne inférieure dans
le théoreme 3.1 est atteinte par une famille de mesure, et en particulier la
famille des mesures de Patterson.

Soit u, une quelconque famille lisse équivariante de mesures sur dI', que
normalisons de sorte que [ x, Mz(O1)dx = 1. Soit ro(z) la fonction définie par

ro(z)? = ZZj 0).
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Lemme 3.4. On peut écrire

— /X /8F7"9(:E) Arg(z) dpo()dr, (3.1)

ou A désigne le laplacien pour la variable x.

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer la formule de Stokes apres s’étre ramené
a des intégrales de fonctions a supports compacts. Pour cela, on se donne (Uj;)
un recouvrement de X par des ouverts difféomorphes a des boules, et (o)
une partition de l'unité adaptée a ce recouvrement. Soit 7 : X — X la
projection canonique. On associe a chacun des U; un ouvert U; C X qui lui
est difféomorphe via 'application .

/XO [l du(0)as

- Z/X /8F (dro(x),d (ro(x)o;(n(2)))) dpo(8)dx
> / /a (dro(),d (ro(w)oi(n(x)))) duo(6)da
=2 /U | Aro(@) ro(@)oi(m(x)) dpio(6)d

_ /X 0 /8 rofa) Aro(a) d(0)d

Lemme 3.5. St R(p) = A1, alors on a pour tout 6 € o'
AT’Q = )\17‘9

Démonstration. Soit f : X x0T — R, une fonction C'*° en la variable z, telle
que

/X [ 1(0.0) de)iz =0 (3.2)

Pour t suffisament proche de 0, on définit la famille équivariante de mesures

pit par
dpt
@) =1+t 0).
) =1+ 470,0)
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La condition (3.2) signifie que yi" est normalisé, c’est-a-dire [, 4!, (0T)dx =
1. La quantité R(u') s’écrit (en n’écrivant pas les variables pour alléger)

R(u') = /X [ VT ()

Comme R(p) est minimale, on en déduit que
d
— R
dt [t=0

2 [ e o) =0
/X0 /6F 2(d(rf), dr)dpo(8)dz = 0

/ / 2frArduy(0)dx =0
Xo Jar

(ou pour obtenir la derniere ligne on a utilisé la formule de Stockes de la
méme maniere que dans la preuve du lemme 3.4). Comme f est une fonction
quelconque vérifiant (3.2) ce qui peut aussi s’écrire

/Xo /ar friduy(0)dx = 0,

alors on a Ar est égal a r multipliée par une constante. D’apres le lemme
3.4, la constante est \;. O

) =0

La famille des mesures de Patterson, notée p, est 'unique famille équivariante
de mesures sur JI' telle qu’il existe une constante h telle qu'on ait

dp
2 (0 — o—hB(0)
@b(> ‘ ’

ou B(z,0) désigne la fonction de Busemann normalisée par B(o,6) = 0.
L’existence et 'unicité a une constante multiplicative pres d’une telle fa-
mille découle du théoreme 2.5. La constante h est 'entropie volumique de
X. Un calcul simple montre que R(p) = h?/4, et donc que \; < h?/4.
Le théoreme suivant illustre le lemme 3.5. Il a été établi auparavant a la

suite des travaux de Ledrappier, Foulon, Labourie, Besson, Courtois, Gallot
([L5],[FL],[BCG1]) :
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Théoreme 3.6. Si \; = h?/4, alors la métrique est localement symétrique.

Démonstration. Si A\; = h?/4, on a donc R(p) = h?/4 = Ay, et alors d’apres
le lemme 5.3, on a

De cela on peut déduire facilement que AB = h. Or on sait grace a [FL] et
[BCG1]| que cela équivaut a dire que la métrique est localement symétriques.
U

3.2 Le bas du spectre d’une variété hyperbo-
lique est un point selle

Dans cette section, X est une variété compacte et X son revétement
universel. On suppose que X admet une métrique hyperbolique gg. Dans cette
section, nous alons considérer d’autres métriques sur X et étudier comment
se comporte \; lorsqu’on fait varier la métrique “au voisinage de gy”. Si g est
une métrique sur X on notera A;(g) le bas du spectre du revétement universel
X muni du relevé de la métrique ¢. Si p est une famille lisse équivariante
de mesures , on notera R,(4) le quotient de Rayleigh de p pour cette méme
métrique. B

On fixe une origine 0 € X. On note B(x, #) la fonction de Busemann pour
go, normalisée par B(o,0) = 0, et on note P = (P,) la famille des mesures de
Patterson pour gq. L’entropie volumique de X pour la métrique hyperbolique
go se calcule explicitement et elle est égale a n — 1. La famille des mesures
de Patterson est donc caractérisée par

dP,
dP,
Nous la normalisons de telle sorte que

/ P.(oI')dx = 1.
Xo

Le quotient de Rayleigh R, (P) se calcule facilement :

Ry (P)i /X LX‘d (e—"T‘IB(x,e)ﬂQdPO(e)dx/ /X P.(0X)dx
(n—1)

(9) _ e—(n—l)B(f,@) )

n —1)2

4
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En fait \(go) = ("_41)2, ce qui pourra se déduire par exemple de la
théoreme 3.9.
Toute famille u équivalente a P est caractérisée par les relations de densité

dpte v f(a0)
da@_e ’

ou f est une fonction équivariante et C'° en la variable x au sens ou ses
jets sont continus pour (z,6). Enfin, dans ce qui suit, le symbole dx fera
référence a la mesure induite par go, et les notations (-, ) et |- |* désigneront
des produits scalaires pour la métrique go.

3.2.1 Rappels de géométrie hyperbolique

Nous noterons D Uopérateur de dérivée covariante sur X et X associé a
la métrique go et & son relevé sur X. Soit § € 9X, et considérons la fonction
de Busemann x — B(z, ). La dérivée covariante de la différentielle de cette
fonction au point x s'écrit DdB(x, 6). C’est une forme bilinéaire symétrique
sur Iespace tangent 7, X. On a le

Lemme 3.7.
DdB(x,0) = go(x) — dB(x,0) ® dB(x,0). (3.3)

Démonstration. Soit x ENX et 0 € 0X. Soit u € T, X le vecteur unitaire
dirigé vers 6. 'espace T, X se décompose en somme directe

T,X =Ru®u'.
La forme linéaire dB(z, ) sur T, X vérifie
dB(z,0)(u) =1
dB(x,0)(v) =0 Vv € u*

La forme bilinéaire symétrique DdB(z, ) se décompose de fagon unique sous
la forme

DdB(z,0) = A + ¢c®dB(z,0) + dB(z,0) ® ¢+ sdB(z,0) ® dB(x,0),

ol A est une forme bilinéaire symétrique sur u*, ¢ est une forme linéaire sur

ut, et s € R. Or, comme X muni du relevé de g, est I’espace hyperbolique,
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alors chaque isométrie de I’espace euclidien u* est réalisé par une isométrie
de X qui fixe z et 6. Ainsi, les formes A et ¢ sont invariantes par isométrie
de ut. Donc ¢ = 0 et A est un multiple du produit scalaire euclidien Gow|ul -
Donc finalement on peut écrire

DdB(z,0) = rgo(v),. + sdB(x,0) ® dB(x,0),

ou s et r sont deux réels. Montrons que s = 0 : soit o(t) la géodésique telle
que o'(0) = u, alors
2

s = DdB(z,0)(u,u) = %ltOB(J(t), 0)=0

car t — B(o(t),0) est une fonction affine. Calculons maintenant r : soit
v € ut. Soit o(t) la gbodésique telle que ¢/(0) = v. Alors

B(a(t),0).

2

r = DdB(z,0)(v,v) = eI

Pour calculer cette dérivée seconde, on identifie Uespace hyperbolique X avec
le modele du demi-espace de Poincaré ]0, +0o[xR""! en envoyant x sur le
point (1,0,...,0) et 8 sur oo, et v sur le vecteur tangent (0, 1,0,...,0). Alors
la fonction de Busemann = — B(z,0) s’identifie a la fonction

(y7 L1y .- 73:7171) - = log(y) + 07

ou C' est une constante. Par ailleurs la géodésique o (t) s’identifie a une courbe
c(t) qui décrit le demi-cercle centré en 0 passant par le point (1,0,...,0) et
située dans le plan (zo,...,x,_1) = 0. On a donc

c(t) = (cos(a(t)),sin(a(t)),0,...,0),
ou a(t) est une fonction telle que a(0) = 0 et a’(0) = 1. Donc finalement
r= (- log(cos(a(t))
_d sin(a(t))a'(t)
 dtji=0 ( cos(a(t)) )
=1

Donc
DdB(x,0) = go(x)juL = go(x) — dB(x,0) ® dB(x,0).
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3.2.2 Comportement de )\;(g) dans la tranche d’Ebin :

On considere (X, gg) une variété hyperbolique réelle.

Définition 3.8 ([BCG2]| et [Bel|). On définit la tranche d’Ebin de go comme
l’espace des métriques g sur X qui s’écrivent

9= go(e"-,)

ou H est une section du fibré des endomorphismes symétriques du fibré tan-
gent de X muni de la métrique go, qui vérifie les conditions

(1) trace(H) =0,

(i) 0H = 0.

Dans cette définition, la section H peut s’identifier a un vecteur tangent
a 'espace des métriques au point go. La condition (i) signifie alors que H est
orthogonale & la classe conforme de gg, tandis que la condition (ii) signifie
que H est orthogonale a I'orbite de gy sous I'action des difféomorphismes de
X.

Notons aussi que pour une métrique g dans la tranche d’Ebin de gg, les
mesures riemanniennes induites par g et go sont les mémes (car det(ef’) = 1).
Rappelons aussi que la condition d H = 0 revient a dire que pour tout champ
de vecteurs X, on a

/ (H, DX)dx = 0,
X

ou encore, en notant h = go(H-, -), pour toute 1-forme o sur X, on a

/X(h, Da)dx = 0.

Ici, on utilise la notation (+,-) pour désigner les produits scalaires ponctuels
induits par gy sur les fibrés des endomorphismes de T'M et des formes bi-
linéaires sur T'M.

Le théoreme suivante permet d’étudier le comportement de A;(g) dans la
tranche d’Ebin.

Théoreme 3.9. Soit (X, go) une variété hyperbolique réelle de dimension
n > 3. Il existe un C° wvoisinage V de gy dans la tranche d’Ebin tel que
pour toute métrique g € V et pour toute famille équivariante de mesures
équivalente a P, on ait

Rg(1) = Ry (P).
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Par conséquent, on a

(n—1)"

Mlg) 2 Mlgo) = =
De plus, ’'égalité \1(g) = M (go) est atteinte si et seulement si g = go.

Démonstration. Soit g = go(e'!-,-) dans la tranche d’Ebin, et soit y une fa-
mille équivalente a P. On sait que le quotient de Rayleigh R, (1) est invariant
si on renormalise p par une constante multiplicative, donc on peut supposer
quitte a renormaliser que

/ e (0T )dx = 1.
Xo

On peut écrire

dp
z 0 — —f(l‘,@)'
7 P:c( )=e
Donc d

Ha —f(2,0)—(n—1)B(x,0

9) — ¢ f(@0)—(n—1)B(z.0)

y Po( )=e
Pour exprimer R,(u), on a besoin d’écrire le produit scalaire pour ¢ a l'aide
de celui pour gy, noté (-, -), et de e : Le produit scalaire ponctuel pour g de
deux 1-formes a et b s’écrit :

(ae™b), ou aussi (a, be™ ).

On a donc (en n’écrivant plus les variables = et 6 pour alléger) :

R,(p) = i/x /8F ((df + (n — 1)dB), (df 4+ (n — 1)dB)e™ ") dp,(6)dz.

On rappelle a nouveau que la mesure sur X, pour laquelle on integre est a
priori la mesure riemannienne induite par g, mais elle coincide avec la mesure
induite par gy qui est notée dx. Donc

Ry(n) ~R(P) = 7 [ [ [t dre ™)+ 20— 1)(aB, afe )

+(n —1)*(dB,dBle " —id])] du,(0)dz.
(3.4)
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On veut montrer que cette quantité est positive. Dans cette expression,
le terme entre crochet s’écrit sous la forme

(a,aA) + (b,aB) + (b, bC),

ou a et b désignent les 1-formes df et dB et A, B, C' désignent respectivement
les endomorphismes symétriques e ¥, 2(n — 1)e ™ et (n — 1)%*[e™# —id]. Ce
terme entre crochet n’a pas de raison d’étre une fonction positive car par
exemple, 'endomorphisme C' = (n — 1)*[e™# — id] n’est pas toujours défini
positif. On va transformer I'expression (3.4) de maniere a ce que le terme
entre crochet soit une fonction positive (lorsque H est C%-proche de 0).

On introduit pour cela la 1-forme « suivante sur X : pour tout vecteur u
tangent en x on pose

a(@)) = | aB(a.0)(u)dis(6).
T
On réécrit cela ainsi :
a(m)z/ dB(z, 0)e-U+E-DB)=0) gp (9.
or

Cette 1-forme passe au quotient et définit une 1-forme sur X. On calcule sa
dérivée covariante (pour la métrique go) : c’est le 2-tenseur

Daf(x) = /8 DB = (df + (n = 1)AB) ® dB) dyua(6)

Comme ()N( , go) est Pespace hyperbolique de dimension n, on a la relation
DdB = g9 — dB ® dB.

Donc
Da(zx) = / [go — df ® dB —ndB ® dB] du,(0).
ar

On sait que la divergence d’une 1-forme sur X est d’intégrale nulle. La
divergence de la 1-forme « peut s’écrire traceDa. Par ailleurs, trace(gy —
ndB ® dB) = 0, donc en appliquant la trace a I’équation précédente on

obtient
/ / (df,dB)du,(0)dx = /traceDa—O (3.5)
Xo Jar
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D’autre part, on contracte Da avec le 2-tenseur h = go(H-, -) et on integre
sur X. Comme 0H = 0 et comme (h, gg) = traceH = 0, on obtient la relation

0=— /X (h, Da) = /X /8 (4B Af )+ n(dB.dBI] ()t (3.5)

Alors en combinant I'expression (3.4) avec les relations (3.5) et (3.6) on

obtient 1’expression
Ry(1) — Ry (P) =

i/xo /E)F [<dfa dfe™ ) +2(n — 1)(dB,df[e ™ —id + (n2;1)H])

+(n—1)*(dB,dBle” " —id + H))] dp,(0)dz. (3.7)

Cette fois le terme entre crochet est une fonction positive lorsque H est
C°-proche de 0. Pour voir cela, on écrit ce terme sous la forme

[(a,ad) + (b,aB) + (b,bC)],
ouna=df,b=dB, et
A=ell
B B . n—1
B=2(n—-1)e id + o
C=(n—-1)7>e —id+ H]

1)

Les endomorphismes A, B, C' sont symétriques, et A est défini positif. On
peut alors mettre le terme entre crochet sous une forme canonique de la
maniere suivante

,aA?) + (bBA™2 aA?) + (b, bC)

SIS

[(a,aA) + (b,aB) + (b,0C)] = (aA

N=

1 7;2 1 _1
= |aA? 4 SbBAT —Z‘bBA :

+ (b,bC)

2

1 ) 1
= |aAz + 5bBA—a + Z(b, b[4C — BAT'B]),

et on peut voir que I'endomorphisme (4C — BA™!B) est symétrique positif.
En effet, soit € X et soit (e;) une base de T, X qui diagonalise H et soit
(A;) les valeurs propres associées. Alors,
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— (e;) diagonalise A et les valeurs propres sont e = 1 + o(1),
— (e;) diagonalise B et les valeurs propres sont 2(n—1)[e ™ —1+ 22 );] =
i (n—1)(n+1) )\Z + 0<)\z>
— (e;) diagonalise C' et les valeurs propres sont (n — 1)*[e™ — 1+ \] =
2
(n = 1[5 +o(\})]
donc (e;) diagonalise 4C'—BA™! B et les valeurs propres ont pour développement
limité 2
(n— 1) [2 G ;; ) } AP+ o(|hl?)

Elles sont bien positives lorsque H est C%-proche de 0 et n > 3. D’oll

RQ(M) - R90<P> = 0.
Cas d’égalité : Supposons maintenant que

(n—1)*
Y

Ai(g) =

On doit montrer que si H est suffisament C°-proche de 0, alors H = 0.
Par hypothese, il existe une suite x* de familles équivariantes de mesures
équivalentes a P, normalisées, telles que

lim R, (1") — Ry (P) = 0.

k—o0

Soit fr tel que

du®
Iz 0 — —fk(:l‘ﬂ)'
y Pz( )=e

Ecrivons a nouveau ’équation (3.7)

,R’g(/“bk) - R90<P> =

(n—1)

i/X /6F {(dfk,dfke_H) +2(n — 1)(dB, dfi[e " —id +
+(n—1)*(dB,dB[e” " —id + H))| duk(6)dz.

H])

Comme on la vu précédemment le terme entre crochet s’écrit sous la forme

(a,aA) + (b,aB) + (b, bC),
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et il est positif si H est suffissamment C’-proche de 0. On peut également
montrer par le méme raisonnement la chose plus générale suivante : si 7
est un nombre positif suffisamment petit et si on suppose H suffisamment
C°-proche de 0, alors le terme

(1 =n)(a,aA) + (b,aB) + (1 —n)(b,bC)
est positif. On peut alors écrire

(a,aA) + (b,aB) + (b,bC) =n(a,aA) + n(b,bC)
+ (1 —n)(a,adA) + (b,aB) + (1 — n)(b,bC)

De plus, comme A = e et C = e —id + H, on en déduit que les
endomorphismes A — %id et C' — iH 2 sont symétriques positifs en supposant
qu’on ait pris H suffisamment C’-proche de 0. On peut donc écrire

(a,aA) + (b,aB) + (b,bC) =n(a,a(A — %id) + (b, b(C — iHQ)
+ (1 - 77)(@7 (IA) + <b7 aB) + (1 - n)(ba bC)
) 2
+ 5’@

n 2
—|bH
+4’ ’7

et dans le terme de droite, chaque ligne est positive. On peut alors intégrer
cette équation et faire tendre k vers 4oco, on sait alors que le membre de
gauche tends vers zéro, donc les termes du membre de droite, qui sont positifs,
tendent vers zéro, et en particulier les deux derniers, ce qui donne :

lim / \dfi(z,0)|2dpt(0)dx = 0,
Xo Jor

k—oo

k—oo

lim / |dB(x,0)H|*du”(0)dx = 0.
Xp Jor

Considérons alors la suite des mesures du”(f)dz sur le compact X x or.
Ces mesures sont invariantes pour 'action diagonale de I' et induisent des
mesures finies sur le quotient qui est compact. De plus, ces mesures sont de
masse 1, et on peut donc extraire une sous-suite qui converge faiblement vers
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une certaine mesure finie que 1’on va noter m pour l'instant. On peut voir m
comme une mesure [-invariante sur X x dI'. On a donc

/ |dB(z,0)H |*dm(z,0) = 0.
Xo Jar

Si m est une mesure qui charge les ouverts, alors cela veut dire que dB(x,0)H =
0 pour tout (x,0), et donc H = 0. Donc, pour conclure la preuve, il suffit
de montrer que m charge les ouverts. Nous allons voir que c’est bien le cas
en montrant qu’en fait m n’est autre que la mesure dP,(0)dz (qui charge les
ouverts, bien sur).

Soit ¢ une fonction sur X x 9T de classe C?, i.e telles que ses dérivées
premiéres et secondes pour la variable z sont des fonctions continues de (x, ).
On note Ac le laplacien de ¢ pour la variable z induit par la métrique go. La
mesure dP,(0)dz est une mesure harmonique pour le feuilletage stable (voir
[G]), ce qui signifie qu’on a

[ Ac(x,0)dP,(0)dz =0

Xxor

pour toute fonction ¢ a support compact. Cela se vérifie facilement en écrivant
dP,(0)dx = exp(—(n—1)B(z,0))dP,(0)dz. Dans [L4] ou dans [G], on montre
qu’il n’y a qu'une seule mesure harmonique pour le feuilletage stable. Il nous
suffit donc de montrer que m est harmonique pour le feuilletage stable : Pour
toute fonction ¢, de classe C?, & support compact, on peut écrire (en omettant
les variables z et # pour alléger)

/ Acdm = lim/ / Acexp(—fr — (n — 1)B)dP,(0)dx.
Xxar ko Jx Jar
Or,
/y Acexp(—fr — (n — 1)B)dP,(0)dx
x Jor
= /~ / (dC, de_fk_(”_l)B) dPo(0>dl’
X Jor
= /N/ [(e’fkdc, def(”*l)B) + (de, —df) e’f’“’("’l)B] dP,(0)dx
x Jor

— / / (d(ce™"r),de="DB) aP,(0)dx + / / (dfy, c(n — 1)dB — dc) dp*(6)dz.
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Dans la derniere ligne, le premier terme est nul car Ae= D5 = 0, et le
deuxieme tend vers zéro quand k tend vers l'infini, car comme ¢ et dc sont
bornées et a support compact, on peux utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwartz
et majorer ce terme par une constante fois

( / 0 | \dkadui‘z(mda:)%

qui tend vers zéro, comme on I’a vu avant. Donc

/ Acdm = 0,
X x0T

donc m est harmonique pour le feuilletage stable, ce qui termine la preuve.
O

Remarque: La théoreme 3.9 est inspiré de la proposition 4.1 dans [BCG2],
qui affirme que gg est un minimum local strict dans sa tranche d’Ebin pour
I'invariant T5(g) qui peut étre défini ici par

T5(g) = inf{R(p), u équivalente a P, et u,(0I') = 1 pour tout x}.

Mais on a A1 (g) < Ty(g), et donc la proposition 4.1 de [BCG2] seule ne suffit
pas a traiter le cas de A;(g).

Comportement de \;(g) dans la classe conforme (cf [BCG3]) : Main-
tenant on va étudier le comportement de A;(g) dans la classe conforme de
go : Soit g une métrique conforme a g, différente de gy mais de méme volume
que go. Elle s’écrit

9= kQ.gO?

ot k est une fonction telle que [, k" = Vol(gp). Pour toute 1-forme o sur X,
le carré scalaire de o pour g s’écrit :

k%ol

Dans la proposition suivante, on compare les quotients de Rayleigh de P
selon les métriques g et g :
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Proposition 3.10. Soit g une métrique conforme a gy et de méme volume,
mais différente de gog. Alors on a

Ry(P) < Ryo(P),

Démonstration. Comme gy est une métrique hyperbolique, I’application z —
P,(0T") est constante. Par conséquent, on a

—1)?
R,(P) = =Y / k(a:)“dx// dz,
4 X X
donc, en utilisant 1'inégalité de Holder,

(n—1)*

R,(P) < "

= Rgo<P)-

O

Corollaire 3.11. )\i(g) est un maximum strict au point gy dans la classe
conforme de gy a volume constant.
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Chapitre 4

Rigidité du spectre marqué
dans la classe conforme d’une
métrique

Soit X une variété compacte et soit I' son groupe fondamental. Chaque
classe de conjugaison non triviale de I' correspond a une classe d’homoto-
pie libre de lacets dans X. Si X est muni d’une métrique riemannienne g,
chaque classe d’homotopie libre contient au moins une géodésique fermée de
longueur minimal (cette géodésique est unique si g est a courbure strictement
négative). Le spectre marqué des longueurs de g est I'application qui a une
classe d’homotopie libre associe le minimum des longueurs des lacets dans
cette classe.

On dira qu'une métrique g sur X est rigide pour le spectre marqué des lon-
gueurs si pour toute métrique ¢’ ayant le méme spectre marqué des longueurs
que g, alors g et ¢’ sont isométriques. On dira que g est infinitésimalement
rigide pour le spectre marqué des longueurs si toute déformation lisse de la
métrique qui fixe le spectre marqué des longueurs est triviale a isométrie pres.

Sur n’importe quelle variété compacte X il existe des métriques qui ne
sont pas infinitésimalement rigides pour le spectre marqué des longueurs,
comme par exemple des métriques telles qu’il existe un ouvert de X dans
lequel ne passe aucune géodésique fermée minimisante ("un gros champi-
gnon!”). Cependant, ces exemples de métriques ne sont pas a courbure stric-
tement négative. Une question ouverte est de savoir si une métrique a cour-
bure strictement négative sur X est rigide pour le spectre marqué des lon-
gueurs.

5
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Concernant cette question, Guillemin et Kazdhan ont d’abord démontré
en 1980 qu’'une métrique a courbure strictement négative sur une surface
compacte est infinitésimalement rigide pour le spectre marqué des longueurs
([GK]). Puis en 1990, Otal et Croke ont démontré indépendamment 1'un
de I'autre qu'une métrique a courbure strictement négative sur une surface
compacte est rigide pour le spectre marqué des longueurs ([O] et [C]), ce qui
renforce le résultat précédent. En 1998, Croke et Sharafutdinov on démontré
qu’une metrique a courbure strictement négative sur une variété compacte de
dimension quelconque est infinitésimalement rigide ([CS]), ce qui généralise
encore le résultat de Guillemin et Kazdhan.

Ici nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréeme 4.1. Soit g et ¢ deux métriques conformes sur X, a courbure
strictement négative et ayant le méme spectre marqué des longueurs. Alors
elles sont éqgales.

Démonstration. Soit B et B’ les cocycles de Busemann associes aux métriques
g et ¢’. Comme g et ¢’ ont le méme spectre marqué des longueurs, cela signi-
fie que les périodes des cocycles B et B’ sont égales. D’apres le théoreme de
Livsic, il existe une fonction F : X x 9X — R, [-invariante, telle que telle
que

By(x,y) = Bo(z,y) + F(z,0) — F(y,0).

Les fonctions B et B’ sont dérivables pour la variable x et leurs dérivées dB
et dB’ ne dépendent pas de la variable y et sont continues pour les variables
x,0 et I-invariantes. On peut écrire

VB (z,0)2 = |VB(x,0)]2 + |VF(x,0)|2 4+ 29(VB(x,0), VF(x,0)), (4.1)

ou V désigne 'opérateur gradiant pour la métrique g
Comme g et ¢’ sont conformes, cela signifie qu’il existe une fonction A :
X — R, C et strictement positive, telle que

J = MNg.

Notons V f et V'f les gradiants pour les métriques g et ¢’ d’une fonction f
sur X. On a pour toute fonction dérivable f sur X :

V'f=\2Vf,

et donc
‘V/f’g’ = >‘74’vf’g’ = Aiz’vf’g-
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Nous noterons 7% X le fibré unitaire tangent de X pour la métrique g. Soit
liou la mesure de Liouville sur 7' X. Rappelons qu’elle est invariante pour
'action du flot géodésique sur T' X (voir section 5.3 dans I'annexe). En iden-
tifiant 7' X au quotient de X x &X par 'action de T, on peut intégrer (4.1)
sur T X pour la mesure liou :

/|VB’($, 0)|2dliou(x, 0) = /|VB($, 0)|2dliou(x, 0)
+ /|VF($,9)|§dliou(x,H) + 2/g(VB(x, ), VF(x,0))dliou(z,0). (4.2)

Or la derniere intégrale est nulle car la quantité g(VB(z,0), VF(x,0)) est
égale a la dérivée de la fonction F' dans la direction du flot géodésique (F est
vue ici comme une fonction sur 7 X), et donc son intégrale est nulle puisque
la mesure liou est invariante par le flot géodésique. De plus on a

|\VB(z,0)|, =1,

et
[VB'(x,0)]y = N(2)|V'B'(2,0)]y = X*(2),
et donc en remplagant dans (4.2) on a que
/ N (z)dliou(z, 6) 2/ dliou(x, 0).
X X

comme la mesure image de liou par la projection T*'X — X est la mesure
riemannienne, que nous noterons v,, on a donc

/ NMdv, > Vol(X,g).
b

D’apres I'inégalité de Holder, on peut écrire

</X )\”dvg>% (/X dvg)nT_z > Vol(X, g)

Vol(X,¢) Vol(X,g) > Vol(X, g)
Vol(X,q') > Vol(X, g).
Or comme g et ¢’ joue le méme role au départ, cette derniere inégalité est

une égalité
Vol(X,g) =Vol(X, ).
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Donc 'intégrale
/ IV F(x,0)|2dliou(z, 6) = 0.
T X

donc VF = 0 donc pour tout 0, x — F(z,0) est constante. Donc la fonction
I est constante car elle est continue, I'-invariante et que 1’orbite I'0 est dense
dans dX pour tout §. Donc B = B’, et donc g = ¢'. O



Chapitre 5

Annexe

5.1 Espaces de Hadamard a courbure pincée
par deux constantes strictements négative,
triangles géodésiques, convexité de la dis-
tance

Soit X une variété complete simplement connexe & courbure pincée entre
deux constantes k' < k strictement négatives. Nous allons rappeler cer-
taines propriétés bien connues pour une telle variété. Notons X le bord
géométrique de X

Proposition 5.1. Soient (), (y;) deux rayons géodésiques dirigés vers le
meéme point § € 0X. Alors

d(xy,y) < d(xo,y0) pour tout t > 0.

Démonstration. Soit z, € X une suite qui tend vers # € dX. Soient (z}), (y*)
les rayons géodésiques issues de xq et yo et dirigés vers z,. Alors ces deux
suites de rayons convergent uniformément sur les compacts vers les deux
rayons () et (y;). Il nous suffit donc de montrer que

d(l’?7 yf) S d(I07 yO) pour le [07 inf{d(fﬂm Zn)7 d(y07 Zn)}]7

or comme X vérifie le critére de comparaison T selon [GH] (chapitre 3, p
49), alors on peut se ramener & montrer I'inégalité dans le cas o X = R? ce
qui est sans difficulté. O

79
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Proposition 5.2 (voir [GH], chapitre 3, corollaire 10). Il existe une constante
d telle que pour tout triangle géodésique (z,y,z) dans X et pour tout point
w situé sur le coté [x,yl, on a

d(w, [y, 2] U [z,z]) <.
(On dit que X est 6-hyperbolique.)
Notons Hy le plan hyperbolique de courbure constante égale a k£ < 0.

Proposition 5.3. Soit a,b €]0, 7], alors il existe 6 > 0 tel que pour tout
triangle géodésique (x,y, z) dans X, si les angles au sommets z,y sont res-
pectivement > a et > b, alors

d(z,y) <.

Démonstration. Soit (2',y', 2") le triangle de comparaison correspondant dans
Hy,, alors les angles au sommets x’, 7' sont a nouveau respectivement > a, et
> b (voir [GH], chapitre 3, théoréeme 12). On s’est donc ramené a prouver la
proposition dans le cas X = Hj, ce qui est sans difficulté. O

Proposition 5.4. Pour tout a €]0,7], il existe une constante § telle que
pour tout triangle géodésique (x,y,z) dans X tel que l’angle au sommet x
soit > a, alors la distance entre x et le coté opposé [y, z] est inférieure a §.
Par conséquent, siy,z € X alors

d(y,z) > d(y,z) + d(x, z) — 26.

Démonstration. Comme 'angle au sommet = est > a, on peut trouver un
point w sur le coté [y, z] tel que

Lo(y,w) > a/2 et £,(z,w) > a/2.

Maintenant, comme ¥y, w, z sont alignés dans cet ordre, alors au moins 1'un
des deux angles suivants est > /2 :

Lp(z,y) > m/2 ou &y(x,2) > /2.

Plagons nous par exemple dans le cas ou £,,(y, z) > 7/2, nous pouvons alors
appliquer la proposition précédente 5.3 au triangle (z,y,w), ou les angles
qui bordent le coté [x,w] sont > a/2 et > w/2 : il existe une constante 0
ne dépendant que de a et de X , telle que d(z,w) < §, ce qui prouve la
premiere affirmation de la proposition. La deuxiéme affirmation s’en déduit
facilement. O
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Proposition 5.5. Pour tout €g > 0 il existe \(&) tel que si x,y vérifient
d(x,y) < €, et si (zy) et (y;) sont deux rayons géodésiques issus de x et y,
(paramétrés a vitesse 1) et qui se rejoignent en un point z = xp = yr, alors
pour tout t € [0,T], on a

d(ze, y) < d(z, y)e O,

(Remarquons que la constante \(eg) ne dépend pas du temps T ou les deux
géodésiques se rejoignent.)

Démonstration. Comme X vérifie le critére de comparaison T}, selon [GH]
(chapitre 3, p 49), on introduit le triangle de comparaison (z',y’, 2’) dans Hj,
et on se ramene a démontrer la proposition dans Hj, ce qui ne pose pas de
grandes difficultés. H

Corollaire 5.6. Si (x;) et (y;) sont deuzr rayons géodésiques issus de deur
points x et y, et dirigés vers un méme point a l'infini 0 (autrement dit, les
deuz rayons sont a distance de Hausdorff bornée), alors il existe un unique
réel By(x,y) tel que

Eg)l d(TBy(xy)+t, Yt) = 0.

De plus, pour tout €, il existe \(€g) tel que si d(z,y) < €y et si Bo(x,y) =0,
alors pour tout t > 0, on a

(s, y:) < d(x,y)e MO,

Démonstration. Posons A égal a la distance de Hausdorff entre les deux
rayons géodésiques. On étend le rayon géodésique (z;) en une géodésique
entiere (i.e. on s’autorise a considérer z; pour ¢ < 0). On considere le pro-
jeté de y sur la géodésique (z;) : ce projeté s’écris xs pour un certain réel
s et on a d(xs,y) < A. Pour tout entier n > 0, considérons le point y,
sur le rayon issu de y. D’apres la proposition 5.1, d(y,, Zs+n < A. Montrons
qu’il existe s, € [s — A, s + A] tel que d(zs,,y,) = n : pour faire cela, on
constate que d(z,—a, yn) > 1 (car (a1, Yn) > (a1, Tasn) = ATasns ) >
A+n— A = n), puis on constate que d(xs;ia,yn) < n (car d(zsia,yn) <
d(Tsin, Tsin) + A(Tsin,yn) <n— A+ A =n), puis on applique le théoreme
des valeurs intermédiaires, et on trouve le s,, cherché. Ainsi, en faisant tendre
n vers I'infini, et quitte a extraire une sous suite, le point z;, converge vers
un point que l'on note g, ;) ot By(z,y) est un réel. De plus, les segments
géodésiques [z, , y,| convergent uniformément sur les compacts vers le rayon
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géodésique (2 pg(z,y)+¢)- Donc en appliquant la proposition précédente 5.5 avec
les deux rayons géodésiques issus de x5, et y, et qui se rejoignent au point
Yn, €t en faisant tendre n vers +o0o, on obtient

d<ng(:E,y)+t7 yt) < d<ng(:v,y)a y>6_>\(2A)t7
ce qui tend bien vers 0 quand ¢ tend vers +oo. Enfin, si de plus d(z,y) < €,

et si By(z,y) = 0, alors s, tend vers 0 et x, tend vers z, et d(xs, ,y) < €
pour n assez grand, et donc lorsqu’on passe a la limite, on peut écrire

d(ze, yr) < d(% y)e_A(EO)t-
O

Proposition 5.7. Il existe des constantes M > 0, a > 0 telles que si () et
(y¢) sont deuzx rayons géodésiques engendrés par deuz vectueurs unitaires u
et v basés en un méme point x € X et si on pose a = £ (u,v), alors

d(xy, ) < aMet,

Démonstration. Soit (u)scp,o] un arc de cercle dans ij( , paramétré par
langle, et qui relie u et v. Soit (x7) le rayon géodésique engendré par wus.
Le champs de vecteur ¢ — %xf le long du rayon géodésique t — ()0 est
un champ de Jacobi, et la courbure est minorée par k' < 0, donc d’apres le
théoreme de comparaison de Rauch (cf [CE], p 29), la norme du champ de
Jacobi H%mf“ est majorée par la norme du champ de jacobi correspondant
dans le plan hyperbolique & courbure k' qu’on peut calculer explicitement et

L_sinh(\/|k'|t), et donc on obtient

ul vaut
d N

A
95" =

D’ou il vient pour tout ¢ > 0

sinh(+/|K|t).

@ 1 ] /
d(xs, ) < / ||—aa xi||ds < sinh(\/[F'|t) < o VWit
0 S

VIF]

d’ou le résultat.
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5.2 Le lemme de spécification

Soit X une variété compacte a courbure strictement négative. Soit p :
X — X un revétement universel et soit I' le groupe fondamental de X,
vu comme un sous-groupe du groupe des isométries de X. Soit 90X le bord
A linfini de X. L’ espace X U 0X est naturellement compact. Notons 7 :
T'X — X et m: T'X — X les fibrés unitaires tangents de X et X et notons
A nouveau p : T X — T'X l'application induite par le revétement. Notons
(¢¢) les flots géodésiques sur T X et T'X. Enfin, pour tout v € T X, notons
v(00) le point de 0X induit par le rayon géodésique engendré par v.

5.2.1 Densité des géodésiques périodiques

Rappelons sans démonstration les propriétés suivantes :

— Si € et 6 sont deux points distincts dans 0X , alors ils sont les extrémités
d’une unique géodésique dans X notée (£6). Notons 9*X I'ensemble des
couples de points distincts dans 9X.

— Soit une suite (&,,0,) € 92X . et une suite (x,) telle que x, € (£,6,).
Si &, tend vers &, 6, vers 0 et x,, vers x, alors x € (£0) U{¢, 0}, ou bien
r=&=40.

— Pour chaque isométrie non triviale v € I'; il existe deux points v, et
v_ € OX tels que v fixe y_ et v, et agisse sur la géodésique (y_v.)
par translation dans la direction de .. Cette géodésique induit une
géodésique périodique dans X. De plus, si U et V sont des voisinages
de v_ et vy dans 80X, alors il existe un entier N tel que pour tout
n> N,y 0X\U)CV, ety ™0X\V)CU.

— Si vy et o sont deux éléments non triviaux de I, et si v = a_, alors
v+ = oy, et il existe deux entiers m,n tels que " = a™.

Le but de cette section est d’établir la proposition suivante :

Proposition 5.8. l'ensemble {(v_,v,)|y € T'\ {Id}} est dense dans 9*X
Lemme 5.9. lensemble {y,|y € T\ {Id}} est dense dans 0X.

Démonstration. Soit §# € dX. On doit trouver une suite v, telle que Vit
converge vers 6. Soit v € I'\ {Id}. Soit « € (y_v+). Soit une suite («,) €
[ telle que a,(x) converge vers 6. On pose v, = a,vya, ', ainsi a,(z) €
(Yn—, Yn+ ). On peut supposer quitte a extraire que les deux suites 7, _ et v,
convergent. Alors I'une de ces deux limites est €, ce qu’on voulait (quitte a

remplacer 7, par 7, ') O
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Preuve de la proposition. Soit U et U’ deux ouverts dans dX. On veut mon-
trer qu’il existe un élément non trivial v € I' ayant un premier point fixe
dans U et le deuxiéme dans U’. On peut supposer que U et U’ sont disjoints,
et qu’ils sont homéomorphes a des boules. D’apres le lemme, il existe a et
o' €I tels que ap € U et o, € U'. Alors a_ # o’ et il existe des voisinages
disjoints V et V', de a_ et o/_. Comme U’ C X \ U, alors pour tout entier
n assez grand, on a
a"(U") Vv,
et comme V C 90X \ V', on a
oMU C U

On pose donc v = o™a™™ ou n est un entier assez grand, et d’apres le

théoreme du point fixe de Brower, v admet un point fixe dans U’. De la
méme maniere, en considérant v~! = a™a’~", on montre que v admet aussi

un point fixe dans U si n est assez grand. O

5.2.2 Densité des feuilles instables

Rappelons sans démonstration les propriétés suivantes :

— Deux géodésiques qui se rejoignent se rapprochent exponentiellement
vite : plus précisément pour tout € > 0 il existe A(e) tel que si G = (£6)
est une géodésique et si a(t) est une géodésique paramétrée a vitesse 1
sur un intervalle [0,!] (ou [0, +00[) vérifiant a(l) € G (ou lim, , a(t) =
0) et si d(G,a(0)) < ¢, alors pour tout ¢ € [0,1] (ou [0, +o0[) on a

d(a(t),G) < e e, (5.1)
— L’application
T'X - X x 0X
v — (v, v(00))
est un homéomorphisme. Par conséquent, si 8 € 90X et z € X, il existe
un unique rayon géodésique issu de x et dirigé vers 6.
— Soient 0 € 0X et x,y € X, et soit a,b : [0,400[— X les deux rayons
issus de x, y et dirigés vers 6. Alors il existe un unique réel noté By(z, y)

tel que
tlim d (a(t + Bg(z,y)),b(t)) = 0.

I'application (z,y,6) — By(x,y) est appelée la fonction de Busemann.
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— Pour tout € > 0 il existe A(e) > 0 tel que si a(t) et b(t) sont deux
géodésiques paramétrées sur le méme intervalle [0, I[ (ou [0, +00[) vérifiant
a(l) = b(l) (ou bien limy, a(t) = limy, b(t) = 6 et By(a(0),b(0)) = 0), et
telles que d(a(0),b(0)) < €, alors pour tout ¢ € [0,1] (ou [0, 4+00[), on a

d(a(1), b(t)) < d(z,y)e”. (5.2)
— Soit 0 € T'X une origine quelconque. L’application

T'X — 0’°X xR
v — (—v(00),v(00), Byso) (0, 70)) (5.3)

est un homéomorphisme.
Pour z € X et 6 € X, notons 20 le vecteur unitaire basé au point z et qui
engendre le rayon géodésique dirigé vers 6. Si v = 20 € T'X , on définit la
variété fortement stable de u par

W*(a) = {y@!Be(w,y) = 0}-

Siu e T'X, on définit
W (u) =p(W*(a)),

oll @ est un relevé quelconque de u dans T'X. Si u € T'X (ot T'X) on
définit la variété fortement instable de u par

W (u) = {v| —v e W*(—u)}.

Si u,v € T'X et si u(oo) # (—v)(oc0), alors il existe un unique élément
€ T'X noté (u,v) et un unique réel 7 tel que (u,v) € W*(u) et ¢, (u,v) €
W= (v). En utilisant ’homéomorphisme (5.3), on a que si u ~ (£, 0,t) et v ~
(&,0',t), alors (u,v) ~ (¢,0,t). En particulier, 'application (u,v) — (u,v)
est continue.

Définissons les distances suivantes sur 7°X (et sur 7°X) : Sir > 0

d.(u,v) = sup d(r¢su, Tosv) pour u,v € T'X, ou u,v € T'X. (5.4)
s€[0,r]

Choisissons 7 > 0 quelconque. Nous utiliserons la distance d, sur T'X et
sur T'X, et nous noterons d = d, pour alléger. La distance d sur T' X est
Lipschitz-équivalente aux distances riemanniennes. De méme, la distance d
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sur 71X est Lipschitz-équivalente aux distances riemanniennes induites par

des métriques I-invariantes sur 7" X . La propriété (5.2) entraine immédiatemment
que si u,v € T'X appartiennent & la méme variété fortement stable et si
d(u,v) < ¢, alors

d (e, ppv) < d(u,v)e” pour t > 0. (5.5)
Sie>0etaeTHX, on définit
Wes(a) = W*(u) N B(a, e),
et si u € T'X on définit
We(u) = p (W (a))

oll i est un relevé de u dans 7' X. On définit de la méme maniere W*(u)
pour u € T*X ou T X.

L’application (u,v) — (u,v) est continue et I'-équivariante sur son do-
maine de définition. De plus, pour tout u € T X, (u,u) = u. Donc si € > 0
est suffisament petit et si d(u,v) < ¢, alors par compacité I'élément (u,v) est
bien défini, et il existe un nombre J(e) > 0 ne dépendant que de € tel que
(u,v) € Wiy (u), et ¢r(u,v) € Wik (v) pour un certain réel 7 € [—d(e), (e)].

Enfin, on peut choisir §(¢) de sorte que

lim §(¢) = 0. (5.6)

e—0

Si e > 0, on dit qu'une partie Y de T' X est e-dense si pour tout z € T' X
il existe y € Y tel que d(z,y) < e.
Le but de cette section est d’établir la proposition suivante :

Proposition 5.10. Pour tout € > 0 il existe T' > 0 tel que pour tout u €
T'X, 'ensemble

U oW (w)

te[0,T]
est e-dense.
Démonstration. D’apres la proposition 5.8 et le fait que (5.3) est un homéomorphisme,

alors I'ensemble des éléments de T X périodiques pour le flot géodésique est
dense. Soit donc {pi,...,pr} un ensemble fini e-dense dans T'X constitué
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uniquement d’éléments périodiques. Dans un premier temps nous allons prou-
ver la proposition lorsque u € {p1,...,pr}. Pour i = 1,... k, notons t; la
période de p; et choisissons p; un relevé de p; dans T X, de sorte que (p;, Dj)
soit bien défini pour tout ¢, 5.

Soit i € {1,...,k}. Alors pour tout n € Z,

Ot (W (pi)) = W™ (p;).

De plus, comme pour tout v € W**(j;), on sait que la distance d(¢_;p;, p_4v)
tend vers zéro quand ¢ tend vers l'infini, alors

W (p;) = | éue W2"(p1)) -
neN
Soit j € {1,...,k}. Alors il existe un unique 7 tel que
¢ (Dj» Di) € W (Pi)-
Donc il existe 7’ tel que
p((pj, Di)) € ¢ (W(p3)) -

Or comme p; est périodique et que p((p;, p;)) appartient a W*(p;), alors il
existe R > 0 tel que ¢r(p;) = p; et d(pj, drp(p;, Di)) < €. Soit T; ; = 7" + R.
On a donc que p; est a distance < e de ¢r, ,(W:(p;)). On peut supposer que
T; ; est positif quitte a choisir R assez grand. On pose T' = sup{7; ;|i,j =
1,...,k} (ce T ne dépend que de €). Comme {py,...,px} est e-dense, alors

on a montré que pour tout ¢ € {1,...,k},
U o (WE(p;)) est 2e-dense. (5.7)
te[0,7T]

Il reste maintenant a voir comment on peut remplacer p; par v € T X
quelconque dans (5.7). Soit v € T'X. Comme {py,...,pr} est e-dense, il
existe un p; tel que d(u,p;) < €. Pour tout v € T*X, alors d’apres (5.7) il
existe x € W2 (p;) et t € [0,T] tel que

d(p¢(x),v) < 2e.

Soient @, T et ¥ des relevés de u, x et v, tels que d(a, p;) < €, d(Z,p;) < €, et
d(0, ¢(Z)) < 2e. Comme d(Z, @) < 2¢, si on suppose que € est suffisamment
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petit, alors (Z,1) € Wi, (%) est bien défini et il existe un unique réel 7 €
[—0(2¢),0(2¢)] tel que si on pose § = ¢,(Z,u), alors § € W5ize) (@). Comme
¢_.y et T, sont dans la méme variété fortement stable, alors d(¢.z, ¢y_ry) <

d(z, d_ry) < 0(2e€).
Donc

d(¢e§,v) < d(4F, Sr—ry) + d(Pr—r7, $rx) + d(dex,v) < 20(2€) + 2.

Donc finalement on a montré qu’il existe T' > 0 ne dépendant que de € tel
que

U O (Wfée)(u)) est (20(2¢) + 2¢)-dense.

t€[0,T]

C’est bien ce qu’on voulait quitte a remplacer € par un nombre €' plus petit
tel que 25(€') + 2¢ < e.
O

5.2.3 Le “Closing lemma”
Si ¢ > 0 on définit les distances d; sur T'X et sur T'X comme ceci :

dy(u,v) = sup d(psu, ¢sv), pour u,v € T'X ou u,v € T'X.
s€[0,t]
Sit > 0etn >0, ondit que u € T'X est (t,n)-pseudo-périodique si
d(u, ¢;u) < n. Le but de cette section est de montrer le lemme suivant :

Lemme 5.11 (Closing lemma). Pour tout € > 0, il existen > 0 et T > 0 tel
que pour tout t > T et pour tout u € T' X, si u est (t,n)-pseudo-périodique,
alors il existe v € T'X périodique de période comprise entre t — € et t + e,
tel que di(u,v) < e.

Soient 7 > 0, T" > 0. On appelle (T, n)-pseudo-orbite toute suite

(Un, tn)nGZ

telle que u,, € Tlf(, tn > T et d(¢y, Un, uni1) < n. L'essentiel pour la preuve
du Closing lemma réside dans la proposition suivante :

Proposition 5.12. Pour tout € > 0 il existe n > 0, T' > 0, tels que pour tout
(T, m)-pseudo-orbite (up, t,), il existe un élément v € T'X et une suite de
réels (s,) telle que pour tout n € Z, |(Spt1—5n) —tn| < € et dy, (U, ps,v) < €
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Démonstration. L’idée de la preuve est la suivante : une pseudo-orbite est
une succession de morceaux d’orbites, et on peut essayer de “rattacher” les
morceaux un a un sans trop faire bouger ’ensemble, jusqu’a ce qu’on obtienne
une orbite entiere. Pour k € Z, 'application qui consiste a rattacher deux
morceaux d'une (7', ) pseudo-orbite (uy, t,) au niveau du point uy, est définie
de la fagon suivante (elle est bien définie si 1 est assez petit) :

Ak : (umtn) - (Urut;z)a

ou la pseudo-orbite (v,,t) est définie en posant

Vi = <Uk, ¢t;€,1uk71>7

t 1 =tk — T
ou 7 est 'unique réel tel que ¢ v € W (u,_1),

Vg—1 = Gy _ Uk,

t' =t, pour n #k—1,

¢(tk+...+tn_1)<vk) sin>k+1etu; = ¢(tk+...+tj71)(uk) pour j =k+1,...,n,
Up = Q O—tpoty_o)(Vk—1) sin <k —2etuj=dy, .y ,)(ux) pour j=n,....k—2,
U, sinon,
(5.8)
Cette application A, ainsi définie consiste bien en un “rattachement” au
niveau de v, car on a v, = Q% Uk Il faut remarquer aussi que par (5.8),
elle veille a ne pas “détacher” les morceaux de la pseudo-orbite déja rattachés.
Enfin, comme vy = (ug, 1, ur_1), alors uy et v sont dans la méme variété
fortement stable et d(ug,vr) < d(n). Donc pour tout entier j > 0, ou bien

Vk+j = Ug+j4, OU bien Uk45 = ¢tk+~~+tk+j—l<uk) et Vgt = ¢tk+~~-+tk+j—1<vk) et
donc d’apres (5.5) on a

dtk+j (uk+j7 Uk+j) < 5(77)67j>\(6(n))T' (59)
De la méme maniere on peut montrer par exemple que pour j > 0,
dy, (Up1g, 1) < 20(n)e AT, (5.10)

On se donne N* — 7,1 — o; une bijection quelconque. On définie la suite
de pseudo-orbite (u¥,t¥) en posant (u®, %) = (uy,t,), et pour k > 1

n’’n n'n

(ul t5) = Ay, 0. 0 Ay (Un, )

n’’n
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On voudrait montrer que si 7 et T sont bien choisi, alors cette suite converge
simplement lorsque k tend vers I'infini, et la proposition est vérifée en prenant
v = limy_, u’é.

Soit € > 0. Choisissons n > 0 suffisamment petit et 7' > 0 suffisamment
grand pour que en posant 7" =T — §(2n) et A = A(26(2n)) on ait

46(2n) Ze‘jAT/ <e et 44(2n) Ze‘j’\T/ <.

>0 j>1

On vérifie alors, par récurrence sur k et en utilisant (5.9) et (5.10), qu'on a
les propriétés suivantes :
— Pour k € Nfixé, (u, t*) est une (T", 2n)-pseudo-orbite. Plus précisément,

n’’n

pour n € {01,.. Lok}, ona ul = ¢p (ul_y) et [th_y —t, 1] < 6(2n),
et pour n € Z\ {o1,...,01}, on a tfl_l =t, et

k
d <Ufw Ger_, (Uﬁ_l)) <n+26(2n) Ze—wi—nuw <,

=1

— Pour k£ € N, pour [ compris entre 0 et k, et pour n € Z on a

dy, (ub,ul) <202n) | Y Ty Z e

Jj=0
e{l+1,....k} z€{l+1 -k}
n=0;+j n=o0;—1—j

Par conséquent, pour tout n, la suite u¥ est de Cauchy et converge quand
k tend vers 'infini. Pour conclure la preuve de la proposition, il suffit de

. k . n—1 ,k
poser v = hm;CHOO ug, so = 0, s, = limy_oo ) ;o t7 pour n > 1, et s, =
—limy 0o Zz ¥ pour n < —1, car ainsi on a ¢, v = limg_o uk et donc

dy, (¢s, v, u,) < €
]

Démonstration du “Closing lemma”. Soit € > 0. On choisit lesn > 0 et T >
0 donnés par la proposition 5.12. Soit t > T et u € T X tels que d(¢u, u) < 7.
Soient @ € T X un relevé de u et soit v € I' tel que d(ya, ¢y@1) < 1. Alors la
suite (Y"1, t),ez est une (T, n)-pseudo-orbite, et d’apres la proposition 5.12; il
existe o € T' X et une suite (s,,) tels que pour tout n € Z, |(spi1—5n)—t| < €
et

dy(bs,,7") < €. (5.11)
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Il nous reste juste & montrer que v = po € T'X est périodique de période
comprise entre ¢ — € et t + €. Dans un premier temps, on peut voir que
0(00) = 74 : en effet on sait que
0(00) = lim 7w, 0 et vy = lim my"a.
n—oo n—oo

Or d’apres (5.11), les suites de points m¢s, 0 et my"u restent a distance
bornées, et donc elles ont méme limite a U'infini. Donc 9(c0) = ~,4. De la
méme maniere on montre que —v(o0) = 7_. Donc il existe ¢’ > 0 tel que
Y0 = ¢p (D) et v = pv est périodique de période ¢'. Enfin on peut supposer
que so = 0 (quitte a remplacer ¥ par ¢,,0) et ainsi on peut écrire

d(¢p0, ¢5,0) < d (70,70) + d (ViI, @5, 0) < 2e.
Donc |t' — s1] < 2€ et donc [t — t| < 3e, ce qu'on voulait quitte a remplacer
€ par un nombre € plus petit pour que 3¢ < e. O

5.2.4 Le lemme de spécification

On a déja vu que les points périodiques de T X forment un ensemble
dense. Le lemme suivant affine cette propriété :

Lemme 5.13 (spécification). Pour tout € > 0, il existe R > 0 tel que pour
tout t > 0 et pour tout u € T'X, il emiste v € T*X, périodique de période
comprise entre t et t + R tel que

di(u,v) < e.

La preuve de ce lemme découlera du “closing lemma” et de la proposition
suivante :

Proposition 5.14. Pour tout € > 0, il existe R > 0 tel que pour toutt > 0 et
pour tout u € T'X il existe t’ € [t,t+R], etv € T*X (', €)-pseudo-périodique
tel que di(u,v) < e.

Démonstration. Soit € > 0. Soit ¢ > 0 et u € T'X. D’apres la proposition
5.10, il existe R > 0 ne dépendant que de € tel que

U o (W (gw)

s€[0,R]
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est e-dense. Il existe donc un réel s € [0, R] et un élément de W**(¢p,u) que
I'on écrira sous la forme ¢,v tel que d(u, ¢, sv) < €. Comme ¢;v € W5 (pyu)
alors dy(u,v) < € et si on pose t' =t + s, on peut écrire

d (v, ppv) < d(v,u) + d(u, ppv) < 2

ce qu'on voulait quitte & remplacer € par un nombre plus petit € tel que
26 < e. O

Démonstration du lemme de spécification. Soit € > (0. D’apres le “closing
lemma”, il existe T > ¢ et n €]0,¢[ tel que pour tout t > T et u € T'X
(t,n)-pseudo-périodique, il existe un réel t' € [t — €,t + €| un élément t'-
périodique v tel que d;(u,v) < e.
Soit t > 0 et u € T'X. D’apres la proposition précédente il existe R > 0
ne dépendant que de ¢, et un réel s € [0, R'] et un élément (T + ¢ + s,7)-
pseudo-périodique u’ tel que d;(u,u') < €. On choisit R = R'+T +¢€. Alors R
ne dépend que de €, et d’apres le “closing lemma”, il existe v, ¢-périodique
avec t' € [t,t + R], tel que dy(v',v) < €. Donc dy(u,v) < 2€ ce qu’on voulait
quitte a remplacer € par un nombre € plus petit tel que 2¢ < e.
O

5.2.5 Il existe une orbite dense dans T X

On montre ici I'existence d’un élément v € T'X dont l'orbite positive
{p:(v)|t > 0} est dense. Nous savons déja que l'ensemble des éléments
périodiques de T'X sont denses dans T X. Soit donc (u,) une suite dense
d’éléments périodiques dans 7' X . Pour construire un élément v € 7' X dont
l'orbite positive est dense, nous allons construire une suite (v,) € T'X et
une suite de réels positifs (¢,) telle que si p et n sont deux entiers tels que
1 <p <n, alors

A1ty 61, (v0)) < 1/p.

Cette construction se fait par récurence : on pose v; = uq et t; = 0.
Supposons que 1’on ait déja construit pour n compris entre 1 et IV les vecteurs
v, et les nombres ¢,,. Alors ’ensemble

{veT'X|d(¢,(v),u,) <1/ppourp=1,...,N}

est un ouvert de 7' X non vide car il contient vy. Cet ouvert rencontre la
variété stable de uy,1 car les variétés stables sont denses. Choisissons vy
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dans cette intersection. Comme vyy; et uyiy partagent la méme variété
stable et comme wuy.1 est périodique, il existe bien un réel positif ty,; tel
que

d (¢tN+1 (UN+1)7UN+1) < 1/ (N + 1)7

et donc vy, et 1 conviennent, et la construction par récurrence fonctionne
bien. Une fois construite la suite (v,,), on choisit v une valeur d’adhérence de
cette suite. Alors l'orbite positive de v est dense car v vérifie que pour tout
entier n > 1

d (¢, (v),u,) < 1/n.

5.3 La mesure de Liouville est invariante par
le flot géodésique

Soit X une variété riemannienne, et soit T'X le fibré unitaire tangent.
C’est un fibré en sphére euclidienne sur une variété riemannienne, et cela qui
induit une mesure sur 71X, appelée mesure de Liouville. Il est bien connu
que cette mesure est invariante par le flot géodésique sur 7' X. Une preuve de
ce fait consiste a montrer que cette mesure est donnée par une forme volume
qui s’écrit

ANAAA ... Ad),

ou A est une 1-forme, appelée forme de Liouville, et qui est invariante par le
flot géodésique.

5.3.1 La forme de Liouville sur le fibré cotangent

Soit X une variété. Soit 7 : T*X — X le fibré cotangent. On définit une
1-forme [ sur T* X, appelée forme de Liouville : pour tout a € T*X et pour
tout vecteur tangent v € T, T*X, on pose x = m(«), et ainsi la differentielle
de 7 appliquée au vecteur v est un vecteur tangent a X en x :

o €T, X,

et on définit alors
[(v) = a(mw),

ce qui définit la forme de Liouville [.
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On peut décrire cette forme [ avec un systeme de coordonnées adaptées
sur le fibré cotangent : d’abord on se donne un systeme de coordonnées locales

(x1,...,2,) sur X. Ces coordonnées définissent localement un systeme de n
champs de vecteurs 8%1, ey %, et le systeme dual de 1-formes dzq, ..., dx,.
Ainsi on introduits sur 7% X des coordonnées locales : & (1, ..., Tpn, Y1, -+ Yn)
on associe la forme linéaire sur ’espace tangent au point de coordonnées
(x1,...,2,), dont les coordonnées dans la base dxy, ..., dz, sont (y1,...,Yn).

Ces coordonées sur 7% X définissent localement un systeme de 2n champs de
vecteurs =2- 9 9 9_ et le systeme dual de 1-formes dx dx,, d d
Br1 """ Bxn Bur’ " Byn? Yy Tyeeos ny, AY1, - - ., AYp.

La 1-forme de Liouville peut alors s’écrire avec ces coordonnées

[ = Zyidil?i- (5-12)
i=1

Notons que la différentielle extérieur dl s’écrit

dl =" dy; Ada;. (5.13)
=1

5.3.2 La forme de Liouville et la mesure de Liouville

Soit (X, g) une variété riemannienne. La dualité entre les fibrés tangents
et cotangent va nous permettre de faire passer la forme de Liouville du fibré
cotangent sur le fibré tangent.

Soit m: TX — X et m:T*X — X les fibrés tangent et cotangent. La
métrique ¢g induit un isomorphisme canonique entre les fibrés TX et T*X :

¢:TX -T"X
ve T, X — g.(v,:) e TrX.

La forme de Liouville définit sur 7% X induit une 1-forme sur "X que nous
noterons A\ et que nous appellerons a nouveau forme de Liouville. Afin de
décrire explicitement la 1-forme A et la 2-forme dA sur T'X, on se donne un
point v € TX, et on construit une base de T, 7'X de la maniere suivante.
Tout d’abord, on pose z = 7(v) € X et on se donne une base orthonormée
e1,...,e, de T,. L’espace tangent T, TX est la somme direct de 'espace
tangent a la fibre contenant v et 1’espace horizontal pour la connexion de
Levi-Civita au point v, noté H, :

T, 7X =T,T,X & H,.
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Soit X, ..., X,, la base de H, correspondant au relevés horizontaux des vec-
teurs de la base vq,...,v, pour la fibration 7 : T X — X. L’espace vectoriel
T,T,X est canoniquement isomorphe a l’espace vectoriel T, X dont il est un
espace tangent. Soit Yi,...,Y, la base de T, T, X correspondant a la base
€1,...,6, de T, X par cet isomorphisme. On a donc une base de T,TX :
X, ., XY, Y,

Posons a = ®(v) € T*X. On utilise la base ey,...,e, de T, X et l'ap-
plication exponentielle pour définir un systeme de coordonnées dans X au

voisinage de x :
n
(x1,...,2,) — exp, g zie; | .
i=1

On en déduit alors un systéme de coordonées locales (1, ..., Tn, Y1, -+, Yn)
sur T*X (comme dans la sous-section précédente). Soit

o 929 9
B B B B

les champs de vecteurs associés a ces coordonnées.
L’isomorphisme entre les fibrés T'X et T X induit un isomorphisme entre
les espaces tangents T, T X et T,7*X. On a le fait suivant :

Fait 5.15. L’isomorphisme entre T,TX et T,T*X envoie X; sur 22-(a) et

8:&;
Y; sur 8%_(04).

De ce fait et des équations (5.12) et (5.13) on déduit le corollaire suivant :
Corollaire 5.16. Soit (vy,...,v,) € R" les coordonées du vecteur v dans
la base ey, ... e,. Soit X{,..., X Y7, ...,Y* la base de 1T X obtenue par

dualité avec la base Xq,...,X,,,Y1,...,Y, de T, TX. Alors la forme de Liou-
ville et sa différentielle extérieure au point v s’écrivent

n

AMv) = Z v X
i=1
dA\(v) = in NX]
i=1

Soit T X le fibré tangent unitaire de X, et considérons A\p1 y, la restriction
de la forme de Liouville sur 7' X. Dans ce qui précede, on considere le cas ou
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v est un vecteur unitaire et on peut suposer que v = ey, le premier vecteur
de la base orthonormé de 7,X. Ainsi, une base de ’espace tangent T, T X,
qui est de dimension 2n — 1, est la famille X1, ..., X,,,Ys,...,Y,, la forme de
Liouville A1 x et sa différentielle extérieure au point v s’écrivent

Av) = X7

dA(v) =) Y7 AW
=2

Ainsi, on introduit la 2n — 1-forme w suivante :
w=AANdINA...ANd\)|T'X.
C’est une forme volume sur 71X et elle s’écrit au point v :
w)=XTANYSAX)AN L AYINANX]).

La forme volume w induit donc la mesure de Liouville sur 7' X. L’image de
cette mesure par la projection 7 : T' X — X est la mesure riemannienne fois
la volume de la sphere euclidienne de dimension n — 1.

5.3.3 La forme de Liouville est invariante

Nous allons montrer que la forme de Liouville Ar1x sur le fibré tangent
unitaire est invariante par le flot géodésique ¢;, plus précisément nous alons
montrer que pour tout v € T'X et Z € T,T' X, on a

>‘(¢I*Z) = /\(Z)’

pour tout réel [ > 0 tel que ¢;(v) est bien défini (ce n’est pas toujours le cas
car on n’a pas supposé que la variété est complete). Choisissons une courbe
(Vs)se]—e, [ dans TTX telle que Z = vs. Pour tout s €] — €, €[ et pour

t €]0,1[, on pose

4
ds ‘s:O

c(s,t) = o ¢y(Z,).

Pour tout s, 'application ¢ — ¢(s,t) est une courbe (localement géodésique)
de longueur t. Or d’apres la formule de la variation premiere, la dérivée en
s = 0 de la longueur de la courbe c(s, -) est égale a

o (Goels:0 gpelsn)) = o (ets. 00, Ge(s.0))
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Donc cette différence est nulle. Or g(%c(s, 0), %c(s, 0)) =AZ)et g(%c(s, l), %c(s, ) =
A Z), donc on a bien
MNenZ) = A(2).

Donc la forme de Liouville est invariante par le flot, et il en va de méme pour
la forme volume w = (A A dAA, ..., Ad\)rix, et pour la mesure de Liouville
associée, ce qu’il fallait démontrer.
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