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Le Pendule me disait que, tout se mouvant, le globe, le système solaire, les nébuleuses,
les trous noirs et toute la postérité de la grande émanation cosmique, depuis les premiers

éons jusqu’à la matière la plus visqueuse, un seul point demeurait, pivot, cheville,
crochet idéal, permettant à l’univers de se mouvoir autour de soi. Et moi je participais

maintenant de cette expérience suprême, moi qui pourtant me mouvais avec tout et avec
le tout, mais pouvais voir Cela, le Non-Mouvant, la Forteresse, la Garantie, le brouillard

très lumineux qui n’est corps, n’a figure, forme, poids, quantité ou qualité, et ne voit,
n’entend, ni ne tombe sous la sensibilité, n’est pas en un lieu, en un temps ou en un

espace, n’est âme, intelligence, imagination, opinion, nombre, ordre, mesure, substance,
éternité, n’est ni ténèbre ni lumière, n’est pas erreur et n’est pas vérité.

Umberto Eco, Le Pendule de Foucault (1988)
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niveaux. J’ai pu, en particulier, interagir avec un certain nombre de personnes de très
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Merci à François Gutty, avec qui j’ai toujours beaucoup de plaisir à travailler. Discret
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personnel du site de Châtellerault-Brelandière, et notamment les équipes de mécaniciens
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où les idées fusent et où les calculs se résolvent en groupe autour d’un tableau noir a été
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tillesse et la grande modestie. Son aide m’a été très précieuse, notamment au début de
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1 Modèle semi-classique du laser en anneau à état solide 35
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Introduction générale

The development of the ring laser gyro evinces particularly well the way in which
physics characteristically benefits from the interplay of the applied and “pure” spheres.

M. Scully et collaborateurs, Review of Modern Physics 57 (1985)

U
n capteur sensible à des différences de temps de trajet de l’ordre de 10−26 s, soit
à peu près le temps qu’il faut à la lumière pour parcourir le millième du diamètre
d’un proton ; un oscillateur délivrant un signal stable à mieux que 10−18 fois sa

fréquence porteuse sur plusieurs heures ; une onde stationnaire immobile par rapport à
l’univers, et autour de laquelle tourne la Terre ; un instrument fondé sur un effet purement
relativiste et utilisé quotidiennement dans l’aéronautique... Le gyrolaser est tout cela à la
fois.

Mis au point au début des années 60 par Macek et Davis [1] et inspiré des expériences
historiques de Sagnac [2, 3] et de Michelson et Gale [4], le gyrolaser a suivi de très près
(deux ans environ) la réalisation du premier laser par Maiman [5, 6]. Une quinzaine
d’années a ensuite été nécessaire pour passer du statut d’expérience de laboratoire à
celui de produit commercial, ce qui fut chose faite en 1978 lorsque l’avionneur Boeing
décida d’équiper les centrales inertielles de ses nouveaux modèles de l’époque (767 et 757)
avec des gyrolasers, fabriqués par la société Honeywell 1. Cette dernière, qui se présente
aujourd’hui comme le leader mondial sur le marché des gyrolasers, a produit depuis ce pre-
mier contrat plus de 200 000 unités 2. Actuellement, un certain nombre d’autres sociétés
fabriquent et commercialisent des gyrolasers, parmi lesquelles les américains Litton In-
dustries (intégré en 2001 au groupe Northrop Grumman) et Kearfott, ainsi que le russe
Polyus. Côté français, le gyrolaser a suscité l’intérêt dès les premières années de son exis-
tence, puisque d’importants travaux sur le sujet ont été entrepris au Centre de Recherches
de la Compagnie Générale d’Électricité à Marcoussis au milieu des années 1960 [7, 8].
Ceux-ci ont été poursuivis dans les années 1970 aux Ulis dans les laboratoires de Quan-
tel, détenu majoritairement par la Société française d’équipement de navigation aérienne
(SFENA), elle-même filiale du groupe Aérospatiale. Le premier débouché pour les gyro-
lasers de la SFENA sera fourni par le prestigieux lanceur européen Ariane. En 1989 est
créé Sextant Avionique, issu de la fusion d’un certain nombre de filiales de l’Aérospatiale
(dont la SFENA) avec la division avionique générale du groupe Thomson-CSF. D’abord
sous contrôle paritaire avec l’Aérospatiale, l’entreprise, qui a hérité de l’activité gyrolaser
de la SFENA, va progressivement devenir une filiale entièrement détenue par le groupe
Thomson-CSF, avant de prendre le nom de Thales Avionics (regroupée avec d’autres

1Source : société Honeywell, sur http://content.honeywell.com/dses/products/gyros/
2Source : Avionics Magazine, may 2001, disponible sur http://www.aviationtoday.com/
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unités au sein de la division “Aerospace” du groupe Thales). Elle fabrique encore aujour-
d’hui, sur son site de Châtellerault, plusieurs centaines de gyrolasers par an, et compte
toujours le lanceur Ariane parmi ses clients. On ne saurait être complet sans mentionner
son concurrent direct, le français Sagem (intégré depuis peu au groupe Safran), également
présent sur ce marché.

Depuis le début de son existence, le gyrolaser a constamment bénéficié de l’intérêt im-
mense qu’il suscite du point de vue industriel et militaire. On ne compte plus les groupes
de recherche, publics et privés, qui ont travaillé à sa mise au point ou travaillent encore à
son amélioration. Les investissements considérables qui ont été réalisés dans ce but ont eu
des retombées dans le domaine de la physique des lasers tout entier, aussi bien du point
de vue technologique (c’est au gyrolaser que l’on doit par exemple les efforts importants
qui ont été déployés pour améliorer la qualité optique des miroirs) que scientifique (dans
le domaine de la dynamique des lasers bien sûr [9–11] mais aussi dans d’autres domaines,
a priori plus surprenants, comme par exemple celui des phénomènes chaotiques [12–17]).

Le gyrolaser, dans sa forme la plus commune (voir figure 1), se compose d’un bloc de
matériau à faible coefficient de dilatation thermique (comme par exemple le Zerodur) dans
lequel sont usinés un certain nombre de conduits permettant à la lumière de se propager
et contenant le mélange gazeux servant de milieu amplificateur. Des miroirs, apposés sur
ce bloc, forment la cavité optique tandis que des électrodes à haute tension permettent la
création d’un plasma entrâınant l’établissement de l’inversion de population. L’ensemble
est généralement monté sur une roue d’activation mécanique qui maintient le gyrolaser
en mouvement pendant tout le temps de son fonctionnement, afin de limiter les effets
du verrouillage en fréquence qui survient aux faibles vitesses de rotation. Le signal de
sortie du gyrolaser est obtenu par la superposition, à l’extérieur de la cavité laser, des
deux faisceaux contrarotatifs, qui forment, lorsqu’ils sont légèrement divergents l’un par
rapport à l’autre, un ensemble de franges mobiles dont la vitesse de déplacement est
proportionnelle à la vitesse de rotation de l’ensemble selon l’axe perpendiculaire au plan
de la cavité, appelé également axe sensible. Il suffit alors de compter le nombre de franges
ayant défilé dans un sens et dans l’autre (ce qui est rendu possible par l’utilisation d’une
double cellule de détection) pour obtenir une mesure, intrinsèquement numérique, de la
position angulaire du gyrolaser autour de son axe sensible.

En combinant les informations issues de trois gyrolasers ayant des axes sensibles deux
à deux orthogonaux, il est donc possible pour un observateur de connâıtre à chaque
instant son orientation par rapport à un référentiel inertiel. Cela permet l’utilisation
d’accéléromètres physiquement liés au véhicule dont on cherche à déterminer le mou-
vement, l’information issue de ces accéléromètres étant combinée à celle délivrée par les
gyrolasers, qui jouent en quelque sorte le rôle d’un “référentiel inertiel virtuel” (on parle de
système inertiel lié, ou strapped-down inertial system en anglais). À l’opposé, les systèmes
fondés sur des gyromètres mécaniques tentent de créer un référentiel inertiel réel en uti-
lisant un jeu de cardans (on parle alors de systèmes inertiels isolés, ou gimbaled inertial
systems en anglais). Les avantages des systèmes inertiels liés sur leurs homologues isolés
sont nombreux, notamment en termes de poids, de taille, de fiabilité, de facilité d’entre-
tien, de coût de production et de sensibilité aux contraintes extérieures [18]. En particulier,
ces systèmes sont moins perturbés par les accélérations ou les vibrations mécaniques, et
sont opérationnels sur une plage de vitesse de rotation beaucoup plus importante.

Le principal inconvénient des systèmes inertiels liés provient des limitations intrinsè-
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Figure 1 – Gyrolaser à hélium-néon monoaxe triangulaire, produit par Thales Aerospace.
La photo de gauche représente le gyrolaser à l’arrêt, et celle de droite le gyrolaser en
fonctionnement. La couleur rose est due à la fluorescence du néon vue à travers le Zerodur.
Photos Thales Aerospace.

ques des gyrolasers qu’ils utilisent, ces limitations étant elles-mêmes en grande partie dues
à la nature gazeuse de leur milieu amplificateur. En effet, la pureté de ce dernier s’avère
être un facteur déterminant pour les performances inertielles, ce qui nécessite une grande
étanchéité (les miroirs sont donc fixés au bloc de Zerodur par adhérence moléculaire,
l’utilisation de tout type de colle étant exclue) et impose des conditions de fabrication
contraignantes (en particulier lorsque l’on remplit les blocs avec le mélange gazeux, ce
qui ne peut s’effectuer que dans des “salles blanches”). De plus, un soin particulier est
nécessaire au niveau de la forme et de la composition des électrodes à haute tension, ces
dernières ayant tendance à polluer le milieu gazeux et à induire des dépôts sur les miroirs,
ce qui entrâıne une dégradation progressive des performances et limite la durée de vie.

Ces inconvénients, s’ils n’ont pas privé le gyrolaser à hélium-néon du beau succès
qu’on lui connâıt, ont toutefois stimulé une recherche très active pour lui trouver un
successeur fondé sur un milieu à gain solide plutôt que gazeux. Le gyromètre à fibre
optique [19,20], s’il constitue un candidat sérieux, reste limité par une grande sensibilité à
son environnement extérieur et par le coût élevé des éléments spécifiques qui le composent,
comme les fibres optiques monomodes à maintien de polarisation ou les sources lumineuses
à large spectre et à forte cohérence spatiale. Parmi les autres voies, plus exotiques, qui ont
été explorées dans le domaine des gyromètres optiques fibrés, on peut citer le gyromètre
passif résonnant [21], ainsi que le gyromètre actif fibré utilisant comme source de gain
l’erbium [22], l’effet Brillouin stimulé [23] ou un amplificateur à semi-conducteur [24]. Dans
le domaine des gyrolasers à état solide non fibrés, on peut, en première approximation,
diviser les activités de recherche en deux catégories : celle des gyrolasers fonctionnant en
régime impulsionnel, dont le principal acteur est sans conteste le groupe du Nouveau-
Mexique [25–27], et celle des gyrolasers continus, qui a bénéficié d’un intense effort de
recherche dans l’ancienne Union Soviétique, notamment à l’Université de Moscou [28–43]
(voir aussi [44]). Cet effort s’est poursuivi après la chute du bloc de l’Est [45–51], avec
toutefois une très forte diminution des activités expérimentales. Il convient de noter que
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chacun de ces deux groupes de recherche s’est intéressé à la thématique dominante de
l’autre, comme le montrent par exemple les références [40] et [52].

Le travail de thèse présenté dans ce mémoire, qui s’inscrit dans la lignée des travaux
décrits ci-dessus, a été mené à Thales Research and Technology France, en étroite col-
laboration avec la division Thales Aerospace, dans le cadre d’un projet initié au début
des années 2000 [53] baptisé GESCA (pour Gyrolaser à État Solide et à Cavité Active)
et dont l’objectif est de mettre au point un gyrolaser à état solide, capable à terme de
remplacer la génération actuelle des gyrolasers à gaz (et potentiellement, en fonction de
l’évolution du projet et des besoins exprimés, de toucher les marchés de l’inertie basse
et moyenne performances occupés actuellement par des gyromètres à fibre optique et des
senseurs mécaniques). Ce projet est parti du constat qu’un certain nombre d’avancées
technologiques dans le domaine des lasers solides (portées notamment par les marchés des
lasers industriels et télécoms) rendaient accessibles de nouvelles configurations qui per-
mettent d’envisager des gyromètres optiques utilisant des composants standards et ayant
des coûts modérés (comme c’est par exemple le cas pour le milieu à gain que nous avons
choisi d’utiliser, à savoir un cristal de YAG dopé aux ions Nd3+ et pompé par une diode
laser). Afin de tirer parti au maximum du savoir-faire historique qui existe au sein de la
division Thales Aerospace (hérité, on le rappelle, des travaux pionniers de la Compagnie
Générale d’Électricité puis des activités de la SFENA et de Sextant Avionique), il a été
décidé d’orienter les recherches vers une configuration qui serait la plus proche possible des
gyrolasers déjà existants. En particulier, les principes d’un bloc résonateur non fibré, d’un
fonctionnement continu et d’un signal de mesure ayant la forme d’un battement optique
ont été conservés. En ce qui concerne l’aspect théorique du problème, nous avons eu l’op-
portunité de collaborer avec Evguenii Lariontsev (du groupe de recherche de l’Université
de Moscou cité précédemment), qui a consacré l’essentiel de sa carrière à l’étude du laser
en anneau à état solide et à ses possibles applications, notamment en tant que gyromètre.
Cette collaboration s’est matérialisée par un voyage à Moscou que j’ai effectué au cours
de ma première année de thèse, suivi de deux visites de Evguenii Lariontsev en France.
Elle a notamment permis de confronter les immenses connaissances théoriques acquises
par le groupe de Moscou avec les moyens technologiques dont nous disposons actuelle-
ment (notamment le pompage par diode, qui n’était pas accessible du temps de l’Union
Soviétique), et a finalement débouché sur une publication commune [54]. Signalons enfin
qu’une équipe de l’Université de Pékin s’est également lancée dans la course au gyrolaser
à Nd-YAG pompé diode [55], mais n’a pas pour l’instant obtenu à notre connaissance de
résultat significatif.

Une autre tâche qui m’a été confiée dès le début de ma thèse et qui s’inscrit dans
la mission de veille technologique de Thales Research and Technology France, est de
réfléchir, à la lumière des connaissances acquises sur les gyrolasers, à ce que pourrait être
une future génération de senseurs inertiels utilisant les propriétés particulières des conden-
sats de Bose-Einstein, disponibles expérimentalement depuis une dizaine d’années [56,57]
et que l’on qualifie parfois de “lasers à atomes” [58]. Pour m’aider à tenter d’apporter
des éléments de réponse à cette question, j’ai été encadré par Alain Aspect et Philippe
Bouyer du groupe d’optique atomique du laboratoire Charles Fabry de l’Institut d’Op-
tique à Orsay, ainsi que par Sandro Stringari, Chiara Menotti et Iacopo Carusotto du
groupe de physique théorique italien de l’Université de Trente, groupe dans lequel j’ai été
accueilli pendant un mois et demi à la fin de ma deuxième année de thèse. Les travaux
que nous avons menés autour de cette problématique, et qui ont également débouché sur
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une publication commune [59], sont pour l’instant d’ordre théorique, mais ils s’articulent
autour d’une proposition de réalisation expérimentale qui pourrait voir le jour prochaine-
ment à partir du laser à atome “tout optique” réalisé au laboratoire Charles Fabry [60,61].

Ce mémoire est divisé en trois parties. Les deux premières concernent le gyrolaser à
état solide pompé diode, et l’on s’intéresse dans la troisième à une possible analogie avec
le domaine des lasers à atomes.

Dans la première partie, on considère le problème de l’obtention d’un régime bidi-
rectionnel dans lequel le laser en anneau à état solide est sensible à la rotation qui lui
est appliquée, ce qui n’est pas évident a priori en raison notamment de la nature ho-
mogène du milieu à gain utilisé ; à cette fin, un modèle semi-classique est développé et
appliqué à la description des différents comportements possibles pour le laser en anneau
à état solide ; un dispositif stabilisateur est proposé afin de contrebalancer les effets de la
compétition entre modes ; l’étude analytique et numérique est accompagnée d’une étude
expérimentale, qui aboutit finalement à l’obtention d’un gyrolaser à état solide.

La seconde partie a pour objet principal les performances inertielles du gyrolaser à
état solide obtenu dans la première partie, celles-ci étant ab initio fortement dégradées par
les couplages entre modes liés à la diffusion et au milieu à gain ; trois configurations sont
proposées pour améliorer ces performances, fondées respectivement sur l’utilisation d’un
biais magnéto-optique constant, la mise en œuvre simultanée de quatre modes et la mise
en mouvement du milieu à gain ; l’étude analytique de ces configurations s’accompagne
dans les deux premiers cas d’une étude expérimentale, et dans le troisième cas d’une étude
numérique.

Dans la troisième partie, après avoir exposé quelques principes de base qui régissent
la dynamique d’un laser à atomes en anneau dans un référentiel tournant, on présente
une méthode originale permettant une description simplifiée de ce type de dispositif ; la
validité de cette méthode et ses possibles applications pratiques, notamment sur le laser
à atomes de l’Institut d’Optique cité précédemment, sont finalement discutées.





En guise de préambule :
quelques mots sur l’effet Sagnac...

I
maginons un observateur qui, étant enfermé dans une bôıte noire en mouvement par
rapport au monde extérieur supposé galiléen, serait désireux d’acquérir de l’informa-
tion sur la nature de ce mouvement [62]. On sait, depuis les travaux de Newton, que, si

la bôıte noire se déplace en ligne droite et à vitesse constante, notre observateur ne pourra
pas réaliser d’expérience lui permettant de déterminer cette vitesse. On sait également,
depuis les travaux d’Einstein et l’avènement de la théorie de la relativité générale, qu’il est
impossible à notre observateur de faire la distinction entre un mouvement de la bôıte noire
uniformément accéléré et la présence d’un champ gravitationnel. Nous nous intéresserons
dans ce qui suit aux possibilités de détection et de caractérisation d’un mouvement de
rotation de la bôıte noire.

Une première solution pour notre observateur pourrait être d’analyser les effets de
la force de Coriolis sur un système mécanique en mouvement, par exemple une toupie
en rotation montée sur des cardans afin de laisser son axe libre de s’orienter, ce dernier
gardant alors une direction fixe par rapport au monde extérieur, ou encore un pendule
comme celui utilisé par Léon Foucault au XIXème siècle pour démontrer la rotation de la
Terre. Les systèmes mécaniques fondés sur des effets liés à la force de Coriolis constituent
aujourd’hui une part importante du marché des gyromètres, et semblent encore promis

Figure 2 – Le pendule de Foucault au Panthéon, présenté à l’exposition universelle de
Paris en 1851. Image tirée du dictionnaire encyclopédique Larousse (1986), mise en ligne
sur le site de l’École professionnelle de Lausanne [63].
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à un bel avenir malgré le développement de technologies concurrentes. Une deuxième so-
lution serait de mesurer à l’aide d’une masse test m l’effet de la force centrifuge et d’en
déduire la vitesse de rotation θ̇ de la bôıte noire à l’aide de la formule Fcentrifuge = mrθ̇2.
Mais il n’est pas forcément possible pour l’observateur de connâıtre sa distance r à l’axe
de rotation, surtout dans le cas où ce dernier ne traverse pas la bôıte noire (dans le cas
contraire, il faudrait localiser l’ensemble des points où la force centrifuge s’annule). Cette
solution semble donc difficile à mettre en œuvre en pratique.

Une troisième solution à ce problème, qui nous intéresse tout particulièrement ici,
consisterait à mesurer le temps de propagation d’un signal le long d’une boucle fermée.
En effet, si ce temps dépend (bien évidemment !) des caractéristiques géométriques de
la boucle ainsi que de la vitesse du signal, il se trouve (c’est l’effet Sagnac) qu’il est
également fonction de la vitesse de rotation de l’ensemble du dispositif. En pratique,
notre observateur aura plutôt intérêt à mesurer la différence entre les temps de parcours
de signaux se propageant à la même vitesse le long de la même boucle mais dans des sens
opposés. Cela offre, d’une part, un gain de sensibilité évident apporté par la soustraction
des deux signaux, et présente, d’autre part, l’intérêt de fournir un résultat indépendant
de la vitesse de propagation du signal, ce qui est une curiosité théorique remarquable et
un avantage expérimental certain. C’est de cette manière que l’effet Sagnac est utilisé de
nos jours dans l’ensemble des gyromètres optiques.

Un peu d’histoire

C’est en 1893 que Sir Oliver Lodge propose pour la première fois l’utilisation d’un in-
terféromètre optique pour mesurer la vitesse de rotation de la Terre [64]. Quatre ans plus
tard, il suggère la mise en œuvre de ce même type d’interféromètre sur une table tournante
afin de caractériser les effets liés à la rotation de celle-ci [65]. Les travaux de Lodge s’ap-
puient sur une théorie très en vogue à l’époque, celle de l’éther non relativiste. C’est en
voulant valider expérimentalement cette théorie que le physicien français Gérard Sagnac
observe en 1913 l’effet qui porte son nom, en utilisant, comme l’avait suggéré Lodge, un
interféromètre optique placé sur un plateau tournant (à une vitesse de l’ordre de quelques
tours par seconde, ce qui est en soi une performance technique pour l’époque) [2, 3]. En
fait, Sagnac n’est pas le premier à avoir observé cet effet puisque Franz Harreß, jeune cher-
cheur allemand de l’université de Jena, avait mesuré deux ans plus tôt, au cours d’une
expérience de caractérisation du coefficient d’entrâınement de Fresnel-Fizeau [66], un biais
inexpliqué alors et qui s’est avéré a posteriori être dû à l’effet Sagnac, comme le montra
en 1914 Harzer [67], qui avait repris les travaux de Harreß après la mort prématurée de
celui-ci. Il convient de noter que les résultats de Harreß et Harzer ont prouvé non seule-
ment l’existence de l’effet Sagnac mais aussi le fait que celui-ci est indépendant de l’indice
optique du milieu dans lequel se propage la lumière, ce qui n’est pas le cas de l’expérience
de Sagnac, effectuée dans l’air. D’un point de vue théorique, les premières tentatives d’in-
terprétation de cet effet fondées sur la théorie de la relativité restreinte sont apparues dès
1914 avec Einstein lui-même [68] et Witte [69,70], puis au début des années 1920 avec les
travaux de von Laue [71] et Silberstein [72]. Il faut toutefois garder à l’esprit que cette
théorie n’a pas été universellement acceptée à l’époque par la communauté scientifique,
les partisans de l’éther étant alors nombreux (ceux-ci existent encore de nos jours, et les
articles cherchant à interpréter l’effet Sagnac autrement que comme un effet relativiste ne
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Figure 3 – Schéma original du dispositif de Gérard Sagnac (1913), extrait de [3].

manquent pas, notamment sur Internet [73]). En 1925, c’est-à-dire plus de 30 ans après
la proposition initiale de Lodge, Michelson et Gale mesurent pour la première fois l’effet
Sagnac induit par la rotation de la Terre, en utilisant un interféromètre optique couvrant
une aire de 0,25 km2 [4]. Il a ensuite fallu attendre l’avènement du laser, dans les années
soixante, pour assister à de nouveaux développements majeurs dans le domaine de l’effet
Sagnac optique, ce qui fut le cas en 1963 avec le premier gyrolaser, mis au point par Ma-
cek et Davis [1], puis en 1976 avec le premier gyromètre à fibre optique [74]. Les premiers
gyrolasers industriels sont mis sur le marché au début des années 1980, et les premiers
gyromètres à fibre au début des années 1990.

Parallèlement, l’effet Sagnac est démontré avec des ondes de matière en 1964 avec des
paires de Cooper dans une boucle supraconductrice [75], au début des années 80 avec des
neutrons [76], en 1991 pour la première fois avec des atomes (de 40Ca) [77] et en 1993
avec des électrons [78]. Il faudra attendre 1997 pour que le premier gyromètre à ondes
atomiques détecte la rotation terrestre [79]. Plusieurs groupes travaillent actuellement à
l’amélioration de ce type de dispositif (voir par exemple le groupe français du SYRTE [80,
81]) en vue d’éventuelles applications futures notamment dans le domaine de la navigation
inertielle.

Une description simplifiée de l’effet Sagnac optique

On donne dans ce paragraphe une description de l’effet Sagnac très largement répandue
dans la littérature, qui possède le double avantage d’être (relativement) simple et de four-
nir quantitativement le bon résultat. Toutefois, le raisonnement présenté ci-dessous ne
doit être manié qu’avec prudence, les tentatives de généralisation conduisant le plus sou-
vent à des résultats erronés.
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Considérons un photon parcourant un guide d’onde circulaire de rayon R (et d’indice
optique n, supposé pour le moment égal à 1), ce dernier étant animé d’un mouvement de
rotation autour de son axe central à la vitesse angulaire θ̇ par rapport au référentiel du
laboratoire (supposé galiléen). On s’intéresse à la longueur effective leff d’un tour complet,
c’est-à-dire à la distance parcourue par le photon dans le référentiel du laboratoire avant
de rencontrer à nouveau son point de départ dans le guide d’onde. Si ce dernier est au
repos (θ̇ = 0), on a évidemment leff = 2πR. Par contre, s’il est en rotation à la vitesse θ̇,
leff sera différente de l puisque le point de départ du photon se sera déplacé d’une distance
Rθ̇t pendant le temps t que mettra le photon à faire un tour complet (si le photon et le
guide d’onde tournent dans le même sens, le point de départ s’éloigne du photon ; dans
le cas contraire, il s’en rapproche, voir figure 4). La longueur effective s’exprime donc de
deux manières en fonction de t. D’une part, elle est égale à ct (c est la vitesse de la lumière
dans le vide). D’autre part, elle est égale à l + Rθ̇t. De cette égalité, on tire la valeur :

t =
2πR

c−Rθ̇
. (1)

Deux photons se propageant en sens opposés mettront donc des temps différents pour
effectuer un tour de guide d’onde, la différence de temps étant donnée par :

∆t =
2πR

c−Rθ̇
− 2πR

c + Rθ̇
=

4πR2θ̇

c2(1−R2θ̇2/c2)
. (2)

Dans la limite Rθ̇/c ¿ 1, que l’on peut considérer comme toujours valable en pratique,
cette formule se réduit à :

∆t =
4πR2θ̇

c2
, (3)

qui est l’expression universellement admise pour l’effet Sagnac.

Comme annoncé précédemment, il convient de considérer ce modèle avec précaution,
en particulier lorsque l’on tente de le généraliser. Par exemple, celui-ci laisse entendre
que, dans le cas où le signal n’est pas un photon, mais un ensemble d’objets classiques
liés au référentiel tournant (comme des tortues marchant sur un manège), il n’y a pas
d’effet Sagnac. On verra un peu plus loin que cela est faux. On pourrait être également
tenté, à la lumière de ce modèle, d’utiliser des ondes se propageant moins vite que les
ondes électromagnétiques, par exemple des ondes sonores, afin de remplacer le c de la
formule 3 par la vitesse du signal utilisé, et ainsi gagner en sensibilité. En réalité, un tel
changement serait inutile, car on montre (voir plus loin) que, quel que soit le signal utilisé,
c’est bien la vitesse de la lumière dans le vide c qui apparâıt dans l’expression 3. En fait,
ce c provient de la formule d’addition des vitesses en relativité restreinte, et n’a rien à voir
avec la vitesse du signal utilisé. En d’autres termes, l’effet Sagnac est un effet purement
relativiste !

Remarque : le raisonnement décrit dans ce paragraphe peut en revanche se généraliser
au cas où la propagation lumineuse a lieu dans un milieu d’indice n 6= 1. Dans ce cas, la
vitesse de la lumière dans le référentiel du laboratoire est donnée par la formule suivante
(théorie de Fresnel-Fizeau) :

v =
c

n
+ αRθ̇ , (4)
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leff = 2 πR leff > 2 πR leff < 2 πR

θ� θ�

Figure 4 – Schémas illustrant la description simplifiée de l’effet Sagnac optique donnée
dans le texte. Le guide d’onde circulaire est représenté par un trait plein, et la trajectoire
du photon est symbolisée par une flèche en pointillés. Dans le schéma de gauche, le
dispositif est immobile et la longueur effective est égale à la longueur réelle. Dans le schéma
du milieu, le guide d’onde tourne autour de son axe central dans le sens de propagation
du photon. Le point d’arrivée de ce dernier s’est donc éloigné, et la longueur effective est
plus grande que la longueur réelle. Dans le schéma de droite, le guide d’onde tourne dans
un sens opposé à celui du photon. Le point d’arrivée de ce dernier s’est donc rapproché,
et la longueur effective est plus petite que la longueur réelle. Il convient de noter que
la différence entre longueur effective et longueur réelle a été fortement exagérée sur ces
schémas, afin de la rendre visible.

où α est le coefficient d’entrâınement de Fizeau, caractéristique du milieu considéré. La
longueur effective devient dans ces conditions :

leff =
( c

n
+ αRθ̇

)
t = 2πR + Rθ̇t , (5)

d’où l’on tire l’expression du temps mis par un photon pour faire un tour complet :

t =
2πR

c/n + Rθ̇(α− 1)
, (6)

et finalement l’expression de ∆t :

∆t =
4πR2θ̇n2(1− α)

c2[1− (1− α)2R2θ̇2/c2]
. (7)

En utilisant la relation n2(1 − α) = 1, cette expression se réduit, au premier ordre en
Rθ̇/c ¿ 1, à l’équation 3, qui est indépendante de n ! Ce phénomène, qui semble ici un
peu fortuit, apparâıtra comme tout-à-fait naturel à l’issue du calcul en relativité restreinte
effectué un peu plus loin 1.

1En fait, il n’est pas si fortuit que cela puisque la relation n2(1 − α) = 1 peut être vue comme
une conséquence directe de la loi d’addition des vitesses en relativité restreinte appliquée au référentiel
tournant (la question de la légitimité de l’utilisation de cette loi en référentiel tournant sera abordée un
peu plus loin). En effet, la vitesse v correspondant à l’addition de la vitesse de la lumière dans le milieu
au repos c/n et de la vitesse du référentiel tournant Rθ̇ s’écrit en relativité restreinte :

v =
c/n + Rθ̇

1 + Rθ̇/(nc)
d’où, au premier ordre en Rθ̇/c : v =

c

n
+

(
1− 1

n2

)
Rθ̇ ,

qui est bien la formule 4 avec α = 1− 1/n2.
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Effet Sagnac en relativité restreinte

On donne ici une interprétation de l’effet Sagnac entièrement fondée sur la théorie de
la relativité restreinte (et plus particulièrement sur la loi de composition des vitesses qui
découle de cette théorie). Cette interprétation de l’effet Sagnac est très générale et valable
dans pratiquement tous les cas.

Considérons deux points M+ et M− se déplaçant à la même vitesse constante v′ selon
une trajectoire circulaire de rayon R, chacun dans un sens différent. Supposons de plus
que l’ensemble est placé sur une table tournant à la vitesse angulaire θ̇ par rapport au
référentiel du laboratoire (supposé galiléen). Le “prime” désigne par convention dans tout
ce qui suit les grandeurs exprimées dans le référentiel tournant. Le signe + désigne par
convention tout ce qui concerne le point se déplaçant dans le sens de la rotation. On ne
précise volontairement pas pour l’instant la nature de M+ et M−, qui peuvent aussi bien
être des objets classiques que des fronts d’ondes optiques ou atomiques se propageant dans
un guide. On s’intéresse dans ce qui suit aux temps t′+ et t′− que mettent les points M+ et
M− pour revenir à leur position initiale sur la table tournante, et plus particulièrement à
la différence entre ces deux temps ∆t′ = t′+ − t′−.

On choisit par convention de compter positivement les vitesses et les déplacements
lorsque ceux-ci correspondent au sens de la rotation de la table tournante. La vitesse
du point M+ (respectivement M−) est alors v′ (respectivement −v′), avec v′ > 0. Soit l+
(respectivement l−) la distance (dans le référentiel du laboratoire) qu’a parcourue le point
M+ (respectivement M−) lorsqu’il est revenu à sa position initiale sur la table tournante.
Soit t+ (respectivement t−) le temps (dans le référentiel du laboratoire) nécessaire pour
parcourir cette distance. On a avec nos conventions de signe :

l± = ±2πR + Rθ̇t± . (8)

Par ailleurs, l+ (respectivement l−) peut s’écrire comme le produit de t+ (respectivement
t−) et de la vitesse de M+ (respectivement M−) dans le référentiel du laboratoire, notée
v+ (respectivement v−). Cela donne :

l± = t±v± . (9)

En combinant ces deux équations, on obtient :

t± =
±2πR

v± −Rθ̇
d’où ∆t = t+ − t− =

2πR

v+ −Rθ̇
+

2πR

v− −Rθ̇
. (10)

La loi de composition des vitesses en relativité restreinte permet d’exprimer v+ et v− en
fonction de v′ :

v± =
±v′ + Rθ̇

1± v′Rθ̇/c2
d’où ∆t =

4πR2θ̇

c2(1−R2θ̇2/c2)
, (11)

et finalement l’expression de ∆t′ en repassant dans le référentiel tournant à l’aide d’une
transformation de Lorentz :

∆t′ = ∆t

√
1− R2θ̇2

c2
=

4πR2θ̇

c2

√
1−R2θ̇2/c2

. (12)
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Dans la limite Rθ̇/c ¿ 1, on retrouve l’expression 3. Il est intéressant de noter que
l’expression 12 est indépendante de v′, ce qui montre, comme annoncé précédemment, que
l’effet Sagnac est indépendant de la vitesse de propagation du signal utilisé (en particulier,
l’effet Sagnac en optique ne dépend pas de l’indice). On peut également remarquer que
l’effet de retard calculé ici découle de la loi d’addition des vitesses en relativité restreinte.
En particulier, si l’on avait utilisé pour exprimer v+ et v− en fonction de v′ la loi de
composition des vitesses newtonienne v± = ±v′ + Rθ̇, on aurait obtenu à la place de
l’équation 11 :

∆tclassique =
2πR

v+ −Rθ̇
+

2πR

v− −Rθ̇
= 0 , (13)

ce qui correspond à l’intuition classique du problème que l’on peut avoir a priori pour
des corps non relativistes, à savoir que deux tortues se déplaçant à la même vitesse mais
en sens opposés sur un manège doivent en accomplir le tour en un temps égal. Le calcul
relativiste montre qu’en toute rigueur il n’en est rien, la différence de temps de parcours
∆t pour un manège de 1 m2 effectuant un tour par minute étant égale à 5.10−18 s, ce
qui, pour des tortues marchant à la vitesse de 1 mm/s, correspond à une différence de
longueur de trajet de 0, 5.10−19 m. Naturellement, l’effet Sagnac n’a jamais été mesuré
avec des tortues [82], ni avec aucun autre objet macroscopique. Son action sur la phase
d’une onde est en revanche détectable, comme nous allons le voir un peu plus loin.

On peut se demander, au terme de ce calcul, s’il est légitime d’utiliser la loi de com-
position des vitesses de la relativité restreinte pour un référentiel tournant, qui n’est en
particulier pas galiléen. Il nous semble intéressant de citer le chercheur russe Grigorii
Malykin [83] à ce sujet :

There was a long-standing opinion after the special theory of relativity was
created that all events in noninertial (e. g. rotating) reference systems should
be considered only in the domain of the general theory of relativity. However,
the use of the general theory of relativity is unnecessary when purely kinematic
effects are considered.

Et l’auteur de s’en référer à Albert Einstein [84] :

Kinematic equivalence of two coordinate systems is actually not restricted to
the case when systems K and K’ make rectilinear uniform motions. From the
kinematic standpoint, this equivalence is fairly well satisfied, for instance, if
one system uniformly rotates with respect to the other.

En l’absence d’effet gravitationnel et pour des vitesses de rotation ne variant pas signifi-
cativement à l’échelle du temps de parcours du signal, l’usage de la théorie de la relativité
restreinte semble donc adapté. Lorsque cela n’est pas le cas, il faut faire appel à la théorie
de la relativité générale, ce qui dépasse le cadre de ce mémoire !

Remarque : Il est intéressant de revenir, à ce stade de la discussion, sur la première
explication de l’effet Sagnac présentée, qui semblait prédire “miraculeusement” la bonne
expression pour ∆t. En fait, en supposant que la vitesse de la lumière était égale à c
dans tous les référentiels (y compris le référentiel tournant), on a utilisé sans s’en rendre
compte la loi d’addition des vitesses de la relativité restreinte (formule 11) dans le cas
v′ = c. C’est ce qui explique à la fois que l’on trouve le bon résultat, et que celui-ci tombe
en défaut dès que l’on considère un signal qui n’est pas de nature électromagnétique.
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Utilisation pratique de l’effet Sagnac

On peut montrer [62] que le décalage temporel ∆t′ induit par l’effet Sagnac est
indépendant de la forme de la boucle utilisée (à condition de remplacer dans l’équation 12
la quantité πR2 par l’aire A délimitée par la trajectoire 2), ainsi que de la position de l’axe
de rotation. Ces propriétés ont rendu possible les applications pratiques de l’effet Sagnac.
Pour cela, on pourrait imaginer utiliser deux impulsions lumineuses ultra-courtes qui,
en se propageant en sens opposés, arriveraient à des temps différents sur un détecteur,
la différence de temps étant donnée par ∆t′. Toutefois, cette valeur est beaucoup trop
faible en pratique (de l’ordre de 10−23 s) pour être mesurée par les horloges actuelles. On
utilisera donc plutôt des méthodes interférométriques, en remarquant qu’il est possible
d’appliquer les raisonnements effectués précédemment à des fronts d’onde, même s’ils ne
correspondent pas à des objets physiques réels [83]. La différence de phase induite par
l’effet Sagnac s’écrit alors (toujours au premier ordre en Rθ̇/c) :

Φ = ω∆t′ =
4Aθ̇ω

c2
. (14)

où ω est la pulsation (ou fréquence angulaire) de l’onde dans le référentiel tournant.
En particulier, lorsque l’on considère des ondes optiques, on note que ce déphasage est
indépendant de l’indice du milieu traversé.

Principe de base du gyrolaser

Le gyrolaser est un laser en anneau dans lequel se propagent deux modes contrarotatifs,
désignés parfois par les lettres CW (pour clockwise) et CCW (pour counterclockwise).
Lorsque ce dispositif est en rotation à la vitesse angulaire θ̇, les modes contrarotatifs sont
déphasés de la quantité Φ donnée par l’expression 14, ce qui entrâıne la différence suivante
entre leurs fréquences propres :

Ω

2π
=

c

Lop

Φ

2π
=

4A

λLop

θ̇ . (15)

Cette différence entre les fréquences propres se traduit en principe par une différence entre
les fréquences d’émission, que l’on peut mesurer en recombinant les faisceaux issus des
modes contrarotatifs sur un photodétecteur. Le signal de battement ainsi obtenu fournit
donc une information sur la vitesse de rotation du gyrolaser. Le coefficient de propor-
tionnalité entre la fréquence de battement et la vitesse de rotation appliquée, donné par
4A/(λLop), est connu sous le nom de facteur d’échelle. Il convient de noter que c’est le
fait d’avoir transformé le signal temporel en une différence de fréquence qui donne accès à
la mesure. Par exemple, un retard temporel de ∆t′ = 10−23 s (impossible à mesurer dans
l’absolu !) correspond, sur un laser de 30 cm de périmètre, à une différence de fréquence
de 20 Hz (facilement mesurable). Il convient de noter également que le fait d’utiliser
comme signal une différence de fréquence permet de soustraire automatiquement toutes
les fluctuations de nature réciproque, c’est-à-dire agissant de la même manière sur les
modes contrarotatifs. On s’affranchit ainsi, au premier ordre, des variations de longueur
de cavité liées notamment aux fluctuations thermiques et aux vibrations mécaniques, qui

2Plus précisément, lorsque la trajectoire considérée est représentée paramétriquement par le vecteur
r et tourne autour d’un axe défini par le vecteur unitaire u, on a A = u · 1

2

∮
cav

r× dr.
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sans cela masqueraient les variations de longueur “utiles” induites par l’effet Sagnac 3.

Comme on l’a vu précédemment, le signal important en pratique pour la navigation
inertielle n’est pas la vitesse instantanée mais plutôt la position angulaire. La fréquence
Ω/(2π) est donc intégrée dans le temps en comptant le nombre de franges issues du signal
de battement qui défilent sur un détecteur. L’utilisation d’un deuxième détecteur permet
d’avoir en plus une information sur le signe de la vitesse de rotation. Le signal utile s’écrit
donc, dans le cas d’un gyrolaser idéal :

∫ tf

ti

Ω

2π
dt =

4A

λLop

(θf − θi) . (16)

Les deux principaux enjeux pour un gyrolaser sont donc l’existence simultanée de deux
modes contrarotatifs ayant des intensités similaires et pas trop modulées dans le temps
(pour obtenir un réseau de franges issu du signal de battement qui puisse être correctement
traité par le dispositif de détection), ainsi que l’obtention d’une réponse en fréquence la
plus linéaire possible (c’est-à-dire la plus proche possible de la fréquence idéale Ω/(2π)
donnée par l’équation 15, afin de ne pas trop fausser l’estimation de position découlant
du signal intégré 16). Ce sont ces deux enjeux, appliqués au cas du gyrolaser à état solide,
qui font respectivement l’objet des deux premières parties de ce mémoire.

3Autrement dit, la fréquence de battement du gyrolaser ne dépend que des effets non réciproques, les
effets réciproques étant éliminés par hétérodynage.





Première partie

Du laser en anneau au gyrolaser à état
solide





Introduction

L
e laser en anneau à état solide peut sembler, au premier abord, similaire en de
nombreux points à son homologue à base de mélange gazeux d’hélium et de néon.
N’est-il pas en effet composé, comme ce dernier, d’un milieu à gain placé dans

un résonateur optique en anneau ? Une analyse plus poussée révèle en fait de multiples
différences entre ces deux dispositifs, à tel point que leurs dynamiques de fonctionnement
respectives n’ont finalement que peu de choses en commun.

Si l’on y regarde de près, le laser en anneau à hélium-néon semble avoir été prédestiné
au rôle de gyrolaser qu’il assume actuellement. Tout d’abord, la largeur de sa courbe de
gain à température ambiante permet un fonctionnement monomode longitudinal pour les
dimensions typiques des gyrolasers, tout en fournissant un signal d’erreur pour l’asservis-
sement de la longueur de la cavité sur la fréquence d’une transition atomique. De plus,
le caractère gazeux du milieu amplificateur permet d’utiliser l’effet Doppler pour suppri-
mer la compétition entre les modes contrarotatifs. Ainsi, en se plaçant volontairement
hors résonance, les seuls atomes qui peuvent amplifier un mode donné sont ceux dont la
vitesse les ramène à résonance avec ce mode. En particulier, un atome donné interagira
préférentiellement avec l’un des deux modes contrarotatifs. À la condition que l’écart à
résonance soit supérieur à la largeur homogène de la raie d’émission, tout se passe comme
si l’on disposait de deux milieux amplificateurs séparés (un pour chaque sens de propa-
gation), ce qui garantit l’émission bidirectionnelle stable tout en permettant aux modes
contrarotatifs d’être superposés en tout point de la cavité. Enfin, cerise sur le gâteau,
l’utilisation de deux isotopes du néon permet de rendre l’ensemble symétrique, c’est-à-
dire que l’on peut se placer au centre de la courbe de gain tout en étant non résonnant
avec les atomes au repos, ce qui permet de réduire significativement certaines sources de
biais. À tous ces avantages “naturels” du gyrolaser à hélium-néon, il convient d’ajouter
un grand nombre d’avantages acquis grâce aux longues années d’étude intensive de ce
dispositif, tant sur le plan scientifique que sur le plan industriel.

On peut alors se demander si la conception d’un gyrolaser à état solide destiné à
concurrencer les gyrolasers existants ne relève pas de la gageure. En effet, on ne retrouve
dans un tel dispositif aucun des avantages “naturels” cités ci-dessus : un laser solide est
volontiers multimode, possède un milieu à gain à fort élargissement homogène (propice à
la compétition entre les modes contrarotatifs et à une dynamique non linéaire), présente
une sensibilité importante aux variations de température et un taux de rétrodiffusion
important... Le défi est donc de taille mais le jeu en vaut la chandelle, au vu des très
nombreux avantages que possède l’état solide sur le gaz, avantages déjà cités dans l’intro-
duction générale de ce mémoire.



Le prérequis indispensable pour qu’un laser en anneau puisse être utilisé en tant que
gyrolaser est le fonctionnement dans un régime de battement, c’est-à-dire dans un régime
pour lequel les modes contrarotatifs ont d’une part des intensités à peu près constantes et
de valeurs similaires, et d’autre part des fréquences dont la différence est égale, en première
approximation, à la différence entre les fréquences propres des modes considérés. Si un tel
régime, pour des raisons déjà évoquées, survient naturellement dans le cas du gyrolaser
à hélium-néon (exception faite du phénomène de zone aveugle [18]), en revanche il n’en
est rien dans le cas du laser en anneau à état solide, pour lequel de nombreux régimes
de fonctionnement différents sont possibles [44, 45, 85]. L’objet de cette première partie
est de décrire ces différents régimes puis, en se fondant sur la compréhension du laser en
anneau à état solide ainsi acquise, de proposer et de mettre en œuvre un dispositif destiné
à assurer le fonctionnement de ce dernier dans un régime de battement, ce qui permet
finalement d’obtenir, à partir d’un simple laser en anneau à état solide, un gyrolaser.

Cette partie se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on présente
en détail l’établissement des équations du laser en anneau à état solide à partir de la théorie
semi-classique générale. Ces équations sont ensuite utilisées pour mettre en évidence cer-
tains comportements caractéristiques de ce type de laser. Dans le second chapitre, on
présente, en s’appuyant sur les résultats du premier, les principaux régimes de fonction-
nement pouvant survenir dans le laser en anneau à état solide. La plupart des calculs
relatifs à l’existence et à la stabilité de ces différents régimes sont détaillés en annexe.
Dans le troisième chapitre, on étudie le comportement dynamique du laser en anneau
à état solide en présence d’un dispositif de stabilisation du régime de battement. On
montre que dans ce cas il est possible d’obtenir un fonctionnement en tant que gyrolaser
à état solide. On présente ensuite une façon concrète de mettre en œuvre un tel dispositif.
Dans le quatrième chapitre, on présente les résultats de l’étude expérimentale relative
aux chapitres précédents. On y décrit en particulier les différents régimes observés pour
le laser en anneau à état solide, ainsi que la réalisation du procédé de stabilisation du
régime de battement décrit au troisième chapitre et la réponse en fréquence du gyrola-
ser ainsi obtenu. Ces résultats expérimentaux sont comparés aux prédictions théoriques.
Tout au long de ces chapitres, des simulations numériques illustrent et accompagnent les
différentes prédictions théoriques et observations expérimentales.

Il convient de noter que les équations semi-classiques du laser en anneau à état solide
ainsi que la description théorique de ses différents régimes de fonctionnement peuvent être
trouvées en partie dans la littérature [28–51]. En revanche, ce n’est à notre connaissance
pas le cas en ce qui concerne la plupart des détails des calculs permettant d’obtenir ces
résultats, détails que nous avons choisi de présenter dans ce mémoire (essentiellement en
annexe). L’intérêt d’une telle démarche est double à notre avis. D’une part, elle offre la
possibilité de bien préciser les approximations successives à même d’aboutir aux résultats
présentés et les limites de leur validité. D’autre part, elle peut faciliter la généralisation
de ce modèle à d’autres situations, comme par exemple la mise en mouvement du cristal
amplificateur (chapitre 7) ou l’utilisation d’un milieu à gain semi-conducteur (travaux en
cours, non décrits dans ce mémoire).



Chapitre 1

Modèle semi-classique du laser en
anneau à état solide

L
’objet de ce chapitre est d’introduire les équations différentielles qui serviront de
base pour l’étude de la dynamique du laser en anneau à état solide. On utilise
pour cela l’approche semi-classique [86], qui consiste à décrire le champ électro-

magnétique à l’aide des équations de Maxwell et le milieu amplificateur à l’aide des
équations de Bloch. Une telle approche est justifiée tant que l’on ne s’intéresse pas aux
propriétés purement quantiques du rayonnement, comme le bruit d’émission spontanée
ou les états comprimés de la lumière.

La première partie de ce chapitre présente en détail le cheminement qui mène des
équations fondamentales (équations de Maxwell, équations de Bloch) aux équations du
laser que nous utiliserons dans la suite de ce mémoire. La seconde partie tente, en s’ap-
puyant sur les résultats de la première, de mettre en évidence de la façon la plus simplifiée
possible certaines caractéristiques importantes du comportement d’un laser en anneau à
état solide.

1.1 Établissement des équations du laser

Le principe général de la théorie semi-classique d’un laser est illustré en figure 1.1.
Il s’agit d’une démarche auto-consistante, qui consiste à supposer que la polarisation
macroscopique P du milieu amplificateur agit comme un terme source pour le champ

Figure 1.1 – Principe de la théorie de Lamb aboutissant aux équations semi-classiques
du laser. La polarisation macroscopique P du milieu amplificateur agit comme un terme
source dans les équations de Maxwell du champ électrique E. Ce dernier agit en retour
sur la valeur moyenne < d̂ > du dipôle des atomes du milieu amplificateur via le couplage
dipolaire électrique (équations de Bloch). La somme des dipôles atomiques n’est autre que
la polarisation macroscopique P du milieu amplificateur.
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électrique E du laser, qui agit en retour sur P par couplage dipolaire électrique. Cette
approche est très communément utilisée (voir par exemple [87–89]), car elle permet la
description précise de phénomènes dynamiques parfois complexes, tout en étant beaucoup
plus simple à manipuler que la théorie quantique générale.

1.1.1 Description classique du champ électromagnétique

Modélisation du champ et de la cavité

On suppose que le champ électrique E dans la cavité laser peut s’écrire sous la forme :

E(z, t) = <e
[
E1(t)e

−ikz + E2(t)e
ikz

]
e . (1.1)

Un telle écriture implique en particulier les hypothèses suivantes :

– seuls deux modes sont susceptibles d’osciller dans la cavité, ces deux modes ayant
des sens de propagation opposés et correspondant à la même fréquence spatiale (ou
module du vecteur d’onde) k ; cette hypothèse est en pratique vérifiée la plupart du
temps, sauf lorsque le laser est à l’arrêt 1 ; le paramètre k est relié à la fréquence
spatiale dans le vide k0 par la relation k = k0Lop/L, où Lop et L désignent respecti-
vement les longueurs optique et géométrique de la cavité ; la condition de résonance
s’écrit donc k0Lop = 2πp, avec p entier ; la longueur d’onde du laser dans le vide est
donnée par λ = 2π/k0 ;

– l’état de polarisation du champ électrique est supposé identique dans les deux sens
de propagation et rectiligne 2, défini par le vecteur unitaire e ;

– tous les effets transverses sont ignorés ; les effets longitudinaux autres que ceux qui
sont liés à l’accroissement linéaire de phase ±kz sont également négligés ; en parti-
culier, on ne tient pas compte des variations spatiales de E dues au fait que le milieu
à gain et les sources de pertes ne sont pas répartis uniformément le long de l’axe de
propagation.

La cavité laser est modélisée quant à elle par un milieu diélectrique dépourvu de charges
libres (ρlibre = 0) et d’aimantation (M = 0), et caractérisé par :

– un terme source P, lié au milieu actif du laser, et dont l’expression en fonction du
champ électrique E sera déterminée dans un deuxième temps à l’aide des équations
de Bloch ;

1Plus précisément, on observe en pratique un fonctionnement monomode dès que la différence entre
les fréquences propres des modes contrarotatifs est supérieure à quelques kHz.

2Il convient de noter que cette hypothèse n’est pas incompatible avec la prise en compte d’effets liés à
la polarisation du champ électromagnétique : plus loin dans ce mémoire, de tels effets seront inclus dans
notre modèle de manière indirecte à travers la modification de certains des paramètres du laser (comme
le taux de pertes ou la non-réciprocité en fréquence).
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– une constante diélectrique ε, reliée à l’indice optique moyen de la cavité par l’ex-
pression ε = n2ε0 ; l’indice n peut être déduit des paramètres usuels du laser par
n = Lop/L ;

– une conductivité électrique κ, qui permet de modéliser les pertes du laser par des
pertes ohmiques, en supposant vérifiée la loi d’Ohm locale jlibre = κE ; il convient
de noter ici qu’il s’agit d’une conductivité fictive destinée à introduire des pertes
dans notre modèle, et qui en particulier ne signifie pas que le milieu à gain utilisé
est un conducteur électrique ; on montre (voir plus loin) que κ est relié au taux de
pertes de la cavité en intensité par unité de temps, noté γ, par la relation :

γ =
κ

ε
; (1.2)

il est possible de faire le lien avec les paramètres usuels du laser en utilisant la
formule γ = rc/Lop, où r est le taux de pertes en intensité par tour de cavité et c
la vitesse de la lumière dans le vide ; le paramètre γ peut également être relié au
temps de vie τ du photon dans la cavité par γ = 1/τ , à la finesse de la cavité F
par γ = 2πc/(FLop) et au facteur de qualité du laser Q par γ = ω/Q ; l’ordre de
grandeur typique de γ que l’on considérera dans la suite est d’environ 107 s−1 (par
exemple, une cavité de 30 cm de longueur optique avec 2% de pertes en intensité
par tour correspond à γ = 2.107 s−1).

Les fonctions ε et κ sont considérées dans notre modèle comme des constantes, avec
toutefois une petite modulation longitudinale à la fréquence spatiale 2k qui ne peut être
négligée car elle entrâıne, comme on va le voir, un couplage entre les modes contrarotatifs 3.

Équation d’onde

Les équations de Maxwell pour le champ et la cavité ainsi modélisés s’écrivent 4 [91] :

divD = 0 , divB = 0 , rotE = −∂B

∂t
et rotB = µ0

(
jlibre +

∂D

∂t

)
, (1.3)

le vecteur induction électrique D étant relié aux vecteurs champ électrique et polarisation
totale par la relation suivante :

D = ε0E + Ptot . (1.4)

La polarisation totale du milieu Ptot est la somme de deux contributions distinctes. La
première, notée P, est liée au milieu actif du laser. La seconde, notée Pcav, est due à
l’ensemble des éléments optiques constituant la cavité froide, c’est-à-dire en l’absence de
gain. Elle obéit à la relation suivante (relation constitutive du milieu) :

Pcav + ε0E = εE , (1.5)

3Dire que cette modulation est petite revient à dire, comme on le verra plus loin, que le taux de
rétrodiffusion est faible devant le taux de pertes, ce qui est en général le cas en pratique.

4On utilise ici le système d’unités MKSA rationalisé, par opposition au système gaussien que l’on
pourra trouver dans certains articles, notamment la littérature russe (voir [90] pour plus de détails à ce
sujet).
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si bien que le vecteur induction électrique s’écrit finalement :

D = εE + P . (1.6)

En prenant en compte l’expression 1.1 du champ E, on obtient après quelques mani-
pulations à partir des équations de Maxwell 1.3 l’équation suivante :

∂2E

∂t2
+

κ

ε

∂E

∂t
+

k2

µ0ε
E = −1

ε

∂2P

∂t2
, (1.7)

connue sous le nom d’équation d’onde du champ E.

Approximation de l’enveloppe lentement variable

On s’intéresse maintenant à la dépendance temporelle des modes du champ, c’est-à-
dire aux fonctions E1,2(t) de l’expression 1.1. On fait ici l’hypothèse que l’on peut écrire ces
fonctions comme le produit d’une porteuse oscillant à une fréquence angulaire ω proche
de la fréquence angulaire d’émission laser et d’une enveloppe complexe lentement variable
par rapport à cette porteuse, d’où l’expression suivante :

E(z, t) = <e
[
Ẽ(t)

]
e avec Ẽ(t) = Ẽ1(t)e

i(ωt−kz) + Ẽ2(t)e
i(ωt+kz) . (1.8)

De même, on écrit la polarisation liée au milieu à gain P comme suit :

P(z, t) = <e
[
P̃1(t)e

i(ωt−kz) + P̃2(t)e
i(ωt+kz)

]
e , (1.9)

ce choix étant justifié par le fait que P̃1 et P̃2 sont les seules composantes de la polarisation
qui sont susceptibles d’interagir avec les champs Ẽ1 et Ẽ2. L’approximation de l’enveloppe
lentement variable se traduit par les inégalités suivantes [88] :





∣∣∣∣∣
d 2Ẽ1,2(t)

dt2

∣∣∣∣∣ ¿ ω

∣∣∣∣∣
dẼ1,2(t)

dt

∣∣∣∣∣ ¿ ω2|Ẽ1,2(t)| ,
∣∣∣∣∣
d 2P̃1,2(t)

dt2

∣∣∣∣∣ ¿ ω

∣∣∣∣∣
dP̃1,2(t)

dt

∣∣∣∣∣ ¿ ω2|P̃1,2(t)| ,

γ ¿ ω et
∣∣ω2

c − ω2
∣∣ ¿ ω2 ,

(1.10)

où l’on a introduit la fréquence angulaire de résonance de la cavité ωc = k/
√

µ0ε. Il
convient de noter ici que la fréquence angulaire moyenne ω, sans réelle signification phy-
sique, peut être choisie librement dans la mesure où les inégalités 1.10 sont vérifiées et
de manière à rendre les équations du laser aussi simples que possible. En pratique, les
inégalités de la troisième ligne de 1.10 sont automatiquement vérifiées puisque le taux
d’amortissement (ordre de grandeur typique : 107 s−1) et la largeur de la courbe de gain
(comprise entre 1011 et 1012 rad.s−1) sont très inférieurs à la fréquence angulaire d’émission
laser (environ 2.1015 rad.s−1). Le calcul des dérivées partielles temporelles de E et de P
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conduit aux expressions suivantes :




∂E

∂t
(z, t) = <e

{
2∑

j=1

[
dẼj(t)

dt
+ iωẼj(t)

]
ei[ωt+(−1)jkz]

}
e ,

∂2E

∂t2
(z, t) = <e

{
2∑

j=1

[
d2Ẽj(t)

dt2
+ 2iω

dẼj(t)

dt
− ω2Ẽj(t)

]
ei[ωt+(−1)jkz]

}
e ,

∂2P

∂t2
(z, t) = <e

{
2∑

j=1

[
d2P̃j(t)

dt2
+ 2iω

dP̃j(t)

dt
− ω2P̃j(t)

]
ei[ωt+(−1)jkz]

}
e .

Ces égalités, combinées aux approximations 1.10, permettent d’écrire l’équation d’onde 1.7
sous la forme 5 :

2∑
j=1

[
ε
dẼj

dt
+

iε

2ω

(
ω2 − ω2

c

)
Ẽj +

κ

2
Ẽj − ω

2i
P̃j

]
ei(−1)jkz = 0 . (1.11)

Projection sur l’un des modes propres longitudinaux

En projetant l’équation d’onde sur les modes propres longitudinaux, on obtient les
équations d’évolution des champs correspondants [92]. On traite ici en détail le chemi-
nement menant à l’équation d’évolution de Ẽ2. On multiplie pour cela l’équation 1.11
par exp(−ikz), puis on moyenne le résultat le long de la cavité, en utilisant les identités
suivantes :

1

L

∮

cav

dz = 1 et
1

L

∮

cav

e−2ikzdz = 0 , (1.12)

ainsi que la notation :

〈f〉+ =
1

L

∮

cav

f(z)e−2ikzdz . (1.13)

Il vient :

〈ε〉+
(

dẼ1

dt
+

iω

2
Ẽ1

)
+
〈κ〉+

2
Ẽ1 + ε

dẼ2

dt
+

iε

2ω
(ω2 − ω2

c )Ẽ2 +
κ

2
Ẽ2 − ω

2i
P̃2 = 0 .

L’approximation de l’enveloppe lentement variable 1.10 permet de négliger dẼ1/dt par
rapport à ωẼ1 et elle autorise le développement ω2

c − ω ' 2ω(ωc − ω). On obtient alors :

iω

2ε

(
〈ε〉+ − i

〈κ〉+
ω

)
Ẽ1 +

dẼ2

dt
− i(ωc − ω)Ẽ2 +

κ

2ε
Ẽ2 − ω

2iε
P̃2 = 0 . (1.14)

5En effet, en utilisant l’identité <e(z) = (z+z∗)/2, en conservant seulement les termes oscillant comme
exp(iωt) et en projetant le long du vecteur e, on obtient l’équation d’onde suivante :

2∑

j=1

[
d2Ẽj

dt2
+

(
2iω +

κ

ε

) dẼj

dt
+

(
ω2

c − ω2 +
iωκ

ε

)
Ẽj +

1
ε

(
d2P̃j

dt2
+ 2iω

dP̃j

dt
− ω2P̃j

)]
ei(−1)jkz = 0 .

On peut alors négliger dans cette équation, en vertu de l’approximation de l’enveloppe lentement variable,
le terme d2Ẽj/dt2 par rapport au terme ωdẼj/dt, ainsi que les termes d2P̃j/dt2 et ωdP̃j/dt par rapport
au terme ω2P̃j . En revanche, on ne peut pas négliger le terme ωdẼj/dt par rapport au terme (ω2

c −ω2)Ẽj ,
car ils sont a priori du même ordre de grandeur. De même, on néglige κ/ε par rapport à ω mais pas ωκ/ε
par rapport à (ω2

c − ω2), d’où finalement l’équation 1.11.
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On voit sur cette expression que les petites modulations longitudinales à la fréquence
spatiale 2k des paramètres de la cavité ε et κ induisent un couplage entre le mode Ẽ1 et
le mode Ẽ2, caractérisé par les coefficients m̃1 et m̃2 suivants :

m̃1,2 = − ω

εL

∮

cav

[
ε(z)− iκ(z)

ω

]
e−2i(−1)1,2kzdz . (1.15)

Ce couplage, lié aux imperfections des éléments qui composent la cavité, s’interprète
habituellement comme le résultat de la rétrodiffusion de la lumière d’un mode dans l’autre
[92]. Le coefficient m̃1,2 peut alors être vu comme le taux de rétrodiffusion du mode Ẽ2,1

par unité de temps 6. On sait grâce à la théorie des gyrolasers à hélium-néon (voir par
exemple [93]) que ce couplage, aussi petit soit-il, ne peut être négligé car il joue un
rôle fondamental dans la réponse en fréquence du laser. Comme on aura l’occasion de
le constater dans ce mémoire, il s’agit également d’un phénomène important pour la
dynamique du laser en anneau à état solide.

Si l’on revient à l’équation 1.14, on constate que le taux d’amortissement de l’am-
plitude du champ par unité de temps est donné par l’expression κ/(2ε). Cela justifie
en particulier l’expression 1.2 pour le taux d’amortissement de l’intensité par unité de
temps. On utilisera lorsque nécessaire la notation γ1,2 pour désigner des pertes dépendant
du sens de propagation des modes (de telles pertes pourront être par exemple induites par
des effets magnéto-optiques, comme on le verra plus loin dans ce mémoire). L’équation
d’évolution de Ẽ2 s’écrit avec ces notations :

dẼ2

dt
= −γ2

2
Ẽ2 + i

m̃2

2
Ẽ1 − i(ω − ωc)Ẽ2 +

ω

2iε
P̃2 . (1.16)

L’équation d’évolution de Ẽ1 s’obtient par échange des indices.

Prise en compte de l’effet Sagnac et conclusion

Lorsque le laser est en rotation à la vitesse angulaire θ̇, l’effet Sagnac lève la dégéné-
rescence entre les fréquences angulaires propres des modes contrarotatifs. Ces dernières
s’écrivent alors (voir par exemple [62]) :

ωc 2 = ωc +
Ω

2
et ωc 1 = ωc − Ω

2
avec Ω = 2π

4A

λLop

θ̇ , (1.17)

où A est l’aire délimitée par la cavité en anneau. En choisissant pour valeur de ω la
moyenne des fréquences angulaires propres des modes contrarotatifs ωc, on obtient fina-
lement les équations d’évolution suivantes pour Ẽ1 et Ẽ2 :





dẼ1

dt
= −γ1

2
Ẽ1 + i

m̃1

2
Ẽ2 − i

Ω

2
Ẽ1 +

ωc

2iε
P̃1 ,

dẼ2

dt
= −γ2

2
Ẽ2 + i

m̃2

2
Ẽ1 + i

Ω

2
Ẽ2 +

ωc

2iε
P̃2 .

(1.18)

On va maintenant s’intéresser à la description du terme source intervenant dans ces
équations, c’est-à-dire à la polarisation P associée au milieu amplificateur.

6Il convient toutefois de garder à l’esprit que m̃1,2 est une quantité complexe. Son argument, noté
(−1)2,1θ1,2 (voir équation 1.45), représente le déphasage subi par le champ Ẽ2,1 lors de la rétrodiffusion.
On verra plus loin que la quantité θ1 − θ2 joue un rôle fondamental dans la dynamique du laser.
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1.1.2 Description quantique du milieu amplificateur

Hypothèses de modélisation

Le milieu amplificateur considéré ici est constitué d’une matrice de YAG dopée par
l’ion néodyme Nd3+ (Nd-YAG). Le pompage optique s’effectue à partir d’une diode laser
émettant à la longueur d’onde de 808 nm, pour une longueur d’onde d’émission égale à
1,064 µm (figure 1.2). On effectue les hypothèses de modélisation suivantes :

– le niveau supérieur |b〉 de la raie d’émission à 1,064 µm est considéré comme unique ;
en pratique, on sait qu’il existe un deuxième niveau [94], mais que celui-ci peut être
ignoré dans la plupart des cas 7 [95] ;

– le niveau inférieur |a〉 de la raie d’émission se vide très rapidement vers d’autres
niveaux, de sorte que sa population peut être considérée comme nulle à chaque ins-
tant ; cette hypothèse est légitimée par la faible durée de vie de ce niveau, de l’ordre
de quelques dizaines de ns 8 [96] ;

– le milieu à gain est supposé uniformément réparti le long de la cavité ; le taux de
pompage optique est également supposé uniforme ; en particulier, on néglige les ef-
fets liés aux variations longitudinales de la puissance de pompe.

Le milieu à gain peut donc être considéré comme un ensemble d’atomes à deux niveaux,
possédant chacun un dipôle électrique associé à l’observable d̂ et dont la valeur moyenne
est donnée par l’expression :

〈d̂〉 = Tr(ρ̂ d̂) , (1.19)

où ρ̂ est la matrice densité associée à chaque atome, qui s’écrit dans la base {|a〉, |b〉} :

ρ̂ =

[
ρaa ρab

ρ∗ab ρbb

]
. (1.20)

Les quantités réelles ρaa et ρbb représentent les populations des niveaux |a〉 et |b〉, tandis que
ρab = ρ∗ba est la cohérence atomique. Conformément à ce qui a été supposé précédemment,
on considérera dans ce qui suit que ρaa = 0. L’observable d̂ possède quant à elle la forme
suivante :

d̂ =

[
0 d
d 0

]
=

[
0 d
d 0

]
e , (1.21)

avec d réel [98]. L’absence de termes diagonaux est due à l’invariance de l’atome par rota-
tion. Avec ces notations, la valeur moyenne du dipôle atomique prend la forme suivante :

〈d̂〉 = 2d<e(ρab) e . (1.22)

7Il convient toutefois de noter qu’au moins un régime de fonctionnement du laser en anneau à état
solide, à savoir le régime d’alternance périodique à haute fréquence du sens d’émission du laser (appelé
aussi régime d’auto-modulation de type II, voir figure 4.4), ne peut être décrit avec succès que grâce à la
prise en compte de l’existence de cette deuxième raie [44].

8Signalons que la prise en compte de cette durée de vie non nulle pourrait, d’après les auteurs de [41],
expliquer la réponse en fréquence anormale qui est parfois observée sur le laser en anneau à état solide
aux basses vitesses de rotation (appelé aussi “faux Sagnac”, voir figure 4.5).
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Figure 1.2 – Transition laser à 1,06 µm du Nd-YAG et spectre d’absorption autour de
la longueur d’onde de pompe. Figure extraite de [97].

La polarisation macroscopique P liée au milieu à gain s’écrit quant à elle :

P = n0〈d̂〉 = 2dn0<e(ρab) e , (1.23)

où n0 est le nombre d’atomes amplificateurs par unité de volume. On voit donc que le
calcul de P se ramène à celui de ρab, auquel nous allons maintenant nous intéresser. Étant
donné les expressions 1.9 et 1.23, on écrit ρab sous la forme suivante :

ρab(z, t) = ρ
(1)
ab (t)ei(ωct−kz) + ρ

(2)
ab (t)ei(ωct+kz) . (1.24)

Équations de Bloch

L’évolution temporelle de la matrice densité est décrite par l’équation de Schrödinger :

i~
dρ̂

dt
= [Ĥ, ρ̂] , (1.25)

où le crochet désigne le commutateur ([Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â). Le hamiltonien qui inter-
vient ici est la somme du hamiltonien atomique Ĥat et du hamiltonien d’interaction entre
l’atome et le champ électrique (classique) du laser, à savoir V̂ = −d̂ · E (on effectue ici
l’approximation des grandes longueurs d’ondes, ou approximation dipolaire, qui consiste
à supposer que le champ E est uniforme à l’échelle de l’atome [98]). Sous sa forme matri-
cielle, ce hamiltonien s’écrit :

Ĥ =

[
~ωa 0
0 ~ωb

]
−

[
0 d · E

d · E 0

]
, (1.26)

où ~ωa et ~ωb sont les énergies des niveaux atomiques |a〉 et |b〉. On a alors :

[Ĥ, ρ̂] =




(ρabd− ρ∗abd) · E ρab~(ωa − ωb)− ρbbd · E

ρ∗ab~(ωb − ωa) + ρbbd · E (ρ∗abd− ρabd) · E


 , (1.27)
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d’où les équations d’évolution suivantes :




~
dρbb

dt
= −2=m(ρab)d · E ,

i~
dρab

dt
= ρab~(ωa − ωb)− ρbb d · E .

(1.28)

Ces équations décrivent l’évolution de l’atome sous l’effet de son interaction avec le
champ E. Certains autres effets peuvent être pris en compte par l’adjonction de termes
supplémentaires, à savoir :

– le terme d’émission spontanée, qui entrâıne une décroissance de la population du ni-
veau supérieur de la transition laser ρbb avec une constante de temps caractéristique
T1 (T1 est le temps de vie du niveau excité, qui vaut environ 200 µs pour la transition
à 1,064 µm entre les niveaux 4F3/2 et 4I11/2 de l’ion Nd3+ dans le YAG) ;

– le terme de brouillage de la cohérence, lié à l’environnement cristallin de l’atome, qui
entrâıne une décroissance de ρab avec un temps caractéristique T2 (T2 est l’inverse
de la largeur de la courbe de gain ou largeur homogène γab [99], qui est de l’ordre
de 100 GHz dans notre cas) ;

– le terme de pompage optique, qui pour un atome est donné par σaIp/(~ωc), où σa est
la section efficace d’absorption de la pompe par le milieu à gain 9 et Ip l’éclairement
de pompe (en W/m2) ; il est commode pour la suite d’introduire le taux de pompage
volumique, noté W et défini par W = n0σaIp/(~ωc) ; le taux de pompage par atome
s’écrit alors W/n0.

On obtient finalement les équations d’évolution suivantes pour ρbb et ρab :





∂ρbb

∂t
= −2

~
=m(ρab)d · E− 1

T1

ρbb +
W

n0

,

∂ρab

∂t
= −i(ωa − ωb)ρab +

i

~
ρbb d · E− 1

T2

ρab .

(1.29)

Ces équations sont connues sous le nom d’équations de Bloch.

Élimination adiabatique de la polarisation

En utilisant l’expression de ρab 1.24, on peut écrire la deuxième équation du système
1.29 sous la forme suivante 10 :
[

dρ
(1)
ab

dt
+ iωcρ

(1)
ab

]
ei[ωct−kz]+

[
dρ

(2)
ab

dt
+ iωcρ

(2)
ab

]
ei[ωct+kz] = −iρab(ωa−ωb)+

i

~
dẼ

2
ρbb− 1

T2

ρab .

9Pour être tout-à-fait rigoureux, il faudrait prendre en compte la structure à 4 niveaux du système
considéré (voir figure 1.2), et notamment l’efficacité des transitions non radiatives.

10Pour obtenir cette équation, nous avons utilisé l’expression E · e = (Ẽ + Ẽ∗)/2 et seuls les termes
proportionnels à exp(iωct) sont conservés.



44 Chapitre 1. Modèle semi-classique du laser en anneau à état solide

On fait ici l’hypothèse que ρ
(1)
ab (t) et ρ

(2)
ab (t) atteignent leur état stationnaire quasiment

instantanément par rapport au temps d’établissement du champ électrique dans la cavité
et au temps de variation de l’inversion de population. Cette approximation, connue sous le
nom d’élimination adiabatique de la polarisation, est justifiée par les inégalités T2 ¿ 1/γ
et T2 ¿ T1, qui sont en pratique toujours vérifiées dans notre cas 11 (voir [100] pour
des considérations subtiles à propos de la validité de cette approximation dans le laser
en anneau). Cela permet de poser dρ

(1,2)
ab (t)/dt = 0 dans l’équation ci-dessus. Il nous

semble utile de préciser que l’élimination adiabatique de la polarisation effectuée ici ne
doit pas être confondue avec une simple approximation de l’enveloppe lentement variable.
En effet, cette dernière ne permet pas à elle seule d’écrire dρab/dt = 0, ce terme étant
certes négligeable devant ωcρab mais pas devant [ωc−(ωb−ωa)]ρab. On obtient finalement :

n0

[
ρ

(1)
ab (t)ei(ωct−kz) + ρ

(2)
ab (t)ei(ωct+kz)

]
=

iN(z, t)d

2~γab(1 + iδ)

[
Ẽ1(t)e

i(ωct−kz) + Ẽ2(t)e
i(ωct+kz)

]
,

(1.30)
où l’on a posé ω0 = ωb−ωa (énergie de la transition laser) et N = n0ρbb (densité d’inversion
de population). On définit également le désaccord relatif à la résonance δ par :

δ =
ωc − ω0

γab

. (1.31)

En multipliant terme à terme l’équation 1.30 par exp(−ikz) et en intégrant le long de la
cavité, on obtient :

n0ρ
(2)
ab =

id

2~γab(1 + iδ)L

(
Ẽ2

∮

cav

Ndz̃ + Ẽ1

∮

cav

Ne−2ikzdz

)
. (1.32)

Cette expression fait intervenir la valeur moyenne ainsi qu’une harmonique spatiale de la
densité d’inversion de population N , que l’on a supposée jusqu’ici répartie sur toute la
longueur L de la cavité. En pratique, N est nulle partout sauf au niveau de la zone de
gain, de longueur l (typiquement quelques millimètres). On définit donc la valeur moyenne
ainsi que les harmoniques spatiales de la densité d’inversion de population le long de la
zone de gain comme suit :

N0 =
1

l

∫
Ndz et N1,2 =

1

l

∫
Ne2i(−1)2,1kzdz . (1.33)

En toute rigueur, le vecteur d’onde k qui intervient dans ces expressions n’est pas le
vecteur d’onde moyen défini précédemment comme k = k0Lop/L mais plutôt le vecteur
d’onde dans le milieu à gain, défini par k = k0ng où ng est l’indice du milieu à gain. On
utilisera toutefois la même notation pour ces deux quantités, cette distinction n’apportant
pas de changement significatif en pratique 12. En utilisant l’expression 1.32 et l’égalité

11On rappelle les ordres de grandeur suivants : T1 ' 2.10−4 s, 1/γ ' 10−7 s et T2 ' 10−11 s.
12Le seul cas où il apparâıt vraiment important de faire la distinction entre k et kg est lorsque l’on

s’intéresse à la mise en mouvement du milieu à gain (voir chapitre 7). En effet, la réponse en fréquence du
gyrolaser peut dans ce cas dépendre fortement de la quantité kzm, où zm est l’amplitude du mouvement
du cristal. Une connaissance précise de la valeur de k est alors nécessaire. Naturellement, c’est l’expression
k = k0ng qu’il convient d’utiliser dans ce cas.
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P̃1,2 = 2n0dρ
(1,2)
ab , on obtient finalement :





P̃1 =
id2l

~γab(1 + iδ)L
(N0Ẽ1 + N1Ẽ2) ,

P̃2 =
id2l

~γab(1 + iδ)L
(N0Ẽ2 + N2Ẽ1) .

(1.34)

Il reste maintenant à établir l’équation d’évolution temporelle de N .

Équations d’évolution de la densité d’inversion de population

En multipliant la première équation du système 1.29 par n0, on obtient :

∂N

∂t
= −2n0

~
=m(ρab)d · E− N

T1

+ W . (1.35)

L’équation 1.30 nous permet d’écrire :

n0=m(ρab) =
NdẼ

2~γab(1 + δ2)
, (1.36)

d’où, en négligeant les termes oscillant à la fréquence 2ωc (approximation séculaire) :

n0=m(ρab)d · E =
Nd2ẼẼ∗

4~γab(1 + δ2)
. (1.37)

On définit le paramètre a de la manière suivante :

a =
T1d

2

~2γab(1 + δ2)
, (1.38)

si bien que l’équation d’évolution de N s’écrit finalement :

∂N

∂t
= W − N

T1

− aN

2T1

∣∣∣Ẽ1e
−ikz + Ẽ2e

ikz
∣∣∣
2

. (1.39)

On donne également une formulation équivalente à l’équation 1.39 utilisant directement
le champ électrique E au lieu de son amplitude complexe Ẽ :

∂N

∂t
= W − N

T1

− aN

T1

E2 . (1.40)

La quantité aE2, sans dimension, n’est autre que le rapport de l’intensité lumineuse I à
l’intensité de saturation Isat. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que lorsque E2

ne dépend pas du temps, la valeur stationnaire de N est donnée par N = WT1/(1+aE2),
égalité qu’il convient de comparer à l’expression usuelle du gain dans un laser g = g0/(1+
I/Isat). Le paramètre a est appelé pour cette raison paramètre de saturation 13.

13Il est également possible de démontrer directement l’égalité aE2 = I/Isat à partir des relations
suivantes : I = nε0cE2 et Isat = ~ωc/(T1σ). On utilise pour cela les définitions 1.38 et 1.42 de a et σ.
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1.1.3 Équations finales et conclusion

Équations du laser

En combinant les équations du champ 1.18 avec celles de la polarisation 1.34, on
obtient les équations auto-consistantes d’évolution des champs. Cela donne par exemple
pour Ẽ2(t) :

dẼ2

dt
= −γ2

2
Ẽ2 + i

m̃2

2
Ẽ1 + i

Ω

2
Ẽ2 +

ωcd
2(N0Ẽ2 + N2Ẽ1)

2ε~γab(1 + iδ)
. (1.41)

On définit la section efficace d’émission laser σ et sa valeur à la résonance σ0 par :

σ =
ωcd

2µ0c

~γabn(1 + δ2)
=

σ0

1 + δ2
. (1.42)

On pose également T = Lop/c (T est le temps de parcours de la cavité par un photon).
On obtient finalement les équations d’évolution suivantes :





dẼ1

dt
= −γ1

2
Ẽ1 + i

m̃1

2
Ẽ2 − i

Ω

2
Ẽ1 +

σl

2T
(1− iδ)N0Ẽ1 +

σl

2T
(1− iδ)N1Ẽ2 ,

dẼ2

dt
= −γ2

2
Ẽ2 + i

m̃2

2
Ẽ1 + i

Ω

2
Ẽ2 +

σl

2T
(1− iδ)N0Ẽ2 +

σl

2T
(1− iδ)N2Ẽ1 ,

∂N

∂t
= W − N

T1

− aN

2T1

∣∣∣Ẽ1e
−ikz + Ẽ2e

ikz
∣∣∣
2

.

(1.43)

On identifie sur les équations d’évolution des champs (première et deuxième lignes de 1.43)
cinq termes qui influencent cette évolution. Le premier et le quatrième termes représentent
respectivement les pertes et le gain du laser. Le troisième terme traduit l’effet d’une
rotation de la cavité (effet Sagnac). Enfin, les second et cinquième termes sont des termes
de couplage entre les modes contrarotatifs. Le second est un terme de couplage linéaire,
induit par les éléments optiques de la cavité passive (rétrodiffusion). Le cinquième est
un terme de couplage non linéaire induit par les modulations spatiales du gain. Il peut
s’interpréter de la manière suivante : l’intensité résultant de l’interférence entre les deux
modes contrarotatifs est modulée le long de l’axe de propagation à la fréquence spatiale
2k ; il en résulte, par émission stimulée, l’existence d’un réseau d’inversion de population à
cette même fréquence spatiale 2k ; en particulier, ce réseau est susceptible de coupler entre
eux, par diffraction, les modes contrarotatifs, qui ont pour vecteurs d’ondes respectifs +k
et −k. On verra plus loin dans ce mémoire que ces effets de couplage entre les modes
contrarotatifs jouent un rôle important dans la dynamique du laser en anneau à état
solide.

L’équation d’évolution de la densité d’inversion de population (troisième ligne de 1.43)
comporte quant à elle successivement un terme de pompage optique (premier terme), un
terme d’émission spontanée (deuxième terme) et un terme d’émission stimulée (troisième
terme). L’expression de ce dernier terme fait explicitement apparâıtre la dépendance spa-
tiale issue de l’interférence entre les modes contrarotatifs, qui est en particulier à l’origine
de l’existence du réseau d’inversion de population mentionné ci-dessus.

Séparation amplitude-phase

Le système d’équations 1.43, qui porte sur des fonctions à valeurs complexes, peut
être transformé en un système d’équations à valeurs réelles, au prix d’une augmentation
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du nombre d’équations. On distingue à cette fin le module et l’argument des amplitudes
complexes lentement variables Ẽ1 et Ẽ2 :

Ẽ1,2(t) = E1,2(t)e
−iϕ1,2(t) . (1.44)

On pose également Φ = ϕ1−ϕ2. Enfin, on sépare le module et l’argument des coefficients
de rétrodiffusion m̃1 et m̃2 comme suit :

m̃1,2 = m1,2 ei(−1)2,1θ1,2 . (1.45)

Le système d’équations 1.43 devient, avec ces notations :





dE1

dt
= −γ1

2
E1 − m1

2
E2 sin(Φ + θ1) +

σ

2T

(
E1

∫ l

0

Ndz + E2

∫ l

0

N cos(2kz + Φ)dz

)
,

dE2

dt
= −γ2

2
E2 +

m2

2
E1 sin(Φ + θ2) +

σ

2T

(
E2

∫ l

0

Ndz + E1

∫ l

0

N cos(2kz + Φ)dz

)
,

dϕ1

dt
E1 = −m1

2
E2 cos(Φ + θ1) +

Ω

2
E1 − σ

2T
E2

∫ l

0

N sin(2kz + Φ)dz ,

dϕ2

dt
E2 = −m2

2
E1 cos(Φ + θ2)− Ω

2
E2 +

σ

2T
E1

∫ l

0

N sin(2kz + Φ)dz .

∂N

∂t
= W − N

T1

− a

2T1

N
[
E2

1 + E2
2 + 2E1E2 cos(2kz − Φ)

]
.

(1.46)
Pour obtenir ces équations, on a séparé les égalités sur la partie réelle et la partie ima-
ginaire des équations d’évolution des champs. Afin d’alléger les écritures et en anticipant
sur la suite (voir partie 1.2.1), on a également supposé l’absence de désaccord à résonance
(δ = 0).

Suppression de la dépendance spatiale dans le cas d’un faible taux de pompe

En introduisant le taux de pompage optique et la densité d’inversion de population au
seuil du laser, notés respectivement Wseuil et Nseuil (vérifiant la relation Nseuil = T1Wseuil),
ainsi que l’excès relatif de pompe au-dessus du seuil, noté η et défini par :

η =
W −Wseuil

Wseuil

, (1.47)

l’équation d’évolution de la densité d’inversion de population (troisième ligne de 1.43)
devient :

∂N

∂t
=

Nseuil(1 + η)

T1

− N

T1

− aN

2T1

∣∣∣Ẽ1e
−ikz + Ẽ2e

ikz
∣∣∣
2

. (1.48)

On se propose de montrer que, si l’on fait de plus l’hypothèse d’un faible taux de pompage
optique (η ¿ 1), il est possible de tirer parti du fait que la taille de la zone de gain
('1 mm) est très grande devant la longueur d’onde ('1 µm) pour réduire le système
d’équation 1.43, dépendant des variables d’espace et de temps, à un système d’équations
ne dépendant plus que du temps. Pour cela, on remarque que l’écart relatif entre la densité
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d’inversion de population N et sa valeur au seuil du laser Nseuil est au plus de l’ordre de
grandeur de η, ce qui s’écrit :

|Nseuil −N |
Nseuil

. η . (1.49)

Par ailleurs, comme on le verra plus loin dans ce mémoire, l’intensité normalisée du laser
aE2 est de l’ordre de grandeur de η. En se limitant au premier ordre en η, l’équation 1.48
s’écrit alors :

∂N

∂t
=

Nseuil(1 + η)

T1

− N

T1

− aNseuil

2T1

∣∣∣Ẽ1e
−ikz + Ẽ2e

ikz
∣∣∣
2

. (1.50)

Les équations d’évolution temporelle de la moyenne spatiale de N (entre z = 0 et z = l),
notée N0, et de l’harmonique spatiale à l’ordre ±2k de N (entre z = 0 et z = l), notée
N1,2, s’écrivent alors :





dN0

dt
= W − N0

T1

− aNseuil

2T1

(
|Ẽ1|2 + |Ẽ2|2

)
,

dN1,2

dt
= −N1,2

T1

− aNseuil

2T1

Ẽ1,2Ẽ
∗

2,1 .

(1.51)

Pour obtenir ces équations, on a pris la valeur moyenne et l’harmonique spatiale à l’ordre
±2k de l’équation 1.50. L’hypothèse fondamentale utilisée ici est le fait que la taille de
la zone de gain est très supérieure à la longueur d’onde, ce qui permet de négliger les
effets de bords dans les intégrales. On constate sur les équations 1.51 que la variable z
a effectivement été supprimée, la fonction N(z, t) ayant été remplacée par les fonctions
N0(t) et N1(t) = N∗

2 (t). Cette simplification joue un rôle fondamental aussi bien dans
notre traitement analytique que dans nos simulations numériques 14. Il convient de noter
que la dépendance spatiale peut également être supprimée des équations d’évolution des
champs du système 1.46 grâce aux relations suivantes :

1

l

∫ l

0

N cos(2kz+Φ)dz = <e
(
N1e

iΦ
)

et
1

l

∫ l

0

N sin(2kz+Φ)dz = =m
(
N1e

iΦ
)

. (1.52)

Remarque : dans le cas où l’hypothèse stipulant que la taille du milieu à gain est très
supérieure à la longueur d’onde n’est pas vérifiée (par exemple dans le cas où le milieu
à gain est un puits quantique, dont l’épaisseur est de l’ordre de quelques nm), le calcul
effectué ici n’est bien évidemment plus valable, ce qui oblige alors à conserver explicitement
la dépendance spatiale longitudinale dans les équations du laser.

Équations pour la somme et la différence des intensités

Dans certaines situations, il est commode d’introduire les variables somme et différence
des intensités des champs, définies par :

Y = E2
1 + E2

2 et X = E2
1 − E2

2 . (1.53)

14En effet, plusieurs milliers d’équations différentielles temporelles auraient été nécessaires pour décrire
point par point les modulations spatiales de N le long du milieu à gain tandis que seules deux suffisent
dans le cas du système 1.51 !
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On montre (voir annexe A.1) que le système d’équations 1.43 s’écrit à l’aide de ces nou-
velles variables (et en faisant de plus les hypothèses simplificatrices γ1 = γ2 = γ, η ¿ 1
et δ = 0) :





Ẏ = −Y

(
γ − σl

T
N0

)
−
√

Y 2 −X2

2

[
m1 sin(Φ + θ1)−m2 sin(Φ + θ2)− 2σl

T
<e(N1e

iΦ)

]

Ẋ = −X

(
γ − σl

T
N0

)
−
√

Y 2 −X2

2
[m1 sin(Φ + θ1) + m2 sin(Φ + θ2)]

Φ̇ = Ω− m1

2

√
Y −X

Y + X
cos(Φ + θ1) +

m2

2

√
Y + X

Y −X
cos(Φ + θ2)− Y√

Y 2 −X2

σl

T
=m(N1e

iΦ)

Ṅ0 = W − N0

T1

− aNseuil

2T1

Y

Ṅ1 = −N1

T1

− aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2e−iΦ

(1.54)

Conclusion

On dispose, grâce à une série d’approximations adaptées au laser en anneau à état
solide, d’un modèle permettant de décrire, comme on va le voir, la riche dynamique de ce
système, sans pour autant s’embarrasser de détails inutilement complexes.

Mentionnons, pour finir et de manière non exhaustive, quelques axes d’amélioration
possible de ce modèle, à savoir la prise en compte de plusieurs modes longitudinaux [31], la
prise en compte des effets liés à la structure transverse des champs, la prise en compte des
effets liés aux variations spatiales du pompage optique, la prise en compte de l’existence
d’une deuxième raie d’émission laser [95] ou la modélisation des effets de bruits (bruits
mécaniques, bruit quantique [101], bruit lié au pompage optique...).

Nous allons toutefois voir dans la suite de ce mémoire qu’en dépit des nombreuses
approximations faites dans ce chapitre, le système d’équations 1.43 permet une description
riche et précise de la plupart des comportements dynamiques du laser en anneau à état
solide.

1.2 Premiers résultats issus du modèle semi-classique

On se propose dans la deuxième partie de ce chapitre d’appliquer les équations obte-
nues dans la première à l’étude de certaines situations “d’école”. L’objet de cette démarche
est double. Tout d’abord, elle propose au lecteur une mise en application progressive de
notre formalisme. D’autre part, elle tente de dégager, sur la base d’arguments physiques
simples, les principaux enjeux qui régissent la dynamique du laser en anneau à état solide
sans pour autant entrer dans des détails trop calculatoires (une analyse plus complète
sera proposée au chapitre suivant).

On s’intéressera dans ce qui suit successivement :

– à l’étude de la susceptibilité induite par un désaccord à résonance ;

– à l’étude du laser monomode unidirectionnel ;
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Figure 1.3 – Courbes de réponse atomique en fonction du désaccord à résonance δ :
la partie imaginaire de χgain donne le gain en amplitude et la partie réelle la disper-
sion d’indice associée. La susceptibilité diélectrique a été normalisée de manière à avoir
=m(χgain) = 1 quand δ = 0.

– à l’étude simplifiée des effets du réseau d’inversion de population sur la compétition
entre modes ;

– à l’étude simplifiée des effets de la rétrodiffusion sur les intensités puis sur la réponse
en fréquence du laser en rotation lorsque le couplage amplitude-phase est négligé.

1.2.1 Effet du désaccord à résonance

Le désaccord à résonance (écart entre la fréquence propre du mode considéré et la
fréquence pour laquelle le gain est maximum) est pris en compte dans nos équations
à travers le paramètre δ (défini en 1.31). Ce dernier apparâıt explicitement dans les
équations 1.43, et également implicitement à travers les paramètres σ (section efficace
d’émission laser) et a (paramètre de saturation). Il est commode pour étudier les effets de
δ d’introduire la susceptibilité diélectrique complexe associée au gain du laser, que l’on
note χgain et que l’on définit par :

P̃1,2 = ε0χgain

(
Ẽ1,2 +

N1,2

N0

Ẽ2,1

)
. (1.55)

De l’expression 1.34 de P̃1,2, on déduit :

χgain =
ild2N0

ε0~γabL(1 + iδ)
. (1.56)

La partie imaginaire de χgain décrit le gain en amplitude reçu par le champ, tandis que
la partie réelle décrit la variation d’indice optique qui en résulte. On a tracé en figure 1.3
les fonctions =m(χgain) et <e(χgain) en fonction de δ. On observe un comportement de
type résonnant pour le gain en amplitude (centré sur δ = 0 et de largeur unité) et de type
dispersif pour l’indice optique. Ces comportements sont caractéristiques du mécanisme
d’amplification laser [88].
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Afin d’évaluer l’importance du désaccord à résonance, on se propose d’estimer l’ordre
de grandeur de δ. Pour cela, on considère que le mode qui oscille dans la cavité est celui
dont le gain est maximal. Cela implique que la différence entre la fréquence de ce mode et
la valeur du maximum de la courbe de gain est inférieure à la moitié de l’intervalle spectral
libre, ce qui donne, pour une cavité de longueur optique 30 cm, |ωc−ω0| < 3.109 rad.s−1.
Par ailleurs, on sait que γab = 1/T2 est de l’ordre de 100 GHz. Le désaccord relatif δ est
donc inférieur à 3%, ce qui nous amènera à poser δ = 0 dans la suite de ce mémoire.
En particulier, les paramètres σ et a sont, dans le cadre de cette hypothèse, considérés
comme des constantes.

1.2.2 Quelques mots sur l’étude des équations différentielles couplées

Il n’est pas possible d’exprimer analytiquement l’ensemble des solutions du système
d’équations différentielles à plusieurs variables couplées 1.46. Certaines solutions parti-
culières peuvent toutefois être étudiées, parmi lesquelles les solutions stationnaires, c’est-
à-dire celles qui, après un régime transitoire, deviennent indépendantes du temps. D’un
point de vue plus formel, si l’on considère un système de N équations différentielles du
premier ordre en temps (X1, .., XN), on appelle solution stationnaire de ce système tout
N -uplet vérifiant la relation :

∂

∂t




X1

..
XN


 = 0 . (1.57)

Pour qu’une solution stationnaire corresponde à un état physique du système, il faut
qu’elle soit stable sous l’effet d’une petite perturbation. On suppose donc que le N -uplet
(X1, .., XN), vérifiant la condition 1.57, est soumis à une variation infinitésimale des pa-
ramètres, notée (x1, .., xN). En effectuant dans le système d’équations initial la substitu-
tion (X1, .., XN) → (X1 + x1, .., XN + xN) et en se limitant au premier ordre en x1, .., xN ,
on obtient une équation différentielle linéaire de la forme :

∂

∂t




x1

..
xN


 = M




x1

..
xN


 . (1.58)

Les solutions de cette équation sont les combinaisons linéaires des fonctions exp(λ1), .., exp(λN),
où λ1, .., λN sont les valeurs propres de la matrice M . La condition de stabilité d’une so-
lution stationnaire donnée s’écrit alors :

<e (λi) < 0 ∀i ∈ [1, N ] . (1.59)

Lorsque la solution étudiée est stable, la partie imaginaire des valeurs propres de M
donne les fréquences angulaires propres d’oscillation du système, qui sont également les
fréquences angulaires des oscillations qui accompagnent l’amortissement des éventuelles
perturbations.

La méthode décrite ici peut être étendue à l’étude des régimes permanents, c’est-à-dire
les régimes pour lesquels certains paramètres, après une période transitoire, oscillent à une
fréquence constante grande devant l’inverse des temps caractéristiques de variation des
autres paramètres du système. Il est alors possible, par un procédé de moyenne temporelle,
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d’obtenir des équations différentielles pour les paramètres lentement variables, équations
dont on cherche ensuite les solutions stationnaires stables.

Ce sont ces méthodes que l’on se propose d’utiliser pour l’étude analytique des équations
du laser en anneau à état solide.

1.2.3 Étude du cas monomode unidirectionnel

On s’intéresse ici au cas où seul un mode est susceptible d’osciller dans la cavité.
Cette situation peut par exemple survenir si l’on insère une diode optique dans le laser en
anneau [102]. Naturellement, une telle configuration n’est pas utilisable en tant que gyro-
laser. Son étude présente toutefois l’intérêt de mettre en évidence certains comportements
importants du laser à état solide, qui perdurent au-delà du cas monomode unidirectionnel
(pics de démarrage, oscillations de relaxation...).

Mise en équation

Notre point de départ est le système d’équations semi-classiques 1.43. On suppose
que seul le mode Ẽ1 est susceptible d’exister. On ne prend donc pas en considération
l’équation d’évolution de Ẽ2, ni les termes de couplage entre modes. Avec ces hypothèses,
l’évolution de l’amplitude et celle de la phase de Ẽ1 sont découplées, et l’on ne s’intéressera
dans ce qui suit qu’à la première. Notre système est donc décrit par les deux équations
différentielles réelles suivantes (où l’on a posé E = |Ẽ1|) :





dE

dt
= −γ

2
E +

σl

2T
NE ,

dN

dt
= W − N

T1

− aE2N

2T1

.

(1.60)

On remarque que la densité d’inversion de population N ne dépend plus de z dans ces
équations.

Solution nulle, seuil du laser

Un premier couple de solutions stationnaires du système d’équations 1.60 est donné
par (E = 0, N = WT1). Cette solution, appelée solution nulle, correspond à l’absence
d’émission laser. On montre [103] qu’elle est stable lorsque γ > WT1σl/T , et instable
dans le cas contraire. Le seuil du laser Wseuil correspond à la valeur critique du taux de
pompage optique W au-delà de laquelle la solution nulle devient instable, ce qui s’écrit :

Wseuil =
γT

σlT1

. (1.61)

L’excès relatif de pompe au-dessus du seuil, noté η et défini en 1.47, permet de faire
directement le lien entre les équations et le dispositif expérimental, sans avoir à modéliser
dans les détails le processus de pompage optique. Pour cela, il suffit de mesurer le courant
d’alimentation de la diode de pompe (I), ainsi que ce même courant respectivement au
seuil du laser (Is1) et au seuil de la diode de pompe (Is2). Une bonne estimation du
paramètre η est alors donnée par η = (I − Is1)/(Is1 − Is2).
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Solution stationnaire non nulle, oscillations de relaxation

Dans le cas où W > Wseuil, la seule solution stationnaire qui n’est pas a priori instable
correspond à E 6= 0, soit :





0 = −γ +
σl

T
N ,

0 = Nseuil(1 + η)−N − aE2N

2
,

(1.62)

d’où le couple de solutions suivant :
{

N = Nseuil ,

aE2 = 2η ,
(1.63)

Si l’on effectue l’étude de stabilité de cette solution sous l’effet d’une perturbation infi-
nitésimale (e, n), on obtient :

d

dt

(
e
n

)
=

(
0 σlE/(2T )

−aEN/T1 −(1 + η)/T1

)(
e
n

)
. (1.64)

Le discriminant du polynôme caractéristique de la matrice 2× 2 ci-dessus s’écrit :

∆ =
(1 + η)2 − 4γηT1

T 2
1

. (1.65)

On utilise les ordres de grandeur suivants, caractéristiques de nos situations expérimentales
(voir plus loin) :

γ = 107 s−1 , T1 ' 200µs et 0, 1 . η < 1 . (1.66)

Le discriminant se réduit alors à ∆ ' −4γη/T1, d’où les valeurs propres recherchées :

λ1,2 = −(1 + η)

2T1

± i

√
γη

T1

. (1.67)

L’inégalité <e(λ1,2) < 0 garantit la stabilité de la solution étudiée sur toute sa plage
d’existence (c’est-à-dire pour W > Wseuil). La partie imaginaire de λ1,2 fait apparâıtre
une fréquence caractéristique fr, connue sous le nom de fréquence de relaxation du laser
et donnée par :

fr =
1

2π

√
γη

T1

. (1.68)

L’existence de cette fréquence est caractéristique des lasers Nd-YAG (plus précisément
des lasers de classe B, c’est-à-dire des lasers pour lesquels l’inertie du milieu à gain joue
un rôle important [104]). La valeur absolue de la partie réelle de λ1,2 varie en 1 + η, ce
qui veut dire en particulier que les perturbations sont amorties d’autant plus vite que le
taux de pompe augmente. Expérimentalement, cela se traduit donc par la présence dans
le spectre de bruit en fréquence du laser d’un pic dont la position et la largeur augmentent
avec le taux de pompe. La mesure de la fréquence de relaxation constitue en pratique un
outil commode de détermination du taux de pertes moyen de la cavité γ, comme on le
verra plus loin dans ce mémoire (partie 4.2.1).
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Figure 1.4 – Démarrage du laser monomode. Ces courbes sont issues de l’intégration
numérique du système d’équations 1.60 avec un pas temporel de 1 µs et un bruit en
amplitude implémenté sous la forme d’une constante aléatoire ajoutée à chaque pas à
la valeur de E. La force de ce bruit est fixée empiriquement de manière à avoir un effet
significatif mais pas prépondérant sur la dynamique du laser. La courbe du haut représente
aE(t)2 (sans dimension) et celle du bas σlN(t)/T (exprimée en 106 s−1). Les paramètres
utilisés sont γ = 6.106 s−1, T1 = 200 µs et η = 0, 1. Avec ces paramètres, la valeur
théorique de la fréquence de relaxation fr est égale à environ 8,7 kHz. On mesure sur
les figures ci-dessus les valeurs stationnaires suivantes : aE2 = 0, 2, σlN/T = 6.106 s−1

et fr ' (1/115 µs) ' 8, 7 kHz, en très bon accord avec les prédictions théoriques (voir
texte).

Étude numérique du démarrage du laser

On a représenté en figure 1.4 le résultat de l’intégration numérique du système 1.60,
avec des paramètres compatibles avec les ordres de grandeur 1.66. Le comportement
observé (pics de démarrage puis relaxation vers un état stationnaire) est là encore ca-
ractéristique des lasers de classe B (voir par exemple [105]). Les mesures effectuées à
partir de ces simulations sont en très bon accord avec les prédictions analytiques : la
valeur stationnaire de aE2 est bien égale à 2η, celle de σlN/T est bien égale à γ et la
période mesurée des oscillations de relaxation observées est bien compatible avec la valeur
théorique de 1/fr donnée par l’équation 1.68.

1.2.4 Modèle simplifié de la compétition entre modes

On considère dorénavant que les deux modes contrarotatifs sont a priori susceptibles
d’osciller ensemble dans la cavité laser. Le phénomène de compétition entre modes ap-
parâıt alors, à cause du fait que les deux ondes se partagent les mêmes atomes amplifica-
teurs (le Nd-YAG est un milieu à gain à élargissement homogène). Comme on va le voir,
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cette compétition est exacerbée par la modulation spatiale du gain (ou réseau d’inversion
de population). On se propose dans cette partie de décrire ce phénomène de la manière la
plus simplifiée possible. On suppose à cette fin que le laser est au repos (Ω = 0) et que les
couplages linéaires dus à la cavité passive (rétrodiffusion) sont inexistants (m1 = m2 = 0).
La différence de phase Φ est supposée constante dans le temps. Les équations du laser
1.46 s’écrivent avec ces hypothèses :





dE1

dt
= −γ

2
E1 +

σ

2T

(
E1

∫ l

0

Ndz + E2

∫ l

0

N cos(2kz + Φ)dz

)
,

dE2

dt
= −γ

2
E2 +

σ

2T

(
E2

∫ l

0

Ndz + E1

∫ l

0

N cos(2kz + Φ)dz

)
,

∂N

∂t
= W − N

T1

− a

2T1

N
[
E2

1 + E2
2 + 2E1E2 cos(2kz + Φ)

]
.

(1.69)

Effet du réseau d’inversion de population lorsque γT1 ¿ 1

On supposera dans cette partie (et dans cette partie seulement) que la durée de vie
du niveau supérieur de la transition laser est très courte devant celle du photon dans la
cavité (ce qui s’écrit avec nos notations γT1 ¿ 1). Lorsque cette hypothèse est vérifiée, la
densité d’inversion de population suit adiabatiquement les variations des champs, ce qui
conduit, à partir de la troisième équation de 1.69, à :

N =
WT1

1 + (a/2)[E2
1 + E2

2 + 2E1E2 cos(2kz + Φ)]
. (1.70)

Il convient de noter ici que cette situation n’est pas celle qui se produit dans les lasers
de type Nd-YAG (pour lesquels, on le rappelle, l’inertie du milieu à gain ne peut être
négligée). Toutefois, son étude permet de mettre en évidence l’effet déstabilisateur du
réseau d’inversion de population en reliant nos équations semi-classiques à un modèle
connu de compétition entre modes [103]. On effectue pour cela une hypothèse supplémen-
taire, à savoir celle du faible taux de pompage optique (η ¿ 1). On peut alors écrire N
sous la forme linéarisée suivante :

N = WT1

[
1− a(E2

1 + E2
2)

2
− aE1E2 cos(2kz + Φ)

]
, (1.71)

d’où le calcul des harmoniques spatiales :

∫ l

0

Ndz = lWT1

[
1− a(E2

1 + E2
2)

2

]
et

∫ l

0

N cos(2kz + Φ)dz = −lWT1
aE1E2

2
,

et finalement la forme suivante pour le système d’équations 1.69 :




dI1

dt
= I1(α− βI1 − θI2) ,

dI2

dt
= I2(α− βI2 − θI1) ,

(1.72)

où l’on a posé :

I1,2 = aE2
1,2 , α =

σlT1W

T
− γ et β =

θ

2
=

σlT1W

T
. (1.73)
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On rappelle ici les principaux résultats de l’étude du système d’équations 1.72 [103].
Lorsque la constante de couplage C, définie comme le carré du rapport du coefficient de
saturation croisée au coefficient d’autosaturation, soit avec nos notations C = (θ/β)2, est
inférieure à 1, les deux modes d’intensité I1 et I2 coexistent malgré la compétition pour
le gain. En revanche, lorsque C > 1, l’un des modes monopolise tout le gain disponible
au détriment de l’autre, dont l’intensité en régime stationnaire est alors égale à zéro.

Dans le cas étudié ici, on vient de montrer que θ = 2β, c’est-à-dire C = 4. Les deux
modes contrarotatifs sont donc trop fortement couplés par le gain pour osciller simul-
tanément dans la cavité. Il convient de noter ici le rôle prépondérant joué par le réseau
d’inversion de population, c’est-à-dire le terme en

∫
N cos(2kz + Φst)dz. En effet, en l’ab-

sence de ce terme dans les équations (cas où les deux modes, pour une raison ou pour une
autre, n’interfèrent pas), on aurait θ = β donc C = 1, ce qui correspondrait au cas limite
de stabilité de l’émission bidirectionnelle.

En conclusion, on a montré que lorsque le réseau d’inversion de population suit adia-
batiquement les variations du champ (ce qui n’est pas le cas du Nd-YAG, mais plutôt
des lasers à gaz homogènes ou des lasers à semi-conducteurs), la constante de couplage
est égale à 4, alors qu’elle n’est plus égale qu’à 1 en l’absence de ce réseau. Ce dernier a
donc un effet déstabilisateur sur l’émission bidirectionnelle. On va voir dans ce qui suit
que le fait de tenir compte de l’inertie de l’inversion de population ne change pas cette
conclusion.

Cas (plus réaliste) d’un milieu à gain possédant de l’inertie (γT1 À 1)

On revient maintenant au cas du laser en anneau utilisant comme un milieu amplifica-
teur le Nd-YAG, pour lequel on a γT1 À 1. L’hypothèse de suivi adiabatique des champs
par la densité d’inversion de population n’est alors plus valable. Plutôt que de présenter
le calcul complet des solutions stationnaires de ce système et leur étude de stabilité (dont
il sera question au chapitre suivant), on fait le choix de mener ici une discussion plus qua-
litative. Dans cet esprit, nous admettrons qu’il est possible, en tirant parti de l’inégalité
γT1η À 1, de séparer les perturbations auxquelles sont soumises les solutions stationnaires
en perturbations lentes (oscillant à une fréquence proche de

√
γη/T1) et perturbations

rapides (oscillant à une fréquence proche de γη) [29]. Le premier type de perturbation est
caractéristique des processus transitoires amortis (voir le cas monomode unidirectionnel,
partie 1.2.3), ce qui permet de restreindre l’étude de stabilité aux perturbations rapides.
De plus, étant donnée l’inégalité γη À 1/T1, ces dernières oscillent trop rapidement pour
affecter la densité d’inversion de population, qui reste donc égale à sa valeur stationnaire,
donnée par :

Nst =
WT1

1 + (a/2)[E2
1 st + E2

2 st + 2E1 stE2 st cos(2kz + Φst)]
, (1.74)
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où l’indice “st” désigne la valeur à l’état stationnaire. On définit alors la constante Ñ ,
dont on peut montrer qu’elle est toujours négative 15, par :

Ñ =

∫ l

0

Nst cos(2kz + Φst)dz . (1.76)

Avec cette notation et en négligeant pour l’instant la rétrodiffusion, on peut réécrire, à
partir du système 1.69, le gain effectif α1,2 fourni au champ E1,2 sous la forme suivante :

α1,2 =
σ

2T

(∫ l

0

Nstdz +
E2,1 st

E1,2 st

Ñ

)
. (1.77)

Puisque Ñ < 0, l’onde ayant la plus forte amplitude possède aussi le gain effectif le plus
important. Une petite perturbation ayant tendance à favoriser l’une des deux ondes va
donc être amplifiée jusqu’à l’extinction de l’autre. On aboutit ainsi à la même conclusion
que dans le cas d’un milieu à gain sans inertie, à savoir que la présence du réseau d’inver-
sion de population a tendance à déstabiliser l’émission bidirectionnelle.

Remarque : la raison fondamentale de ce phénomène est que le réseau d’inversion de
population est en opposition de phase avec le réseau lumineux qui l’inscrit (c’est-à-dire
que là où l’intensité lumineuse est maximale, la densité d’inversion de population est mi-
nimale). Cela implique que la partie de l’intensité de chaque mode qui est diffractée sur ce
réseau se soustrait à l’intensité de l’autre mode, d’où l’effet déstabilisateur (plus un mode
est fort et plus il atténue l’autre). Ce processus joue un rôle important dans la dynamique
du laser en anneau à état solide.

1.2.5 Étude simplifiée des effets de la rétrodiffusion

On va maintenant s’intéresser au couplage entre modes par rétrodiffusion, dont les
effets sur la dynamique du laser sont également importants. Ce couplage est induit, comme
on l’a vu (partie 1.1.1), par les inhomogénéités de la permittivité et de la conductivité
de la cavité passive. On tente de mettre en évidence dans ce qui suit de la façon la plus
simplifiée possible deux de ses principaux effets, à savoir la stabilisation de l’émission
bidirectionnelle et le verrouillage en fréquence des modes contrarotatifs.

Effet stabilisateur sur les intensités

Si l’on répète le raisonnement effectué précédemment en tenant compte cette fois du
couplage par rétrodiffusion, on obtient, toujours à partir du système 1.69 et en remplace-
ment de 1.77, l’expression suivante pour le gain effectif α1,2 fourni à E1,2 :

α1,2 =
σ

2T

∫ l

0

Nstdz +
[σ

T
Ñ + (−1)2,1m1,2

2
sin(Φst + θ1,2)

] E2,1 st

E1,2 st

. (1.78)

15En effet, en considérant que la zone de gain est grande devant la longueur d’onde, on peut écrire :

Ñ ' kl

π

∫ π/k

0

WT1 cos(2kz + Φst)dz

1 + aE2
1 st + aE2

2 st + aE1 stE2 st cos(2kz + Φst)

= −2klWT1
2 + aE2

1 st + aE2
2 st −

√
(2 + aE2

1 st + aE2
2 st)2 − aE2

1 staE2
2 st

aE1 stE2 st

√
(1 + aE2

1 st/2 + aE2
2 st/2)2 − a2E2

1 stE
2
2 st/4

< 0 .

(1.75)
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Figure 1.5 – Courbes de réponse en fréquence obtenues par intégration numérique du
système d’équations 1.79 avec m1 = m2 = m = 0, 4.106 rad.s−1 et pour différentes valeurs
du paramètre θ1 − θ2. La non-réciprocité en fréquence Ω et la valeur moyenne temporelle
de la différence de phase 〈Φ̇〉 sont exprimées en 106 rad.s−1. Les croix correspondent aux
résultats des simulations numériques, tandis que les lignes pleines correspondent respec-
tivement à 〈Φ̇〉 = Ω et 〈Φ̇〉 =

√
Ω2 −m2.

On voit sur cette expression que le processus décrit précédemment peut s’inverser en
présence de rétrodiffusion, à condition que le terme en facteur de E2,1 st/E1,2 st soit négatif.
En effet, dans ce dernier cas, le mode le plus fort possède le gain effectif le plus faible,
ce qui entrâıne la stabilité de l’émission bidirectionnelle, et ce en dépit de la compétition
entre modes exacerbée par le réseau d’inversion de population.

Conclusion à propos de l’effet des couplages sur les intensités

Il apparâıt, au terme de cette première analyse, deux types de couplage entre les
modes contrarotatifs qui peuvent influencer fortement la dynamique du laser en anneau
à état solide : le couplage non linéaire induit par le réseau d’inversion de population, qui
déstabilise l’émission bidirectionnelle, et le couplage linéaire induit par la rétrodiffusion
sur les éléments de la cavité passive, qui peut sous certaines condition s’opposer aux effets
du couplage non linéaire et avoir un effet stabilisateur. Une étude plus précise des actions
combinées de ces deux formes de couplage sera présentée au chapitre suivant. On va pour
l’instant s’intéresser à un deuxième effet important induit par le couplage linéaire, à savoir
le verrouillage en fréquence aux basses vitesses de rotation.

Effet de verrouillage en fréquence

On s’intéresse dans ce qui suit à l’action du couplage par rétrodiffusion sur les phases
des champs Ẽ1 et Ẽ2. Pour cela, on néglige dans ce qui suit l’effet du réseau d’inversion de
population sur la réponse en fréquence (ce qui est par exemple légitime dans la limite η →
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0). On suppose également pour simplifier que les amplitudes des champs des deux modes
sont constantes et égales 16. On obtient alors, à partir de 1.46, le système d’équations
suivant : 




dϕ1

dt
= −m1

2
cos(Φ + θ1) +

Ω

2
,

dϕ2

dt
= −m2

2
cos(Φ + θ2)− Ω

2
.

(1.79)

Après quelques manipulations trigonométriques, l’équation d’évolution de la différence de
phase Φ = ϕ1 − ϕ2 devient :

dΦ

dt
= Ω− ΩL sin(Φ + β) , (1.80)

où l’on a posé :

ΩL =

∣∣m1e
iθ1 −m2e

iθ2
∣∣

2
et β =

π

2
+ arg

(
m1e

iθ1 −m2e
iθ2

)
. (1.81)

Cette équation est connue sous le nom d’équation d’Adler [106], qui initialement a traité
le couplage entre oscillateurs électriques. Elle a ensuite été appliquée au traitement du
couplage entre modes dans une cavité optique, dont le gyrolaser hélium-néon est un parfait
cas d’école [18]. Lorsque |Ω| < ΩL, cette équation entrâıne une réponse en fréquence nulle
(〈Φ̇〉 = 0, zone aveugle). Lorsque |Ω| > ΩL, on obtient la réponse en fréquence suivante :

〈Φ̇〉 =
√

Ω2 −m2 . (1.82)

Pour les fortes valeurs de |Ω|, l’écart entre la réponse en fréquence et la droite 〈Φ̇〉 = Ω
est connu sous le nom de déplacement d’Adler. Lorsque m1 = m2 = m, la taille de la zone
aveugle, donnée par l’expression 1.81, s’écrit :

ΩL = m sin

∣∣∣∣
θ1 − θ2

2

∣∣∣∣ . (1.83)

La taille de la zone aveugle est donc maximale lorsque |θ1 − θ2| = π et nulle lorsque
θ1 − θ2 = 0. Afin d’illustrer cette dépendance, on a représenté en figure 1.5 la réponse en
fréquence (issue des simulations numériques des équations 1.79) pour m1 = m2 = m =
0, 4.106 rad.s−1 et pour un certain nombres de valeurs de θ1−θ2, reportées dans le tableau
ci-dessous avec les valeurs théoriques correspondantes de ΩL prédites par l’équation 1.83.

Valeur de θ1 − θ2 0 π/4 π/2 3π/4 π
Valeur de ΩL (106 rad.s−1) 0 0, 15 0, 28 0, 37 0, 4

On constate sur la figure 1.5 un bon accord entre les prédictions analytiques et les simu-
lation numériques.

On verra plus loin que la réponse en fréquence du gyrolaser à état solide est en fait
relativement différente de ce qui a été présenté dans ce chapitre, en raison d’une part de
l’effet des modulations temporelles d’intensité (couplage amplitude-phase) et d’autre part
de l’effet du réseau d’inversion de population. On aura également l’occasion de revenir sur
l’importance du paramètre θ1 − θ2 pour la dynamique du laser.

16En pratique, les modulations temporelles de l’intensité affectent la réponse en fréquence, ce qui change
un peu les résultats présentés ici (voir partie 3.1.4).
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1.3 Conclusion

On dispose, au terme de ce chapitre, d’un ensemble d’équations différentielles couplées
décrivant la dynamique en amplitude et en phase du laser en anneau à état solide. Ces
équations vont servir de point de départ pour l’étude des différents régimes de fonction-
nement du laser en anneau à état solide menée au chapitre suivant.

De plus, on a tenté de dégager, à partir de ces équations et sans entrer dans des
considérations trop quantitatives, certains comportements caractéristiques du laser en
anneau à état solide. On s’est pour cela intéressé à des situations simplifiées, afin de
mieux faire ressortir les effets des différents paramètres. On récapitule ici les principales
conclusions de cette étude :

– le laser en anneau à Nd-YAG, du fait de l’élargissement homogène du milieu à
gain et de l’inertie de l’inversion de population, possède une fréquence de relaxation
caractéristique dans son spectre de bruit, donnée par ωr/(2π) =

√
γη/T1 ; cette

fréquence est notamment utile pour évaluer expérimentalement les pertes de la ca-
vité laser ; elle peut également donner lieu à des résonances paramétriques ;

– la compétition entre les modes contrarotatifs, liée à l’élargissement homogène du
milieu à gain, est exacerbée par les modulations spatiales de la densité d’inversion
de population, qui tendent à empêcher la coexistence des deux modes ;

– à ce couplage entre les modes par le gain s’ajoute le couplage par rétrodiffusion, in-
duit par les éléments de la cavité passive ; ce couplage peut avoir sous certaines condi-
tions un effet stabilisateur sur l’émission bidirectionnelle, ainsi qu’un effet de ver-
rouillage en fréquence des modes contrarotatifs (zone aveugle) ; ces effets dépendent
en particulier de la valeur des phases θ1 et θ2 des coefficients de rétrodiffusion.

L’objet du chapitre suivant est de décrire la dynamique du laser en anneau à état solide
résultant de la prise en compte simultanée de ces deux types de couplage.



Chapitre 2

Étude théorique de la dynamique du
laser en anneau à état solide

O
n se propose dans ce chapitre de décrire, à partir des équations semi-classiques
introduites au chapitre précédent, les principaux régimes de fonctionnement du
laser en anneau à état solide. Le système d’équations 1.43 n’est pas, on l’a vu,

soluble en général. On s’intéressera donc à certaines situations asymptotiques pour les-
quelles des solutions correspondant à des régimes stationnaires ou permanents peuvent
être étudiées analytiquement. On fait le choix d’omettre dans le texte la plupart des
détails des calculs menant aux résultats présentés. Ces détails font en partie l’objet de
l’annexe A. On présente également dans ce chapitre, parallèlement aux résultats analy-
tiques, des courbes issues de l’intégration numérique des équations semi-classiques. Celles-
ci permettent d’étendre les prédictions du modèle au-delà des situations asymptotiques.
On limitera cette étude au cas des faibles taux de pompage (η ¿ 1), pour lequel la
dépendance spatiale des équations du laser peut être éliminée. Cette hypothèse peut sem-
bler contraignante a priori. Toutefois, on observe une bonne adéquation entre les résultats
expérimentaux et les prédiction analytiques et ceci même quand l’hypothèse η ¿ 1 n’est
plus vérifiée. On étudiera dans une première partie de ce chapitre le comportement du
laser à l’arrêt, avant de s’intéresser à la dynamique en rotation. Il convient de noter que
l’on désigne le laser dépourvu de non-réciprocité en fréquence (c’est-à-dire correspondant
à Ω = 0) par laser à l’arrêt. Dans le cas opposé (Ω 6= 0), on parle de laser en rotation.
Cette terminologie est commode dans le contexte de notre étude, même s’il s’agit en
fait d’un abus de langage, puisque l’origine de la non-réciprocité en fréquence n’est pas
nécessairement une rotation du laser (voir par exemple les chapitres 5 et 6).

Afin de guider le lecteur, on a synthétisé dans le tableau qui suit les différents régimes
présentés dans ce chapitre. La colonne de gauche contient la liste des régimes étudiés
à l’arrêt. La colonne de droite indique ce que deviennent ces régimes sous l’effet d’une
rotation.
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Régime étudié à l’arrêt Régime correspondant en rotation

Bidirectionnel Transition bi→unidirectionnel,
verrouillé en fréquence toujours verrouillé en fréquence

Unidirectionnel Reste unidirectionnel
verrouillé en fréquence, verrouillé en fréquence,
sens d’émission aléatoire sens d’émission déterminé par Ω

Automodulation des intensités Alternance de trois régimes :
et de la différence de phase automodulation, battement, unidirectionnel

L’étude de stabilité d’une solution stationnaire non nulle quelconque selon la méthode
des petites perturbations décrite au chapitre précédent est présentée dans l’annexe A.2.
On y utilise comme point de départ le système d’équations 1.54, qui porte sur six variables
réelles et dépendant du temps (la somme et la différence des intensités, la différence des
phases, la moyenne spatiale de la densité d’inversion de population et les parties réelle et
imaginaire de l’harmonique spatiale à l’ordre 2k de la densité d’inversion de population).
On y établit l’équation caractéristique de degré 6 (équation A.33) qui décrit la stabilité
d’une solution stationnaire non nulle quelconque. Cette équation sera ensuite utilisée pour
l’étude des différents régimes stationnaires non nuls.

2.1 Étude du laser à l’arrêt

On s’intéresse dans la première partie de ce chapitre à l’étude du laser à l’arrêt, c’est-
à-dire en l’absence de non-réciprocité en fréquence. Après l’étude de la solution nulle
(qui nous renseigne sur le seuil du laser), on s’intéresse successivement à trois régimes :
le régime d’onde stationnaire, le régime unidirectionnel et le régime d’auto-modulation.
Les deux premiers sont des régimes stationnaires, et le troisième un régime permanent.
Comme on va le voir, ces régimes dépendent des valeurs des différents paramètres du laser,
et notamment des forces respectives des couplages par le réseau d’inversion de population
et par la rétrodiffusion.

2.1.1 Existence et stabilité de la solution nulle : seuil du laser

La première solution stationnaire qu’il est naturel de considérer est la solution corres-
pondant à une intensité totale nulle dans la cavité laser. Plus précisément, cette solution
vérifie E1,2 = 0, N0 = WT1 et N1 = 0. Il convient de noter que la valeur stationnaire de la
différence de phase Φ = ϕ1−ϕ2 n’est pas contrainte par les équations dans ce cas, et peut
prendre a priori n’importe quelle valeur. L’étude de stabilité de cette solution sous l’effet
d’une petite perturbation est effectuée dans l’annexe A.3. On y montre que la condition
de stabilité s’écrit (équation A.41) :

σl

T
N0 < γ −

√
m1m2

2
[1− cos(θ1 − θ2)] , (2.1)

d’où la densité d’inversion de population au seuil du laser :

Nseuil =
T

σl

(
γ −√m1m2

∣∣∣∣sin
(

θ1 − θ2

2

)∣∣∣∣
)

. (2.2)
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En l’absence de rétrodiffusion (m1 = m2 = 0), on retrouve la condition de démarrage du
laser monomode unidirectionnel 1.61, qui exprime le fait qu’au seuil du laser, le gain non
saturé est égal aux pertes. En présence de rétrodiffusion, il apparâıt sur l’équation 2.2 que
la valeur du seuil du laser est abaissée du fait de la redistribution d’énergie induite par ce
couplage. Tout comme l’effet de verrouillage en fréquence des modes contrarotatifs étudié
au chapitre précédent, cet effet d’abaissement du seuil est maximal lorsque |θ1 − θ2| = π
et disparâıt totalement quelle que soit la valeur de m1,2 lorsque θ1 − θ2 = 0.

On supposera dorénavant que le laser est au-dessus de son seuil (η > 0), ce qui implique
en particulier la non-stabilité de la solution nulle étudiée ici.

2.1.2 Régime d’émission bidirectionnelle verrouillée en fréquence

Une première solution stationnaire non nulle qu’il est possible d’étudier analytique-
ment est la solution pour laquelle les intensités des modes contrarotatifs sont à peu près
égales. On présente ici les résultats du calcul détaillé dans l’annexe A.4.

Existence

On cherche donc une solution du système d’équations 1.54 indépendante du temps et
qui vérifie l’inégalité |X|/Y ¿ 1 (où l’on rappelle que X = E2

1 − E2
2 et Y = E2

1 + E2
2).

On obtient la solution suivante (équations A.52, A.57, A.69 et A.70) :





aY

2
=

2η

3
; X = 0 ; tan Φ =

cos θ1 − cos θ2

sin θ1 − sin θ2

;

N0 = Nseuil

(
1 +

η

3

)
; N1 = −ηNseuil

3
e−iΦ ,

(2.3)

où l’on a supposé pour simplifier m1 = m2 = m. Cette solution appelle les commentaires
suivants :

– le laser n’utilise pas tout le gain disponible lorsqu’il est dans ce régime ; en effet, la
somme des intensités s’écrit a(E2

1 +E2
2)/2 = 2η/3, alors que, dans le cas monomode

unidirectionnel, on a aE2/2 = η (voir équation 1.63) ; cela est lié à la structure
d’onde stationnaire caractéristique du régime d’émission bidirectionnelle verrouillée
en fréquence, qui fait que les zones de gain se trouvant au voisinage d’un nœud
participent moins efficacement à l’amplification laser ; dans le cas unidirectionnel,
au contraire, la totalité du milieu à gain est saturée de façon uniforme ;

– la différence d’intensité entre les modes contrarotatifs est nulle dans ce régime en
l’absence d’effet non réciproque ; cela s’explique par l’absence de facteur permettant
de briser la symétrie entre les deux sens de propagation ; cela n’est plus vrai par
exemple lorsque m1 6= m2, ou lorsque le laser est en rotation (voir plus loin) ;

– la différence de phase est indépendante du temps, ce qui correspond à un régime
verrouillé en fréquence ; sa valeur est fixée par les coefficients θ1 et θ2 ;
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– la moyenne spatiale de la densité d’inversion de population est supérieure à sa valeur
au seuil ; là encore, cela est lié à la saturation non uniforme du gain ;

– le contraste du réseau d’inversion de population est important dans ce régime ; il est
caractérisé par le coefficient ηNseuil/3.

Stabilité

Les racines du polynôme caractéristique A.33 issu de l’étude de stabilité des solutions
stationnaires s’écrivent dans le cas du régime étudié ici (équations A.74, A.77 et A.78) :

λ1,2 = − 1

2T1

± i

√
γ′η
T1

; λ3,4 = d± iM0 ; λ5 = −
(

1

T1

− γ′η
3T1

d

d2 + M2
0

)
, (2.4)

où l’on a utilisé la notation γ′ = σlNseuil/T , ainsi que :

d = −γ +
σl

T
N0 =

γη

3
−m

∣∣∣∣sin
θ1 − θ2

2

∣∣∣∣ et M0 =
m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)

2
.

(2.5)
Le coefficient γ′ représente les “pertes effectives” du laser, qui tiennent compte de l’abais-
sement de la densité d’inversion de population au seuil du laser induit par la rétrodiffusion
(équation 2.2). La condition de stabilité du régime d’émission bidirectionnelle verrouillé
en fréquence s’écrit d < 0, soit :

m

∣∣∣∣sin
θ1 − θ2

2

∣∣∣∣ >
γη

3
. (2.6)

Cette condition de stabilité peut s’interpréter comme résultant de la compétition entre
deux effets opposés. Le premier (membre de droite de l’inégalité 2.6) est l’effet déstabilisa-
teur du réseau d’inversion de population créé par l’onde stationnaire. Le second (membre
de gauche de l’inégalité 2.6) est l’effet stabilisateur du couplage par rétrodiffusion. Ce
résultat est en bon accord avec les considérations qualitatives du chapitre précédent.

Une application numérique à partir de la condition 2.6 et en utilisant les ordres de
grandeur typiques du gyrolaser à état solide 1 montre qu’une condition nécessaire pour que
ce régime soit stable est m > 106 rad.s−1. Il est intéressant de comparer ce résultat au cas
du gyrolaser à hélium-néon, pour lequel le régime bidirectionnel verrouillé en fréquence
étudié ici survient systématiquement à l’arrêt alors que la valeur typique du coefficient
de rétrodiffusion n’est que de 103 rad.s−1. La différence entre les deux systèmes constatée
ici s’explique naturellement par l’élargissement du gain, homogène dans le premier cas et
inhomogène dans le second. Elle constitue une bonne illustration du fait que l’on a affaire
à deux systèmes physiques très différents, bien qu’ils se ressemblent a priori.

2.1.3 Étude du régime unidirectionnel à l’arrêt

On s’intéresse maintenant à une deuxième solution stationnaire non nulle, qui corres-
pond à un régime unidirectionnel. On présente ici les résultats des calculs détaillés dans
l’annexe A.5 avec en plus l’hypothèse simplificatrice m1 = m2 = m.

1On a utilisé ici les valeurs γ = 30.106 s−1 et η = 0, 1.
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Existence

On cherche donc une solution du système d’équations 1.46 indépendante du temps et
pour laquelle l’un des modes est fortement atténué par rapport à l’autre, par exemple
E1/E2 ¿ 1. On montre (condition A.88) qu’une telle solution n’existe que lorsque l’iné-
galité m ¿ γη est vérifiée. Elle s’écrit alors (équations A.82, A.86, A.87 et A.89) :

E1

E2

=
m

γη
; aE2

2 = 2η ; sin(Φ+ θ1) = −1 ; N0 = Nseuil ; N1 = −m

γ
Nseuile

−iΦ . (2.7)

On constate que le taux d’extinction d’un mode par rapport à l’autre est donné par la
quantité m/(γη), d’où la condition d’existence m ¿ γη. On voit également que, contrai-
rement à la situation du régime d’onde stationnaire, le laser utilise dans le régime étudié
ici tout le gain dont il dispose, ce qui se traduit par a(E2

1 + E2
2)/2 = η et par N0 = Nseuil.

Enfin, on note que le réseau d’inversion de population est toujours présent, quoique beau-
coup plus faible dans ce régime que dans le régime bidirectionnel 2. Ce régime diffère donc
quelque peu du régime monomode unidirectionnel étudié au chapitre précédent : dans ce
dernier cas, l’un des deux sens de propagation est strictement nul (et le réseau d’inver-
sion de population n’existe pas), tandis que, dans le cas étudié ici, l’un des deux sens de
propagation est très fortement atténué mais pas réduit à zéro (et la présence du réseau
subsiste, même si celui-ci est très faible).

Stabilité

L’étude de stabilité du régime unidirectionnel à l’arrêt est menée dans l’annexe A.5.
La partie imaginaire des racines du polynôme caractéristique A.33 fait apparâıtre deux
fréquences propres, données par (équation A.95) :

ωr 1 =

√
γη

T1

= ωr et ωr 2 =

√
γη

2T1

=
ωr√

2
. (2.8)

La première de ces fréquence est la fréquence de relaxation habituelle. La seconde fréquence,
différant d’un facteur 1/

√
2, est caractéristique du régime unidirectionnel étudié ici [45].

Plus généralement, on retiendra que le spectre de bruit du laser en anneau à état so-
lide présente une dynamique riche et fortement dépendante des différents paramètres (y
compris la rotation), et qu’il ne se limite en général pas à la simple fréquence de relaxation.

La condition de stabilité s’écrit, pour les faibles valeurs de |θ1−θ2| (condition A.107) 3 :

m <

√
γη

4T1

=
ωr

2
. (2.9)

Cette condition est compatible avec la condition d’existence du régime unidirectionnel
m ¿ γη. Ce régime est donc stable dans la limite d’une faible rétrodiffusion. Plus

2Plus précisément, le rapport entre l’harmonique spatiale N1 (représentant l’importance du réseau
d’inversion de population) dans le régime étudié ici et son équivalent dans le régime bidirectionnel ver-
rouillé en fréquence est donné par m/(γη), qui est par hypothèse très petit devant 1.

3Lorsque la condition |θ1 − θ2| ¿ 1 n’est pas vérifiée, l’expression de la condition de stabilité est
significativement plus compliquée (voir annexe A.5).



66 Chapitre 2. Étude théorique de la dynamique du laser en anneau à état solide

Figure 2.1 – Valeur stationnaire de l’intensité des modes contrarotatifs pour 100 tirages
successifs. Les points sont issus de l’intégration numérique des équations semi-classiques
du laser entre 0 et 1 ms, avec un pas de 0,1 µs et avec les paramètres du laser suivants :
γ = 6.106 s−1, T1 = 200 µs, η = 0, 1, m1 = m2 = 4, 3.104 rad.s−1, θ1 − θ2 = 9π/10,
Ω = 0. En particulier, avec ce choix de paramètres, la condition 2.9 est vérifiée. Un bruit
a par ailleurs été introduit dans ces simulations (ajout d’un nombre aléatoire à E1 et E2

à chaque pas).

précisément, on voit que les échanges d’énergie par rétrodiffusion, qui tendent à déstabiliser
le régime unidirectionnel et qui s’effectuent à une fréquence caractéristique de l’ordre de
m, sont amortis tant que cette dernière est inférieure à la fréquence de relaxation.

On a présenté ici l’étude du régime correspondant à E1 ¿ E2. Naturellement, l’étude
du régime opposé (E2 ¿ E1) est similaire et aboutit aux mêmes conclusions. En l’absence
d’élément permettant de briser la symétrie entre les deux sens de propagation, c’est donc
le bruit du laser qui détermine, lorsque la condition 2.9 est vérifiée, lequel des deux modes
va osciller au détriment de l’autre. Ceci est illustré en figure 2.1, où l’on a représenté
les valeurs stationnaires des intensités des modes contrarotatifs calculées numériquement
pour 100 tirages successifs. Il apparâıt que chacun des modes domine dans environ la
moitié des cas. En pratique, on s’attend à ce que la symétrie ne soit jamais parfaitement
réalisée, favorisant toujours le même mode au détriment de l’autre.

2.1.4 Étude du régime d’automodulation à l’arrêt

On a vu que, lorsque le couplage par rétrodiffusion est suffisamment important (condi-
tion 2.6), le régime bidirectionnel est stable malgré le réseau d’inversion de population.
On a vu également que, lorsque ce couplage est trop faible (condition 2.9), c’est le régime
unidirectionnel qui survient. On s’intéresse dans ce qui suit à la situation intermédiaire
pour laquelle ni la condition 2.6 ni la condition 2.9 ne sont vérifiées. Dans ce cas, le laser
ne se place plus dans un régime stationnaire, mais plutôt dans un régime où les intensités
sont modulées dans le temps. Dans le cas asymptotique suivant :

{
m À γη ,

|θ1 − θ2| ¿ 1 ,
(2.10)

le laser adopte un régime permanent qu’il est possible d’étudier analytiquement. On
présente dans ce qui suit les résultats de cette étude (menée dans l’annexe A.6).
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En utilisant l’inégalité m À γη, on peut écrire les intensités des modes contrarotatifs
(équation A.115) sous la forme :

aE2
1,2 =

aB

2
+

(−1)2,1 aA sin(mt + ϕ)

2
, (2.11)

où les quantités A et B sont lentement variables par rapport à la fréquence m/(2π) et
admettent pour valeurs stationnaires (système d’équations A.121) :

a
√

B2 − A2 =
4m|δθ|

γ′
et

aB

2
= η + 1− γ

γ′
. (2.12)

On rappelle que la quantité γ′ est définie par γ′ = σlNseuil/T . Dans le cas étudié ici, on
a γ′ = γ − m|δθ|, où l’on a posé δθ = (θ1 − θ2)/2. On a donc deux modes modulés en
opposition de phase à la fréquence m/(2π), avec une valeur moyenne donnée par :

aB

2
= η − m|δθ|

γ′
, (2.13)

et un contraste de modulation vérifiant :

∣∣∣∣
A

B

∣∣∣∣ =

√
1−

(
4m|δθ|
aBγ′

)2

. (2.14)

La différence de phase du laser possède quant à elle l’expression suivante (équation A.122) :

Φ̇ =
mA

√
B2 − A2 sin(mt + ϕ)

B2 − A2 sin2(mt + ϕ)
. (2.15)

Ces résultats appellent les commentaires suivants :

– comme annoncé en introduction, le régime étudié ici correspond à un régime per-
manent, pour lequel les intensités des modes sont modulées sinusöıdalement en op-
position de phase ; ce régime peut être vu comme un état “intermédiaire” entre les
régimes bidirectionnel et unidirectionnel ;

– la saturation du gain s’effectue d’autant mieux que le contraste de la modulation
temporelle est élevé ; cela s’explique par le fait que, plus le contraste de modulation
est importante, plus le système s’éloigne du régime bidirectionnel et se rapproche du
régime unidirectionnel ; quand le contraste de modulation est maximal (A/B=1), la
valeur moyenne des intensités des modes contrarotatifs est égale à η, comme dans
le cas unidirectionnel ;

– la différence de phase instantanée est une fonction périodique du temps (de période
2π/m) dont la dérivée a une valeur moyenne nulle, ce qui correspond à une absence
de battement malgré la présence de modulations temporelles.
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Figure 2.2 – Dépendance temporelle des intensités des deux modes contrarotatifs dans
le régime d’automodulation du laser à l’arrêt. La courbe en insert est un zoom sur
une période temporelle plus courte, qui montre le détail des oscillations. Les valeurs in-
diquées ont été mesurées directement sur la courbe. Cette figure est issue de l’intégration
numérique des équations du laser, avec un pas temporel de 0,005 µs et les paramètres sui-
vants : γ = 2.106 s−1, T1 = 200 µs, η = 0, 1, m1 = m2 = m = 106 rad.s−1, θ1− θ2 = π/78.
Ces paramètres ont été choisis pour ne vérifier ni la condition 2.6 ni la condition 2.9.
De ces valeurs, on déduit, à l’aide des formules analytiques présentées dans le texte,
γ′ = 1, 98.106 s−1 puis aB = 0, 18 d’où finalement les valeurs maximale et minimale des
intensités : 0, 177 et 2, 33.10−3. Ces valeurs sont en bon accord avec les valeurs mesurées
sur la courbe numérique, de même que la période théorique 2π/m = 6, 28 µs est en bon
accord avec la période mesurée, et ceci malgré le fait que la condition 2.10 ne soit pas
vérifiée.

On présente sur la figure 2.2 le résultat de l’intégration numérique des équations du la-
ser avec des paramètres correspondant au régime d’automodulation. Les valeurs mesurées
sur la courbe obtenue (période, valeurs minimale et maximale des intensités) sont en bon
accord avec les prédictions analytiques, ce qui illustre la validité de la démarche utilisée
ci-dessus pour décrire le régime d’automodulation. On constate même (voir commentaires
associés à la figure 2.2) que le domaine de validité des résultats analytiques est plus vaste
que celui qui est défini par la condition 2.10.

Remarque : nous n’avons pas établi, dans le cadre de cette étude, de condition de
stabilité pour le régime d’automodulation. On se fonde sur les résultats des simulations
numériques pour affirmer que ce régime est stable pour toutes les valeurs des paramètres
du laser pour lesquelles les régimes stationnaires étudiés précédemment ne le sont pas.

2.1.5 Extension numérique et conclusion sur le laser à l’arrêt

On présente sur la figure 2.3 une étude numérique, qui permet d’étendre l’étude ana-
lytique aux valeurs de m ne vérifiant pas la condition 2.10. Cette figure présente, de bas
en haut, le profil temporel des intensités des modes contrarotatifs pour 6 valeurs du co-
efficient de rétrodiffusion m croissantes. Sur la courbe du bas, m est inférieur à ωr/2, si
bien que la condition de stabilité du régime unidirectionnel 2.9 est vérifiée. Lorsque m
augmente, on voit que le laser quitte le régime stationnaire pour entrer dans le régime
d’automodulation. Dans ce régime, on note que la modulation temporelle des intensités
se rapproche d’autant plus d’une courbe sinusöıdale que m est grand. On note également
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Figure 2.3 – Dépendance temporelle des intensités pour différentes valeurs de m. Courbes
issues de l’intégration numérique des équations du laser, avec un pas temporel de 0,1 µs
et les paramètres suivants : γ = 2.106 s−1, T1 = 200 µs, η = 0, 1, θ1 − θ2 = π/78.
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que lorsque m augmente, l’amplitude de la modulation diminue tandis que sa fréquence
augmente. Enfin, lorsque m dépasse la valeur critique γη/(3 sin |δθ|), donnée on le rappelle
par la condition 2.6, les modulations disparaissent complètement et le laser passe dans le
régime stationnaire bidirectionnel.

En conclusion de l’étude du laser en anneau à état solide à l’arrêt que l’on vient
d’effectuer, on peut dire que, dans le cadre du modèle semi-classique introduit au chapitre
précédent, les régimes susceptibles d’être atteints peuvent être classés en trois catégories,
à savoir :

– le régime stationnaire unidirectionnel, qui survient lorsque la rétrodiffusion est très
faible ;

– le régime stationnaire bidirectionnel, qui survient lorsque la rétrodiffusion est très
importante ;

– un régime non stationnaire, appelé régime d’auto-modulation, qui survient pour les
valeurs intermédiaires du coefficient de rétrodiffusion.

L’existence de ces trois régimes peut s’interpréter comme résultant de la compétition
entre deux sources de couplage aux effets opposés, d’une part la rétrodiffusion, qui sta-
bilise l’émission bidirectionnelle, et d’autre part le réseau d’inversion de population, qui
favorise l’émission unidirectionnelle. On dispose, à l’issue de cette étude, d’une descrip-
tion quantitative des effets combinés de ces couplages lorsque le laser est à l’arrêt. On va
s’intéresser maintenant à la prise en compte d’une éventuelle rotation (ou de toute autre
source de non-réciprocité en fréquence), qui donne naissance comme on va le voir à un
certain nombre de nouveaux régimes.

2.2 Étude du laser en rotation

On se propose d’étudier, dans la deuxième partie de ce chapitre, la dynamique du laser
en anneau à état solide sous l’effet d’une rotation (Ω 6= 0). Après avoir mis en évidence la
présence d’un régime stationnaire unidirectionnel qui survient pour les fortes vitesses de
rotation, on s’intéresse à ce que deviennent, lorsque Ω 6= 0, les différents régimes étudiés
dans la première partie de ce chapitre.

2.2.1 Étude du régime stationnaire unidirectionnel aux fortes vitesses
de rotation

On a étudié analytiquement, dans la première partie de ce chapitre, trois régimes sta-
tionnaires pour le laser à l’arrêt : le régime d’intensité nulle (en-dessous du seuil du laser)
et les régimes unidirectionnel et bidirectionnel verrouillés en fréquence. Fait remarquable,
il existe également dans le cas du laser en anneau à état solide un régime stationnaire
dans la limite des fortes vitesses de rotation. C’est à l’étude analytique de ce régime, dont
on va voir qu’il correspond à une émission unidirectionnelle, que l’on s’intéresse dans ce
qui suit. On suppose pour cela que la condition suivante est vérifiée :

|Ω| À m, γη . (2.16)
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On cherche alors une solution du système d’équations 1.46 indépendante du temps et
pour laquelle l’un des modes est fortement atténué par rapport à l’autre, par exemple
E1/E2 ¿ 1. On obtient (équations A.125, A.126 et A.127) :

aE2
2 = 2η ; sin(Φ + θ1) = 0 ;

E1

E2

=
∣∣∣ m

2Ω

∣∣∣ . (2.17)

L’étude de stabilité de cette solution sous l’effet d’une perturbation infinitésimale, menée
dans l’annexe A.7, fait apparâıtre les fréquences caractéristiques ωr et ωr/

√
2 (comme

dans le cas du régime unidirectionnel à l’arrêt, voir partie 2.1.3), ainsi que la fréquence
Ω. La condition de stabilité de ce régime s’écrit (condition A.141) :

Ω . sin(θ1 − θ2) < 0 . (2.18)

On obtient de même la condition de stabilité suivante pour le régime opposé, correspon-
dant à E2/E1 ¿ 1 (condition A.142) :

Ω . sin(θ1 − θ2) > 0 . (2.19)

On voit donc que le régime stationnaire unidirectionnel existe et est stable dans la li-
mite d’une non-réciprocité en fréquence importante, et ceci quelle que soit la valeur des
autres paramètres du laser. Autrement dit, un laser en anneau à état solide animé d’un
mouvement de rotation devient toujours unidirectionnel au-delà d’une certaine vitesse.
De plus, lorsque l’on inverse le sens de la rotation appliquée, le sens du mode dominant
dans le laser s’inverse également. On verra plus loin dans ce mémoire (partie 4.1.1) que
les observations expérimentales sont en accord avec ces prédictions.

On tente dans ce qui suit de donner une interprétation qualitative au phénomène que
l’on vient de décrire. Dans la limite des très grandes vitesses de rotation, l’intensité des
couplages induits par la rétrodiffusion et par le réseau d’inversion de population tend
vers zéro. Dans le cas du couplage induit par la rétrodiffusion, cela est dû au fait que
le champ électrique de chaque mode n’est plus à résonance avec le mode opposé. La
force de ce couplage décrôıt comme 1/

√
1 + Ω2/m2 (voir partie 3.1.1). Dans le cas du

couplage par le réseau d’inversion de population, cela est dû au fait que les atomes du
milieu amplificateur ne peuvent plus suivre les mouvements des franges lumineuses. La
force de ce couplage décrôıt comme 1/(1 + Ω2T 2

1 ). En définitive, les différentes sources de
couplage étant quasiment réduites à zéro, le système se retrouve à la limite de stabilité
entre le régime unidirectionnel et le régime bidirectionnel (C → 1 dans le formalisme de
la constante de couplage). Toutefois, ces couplages, s’ils sont fortement atténués, ne sont
pas pour autant réduits à zéro. Au-delà d’une certaine valeur de |Ω|, c’est le couplage
par rétrodiffusion qui domine. On montre (voir annexe A.8) qu’il induit alors des pertes
différentielles entre les deux sens de propagation égales à m2 sin(θ1 − θ2)/Ω. Ce sont ces
pertes différentielles qui font basculer le système dans le régime unidirectionnel. Cela ex-
plique également le rôle des signes comparés de Ω et de θ1 − θ2 dans les conditions de
stabilité 2.18 et 2.19.

Le régime décrit ici, caractéristique des lasers en anneau à état solide, constitue un obs-
tacle majeur pour une utilisation en tant que gyrolaser à état solide. Il est donc nécessaire
de faire en sorte qu’il soit supprimé et remplacé par le régime de battement, ce qui fera
l’objet du chapitre suivant.
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2.2.2 Cas où le laser est en régime stationnaire à l’arrêt

On suppose dans ce qui suit que les paramètres du laser sont tels qu’il se trouve,
lorsque Ω = 0, dans un régime stationnaire (unidirectionnel ou bidirectionnel). On sup-
pose de plus qu’une rotation Ω 6= 0 est appliquée au dispositif.

Dans le cas où le régime à l’arrêt est bidirectionnel, on peut montrer (voir annexe A.5)
que le laser reste dans ce régime lorsqu’une rotation lui est appliquée, dans la mesure où
celle-ci n’est pas trop forte [32]. On montre (équation A.68) que, dans ce cas, la rotation
lève la dégénérescence entre les intensités des modes contrarotatifs, selon la formule :

E2
1 − E2

2

E2
1 + E2

2

=
m2 sin(θ2 − θ1)Ω

2dM2
0

, (2.20)

les paramètres d et M0 étant définis par le système d’équations 2.5. On a représenté
sur la figure 2.4 les résultats des simulations numériques donnant la valeur stationnaire
de l’intensité des modes contrarotatifs en fonction de la vitesse de rotation, et ce suc-
cessivement pour θ1 − θ2 > 0 et θ1 − θ2 < 0. Lorsque le laser est à l’arrêt, on a bien
a(E2

1 +E2
2)/2 = 2η/3, ce qui correspond au régime stationnaire bidirectionnel (voir partie

2.1.2). En présence d’une rotation, les intensités se séparent selon une pente conforme
à la prédiction théorique de l’équation 2.20, qui donne a(E2

1 − E2
2) = 0, 016Ω (où Ω est

exprimée en 106 rad.s−1). Enfin, on observe que le sens de propagation qui domine dépend
bien des signes comparés de Ω et de θ1− θ2. L’étude numérique de la différence de phase,
non présentée ici, fait apparâıtre que celle-ci est indépendante du temps quelle que soit
la valeur de Ω, ce qui semble indiquer que le laser, lorsqu’il est en régime stationnaire
bidirectionnel à Ω = 0, reste dans un régime stationnaire quelle que soit la valeur de Ω.
Lorsque |Ω| est suffisamment élevé, le laser se place dans le régime stationnaire unidirec-
tionnel décrit précédemment (voir partie 2.2.1).

Dans le cas où le régime à l’arrêt est unidirectionnel, il apparâıt au vu des simulations
numériques que ce régime demeure quelle que soit la rotation appliquée. Cette dernière
n’a pour effet que de briser la symétrie entre les deux sens de propagation, comme on
peut le voir sur la figure 2.5 : lorsque le laser est à l’arrêt, les deux modes dominent de
façon équiprobable, tandis qu’en présence d’une rotation, c’est toujours le même mode qui
domine, ce mode étant déterminé par les signes respectifs de Ω et de θ1−θ2. Le laser passe
donc directement du régime stationnaire unidirectionnel à l’arrêt au régime stationnaire
unidirectionnel en rotation.

2.2.3 Cas où le laser est dans le régime d’automodulation à l’arrêt

Supposons maintenant que les paramètres du laser soient tels que, lorsque Ω = 0,
celui-ci se trouve dans le régime d’automodulation décrit dans la partie 2.1.4. Dans ce
cas, une étude analytique du laser en rotation est possible lorsque ν =

√
m2 + Ω2 À γη

et lorsque |θ1 − θ2| ¿ 1 [33]. Les conclusions de cette étude, menée dans l’annexe A.9 et
dont les résultats sont présentés ici, peuvent être prolongées numériquement au-delà du
domaine de validité du calcul analytique.
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Figure 2.4 – Valeur stationnaire des intensités des modes contrarotatifs en fonction de
la non-réciprocité en fréquence Ω. Ces valeurs sont issues de l’intégration numérique du
système d’équations du laser, avec un pas temporel de 0,05 µs. Les paramètres utilisés sont
γ = 50.106 s−1, m = 4.106 rad.s−1, θ1−θ2 = ±5π/6 et η = 0, 1. En particulier, la condition
de stabilité du régime d’onde stationnaire 2.6 est vérifiée, avec d ' −2, 2.106 rad.s−1. La
dépendance linéaire de a(E2

1 − E2
2) en fonction de Ω mesurée sur cette figure autour de

Ω = 0 donne aX = 0, 014Ω, où Ω est exprimée en 106 rad.s−1. Cette dépendance est en
bon accord avec la théorie (voir texte).

Figure 2.5 – Valeur stationnaire des intensités des modes contrarotatifs pour 100 tirages
successifs identiques, et ceci pour différentes valeurs de Ω et de θ1 − θ2. On observe
qu’à l’arrêt, les deux modes peuvent exister indifféremment, tandis qu’en rotation, c’est
toujours le même mode qui domine, et ce en fonction du signe de Ω et de θ1 − θ2. Ces
valeurs sont issues de l’intégration numérique du système d’équations du laser, avec un pas
temporel de 0,05 µs. Les paramètres utilisés sont γ = 6.106 s−1, m = 0, 043.106 rad.s−1

et η = 0, 1. En particulier, ces paramètres vérifient la condition de stabilité du régime
unidirectionnel 2.9.
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Les intensités des modes contrarotatifs s’écrivent, pour le régime permanent étudié ici
(équation A.170) :

aE2
1,2 =

aB

2
+ (−1)1,2

[
ε
2Ω|δθ|

γ′
+

m

2ν
aA sin(νt + ϕ)

]
. (2.21)

où A et B sont des fonctions lentement variables par rapport à la fréquence ν/(2π) et
dont la valeur stationnaire est donnée par (équation A.168) :





a
√

B2 − A2 =
4ν|δθ|

γ′
,

aB

2
= η + 1− γ

γ′
.

(2.22)

On montre également dans l’annexe A.9 que la dérivée de la différence de phase, qui est
une fonction du temps de période 2π/ν, a une valeur moyenne temporelle nulle lorsque
l’inégalité suivante est vérifiée (condition A.187) :

√
1− A2

B2
>
|Ω|
ν

, ce qui se réécrit
|Ω|

m2 + Ω2
<

4|δθ|
γ′aB

. (2.23)

Dans le cas contraire, la valeur moyenne temporelle de la différence de phase est donnée
par < Φ̇ >= sign(Ω)ν, ce qui correspond à un battement entre les modes contrarotatifs à
la fréquence ν.

Lorsque 8m|δθ| > γ′aB, la condition 2.23 est réalisée quelle que soit la valeur de
Ω, ce qui correspond à une fréquence de battement égale à zéro. Dans le cas opposé
(8m|δθ| < γ′aB), on distingue trois zones de fonctionnement, selon la valeur de Ω :

– la zone I, définie par |Ω| < Ω1 (la vitesse critique Ω1 étant définie par l’équation
2.24), correspond à une émission quasiment bidirectionnelle avec une fréquence de
battement nulle ; cette zone joue le même rôle que la zone aveugle du gyrolaser à
hélium-néon (bien que son origine physique soit différente) ;

– la zone II, définie par Ω1 < |Ω| < Ω2 (la vitesse critique Ω2 étant également
définie par l’équation 2.24), correspond à une zone de battement à la fréquence
ν = ±√m2 + Ω2 (le signe de ν étant déterminé par celui de Ω) ; on constate sur
l’expression de ν que, dans ce régime, la non-linéarité de la réponse en fréquence est
principalement due au couplage par rétrodiffusion ;

– la zone III, définie par |Ω| > Ω2, correspond à une émission quasiment unidirection-
nelle avec une fréquence de battement nulle.

Les vitesses de rotation critiques Ω1 et Ω2 sont données par :

Ω1,2 =
γ′aB

8|δθ| + (−1)2,1 1

2

√(
γ′aB

4|δθ|
)2

− 4m2 , (2.24)
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I II III

Figure 2.6 – Intensité des modes contrarotatifs et fréquence de battement d’un laser
en anneau à état solide en fonction de la non-réciprocité en fréquence Ω qui lui est ap-
pliquée. Ces courbes sont issues de l’intégration numérique des équations du laser, avec les
paramètres suivants : γ = 2.106s−1, m = 1.106 rad.s−1, θ1− θ2 = π/78 et η = 0, 1. Ces pa-
ramètres sont identiques à ceux utilisés pour l’étude du régime d’automodulation à l’arrêt
(figure 2.2). Le pas d’intégration utilisé est de 3 ns, entre 0 et 7 ms. Les valeurs moyennes
des intensités et la pente de la différence de phase sont calculées entre 5 ms et 7 ms, ce qui
laisse le temps au système de démarrer et de se stabiliser. Les trois zones décrites dans le
texte apparaissent clairement sur ces courbes. Avec les paramètres utilisés ici, l’équation
2.24 prédit les valeurs suivantes : Ω1 = 0, 24.106 rad.s−1 et Ω2 = 4, 2.106 rad.s−1, ce qui
est en bon accord avec les valeurs observées ci-dessus.

où l’on rappelle la définition suivante : γ′ = γ −m|δθ|.

On a représenté sur la figure 2.6 des courbes issues des simulations numériques mon-
trant la valeur des intensités des modes contrarotatifs et de la fréquence de battement
en fonction de Ω. Les trois zones mentionnées ci-dessus apparaissent clairement sur ces
courbes, les valeurs de Ω1 et Ω2 observées étant en bon accord avec l’équation 2.24.

Des simulations numériques non présentées ici montrent que le comportement décrit
précédemment reste qualitativement valable (en particulier la présence des trois zones)
même lorsque les conditions ν À γη et |δθ| ¿ 1 ne sont plus vérifiées. En revanche, les
valeurs critiques de Ω marquant la limite entre les différentes zones ne sont plus données
par l’équation 2.24. Ces simulations numériques permettent également de prouver la sta-
bilité du régime d’automodulation avec les paramètres utilisés, ce qui n’a pas été effectué
analytiquement dans le cadre de cette étude.

Lorsque les paramètres du laser en anneau à état solide sont tels qu’il fonctionne dans
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la zone II décrite précédemment, il est sensible à la rotation et peut en principe être utilisé
en tant que gyrolaser, avec toutefois les inconvénients suivants :

– la taille de la zone I (qui correspond à une zone d’absence de battement centrée
sur Ω = 0) est, avec les paramètres typiques du laser en anneau à état solide, très
supérieure à la taille typique de la zone aveugle sur un gyrolaser à helium-néon, ce
qui présage de mauvaises performances inertielles ; toutefois, on peut imaginer de
réduire la taille de cette zone en changeant certains des paramètres du laser, ce qui
fait que ce premier obstacle n’a a priori rien de fondamental ;

– la réponse en fréquence, donnée par | < Φ̇ > | =
√

m2 + Ω2, est on l’a vu affectée
d’une non-linéarité d’autant plus forte que la rotation appliquée au système Ω est
proche de 0 ; cela signifie que, même si l’on arrivait à supprimer totalement de la
zone I au profit de la zone II, le dispositif serait toujours insensible à la rotation
autour de 0 car la pente de la réponse en fréquence y est nulle ou quasiment nulle
(au lieu d’être égale ou proche du facteur d’échelle) ; cela constitue un obstacle, cer-
tainement plus fondamental que le précédent, à l’utilisation en tant que gyrolaser
d’un simple laser en anneau à état solide ;

– enfin, un troisième obstacle est constitué par le comportement du laser aux fortes
vitesses de rotation, c’est-à-dire dans la zone III ; en effet, le signal de battement dis-
parâıt dans cette zone, ce qui restreint l’utilisation du dispositif à la zone |Ω| < Ω2,
ce qui n’est pas acceptable pour un gyrolaser ; ce dernier obstacle est certainement
le plus important des trois, et doit absolument être contourné, ce qui fait l’objet du
prochain chapitre.

À ces objections d’ordre théorique s’ajoute une remarque expérimentale qui est que la zone
II est observée en pratique sur une plage de vitesse de rotation de taille très inférieure à
ce qui est prévu par la théorie présentée ici. Tout cela nous amène à conclure que le laser
en anneau à état solide est a priori un moins bon candidat que son homologue gazeux
pour être utilisé en tant que gyrolaser, ce qui explique probablement l’absence de tels
dispositifs sur le marché de la navigation inertielle. Nous étudierons dans la suite de ce
mémoire un certain nombre de pistes destinées à contourner les différents obstacles que
nous venons d’énumérer.

2.3 Conclusion

On a tenté de donner dans ce chapitre un aperçu de la riche dynamique du laser en an-
neau à état solide, dans le cadre du modèle semi-classique introduit au chapitre précédent.
Le comportement obtenu est totalement différent de celui du gyrolaser à hélium-néon. Il
est régi notamment par les couplages entre modes liés à la rétrodiffusion et au réseau
d’inversion de population. Lorsque le laser est à l’arrêt, on a vu que trois régimes de
fonctionnement étaient possibles au-dessus du seuil, à savoir un régime stationnaire uni-
directionnel, un régime d’automodulation et un régime stationnaire bidirectionnel. Dans
la limite des grandes vitesses de rotation, ces trois régimes se transforment en un régime
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stationnaire unidirectionnel, dont le sens d’émission dépend du sens de rotation. Pour
des valeurs intermédiaires de la vitesse de rotation, le régime d’automodulation qui existe
lorsque Ω = 0 est susceptible de se transformer en régime de battement, mais les ca-
ractéristiques d’un tel régime (taille de la zone morte, non-linéarité de la réponse en
fréquence et surtout disparition du battement aux fortes vitesses de rotation) ne per-
mettent pas d’envisager une utilisation en tant que gyrolaser à moins que des précautions
particulières ne soient prises pour obtenir un régime de battement aux grandes vitesses
de rotation, ce qui fait l’objet du chapitre suivant.

On a essayé, autant que possible, d’accompagner les résultats analytiques présentés
dans ce chapitre de simulations numériques. Dans la totalité des cas, l’adéquation obtenue
entre les deux approches est très bonne dans la limite de validité des calculs effectués,
ce qui constitue une validation simultanée de notre étude analytique et de notre étude
numérique. En particulier, cela permet de conforter les prédictions du modèle numérique
lorsque les paramètres du laser sont tels qu’il n’est pas possible d’effectuer un calcul
analytique. Cette validation de notre modèle numérique, qui constitue un outil précieux
à différents stades de l’étude du gyrolaser à état solide, est l’un des résultats importants
de ce chapitre.





Chapitre 3

Étude théorique de la stabilisation du
régime de battement

O
n a vu au chapitre précédent que, lorsqu’il était en rotation, le laser en anneau à
état solide avait tendance à devenir unidirectionnel. On s’intéresse dans ce chapitre
à une méthode permettant d’inverser cette tendance, et d’assurer un fonctionne-

ment en régime de battement aux fortes vitesses de rotation. L’idée [37,38] consiste à agir
sur les pertes subies par les modes contrarotatifs, en faisant en sorte que le mode le plus
intense subisse les pertes les plus fortes.

Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la première, on s’intéresse à la dynamique
du laser en anneau à état solide en présence de pertes différentielles proportionnelles à
la différence d’intensité entre les modes. On montre en particulier que la présence de ces
pertes différentielles permet de transformer le régime unidirectionnel en un régime de bat-
tement aux fortes vitesses de rotation. Dans la seconde partie de ce chapitre, on s’intéresse
aux possibilités concrètes de générer de telles pertes différentielles en agissant sur les états
de polarisation des champs. On propose en particulier une solution originale [107] permet-
tant de stabiliser le régime de battement sans introduire d’élément supplémentaire dans
la cavité laser.

3.1 Dynamique du laser en présence d’un dispositif sta-
bilisateur

On suppose dans ce qui suit que le laser en anneau est doté d’un dispositif stabilisateur,
ce dernier induisant une différence entre les taux de pertes des modes contrarotatifs donnée
par :

γ1 − γ2 = K(aE2
1 − aE2

2) . (3.1)

Le coefficient K est supposé positif, de telle sorte que le mode le plus fort subisse les pertes
les plus importantes. On ne s’intéresse pas pour l’instant aux moyens concrets permettant
d’induire des pertes de la forme 3.1, cela faisant l’objet de la seconde partie de ce chapitre.
On s’intéresse plutôt dans ce qui suit à la dynamique du laser en anneau à état solide
en présence de ce dispositif stabilisateur, et plus particulièrement à l’étude du régime
de battement aux grandes vitesses de rotation. Ce dernier étant un régime permanent,
on va d’abord établir les équations d’évolution des grandeurs lentement variables avant
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de procéder à l’étude de l’existence et de la stabilité des solutions stationnaires de ces
équations. Les détails des calculs menant aux résultats présentés ici peuvent être trouvés
dans l’annexe A.10.

3.1.1 Établissement des équations d’évolution des grandeurs lente-
ment variables

On fait dans ce qui suit l’hypothèse des grandes non-réciprocités en fréquence, ce qui
se traduit par |Ω| À γη, m. On s’intéresse à l’étude d’un régime de battement, c’est-à-
dire un régime pour lequel les intensités des modes contrarotatifs sont quasiment égales,
tandis que la valeur de la fréquence (angulaire) de battement est proche de Ω. On fait de
plus l’hypothèse que le laser a atteint un régime permanent, pour lequel les intensités des
modes et la différence de phase sont modulées à la fréquence angulaire Ω. Les variables
somme des intensités (Y = E2

1 + E2
2) et différence des intensités (X = E2

1 − E2
2) peuvent

donc se mettre sous la forme :

X = C + xM et Y = B + yM , (3.2)

où les termes C et B sont des fonctions lentement variables du temps (par rapport à la
période de battement 2π/|Ω|) tandis que xM et yM oscillent à la fréquence angulaire Ω.
On a de plus les inégalités suivante :

|C|
B

¿ 1 ,
|xM |
B

¿ 1 et
|yM |
B

¿ 1 , (3.3)

qui traduisent le fait que les intensités des modes contrarotatifs sont, dans ce régime, à
peu près égales et faiblement modulées. De même, la différence de phase Φ = ϕ1 − ϕ2

s’écrit :
Φ = Ωt + F + ΦM , (3.4)

où F , qui va être à l’origine de la non-linéarité de la réponse en fréquence, est une fonc-
tion lentement variable par rapport au temps caractéristique 2π/|Ω|, tandis que ΦM , qui
traduit les (faibles) modulations temporelles de la différence de phase, est une fonction
oscillant à la fréquence angulaire Ω et petite devant 1.

En ne gardant que les termes d’ordre dominant, on obtient les expressions suivantes
pour la valeur moyenne N0 et l’harmonique spatiale N1 de la densité d’inversion de po-
pulation (équations A.192 et A.196) :

N0 = WT1 − aB

2
Nseuil et N1 = −aBNseuil

4

1 + iΩT1

1 + Ω2T 2
1

e−iΩt . (3.5)

Par ailleurs, les fonctions xM , yM et ΦM , qui décrivent les modulations temporelles des
variables X, Y et Φ, peuvent être calculées en fonction des paramètres du laser en régime
permanent (voir annexe A.10, et plus particulièrement le système d’équations A.198). Leur
expression permet en retour d’établir les équations suivantes pour les grandeurs lentement
variables B et C (système d’équations A.200) :





Ḃ =
Cm2 sin (θ1 − θ2)

4Ω
− γ′aB2

4

1

1 + Ω2T 2
1

−B

(
γ − σl

T
N0

)
− aKC2

2
,

Ċ =
Bm2 sin (θ1 − θ2)

2Ω
− C

(
γ − σl

T
N0

)
− aKBC

2
,

(3.6)
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où l’on a posé d = γ−σlN0/T . On montre (voir équation A.202) que 1/d, qui est le temps
caractéristique de variation de B et C, est grand devant 1/γη. Cela prouve a posteriori,
en utilisant l’inégalité γη ¿ |Ω|, que les grandeurs B et C sont bien lentement variables
par rapport à |Ω|.

3.1.2 Existence du régime de battement

Une solution stationnaire du système d’équations 3.6 est donnée (équation A.204) par :

C

B
=

m2 sin(θ1 − θ2)

Ω

(
2Kη − γη

1 + Ω2T 2
1

)−1

. (3.7)

Supposons dans un premier temps que le dispositif stabilisateur est désactivé, c’est-à-dire
K = 0. En tenant par ailleurs compte de l’hypothèse |Ω| À γη qui implique en particulier,
avec les ordres de grandeur typique d’un laser Nd-YAG, |Ω|T1 À 1, l’expression 3.7 se
réécrit :

C

B
' −m2 sin(θ1 − θ2)T

2
1

γη
Ω . (3.8)

On constate que la quantité C/B diverge linéairement avec Ω, ce qui est incompatible
avec l’hypothèse initiale |C/B| ¿ 1. Le traitement effectué ici n’est donc dans ce cas pas
auto-consistant, ce qui signifie en d’autres termes que la solution étudiée (régime de batte-
ment) n’existe pas en l’absence du dispositif stabilisateur. Cette conclusion est compatible
avec celles du chapitre précédent, en particulier avec le fait que le laser atteint toujours
un régime stationnaire unidirectionnel dans la limite des grandes vitesses de rotation.

Remarque : il est intéressant, avant de poursuivre, de considérer l’existence du régime
de battement étudié dans ce chapitre dans le cas où le temps de vie du niveau excité est
très faible, ce qui se traduit par :

γη, m ¿ |Ω| ¿ 1

T1

. (3.9)

En pratique, cette situation pourrait correspondre à certains lasers à gaz ou à semi-
conducteur. En supposant, comme précédemment, l’absence de dispositif stabilisateur
(K = 0), on peut alors écrire l’expression 3.7 sous la forme :

C

B
= −m2 sin(θ1 − θ2)

γηΩ
. (3.10)

On constate sur l’expression 3.10 que la quantité |C/B| tend vers 0 dans la limite |Ω| → ∞,
ce qui valide l’hypothèse initiale |C/B| ¿ 1. On peut donc conclure à l’existence du régime
de battement dans le cas des lasers ayant des temps de vie très courts, contrairement au
cas du laser Nd-YAG, décrit précédemment. Ce résultat peut s’interpréter en terme de
génération d’harmoniques dans le domaine temporel : lorsque le temps de vie T1 est
très court, le réseau d’inversion de population suit adiabatiquement les mouvements des
franges lumineuses issues de l’interférence entre les modes contrarotatifs. Il en résulte une
modulation du gain à la fréquence Ω, qui se traduit en retour, pour les modes contra-
rotatifs, par la génération de bandes latérales aux fréquences ±Ω. Ce sont ces bandes
latérales qui, en réinjectant une partie de l’intensité de chacun des modes contrarotatifs
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dans l’autre, permettent l’existence du régime de battement étudié ici. En conclusion de
cette digression, on note que les lasers pour lesquels le temps de vie du niveau excité est
court, comme par exemple les lasers à semi-conducteurs, semblent être de bons candidats
pour un fonctionnement en tant que gyrolaser 1.

On revient au cas du laser Nd-YAG, pour lequel nous avons |Ω|T1 À 1. On suppose
maintenant que le dispositif stabilisateur est activé, c’est-à-dire K 6= 0. L’expression 3.7
s’écrit alors :

C

B
=

m2 sin(θ1 − θ2)

2KηΩ
. (3.11)

On constate sur l’expression 3.11 que la quantité |C/B| tend vers 0 dans la limite |Ω| → ∞,
ce qui valide l’hypothèse initiale |C/B| ¿ 1. La présence du dispositif stabilisateur permet
donc l’existence du régime de battement aux fortes vitesses de rotation dans le cas du
laser en anneau à Nd-YAG. On va maintenant s’intéresser à la stabilité de ce régime.

3.1.3 Stabilité du régime de battement

L’étude de la stabilité du régime de battement sous l’effet d’une petite perturbation
est présentée dans l’annexe A.10. Elle montre que la fréquence angulaire de relaxation,
définie on le rappelle par :

fr =
ωr

2π
=

1

2π

√
γη

T1

, (3.12)

est présente dans le spectre de bruit du laser (équation A.213). Elle prédit également
que le régime de battement est stable lorsque la condition suivante (condition A.216) est
vérifiée :

K >
γ/2

1 + Ω2T 2
1

. (3.13)

Cette condition de stabilité inspire les remarques suivantes :

– tout d’abord, on constate que le régime de battement ne peut pas être stable pour
les valeurs négatives de K ; cela confirme le fait que, pour bénéficier d’un effet de
stabilisation du régime de battement, il faut nécessairement infliger les pertes les
plus fortes au mode dont l’intensité est la plus forte, et non pas l’inverse ;

– une interprétation physique possible de la condition de stabilité 3.13, illustrée sur
la figure 3.1, est que le dispositif stabilisateur ne sera efficace que lorsque sa force
(représentée par le terme 2Kη) sera supérieure à la force déstabilisatrice du réseau
d’inversion de population (représentée par le terme γη/(1 + Ω2T 2

1 )) ;

– en particulier, il est remarquable de noter que, quelle que soit la valeur de K > 0,
il existe toujours une valeur de |Ω| au-delà de laquelle la stabilité du régime de
battement est assurée ; cette remarque se vérifie en pratique, puisque l’on constate
expérimentalement qu’en présence du dispositif stabilisateur, le régime de battement

1Il faut toutefois garder à l’esprit que si la présence du réseau assure dans ce cas l’existence du régime
de battement, le problème de la stabilité de ce dernier demeure.
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est d’autant plus facile à obtenir que la non-réciprocité en fréquence est élevée.

L’efficacité du dispositif stabilisateur étudié dans ce chapitre est illustrée numériquement
sur la figure 3.2. On constate en particulier que celui-ci permet d’obtenir un battement
aux fortes vitesses de rotation (la zone III est remplacée par une zone de battement qui
prolonge la zone II). En revanche, on n’observe pas ou peu d’effet aux faibles vitesses
de rotation (la zone I ne semble pas affectée par ce dispositif). Le problème de l’absence
de battement aux faibles vitesses de rotation fait l’objet d’une partie de la suite de ce
mémoire (notamment les chapitres 5 et 6).

3.1.4 Non-linéarité de la réponse en fréquence

La fonction F , définie par l’équation 3.4 et lentement variable par rapport à la fréquence
angulaire |Ω|, obéit à l’équation moyennée suivante (voir annexe A.10, expression A.221) :

< Ḟ >=
m2 cos(θ1 − θ2)

2Ω
+

γη

2ΩT1

. (3.14)

La fréquence de battement, définie on le rappelle comme la moyenne temporelle de Φ̇, est
donc donnée par l’expression suivante :

< Φ̇ >= Ω +
m2 cos(θ1 − θ2)

2Ω
+

γη

2ΩT1

, (3.15)

cette formule n’étant valable, on le rappelle, que dans la limite où les deux termes de
droite sont très inférieurs à |Ω|. Il apparâıt sur l’équation 3.15 que la réponse en fréquence
du gyrolaser à état solide dans le régime de battement étudié ici est le fruit de trois
contributions distinctes :

– la première correspond à ce que serait la fréquence de battement si le gyrolaser était
idéal, c’est-à-dire en l’absence de couplage entre les modes contrarotatifs ; on aurait
alors simplement < Φ̇ >= Ω ;

– la seconde est due au couplage par rétrodiffusion ; son influence sur la réponse en
fréquence du gyrolaser à état solide est la même que dans le cas du gyrolaser à
hélium-néon ; cet effet rappelle celui qui se produit pour des oscillateurs classiques,
par exemple des pendules, qui voient leurs fréquences d’oscillation modifiées par la
présence d’un éventuel couplage (par exemple induit par un ressort) 2 ;

– la troisième contribution, spécifique au gyrolaser à état solide, est liée au réseau
d’inversion de population ; ce dernier, qui agit comme un filtre passe-bas en raison
du temps de réponse important de l’inversion de population, possède en particulier
un comportement dispersif qui entrâıne un décalage en fréquence supplémentaire
entre les modes contrarotatifs ; il est notamment intéressant de remarquer (voir
annexe A.10.4) que ce décalage en fréquence disparâıt dans la limite |Ω|T1 ¿ 1,
c’est-à-dire lorsque le réseau n’agit plus comme un filtre mais comme un système

2Dans la limite d’un couplage très fort, les pendules vont adopter une fréquence d’oscillation commune
même si leurs fréquences propres sont différentes, ce qui est l’analogue mécanique du phénomène de zone
aveugle.
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Figure 3.1 – Forces comparées du couplage induit par le réseau d’inversion de population
et du dispositif stabilisateur pour un jeu de paramètres arbitraires du laser. On voit
qu’au-delà d’une certaine vitesse de rotation, le dispositif stabilisateur finit toujours par
l’emporter sur le réseau d’inversion de population.

Figure 3.2 – Valeur moyenne de l’intensité des modes contrarotatifs et de la fréquence de
battement en fonction de la non-réciprocité en fréquence Ω. La colonne de gauche corres-
pond à l’absence de dispositif stabilisateur (K = 0), tandis que la colonne de droite corres-
pond à K = 106 s−1. Ces courbes sont issues de l’intégration numérique des équations du
laser, avec les paramètres suivants : γ = 2.106 s−1, m = 0, 2.106 rad.s−1, θ1− θ2 = π/10 et
η = 0, 1. Le pas d’intégration utilisé est de 0,1 µs, entre 0 et 10 ms. Les valeurs moyennes
des intensités et la pente de la différence de phase sont calculées entre 8 ms et 10 ms.
L’effet du dispositif stabilisateur apparâıt clairement pour les grandes vitesses de rotation
(qui correspondent à la zone III décrite dans la partie 2.2.3).
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Figure 3.3 – Courbes de réponse en fréquence habituellement associées au gyrolaser à
hélium-néon et au gyrolaser à état solide (voir texte). La première est incurvée vers le
bas par rapport à la réponse en fréquence idéale, tandis que la seconde est incurvée vers
le haut. Ces courbes qualitatives ne tiennent en particulier pas compte de la différence
d’ordre de grandeur entre les coefficients de rétrodiffusion des deux types de dispositifs.

de bande passante infinie ; l’effet décrit ici, directement proportionnel au taux de
pompage η, est néfaste pour une utilisation en tant que gyrolaser car il dégrade les
performances inertielles.

Réponse en fréquence incurvée vers le haut ou vers le bas ?

La réponse en fréquence du gyrolaser à hélium-néon est habituellement associée à une
courbe de la forme < Φ̇ >=

√
Ω2 − Ω2

L [18], où le paramètre ΩL dépend des coefficients
de rétrodiffusion (équation 1.83) et détermine la taille de la zone aveugle. La forme ca-
ractéristique d’une telle courbe est représentée sur la figure 3.3. On voit en particulier
que la sortie de la zone aveugle est progressive, et que la courbe tend vers son asymptote
(qui n’est autre que la droite de réponse idéale < Φ̇ >= Ω) par le bas. La réponse en
fréquence du gyrolaser à état solide est très différente, aussi bien au vu des observations
numériques (voir par exemple figure 3.2) qu’expérimentales (voir par exemple figure 4.12).
On a représenté sa forme caractéristique sur la figure 3.3. La courbe obtenue est incurvée
vers le haut et tend vers l’asymptote < Φ̇ >= Ω par valeurs supérieures. De plus, la
disparition du signal de battement lorsque Ω se rapproche de 0 est abrupte, et non pas
progressive comme c’est le cas pour le gyrolaser à hélium-néon.

Les remarques suivantes ont pour but d’éclairer le lecteur sur l’origine de ces différences :

– la réponse en fréquence du gyrolaser présentée ici est obtenue à partir de l’équation
d’Adler pour la différence de phase < Φ̇ >= Ω−ΩL sin(Φ+β) [18] ; or cette équation
n’est valable que dans l’hypothèse où l’on néglige les modulations temporelles de
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l’intensité des modes contrarotatifs induites par la rétrodiffusion (winking), ce qui
est légitime aux alentours de la zone aveugle, mais pas pour des vitesses de rotation
importantes ;

– dans le cas plus réaliste où l’on prend en compte ces modulations, on obtient,
dans la limite des grandes non-réciprocités en fréquence, l’expression < Φ̇ >=
Ω + m2 cos(θ1 − θ2)/(2Ω), qui est compatible avec l’équation 3.15 ; on montre (voir
annexe) que cette expression est le résultat de deux contributions distinctes ; la
première est due au déplacement d’Adler et correspond au développement limité de√

Ω2 − Ω2
L, tandis que la seconde est due aux modulations d’intensité ; ce résultat

est tout aussi valable dans le cas de l’état solide que dans celui de l’hélium-néon ;
en particulier, l’expression < Φ̇ >=

√
Ω2 − Ω2

L, qui est une bonne approxima-
tion autour de la zone aveugle du gyrolaser à hélium-néon, cesse d’être valable
dans la limite des grandes vitesses de rotation pour laisser place à l’expression
< Φ̇ >= Ω + m2 cos(θ1 − θ2)/(2Ω) ; rien n’interdit donc à la courbe de réponse
en fréquence du gyrolaser à hélium-néon de se situer au-dessus de son asymptote,
contrairement à ce qui est souvent sous-entendu dans la littérature ;

– le décalage en fréquence induit par le réseau d’inversion de population est quant à
lui toujours positif ; ce décalage étant la plupart du temps dominant par rapport au
décalage induit par la rétrodiffusion, la courbe de réponse en fréquence du gyrolaser
à état solide se situe la plupart du temps au-dessus de son asymptote, conformément
à la figure 3.3 ;

– enfin, la différence de comportement lors de la disparition du régime de battement
aux faibles vitesses de rotation tient au fait que, dans le cas du gyrolaser à état
solide, le réseau d’inversion de population joue un rôle prépondérant, contrairement
au cas du gyrolaser à hélium-néon (pour lequel seul le couplage par rétrodiffusion
est présent).

3.1.5 Conclusion

On a montré, dans la première partie de ce chapitre, qu’il est possible de transformer
le régime unidirectionnel, qui survient pour le laser en anneau à état solide aux fortes
vitesses de rotation, en un régime de battement propice à une utilisation en tant que
gyrolaser, et ceci grâce à l’utilisation d’un dispositif stabilisateur, qui consiste à infliger à
chacun des modes contrarotatifs des pertes d’autant plus importantes que l’intensité du
mode en question est forte.

On s’est ensuite intéressé à la réponse en fréquence du gyrolaser à état solide ainsi
obtenu. Il apparâıt un comportement très différent de celui du gyrolaser à hélium-néon, en
particulier en raison de l’influence du réseau d’inversion de population sur la réponse en
fréquence. C’est ce dernier qui est en particulier responsable de la forme typique “incurvée
vers le haut” de la courbe de réponse en fréquence du gyrolaser à état solide.
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On s’intéresse maintenant, dans le cadre de la deuxième partie de ce chapitre, aux
possibilités de mettre en œuvre de façon concrète le dispositif stabilisateur dont les effets
ont été étudiés dans la première partie.

3.2 Génération de pertes différentielles par action sur la
polarisation

Le dispositif stabilisateur décrit dans la première moitié de ce chapitre est un dispositif
qui consiste à induire une différence de pertes entre les modes contrarotatifs du laser en
anneau, selon l’expression 3.1, que l’on rappelle ici :

γ1 − γ2 = K(aE2
1 − aE2

2) . (3.16)

Afin de mettre en œuvre un tel dispositif, on se propose de mesurer à l’aide de deux
photodiodes les intensités aE2

1 et aE2
2 , puis d’infliger au laser, à l’aide d’une boucle de

contre-réaction électronique, des pertes différentielles proportionnelles à la différence des
intensités mesurées [37, 38]. On est donc ramené au problème de la génération de pertes
différentielles contrôlables dans le laser en anneau. On a choisi de générer ces pertes en
agissant sur les états de polarisation des champs. On suppose que l’on dispose pour cela
des quatre classes d’éléments optiques suivantes : les rotateurs réciproques, les lames
biréfringentes, les éléments polarisants et les rotateurs Faraday. Après avoir présenté
brièvement le formalisme matriciel utilisé pour décrire les effets de ces différents éléments,
nous montrerons qu’il est nécessaire, pour atteindre le but que l’on s’est fixé, d’utiliser au
moins trois éléments, parmi lesquels un élément polarisant et un rotateur Faraday. Nous
conclurons en proposant trois configurations distinctes permettant d’induire effectivement
des pertes dépendantes du sens de propagation en agissant sur la polarisation.

3.2.1 Formalisme des matrices de Jones

On présente dans ce qui suit le formalisme introduit par R. Jones en 1941 [108],
qui consiste à décrire chaque élément optique comme une matrice (appelée matrice de
Jones) agissant sur le vecteur champ électrique (parfois appelé dans ce contexte vecteur
de Jones). Ce dernier étant toujours perpendiculaire à la direction de propagation, tout
se passe dans le plan transverse et les matrices sont donc de taille 2×2. Un ensemble
constitué de plusieurs éléments optiques successifs sera décrit par le produit des matrices
de Jones des différents éléments. La matrice de Jones d’un élément optique dépend a
priori de la base utilisée ainsi que du sens dans lequel l’onde électromagnétique traverse
cet élément.

Choix de base et sens de propagation

Pour un sens de propagation donné, le choix de la base orthonormée utilisée pour
décrire le plan transverse est en général déterminé par la géométrie de la configuration
considérée (il sera par exemple avantageux de prendre comme vecteur de base l’axe d’un
polariseur ou d’une lame d’onde). Lorsque les deux sens de propagation sont envisagés
simultanément, comme dans le cas du laser en anneau, deux options sont envisageables :
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– soit on impose à la base utilisée de former un trièdre direct avec le vecteur d’onde
du champ électromagnétique quel que soit le sens de propagation, et dans ce cas la
base utilisée dépendra du sens de propagation ; avec ce choix, un état de polarisation
circulaire aura la même matrice de Jones dans les deux sens de propagation, mais
pas un état de polarisation rectiligne ;

– soit on fait le choix d’une base indépendante du sens de propagation, et dans ce
cas il existera un sens de propagation pour lequel la base utilisée ne formera pas un
trièdre direct avec le vecteur d’onde du champ électromagnétique ; ce choix permet
de représenter un état de polarisation rectiligne par le même vecteur de Jones quel
que soit son sens de propagation, mais pas un état de polarisation circulaire.

Dans ce qui suit, on utilisera la seconde convention. Un état de polarisation linéaire
aura donc le même vecteur de Jones quel que soit son sens de propagation, tandis qu’un
état de polarisation circulaire aura un vecteur de Jones différent selon son sens de propa-
gation. À titre d’exemple, un état de polarisation circulaire gauche s’écrira avec ce choix
(1,−i) s’il se propage dans le sens CW et (1, i) s’il se propage dans le sens CCW.

Matrices de Jones des éléments optiques considérés

Nous allons maintenant nous intéresser aux quatre types d’éléments optiques cités
plus haut, en explicitant notamment, en fonction des paramètres caractéristiques, les
matrices de Jones qui leur correspondent. Signalons avant de poursuivre plus avant que
l’on ne tiendra pas compte des éventuels facteurs de phase communs aux deux sens de
propagation, afin de simplifier et/ou de rendre symétriques les écritures. La prise en
compte de ces facteurs de phase n’induit qu’une faible variation de la longueur optique
totale, sans conséquence sur la dynamique du laser.

Rotateur réciproque Une rotation du plan de polarisation du champ est dite “réciproque”
lorsque ses effets se compensent après un aller-retour. Certains éléments optiques possèdent
la propriété d’induire une telle rotation (on parle d’activité optique naturelle). L’origine
d’une telle activité est microscopique (voir par exemple [109]) : elle est due soit à une
dissymétrie moléculaire (comme dans le cas de la solution d’acide tartrique, à laquelle
s’intéressa Pasteur pour étudier l’activité optique [110]), soit à une dissymétrie cristalline
(comme dans le cas des cristaux de quartz).

La matrice de Jones d’un rotateur optique naturel parcouru dans le sens CW, que l’on
notera RR CW, peut s’écrire avec nos conventions :

RR CW =

(
cos α sin α
− sin α cos α

)
= R(α) . (3.17)

Lorsque le même rotateur est parcouru dans le sens opposé, sa matrice de Jones s’écrit :

RR CCW =

(
cos α − sin α
sin α cos α

)
= R(−α) . (3.18)

La valeur de l’angle α dépend du pouvoir rotatoire du matériau considéré et de l’épaisseur
de milieu traversée. L’identité matricielle R(α).R(−α) = I (où I est la matrice identité)
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Figure 3.4 – Deux exemples de cavités non planaires induisant une rotation réciproque
du plan de polarisation du champ électromagnétique qui les parcourt. Dans le cas de la
configuration de gauche, l’angle de rotation après un tour est égal à π/2. Dans le cas de la
configuration de droite, l’angle dépend de la géométrie précise de la cavité (voir la partie
4.2.1 de ce mémoire pour un calcul explicite sur un exemple concret).

traduit le fait que l’état de polarisation est inchangé après un aller-retour à travers le
rotateur réciproque.

Un état de polarisation peut également être soumis à une rotation réciproque lorsqu’il
parcourt une cavité en anneau, à la condition que cette dernière ne soit pas contenue dans
un plan [111]. On parle dans ce cas de cavité non planaire. On donne sur la partie gauche
de la figure 3.4 l’exemple d’une cavité dont on peut se convaincre, par des considérations
géométriques, qu’elle engendre une rotation réciproque de π/2 à chaque tour. En pra-
tique, on utilisera plutôt une cavité du type de celle présentée à droite de la figure 3.4,
beaucoup plus proche en apparence d’une cavité planaire et induisant une rotation dont
l’angle est très inférieur à π/2. Un formalisme précis permettant d’exprimer, dans le cas
général, l’angle de la rotation induite en fonction de la géométrie de la cavité peut être
trouvé dans [112]. On aura l’occasion de revenir sur ce point lors de l’évaluation de nos
paramètres expérimentaux (partie 4.2.1).

On retiendra pour l’instant qu’une cavité non planaire est équivalente à un rotateur
optique naturel, dont l’angle de rotation est déterminé par la géométrie de la cavité. On
parlera dans les deux cas de rotateur optique réciproque.

Lame d’onde Une lame d’onde est un élément biréfringent, possédant deux axes propres
orthogonaux eu et ev associés respectivement aux valeurs propres eiψ et e−iψ. Si l’on
suppose dans un premier temps que les axes eu et ev cöıncident respectivement avec ex

et ey, alors la matrice de Jones de la lame d’onde, notée dans ce cas LO(0, ψ), s’écrit :

LO(0, ψ) =

(
eiψ 0
0 e−iψ

)
= G(ψ) . (3.19)

Si maintenant l’axe eu forme avec l’axe ex un angle θ, la matrice de la lame d’onde
devient :

LO(θ, ψ) = R(θ).LO(0, ψ).R(−θ) = R(θ).G(ψ).R(−θ) . (3.20)

Étant donné les conventions de choix de base adoptées précédemment, cette matrice est
indépendante du sens de propagation. Les lames d’onde les plus couramment utilisées sont
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les lames demi-onde (correspondant dans notre formalisme à ψ = π/2) et les lames quart
d’onde (ψ = π/4). Toutes les valeurs de ψ peuvent toutefois être obtenues en pratique, par
exemple en utilisant des éléments électro-optiques (cellules de Pockels, etc.), qui peuvent
être assimilés à des lames d’onde à effet contrôlable par voie électrique.

Élément polarisant Un élément polarisant est un élément optique possédant un premier
axe propre eu associé à la valeur propre ε1 (avec 0 ≤ ε1 ¿ 1) et un deuxième axe propre
ev, perpendiculaire au premier et associé à la valeur propre 1− ε2 (avec 0 ≤ ε2 ¿ 1). Ce
dernier axe est appelé axe de polarisation. Si l’on note θ l’angle existant entre les vecteurs
ex et eu, la matrice de Jones d’un élément polarisant s’écrit :

EP (θ, ε1, ε2) = R(θ)P(ε1, ε2)R(−θ) avec P(ε1, ε2) =

(
ε1 0
0 1− ε2

)
. (3.21)

Tout comme dans le cas de la lame d’onde et pour les mêmes raisons, la matrice de Jones
d’un élément polarisant est avec nos conventions indépendante du sens de propagation du
champ. La matrice de Jones d’un polariseur idéal dont l’axe de polarisation fait un angle
θ avec ey s’écrira EP (θ, 0, 0).

Rotateur Faraday Un milieu cristallin, soumis à un champ magnétique, induit par effet
Faraday une rotation du plan de polarisation de la lumière qui le traverse [109], dont
l’angle est proportionnel à la longueur de matériau traversée et à l’intensité du champ
magnétique le long de l’axe de propagation. En raison des propriétés de symétrie du
champ magnétique, les rotations Faraday se cumulent sur un aller et retour, au lieu de
se compenser comme c’est le cas pour les rotations réciproques. Un état de polarisation
linéaire sera donc tourné d’un angle β quel que soit son sens de propagation. Les états
circulaire gauche se propageant dans le sens CW et circulaire droit se propageant dans
le sens CCW auront la même valeur propre eiβ, l’autre valeur propre e−iβ étant associée
aux états propres circulaire droit CW et circulaire gauche CCW.

Avec nos conventions, la matrice de Jones d’un rotateur Faraday est indépendante
du sens dans lequel celui-ci est traversé. Elle ne dépend que de l’angle de rotation β, et
s’écrit :

RF (β) =

(
cos β sin β
− sin β cos β

)
= R(β) . (3.22)

Application à l’insertion d’un élément optique dans une cavité laser

Les matrices de Jones des différents éléments optiques introduites précédemment l’ont
été dans le but de pouvoir décrire les effets d’une insertion d’un ou plusieurs de ces
éléments dans la cavité laser. À cette fin, on se propose dans ce qui suit d’établir une
relation simple entre les valeurs propres de la matrice de Jones des éléments optiques
contenus dans une cavité laser en anneau d’une part et la fréquence de résonance et les
pertes de ladite cavité d’autre part. On considère pour cela un modèle de laser simplifié
comprenant un gain en amplitude

√
G, des pertes en amplitude liées à la transmission

du miroir de sortie
√

1− T et un déphasage lié au parcours de la cavité exp(ikL), ces
trois grandeurs étant supposées indépendantes de la polarisation. Le parcours d’un tour
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de cavité laser peut alors être représenté par la matrice de Jones suivante :

M =

( √
G(1− T ) exp(ikL) 0

0
√

G(1− T ) exp(ikL)

)
. (3.23)

La condition de résonance, qui s’écrit M = I, donne dans ce cas :
{

G(1− T ) = 1 ,

kL = k0Lop = 2πq avec q entier .
(3.24)

La première condition exprime le fait que le gain compense les pertes, la deuxième que
la fréquence d’émission laser, donnée par k0c/2π, est un multiple entier de l’intervalle
spectral libre c/Lop.

On suppose maintenant que l’on insère dans la cavité décrite ci-dessus un certain
nombre d’éléments optiques, représentés par la matrice de Jones N (cette matrice est
obtenue en faisant le produit des matrices de Jones des différents éléments considérés).
La nouvelle condition de résonance M.N = I s’écrit alors, en appellant µ et ν le module
et l’argument d’une valeur propre de N :

{
G(1− T )µ2 = 1 ,

kL = k0Lop = 2πq − ν avec q entier .
(3.25)

Le coefficient de pertes en intensité p lié à la présence de ces éléments optiques est donc
donné par p = 1 − µ2, tandis que la fréquence de résonance de la cavité en présence de
ces éléments devient :

ωc = k0c = (2πp− ν)
c

Lop

. (3.26)

Il convient de noter qu’il y a en théorie deux couples de valeur propre (µ, ν) pour la
matrice N , qui est rappelons-le de taille 2 × 2. Toutefois, lorsqu’un élément polarisant
est présent (ce qui sera toujours le cas dans nos expériences, sauf dans le chapitre 6),
seule l’une des deux valeurs propres a un module significativement différent de 0, et peut
osciller dans la cavité.

On retiendra donc la procédure suivante pour calculer l’effet de l’insertion d’un en-
semble d’éléments optiques (comprenant au moins un polariseur) dans une cavité laser :
il convient tout d’abord de calculer la matrice de Jones des éléments considérés, puis
d’identifier parmi ses valeurs propres celle qui a un module proche de 1 ; si l’on appelle µ
le module de cette valeur propre et ν son argument, les pertes d’insertion (en intensité)
p sont données par p = 1 − µ2, tandis que le décalage en fréquence (angulaire) s’écrit
νc/Lop. On aura l’occasion à plusieurs reprises de mettre en œuvre cette procédure dans
la suite de ce mémoire.

3.2.2 Conditions nécessaires pour produire des pertes dépendantes
du sens de propagation

On se propose maintenant d’utiliser le formalisme que l’on vient de décrire afin d’établir
un certain nombre de conditions nécessaires à la génération de pertes différentielles dans
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la cavité. Ces conditions sont, comme on va le voir, au nombre de trois : utiliser au moins
un élément polarisant, utiliser au moins un rotateur Faraday et utiliser au moins trois
éléments distincts.

Nécessité de l’utilisation d’un élément polarisant

Parmi les quatre types d’éléments présentés plus haut, trois d’entre eux (rotations
réciproques et non réciproques ainsi que lames d’onde) correspondent à des transforma-
tions unitaires, c’est-à-dire vérifient l’identité matricielle suivante :

tM∗M = I , (3.27)

où tM désigne la transposée de M et M∗ son conjugué. Une des principales caractéristiques
des matrices unitaires est qu’elles conservent la norme, ou (ce qui revient au même) que
toutes leurs valeurs propres sont de module 1 3. Physiquement, cela signifie que de tels
éléments n’engendrent pas de perte. Le produit de matrices unitaires étant une matrice
unitaire, on se convainc aisément de la nécessité d’au moins un élément polarisant (qui est
le seul non unitaire parmi les quatre types d’éléments considérés) pour induire des pertes
dans le système.

Nécessité de l’utilisation d’un rotateur Faraday

On se propose de démontrer, dans ce qui suit, qu’il est nécessaire d’utiliser au moins un
élément Faraday pour générer des pertes qui dépendent du sens de propagation. Pour cela,
on va considérer un laser en anneau contenant un assemblage quelconque d’éléments des
trois autres catégories (rotateurs réciproques, lames d’onde, éléments polarisants) et l’on
va montrer que dans ce cas le coefficient de pertes (ou, ce qui revient au même, le module
des valeurs propres du produit des matrices de Jones de ces éléments) est indépendant du
sens de propagation. On utilisera à cette fin le fait que les valeurs propres d’une matrice
2×2 sont entièrement déterminées par la donnée de sa trace et de son déterminant 4.

Soit donc un ensemble de n éléments optiques E1, E2, .., En choisis parmi les trois
catégories présentées plus haut (rotateurs réciproques, lames d’onde et polariseurs par-
tiels) et insérés dans une cavité optique en anneau. La matrice de Jones MCW de l’ensemble
des éléments lorsque la cavité est parcourue dans le sens CW s’écrit :

MCW = M CW
n ..M CW

2 M CW
1 , (3.30)

3Pour s’en convaincre, considérons une matrice unitaire U , une valeur propre de U notée λ et un
vecteur propre de U associé à λ et noté |v〉. On a par hypothèse :

U |v〉 = λ|v〉 d’où 〈v|tU∗ = λ∗〈v| et donc 〈v|tU∗U |v〉 = |λ|2〈v|v〉 . (3.28)

Comme U est unitaire, cela implique 〈v|v〉 = |λ|2〈v|v〉 d’où |λ|2 = 1 (car 〈v|v〉 6= 0) .
4En effet, le polynôme caractéristique PM (X) d’une matrice M de taille 2×2 est donné par :

PM (X) =
∣∣∣∣

a−X b
c d−X

∣∣∣∣ = X2 − (a + d)X + (ad− bc) avec M =
(

a b
c d

)
, (3.29)

d’où finalement PM (X) = X2−Tr(M)X +det(M). Les valeurs propres de la matrice M étant les racines
de PM (X), elles ne dépendent que de la trace et du déterminant de M . En particulier, si deux matrices
de taille 2×2 ont même trace et même déterminant, elles ont les mêmes valeurs propres (ceci n’est bien
entendu plus vrai pour les dimensions supérieures à 2).
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où M CW
1 ,M CW

2 , .. , M CW
n désignent les matrices de Jones des différents éléments optiques.

Dans le sens inverse (CCW), on a :

MCCW = M CCW
1 M CCW

2 ..M CCW
n . (3.31)

On se propose de montrer que les matrices MCW et MCCW ont le même déterminant et
la même trace. Les matrices Mi vérifiant toutes l’égalité det(M CCW

i ) = det(M CW
i ), on a

immédiatement det(MCW) = det(MCCW). En ce qui concerne la trace, on peut écrire :

Tr(MCCW) = Tr(M CCW
1 M CCW

2 ..M CCW
n ) = Tr(tM CCW

n .. tM CCW
2

tM CCW
1 ) . (3.32)

Il est nécessaire d’étudier, cas par cas, le lien entre tM CCW
i et M CW

i selon que l’élément
optique associé à la matrice Mi (noté Ei) est un rotateur réciproque, une lame d’onde ou
un polariseur partiel :

– si Ei est un rotateur réciproque, alors M CW
i s’écrit R(αi) et M CCW

i = R(−αi) ,
d’où tM CCW

i = tR(−αi) = R(αi) = M CW
i ;

– si Ei est une lame d’onde, alors M CW
i et M CCW

i s’écrivent R(αi)G(ψi)R(−αi), d’où
tM CCW

i = tR(−αi)
tG(ψi)

tR(αi) = R(αi)G(ψi)R(−αi) = M CW
i ;

– enfin, si Ei est un polariseur partiel, alors on a pour les mêmes raisons que dans le
cas de la lame d’onde tM CCW

i = M CW
i .

Ainsi, quel que soit le cas envisagé, on a tM CCW
i = M CW

i . L’équation (3.32) se réécrit
alors :

Tr(MCCW) = Tr(M CW
n ..M CW

2 M CW
1 ) = Tr(MCW) . (3.33)

Les matrices MCCW et MCW ont donc la même trace et le même déterminant. On en
déduit en particulier qu’elles possèdent les mêmes valeurs propres, d’où l’on conclut que
les pertes infligées au système ne dépendent pas du sens de propagation. L’utilisation d’un
élément Faraday (non réciproque) est donc indispensable, dans le cadre de cette étude, à
la mise en œuvre de pertes différentielles.

Remarque : il est possible d’arriver à la même conclusion en utilisant le principe de
Curie [113], qui stipule que les propriétés de symétrie des causes se retrouvent sur les ef-
fets qu’elles induisent. En particulier, lorsque les causes sont invariantes par renversement
du temps, les effets qu’elles induisent le sont également. Dans le cas d’un laser en anneau,
cela signifie qu’un effet dépendant du sens de propagation devra nécessairement être in-
duit par une cause non invariante par renversement du temps. C’est bien le cas des effets
impliquant un champ magnétique (comme l’effet Faraday), ainsi que des effets fondés sur
des mouvements mécaniques (effet acousto-optique, effet Doppler). Ce n’est en revanche
pas le cas des effets liés à la biréfringence ou à l’utilisation d’éléments polarisants.

Nécessité de l’utilisation d’au moins trois éléments dans la cavité

Une dernière condition nécessaire, dans le cadre de cette étude, à la production
de pertes différentielles est l’utilisation d’au moins trois éléments distincts. Pour s’en
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convaincre, on considère une cavité ne contenant que deux éléments E1 et E2. D’après
ce qui précède, ces éléments sont nécessairement un élément polarisant et un rotateur
Faraday. En particulier, leurs matrices de Jones M1 et M2 sont indépendantes du sens de
propagation. La matrice totale s’écrit M1.M2 dans le sens (CW) et M2.M1 dans le sens
(CCW). Ces deux matrices ont la même trace et le même déterminant, donc les mêmes
valeurs propres. En conséquence, il n’est pas possible de générer des pertes différentielles
en n’utilisant que ces deux éléments.

3.2.3 Quelques configurations simples permettant d’induire des pertes
différentielles

On a montré dans ce qui précède qu’il était nécessaire, pour générer des pertes dépen-
dantes du sens de propagation, d’utiliser au moins trois éléments optiques parmi lesquels
un élément polarisant et un rotateur Faraday. On va maintenant étudier quelques confi-
gurations simples qui permettent d’atteindre cet objectif.

Association d’un polariseur, d’un rotateur Faraday et d’un rotateur réciproque

Considérons une cavité en anneau contenant un élément polarisant supposé idéal
et d’axe de polarisation ey, un rotateur Faraday d’angle de rotation β et un rotateur
réciproque d’angle de rotation α. La matrice de Jones de l’ensemble de ces éléments par-
courus dans le sens CW s’écrit (avec les notations introduites précédemment) :

MCW = EP (0, 0, 0).RF (β).RRCW(α) =

(
0 0

− sin(α + β) cos(α + β)

)
. (3.34)

La seule valeur propre non nulle de cette matrice est cos(α + β), ce qui correspond à un
coefficient de pertes par tour en intensité pCW égal à 1− cos2(α + β). Dans le sens CCW,
la matrice de Jones totale s’écrit :

MCCW = RRCCW(α).RF (β).EP (0, 0, 0) =

(
0 − sin(α− β)
0 cos(α− β)

)
, (3.35)

qui admet pour valeur propre non nulle cos(α − β), ce qui correspond à un coefficient
de pertes par tour en intensité pCCW égal à 1 − cos2(α − β). Ce dispositif est donc bien
générateur de pertes dépendantes du sens de propagation, avec une différence de pertes
donnée par :

|pCCW − pCW| = | sin(2α) sin(2β)| . (3.36)

La valeur moyenne des pertes infligées aux deux modes est quant à elle égale à :

1

2
(pCCW + pCW) =

1

2
− 1

2
cos(2α) cos(2β) . (3.37)

On voit donc qu’il est possible avec ce dispositif de générer des pertes différentielles
(équation 3.36), au prix d’une augmentation du coefficient de pertes moyen (équation
3.37). Le choix des valeurs de α et β est en général le fruit d’un compromis entre ces deux
effets (on cherche à maximiser le premier tout en limitant le second).

Remarque : le cas correspondant à α = β est utilisé en pratique pour obtenir un laser
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en anneau unidirectionnel [111]. En effet, dans ce cas, les coefficients de pertes infligés
aux deux modes valent respectivement 0 et 1 − cos2(2α), ce qui permet d’obtenir l’ex-
tinction d’un mode au profit de l’autre. D’un point de vue géométrique, cela correspond
à une situation pour laquelle les effets des rotateurs réciproque et Faraday se compensent
exactement dans un sens de propagation et s’additionnent dans l’autre.

Association d’un polariseur, d’un rotateur Faraday et d’une lame d’onde

Une configuration alternative à la précédente peut être obtenue en remplaçant le ro-
tateur réciproque par une lame d’onde, que l’on suppose a priori quelconque, tournée
d’un angle θ par rapport à l’axe ex et induisant un déphasage de 2ψ entre ses deux axes
propres. La matrice de Jones totale du dispositif s’écrit alors, dans le sens CW :

MCW = EP (0, 0, 0).RF (β).LO(θ, ψ) = P(0, 0).R(β + θ).G(ψ).R(−θ) , (3.38)

d’où après calcul :

MCW =

(
0 0

− sin β cos ψ − i sin(β + 2θ) sin ψ cos β cos ψ − i cos(β + 2θ) sin ψ

)
.

Dans le sens CCW, on a :

MCCW = LO(θ, ψ).RF (β).EP (0, 0, 0) = R(θ).G(ψ).R(−θ + β).P(0, 0) , (3.39)

ce qui donne après calcul :

MCCW =

(
0 sin β cos ψ − i sin(−β + 2θ) sin ψ
0 cos β cos ψ − i cos(−β + 2θ) sin ψ

)
. (3.40)

Les valeurs propres non nulles de MCW et MCCW s’écrivent donc :
{

λCW = cos β cos ψ − i cos(β + 2θ) sin ψ

λCCW = cos β cos ψ − i cos(β − 2θ) sin ψ
. (3.41)

Afin d’éviter que le dispositif stabilisateur ne perturbe la réponse en fréquence du gyrola-
ser, il faut s’assurer que la différence entre les arguments de λCW et de λCCW ne dépende
pas de β. On montre 5 que cette condition est réalisée soit pour θ = 0 (modulo π/2),
soit pour sin ψ = 0, soit pour cos ψ = 0. Les deux premiers cas sont à exclure car ils
correspondent à des pertes différentielles nulles. Il est donc nécessaire d’avoir cos ψ = 0
c’est-à-dire ψ = π/2 (modulo π), ce qui correspond à une lame demi-onde (ou lame λ/2).
Les pertes différentielles s’écrivent alors :

|pCCW − pCW| = | sin(2β) sin(4θ)| , (3.42)

tandis que les pertes moyennes sont égales à :

1

2
(pCCW + pCW) =

1

2
− 1

2
cos(2β) cos(4θ) . (3.43)

5En effet, lorsque cos ψ = 0, λCW et λCCW sont tous les deux imaginaires purs, donc ont le même
argument. Lorsque cosψ 6= 0, on montre que la différence entre les tangentes des arguments de λCW et
λCCW s’écrit 2 tan β tanψ sin(2θ). Cette différence n’est indépendante de β qu’à la condition sin ψ = 0
ou sin(2θ) = 0.
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Il est donc possible de remplacer le rotateur réciproque du paragraphe précédent par une
lame d’onde, à condition d’utiliser une lame λ/2. Cette dernière produit, dans ce contexte,
le même effet qu’un rotateur réciproque dont l’angle de rotation serait égal à deux fois
l’angle existant entre les axes propres de la lame d’onde et ceux du polariseur. On peut
noter que ce type de configuration, tout comme la précédente, peut être utilisée dans le
but d’obtenir un laser en anneau unidirectionnel (voir par exemple [114]).

Association d’un rotateur Faraday et de deux polariseurs

Considérons maintenant une cavité contenant un rotateur Faraday d’angle β ainsi que
deux polariseurs idéaux, le premier ayant pour axe de polarisation ey et le deuxième ayant
un axe de polarisation tourné d’un angle θ par rapport au premier. La matrice de Jones
de l’ensemble du dispositif dans le sens CW s’écrit :

MCW = EP (0, 0, 0)RF (β)EP (θ, 0, 0) =

(
0 0

cos(β + θ) sin(θ) cos(β + θ) cos(θ)

)
.

Dans le sens CCW, on a :

MCCW = EP (θ, 0, 0)RF (β)EP (0, 0, 0) =

(
0 cos(β − θ) sin(θ)
0 cos(β − θ) cos(θ)

)
.

Les valeurs propres non nulles de ces deux matrices sont donc données par :

{
λCW = cos θ cos(β + θ)

λCCW = cos θ cos(β − θ)
, (3.44)

d’où les pertes différentielles :

|pCCW − pCW| = cos2 θ| sin(2β) sin(2θ)| , (3.45)

et les pertes moyennes :

1

2
(pCCW + pCW) =

1

2
− 1

2
cos(2β) cos(2θ) +

1

2
sin2 θ[1 + cos(2β) cos(2θ)] . (3.46)

On voit donc que cette configuration constitue une alternative possible aux deux précé-
dentes, l’angle θ entre les axes des polariseurs pouvant être comparé à l’angle α de rotation
réciproque. Toutefois, elle est moins avantageuse que par exemple la première configura-
tion, puisqu’à valeur des paramètres fixée (α = θ) les pertes différentielles produites sont
moins importantes (atténuation d’un facteur cos2 θ) et les pertes moyennes plus impor-
tantes (augmentation de la quantité sin2 θ[1 + cos(2β) cos(2θ)]/2).

Conclusion

Après avoir établi qu’il était nécessaire d’utiliser au moins trois éléments optiques pour
générer dans la cavité laser des pertes dépendantes du sens de propagation, on a étudié
l’ensemble des configurations à exactement trois éléments qui permettent de produire ce
résultat. Parmi les configurations présentées, la première (association d’un polariseur, d’un
rotateur Faraday et d’un rotateur réciproque) est particulièrement avantageuse, car elle
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peut être mise en œuvre sans avoir besoin d’ajouter d’élément physique supplémentaire
dans la cavité. En effet, il est possible d’intégrer le polariseur dans un miroir, d’utiliser
le milieu à gain comme matériau Faraday et la non-planéité de la cavité comme rotateur
réciproque [107]. La réalisation expérimentale de cette configuration est décrite au chapitre
suivant (partie 4.1.2).

Cas d’un polariseur non idéal : un effet paradoxal ?

Au terme de cette étude, il nous semble intéressant de mentionner un effet “para-
doxal”, mis en évidence dans [115] et qui peut se formuler ainsi : lorsque la qualité du po-
lariseur utilisé se dégrade, les pertes différentielles générées augmentent ! On peut illustrer
quantitativement cet effet en considérant par exemple la première des trois configurations
étudiées précédemment (c’est-à-dire l’association d’un polariseur, d’un rotateur réciproque
et d’un rotateur non réciproque), en supposant que l’on a remplacé le polariseur idéal par
un polariseur imparfait, dont la matrice de Jones est donnée par :

EP (0, x, 0) =

(
x 0
0 1

)
. (3.47)

La matrice totale du système s’écrit alors, dans le sens CW :

MCW = EP (0, x, 0).RF (β).RRCW(α) =

(
x cos(α + β) x sin(α + β)
− sin(α + β) cos(α + β)

)
, (3.48)

et dans le sens CCW :

MCCW = RRCCW(α).RF (β).EP (0, x, 0) =

(
x cos(α− β) − sin(α− β)
x sin(α− β) cos(α− β)

)
. (3.49)

On a tracé sur la figure 3.5 la valeur des pertes différentielles, obtenues à partir des
valeurs propres de ces matrices ci-dessus, en fonction de la qualité du polariseur x (le
polariseur idéal correspondant à x = 0 et le polariseur totalement inopérant à x = 1).
On observe effectivement que la courbe est une fonction croissante de x, ce qui confirme
l’effet “paradoxal” annoncé. En fait, cet effet peut s’expliquer par des considérations
géométriques, en remarquant que, lorsque l’effet polarisant diminue, la sensibilité à la
rotation augmente, ce qui résulte finalement en une augmentation globale des pertes
différentielles. On note au passage que, lorsque l’effet polarisant devient trop faible (x >
0, 85 sur la figure 3.5), les pertes différentielles disparaissent totalement (cela correspond
à une situation où les états propres du laser ne sont plus linéaires). L’effet que l’on vient
de décrire est intéressant en pratique, car il permet de gagner potentiellement un facteur
100 sur la valeur des pertes différentielles simplement en dégradant les performances du
polariseur utilisé.

3.3 Conclusion

On a montré dans la première partie de ce chapitre qu’il était possible de stabiliser
le régime de battement, et donc de transformer le laser en anneau à état solide en un
gyrolaser, à condition d’infliger à la cavité des pertes différentielles proportionnelles à la
différence d’intensité, selon l’expression :

γ1 − γ2 = K(aE2
1 − aE2

2) avec K > 0 . (3.50)
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Figure 3.5 – Valeur des pertes différentielles subies par une cavité en anneau contenant
un rotateur réciproque d’angle α = 4, 5◦, un rotateur Faraday d’angle β = 0, 16 mrad
et un polariseur imparfait, en fonction du paramètre x qui représente la qualité de ce
polariseur selon la relation 3.47.

On a mis en évidence deux sources de non-linéarité agissant sur la réponse en fréquence
du gyrolaser ainsi obtenu, à savoir la rétrodiffusion et le réseau d’inversion de popula-
tion. Dans la deuxième partie de ce chapitre, on s’est intéressé à la mise en œuvre d’un
dispositif stabilisateur selon l’équation 3.50. Après avoir étudié un certain nombre de
configurations, il a été proposé de générer des pertes différentielles au moyen de l’action
combinée d’un rotateur réciproque, d’un polariseur et d’un rotateur non réciproque, et de
maintenir la valeur de ces pertes proportionnelle à différence d’intensité entre les modes
contrarotatifs à l’aide d’une boucle de contre-réaction électronique. Le principal intérêt
de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas d’ajout d’élément supplémentaire dans la
cavité laser, puisqu’une non-planéité de la cavité peut faire office de rotateur réciproque,
le milieu à gain peut faire office de matériau Faraday et l’un des miroirs de la cavité peut
faire office de polariseur. Nous aurons l’occasion de revenir en détail sur la réalisation
expérimentale de cette configuration dans le chapitre suivant (partie 4.1.2).

Il convient de noter que la boucle de contre-réaction pourrait tout aussi bien agir sur
un paramètre réciproque de la cavité. Ainsi, on pourrait imaginer une configuration as-
sociant un rotateur Faraday à angle de rotation fixe (par exemple avec un aimant), un
polariseur et un élément électro-optique agissant comme une lame λ/2 dont l’orientation
serait contrôlable et asservie sur la différence d’intensité entre les modes contrarotatifs.

Signalons également qu’une alternative à l’utilisation d’un élément polarisant pourrait
être l’utilisation d’un milieu à gain anisotrope, comme le Nd-YVO4 [116].

Enfin, on ne saurait conclure sans citer un certain nombre d’autres types de dispositifs
stabilisateurs, proposés pour la plupart par les auteurs de [43, 45] et qui constituent une
alternative à la méthode étudiée dans ce chapitre. Au lieu d’utiliser une boucle de contre-
réaction agissant sur les pertes différentielles de la cavité par l’intermédiaire des états de
polarisation du champ, on aurait pu :
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– créer des pertes différentielles asservies sur la différence d’intensité mais générées
par un effet acousto-optique [35] ;

– utiliser un effet non linéaire permettant d’infliger à chaque mode, de manière passive,
des pertes d’autant plus importantes que leur intensité est importante [45] ; un tel
effet peut par exemple être obtenu à l’aide d’un cristal doubleur de fréquence (si
l’on considère que ce qui est doublé est perdu) ;

– inscrire dans le milieu à gain un deuxième réseau de signe opposé au premier en y
réinjectant une partie des signaux de sortie du laser ; ce deuxième réseau peut avoir,
lorsqu’il est suffisamment intense, un effet stabilisateur [39] ;

– coupler les deux ondes contrarotatives par mélange à quatre ondes dans un milieu
non linéaire intracavité, comme proposé dans [117] ;

– utiliser un absorbant saturable, dans lequel peut également se créer un réseau de
signe opposé au réseau de gain, donc ayant un effet stabilisateur [41] ;

– séparer spatialement les modes au niveau du milieu à gain afin qu’ils n’interagissent
pas avec les mêmes atomes [42].

Le lecteur se demande peut-être pourquoi nous avons été amené à choisir la méthode
de la boucle de contre-réaction et non l’une des autres méthodes énumérées ci-dessus.
La réponse est que l’utilisation d’un circuit électronique nous offre un degré de liberté
supplémentaire, c’est-à-dire “des réglages en plus” au niveau expérimental. Nous pensons
toutefois que l’étude de ces voies alternatives pourrait s’avérer utile dans la conception de
nouvelles générations de gyrolaser à état solide (par exemple un dispositif de stabilisation
passif serait sans doute plus adapté pour une configuration du type de celle présentée
dans le chapitre 6).





Chapitre 4

Étude expérimentale

A
près avoir décrit d’un point de vue théorique, dans les trois chapitres précédents, le
cheminement qui mène du laser en anneau au gyrolaser à état solide, on s’intéresse
maintenant à l’aspect expérimental de cette étude. L’objet de ce chapitre est à

la fois la description des dispositifs expérimentaux utilisés ainsi que celle des principaux
résultats obtenus. On y adopte dans une première partie un point de vue qualitatif, en
décrivant nos observations expérimentales du comportement du laser en anneau puis du
gyrolaser à état solide. La démarche devient dans une deuxième partie plus quantitative,
puisque l’on tente, à partir des données obtenues, d’évaluer les ordres de grandeur des
différents paramètres du laser. Cela permet en particulier de confronter les observations
expérimentales aux prédictions théoriques.

4.1 Le point de vue qualitatif

Il ne s’agit pas dans ce qui suit de s’intéresser systématiquement à tous les montages
expérimentaux réalisés en vue de l’obtention puis de l’étude d’un gyrolaser à état so-
lide, mais plutôt de décrire, à partir de données extraites de ces différents montages, les
deux expériences “types” que sont le laser en anneau à état solide simple (c’est-à-dire
sans dispositif stabilisateur) d’une part et le gyrolaser à état solide (c’est-à-dire le laser
en anneau à état solide avec un dispositif stabilisateur comme celui décrit au chapitre
précédent) d’autre part. Il convient de noter que cette dernière expérience se décline en
deux versions, une première sur banc optique et une seconde intégrée dans un bloc rigide.

4.1.1 Laser en anneau à état solide sans dispositif stabilisateur

Dispositif expérimental

Le laser en anneau à état solide tel que nous l’avons réalisé dans sa forme la plus
simple est représenté sur la figure 4.1. Le milieu laser utilisé est un barreau de Nd-YAG,
dont la taille varie entre 5 et 50 mm selon les cas. Le pompage optique provient d’une
diode laser à 808 nm fibrée (puissance de l’ordre du watt), asservie en température et dont
le faisceau est focalisé en sortie de fibre à l’aide d’une lentille convergente. La taille du
faisceau de pompe au niveau de la zone de gain est typiquement de l’ordre de 500 µm. En
conséquence, celui-ci joue dans la cavité le rôle d’un diaphragme, et permet d’obtenir un
mode transverse TEM00 lorsqu’il est convenablement positionné. Au moins l’un des miroirs
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miroirs

cristal de Nd-YAG

lentille de focalisation

sortie diode laser

Figure 4.1 – Dispositif expérimental pour l’étude du laser en anneau à état solide, tel
que décrit dans le texte. Le chemin optique correspondant au parcours de la cavité laser
est représenté en rouge. Les photodétecteurs, positionnés en-dehors de la cavité laser,
n’apparaissent pas sur cette figure.

utilisés est courbe (typiquement entre 20 cm et 1 m de rayon de courbure), afin d’assurer
la stabilité du mode gaussien qui se propage dans la cavité. La longueur du chemin optique
est typiquement comprise entre 30 et 60 cm selon les cas. Lors de l’assemblage de la cavité,
on utilise un laser à hélium-néon dont l’émission dans le rouge facilite l’alignement des
différents éléments. Les intensités des faisceaux de sortie des modes contrarotatifs sont
mesurées à l’aide de deux photodiodes distinctes. Une troisième photodiode permet de
mesurer l’intensité du signal de battement, obtenu par recombinaison des faisceaux des
modes contrarotatifs à l’extérieur de la cavité. L’ensemble du dispositif est monté sur une
table tournante, munie de joints électriques pour l’alimentation des différents composants
et le passage des signaux. Cette table peut atteindre des vitesses de rotation supérieures
à 360◦/s, avec une précision allant jusqu’à 0, 01◦/s.

Cavité en triangle ou en carré ?

Une cavité en anneau est par définition constituée au moins par 3 miroirs. En pratique,
on utilise la plupart du temps 3 ou 4 miroirs selon les besoins (à l’exception des cavités
exotiques à 5 ou 6 miroirs du chapitre 6). Il nous semble intéressant de signaler ici une
propriété particulière de la cavité à 3 miroirs, qui lui confère un avantage tout particulier
en termes d’une part de facilité de montage et d’autre part de stabilité mécanique. Cette
propriété est la suivante : étant donné trois plans verticaux (plan des miroirs), il existe
toujours une trajectoire lumineuse fermée se réfléchissant sur ces trois plans 1. Ainsi, les

1Pour démontrer cette propriété, on considère, dans un plan horizontal, le triangle formé par les trois
plans des miroirs. La trajectoire lumineuse en question est alors celle qui relie entre eux les pieds des
hauteurs de ce triangle. En effet, on peut montrer par des considérations géométriques que les hauteurs
du triangle formé par les plans des miroirs sont aussi bissectrices pour le triangle formé par les pieds de
ces hauteurs.
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petits défauts d’alignement liés par exemple aux vibrations mécaniques seront dans une
certaine limite automatiquement compensés. De même, il est beaucoup plus facile d’as-
sembler un laser en anneau dans une cavité en triangle que dans une cavité à 4 miroirs.

Il convient également de citer ici quelques autres particularités de la cavité en triangle,
à commencer par le fait que celle-ci est forcément contenue dans un plan, ce qui peut
s’avérer être incompatible avec la réalisation de certaines configurations expérimentales.
On peut également rappeler qu’en terme de sensibilité à la rotation, la configuration en
triangle est moins favorable que la configuration en carré, car elle est plus éloignée de la
configuration idéale du cercle (qui maximise le facteur d’échelle à longueur de cavité fixée).

Régimes de fonctionnement observés

On tente dans ce qui suit de décrire (le plus souvent qualitativement) les différents
types de comportement observés expérimentalement sur le laser en anneau à état solide.

Lorsque le laser est à l’arrêt, on observe la plupart du temps un comportement de type
“émission bidirectionnelle stable”. Les intensités des modes contrarotatifs ont dans ce cas
des valeurs comparables, et ne sont que peu ou pas modulées dans le temps. Lorsque l’on
part de cette situation et que l’on met le laser en rotation, on observe un comportement
unidirectionnel, conformément à ce qui avait été prédit au chapitre 2 (partie 2.2.1). De
plus, lorsque l’on inverse le signe de la rotation, on observe bien une inversion du sens
d’émission laser. Ce comportement, répétable et caractéristique de ce type de disposi-
tif [45], est illustré par la figure 4.2.

Lorsque le laser est en rotation à une vitesse modérée, le comportement bidirection-
nel stable peut perdurer, avec toutefois une différence entre les valeurs des intensités des
modes contrarotatifs qui augmente avec la vitesse de rotation (en accord avec l’équation
2.20). Un autre régime possible dans cette situation est le régime d’automodulation, dans
lequel les modes contrarotatifs s’échangent de l’énergie périodiquement au cours du temps.
Ce régime peut prendre deux formes distinctes, parfois qualifiées de type I et II [48]. Le
régime d’automodulation de type I est celui qui a été décrit au chapitre 2. Il s’agit d’un
régime pour lequel les intensités des modes contrarotatifs sont modulées dans le temps
en opposition de phase (voir partie 2.2.3). L’observation de ce régime est rapportée sur la
figure 4.3. Le régime d’automodulation de type II [44,48,118] correspond à une extinction
alternative des modes contrarotatifs à une fréquence élevée (de l’ordre du kHz). Ce régime
a également pu être observé sur nos expériences (figure 4.4). Enfin, un signal de batte-
ment à une fréquence proche de la fréquence Sagnac est parfois obtenu, mais seulement
de manière très fugace.

Dans le cas des très basses vitesses de rotation, on observe parfois un signal de bat-
tement donc la fréquence est proportionnelle à la vitesse de rotation tout en étant très
inférieure à la fréquence Sagnac (figure 4.5). Cette réponse anormale en fréquence est
parfois qualifiée de “faux Sagnac”. Des tentatives d’explication de ce phénomène peuvent
être trouvées dans [41,44].

Enfin, signalons l’apparition sous certaines conditions d’un régime chaotique (figure
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Figure 4.2 – Valeur expérimentale des intensités des modes contrarotatifs (on note I1,2 =
aE2

1,2) en fonction du temps, lorsque le laser est à l’arrêt et en rotation à±75◦/s. Il convient
de noter que les photodiodes utilisées ici délivrent des signaux à valeurs négatives, et que
les origines des intensités sont décalées (comme indiqué sur la figure). On constate que
le laser est bidirectionnel à l’arrêt, et devient unidirectionnel lorsqu’il est mis en rotation
à ±75◦/s. Le sens de l’émission laser unidirectionnelle est déterminé par le sens de la
rotation. On note que l’intensité du mode dominant lorsque le laser est en rotation est
supérieure à la moyenne des intensités des modes contrarotatifs lorsque le laser est à
l’arrêt, conformément à ce qui a été prédit au chapitre 2. Toutefois, on constate que la
moyenne des intensités à l’arrêt est supérieure à ce qu’elle devrait être (aE2

1 = aE2
2 = 2η/3

d’après le système d’équations 2.3) en regard de l’intensité du mode dominant en rotation
(aE2

1,2 = 2η et aE2,1 = 0 d’après le système d’équations 2.17). On attribue cet écart entre
la prédiction et l’observation à l’existence d’un second mode longitudinal dans le cas du
laser en arrêt, existence qui n’est pas prise en compte dans le modèle théorique.
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Figure 4.3 – Valeur expérimentale des intensités des modes contrarotatifs en fonction
du temps lorsque le laser est en régime d’automodulation de type I. On observe une
modulation des intensités en opposition de phase à une fréquence d’environ 12 kHz (base
de temps : 50 µs/div).

Figure 4.4 – Valeur expérimentale des intensités des modes contrarotatifs en fonction
du temps lorsque le laser est en régime d’automodulation de type II. On observe une
inversion du sens d’émission unidirectionnelle à une fréquence d’environ 3,6 kHz. On
observe de plus des oscillations de relaxation à une fréquence d’environ 60 kHz (base de
temps : 100 µs/div).
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Figure 4.5 – Fréquence de battement en fonction de la vitesse de rotation lorsque le
laser en anneau est en régime de “faux Sagnac”. La réponse en fréquence est à peu près
linéaire, mais la pente de la droite correspondant, environ 20 Hz/(◦/s), est très inférieure
au facteur d’échelle théorique calculé à partir des dimensions de la cavité, typiquement
de l’ordre de 1 kHz/(◦/s).

4.6), souvent associé à la fluctuation (volontaire ou involontaire) d’un paramètre de la
cavité [15–17,49,51,119,120]. Le laser en anneau à état solide, en raison de sa dynamique
fortement non linéaire, est propice à l’apparition de ce type de phénomène.

Conclusion

Au terme de cette étude expérimentale du laser en anneau à état solide, on a identifié
les régimes de fonctionnement suivants :

– un régime de fonctionnement bidirectionnel stable à l’arrêt, probablement multi-
mode longitudinal ;

– un régime de fonctionnement unidirectionnel aux fortes vitesses de rotation, le mode
dominant étant déterminé par le sens de la rotation ;

– un régime d’automodulation correspondant à une modulation temporelle des in-
tensités des modes contrarotatifs sinusöıdale ou quasi-sinusöıdale en opposition de
phase (automodulation de type I) ;

– un régime d’automodulation correspondant à une extinction alternative des modes
contrarotatifs à une fréquence de l’ordre du kHz (automodulation de type II) ;

– un régime de réponse en fréquence anormale ou “faux Sagnac” aux faibles vitesses
de rotation ; la pente mesurée de la réponse en fréquence est alors de deux ordres
de grandeur inférieure au facteur d’échelle de la cavité laser ;

– un régime de chaos dynamique.
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Figure 4.6 – Valeur expérimentale des intensités des modes contrarotatifs en fonction du
temps lorsque le laser est en régime de chaos dynamique (base de temps : 100 µs/div).
Un tel régime peut être obtenu par exemple en introduisant une modulation temporelle
du taux de pompe du laser.

De plus, un signal de battement à la fréquence Sagnac est parfois observé, mais pas de
façon stable ni reproductible.

Il apparâıt clairement au terme de cette étude expérimentale que le laser en anneau à
état solide n’est pas un dispositif adapté à une utilisation en tant que gyrolaser, à moins
que des dispositions particulières ne soient prises pour stabiliser le régime de battement.
Cette conclusion légitime donc la suite de ce chapitre, dans laquelle il est question de la
mise en œuvre du dispositif stabilisateur décrit au chapitre 3.

4.1.2 Gyrolaser à état solide

Le principe du dispositif que l’on a choisi d’utiliser afin de stabiliser le régime de bat-
tement aux fortes vitesses de rotation est, on le rappelle, d’infliger au système des pertes
différentielles proportionnelles à la différence entre les intensités des modes contrarotatifs.
On décrira donc successivement dans ce qui suit la génération expérimentale de pertes
différentielles dans la cavité laser et la boucle de contre-réaction électronique qui contrôle
la valeur de ces pertes. On présentera ensuite les résultats obtenus grâce à la mise en œuvre
de ce dispositif, notamment l’observation d’un régime de battement stable en rotation et
la réponse en fréquence qui lui est associée.

Génération de pertes différentielles

Nous avons testé plusieurs configurations expérimentales pour générer des pertes différentielles
dans la cavité laser, selon le principe introduit au chapitre 3 et rappelé sur la figure 4.7.

En ce qui concerne le rotateur réciproque, nous avons testé une lame de quartz (qui
est un rotateur optique naturel) ainsi qu’une lame λ/2 (qui joue dans ce contexte, on le
rappelle, le même rôle qu’un rotateur réciproque, voir partie 3.2.3), avant d’opter fina-
lement pour un configuration non planaire, qui présente l’avantage de ne pas nécessiter
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Figure 4.7 – Schéma de principe du dispositif mis en œuvre pour générer des pertes
différentielles dans le laser en anneau.

l’introduction d’un élément optique supplémentaire dans la cavité. On utilise donc une
cavité à 4 miroirs, dont l’un est surélevé de quelques millimètres par rapport aux autres.

En ce qui concerne l’effet polarisant, nous avons tout d’abord utilisé un polariseur
diélectrique en transmission, avant de constater que celui-ci était associé à la présence
d’interférences parasites et à une forte sensibilité aux réglages et aux vibrations. Nous lui
avons donc préféré une utilisation en réflexion, qui assure un comportement plus stable
et un effet polarisant quasiment parfait (une onde polarisée dans le plan d’incidence est
totalement transmise, tandis qu’une onde polarisée dans le plan du polariseur est totale-
ment réfléchie).

Enfin, en ce qui concerne le rotateur non réciproque, il a été choisi d’utiliser le mi-
lieu amplificateur comme matériau Faraday. On a donc placé le cristal de Nd-YAG pompé
diode dans un solénöıde. Naturellement, certains matériaux sont plus propices que le YAG
à induire une rotation Faraday. On pense par exemple au TGG (Terbium Gallium Gar-
net), dont le pouvoir rotatoire est 23 fois supérieur à celui du YAG. Toutefois, l’utilisation
du milieu amplificateur est préférable lorsque cela est possible, ce qui évite l’introduction
d’un élément supplémentaire dans la cavité.

En résumé, la configuration typique utilisée dans nos expériences pour générer des
pertes différentielles dans le laser en anneau se compose d’un miroir polarisant, d’une

Miroir surélevé

Photodiodes

Barreau de Nd-YAG bobiné 
(rotateur non réciproque) et pompé 

optiquement (milieu à gain)

Miroir polarisant

Figure 4.8 – Configuration typique utilisée dans nos expériences pour produire les pertes
différentielles : utilisation conjointe d’un miroir polarisant, d’une cavité non planaire et
de l’effet Faraday dans le barreau de Nd-YAG pompé diode.
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Figure 4.9 – Intensité moyenne mesurée des modes contrarotatifs pour une configuration
du type de la figure 4.8, en fonction du courant qui circule dans le solénöıde entourant
le barreau de Nd-YAG. Le comportement observé met en évidence la présence de pertes
différentielles contrôlables. Les intensités ont été renormalisées afin de vérifier, lorsque le
courant dans la bobine est nul, l’égalité (arbitraire) suivante : aE2

1 = aE2
2 = 1.

légère non-planéité de la cavité et d’un solénöıde disposé autour du barreau de Nd-YAG
pompé diode. Une telle configuration présente l’avantage majeur de ne contenir aucun
élément dans la cavité autre que le cristal de Nd-YAG 2. Le bon fonctionnement de ce dis-
positif a été validé expérimentalement. Ainsi, on constate sur la figure 4.9 que la différence
entre les intensités des modes contrarotatifs, en présence de ce dispositif, dépend du cou-
rant qui circule dans le solénöıde entourant le barreau de Nd-YAG.

La boucle de contre-réaction

Après avoir validé le principe de la génération de pertes différentielles contrôlables, on
s’intéresse maintenant à la boucle de contre-réaction électronique, destinée à maintenir la
valeur de ces pertes proportionnelle à la différence entre les intensités des modes contraro-
tatifs (selon l’équation 3.1). Le circuit réalisé utilise comme signal d’entrée les tensions aux
bornes des photodiodes qui mesurent l’intensité des modes contrarotatifs. La différence
entre ces deux valeurs est effectuée électroniquement, et un courant proportionnel à cette
différence est délivré en sortie (c’est-à-dire dans le solénöıde entourant le barreau de Nd-
YAG), avec un gain et un “offset” réglables par l’utilisateur. Ce montage électronique a
été réalisé par Jacky Antoine et Joseph Colineau de TRT, et son très bon fonctionne-
ment constitue encore aujourd’hui un atout majeur pour mener à bien nos expériences. Il
convient de noter que la bande passante d’un tel dispositif n’est pas forcément très élevée.
En particulier, elle est dans notre cas bien inférieure aux fréquences typiques d’oscillation
des intensités du laser (qui sont, on le rappelle, de l’ordre de la dizaine de kHz). Notre
dispositif ne se comporte donc pas comme une bonne boucle d’asservissement, puisqu’il

2Signalons toutefois que la longueur de Nd-YAG utilisée doit être un peu supérieure à ce qu’elle
est dans le cas du simple laser en anneau à état solide, afin de pouvoir induire une rotation Faraday
significative.
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Miroir polarisant

Mesure du 
battement

Barreau de Nd:YAG bobiné et pompé

Miroir
surélevé

Figure 4.10 – Schéma de principe de l’architecture du gyrolaser à état solide.

ne corrige pas les modulations naturelles du laser. Il s’agit plutôt d’une boucle de contre-
réaction, qui permet au laser de se maintenir autour d’un point de fonctionnement stable
correspondant au régime de battement 3 [54].

Observation du régime de battement

Le bon fonctionnement du dispositif stabilisateur, réalisé selon le schéma de la figure
4.10, est validé expérimentalement par les résultats de la figure 4.11. On y constate que
le laser en rotation à la vitesse angulaire de 75◦/s est unidirectionnel en l’absence du
dispositif stabilisateur et bidirectionnel lorsque ce dernier est activé. De plus, comme on
peut le voir sur la figure 4.12, un signal de battement stable est observé dès que la vitesse
de rotation est supérieure à la dizaine de degrés par seconde. Ces observations sont en
bon accord qualitatif avec les prédictions théoriques du chapitre 3.

On a représenté sur la figure 4.12 la valeur moyenne de la fréquence de battement en
fonction de la vitesse de rotation, ou réponse en fréquence du gyrolaser. La courbe obtenue
est linéaire pour les fortes vitesses de rotation, et s’écarte de son asymptote lorsque la
vitesse diminue. Cette non-linéarité, étudiée théoriquement au chapitre précédent, fera
l’objet de mesures quantitatives dans la deuxième partie de ce chapitre. La pente de
l’asymptote de la courbe de réponse en fréquence du gyrolaser est en très bon accord avec
la formule Sagnac :

Ω

2π
=

4A

λLop

θ̇ . (4.1)

En effet, les dimensions de la cavité laser utilisée pour l’obtention de la figure 4.12 cor-
respondent aux paramètres Lop = 0, 65 m et A = 211, 8 cm2, ce qui donne 4A/(λLop) =
124 kHz/(rad/s) soit 2,16 kHz/(◦/s), à comparer à la valeur issue de la pente de l’asymp-
tote S = 2, 12 kHz/(◦/s).

3Dans la limite des fortes vitesses de rotation, ce point de fonctionnement correspond au cas où
la différence entre les intensités des modes contrarotatifs est telle que la différence de pertes qui en
résulte d’après l’équation 3.1 compense exactement les “pertes différentielles” induites par la rétrodiffusion
m2 sin(θ1 − θ2)/Ω (voir partie 2.2.1).
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Sans dispositif 
stabilisateur

Avec dispositif 
stabilisateur

Figure 4.11 – Validation expérimentale du bon fonctionnement du dispositif stabilisateur.
On part d’une situation pour laquelle le laser est bidirectionnel à l’arrêt (figure de gauche).
Lorsque l’on met celui-ci en rotation, il devient unidirectionnel (figure du centre). On
active alors le dispositif de contre-réaction, et le laser redevient bidirectionnel (figure de
droite).
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Figure 4.12 – Réponse en fréquence du gyrolaser à état solide. La réponse est linéaire
pour les fortes vitesses de rotation, et s’écarte de la droite Sagnac pour les faibles vitesses.
Un exemple de signal de battement (intensité des deux faisceaux mélangés en fonction du
temps) est représenté en insert (signal obtenu pour une vitesse de rotation égale à 75◦/s).
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Figure 4.13 – Largeur du signal de battement en fonction de la vitesse de rotation. Ces
données ont été obtenues par transformation de Fourier numérique du signal temporel.

Largeur du battement

La largeur spectrale du signal de battement a été mesurée, sur le gyrolaser à état
solide en rotation, par transformation de Fourier du signal temporel obtenu grâce à un
oscilloscope numérique à grand taux d’échantillonnage. Cette largeur est typiquement
de l’ordre de la centaine de Hz, avec un effet de résonance autour de 220◦/s (figure
4.13), probablement dû à une résonance mécanique de la table tournante. Les vibrations
mécaniques constituent a priori la principale source d’élargissement du battement.

Démonstrateur intégré

A l’issue de ces expériences sur banc optique, qui ont démontré la possibilité de réaliser
un gyrolaser à état solide sans ajouter d’élément optique dans la cavité, il a été décidé la
fabrication d’un démonstrateur intégré dans un bloc rigide, afin de minimiser l’influence
des vibrations mécaniques. Ce démonstrateur a été conçu et réalisé par Thales Avionics
à Châtellerault, en étroite collaboration avec notre équipe. Il est constitué d’un bloc d’in-
var 4 usiné sur lequel viennent se visser les supports des miroirs. La cavité a une forme
caractéristique de trapèze, pour permettre le fonctionnement à 56◦ d’incidence du polari-
seur diélectrique utilisé en réflexion. L’un des miroirs est surélevé de 1 mm pour produire
la non-planéité. Enfin, un barreau de Nd-YAG de 25 mm de long est utilisé comme milieu
amplificateur et rotateur Faraday. Il est pompé par une diode laser (située à l’extérieur
du bloc d’invar) et entouré par une bobine de cuivre de 13 mm de longueur constituée
de 900 spires. Le circuit électronique de contre-réaction, fabriqué par les électroniciens

4Alliage principalement composé de fer et de nickel et possédant la propriété de se dilater très peu,
typiquement moins de 2.10−6 par degré [121].
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Figure 4.14 – Représentation graphique du démonstrateur intégré, montrant en parti-
culier la possibilité d’assembler trois de ces démonstrateurs dans une unité de navigation
inertielle standard. Images Thales Aerospace.

de Châtellerault, assure les mêmes fonctions que celui utilisé au cours des précédentes
expériences.

Toutes les dimensions de ce démonstrateur étant connues avec précisions, il constitue
un bon système de référence pour une étude quantitative du gyrolaser à état solide, comme
on va le voir dans la deuxième partie de ce chapitre.

4.2 Le point de vue quantitatif

On ce propose dans ce qui suit de mener une étude quantitative du laser en anneau à
état solide, afin de pouvoir comparer avec précision les prédictions théoriques et les ob-
servations expérimentales. Pour cela, il est nécessaire de connâıtre les ordres de grandeurs
des différents paramètres qui interviennent dans le modèle semi-classique. Si l’accès à cer-
tains de ces paramètres est relativement immédiat (longueur de cavité, excès de pompe
au-dessus du seuil...), on va voir que cela n’est pas le cas pour tous (taux de pertes,
coefficient de rétrodiffusion...). Une fois ces paramètres évalués, on utilisera les résultats
obtenus pour discuter de la pertinence et des limites de notre modèle théorique, à la
lumière des observations expérimentales.

4.2.1 Estimation des différents paramètres du laser

Géométrie de la cavité et angles de rotation

On donne sur la figure 4.15 la configuration précise mise en œuvre lors de la réalisation
du démonstrateur. La longueur géométrique de la cavité laser est égale à 22 cm. Celle-ci
contient un barreau de Nd-YAG de 25 mm (d’où Lop ' 24, 5 cm). L’aire inscrite dans la
cavité est environ égale à 25,5 cm2. Le facteur d’échelle, à la fois théorique et mesuré, est
égal à 0,691 kHz/(◦/s).

L’un des miroirs (celui situé au point C sur la figure 4.15) est surélevé de 1 mm par
rapport aux autres. Cela entrâıne une rotation du plan de polarisation de α = 4, 5◦ lors
du parcours de la cavité (le calcul précis, qui utilise le formalisme de [112], figure dans
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Figure 4.15 – Dimensions précises de la cavité considérée. Les coordonnées des quatre
points A, B, C et D correspondant aux endroits où le faisceau se réfléchit sont exprimées
en millimètres. On constate que le miroir correspondant au point C est surélevé de 1 mm.

l’annexe A.11).

Le barreau de Nd-YAG est entouré d’une bobine de cuivre de 13 mm de long et
composée d’environ 900 spires. Celle-ci induit en son sein un champ magnétique d’environ
85 mT par ampère. Ce champ magnétique engendre à son tour une rotation non réciproque
du plan de polarisation, dont l’angle est donné par la relation :

β = V lB , (4.2)

où l est la longueur de matériau traversé, B la projection du champ magnétique sur l’axe de
propagation et V une constante caractéristique du matériau, appelée constante de Verdet.
Cette constante vaut dans le cas du YAG V =103˚T−1m−1 [112]. À titre de comparaison,
elle est égale à 2290˚T−1m−1 dans le cas du TGG (Terbium Gallium Garnet) [122]. Pour
un courant de fonctionnement typique dans la bobine environ égal à 40 mA, l’angle de
rotation non réciproque est de l’ordre de β = 0, 16 mrad, ce qui correspond à des pertes
différentielles (par tour en intensité) de l’ordre de 4αβ = 5.10−5. En dépit de leur très
faible valeur, ce sont ces pertes qui permettent le fonctionnement du laser en anneau à
état solide en tant que gyrolaser.

Taux de pertes

On présente ici trois méthodes indépendantes pour évaluer le taux de pertes dans la
cavité.

La première méthode consiste à additionner les coefficients de pertes des différents
éléments de la cavité. Dans notre cas, on sait que la rotation réciproque induite par
la non-planéité correspond à 0,6% de pertes en intensité. Les miroirs sont supposés ne
pas introduire de pertes. Les pertes en intensité à la traversée d’un barreau de Nd-
YAG sont données par l’expression 1 − exp(−l/D), où l est la longueur du barreau et
1/D = 0, 003 cm−1 [96]. Pour un barreau de 25 mm comme celui utilisé ici, cela corres-
pond à 0,7% de pertes en intensité. À cela s’ajoute environ 0,2% par interface entre le
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Figure 4.16 – Fréquence de relaxation au carré en fonction de l’excès de pompe au-dessus
du seuil η. À partir de la valeur de la pente, issue d’une régression linéaire, on obtient
γ = 21, 5.106 s−1.

cristal et l’air, ce qui donne finalement une première estimation d’environ 1,7% de pertes
en intensité.

Une seconde méthode permettant de déterminer le taux de pertes total de la cavité,
couramment utilisée dans les lasers de classe B (voir par exemple [105]), consiste à mesurer
la valeur de la fréquence de relaxation du laser fr en fonction du taux de pompage η. En
effet, on rappelle que ces deux grandeurs sont liées par la relation suivante (équation
3.12) :

fr =
1

2π

√
γη

T1

. (4.3)

La valeur de T1 étant connue pour le Nd-YAG (T1=200 µs), la pente de la droite f 2
r (η)

fournit une mesure directe de γ. La fréquence de relaxation est mesurée par analyse
spectrale de l’intensité de l’une des voies du laser. Le pic de relaxation est facilement
reconnaissable sur le spectre car la position de son maximum et sa largeur changent avec
le taux de pompe. La mise en œuvre de cette technique est rapportée sur la figure 4.16.
On obtient γ = 21, 5.106 s−1, ce qui correspond à un taux de pertes par tour donné par
γLop/c = 1, 75%, en très bon accord avec la première méthode présentée.

On présente maintenant une troisième méthode de mesure des pertes, intrinsèque au
gyrolaser à état solide. Le principe consiste à utiliser la non-linéarité de la réponse en
fréquence du gyrolaser, donnée par (équation 3.15) :

< Φ̇ >= Ω +
m2 cos(θ1 − θ2)

2Ω
+

γη

2ΩT1

, (4.4)

cette formule étant valable dans la limite où les deux derniers termes de l’équation sont
petits, en valeur absolue, devant |Ω|. Il suffit donc de mesurer, à vitesse de rotation
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Figure 4.17 – Mesure expérimentale de la fréquence de battement en fonction du taux
de pompe η, pour une vitesse de rotation constante et égale à 190◦/s, en présence du
dispositif stabilisateur. La pente de la droite permet d’obtenir la valeur γ = 19, 3.106 s−1,
tandis que de l’ordonnée à l’origine on déduit m2 cos(θ1 − θ2) = (0, 11.106 rad/s)2.

constante, la fréquence de battement en fonction du taux de pompe pour obtenir une droite
dont la pente fournit une mesure de γ. On obtient (figure 4.17) la valeur γ = 19, 3.106 s−1

soit 1,6% par tour, ce qui est en bon accord avec les deux premières méthodes présentées.

Rétrodiffusion

Parmi tous les paramètres du gyrolaser à état solide, la rétrodiffusion est peut-être
le plus difficile à évaluer. La méthode de mesure des pertes de la figure 4.17 nous four-
nit, en considérant l’ordonnée à l’origine de la droite obtenue, l’estimation suivante :
m2 cos(θ1 − θ2) = (0, 11 rad/µs)2. En ce qui concerne l’estimation de la valeur de θ1 − θ2,
on peut remarquer que celle-ci détermine la phase relative entre les modulations des in-
tensités des modes contrarotatifs en régime de battement 5. En particulier, lorsque ces
modulations ont lieu en opposition de phase (ce que l’on observe expérimentalement), on
peut en déduire |θ1 − θ2| ¿ 1. On obtient alors l’estimation suivante : m = 110 krad/s,
ce qui correspond à une fraction rétrodiffusée par tour égale à mLop/c = 90.10−6.

Il est également possible d’évaluer le taux de rétrodiffusion dû à la présence du cristal
de Nd-YAG directement, en faisant l’hypothèse que celui-ci diffuse la lumière de façon
isotrope. On a vu précédemment que les pertes induites par un barreau de 25 mm étaient
égales à 0,7%. Comme le niveau bas de la transition laser se vide très rapidement vers
un niveau inférieur (système à 4 niveaux), on peut considérer qu’il n’y a pas d’absorption
dans ce matériau, c’est-à-dire que l’ensemble de ces 0,7% de pertes est dû à la diffusion. Un

5Pour s’en convaincre, on peut par exemple considérer l’équation A.198. Lorsque |θ1 − θ2| ¿ 1, les
coefficients BS et BC sont proches de zéro, ce qui correspond à des modulations en opposition de phase.
En revanche, lorsque |θ1 − θ2| ' π, ce sont les coefficients CS et CC qui sont proches de zéro, ce qui
correspond à des modulations en phase.



118 Chapitre 4. Étude expérimentale

photon sera considéré comme étant rétrodiffusé s’il est diffusé dans l’angle solide du mode
gaussien de la cavité, qui s’écrit 2π(1 − cos θ), où θ est la divergence du mode gaussien,
donnée par θ = λ/(πw), où w est le waist du mode gaussien (typiquement 500 µm). La
fraction (en intensité) de lumière rétrodiffusée est donc le rapport de cet angle solide à
4π, ce qui s’écrit [18] : (

r

rs

)2

=
λ2

4π2w2
, (4.5)

où r représente la fraction rétrodiffusée en champ électrique et rs la fraction totale dif-
fusée en champ électrique (c’est-à-dire r2

s = 0, 7% pour un barreau de 25 mm). Avec nos
paramètres, on obtient par cette estimation r ' 28.10−6 d’où m = 2rc/Lop ' 70 krad/s.
L’ordre de grandeur obtenu est compatible avec la première estimation présentée, puis-
qu’il ne tient pas compte de la rétrodiffusion induite par les miroirs et par les interfaces
du cristal. Un modèle de diffusion tenant compte de la structure cristalline du YAG per-
mettrait d’affiner cette estimation.

On peut citer une troisième méthode d’évaluation du taux de rétrodiffusion, qui
consiste à s’intéresser aux harmoniques successives des signaux temporels du laser [123].
Nous n’avons pour l’instant pas testé cette méthode sur le gyrolaser à état solide.

En conclusion, on estime le taux de rétrodiffusion dans le gyrolaser à état solide à
environ 0, 1.106 rad/s. À titre de comparaison, ce taux n’est que d’environ 0, 2.103 rad/s
sur un gyrolaser à He-Ne commercial typique [124]. Il y a donc un rapport 500 entre les
deux dispositifs, ce qui apparâıt comme un handicap pour les performances du gyrolaser
à état solide.

Boucle de contre-réaction

Une estimation de la valeur typique du coefficient K intervenant dans la relation
γ1 − γ2 = K(aE2

1 − aE2
2) a été obtenue expérimentalement. Pour cela, on a effectué

pour plusieurs points de fonctionnement du laser les mesures des intensités des modes
contrarotatifs ainsi que de la consigne d’offset et du courant dans la bobine. Cela a permis
d’en déduire K = 10, 6.106 s−1, soit environ la moitié du taux de pertes γ.

4.2.2 Validité du modèle théorique

Le modèle théorique développé dans les chapitres précédents est en bon accord, sur un
certain nombre de points, avec les observations expérimentales. Par exemple la plupart
des régimes prédits ont été observés (régime d’automodulation notamment). Le compor-
tement du laser dans la limite des fortes vitesses de rotation (régime unidirectionnel dont
le sens d’émission est déterminé par le sens de la rotation) est également en très bon
accord avec ce qui avait été prédit par la théorie. En présence du dispositif stabilisateur,
le modèle rend compte correctement de l’émergence du régime de battement que l’on ob-
serve. Il permet d’obtenir une expression analytique de la non-linéarité de la réponse en
fréquence qui est remarquablement bien vérifiée expérimentalement (voir figure 4.18).

En revanche, les prédictions de ce modèle ne cöıncident pas avec ce qui est observé
expérimentalement pour les faibles vitesses de rotation. En effet, avec les paramètres
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Figure 4.18 – Comparaison entre expérience et simulation numérique. La figure de gauche
est issue des mesures expérimentales sur le gyrolaser à état solide mis en rotation à la
vitesse constante de θ̇ = 190◦/s. La figure de droite est issue des simulations numériques
pendant 10 ms avec un pas de 6 ns. La fréquence de battement est calculée sur les 2
dernières millisecondes. Les paramètres utilisés, choisis à la lumière de l’étude menée
dans ce chapitre pour refléter au mieux la réalité expérimentale, sont γ = 21, 9.106 s−1,
m = 0, 11 rad/µs, θ1− θ2 = π/30, Ω = 0, 8249 rad/µs, K = 10.106 s−1. L’accord entre les
deux approches est relativement bon.

évalués précédemment, le laser en anneau à état solide devrait se trouver à l’arrêt dans
le régime d’automodulation de type I, alors que c’est le régime bidirectionnel que l’on
observe. Cela s’explique très certainement par la présence en pratique de plusieurs modes
longitudinaux dans le laser à l’arrêt [125], qui est liée au spatial hole burning [126] et qui
n’est pas prise en compte dans notre modèle théorique. Des expériences récentes menées
sur le gyrolaser à état solide ont montré que celui-ci était effectivement multimode à
l’arrêt, et cessait de l’être dès que la non-réciprocité en fréquence dépassait les 5 kHz
environ.

Une deuxième lacune de ce modèle est la non-prise en compte des sources de bruit
influant sur la dynamique du laser, notamment les bruits à basse fréquence, d’origine
mécanique [46] ou thermique [127]. Cette lacune est une explication possible au fait que
la taille de la zone naturelle de battement (zone II) prédite par le modèle théorique est très
supérieure à celle observée expérimentalement. On note également que la taille de cette
zone est plus grande dans le cas du démonstrateur intégré (sans boucle de contre-réaction)
que dans le cas des expériences sur banc optique. Tout se passe comme si l’augmentation
des sources de bruit d’origine mécanique entrâınait une diminution de la taille de la zone
de battement en l’absence de boucle de contre-réaction, point que nous ne sommes pas
en mesure de confirmer ou d’infirmer avec notre modèle théorique.

Un troisième point insuffisamment modélisé concerne le comportement en fréquence
de la boucle de contre-réaction. En effet, celle-ci est considérée dans le modèle théorique
comme ayant une bande passante infinie, ce qui n’est pas le cas en pratique. Cette hy-
pothèse simplificatrice conduit à des résultats surprenants lorsque le laser est à l’arrêt,
allant même dans certains cas jusqu’à empêcher celui-ci de démarrer ! On n’a pas pour le
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moment mis au point de modèle réaliste de comportement de la boucle d’asservissement 6.

Le modèle théorique dont nous disposons semble donc relativement bien adapté à la
description du gyrolaser à état solide dans la limite où ce dernier est monomode, ce qui
est le cas sauf pour les très faibles vitesses de rotation. Des axes d’amélioration possibles
sont la prise en compte de plusieurs modes longitudinaux, des sources de bruit mécanique
et de la bande passante limitée de la boucle de contre-réaction.

4.3 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre les principaux résultats issus de l’étude expérimentale
du laser en anneau puis du gyrolaser à état solide. La dynamique très riche du laser en
anneau à état solide a tout d’abord été explorée. Plusieurs régimes ont été observés, des
plus classiques, prédits par notre modèle théorique, aux plus exotiques comme le régime
d’automodulation de type II ou le régime chaotique. Ces observations expérimentales, en
bon accord qualitatif avec les prédictions théoriques, ont permis entre autres de confirmer
le fait qu’il n’est pas possible d’utiliser un simple laser en anneau à état solide en tant
que gyrolaser. On s’est ensuite intéressé à la mise en œuvre expérimentale du dispositif
stabilisateur. On a décrit le régime de battement ainsi observé, puis la réponse en fréquence
non linéaire qui en résulte. Dans une deuxième partie de ce chapitre, on a tenté d’évaluer
la valeur des différents paramètres du laser. On a en particulier utilisé pour cela la réponse
en fréquence du gyrolaser, qui permet d’accéder à la valeur du taux de pertes et de la
rétrodiffusion. Ces estimations ont permis de confronter les observations expérimentales
aux prédictions du modèle théorique, et de conclure à la validité de ce dernier sauf dans
le cas des très faibles vitesses de rotation (moins de 10◦/s).

6En dépit de quelques tentatives de limitation de la bande passante, comme par exemple la prise en
compte dans le calcul de aE2

1−aE2
2 non pas de la dernière valeur de l’intensité mais de la valeur moyenne

de celle-ci sur un intervalle de temps ∆t, ce qui a pour effet de “lisser” les modulations d’intensité à
l’échelle de ∆t.



Conclusion de la première partie

L
e laser en anneau à état solide, à cause des effets combinés des couplages induits
par la rétrodiffusion et par le réseau d’inversion de population, est un système for-
tement non linéaire, qui possède en conséquence une dynamique très riche. On a

utilisé pour décrire ce système un modèle fondé sur l’approche semi-classique des équations
de Lamb et adapté aux caractéristiques particulières de ce type de laser (cavité en an-
neau, élimination adiabatique de la polarisation mais pas de la densité d’inversion de
population, prise en compte des effets de la rotation et du couplage par rétrodiffusion...).
Ce modèle prédit que le laser en anneau à état solide à l’arrêt peut se trouver dans trois
régimes différents : le régime bidirectionnel verrouillé en fréquence lorsque la rétrodiffusion
domine, le régime unidirectionnel lorsque le réseau d’inversion de population domine et
un régime d’automodulation dans les cas intermédiaires. Lorsque le laser est en rotation,
le modèle théorique prévoit l’existence possible du régime de battement sur un domaine
limité de vitesse de rotation, puis un régime unidirectionnel verrouillé en fréquence au-delà
d’une certaine vitesse limite. Cette étude théorique a été confirmée en grande partie par
les observations expérimentales (à l’exception notamment du cas des très faibles vitesses
de rotation, pour lequel le laser est multimode longitudinal, ce qui n’est pas pris en compte
dans le modèle). Elle conclut à l’impossibilité d’utiliser le laser en anneau à état solide en
tant que gyrolaser, ce qui nous a amené à nous intéresser aux méthodes de stabilisation du
régime de battement pour les fortes vitesses de rotation. La méthode retenue, inspirée des
propositions des auteurs de [45] et des techniques développées pour rendre les lasers en
anneau unidirectionnels [111,114], est originale en ce qu’elle ne nécessite pas l’introduction
d’élément supplémentaire dans la cavité [107, 116]. Les résultats de l’étude théorique et
expérimentale de cette méthode ont été présentés. Ils nous amènent à conclure à la stabi-
lité du régime de battement lorsque le laser est en rotation (|θ̇| & 10◦/s). Cela permet en
particulier de tracer une courbe expérimentale de la réponse en fréquence (c’est-à-dire la
valeur de la fréquence de battement en fonction de la vitesse de rotation de l’ensemble),
qui constitue un premier point de comparaison entre le gyrolaser à état solide et son
équivalent à hélium-néon.

La courbe de réponse en fréquence ainsi obtenue laisse apparâıtre une zone morte
(c’est-à-dire une zone d’absence de battement) de taille très supérieure à celle de la zone
aveugle du gyrolaser à hélium-néon (environ 10◦/s contre 0, 1◦/s), ainsi qu’une forte non-
linéarité en sortie de la zone morte, que l’on ne retrouve que dans une moindre me-
sure sur le gyrolaser à hélium-néon. Ces différences s’expliquent en partie par le fait
que l’on compare un montage de laboratoire élaboré sans précaution particulière avec
un produit commercial fini. Elles s’expliquent toutefois principalement par le fait que les
caractéristiques physiques de ces deux systèmes sont très différentes. En particulier, la



réponse en fréquence du gyrolaser à état solide est fortement dégradée par la présence
du réseau d’inversion de population, qui n’existe pas sur le gyrolaser à hélium-néon. De
plus, la rétrodiffusion, qui est également responsable de la détérioration des performances
inertielles, est intrinsèquement supérieure dans le cas du gyrolaser à état solide, un cristal
étant par nature plus diffusant qu’un gaz.

Au terme de cette première partie, on dispose donc d’un modèle théorique et numérique
qui permet de rendre compte dans une large mesure du riche comportement du laser
en anneau à état solide. On dispose également d’un dispositif stabilisateur permettant
d’utiliser le laser en anneau à état solide en tant que gyrolaser sans rajouter d’élément
optique dans la cavité. En revanche, il apparâıt indispensable au vu des résultats obtenus
de mettre en œuvre un dispositif supplémentaire destiné à améliorer la taille de la zone de
battement et la linéarité de la courbe de réponse en fréquence du gyrolaser à état solide,
afin de pouvoir rivaliser avec les gyrolaser à hélium-néon. Cela fait l’objet de la deuxième
partie de ce mémoire.



Deuxième partie

Performances du gyrolaser à état solide





Introduction

L
a première partie de ce mémoire a montré comment il était possible, dans un laser
en anneau à état solide, de stabiliser le régime de battement afin d’obtenir un
gyrolaser. On se pose maintenant la question des performances inertielles d’un tel

dispositif. Pour tenter d’y répondre, il convient tout d’abord de s’intéresser à la manière
dont sont caractérisées de telles performances dans le cas du gyrolaser à hélium-néon. La
caractérisation complète d’un tel produit est un processus complexe et fastidieux [128],
dont la description dépasse le cadre de ce mémoire. On fera donc l’hypothèse simplificatrice
que les performances d’un gyrolaser à hélium-néon sont entièrement déterminées par la
donnée des trois paramètres suivants :

– la dérive long-terme, appelée aussi faux-zéro ou K0, qui traduit la stabilité du signal
délivré par le gyrolaser après un long temps d’intégration ; à titre d’exemple, sur un
gyrolaser haut de gamme, l’erreur de cap après une heure d’intégration ne doit pas
être supérieure 1 à 0, 01◦ ;

– la stabilité du facteur d’échelle, ou K1, qui ne doit pas dériver 2 de plus de quelques
ppm sur des plages de température allant de −40◦C à +80◦C ;

– la marche au hasard, qui est une source de bruit spécifique à la mise en œuvre de
l’activation mécanique (voir chapitre 7) ; ses effets doivent être compatibles avec le
critère de stabilité du faux-zéro énoncé ci-dessus.

On s’intéressera surtout dans ce qui suit au premier point, c’est-à-dire à la stabilité
du faux-zéro. Le second point a fait l’objet d’une étude qui est décrite dans l’annexe B.
Quant au troisième point, il n’a de sens qu’en présence d’une activation mécanique, et ne
sera donc évoqué qu’au chapitre 7, qui traite de ce sujet.

Pour obtenir de bonnes performances inertielles sur un gyrolaser à hélium-néon, on
utilise un dispositif d’activation mécanique, qui consiste à imprimer à la cavité laser un
mouvement de vibration autour de son axe afin d’éviter au maximum de se trouver dans
la zone aveugle. Toutefois, cette technique ne permet d’atteindre des performances iner-
tielles convenables qu’à la condition que la taille de la zone aveugle soit suffisamment
petite, et la réponse en fréquence suffisamment linéaire. Or on a vu précédemment que,
dans le cas du gyrolaser à état solide, la taille de la zone morte et la non-linéarité de la
réponse en fréquence étaient toutes deux très supérieures à ce qu’elles sont dans le cas du
gyrolaser à hélium-néon. Il apparâıt donc nécessaire de mettre en œuvre sur le gyrolaser
à état solide un dispositif d’amélioration des performances inertielles qui tienne compte

1Source : Thales Aerospace. Cette valeur apparâıt également dans [124].
2Source : spécifications pour la centrale inertielle de l’Airbus A350, données communiquées par Thales

Aerospace.



des particularités de ce type de milieu laser. On étudie successivement, dans les trois cha-
pitres qui suivent, trois configurations spécifiques ayant pour but d’améliorer la réponse
en fréquence du gyrolaser à état solide.

On s’intéresse tout d’abord, dans le chapitre 5, à un dispositif très simple qui consiste
à introduire une non-réciprocité en fréquence constante dans la cavité, afin que le gyrola-
ser à état solide se trouve toujours dans une zone où sa réponse en fréquence est linéaire.
Une version plus élaborée de ce dispositif est étudiée au chapitre 6. Dans cette ver-
sion, on fait coexister 4 modes dans la cavité de façon à obtenir deux battements qui
permettent une compensation naturelle du biais magnéto-optique induit sur le principe
décrit au chapitre 5. Enfin, dans le chapitre 7, on explore les possibilités fondées sur
des phénomènes mécaniques, qui sont souvent, comme on le verra, les meilleurs candidats
pour l’obtention de performances haut-de-gamme en raison de leur bonne stabilité à long
terme. Les chapitres 5 et 6 présentent la mise en œuvre expérimentale des solutions qui
y sont décrites. Dans le cas du chapitre 7, l’étude expérimentale, non achevée, n’est pas
relatée. Une étude numérique permet toutefois de se convaincre de l’intérêt de la méthode
proposée.



Chapitre 5

Mise en œuvre d’un biais
magnéto-optique (2 ondes)

U
ne première méthode possible pour améliorer les performances inertielles du gyro-
laser à état solide est l’introduction d’une non-réciprocité en fréquence de valeur
constante, notée Ω0, et suffisamment importante pour que le gyrolaser fonctionne

en permanence dans une zone où sa réponse en fréquence est suffisamment linéaire [129].
Lorsqu’une rotation à la vitesse angulaire θ̇ est appliquée au système, la non-réciprocité
en fréquence totale s’écrit :

Ω = Ω0 +
8πA

λLop

θ̇ . (5.1)

Pour connâıtre la valeur de θ̇, il suffit alors de retrancher la valeur du biais Ω0 à celle de
la fréquence angulaire du signal de battement mesurée. On s’intéresse dans ce chapitre à
l’étude de quelques configurations permettant d’introduire un tel biais en fréquence dans
le gyrolaser à état solide, tout en prenant en compte les spécificités de ce dernier. Une
mise en œuvre expérimentale d’un gyrolaser à état solide avec un biais en fréquence sera
ensuite présentée, ainsi que quelques mesures effectuées avec ce dispositif (caractérisation
inertielle par comptage de frange, mesure du champ magnétique terrestre...). Des calculs
d’ordre de grandeur seront notamment effectués, montrant la difficulté d’atteindre les
performances inertielles énoncées précédemment avec ce type de dispositif. On retiendra
à cette fin l’ordre de grandeur suivant : sur la base d’un biais en fréquence de 300 kHz
avec un facteur d’échelle de 0,7 kHz/(◦/s), il faudrait que le biais soit contrôlé à mieux
que 2 mHz pour atteindre une stabilité de faux-zéro de 0,01◦/h.

5.1 Étude de quelques configurations

On a vu au chapitre 3 qu’il était nécessaire, pour générer des pertes dépendant du sens
de propagation, d’utiliser un dispositif non invariant par renversement du temps, comme
par exemple un milieu Faraday. Ce qui est valable pour les pertes l’étant également pour
les déphasages, c’est l’effet Faraday que l’on utilisera pour générer une différence de chemin
optique entre les modes contrarotatifs. On a vu, toujours au chapitre 3, qu’un rotateur
Faraday admet pour états propres les polarisations circulaires gauche et droite, associées
aux valeurs propres exp(±iζ). En particulier, un état de polarisation circulaire donné
admettra des valeurs propres différentes selon son sens de propagation. Ainsi, lorsque



128 Chapitre 5. Mise en œuvre d’un biais magnéto-optique (2 ondes)

Rotation 
réciproque α

Rotation non 
réciproque β

Effet 
polarisant

Lame λ/4 
tournée à π/4

Rotation non 
réciproque ζ

Lame λ/4 
tournée à 3π/4

Figure 5.1 – Schéma de principe d’une cavité laser comprenant un dispositif de génération
de pertes différentielles (ligne du haut) et un dispositif de génération d’un biais en
fréquence (ligne du bas).

deux modes contrarotatifs possédant le même état de polarisation circulaire parcourent la
cavité, le rotateur Faraday va induire entre eux une différence de chemin optique qui va
se traduire au niveau de la cavité laser par une différence de fréquences propres entre les
deux sens de propagation, donc une non-réciprocité en fréquence Ω0. Le principe de base
étant établi, on va maintenant décrire plus en détail quelques configurations concrètes.

5.1.1 La configuration de base

Considérons la cavité laser représentée sur la figure 5.1. Cette cavité est composée
d’un premier ensemble, permettant la génération de pertes différentielles contrôlables, et
lui-même composé d’un rotateur réciproque (d’angle α), d’un rotateur Faraday (d’angle
β) et d’un polariseur, ainsi que d’un deuxième ensemble, permettant la génération d’un
déphasage entre les modes contrarotatifs, et lui-même composé d’une première lame λ/4,
tournée à 45˚de l’axe du polariseur, d’un deuxième rotateur Faraday (d’angle ζ) et d’une
deuxième lame λ/4, orientée à 90˚par rapport à la première (ou, ce qui revient au même,
à 135˚de l’axe du polariseur). Ces lames λ/4 ont pour but de transformer les états de
polarisation linéaires en états circulaires, et réciproquement. Leur matrice de Jones s’écrit :

Lame λ/4 tournée à 45˚ Lame λ/4 tournée à 135˚

LO(π/4, π/4) = 1√
2

(
1 −i
−i 1

)
LO(3π/4, π/4) = 1√

2

(
1 i
i 1

)

La matrice de Jones de la cavité laser parcourue dans le sens CW s’écrit alors :

MCW = RF (β).RRCW(α).LO(π/4, π/4).RF (ζ).LO(3π/4, π/4).P , (5.2)

qui admet pour valeur propre non nulle (calcul effectué avec le logiciel Maple 6) :

λCW = cos(α + β)e−iζ . (5.3)

Dans le sens opposé, on a :

MCCW = P.LO(3π/4, π/4).RF (ζ).LO(π/4, π/4).RRCCW(α).RF (β) , (5.4)

qui admet pour valeur propre non nulle :

λCCW = cos(α− β)eiζ . (5.5)
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On voit en considérant le module de ces valeurs propres que le dispositif induit bien des
pertes différentielles, conformément à ce qui a été décrit au chapitre 3. Par ailleurs, on
constate, en considérant l’argument de ces valeurs propres, qu’il existe une différence entre
les fréquences de résonance des modes contrarotatifs donnée, en application de la formule
3.26, par :

Ω0 =
2ζc

Lop

. (5.6)

Le dispositif présenté ici (rotateur Faraday entouré de deux lames λ/4) constitue le moyen
le plus direct pour générer un biais magnéto-optique sur tout type de laser en anneau.
On s’intéresse maintenant à d’autres configurations possibles, qui prennent en compte les
spécificités du gyrolaser à état solide.

5.1.2 Suppression du rotateur réciproque par désalignement d’une
lame d’onde

Le montage que l’on se propose de décrire maintenant a pour but, en partant de
la configuration “standard” de la figure 5.1, de faire l’économie d’un élément (à savoir le
rotateur réciproque) tout en conservant les effets de génération des pertes différentielles et
du biais en fréquence. On va voir qu’il suffit pour cela de désaligner l’une des lames d’ondes
par rapport à sa position idéale. On considère donc une cavité laser telle que décrite par
la figure 5.1, mais sans le rotateur réciproque et avec l’une des deux lames d’onde tournée
non plus de π/4 par rapport à l’axe du polariseur mais de π/4+ θ (l’orientation de l’autre
lame d’onde restant inchangée par rapport à la configuration précédente). La matrice de
la première lame d’onde ainsi tournée devient :

LO(π/4 + θ, π/4) =
1√
2

(
1 + i− 2i cos2(π

4
+ θ) −2i cos(π

4
+ θ) sin(π

4
+ θ)

−2i cos(π
4

+ θ) sin(π
4

+ θ) 1 + i− 2i sin2(π
4

+ θ)

)
.

La matrice de Jones de l’ensemble du dispositif parcouru dans le sens CW s’écrit alors :

MCW = RF (β).LO(π/4 + θ, π/4).RF (ζ).LO(3π/4, π/4).P , (5.7)

qui admet pour valeur propre non nulle (calcul effectué avec le logiciel Maple 6) :

λCW = cos(θ + β)ei(θ−ζ) . (5.8)

Dans le sens opposé, on a :

MCCW = P.LO(3π/4, π/4).RF (ζ).LO(π/4 + θ, π/4).RF (β) , (5.9)

qui admet pour valeur propre non nulle :

cos(θ − β)ei(θ+ζ) . (5.10)

On voit donc, en considérant le module des valeurs propres, que le dispositif considéré
ici induit bien des pertes différentielles, l’angle θ jouant dans ce contexte le même rôle
que l’angle de rotation réciproque α dans le dispositif précédent. De plus, en considérant
l’argument de ces valeurs propres, on voit que le biais en fréquence induit par ce dispositif
est égal à :

Ω0 =
2ζc

Lop

, (5.11)
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ce qui est identique à la réalisation précédente. On voit donc à l’issue de ce calcul qu’il
est en théorie possible de générer des pertes différentielles et un biais en fréquence tout
en faisant l’économie du rotateur réciproque utilisé sur le montage de la figure 5.1, au
prix du désalignement de l’une des lames λ/4. Toutefois, on a supposé dans cette analyse
que la deuxième lame était inclinée d’un angle exactement égal à 135◦ par rapport à l’axe
du polariseur, ce qui n’est jamais le cas en pratique. On se propose donc dans ce qui suit
d’étudier l’effet d’un désalignement accidentel de cette deuxième lame.

5.1.3 Effets d’un désalignement simultané des deux lames d’onde

La configuration à laquelle on s’intéresse maintenant est similaire à la précédente, avec
en plus la seconde lame d’onde tournée non pas de 3π/4 (135◦) par rapport à l’axe du
polariseur mais de 3π/4 + ε. La matrice d’une telle lame s’écrit :

LO(3π/4 + ε, π/4) =
1√
2

(
1− i + 2i cos2(π

4
+ ε) 2i cos(π

4
+ ε) sin(π

4
+ ε)

2i cos(π
4

+ ε) sin(π
4

+ ε) 1− i + 2i sin2(π
4

+ ε)

)
. (5.12)

La matrice représentant un tour de cavité dans le sens CW est alors :

MCW = RF (β).LO(π/4 + θ, π/4).RF (ζ).LO(3π/4 + ε, π/4).P , (5.13)

qui admet pour valeur propre non nulle :

λCW = cos(β + θ − ε) cos(d− θ + ε) + i cos(β + θ + ε) sin(−d + θ − ε) . (5.14)

La matrice représentant un tour de cavité dans le sens CCW s’écrit quant à elle :

MCCW = P.LO(3π/4 + ε, π/4).RF (ζ).LO(π/4 + θ, π/4).RF (β) , (5.15)

et admet pour valeur propre non nulle :

λCCW = cos(β − θ + ε) cos(d + θ − ε) + i cos(β − θ − ε) sin(d + θ − ε) . (5.16)

Tant que la valeur de ε reste petite, le désalignement ne perturbe pas le fonctionnement
du dispositif stabilisateur (en effet, à l’ordre 0 en ε, les modules des valeurs propres sont
respectivement égaux à cos(β− θ) et cos(β + θ)). En revanche, on voit que lorsque ε 6= 0,
la différence de phase entre les modes contrarotatifs devient dépendante de β. Autrement
dit, un mauvais alignement des lames d’onde induit un couplage entre le dispositif stabi-
lisateur et le biais Faraday, ce dernier devenant dépendant du courant dans la bobine de
contre-réaction, donc en particulier des fluctuations de l’intensité des modes contrarota-
tifs. Afin d’évaluer quantitativement cette dépendance, on effectue un calcul numérique
avec les paramètres suivants : ζ=1,5 mrad (ce qui correspond typiquement à 500 kHz
de biais en fréquence), θ=4,5˚(voir la partie 4.2.1) et ε=0,5˚(ce qui représente l’incer-
titude expérimentale sur l’alignement des lames d’ondes). On évalue alors la quantité
arg(λCCW) − arg(λCW) pour deux valeurs typiques de β, par exemple β=0,16 mrad (va-
leur mesurée en fonctionnement à l’équilibre sur le démonstrateur) et β=0,3 mrad. La
différence entre les deux résultats vaut dans ce cas précis 0,34.10−6 rad, ce qui correspond
à une modification de la valeur du biais en fréquence d’environ 100 Hz. Autrement dit,
lorsque le courant dans la boucle de contre-réaction passe de sa valeur de fonctionne-
ment à l’équilibre (40 mA) à une valeur environ deux fois supérieure (par exemple pour
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Figure 5.2 – Schéma de principe d’une cavité laser avec un dispositif de génération de
pertes différentielles (ligne du haut) et dispositif de génération d’un biais en fréquence
(ligne du bas), ces deux dispositifs étant séparés par deux polariseurs.

corriger une éventuelle fluctuation d’origine extérieure), le biais en fréquence est modifié
d’environ 0,02% de sa valeur, ce qui est rédhibitoire pour la navigation inertielle haut de
gamme. De manière plus générale, il n’est pas acceptable que le biais en fréquence, qui
est supposé être extrêmement stable, soit dépendant du courant délivré par la boucle de
contre-réaction, qui est par définition fluctuant. On propose donc une nouvelle configu-
ration, qui permet de s’affranchir de ce problème en découplant totalement le dispositif
stabilisateur du dispositif de génération du biais en fréquence grâce à l’utilisation de deux
polariseurs.

5.1.4 Vers une configuration insensible aux désalignements des lames
d’ondes

On considère donc dans ce qui suit la configuration présentée sur la figure 5.2, dans
laquelle deux polariseurs de même axe séparent les deux dispositifs (stabilisation et
génération du biais en fréquence). Ces derniers sont alors indépendants l’un de l’autre
puisqu’ils reçoivent toujours en entrée un état de polarisation linéaire selon l’axe des po-
lariseurs. En revanche, cette méthode de découplage rend inopérante l’astuce présentée
plus haut pour s’affranchir du rotateur réciproque en désalignant l’une des lames d’ondes.
Il convient donc de réintégrer le rotateur réciproque dans la configuration finale, comme
c’est le cas sur la figure 5.2.

Pour mettre en évidence quantitativement l’effet de découplage, on considère le dispo-
sitif de la figure 5.2 en supposant que les lames d’ondes sont légèrement désalignées par
rapport à leur position idéale (le désalignement étant représenté par les angles θ et ε). La
matrice de Jones de d’ensemble du dispositif parcouru dans le sens CW s’écrit alors :

MCW = P.RF (β)RCW(α).P.LO(π/4 + θ, π/4).RF (ζ).LO(3π/4 + ε, π/4) , (5.17)

qui admet pour valeur propre non nulle :

λCW = cos(α + β) [cos(ζ + θ − ε) cos(θ − ε)− i sin(ζ + θ − ε) cos(θ + ε)] . (5.18)
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Dans le sens opposé, on a :

MCCW = LO(3π/4 + ε, π/4).RF (ζ).LO(π/4 + θ, π/4).P.RCCW(α).RF (β).P , (5.19)

qui admet pour valeur propre non nulle :

λCW = cos(α− β) [cos(ζ − θ + ε) cos(θ − ε) + i sin(ζ − θ + ε) cos(θ + ε)] . (5.20)

On constate sur les expressions 5.18 et 5.20 que le module des valeurs propres est donné,
dans la limite où ε et θ sont proches de zéro, par cos(α±β), ce qui valide le principe de la
génération des pertes différentielles. De plus, on voit sur ces mêmes expressions que l’ar-
gument des valeurs propres est indépendant de β, ce qui rend la question de l’alignement
des lames d’ondes beaucoup moins critique : le seul effet d’un mauvais alignement, en
présence des polariseurs, sera l’introduction de pertes supplémentaires. Toujours dans la
limite où ε et θ sont proches de zéro, la différence entre les fréquences propres des modes
contrarotatifs est donnée par :

Ω0 =
2ζc

Lop

, (5.21)

ce qui valide également le principe de génération du biais.

Il convient de noter que les expressions 5.18 et 5.20 fournissent de plus un signal
d’erreur utile pour positionner correctement les lames d’onde par rapport aux axes des
polariseurs.

5.1.5 Conclusion

On a présenté plusieurs configurations permettant d’introduire un biais magnéto-
optique dans le gyrolaser à état solide. Toutes ces configurations utilisent un milieu Fa-
raday entouré de deux lames λ/4. On a montré qu’un désalignement de l’une des lames
pouvait remplacer avantageusement le rotateur réciproque nécessaire à la génération des
pertes différentielles. Toutefois, on a vu que dans une version à un seul polariseur, le dis-
positif de génération du biais se couple au dispositif de génération des pertes différentielles
à cause du positionnement imparfait des lames d’onde, ce qui dégrade les performances
inertielles. On a proposé une variante permettant de s’affranchir de ce problème grâce
à l’utilisation de deux polariseurs, ce qui découple totalement les deux dispositifs. Cette
variante ne permet en revanche plus de se passer du rotateur réciproque, qui doit être
réintroduit.

5.2 Résultats expérimentaux

On se propose dans ce qui suit de présenter quelques résultats issus de la mise en œuvre
expérimentale du gyrolaser à état solide avec un biais magnéto-optique. Nous avons pour
cela réalisé une configuration de cavité conforme à la figure 5.2. Le dispositif expérimental
est schématisé sur la figure 5.3. Après avoir vérifié que le biais en fréquence est bien
présent sur ce dispositif, on s’intéressera à ses possibles applications, comme la mesure de
très petites vitesses de rotation ou celle du champ magnétique terrestre. On terminera ce
chapitre par un début de caractérisation inertielle du gyrolaser à état solide avec un biais
en fréquence.
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Figure 5.3 – Schéma représentant le gyrolaser à état solide avec un biais magnéto-
optique. Le barreau de Nd-YAG pompé sert de milieu à gain et de rotateur Faraday pour
la stabilisation du régime de battement. Le courant qui circule dans la bobine qui entoure
ce barreau est délivré par la boucle de rétro-action, qui le maintient proportionnel à la
différence d’intensité entre les modes contrarotatifs du laser. Le dispositif de génération
du biais est composé d’un milieu Faraday (barreau de YAG ou de TGG par exemple)
parcouru par un champ magnétique (créé par une bobine ou par un aimant) et entouré
de deux lames λ/4 comme décrit plus haut dans ce chapitre. Les deux polariseurs sont
des miroirs dichröıques à 56◦ d’incidence. La non-planéité de la cavité permet d’induire
la rotation réciproque du plan de polarisation nécessaire au fonctionnement du dispositif
stabilisateur.
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lames λ/4

miroirs polarisants

milieu amplificateur + contrôle des intensités

déphaseur

Figure 5.4 – Gyrolaser à état solide avec un biais magnéto-optique : photo du dispositif
expérimental.

5.2.1 Mise en œuvre du biais magnéto-optique sur le gyrolaser à état
solide

Le premier effet que nous avons observé après avoir introduit un biais en fréquence
dans le laser en anneau à état solide selon le montage de la figure 5.3 (mais sans le dispositif
stabilisateur) est le comportement unidirectionnel du laser dans la limite des forts biais,
similaire en tout point au comportement qui avait été constaté dans la limite des fortes
vitesses de rotation (partie 4.1.1). En particulier, le sens de l’émission unidirectionnelle
s’inverse lorsque l’on change le signe du courant dans la bobine de génération du biais.
Lorsque l’on active en plus le dispositif stabilisateur, on obtient un régime de battement
stable, qui permet de tracer la courbe de réponse en fréquence présentée sur la figure 5.5.
La cavité utilisée a un périmètre égal à 45 cm, et contient deux barreaux de YAG. Le
premier (utilisé comme milieu à gain et pour la génération des pertes différentielles) est
long de 25 mm. Le second (destiné à la génération du biais magnéto-optique) est long de
50 mm. Il est entouré d’une bobine de longueur Lbob = 40 mm, de rayon Rbob = 5 mm
et composé de N = 2000 spires. Celle-ci crée au centre du barreau de YAG un champ
magnétique dont la valeur est donnée par :

B =
µ0NI

Lbob

cos ξ avec tan ξ =
Rbob

Lbob/2
= 0, 25 . (5.22)

En faisant l’hypothèse que ce champ est constant tout le long de la bobine et nul à
l’extérieur (ce qui revient à négliger les effets de bord), l’angle de la rotation induite par
le barreau s’écrit :

ζ = BLbobVYAG = µ0NI cos ξVYAG , (5.23)
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Figure 5.5 – Fréquence de battement en fonction du courant I dans la bobine servant à
créer le biais magnéto-optique. La droite est un guide pour l’œil, dont la pente A est ob-
tenue par un ajustement des données avec une fonction du type y = Ax+B/x. On estime
ainsi la valeur du biais magnéto-optique effectivement créé à Ω0/I = 4, 8.106 rad.s−1.A−1.

où VYAG est la constante de Verdet du YAG 1. Le biais magnéto-optique en fonction du
courant I dans la bobine est finalement donné par :

Ω0

I
=

2ζc

ILop

=
2cµ0N cos ξVYAG

Lop

' 5.106 rad.s−1.A−1 . (5.24)

Cette estimation théorique est à comparer à la valeur mesurée expérimentalement (voir
figure 5.5), à savoir Ω0 = 4, 8.106 rad.s−1.A−1. Ces résultats sont en relativement bon
accord, l’écart résiduel d’environ 5% étant attribué aux effets de bords.

Le comportement du gyrolaser à état solide en présence d’un biais magnéto-optique est
donc conforme à ce qui était attendu théoriquement. En particulier, l’effet d’un tel biais
peut être considéré comme équivalent à celui d’une rotation continue, et permet de faire
fonctionner le gyrolaser dans une zone où sa réponse en fréquence peut être considérée
comme linéaire.

5.2.2 Application à la mesure de très petites vitesses de rotation

Grâce au biais magnéto-optique introduit dans la cavité laser, il est possible d’effectuer
des mesures de très petites vitesses de rotation en étudiant les variations de la fréquence
de battement autour de sa valeur à l’arrêt. Les résultats d’une telle mesure sont présentés
figure 5.6. On voit que la précision obtenue est de l’ordre du centième de degré par
seconde, ce qui est plus de 1000 fois inférieur à la vitesse minimale nécessaire pour obtenir
un battement en l’absence de biais magnéto-optique.

1Donnée on le rappelle par VYAG = 103◦.T−1.m−1, ou de manière équivalente VYAG=1,8 rad.T−1.m−1.
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Figure 5.6 – Mesure expérimentale de très petites vitesses de rotation, rendue possible
par la présence du biais magnéto-optique. La largeur du battement est de l’ordre de la
centaine de Hz. La valeur moyenne de la fréquence de battement est déterminée très
précisément par transformation de Fourier numérique du signal temporel de battement.

Toutefois, ce résultat spectaculaire ne doit pas masquer les deux inconvénients majeurs
de ce dispositif, auxquels on va maintenant s’intéresser, à savoir la sensibilité au champ
magnétique extérieur et les fluctuations (surtout sur le long terme) de la valeur du biais.

5.2.3 Application à la mesure du champ magnétique ambiant

Lorsque le dispositif de la figure 5.3 est soumis à un champ magnétique extérieur, ce
dernier s’ajoute au champ magnétique créé par la bobine de génération du biais, modifiant
ainsi la valeur de Ω0. Cet effet a été mis en évidence par une expérience, dont le résultat est
porté sur la figure 5.7, qui consiste à mesurer la fréquence de battement du gyrolaser à état
solide avec un biais magnéto-optique constant pour différentes orientations du dispositif.
On voit que le biais varie sinusöıdalement avec l’angle d’orientation de la table, l’effet
du champ magnétique extérieur dépendant de la manière dont celui-ci s’additionne avec
le champ magnétique créé par la bobine de génération du biais. La cavité utilisée dans
l’expérience de la figure 5.7 a une longueur géométrique d’environ 565 mm, et contient un
barreau de Nd-YAG pompé diode d’une longueur de 25 mm ainsi qu’un barreau de TGG
(entouré de 2 lames λ/4) d’une longueur de LTGG=20 mm. L’amplitude de variation
∆Ω0 (crête-crête) du biais magnéto-optique est estimée à ∆Ω0/(2π) ' 3, 5 kHz. Cela
correspond à un champ magnétique extérieur qui, une fois projeté dans le plan de la
cavité, a un module donné par :

Bext =
∆Ω0Lop

4cVTGGLTGG

. (5.25)

En prenant VTGG = 2290◦.T−1.m−1 ou, de manière équivalente, VTGG = 40 rad.T−1.m−1,
on obtient Bext ' 1, 4.10−5 T. Cette mesure est en bon accord avec la valeur du champ
magnétique terrestre, dont le module est donné par BTerre ' 4, 5.10−5 T et qui fait avec
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Figure 5.7 – Écart entre la fréquence de battement et la valeur de référence du biais
magnéto-optique en fonction de la position angulaire du gyrolaser à état solide. La valeur
de référence du biais est environ égale à 280 kHz.

l’horizontale un angle d’environ 70◦, d’où une valeur projetée donnée par BTerre. cos(70◦) '
1, 5.10−5 T. Ce calcul semble indiquer que la principale source de champ magnétique dans
le laboratoire est le champ magnétique terrestre.

On voit donc que le dispositif étudié dans ce chapitre est très sensible au champ
magnétique extérieur 2, ce qui risque de dégrader considérablement ses performances iner-
tielles (par exemple une variation du champ magnétique extérieur de seulement 1 µT va
entrâıner un changement de la fréquence de battement égal à 40 Hz, ce qui n’est pas
acceptable pour des applications inertielles haut de gamme). Plusieurs moyens peuvent
être imaginés pour pallier ce problème. On les mentionne ici, même si on ne les a pas
pour l’instant mis en œuvre expérimentalement. On peut par exemple utiliser un disposi-
tif de blindage pour atténuer les effets des champs magnétiques extérieurs. On peut aussi
utiliser, pour la génération du biais, un matériau ferro-magnétique saturé (par exemple
un barreau de YIG), qui est de facto beaucoup moins sensible au champ magnétique
extérieur, dans la limite où il reste saturé. Enfin, on peut envisager d’utiliser, toujours
pour la génération du biais, deux barreaux de même longueur et séparés par une lame
λ/2. Le déphasage induit par le champ magnétique extérieur est alors compté positive-
ment dans l’un des barreaux et négativement dans l’autre, ce qui permet à ses effets
de se compenser. Pour générer le biais magnéto-optique, il suffit alors de créer dans les
deux barreaux des champs magnétiques de sens opposés, en utilisant par exemple des
bobines identiques mais alimentées par des courants de signes différents. On obtient ainsi
un gyrolaser à état solide avec un biais magnéto-optique insensible (en théorie) au champ
magnétique extérieur.

2Au point que l’on pourrait envisager son utilisation en tant que magnétomètre, selon le principe
décrit dans [130] !
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Cellule 1

Cellule 2

Figure 5.8 – Représentation schématique du dispositif de détection pour le comptage de
franges. Les deux faisceaux issus des modes contrarotatifs de la cavité laser sont superposés
avec un petit angle sur deux détecteurs très rapprochés. On obtient deux signaux de
battement dont on peut régler la phase relative en jouant sur cet angle.

Cellule 1

Cellule 2

Figure 5.9 – Signaux expérimentaux mesurés par les deux cellules de détection pour
le comptage de franges. Le signal de battement est induit par un biais magnéto-optique
constant. L’angle entre les deux faisceaux a été choisi de manière à obtenir des signaux
en quadrature de phase.

5.2.4 Mesure de performances inertielles par comptage de frange

Afin d’évaluer les performances inertielles du gyrolaser à état solide avec un biais
magnéto-optique, on a mis en place un dispositif intégrateur similaire à ceux qui sont
utilisés pour les gyrolasers à hélium-néon. Le principe consiste à compter le nombre de
franges qui défilent sur le signal de battement. Afin de tenir compte du sens de défilement,
on utilise deux détecteurs rapprochés, comme sur la figure 5.8. En agissant sur l’angle
formé par les vecteurs d’ondes des deux faisceaux, on peut changer la phase qui existe
entre les signaux de battement des deux détecteurs, et les mettre en quadrature l’un par
rapport à l’autre. Cela permet alors à un dispositif électronique de comptage de disposer
d’une information sur le sens de défilement des franges, donc sur le signe de la vitesse de
rotation.

Les signaux de battement en quadrature de phase issus du gyrolaser à état solide avec
un biais magnéto-optique constant sont reproduits figure 5.9. Le résultat de la mesure est
donné sur la figure 5.10. L’ordinateur affiche à chaque seconde le nombre de franges ayant
défilé pendant la seconde écoulée, ce qui peut être vu comme une mesure de la fréquence
instantanée (en fait la fréquence moyenne à chaque seconde) en fonction du temps. On
constate que, pendant le temps d’intégration, qui est égal à 10 minutes, la valeur de
la fréquence instantanée reste à peu près constante, avec une dispersion de l’ordre de
150 ppm.
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Figure 5.10 – Résultat du comptage de franges avec un biais magnéto-optique constant
pendant 10 minutes. On voit sur cette figure le nombre de franges ayant défilé à chaque
seconde. La valeur du biais magnéto-optique utilisée pour cette série de mesures est d’en-
viron 500 kHz. La dispersion de la fréquence mesurée est de l’ordre de 75 Hz, soit 150 ppm.

Une deuxième expérience a été menée sur une durée d’observation beaucoup plus
grande (1 heure). Le résultat est donné sur la figure 5.11. On y observe les deux choses
suivantes :

– la présence de pics correspondant à des sauts de fréquence d’amplitude relativement
importante (de l’ordre de 10−3) et de courte durée (de l’ordre de la dizaine de
secondes) ; ce phénomène n’est pas pour le moment expliqué avec certitude, mais on
peut évoquer les hypothèses des vibrations mécaniques ou de la circulation de l’air
à l’intérieur de la cavité ; on a observé que ces pics devenaient plus rares lorsque l’on
protégeait la cavité par un capot en plexiglas, ce qui tendrait plutôt à confirmer la
seconde hypothèse ;

– une dérive long terme de la valeur du biais lorsque ces pics sont absents ; en une
heure, celui-ci a changé linéairement d’environ 250 ppm ; là encore, plusieurs hy-
pothèses sont envisagées, comme par exemple la dérive de l’alimentation de courant
à l’origine du biais magnéto-optique (si cette hypothèse était vérifiée, cela voudrait
dire que le courant délivré, qui est égal à 200 mA, a varié de 50 µA sur une heure),
ou un changement de température qui influe sur certains des paramètres du laser
(changement des indices optiques, du coefficient de Verdet...).

On voit donc qu’au problème de la sensibilité au champ magnétique extérieur s’ajoute celui
de la stabilité du biais. Au vu des ordres de grandeur considérés, cela reviendrait entre
autres à stabiliser le courant dans la bobine à mieux que 10−7, ce qui semble exclu a priori.
On peut signaler toutefois l’existence d’un composant électronique qui délivre une tension
stable à mieux que 2 ppm sur 30 jours [131], qui pourrait servir de base à une source de
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Figure 5.11 – Résultat du comptage de franges avec un biais magnéto-optique constant
pendant environ une heure. On constate une dérive long terme, symbolisée par la ligne
continue superposée aux données, ainsi que des sauts de fréquence sur des durées plus
courtes (de l’ordre de la dizaine de secondes).

courant destinée à l’alimentation de la bobine de génération du biais 3. Une telle source,
combinée à une cavité monobloc et éventuellement à certaines des techniques exposées
dans ce chapitre pour s’affranchir de la sensibilité au champ magnétique extérieur, pourrait
fournir un gyromètre aux performances inertielles acceptables pour des applications de
type basse ou moyenne gamme.

5.3 Conclusion

Le dispositif présenté dans ce chapitre permet, en introduisant un biais magnéto-
optique constant, de faire fonctionner le gyrolaser à état solide dans une zone ou la
réponse en fréquence est quasiment linéaire. Nous avons présenté plusieurs configurations
en vue de la génération de ce biais, et avons notamment souligné la nécessité d’utiliser
deux polariseurs afin de découpler les effets du dispositif stabilisateur, décrit dans les
chapitres précédents, des effets du dispositif de génération du biais. Nous avons présenté
une réalisation expérimentale du gyrolaser à état solide avec un biais magnéto-optique,
qui nous a permis de mesurer des vitesses de rotation aussi faibles que 0,02◦/s. Nous
avons montré que ce système est très sensible au champ magnétique extérieur, ce qui
en fait potentiellement un bon magnétomètre mais un mauvais gyromètre. Les perfor-
mances inertielles ont été mesurées sur banc optique, montrant la nécessité de stabiliser
la valeur du biais et de diminuer la sensibilité au champ magnétique extérieur. Des pistes
d’amélioration ont été proposées (blindage magnétique, alimentation stabilisée, matériau

3On peut de plus imaginer un dispositif qui inverserait périodiquement le signe du courant délivré,
de façon à compenser les dérives qui auraient lieu sur des échelles de temps supérieures au temps ca-
ractéristique de commutation.
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saturé...), qui pourraient permettre d’atteindre les performances d’un gyromètre bas de
gamme (c’est-à-dire de l’ordre du degré par heure).

Il convient par ailleurs de souligner le grand intérêt pratique du dispositif décrit dans
ce chapitre en tant qu’instrument d’étude. En effet, il permet de se placer en régime
de battement tout en se libérant des contraintes de la table tournante, parmi lesquelles
on peut citer les vibrations mécaniques ou la distorsion des signaux à cause des joints
électriques. Il permet également d’introduire dans le gyrolaser une non-réciprocité en
fréquence dépendant du temps et prenant la forme d’une sinusöıde ou d’un signal en
créneau [132, 133], ce qui serait a priori plus difficile à réaliser avec un mouvement
mécanique. Une version monobloc du gyrolaser à état solide avec un biais en fréquence
pourrait servir de base à l’étude de configurations plus élaborées, comme celle décrite au
chapitre suivant.





Chapitre 6

Solution à biais compensé (4 ondes)

L
a solution “4 ondes”, qui permet d’introduire un biais magnéto-optique dans la
cavité tout en s’affranchissant des fluctuations de ce dernier, a été proposée pour
la première fois par De Lang [134, 135] dans les années 1960 pour les gyrolasers à

hélium-néon. Le principe consiste à faire coexister dans la cavité deux paires orthogonales
de modes contrarotatifs soumis à un biais magnéto-optique commun, de telle sorte que ces
deux paires soient sensibles à ce biais avec des signes opposés. En effectuant la différence
entre les deux fréquences de battement obtenues, il est alors possible en principe d’éliminer
le biais et ses fluctuations, tout en conservant le signal dû à la rotation. Grâce au biais
présent dans la cavité, la réponse en fréquence du dispositif est linéaire. De plus, grâce à
la coexistence des deux paires de modes, le facteur d’échelle de ce type de gyrolaser est
doublé. Après avoir décrit de manière un peu plus quantitative ce dispositif dans le cas
de l’hélium-néon, on propose dans ce chapitre une transposition originale [136] de cette
architecture au cas de l’état solide, qui prend notamment en compte la nécessité d’inclure
dans le système un dispositif de stabilisation du régime de battement. On présente pour
finir quelques résultats issus de la mise en œuvre expérimentale de la solution proposée.

6.1 Principe du gyrolaser 4 ondes à hélium-néon

Le gyrolaser 4 ondes à hélium-néon [124,137,138] est une cavité laser dans laquelle se
propagent quatre modes superposés spatialement et oscillant à quatre fréquences différentes.
Pour cela, une telle cavité doit contenir un rotateur réciproque, d’angle Γ, et un rotateur

Rotation 
réciproque Γ

Rotation non 
réciproque b

Milieu à gain 
(gaz He-Ne)

Figure 6.1 – Schéma de principe d’un gyrolaser 4 ondes à hélium-néon. Afin de garantir
l’existence des états propres circulaires dans la cavité, celle-ci ne doit contenir aucun
élément anisotrope.
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non réciproque, d’angle b. Il convient de noter que ce dernier rotateur n’a pas besoin dans
cette configuration d’être placé entre deux lames λ/4. Dans le sens CW, la matrice de
Jones de ce dispositif s’écrit :

MCW = RRCW(Γ).RF (b) =

(
cos(Γ + b) sin(Γ + b)
− sin(Γ + b) cos(Γ + b)

)
, (6.1)

et admet comme vecteur propre l’état circulaire gauche (1,−i) avec la valeur propre
exp[i(Γ + b)] et l’état circulaire droit (1, i) avec la valeur propre exp[−i(Γ + b)]. Dans le
sens CCW, la matrice de Jones s’écrit :

MCCW = RF (b).RRCCW(Γ) =

(
cos(b− Γ) sin(b− Γ)
− sin(b− Γ) cos(b− Γ)

)
, (6.2)

qui admet comme vecteur propre l’état circulaire gauche (1, i) avec la valeur propre
exp[i(Γ− b)] et l’état circulaire droit (1,−i) avec la valeur propre exp[i(b− Γ)]. On note
GCW et DCW (respectivement GCCW et DCCW) les états circulaires gauche et droit se
propageant dans le sens CW (respectivement dans le sens CCW). Les fréquences propres
(angulaires) de ces modes s’écrivent alors (en utilisant l’équation 3.26) :

ωGCW ωDCW ωGCCW ωDCCW

(2πp− Γ− b)c/Lop (2πp + Γ + b)c/Lop (2πp− Γ + b)c/Lop (2πp + Γ− b)c/Lop

On voit donc apparâıtre quatre fréquences propres a priori différentes. Si l’on considère
maintenant que le gyrolaser est en rotation et que ladite rotation induit une non-réciprocité
en fréquence Ω entre un mode se propageant dans le sens CW et un mode se propageant
dans le sens CCW, on voit que la fréquence de battement entre les ondes circulaires
gauches est donnée par :

ωG = |ωGCW − ωGCCW + Ω| = 2b
c

Lop

− Ω , (6.3)

tandis que la fréquence de battement entre les ondes circulaires droites s’écrit :

ωD = |ωDCW − ωDCCW + Ω| = 2b
c

Lop

+ Ω , (6.4)

où l’on a utilisé l’inégalité 2|b|c/Lop > |Ω|. En faisant la différence entre les deux fréquences
de battement, on obtient comme annoncé au début de ce chapitre :

ωD − ωG = 2Ω . (6.5)

Cette quantité, facilement accessible expérimentalement, est en théorie indépendante des
paramètres Γ et b, donc de leurs éventuelles fluctuations ! De plus, une telle configura-
tion permet de multiplier le facteur d’échelle par 2, ce qui veut dire que ce dispositif, à
encombrement égal, est deux fois plus sensible à la rotation qu’un gyrolaser “classique”.
Le principe du calcul effectué ci-dessus peut être résumé sur un “arbre des fréquences”
comme celui représenté sur la figure 6.2. Naturellement, les valeurs de Γ et b doivent être
telles que l’espacement entre les fréquences propres garantisse la linéarité de la réponse
en fréquence pour chacun des modes.
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GCCWGCW DCCWDCW

Figure 6.2 – “Arbre des fréquences” pour un gyrolaser 4 ondes à hélium-néon. Le premier
niveau correspond à la fréquence commune aux 4 modes en l’absence de rotateur dans la
cavité. Les second, troisième et quatrième niveaux prennent en compte successivement les
effets du rotateur réciproque, du rotateur non réciproque et de la rotation.
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Figure 6.3 – Cavité non planaire induisant une rotation géométrique de 90˚par tour.
Ce type de cavité est utilisé en pratique pour la réalisation des gyrolasers 4 ondes à
hélium-néon [139].

En pratique, la rotation non réciproque est assurée par un matériau Faraday et la
rotation réciproque par une configuration non planaire du type de celle de la figure 6.3
[139]. Une telle géométrie de cavité correspond à un angle de rotation réciproque égal à
π/2, ce qui induit une séparation en fréquence de c/(2Lop) entre les modes orthogonaux.

À notre connaissance, la société Northrop Grumman (anciennement Litton Industries)
produit et commercialise ce type de dispositif actuellement.

6.2 Vers un gyrolaser 4 ondes à état solide

Lorsque l’on tente de transposer les principes décrits précédemment au cas du gyrolaser
à état solide, on se heurte à la nécessité de mettre en œuvre un dispositif stabilisateur pour
le régime de battement, afin que ce dernier ne se transforme pas en régime unidirectionnel
en présence du biais magnéto-optique (voir partie 5.2.1). Or le dispositif stabilisateur
retenu dans les chapitres précédents utilise un élément polarisant, donc ne permet pas la
coexistence de deux modes orthogonaux dans la cavité ! La solution que nous proposons
dans ce qui suit utilise, pour pallier ce problème, une paire de cristaux biréfringents
uniaxes taillés à 45◦ de leur axe optique. Après avoir présenté succinctement le principe
de fonctionnement de ce type d’élément, on se propose de montrer comment il autorise
l’oscillation simultanée des 4 modes dans la cavité tout en permettant la mise en œuvre
du dispositif stabilisateur grâce à la génération de pertes différentielles par action sur la
polarisation.

6.2.1 Le cristal biréfringent uniaxe taillé à 45◦ de son axe optique

On considérera le cristal biréfringent uniaxe taillé à 45◦ de son axe optique comme un
élément permettant de séparer spatialement des états de polarisation linéaire issus d’un
même faisceau. Ce comportement est illustré sur la partie gauche du haut de la figure 6.4,
où l’on voit que la composante du vecteur incident selon x va être transmise normalement



6.2 Vers un gyrolaser 4 ondes à état solide 147

 

z 

x

y

sens de propagation 

Figure 6.4 – Association de deux cristaux biréfringents uniaxes taillés à 45˚de leur axe
optique : en l’absence d’élément entre les deux cristaux, le faisceau incident est transmis
sans perte. En présence d’un élément rotateur, l’ensemble des deux cristaux agit comme
un polariseur selon chacun des axes x et y (voir texte).

par le cristal (suivant l’axe dit “ordinaire”) tandis que la composante selon y va être déviée
selon l’axe “extraordinaire”, pour ressortir parallèle mais décalée spatialement par rapport
à l’axe du faisceau incident. Un tel cristal peut dans ce contexte être considéré comme une
“bôıte noire” à deux entrées et deux sorties. En suivant les notations de [140], on désigne
par B (“bottom”) le canal du bas et par T (“top”) le canal du haut. Les composantes Bx et
Tx, transmises selon l’axe ordinaire, vont être envoyées sur elles-mêmes. La composante By

suit l’axe extraordinaire et est donc envoyée sur Ty. Enfin, la composante Ty suit également
l’axe extraordinaire et sort du dispositif (figure 6.5). On peut mettre à profit cette analyse
en terme de “bôıte noire” pour adapter le formalisme des matrices de Jones aux systèmes
optiques contenant ce type de cristal [140,141]. Pour cela, on décrit le champ électrique non
plus par ses deux composantes (Ex; Ey) mais par quatre composantes (ET

x ; ET
y ; EB

x ; EB
y )

correspondant aux deux composantes du champ sur l’axe B et aux deux composantes du
champ sur l’axe T . Un élément optique habituellement décrit par une matrice de Jones
m de taille 2× 2 sera décrit dans ce formalisme par la matrice 4× 4 suivante :

M =




m
0 0
0 0

0 0
0 0

m


 . (6.6)

Le cristal biréfringent uniaxe taillé à 45˚de son axe optique possède deux matrices de
Jones différentes selon que son axe extraordinaire décale les faisceaux vers le haut ou vers
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Figure 6.5 – Description du cristal biréfringent uniaxe taillé à 45˚de son axe optique en
terme de “bôıte noire” (voir texte). Image tirée de [140].

le bas. On a dans le premier cas :

C↑(φ) =




e−iΓ/2 0 0 0
0 0 0 eiΓ/2

0 0 e−iΓ/2 0
0 0 0 0


 ,

et dans le second :

C↓(φ) =




e−iΓ/2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 e−iΓ/2 0
0 eiΓ/2 0 0


 ,

où l’on note Γ le déphasage qui survient entre le faisceau ordinaire et le faisceau extraor-
dinaire lors de la traversée du cristal. Il est également utile d’introduire la matrice d’un
diaphragme positionné de telle sorte qu’il ne laisse passer que l’axe “bottom”. Une telle
matrice s’écrit :

D =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 . (6.7)

Ce formalisme permet de décrire les états propres d’une cavité laser contenant entre autres
éléments des cristaux biréfringents uniaxes taillées à 45˚de leur axe optique.

Lorsque l’on utilise deux de ces cristaux placés tête-bêche [142,143], comme schématisé
sur le haut de la figure 6.4, les états de polarisation linéaires orthogonaux, séparés spatia-
lement par le premier cristal, sont recombinés par le second. On suppose maintenant que
l’on ajoute à cet ensemble un rotateur optique placé entre les deux cristaux (bas de la
figure 6.4), et on s’intéresse au devenir d’un faisceau incident polarisé par exemple selon
y. Ce faisceau va être décalé selon l’axe extraordinaire par le premier cristal. Son vecteur
polarisation va ensuite être tourné par le rotateur optique. Lorsque le faisceau arrive sur
le second cristal, seule sa composante selon y va être recombinée dans l’axe du faisceau
incident (la composante selon x traverse le second cristal sans être déviée, et est éliminée
par exemple à l’aide d’un diaphragme ou simplement parce qu’elle n’est plus résonante
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Figure 6.6 – Schéma de principe du gyrolaser à état solide 4 ondes. L’ensemble 1 assure
la génération de pertes différentielles pour la stabilisation du régime de battement, tandis
que l’ensemble 2 assure la génération du biais magnéto-optique.

spatialement avec la cavité). On peut donc conclure que la combinaison des deux cristaux
biréfringents et du rotateur optique produit le même effet pour le faisceau incident selon
y que si les deux cristaux étaient remplacés par un polariseur d’axe y. Le même raisonne-
ment montre que, lorsque le faisceau incident est polarisé selon x, les deux cristaux jouent
le même rôle qu’un polariseur d’axe x. C’est ce phénomène qui va permettre d’introduire
des pertes par action sur la polarisation tout en autorisant les 4 modes à osciller dans la
cavité, comme on va le voir maintenant de façon plus quantitative.

6.2.2 Principe du 4 ondes avec dispositif stabilisateur

Les considérations développées précédemment nous amènent à nous intéresser à la ca-
vité représentée sur la figure 6.6 [136]. Cette cavité est composée de deux parties, notées
1 et 2 et ayant des finalités distinctes. La partie 1 est destinée à la génération de pertes
différentielles. Elle est composée d’un rotateur réciproque et d’un rotateur non réciproque,
entourés par deux cristaux biréfringents uniaxes taillés à 45˚de leur axe optique et placés
tête-bêche. Afin de créer l’effet stabilisateur, l’angle de rotation du rotateur non réciproque
est maintenu proportionnel à la différence d’intensité entre les faisceaux contrarotatifs par
une boucle de contre-réaction électronique, comme décrit au chapitre 3. Étant donné la
position du milieu à gain (symbolisé sur la figure 6.6 par l’un des diaphragmes), seul le
faisceau correspondant à l’axe “bottom” peut osciller à l’extérieur de la partie 1. La par-
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tie 2 est destinée à la génération du biais magnéto-optique. Elle est identique au dispositif
de génération du biais décrit pour le gyrolaser 2 ondes au chapitre précédent.

Les matrices de Jones 4× 4 correspondant à la cavité de la figure 6.6 parcourue dans
les sens CCW et CW s’écrivent :
{

MCCW = LO(3π/4, π/4).RF (b).LO(π/4, π/4).D.C↓(φ).RRCCW(α).RF (β).C↑(φ).D ,

MCW = LO(π/4, π/4).RF (b).LO(3π/4, π/4).D.C↓(φ).RF (β).RRCW(α).C↑(φ).D ,

où l’on a utilisé, en plus des notations introduites plus haut dans ce chapitre, les notations
du chapitre précédent (en désignant certaines matrices 4 × 4 par la même notation que
la matrice 2× 2 qui leur correspond selon l’équation 6.6). Un calcul de produit matriciel
permet d’obtenir le résultat suivant pour le sens CCW :

MCCW =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 cos(α− β)e−i(Γ−b) 0
0 0 0 cos(α− β)ei(Γ−b)


 . (6.8)

Dans le sens CW, on a :

MCW =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 cos(α + β)e−i(Γ+b) 0
0 0 0 cos(α + β)ei(Γ+b)


 . (6.9)

On voit sur ces matrices que les modes propres, par exemple au niveau de l’un des dia-
phragmes de la figure 6.6, sont polarisés linéairement selon les axes x et y. On notera ces
4 modes xCW , yCW , xCCW et yCCW . Les arguments des valeurs propres de ces modes
permettent de calculer leurs fréquences de résonance (formule 3.26), qui s’écrivent :

ωyCW ωxCW ωyCCW ωxCCW

(2πp− Γ− b)c/Lop (2πp + Γ + b)c/Lop (2πp− Γ + b)c/Lop (2πp + Γ− b)c/Lop

On constate que ce tableau est identique à celui présenté dans le cas du gyrolaser 4
ondes à hélium-néon un peu plus haut dans ce chapitre, à condition de remplacer les
états de polarisation circulaires gauches et droits par des états polarisés linéairement
respectivement selon y et x. Lorsque ce dispositif est soumis à une rotation induisant une
non-réciprocité en fréquence angulaire Ω, le signal de battement entre les ondes polarisées
selon y admet pour fréquence angulaire :

ωy = |ωyCW − ωyCCW + Ω| = 2b
c

Lop

− Ω (6.10)

tandis que la fréquence de battement entre les modes polarisés selon x s’écrit :

ωx = |ωxCW − ωxCCW + Ω| = 2b
c

Lop

+ Ω (6.11)

où l’on a utilisé l’inégalité 2|b|c/Lop > |Ω|. La différence entre les deux fréquences de
battement s’écrit donc :

ωx − ωy = 2Ω . (6.12)
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En terme de réponse en fréquence, le dispositif décrit ci-dessus est donc tout-à-fait simi-
laire au gyrolaser 4 ondes à hélium-néon.

De plus, si l’on s’intéresse au module des valeurs propres des matrices 6.8 et 6.9, on
constate que celui-ci vaut cos(α + β) pour les modes se propageant dans le sens CW et
cos(α−β) pour les modes se propageant dans le sens CCW, ce qui valide la possibilité de
générer avec ce dispositif des pertes différentielles permettant la stabilisation du régime
de battement selon la méthode décrite au chapitre 3.

La configuration proposée possède donc le même comportement en fréquence qu’un
gyrolaser 4 ondes à hélium-néon tout en intégrant un dispositif de stabilisation du régime
de battement comme celui décrit au chapitre 3. On présente dans ce qui suit les résultats
issus de l’étude expérimentale de cette configuration.

6.3 Mise en œuvre expérimentale

6.3.1 Une première tentative infructueuse

Le premier dispositif expérimental 4 ondes que nous avons réalisé est représenté sur la
figure 6.7. On utilise comme séparateurs de faisceaux des cristaux de Vanadate d’Yttrium
(YVO4) taillés à 45◦ de leur axe optique. Pour une épaisseur de 10 mm traversée, ce
type de cristal assure une séparation spatiale de 1 mm. La rotation réciproque d’angle
α nécessaire à la génération des pertes différentielles est induite par une non-planéité de
la cavité, comme c’est le cas dans les chapitres précédents. Les considérations suivantes
nous amènent alors à la conclusion qu’il faut utiliser une cavité à au moins 5 miroirs :

– il est nécessaire d’utiliser au moins un miroir courbe dans la cavité pour garantir sa
stabilité ;

– nous avons observé lors d’essais préliminaires que, lorsque le faisceau de pompage
optique traversait un miroir courbe avant d’arriver sur le milieu à gain, il n’était pas
possible de faire osciller simultanément les 4 modes dans la cavité ; le faisceau de
pompe ne doit donc pas traverser de miroir courbe ; par ailleurs, le pompage optique
doit avoir lieu à un endroit où les faisceaux sont superposés ;

– de même, le miroir courbe ne peut pas se trouver à un point où les faisceaux sont
séparés spatialement, sous peine de désaligner au moins l’un des deux chemins op-
tiques ;

– la rotation réciproque doit avoir lieu entre les deux cristaux d’YVO4, c’est-à-dire
lorsque les faisceaux sont séparés spatialement ; cette rotation étant induite par un
effet de non-planéité, il est nécessaire de disposer d’au moins 3 miroirs dans la partie
où les faisceaux sont séparés spatialement ; si l’on ajoute à ces trois miroirs le miroir
courbe et le miroir par lequel passe la pompe, on obtient bien comme annoncé un
total de 5 miroirs.

La configuration proposée en comprend en fait six, ce qui permet d’utiliser pour assembler
la cavité des miroirs traités pour une incidence à 45◦, qu’il est relativement facile de se
procurer.
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miroir
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pompé diode

YVO4
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barreau de YAG bobiné
(pour asservissement)

ensemble déphaseur
(TGG bobiné + lames λλλλ/4)

Figure 6.7 – Dispositif expérimental initialement réalisé dans le but d’obtenir un gyro-
laser à état solide 4 ondes. On notera la partie hors plan de la cavité (en bas à droite),
destinée à produire la rotation réciproque nécessaire au contrôle des pertes. Ce dispositif
ne fonctionne toutefois pas en pratique (voir texte).

Figure 6.8 – Schéma montrant la différence entre rotation du plan de polarisation et rota-
tion géométrique. Dans le premier cas, la distribution transverse d’intensité est inchangée,
tandis que dans le deuxième cas elle subit la rotation. Figure extraite de [124].
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Après avoir réalisé expérimentalement une telle cavité, nous avons constaté un com-
portement anormal des faisceaux décalés spatialement, ainsi qu’une absence totale de
contrôle des intensités des modes contrarotatifs par le dispositif stabilisateur. Nous avons
alors réalisé, a posteriori, que cette configuration ne peut pas fonctionner, puisque la par-
tie non planaire de la cavité induit une rotation géométrique du plan contenant les deux
faisceaux. Il en résulte que ceux-ci sont mal positionnés par rapport aux cristaux d’YVO4,
d’où un comportement non conforme à ce qui était prévu par la théorie 1. On conclut de
cette première expérience que le rotateur réciproque utilisé dans le gyrolaser à état solide
4 ondes ne doit donc pas être un rotateur d’image mais seulement un rotateur de polari-
sation (comme une lame de quartz par exemple). Une bonne illustration de la différence
de principe entre rotation d’image et rotation de polarisation est donnée dans [124] et
reproduite sur la figure 6.8.

6.3.2 Validation expérimentale du dispositif 4 ondes

On présente dans ce qui suit une seconde expérience (figure 6.9), qui vient corriger
les défauts de la première. La nouvelle cavité considérée, entièrement planaire, contient
une lame de quartz (produite par la société Optique Fichou, celle-ci induit une rotation
réciproque de 2◦). Elle est par ailleurs constituée de 5 miroirs au lieu de 4, ce qui permet
d’utiliser un coupleur (ou miroir de sortie) à incidence normale (il est en effet plus facile
de se procurer un coupleur indépendant de la polarisation à incidence normale qu’à 45◦).

La mise en œuvre expérimentale de cette nouvelle configuration nous conduit aux
observations suivantes :

– la compétition entre les modes orthogonaux ayant le même sens de propagation
est suffisamment faible pour permettre leur coexistence ; cela avait déjà été ob-
servé sur des lasers linéaires à base de Nd-YAG [144], où il avait été mesuré une
constante de couplage équivalente de l’ordre de 0,8 entre deux états de polarisation
rectilignes croisés ; on s’attend à ce que la valeur de cette constante de couplage
équivalente soit diminuée (et donc la stabilité de notre dispositif améliorée) en uti-
lisant une matrice de YAG taillée selon l’axe 〈100〉 (au lieu de 〈111〉 comme cela est
fait habituellement) ; en effet, dans ce cas, les dipôles élémentaires des ions Nd3+

sont orientés parallèlement ou perpendiculairement aux axes x et y, ce qui fait
qu’un ion donné n’est susceptible d’interagir qu’avec un seul mode [145, 146], d’où
l’absence de compétition ; nous sommes actuellement en train de vérifier ce point
expérimentalement ;

– le dispositif stabilisateur, qui utilise comme signal d’entrée la différence entre les
intensités totales des modes contrarotatifs (mesurée à l’aide des détecteurs 1 et 2
de la figure 6.9) et qui agit en créant des pertes différentielles communes aux états
de polarisation orthogonaux, permet de stabiliser efficacement les deux signaux de
battement ;

– le positionnement transverse du diaphragme permet de répartir le gain entre les

1Il est possible de rattraper ce mauvais positionnement en inclinant l’un des cristaux d’YVO4 autour
de son axe d’un angle égal à l’angle α induit par la rotation réciproque. Toutefois, on perd alors l’effet
de génération des pertes différentielles (tout se passe dans ce cas comme si α était égal à zéro).
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Figure 6.9 – Gyrolaser à état solide 4 ondes tel que nous l’avons réalisé
expérimentalement (incluant le dispositif de détection). Les dimensions, données à titre
indicatif, sont exprimées en millimètres.
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Figure 6.10 – Gyrolaser à état solide 4 ondes : photo de la cavité laser.

états de polarisation orthogonaux ; on peut également, à cette fin, agir sur le posi-
tionnement transverse du point de focalisation du faisceau de pompe ;

– lorsque le dispositif est correctement réglé, on observe sur les détecteurs 3 et 4 de
la figure 6.9 la présence simultanée de deux signaux de battement ; les fréquences
de ces deux battements évoluent dans des sens opposés sous l’effet d’une rotation
(figure 6.11), ce qui valide le principe du comportement en fréquence de ce dispositif
(équations 6.10 et 6.11).

6.3.3 Interprétation des résultats, axes d’amélioration

Lorsque l’on mesure précisément les fréquences des signaux de battement issus des
détecteurs 3 et 4 de la figure 6.11, on constate une différence entre les deux valeurs
obtenues. Par exemple, on présente sur la figure 6.12 un spectre numérique des signaux
de battement sur lequel on mesure ωx/(2π) = 240 kHz et ωy/(2π) = 245 kHz. Cela
peut sembler surprenant au vu des calculs présentés précédemment, qui prédisent en
particulier ωx = ωy à l’arrêt. Toutefois, ces calculs ne tiennent pas compte du fait que
les déphasages induits par les éléments biréfringents et magnéto-optiques dépendent de la
longueur d’onde. Il convient donc d’écrire les angles b et Γ non plus comme des constantes
mais comme des fonctions de k0 (fréquence spatiale dans le vide du mode considéré) selon
la forme : {

b(k0) = k0Lb ,

Γ(k0) = k0LΓ ,
(6.13)
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Ω = 0, ωx ≈ ωy

Ω > 0, ωx > ωy Ω < 0, ωx < ωy

Figure 6.11 – Comportement en fréquence du gyrolaser à état solide 4 ondes. À l’arrêt, les
deux fréquences de battement sont à peu près égales. Lorsque le laser est en rotation, l’une
des fréquences augmente et l’autre diminue. Ce processus s’inverse lorsque l’on change le
sens de la rotation.
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où Lb et LΓ sont indépendants de k0. Les fréquences propres des 4 modes s’écrivent en
tenant compte de l’expression 6.13 :

ωyCW ωxCW

2πp c/(Lop + LΓ + Lb) 2πp c/(Lop − LΓ − Lb)

ωyCCW ωxCCW

2πp c/(Lop + LΓ − Lb) 2πp c/(Lop − LΓ + Lb)

Au premier ordre en Lb, LΓ ¿ Lop et en se rappelant que 2πp/Lop = k0, on retrouve bien
les résultats énoncés plus haut, à savoir :

ωyCW ωxCW ωyCCW ωxCCW

(2πp− Γ− b)c/Lop (2πp + Γ + b)c/Lop (2πp− Γ + b)c/Lop (2πp + Γ− b)c/Lop

ainsi que les conclusions qui en découlent, c’est-à-dire notamment ωx = ωy = 2bc/Lop à
l’arrêt. En poussant le développement à l’ordre supérieur, on obtient :

ωx =
2πp c

Lop − LΓ − Lb

− 2πp c

Lop − LΓ + Lb

=
2bc

Lop

(
1 +

2LΓ

Lop

)
; (6.14)

on obtient de même :

ωy =
2bc

Lop

(
1− 2LΓ

Lop

)
. (6.15)

La différence entre les deux fréquences de battement ωx et ωy s’écrit donc à l’arrêt :

ωx − ωy =
8bcLΓ

L2
op

6= 0 . (6.16)

La formule 6.16 nous permet d’estimer l’ordre de grandeur de LΓ, qui n’est autre
que la différence de chemin optique entre les états de polarisation orthogonaux. Étant
donné les ordres de grandeur suivants : Lop ' 0, 7 m, b = ωyLop/(2c) ' 1, 8 mrad et

(ωx − ωy)/(2π) ' 5 kHz, on obtient LΓ ' 3, 5 mm. Cette valeur est très élevée. À titre
d’exemple, si on la convertit en angle de rotation, on obtient Γ = k0LΓ ' 2 krad, ce qui
est à comparer à la valeur Γ = π/2, typique du gyrolaser 4 ondes à hélium néon. Il s’agit
là du point limitant pour les performances du gyrolaser 4 ondes à état solide. Il faudrait
pour aller plus loin comprendre l’origine de cette différence de marche 2, afin de réduire
sa valeur ou à défaut de la stabiliser.

Remarque : il convient de noter que l’origine de Γ joue un rôle important dans le
raisonnement effectué ci-dessus. En effet, si Γ était induit par une rotation géométrique
(comme c’est le cas pour le 4 ondes hélium-néon [139]), les conclusions seraient différentes
puisque sa valeur serait alors indépendante de k0. On aurait donc dans ce cas :

ωx =

(
2πp c

Lop − Lb

+ Γ

)
−

(
2πp c

Lop + Lb

+ Γ

)
, (6.17)

2Les hypothèses ne manquent pas : déphasage induit à la traversée des cristaux de YVO4, biréfringence
de certains éléments de la cavité comme le milieu amplificateur, différence géométrique de chemin optique
liée à la séparation spatiale des faisceaux...
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Figure 6.12 – Spectre en fréquence issu des transformées de Fourrier numériques des deux
signaux de battement d’un gyrolaser à état solide 4 ondes à l’arrêt. La différence entre les
fréquences des deux signaux est de l’ordre de 5 kHz (pouvant dépendre des alignements).

qui est indépendant de Γ et bien égal à 2bc/Lop, y compris au second ordre en Lb/Lop. Cette
différence subtile (mais bien réelle) entre un déphasage géométrique et un déphasage induit
par différence de marche joue un rôle important dans les configurations de type 4 ondes.
C’est entre autres pour cette raison que dans le domaine des gyrolasers à hélium-néon, la
configuration 4 ondes non planaire [139] a été préférée à son homologue planaire [137].

6.4 Conclusion

Nous avons proposé, décrit et mis en œuvre une solution originale de gyrolaser à état
solide 4 ondes. Le premier défi à relever était de concilier le dispositif de contrôle des
pertes, fondé sur la présence d’un élément polarisant, avec l’existence simultanée d’états
de polarisation orthogonaux. Cela a été rendu possible grâce à l’utilisation de cristaux
biréfringents uniaxes taillés à 45◦ de leur axe optique en remplacement de l’élément polari-
sant. La présence de ces cristaux n’étant pas compatible avec l’utilisation d’une cavité non
planaire pour générer une rotation réciproque, on a finalement choisi d’utiliser une configu-
ration planaire avec une lame de quartz. Les résultats expérimentaux obtenus ont permis
de constater la coexistence des 4 modes dans la cavité, ainsi que le bon fonctionnement du
dispositif stabilisateur. Le comportement en rotation est qualitativement conforme aux
prévisions théoriques. Toutefois, on observe une différence de fréquence significative entre
les deux signaux de battement, que l’on interprète comme la conséquence d’une différence
de chemin optique entre les modes orthogonaux égale à environ 3 mm. Le premier axe
d’amélioration du dispositif étudié dans ce chapitre nous semble donc être l’identification
des origines de cette différence de chemin optique. Un autre axe d’amélioration possible
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pourrait être le remplacement du milieu amplificateur actuel par une matrice de Nd-YAG
taillée selon l’axe cristallographique 〈100〉, ce qui permet en théorie un découplage total
des modes orthogonaux.

La réalisation de ce gyrolaser 4 ondes à état solide ouvre la voie à de nouvelles confi-
gurations fondées sur le même principe. Par exemple, on pourrait imaginer utiliser un dis-
positif passif de stabilisation du régime de battement [41] indépendant de la polarisation,
ce qui présenterait l’avantage de simplifier grandement la configuration expérimentale. Le
principe du gyrolaser 4 ondes pourrait également être adapté à d’autres types de milieux
à gain comme par exemple les matériaux semi-conducteurs.





Chapitre 7

Utilisation d’un mouvement mécanique

A
fin de maintenir le plus souvent possible le gyrolaser à hélium-néon en-dehors de
sa zone aveugle, on lui imprime un mouvement mécanique sinusöıdal à l’aide d’une
roue mue par des dispositifs piézo-électriques. Cette technique, qui peut parâıtre

grossière au premier abord par rapport à des procédés plus élaborés comme par exemple
le gyrolaser 4 ondes, se révèle être en fait une excellente solution au niveau de la stabilité
à long terme du biais. Pour s’en convaincre, considérons un gyrolaser idéal, soumis à une
rotation θ̇ que l’on cherche à déterminer. On rappelle que le signal mesuré correspond à
l’intégration dans le temps de la fréquence de battement Ω/(2π), ce qui s’écrit (équation
16 de l’introduction générale) :

∫ tf

ti

Ω

2π
dt =

∫
Sθ̇dt = S(θf − θi) avec S =

4A

λLop

. (7.1)

Lorsque l’on introduit dans la cavité une non-réciprocité additionnelle Ωb(t) (qui permet
de minimiser le temps passé dans les zones non linéaires et donc de considérer en première
approximation que l’équation 7.1 est vérifiée), le signal total devient :

∫ tf

ti

Ω

2π
dt = S(θf − θi) +

∫ tf

ti

Ωb(t)

2π
dt . (7.2)

Afin d’extraire l’information utile, on doit donc être capable de retrancher au signal la
contribution du biais. Cela implique de connâıtre avec précision la quantité

∫
Ωb(t)dt, ou

à défaut de s’assurer qu’elle ne dérive pas dans le temps, ce qui est très difficile lorsque
ce biais est induit par exemple par des moyens magnéto-optiques (voir chapitre 5). En
revanche, lorsque l’origine du biais Ωb(t) est liée au mouvement d’activation mécanique
donné par la fonction θ̇cav(t), on a :

∫ tf

ti

Ωb(t)

2π
dt =

∫ tf

ti

Sθ̇cav(t)dt = S(θcav f − θcav i) . (7.3)

La contribution du biais au signal total est donc donnée par la position instantanée de la
cavité. En particulier, elle ne peut pas dériver dans le temps (à moins que le laser ne se
décroche de son support !).

L’objet de ce chapitre est de proposer une configuration pour l’amélioration des per-
formances inertielles du gyrolaser à état solide qui mette à profit l’avantage particulier,
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décrit ci-dessus, des solutions fondées sur des mouvements mécaniques. On présente tout
d’abord, de manière un peu plus détaillée que dans cette introduction, la théorie de
la mise en mouvement périodique du gyrolaser à hélium-néon et des phénomènes qui
lui sont associés (lock-in dynamique et marche au hasard), théorie que nous avons été
amené à étudier en détail (particulièrement d’un point de vue numérique) afin de pou-
voir l’adapter au cas du gyrolaser à état solide. On s’intéresse dans un deuxième temps
au gyrolaser à état solide animé du même mouvement d’activation mécanique. Après
avoir constaté qu’un tel mouvement n’était pas suffisant, on propose une technique origi-
nale [147] d’amélioration des performances inertielles du gyrolaser à état solide fondée sur
la mise en mouvement du milieu amplificateur (le but étant notamment de diminuer le
contraste du réseau d’inversion de population afin de rendre la réponse en fréquence plus
linéaire). Les expériences concernant les dispositifs présentés dans ce chapitre étant actuel-
lement en cours de réalisation, on devra se contenter dans ce qui suit, pour accompagner
les calculs analytiques, des résultats des simulations numériques.

7.1 Mise en mouvement de la cavité laser (“activation
mécanique”)

On présente ici les principaux résultats de la théorie de l’activation mécanique sur les
gyrolaser à hélium-néon [148], résultats illustrés par des courbes issues de nos simulations
numériques. Cette démarche a pour objectif, d’une part, de permettre au lecteur qui le
souhaiterait de se familiariser avec cette théorie et, d’autre part, de vérifier la validité de
notre modèle numérique dans le but de le transposer ensuite au cas du gyrolaser à état
solide.

7.1.1 Cas du gyrolaser à hélium-néon

La théorie que nous présentons ici est intégralement tirée de [148]. On part de l’équation
de phase suivante pour le gyrolaser avec activation mécanique (voir aussi l’équation 1.80) :

dϕ

dt
= Ω + m sin(ϕ + χ) + ΩD sin(ωdt) , (7.4)

où χ est caractéristique des déphasages à la rétrodiffusion et ΩD et ωd sont respectivement
l’amplitude et la fréquence angulaire d’activation. On cherche à calculer l’erreur de phase
induite par une traversée de zone aveugle lors du mouvement d’activation mécanique.
Pour cela, on écrit la phase totale comme la somme de la phase inertielle ϕa et de l’erreur
de phase ϕe, qui obéissent aux équations suivantes :





dϕa

dt
= Ω + ΩD sin(ωdt) ,

dϕe

dt
= m sin(ϕa + ϕe + χ) .

(7.5)

En première approximation, on néglige dans la première équation de 7.5 la contribution de
Ω par rapport à celle du mouvement d’activation mécanique et dans la deuxième équation
de 7.5 la contribution de ϕe par rapport à celle de ϕa. En intégrant la première équation
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de 7.5, on obtient :

ϕa = ϕ0 +
ΩD

ωd

[1− cos(ωdt)] , (7.6)

où ϕ0 est une condition initiale. L’erreur que l’on cherche à estimer, qui correspond à
l’accroissement de phase au cours d’une traversée de zone aveugle, survient par exemple
autour de t = 0. On peut alors approximer la fonction 1− cos(ωdt) par une parabole :

ϕa = ϕ0 +
1

2
ΩDωdt

2 . (7.7)

Le calcul de l’erreur peut alors être effectué par intégration de la seconde équation de 7.5
entre −∞ et +∞, ce qui donne :

∆ϕe = m

∫ +∞

−∞
sin

(
ϕ0 +

1

2
ΩDωdt

2 + χ

)
dt =

√
2m2

ΩDωd

∫ +∞

−∞
sin(x2 + α)dx . (7.8)

L’erreur de phase induite par une traversée de la zone aveugle au cours du cycle d’acti-
vation est donc une fonction de la phase initiale du laser, représentée par le paramètre α,
selon la relation 1 :

∆ϕe =

√
πm2

ΩDωd

(cos α + sin α) . (7.10)

L’erreur de phase maximale survient lorsque α = π/4, et est donnée par :

∆ϕm =

√
2πm2

ΩDωd

. (7.11)

Cette erreur de phase est responsable de l’existence d’une petite zone aveugle résiduelle
autour de zéro, et ceci en dépit de l’activation mécanique. Ce phénomène est connu sous
le nom de lock-in dynamique. Il survient lorsque la rotation Ω appliquée au dispositif
est telle que l’accroissement de phase qu’elle entrâıne sur une demi-période d’activation
(qui correspond à une traversée de la zone aveugle), donné par ΩTd/2 = πΩ/ωd, com-
pense exactement l’erreur de phase ∆ϕe. De plus, lorsque cette compensation survient, le
système reste dans le même état d’un cycle sur l’autre. En particulier, il n’y a plus d’ac-
croissement de phase malgré la rotation appliquée, ce qui justifie l’appellation de “petite
zone aveugle” utilisée précédemment. Naturellement, ce phénomène ne peut se produire
que si l’accroissement de phase lié à la non-réciprocité en fréquence Ω est inférieur en
valeur absolue à l’amplitude maximale de l’erreur de phase, ce qui s’écrit :

|Ω|Td

2
< ∆ϕm soit |Ω| < m

√
2ωd

πΩD

. (7.12)

Aussi surprenant que cela puisse parâıtre, la condition nécessaire établie ci-dessus est
également suffisante. En effet, dès que celle-ci est vérifiée, le laser atteint en quelques

1Pour obtenir cette relation, on a utilisé l’identité suivante :
∫ +∞

−∞
sin(x2 + α)dx =

√
π

2
(cos α + sin α) . (7.9)
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ΩΩΩΩL
∗∗∗∗ =3.10-4

zoom

m = 0,01

SANS ACTIVATION AVEC ACTIVATION

Figure 7.1 – Illustration du phénomène de lock-in dynamique. Courbes issues de
l’intégration numérique de l’équation de phase avec activation mécanique 7.4. Les va-
leurs numériques sont exprimées en 106 rad/s. La courbe de gauche représente la réponse
en fréquence sans activation mécanique. La courbe de droite représente la réponse
en fréquence avec activation mécanique. L’insert de la courbe de droite correspond
à un zoom autour de Ω = 0. Les paramètres utilisés pour obtenir ces courbes sont
m = 104 rad/s, ΩD = 0, 6672.106 rad/s et ωd/(2π) = 160 Hz. Pas d’intégration : 1 µs.
Temps d’intégration : 2 s.

cycles son état d’équilibre, pour ne plus le quitter par la suite. Cela est illustré par les
simulations numériques de la figure 7.1. Sur la courbe de gauche figure la réponse en
fréquence du gyrolaser à hélium-néon sans activation mécanique. La taille de la zone
aveugle observée est égale au coefficient de rétrodiffusion m = 0, 01 rad/µs. Sur la courbe
de droite, on peut voir la réponse en fréquence du même gyrolaser soumis à un mouve-
ment d’activation mécanique avec ωd/(2π) = 160 Hz et ΩD = 0, 6672 rad/µs. On constate
la disparition de la zone aveugle et une réponse en fréquence qui semble linéaire à petite
échelle. Toutefois, si l’on étudie plus en détail la zone autour de Ω = 0 (insert de la courbe
de droite), il apparâıt une zone où le gyrolaser n’est toujours pas sensible à la rotation. La
taille mesurée de cette zone est d’environ 300 rad/s, ce qui est en bon accord avec la taille
théorique de la zone de lock-in dynamique, donnée par m

√
2ωd/(πΩD) ' 310 rad/s avec

nos paramètres. Signalons, pour conclure sur ce sujet, que d’autres zones équivalentes à
celles-ci existent autour des valeurs de Ω correspondant à des multiples entiers de ωd (ce
qui correspond au cas où la somme de l’accroissement de phase dû à la rotation et de
l’erreur de phase n’est pas égale à 0 mais à un multiple entier de 2π).

On conclut donc que l’activation mécanique a pour effet de transformer une grande
zone aveugle, autour de 0, en une multitude de zones aveugles beaucoup plus petites (la
taille de ces nouvelles zones étant donnée par l’équation 7.12) et centrées autour des va-
leurs correspondant aux multiples entiers de ωd.

Comme on s’en doute, l’existence de ces zones résiduelles d’insensibilité à la rota-
tion (particulièrement autour de zéro) est rédhibitoire pour la réalisation d’un gyrolaser
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à hautes performances. Il a donc été imaginé très vite un dispositif supplémentaire pour
s’affranchir de ce problème. L’idée consiste à changer aléatoirement la valeur du paramètre
α suffisamment souvent pour que le laser n’ait pas le temps de se stabiliser dans le régime
d’équilibre décrit ci-dessus. Concrètement, on peut par exemple changer aléatoirement
l’amplitude d’activation ΩD d’environ 10% de sa valeur tous les 2 à 4 cycles. Cette tech-
nique est connue sous la dénomination de super-activation. La suppression du phénomène
de lock-in dynamique ainsi obtenue l’est au prix d’un bruit supplémentaire lié à l’erreur
de phase résiduelle accumulée à chaque passage dans la zone aveugle. Ce bruit est connu
sous le nom de marche au hasard. Il s’agit d’un bruit de diffusion de la phase. En effet, à
chaque traversée de la zone aveugle, celle-ci est augmentée d’une valeur aléatoire d’ampli-
tude ∆ϕm (donnée par l’équation 7.11). Chaque traversée pouvant être considérée, grâce à
la superactivation, comme étant indépendante des précédentes, l’erreur de phase cumulée
au bout de N traversées s’écrit :

∆ϕe(N) =
∆ϕm√

2

√
N . (7.13)

Au bout d’un temps t, le nombre de traversées de la zone aveugle est égal à N = 2fdt =
ωdt/π, d’où l’expression de l’erreur de phase en fonction du temps :

∆ϕe(t) =
m√
ΩD

√
t . (7.14)

On a donc bien affaire à un mouvement de type “marche au hasard”, avec un coefficient
de diffusion donné par W = m/

√
ΩD. La diffusion de la phase en présence de super-

activation peut être observée numériquement comme le montre la figure 7.2, sur laquelle
sont représentés quatre trajectoires de phase obtenues avec des paramètres identiques.
Si l’on effectue un grand nombre de tirages successifs, on constate que la dispersion de
la position finale de la phase augmente comme la racine carrée du temps (voir figure
7.3). En traçant le carré de la largeur de la distribution obtenue en fonction du temps,
on obtient une droite dont la pente donne la valeur suivante du coefficient de diffusion :
W = 1, 1.10−2 rad/

√
µs. Cette valeur est en bon accord avec la prédiction théorique

W = m/
√

ΩD ' 1, 2.10−2 rad/
√

µs.

Ce bruit de marche au hasard constitue la limite ultime des performances des gyro-
lasers actuels. C’est donc bien la valeur du coefficient de rétrodiffusion qui détermine les
performances ultimes en terme de biais sur un gyrolaser à hélium-néon.

7.1.2 Cas du gyrolaser à état solide

Comme nous l’avons déjà mis en avant à plusieurs reprises, le gyrolaser à état solide
est un dispositif physiquement très différent du gyrolaser à hélium-néon. En particulier,
il est en l’état peu propice à une activation mécanique. En effet, on sait qu’il existe sur
le gyrolaser à état solide une zone “perturbée” (c’est-à-dire pour laquelle une mesure de
la rotation n’est pas possible), centrée en zéro et dont la taille est typiquement de l’ordre
de 50 krad/s, soit plus de 100 fois la taille typique de la zone aveugle sur un gyrolaser à
hélium-néon. De plus, la non-linéarité de la réponse en fréquence sur le gyrolaser à état
solide est nettement supérieure à celle que l’on rencontre sur le gyrolaser à gaz, en raison
de l’action cumulée du réseau d’inversion de population et d’une rétrodiffusion supérieure
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Figure 7.2 – Exemples de profils temporels de phase en présence de super-activation. La
valeur de la phase représentée en ordonnée est exprimée en rad. Ces courbes sont issues
des simulations numériques du gyrolaser à hélium-néon avec les paramètres de la figure
7.1 et pour Ω = 0.

t = 2 s

t = 6 s t = 8 s

t = 4 s

Figure 7.3 – Répartition de la valeur finale de la phase en présence de super-activation
pour quatre temps successifs. Chaque courbe correspond à 5000 tirages indépendants.
La valeur finale de la phase (en rad) est représentée en abscisse et le nombre d’occur-
rences correspondant en ordonnée. Ces courbes sont issues des simulations numériques du
gyrolaser à hélium-néon avec les paramètres de la figure 7.1 et pour Ω = 0.
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Figure 7.4 – Intensités aE2
1 et aE2

2 des modes contrarotatifs en fonction du temps,
pour un gyrolaser à état solide avec activation mécanique (avec un zoom en insert).
Ces intensités sont fortement perturbées chaque fois que la non-réciprocité en fréquence
induite par l’activation mécanique s’annule, se qui traduit les insuffisances du modèle
théorique autour de Ω = 0. Les paramètres utilisés sont γ = 21, 9.106 s−1, m = 105 rad/s,
θ1 − θ2 = π/25, η = 0, 1, Ω = 0, K = 0, ΩD = 0, 66712.106 rad/s, ωd/(2π) = 320 Hz.
Temps d’intégration : 10 ms ; pas d’intégration : 0,05 µs.

en valeur. Nous avons vu dans le cas du gyrolaser à hélium-néon que les performances
ultimes en terme de biais dépendaient de la taille de la zone aveugle (équation 7.14). On
s’attend donc, pour le gyrolaser à état solide activé mécaniquement, à des performances
au moins 100 fois inférieures à celles du gyrolaser à hélium-néon.

Si l’on essaie tout de même de simuler numériquement le comportement du gyrolaser
à état solide lorsqu’il est soumis à une activation mécanique, on se heurte (figure 7.4) au
problème de validité du modèle théorique autour de Ω = 0 déjà évoqué (section 4.2.2).
Une amélioration du modèle numérique est donc nécessaire pour une analyse convenable
du comportement du gyrolaser à état solide sous l’effet d’une activation mécanique.

En conclusion, on s’attend à ce que le gyrolaser à état solide activé mécaniquement
ne puisse pas atteindre, à paramètres d’activation égaux, les mêmes performances qu’un
gyrolaser à hélium-néon. On propose donc dans ce qui suit une solution différente, fondée
sur l’élimination du réseau d’inversion de population par un mouvement mécanique.

7.2 Mise en mouvement du cristal

L’existence du réseau d’inversion de population, responsable en partie de la non-
linéarité de la réponse en fréquence du gyrolaser à état solide et de la zone “perturbée”
autour de Ω = 0, est liée au fait que les atomes du milieu à gain ne sont pas tous sou-
mis à la même intensité lumineuse (voir chapitre 1). L’idée de la configuration proposée
ici est de mieux répartir l’intensité lumineuse vue par chacun des atomes, en imprimant
au cristal de Nd-YAG un mouvement de translation le long de l’axe de la cavité. Cette
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méthode a déjà été utilisée, avec succès, pour supprimer le spatial hole burning dans un
laser Nd-YAG linéaire [149, 150]. On supposera par exemple que la position de l’une des
faces du cristal est modulée selon la loi suivante :

zc(t) = zm cos(2πfmt) . (7.15)

On peut montrer [151] que l’intensité moyenne vue par chaque atome est indépendante de
sa position lorsque J0(2kzm) = 0, où J0 est une fonction de Bessel du premier ordre [152].
De plus, on s’attend à ce que le contraste du réseau d’inversion de population soit d’autant
plus faible que la fréquence de vibration du cristal fm est grande devant l’inverse de la
durée de vie T1 du niveau excité. Afin d’étudier plus précisément les effets du mouvement
du cristal, on se propose de les modéliser dans le cadre des équations semi-classiques
établies au chapitre 1.

7.2.1 Équations du laser lorsque le cristal est en mouvement

Comme on va le voir, le mouvement du cristal agit sur la cavité laser à trois niveaux
distincts : le réseau d’inversion de population, la rétrodiffusion et la non-réciprocité en
fréquence.

Effet sur l’inversion de population

Lorsque l’une des faces du cristal est modulée selon la loi 7.15, la fonction densité
d’inversion de population dans le référentiel de la cavité est reliée à son équivalent dans
le référentiel du cristal par la relation :

Ncav(z, t) = Ncrist(z − zc(t), t) , (7.16)

où la densité d’inversion de population est choisie nulle par convention à l’extérieur de la
zone pompée. On a alors les relations suivantes :





∫
Ncav(z, t)dz =

∫
Ncrist(z − zc(t), t)dz =

∫
Ncrist(z, t)dz ,

∫
Ncav(z, t)e

2ikzdz =

∫
Ncrist(z − zc(t), t)e

2ikzdz = e2ikzc

∫
Ncrist(z, t)e

2ikzdz .

(7.17)

Dans le référentiel du cristal, l’équation d’évolution de la densité d’inversion de population
est conforme à l’équation 1.39, à ceci près que l’intensité vue par les atomes est affectée
du mouvement du cristal. On a donc :

∂Ncrist

∂t
= W − Ncrist

T1

− aNcrist

2T1

[
E2

1 + E2
2 + 2E1E2 cos(2k(z + zc)− Φ)

]
. (7.18)

Le mouvement du cristal agit par conséquent sur le réseau d’inversion de population de
deux manières : en changeant la position relative de l’onde stationnaire lumineuse et des
atomes du cristal d’une part et en introduisant un facteur de phase 2kzc(t) au terme de
couplage N1 d’autre part. En revanche, il est sans effet sur la valeur moyenne de l’inversion
de population (gain total du laser).
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Effet sur la rétrodiffusion

Le coefficient caractéristique de la rétrodiffusion de la lumière par le cristal de YAG
est donné par l’équation 1.15, qui s’écrit lorsque ce cristal est en mouvement :

m̃1,2(t) = − ω

〈ε〉L
∮

cav

[
εcrist(z − zc)− iκcrist(z − zc)

ω

]
e2i(−1)2,1kzdz . (7.19)

Les coefficients de rétrodiffusion “dynamiques” m̃1,2(t) se déduisent donc des coefficients
statiques par la relation :

m̃1,2(t) = m̃crist
1,2 e2i(−1)2,1kzc(t) . (7.20)

Il apparâıt donc un terme de phase supplémentaire, dû au changement de position des
centres diffuseurs. Naturellement, ce terme de phase ne concerne que la rétrodiffusion
induite par le cristal de Nd-YAG, caractérisée en l’absence de mouvement par les coeffi-
cients indépendants du temps m̃crist

1,2 . On est donc amené à introduire d’autres coefficients
de rétrodiffusion, également indépendants du temps et notés m̃autre

1,2 , pour prendre en
compte la présence d’autres sources de rétrodiffusion, comme les miroirs de la cavité ou
d’éventuels autres éléments optiques. Bien entendu, ces derniers coefficients ne seront pas
affectés du facteur de phase lié au mouvement du cristal.

Effet sur la non-réciprocité en fréquence (effet Fresnel-Fizeau)

La théorie de Fresnel et Fizeau prédit que, lorsque qu’une onde électromagnétique se
propage dans un milieu d’indice n lui-même animé d’une vitesse dont la projection sur
l’axe de propagation est notée Vc, la vitesse de phase de l’onde obéit à la loi suivante :

vϕ =
c

n
+ Vc

(
1− 1

n2
+

ωc

n

dn

dω

)
. (7.21)

Les deux premiers termes entre parenthèses traduisent l’effet d’entrâınement de l’onde
électromagnétique par le milieu (voir l’introduction générale). Le troisième terme traduit
l’effet de la modification de la fréquence apparente de l’onde à cause de la vitesse (effet
Doppler) sur la dispersion du milieu. Dans le cas d’un cristal de Nd-YAG, on a n ' 1, 82
donc 1 − 1/n2 ' 0, 7. En dehors de la zone de gain, la dispersion est très faible, donnée
par : nωdn/dω ' 2.10−2 [153]. Au niveau de la zone de gain, la relation de dispersion
d’indice induite par la résonance atomique est donnée par :

ngain ' 1 +
1

2
<e(χgain) = 1 +

1

2

ld2N0δ

ε0~γabL(1 + δ2)
= 1 +

γn2δ

2ω
, (7.22)

où l’on a utilisé l’expression 1.56 pour χgain, puis l’expression 1.42 pour σ et enfin l’égalité
σlN0/T ' γ. On a alors :

nω
dngain

dω
=

nω

γab

dngain

dδ
=

γn3

2γab

< 10−3 . (7.23)

On conclut de ces deux ordres de grandeur que le terme de dispersion peut être négligé
dans le cas du gyrolaser à état solide (ce terme est en revanche une source de biais
importante sur les gyrolasers à hélium-néon). On retiendra donc l’expression suivante :

vϕ =
c

n
+ Vc

(
1− 1

n2

)
. (7.24)
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Le temps mis par un photon pour parcourir la cavité dans le sens CW est alors donné par
la somme du temps de parcours en-dehors du cristal, noté tCW

1 , et du temps de parcours
dans le cristal, noté tCW

2 . On a alors, en suivant la même démarche que lors de la discussion
sur l’effet Sagnac présentée dans l’introduction générale :

tCW
1 =

2πR− l

c−Rθ̇
et tCW

2 =
l

c/n−Rθ̇ + (Vc + Rθ̇)(1− 1/n2)
. (7.25)

Dans l’autre sens de parcours, on a :

tCCW
1 =

2πR− l

c + Rθ̇
et tCCW

2 =
l

c/n + Rθ̇ − (Vc + Rθ̇)(1− 1/n2)
. (7.26)

La différence de temps de parcours hors du cristal est donnée par :

∆t1 = tCW
1 − tCCW

1 =
(2πR− l)2Rθ̇

c2
. (7.27)

À l’intérieur du cristal, on a :

∆t2 = tCW
2 − tCCW

2 =
2Rθ̇l

c2
− 2Vc(n

2 − 1)l

c2
. (7.28)

La différence totale de temps de parcours s’écrit finalement :

∆t = ∆t1 + ∆t2 =
4Aθ̇

c2
− 2Vc(n

2 − 1)l

c2
, (7.29)

d’où une non-réciprocité en fréquence donnée par :

Ωtot

2π
=

4A

λLop

θ̇ − 2Vcl(n
2 − 1)

λLop

=
Ω

2π
+

ΩFiz

2π
. (7.30)

Le premier terme correspond à l’effet Sagnac habituel. Le second, proportionnel à la
vitesse du cristal, traduit l’effet d’entrâınement de l’onde par le cristal (ou effet Fizeau).
On constate que cet effet est susceptible d’induire dans la cavité une non-réciprocité
en fréquence de la même forme que celle induite par une activation mécanique. À titre
d’exemple, lorsque la cavité est animée d’un mouvement sinusöıdal de type 7.15, avec zm

= 1 µm, fm = 15 kHz, l = 20 mm et Lop = 0, 3 m, la non-réciprocité en fréquence induite
par effet Fizeau s’écrit :

ΩFiz/(2π) = ΩD/(2π) sin(2πfmt) , (7.31)

avec ΩD/(2π) ' 27 kHz. Naturellement, on bénéficie avec l’effet Fizeau du même avantage
vis-à-vis de la stabilité long terme qu’avec l’activation mécanique. En effet, lorsque l’on
intègre ΩFiz, on obtient :

∫
ΩFizdt =

2l(n2 − 1)

λLop

∫
Vc(t)dt =

2l(n2 − 1)

λLop

(zc f − zc i) . (7.32)

La contribution de l’effet Fizeau au signal utile du gyrolaser ne dépend donc que de la
position instantanée du cristal. En particulier, cette quantité ne peut pas dériver dans le
temps, à la condition que les autres paramètres (indice et longueur notamment) ne varient
pas significativement sur un temps d’aller-retour du cristal.
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Conclusion

En conclusion, on peut réécrire les équations semi-classiques du laser en anneau en
tenant compte du mouvement du milieu à gain comme suit (où l’on a posé N = Ncrist

pour alléger les écritures) :





dẼ1,2(t)

dt
= −γ1,2

2
Ẽ1,2(t) +

i

2

(
m̃crist

1,2 e(−1)2,12ikzc(t) + m̃autre
1,2

)
Ẽ2,1(t)

+
i(−1)2,1

2
[Ω + ΩFiz(t)]Ẽ1,2(t) +

σl

2T

[
N0Ẽ1,2 + N1,2e

(−1)2,12ikzc(t)Ẽ2,1

]
,

∂N

∂t
= W − N

T1

− aN

2T1

∣∣∣Ẽ1e
−ik(z+zc) + Ẽ2e

ik(z+zc)
∣∣∣
2

.

(7.33)

Ces équations vont servir de base à l’étude qui va suivre.

7.2.2 Mise en évidence de l’effet du mouvement du cristal

Effet sur le réseau d’inversion de population, influence des paramètres du mouve-
ment

On s’intéresse dans ce qui suit à l’effet du réseau d’inversion de population sur la
réponse en fréquence lorsque le cristal est en mouvement. Pour des valeurs de Ω suffisam-
ment importantes et des intensités à peu près égales, le biais en fréquence induit par le
réseau est donné par (voir le système d’équations 1.54) :

Ωréseau = −σl

T
=m

{
N1e

i[Ωt+2kzc(t)]
}

. (7.34)

Par ailleurs, l’équation d’évolution de N1 s’écrit, d’après le système d’équations 7.33 :

dN1

dt
= −N1

T1

− ηNs

2T1

e−i(Ωt+2kzc(t)) . (7.35)

Lorsque zc(t) = 0, la résolution de l’équation différentielle ci-dessus donne :

N1(t) = − iηNs

2ΩT1

e−iΩt , (7.36)

ce qui conduit à l’expression déjà connue (voir équation 3.15) :

Ωréseau =
γη

2ΩT1

, (7.37)

où l’on a utilisé |Ω| À T1 et σlN0/T ' γ. Dans le cas où zc(t) = zm cos(ωmt), on
est confronté, en tentant de résoudre le système d’équations 7.33, à des termes du type
exp[2ikzm cos(ωmt)]. On utilise alors le développement suivant [152] :

e2ikzm cos(ωmt) = J0(2kzm) + 2
+∞∑
n=1

inJn(2kzm) cos(nωmt) , (7.38)

où les Jn(x) sont les fonctions de Bessel du premier ordre. Ces fonctions possèdent chacune
une série de zéros, et une enveloppe tendant vers 0 comme 1/

√
x lorsque x tend vers l’infini.
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Figure 7.5 – Allure des premières fonctions de Bessel J0(x)..J5(x), tiré de [152]

L’allure des premières fonctions de Bessel du premier ordre est représentée sur la figure
7.5. En utilisant le développement 7.38 pour résoudre l’équation 7.33, on obtient, lorsque
Ω est suffisamment grand, l’expression suivante pour N1 :

N1 = −ηNs

2T1

e−iΩt

[
iJ0(2kzm)

Ω
+ 2

+∞∑
n=1

inJn(2kzm)
nωm sin(nωmt)− iΩ cos(nωmt)

n2ω2
m − (Ω + i/T1)2

]
.

Cette expression doit être combinée avec l’équation 7.34 pour estimer la non-linéarité de
la réponse en fréquence induite par le réseau d’inversion de population lorsque le cristal
est en mouvement. Si le résultat général semble a priori complexe, il appelle tout de même
les commentaires suivants :

– dans le cas où la fréquence de vibration du cristal ωm est très supérieure à |Ω|
(et donc aussi à 1/T1), le biais en fréquence induit par le réseau d’inversion de
population se réduit à l’expression suivante :

Ωreseau =
γηJ2

0 (2kzm)

2T1Ω
; (7.39)

en particulier, si on a de plus J0(2kzm) = 0, le réseau d’inversion de popula-
tion disparâıt totalement (en effet, dans ce cas, les atomes ne sont sensibles qu’à
la valeur moyenne de l’intensité lumineuse, qui est uniforme grâce à la condition
J0(2kzm) = 0) ; afin de vérifier numériquement la validité de l’expression 7.39, on
a tracé sur la figure 7.6 la réponse en fréquence du gyrolaser à état solide avec un
cristal vibrant à la fréquence fm = ωm/(2π) = 500 kHz en fonction de son amplitude
de vibration kzm ; on observe une dépendance de l’écart à la fréquence de battement
idéale (0, 8.106 rad/s) très proche de la fonction de Bessel J2

0 (x) représentée en in-
sert, multipliée par le biais en l’absence de vibration γη/(2T1Ω) ; il y a donc sur ce
point accord entre les prédictions analytiques et les simulations numériques ;
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– dans le cas opposé, où la fréquence de vibration du cristal et toutes ses harmoniques
non négligeables sont très inférieures à |Ω| (plus précisément : 2kzcωm ¿ |Ω|), le
biais induit par le réseau d’inversion de population se réduit à sa valeur en l’absence
de vibration, c’est-à-dire Ωreseau = γη/(2T1Ω) ; ce résultat traduit simplement le fait
que, lorsque le mouvement du cristal est suffisament lent par rapport à l’onde lumi-
neuse, il y a suivi adiabatique de l’intensité des champs par la densité d’inversion de
population ; le mouvement n’a donc dans ce cas aucun effet atténuant sur le réseau ;

– dans les cas intermédiaires, il est difficile d’obtenir une expression simple du résultat ;
on constate toutefois sur l’expression de N1 donnée précédemment que le biais en
fréquence induit par le réseau sera d’autant plus important que |Ω| est proche d’un
multiple entier de ωm ; on s’attend donc à une série de petites perturbations centrées
sur les valeurs de |Ω| ' qωm (avec q entier) et d’autant plus importantes que
Jq(2kzm) est grand ; naturellement, l’idéal serait de choisir kzm suffisamment grand
pour que toutes les valeurs de Jq(2kzm) soient si proches de zéro qu’elles puissent
être négligées ; ça ne sera toutefois pas le cas en pratique.

En conclusion, on prédit un effet de diminution de la non-linéarité de la réponse en
fréquence induite par le réseau d’inversion de population lorsque le cristal est en mou-
vement. Toutefois, l’efficacité de cette diminution dépend fortement de la fréquence de
vibration du cristal, ainsi que de l’amplitude du mouvement. Une technique possible pour
asservir cette dernière sur un zéro de la fonction de Bessel J0 pourrait être d’utiliser
comme signal d’erreur les modulations temporelles de l’intensité (on s’attend en effet à
ce que celles-ci, tout comme le réseau d’inversion de population, soient minimales lorsque
J0(2kzm) = 0).

Effet sur la rétrodiffusion

On n’a considéré jusqu’ici que les effets du mouvement du cristal sur le réseau d’in-
version de population. On s’intéresse maintenant aux effets de ce mouvement sur la
rétrodiffusion induite par le cristal de YAG, qui se traduit par la présence d’un terme
de phase supplémentaire (équation 7.20). Afin de mettre en évidence l’effet de ce terme
de phase, on a choisi de présenter ici le résultat de l’intégration numérique des équations
de phase simplifiées du laser :





dϕ1

dt
= −m1

2
cos(Φ + θ1) +

Ω

2
,

dϕ2

dt
= −m2

2
cos(Φ + θ2)− Ω

2
,

(7.40)

dans lesquelles on peut inclure le terme de phase 7.20 grâce à la substitution suivante :

θ1,2 → θ0
1,2 − 2kzm cos(ωmt) . (7.41)

On présente sur la figure 7.7 le résultat des simulations, avec et sans le terme de phase
supplémentaire. On peut y voir clairement que la présence de ce terme diminue la taille de
la zone aveugle et améliore la linéarité de la réponse en fréquence. Ce résultat peut s’in-
terpréter par le fait que le mouvement du cristal impose à chaque instant un déphasage
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J0
2(2x)

x=0 x=5

Figure 7.6 – Réponse en fréquence du gyrolaser à état solide avec cristal vibrant en
fonction de son amplitude de vibration, représentée par le paramètre sans dimension kzm.
Ces points sont issus de l’intégration numérique du système d’équations 7.33, avec les
paramètres suivants : γ = 21, 9.106 s−1 ; mautre = 104 rad/s ; θautre

1 − θautre
2 = π/30 ;

mcrist=0 ; η = 0, 1 ; Ω = 0, 8.106 rad/s ; K = 107 s−1 ; pas d’intégration : 0,05 µs ; temps
d’intégration : 10 ms ; moyennes effectuées entre 8 et 10 ms. L’écart entre la fréquence de
battement et sa valeur “idéale” 0, 8.106 rad/s est environ égal, pour zm = 0, à 6,8 krad/s,
ce qui est en bon accord avec la valeur théorique γη/(2T1Ω) = 6, 8 krad/s. Afin de pouvoir
étudier les effets du réseau, la valeur de la rétrodiffusion a volontairement été choisie très
petite, et la valeur de la fréquence de vibration du cristal très grande. Par ailleurs, on n’a
pas pris en compte l’effet Fizeau dans ces simulations numériques. La courbe en insert est
le tracé, à titre de comparaison, de la fonction J2

0 (2x), pour x allant de 0 à 5.
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fm = 0 Hz fm = 320 Hz

Figure 7.7 – Mise en évidence de l’effet bénéfique du mouvement du cristal sur la non-
linéarité de la réponse en fréquence induite par la rétrodiffusion. Ces courbes sont issues
de l’intégration numérique des équations 7.40, avec (courbe de droite) et sans (courbe de
gauche) le terme de phase supplémentaire 7.20 lié au mouvement du cristal et inclus dans
les équations 7.40 par la substitution 7.41. En abscisse est représentée la non-réciprocité en
fréquence Ω et en ordonnée la fréquence angulaire de battement, exprimées en 106 rad/s.
Les paramètres suivants ont été utilisés : mcrist = 104 rad/s ; θcrist

1 − θcrist
2 = 99π/100 ;

mautre=0 ; kzm = 10 ; fm = 0 (courbe de gauche) et fm = 320 Hz (courbe de droite) ; pas
d’intégration : 1 µs ; temps d’intégration : 1 s.

différent aux champs rétrodiffusés, ce qui rend plus difficile le couplage entre les deux
modes. On note toutefois que la réponse en fréquence reste légèrement perturbée. On
peut montrer que ces perturbations surviennent au voisinage des points |Ω| = qωm (avec
q entier), et que l’importance de cet effet est proportionnelle à Jq(2kzm).

En conclusion, on s’attend à ce que l’effet de la rétrodiffusion sur la non-linéarité de la
réponse en fréquence diminue avec la mise en mouvement du cristal, grâce à la présence
d’un terme de phase supplémentaire qui rend moins efficace le couplage entre les modes
contrarotatifs.

7.2.3 Mise en évidence d’une amélioration globale des performances

Après avoir identifié et isolé les différents phénomènes induits par la mise en mouve-
ment du cristal, on se propose maintenant d’étudier de façon globale l’effet de ce mou-
vement sur les performances inertielles du gyrolaser à état solide, avec des ordres de
grandeurs réalistes pour les différents paramètres. On considère pour cela un gyrolaser
à état solide avec stabilisation du régime de battement, tel que décrit au chapitre 4 de
ce mémoire. On présente sur la figure 7.8 la réponse en fréquence, issue des simulations
numériques, de ce dispositif dans les quatre situations suivantes :

1. gyrolaser à état solide “simple”, c’est-à-dire sans aucun dispositif d’amélioration des
performances inertielles ;

2. gyrolaser à état solide avec cristal vibrant, et pour lequel on ne prend pas en compte
la non-réciprocité en fréquence induite par l’effet d’entrâınement de Fizeau ; l’ampli-
tude du mouvement du cristal est de 0,8 µm, et la fréquence de vibration est égale
à 20 kHz ;
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3. même configuration que 2., mais en incluant l’effet Fizeau, sur la base d’un cristal
de YAG de 20 mm et une cavité optique de 30 cm ;

4. même configuration que 3., mais en ajoutant une activation mécanique de la cavité
à une fréquence de 320 Hz et pour une amplitude ΩD égale à 0, 667.106 rad/s.

On voit sur la figure 7.8 que, sous l’effet de la seule vibration du cristal, la non-linéarité
de la réponse en fréquence diminue, sauf dans les zones pour lesquelles Ω est proche des
multiples entiers de la fréquence de vibration ωm = 2πfm ' 0, 125.106 rad/s. La prise
en compte de l’effet Fizeau affecte quelque peu ces non-linéarités résiduelles, mais sans
les faire disparâıtre. En revanche, la mise en œuvre simultanée du mouvement du cristal
et de l’activation mécanique de la cavité semble donner des résultats très prometteurs.
La non-linéarité de la réponse en fréquence est dans ce cas très fortement atténuée, et se
confond quasiment avec la droite de réponse en fréquence idéale (quatrième courbe de la
figure 7.8).

7.2.4 Vers une réalisation expérimentale

Une réalisation expérimentale du gyrolaser à état solide avec cristal vibrant est ac-
tuellement en cours. Il semble raisonnable d’espérer atteindre les paramètres utilisés pour
les simulations numériques de la figure 7.8 à l’aide d’une cale piézo-électrique (0,8 µm
crête à crête à une fréquence de 20 kHz). Un paramètre important, qu’il convient de ne
pas négliger, est l’existence de la fréquence de relaxation du laser (donnée par l’équation
3.12). En effet, si celle-ci ne semble pas poser de problème sur les simulations numériques
de la figure 7.8 (il est même possible, lorsque le cristal est en mouvement, d’obtenir une
fréquence de battement égale à la fréquence de relaxation), on s’attend en revanche à
d’importants problèmes expérimentaux lorsque sa valeur se rapproche de ωm (fréquence
de vibration du cristal). En effet, dans les situations pratiques, la mise en mouvement du
cristal s’accompagne nécessairement d’une modulation de certains paramètres comme le
taux de pertes par exemple. S’il est dans la plupart des cas possible de s’arranger pour que
de telles modulations soient petites ou négligeables, cela peut devenir très difficile dans le
cas d’une résonance paramétrique du type ωm = ωr [105]. Le choix se résume donc a priori
à ωm > ωr ou ωm < ωr. En pratique, cette dernière condition est beaucoup plus contrai-
gnante à cause de la présence des harmoniques d’ordres supérieurs dans le développement
en série de exp[2ikzm cos(ωmt)] (qui font que, lorsque l’on croit exciter le système à la
fréquence ωm, on l’excite en fait sur une plage de fréquence comprise grossièrement entre
ωm et 2kzmωm), ce qui fait qu’elle s’écrit en fait ωm < ωr/(2kzm). Cette condition n’étant
pas compatible avec une réduction de la non-linéarité de la réponse en fréquence 2, il ne
reste plus que la solution ωm > ωr (ce qui semble réalisable, par exemple en prenant
ωm/(2π) ' 20 kHz et ωr/(2π) ' 15 kHz).

7.3 Conclusion

L’utilisation de procédés fondés sur les mouvements mécaniques pour améliorer les
performances du gyrolaser à état solide semble être un choix très avantageux en raison

2Avec des paramètres typiques, ωr/(2π) ' 15 kHz et 2kzm & 4, ce qui donne ωm/(2π) . 4 kHz, ce
qui est inférieur à 1/T1.
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Cristal vibrant avec effet Fizeau + activation mécanique

Cristal vibrant avec effet Fizeau

Cristal vibrant sans effet Fizeau

Gyrolaser à état solide ‘simple’

Figure 7.8 – Courbes comparées de réponse en fréquence du gyrolaser à état solide
dans quatre configurations différentes (voir texte). Chaque point est issu de l’intégration
numérique du système d’équations 7.33, avec les paramètres suivants : γ = 21, 9.106 s−1 ;
mautre = 3.104 rad/s ; θautre

1 −θautre
2 = π/25 ; mcrist = 7.104 rad/s ; θcrist

1 −θcrist
2 = π/25 ; η =

0, 1 ; Ω=0→ 0, 5.106 rad/s ; K = 107 s−1 ; pas d’intégration : 0,05 µs ; temps d’intégration :
10 ms ; moyennes effectuées entre 8 et 10 ms.
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de l’absence de dérive à long terme des biais induits par ces mouvements. Cet argument
est renforcé par le fait que la quasi-totalité des gyrolasers commerciaux sont fondés sur
ce principe (à l’exception de quelques gyrolasers à hélium-néon 4 ondes, voir chapitre
6). Si une activation mécanique “classique” ne semble pas suffisante pour atteindre des
performances inertielles haut de gamme sur le gyrolaser à état solide (en raison des fortes
non-linéarités présentes sur ce type de système), en revanche la mise en mouvement du
cristal, éventuellement couplée à une activation de la cavité, semble une voie très promet-
teuse, permettant d’obtenir une réponse en fréquence quasiment linéaire sans pour autant
introduire de dérive long terme du biais, grâce à son origine mécanique. Cette atténuation
des non-linéarités est rendue possible par la diminution simultanée du contraste du réseau
d’inversion de population et de l’efficacité du couplage entre les modes par la rétrodiffusion.
La présence de l’effet Fizeau dans le cristal en mouvement permet d’induire un biais al-
ternatif, qui constitue un complément au biais d’activation mécanique. Des expériences
sont actuellement en cours pour tenter de confirmer expérimentalement ces prédictions.



Conclusion de la deuxième partie

O
n a étudié dans cette deuxième partie trois types de configuration ayant pour
but d’améliorer les performances inertielles du gyrolaser à état solide. Un certain
nombre de points a été validé dans chaque cas, et si les performances visées de

0,01◦/h n’ont pas été atteintes pour le moment, plusieurs axes de progression restent en-
core à explorer.

Le premier dispositif étudié comprend un matériau Faraday qui permet d’introduire
un biais magnéto-optique constant dans la cavité. Ce dispositif, d’une grande simplicité
de mise en œuvre, a permis de mesurer de très petites vitesses de rotation, ainsi que le
champ magnétique terrestre. Toutefois, ce dispositif présente l’inconvénient majeur que
les fluctuations du biais se retrouvent intégralement sur le signal utile, ce qui rend très
difficile l’utilisation de cette configuration dans le domaine visé (0,01◦/h). En revanche,
une application de type “bas coût” (avec des performances moindres) pourrait être visée,
tout en améliorant la stabilité du biais à l’aide par exemple de matériaux magnétiques
saturables, d’une source de courant asservie sur une référence de tension stabilisée au ppm
et d’un dispositif d’inversion périodique du signe du biais. Par ailleurs, un tel dispositif
est un très bon outil de laboratoire, dont l’étude constitue une étape importante vers des
configurations plus évoluées.

Le principe du second dispositif étudié est de faire coexister dans la cavité 4 modes
soumis à la même source de biais magnéto-optique. On obtient ainsi deux signaux de
battement, sensibles au biais avec des signes opposés. Cela permet, par soustraction des
deux fréquences de battement, d’éliminer en temps réel le biais introduit, et donc de
s’affranchir de ses éventuelles fluctuations tout en profitant de ses effets bénéfiques au
niveau de la réponse en fréquence du gyrolaser. La version proposée et mise en œuvre
expérimentalement répond, grâce à l’utilisation de cristaux biréfringents uniaxes taillés
à 45◦ de leur axe optique, au défi de faire osciller simultanément dans la cavité deux
modes orthogonaux dans chaque sens de propagation tout en utilisant un effet stabili-
sateur fondé sur des pertes générées par action sur la polarisation. Toutefois, un biais
subsiste à l’arrêt entre les deux signaux de battement, probablement lié à la séparation
physique des faisceaux sur une partie du trajet. Cette solution semble donc prometteuse,
à condition d’arriver à identifier précisément l’origine de ce biais. De plus, la configuration
expérimentale utilisée serait grandement simplifiée par l’utilisation d’un dispositif stabi-
lisateur passif agissant simultanément sur les deux états de polarisation orthogonaux. La
mise au point d’un élément optique remplissant ces critères constitue un nouvel axe de
recherche intéressant et prometteur.



Enfin, après avoir constaté l’insuffisance de l’activation mécanique pour obtenir des
performances inertielles acceptables sur le gyrolaser à état solide, un troisième dispositif a
été proposé, fondé sur un mouvement de vibration du cristal. Il a été montré analytique-
ment et numériquement qu’un tel mouvement permettait, sous certaines conditions, de
réduire les effets néfastes du réseau d’inversion de population et de la rétrodiffusion. La
mise en œuvre d’une telle configuration, combinée à une activation mécanique, semble, au
vu des résultats numériques obtenus avec des paramètres réalistes, une voie très promet-
teuse d’amélioration des performances inertielles du gyrolaser à état solide. La validation
de ce dispositif d’un point de vue expérimental est en cours de réalisation.

Il apparâıt donc que les trois voies présentées dans cette partie sont loin d’avoir été
explorées entièrement, et présentent chacune un potentiel d’évolution pouvant offrir, à
plus ou moins long terme, un intérêt pour le marché de l’inertie haut de gamme ou pour
d’autres types de marchés moins exigeants en termes de performances mais plus exigeants
en termes de coût de production. Il convient de noter par ailleurs l’existence d’autres types
de configurations destinées à l’amélioration des performances du gyrolaser à état solide.
On pense notamment à l’utilisation du laser en régime chaotique, qui présente l’avantage
de supprimer les couplages entre modes et dont le signal de sortie peut être étudié par
analyse spectrale, ou encore à l’utilisation de milieux solides de classe A, c’est-à-dire pour
lesquels le temps de vie du niveau excité de la transition laser est très court, de sorte que
les oscillations de relaxation et l’effet néfaste du réseau de gain sur la réponse en fréquence
disparaissent naturellement. Signalons que ces deux thématiques ont fait l’objet d’études
préliminaires que nous avons choisi de ne pas présenter dans ce mémoire.



Troisième partie

Lasers à atomes et gyrométrie





Introduction

C
omme on l’a vu dans l’introduction générale de ce mémoire, l’effet Sagnac op-
tique a été démontré dès le début du XXème siècle, en mesurant le déphasage qu’il
induit dans un interféromètre à l’aide d’une source de lumière incohérente. La

sensibilité des dispositifs de l’époque était toutefois très limitée, à tel point que Sagnac
n’a pu observer qu’un déplacement de l’ordre d’une fraction de frange, tandis que Michel-
son et Gale ont dû mobiliser plus de 3 km de canalisation des égouts de Chicago pour
construire un interféromètre suffisamment grand pour mesurer la rotation terrestre [154].
C’est l’avènement du laser, que l’on peut considérer dans le contexte de cette troisième
partie comme un ensemble de modes du champ électromagnétique macroscopiquement
peuplés [130, 155], qui a ouvert la voie aux utilisations pratiques de l’effet Sagnac, grâce
à un gain très important de sensibilité obtenu en observant l’effet de la rotation non pas
sur la phase des ondes utilisées mais directement sur les modes eux-mêmes.

Par ailleurs, le remplacement pour la gyrométrie des sources lumineuses par des
sources d’ondes de matière a été suggéré longtemps avant l’obtention expérimentale de
ces dernières (voir par exemple [156, 157]) en raison du gain de sensibilité d’environ dix
ordres de grandeur qu’il apporte – plus précisément, le gain relatif en sensibilité (à aire
égale) est donné par le rapport des énergies mc2/(~ω). Il est actuellement possible d’ob-
server expérimentalement sur des ondes de matière l’effet Sagnac, induit par exemple par
la rotation terrestre [79]. Grâce au gain de sensibilité déjà mentionné, une telle expérience
nécessite un interféromètre beaucoup plus petit que celle de Michelson et Gale. Toutefois,
ces deux expériences sont très proches sur le principe puisque dans les deux cas la mesure
est effectuée sur les phases des ondes utilisées.

Parallèlement à ces travaux sur l’interférométrie atomique, une nouvelle source d’ondes
de matière a vu le jour en 1995, avec l’obtention des premiers condensats de Bose-Einstein
[56, 57]. Cette nouvelle source a très rapidement été qualifiée de laser à atomes [58],
en raison notamment de l’occupation macroscopique d’un ou plusieurs modes par les
atomes [158], tout comme dans le cas du laser 3. On peut alors se demander si, tout
comme l’apparition du laser a bouleversé le monde des gyromètres optiques, celle des
lasers à atomes ne pourrait pas ouvrir la voie à de nouveaux types de senseurs inertiels,
qui détecteraient l’action de la rotation non pas sur la phase des signaux émis mais direc-
tement sur les modes eux-mêmes.

Cette question, à laquelle j’ai tenté d’apporter quelques fragments de réponse au cours
de mes travaux de thèse, est motivée, en plus de son intérêt intrinsèque, par la mission

3On peut pousser l’analogie plus loin en remarquant que le processus de la diffusion d’un boson vers
un mode donné se fera d’autant plus favorablement que ce mode est déjà peuplé par des bosons identiques
au premier [159], comme c’est le cas lors du processus d’émission stimulée.



de veille technologique de Thales Research and Technology France, dans un contexte où
les premiers brevets concernant les capteurs à atomes froids font progressivement leur
apparition (voir par exemple le brevet commun Sagem-Observatoire de Paris [160]). Ce
sujet intéresse également tout particulièrement le groupe d’Optique Atomique du Labo-
ratoire Charles Fabry de l’Institut d’Optique, avec lequel j’ai eu la chance de collabo-
rer. Ce groupe, qui travaille depuis plusieurs années dans le domaine de l’interférométrie
atomique, possède également plusieurs sources de condensats de Bose-Einstein gazeux,
dont un laser à atomes “tout optique” [60, 61] qui pourrait servir dans le futur à des
expériences de détection de rotation. Une collaboration s’est développée, autour de cette
problématique et de ce projet expérimental, avec le groupe de physique théorique de
l’Université de Trente, dans lequel j’ai eu la chance d’être accueilli et encadré.

Afin de conserver le principe des conditions aux limites périodiques inhérent au gyrola-
ser, il a été décidé de s’intéresser au condensat de Bose-Einstein lorsqu’il est contenu dans
un piège en anneau (ou piège torique). Tout comme dans le cas du laser, il est avantageux
de découpler les comportements transverse et longitudinal lorsque cela est possible. On
a donc supposé dans un premier temps, pour simplifier le problème, que notre piège en
anneau présenterait un fort confinement transverse. On s’est naturellement intéressé tout
particulièrement au cas où ce système est en rotation autour de son axe. Ce type de dis-
positif, déjà considéré dans les années 70 d’un point de vue théorique pour ses propriétés
superfluides [161], a connu un regain d’intérêt suite à le réalisation expérimentale des pre-
miers condensats de Bose-Einstein et à l’observation, au sein de ces derniers, de vortex en
présence d’une rotation [162,163]. Un important effort est actuellement effectué, tant sur
le plan théorique [164–167] qu’expérimental [168,169], dans le domaine des condensats de
Bose-Einstein en anneau et de leurs propriétés en rotation. Il apparâıt, lorsque ce dispositif
est mis en rotation, des propriétés très différentes de celles des systèmes classiques [170],
propriétés qui nous intéressent ici dans la mesure où elles pourraient ouvrir la voie à de
nouveaux types de senseurs inertiels.

Les travaux effectués pendant ma thèse, en lien étroit avec l’Université de Trente,
ont donné lieu au développement d’un formalisme original pour décrire à l’aide d’une
équation unidimensionnelle un condensat placé dans un piège torique en rotation dans le
cas d’un fort confinement transverse [59]. Ce formalisme pourrait servir à simplifier l’étude
théorique d’un tel système, en permettant d’éliminer les degrés de liberté transverses.

L’objet principal de cette troisième partie est la présentation de ce formalisme. On
s’intéressera de plus au contexte qui a motivé son développement, ainsi qu’à quelques-unes
de ses possibles applications. On commence par rappeler, dans le chapitre 8, quelques
propriétés de base du condensat de Bose-Einstein torique en rotation. On montre en parti-
culier que des courants atomiques superfluides sont susceptibles de s’établir le long du tore,
et que leur sensibilité à la rotation dépend des interactions atomiques et de la géométrie
de piégeage. Des possibilités pour utiliser un tel dispositif en tant que senseur de rotation
sont proposées, et la comparaison avec le gyrolaser optique est discutée. Dans le chapitre
9, on présente le formalisme que nous avons développé et qui débouche sur l’obtention
d’une équation de Gross-Pitaevskii unidimensionnelle pour le condensat torique en rota-
tion. On applique ensuite, dans le chapitre 10, ce formalisme au cas du guide d’onde
elliptique, ce qui permet de vérifier numériquement a posteriori certaines des prédictions
effectuées, avant de présenter pour finir un moyen concret de réaliser expérimentalement
(par exemple à partir de l’expérience de l’Institut d’Optique mentionnée précédemment)



un dispositif entrant dans le domaine de description de notre formalisme, qui pourrait
constituer un premier pas vers un “gyrolaser atomique”.





Chapitre 8

Condensat de Bose-Einstein torique en
rotation : principes de base

L
’objectif de ce chapitre est de présenter, de la manière la plus simplifiée possible,
le comportement du condensat de Bose-Einstein torique en rotation. On s’intéresse
pour cela, dans une première partie, à la situation idéalisée du tore de forme cir-

culaire et ayant un confinement transverse infiniment fort. On montre que dans ce cas
des courants atomiques superfluides peuvent s’établir le long du tore lorsque celui-ci est
en rotation. L’étude de ces courants fournit une information sur la vitesse de rotation
de l’ensemble, d’où une première configuration de capteur inertiel. On montre toutefois
que la sensibilité d’un tel instrument serait limitée par la quantification de la vitesse des
atomes. Dans la deuxième partie de ce chapitre, on enrichit le modèle précédent par la
prise en compte des interactions atomiques et d’une éventuelle asymétrie du tore. On
montre alors, sous certaines hypothèses simplificatrices, que la condition de quantifica-
tion est levée par la présence des phénomènes mentionnés ci-dessus, qui induisent des
couplages entre les modes de rotation du tore idéal. En revanche, il apparâıt un effet de
métastabilité, néfaste pour la gyrométrie, lorsque l’effet des interactions est supérieur à
celui de l’asymétrie du tore. La condition de métastabilité est comparée avec la condition
d’établissement du régime de battement dans le gyrolaser à état solide.

Remarque : il convient de noter que la plupart des résultats présentés dans ce cha-
pitre sont issus de la littérature (références citées dans le texte). Il nous est toutefois
apparu utile d’en présenter ici une synthèse, afin d’une part de familiariser le lecteur avec
ce type de dispositif et d’autre part de montrer les motivations qui nous ont amené à nous
intéresser à la mise en œuvre du formalisme présenté au chapitre suivant.

8.1 Cas du tore infiniment fin et parfaitement circulaire

On s’intéresse dans ce qui suit au “cas d’école” constitué par un condensat de Bose-
Einstein contenu dans un piège torique infiniment fin et parfaitement circulaire, dans un
référentiel tournant. En guise de préambule à cette étude, on présente quelques résultats
très généraux sur la rotation d’un condensat de Bose-Einstein non torique.



188 Chapitre 8. Condensat de Bose-Einstein torique en rotation : principes de base

8.1.1 Rotation d’un condensat de Bose-Einstein et vortex (tiré de
[171])

L’une des propriétés remarquables du condensat de Bose-Einstein est qu’il s’agit d’un
fluide irrotationnel. En termes mathématiques, cela signifie que le champ de vitesse, dans
le référentiel du laboratoire, possède un rotationnel nul en tout point du condensat. En
effet, si l’on décrit la fonction d’onde macroscopique du condensat Ψ(r, t) en termes de
densité ρ(r, t) et de phase ϕ(r, t) selon la relation :

Ψ(r, t) = ρ(r, t)eiϕ(r,t) , (8.1)

la vitesse est alors proportionnelle au gradient de la phase :

v =
~
m
∇ϕ , (8.2)

ce qui permet d’écrire ∇ × v = 0. Toutefois, il ne faut pas en déduire qu’un tel fluide
ne tourne pas. Ainsi, il a été montré dans [172], à partir des équations hydrodynamiques
du condensat dans le référentiel tournant, qu’un état stationnaire possible, appelé mode
quadrupolaire, correspondait à une rotation d’ensemble selon un champ de vitesse très par-
ticulier (et bien entendu différent du champ de vitesse de la rotation d’un solide, puisque
dans ce dernier cas on a ∇× v = 2Ω). Le moment cinétique associé à cet écoulement est
alors d’autant plus élevé que la déformation du condensat est importante. Dans la limite
d’un condensat isotrope, celui-ci est nul. Dans la limite d’un condensat très déformé, il
tend vers sa valeur classique (le champ de vitesse étant, dans ce dernier cas, très proche
de celui d’un solide en rotation). Il apparâıt donc que la géométrie de piégeage joue un
rôle fondamental sur le comportement du condensat de Bose-Einstein en rotation. Nous
aurons l’occasion de revenir sur ce point ultérieurement.

Une alternative, permettant également au condensat d’acquérir un moment cinétique
non nul sous l’effet d’une rotation, est d’accueillir en son sein un ou plusieurs tourbillons
quantiques ou vortex. Ces derniers correspondent à des lignes où la densité atomique
s’annule, de sorte que la phase n’y est plus définie. Cela permet à la circulation de la
vitesse autour d’une telle ligne d’être différente de zéro 1. Plus précisément, celle-ci est
proportionnelle à l’accroissement de la phase le long d’un tour, accroissement qui doit
être un multiple entier de 2π d’après l’équation 8.1. Cela donne :

∮
v · dl = n

h

m
avec n entier. (8.4)

L’entier n est appelé charge du vortex, et l’écoulement autour de ce dernier est parfois
qualifié de supercourant, puisqu’il s’agit d’un mouvement non dissipatif (ou superfluide).
On peut montrer, dans le cadre d’un modèle de vortex droit, que le moment cinétique
(par atome) du condensat le long de l’axe du vortex est donné par :

Lz = n~ . (8.5)

1Dans le cas contraire, la circulation de la phase s’écrit, grâce au théorème de Stockes :
∮

v · dl =
∫∫

∇× v d2s = 0 . (8.3)
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Plus la charge du vortex (ou le nombre de vortex) est élevée et plus le moment cinétique
des atomes est important. On montre qu’un vortex de charge supérieure à 1 est instable,
et va se disloquer pour donner naissance à n vortex de charge 1. C’est donc dans ce cas le
nombre de vortex présents dans le condensat qui détermine la valeur du moment cinétique.

8.1.2 Condensat dans un tore idéal et supercourants (tiré de [173])

Dans la description effectuée précédemment, il a été supposé que le condensat était
simplement connexe (en dehors de la présence d’éventuels vortex). On s’intéresse à partir
de maintenant (et jusqu’à la fin de ce mémoire) au cas où le condensat est contenu dans
un piège en anneau (ou piège torique). Le comportement en rotation est alors différent du
cas précédent, puisque la densité atomique est nulle au centre de l’anneau, ce qui n’impose
plus à la circulation de la vitesse le long de celui-ci de s’annuler. En d’autres termes, des
lignes de vortex peuvent être contenues au centre de l’anneau, sans nécessairement induire
de trous dans la densité atomique. De plus, leur charge peut dans ce cas être supérieure à 1.

Équations hydrodynamiques

On tente de donner dans ce qui suit une description plus quantitative des phénomènes
évoqués ci-dessus. On considère pour cela un condensat de Bose-Einstein contenu dans un
piège torique idéal, c’est-à-dire parfaitement circulaire et avec un confinement transverse
infiniment fort, de telle sorte que l’équation de Gross-Pitaevskii pour la fonction d’onde
macroscopique du condensat s’écrive :

(
− ~

2

2m

1

R2

∂2

∂θ2
+ U +

gN

RS
|Ψ|2

)
Ψ = µΨ , (8.6)

où R désigne le rayon du tore, S sa section transverse, θ l’angle polaire usuel, m la masse
atomique, U le potentiel extérieur, N le nombre d’atomes condensés et où g, appelé
constante de couplage, est relié à la longueur de diffusion a par la formule :

g =
4π~2

m
a . (8.7)

La fonction d’onde Ψ(θ) vérifie quant à elle la condition de normalisation suivante :

∫ 2π

0

|Ψ(θ)|2dθ = 1 . (8.8)

Lorsque l’ensemble est mis en rotation à la vitesse angulaire θ̇ autour de l’axe du tore,
il est en général 2 possible d’écrire un hamiltonien Ĥeff indépendant du temps dans le
référentiel tournant à condition de poser [174,175] :

Ĥeff = Ĥlab − θ̇L̂ , (8.9)

2Une condition suffisante est que le potentiel décrivant l’interaction entre deux particules ne dépende
que de la distance qui les sépare [170], condition que l’on considérera vérifiée en pratique.
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où Ĥlab est le hamiltonien en l’absence de rotation et où L̂ est l’opérateur moment cinétique
selon l’axe du tore, donné par L̂ = −i~∂/∂θ. L’équation de Gross-Pitaevskii s’écrit dans
le référentiel tournant :


~θ̇c

2

(
−i

∂

∂θ
− θ̇

θ̇c

)2

− 1

2
mR2θ̇2 + U +

gN

RS
|Ψ|2


 Ψ = µΨ , (8.10)

où l’on a introduit le quantum élémentaire de rotation associé au système :

θ̇c =
~

mR2
. (8.11)

En cherchant des solutions de la forme 8.1, on obtient les équations suivantes :

µ = −~θ̇c

2

(
√

ρ)′′√
ρ

+
~θ̇c

2
(ϕ′)2 − ~θ̇ϕ′ + U +

gN

RS
ρ , (8.12)

ϕ′′ + 2ϕ′
(
√

ρ)′√
ρ
− 2

θ̇

θ̇c

(
√

ρ)′√
ρ

= 0 , (8.13)

où le symbole “prime” se rapporte à la dérivation par rapport à la variable θ. Ces équations
sont connues sous l’appellation d’équations hydrodynamiques du condensat.

Solution de densité uniforme

On suppose dans cette partie que U = 0 (ce qui revient en particulier à négliger les
effets de la gravité). On cherche une solution de densité uniforme, c’est-à-dire vérifiant
ρ′ = 0. Cela donne, à partir de l’équation 8.13 :

ϕ′′ = 0 , (8.14)

d’où ϕ′ = J avec J indépendant de θ. On en déduit ϕ = Jθ (ce qui revient à choisir
ϕ(0) = 0). L’équation 8.1 implique en particulier :

ϕ(θ + 2π) = ϕ(θ) + 2πp avec p entier , (8.15)

d’où l’on déduit que J est nécessairement un nombre entier. La solution de densité uni-
forme s’écrit donc finalement (en prenant en compte la condition de normalisation) :

ψ(θ) =
1√
2π

eiJθ avec J entier . (8.16)

L’équation 8.12 s’écrit alors (toujours en supposant U = 0) :

µ =
~θ̇c

2
J2 − ~θ̇J + 2~θ̇c

aR

S
N , (8.17)

ce qui donne :

µ =
~θ̇c

2

(
θ̇

θ̇c

− J

)2

− 1

2
m(Rθ̇)2 +

gN

2πRS
. (8.18)
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Figure 8.1 – Vitesse du supercourant atomique en fonction de la rotation appliquée,
pour un condensat sans interaction. On constate que la réponse d’un tel dispositif est
quantifiée, le quantum élémentaire de rotation étant donné par θ̇c. En particulier, il existe
une plage autour de θ̇ = 0 pour laquelle le système est totalement insensible à la rotation
(effet Hess-Fairbank).

Afin de minimiser la valeur de µ, donnée par l’expression 8.18, tout en respectant la condi-
tion 8.16, le système va choisir la valeur de J correspondant à l’entier le plus proche de
θ̇/θ̇c. L’expression de la vitesse des atomes le long de l’anneau est donnée par v = JRθ̇c, ce
qui montre que le système répond à la rotation de façon quantifiée, le quantum élémentaire
de rotation étant donné par θ̇c = ~/(mR2). Cette réponse en fréquence est illustrée sur
la figure 8.1. En particulier, lorsque |θ̇/θ̇c| < 1/2, la rotation appliquée est trop faible
pour exciter le premier quantum de rotation, ce qui fait que le système reste immobile en
dépit du mouvement des parois du récipient qui le contient. Cet effet de superfluidité est
l’analogue de l’effet Hess-Fairbank dans les supraconducteurs [170].

Un calcul du spectre des modes d’excitation du condensat par la méthode de Bogoliubov-
de Gennes [173] montre que la solution de densité uniforme que l’on vient d’étudier est
stable lorsque les interactions atomiques sont répulsives (ce qui correspond à a > 0). En
effet, dans ce dernier cas, les énergies des modes d’excitations sont toutes réelles et posi-
tives, ce qui assure la stabilité dynamique et thermodynamique du condensat (voir [176]
pour une discussion détaillée à ce sujet). Il convient de noter que, lorsque la condition
a > 0 n’est plus vérifiée, la solution de densité uniforme peut devenir instable, et don-
ner naissance par exemple à l’établissement d’une solution de type soliton [173]. Nous
restreindrons toutefois notre étude au cas des interactions répulsives (cas des atomes de
rubidium utilisés dans le laser à atome de l’Institut d’Optique mentionné précédemment).

On pourrait imaginer tirer parti de l’accroissement linéaire de phase qui s’établit le
long du tore sous l’effet d’une rotation pour utiliser ce système en tant que gyromètre
(la détection pouvant par exemple être assurée par des méthodes interférentielles). La
précision ultime de la mesure serait dans ce cas donnée par la valeur du quantum de
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rotation θ̇c, qui est par exemple égale, pour R = 1 mm et m = 1, 4.10−25 kg (atomes de
rubidium), à environ 150 degrés par seconde, qui est une valeur très élevée par rapport
à la sensibilité d’un interféromètre atomique ou d’un gyromètre optique. Toutefois, on
va voir dans ce qui suit que cette sensibilité est nettement améliorée par la présence des
phénomènes de couplages entre les niveaux correspondant aux différentes valeurs de J ,
phénomènes que l’on va maintenant tenter de décrire.

8.2 Couplages entre modes, métastabilité

La grande majorité des résultats présentés dans cette section est tirée de [170]. La
réponse en fréquence du condensat de Bose-Einstein placé dans un piège torique idéal,
que l’on vient de présenter, permet en particulier, comme on l’a vu, d’expliquer l’absence
de rotation d’un superfluide lorsque la vitesse angulaire du récipient (ou du piège) est
inférieure à la moitié du quantum de rotation (effet Hess-Fairbank). En revanche, elle
ne permet pas d’expliquer la superfluidité pour les vitesses de rotation beaucoup plus
importantes : lorsque l’on met un superfluide en rotation à une vitesse grande devant
θ̇c et que l’on arrête dans un deuxième temps le mouvement du récipient, il est possible
d’observer un mouvement persistant du superfluide. Cela peut parâıtre surprenant à la
lumière des résultats précédents, qui stipulent qu’en l’absence de rotation du récipient
(ou du piège), l’état de plus basse énergie correspond au fluide au repos. Cette différence
s’explique par le fait que l’on a négligé dans le modèle précédent un paramètre important,
à savoir les interactions atomiques. Il a été montré [164,177] que celles-ci sont responsables
de phénomènes de métastabilité qui font que le système peut demeurer dans certains états
qui correspondent à des minima locaux d’énergie, même s’ils ne correspondent pas à l’état
fondamental du système.

L’objet de ce qui suit est de décrire ce phénomène de métastabilité dans le contexte, qui
nous intéresse ici, du condensat de Bose-Einstein torique en rotation. Pour cela, il convient
d’enrichir le modèle simplifié présenté précédemment en y intégrant les interactions entre
atomes, ainsi qu’une éventuelle asymétrie du tore, supposé jusqu’ici on le rappelle par-
faitement circulaire. Ce nouveau modèle, plus riche, peut être résolu exactement lorsque
l’on ne considère que les deux premiers quanta de rotation (J = 0 et J = 1). Ce résultat,
que l’on reproduit dans ce qui suit, est dû à Anthony Leggett [170], qui le qualifie de “toy
model” en raison des hypothèses simplificatrices utilisées. Il montre, comme on va le voir,
que le phénomène de métastabilité survient lorsque l’effet des interactions est supérieur à
celui de l’asymétrie du tore.

8.2.1 Mise en équation

On part de l’expression suivante pour le hamiltonien effectif dans le référentiel tournant
à la vitesse θ̇ :

Ĥeff =
θ̇c

2~
L̂2 − θ̇L̂ +

∑
i

Vext(ri) +
1

2

∑
i,j

U(|ri − rj|) . (8.19)

Dans cette équation, Vext représente le potentiel extérieur vu par chaque atome, et U
le potentiel associé aux interactions entre les atomes (ces dernières étant supposées ne
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dépendre que de la distance interatomique). On supposera également dans ce qui suit,
par souci de simplicité, que la vitesse de rotation du système est inférieure au quantum
élémentaire de rotation (0 < θ̇ < θ̇c), de telle sorte que seuls les deux premiers états
propres du système (correspondant aux valeurs J = 0 et J = 1) peuvent être excités. On va
exprimer successivement chaque terme du hamiltonien dans le formalisme, plus commode
lorsque l’on traite d’effets collectifs, de la seconde quantification (voir par exemple [159]).

Termes cinétiques

Dans la base de ces états propres, les deux premiers termes du hamiltonien effectif
s’écrivent :

θ̇c

2~
L̂2 − θ̇L̂ =

(
0 0

0 θ̇c/2− ~θ̇
)

. (8.20)

Un changement d’origine des énergies permet de rendre cette expression symétrique, ce
qui donne :

θ̇c

2~
L̂2 − θ̇L̂ = −1

2
~

(
~(θ̇c/2− θ̇) 0

0 −~(θ̇c/2− θ̇)

)
. (8.21)

Cet opérateur prend donc en deuxième quantification la forme 1
2
~(θ̇c/2− θ̇)(a†1a1− a†0a0).

Potentiel de piégeage

Le terme dû au potentiel de piégeage s’écrit en deuxième quantification :

Ĥext = V (a †
0 a0 + a †

1 a1)− V0(a
†

0 a1 + a †
1 a0) , (8.22)

où l’on a posé :

V =

∫
ψ∗0(r)Vext(r)ψ0(r)dr et V0 = −

∫
ψ∗1(r)Vext(r)ψ0(r)dr , (8.23)

la phase relative de ψ0 et ψ1 ayant été choisie de manière à rendre V0 réel et positif.
Le terme en facteur de V correspondant à un opérateur identité, il peut être annulé par
un nouveau changement d’origine des énergies. On ne conservera donc finalement que
l’expression :

Ĥext = −V0(a
†

0 a1 + a †
1 a0) . (8.24)

Interaction entre atomes

Le terme d’interaction s’écrit dans l’approximation habituelle des basses énergies :

Ĥint =

∫
g

2
ψ̂†(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)ψ̂(r)d3r , (8.25)

l’opérateur de destruction d’une particule au point r s’écrivant :

ψ̂(r) = ψ0(r)a0 + ψ1(r)a1 . (8.26)

En réorganisant les termes, en utilisant les égalités suivantes :
∫

ψ∗0(r)ψ
∗
1(r)d

3r = 0 et |ψ0(r)|2 ' |ψ1(r)|2 , (8.27)
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Figure 8.2 – Énergie du condensat en fonction du paramètre χ pour différentes valeurs
de θ̇ et du paramètre d’anisotropie V0/g (image tirée de [170]).

et au prix d’un nouveau changement d’origine des énergies, on obtient :

Ĥint =

(∫
g|ψ0(r)|4d3r

)
a†0a0a

†
1a1 . (8.28)

Conclusion

Le hamiltonien effectif en seconde quantification s’écrit finalement :

Ĥeff =
~
2
(θ̇c/2− θ̇)(a†1a1−a†0a0)−V0(a

†
0 a1+a †

1 a0)+

(∫
g|ψ0(r)|4d3r

)
a †

0 a0a
†

1 a1 . (8.29)

8.2.2 Énergie du condensat et interprétation

Les N particules du condensat sont a priori dans une superposition des états J = 0
et J = 1. On note, pour plus de commodité dans la suite, les poids respectifs de ces deux
états cos(χ/2) et sin(χ/2). La fonction d’onde du condensat s’écrit alors :

|ΨN〉 =
1√
N !

(
â+

0 cos
χ

2
+ â+

1 sin
χ

2

)N

|0〉 , (8.30)

et l’énergie associée :

E(χ) = 〈ΨN |Ĥeff|ΨN〉 . (8.31)

On obtient après calcul l’expression de l’énergie en fonction du paramètre χ :

E(χ)/N =
~
2
(θ̇ − θ̇c/2) cos χ− V0 sin χ +

1

4

∫
gN |ψ0(r)|4d3r sin2 χ (8.32)
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On a représenté sur la figure 8.2 plusieurs courbes d’énergie E(χ) pour différentes valeurs
de θ̇, dans le cas de faible anisotropie (première ligne) et dans le cas de forte anisotropie
(deuxième ligne). On voit clairement sur la première ligne apparâıtre le phénomène de
métastabilité : si l’on part d’une vitesse de rotation plutôt élevée (θ̇ > θ̇c/2) et que l’on
ralentit la rotation en-dessous de la valeur critique (θ̇ < θ̇c/2), le système reste dans un
état où le paramètre χ est proche de π, ce qui correspond à un état proche de J = 1.
Dans le cas inverse (forte anisotropie, deuxième ligne), on voit que le paramètre χ suit
continûment les variations de θ̇, sans effet de métastabilité.

Ce phénomène peut s’interpréter de la manière suivante : pour qu’une ligne de vor-
tex entre ou sorte de l’anneau, elle doit forcément traverser la périphérie de celui-ci,
où se trouvent les atomes, ce qui implique en particulier que la densité atomique s’an-
nule quelquepart. Naturellement, les interactions répulsives ont tendance à s’opposer à ce
phénomène. À l’inverse, une asymétrie du récipient rend certains endroits plus favorables
que d’autres à une annulation de la densité atomique, ce qui favorise l’entrée et la sortie
d’éventuelles lignes de vortex et donc tend à contrecarrer le phénomène de métastabilité.

Remarque : lorsque V0 = 0 et g = 0, on a χ = π si θ̇ > θ̇c/2 et χ = 0 sinon, ce
qui veut dire qu’en l’absence de couplage, le système ne peut se trouver que dans les états
“non mélangés” J = 0 et J = 1, conformément aux résultats de la première partie de ce
chapitre.

8.3 Conclusion : vers un gyrolaser atomique ?

On a présenté dans ce chapitre quelques résultats issus de la littérature et qui illus-
trent les propriétés très particulières des superfluides en rotation. On a vu que dans un
condensat de Bose-Einstein torique, la rotation peut se traduire par l’établissement d’un
supercourant atomique ou, de manière équivalent, d’une variation de la phase dans la
direction longitudinale. Le toy model de Leggett, présenté dans ce chapitre, montre que
l’état du système dépend continûment de la vitesse de rotation appliquée à la condition
que l’énergie d’asymétrie V0 soit supérieure à l’énergie moyenne d’interaction par parti-
cule g. Cette condition n’est pas sans rappeler la condition d’établissement du régime de
battement dans le gyrolaser à état solide (condition 3.13). Dans les deux cas, le système
est sensible à la rotation à la condition qu’un couplage additionnel et linéaire favorable
compense les effets d’un couplage naturellement présent et non linéaire défavorable. Cette
analogie est une illustration des passerelles qui peuvent exister entre l’étude des couplages
entre modes dans différents systèmes ayant des conditions aux limites périodiques [54].

La présence d’une asymétrie du tore qui contient le condensat est donc bénéfique à
deux points de vue : d’une part elle permet d’augmenter la sensibilité à la rotation en
permettant au système de se retrouver dans une superposition d’états et d’autre part elle
permet de faire disparâıtre le phénomène de métastabilité, incompatible d’une utilisation
en tant que gyromètre.

Un senseur de rotation bâti sur ce principe devra donc être suffisamment asymétrique.
On peut alors imaginer mesurer la vitesse de rotation en analysant le profil de densité le
long du tore, celui-ci étant donné dans le cas du toy model par la relation :

|Ψ(θ)|2 = 1 + sin χ cos θ . (8.33)
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D’autres méthodes ont été également suggérées. Par exemple l’analyse du profil conden-
sat après un temps d’expansion libre (ou temps de vol) permettrait de remonter à une
information sur le nombre de vortex présents dans le tore [166]. On pourrait également
envisager une analyse en impulsion du condensat par spectroscopie de Bragg [178].



Chapitre 9

Description unidimensionnelle d’un
condensat torique

L
e rôle clé joué par la forme géométrique du piège contenant le condensat de Bose-
Einstein nous a amené à nous intéresser plus précisément au moyen de prendre en
compte, de façon quantitative, une éventuelle déformation du tore par rapport à sa

forme circulaire. Cette démarche nous a conduit à développer un formalisme permettant la
description unidimensionnelle d’un guide d’onde atomique en rotation dans le cas d’un fort
confinement transverse. C’est ce formalisme, développé en collaboration avec le groupe
de l’Université de Trente [59], que l’on présente dans ce chapitre. Après avoir posé le
problème sur des bases mathématiques précises, on expose la procédure de découplage
successivement en l’absence puis en la présence d’une rotation. Les effets des interactions
atomiques et d’une possible variation longitudinale de la fréquence de piégeage transverse
sont également discutés.

9.1 Description quantitative du guide d’onde atomique

On considère un guide d’onde atomique le long d’une courbe C, définie paramétri-
quement par le vecteur rC(s), où s est l’abscisse curviligne le long de C. En chaque point
de la courbe, on définit le repère de Frenet local (t,n,b) par :

t =
drC
ds

; κn =
dt

ds
; τ b =

dn

ds
+ κt et

db

ds
= −τn , (9.1)

où κ et τ désignent respectivement la courbure et la torsion de C [152]. On définit alors,
au voisinage de C, un système local de coordonnées (s, u, v) par :

r(s, u, v) = rC(s) + uN(s) + vB(s), (9.2)

le repère (t,N,B) se déduisant du repère de Frenet (t,n,b) par une rotation autour de
t : (

N
B

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
n
b

)
,

où l’angle θ vérifie :
dθ

ds
= −τ . (9.3)
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Un tel choix de coordonnées, suggéré par [179], permet d’obtenir une expression très
simple pour le gradient 1, qui ne dépend en particulier plus de la torsion qu’à travers le
paramètre angulaire θ. Plus précisément, on a :

∇ = th−1 ∂s + N ∂u + B ∂v , (9.4)

où l’on a défini la fonction h(s, u, v) comme suit :

h(s, u, v) = 1− κ (u cos θ − v sin θ) . (9.5)

On suppose que le potentiel de piégeage du guide d’onde assure en tout point un confine-
ment harmonique perpendiculaire à la tangente locale, selon l’expression :

V⊥(u, v) =
M

2

(
ω2

u u2 + ω2
v v2

)
, (9.6)

où M est la masse atomique et ωu,v sont les fréquences de piégeage transverse respecti-
vement dans les directions N et B (qui, rappelons-le, peuvent dépendre de la coordonnée
longitudinale s). On supposera dans tout ce qui suit, pour simplifier, que ces fréquences
sont égales (ωu = ωv = ω⊥).

L’hypothèse principale de notre traitement est de supposer que l’extension de l’état
fondamental du piège harmonique transverse, donnée par :

σ =

√
~

Mω⊥
, (9.7)

est très inférieure aux dimensions et longueurs de variation typique de C, ce qui s’écrit :

κσ ¿ 1 |κ′|σ ¿ |κ| |κ′′|σ ¿ κ2 , (9.8)

où le “prime” désigne la dérivation par rapport à la coordonnée longitudinale s. Comme on
l’a vu précédemment, lorsque le guide d’onde est au repos dans un référentiel en rotation
à la vitesse angulaire Ω, on peut écrire une équation de Schrödinger stationnaire dans le
référentiel tournant sous la forme suivante :

µΨ(s, u, v) =

[
− ~2

2M
∇2 −Ω · (r× p) + V⊥(u, v) + Vext(s)

]
Ψ(s, u, v) , (9.9)

où l’opérateur quantité de mouvement est défini par p = −i~∇, le gradient prenant la
forme 9.4 dans le système de coordonnées (s, u, v). Le terme Vext(s) décrit tout potentiel
agissant sur les atomes dans la direction longitudinale, en plus du potentiel de piégeage.
Ce terme est supposé petit devant l’énergie de confinement transverse ~ω⊥.

La condition de normalisation de la fonction d’onde Ψ s’écrit, en tenant compte de la
métrique associée à (s, u, v) :

∫∫∫
ds du dv h(s, u, v) |Ψ(s, u, v)|2 = 1 . (9.10)

La quantité h(s, u, v), définie plus haut (équation 9.5), n’est pas factorisable en général
en un produit d’une fonction de la variable longitudinale s et d’une fonction des variables

1Voir par exemple [152] pour une définition du gradient dans un système de coordonnées arbitraire.
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transverses (u, v). On est donc amené, afin de pouvoir découpler les dynamiques longitu-
dinale et transverse, à introduire la nouvelle fonction d’onde Φ =

√
hΨ, dont la condition

de normalisation prend la forme simple suivante :

∫∫∫
ds du dv |Φ(s, u, v)|2 = 1 . (9.11)

En insérant l’expression de Φ(s, u, v) dans l’équation 9.9, on montre que son évolution est
régie par le hamiltonien suivant :

Ĥ =− ~2

2M

[
∂s

(
h−2∂s

)
+ ∂2

uu + ∂2
vv +

κ2

4h2
+

5h′2

4h4
− h′′

2h3

]

−
√

hΩ · (r× p)
1√
h

+ V⊥(u, v) + Vext(s) .

(9.12)

Cette équation a été obtenue dans [179] pour le cas Ω = 0. Les auteurs de cette référence
séparent les dynamiques transverse et longitudinale en passant à la limite adiabatique,
définie par h → 1, h′ ¿ κ et

√
h′′ ¿ κ. Ils démontrent ainsi l’existence d’un potentiel

longitudinal, proportionnel au carré de la courbure locale. Toutefois cette approche n’est
pas facilement généralisable au cas Ω 6= 0, ce qui a motivé le traitement que l’on présente
dans ce qui suit.

9.2 Procédure de découplage en l’absence de rotation

9.2.1 Description de la procédure

On considère tout d’abord le cas simplifié d’un guide d’onde sans rotation (Ω = 0)
avec une fréquence de piégeage transverse indépendante de la coordonnée longitudinale
(ω′⊥ = 0). On écrit alors la fonction d’onde Φ comme le produit Φ(s, u, v) = fs(u, v) g(s)
d’une fonction d’onde longitudinale g(s) et d’une fonction d’onde transverse fs(u, v), cette
dernière pouvant a priori dépendre de la coordonnée longitudinale s. La condition de
normalisation s’écrit, à l’aide de ces nouvelles fonctions :





∫∫
du dv|fs(u, v)|2 = 1,

∫
ds|g(s)|2 = 1 .

(9.13)

La méthode que nous présentons ici s’inspire de l’approximation de Born-Oppenheimer
[180], pour laquelle les degrés de liberté électroniques, très rapides, sont réduits à un po-
tentiel moyen agissant sur le mouvement du noyau.

Pour une fonction d’onde longitudinale donnée g(s), on définit un hamiltonien trans-
verse ĥ à la position s par :

ĥfs ≡ Ĥ(fsg). (9.14)

L’hypothèse principale de notre approche consiste à supposer que le mouvement trans-
verse est gelé dans l’état fondamental f 0

s de ĥ. Notre but est de réduire le problème à
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trois dimensions à un problème à une dimension, en intégrant sur les degrés de liberté
transverses. L’équation à une dimension que l’on recherche prend alors la forme suivante :

µg(s) =

∫∫
du dv f 0∗

s (u, v)Ĥf 0
s (u, v)g(s) ≡ Ĥgg(s) . (9.15)

Il est possible d’obtenir une expression explicite de Ĥg en utilisant une approche pertur-

bative [181], après avoir séparé dans ĥ les contributions dues respectivement aux degrés
transverses et longitudinal, à savoir :

ĥ = H0 + W , (9.16)

avec :

H0 = g(s)

[
− ~2

2M

(
∂2

uu + ∂2
vv

)
+ V⊥(u, v)

]
, (9.17)

et :

W = − ~2

2M

[
h−2(g∂2

ss + 2g′∂s + g′′)− 2h′

h3
(g∂s + g′) +

gκ2

4h2
+

5gh′2

4h4
− gh′′

2h3

]
+ gVext .

(9.18)

On traite perturbativement le hamiltonien W par rapport à H0, qui, à un facteur multi-
plicatif g près, correspond à un oscillateur harmonique d’énergie ~ω⊥. Tous les termes de
W sont très petits devant |g|~ω⊥ à condition que :

|g′′| ¿ |g|/σ2 and |g′| ¿ |g|/σ . (9.19)

Ces conditions seront vérifiées à la fin de notre procédure de découplage, à l’aide des
conditions 9.8, afin de garantir l’auto-consistance de la méthode.

La théorie des perturbations au premier ordre, avec pour petit paramètre κ2σ2, nous
permet de remplacer f 0

s dans l’équation 9.15 par la fonction d’onde f0 de l’état fonda-
mental de l’oscillateur harmonique de fréquence ω⊥, donnée par :

f0(u, v) =
1√
πσ

e−(u2+v2)/(2σ2) , (9.20)

ce qui mène à l’équation de Schrödinger unidimensionnelle effective suivante pour la fonc-
tion d’onde longitudinale g(s) :

µg = − ~2

2M

d2g

ds2
+

[
~ω⊥ + Vext(s)− ~

2κ2(s)

8M

]
g. (9.21)

On identifie facilement sur cette équation le terme d’énergie cinétique, le terme d’énergie
de point zéro de l’oscillateur harmonique transverse à 2 dimensions et le (faible) potentiel
extérieur Vext. Quant au dernier terme de l’équation 9.21, il s’agit d’un potentiel effectif
proportionnel au carré de la courbure, comme il avait été prédit dans [179]. La régularité
du guide d’onde, fixée par les conditions 9.8, garantit le respect des conditions 9.19, ce
qui assure l’auto-consistance de cette approche.
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9.2.2 Effet d’une variation longitudinale de ω⊥
On considère dans ce qui suit le cas où la fréquence de piégeage transverse ω⊥ dépend de

la coordonnée longitudinale s. Une telle dépendance entrâıne une variation longitudinale
de la fonction d’onde transverse f0s, introduisant de nouveaux termes dans le hamilto-
nien Ĥg issus des dérivées longitudinales de f0s. En appliquant la même procédure que
précédemment, et en se limitant au premier ordre en κ2σ2, on obtient l’équation effective
unidimensionnelle suivante pour g(s) :

µ g = − ~2

2M

d2g

ds2
+

[
~ω⊥ + Vext − ~

2κ2

8M
+

~2

16M

ω′2⊥
ω2
⊥

]
g. (9.22)

La dépendance longitudinale ω⊥ induit non seulement un potentiel longitudinal égal à
l’énergie de point zéro ~ω⊥(s), mais aussi une contribution proportionnelle à ω′2⊥/ω2

⊥.
Pour rester consistant avec notre procédure de découplage, on doit avoir |ω′⊥| / κω⊥ et
|ω′′⊥| / κ2ω⊥. Cela implique en particulier que le terme proportionnel à ω′2⊥/ω2

⊥ est très
petit devant le terme d’énergie de point zéro.

Dans le but de vérifier le bien-fondé de ce nouveau terme de potentiel proportion-
nel à ω′2⊥/ω2

⊥, l’équation de Schrödinger à deux dimensions a été intégrée numériquement
en coordonnées cartésiennes dans le cas d’un guide droit avec un potentiel de confine-
ment transverse ω⊥(s) modulé. Afin de mettre en évidence l’effet du ω′2⊥/ω2

⊥, le potentiel
extérieur Vext a été choisi pour compenser exactement les modulations de l’énergie de point
zéro liées au confinement harmonique transverse, ce qui s’écrit ~ω⊥(s)/2 + Vext(s) = 0.
Comme on peut le voir sur la figure 9.1, la modulation de densité résiduelle possède
la même périodicité que ω′2⊥/ω2

⊥, et est en bon agrément avec la solution numérique de
l’équation de Schrödinger unidimensionnelle effective 9.22.

9.2.3 Rôle des interactions atomiques

Dans une configuration à trois dimensions, les interactions de champ moyen sont
présentes dans l’équation de Gross-Pitaevskii [158] sous la forme du terme non linéaire
suivant :

Vint = g3DN0

∣∣∣∣∣
fs(u, v)g(s)√

h(s, u, v)

∣∣∣∣∣

2

, (9.23)

où l’on a noté g3D = 4π~2a3D/M , a3D étant la longueur de diffusion à trois dimensions
et N0 le nombre total d’atomes dans le condensat 2. On sait, grâce aux travaux sur les
condensats de Bose-Einstein dans des réseaux optiques, qu’il est en général difficile de
découpler les mouvements transverses et longitudinal en présence d’interactions.

Dans notre cas, la présence d’interactions impose à la fonction d’onde transverse
f0(u, v) d’être la solution de plus basse énergie de l’équation de Gross-Pitaevskii transverse
suivante :

[
− ~2

2m
(∂2

uu + ∂2
vv) + N0 g3D |g(s)|2 |f0s(u, v)|2 + V⊥(u, v)

]
f0s(u, v) = µ⊥ f0s(u, v) ,

(9.24)

2Il convient de ne pas confondre g3D, défini ici, avec la fonction d’onde longitudinale g(s).
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Figure 9.1 – (a) Résultat de l’intégration numérique de l’équation de Schrödinger à
deux dimensions dans le cas d’un guide d’onde droit avec un fort confinement trans-
verse dont la fréquence dépend de la position longitudinale selon la loi ω⊥(x) =
ω⊥

√
1 + 4(δω⊥/ω⊥) cos(πx/λ). Les paramètres utilisés sont : δω⊥/ω⊥ = 0.1, λ/σ ' 22.4.

Un potentiel extérieur tel que Vext+V⊥ = Mω⊥(x)2y2/2−~ω⊥(x)/2 a été introduit afin de
compenser les modulations spatiales de l’énergie de point zéro. (b) Comparaison entre la
densité à deux dimensions intégrée le long de y (points rouges) et la solution de l’équation
de Schrödinger effective (ligne continue). Simulations numériques effectuées à l’Université
de Trento par I. Carusotto.
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qui résulte de l’inclusion du terme d’interactions de champ moyen dans le hamiltonien
transverse 9.17. Dans cette équation, µ⊥ désigne le potentiel chimique transverse. Dans
le cas général, il faut résoudre l’équation 9.24 de façon auto-consistante avec l’équation
d’évolution de la fonction d’onde longitudinale g(s), ce qui est un problème ardu, y compris
d’un point de vue numérique.

Une expression très simple peut toutefois être obtenue dans la limite où les interactions
sont suffisamment faibles par rapport au confinement transverse pour ne pas perturber le
profil de la fonction d’onde transverse f0(u, v). Dans cette limite, il est possible d’inclure
les interactions sous la forme d’un terme de champ moyen proportionnel à la densité locale,
ce qui permet alors d’obtenir l’équation de Gross-Pitaevskii unidimensionnelle suivante :

(µ − ~ω⊥)g(s) = − ~2

2M

d2g(s)

ds2
+ Vext(s)g(s) − ~

2κ2(s)

8M
g(s) + g1DN0|g(s)|2g(s), (9.25)

où la constante effective de couplage unidimensionnelle est définie par [182] :

g1D =
4a3D~2

Mσ2
. (9.26)

9.3 Prise en compte des effets de la rotation

On considère maintenant le cas, plus général, d’un guide d’onde en rotation. Dans un
souci de simplicité, on supposera désormais que la courbe C est incluse dans le plan (x, y),
que le vecteur rotation Ω est orthogonal à ce plan et que l’origine du vecteur rC cöıncide
avec le centre de la rotation. On se restreindra de plus dans ce qui suit au cas où ω⊥ est
indépendant de la position longitudinale le long de la courbe C. En appliquant la même
procédure que dans la partie 9.2, le hamiltonien transverse peut se décomposer comme
suit :

ĥ = H̃0 + W̃ , (9.27)

avec :

H̃0 =
~2g

2M

(
i∂u − MΩrt

~

)2

− ~2g

2M
∂2

vv + gV⊥ , (9.28)

et :

W̃ = W + i~Ω
[
grtκ

2h
+

u

h
g′ − guh′

2h2
+ rng′ − grnh′

2h2
+

gu

h
∂s +

grt

h
∂s

]
− 1

2
MΩ2r2

t g ,

(9.29)

où l’on a utilisé les notations suivantes : rt = rC · t et rn = rC · n. L’état fondamental de
H̃0 s’écrit maintenant :

f̃0s(u, v) = f0(u, v) e−iMΩrtu/~ . (9.30)

En supposant que la vitesse de rotation n’est pas trop importante (|Ω| ¿ ω⊥ et MΩ2r2
C ¿

~ω⊥), il est possible de montrer, par un calcul explicite des dérivées longitudinales de f̃0s,
que les inégalités suivantes sont vérifiées :

∣∣∣∣∣
∂f̃0s

∂s

∣∣∣∣∣ ¿
∣∣∣∣∣
f̃0s

σ

∣∣∣∣∣ and

∣∣∣∣∣
∂2f̃0s

∂s2

∣∣∣∣∣ ¿
∣∣∣∣∣
f̃0s

σ2

∣∣∣∣∣ , (9.31)
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ce qui permet de traiter W̃ comme une petite perturbation par rapport à H̃0. On a alors,
au premier ordre en κ2σ2 :

Ĥgg(s) =

∫ ∫
du dv f̃ ∗0s(H̃0 + W̃ )f̃0s

= − ~2

2M
g′′ +

[
~ω⊥ + Vext − ~

2κ2

8M
− MΩ2

2
r2
t

]
g + i~Ω

[rtκ

2
g + rn g′

]
,

(9.32)

d’où finalement l’équation suivante pour le guide d’onde en rotation :

µ g =
1

2M

[
i~

d

ds
+ M t · (rC ×Ω)

]2

g +

[
~ω⊥ + Vext − ~

2κ2

8M
− 1

2
MΩ2r2

C

]
g , (9.33)

où l’on a utilisé l’identité drn/ds = κrt. Si l’on compare avec le cas sans rotation (équation
9.21), on constate la présence de termes supplémentaires, à savoir un terme de jauge
dans l’énergie cinétique en référentiel tournant, qui affecte principalement la phase du
condensat, et un terme d’énergie centrifuge, que l’on peut qualifier de classique. Ce dernier,
tout comme le terme de courbure, le potentiel extérieur et le terme d’énergie de point
zéro, peuvent servir à transférer au condensat un moment cinétique, afin de permettre
l’établissement d’une circulation de phase le long du guide d’onde.

9.4 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre un formalisme original, inspiré de l’approximation de
Born-Oppenheimer, qui permet de restreindre à la dimension longitudinale la description
d’un guide d’onde atomique dans le cas d’un fort confinement transverse. Plus précisément,
ce formalisme permet d’écrire une équation de Schrödinger unidimensionnelle pour un
condensat dans le guide d’onde torique en rotation. Une telle équation peut constituer
un point de départ pour l’étude analytique ou numérique d’un tel système. Elle permet
de simplifier considérablement les analyses, tout en rendant compte quantitativement des
principaux effets, notamment d’origine géométrique.



Chapitre 10

Quelques applications possibles

O
n s’intéresse dans ce dernier chapitre à deux applications concrètes du formalisme
présenté au chapitre précédent. Dans un premier temps, on considère le cas d’un
guide d’onde elliptique, pour lequel il est possible de prédire analytiquement les

effets de la courbure en fonction des paramètres géométrique de l’ellipse ; cela permet a
posteriori de vérifier, en comparant les simulations numériques à une et à plusieurs dimen-
sions, les prédictions de notre formalisme. Dans un second temps, on tente de faire le lien
entre la situation décrite par notre formalisme et une possible réalisation expérimentale
(inspirée du laser à atome de l’Institut d’Optique déjà mentionné) ; en particulier, on
montre que les hypothèses de fort confinement transverse effectuées au chapitre précédent
sont réalistes au vu des différents paramètres expérimentaux qu’il est possible d’atteindre
en pratique.

10.1 Cas du guide d’onde elliptique

On suppose dans la première partie de ce chapitre que l’on se trouve dans la situation
générale décrite au chapitre précédent, avec en plus la particularité que la courbe C est
une ellipse. Il est alors possible, en utilisant conjointement le système de coordonnées
elliptiques et les résultats du chapitre précédent, d’écrire une équation de Schrödinger
unidimensionnelle pour le guide d’onde elliptique en fonction des seuls paramètres de
définition de l’ellipse (taille et excentricité). Cela permet dans un deuxième temps d’esti-
mer quantitativement la variation de densité (lorsque le guide d’onde est au repos) induite
par la variation de courbure le long de l’ellipse, et de comparer cette estimation au résultat
de simulations numériques à plusieurs dimensions.

10.1.1 Coordonnées elliptiques

Étant donné un paramètre a, on définit les coordonnées elliptiques (u, v) en les reliant
aux coordonnées cartésiennes (x, y) par :





x = a cosh u cos v ,

y = a sinh u sin v ,

z = z .

(10.1)

L’équation u = u0 désigne alors l’ellipse de foyers (a, 0) et (−a, 0) (où ces dernières



206 Chapitre 10. Quelques applications possibles

Figure 10.1 – Les coordonnées elliptiques désignent les points du plan par intersection
entre une ellipse et une hyperbole de mêmes foyers. Figure tirée de [152].

coordonnées s’entendent cartésiennes), et dont les dimensions des demi-petit axe et grand
axe valent respectivement a sinh u0 et a cosh u0 (voir figure 10.1). Dans ce système de
coordonnées, le gradient [152] et le laplacien s’écrivent :

∇ =
1

h

(
∂

∂u
eu +

∂

∂v
ev

)
+

∂

∂z
ez et ∇2 =

1

h2

(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

)
+

∂2

∂z2
, (10.2)

où l’on a introduit le facteur h(u, v) suivant :

h = a
√

cosh2 u sin2 v + sinh2 u cos2 v = a
√

sinh2 u + sin2 v . (10.3)

Il est possible de calculer explicitement, grâce aux coordonnées elliptiques, la courbure de
l’ellipse. Cela donne :

κ(v) =
cosh u0 sinh u0

a(sinh2 u0 + sin2 v)3/2
. (10.4)

10.1.2 Validité de la condition (9.8) dans le cas de l’ellipse

On rappelle l’hypothèse fondamentale utilisée dans notre formalisme de découplage
des degrés de liberté transverses et longitudinal (conditions 9.8) :

κσ ¿ 1 , κ′σ ¿ κ and κ′′σ ¿ κ2 . (10.5)

Dans le cas de l’ellipse, l’expression explicite de la courbure 10.4 permet d’évaluer la
validité des conditions ci-dessus. Par exemple, la première de ces conditions, κσ ¿ 1, est
vérifiée tant que :

σ ¿ a sinh u0 tanh u0 , (10.6)

ce qui se réécrit en terme de l’ellipticité e, définie par e = 1/ cosh2 u0 :

σ ¿ a sinh u0

√
1− e2 . (10.7)



10.1 Cas du guide d’onde elliptique 207

Ainsi, pour des ellipses pas trop aplaties (c’est-à-dire pour e pas trop proche de 1), la
condition κσ ¿ 1 est équivalente à l’hypothèse de fort confinement σ ¿ a sinh u0. On
montre de même, par un calcul explicite des dérivées successives de κ (dans ce contexte, le
prime désigne la dérivée par rapport à ṽ), que les conditions |κ′|σ ¿ κ et |κ′′|σ ¿ κ2 sont
automatiquement vérifiées grâce à l’hypothèse de fort confinement tant que l’ellipticité
n’est pas trop importante (plus précisément tant que e . 0.3).

Il est également possible de vérifier explicitement ces conditions. Par exemple, on
considère un guide d’onde défini par σ = 1, a = 250 et u0 = 1, 5. Avec ces valeurs,
l’hypothèse de fort confinement est vérifiée, puisque l’on a a sinh(u0) > 500 À σ = 1.
On montre par ailleurs que l’on a 1, 5.10−3 < κ < 2, 1.10−3, κ′ < 10−6 et κ′′ < 5.10−9,
ce qui prouve que les conditions 9.8 sont vérifiées. Cela n’est pas surprenant, puisque la
condition de fort confinement est vérifiée, et puisque e ' 0, 18 < 0, 3.

10.1.3 Coordonnées au voisinage de l’ellipse

On suppose, dans ce qui suit, que le guide d’onde atomique est défini par un confine-
ment harmonique transverse le long de l’ellipse définie par l’équation u = u0. L’hypothèse
de fort confinement signifie alors que l’extension du paquet d’onde transverse σ est très
inférieure à la taille des axes de l’ellipse, ce qui s’écrit :

σ ¿ a sinh u0 . (10.8)

Cette hypothèse implique en particulier σ ¿ h. Pour un point de coordonnées elliptiques
(u, v) localisé au voisinage de l’ellipse (c’est-à-dire à une distance inférieure à σ), on a
h|u − u0| . σ, ce qui implique, d’après l’hypothèse de fort confinement, |u − u0| ¿ 1.
Un développement limité au voisinage de l’ellipse permet alors d’écrire le vecteur position
sous la forme :

r =

(
x
y

)
=

(
a cosh u0 cos v
a sinh u0 sin v

)
+ h(u0, v)(u− u0)eu . (10.9)

Un point au voisinage de l’ellipse peut donc être repéré par son projeté sur l’ellipse (pre-
mier terme) et sa distance à l’ellipse (deuxième terme). On utilise, pour simplifier les
écritures, la notation h0(v) = h(u0, v). Le potentiel de confinement transverse prend alors
la forme suivante :

Vext =
1

2
Mω2h2

0(u− u0)
2 . (10.10)

10.1.4 Lien avec le chapitre précédent, équation unidimensionnelle

Afin de faire le lien avec le système de coordonnées défini au chapitre précédent, on
définit les nouvelles coordonnées ũ et ṽ par :

{
ũ = h0(v)(u− u0) ,

dṽ = h(u0, v)dv .
(10.11)

La coordonnée ṽ est l’abscisse curviligne le long de l’ellipse, tandis que ũ est la distance
du point à l’ellipse. Ces coordonnées sont donc l’équivalent des coordonnées x et y définies



208 Chapitre 10. Quelques applications possibles

au chapitre précédent. L’équation de Schrödinger unidimensionnelle dans le guide d’onde
elliptique s’écrit donc :

− ~2

2M

∂2g

∂ṽ2
+

(
1

2
~ω⊥ − ~

2κ2

8M

)
g = µg , (10.12)

où κ est la courbure de l’ellipse, donnée on le rappelle par l’expression 10.4. Celle-ci est
maximale pour v = 0 et v = π (grand axe de l’ellipse) et minimale pour v = ±π/2 (petit
axe de l’ellipse). Dans la limite d’un cercle de rayon R, définie par u0 → +∞ et a → 0 avec
a sinh u0 → R, la courbure est égale à 1/R (ce qui est un résultat connu). Naturellement,
il convient d’exprimer la courbure κ en fonction de ṽ plutôt que v, afin de pouvoir intégrer
l’équation 10.12 (qui porte sur des dérivées par rapport à ṽ). Pour cela, on peut utiliser
la relation suivante, qui met en jeu une intégrale elliptique :

ṽ =

∫ v

0

h(u0, v)dv . (10.13)

Une alternative au calcul de cette intégrale elliptique est d’écrire l’équation 10.12 en
fonction de la variable v, en utilisant la relation différentielle dṽ = h(u0, v)dv.

10.1.5 Solution perturbative de l’équation unidimensionnelle

On se propose dans ce qui suit, dans la limite d’une courbure suffisamment faible,
de traiter perturbativement les effets de cette dernière afin d’estimer quantitativement
la perturbation de densité qui en résulte. L’équation de Schrödinger, en l’absence du
potentiel de courbure, s’écrit :

− ~2

2M

∂2gn

∂ṽ2
= Engn . (10.14)

La fonction d’onde gn associée à l’énergie En s’écrit, en raison des conditions aux limites
périodiques :

gn =

√
2

L
cos

(
n

2πṽ

L

)
pour n > 0 , (10.15)

et :

g0 =

√
1

L
, (10.16)

où L est la longueur totale le long de l’ellipse, donnée par :

L =

∮
dṽ =

∫ 2π

0

h0(v)dv . (10.17)

L’énergie du mode n s’écrit quant à elle :

En = n2 2π2~2

ML2
. (10.18)

La théorie des perturbations au premier ordre [181] donne alors :

|g〉 = |g0〉+
1

E2

∫ ṽ=L

ṽ=0

dṽ

√
2

L
cos

(
2
2πṽ

L

)
~2κ(v)2

8M

√
1

L
|g2〉 , (10.19)
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Figure 10.2 – Résultat de l’intégration numérique de l’équation de Schrödinger à deux
dimensions dans le cas d’un guide d’onde elliptique avec fort confinement transverse. Pa-
ramètres utilisés : demi-grand axe 34.5 ; demi-petit axe 15.6 ; σ = 1. Simulations effectuées
par C. Menotti.

ce qui donne :

|g〉 = |g0〉+

√
2L

16π2

∫ v=2π

v=0

h0(v)dv cos

(
4πṽ(v)

L

)
κ(v)2|g2〉 . (10.20)

Comme on s’y attendait, la fonction d’onde de densité uniforme g0 est assortie d’une petite
modulation de même période que la fonction κ2. L’expression ci-dessus permet d’évaluer
l’ordre de grandeur de cette modulation lorsque celle-ci n’est pas trop importante.

10.1.6 Simulations numériques

On présente dans ce qui suit le résultat de simulations numériques permettant de
mettre en évidence, de façon qualitative puis quantitative, les effets du potentiel de cour-
bure dans le cas d’un guide d’onde elliptique. La figure 10.2 montre la densité atomique
à deux dimensions dans le cas d’un guide d’onde elliptique avec un confinement trans-
verse harmonique de fréquence uniforme. On observe que la densité atomique n’est pas
uniforme, et atteint son maximum aux endroits où la courbure est maximale en valeur ab-
solue (c’est-à-dire au niveau du grand axe de l’ellipse). Ce résultat est en accord qualitatif
avec nos prédictions.

D’un point de vue plus quantitatif, la figure 10.3 montre le résultat de la comparaison
entre les simulations numériques de l’équation de Schrödinger habituelle à 2 dimensions et
les simulations numériques de l’équation de Schrödinger effective unidimensionnelle 10.12
dans le cas d’un guide d’onde elliptique. On constate un accord remarquable entre les deux
résultats, ce qui valide en partie la procédure de découplage présentée précédemment.
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Figure 10.3 – Résultat de l’intégration numérique de l’équation de Schrödinger dans le
cas d’un guide d’onde elliptique avec fort confinement transverse. La courbe montre le
rapport entre les densités aux points extrêmes de l’ellipse, en fonction du rapport entre
les longueurs des axes. Les points sont issus des simulations de l’équation de Schrödinger
à deux dimensions en coordonnées cartésiennes, tandis que la ligne pleine provient des
simulations de l’équation effective unidimensionnelle 9.21. Simulations effectuées par C.
Menotti.
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10.2 Vers une configuration expérimentale ?

La problématique du condensat de Bose-Einstein dans un piège torique n’est pas nou-
velle, et la réalisation d’un tel dispositif, à l’aide d’un piège magnétique, fait actuellement
l’objet de travaux importants [168,169]. On propose dans la deuxième partie de ce chapitre
une approche différente, fondée sur le piégeage optique des atomes. L’idée est d’utiliser
une pince optique [183], dont le centre est déplacé le long d’une courbe fermée C suffi-
samment rapidement pour que les atomes ne soient sensibles qu’à la valeur moyenne de
l’intensité (plus concrètement, la fréquence du mouvement doit être très supérieure à la
plus grande des fréquences de piégeage). Le potentiel ainsi créé présente l’avantage d’être
plus facilement confinant qu’un piège magnétique, et également de forme plus facilement
contrôlable (il est, par exemple, possible grâce à cette technique de changer la forme de C
en cours d’expérience ou de faire tourner les axes du guide sans avoir à mettre en œuvre
de rotation physique). Un tel système pourrait être constitué d’un laser décalé vers le
rouge, dont le point focal se déplacerait suite à une ou plusieurs réflexions sur des miroirs
vibrants (l’utilisation de modulateurs acousto-optiques pourrait également être envisagée).

On décrit dans ce qui suit le potentiel moyen créé par un tel système en supposant
que le déplacement de la pince optique a lieu dans le plan horizontal (x, y), le confinement
selon z étant supposé assuré par un autre moyen (par exemple une feuille de lumière). Le
potentiel créé par une pince optique centrée en (0, 0) s’écrit en coordonnées cartésiennes :

Vtw(x, y) = V 0
twe−(x2+y2)/w2

, (10.21)

où l’on suppose V 0
tw < 0 afin d’avoir un potentiel confinant. Près du centre, on peut utiliser

l’approximation suivante :

Vtw(x, y) ' V 0
tw −

V 0
tw

w2
x2 − V 0

tw

w2
y2 , (10.22)

si bien que le piège peut être considéré comme harmonique, avec la fréquence de piégeage
suivante :

ωtw =

√
2V 0

tw

mw2
. (10.23)

Supposons maintenant que le centre de ce piège optique est en mouvement le long de la
courbe C, avec une période de révolution T . Le potentiel moyen vu par les atomes est
donné par l’expression suivante :

V (x, y) =
1

T

∫ T

0

Vtw[x− xC(t), y − yC(t)] dt (10.24)

Supposons pour commencer que le mouvement est circulaire, de rayon R et à une vitesse
angulaire constante ω : {

xC(t) = R cos(ωt) ,

yC(t) = R sin(ωt) .
(10.25)

On décrit un point (x, y) au voisinage de cette trajectoire circulaire en coordonnées po-
laires par : {

x = (R + r) cos θ ,

y = (R + r) sin θ .
(10.26)
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La distance entre le point (x, y) et un point quelconque du cercle (xC, yC) s’écrit alors :

[x− xC(t)]2 + [y − yC(t)]2 = 2R(R + r)[1− cos(ωt− θ)] + r2 , (10.27)

d’où l’expression suivante pour le potentiel moyen :

V (x, y) =
V 0

tw

T
e−r2/w2

∫ T

0

e−2R(R+r)[1−cos(ωt−θ)]/w2

dt . (10.28)

On ne considère que les points qui sont au voisinage du cercle de rayon R, ce qui permet
d’écrire |r| ¿ R, d’où :

V (x, y) ' V 0
tw

T
e−r2/w2

∫ T/2

−T/2

e−2R2[1−cos(ωt)]/w2

dt . (10.29)

On suppose de plus que la taille du spot lumineux est petite devant le rayon du cercle,
R/w À 1. La principale contribution à l’intégrale est alors autour de t = 0, ce qui permet
finalement d’écrire pour le potentiel moyen :

V (x, y) ' V 0
tw

T
e−r2/w2

∫ +∞

−∞
e−R2ω2t2/w2

dt =

√
πw

2πR
V 0

twe−r2/w2

. (10.30)

Comme attendu, le résultat est indépendant de θ. De plus, autour de r = 0, une expression
approchée du potentiel est donnée par :

V (x, y) ' V 0
tw

√
πw

RωT
− V 0

tw

√
π

RωTw
r2 , (10.31)

ce qui correspond à un confinement harmonique transverse de fréquence :

ω⊥ =

√
2V 0

tw

√
π

mRωTw
=

√√
πw

RωT
ωtw . (10.32)

L’énergie du fond du piège, correspondant à r = 0, est quant à elle donnée par :

Vext =
V 0

tw

√
πw

RωT
. (10.33)

Le calcul effectué ci-dessus est local, donc peut être transposé à n’importe quelle géométrie
tant que la courbe C peut être localement approchée par un cercle dont le rayon est
très supérieur à w. On peut également généraliser ce résultat au cas d’une vitesse de
déplacement du spot non constante, tant que les variations de celles-ci restent petites à
l’échelle de w. On retiendra donc finalement les expressions suivantes pour la fréquence
de piégeage et l’énergie de fond de piège :

ω⊥ =

√√
πw

vT
ωtw et Vext =

V 0
tw

√
πw

vT
. (10.34)

Ces quantités peuvent dépendre de la position longitudinale à travers les paramètres v et
V 0

tw, ce qui constitue un moyen possible pour induire une modulation périodique de po-
tentiel, par exemple en agissant sur la vitesse de déplacement du spot ou sur son intensité.
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En insérant dans l’équation 10.34 les valeurs typiques d’intensité I = 100 W et de
désaccord δ = 300 nm pour une pince optique dont la taille du spot est w = 30 µm,
on voit qu’il est possible d’obtenir une taille transverse inférieure à 1,2 µm pour un tore
de 150 µm de rayon. Un tel dispositif vérifierait les hypothèses faites dans cette étude
théorique, ce qui permettrait d’appliquer les résultats obtenus.

Un autre prérequis important pour l’existence des supercourants dans un tore est
la non-fragmentation du condensat. En particulier, les potentiels longitudinaux mis en
jeux doivent être suffisamment faibles pour ne pas entrâıner une telle fragmentation. Par
exemple, on peut estimer l’effet de la gravité lorsque le plan contenant les atomes est
incliné d’un angle α ¿ 1 par rapport à l’horizontale. La différence d’énergie potentielle
entre les deux points extrêmes du guide d’onde est alors égale à 2MgGR sin α, où gG est
l’accélération du champ de gravité et 2R est la distance horizontale entre ces deux points.
Dans l’approximation de Thomas-Fermi, la fragmentation survient lorsque l’énergie po-
tentielle de gravité est supérieure à l’énergie de champ moyen, ce qui s’écrit :

2MgGR sin α >
g1DN0

2πR
. (10.35)

Pour un système contenant N0 = 106 atomes de 87Rb, dont la longueur de diffusion est
de a = 5.77 nm, dans un guide d’onde de rayon R = 150 µm avec σ = 1.16 µm, le système
demeure non fragmenté tant que α < 0.15◦. Cette condition est très contraignante, mais
pas irréalisable en pratique. Il convient de noter que le potentiel de gravitation, qui ne
tourne pas avec le potentiel de piégeage, est susceptible d’agir comme un défaut se pro-
pageant à travers le condensat.

10.3 Conclusion

On a étudié dans ce chapitre deux possibles applications concrètes du formalisme
présenté au chapitre précédent, la première d’un point de vue théorique et la seconde
d’un point de vue expérimental. L’étude théorique, fondée sur le cas d’un guide d’onde
elliptique, a permis d’une part de se convaincre que le domaine d’application de ce forma-
lisme était raisonnable (en terme de géométrie du guide d’onde notamment) et d’autre part
de conforter la confiance que l’on peut avoir en ce formalisme en le validant par des simu-
lations numériques lorsque le guide d’onde est au repos. Un axe d’étude certainement très
prometteur serait de poursuivre les simulations numériques dans le cas elliptique à partir
de l’équation unidimensionnelle lorsque le guide d’onde est en rotation, afin d’étudier la
génération des supercourants atomiques par ce moyen. L’étude pratique présentée dans
la seconde partie de ce chapitre montre qu’il n’y a en théorie pas d’impossibilité de prin-
cipe à réaliser expérimentalement un guide d’onde suffisamment fortement confinant dans
la direction transverse pour que notre formalisme s’applique. On propose pour cela une
méthode consistant à faire varier la position d’une pince optique très focalisée le long d’une
courbe C afin de créer un potentiel moyen. Un tel dispositif offre notamment les avantages
de pouvoir changer la forme du guide d’onde en cours d’expérience et de pouvoir induire
une rotation d’ensemble sans avoir recours à un dispositif de type “table tournante”.





Conclusion de la troisième partie

L
e condensat de Bose-Einstein placé dans un guide d’onde en anneau pourrait consti-
tuer un nouveau type de capteur inertiel, que l’on peut considérer à plusieurs égards
comme l’équivalent atomique du gyrolaser (en particulier parce que l’effet de la ro-

tation se traduit directement sur les modes d’émission et non sur les phases des champs
émis). Le signal gyrométrique pourrait être obtenu en observant les supercourants ato-
miques induits le long du guide d’onde atomique par la rotation de ce dernier. Plusieurs
méthodes sont envisageables pour cela (imagerie par contraste de phase, méthodes in-
terférométriques à l’extérieur du piège, spectroscopie de Bragg...). Naturellement, le bon
fonctionnement d’un tel dispositif en tant que gyromètre suppose que la vitesse du su-
percourant induit dépende le plus linéairement possible de la vitesse de rotation du guide
d’onde. Une étude très simplifiée, ne prenant pas en compte les couplages entre modes
de rotation, montre que la vitesse des supercourants est quantifiée, la valeur du quantum
de rotation étant trop importante pour laisser espérer une application gyrométrique. La
prise en compte des couplages entre modes lève cette restriction, mais fait apparâıtre
un nouvel obstacle : la métastabilité des supercourants. Cela se traduit en pratique par
un phénomène d’hystérésis lié à la présence de minima locaux d’énergie, qui perturbe la
réponse du système aux variations de vitesse. Ce phénomène est dû au couplage par les
interactions atomiques. Il peut être éliminé grâce à un autre couplage, lié à l’asymétrie
du guide d’onde (qui avait été supposé circulaire dans l’étude initiale).

Le rôle prépondérant joué par la forme du guide d’onde nous a amené à développer
un formalisme permettant de réduire à une dimension la description d’un tel système
dans le cas d’un fort confinement transverse. Ce formalisme permet d’inclure les effets
liés aux dimensions transverses tout en simplifiant grandement le traitement analytique
et numérique par rapport au cas général. Il a été validé par des simulations numériques
lorsque le guide d’onde est au repos, et pourrait servir de base de départ à une étude plus
poussée des effets de la rotation. Par exemple, une expérience préalable à la réalisation
d’un gyromètre tel que décrit dans cette troisième partie serait la génération et l’observa-
tion d’un supercourant le long d’un condensat de Bose-Einstein dans un guide d’onde en
anneau. On peut imaginer pour cela une séquence expérimentale au cours de laquelle le
piège est initialement elliptique et en rotation, afin de transférer du moment cinétique aux
atomes, puis devient dans un deuxième temps circulaire afin de permettre au supercou-
rant de s’établir et d’être observé. L’étude d’une telle séquence pourrait être grandement
simplifiée par l’utilisation de notre formalisme à une dimension.

De plus, on a montré qu’il était possible, sous certaines conditions, d’appliquer nos
résultats à des configurations expérimentales réalistes. En particulier, le protocole que nous



proposons dans ce mémoire est compatible avec le dispositif et les objectifs déjà existants
au laboratoire Charles Fabry de l’Institut d’Optique, et pourrait en conséquence être mis
en œuvre dans un futur que nous espérons proche. En plus d’ouvrir la voie à de nouveaux
types de senseurs atomiques, une telle expérience présenterait un immense intérêt dans
le domaine fondamental puisqu’elle constituerait une observation directe d’un courant
superfluide.



Conclusion générale

L
es travaux présentés dans ce mémoire ont porté sur l’étude expérimentale, ana-
lytique et numérique d’un gyrolaser à état solide, ainsi que sur l’étude théorique
d’un possible équivalent atomique au gyrolaser. On se propose pour conclure ce

mémoire de dresser un bilan des principaux résultats obtenus, puis de dégager quelques
axes possibles pour des travaux futurs.

Après avoir mis en avant les intérêts industriels du gyrolaser à état solide par rapport
à son homologue à hélium-néon en termes notamment de coût de production, de fiabi-
lité et de durée de vie, on a étudié, à l’aide d’un modèle semi-classique, la dynamique
d’un laser en anneau utilisant comme milieu à gain un cristal de Nd-YAG pompé par
diode laser. Le comportement de ce type de dispositif s’est avéré très différent de celui du
gyrolaser à hélium-néon, notamment en raison du caractère homogène du milieu amplifi-
cateur, entrâınant un couplage non linéaire entre les modes contrarotatifs qui déstabilise
l’émission bidirectionnelle. Après avoir mis en évidence expérimentalement, analytique-
ment et numériquement les principaux régimes de fonctionnement avec et sans rotation,
on est arrivé à la conclusion qu’il n’est pas possible d’utiliser un simple laser en anneau
à état solide en tant que gyrolaser. On s’est ensuite intéressé à la stabilisation du régime
de battement, à l’aide d’un dispositif agissant sur la polarisation et infligeant à chaque
mode des pertes d’autant plus fortes que son intensité lumineuse est forte. On a montré
expérimentalement, analytiquement et numériquement que ce dispositif stabilisateur fonc-
tionnait au-delà d’une certaine vitesse de rotation critique, qui correspond au point de
fonctionnement pour lequel le couplage additionnel induit par le dispositif stabilisateur
devient supérieur au couplage non linéaire induit par le réseau d’inversion de population.
Grâce à ce dispositif, on a obtenu un gyrolaser à état solide, dont les caractéristiques
inertielles ont pu être mesurées. Les performances obtenues (qui se mesurent à la fois
par la taille de la “zone morte” aux faibles vitesses de rotation et par l’ampleur de la
non-linéarité de la réponse en fréquence dans la zone de fonctionnement) sont beaucoup
moins bonnes que celles d’un gyrolaser à hélium-néon commercial, ce qui s’explique par
le fort taux de diffusion caractéristique de l’état solide ainsi que par l’influence du réseau
d’inversion de population sur la dynamique du laser.

Il est donc apparu nécessaire de poursuivre cette étude en tentant d’améliorer les per-
formances inertielles du gyrolaser à état solide. Les travaux effectués dans ce but font
l’objet de la deuxième partie de ce mémoire. On y présente successivement trois confi-
gurations. La première consiste à séparer les fréquences propres des modes contrarotatifs
à l’aide d’un biais magnéto-optique, afin de placer le gyrolaser dans une zone de fonc-
tionnement pour laquelle la réponse en fréquence est linéaire. Cette solution présente
l’inconvénient évident que les fluctuations du biais se reportent directement sur celles



du signal utile, ce qui est incompatible avec les performances de la navigation inertielle.
Toutefois, des pistes d’amélioration existent (blindage, référence de tension stabilisée au
ppm, matériau magnétique saturé, biais alternatif...) qui rendent cette méthode poten-
tiellement intéressante pour des applications moins exigeantes en termes de performances
que la navigation inertielle. Une deuxième configuration étudiée, inspirée des solutions
“multi-oscillateur” pour les gyrolasers à hélium-néon, consiste à faire coexister dans la ca-
vité quatre modes, afin d’obtenir deux signaux de battement biaisés de la même fréquence
mais sensibles aux rotations avec des signes différents. Il en résulte en théorie une com-
pensation “en temps réel” du biais, ce qui permet de s’affranchir des inconvénients de
la configuration précédente. Toutefois, la mise en œuvre expérimentale de ce dispositif a
montré l’existence d’un biais résiduel, que l’on attribue à la nécessaire séparation spatiale
des faisceaux sur une partie de leur parcours dans la cavité laser. La faisabilité de cette
solution est donc validée, mais il est nécessaire pour aller plus loin de s’affranchir de ce
biais résiduel. Enfin, une troisième configuration proposée consiste à faire vibrer longi-
tudinalement le cristal servant de milieu amplificateur afin de diminuer le contraste du
réseau d’inversion de population et l’effet de la rétrodiffusion. Cette solution, qui nous
semble très prometteuse à court terme, partage avec l’activation mécanique utilisée sur
les gyrolasers à hélium-néon l’avantage que le biais qu’elle induit se moyenne à zéro pour
les longs temps d’intégration. Les résultats numériques présentés dans ce mémoire ont
montré l’intérêt de cette solution, les expériences n’en étant pour le moment qu’au stade
préliminaire.

Dans la troisième partie de ce mémoire, on s’est intéressé à la question du lien possible
entre les lasers à atomes et la gyrométrie. Plus précisément, on a considéré le cas d’un
condensat de Bose-Einstein placé dans un piège torique. Tout comme dans le cas du gy-
rolaser, l’effet de la rotation se traduit par une modification au niveau des modes propres
de ce système, plus précisément sous la forme de courants atomiques superfluides, dont
l’étude permet de remonter à la vitesse de rotation de l’ensemble, ce qui constitue poten-
tiellement un nouveau type de gyromètre atomique. L’étude plus précise de ce dispositif,
déjà abordée dans la littérature et résumée dans ce mémoire, montre que la présence des
interactions atomiques entrâıne un phénomène de métastabilité du supercourant néfaste
pour les applications de type gyrométrie. Il apparâıt donc nécessaire de mettre en œuvre
un couplage supplémentaire, par exemple en utilisant une configuration de piégeage qui
n’est plus circulaire. Afin d’être en mesure de caractériser plus précisément les effets dy-
namiques de la configuration géométrique utilisée, on a développé un formalisme original
de réduction à une dimension de l’équation de Schrödinger dans le cas d’un piège torique
fortement confinant et de forme quelconque, dans un référentiel tournant. Ce formalisme,
inspiré de l’approximation de Born-Oppenheimer, a été testé numériquement avec succès
dans le cas d’un piège elliptique au repos. On a également montré qu’il était possible
de réaliser expérimentalement un dispositif qui entrerait dans le champ d’application de
notre formalisme.

Les perspectives d’évolution de ce travail de thèse sont nombreuses, aussi bien à court
terme qu’à moyen et à long terme.

À court terme tout d’abord, les travaux menés à Thales Aerospace sur le démonstrateur
mono-bloc de gyrolaser à état solide se poursuivent, en s’orientant vers une configuration
de type “cristal vibrant”. On espère obtenir, avec un déplacement de l’ordre du µm à des
fréquences de vibration de quelques dizaines de kHz, un effet significatif de linéarisation de



la réponse en fréquence. Par ailleurs, des travaux aussi bien théoriques qu’expérimentaux
sont en cours dans notre équipe pour étendre le principe du gyrolaser à état solide au cas
des sources semi-conductrices à émission par la surface (VECSEL). Ces travaux, menés
en collaboration avec Arnaud Garnache, de l’Institut d’Électronique du Sud (ex-CEM2)
de Montpellier, et Isabelle Sagnes, du Laboratoire de Photonique et de Nanostructures
(LPN) de Marcoussis, devraient on l’espère déboucher rapidement sur l’observation d’un
battement Sagnac, ouvrant la voie à un nouveau type de gyrolaser à état solide, pour
lequel le réseau de gain ne distord pas la réponse en fréquence comme c’est le cas pour les
milieux cristallins (on peut aussi mentionner comme avantage le phénomène de diffusion
des porteurs qui, lorsque les conditions nécessaires sont remplies, tend à effacer ce réseau).
Du côté des travaux sur le gyromètre atomique, il serait souhaitable de poursuivre l’étude
de l’équation unidimensionnelle établie dans ce mémoire, afin notamment de définir une
procédure temporelle de génération d’un supercourant atomique le long du tore.

À moyen terme, on pourrait effectuer un certain nombre d’expériences complémentaires
afin de mettre au point des alternatives à la solution “cristal vibrant” pour l’amélioration
des performances inertielles du gyrolaser à état solide (à base de cristal ou de semi-
conducteur). Parmi ces expériences, on peut citer l’amélioration de la solution utilisant
un biais magnéto-optique stabilisé, l’étude de dispositifs passifs de stabilisation du régime
de battement en vue d’une application à la solution “4 ondes” qui éviterait de devoir
séparer spatialement les faisceaux ou l’étude du fonctionnement du gyrolaser à état solide
en régime chaotique (ce qui présente l’avantage de supprimer tous les couplages entre
modes, néfastes à la gyrométrie, le signal utile étant obtenu par analyse spectrale des
signaux chaotiques).

Enfin, on peut mentionner ici deux objectifs à long terme qui sont d’une part l’ob-
tention d’un gyrolaser à base de semi-conducteur pompé électriquement (ce qui aurait
pour effet une réduction drastique des coûts de production, tout en conservant les très
bonnes performances des gyrolasers) et d’autre part la génération et l’observation d’un
supercourant atomique sur le dispositif expérimental de l’Institut d’Optique.

En tout état de cause, notre objectif principal, quel que soit son terme, reste l’obtention
d’un capteur de rotation à état solide capable de remplacer les gyrolasers à gaz, qui
occupent actuellement le marché de l’inertie haut de gamme. Cet objectif parâıtra à
certains optimiste et ambitieux. Que ceux-ci se tournent un instant vers le passé, et se
remémorent l’histoire des pionniers de la gyrométrie optique, qui ont réussi à transformer
une expérience sur l’éther lumineux en une centrale inertielle pour le Boeing 767. Pour
parcourir ce long chemin, qui fut sans doute l’une des plus belles aventures scientifiques
et industrielles du XXème siècle, ne leur a-t-il pas fallu une bonne dose d’ambition et
d’optimisme ?
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Annexe A

Détail de certains calculs

Les détails, les détails, voilà l’essentiel !
T. Dostöıevski, Crime et Châtiment (1866)

A.1 Équations pour la somme et la différence des inten-
sités

Les variables somme et différence sont définies par :

Y = E2
1 + E2

2 et X = E2
1 − E2

2 . (A.1)

On pose également :

γ =
1
2

(γ1 + γ2) et ∆ =
1
2

(γ1 − γ2) . (A.2)

On a bien sûr les relations inverses :

E2
1,2 =

1
2
(Y ±X) et γ1,2 = γ ±∆ (A.3)

On part alors de l’équation Ẏ = 2E1Ė1+2E2Ė2 et on remplace Ė1,2 par son expression 1.43. Cela donne :

Ẏ =2E1

[
−γ1

2
E1 +

m1

2
E2 sin(Φ− θ1) +

σ

2T

(
E1

∫ l

0

Ndz + E2

∫ l

0

N cos(2kz − Φ)dz

)]

+ 2E2

[
−γ2

2
E2 − m2

2
E1 sin(Φ− θ2) +

σ

2T

(
E2

∫ l

0

Ndz + E1

∫ l

0

N cos(2kz − Φ)dz

)]

=− (γ + ∆) E2
1 + m1E1E2 sin(Φ− θ1) +

σl

T

[
E2

1N0 + E1E2<(N1e
−iΦ)

]

− (γ −∆)E2
2 −m2E1E2 sin(Φ− θ2) +

σl

T

[
E2

2N0 + E1E2<(N1e
−iΦ)

]

=− Y

(
γ − σl

T
N0

)
−X∆ +

√
Y 2 −X2

2

[
m1 sin(Φ− θ1)−m2 sin(Φ− θ2) +

2σl

T
<(N1e

−iΦ)
]

.

(A.4)

On obtient de même :

Ẋ = −X

(
γ − σl

T
N0

)
− Y ∆ +

√
Y 2 −X2

2
[m1 sin(Φ− θ1) + m2 sin(Φ− θ2)] . (A.5)
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L’équation d’évolution de la phase Φ̇ = ϕ̇1 − ϕ̇2 s’écrit quant à elle à l’aide de 1.43 :

Φ̇ = Ω +
m1

2

√
Y −X

Y + X
cos(Φ− θ1)− m2

2

√
Y + X

Y −X
cos(Φ− θ2) +

(√
Y −X

Y + X
+

√
Y + X

Y −X

)
σl

2T
=(N1e

−iΦ)

(A.6)
L’hypothèse des faibles taux de pompage (η ¿ 1) permet d’écrire :

dN

dt
= W − N

T1
− a

T1
Nseuil

[
E2

1 + E2
2 + 2E1E2 cos(2kz − Φ)

]2
. (A.7)

En prenant la moyenne spatiale de cette équation, on obtient :

dN0

dt
= W − N0

T1
− a

T1
NseuilY . (A.8)

En calculant l’harmonique spatiale à l’ordre 2k de l’équation (A.7), on obtient :

dN1

dt
= −N1

T1
− a

2T1
Nseuil

√
Y 2 −X2eiΦ . (A.9)

En résumé, le système d’équation de base 1.43 s’écrit avec les nouvelles variables :





Ẏ = −Y

(
γ − σl

T
N0

)
−X∆ +

√
Y 2 −X2

2

[
m1 sin(Φ− θ1)−m2 sin(Φ− θ2) +

2σl

T
<(N1e

−iΦ)
]

Ẋ = −X

(
γ − σl

T
N0

)
− Y ∆ +

√
Y 2 −X2

2
[m1 sin(Φ− θ1) + m2 sin(Φ− θ2)]

Φ̇ = Ω +
m1

2

√
Y −X

Y + X
cos(Φ− θ1)− m2

2

√
Y + X

Y −X
cos(Φ− θ2) +

Y√
Y 2 −X2

σl

T
=(N1e

−iΦ)

Ṅ0 = W − N0

T1
− aNseuil

T1
Y

Ṅ1 = −N1

T1
− aNseuil

2T1

√
Y 2 −X2eiΦ

(A.10)
qui n’est autre que le système d’équation 1.54.

A.2 Condition de stabilité d’une solution stationnaire non
nulle quelconque

On part du système d’équations A.10 (ou 1.54) établi précédemment. Afin de se ramener à un système
à variables réelles, on pose R+ = <eN+ et I+ = =mN+. On a donc :




Ẏ = −Y

(
γ − σl

T
N0

)
−X∆−

√
Y 2 −X2

2

[
m1 sin(Φ + θ1)−m2 sin(Φ + θ2)− 2σl

T
(R+ cosΦ− I+ sinΦ)

]

Ẋ = −X

(
γ − σl

T
N0

)
− Y ∆−

√
Y 2 −X2

2
[m1 sin(Φ + θ1) + m2 sin(Φ + θ2)]

Φ̇ = Ω− m1

2

√
Y −X

Y + X
cos(Φ + θ1) +

m2

2

√
Y + X

Y −X
cos(Φ + θ2)− Y√

Y 2 −X2

σl

T
(R+ sinΦ + I+ cos Φ)

Ṅ0 = W − N0

T1
− aNseuil

2T1
Y

Ṙ+ = −R+

T1
− aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2 cos Φ

İ+ = −I+

T1
+

aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2 sinΦ
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Afin d’étudier la stabilité des solutions stationnaires, on suppose que le système est soumis à une petite
perturbation. On effectue donc dans le système d’équations ci-dessus la substitution suivante :

(Y, X, Φ, R+, I+, N0) → (Y, X, Φ, R+, I+, N0) + (y, x, ϕ, r+, i+, n0)eλt , (A.11)

où chaque terme du vecteur (y, x, ϕ, r+, i+, n0) est supposé réel, indépendant du temps et très inférieur
en module au terme lui correspondant dans le vecteur (Y,X, Φ, R+, I+, N0). On pose par ailleurs d =
−γ + σlN0/T . On obtient :





λy = (Y + y)
(

d +
σl

T
n0

)
−

√
(Y + y)2 − (X + x)2

2

[
m1 sin(Φ + ϕ + θ1)−m2 sin(Φ + ϕ + θ2)

− 2σl

T

(
(R+ + r+) cos(Φ + ϕ)− (I+ + i+) sin(Φ + ϕ)

)]

λx = (X + x)
(

d +
σl

T
n0

)
−

√
(Y + y)2 − (X + x)2

2
[m1 sin(Φ + ϕ + θ1) + m2 sin(Φ + ϕ + θ2)]

λϕ = Ω− m1

2

√
Y + y −X − x

Y + y + X + x
cos(Φ + ϕ + θ1) +

m2

2

√
Y + y + X + x

Y + y −X − x
cos(Φ + ϕ + θ2)

− Y + y√
(Y + y)2 − (X + x)2

σl

T
[(R+ + r+) sin(Φ + ϕ) + (I+ + i+) cos(Φ + ϕ)]

λr+ = −R+ + r+

T1
− aNseuil

4T1

√
(Y + y)2 − (X + x)2 cos(Φ + ϕ)

λi+ = −I+ + i+
T1

+
aNseuil

4T1

√
(Y + y)2 − (X + x)2 sin(Φ + ϕ)

λn0 = W − N0 + n0

T1
− aNseuil

2T1
(Y + y)

On utilisera les formes linéarisées suivantes :





√
(Y + y)2 − (X + x)2 =

√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

√
Y + y −X − x

Y + y + X + x
=

√
Y −X

Y + X
+

Xy − Y x√
Y −X(X + Y )3/2

√
Y + y + X + x

Y + y −X − x
=

√
Y + X

Y −X
+

Y x−Xy√
X + Y (Y −X)3/2

Y + y√
(Y + y)2 − (X + x)2

=
Y√

Y 2 −X2
+

XY x−X2y

(Y 2 −X2)3/2

cos(A + ϕ) = cos A− ϕ sin A et sin(A + ϕ) = sin A + ϕ cos A

(A.12)
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On obtient, en se limitant au premier ordre en (y, x, ϕ, r+, i+, n0) :





λy = (Y + y)
(

d +
σl

T
n0

)
− 1

2

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

)[
m1 sin(Φ + θ1) + m1 cos(Φ + θ1)ϕ

−m2 sin(Φ + θ2)−m2 cos(Φ + θ2)ϕ− 2σl

T

(
(R+ + r+)(cosΦ− ϕ sinΦ)− (I+ + i+)(sinΦ + ϕ cos Φ)

)]

λx = (X + x)
(

d +
σl

T
n0

)
− 1

2

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

) [
m1 sin(Φ + θ1) + m1 cos(Φ + θ1)ϕ

+ m2 sin(Φ + θ2) + m2 cos(Φ + θ2)ϕ
]

λϕ = Ω− m1

2

(√
Y −X

Y + X
+

Xy − Y x√
Y −X(X + Y )3/2

)
(cos(Φ + θ1)− ϕ sin(Φ + θ1))

+
m2

2

(√
Y + X

Y −X
+

Y x−Xy√
X + Y (Y −X)3/2

)
(cos(Φ + θ2)− ϕ sin(Φ + θ2))

−
(

Y√
Y 2 −X2

+
XY x−X2y

(Y 2 −X2)3/2

)
σl

T
[(R+ + r+)(sin Φ + ϕ cosΦ) + (I+ + i+)(cosΦ− ϕ sinΦ)]

λr+ = −R+ + r+

T1
− aNseuil

4T1

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

)
(cosΦ− ϕ sinΦ)

λi+ = −I+ + i+
T1

+
aNseuil

4T1

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

)
(sinΦ + ϕ cosΦ)

λn0 = W − N0 + n0

T1
− aNseuil

2T1
(Y + y)

On va utiliser les notations suivantes :





A = m1 sin(Φ + θ1)−m2 sin(Φ + θ2)
B = m1 sin(Φ + θ1) + m2 sin(Φ + θ2)
C = m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)
D = m1 cos(Φ + θ1)−m2 cos(Φ + θ2)

(A.13)

Par ailleurs, on a en régime stationnaire :

N1 = −aNseuil

4

√
Y 2 −X2e−iΦ (A.14)

On en déduit les égalités suivantes :

R+ sinΦ + I+ cos Φ = 0 et R+ cosΦ− I+ sinΦ = −aNseuil

4

√
Y 2 −X2 . (A.15)
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On obtient :




λy = (Y + y)
(

d +
σl

T
n0

)

− 1
2

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

)[
A + Dϕ− 2σl

T

(
(R+ + r+) cos Φ− (I+ + i+) sinΦ

)]

λx = (X + x)
(

d +
σl

T
n0

)
− 1

2

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

)
[B + Cϕ]

λϕ = Ω− m1

2

(√
Y −X

Y + X
+

Xy − Y x√
Y −X(X + Y )3/2

)
(cos(Φ + θ1)− ϕ sin(Φ + θ1))

+
m2

2

(√
Y + X

Y −X
+

Y x−Xy√
X + Y (Y −X)3/2

)
(cos(Φ + θ2)− ϕ sin(Φ + θ2))

−
(

Y√
Y 2 −X2

+
XY x−X2y

(Y 2 −X2)3/2

)
σl

T

[
r+ sinΦ + i+ cos Φ− ϕ

aNseuil

4

√
Y 2 −X2

]

λr+ = −R+ + r+

T1
− aNseuil

4T1

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

)
(cosΦ− ϕ sinΦ)

λi+ = −I+ + i+
T1

+
aNseuil

4T1

(√
Y 2 −X2 +

Y y −Xx√
Y 2 −X2

)
(sinΦ + ϕ cosΦ)

λn0 = W − N0 + n0

T1
− aNseuil

2T1
(Y + y)

On détaille le calcul de certains éléments de matrice (issus de la troisième ligne du système d’équations
ci-dessus) :





aϕ,y = − m1X cos(Φ + θ1)
2
√

Y −X(X + Y )3/2
− m2X cos(Φ + θ2)

2
√

X + Y (Y −X)3/2
=

X2D −XY C

2(Y 2 −X2)3/2

aϕ,x =
m1Y cos(Φ + θ1)

2
√

Y −X(X + Y )3/2
+

m2Y cos(Φ + θ2)
2
√

X + Y (Y −X)3/2
=

Y 2C −XY D

2(Y 2 −X2)3/2

aϕ,ϕ = −λ +
m1

2

√
Y −X

Y + X
sin(Φ + θ1)− m2

2

√
Y + X

Y −X
sin(Φ + θ2) +

σl

T

aNseuil

4
Y

= −λ +
Y A−XB

2
√

Y 2 −X2
+

σl

T

aNseuil

4
Y

On est finalement ramené au calcul du déterminant suivant :
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On est donc ramené au déterminant suivant :
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−λ + d− aNseuil
2

σl
T

Y
1+λT1

X[A−2(σl/T )(R+ cos Φ−I+ sin Φ)]

2
√

Y 2−X2
−D

2

√
Y 2 −X2 σl

T

√
Y 2 −X2 cos Φ −σl

T

√
Y 2 −X2 sin Φ

(−λ + d) Y
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− aNseuil
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σl
T

X
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−λ + d + XB

2
√

Y 2−X2
−C

2

√
Y 2 −X2 0 0

CY−DX

2X

√
Y 2−X2

Y 2C−XY D

2(Y 2−X2)3/2 −λ + Y A−XB

2
√

Y 2−X2
+ σl

T

aNseuil
4 Y −σl

T
Y sin Φ√
Y 2−X2

−σl
T

Y cos Φ√
Y 2−X2
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aNseuil

4T1
X√

Y 2−X2
cos Φ

aNseuil
4T1

√
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0 − aNseuil
4T1
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aNseuil

4T1
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(A.19)

On effectue l’opération C5 → C5 cosΦ + C4 sinΦ. Il vient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ + d− aNseuil
2

σl
T

Y
1+λT1

X[A−2(σl/T )(R+ cos Φ−I+ sin Φ)]

2
√

Y 2−X2
−D

2

√
Y 2 −X2 σl

T

√
Y 2 −X2 cos Φ 0

(−λ + d) Y
X
− aNseuil

2
σl
T

X
1+λT1

−λ + d + XB

2
√

Y 2−X2
−C

2

√
Y 2 −X2 0 0

CY−DX

2X

√
Y 2−X2

Y 2C−XY D

2(Y 2−X2)3/2 −λ + Y A−XB

2
√

Y 2−X2
+ σl

T

aNseuil
4 Y −σl

T
Y sin Φ√
Y 2−X2

−σl
T

Y√
Y 2−X2

0
aNseuil

4T1
X√

Y 2−X2
cos Φ

aNseuil
4T1

√
Y 2 −X2 sin Φ −λ− 1/T1 − 1+λT1

T1
sin Φ

0 − aNseuil
4T1

X√
Y 2−X2

sin Φ
aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2 cos Φ 0 − 1+λT1

T1
cos Φ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(A.20)

On effectue l’opération L5 → L5 cosΦ + L4 sin Φ. Il vient :
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X
− aNseuil
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σl
T

X
1+λT1

−λ + d + XB

2
√

Y 2−X2
−C

2

√
Y 2 −X2 0 0

CY−DX

2X

√
Y 2−X2

Y 2C−XY D

2(Y 2−X2)3/2 −λ + Y A−XB

2
√

Y 2−X2
+ σl

T

aNseuil
4 Y −σl

T
Y sin Φ√
Y 2−X2

−σl
T

Y√
Y 2−X2

0
aNseuil

4T1
X√

Y 2−X2
cos Φ

aNseuil
4T1

√
Y 2 −X2 sin Φ − 1+λT1

T1
− 1+λT1

T1
sin Φ

0 0
aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2 − 1+λT1

T1
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(A.21)

On effectue l’opération C4 → C4 − C5 sinΦ. Il vient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ + d− aNseuil
2

σl
T

Y
1+λT1

X[A−2(σl/T )(R+ cos Φ−I+ sin Φ)]

2
√

Y 2−X2
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2

√
Y 2 −X2 σl

T

√
Y 2 −X2 cos Φ 0

(−λ + d) Y
X
− aNseuil

2
σl
T

X
1+λT1

−λ + d + XB

2
√

Y 2−X2
−C

2

√
Y 2 −X2 0 0

CY−DX

2X

√
Y 2−X2

Y 2C−XY D

2(Y 2−X2)3/2 −λ + Y A−XB

2
√

Y 2−X2
+ σl

T

aNseuil
4 Y 0 −σl

T
Y√

Y 2−X2

0
aNseuil

4T1
X√

Y 2−X2
cos Φ

aNseuil
4T1

√
Y 2 −X2 sin Φ − 1+λT1

T1
cos2 Φ − 1+λT1

T1
sin Φ

0 0
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4T1

√
Y 2 −X2 0 − 1+λT1
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(A.22)

On effectue l’opération C3 → C3 + C5
aNseuil

√
Y 2−X2

4(1+λT1)
. Il vient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ + d− aNseuil
2

σl
T

Y
1+λT1

X[A−2(σl/T )(R+ cos Φ−I+ sin Φ)]

2
√

Y 2−X2
−D

2

√
Y 2 −X2 σl

T

√
Y 2 −X2 cos Φ 0

(−λ + d) Y
X
− aNseuil

2
σl
T

X
1+λT1

−λ + d + XB

2
√

Y 2−X2
−C

2

√
Y 2 −X2 0 0

CY−DX

2X

√
Y 2−X2

Y 2C−XY D

2(Y 2−X2)3/2 −λ + Y A−XB

2
√

Y 2−X2
+ σl

T

aNseuil
4

(
Y − Y

1+λT1

)
0 −σl

T
Y√

Y 2−X2

0
aNseuil

4T1
X√
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T1
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sin Φ
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(A.23)



230 Annexe A. Détail de certains calculs

On a donc le déterminant suivant :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ + d− aNseuil
2

σl
T

Y
1+λT1

X[A−2(σl/T )(R+ cos Φ−I+ sin Φ)]

2
√

Y 2−X2
−D

2

√
Y 2 −X2 σl

T

√
Y 2 −X2 cos Φ

(−λ + d) Y
X
− aNseuil

2
σl
T

X
1+λT1

−λ + d + XB

2
√

Y 2−X2
−C

2

√
Y 2 −X2 0

CY−DX

2X

√
Y 2−X2

Y 2C−XY D

2(Y 2−X2)3/2 −λ + Y A−XB

2
√

Y 2−X2
+ σl

T

aNseuil
4

(
Y − Y

1+λT1

)
0

0
aNseuil

4T1
X√

Y 2−X2
cos Φ 0 − 1+λT1

T1
cos2 Φ
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(A.24)

On utilise les relations suivantes :




A +
σl

T

aNseuil

2

√
Y 2 −X2 =

2dY√
Y 2 −X2

dX −
√

Y 2 −X2

2
B = 0

Y A−XB

2
√

Y 2 −X2
= d− σl

T

aNseuil

4
Y

(A.25)

Il vient :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ + d− aNseuil
2

σl
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Y
1+λT1
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√
Y 2 −X2 σl

T

√
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T

X
1+λT1

−λ + dY 2
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2

√
Y 2 −X2 0

CY−DX
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√

Y 2−X2
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2(Y 2−X2)3/2 −λ + d− σl
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aNseuil
4

Y
1+λT1

0

0 aNseuil
4T1

X√
Y 2−X2

0 −1+λT1
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(A.26)

On effectue l’opération C2 → C2 + C4
aNseuil

4
√

Y 2−X2
X

1+λT1
. Il vient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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T

Y
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X
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√
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T

X
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√
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CY−DX
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Y
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On a donc le déterminant suivant :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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√
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T
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4

Y
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On effectue l’opération L2 → Y L2 −XL1. Il vient :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Y
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(A.29)
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On effectue l’opération C2 → C2 − XY
Y 2−X2 C1. Il vient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ + d− aNseuil
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σl
T

Y
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λXY
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4
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1
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2
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√
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Y
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(A.30)

On effectue l’opération L1 → L1/Y − X
(Y 2−X2)Y L2. Il vient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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√
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(A.31)

Le polynôme caractéristique s’écrit :
(
−λ + d− σl

T

aNseuil

4
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(
σl

T

)2
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√
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+
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Il vient :
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Cela donne :
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On a donc :
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On introduit les notations suivantes : 
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4(Y 2 −X2)
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C(CY −DX)
8Y

(A.32)

Il vient :
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d’où l’équation caractéristique de degré 6 recherchée, dont les racines déterminent la stabilité de la solution
stationnaire étudiée :
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−λ + d− σl

T

aNseuil
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(aNseuil)2
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σl

T
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2
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T
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2
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1 + λT1
M2

1 = 0 ,

(A.33)
où l’on rappelle les notations utilisées dans cette équation :





d = −γ +
σl

T
N0 = −γ +

σl

T
Nseuil

(
1 + η − aY

2

)

M0 =
Y [m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)]−X [m1 cos(Φ + θ1)−m2 cos(Φ + θ2)]

2
√

Y 2 −X2

M2
1 =

Y [m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)]
2 −X

[
m2

1 cos2(Φ + θ1)−m2
2 cos2(Φ + θ2)

]

8Y

(A.34)

L’équation A.33 obtenue ici est conforme à ce qui avait été trouvé dans [29], ce qui confirme la validité
de ce calcul.

A.3 Stabilité de la solution nulle : seuil du laser
On rappelle (voir partie 2.1.1) que la solution nulle correspond à E1,2 = 0, N0 = WT1 et N1 = 0. La

phase stationnaire Φ n’est pas contrainte par les équations dans ce cas. On étudie l’effet d’une perturbation
infinitésimale et dépendant du temps comme exp(λt), en effectuant la substitution suivante :

(E1, E2, N0) → (E1, E2, N0) + (e1, e2, n0)eλt , (A.35)

où chaque terme du vecteur infinitésimal (e1, e2, n0) est supposé réel et indépendant du temps. Les
équations du laser s’écrivent alors au premier ordre sous la forme matricielle suivante :

λ




e1

e2

n0


 =




−γ
2 + σl

2T N0 −m1
2 sin(Φ + θ1) 0

m2
2 sin(Φ + θ2) −γ

2 + σl
2T N0 0

0 0 − 1
T1







e1

e2

n0


 . (A.36)

Les valeurs possibles de λ sont donc les racines de l’équation caractéristique suivante :
(

λ +
1
T1

) [(
λ +

γ

2
− σl

2T
N0

)2

+
m1m2

4
sin(Φ + θ1) sin(Φ + θ2)

]
= 0 . (A.37)

Une première valeur possible est λ1 = −1/T1, qui est toujours négative. Les autres valeurs possibles sont
les solutions de l’équation :

(
λ +

γ

2
− σl

2T
N0

)2

=
m1m2

8
[cos(2Φ + θ1 + θ2)− cos(θ1 − θ2)] . (A.38)

Deux cas sont alors possibles :
– si cos(2Φ + θ1 + θ2) < cos(θ1 − θ2), alors les deux autres valeurs possibles de λ sont :

λ2,3 = −γ

2
+

σl

2T
N0 ± i

√
m1m2

8
|cos(2Φ + θ1 + θ2)− cos(θ1 − θ2)| , (A.39)

et la condition de stabilité de la solution nulle <eλ > 0 s’écrit (σl/T )N0 < γ.
– si cos(2Φ + θ1 + θ2) > cos(θ1 − θ2), alors les deux autres valeurs possibles de λ sont :

λ2,3 = −γ

2
+

σl

2T
N0 ±

√
m1m2

8
[cos(2Φ + θ1 + θ2)− cos(θ1 − θ2)] ; (A.40)
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la solution nulle étudiée ici n’est stable que si la partie réelle de λ2,3 est négative pour toutes les
valeurs de Φ, ce qui s’écrit :

σl

T
N0 < γ −

√
m1m2

2
[1− cos(θ1 − θ2)] . (A.41)

La condition A.41 est donc finalement la condition de stabilité de la solution nulle.

A.4 Étude du régime d’émission bidirectionnelle verrouillé
en fréquence

On cherche une solution du système d’équations 1.54 qui vérifie |X|/Y ¿ 1. On détermine tout
d’abord la valeur stationnaire des différents paramètres, avant de s’intéresser à l’étude de stabilité de ce
régime.

A.4.1 Valeur stationnaire de la différence de phase Φ

En régime stationnaire, on a :

N1 = −aNseuil

4

√
Y 2 −X2e−iΦ . (A.42)

En particulier, on a :
=m(N1e

iΦ) = 0 , (A.43)

d’où l’équation d’évolution de Φ en régime stationnaire (en utilisant |X|/Y ¿ 1) :

0 = Ω− m1

2
cos(Φ + θ1) +

m2

2
cos(Φ + θ2) . (A.44)

Soit alors le nombre complexe M̃ défini par :

M̃ =
m1e

iθ1 −m2e
iθ2

2
. (A.45)

Son module M s’écrit :
M = |M̃ | = 1

2

√
m2

1 + m2
2 − 2m1m2 cos(θ1 − θ2) , (A.46)

et son argument θ vérifie :

tan θ =
m1 sin θ1 −m2 sin θ2

m1 cos θ1 −m2 cos θ2
. (A.47)

L’équation (A.44) se simplifie en utilisant les grandeurs M et θ :

0 = Ω− cosΦ<e(M̃) + sin Φ=m(M̃)
= Ω−M (cosΦ cos θ − sinΦ sin θ)
= Ω−M cos(Φ + θ) .

(A.48)

Cette équation n’admet de solution que pour |Ω| < M , ce qui fixe une première limite d’existence pour
ce régime : lorsqu’elle n’est plus vérifiée (c’est-à-dire lorsque le laser tourne trop vite), il n’existe pas de
solution stationnaire correspondant à une émission bidirectionnelle stable. Dans le cas contraire, Φ peut
prendre deux valeurs distinctes :

Φ = −θ ± arccos
(

Ω
M

)
. (A.49)

Étudions la stabilité de ces deux solutions. Pour cela, supposons qu’une petite perturbation dépendant
du temps ϕ ¿ 1 se rajoute à la valeur stationnaire Φ. L’équation d’évolution de la phase s’écrit alors :

ϕ̇ = Ω−M cos(Φ + ϕ + θ)
= Ω−M [cos(Φ + θ)− sin(Φ + θ)ϕ]

= M sin
[
± arccos

(
Ω
M

)]
ϕ ,

(A.50)
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où l’on a utilisé les équations (A.48) et (A.49). La seule solution stable pour Φ dans ce régime est donc :

Φ = −θ − arccos
(

Ω
M

)
. (A.51)

Si l’on suppose que le laser est à l’arrêt (Ω = 0) et que les coefficients de rétrodiffusion sont égaux
(m1 = m2 = m), on obtient :

tanΦ =
1

tan θ
=

cos θ1 − cos θ2

sin θ1 − sin θ2
. (A.52)

A.4.2 Valeur stationnaire de la somme des intensités des deux modes
L’équation d’évolution pour Y s’écrit en régime stationnaire :

0 = −Y

(
γ − σl

T
N0

)
− Y

2

[
m1 sin(Φ + θ1)−m2 sin(Φ + θ2)− 2σl

T
<e(N1e

iΦ)
]

On a en régime stationnaire l’expression de N0 suivante :

N0 = Nseuil

(
1 + η − aY

2

)
. (A.53)

On a également (en utilisant |X|/Y ¿ 1) :

2σl

T
<e(N1e

iΦ) ' −σl

T

aNseuil

2
Y , (A.54)

et aussi :

m1 sin(Φ + θ1)−m2 sin(Φ + θ2) = 2M(sinΦ cos θ + cosΦ sin θ)

= 2M sin(Φ + θ) = −2M sin
[
arccos

(
Ω
M

)]
= −2

√
M2 − Ω2 .

(A.55)

L’équation d’évolution pour Y en régime stationnaire devient :
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T
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Il vient :
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M2 − Ω2 −√m1m2

∣∣∣∣sin
(

θ1 − θ2

2

)∣∣∣∣
d’où finalement :

aY

2
=

2
3

(
η +

√
M2 − Ω2 −√m1m2

∣∣sin (
θ1−θ2

2

)∣∣
γ −√m1m2

∣∣sin (
θ1−θ2

2

)∣∣

)
(A.56)

Si l’on suppose que le laser est à l’arrêt (Ω = 0) et que les coefficients de rétrodiffusion sont égaux
(m1 = m2 = m), on obtient :

aY

2
=

2η

3
. (A.57)

A.4.3 Valeur stationnaire de la différence des intensités
L’équation stationnaire pour la différence d’intensité s’écrit :

0 = −X

(
γ − σl

T
N0

)
− Y

2


m1 sin(Φ + θ1) + m2 sin(Φ + θ2)︸ ︷︷ ︸

B


 (A.58)

Afin d’effectuer le calcul de la quantité B, on remarque tout d’abord qu’elle peut se mettre sous la forme :

B = =m
(
eiΦP̃

)
, (A.59)
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où l’on a défini :
P̃ = m1e

iθ1 + m2e
iθ2 (A.60)

et où l’on a utilisé l’identité suivante :

=m(z1z2) = =mz1 <ez2 + <ez1 =mz2 (A.61)

On a par ailleurs :

M̃∗P̃ =
m2

1 −m2
2

2
+ im1m2 sin(θ2 − θ1) (A.62)

Il vient :
M2B = M̃M̃∗=m

(
eiΦP̃

)
= =m

(
M̃∗P̃ .Mei(θ+Φ)

)
(A.63)

d’où :

M2B = m1m2 sin(θ2 − θ1)Ω +
m2

2 −m2
1

2

√
M2 − Ω2 (A.64)

On a donc :
X

Y

(
γ − σl

T
N0

)
=

1
2M2

[
m1m2 sin(θ1 − θ2)Ω +

m2
2 −m2

1

2

√
M2 − Ω2

]
(A.65)

En posant :

d =
σl

T
N0 − γ (A.66)

on obtient finalement :

X

Y
=

1
2dM2

[
−m1m2 sin(θ1 − θ2)Ω +

m2
1 −m2

2

2

√
M2 − Ω2

]
(A.67)

On rappelle que cette solution stationnaire est soumise à la condition d’auto-consistance |X|/Y ¿ 1. Si
l’on suppose que m1 = m2 = m, on obtient :

X

Y
=
−m2 sin(θ1 − θ2)Ω

2dM2
. (A.68)

Si l’on suppose de plus que le laser est à l’arrêt (Ω = 0), on a :

X = 0 . (A.69)

En insérant les valeurs de Y et de X A.57 et A.69 dans les équations A.42 et A.53, on obtient, toujours
sous les hypothèses Ω = 0 et m1 = m2 = m :

N0 = Nseuil

(
1 +

η

3

)
et N1 = −ηNseuil

3
e−iΦ . (A.70)

A.4.4 Stabilité du régime étudié à Ω = 0 et m1 = m2

On suppose dans ce qui suit que Ω = 0 et m1 = m2 = m. On a alors X = 0 et aY/2 = 2η/3. On
utilise les pertes effectives du laser γ′ définies par γ′ = (σl/T )Nseuil. Le polynôme caractéristique issu de
l’étude de stabilité des solutions stationnaires A.33 s’écrit dans notre cas :

(
−λ + d− γ′

3
η

1 + λT1

)
(λ− d)

(
λ +

γ′η
1 + λT1

)
−M2

0

(
λ +

γ′

3
2η

1 + λT1

)
− γ′

3
2η

1 + λT1
M2

1 , (A.71)

où l’on a utilisé les notations :




d = −γ +
σl

T
N0 = −γ + γ′

(
1 + η − aY

2

)
=

γη

3
−m

∣∣∣∣sin
θ1 − θ2

2

∣∣∣∣

M0 =
m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)

2

M1 =
m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)

2
√

2
=

M0√
2

(A.72)
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Grâce à la relation M2
1 = M2

0 /2, l’équation A.71 se réécrit :
(

λ +
γ′η

1 + λT1

)[(
−λ + d− γ′

3
η

1 + λT1

)
(λ− d)−M2

0

]
= 0 . (A.73)

Le facteur de gauche de cette équation donne lieu aux deux racines suivantes :

λ1,2 = − 1
2T1

± i

√
γ′η
T1

. (A.74)

Le facteur de droite se réécrit :
(
−λ + d− γ′η

3T1(λ + 1/T1)

)
(λ− d)−M2

0 = 0 . (A.75)

Pour trouver des valeurs approchées des racines de cette équation, on va effectuer des hypothèses auto-
consistantes sur leur ordre de grandeur. On utilisera pour cela le fait que γ′η À 1/T1, ce qui est toujours
vérifié dans le cas des lasers de classe B. Supposons tout d’abord que l’on ait λ À

√
γ′η/T1 (et donc

aussi λ À 1/T1). Alors l’équation ci-dessus se réécrit :

(λ− d)2 + M2
0 = 0 , (A.76)

d’où le couple de racines suivant :
λ3,4 = d± iM0 . (A.77)

On vérifie a posteriori que |λ3,4| ' γ′η À
√

γ′η/T1, ce qui garantit la validité de la démarche. De même,
si l’on cherche maintenant une racine très petite devant d, on obtient :

λ5 = −
(

1
T1
− γ′η

3T1

d

d2 + M2
0

)
. (A.78)

Là encore, l’hypothèse initiale est vérifiée.

A.5 Étude du régime unidirectionnel à l’arrêt
On s’intéresse au régime stationnaire unidirectionnel à l’arrêt. On cherche donc des solutions station-

naires correspondant par exemple à ε = E1/E2 ¿ 1. Les équations stationnaires du laser s’écrivent, pour
Ω = 0 : 




0 = dE1 −m1E2 sin(Φ + θ1)− aNseuil

2
σl

T
E1E

2
2

0 = dE2 + m2E1 sin(Φ + θ2)− aNseuil

2
σl

T
E2

1E2

0 = −m1

2
E2

E1
cos(Φ + θ1) +

m2

2
E1

E2
cos(Φ + θ2)

N0 = Nseuil

(
1 + η − aE2

1 + aE2
2

2

)

(A.79)

La troisième équation s’écrit :

cos(Φ + θ1) =
m2

m1
ε2 cos(Φ + θ2) ' 0 (A.80)

où la dernière égalité n’est valable qu’au premier ordre en ε. On en déduit, toujours au premier ordre en
ε :

sin(Φ + θ1) = ±1 = S . (A.81)

La quatrième équation du système A.79 donne, toujours au premier ordre en ε (et en considérant que
m ¿ γ) :

aE2
2 = 2η (A.82)
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Les deux premières équations de A.79 se réécrivent alors :
{

0 = dε−m1S − γηε

0 = d + m2ε sin(Φ + θ2)− γηε2
(A.83)

On obtient :
d + m2ε sin(Φ + θ2) = −Sm1ε , (A.84)

d’où :

ε =
−Sm1

γη
(A.85)

Comme on a ε > 0, on en déduit :
S = sin(Φ + θ1) = −1 , (A.86)

d’où finalement :

ε =
E1

E2
=

m1

γη
. (A.87)

En particulier, une condition d’existence de ce régime s’écrit :

E1

E2
=

m1

γη
¿ 1 . (A.88)

En utilisant les équations stationnaires pour N0 et N1 (équations A.42 et A.53), on obtient :

N0 = Nseuil et N1 =
−m1

γ
Nseuile

−iΦ . (A.89)

On a par ailleurs :

d =
m2

1 −m1m2 sin(Φ + θ2)
γη

=
m2

1 + m1m2 cos(θ1 − θ2)
γη

. (A.90)

On a également :

M0 =
m1 cos(Φ + θ1) + ε2m2 cos(Φ + θ2)

2ε
=

m1m2 sin(θ2 − θ1)
γη

, (A.91)

et aussi :

M2
1 =

Y [m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)]
2 −X

[
m2

1 cos2(Φ + θ1)−m2
2 cos2(Φ + θ2)

]

8Y

= [m1 cos(Φ + θ1) + m2 cos(Φ + θ2)]

[
m1 cos(Φ + θ1) + ε2m2 cos(Φ + θ2)

]

4

= m2 cos(Φ + θ2)
εM0

2
=

m1m2 sin(θ2 − θ1)
2γη

M0 =
M2

0

2

(A.92)

On a donc l’équation de stabilité suivante :
(
−λ + d− γη/2

1 + λT1

)[
(γη)2(1− 4ε2)
2(1 + λT1)2

+ (λ− d)
(

λ +
3γη/2

1 + λT1

)]
−M2

0

(
λ +

3γη/2
1 + λT1

)
, (A.93)

On cherche des racines de cette équation ayant pour ordre de grandeur ωr. En première approximation,
l’équation ci-dessus se réécrit (en utilisant le fait que M0, d, 1/T1 ¿ ωr) :

(
−λ− ω2

r

2λ

)[
ω4

r

2λ2
+ λ

(
λ +

3ω2
r

2λ

)]
= 0 . (A.94)

On trouve deux racines simples et deux racines doubles à cette équation, à savoir :

λ
(0)
1,2 = ±iωr et λ

(0)
3,4 = λ

(0)
5,6 = ±i

ωr√
2

(A.95)
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Pour obtenir une information sur le signe de la partie réelle, on pose λ = λ(0) + ∆λ. On pose également
D = ∆λ + 1/T1. Il vient :

(
−λ(0) −∆λ + d− ω2

r

2λ(0)

(
1− D

λ(0)

))[
ω4

r

2λ(0)2

(
1− 2D

λ(0)

)
+ (λ(0) + ∆λ− d)

(
λ(0) + ∆λ +

3ω2
r

2λ(0)

(
1− D

λ(0)

))]

−M2
0

(
λ(0) + ∆λ +

3ω2
r

2λ(0)

(
1− D

λ(0)

))
= 0 ,

(A.96)

Considérons tout d’abord le cas λ(0)2 + ω2
r = 0. Il vient :

[
λ(0)D + λ(0)∆λ + λ(0)d

]
− 2M2

0 = 0 , (A.97)

d’où l’on déduit :

λ1,2 = −1
2

(
1
T1

+ d

)
± iωr (A.98)

Considérons maintenant le cas 2λ(0)2 + ω2
r = 0. Cela donne :

(−∆λ + d−D)
[
−4Dλ(0) + λ(0) (∆λ + 3D)− 2λ0(∆λ− d)

]
+ 2λ0M2

0 = 0 , (A.99)

d’où :

(−2∆λ + d− 1/T1) [−1/T1 − 2∆λ + 2d] + 2M2
0 = 0 , (A.100)

Il vient :

4(∆λ)2 − 2∆λ

(
3d− 2

T1

)
+

(
d− 1

T1

)(
2d− 1

T1

)
+ 2M2

0 = 0 (A.101)

Le discriminant (réduit) s’écrit :

∆′ = d2 − 8M2
0 (A.102)

Lorsque d2 − 8M2
0 > 0, la condition de stabilité s’écrit :

∆λ = 3d +
√

d2 − 8M2
0 <

2
T1

(A.103)

Lorsque d2 − 8M2
0 < 0, elle s’écrit :

∆λ = 3d <
2
T1

(A.104)

Une condition suffisante de stabilité est donc :

d <
1

2T1
(A.105)

Une condition suffisante d’instabilité étant :

d >
2

3T1
(A.106)

Lorsque θ1 − θ2 est proche de 0, la condition de stabilité se réécrit, en supposant m1 = m2 = m :

m <

√
γη

4T1
=

ωr

2
(A.107)
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A.6 Étude du régime d’automodulation à l’arrêt pour
m À γη et |θ1 − θ2| ¿ 1

On cherche dans cette partie à étudier le comportement du laser dans la zone intermédiaire entre
la zone bidirectionnelle stable et la zone unidirectionnelle. On repart du système d’équation 1.54, en
supposant m1 = m2 = m et |θ1 − θ2| ¿ 1. Le système s’écrit alors (au prix d’un décalage de l’origine de
Φ de (θ1 + θ2)/2 et en posant δθ = (θ1 − θ2)/2) :





Ẏ = −Y

(
γ − σl

T
N0

)
−

√
Y 2 −X2

[
m cosΦδθ − σl

T
<e(N1e

iΦ)
]

Ẋ = −X

(
γ − σl

T
N0

)
−

√
Y 2 −X2m sinΦ

Φ̇ = m
X cosΦ + Y δθ sinΦ√

Y 2 −X2
− Y√

Y 2 −X2

σl

T
=m(N1e

iΦ)

Ṅ0 = W − N0

T1
− aNseuil

2T1
Y

Ṅ1 = −N1

T1
− aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2e−iΦ

(A.108)

Si l’on suppose de plus que m À γη, ce système se réécrit à l’ordre 0 :




Ẏ = 0

Ẋ = −
√

Y 2 −X2m sinΦ

Φ̇ = m
X cosΦ√
Y 2 −X2

(A.109)

Afin d’obtenir un système linéaire, on effectue le changement de variables suivant :

Z = −
√

Y 2 −X2 sinΦ et U =
√

Y 2 −X2 cosΦ (A.110)

On obtient : 



Ẏ = 0

Ẋ = mZ

Ż = −mX

U̇ = 0

(A.111)

Ce système s’intègre de la manière suivante :




Y = B

Ẍ = −m2X ⇒ X = A sin(mt + ϕ)
Z = A cos(mt + ϕ) + C

U = D

(A.112)

De l’égalité Z2 + U2 = Y 2 −X2, on tire :

C = 0 et D = ±
√

B2 −A2 , (A.113)

d’où finalement : 



Y = B

X = A sin(mt + ϕ)
Z = A cos(mt + ϕ)

U = ε
√

B2 −A2 avec ε = ±1

(A.114)

Les intensités des modes aE2
1,2 = Y + (−1)2,1X s’écrivent :

aE2
1,2 =

aB

2
+

(−1)2,1 aA sin(mt + ϕ)
2

. (A.115)
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Pour déterminer la valeur des constantes A et B, on va maintenant insérer ces solutions dans les équations
complètes du laser, en supposant que A et B sont des fonctions lentement variables par rapport à m. On
écrira donc dans leur équation d’évolution qu’elles ne sont sensibles qu’à la valeur moyenne de N0 et N1.

Ṅ1 = −N1

T1
− aNseuil

4T1
(U + iZ) (A.116)

On moyenne sur quelques périodes de m :

< Ṅ1 >= −< N1 >

T1
− ε

aNseuil

4T1

√
B2 −A2 (A.117)

De même, on obtient :

< Ṅ0 >= W − < N0 >

T1
− aNseuil

2T1
B (A.118)

On a également :




Ḃ = −B

(
γ − σl

T
< N0 >

)
−mε

√
B2 −A2δθ +

σl

T
< N1 > ε

√
B2 −A2

Ȧ = −A

(
γ − σl

T
< N0 >

) (A.119)

On en déduit, en régime stationnaire (en excluant le cas A = 0) :




γ − σl

T
< N0 >= 0

0 =
(
−mδθ +

σl

T
< N1 >

) √
B2 −A2

(A.120)

d’où finalement, en posant γ′ = σlNseuil/T :




a
√

B2 −A2 =
4m|δθ|

γ′

aB

2
= η + 1− γ

γ′

(A.121)

La différence de phase du laser a quant à elle l’expression suivante :

Φ̇ =
mX cosΦ√
Y 2 −X2

=
mAε

√
B2 −A2 sin(mt + ϕ)

B2 −A2 sin2(mt + ϕ)
. (A.122)

A.7 Étude du régime stationnaire unidirectionnel en ro-
tation

On ce place dans le cas des fortes rotations :

|Ω| À m1,2, γη . (A.123)

On cherche les solutions stationnaires correspondant à un régime de fonctionnement unidirectionnel,
c’est-à-dire |Y | − |X| ¿ |Y | + |X|. On suppose par exemple que c’est le mode E2 qui domine, ce qui
correspond à E1/E2 ¿ 1. Les équations du laser s’écrivent, en régime stationnaire :





0 = dE1 −m1E2 sin(Φ + θ1)− aNseuil

2
σl

T
E1E

2
2

0 = dE2 + m2E1 sin(Φ + θ2)− aNseuil

2
σl

T
E2

1E2

0 = Ω− m1

2
E2

E1
cos(Φ + θ1) +

m2

2
E1

E2
cos(Φ + θ2)

N0 = Nseuil

(
1 + η − aE2

1 + aE2
2

2

)

(A.124)
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On fait l’hypothèse que E1/E2 est du même ordre de grandeur que m/|Ω|. Cette hypothèse sera vérifiée
à la fin du calcul. La quatrième de ces équations donne, à l’ordre 0 en m/|Ω| et m/γ :

aE2
2 = 2η . (A.125)

La première de ces équations donne alors, à l’ordre 0 en m/|Ω| et γη/|Ω| :

sin(Φ + θ1) = 0 . (A.126)

La troisième de ces équations donne alors, à l’ordre 1 :

E1

E2
=

m1 cos(Φ + θ1)
2Ω

=
∣∣∣m1

2Ω

∣∣∣ (A.127)

ce qui valide l’hypothèse initiale. À noter que cos(Φ+θ1) = ±1 selon le signe de Ω. La deuxième équation
donne alors, à l’ordre 1 :

d = −m2
E1

E2
sin(Φ + θ2) = −m1m2

2Ω
cos(Φ + θ1) sin(Φ + θ2) =

m1m2 sin(θ1 − θ2)
2Ω

. (A.128)

Le paramètre M0 s’écrit dans ce régime :

M0 =
E2m1 cos(Φ + θ1)

2E1
= Ω . (A.129)

Le paramètre M1 s’écrit quant à lui :

M2
1 =

m1 cos(Φ + θ1)
4

[m1 cos(Φ + θ1)] =
m2

1

4
(A.130)

On a donc l’équation caractéristique de stabilité suivante :
(
−λ + d− γη/2

1 + λT1

)[
γ2η2

2(1 + λT1)2
+ (λ− d)

(
λ +

3γη/2
1 + λT1

)]

− Ω2

(
λ +

γη

1 + λT1

)
− γη/4

1 + λT1
m2

1 ,

(A.131)

On cherche tout d’abord des solutions vérifiant λT1 À 1. L’équation se réécrit dans ce cas :
(
−λ + d− ω2

r

2λ

)[
ω4

r

2λ2
+ (λ− d)

(
λ +

3ω2
r

2λ

)]
− Ω2

(
λ +

ω2
r

λ

)
− ω2

r

λ

m2
1

4
. (A.132)

Si l’on suppose en plus que λ2 À ω2
r , on obtient (en se rappelant aussi Ω2 À M2

1 ) :

(λ− d)2 + Ω2 = 0 , (A.133)

d’où un premier couple de racines :
λ1,2 = d± iΩ . (A.134)

Pour les racines vérifiant |λ| ' ωr, l’équation caractéristique s’écrit en première approximation (en utili-
sant Ω2 À ω2

r) :
Ω2(λ2 + ω2

r) = 0 (A.135)

ce qui donne :
λ

(0)
3,4 = ±iωr (A.136)

En écrivant λ = λ(0) + ∆λ, on obtient :

∆λ =
ω2

rd

8Ω2
. (A.137)

d’où finalement :

λ3,4 =
ω2

rd

8Ω2
± iωr (A.138)
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On cherche maintenant les racines vérifiant λT1 ' 1. L’équation caractéristique se réécrit :

γ2η2

4(1 + λT1)2
+ Ω2 = 0 , (A.139)

d’où l’on obtient :
λ5,6 = − 1

T1
± i

γη

2T1Ω
. (A.140)

La condition de stabilité issue du calcul des 6 racines de l’équation caractéristique est donc une fois encore
d < 0, ce qui se réécrit :

Ω sin(θ1 − θ2) < 0 . (A.141)

De la même manière, on obtient la condition de stabilité du régime correspondant à E2/E1 ¿ 1 :

Ω sin(θ1 − θ2) > 0 . (A.142)

A.8 Pertes différentielles induites par la rétrodiffusion à
Ω grand

On considère ici un modèle simplifié qui ne tient en partie pas compte des effets de la compétition
entre modes et du réseau de gain, et qui n’est valable qu’aux grandes vitesses de rotation (pour lesquelles
on a en première approximation C = 1, C étant la constante de couplage des équations de Lamb). On
part des équations suivantes : 




dẼ1

dt
= i

m̃1

2
Ẽ2 + i

Ω
2

Ẽ1

dẼ2

dt
= i

m̃2

2
Ẽ1 − i

Ω
2

Ẽ2

(A.143)

En dérivant la première équation par rapport au temps et en utilisant la deuxième, on obtient :

d2Ẽ1

dt2
= i

m̃1

2

(
i
m̃2

2
Ẽ1 − i

Ω
2

Ẽ2

)
+ i

Ω
2

dẼ1

dt
(A.144)

On fait de plus l’hypothèse des enveloppes lentement variables par rapport à Ω, c’est-à-dire qu’on écrit
les champs sous la forme :

{
Ẽ1 = E1e

iΩt/2

Ẽ2 = E2e
−iΩt/2

avec |Ë1| ¿ |ΩĖ1| (A.145)

On a alors : 



dẼ1

dt
= Ė1e

iΩt/2 + i
Ω
2

E1e
iΩt/2

d2Ẽ1

dt2
= Ë1e

iΩt/2 + iΩĖ1e
iΩt/2 − Ω2

4
E1e

iΩt/2

(A.146)

L’équation (A.144) devient alors :

Ë1 + iΩĖ1 − Ω2

4
E1 = i

m̃1

2

(
i
m̃2

2
E1 − i

Ω
2

E2e
−iΩt

)
+ i

Ω
2

(
Ė1 + i

Ω
2

E1

)
(A.147)

En utilisant l’hypothèse |Ë1| ¿ |ΩĖ1|, on obtient :

i
Ω
2

Ė1 = −m̃1m̃2

4
E1 +

Ωm̃1

4
E2e

−iΩt (A.148)

et finalement :
Ė1 = i

m̃1m̃2

2Ω
E1 − i

m̃1

2
E2e

−iΩt (A.149)
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Le terme de droite de cette équation représente la rétrodiffusion dans le référentiel tournant. Le terme
de gauche donne quant à lui lieu à un coefficient de pertes (ou de gain) effectif donné par m1m2 sin(θ1 −
θ2)/(2Ω).

En répétant le même raisonnement pour E2, on montre finalement l’existence d’une différence de
pertes entre les modes contrapropagatifs induites par la rétrodiffusion et ayant pour expression :

∆ =
m1m2 sin(θ1 − θ2)

Ω
. (A.150)

A.9 Étude du régime d’automodulation en rotation
On supposera dans cette partie que l’on a la relation |θ1 − θ2| ¿ 1. Le comportement du laser en

rotation peut alors être décrit en utilisant le même formalisme que celui développé pour l’étude du régime
d’automodulation à l’arrêt. On part du système d’équation suivant :





Ẏ = −Y

(
γ − σl

T
N0

)
−

√
Y 2 −X2

[
m cosΦδθ − σl

T
<e(N1e

iΦ)
]

Ẋ = −X

(
γ − σl

T
N0

)
−

√
Y 2 −X2m sinΦ

Φ̇ = Ω + m
X cosΦ + Y δθ sinΦ√

Y 2 −X2
− Y√

Y 2 −X2

σl

T
=m(N1e

iΦ)

Ṅ0 = W − N0

T1
− aNseuil

2T1
Y

Ṅ1 = −N1

T1
− aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2e−iΦ

(A.151)

Si l’on suppose de plus vérifiée la condition (moins contraignante que m À γη) suivante :

ν2

m
À γη où l’on a posé ν =

√
m2 + Ω2 (A.152)

alors ce système se réécrit à l’ordre 0 :




Ẏ = 0

Ẋ = −
√

Y 2 −X2m sinΦ

Φ̇ = Ω + m
X cosΦ√
Y 2 −X2

(A.153)

Afin d’obtenir un système linéaire, on effectue le changement de variables suivant :

Z = −
√

Y 2 −X2 sinΦ et U =
√

Y 2 −X2 cosΦ (A.154)

On obtient : 



Ẏ = 0

Ẋ = mZ

Ż = −UΩ−mX

U̇ = ZΩ

(A.155)

ce qui s’écrit sous forme matricielle :

d
dt




X
Z
U


 =




0 m 0
−m 0 −Ω
0 Ω 0







X
Z
U


 (A.156)

Les valeurs propres de cette matrice sont 0 et ±√Ω2 + m2. La solution de l’équation différentielle s’écrit
donc : 


X
Z
U


 = K̃



−Ω
0
m


 + L̃




im
−ν
iΩ


 eiνt + M̃



−im
−ν
−iΩ


 e−iνt (A.157)
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Les grandeurs X, Z et U étant réelles, on en déduit les relations suivantes sur K̃, L̃ et M̃ :

K̃ = K̃∗ et L̃ = M̃∗ (A.158)

On notera donc K̃ = K et L̃ = Leiϕ avec K, L et ϕ réels. Il vient :



X
Z
U


 = K



−Ω
0
m


 + Leiϕ




im
−ν
iΩ


 eiνt + Le−iϕ



−im
−ν
−iΩ


 e−iνt (A.159)

Cela donne :




X = −KΩ + imL
[
ei(νt+ϕ) − e−i(νt+ϕ)

]
= −KΩ + 2mL sin(νt + ϕ)

Z = −Lν
[
ei(νt+ϕ) + e−i(νt+ϕ)

]
= −2Lν cos(νt + ϕ)

U = Km + LΩi
[
ei(νt+ϕ) − e−i(νt+ϕ)

]
= Km + 2LΩsin(νt + ϕ)

Y = B

(A.160)

On pose A = −2Lν. De l’égalité Z2 + U2 = Y 2 −X2, on tire :

K = ε

√
B2 −A2

ν
(A.161)

d’où finalement : 



X = −Ω
ν

ε
√

B2 −A2 − m

ν
A sin(νt + ϕ)

Z = A cos(νt + ϕ)

U =
m

ν
ε
√

B2 −A2 − Ω
ν

A sin(νt + ϕ)

Y = B

(A.162)

Pour déterminer la valeur des constantes A et B, on va maintenant insérer ces solutions dans les équations
complètes du laser, en supposant que A et B sont des fonctions lentement variables par rapport à m. On
écrira donc dans leur équation d’évolution qu’elles ne sont sensibles qu’à la valeur moyenne de N0 et N1.

Ṅ1 = −N1

T1
− aNseuil

4T1
(U + iZ) (A.163)

On moyenne sur quelques périodes de m :

< Ṅ1 >= −< N1 >

T1
− ε

aNseuil

4T1

m

ν

√
B2 −A2 (A.164)

De même, on obtient :

< Ṅ0 >= W − < N0 >

T1
− aNseuil

2T1
B (A.165)

On a également :




Ḃ = −B

(
γ − σl

T
< N0 >

)
−mε

√
B2 −A2

m

ν
δθ +

σl

T
< N1 > ε

m

ν

√
B2 −A2

Ȧ = −A

(
γ − σl

T
< N0 >

) (A.166)

On en déduit, en régime stationnaire (en excluant le cas A = 0) :




γ − σl

T
< N0 >= 0

0 =
(
−mδθ +

σl

T
< N1 >

) √
B2 −A2

(A.167)
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d’où finalement, en posant γ′ = σlNseuil/T :




a
√

B2 −A2 =
4ν|δθ|

γ′

aB

2
= η + 1− γ

γ′

(A.168)

Les intensités des deux modes s’écrivent alors :

aE2
1,2 =

aY + (−1)2,1aX

2
=

aB

2
+ (−1)1,2

[
Ω
2ν

εa
√

B2 −A2 +
m

2ν
aA sin(νt + ϕ)

]
, (A.169)

ce qui donne :

aE2
1,2 =

aB

2
+ (−1)1,2

[
ε
2Ω|δθ|

γ′
+

m

2ν
aA sin(νt + ϕ)

]
. (A.170)

On s’intéresse maintenant à la différence de phase. Celle-ci s’écrit :

Φ̇ = Ω +
mX cosΦ√
Y 2 −X2

= Ω +
mXU

Y 2 −X2
=

ΩY 2 −X(ΩX −mU)
Y 2 −X2

(A.171)

On a par ailleurs :
ΩX −mU = −νε

√
B2 −A2 (A.172)

Il vient :

Φ̇ = A
ΩA−mε

√
B2 −A2 sin(νt + ϕ)

B2 − [Ων ε
√

B2 −A2 + m
ν A sin(νt + ϕ)]2

(A.173)

Afin d’évaluer la réponse en fréquence du laser en anneau à état solide, on va calculer la moyenne
temporelle de Φ̇. Pour cela, on va l’écrire sous la forme :

Φ̇ =
K

B − Ω
ν ε
√

B2 −A2 − m
ν A sin(νt + ϕ)

+
L

B + Ω
ν ε
√

B2 −A2 + m
ν A sin(νt + ϕ)

(A.174)

On obtient :

(K +L)Y +(K−L)
Ω
ν

ε
√

B2 −A2 +(K−L)
m

ν
A sin(νt+ϕ) = ΩA2−mεA

√
B2 −A2 sin(νt+ϕ) (A.175)

Cela donne :
K − L = −νε

√
B2 −A2 (A.176)

et aussi :
K + L = BΩ (A.177)

d’où :

2Φ̇ =
BΩ− νε

√
B2 −A2

B − Ω
ν ε
√

B2 −A2 − m
ν A sin(νt + ϕ)

+
BΩ + νε

√
B2 −A2

B + Ω
ν ε
√

B2 −A2 + m
ν A sin(νt + ϕ)

(A.178)

On obtient :

2Φ̇ =
BΩ− νε

√
B2 −A2

B − Ω
ν ε
√

B2 −A2

1
1− m

ν(B−Ω
ν ε
√

B2−A2)
A sin(νt + ϕ)

+
BΩ + νε

√
B2 −A2

B + Ω
ν ε
√

B2 −A2

1
1 + m

ν(B+Ω
ν ε
√

B2−A2)
A sin(νt + ϕ)

(A.179)

ce qui se réécrit :

2Φ̇ =Ω

(
1− ν

Ωε
√

1− A2

B2

)
/

(
1− Ω

ν ε
√

1− A2

B2

)

1− mA
ν(B−Ω

ν ε
√

B2−A2)
sin(νt + ϕ)

+ Ω

(
1 + ν

Ωε
√

1− A2

B2

)
/

(
1 + Ω

ν ε
√

1− A2

B2

)

1 + mA
ν(B+Ω

ν ε
√

B2−A2)
sin(νt + ϕ)

(A.180)
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Cette expression se réécrit encore :

2Φ̇ =Ω

(
1− ν

Ωε
√

1− A2

B2

)
/

(
1− Ω

ν ε
√

1− A2

B2

)

1− U sin(νt + ϕ)
+ Ω

(
1 + ν

Ωε
√

1− A2

B2

)
/

(
1 + Ω

ν ε
√

1− A2

B2

)

1− V sin(νt + ϕ)
(A.181)

où l’on a introduit les notations suivantes :

U =
mA

ν(B − Ω
ν ε
√

B2 −A2)
et V = − mA

ν(B + Ω
ν ε
√

B2 −A2)
(A.182)

On montre facilement que |U | et |V | sont inférieurs à 1. Cela permet d’utiliser la formule suivante :

1
2π

∫ 2π

0

dx

1− α sinx
=

1√
1− α2

valable si |α| < 1 (A.183)

d’où la moyenne temporelle de Φ̇ :

2 < Φ̇ >=Ω

(
1− ν

Ωε
√

1− A2

B2

)
/

(
1− Ω

ν ε
√

1− A2

B2

)

√
1− U2

+ Ω

(
1 + ν

Ωε
√

1− A2

B2

)
/

(
1 + Ω

ν ε
√

1− A2

B2

)

√
1− V 2

(A.184)

On a par ailleurs :

√
1− U2 =

∣∣∣∣
Ω
ν

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
1− ε ν

Ω

√
1− A2

B2

1− εΩ
ν

√
1− A2

B2

∣∣∣∣∣∣
et

√
1− V 2 =

∣∣∣∣
Ω
ν

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
1 + ε ν

Ω

√
1− A2

B2

1 + εΩ
ν

√
1− A2

B2

∣∣∣∣∣∣
(A.185)

d’où finalement :

< Φ̇ > =
ν

2
sign(Ω)sign

[(
1− ν

Ω
ε

√
1− A2

B2

)
.

(
1− Ω

ν
ε

√
1− A2

B2

)]

+
ν

2
sign(Ω)sign

[(
1 +

ν

Ω
ε

√
1− A2

B2

)
.

(
1 +

Ω
ν

ε

√
1− A2

B2

)] (A.186)

Dans le cas où l’inégalité suivante est vérifiée :

√
1− A2

B2
<
|Ω|
ν

(A.187)

on obtient < Φ̇ >= sign(Ω)ν. Dans le cas contraire, on obtient < Φ̇ >= 0.
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A.10 Étude du régime de battement

A.10.1 Établissement des équations d’évolution des grandeurs len-
tement variables

On part du système d’équations (1.54), en y ajoutant l’effet du dispositif stabilisateur (γ1 − γ2 =
aK(E2

1 − E2
2) et en supposant pour simplifier m1 = m2 = m. Cela donne :





Ẏ = −Y

(
γ − σl

T
N0

)
−

√
Y 2 −X2

[
m cos

(
Φ +

θ1 + θ2

2

)
sin

(
θ1 − θ2

2

)
− σl

T
<e(N1e

iΦ)
]
− aKX2

2

Ẋ = −X

(
γ − σl

T
N0

)
−m

√
Y 2 −X2 sin

(
Φ +

θ1 + θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)
− aKXY

2

Φ̇ = Ω− m

2

√
Y −X

Y + X
cos(Φ + θ1) +

m

2

√
Y + X

Y −X
cos(Φ + θ2)− Y√

Y 2 −X2

σl

T
=m(N1e

iΦ)

Ṅ0 = W − N0

T1
− aNseuil

2T1
Y

Ṅ1 = −N1

T1
− aNseuil

4T1

√
Y 2 −X2e−iΦ

(A.188)
En faisant l’hypothèse |Ω| À m et |Ω| À γη, on s’intéresse à une solution correspondant à un régime
permanent où les grandeurs X, Y et Φ−Ωt sont modulées à la fréquence Ω. On supposera de plus que ce
régime est quasiment bidirectionnel et faiblement modulé (régime de battement), ce qui permet finalement
d’écrire les variables somme et différence d’intensité et différence de phase sous la forme suivante (voir
partie 3.1.1) : 




X = C + xM

Y = B + yM

Φ− Ωt = F + ΦM

(A.189)

où les termes xM , yM et ΦM sont supposés osciller avec le temps à la fréquence angulaire Ω, où B,C et
F sont lentement variables par rapport à Ω et avec les ordres de grandeur suivants :

|C|/B, |xM |/B, |yM |/B, |ΦM |, |Ḟ /Ω| ¿ 1 . (A.190)

On travaille par approximations successives. À l’ordre 0, on écrit le système A.189 comme suit :




X(0) = 0

Y (0) = B

Φ(0) = Ωt

(A.191)

Les quantités liées au gain N0 et N1 ne sont affectées que par les valeurs à l’ordre 0 de X,Y et Φ, ce qui
donne :

N0 = WT1 − aB

2
Nseuil . (A.192)

Pour N1, l’équation s’écrit :

Ṅ1 = −N1

T1
− aNseuil

2T1

√
B2 − C2eiΩt . (A.193)

Celle-ci dépendant explicitement du temps, on utilise la méthode de la variation de la constante. La
solution de l’équation homogène s’écrit N1 = Ae−t/T1 , d’où l’équation vérifiée par A :

Ȧ = −aNseuil

4T1

√
B2 − C2e−iΩt+t/T1 (A.194)

d’où :

A =
aNseuil

4(1− iΩT1)

√
B2 − C2e−iΩt+t/T1 (A.195)
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et finalement :

N1 = −aBNseuil

4
1 + iΩT1

1 + Ω2T 2
1

e−iΩt (A.196)

Afin d’obtenir les équations d’évolutions pour les fonctions de modulation xM , yM et ΦM , on injecte dans
le membre de droite des équations du système A.188 les expressions à l’ordre 0 de X, Y et Φ ainsi que
les expressions de N0 et N1. En ne gardant que les termes oscillant à la fréquence Ω, on obtient alors :





ẏM = −mB cos
(

Ωt +
θ1 + θ2

2

)
sin

(
θ1 − θ2

2

)

ẋM = −mB sin
(

Ωt +
θ1 + θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)

Φ̇M = m sin
(

Ωt +
θ1 + θ2

2

)
sin

(
θ1 − θ2

2

)
(A.197)

d’où, après intégration :





yM = −mB

Ω
sin

(
Ωt +

θ1 + θ2

2

)
sin

(
θ1 − θ2

2

)

xM =
mB

Ω
cos

(
Ωt +

θ1 + θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)

ΦM = −m

Ω
cos

(
Ωt +

θ1 + θ2

2

)
sin

(
θ1 − θ2

2

)
(A.198)

Pour établir les équations régissant l’évolution des grandeurs lentement variables B et C, on repart du
système complet A.188, on insère dans le membre de droite les expressions obtenues ci-dessus pour xM ,
yM , ΦM , N0 et N1, puis l’on effectue la moyenne temporelle sur quelques périodes de Ω. On obtient (en
posant γ′ = σlNseuil/T ) :




Ḃ = −
〈√

(B + yM )2 − (C + xM )2
[
m cos

(
Ωt + ΦM +

θ1 + θ2

2

)
sin

(
θ1 − θ2

2

)
+

γ′aB

4
1

1 + Ω2T 2
1

]〉

−B

(
γ − σl

T
N0

)
− aK〈(C + xM )2〉

2

Ċ = −
〈√

(B + yM )2 − (C + xM )2m sin
(

Ωt + ΦM +
θ1 + θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)〉

− C

(
γ − σl

T
N0

)
− aK〈(C + xM )(B + yM )〉

2
(A.199)

En ne gardant que les termes de moyenne non nulle (et en supposant de plus aK〈(C + xM )2〉 = aKC2,
afin de tenir compte du fait que les modulations d’intensité à la fréquence Ω sont filtrée par l’électronique
de la boucle, on obtient finalement :





Ḃ =
Cm2 sin (θ1 − θ2)

4Ω
− γ′aB2

4
1

1 + Ω2T 2
1

−B

(
γ − σl

T
N0

)
− aKC2

2

Ċ =
Bm2 sin (θ1 − θ2)

2Ω
− C

(
γ − σl

T
N0

)
− aKBC

2

(A.200)

A.10.2 Existence du régime de battement

En régime stationnaire, et en utilisant l’hypothèse initiale m, γη ¿ |Ω|, on obtient :





0 = −γ′aB2

4
1

1 + Ω2T 2
1

+ dB

0 =
Bm2 sin (θ1 − θ2)

2Ω
+ dC − aKBC

2

(A.201)
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où l’on a posé d = σlN0/T − γ. Il vient :




C

B
= −m2 sin(θ1 − θ2)

Ω(2d− aKB)

d =
γ′

4
aB

1 + Ω2T 2
1

(A.202)

Comme on a m ¿ γ, on peut supposer γ = γ′. On suppose de plus aB ' 2η. L’inégalité :

d ¿ γη , (A.203)

permet de vérifier de façon auto-consistante cette hypothèse à partir de l’équation A.192. On a donc
finalement :

C

B
=

m2 sin(θ1 − θ2)
Ω

(
2Kη − γη

1 + Ω2T 2
1

)−1

. (A.204)

A.10.3 Stabilité du régime de battement
On part du système suivant pour l’étude de stabilité du régime de battement :





Ḃ =
Cm2 sin (θ1 − θ2)

4Ω
− γaB2

4
1

1 + Ω2T 2
1

−B

(
γ − σl

T
N0

)
− aKC2

2

Ċ =
Bm2 sin (θ1 − θ2)

2Ω
− C

(
γ − σl

T
N0

)
− aKBC

2

Ṅ0 = W − N0

T1
− aNseuil

2T1
B

(A.205)

On rappelle que :

d =
σl

T
N0 − γ =

γη

2(1 + Ω2T 2
1 )

. (A.206)

On suppose que le couple (C, B, N0) subit une petite variation (c, b, n0) exp(λt). On obtient alors :




λb =
cm2 sin (θ1 − θ2)

4Ω
− bγη

1 + Ω2T 2
1

− b

(
γ − σl

T
N0

)
+ B

σl

T
n0 − aKCc

λc =
bm2 sin (θ1 − θ2)

2Ω
− c

(
γ − σl

T
N0

)
+ C

σl

T
n0 − aKBc + aKCb

2

λn0 = −n0

T1
− aNseuil

2T1
b

(A.207)

On obtient :
n0 = − abNseuil

2(1 + λT1)
. (A.208)

Le système s’écrit alors :




λb =
cm2 sin (θ1 − θ2)

4Ω
− bγη

2(1 + Ω2T 2
1 )
− bγη

1 + λT1
− aKCc

λc =
bm2 sin (θ1 − θ2)

2Ω
+

cγη

2(1 + Ω2T 2
1 )
− bγaC

2(1 + λT1)
− aKBc + aKCb

2

(A.209)

En négligeant les termes du type m/Ω et C/B, on obtient la forme simplifiée suivante pour le déterminant
de ce système : ∣∣∣∣∣

λ + γη
1+λT1

+ γη
2(1+Ω2T 2

1 )
0

0 −λ−Kη + γη
2(1+Ω2T 2

1 )

∣∣∣∣∣ (A.210)

Les valeurs de λ qui annulent ce déterminant sont donc les solutions des équations suivantes :




λ +
γη

1 + λT1
+

γη

2(1 + Ω2T 2
1 )

= 0

λ = −Kη +
γη

2(1 + Ω2T 2
1 )

(A.211)
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La première équation se réduit, avec les approximations habituelles, à :

λ2 +
λ

T1
+ γη = 0 , (A.212)

qui admet les racines suivantes :

λ1,2 = − 1
2T1

± iωr . (A.213)

où l’on voit apparâıtre la fréquence de relaxation, définie par :

ωr =
√

γη

T1
. (A.214)

La seconde équation se résout immédiatement :

λ3 = −Kη +
γη

2(1 + Ω2T 2
1 )

(A.215)

Pour que la solution considérée (régime de battement) soit stable, il faut que les parties réelles des valeurs
propres λ1,2,3 soient négatives. C’est automatiquement le cas pour λ1,2. Pour λ3, cette condition s’écrit :

K >
γ

2
1

1 + Ω2T 2
1

. (A.216)

A.10.4 Non-linéarité de la réponse en fréquence

De même que l’on a établi les équations d’évolution des fonctions lentement variables B et C à partir
des expressions des fonctions de modulation xM , yM et ΦM , il est possible d’établir l’équation d’évolution
de F . L’équation d’évolution de la phase dans le système A.188 s’écrit :

Φ̇ = Ω− m

2

√
Y −X

Y + X
cos(Φ + θ1) +

m

2

√
Y + X

Y −X
cos(Φ + θ2)− Y√

Y 2 −X2

σl

T
=m(N1e

iΦ) (A.217)

On remplace alors X, Y et Φ−Ωt par leurs expressions en fonction des fonctions lentement variables B,
C et F et des fonctions modulées xM , yM et ΦM . En moyennant sur quelques périodes de Ω, on obtient :

Ḟ = −m

2

〈(
1− xM

B

)
cos(Ωt + ΦM + θ1)

〉
+

m

2

〈(
1 +

xM

B

)
cos(Ωt + ΦM + θ2)

〉
+

γη

2ΩT1
. (A.218)

Cela donne :

Ḟ =
m

2

〈xM

B
[cos(Ωt + θ1) + cos(Ωt + θ2)]

〉
+

m

2
〈ΦM [sin(Ωt + θ1)− sin(Ωt + θ2)]〉+

γη

2ΩT1
, (A.219)

d’où finalement :

Ḟ =
m2

2Ω

[
cos2

(
θ1 − θ2

2

)
− sin2

(
θ1 − θ2

2

)]
+

γη

2ΩT1
. (A.220)

Il est intéressant de noter que le second terme, toujours négatif, est dû au décalage dit “d’Adler”. Il
correspond au développement limité de

√
Ω2 − Ω2

L. Le premier terme, toujours positif, est un effet de la
modulation en intensité des modes (winking). Le troisième terme, également toujours positif, est quant-à
lui lié au réseau d’inversion de population. La réponse en fréquence du gyrolaser à état solide prend
finalement la forme suivante :

〈Φ̇〉 = Ω +
m2 cos(θ1 − θ2)

2Ω
+

γη

2ΩT1
. (A.221)
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A.11 Rotation réciproque induite par la non-planéité
On s’intéresse dans ce qui suit au calcul de l’angle de rotation réciproque induite par la non-planéité

de la cavité dans le cas du démonstrateur décrit dans la partie 4.2.1. Les coordonnées des points s’écrivent
(figure 4.15) :

A =




0
0
0


 B =




86
0
0


 C =




71, 5
35, 67

1


 D =




14, 5
35, 67

0




On en déduit les normales aux plans d’incidence :

(DAB)⊥



0
0
1


 (ABC)⊥




0
−2, 802.10−2

1− 3, 927.10−4


 (BCD)⊥




−1, 753.10−2

−3, 514.10−2

1− 7, 713.10−4


 (CDA)⊥




−1, 754.10−2

7, 13.10−3

1− 1, 793.10−4




d’où les angles entre les plans d’incidence :

θAB = 1, 61◦ θBC = 1, 08◦ θCD = 2, 42◦ θDA = 1, 09◦ (A.222)

θAB est l’angle entre les plans (DAB) et (ABC). θBC est l’angle entre les plans (ABC) et (BCD).
θCD est l’angle entre les plans (BCD) et (CDA). θDA est l’angle entre les plans (CDA) et (DAB). Les
matrices des miroirs s’écrivent :

MA = MB =

(
1 0

0 −1

)
MC = MD =

(
1 0

0 0

)
.

La matrice de Jones totale dans le sens de parcours A+ → B → C → D → A → A+ s’écrit [112] :

M+ = MA.R(θDA).MD.R(−θCD).MC .R(θBC).MB .R(−θAB) =

[
0.9978266242 −0.04688176960

0.01898503274 −0.0008919905614

]

Dans le sens A+ → A → D → C → B → A+, on a :

M− = R(−θAB).MB .R(θBC).MC .R(−θCD).MD.R(θDA).MA =

[
0.9978266241 −0.01898503274

0.04688176960 −0.0008919905614

]

La valeur propre non nulle commune à ces deux matrices est 0, 99693, correspondant à une rotation
effective d’environ 4, 5◦ et à des pertes en intensités d’environ 0, 6%. Il convient de noter que la convention
utilisée ici, qui est celle de [112], n’est pas la même que celle que nous avons établie au chapitre 3. En
particulier, dans le calcul présenté ci-dessus, la rotation Faraday change de signe avec le sens de parcours
et la rotation réciproque ne change jamais de signe.





Annexe B

Fluctuations en température

On s’intéresse dans ce qui suit à la stabilité du facteur d’échelle sous l’effet des fluc-
tuations en température. Le facteur d’échelle, noté S, est on le rappelle le coefficient
de proportionnalité qui existe entre la vitesse angulaire du gyrolaser et la fréquence de
battement. Il est donné par la formule :

S =
4A

λL
, (B.1)

A et L étant respectivement l’aire et la longueur optique de la cavité laser et λ étant la
longueur d’onde (moyenne) d’émission laser dans le vide. Naturellement, la qualité d’un
gyrolaser dépend directement de la stabilité (et de la répétabilité) en température de son
facteur d’échelle S.

Dans le cas du gyrolaser à hélium-néon, la (relative) stabilité du facteur d’échelle en
température est assurée par la stabilité des trois paramètres A, λ et L indépendamment :

– la stabilité de A est garantie par l’utilisation pour le support de la cavité d’un bloc
de matériau à très faible coefficient de dilatation (type zerodur) ;

– la stabilité de λ est garantie par la non-variation de la fréquence de la transition
atomique utilisée ;

– la stabilité de L est assurée par un asservissement de la longueur de cavité sur cette
transition atomique à l’aide d’une cale piézo-électrique.

Dans le cas du gyrolaser à état solide, il n’est pas possible de procéder de la même
façon pour garantir la stabilité du facteur d’échelle, et ceci pour plusieurs raisons :

– la fréquence du maximum de la courbe de gain d’un milieu solide est usuellement
soumise à d’importantes variations en température (-1,3 GHz/◦C pour le Nd :YAG
à 1,06 µm entre -50◦C et +100◦C [127]), alors qu’elle est beaucoup plus stable dans
le cas de l’atome de néon ;

– pour des ordres de grandeurs de cavité typiques des gyrolasers ('30 cm), la largeur
de la courbe de gain d’un milieu solide est usuellement de l’ordre de plusieurs dizaines
d’intervalles spectraux libres (alors qu’elle est inférieure à un intervalle spectral libre
dans le cas de l’atome de néon), ce qui ne permet pas d’utiliser le niveau de gain
disponible comme signal d’erreur pour l’asservissement de la longueur de cavité
(comme c’est le cas sur le gyrolaser à He-Ne) ;
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– les variations en température de longueur optique sont usuellement beaucoup plus
importantes dans les cristaux que dans les gaz (variations de longueur géométrique
et d’indice optique), ce qui les rend plus difficiles à compenser à l’aide d’une cale
piézo-électrique standard.

La possibilité de garantir la stabilité en température du facteur d’échelle du gyrolaser à
état solide par un asservissement de la longueur de cavité comme il est fait dans le cas du
gyrolaser à He-Ne doit donc être écartée et remplacée par une autre technique, que l’on
présente ci-dessous et qui a fait l’objet d’un dépôt de brevet [184].

Les problèmes de fluctuation en température des lasers à état solide ont par ailleurs
été étudiés en vue d’applications autres que gyrométriques. La société Lightwave Elec-
tronics propose par exemple un protocole de définition d’architecture d’un laser à état
solide [185] ayant pour but de rendre égales les variations en température de la fréquence
du maximum de la courbe de gain du milieu utilisé et de la fréquence de résonance des
modes de la cavité laser, de manière à assurer une émission sans saut de mode sur une
large plage de température.

On propose ici un protocole de définition d’architecture d’un gyrolaser à état solide
garantissant la stabilité optimale du facteur d’échelle sur la plage de température d’utili-
sation usuelle des gyrolasers (typiquement entre -40˚C et +80˚C). On présente ensuite
un raffinement de ce protocole qui permet en plus de réduire ou supprimer les sauts de
mode, au prix d’une architecture plus complexe.

Ce protocole fournit un moyen simple à mettre en œuvre et entièrement passif pour
assurer la stabilité du facteur d’échelle dans un gyrolaser à état solide.

B.1 Principe de fonctionnement

L’idée est de choisir, lors de la définition de l’architecture d’un gyrolaser à état solide,
les différents composants ainsi que la taille de chacun d’entre eux de manière à assurer la
stabilité en température du facteur d’échelle. En particulier, si la cavité est taillée dans un
matériau de coefficient de dilatation α0 et qu’elle contient un milieu amplificateur dont
la fréquence centrale d’émission est notée ν ainsi que des cristaux indexés par l’entier i
(on désigne abusivement par le terme “cristal” tout élément optique susceptible d’être
inséré dans la cavité et soumis à des variations de longueur et d’indice en température),
dont la proportion dans la cavité est notée xi (rapport de la longueur de cristal traversé
au périmètre de la cavité) et l’indice optique ni, les composants devront être choisis et
dimensionnés de manière à satisfaire la relation suivante :

(
2α0 +

1

ν

dν

dT

) [
1 +

∑
i

(ni − 1)xi

]
− α0 −

∑
i

(ni − 1)xiαi −
∑

i

dni

dT
xi = 0 . (B.2)

Cette relation sera justifiée au paragraphe suivant. Nous présenterons ensuite un exemple
de gyrolaser à état solide pour lequel cette relation est vérifiée. La possibilité de s’affranchir
des sauts de modes caractéristiques de l’état solide sera ensuite discutée.
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B.2 Relation fondamentale entre les caractéristiques des
différents composants

On se propose dans ce qui suit d’établir l’équation (B.2). Considérons pour cela une
cavité quelconque, de périmètre L0 et d’aire A. Le facteur de forme H = A/L 2

0 peut
être considéré comme constant sous l’effet d’une dilatation (si les contraintes mécaniques
auxquelles est soumis le gyrolaser respectent les symétries du dispositif). La cavité peut
contenir des éléments optiques ou cristaux susceptibles de se dilater, la longueur (respec-
tivement l’indice) du i-ème cristal étant notée Li (respectivement ni). Soit ν la fréquence
d’émission du milieu amplificateur. L’aire de la cavité s’écrit HL 2

0 , et sa longueur optique
s’écrit L0 +

∑
i(ni−1)Li. Avec ces notations, le facteur d’échelle prend la forme suivante :

S =
4HL 2

0

c

ν

L0 +
∑

i(ni − 1)Li

. (B.3)

La condition de stabilité du facteur d’échelle dS/dT=0 s’écrit alors :

(
2L0

dL0

dT
ν + L 2

0

dν

dT

) [
L0 +

∑
i

(ni − 1)Li

]
−L 2

0 ν

(
dL0

dT
+

∑
i

(ni − 1)
dLi

dT
+

∑
i

dni

dT
Li

)
= 0 ,

(B.4)
ce qui donne après division par νL 3

0 :

(
2

L0

dL0

dT
+

1

ν

dν

dT

) [
1 +

∑
i

(ni − 1)
Li

L0

]
− 1

L0

dL0

dT
−

∑
i

ni − 1

L0

dLi

dT
−

∑
i

dni

dT

Li

L0

= 0 .

(B.5)
Soit xi la fraction de périmètre de cavité occupée par le i-ème cristal, c’est-à-dire par
définition xi = Li/L0, avec xi > 0 et

∑
i xi < 1. L’équation (B.5) devient :

(
2

L0

dL0

dT
+

1

ν

dν

dT

) [
1 +

∑
i

(ni − 1)xi

]
− 1

L0

dL0

dT
−

∑
i

(ni − 1)xi

Li

dLi

dT
−

∑
i

dni

dT
xi = 0 .

(B.6)
Introduisons enfin les coefficients de dilatation des différents éléments mis en jeux, notés
αi et définis par αi = (1/Li)dLi/dT . α0 est le coefficient de dilatation du matériau consti-
tuant le support de la cavité. On a alors :

(
2α0 +

1

ν

dν

dT

) [
1 +

∑
i

(ni − 1)xi

]
− α0 −

∑
i

(ni − 1)xiαi −
∑

i

dni

dT
xi = 0 , (B.7)

qui est bien la relation énoncée plus haut.

B.3 Un exemple simple de réalisation

Considérons une cavité carrée de périmètre L0, taillée dans un matériau de coefficient
de dilatation α0 et contenant sur son chemin optique des cristaux de YAG de longueur
totale LY , d’indice optique nY et de coefficient de dilatation αY . Le milieu amplificateur
est supposé être du Nd :YAG, émettant à la fréquence ν = c/λ avec λ=1,06µm. Soit x la
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fraction de cristal de YAG présente sur le chemin optique, c’est-à-dire x = LY /L0 (avec
0 < x < 1). L’équation fondamentale (B.2) s’écrit dans ce cas :

(
2α0 +

1

ν

dν

dT

)
[1 + (nY − 1)x]− α0 − (nY − 1)xαY − dnY

dT
x = 0 . (B.8)

En résolvant cette équation pour la variable x, on obtient :

x =
α0 + 1

ν
dν
dT

dnY

dT
+ (nY − 1)

(
αY − 2α0 − 1

ν
dν
dT

) . (B.9)

Remarque : on fait bien entendu ici l’hypothèse que la valeur de α0 est telle que le
dénominateur dans (B.9) ne s’annule pas. Nous aurons l’occasion de revenir sur ce point
lorsqu’il sera question de supprimer les sauts de modes tout en maintenant le facteur
d’échelle constant.

Pour le dispositif décrit dans ce paragraphe, on a les valeurs numériques suivantes :

αY = 7, 6 ppm/˚K ,
dnY

dT
= 7, 3 ppm/˚K , nY = 1, 82 ,

(
1

ν

dν

dT

)

Y

= −4, 6 ppm/˚K .

(B.10)
En supposant que α0 soit exprimé également en ppm/˚K, on peut écrire :

x =
α0 − 4, 6

17, 3− 1, 64α0

. (B.11)

De la condition 0 < x < 1, on tire :

4, 6 ppm/˚K < α0 < 8, 3 ppm/˚K . (B.12)

On voit par ce raisonnement que la cavité doit être libre de se dilater suffisamment pour
compenser les variations des autres paramètres. En particulier, l’utilisation du zerodur
ne semble pas adaptée à ce type de dispositif. Un couple de solution typique de cette
équation pourrait être α0 = 6, 3 ppm/˚K (cas de certains verres) et x = 0, 25 (7,5 cm de
cristal de YAG dans une cavité de 30 cm).

B.4 Suppression des sauts de modes en conservant le
facteur d’échelle

L’hypothèse faite dans tout ce qui suit est que l’émission dans le gyrolaser à état solide
est monomode, au sens où la différence de gain entre le mode le plus proche du maximum
de la courbe de gain et les modes voisins est suffisamment importante pour empêcher
ces derniers d’osciller (cela est typiquement vérifié dans le Nd :YAG pour des cavités en
anneau de l’ordre de 30 cm lorsque celles-ci sont en rotation à plus de 10◦/s). Dans ce
cas, il est possible de faire en sorte que le mode ayant le maximum de gain pour une
température donnée conserve cette caractéristique sur une large plage de température,
comme cela a été suggéré dans [185]. Pour cela, il faut conserver constant le rapport de
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la fréquence du maximum de la courbe de gain ν à l’intervalle spectral libre c/L. Cela
s’écrit :

1

ν

dν

dT
+

1

L

dL

dT
= 0 . (B.13)

Avec la même cavité et les mêmes notations qu’au paragraphe 5, cette condition d’absence
de saut de mode s’écrit :

[
L0 +

∑
i

(ni − 1)Li

]
1

ν

dν

dT
+

dL0

dT
+

∑
i

dni

dT
Li +

∑
i

(ni − 1)
dLi

dT
= 0 , (B.14)

qui devient après division par L0 :
[
1 +

∑
i

(ni − 1)xi

]
1

ν

dν

dT
+ α0 +

∑
i

dni

dT
xi +

∑
i

(ni − 1)xiαi = 0 . (B.15)

Cette équation exprime, comme on l’a vu, la condition d’absence de saut de mode. Dans
le brevet précité déposé par Lightwave [185], il est proposé un laser (contenant un seul
cristal intracavité (i = 1) et dans une cavité supposée sans dilatation (α0 = 0)) qui vérifie
cette équation. Dans notre cas, cette équation n’a de sens que si l’on a préalablement
rempli la condition (B.2) de stabilité du facteur d’échelle. La vérification simultanée de
ces deux conditions se réduit au système suivant :





α0 = −1

ν

dν

dT∑
i

[
dni

dT
− (ni − 1)(α0 − αi)

]
xi = 0

(B.16)

Il n’est pas toujours possible de remplir cette contrainte. Ainsi, si l’on reprend l’exemple
simple du paragraphe 6 (présence de cristaux de YAG uniquement), la condition (B.16)
est impossible à remplir, comme on peut s’en convaincre en remarquant qu’elle s’écrit (les
valeurs numériques sont exprimées en ppm/˚C) :

{
α0 = 4, 6

7, 3− 0, 82(α0 − 7, 6) = 0
(B.17)

B.5 Une réalisation sans saut de mode

On s’autorise dans ce qui suit l’utilisation de deux types d’éléments intracavité, repérés
par les indices 1 et 2. L’équation (B.16) s’écrit dans ce cas :





α0 = −1

ν

dν

dT[
dn1

dT
− (n1 − 1)(α0 − α1)

]
x1 +

[
dn2

dT
− (n2 − 1)(α0 − α2)

]
x2 = 0

(B.18)

Supposons que le matériau 1 soit du YAG, incluant le milieu amplificateur (Nd-YAG à
1060 nm). Avec les chiffres donnés plus haut, on obtient :

dn1

dT
− (n1 − 1)(α0 − α1) = 7, 3− 0, 82(4, 6− 7, 6) = 9, 76 ppm/˚K > 0 (B.19)
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Il est donc nécessaire, pour satisfaire la condition (B.16), d’utiliser un matériau 2 vérifiant
la condition :

dn2

dT
− (n2 − 1)(α0 − α2) < 0 (B.20)

A titre d’exemple, si l’on utilise le verre PK51A produit par la société Schott, on a (données
fournies par la société Schott sur notre demande) :

α2 = 12, 7 ppm/˚K ,
dn2

dT
= −7 ppm/˚K , n2 = 1, 5 , (B.21)

d’où :
dn2

dT
− (n2 − 1)(α0 − α2) = −3 ppm/˚K < 0 (B.22)

Les longueurs des matériaux 1 et 2 utilisées doivent être dans le rapport inverse des
coefficients calculés ci-dessus, pour que la relation (B.16) soit satisfaite. Dans l’exemple
donné ici, on doit avoir x1/x2 = 3/9, 76 = 0, 3, soit par exemple 5 cm de YAG et 16 cm de
PK51A. Naturellement, le support de la cavité doit être usiné dans un matériau vérifiant
α0 = −(1/ν)dν/dT = 4, 6 ppm/˚K, tel qu’un verre par exemple.

B.6 Conclusion

On a proposé un processus de définition d’architecture pour un gyrolaser à état so-
lide permettant de limiter fortement les variations du facteur d’échelle. Des exemples de
réalisations ont été présentés. La possibilité de supprimer en plus les sauts de modes
comme dans [185] sur le gyrolaser à état solide est démontrée théoriquement, même s’il
apparâıt que la prise en compte des contraintes spécifiques au facteur d’échelle rend ce
dernier point plus difficile à réaliser que dans [185].
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[91] J. Greffet, Électromagnétisme, Cours de première année de l’École Supérieure
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l’École Polytechnique (2 tomes) (2000).

[104] P. Glorieux, Dynamique des lasers , In Les lasers et leurs applications scientifiques
et médicales , sous la direction de C. Fabre and J.-P. Pocholle. EDP Sciences
(1996-2002), disponible en ligne sur http://www.bibsciences.org.

[105] E. Lacot, Dynamique Spectro-Temporelle des Lasers - Application à la spectrosco-
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[130] F. Bretenaker, B. Lépine, J.-C. Cotteverte and A. Le Floch, Mean-Field
Laser Magnetometry , Physical Review Letters, 69 (6), p. 909 (1992).
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au Collège de France (2001-2002), disponibles sur http://www.phys.ens.fr/

cours/college-de-france.

[176] F. Chevy, Dynamique d’un condensat de Bose-Einstein, Thèse de doctorat, La-
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