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G(J(H �!������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( HB
G(J(H(E ����. �� �� )��� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( HB
G(J(H(F O���)��� �.��'��� �%�� ��� �� )��� � '� ������� � ( ( ( ( ( ( ( HB

G(G ��� 5���� '����� '�� ��� ������ 2 ��%���. �� � �� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( HK
G(G(E P���� '����� �� ������������ ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( HK
G(G(F ��� 5���� )����+'����� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( HK

G(G(F(E P���� )����+'����� ������!�� ��. ��%��������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( HL
G(H < �%��. ���! ��� � �� ��� 5���� '����� ������ ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( HL
G(I ��� 5���� )����+'����� ������ ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IN

G(I(E ����. �� �$��'��� ������ ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IE
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G(K P���� '����� ������!�� ��. ��%��������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IB
G(L ���������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IB
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H(E ��� �������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( II
H(F :�! � ����� �� ���  !����� 2 ��''� � � ������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IK

H(F(E :�! � ����� �� ��� 5���� '����� � ��������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IK
H(F(F :�! � ����� �� ��%��������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IK
H(F(B :�! � ���� ����!� '� �� �
� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( IL

H(F(B(E ������" ,������ %� ����� ��  !����� �� �� �
� ( ( ( ( ( ( ( ( ( KE
H(F(B(F �$��� ��!� �)�� �$���������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KE
H(F(B(B �� ��! � ���� ������!� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KF

H(F(J ���������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KF
H(B :�! � ����� �� ���  !����� �� �� �
� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KJ

H(B(E ��� ����������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KG
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H(B(F(F M�� ��!� �)��� ������!�� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KI
H(B(F(B ������� �$���������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KK

H(B(B �� ���! ����)��� ��� ��! � ����� �,������ ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KK
H(B(J ��' !���������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( KL

H(B(J(E �$� , � �� ���� � ���)��� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( LG
H(B(J(F � , � ��. � 6��� %���!�� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( LG
H(B(J(B ���������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( LH
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H(B(H ��''� � �%�� ��� %���� � �$�.�������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( LL

H(J :�! � ���� �� ��� '� ������ )������)�� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ENE
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H(G(F(F ���� ����� �� ������ ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EEJ
H(G(F(B �.��'�� �$�''�������� ��  !������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EEG
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H(H(E :�! � ����� ��.��� ��������� ��� ��������� ��.���� �'��)��� ( ( ( ( ( ( EEK
H(H(F ��� �� )��� � ?��� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EFN
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H(I �!�������� �$���� ������ ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EFJ
H(I(E ���#� 2 �� ��%��� �� �� ��! � ���� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EFJ
H(I(F ������� ������� �� ���  !����� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EFI
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H(I(F(F ������������ ��  ���� �$��� ,���� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EFI
H(I(F(B ��!��� ����� �� ��� �������� �� � ��# � �� �������� ( ( ( ( ( ( ( EFK

H(I(B ������������ �%�� �� )��� � ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EFL
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I(F �$�'' ���� '� ���%� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EJN

I(F(E ���� �'���� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EJN
I(F(F 
 �,�#��� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EJN

I(F(F(E ��>����! 2 ��  ��� ��� �  �� � ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EJN
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I(J �$�'' ���� B� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EJB
I(G �������� ' �'��!� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EJL

I(G(E ���� �'���� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EJL
I(G(F �$!��'� �$�������������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EGN
I(G(B �$!��'� �� ' �������� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EGN

I(G(B(E 
 �������� �� �� '� ������ &�� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EGN
I(G(B(F 
 �������� �� �� ��! � ���� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EGE
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I(I(E Q%������� �� ���, � �� �R��� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EHH
I(I(F �!����� ��� �����.�� ���� �$��'��� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EHK

I(I(F(E �  �� � �� ' �'������� �� ��%��� �� �� '� ������ &�� ( ( ( ( ( ( EHL
I(I(F(F 1����� �� ��%��� �� �� ��! � ���� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EHL

I(I(B ����������� ��'��!�� '� �� ���%����� ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( EIE
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K(B �������� �$!������ �� ��#��� �
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�� ���" ����� ��� ���� ������( ���� �� � ��'� �� �!������ �� � ��%� �� � �������� ��  !�����
THNU" TGFU" TEJU" TJBU" �� ��� �� )��� � ������� �� ' !���,�� %��� � �@� � �� ���� ��� ��� '�.���
%������ '� � � � � ������� �� ��A! ���� �� ��%��� �� � �� �� �� ������ ( 
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��� ��������! �$��� !��'� �� ��%����� �� ��������  !����� � ���  !����� �� �����*������ '�� ��
� ��# � �$�����!�!��!" ���%�� �$��� !��'� �� *����� ��� �������� '� ������ ��!( 
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�!����� � �$�%������ �� ' ���� � ��� ������ � � #�  !����� �" ���� ���� � �$�����%!����� ��
�!'��� � �� '������ � '� ��#� �� ����� )�� �$��� �������������� ��  ���� �� �$���� �����( ���
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�� 2 �� ��'� �$���� ������ '��� �������� 2 ��� ���� � ��� '� ��#� �� TLIU" 2
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�!������ � ��  ��������� �#� �� �!,��(
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�$��� ��� ' ����'���� ����%������ '�� �� ������������ ���� ����%� ���� ��� !�����  !������
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�3+J THGU" THJU �� �
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 �� �� ' �����'�� ��� !�! �!%���''!� )�� ��� '�� ,�� �$�.� ������" ���� ����%� �� ��������)��"
�$�,���� %��!� 2 '� �� �� �!)������ ���� �� ������� '��� 6� � � #� %� �!( �� ���)�� �$��*� +
������� �� �� ������� ��� ������ *��� )�� ��� �'' ����� ���� ����%�� ���� '� ������# �����
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 �''� � � #� !� ��� �%�� �� ������� �� ����� ��#��( ��� �.��'��� �$�'' ����� ��������)���
���� �!� ��� ���� TJLU �� TENFU(

���� �� '��'� � �� ����#��� ���� ����*�" �$���� ������ � ���� �� �� ' ���# � ����� �� ��
�!)�����" �&� �� �!&�� �$�,��� �$���! 6�( �������" ��� �,��� ��� ��������)������ ���%� ����
�� ���� �� �� �!)�����( �� �!�! ��" ��� ���� ������ '� ������� !�������� 2 �$���������� �$��+
��  ��' � �$�.!������ '�� *�� � ��� ����&������� )���� ���  !������� �,����� �� ���� '��
�����*�������(

���� TEEU" �� %����� �� �� ���! ����)��� ��� ������! '�� �!� � � ���)�� '�.�� �� �$�����(
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'� ������� �$������ �� *������� �� ������! �� ' �,�,����! �� ������� ���  !����� �����������
�$�,���( ��� '�.��� ���� ��� � ��� �,�!� 2 ��  !���� '�� ��)����� �� ' �,�,����! �$�''� �������
�� ���#�� ��� �� '��� � ����( ���  !����� ����� �,������ �� ���� '�� �!������ ����� �����.��(
4��� )�� ����� �!����� ��� !�! ��� ��� ' ���# �� ' �'��!�� '�� �� ������������ ���� ����%�"
�$���� ������  �)���� �� �� '� � �� �$���������� �$��� '�� � #� �������%�" �� �$���������� ����
6� � ��'�,�� �� ������ ��� '����� ��� �,���� ��� '���  �' !�������*�" �� �� �!����� �� ' !%���
'�� �� ��  ������� �� ���  !������� �� ���� '�� �����*�������( M� ����#�� ������� � ���� �%��
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�$�����( M� ���� ����� �� ��'� [ *�55� �+����� \ �%�� ��� ���� ������ �� �����.��! ������
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��������)������ �� ��������� ��� �'' ���� �� ���'�������� ��� ������ � �� ���%�����
���%�� �$��� ����� �� '� ���� ��� ���. �� ' ����� ����� �� )��� � 0 �� �� �6�� ����# � )��
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�'' �.�����* ��� ����� '� �$���������� ��� ��� � ������! ����� �������������� �$�� ������ ����*
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�6�� !�!���� �� A" a(i, i′)( 	��� �''���� ��� ��� !�!����� a ∈ A ���

�
 �� �� ��! � ����( ��
������ �� '��� '����� ��������� i �� i′ ���

a(i, i′) = inf{a | (a ∈ A) ∧ (i ∈ a) ∧ (i′ ∈ a)} YB(FNZ

�� �� �������� ��  ��'������� ��� �$������ �� �� ���&������ �� ��� !�!���� ���� �� ��! � ���� /

d(i, i′) = f(a(i, i′)) YB(FEZ

�$�.������� �� �$!�!���� a(i, i′) ��� �� ����� �� I ∈ A Y�$�����,�� ���'��� ���  !��� ����
��� ����� ������ ��  ��'������ �� ������ �� �$� , �Z( �$!�!���� a(i, i′) ��� �,���� '� ���� +
������� �� ������ ��� ������� ��������� i �� i′( �� �$!�!���� a(i, i′) �$�.���� '�� Yi ∈ A �� i" i′

�''� �������� 2 ��� ������� ��A! ����Z" ��� � �� �������� ��� � i �� i′ ��� �!&��� ����� !����
��&���(

�� �������� ����� �!&��� ��� ��� �������� ��� ��!� �)��( 
�� �� %! �&� " �� ��>� �� %! �&� 
)��

∀ i, i′, i′′ ∈ A d(i′, i′′) ≤ sup { d(i′, i), d(i, i′′) } YB(FFZ

�� �A��" a(i, i′) �� a(i, i′′) ����������� ���� ��� ���. �$!�!���� i" �� )�� ��'��)�� )�� �$��
��� ���. �����,��� �������� �$��� � Y�.���� B(K �� �� ��! � ����Z �� �� ����!)����� ��������
��� � ��� !�!����� i" i′ �� i′′( ��  ������� ��� ��!� �)�� ��� ��� � %! �&!�" �� '��� 6� � !����!� /
�������� �� �� ���������� ���� ������ ���� ������	
 i′ �	 i′′ 
��	 �����
 ���� �� �������� ���
 �
	
���
 ��	�	 �� �"��  �������� �� �� ���������� ���� ������ 	���
 ������	
 i� i′ �	 i′′ 
��	 �����

���� �� �������� ���
(

�!��' �)������" !���� ����! �� �����,�� &�� I ���� �$��� �������� ��� ��!� �)�� d"
�� '��� �!&�� ��� ��! � ���� ������ �����!� �� '� ���� A �� ' ����� ����� !�!����� �� ��
��! � ���� ��� ,����� �� �� �������� ��� ��!� �)�� �� �� ��������� 2 ���)�� !�!���� ��  ���� �� ��
,���� �� '��� '����� )�� �� ��������( �� �A��" �$�����,�� ��� ,����� �$��� �������� ��� ��!� �)��
%! �&� ��� �.����� B(K �� B(L( �$�.���� B(K ��� �����*��� '���)�� ���. ,����� �� �$��� ��!� �)��
���� ���� ���������� ���� �������� �$��� ���� �$��� �" �� �� ����!)����� ��� ���� ������� �����
�� '��� '����� ��� ���. �� �$�����,�� %���( �$�.���� B(L ��� ����� �����*��� / �� �$�� ' ��� ���
,���� )������)�� ��  ���� r" Br" �� �� ������# � �$�����,�� ��� ,����� ����� '�� ���� � �$��
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��� '����� �� ����� ,���� �� ��  ���� �� �������� ��*! ��� 2 r" �� ����" '� ��� ��� ' �' �!�!�
�� �$��� ��!� �)�� %��� ' !�!�������" )�� ��� ,����� ���� ���������� �������� ���� �� ,����
�� �!'� �( �� ����!)�����" �� '� �� )�$�� � � �� ����� ��� ,���� ���� !� �� ���)�� '���� ��
�$��'��� Y�� ,���� � �%���� *� �!� '� �� ���� '���� �%�� d = 0Z" �$����� �� ��� ,����� ����� ��
,���� �� �!'� � Br(
�� ��� ���	 �,�
����� �� �� ��*�
� ��� �� �������� I ��� �
���	�
� *�� ���4

�
*�� �� ���
�� �� ��� �
���	� ��������
,��( 
�� �!&�� �$��� ��!� �)�� 2 '� �� 
�� �� ��! � ���� �� ��>� �� ' ��� � ����� �������� ��� ��!� �)�� ��� � ���. !�!����� �$��+
���� �� �� ���&������ �� �� ������ �� '��� '����� ��������� ��� ���. !�!�����" �� '�� �!&�� 
�� ��! � ���� �� ���&!� 2 '� �� �� �� �������� ��� ��!� �)�� �� ��>� �� ' ��� � ��� ,����� ��
����� �������� ����� ������� �� �� ��! � ���� �� ���  ���� ����� ������ �� �� ���&������( ��
��! � ���� ������!� 2 d ��� *� �!���� &��" �� �$�.���� B(EB �� �$��� ��!� �)�� ����� �$��'���
Yi = i′ ⇒ d(i, i′) > 0" �� )�� ��'��)�� )�� ��� ,����� ��  ���� ��� ����������� ��� !�!�����
����!�Z( �� �����'������� ��� �.���� '�� ����� � �$!�����! Yi = i′ ⇒ d(i, i′) ≥ 0Z" �� ������
�� '����,����! �$�%�� ��� ,����� ��  ���� ��� Y��%��� '��� &� �� �� ��! � ����Z ��������� '���
�$�� !�!���� �� I" �� )�� '� ��� �� � �%����� �%�� ��� ��! � ����� A )�� �� ���� '�� &���(

����� "�#
$�� �%���������� ���

��A! ����� ��� ��!� �)��� dk '��%��� 6� � �!&���� �� �� �6�� �����,�� �� ����!�� I( ��
'��� ��� � �$����  ��� �� �� *�7�� �� ��� ���,��� '�� �,���� �� ���%����� ��� ��!� �)���"
)�� ����� ��� ���� 2 �� ���%����� ��! � �����(

#�� ����������
,��� �� ��� *����� �� %! �&� )�� �� �������� �!&��� �����

d(i, i′) = sup
k
{dk(i, i′)} ∀ i, i′ ∈ I YB(FBZ

��� ��� �������� ��� ��!� �)��" �� )�� '� ��� �� ���,��� '������ � ��� ��!� �)���(
���� ' !������ / �� ��' �$��� ��!� �)��� ������# � ���. !�!����� ����� ��A! ���� �� ���

��� ��������� �� �!'� � ��� � %�� ����� !���� ��A! ����( 
� ���������" ���. !�!����� �� ���
������! !� ����� !���� ' ����� ��������� �� ������ ��� ��������� ���� �$���� �(

��6 ����������
,��� ������ ��������" �� �!� �)��

d(i, i′) = inf
k
{dk(i, i′)} ∀ i, i′ ∈ I YB(FJZ

�$��� '�� ��� ��� ��!� �)�� �� ��� ,����� �� �!&������� ���� '�� ��� ��! � ����(
] ��� � �$�.��'��" ������! ��� �� �����,�� A *� �! '� � ��� '����� a, b, c" �� ��)��� ���.

��������� ��� ��!� �)��� d1 �� d2 ��� !�! �!&���� /

d1 d2 dinf

�" , E F E
�" � B F F
," � B E E

4��� )�� ��� ��������� d1 �� d2 %! �&��� �� ��������� ��� ��!� �)��" �� �$��� '�� �� ��� '�� 
dinf " '���)�� dinf (a, c) � sup{dinf (a, b), dinf (b, c)}(

��'������" ���� %�  ��� ���� �� ������� B(J(G ������� ����� �� � ��� ��� ��!� �)���
2 '� �� �$�� ������ �� ��������( �����" �6�� �� �� �!� �)�� �!&��� '� inf �� ���������
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��� ��!� �)��� �$��� '�� ��� ��� ��!� �)�� �� ����+�6��" ���� '��� 6� � � ���*� �!� �� ���
��� ��!� �)�� �� '������ '� �� ����� ������ �$��� ��! � ���� �� ���&!�(

�� '��  � ������! � '� �.��'�� �$��� ��!� �)�� ��*! ��� � ��.��� 0 �''��!� !��������
��� ��!� �)�� ����+��������� 0" �$���+2+�� � �� '��� � ���� ��� ��!� �)�� '��� '����� )��
������ ��� dk( �� �A��" �� *������ �� ������ ��� ��� ��!� �)��� ��*! ��� �� ��. dk �$��� '��
%���" '���)�$���� �������� �� ����� �$��� ��!� �)�� �����( �� ��' �$��� ��!� �)��� ��� ��� ��+
� ��!� �)��" �� )�� '� ��� �� ������ " '� �� ������ ��� ��� ��!� �)��� ��*! ��� �� ��. dk" ��
'��� � ����(

���
	�����
�� ����������
,��� M� � � � ��.���� �'��)�� ��� !��,�� ���� �� �����,��
�$!�!����� �� ��������� 2 ���)�� !�!���� dm �� %����� (dm

1 , dm
2 , . . . , dm

n )( ��  ������� �$� � �
�� �!&��� �� �� ����# � ���%���� /

dj ≤ dk ⇔
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
dj
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)
��(
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1 = dk

1 �� dj
2 ≤ dk
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)
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1 = dk
1 �� dj

2 = dk
2 . . . �� dj

n ≤ dk
n

)
4��� �������" '�� '��%�� �!&�� �� � � � ��.���� �'��)�� �� ��� �!������ � )�$���  �������

�$� � � ��� !�! �!&��� ��� � ��� dk( 	�� � ��� �� '��� '�� �� ' �,�#��" '���)�� ��� dk ����
��� ��������� ��� ��!� �)���" �� ���� ��� ���, ��  !���( �$� � � ��.���� �'��)�� ��  ��'���
2 �$� � � �� ���������� � / '�� ���'� � ���. !�!����� ��  ��� �� �� ' ���� ���A �" �$�� � �
!�����! ��  ��� �� �� ���.�#��" ���(

�� ��.���� �'��� �$��� ��!� �)��� �$��� '�� ��� ��� ��!� �)��" ����� �� ���� � �$�.��'��
���%��� /

d1 d2 dlex

�" , B B YB" BZ
�" � B F YB" FZ
," � F B YF" BZ

�� �$�� %��� )�� dlex(a, b) � sup{dlex(a, c), dlex(c, b)}( �� �� �6�� ����# � )�� '�� �� ���
�� �$��* �$��� ��!� �)���" �� ����� ���� �� ���� � ��� ���� �� ������� B(J(G �� ��� '����,�� ��
������! � �� ��.���� �'��� �,����� ����� �� ������ �� �������� �� ��)��� ��� ��! � ����" ��
���� ��� ��� ��!� �)��" '��� 6� � ����� ����(

����& '����������� �%���������� ��� ( ������ �%�� ������ �� ��������

���%���" !���� ����! �� �����,�� I ���� �� %��� ��! � ����� ��� !�!�����" �� �� ���'���
'�� �$��� �������� ��� ��!� �)��" ���� �� '��� ������ �� ������ �� �������� Y�� ��������� ��!Z
s ��� � ��� !�!�����(
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∀ i, i′ ∈ I i = i′ ⇒ s(i, i′) > 0 YB(FGZ

∀ i ∈ I s(i, i) = 0 YB(FHZ

∀ i, i′ ∈ I s(i, i′) = s(i′, i) YB(FIZ
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�� '��� ��� � �$����  ��� �� �� *�7�� �� ����� �� � ��� ��������� ��� ��!� �)��� d 2 '� �� 
�� �$������ �� �������� s(

Q���� ����! �� ������ �� �������� s" �� ��� '����,�� �� ����� �� � ��� �������� ��� ��!� �)��
d 2 � �%� � �$!)��%������ ��� � ��� ��!� �)�� �� ��! � ���� �� ���&!�( � �
���	� ������4
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�� ��� ��
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�� �
�
��� ���� ��,��� ���� ��������
���� ��������� ��� � �7�� 	���� / d(i, i′) = f(a(i, i′))" �� f(a(i, i′)) ��� �$������ ��
�� ���&������ �� �� ������ a(i, i′) ���� �� ��! � ����" �� a(i, i′) ��� �� '��� '����� ������ ���������
i �� i′(

�� �.���� ���. ������)��� ' ����'���� '� ������� �� ����� �� � ��� ��! � ����� 2 '� �� �$��
������ �� �������� s / �� �!����� ���������� Y[ ,�����+�' \ �� �������Z �� �� �!����� ������+
����� Y[ ��'+���� \Z( �� �!����� ���������� ' ����� �� ��! � ���� ��  �� ��'��� ��������%�+
���� ��� !�!����� ���� �� �6�� ������ ����� �$������ �� �������� s( �� �!����� �����������
���'�� �$�'' ���� ���� �� �" �� �� ��! � ���� �$�,����� '� ��� ��%������ ��������%�� ��� �������
���)�$2 �,���� �� �� ��# � '���� ��� !�!����� ����!�(

���� '�� ����� �� � ��� ��! � ����� �� *��� 6� � ��'�,�� �� ������� �� ��������� ��! ��� �
���. ������� a, a′ ∈ A 2 '� �� �� �$������ �� ��������� ��! s(i, i′) ��� � ��� !�!����� ����!�
i, i′ ∈ I( �����" �$������ �� ��������� ��! ��� � �������" )�� ���� �''����� r(a, a′) ��� ��� *���+
���� �� �$������ �� ��������� ��! ��� � !�!����� s(i, i′)( ��A! ����� �!&������� �� ����� *�������
��#�� ��� 2 ��� ��! � ����� ��A! ����� �� ���� 2 ��� ��� ��!� �)��� ��A! �����( O���� ��
*������� r(a, a′) ��� � �������� Ya, a′ ⊂ b ⇒ r(a, a′) ≤ r(b, b′)Z ��� � ����� *������� '��� 6� �
������!� ����� ������ �� �� ���&������ f ������� �� �������� ��� ��!� �)�� Y �''����� )��
�$������ �� �� ���&������ ���� 6� � ��� *������� � �������� �%�� ��� ������� �� �� ��! � ����Z(
O���� r(a, a′) �$��� '�� ��� *������� � ��������" �� ������ �� �� ���&������ ���� 6� � �!&��(
���� �� ��� �� �� ����� ������ �� ,�� �� ����" �� ��>� �� ' ��� � �$� � � �� *����� �����
������ �� �� ���&������" �� �$��'� �� )����� *������� � �������� �� ��� � � �" ������ )�� '�� 
�� ����� ������ �� ���� �� ,�� �� ' ��� � ��� *������� �!� �������� �� �$� � � �� ��%�����(

Q���� ����!� �� ������ �� �������� ��� � ��� !�!����� ����!� s(i, i′) �� �� ������ �� ��������
��� � ������� r(a, a′)" �� '��� �� ������� �� �� ��! � ���� �,����� '� ����� ������ �� ����
�� ,�� ��� �� �6�� )�� ����� �,����� '� ����� ������ �� ,�� �� ����( ��  !'���� 2 �����
)������� ��� ���" ����� ���� %�  ��� '� �� �����(
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�$�'' ���� ���������� ��� �!� ��� '� �$���� ����� B(E( M� ������ �� �������� ��� � �������
��� �!&��" �� 2 ���)�� ��! ����� ��� ���. ������� ��� '��� ' ����� ����  �� ��'!��(

	��� ������� ������� )���)��� �.��'��� �� *�������� ������!�� '�� �!&�� �� ��������� ��!
��� � �������" r(a, a′)" 2 '� �� �� �$������ �� ��������� ��! ��� � ��� !�!����� �� I(

8�������
,�� ����4���
���� M�� '����,����! '�� �!&�� �$������ �� �������� ��� �
������� 2 '� �� �� �$������ �� �������� ��� � !�!����� ����!� �������� 2 ' ��� � ����� ������
�� �������� ��� � ������� �$������ �� �������� ��� � ��� � !�!����� ��� '��� ' �����( �$���+2+�� � /

r(a, a′) = inf{s(i, i′) | (i ∈ a) ∧ (i′ ∈ a′)} a, a′ ∈ A i, i′ ∈ I


�� ����� �!&������" �� �������� ��� � ������� ��� ��� *������� � �������� /

∀ a, b, c ∈ A (a ⊆ c) ∧ (b � c) ⇒ r(a, c) < r(b, c)
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,�� �-

�����
���� �0� ���� ����� ��������� �� ����� ������ �$��� ��! � ����

n← 	��, � ������� �$!�!�����

TableDissimilarités← ��������� ��! ��� � ����� '�� � �$!�!�����

9�
�� n > 1 ��

ai" aj ← < ��%� �������YTableDissimilaritésZ

��� ��'� Yai" ajZ ^��� ��'� ��� ���. ������� ��� '��� ' �����_

��������� YTableDissimilaritésZ ^��������� ��������� ��!� ��� � ��� �������_

n← n− 1

��� 9�
��

�����" �� '��� ' ��� � ����� ������ �� �� ���&������ �$��� ������ b �� �� ��! � ���� �$������
�� �������� '�� ��)��� ����� ������ ��� ��������!� /

∀ a, a′, b ∈ A f(b) = sup{r(a, a′) | a, a′ ∈ b}
�� ����� �������� ��� ��!� �)�� �� '��� '���� ������ �� �� ���&������ '�� ��)��� ���. !�!�����
����  �� ��'!� ���� �� �6�� ������ /

d(i, i′) = f(b(i, i′)) �%�� b(i, i′) = inf{b | (b ∈ A) ∧ (i ∈ b) ∧ (i′ ∈ b)} YB(FKZ

�$��� ��!� �)�� ����� �!&��� ��� �$��� ��!� �)�� ��*! ��� � ��.��� Y�� �!����� ����� '���
6� � � ��%!� ���� TBUZ( 
� ��*! ��� �" �� �����&� ��� �������� �� ���� '���� ��*! ��� � 2 s"
�$���+2+�� � /

d(i, i′) ≤ s(i, i′) ∀i, i′ ∈ I YB(FLZ


� ��.���" �� �����&� )�$���� ��� '��� � ���� )�� ������ ��� ��� ��!� �)��� ��*! ��� �� 2
�$������ s( ����� ��� ��!� �)�� ��� ����� )�$�� �,����� ��� �� ������! ��� �� *������ dk ���
��� ��!� �)��� ��*! ��� �� �� !����� 2 s" �� �� ��������� �� ��'( �� �A��" ����� ���� �%��� %�
���� �� ������� B(J(J" �� ��' �$��� ��!� �)��� ��� ���� � ��� ��� ��!� �)��(

�$��� ��!� �)�� ��*! ��� � ��.��� ��  ��'��� 2 �� ����� ������ �� �� ��! � ���� '� �����
�������.( ] ���)�� ��! �����" ��� ���. ������� a �� a′ ��������� ��� !�!����� i �� i′ ��� '���
' ����� ���� *������!��( �����" ���. ������� ���� *������!�� �� ����� ��� ���. !�!����� ' �����
�$�� �� �$��� �" ���!'��������� ��� ��� �� !�!����� �� �� ������( �� ��'� �� ��! � ���� �� +
 ��'��� ��. �!������ �� ������&������ '� ������� �������. �� [ ������ ���D��� \ Y���@����
���'��Z TBFU" TBBU" TFFU( ���� �� ��'� �� ��! � �����" ��� ������� '��%��� ��  �����,�� '� ���
%��������� !� ����" �� )�� '��� ����� ���� 2 ��� ������� ��. *� ��� ������!��(

8�������
,�� �����
���� �� ���� �� �!&�� �$������ �� �������� ��� � ������� �����
�$������ �� �������� ��� � ��� � !�!����� ��� '��� ' �����" �� '��� �� �!&�� ����� �$������ ��
�������� ��� � ��� � !�!����� ��� '��� !�����!� /

r(a, a′) = sup{s(i, i′) | (i ∈ a) ∧ (i′ ∈ a′)} a, a′ ∈ A i, i′ ∈ I YB(BNZ

�� ��! � ���� ��� ��� � ����� ���� '� *����� ��� ������� a �� a′ ���� ��� ���. !�!����� i ∈ a ��
i′ ∈ a′ ��� '��� !�����!� ���� '��� ' �����( �$������ �� �� ���&������ '��� '���� '�� ��)��� ���.
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!�!����� ����  �� ��'!� ���� �� �6�� ������ ����� �� �������� ��� ��!� �)��" ��� )�$�.' ��!
'� ��  ������� B(FK( �� *������� r(a, a′) !���� � ��������" �� '��� ' ��� � �� %���� �� �����
*������� ����� ������ �� �� ���&������" �� �$��'� �� )����� *������� � �������� �� �$� � � ��
*�����(

�$������ r )�� ���� %����� �� �!&�� ����� ��� ��� ��!� �)�� �� ���� '���� ��'! ��� �
2 s" ����  ��� )���� )�$���� �$��� '�� �$��� ��!� �)�� ��'! ��� � ������( �� �A��" �� �$��
������# � �$�����,�� ��� ��� ��!� �)��� dk �� ���� '���� ��'! ��� �� 2 s" '�� � ��%� �� '���
'����� �� *��� ������� �$��*( � �$��* �$��� ��!� �)��� �$��� '��" ����� ���� �$�%��� %� ���� ��
������� B(J(J" ��� ��� ��!� �)��( �����" �$��* �� �� *������ '��� �� '�� �.���� (

�� ��'� �� ��! � ���� ��  ��'��� ��. �!������ �� ������&������ ������� ����� [ ���'����
���D��� \ Y���@���� ���'���Z TBBU" TBFU �� ����� ���� 2 ��� ������� ��. *� ��� �  ������" '���)��
���. ������� �� ����  �����,�!�� )�� �� ���� ��� � !�!����� ���� ' �����(

8�������
,�� ������� �� �
���	�� ��:����� ���" �$������ �� �������� ��� � �������
��� �!&�� ����� ��� ������� ��� ��������� ��!� ��� � ��� !�!����� �� �� ������ /

r(a, a′) =
∑{s(i, i′) | (i ∈ a) ∧ (i′ ∈ a′)}

|a| × |a′| YB(BEZ

�� |a| ��� �� ���, � �$!�!����� �� �$�����,�� a(

�� ��� '����,�� )�� �� ���� � �� ��������� ��! ��� � ������� )��  !����� �� ���� '�� � ��������
Yr(a, a′) � r(b, b′) )���� a, a′ ⊂ bZ" ���� ���� �� ��� �� '��� ���� � �!&�� �� ������ ��
�� ���&������ � �������" ����! '� �$� � � �� *����� ��� �������( �$��� ��!� �)�� ������!� ���
�$������ �� �� ���&������ '��� '���� '�� ��)��� ���. !�!����� �� � ��%��� ���� �� �6�� ������(

O���� �� �������� ��� � ������� r(a, a′) ��� ��� *������� � ��������" �$��� ��!� �)��  !���+
����� � �� ' �' �!�! �$6� � �� '��� ' ���� �� �� �!� �)�� s �� ���� ��� ����� �� ��  !� TFKU(

�� &�� � B(E ' !����� ���. �.��'��� ��� ��� ��!� �)��� �,������ '�� ��� ����� �������
)�� ���� %����� �� ' !����� ( ��� ,����� ��� ��� ��!� �)��� ���� ���� !�� ����� )�� ��� 
 ����( <����� )�� �� ���@���� ���'��  ������ ��� '����� '� �� ������ �� '��� ��� �" �� ���@����
���'��� *������� ���. �����,��� )���� ���� ��� � !�!����� ���� ' �����( ��&�" �� ���@����
����� Y��� ��!� �)�� �,����� '� ��������� ��������Z ��� ��� �������� ���� �!���� �( ����
�� ' ���� �.��'��" ��  !������ ��W����� �%�� ����� ����! '� �� ���@���� ���'��" ������ )��
'�� �� ���.�#�� �.��'�� �$��� ��!� �)�� �,����� ��W����� �%�� ����� �,����� �%�� �� ���@����
���'���( ��� ��W��������� ���� ���� 2 �� ���'�����! ��� �����,��� ������! !�" ���� �� �!�! ��
���  !������� �,����� '� ���@���� ����� �� ��� ��A! ���� �� ���. �,����� '�� ��� ��� ��
����� �������(

�0'0�0� ������	�� ���	������

�$�'' ���� ����������� 2 �� ����� ������ �� ��! � ����� ��� �����!���!� '� �$���� �����
B(F( ] ���)�� ��! ����� �$���� ����� ���� ��� ��� �� ������� � '� ������ ��� � ������ ��� '� +
������� '����,���( 
�� �����  �����" ����� �'' ���� ��� �� �!�! �� '��� ��C����� �� ���'� ��
������ )�� �� �!����� ����������" �� '� ������� )���� �� ���, � �$!�!����� ��� !��%!(
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��� �������	 
���	 ��� �������	 ����	� ��� �������	 ���	�

���� B(E 0 :�! � ����� �,������ 2 '� �� �$�� ������ �� ��������(

�����
���� �0� �$�'' ���� ����������� �� ������ �$��� ��! � ����

N ← 	��, � ����� �$!�!�����

n← 1 ^	��, � �� �������_

9�
�� n < N ��

ai, aj ← < ��%� �� ��%����� ��� � ������� �%�� ��������� ��! ��.�����

��%��� Yai, ajZ

n← n + 1

��� 9�
��
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8�������
,�� ������� �� 	����� ��
���� �$������ �� ��������� ��! ��� � �������
��� �!&�� ����� �� ����� �� ��������� ��!� ��� � ��� !�!����� ��� ������� /

r(a, a′) =
∑
{s(i, i′) | (i ∈ a) ∧ (i′ ∈ a′)} YB(BFZ

�� ��! � ���� ��� ����� ���� �� ��������� ��� '� ������� ������ )�� �� ��������� ��! ��� � �������
��� ��.�����( ����� ���� � �� ��������� ��! ��� � ������� !���� ��� *������� � �������� �%�� ���
������� �� �� ��! � ����" �� '��� ' ��� � ����� ������ �� �� ���&������ �$��� ������" �� �� �6��
����# � )�� ���� �$�%��� *��� '�� ��� ��! � ����� �����������" �� '��� � ���� ��������� ��!
2 �$���! ��� �� �� ������ / f(b) = sup{r(a, a′) | a, a′ ∈ b}( �� �������� ��� ��!� �)�� ��� �
���. !�!�����" d(i, i′) ��� ��� � �!&��� ����� �$������ �� �� ���&������ �� �� '��� '����� ������
��������� i �� i′(

�� ��� !�������� '����,�� �� �� ������ '� �� ���, � �$!�!�����" �� ���� �� ��� �� �,�����
�$������ �� ��������� ��! ��� � ������� ������! '�� �� ����� ������ ���������� ,��!� �� ���
��������� ��������" ����! '� �$!)������ B(BE( ��� ��� ��!� �)��� �,������ '� ����� ������
���������� �� ����������� 2 '� �� �$�� �6�� ������ �� �������� ��� � ������� r(a, a′) �� ����
'�� ��� �6���( �� �A��" �$�'' ���� �� ����� ������ �� ���� �� ,�� ��� ��� 2 ��.����� ��
��������� ��! ��� � �������" ������ )�� �$�'' ���� �� ����� ������ �� ,�� �� ���� ��� ��� 2
�������� �� ��������� ��! 2 �$���! ��� ��� �������( ��''����� )�� ��� ���. �'' ����� � ��%���
�� �������� �'������ 0 �� )�� �$��� '�� �!������ ����� �� ���" �� ���� �� ����� ��� � ��%� ���
�������� �'������ '��  ��� ��'��)��  ����� � �� )������� ��� ��%���. �� �� ��! � ���� �!�2
������!� 0 �� �$���� �� ���. ' �,�#��� ��A! ���� ���� �� �������� �$��� '�� �� �6��( �6�� ����
�� ����� ��� '� ������� � �� �� ��.��������� �� �� ��������� ��! ��� � ������� �� ��� !)��%������
2 �� ������������ �� ��������� ��! 2 �$���! ��� ��� �������" �� �$�,����� ��� �� �6�� ��������
)�� �� ���� ��� ���)�� �� )�� ��� ���. ����� ������� ������� �� �������� �'������(

M� ' �,�#�� ������� � ��� ����� ��� ���'�� ���������( ���� �� ���" �� *������� s(i, i′) ��
 �' !����� '�� ��� ��������� ��!" ���� ��� ������ ��!" �� �$���� ����� B(F ���� � ��%� �� ��%�����
��� � ������� �%�� ������ ��! �������� TJU(

����) *� �������� ��� 	������	���

������! ��� �$�����,�� �� ������ ��� ��� ��!� �)��� dj �!&���� �� �� �����,�� I( �� ���
'����,�� �� �!&�� ���  ������� �$� � � ��� � ��� ��� ��!� �)��� �� �� ����# � ���%���� /

dj ≤ dk ⇔ dj(i, i′) ≤ dk(i, i′) ∀ i, i′ ∈ I YB(BBZ

�� ��� �����,��" �� ��' ��� �!&�� ����� /

sup{dj , dk}(i, i′) = sup{dj(i, i′), dk(i, i′)} ∀ i, i′ ∈ I YB(BJZ

�� )�� ��� ��� ��� ��!� �)��(
�$��* �� ���. ��� ��!� �)��� dj " dk ��� ����! '� �� '��� � ���� ��� ��!� �)�� '��� '�����

)�� dj �� dk" �$���+2+�� � '� �$��� ��!� �)�� ����+���������" )�� �$�.' ��� /

inf{dj , dk}(i, i′) = inf
C∈C(i,i′)

{sup
C
{inf(dj(i, i′), dk(i, i′)}} ∀ i, i′ ∈ I YB(BGZ

�� C(i, i′) ��� �$�����,�� ��� ������� C '����,��� ��� � ��� !�!����� i �� i′ / C(i, i′) =
{i0, i1, . . . , in | i0 = i, in = i′}(
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�&� �� ���'���� �� ��������" ���� ���� ��� �� ��' �� ���. ��� ��!� �)��� dj �� dk �����
dj ∨ dk" �� �$��* ����� dj∧dk( 	��� ��������� �� ���,��� ∧ �� ���� �� ∧ '�� �$��* �&� �� ��
��������� �� �$��* !�!���� 2 !�!���� )��" ����� ���� �$�%��� %�" �$��� '�� ��� ��� ��!� �)��(


�� dj∧dk" ���. '����� i, i′ �� ���� 2 �������� '��� � ���� )�� ρ ��� � ��. )�� �$��� �� ����
'�� dj �� '�� dk �� ���� ��� ������� '����,��� ��� � i �� i′( �� ����� ����# �" ���. '�����
)�� ���� !�����!� '�� �$��� ��� ��� ��!� �)��� ���� ' ����� '�� �$��� � �� ��� ������! !�
����� !���� ' �����( �� %��� ,��� )�� ��� ,����� �,������ '�� dj∧dk ���� '��� � ����� )��
������ ������!�� 2 dj �� dk '�� ��� �6�� %���� ��  ����( ��� ,����� �� dj∧dk ��  ���� '���
'���� �� !��� 2 ρ ����������� ���� ��� '����� )�� ���� 2 �������� ��*! ��� �� !���� 2 ρ ��� �
��. ���� ����� ��
 ��	����	�����
(

�$�����,�� ��� ��� ��!� �)��� �!&���� �� �� �����,�� I" ���� �� ��  ������� ≤" �� ��'
∨ �� �� �$��* ∧" *� �� ���� �� ���
��
� ����������
,���(

	��� �%��� %� )�� ��� ������� �$��� ��!� �)�� �� �� ��! � ���� �� ���&!� �� '� ���� �$��
�����,�� ���� !)��%�������( �����" �� � ������ ��� ��� ��!� �)��� �� �� �����,�� I !)��%��� ��
���
��
� ��� �
���	�
�� �� ���&!�� �� '� ���� �� �$�����,�� I( �� � ������ ��� ��! � ����� ���
���� �� ��  ������� �$� � � /

Aj ≤ Ak ⇔ aj(i, i′) ⊆ ak(i, i′) ∀ i, i′ ∈ I YB(BHZ

�� aj ∈ Aj " ak ∈ Ak" �� a(i, i′) ��� �� '��� '����� ������ �� �� ��! � ���� ��������� i �� i′( �����"
��� ��! � ���� Aj ��� '��� '����� )�$��� ��! � ���� Ak �� ���� ��� '��� &��( 
�� �� ��! � ����
Aj " ����� '�� � �$!�!����� ��  �� ��%� ���� ��� �6�� ������ '�� �� ������ �� �� ���&������
'��� '���� )�� '�� �� ��! � ���� Ak( �$���+2+�� � )�� �� �������� ��� ��!� �)�� ��� � �����
'�� � �$!�!����� i" i′ 0 ����!� '� �$������ �� �� ���&������ 0 ��� '��� � ���� '�� �� ��! � ����
Aj )�� '�� �� ��! � ���� Ak(

] dj ∨ dk ��  ��'��� �$��* ��� ��! � ����� Aj ∧Ak( �� �A��" dj ∨ dk ' ��� ����� ��������
��� � ���. !�!����� i" i′ �� '��� � ���� �������� �� dj " dk( ������! ��� ��� �������� ρ ����!�
�� !������� ��� ,����� �� dj ∨ dk ��  ���� ρ( 
�� ���. '����� )������)��� i" i′ �''� ������ 2
��� �� ��� ,�����" �� � ���� dj(i, i′) = ρ �� dk(i, i′) ≤ ρ" ���� dj(i, i′) ≤ ρ �� dk(i, i′) = ρ( �����"
��� ,����� ��  ���� ρ �� dj ∨ dk ���� *� �!�� ��� '����� )�� ���� 2 �������� ��*! ��� �� !����
2 ρ ��� � ��.  �� ���
 
�� dj �	 dk( ��� ,����� Y�� ������� �� �� ��! � ����Z ������!�� �� ��'
�$��� ��!� �)��� ���� ���� ����!�� '� �$���� ������� 0 '�� ���)�� %���� �� ρ 0 ��� ,�����
������!�� 2 ������� ��� ��������� /

inf{Aj, Ak} = Aj ∧Ak = {aj ∩ ak | f(aj) = f(ak)} YB(BIZ

�� *Y�Z ��� �$������ �� �� ���&������ f �� �� ������ a ���� �� ��! � ����" �� am ∈ Am(
] dj∧dk ��  ��'��� �� ��' �� ��! � ����� Aj ∨Ak( 
�� dj∧dk" ���. '����� �� ���� �!'� !�

���� ��� ,����� ��A! ����� '�� ��� %���� �� �������� ρ )�� �� dj �� dk ��� ��� %���� 
��'! ��� � �� !���� 2 ρ '�� ���� ��� ������� '����,���( �����" ���. '����� i" i′ �''� ��������
2 �� �6�� ,���� ��  ���� ρ �� dj∧dk �$�� �.���� �� ������ '�� ��)��� ����� '�� � �� '�����
���� �!���� �� �''� �������� 2 �� �6�� ,���� ���� '�� dk" ���� '�� dj ( ��������� ���.
'����� 2 �������� '��� � ���� )�� ρ 2 �� *��� '�� dk �� dj " �� ���� '�� ���� ��� �������
'����,���" �''� ����� ��� 2 ��� ,����� ��A! ����� �� dj∧dk( �����" '�� ���)�� ��%��� ρ ���
��! � �����" ���. '����� )�� �''� �������� 2 �� �6�� ������ '�� �$��� ��� ��! � ����� Ak ��
Aj �''� �������� ����� 2 �� �6�� ������ '�� Aj ∨Ak( �� &�� � B(F ���� � �� �.��'��( ���
'�����  �' !������� ��� !�!����� i ∈ I" �� �� '�������! ���� �%���  �' !����! ��� ������� �� ��
��! � ���� '�� �� ��%��� ρ" �� )�� !)��%��� 2 ' ��� � ��� ,����� ��  ���� ρ �� �$��� ��!� �)��(



�' ��� �
���	�
�� �� ���
�
��� ���������

��� ������� �� Aj ∨Ak ���� ����!�� '� ��� '��� '������ ������� )�� ����������� ��� ������� ��
dj �� dk �%�� ���)������ ����� ���� �������(
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���� B(F 0 �.��'�� �� ��' �� ��! � ����� Y��%��� ρ �� �� ��! � ����Z(

	��� %�  ��� �$���� ' !������ �� � ������ ��� ��! � ����� '�� ��� ��! � ����� �� '� �������
�$��� ����� ���� �� ���'�� � H" ������� H(G(F(

�� ���
��
� ��� ���
�
��� ���� )���� �$�,� � )�� ��� ������� �� �� ��! � ���� �$������
�� �� ���&������ '��� '���� �� !��� 2 r *� ���� ��� '� ������ �� �$�����,�� I �� ∪{a | f(a) ≤
r} = I( 
�� ��� ����� ��! � ����" �� � ������ �� ��! � ����� ��� �� ���
��
� �� �
���	�
�� ��
���
�
���(

������! ��� ���������� �� ��� '� ������� �$��� ��! � ���� �� '� ������� 2 �� ���� ��%���(

�� ��� ����� ��! � ����" ��� !�!����� i, i′ ���� �''� �������� 2 �� �6�� ������ a(i, i′)" ����
�''� �������� 2 ��� ������� ��A! �����( �$�����,�� ��� ������� �� ����� ��! � ���� ���������
��� '� ������( �� '��� ������� 2 ����� ��! � ���� ��� ��� ��!� �)�� ,���� �" '�� ��)�����
d(i, i′) = 0 �$�� �.���� �� a(i, i′) )�� ��� �������� ���� ��� ���." �� d(i, i′) = 1 ��� �����( 
�� 
�� ��� '� ������� �� ��! � ���� 2 �� ��%���" �� � ������ ��� ��! � ����� �� '� ������� ��  ��'���
�� ���
��
� �� ���
�
��� ��� )�$�� ��� �!� �� ���� TLNU(

��" &�����	�����	 �� �� ����������

	��� ��������� ��� �� ��A! ����� *�7��� ��  �' !����� ��� ��! � ����� 2 �$���� �� � �'���(
] �� ' �'��" ���� ��� �������� �$�,� � )���)��� �!&������� ������!�� �� ��!� �� ��� � �'���(

��&�� +��� ��� ��,�������

"�*�
�
�� �0�� �� ����� G = (X,U) �
	 ����� ��� �� ��
����� �� �R��� X �	 ��
��
����� �����
 U � ��
 ���
 �	��	 ��
 ������
 eij = (vi, vj)� vi, vj ∈ X�

"�*�
�
�� �0�� �� 	���
� �
	 ��� 
������� �����
 	���� ��� ����	����	� 	�������� �� ������
��� ��+����� ��� ����	����	� ���	���� �� ����� 
����	�

���%���" ���� ���� ���! ������ ��. � �'��� ��� ��
�����" �� �� ������ �$� � ���  ��'���!�
'� ����� �$�7��" ���������� �� �� ���'�� ���+� ����! �� �R��� / eij = eji(

"�*�
�
�� �0�' ��� 	���� �
	 ��� 
������� �����
 	���� ��� ������ �� 
�
 ���
 ��	����,
������
 �
	 ��		����  ����� ��������	 ��� ��� �� 
�
 ��	����	�
 �	  ����� 
����	 ��� ����	���

M� ������ ��� ���� ��� ���@��" ���� �� ���� �� � �$��� '�� % ��(



�0� &���������
�� �� � �
���	�
� ��

"�*�
�
�� �0�� �� "����� �
	 	������ 
� ���� 	��	 ������ �� �-��
 ��
	���	
� �� ���
	� ���
���.�� �����	 �� ����  ����	���

"�*�
�
�� �0�) *��
 �� "������ �� ������� 	:	�� ��� ���.�� ���	���
��	 ��
 ���� ���
 ��
�/�� ��� �	 �0 ��
 �-��
 ���	��� �	 	������� ��+������	�

"�*�
�
�� �0�+ $	��	 ����� �� "����� G = (X,V ) �	 �� 
��
,��
����� �� �-��
 A ⊂ X�
�� 	�	:	�� �� A �
	 ����
����� �����
 ��� ��� ��	����	� �� A �	 ����	�� �� A = X\A�

"�*�
�
�� �0�. �� ���� �
	 �� "����� ������� �	 
��
 �(���� ��� 6��7� �
	 �� "�����
���	 ������ �����
��	� ������� �
	 �� ������

����� �!&������ �$� , � ��  ��'��� 2 ����� ������!� �� ��!� �� ��� � �'���" �� �� ���� '�� 6� �
���*����� �%�� ����� ����!� ���� �� ������� B(F" )�� ��  ��'��� 2 ����� ������!� �� ��.�������(
	���  ��� ���� ������� ��  �''� � ��� � ��� ���. �����'��(

�����1�� �0� 123 ���	 T = (X,U) �� "����� ��� ����� ������� �� �-��
# |X| = n ≥ 2�
%�
 �������	�
 
����	�
 
��	 ��������	�
 ���� �����	���
�� �� ����� �

4 T �
	 ������� �	 
��
 �(����
4 T �
	 
��
 �(��� �	 ����	 n− 1 ���
�
4 T �
	 ������� �	 ����	 n− 1 ���
�
4 T �
	 
��
 �(��� �	 �� ����	��	 �� ���� �� ���� �� 
��� �(����
4 T �
	 �������� �	 
� �� 
������� �� ��� ����������� �� ���
	 ���
 ��������
4 )��	 ������ �� �-��
 �
	 ����� ��� ��� ���.�� �	 ��� 
�����

"�*�
�
�� �0�- '� ������� 	����� ���� "����� �� �-�� vi 	�� ��� 	��	 ��	�� �-�� �� "�����
���

� /	�� �		���	 ��� �� ������ �

� �� vi�

	����� )�$�� � �'�� ���+� ����! �� '��� '�� �%�� �� ���� �" '���)�� �� ������ �� ������
�� �$�''��)�� )�$��. � �'��� � ����!�( ��'������" ��� '��� !�������� ���� ' !�� �� � �'��
���+� ����! ����� �� � �'�� �� ���)�� � 6�� ��  ��'��� 2 �� ���'�� �$� �� eij = eji � ����!�
���� ��� ���. ����" �� '�� ����� ���� ' !������ �� '��� ������! � )�� ���� �R�� ��� ���� �
�� � �'��(

�������" ������ ����� )�$�� � �'�� � ����! '��� �� '�� �%�� �� ���� �(

"�*�
�
�� �0�3 '� ������� ������	��	� �� ����� ���� ���� ���	���

��&�� *� ������#�����

�� ���� �� ����  �' !����� �$��� *�7�� � �'��)�� � #� �������%� �� �� ���� � �$� , � �!+
&��� ���� �� ������� B(F Y���� ��.�����)��Z( ���)�� !�!���� A �� �$� , � ���  �' !����! '� 
�� �R�� �� ���� �� ����( �� ���� �� ���� ��� �!�! �������  �' !����! %� ����������" ���
�R��� �� ����  �' !������� ��� ������� �� �$� , � Y�$� , � � �� ������ ���)�� �$�� ��� 0 ��
���� ��.�����)�� 0 �����.�Z" ��� �R��� ��� '��� ,��  �' !������� ��� �R��� �� �����.( ���
, ������ �� ���� �� ����  �' !������� ���  �������� �$��������� ��� � ��� �R���( 	��� )��
�� �� ���� �� ���� ��� � �� ���� � ����!�" '���)�$���  �' !������� ���  �������� �$���������(
�� '��� ������� 2 ������ ��� ������ �� �$� , � ��� %����  !���� f(a) ����� )�� f(a) < f(b)
�� a ⊂ b( ���� �� ���" �� ���� �� ����  �' !����� �� � , � �� ���&!(

�� '���� �� %�� �� �� ��!� �� ��� � �'���" �� ���� �� ���� ��� ��� � ,� ������� / �� �$����
,��� �$�� � , � Y�� ���� �� �� ��!� �� ��� � �'���Z '���)�$�� ��� �����.� �� ���� �����" �� ��
����� �� ���� �" ��  ��'������ �� ������ �� ���� �� ����(

����	��	 �	 �� ���

��������



�) ��� �
���	�
�� �� ���
�
��� ���������

	��� '��%��� ���������� !��,�� ��  �''� � ��� � ��� �!&������� �$� , � ����!�� '� ��
��.������ �� '� �� ��!� �� ��� � �'���( M� � , � �� ���� ��.�����)�� ��  ��'��� 2 ���
� ,� ������� �� ���� �� �� ��!� �� ��� � �'���" �� ���� �� �!&������ �$� , � ����!� '� ��
��!� �� ��� � �'��� � �� ���� '��� �� �� )�� ����� ����!� '� �� ��.������(

�� &�� � B(B ���� � �� ���� �� ���� ��  ��'������ 2 �� � , � �� ���&!(

e fa b c d
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���� B(B 0 ���� �� ����  �' !������� �� � , � �� ���&!(

��&�� "�$�� ��- ��.��� /������ �� ��$�� �� ����� �������

�&� �$!%��� ��� ���*������ �� ��������)���" ���� �� ���������� )�� ���� ���� ������� ���
�� �� �� ����� �� ���� �� �� ��!� �� ��� � �'���( 	��� *� ���  !*! ���� 2 �� ������ �$� , � ��
��.������ �� ��������� �� �� �� ����������" �� ���� �''���� ��� ��  �' !��������� ������"�����(

�� ���� �� ���� ����� ���  �' !��������� �� ���� �� �������%� �� �� ��! � ���� ��� '� ����
�$�� �����,�� A( ��'������" �� �.���� �$��� �� ����# �� ��  �' !����� ��� ��! � �����( ��
'� ������� " ���� ������! ��� ��� ������ ,��!�� �� ��� � , �� ��� � ����!�" �� ���)�� � 6�� eij

��� %���!� �%�� ��� %���� wij > 0(
�� �� � , � ��. � 6��� %���!��" ��� �R���  �' !������� ��� !�!����� �������. �� �� ��!+

 � ���� Ter(A)( ] �� ��A! ���� �� ���� �� ����" ��� !�!����� ��� �������. �� �� ��! � ����
�� ���� '��  �' !����!� '� ��� �R���" ���� '� ��� *� 6�� )�� �$�,�������� �� ��'' ����� ���
� 6��� �� �$� , � ��� ����� ������

��	 �� �����( 	��� �%��� %� '� �� ��!� #�� B(E )�� ��
��'' ������ �$��� � 6�� ���� �� � , � ' ����� �� � �'�� ��� �����.� ���� �����" �� ���� ���
*� 6�" ��������� ���� �� ��� ���. � , ��( �� �� �6�� ����# �" �� ��'' ������ �� k − 1 � 6���
Yk ≤ n" �� n ��� �� ���, � �� �R��� �� �$� , �Z ����� ��� *� 6� �%�� k � , ��( ���)�� � , �
��  ��'��� 2 ��� ������ a �� �� ��! � ����( ��� ������� �� �� ��! � ���� ����� �!&��� �����*���
��. �.����� B(K �� B(L / ��� � , �� ���� ���� ��������� ���� ������ �$�� ���� �$��� � Y2 ���)��
*��� )�$�� ��'' ��� ��� � 6�� ��  �'� �������� �$�� ��� � , ��Z" �� ������ ��� � , �� '��� 6� �
�,���� '� ����� ��� � , �� '��� '����� )�� ��� �� ������ ���� ���(

�� &�� � B(J ���� � �� �6�� ��! � ���� )�� �� &�� � B(B" ����  �' !����!� ���� *� ��
�$� , � ��. � 6��� %���!��( ��� �R��� �� �$� , � ��  ��'������ ��. �R��� �� �����. �� ���+
� �� ����( �� �$�� �������� '� ����%� ������ ��� � 6��� �� �$� , �" �� �,����� ��� !�!�����
�������. Ter(A) �� �� ��! � ����( O���� �� ������ ��������%����� ��� � 6��� '� � � � � ���+
���� �� %���� �" �� �,����� ��� ���'������� �����.�� Y��� ����+� , ��Z �� '��� �� '��� �� ���"
)�� ��  ��'������ ��. �R��� ���� �!���� �� �� ���� �� ����(
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,�� �� �� � , � T " ����� '�� � �� �R��� ���  ���!� '� ���
���@�� ���)�� Y��!� #�� B(EZ( ������! ��� �� ���@�� �$� 6���  ������ ��� �R��� vi �� vj "
Cij = (e1, e2, . . . , ek)( �$� , � ������! ! ����� ��� � 6��� %���!��" 2 ���)�� � 6�� el �� �� ���@��
��  ��'��� ��� %���� Y�� '����Z wl( �� '��� �!&�� ��� ��� ��!� �)�� �� �$� , � T ����� /

d(vi, vj) = sup
l∈Cij

{wl} YB(BKZ

�$���+2+�� �" �� �������� ��� � ���. �R��� �� �$� , � ��� �!&��� ����� �� %���� ��.����� �� 
�� ���@�� ���)��  ������ ��� ���. �R���(

��� ,����� ��.������ �� ����� ��� ��!� �)�� ��  ���� '��� '���� )�� r �$�,�������� ��
��'' ����� ��� � 6��� �� �$� , � �� %���� ��'! ��� � �� !���� 2 r( �� �A��" ��� ,����� ��  ����
'��� '���� )�� r ��  ��'������ ��. �����,��� �� �R��� 2 �������� '��� '����� )�� r �� ���� �(
�� ��'' ����� ��� � 6��� �� %���� ��'! ��� � �� !���� 2 r �� �$� , � �� �,����� ��� *� 6�
*� �!� �� '������ � � , �� Y���'������� �����.��Z( ��� �R��� �''� ������ 2 �� �6�� � , �
���� 2 �������� ��*! ��� � 2 r ��� � ��." �� ������ ��� � 6���  ������ ��� �R��� ��� ��� %���� 
��*! ��� � 2 r( �����" ���)�� � , � Y���'������ �����.�Z �� �� *� 6�  !�������� ��  ��'��� 2
��� ,���� ��  ���� ��*! ��� 2 r( ��� ,����� ���� ��.������" �� �� �� '��� '�� �� �,���� ��
'��� � ����� �� ��  ���� ��*! ��� 2 r(
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�� ����� �� ����������� �� ������ �� �7��� ������ �� ���� �� ����
'��� 6� � �!���� 2 '� �� �� �$� , � ����� �$���� ����� B(B(
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���� �0� ����� ������ �� ���� �� ���� 2 '� �� �� �$� , � ��. � 6��� %���!��
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�&� �$������ � �� *������������� �� �$���� ����� B(B"  ��� ���� ������� �� ���� �� ����
�� �� &�� � B(B ��� �!���� 2 '� �� �� �$� , � �� �� &�� � B(J( ��� !��'�� 2 ���% � ���� ' !����!��
���� �� &�� � B(G( ������������" �� ���� �� ���� �� �������� )�� ��� �R��� ��  ��'������ ��.
!�!����� ����!�( �� �!,��" ����" �� ���� �� ���� �������� ������ �� ������� )�� �$!�!�����(
��� � 6��� �� �$� , � ���� � ���!�� '� � � � � ������� �� %���� ( �� ' ���# � � 6�� 2 6� � � ���!�
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��� �����  ������ ��� �R��� a �� b( ��� ������� �� ���� �� ���� ��������� ������ �� ���
�R��� ���� ��� �R��� ��.+�6���" �� ��� �� ��� ���� *������!� �� �� ���� �� ����" '�� 
����� ���� 2 �� ���%��� ������" ab( ��� ' �������� � 6��� ���� ������  ������ ��� �R��� e+f ��
������� c+d" '�� ���)���� �� ���%���. ������� ���� !�������� ' ������ �� �� ���� �� ����(
�������" �$��� �$� 6�� b+c )�� ���� 6� � � ���!�( ��� ������� ��  ��'������� �� �� ���� �� ����
���� ab �� cd" )�� �� ��� *������!� ���� �� ���%��� �R�� abcd( 1���������" �� �� ��# � � 6��
2 6� � � ���!� ��� �$� 6�� d+e" �� ��� ������� ��������� ��� �R���" abcd �� ef " ���� *������!�
���� �� ������ ���)�� �� ���� �� ����" abcdef (

�$� , � ��. � 6��� %���!�� �!&��� �� *�7�� ���)�� �� ���� �� ����( ��'������" ��
���� �� � �$��� '�� % ��( �&� �� �� �!���� � " �������� �� '���� �� ���� �� ���� �� ��
&�� � B(B 2 �$� , � �� �� &�� � B(J( ��� ���. ' ���� � �R��� 2 *������� �� �� ���� �� ����
���� ��� �R��� a �� b( �� �$� , �" �� *��� � ���� ������ ��� � 6�� ��� � ��� �6��� �R���"
%���!� �%�� �� %���� �� �$������ �� �� ���&������" 0.2( ��� ���. ' ������� !�!����� 2 *�����+
�� �� �� ���� �� ���� ���� e �� f " �%�� �� ������ �� 0.4" �� )�� �� � ����� �� �$� , � '� 
��� � 6�� ��� � ��� �6��� �R���" �%�� ��� %���� �� 0.4( �������" �� ���� ��� �R��� c �� d
)�� *��������� �� �� �6�� *�7��( �� ' �,�#�� �''� �@� )���� ��� ���'������� �����.�� 0 ��
������� 0 *� �!�� '� ��� !�!����� ab �� cd *���������( �� ���� ������ ��� � 6�� �� �$� , � �&�
�$�� ����� � ����� *�����" ���� �� � � ���	�� ��

�����	�
" ������ !)��%������� �� '���� �� %�� ��
���� �� ����( �� �A��" ����+�� ������ �$� 6�� ��� � ��� �R��� a+c" a+d" b+c �� b+d ` ���� ��
&�� � B(J ���� �%��� ������ ��� ��� '����,����!�" ���� ���� �$��� '�� �� �����( �� ���� �� ����
�� �!&��� ���� '�� �� ����# � ���)�� �$� , � ��. � 6��� %���!��( � ����������
�� �����
�
���	�
� ��:����� �� ���� �� �7��� ������ ��� ���� ����	 ,�� �� ������4
�����" �� �$� , � ��. � 6��� %���!�� ����)�� ��� �������  ������ ���. !�!����� ��� � )��
�� ���� �� ���� ����)�� ���)������ ��� ���������(

������ �� ��
�� �
�
��� �$� , � %���! ��� )�� ���� %����� �� �� ' !����� '���  �' !+
����� ��A! ����� ��! � ����� ����� ��� �������  ������ ��� !�!����� �� ��� %���� � ��� � 6���( ]
���)�� ���� �,����� ��� %���� � ��� � 6��� ��  ��'��� ��� ��� ��!� �)�� ��A! ���� ����� ��
 �''� � ��A! ��� �%�� �$������ �� �������� s( �$� , � �� '���� ������� ��� �� ��� '� ������� 
�$� , � %���!" '�� ��)��� ��� %���� � ��� � 6��� ���� ����!�� '� �$������ �� �������� s( �����"
�$� , � �� '���� �������  �' !����� ��� ��! � ���� '� ������# � ���� ��  �''� � �%�� �$������
�� �������� s ��� ,��� �����( 	��� �$!������� ��� '� ���  �''� � � #� !� ��� �%�� ��� ' �������
�$����������" )�� ���� %�  ��� ���� �� ���'�� � H(

"�*�
�
�� �0�� 5��
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����� ��������	
 {i} ∈ I �	 �� ������ �� ��
	���� ��	��
��
 ������	
 s(i, i′)� 5��
������
 �"������	 ����
����� �������
 T = (X,V ) �(��	 ���� �-��

��
 ������	
 X = {{i} ∈ I} �	 ���	 ��
 ��/	�
 eij ∈ V 
��	 �����
 ��� �������� �� ��
	����
��	�� ��
 ��	����	�
 �� ����/	�� wij = s(i, j)� ������ �� ��
�� �
�
��� �
	 �� ����� ���	
�� ����
 	�	��� ����� ��� � ∑

eij∈V

wij =
∑

eij∈V

s(i, j) YB(BLZ

�
	 �������

�� ������ ��� s(i, j) ��� ��� %���� � ����������" ��� � �$� , � �� '���� ������� ��� ���)��(
�$� , � �� '���� ������� �!&��� ��� ��� ��!� �)��" ����!� '� �$!)������ B(BK( �����

��� ��!� �)�� ��� �$��� ��!� �)�� ����+��������� TFFU �� �$������ s" �� )�� ��  ��'��� ��.
������)��� �� ����� ������ �� ��! � ����� '� ���@���� ���'��(
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�� ' �,�#�� �� �$� , � �� '���� ������� ��� ���%��� *� ���! ���� �� �����.�� �� � �'���(
�����" ���� ������! ��� �� � �'�� ���+� ����! G = (X,U) ���� �$�����,�� �� �R��� X ���
����! '� ��� !�!����� {i} ∈ I �� �� ��� %���� � wij ��� � 6��� eij ∈ U ������� ��� ������� ��
�������� s(i, j) ��� � ��� �R���( 	��� �.' ��� ��� !�������� �� %���� �$��� � 6�� u �����
w(u)(

��� ���. ��!� #��� ���%���� �� ���! ����� ���'�#������ �$� , � �� '���� ������� /

(���
1�� 	�	���
��
�� ������! ��� �$� , � �� '���� ������� T = (X,V ) �$�� � �'��
G = (X,U)( �� !�������� ��� � 6�� u ∈ V �� �$� , � T �� �,����� ���. ���'������� �����.��
�� �R��� A ⊂ X �� A = X\A( �� ������� θu �� G ��� ����! '� �$�����,�� ��� � 6���
v ∈ U ����� ��� �.� !���! �� A �� �$��� � �� A( �� ��!� #�� ���%��� �.' ��� )�� �$� 6�� u
�''� ������ 2 �$� , � ��� ����� �� '��� '���� '���� �� �������(

�����1�� �0� T = (X,V ) �
	 �� ����� �� ����
 ������� �� G = (X,U) 
� �	 
�������	 
�
���� 	��	� ��/	� u ∈ U � �� � w(u) ≤ w(v) ∀v ∈ θu �u = v#�

"���
1�� 	�	���
��
�� ������! ��� ���������� ��� � 6��� �� G �$�''� ������ '�� 2
�$� , � �� '���� �������" u ∈ U\V ( ������� �� ��� � 6���  ���� ���. �R��� a, b ∈ X( �� 
�$� , � �� '���� �������" ��� ���. �R��� ����  ���!� '� �� ������ ���)��" �� ������ �$� 6��
u ��� ���� � �!������ ����� �� ����� μu( �� ��!� #�� ���%��� �.' ��� )�� �$� 6�� u ��� �����
�� '��� � ���� %���� �''� ������ �� �����(

�����1�� �0� T = (X,V ) �
	 �� ����� �� ����
 ������� �� G 
� �	 
�������	 
� ���� 	��	�
��/	� u ∈ U\V � �� �(��� μu ����� �� ����	��	 ��		� ��/	�  ������� T 
�	�
���	 w(u) ≥ w(v)
∀v ∈ μu�

������! ��� �� ��'' ������ ��� 2 ���" '� � � � � ������� �� %���� �" ��� � 6��� �$��
� �'�� G = (X,V )( ����� ��'' ������ ' ���� � ��� ���'������� �����.�� �� �� � �'��
G( �� *� �� 2 ���� � )�� '��� �$� 6��� ���� ��'' ��!��" ��� ���'������� �����.�� �� ���
'� �������!�� �� ���'������� �����.�� '��� '������ / �� �,����� ��� ��! � ���� �� '� ���� �$��
�����,�� Y�$�����,�� ��� �R��� �� �$� , �Z( ����� ��! � ���� ��� �� �6�� )�� ����� )�$��
�,����� ��������� ��'' ������ '� � � � � ������� �� %���� � ��� � 6��� �� �$� , � �� '����
������� �� G(

M� � , � %���! )������)�� T  �' !����� ��� ��! � ����( ��� � ���. �R��� )������)��� v1

�� v2 �� T �� �.���� �� ������ ���)�� �� %���� ��.����� λ( ������ ��� � 6�� ��� � v1 ��
v2 �� %���� '��� � ���� �� !���� 2 λ �� ������ '�� 2 �� ��! � ���� ������� '� T Y��! � ����
������!� 2 �� ��'' ������ �$� 6��� '� � � � � ������� �� %���� �Z( �� ����� ����# �" ,��� )�� T
�� �������� '�� ������ ��� ��������� ��� � ��� '����� vi" �� ��� '����,�� �� ����� �� � ��� � �'���
G 2 '� �� �� T ���� �� ��! � ���� �,����� '� ��'' ������ �$� 6��� ��� �� �6�� )�� �����
 �' !����!� '� T / �� ����� ��� �� � �'�� G ��� )�� T ��� ���� � , � �� '���� �������(
���� )���� )�� ����! �� � , � T " �� �$� � '�� �� ���)�� G ���'���,�� �%�� T (

��' $��������� �� �������	� �� �(���� ���	� �����

M�� ���"� I ��� *� �!� '� �� �����,�� �� '�.��� / I = {p1, p2, . . . , pn}( M�� ��"��� R ���
�� ����+�����,�� �����.� �� '�.��� �� �$�����( M�� ���	�	��� P ��� �� �����,�� ��  !�����
P = {R1, R2, . . . , Rk} ��� )�� /

0 �$����� ���  !����� �� �� '� ������ ����� �$�����,�� �� �!'� � / I =
⋃

i=1,...,k

Ri V
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0 ���  !����� ��� ��� ���� ������� ����� / ∀i, j, i = j Ri
⋂

Rj = ∅(
M�� ������� �� ���	�	���
 ����.	��
 �$��� ����� ��� �� �����,�� �� '� ������� A =

{P0, P1, . . . , Pl} ��� )�� ���  !����� �� �� '� ������ Pi = {Ri
1, R

i
2, . . . , R

i
k} ���� �������� ����

���  !����� �� �� '� ������ Pj = {Rj
1, R

j
2, . . . , R

j
k}" j > i / Ri

m ⊆ Rj
p �� Ri

m ∩ Rj
p = ∅( �$���+

2+�� �" ���.  !����� )������)��� �''� ������ 2 ��� '� ������� ��A! ����� �� �� *������ ����
���� ����������" ���� �������� �$��� ���� �$��� �( �� �''���� �� '� ������ Pi �� ����� i �� ��
*������( P0 ��� �� '� ������ �� '��� &��" �� ��������� �� ��%��� ��*! ��� �� �� *������( Pl ��� ��
'� ������ �� '��� � ����# � Y��%��� ��'! ��� Z( ���  !����� �� ��%��� i ���� ������ � ��������
���� ���  !����� ��� ��%���. ��'! ��� � j > i( �����" ���)�� '� ������ �� �� *������ ��� �,�����
'� *����� �� ���. �� '������ �  !����� �� ��%��� ��*! ��� Y'��� &�Z( �� &�� � B(H ������ � ��
�����'�( �� '� ��� ��� �� *������ �� ,�� �� ����" ���  !����� ���� *������!�� '�� *� �� ���
'� ������� '��� � ����# ��" ��,�@�!�� ��� ���� ���� ��� ��� ��(

���� B(H 0 1������ �� '� ������� ��,�@�!��(

�$�����,�� A = {P0, P1, . . . , Pn} ��� '� ������� ��,�@�!�� �$��� ����� ��������� ��� ��!+
 � ���� �� '� ���� �� �$�����,�� �" '���)�$�� �����*��� ��. �.����� B(K �� B(L( �$�.���� �$���� +
������� ��� %! �&! '� �� )�� ���  !����� 2 �� ��%��� �� �� ��! � ���� ���� �,������ '� *����� ��
 !����� �$�� ��%��� ��*! ��� " �� )�� ��'��)�� )�� ���.  !����� )������)��� ���� ���� ����������
���� �������� �$��� ���� �$��� �( �$�.���� ��  !����� ��� !�������� %! �&! / ������� ���  !�����
�� �� ��! � ���� ���  �'� ������!� 2 ��� ��%���. ��*! ��� �" �� ���� '��� ���� 6� � �,����� '� 
����� ���  !����� '��� '������ )�$���� �� �������� ���� ����(

] '� �� �$��� *������ �� '� ������� �$��� �����" �� '��� �!&�� �� �������� ��� ��!� �)��
��� � ����� '�� � �� '�.��� pm �� pl �� �$����� I ����� �$������ i ��  ��'������ �� ��%���
�� �� *������ '�� ��)��� ��� ���. '�.��� ��� !�! *������!� ���� ��� �6��  !���� '�� ��
' ���# � *���( �� I ∈ A Y�� ��%��� ��'! ��� � '��� �$���  !����Z" �� ��� '����,�� )�� ��� '�.���
�$�''� �������� ������ 2 �� �6��  !����( ���� �� ���" �� �������� ��� � ��� ���. '�.��� ���
��&���( �� '� ������ Pi �� �� *������ ��� *� �!� ��� ,����� ��.������ �� �$��� ��!� �)�� ��
 ���� '��� '���� �� !��� 2 i(

�� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!�� '��� 6� �  �' !����!� '� �� ���� �� ����" ��
���)�� �R��  �' !����� ���  !���� Ri

m �� �� ��! � ����" �� ��� � ��  �' !������� ���  ��������
�$��������� ��� � ���  !�����( �$������ �� �� ���&������ �� ���)�� �R�� ��  ��'��� 2 �$������
i �� �� '� ������ Pi �� '��� &�� ��������� �����  !����( �� �� �6�� ����# �" �� ��� '����,��
��  �' !����� �� ��! � ���� ��������� �� � , � ��. � 6��� %���!��" ���� �� ����� ������ ��
�$� , � 2 '� �� �� �� *������ �� '� ������� �� ����� '�� �� �������� ���)��" ����� ���� �$�%���
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	��� ' !������� ��� )���)��� �!������ �� ����� ������ �� ��! � ����� )�� ��� !�! ������!��
�� ������������ �$�����( ��� ������)��� ����������� ���� ,������' '��� ������!�� )�� ���
�!������ ������������" )�� ���� �� �!�! �� '��� ��C������ �� ���'� �� ������( �� ������������
�$�����" �� )����� )�� ���� �� �!����� �� ����� ������ �� �� ��! � ����" �� ����. �� �$������ ��
��������� ��! ��� � ���  !����� 0 �� ������� 0 �!�� ���� �� '� ������� ��� '� ������� �,������ '� 
 �''� � �� ������� �� �$�����( 	��� �!� �%��� ��� )���)��� ���� �� �� ��������� ��! )�� ���
!�! ������!�� '�� �� ����� ������ �� ��! � ����� �� '� ������� ��,�@�!�� �$��� �����( ���%���"
�� ���� � ������� '�� �.' ��� �� ��������� ��! ��� � ���  !����� �$�� ��%��� �� �� ��! � ����
�� �$�.' ��� '�� *��������� �� *������� �� �� ��������� ��! ��� � '�.���(

��0�� *�� ������	�� ������������

��� �'' ����� �,�������� �� ��! � ���� '� ��%������ ��������%�� ���  !�����( �� �!�����
�!� ��� ���� TENGU ��� ,��!� �� �� ������ �� �� ���'� ��������( ���" �� ���� ��� ���� �� ��
������ ��! 0 �� ��� '�� �� ��������� ��! 0 )�� ���� �!&���� ��� �  !����� ����������( �� %���� 0
�� ��'����! 0 �$��� ���'� ��� �!&��� ����� �� ����� �� ������ ��!� ��� �  !����� ����������
��� ���. �S�!� �� �� ���'�( �� ' �,�#�� �������� 2 � ��%� �� '� ������" �� ���'�" �� %���� 
��������( �� ������ �� �� ���'� ��������" '�� ��)��� �� �.���� ��� ���� ������ �>����� TINU"
��� ��'������ ,����! %� � �� �!������� �� '������  !�����( 
�� �����  �����" �� ������ �� ���'��
�� �����!�� � !�! ' �'��! TLBU" TENBU �� �� ������ ���  !����� ��� ' ��� �� ������! �����(

��A! ����� ���� �� �� ������ ��! ��� !�! ' �'��!�� ���� �� ��� � ��� ��! � ����� �,������
'� ���'�� ��������� /

0 ��� ��A! ����� �� ��%��� �� � �� �� �� ������ TENGU" TLBU V
0  !'���� 2 ��� ,���� �� &�� �� Y�!������� �� ��.�� �Z TLBU" TLGU V
0 ���� �� ,��!�� �� �$� ��������� ��� ������ � TJFU V
0 ���� �� ,��!�� �� �� ���%����� TLJU(
�$�'' ���� ����������� ' �'��!� ���� TKJU �� TILU ��� ,��!� �� �� �� '������� ����!��+

��)�� �� ��� � #� ��A! ���� ��� ������)��� �� ������������ '� ���'�� ���������( ��� &�� ��
�����.�� ���� ������!� '�� !�� �� ��� 5���� '����� �� �$�����( �������" ��� 5���� '����� ��� '���
�����&����%�� ����� ��� � ��# �� �� ���� ���� �� �� ������ ���� ������!�� ����� �� )��� � '�� 
��� �
� �� �� � ������ �$��� %� ���� &�� !� �� �$����� � �������( ���  !����� ����� �,������
���� �����!�� �� ��  !���� '�  �''� � 2 �$����� � ������� ��� ������!( ���  !����� ����� ��
 !���� ��'� ���� ���� ���  �' !����!��" �� ���%��� ���� 6� �  ��������!�� ���� �$!��'� ���+
%����( �����" ���� �$!��'� ���%���� �$����� � ������� ��� &�� !� �%�� �� &�� � �� '��� '�����
������ )�� ���� �$!��'� ' !�!����� �&� �� ' !�� %� '��� �� �!�����" �� ���  !����� ����� ��
� ���  !���� ����  ��������!��( �� ' ������� ��� ��! ! ���)�$2 �� )�$�� ��>������� *��,��
 !���� ���� �,����" �� )�� ����)�� ��� ,����  �' !��������� �� ������ ���  !����� �� �$�����(

���)�� �$��� �� �
� �� �$����� � ������ )�� ��� ������!� '�� � ��%� �� '� ������ 2 '� �� 
��� �� )��� �" �� ���� � �� ��������� ��! ��� �  !����� ��� ����!� '� �� %���� '��� *��,�� ��
� ������ �� ���� �� �� ���'�( �� �A��" �� �
� ����� � �� * ����# � ��� � ��� ���. �� )��� �
�� �� ���'� �� ���� �� ��)����� �� %���� �������� ��� '��� � ����(
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��� ��! � ����� ����������� ���� ����� ����� �� *��������� 2 ���)�� ��! ����� ���  !�����
����� �� �� ���� � ��# �( M�� ���� � �� ��������� ��! ��� �  !����� ��� ��'���������� �� �.+
'���������� �!&���( ] ���)�� ��! �����" �� ���'�� ��  !����� �%�� ��������� ��! �������� ���
*������!" ����� ���� �$�%��� �!� �� ���� �$���� ����� B(E(

��A! ����� ���� �� �� ��������� ��! ��� !�! ' �'��!��( ���%���" �$������ �� ��������� ��! ���
,��! �� ��� ���� �� �!�� �������� ��� �� ���! ����)��� ���  !�����( ��� '��� ���'��� ����������
�� ��� ��A! ���� ��� �������� ��� ��%���. �� � �� THEU" THFU( �� � ��# � ��� ���! ������ )����
���  !����� ���� � #� �����#���" ���� �� � !� ��� * ����# �� � ��&������� �� ��� �� � ���������
� �������� �� ��%��� �� � ��( �$������ �" �� � ��# � ' �%��!��� ���  !����� � #� ���� ���!�� ���!'��+
������� �� ��� ������" )�� '��%��� ��  ��'��� � 2 �� , ���( �$��� �� ���� �� �� ��������� ��!
������# ��� !�������� �� %� ����� �� �� �� *��� ���  !����� THLU" TFU" THNU( ���� TJBU" ����� ���
,���� ����� �� �� * ����# � ��� �  !����� ���������� ��� ������! !� '�� �� ������ )���� ���
 !����� ���� ��>������� � �����" �� )�� !%��� ��� �  �� � )�� �� ' �������� �� ��� �� � ����+
����� � �������� �� ��%��� �� � ��( �$��� �� � ��# �� ���� ,��!� �� �� ������ ��! �� ���%�����
TJBU" TKFU �� �� ��.�� � TJBU ���  !�����( �� ��� !�������� '����,�� �� ���,��� ��� � ��# �� ��
*����� ��A! ���� ����� �� ��%��� �� �� ��! � ����( �� ��� �����  �������,�� �$������� ��� � ��# ��
'��� ���'��.�� '�� ��� ��%���. ��� '��� !��%!�" '���)�$�� ���'��� �� '��� �$��*� ������� THNU(
���� �$��� �� �'' �����" �� ���#�� ��� ���'�! 2 ������� ���  !�����( ������ ����� ��� ��+
�#��� ������� �� ���� *������!�� �� ' �� ��!( ���� TLFU �� *������� �� ��C� ��� ��  !���� )����
�� ���#�� �$��� ���  !����� ��� ���'�! 2 �$��� �  !����(

���� �� ��� � �� �� �� '������� ����!����)��" ��� ' ���# �� �'' ����� ��! � ���)���
��� !�! ���7��� '�� !������ �� �� ������������ )�� �''� �@� )���� �� �''��)�� �� �����
�� '� ���� ��� ���. ���� �� )��� �( M�� �� ��!��� �������� 2 ������ ���)�� ,����� %� ����
�� ��%��� �� ��� ��� �� '��� ,�� �&� ��  !��� � �� ���, � �� ,������ %� ����� 0 �� ���� ��
���, � ��  !����� 0 �� �$����� TGU" THU( �� ��! ��� �� ' ������� '������ � *��� �� �,����� ���
'� ������� �� '��� �� '��� � ����# ��( ��� ��! � ����� �� '� ������� ��� !�! !�������� ' �������
'� ������&������ ��� ������ �� �$�����( �� ' ���# � ' �'������� �� ��! � ��������� ��� ������
�� �$����� � !�! *���� '� 3 ����� TFBU" )�� � �!&�� �� ������)��( �����" 2 ���)�� ������� ��
�$����� � ������ '��� 6� � ������!� �� ������)�� Y' �*����� �� ,����� %� ���� ������!Z" �� )��
��� ����� ��� ��! � ����( �������" ��� ������������� 2 ��A! ���� ��%���. ��  !�������� '��%���
6� � �,������ �� �!����������� ��� ������ �� �$����� �%�� �� ������)�� �� '��� *� �� �� �� ���
��������� ����� �� )��� � '�� �� �
�( M� ���, � '��� !��%! �� �� )��� � ����� � ���� 2
��� ������������� '��� �!�����!��( ��� '� ������� �,������ ���� ��,�@�!�� '���)�� ��� ������ �
�,����� ���� �� ����+�����,�� �� ���. �,����� '� ������ �� �
� 2 '� �� �� ���� ��� ������(
�� ��! � ��������� ��� ������ � !�! �!�! ����!� ���� TLKU '�� ����� ��� %���� � �$�.��������
�� *���)��� �� %�����)���( ���� TIEU Y��������� �� �� ��� � ����� ���� TJEU �� TKHUZ" �� ����
�� ��! � ����� ��� ������" �� ���� ��� ������ � �� �� �
� )�� ���� %���!� �%�� ��� ���� � ��
������)��( �� ' ����'�� �%������ �� ����� �'' ���� ��� )�� ��� '� ������� ��  ��'������ ��.
��A! ���� ��%���. �� �� ��! � ���� ���� �,������ '� �� ���'�� ��������� �� ��� %���� � ���
������ �(

���� ��� �'' ����� ��������)���" ���)��  !���� ��� �� ���! ��!� '� ��� *������� �� ������!
�� ' �,�,����!( ��!�������" �� �$���� �� *������� ���  !����� ���� �� *������� �� ������! ��
' �,�,����! ��� �� �6��( ��� ' �,�,����!� �$�  �� ���� ������!�� '�� ��� ��'���#��� �� *�����
�� ���+*�����" �� ��� �!������ ��� ' ��� '�� ���)�� ���'�� ��  !����� ����������( ] ���)��
��! �����" ��� �� ��� �$�  �� ���! !�� ���������� TFU(
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���� �� ���'�� � ���� �%��� ' !����! ��� ������� ����!����)��� ��  ������� �%�� ���
��! � ����� �� '� ���� �$�� �����,��" ���� ��� ��! � ����� �� '� ������� ��,�@�!�� �$��� �����
���� �� ��� '� ������� ( 	��� �%��� %� �$!)��%������ ��� � �� ������ �� �������� ��� ��!� �)��
�� ����� �� ��! � ���� �� '� ���� �$�� �����,��( ����� !)��%������ '� ��� �� ���,��� ���
��! � ����� ��������� ��� ���#, �� �$��� ��!� �)���( 	��� �%��� !�������� ' !����! ���.
�'' ����� �!�! ���� '�� ����� �� � ��� ��! � ����� / �� ����� ������ �� ,�� �� ����" �� ��
����� ������ �� ���� �� ,��( ��� ��! � ����� '��%��� ��  �' !����� 2 �$���� �� � �'���" ��
)�� ���'��&� ��� ����'�������( 	��� �%��� %� ���.  �' !���������� ���� *� �� �$� , � /
�� ���� �� ���� �� �$� , � ��. � 6��� %���!��( 1���������" ���� �%��� ' !����! �� ��� ���
'� ������� ��,�@�!�� �$��� ����� ����� )�$��� , #%� ���� �'���� ��� �'' ����� )�� ��� !�!
' �'��!�� '�� �� ����� ������ �� ��! � ����� �� '� ������� �$��� �����(

���� �� ���'�� � J ���� ' �'����� ��A! ���� ������ '� ������� 2 �$���������� �$���� ��� 
�%�� ��� *������ �� '� ������� ��,�@�!�� �$��� ����� �&� �� �!&�� �� ����# � ���'�� ��  �'���
��� �,���� �$���! 6�( 
��� �� �" ���� �� ���'�� � H" ���� � ������ �� ����� ������ �� ��! � �����
�� '� ������� ��,�@�!�� �$������ &.�� ,��!�� �� ��� �����������" ���� ���� ���� � ��� ��
 ������� �%�� �$� , � �� '���� �������( 	�� � �'' ���� ��� ���� ��� �'' ���� �� ����� ������
���������� �� �� ��! � ����( ��� ������)��� ���� �!�! ����!�� 2 �� ����� ������ �� ��! � �����
�� �!)������ %��!� ���� �� ���'�� � I(
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����� �!&�� ���� �� ���'�� � B ��� �� ���! ����)��� ' ����'���� �$��� ��! � ���� �� '� �������
��,�@�!��" ���� ' !������� ��� ��� ��A! ����� '����,����!� )�$��� ����� �'' ���� �A � �� '����
�� %�� �� �$���� ������ �%�� �$���������� (

��� '� ������� ��,�@�!�� �$���'���� � #� ,��� 2 �� �� ���� � ��! � ���)�� �$��� ��#��( 
� 
�.��'��" ��� '� ����� '��� 6� � �!���'��!� �� �6�� �� �� '�" ������� �� �6�� '��� �� �!���+
'��� �� %����� �� ���%��." �� ���� � �� %����� �������� ��� ���." �� ,�����" �� ��5( �����
�� ���� � ��! � ���)�� ��� � #� �������%� �� �$���'�� ,��� 2 �� ����#�� ���� ����*( ��� �!���'�+
������� �� �� ��#�� *����� '� ��� ���� ������ �$!���� '�� ���%��� '� *����� 0 ���� � ����� �$��
�$���� �$������ ���� %����� 0 �� ��� �!������ � )�� ��� ������ ��� 2 �� ���'������� �� �$���������� 
������ ��>������� ?�.�,��� '�� '� ���� � �$�,���� ��� �,���� �$���! 6� �%�� '�� �$�A� �(

M� �� ���� ���, � �� ��������� ����� ����. ������!� 2 �$��*�� �'��� �A ��� ��� [ ������
�� ���)���� \" )�� '� ������� �� �!&�� ��� �,���� '�� ��� ����'������� ���! ��� �( ���
������ ���� '���S� ���'��� �� ��� �  !������� �� ���� �� �!�! �� '�� � #� �����*�������( ����
�� ������� J(F ���� �!� �%��� ��� ������ �� ����! ��� ��� ��!��� ������ ,��!�� �� ��� ��! � +
�����( ���� �$�.������� �$��� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!�� ��% � ��� '� ��� 2 �� ���%�����
'����,����!� �$���� ������" )�� ���� ' !������� ���� �� ������� J(B( ���� ���� ��� ��� ���� ��'+
'��� ��� )�� ���� ������ ��'�,��� �� ������� " '�� ��� ����� ����!�" ��� ��! � ���� ��
'� ������� ��,�@�!��( �� )�����! �� �� ��! � ���� �!�� ���� � �� � ���� '� ��� �$�>�����! ���
�!������ ��� ' �'��!��( 	��� �!� � ��� ��� ������)��� �� ������ �� ������ ��! � ����� ���� ���
���'�� �� ���%����(
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 ��� ������ ���	��������	 ������	�� ��� �� ������

�� �.���� ��� ��������� ����� ����. �$!������ ���� )�� 
�������'
 �" 
����
���� �� 
��+
�����' )�� �A ��� ��� *������������!� ,���)��� �� ������������( �$��� �� ���������" ���� )��
a���D���" ���� ������!� ���)������ 2 �� ������������ �� ' �'����� ��� ���� ������ '���
!%���!�( 4��� )�� ���� ��� ��������� ���  !������� �� �� �!������� ������ ������ � %�������!� ����
*� �� �� ������ " �� '��� ������ ��� �!�������� �$���� ������ ����� ,��!� �� ���  !����� ��
,��!� �� ��� ������ �( ��� �!�������� ,��!� �� ���  !����� ��� ����� 2 �!&�� �$�����,�� ���
'�.��� ����������� �$�,���" ������ )�� ���. ,��!� �� ��� ������ � ��� ����� '���S� 2 �!&�� ���
'�.��� �!'� ��� �$�,��� �� *���( 	�� � ��! � ���� !���� ,��!� �� ���  !�����" ���� '��  � 6� �
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������!� ���� �������� '�� ��!��� � ��� ������ ,��!� �� ���  !�����(

����� �����������

	��� �!� �%��� ��� ��� '� ��� ��� ������ �� ������������ 0 �� ��
���"�" ���� �� �������
��*�� �'��)�� 0 )�� �$�� � ��%� ���� �� '��'� � ��� ��������� ����� ����. �$!������(

� ������� ��
,�� �� ,������� ����)�� ��� �� ����� ,��! �� ���  !����� ����� '�� 
,�� �� �������� ���  !����� �����#��� �� ������ ( �$���������� ���)�� �%�� �� ��� �� �� 
�� '���� �� �$�����" �� ����� �� �6�� ���'� ��� ���! ���� �� ������ ( �$�����,�� �����.�
�� '�.��� ��������� �� '���� �� �!'� � �� ���� �$!�� � �� ������ '�  �''� � 2 �� '���� ���
��*! ��� 2 �� ���! ���� ��� �!����!( �$���� ����� ����+������ ��� ��� � �������� �� ��  !���� ��
�� ���! ���� ��� ������!� ����� � ��# � �$�  6�( ���  !����� ����� �!&���� ��� � #� ���%��� ���
������ � � #� �  !����� � �� ���� � #� �����,��� �� , ���( �� �A��" ��� '�.��� ����!� 2 �$���! ��� 
��� � �����  !����� �����#��� �� ���� '�� �!����!�( �� ' �,�#�� �� '��� '�� 6� �  !���� ��
��������� ��� ���! ���� '��� � ����" �� ���� ' �%�)�� ��� ��� *����� �� *���(

�� �
�	�� �� '������ ��� �� ����� '� ����� ������ ,��! �� ���  !�����( �$���������� ��
�� � �$�� '������ �� ������ %� ��,�� '�� �!&�� �$���! ��� �� �$�,���( ��� '������. �� � ����
������ ���� ������!� '��  ��'��  �'������� �$���! ��� ��� � ���� �,����" ���� �� � �%��� ��
' !������ �%�� ��� '������. � #� &�� ��� �!������ � '�� �!&�� ��� ������ � �.����(

�� ���� �� ����� ��� �� ����� ���� �� ���� �� R�% � ��A# � ����� ��� ���������( ���� 
����+
���'
 �" ��  �� ��'� ������ ��� ���� ������� ,��!�� �� ��� ������ �( �� � ��� �'���� ���� ����"
�� �� ������ ��� ������! 2 �� ����" ��� �'���� ����	  ����	 '� ������� �� �!&�� �$�,��� '� 
��� �� ����. �� ����� � ���� �� ��� �'���� ���	��� ��	����"��	" )�� ��  ��'��� ��. ������.
������������ )�� ���� �!� �%��� ���� �� '� �� �'�� ���%���( �$��� �� ��������� '� ������� �$�'+
' ���� �� ������ '� ��� ��� ,�� �� ��'� 4!5�� ( 
����
���� �!'� � ��� ������ )�� ����
%����� �� �!� � � ���� ��� *�������� ��A! �����" �� ' �'��� �� ����� ����� )�� '� ��� 2 �$���+
������� �� ������� �� ������ �'' �.�����* )�� ���� 6� � '���! 2 �$�.�! ��� �� �$�,���( ��
�6�� ���'�" ��� ���! ���� �� ������ ��� �'!��&!�( �� ������ �� ���� ���� ���)�$2 �� )�$���
%� ������ �� ������ '�  �''� � 2 �� ���! ���� ����!� ���� �!����!�(

��� 	
���� 
�����
����� ��� ������. ������������ ���� �� ����� ,��! �� ��� ������ �" ��
��� ������ � �� �$�,��� ���� �!&��� �� '������ � �� ����.( �$���������� ���)�� �� �� '���� ��
�!'� � �''� ������ �� ������ ( M�  �������� ��� �!&��" ����� �� '���� ����� '���� �$��� ���(
�� ������ �� '��� *� � 2 �$���! ��� ��  �������� ��� �!����!( �� ������ ��  �������� ��� �!&���
��A! ������ ����� ��� ���������( �����" ���� �� ����� ��� ���� ��� &.�" ������ )�� ���� �$��� ��
��� ���� %� �� �%�� �� '������� �� �� ��� ��" ��  �������� !���� '��� � ��� �� �)�� �� '�������
�� �� ��� �� �$!������ �� '���� �� �!'� �( O���� �$���������� ���)�� 2 ���%���" �� '� ���� ��
������ �� ��� � ��� &.!� �� �� '���� ������ �� � �$��� ��� 2 �� ���%��� �� ���� �� ������ (

��� 	������� �������� �� 
������� �� �������� �� �� a���D��� ��� �� �������� �'!��&)��+
���� ���7� '�� �� ������������ �� ���� ��� �!�������� �$���� ������ ��A# ��� ������! �,��+
���� �� ���. )�� ���� %����� �� ' !����� ( �� �!������� �� ,��� �������� 2 �!&�� �'' �.�+
����%����� �� ������ �.�� �� �� �� ������ ���� �� �� �$�,��� 2 �������� ( �� ������ �.���
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��� ��������)������ �!����! ��� � ��� ���. ������ � �!&��� '� �$���������� ( 4��� )�$2 �$��� �
�������� �� �������� ���,�� �%�� �� ����#� '� �� ��� ��*�� �'������" �� *��� )�� ���. ������ �
������ �!������ �� '�� �!&�� �$�,��� '��� 6� � �6����(

����� "������������ $����� ��� ��� 1������ �� ���������� ��$�!����

	��� ' !������� ��� ��� ��!��� ������ ��'� ������ )�� '��%��� 6� � �,������ �� )���)���
��� ��� ������ ' !�!����� �� �)�$�� ���'��� �$��� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!��( 	��� ��
������� '�� �� �!����� �� ���� �� R�% �" )�� ���� �,� �� ��� ���� �� ���'�� � H(

'0�0�0� � ������� ��
,��

�� ,������� ����)�� � '�� ,�� �� �!����� ���  !����� �����#��� �� ������ " �� ������
�$�����!�!��! !���� ����!� '� ��� ���! ����( M�� %� ���� � #� ��!��� !� �� ��� ����� �� ,��!�
�� ��� ��! � ���� �� '� ������� �������� 2 ' ��� � �� ,���� ��.����� �� �$��� ��!� �)�� ���� !�
�� �� '���� ����! '� �$���������� ����� )�� �� �������� ��� � �� ������ �� '�.�� �� �� ������ 
������� �� ��  !���� ���� '��� '����� )�� �� ���! ����( ��� ����� ���" �� %� ��� ��� ��  !����
��������� �� '�.�� �!��������! ���� �� ��%��� �� '��� � ����� '����,�� ���� �� ��! � ���� ��
'� �������" �� ' ����� ���� )�� �� �������� ��� � �� ������ ������� �� ��  !���� �� �� ������ 
�� '�.�� �� �!'���� '�� �� ����� �� ���! ����( ��� ������ �� ���! ���� '��� � ���� '� ���� ���
�� ����� '��� ���� ���� �� ��! � ����" �� ���� �� �!����� ���  !����� '��� � �����(


���)�� �� �!������� �� �� *��� '��� �� ��%��� �� '�.��" ���� �� ��%��� ���  !�����" ��
)�����! ���  !������� �,����� �� '���� �� %�� ��� ������ � �� �� �� �����,����! �� , ��� ���+
����� ������! �,������( 	��� ���� ��� ���� �� &�� � J(E ��� ������������� �,������ �%��
�� �������� 
����
����" �� �%�� ��� � %� ���� ��!��� !�( ���  !������� ���� ' !����!� '�� ���
����� ���� %������ �� �$���������� Y�� ���� [ ����D \ �� ��� ��Z( ��  ��� )�� ��� � ��� �� ��
����� ,���� )�����! ��� ������ � �,����� �%�� 
����
����" ����� )�� �$�,����� �$��� '� ���
�� �$�,��� 2 ����� �$��� �!�# � � ������� �� �� ������ (

��� ����	 ��������	 ��� ���������� ��� ����	 �	�
���

���� J(E 0 4������� ����)�� ,��!� �� ��� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!��(
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�� '������ ' !����� �$�����%!����� ' ����'�� �� �!������� ,������' �$�A� � �� �� '� � ��
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��� ������ � ' ������ �%�� �� '������ ������)�� �!'������ �� �� *� �� �� '������ Y���� ��
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*��� �� ���. !��'�� /
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��>� )�$��� ������ ���'�#������ �������� 2 �$���! ��� �� ���)��  !���� �$���! 6�" �� �� �����
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��� ������ ' !����� ���� ��� ��������� �$��*�� �'��� ���'��&��� �� ' �,�#�� �� �� ������������
�� ��  !������� 2 �� �!������� �$�� ���� �,���( �����" ��� %� ����� ��!��� !�� �� ��� ������ )��
���� %����� �� ' !����� ���� � ����!�� %� � �� �!������� �$�� ���� �,���( �� '������ � �,����
���%��� 6� � �.� ����" ���� ��� *��� �,��� '� �,���" �� ����������� 2 ���)�� *��� �$����� �� '���
'� ������( ��� ���)��� ����� �,����� '��%��� ��  ����% � ( ��� ��������� ����� ����. ��������
���%��� ��� *������������!� �$����� �� �$���� ������� �� '������ � ���)��� �&� �� '��%�� ���
���,��� '�� �,���� ��� ���)��� '��� ���'��.��(

��'������" ���� �� ������ �''��������� ������ )�� �
�3+J" �� ��� ��� '���S� 2 �,���� 
��� �!���'������� ���'�#�� �� �� ��#�� �� �,���� �!�����)���( �����" �$�,�����* ��� �$�,���� 
��� '� ������ '��� �� ����� ���'��.� ��� ������( ��� �,���� �� '��%��� '�� ��  ����% � " ��
�$����� ��� �,���� ����� �$����� ����# �( ��� ��! � ����� �� '� ������� �A ��� ��� �!��������
�$���� ������ '� ������� 2 �$���������� �� ���'��� ��� '� ������� ���'��.�� �� ���,�����
��A! ���� ��%���. �� �� ��! � ����( ��� ������ )�� ���� ' !������� ���� ����� ������� ����
� ����!� %� � �$�,������� �� ������ '� �������(

�� )�����! �� �� ��! � ��������� �� � ��� ��?����� �� ���� �� �� )������! �� � �%��� �� ��
���'� ���� �$���������� �� � ,����� '�� ���'�!�� �� �-���(
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*�7�� ���� �$���� ������ �%�� �$���������� ��� ���!�( �� ��� ��������,�� )�� �$���������� '�����
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Q���� ����!� ��� *������ �� '� ������� ��,�@�!��" �$���������� '��� ���"��� ��� � ���
��A! ���� ��%���. ��  !�������� �� �� ��! � ���� '�� ������ �� ��%��� �� ����. ���'�! ��
 !������  ���� ��!( ���� �� ��� ��!��" �$���������� � ��%� � �� ��%��� �� �$�,��� �$���! 6� ��
' !����� ����� ��� �����  !����( ���� �� ��� � '��� �!�! ��" �� '��  � ������ �� ��%���
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2 �$���� �$��� ,�  � �� �!&������ ������!� 2 ��� *��6� � �� %������������ �� �� '� ������(
�$���������� *��� ,���� �� ,�  � '�� ���!�� 2 ��� '� ������� '��� &��� �� '��� � ����# ��
�� *�7��  �'��� �� ���%�%����( ����� �!����� � !�! �.'! �����! �%�� ����#� ���� �� ��������
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4��� )�$�� ���� ��%��� �� �� ��! � ���� '����� ����� ��� ������������ �����*������� ����
)���)��� ���" �� ��� ���%��� �!������ � �� ���,��� '������ � ��%���. ��  !�������� '�� �  �%� 
��  !������ �������!( ���� ��� �'!��������� % �� )���� �� ������ '� ���� �� �$����� �!���������
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 ��'����%����� ��  ���� �� �� ,���� �!��������!�" ���� ������ ��. ,�����  ��������( �����
�!����� � !�! ������� ���� ;�3M�" �!� �� ���� �� ���'�� � K(

F( �$���������� �� �� � �$�� '������ ���� �� *� �� �$���'�� ��.  !����� �� ���� �� ������
��� ���� S�!� '� �$���������� ( ��� ����� ��� ����� )�� ���� �%��� ' !����! ���� �� ���+
���� J(F(F(F(
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�� &�� � J(H ���� � ��� '����,����!� ������ �� �!����� �� ��%���. �� �� ��! � ����( ��
&�� � J(H+Y�Z ���� � �$����� � �������( �� &�� � J(H+Y,Z ���� � �� ��%��� �� �� ��! � ���� �%��
EN  !�����( �� �$�� %��� �%�� �� ' !������ ��� �������!� �%�� '��� �� �!����" �� *��� ��� ���� 
��� ��� �� ��%��� '��� &� �� �� ��! � ����( ��'������" ��� ��%���. '��� &�� �������� �����
�%�� '��� �� �!���� ��� ��������� �� ����� ���" ���� ����� �� *���" )�� ��� � #� ��.�� !( �� ��� ��� �
'����,�� �� ��  ��������� )�$��� �� '������ �  !����� �� �� '� ������ ��� ���� Y&�� � J(H+Y,ZZ"
���� ��� � ��� �$���! ��� �� �� ����� ���" ���� ������ ��  ���� �� �� '� ������( ��  !������ ���
������ ! ���� �� &�� � J(H+Y�Z(

��� ����	 ��������	# ��� $% �!����
 ��� "	
	��	������� �&��	 �!����

���� J(H 0 ����� � �������" ��%��� �� �� ��! � ���� �%�� EN  !����� ��  !������ �,���� ��
���,����� ��� ��%���. ��  !�������� ��A! ���� '�� �� ' ���# � ����� �� �� �!)����� [ ������
;���� \(

����� 4������������ ��� ������ ���� �� ��#����� �� ��#���������

	��� %����� �� ' !����� �� �����,�� �$������ �� ������������ ,��!� �� ��� ��! � ����
�� '� ������� ��,�@�!��( ��� ������ '��%��� 6� � ���!� !� �� ��%� ��� ����# �� ���� �� ��������
�$!������ ����� �� ������� �$�''�������� �� ����� )�� �$�� ��� ��� 2 �.� �� � �� ���� �,��� ��
2 �,���� ��� '� ������ �� �$�����( �� �)�$�� ��� ��� 2 �.� �� � �� �,��� ���)�� ���� ���
��������� �$��*�� �'���" �� ��>� ��  ��'���� ��� ������ � ����������� ���� )�� �� '������ �� ��
����� '� �� ��� ���%����� %� ����� )�� ���� �%��� ' �'��!( �� '��� !�������� ��� ���� � ��
������������ '� �� )��� �( �$���������� ������� �� �����" )�� �� � 2 �,���� �� ���)��( ��
�� ���)�� �,���� �$��� '�� ���'�#������ �����*������" �� �.���� �� '����,����! �� �� ����&� 2
�� ���� Y������ �� !������ ��� '�.���Z" �� ,��� �� �� ���,��� �%�� �$��� �� ���)��� Y�����
�� ���� �������Z" )�� '��%��� �%�� !�! �,����� �%�� ��� ������ ��A! ����( M�� *��� �� ���)��
�,���� ��� ��>������� �����*������" �� ��� ������! '�� ���'� +����� �$�,��� �� ��� ��� �
�����" �� '�� �''��)�� �� � �������� 2 �$�,��� ���� ������ ��  ���� �� �$�����" ���(

���� ��� �''��������� ��� ����� 2 �,���� ��� '� ������ '��� ���'��.�" ����� '� �.��'��
��� ��������� �$!������ �
�3+J" ��� ������ �� �� ������� J(B ���� '��� ���%���,���( ���" �$�������+
��� �,����� ��� '� ������ �������� 2 �$���� �$������ ���� )�� �$���#� 2 �� ��%��� �� �� ��! � ����
�� �� ������������ '� �� )��� �( ] '� �� �� ����� '� ������" �$����������  ��������� ��
*������� ���������� ���  !����� ���)�$2 �� )�� �� '� ������ �,����� ���� �����*�������( ] ��
'���� �� ���%���� ��  ��� )�� )�� ��� *������ ' �'��!�� '� �� ��! � ���� �� ��  ��'������
'�� ������ � 2 �� )�� �$���������� ��� ���( �����" �&� �$�,���� ��� ?�.�,����! ��.����� ��
���%���� �� ���� � !�������� 2 ���'������� �� �$���������� �� ����� �� *����� �������� ���
 !����� '� ������� ��  !����� ��� *������ ��� ' !%��� '� �� ��! � ����(
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���� �� ���'�� �" ���� �%��� ' !����! ��� ,���� �� �$������ �$���� ������" ���� ,��!� �� 
��� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!��( �� ����� �� ��� ������ ���� ��� %� ����� 0 ,������'
'��� '� *� ������ 0 �$������ )�� �$�� � ��%� ���� ��� ��������� ����� ����. �$��*�� �'���(
�$��� �� ��� �� �� ,������� ����)��" �� �����" �� '������ �� ��� ������ � ���! ��� �X�.�! ��� �(
	��� �%��� !�������� ' �'��! ��� ��� � ������ �$������ '��� � ����!� %� � �� ����'������� ��
'� ������� / �� ���� �� �!������� �� ���, � ��  !����� �� �� '� ������ �� �� ���'������� ��
��%���. ��A! ���� '�  �������������X*����� ��  !�����(

���� )���� )�� ���� ��� ������ ' !����!� ��� ��� ���� ' !������ � #� �������%� �� )�� �$���+
������� �$� ,����� �$������ ������������ �� ��� ���� ������ ����+�������(

�� ���� *��� 2 ' !���� %�� ������� �� '��� ����� �� � ��� ��! � ����� �� ��� ������ &.��
�� ��� �!)������( �� �A��" ��� ������ �$���� ������ �� ��� �� '�� �$������! �� ��� ������ � � ��%!�
'� ��� ��! � ����� �� ���� '�� ���'�!� �� ������� ��� ������( 	��� ' !������� �� ����� ������
�� ������ ��! � ����� ���� ��� ���'�� �� H �� I( �� ���'�� � G ��� ����� �$!��'� �� ' !+� ��������
�� ��� � ����#�� ����� )�� �� ������ �� 5��� )����+'����" )�� ���� ������� ��� ������� '�� ��
����� ������ ��� ��! � �����(
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�� &�� ��� ��� �� ' ���� ������� �$��� ���@�� �� � �������� �$������( �� ' !'� � �$�����
2 �$�''�������� ��� ���� ������ ��  !������� �� ��%��� �� , ��� �� �� �� ���'��&���( �� �����
��'�� �� &�� �� �����'������� ����� �-��� �%�� �� ��C� / �� '� �� �� ' !������ ��� ������ �(
M� *� � &�� ��� ' ����� ����� �� ������� �� ��� �!*� ������ ��� ������ �( �� ��C� �$��� '��
�������,�� ���� ��� �''��������� �� ������������" �� �$��*� ������ 2 �.� �� � ��� ' !���!����
�� ������������ �.���� ��� ������ � ��� �,����(

�%�� ��� �'! ���� � �����.�� TBGU" TLEU" TLNU �� �� '������� ����!����)�� '� ��� ���
*� �� ���'��&������ ��� ������ 2 � ���� ���� �� ����� %��� �� '������� ��� ������ � ���  !�����
)�� '� ������� �' #� &�� ���( ��'������" �� ����� ��������� �� �����.��! �$���� � '�� )�� ��
���� �� %� ������ ��� ������ � ����  ��'���!" �� �$��'��� ������ ��������� �� �$��'������ ���
������ � 2 �� �� ��� '�  �''� � 2 ��� ��'������ 2 �$��� !� �� &�� �( �����" �� &�� � �����.�
'��� � #� ,��� � ���*� �� ��� � �������� *��,�� 2 �$��� !� �� ��� *� �� � �������� 2 �� �� ���(
����� �� ���! ����)�� ���� 2 �� ������������" )�� � ,����� �� )�����&� �$��������! ��� ������ �(
��� ��%��������� TGJU" TGGU" TJIU" TLNU" ���� ��� �'! ���� � �����.�� )��" ��������� �$��'�������
�� ���������� ��������������" *�� ������� �� ����� ��!�� '�� �� ������������(

�� ������ �$�'! ���� �����.� ��� !� �������� ��!� 2 ����� �� 5��� '����( �� �A��" ���
�'! ���� � �����.�� �� *��� )�$!�� �� ��� 5���� '�����( �$��� � '� �" �� ' !����� �� � �����
5���� '����� ���� �$����� 2 � ���� ���'��&� !�� �!���� �� ������������(

���� �� ���'�� �" ���� ' !������� �� &�� ��� '� ��%�������� ��  �''� � �%�� �� ��������+
����( ��� ��%��������� ����� !�! ������������ �!&��� '�� ��� ������ 2 ��%���. �� � ��" '�� ��
� �%��� � ���� � !�! *��� '�� ��� ������ ������ ( �� ' ���# � '� ��� �� �� ���'�� � � ���� ���
��%���������" ����� ,��� '�� ��� ������ 2 ��%���. �� � �� )�� '�� ��� ������ �� ������ ( ����
�� ���.�#�� ���'�" ���� ' !������� ��� 5���� '����� �� ���  �''� � !� ��� �%�� �� ��������+
����( 	��� ���� ��� )��" '�� ��� ������ 2 ��%���. �� � ��" ��� ������)��� �� ������������
,��!�� �� ��� 5���� '����� '��%��� 6� � ��!��� !�� �����,������ ��������� �$��� �������� ��
�� ������ �� 5��� ���
�+'����( �$��� � '� �" �� ������ ��� ���%��� � ���!� ���� �� ����! ��� � ��
�''��)���� ���!'��������� �� ������� ��� ,����� ��� ���� ������ ���7�� '�� ��� ������
2 ��%���. �� � ��( 	��� ' �'����� ��� �.������� �� �� ������ �� 5��� )����+'���� ��. ������
������ " �� )�� '� ��� �� ����. �.'����� �$��*� ������ ������ (

�� ������� G(E ��� ����� �� ���������� � )�� ���� ������� ��� '� �� �����( �������" �� ���+
���� G(F ' !����� ��� ��%��������� '�� ��� ������ 2 ��%���. �� � ��( �� ������� G(B ' !�����
��� � �%��. ���! ��� � !������� ��� ��%��������� ��. ������ ������ ( 	��� ' �'����� ��� ���+
%���� �'' ���� ���� �� ������� G(J( �� ������� G(G �,� �� ��� 5���� '����� �� )����+'����� '�� 
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��� ������ 2 ��%���. �� � �� �� ��� �''�������� 2 �� ������������( �� ������� G(H ' !�����
��� � �%��. ���! ��� � ' �'����� �$�''�������� �� �� ������ �� 5��� '���� ��. ������ ������ (
��&�" ���� ' �'����� ���� �� ������� G(I ��� �.������� �� �� ������ �� 5��� )����+'���� ��.
������ ������ ( 1���������" ���� �� ������� G(K ���� ��������� ��� �� ���! ����)��� ��� 5����
)����+'����� ������ ������!�� ��. ��%���������(

"�� ������ - 	������ �� ���� �� ������ �������

M�� ����� 2 ��%���. �� � �� ��� ��� *������� ������ � �!&��� �� �� ��''� � ,�������������
f : R2 → R( ��� ������ B� 2 ��%���. �� � �� ���� �!&���� �� �� ��''� � � �������������"
f : R3 → R(

�� ���! ������� ��� ������ ��'��)�� ��� )�����&������ �� ��''� � ����� )�� ��� %���� �
��� ������( �����" �� �!�! �� �� � �%����� �%�� ��� ������ �!&���� �� ��� ����� �" �$���+2+�� �"
�� ��� *�������� f : Z2 → Z( �� ' ���)��" ��� ����� f �$��� �!&��� )�� '�� �� ����+�����,��
E ⊂ Z2" )�$�� �''���� 
�����	 �� �� *�������( �$�����,�� ��� *�������� 2 ��%���. �� � �� *� ��
�� � ������ '�� ��  ������� �$� � � /

f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ E YG(EZ

���� �� ��' �� �$��* ���� ����!� '� /

(f ∨ g) (x) = f(x) ∨ g(x) ∀x ∈ E YG(FZ

(f ∧ g) (x) = f(x) ∧ g(x) ∀x ∈ E YG(BZ

�� �!&������ �� �� � ������ � ����! �� �!%���''����� �� �� �� '������� ����!����)�� '�� 
��� *�������� ������ ��(

��� ������ ������ ���� ��� *�������� ��	�������
 �!&���� �� �� ��''� � ,� �� � ������+
������� f : R2 → R3" ��" �' #� ���! �������" f : Z2 → Z3( �� �� �6�� *�7�� )�� '�� ���
������ ������ ��" �� '��� ���%��� �� *������� f �$��� �!&��� )�� �� �� ���� �����,�� E ⊂ Z2"
)�� ����� �� ��''� � �� �� *�������( ] ����� �� �$���.������� �$���  ������� �$� � � ���� ����
��� � %����� �" �� �� '������� ����!����)�� �� '��� '�� �$!���� � �� ����# � �� ���� ��.
*�������� %���� ������(

Q���� ����!� ��� *������� f " ������ � �� %���� �����" ���� ���� ��� '� fs �� %���� �� ��
*������� f �� '���� s ∈ E" �� E ��� �� ��''� � �� �� *�������( �����" fs ���� � ��� %���� 
������ � �� �� %����� " ����� )�� �� *������� f  �' !����� ��� ����� 2 ��%���. �� � �� �� ���
����� ������ (

"�
 .������� ��� ��� ������ - 	������ �� ����

&���� 5���� ������ �� ���������� �����-��

"�*�
�
�� �0� �6� 7�	����� �	 8� �����# $	��	 �����
 �� ��
����� I �	 ����
����� P(I)
��
 ���	��
 �� I� ��� 	����	�
�� �
	 ��� ������� C ⊆ P(I) 	���� ��� �

∅ ∈ C YG(JZ

∀x ∈ I : {x} ∈ I YG(GZ

���� 	��	� ������� Ci ⊆ C : ∩
i
Ci = ∅⇒ ∪

i
Ci ∈ C YG(HZ
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�� �� '��� ������� 2 ��� �����.��� C
���  ������� ,���� � R �� �� ����# � ���%���� /

∀x, y ∈ I : xR y ⇔ ∃C ∈ C |x, y ∈ C YG(IZ

��  ������� ,���� � R ����� �!&��� ��� ���  ������� �$!)��%������( �� �A��" ���� ���  !?�.�%�"
�� {x} ∈ C( ���� ��� !%�������� ���!� �)��" �� x, y ∈ C ⇔ y, x ∈ C( 1���������" R ���
,��� � ������%� /

∀x, y, z ∈ I : (xR y) ∧ (yR z) ⇔ (x, y ∈ C1) ∧ (y, z ∈ C2)

�� ����� C1 ∩ C2 = ∅" �� �" '� �$�.���� G(H �� �� �����.��! /

(x, y ∈ C1) ∧ (y, z ∈ C2) ⇒ x, y, z ∈ (C1 ∪ C2) ⇔ xR z
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'��� � ���� )�� ����� �� g(
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�$��� '�� %! �&!�" 2 �� ' ������� ��! ����� �� ��������� �� ��%�������� �� �� � '�� %! �&!�
�� �� �� � ��� ������������(

��� ���. ���������� ��  !������ �� ��� ����� / �$�  ���� ���� 6� � 2 �$���! ��� ��
Disque(fp, gq)(

�%�� ����� ���� �����" �� ��� ��� �� ������� �  ���� �� %����� g′q �� ���'������� �.' �+
�!�� �� '���� ?������( 
�� �� %����� �� � ��� ���'�������" �� � 23 '����,��� �  �����( ��
*��� � ������ " '� �� ���. 2 �$���! ��� �� ���)��" ����� )�� ��� �� '��� ' ���� �� �� % ��� %���� 
�� g′q( <����*���" �� ��� '����,�� )�$�� �$�.���� '�� �� %����� ����� 2 �$���! ��� �� ���)��( ����
�  �%� �� �)�� ��� '����� fp �� gq ���� � #� ' �����( ���� �� ���" �� �  ����� 2 �� %���� ��
%����� ��  !*! ���� fp( �� &�� � G(EJ ���� � �� �.��'�� '�� ��� '����� �� ���. ����������(

� �� ��� )��� � �  ����� '����,��� '�� gq " ��������� � ��� ���� ���� �� ���)��( 
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�� 	��� �%��� %� '� �� ' �'������� G(F )�� d(gp, gq) ≤ d(fp, fq)( �� ����!)�����"
d(fp, fq) = 0⇒ d(gp, gq) = 0( �����" ��� ��%��������� ���� ��� �'! ���� � �����.��(

���������	� M�� *��� �� �!&������ G(EJ �����*���� '�� ����� '�� � �� '����� %������" ��+
��� ���������� �$� '��� ���� �� �� � ���*� ������ !�!������ � ��� ��! !�( �� �$���� ���� �$���
� ���*� ������ ����'������(
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	��� ' !������� ��� ���  !������� ��  ��'������ 2 ��� � ���%���� �!&������ �� ��%��������
������ �� �� '�� ��� ���. ���� ������ ' !����!�( �� �� )��� ������! ��� �� &�� � �!����
%���� ��� TEU ������! �� �� ����� �� ������ B ��! ! B *���( �� &�� � G(EG ���� � ���  !�������
�,����� �� ���  �' �������� �� ��,���� �� ;�� 3��� [ �� 
��� �� �� 3 ��� ���� \ �%��
��� ���� ������ '� ' �������� �� ���� �������" �%�� λ = 0 �� λ = 5( ��� �6���  !������� ����
������ !� ���� �� &�� � G(EH '�� �$����� [ ���� \( �� �������� )��" '�� λ = 0" �$���� �����
'� ' �������� ����� ���  !������� � #� ' ����� �� ��  !*! ����" ������ )�� �$���� ����� '� 
���� ������� ' ����� ��� ���'��&������� '��� ��'� ������( 
� ������ �" �� ���'��&������ ��� '���
*� �� '�� λ = 5( �� ���'��&������ ����!� '� �� *� �� %���� �� λ  !���� ��� ��A! ����� ��� �
��� ���� ������ '� ' �������� �� '� ���� �������(
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�� ��� ! �� ���'��&������ �,���� '� �� ��%�������� �!'��� �� �� %���� �� '� ��#� � λ"
����� )�� �� ����. �� �� )��� ( M� �� )��� )�� �$!�� �� �� ��  !*! ���� ' ����� �� &�� ���
'��� *� � )�$�� �� )��� )��  �����,�� 2 �$����� �� �!'� �( <����*���" �� ��� ��>���� �� )�����+
&� �� ��� ! �� ���'��&������ )�� �� � �,���� �%�� �� �� )��� ����!( 	$��'� �� )����� �����
'��� 6� � ������!� ����� �� )��� ( ��� %� ����� &�� !�� �� �$����� �� �!'� � ������� �� ,���
 !������� '�� �� ������������( �� '��� ���� '� �.��'�� ��� &�� �� ���� �!� �!)�������� ��
��� &�� �� '����+,�� �''��)�!� �� ���)�� ���'������ ������ " �� �� &�� � �!���� %���� ���( ��
&�� � G(EI ���� � ��� ��A! ���� ��� !� �� ���'��&������ �,����� '� �$���� ����� '� ���� ���+
���� �� ' ����� ����� �� )��� �� &�� � ���� �! �!)������� �� ������ B �� EN  ��'����%�����(
���� )���� )�� ,��� )�� �� ���'��&������ ���� '��� ��'� ����� '�� �� �� )��� �� ������ EN"
����� ���'��&������ �$��� '�� �� ' �'� ���� �%�� �� ��� ! �� ���'�����! �� �� )��� �� ������
EN '�  �''� � �� �� )��� �� ������ B(
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���� G(EG 0 �!������� �%�� ��� ���� ������ '� ' �������� �� ���� ������� �� ���  �' ��������
�� ��,���� �� ;�� 3��� [ �� 
��� �� �� 3 ���� ���� \(
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��� ���������� ��A! �����( ��  !������ ��� ��� ����!)����� �� �� ����� ������ �� �$���� �����(
�� �A��" ��  !������ g′p �� ��%�������� �� � ��%� ������ � �� �� � ���� �!&��� '� ��� '����� gp

�� gq Y&�� � G(EBZ( �� ����!)�����" �� ���� ��� '���� �� �$����� �� )��� �� � ��%��� �� ���
�6�� � ����" ����� �$��� �� ��� �� �$�.��'�� )�� ���� %����� �� ' !����� " ���� ��� '����� ��
��%�������� �''� ����� ��� 2 ����� �6�� � ����( �� � ��%� �� ��� '� ������# ����� ���! ������
)���� �� �� )��� ��� ��� ����� 2 ��%���. �� � ��( ���� �� ���" ���� ��� '����� �� �� )��� 
�� � ��%��� �� �� � ���� R = G = B Y'�� ��� ������ �34Z �� ��  !������ ��� ����� ��� �����
2 ��%���. �� � ��( 4��� �������" ��  !������ �� �� ' ���� ��� '�� �� �� �A������� ��� �������
�� �� ��'��� ������ �� ��� %���� � �� � �� �� �� � ��%����� '�� �� ��� � ����( 	����� )��
����� ' �' �!�! �$��� '��� %! �&!� �� �)�� �� �!����� �� ������ �� ��� ����� � ' �'��!� ����
�� ������� G(J(G(F ��� �''��)�!�" ��� �  �� � �$�  ���� ' �%�)���� �� �!'�������� ��� '�����
�� ���� � �� �� � ���� ��� %���� � �� � ��( ���� �$��� '�� ��� '��� %! �&!� '� �$���� ����� '� 
' ��������( �� &�� � G(EL ������ � ���  !������� �%�� �� �� )��� 2 ��%���. �� � ��" '�� ���
���� ������ '� ' �������� �� '� ���� �������( ���  !������� ��� !�! �,����� ���� �''��)�� 
�$���� ����� �$�  ���� �� �� ������� G(J(G(F( �$���+2+�� � )�� ��� ������� ��� !�! �A����!� ��
'���� ?������ �� �$�  ���� �$� !�! �''��)�! )�$2 �� &� �� �$���� �����( �� �,�� %� )�� ��  !���+
��� �� � ��%� �� �� � ���� ��� %���� � �� � �� '�� �$���� ����� '� ���� �������" ���� �� �$���
'�� �� ��� '�� �$���� ����� '� ' ��������(
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	��� ��������� ���������� �$��'� ����� )�$��� ��� 5���� '����� ���� �� ����� ����#���
�� ������������( 	��� ' !������� ������� )���)��� �!�! ���������� �� �� ������ �� 5��� '����
'� ������� �$�,���� ��� 5���� )����+'����� ����. ���'�!�� ��. �,���� �.������� ���� �$�����(
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��� ���� �����,��� ��� 5���� '����� ��� !�! ������!� ����� �� )��� � �� ������������
�� '������)��( ���� TEJU" �� ���� �����,�� ��� �!��������! ����� ��� � ��# �� �� ���� ���� �� ��
�� *���" ����������� �� �����,�� �� �� )��� �( ��� 5���� '����� ��� �!��������!�� ���� ����
�� ���.�#�� ���'� *������!�� �%�� ��� 5���� '����� �� )��� � �&� �$�,���� �� ������������
&����( ���� TJBU" ��� '� ������ &�� ��� �,����� �� ����������� ��� 5���� '����� �� ������ �$��
����� �� �� *���( ��� 5���� '����� ����������� ��� �� )��� � �$�� ���� ����� �� � �������� ��
 !����� �,��������� 2 �� ' �������� �$��� '� ������ &��( ���� �� �6�� ��' ��" �� �!����� ��
� �������� ��  !����� '��� 6� �  ��'���!� '� ��� �
�" ����� �$��� �� ��� ���� TIGU(

���� ������ ��� �'' �����" �� ' �,�#�� ��� �� � ��%� ��� 5���� '����� ��� '��� �����&����%��"
�� �� ����. �$��� '�� *�����( �� �A��" ���� ��� ����� 2 ��%���. �� � �� �� � �" ���� �� '��'� � ���
���" ,������' � �' �� 5���� '�����( 4��� )�$��!������� �� �,��� %����������� ���*� �� ��% ���
6� � ��������! �$��� ����� �� � ���� 5��� '����" ��  !����! �� ��� ���'��! �$�� � ��� ���, � ��
5���� '����� ����� ��� ��%���. �� � �� � #� ' �����( ������ �� � ��%� ��� '��� �����&����%��
'� ��� � ��# �� �� �� *��� �$��� '�� ������ � ���������" �� ��� � ��# �� �� ���� ���� '��%���
�!����� ��� � ���� �,���� 2 ���� ���� �����( ��� &�� �� �����.�� '��%��� ��������� ���
�������� 2 �� ' �,�#��" �� ��� ��� �� �A�� �$!�� ��������� ��� 5���� '�����( �����" �� '���
��'! � )�� �� &�� ��� *������� � ��� 5���� '����� ��� '��� ������� �� �� ��� ������ �������� �
2 6� � '��� ���� ��������( ���� '�� �,���� ��� 5���� '����� ��>������� � ����� �� ���
�!������ � �$�''��)�� ��� &�� �� �� � ���� ������" �� )�� �$�� �S�! *��� �������� �� ���'� ��
������ �� �$���� ����� �� �� �$��� �  ��)�� �� � �' ���'��&� �$����� �� �$!������ ��� �!�����
��'� �����(
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��� 5���� )����+'����� '� ������� ��  ��!��� �� ' �,�#�� '��! '� �� �!������� ��� 5����
'����� �� !�� ������� ��� �!&������( �����" �� ���� �� ������! � ���  !����� 2 ��%��� �� � ��
��������" ��� %� ������� �� ��%��� �� � �� ����� ��� ���#��� ' !��� ���� '� ����� ���� ���
�6�� 5��� )����+'����( ���� TKJU" ��� 5���� )����+'����� ���� �!����!�� ��������� ��� ������
�� � ������( �� � ������ �.' ����� ��� ��A! ����� �� ��%��� �� � �� ��� � '�.��� %������" ��
����� �� �� � ������ '� ��� �� �!����� ���  !����� �� �$����� �� �� %� ������ ��� � ��%���.
�� � �� �� '�.��� %������ ��� '�����( ���� TIJU" ���� ������! !�� ����� 5���� )����+'����� ���
 !����� �����.�� �� �$����� �� �� %� ������ �� ��%��� �� � �� ��� � '�.��� %������ ��� '��� '�����
�� !���� 2 E( M�� ���� ����� ������������� ��� ��'������ ��'��!� �� �� ' ������� �$!��)������"
)�� %��� )�� �� ��A! ���� ��� � �� ��%��� �� � �� �$�� ���%��� '�.�� �����! 2 �� 5��� '����
�� �� ������� �� ��%��� �� � �� ��� '�.��� �''� ������ �!�2 2 �� 5��� '���� �� '��� '�� 6� �
��'! ��� 2 EN( 	����� )�� ����� ���� ����� �!'��� �� �$� � � �$!��)������ ��� '�.���(
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��� ��%��������� !������" )�� ���� �%��� ' !����!� ���� �� ������� G(F(B" ��� �������� ���
5���� )����+'����� ��������� ��  �+�!&������ �� ��  ������� ,���� � ��� � '�.��� %������( 	���
�� �%��� %� �� �.��'�� �%�� ��� 5���� λ+'�����" �� �� ���%����  ������� ��� �!&��� ����� gp �
gq ⇔ gp > gq +λ( ��  ������� ≈ ���� �� �!&������ G(EG ��%���� fp ≈ fq ⇔ fq−λ < fp < fq +λ(

�� &�� � G(FN ���'� � ��� 5���� '����� �,������ ����� �� �!&������ ������)�� Y5���� '�����
[ �� ����� \Z �� ��� 5���� λ+'�����( ��� 5���� λ+'����� !���� ����. ���'�!�� �� ������� ��
�$�����" �� �!������� ��� '���  �' !�������%�� ��� � #� ���'��&!�(

��� ����	 ��������	 ��� 5��	
 ���	
 6 
�����	
 7 �λ = 0� ��� 5��	
 +��
�8���	
 ��	� λ = 4

���� G(FN 0 P���� λ+'����� �� �$����� [ ���� ���� \ '�� λ = 0 �� λ = 4(

�$��� ��  �������� ,���� �� ���� ' �'��!�� ���� TGGU(

"�' /������ �	�������� ��� ��� 1�	�� ����� �������

� ��'� �� ����*� TEBU ��� ' �'��! �$�.������� �� �����'� �� ������������ ,��!� �� ���
5���� '����� ��. ������ ������ ( ���� ��� �'' ����" ��� 5���� '����� ���� �!����!�� ���!+
'��������� �� ������� ��� ���'������� ������ ( �� �,����� �� ����� *�7�� � ��� ������
Ir" Ig �� Ib" �� ���)������ �� ������� ��� 5���� '����� ��� '��� ��'� ������" ����� ��� � ��# ��
�� �� *��� �� �� � ������( ��� '� ���� �� �$����� �''� ������ ��. 5���� '����� ��� �!�������+
�!�� ���� ����� 2 5! �( �������" ��� 5���� '����� ������ ���� �!&���� ����� �$���� �������
��� ������ Ir" Ig �� Ib" ��� 5���� 2 5! � ������� 5! � �� �$���� �������( �$�����  !��������
��� ������!� ����� ����� �� )��� '�� �� ������������" ������� ��� 5���� '����� �������
���� 2 ���  !���� ���� �� ������������ &���� ��������� ��� ' ��!�� � �� *����� ��  !�����
�� ��� ��� ,����� �� �$�����( ����� �'' ���� � �$�����%!����� �� ' ���� � �� '��� ���%���
��� 5���� '����� � �' '������( �� �A��" ��� 5��� '���� �� '��� 6� � �� )��� )�� �� ���� ���
'�.��� ��� �� �6�� %���� �� ��� � ��� ���'������� ������ �� �6�� ���'�" �� )�� �� �� '���
���� �����*��� 2 �� ����� � ��# �� �� �� *��� �� ���� ���� '�� ������� ��� ���'�������( �%��
����� ' ��!�� �" �� ��� *����� �� �!����� ���  !����� '� ��'���������� ���*� ��� )�� ��� �� � #�
�!�# �� %� ������� �� ��� %���� � �� ��� � ���'�������( �� ���  !����� �� ����������� '�� ���
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'� ���� ���'�#������ �����#��� �� ������ ��>������� � �����" �� �$� �� � '�� �� �� +
)��� ��  ��'������ 2 �����  !���� �� �� ' ��!�� � �� *����� ��  !����� �$��� �,�� � 2 �$�� ���
�� )��� � %������( ��� ' !+&�� ���� ��'� ����� '��%���  !��� � �� ' �,�#��" �� !�� ������� ���
5���� '�����" ���� �� &�� ��� � �' *� � '��� ����� 2 �$!���������� �$��*� ������� ��'� ������
���� �$�����( �$������ �" �� ' ��!�� � �� *����� �$����� ���� )�� �� ��� ��� ,����� �� �$�����"
�$��*� ������ ������ �$��� '�� � ���!� �� ����# � �'������( ��� �����%!����� '��� 6� �  !����
�� �''��)���� ��� �!����� �� � �������� ��  !����� ,��!� �� ��� �������� ������ TGFU( <��+
��*���" ����� �!����� '� ��� ��>�������� �� � ��%� ���  !����� '� ��'���������� �����#���
��� '��� ��'� ������ ���� �$�����(

"�) ��� 1�	�� %����2����� �������

���� �� �6�� ��' �� )�� '�� ��� ������ 2 ��%���. �� � ��" �� ��� '����,�� �$!�� �� ��
������ �� 5��� '����( ����� �'' ���� �.' ��� �$��!� )�� �� '������ %� ������� �� �� ������ 
�$���  !���� �� ���� '�� '� 7��� %�����������( �� '��� ��� � ������! � ���  !����� �����
!���� '�����" �� )����+'�����( ���" ����  ������ ��� �� �!&������ �� '��� ���'�� %�� '�� ���
������ 2 ��%���. �� � �� / ��� λ+5���� '�����" )�� ���� ��� � !���� � ��. ������ ������ (

"�*�
�
�� �0�) $	��	 ������ ��� ��
	���� s : Rn → R� ���� ����	
 x, y ∈ E �����	������	
 �� �/�� λ4>��� ���� ����� ����	��� ��	������� f 
� �	 
�������	 
��� ���
	� ��� ���.�� ��
����	
 (p1, p2, . . . , pn) 	���� ��� p1 = x �	 pn = y �	� ���� 	��	 i� (pi, pi+1) ∈ E 
��	 ��
��
 �	
d
(
fpi+1, fpi

) ≤ λ�

�� &�� � G(FE ������ � ��� 5���� '����� ������ �%�� λ = 0 Y5���� '����� �� �����Z ��
λ = 12 '�� �$����� [ 
�''� � \( �$����� � ������� � !�! �!�# ����� &�� !� '� ��%�������� �&�
�$!������ ��� �!����� � �' &�� ����� )�$��� '� ��� �� , ���( �� �������� d ������!� ��� �� ��������
����������� �� �$��'��� ������ �34( 	����� )�� ��� 5���� '����� �,������ �%�� λ = 12 ����
,������' '���  �' !�������%�� �� ������� �� �$����� )�� ���� �� ��� λ = 0( �� �!�������
��� '��� ��'� ������ '��� 6� � *���� 2 '� �� �$�� � ��# � �� ������( 	����� !�������� �� *�7��
���� ��� 5���� '����� ���� ���� �,�!��( ��� � ����� 5���� '����� ����'��� ��� 5���� �����#���
�� �$�����" ������ )�� �� � #� '������  !����� �$���������� �� ���  !����� �� � �������� )��
����� ��� ��� �,����( �$��� ���� ���  !����� �� � �������� )�� �� � ��%��� ��� % ��� ������ � ��
�$�,���" )�� �$�� ��� ��� 2 � ��%� ��������� �� ������������(

��� ����	 ����!	 ��� 5��	
 ���	
 ����	��� λ = 0 ��� 5��	
 ���	
 ����	��� λ = 12

���� G(FE 0 P���� λ+'����� ������ '�� λ = 0 �� λ = 12(
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�� �!&������ ��� 5���� '����� ������ ��'��)�� �� ����. ' !���,�� �$�� ��'��� ������ 
���� ��)��� �A����� �� ������ �� ��������( M� ��'��� ������ ��� ��� �������� �� �� ' �.����!
���� �$��'��� ������ ��  ��'��� 2 ��� ' �.����! '� ��'������( �$��'��� �34 ����� )�� ���
� ���*� ������� ���!�� ��" ���� )�� bM; �� b� �, �� ���� '�� ���*� ���( �� ����!)�����"
���� �$� '�� �� ����" ��!� �)������" �$������� ��� ���� � �� �������� + ����� )�� �� ��������
����������� + ���� ��� ��'����( �� ����� ��'���� ������ " ���� )�� ��, �� :�;" ���� ���*� ���
�� �� ����!)����� ��� ���� �� �� �������� ���� ��� ��'���� ���� ��� ��� ��������� ��!� ��
������ (

���� �$��'��� ��, �� ��������� ��! ��� � ���. ������ � c1 = (L1, a1, b1) �� c2 = (L2, a2, b2)
��� ���� !� �%�� �� �������� ����������� /

d(c1, c2) =
√

(L1 − L2)2 + (a1 − a2)2 + (b1 − b2)2 YG(BGZ

���� �$��'��� ������ �)�� :�;" �� ��������� ��! ��� � ���. ������ � c1 = (h1, s1, v1) ��
c2 = (h2, s2, v2) ��� ����!� '� �� �������� ����������� ���� ��� ��'��� /

d(c1, c2) =
1√
5
·
√

(v1 − v2)2 + (s1 cos h1 − s2 cos h2)2 + (s1 sin h1 − s2 sin h2)2 YG(BHZ

�� '��  ��� ��'! � )�� ��� 5���� λ+'����� �� ������� � )�����! ������ �,������ '�� ���
��'���� ���*� ���( ��'������" �� �$��� '�� �� ��� '�� ��� �''��������� �� ������������( ��
�A��" �� ������������ �� ��� ��� 2 � ��%� ��� ������ � ��� �,���� 2 �����&������ �!�����)��(
�� ��� ��� ��� )�$��� '� ��� �� ��� ������ � �� ���� '�� � #� *� ������ ���� ���!� �%�� ��� �,����
%������( ��� ���� �� �� �������� ���� ��� ��'���� ���*� ��� ��� �������� 2 *������� � #� %���
���  !����� )�� �� ���� '�� �!'� !�� '� �� ������ ������� �� � #� �� )�! %�����������( � 
��� *������ ���� *������ '�� �� ������������( 	��� �%��� �������! )�� ���� ��� ��'���� ���
���*� ��� ���� )�� �34 �� bM; �� ���� ������ � �  �%��� 2 ����. �� %�% �(

	��� �%��� ���'� ! Y&�� � G(FFZ ��� 5���� '����� �,������ '�� ��� ��'���� ������ �34"
bM;" :�; �� ��,( 
�� ��� ��'���� �34" bM; �� ��, �� �������� ����������� Y!)������ G(BGZ
� !�! ������!�" ������ )�� '�� �$��'��� :�; ���� �%��� ������! �� �������� �� �$!)������ G(BH(
�$����� � ������� � �$�,� � !�! &�� !� �� �� �����!� �� ��� � ��� ���'�������( �������" ��� 5����
λ+'����� ������ ��� !�! �!����!�� ���� ���)�� ��'��� ������ ( �&� �� '��%�� ���'� � ���
 !�������" ��� 5���� '����� ��� !�! �!����!�� �%�� ��� %���� �� λ ����� )��" ��� *��� !�����!��
��� 5���� �� � �������� Y !����� �� ������� �$��� �� ����� ������" ��� G '�.���Z �� �� *��� ��
�$����� ���%� �� '� ��� 5���� '����� ���� �$��%� �� LNc( �� �������� )�� ��� ��'���� �34 ��
bM; ������� ���  !������� ���'� �,��� �� �����*������� �� '���� �� %�� �� �� ������������"
���� �$��'��� :�; *������� ���  !����� )��" ���� �� !���� ���,��,��� �� ������ " ��� ���
�����&������ �!�����)�� ��A! ����( �$��'��� ��, ���� � �� �6�� �������� 2 *������� ���
 !����� �� ������ ������� �" ���� �� �6�� ���'� ���� �� ����� ��� �� �!'� � ���  !����� � #�
' ����� �� ������ " ����� �$��� �� ��� �� �� '� ��� ����� �� *��� ��  �# � �� %�� �� ���� ��
&�� � G(FF+Y*Z( ���� ��� �''��������� �� ������������" �� *����� ��  !����� �� ������ ������� �
�$��� '�� ��������,�� �� ����� �''� �������� 2 ��� �,���� ��A! ����( �����" ��� � �,�����* !����
�� �!����� ���  !����� � #� �����#��� �� ������ " �� ������ ��! '� ��'������ �� ���� ���! ����
'�� �� ������ �$�� �� ���� �����( ��� ��'���� ���� ���*� ��� ��� �������� 2  !��� � ��� ���������
��� � ������ � '� ��'���������� ' �����" �� )�� ��#�� 2 ��� ������������ ��� *�����(

�� ����!)�����" �6�� �� ��� ��'���� :�; �� ��, ���� '� ��'���������� ���*� ���" ����
� ��%��� )�� �� '���� �� %�� �� �� ������������ �� ��� '��� ���! ������ �� � �%����� �� �34
�� bM;(
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���� G(FF 0 P���� '����� ������ �,������ '�� ��A! ���� ��'���� ������ (
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�� ���� )�� &�� �� �����.��" ��� ��%��������� �������� �� !�� ������� ��� 5���� '����� ��
�$�����( ��� �� ���! ����)��� ��� 5���� '����� ������ �� �$����� &�� !� ���� ��A! ����� '�� 
��� ��A! ���� ��%��������� ������ (

�� &�� � G(FJ ���� � ��� 5���� λ+'����� ��  ��'������ ��. ��%��������� �� �� &�� � G(FB(
�&� �� '��%�� ���'� � ��� '� *� ����� �� '���� �� %�� �� �� ������������" ��� %���� �
�� λ �������� '�� ���)�� ����� ���� ������ '�� ���)������ ��� 5���� '�����" ��� *��� !�����!��
���  !����� �� � �������� Y !����� �� ����� �� G '�.���Z ���% ��� ��%� �� LNc �� �$�����( ���
5���� '�����  !��������� ���� ������ !�� �� *������ ������ � ���� �� &�� � G(FJ" ��� 5���� ��
��� ��  ��'������ ��. 5���� �� � �������� Y5���� '����� �� ����� �� G '�.���Z( ��� �6���
5���� '�����" ���� !������ ���  !����� �� � ��������" ���� ���� !��  ��'���� �%�� ��� ������ 
�������( �� �������� )�� �� ��%�������� ������ � ' ����� ��� 5���� '����� ����� ���'�!��
�� ������� �� ������ �� �$�����( �� '�!���#�� �$�.'��)�� �� *��� )�� �$�''�������� �$��
λ+��%�������� ��. � ��� ���'������� �� �$����� ��� '���  ��� ����%� )�� ��" ����� '�� ���
��%��������� ������ " �� � �%����� �%�� ��� %���� "������ �� λ( �� �A��" �� ��%�������� ���'�+
����� '� ���'������ ��'��� � ��� ��������� ��� � '�.��� %������ �� ����� �� λ ���� 	��	�
 ��

	���
 �����
��	�
" ������ )�� ��� ��%��������� ������ '� ���� ��� )�$��� ��� ���'�������
�$!������ '��� �� ����� �������� �� ��� ��� �� ���� ��>������� ' ����� '�� ���'���� ( ��
����!)�����" �� ��%�������� ���'������ '� ���'������" '���  ��� ����*" ' ����� ,������' '���
�� '������ 5���� '����� �� ������� �� ����� �� G '�.��� )�� ��� ��%��������� '� ' �������� ��
���� �������( �����" �� %���� �� λ �!������ � '�� )�� ��� 5���� '�����  �������� ���% ��� LNc
�� �$����� ���  �����%����� !��%!�" �� )�� *��� )�$����� ���� '��� �� ��� )�� ������ �,������ '�� 
��� ��� �� ��%���������(

"�4 +�	������	

���� �� ���'�� � ���� �%��� ' !����! ���. ��'���� � #� ��'� ����� �� �� ������������
�� '������)�� / �� ' !+&�� ���" ���� *� �� �� ��%��������" �� �� �!������� ��� 5���� '�����( ���
� �%��. ���! ��� � '� ���� ' ����'������� �� ��� ������ 2 ��%���. �� � ��" ���� ���� ������
���! ���!� ��. ������ �� ������ (

�� �� )�� ����� �� ��� ��%���������" ���� �%��� ' !����! ��� ���%���� �!�! ��������� ��.
*�������� %���� ������ )��  !'��� ��. ' ����'��. �����%!������ ��� �!������ ���! ��� �� ��
������� �$��� '� � ��� �!&������ *� ����� �� �� �$��� � �� ' !������� ��� ������)�� �� ������
���'��(

	��� �%��� �!� �� ��� � �%��. )�� ��������� �� �!������� ��� 5���� '����� '�� �,���� 
��� ������������( ���� ���� ��� � �%��." �� ���� ��� 5���� '����� �� ����� )�� ���� ������!��(
��'������" ���  !����� � �%��. �� ���� �� ��� ��%��������� TGJU" TGGU" ��#���� 2 �� ������ ��
5��� )����+'����" '� ������� �$�,���� ��� 5���� '����� ����. ���'�!�� �� ������� �� �$�����(
	��� �%��� !����� �� �''��)�! ����� ��!� ��. ������ ������ " '�� �,���� ��� 5���� )����+
'����� ,������' ����. ���'�!�� �� ������� �� �$����� )�� ���� ��� �'' ����� ���! ��� ��(
���� �� ���'�� � H ���� ���� � ��� ������� ��� 5���� )����+'����� ������ '��%��� 6� �
������!�� '�� �,���� �� *�7�� � #� ���'�� ��  �'��� ��� '� ������ &�� �� � #� ,���� )�����!"
�� ��)����� ���� ����� �� ��� ��� � ��! � ����(

1���������" ���� �%��� !����! ��� ��%��������� ������ �� '���� �� %�� ��� 5���� )����+
'����� ������ ������!�� �� ���� �%��� %� )�� ��� 5���� '����� ��  ��'������ ����. �� �������
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	��� �%��� %� ���� �� ���'�� � J �������" 2 '� �� �$��� *������ �� '� ������� ��,�@�!��"
�� ��� '����,�� �� �!%���''� ��� �!�������� '�������� �$���� ������( ���� �� ���'�� �" ����
��%�������� �� ' �,�#�� �� �� ����� ������ �$��� ����� ��! � ����(

�� � ��%� ���� �� ����! ��� � '������ � ������)��� �� ����� ������ �� ��! � �����( �� '��'� �
' �'����� ��� �!������ �� *����� �� ,�� �� ���� �%�� ��A! ���� � ��# ��" ���� ���� �%���
'� �! ���� �� ���'�� � F( ���� �� ���� ��! ��� ���" ��� � ��# �� ��'���!� �� ,����� ���)������
�� ��� ���� �� �$�����!�!��! ������ ���  !�����( �� ���� � ��# �� *����������� ,��� ���)�$2
�$!������ �� ���  !����� �����#��� ��� !�! �!����!��" ���� '�� ��� !������� '��� � ����# �� ��
�$�� ��� ��� 2 �!����� ��� �,���� 2 �����&������ �!�����)�� 0 ��� �,���� %��!� ���� �� �������
�
�3J 0 �� )�����! �� �� ������������ �� %��� ������! �,������  !�����( �� ����� ����� � TENU
������# ��� )��" ��� *��� ���  !����� �����#��� �!����!��" �� ���� ����� �$�,���� ��� �,����
%��!� ��� 2 � �%� � �$��� �������� �� �!�����)��" ���� *� �� �� ���#��� �� �$���� ������(
	��� '������ ��'������ )�$�� ��� '����,�� �� *�� � ����. ��������)������ �%��� �� '���� 
2 �$!��'� �!�����)��" �� ��������� ��� � ��# �� ���,��. �� ���� ���� �� �� ������ ���  !�����(
���� �� ���'�� � ���� ��������� ��� ���� �� ��'�� �'��)��� �� ��� ����� � ������ '� �������
�$�,���� ��� ��! � ����� �� '� ������� ��,�@�!�� � #� ,��� ���'�!�� �� ������� ��� ������"
�6�� '�� ��� ��%���. � ����� � �� �� ��! � ����( 	��� %�  ��� )�$�� �.���� ��� ���� ������
 �'���� '�� �� ������ �� ��� ���������" �� )�� ��������� �� �%������ ��'� ���� ���� �� ����#��
���� ����*(

] �S�! ��� � ��# �� �� ����� ������ �� �� ��! � ���� )�� �!�� ������ �� )�����! ��� '� �������
 !���������" ��  �' !��������� �!�� ���� ��  �'����! �$���#� ��. ��A! ���� ��%���. ��  !��������(
M��  �' !��������� � #� ���'��&!� �� �� ��! � ���� �� ��� � ���������� �>���� �� �$��*� ������
 !��� ��� �� �A�� �� ���'� ��  !'���� �� �$���� �����( ��!�������" �� ���'� ��  !'���� ���� 6� �
��'� ��'��,�� '�� �$���������� ( �� ���,����� ��� � ��# �� �� ��! � ��������� '�������� �%��
���  �' !��������� � #� ���'��&!�" ���� �,������ ��� ��! � ���� � #� ���'�!� 2 �� ������������
���� ����%�(

���� �� ������� H(F ���� ��� �������� ��� ��! � ����� �!&���� �� ��A! ���� ��''� �� ��
)�� �! �%��� � #� ���� �������� �� �� ������ ������� �� �� �� '������� ����!����)��( ����
�� ������� H(B" ���� ���� ���� ��� �� �� ��''� � ����! '� ���  !����� �� �� �
� Y�����
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�� '� ���� ��� ���.Z" �� ��)��� �� � #� ��A! ����� ��! � ����� '��%��� 6� � �! �%!��" �� ����
��������� )���)���  �' !���������� '����,��� ��� ��! � ����� ����� �,������( ���� �� ������� H(J
���� !������� ��� ��!�� �� �� ������� ' !�!����� 2 �� ����� ������ �� ��! � ����� 2 '� �� 
�$��� '� ������ &�� )������)��( �������" ���� �� ������� H(G ���� ' �'����� ��� ������)���
'� ������� �$�������� �� )�����! �� ��  �,������� ��� ��! � ����� �,������( ���� �� ������� H(H
���� ' !������� ���. ����# �� �$��� ���� � �� �$��*� ������ � ������ ���� �� ' ������� ��
������ �� �� ��! � ���� / ��� ��! � ����� ��.���� �'��)��� �� ��� �� )��� � ?���( 1���������" ��
������� H(I �!������ ��  �' !��������� ������� �� �� ���� �� '���� ��� �!�������� �$���� ������
)�� �� �! �%���(

'�
 $���������� ��� ��� �����	� - ����� �������	�

�� ����� �'! ���� � �� '������)��� ������� ���� �������� ���� 2 ��� *������� �� '� �������
��,�@�!��( 	��� �� ' !������� ��� )���)��� �.��'��� �� �� ��������� �$������! ' ���)��(

)���� ;������	��� ��� ��� :���� ������ �����������

	��� �%��� %� ���� �� ���'�� � G" ��  �''� � �%�� ��� ��%���������" )�$�� ��� '����,�� ��
�!&�� �� ���%����� ������� �� 5��� '����" )�� ���� �''����� ��� 5���� [ )����+'����� \( 	���
�%��� �� '� ������� ����! �$�.��'�� ��� 5���� λ+'�����" �� �� �����,�� �� '�.��� ��� ������! !
����� �''� ������ 2 �� �6�� 5��� λ+'���� �� '�� ����� '�� � �� '�.��� �� �.���� �� ������
��� )�� �$!�� � ��� � ���. '�.��� ��������� �$��� '�� ��'! ��� �� '� ��#� � λ(

��''����� )�� �$�����,�� ��� 5���� '����� 0 �� )����+'����� 0 *� �� ��� '� ������ ��
�$�����" �� ������! ��� ���������� ��� '� ������� ����!�� '� �$�����,�� ��� 5���� λ+'�����
�$��� *������� '�� ��� %���� � �� λ � ��������( ��� '� ������� ���� ��,�@�!��( �� �A��" �� *���
�$�������� �� %���� �� '� ��#� � λ �� '��� )�$!�� �� ��� 5���� '�����" �� *��������� ���
���� �%�� ��� ��� ��(

	��� �,������ ����� ��� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!��" ���� �� '� ������ �� '��� &��
��� ����!� '� ��� 5���� '����� �� ����� Yλ = 0Z �� �� *������� �� �!'� �( �� ���� � ��
��������� ��! ��� � '�.��� ��� ��� �������� ������ ( �$� � � �� *����� ���  !����� ��� �!&��
'� ��� ����� �������. ��� � ��� %���� � �� '�.��� %������( �$��� ��!� �)�� ������!� 2 �����
��! � ���� ��� ���� �$��� ��!� �)�� ����+���������(

�� &�� � H(E ������ � � ��� ��%���. �$��� ����� ��! � ����( 
�� λ = 0" �$����� ��� ' ���+
)������ �!���'��!� �� '�.���( �� *� �� 2 ���� � )�� λ ��������" ���  !����� �����#���
�$!�� �������( ��'������" �� �6�� '�� ��� %���� � �� λ ����5 � ����" ��  ���� ������ � ���
��������� �� '������  !����� �������!�� 2 �$���! ��� ��� 5���� �� � �������� �� �$�����(

)���� ;������	��� �� ��/���������

��� ��%��������� ���� ��� &�� �� �����.��" �$���+2+�� �" ��� 5���� '����� 0 �� )����+'����� 0
�� �� *������� �� �!'� � ���� ' !�� %!�� �� *������!�� �%�� ��� %�������" ���� ������ �!���'!��(
������! ��� ���������� ��� �!)����� �� ��%��������� �� ��  !������ �� ��%�������� ' !�!����
��� ������! �����  !*! ���� �� ��%�������� ���%���( �� � ����� ��� *������ �� *�������� Λn �����



)0� 5
���	�
�� ��� ��� ���
��� < ������� 	��
���� +-

��� ����	 ��������	 ��� λ = 0 ��� λ = 5 ��� λ = 8

���� H(E 0 
� ������� ��,�@�!�� �,������ '� �!������� ��� 5���� λ+'�����" '�� ��� λ � ���+
�����( �� �������� ������!� ��� �� �������� ����������� ���� �$��'��� �34(

)�� /

Λ0 = f

Λ1 = Φg1 (Λ0)
Λ2 = Φg2 (Λ1)

(((

Λn = Φgn (Λn−1)

YH(EZ

�� Φg(f)  �' !����� �� ��%�������� �� �� *������� f �� ' ����� �� *������� g ����� �� +
)��� (


���)�� ��� ��%��������� ���� ��� &�� �� �����.��" ��� 5���� '����� ��� *�������� Λn ���+
������� �� ������ �%�� n( �����" ��� 5���� '����� ��� ��%��������� Λn *� ���� ��� *������ ��
'� ������� ��,�@�!��( �� ��� ! �$!�� ��������� ��� 5���� '����� ��� ���� S�! '� �� �� )��� 
gn( �&� �$�,���� ��� ���'��&������� ���! ��������" �� *������ �� �� )��� � gn ���� 6� � ���+
'��!� �� *�������� �� '��� �� '��� !�����!�� �� �� *������� �� �!'� � f ( ���� �� &�� � H(F"
���� ������ ��� )���)��� '� ������� �,������ �� �''��)���� ����� �!����� 2 ��� ����� 2 ��+
%���. �� � ��( �� �!�����  ���� %���,�� '�� ��� ������ ������ �� ��������� ��� ��%���������
������ �!� ��� ���� �� ���'�� � G( �� *������ �� �� )��� � ������!� ��  ��'��� 2 ��� &�� ��
'� ��%� �� �+*� ���� � �� ������ � �������� Y��� ��� !����� �� ������ �� G '�.��� 2 ���)��
��! �����Z( ���  !����� �� �� '� ������ ��  ��'������ ��. 5���� '����� �� ����� �� ��%��������(
�' #� �� G��� ��! �����" �� ���, � ��  !����� �$���  !���� �� JJKLK �� �$����� �� �!'� � 2
EFKGF( 	����� ��'������ )�$��  ���� �� ���, ����� '������  !����� ���� ������ �����&������
�!�����)��(

�%��� �� ����� ������ �� �� ��! � ����" �� �!&������ � ������ �� �� �������� ��� ��!� �)��
)��  !����� �� ����� ��! � ���� �$��� '�� !%������( ���� ��� *��� �� ��! � ���� ����� ����" ��
����� '�� ����� ��! � ����" ��� '��� �!&�� � ��
	������ �� �������� ��� ��!� �)�� ��� �
'�� �� �� '�.��� ����� �� %���� �� n '�� ��)����� ��� ���. '�.��� ��  �� ��%��� ���� �� �6��
5��� '���� '�� �� ' ���# � *���(

)���� ;������	�� ������ ��� �� *��

�� ����� �� 
� ���� ��� ���. ��� � #� ������!� �� ������������ �� '������)��( ��� ������ �
�$!���� '�� *������ ��!� �%�� ����� � ���*� ������ �� '������)�� � ��%� ��� ��� ��� ��������
���� �$����.� �( �� ���� �� R�% � � ������������ �� ����� �!����� �������� 2 ������ ���
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� ��� ������!� �� �$����� � ������ '�� 
� ��%� ��� ������� � ������ � �!'� ��� ��� �� )��� �( ���� ����� �'' ����" ���� ��  !������
�,���� 2 �� &� �� �$���� ����� ��� ������!( ��'������" ��� ����������� �$���������� '� �������
�$�.� �� � �$��� �� ��*� ������� ������ '�� �� ����� ������ �$��� ��! � ����(

���� �� )�� ����" �� ���* ���������� ���� �� �" ���� '� �� ��� ������ � �� �� �
� 
��

��������
" �$���+2+�� �" �� �
� 2 '� �� �� ���� ��� ������ �� �$����� "������	(
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�� ���� �� '���� �� �� � ���� ���! �)�� �� �� �
�  !����� �� ��� * ����# �� *� �!�� �$��
'�.�� �$!'������ �!&������� ��� ��A! �����  !����� �� �� ������������( ���� ��� � ���" ����
��� ����� ��� '� ������� �� �$�����" �� ������ ��� '�.��� �� �$����� �''� ����� 2 ���  !����(
�� ����� �� * ����# � �� �� �
� ���� �#��" �� ��� '�.��� �''� ������ 2 ��� * ����# � �� ����
��� �,�!� 2 ������  !����( �����" �� ��� )�� ���� �$�.'��)���� ���� �$����.� �" ���� �$���� �����
������! ��� * ����# �� ���� !�����!�� �� ��� ��������� 2 ��� ���  !����� * ������# ��( ��� ��A! �����
 !����� ���� ������&!�� '� ��� !��)�����" �� ���� ��� �''��� ��� [  !����� �� �� �
� \" �6��
�� ���� ��������� �� �,�� �� �������( �����" )���� ���� '� ���� ��  !����� �� �� �
�" ����
�����&��� ���  !����� �� �� '� ������ )��  !������� �� ��� ���� �����" �� )�� ���� ������&!�� '� 
��� !��)����� ���)�� �� �� '� ������(

�� � � ��� !)��%������ ��� � ������" ,������ %� ����� �� �$����� ��  !����� �� �� �
�( ��
�A��" ���)�� ������� ����� �� �$����� ��� ������� ���� �� ,����� %� ����" �� ��%� ������
���)�� ,����� %� ���� �������� *� �!���� �� �������( 
������ �$����������" �� ��� �� *� ��
2 �$���! ��� �� ���)�� ,����� %� ����" )�� ����� � ���� 2 ���  !���� �� �� �
�( ���  !�����
�� �� �
� ��  ��'������ �.�������� ��. ,������ %� ����� �� �$�����( �����" ���� '� �� ���
��������������� �� ��! � ���� �� ������" �� ,������ %� ����� �� ��  !����� �� �� �
�(
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������! ��� ���������� �$���������� '�� 2 '��( �� �)�� �$���������� ��������" �����
,����� %� ���� �$��� ���'�#������  ��'��( �������" ��� ���� �� *� ���� 2 �$���! ��� ��� ,������
%� �����" �$!������ �� *� �� 2 ���� � )�� �$��� �����( O���� �$��� ������� �� ����� ��%���.
�$����������" ��� ���� �''� ������ 2 ��� ,������ %� ����� ��A! ���� ��  ���������( ���� �� �
�
������)��" ��� ����� ��� ����� ���� 2 �� ������ '�� ��� �!'� � ( ��'������" ������! ��� ���
)�� ���� '� ������� 2 �� ���� ���� �� *������� ( �����" �� ���, � �� ���� ������� �� *� ��
2 ���� � )�� �� ��%��� �� �$��� ����� ���)�$2 �� )��" 2 �� &� �� �$����������" �� ���� ���
 ����% � ����� �$�����(

�� '��� �!&�� ��� �������� ��� ��!� �)�� ��� � ,������ %� ����� ����� �� ������ ��+
������ �� �$��� '�� ��)����� ��� ����  ��'����*� ��� *������!( ;! �&��� )�$�� �$���� �� �A��
�$��� �������� ��� ��!� �)�� /

E( d(x, x) = 0( Q%�����" '���)�$�� ��� ��� ������ � *������! �%�� ��� �6��(

F( d(x, y) = d(y, x)( �� �A��" ����� �������� ��� ���!� �)��" '���)�� �� ������ �� �$��� ���
�� �6�� �� '���� �� %�� ��� ���. ,������ %� �����(

B( d(x, y) ≤ Max (d(x, z), d(z, y))( ����� ��������� ��� %! �&!� '���)�� �� �� �� 2 � ����
����)�� �� ������ �� �$��� '�� ��)����� ��
 	���
 ���� x" y �� z ��� *������!" �� ���� ����
6� � *� �!���� '��� � ���� �� !���� 2 �� ������ '�� ��)����� ��������� ���. �� ���
���� x �� y ��� *������!"  �' !����!� '� �� �� �� 2 ������(
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����� ������ ��� ������ !� ���� �� &�� � H(B( ��� ,������ %� ����� A �� B �� � ��%��� 2 ���
�������� h1 ��� � ��.( �� �������� ��� � ��� ,������ %� ����� B �� C ��� h2( �� �������� ��� �
��� ,������ %� ����� A �� C ��� �� ������ �� �$��� '�� ��)����� ��� � ����  ��'����*� �� ���
*������!" �$���+2+�� �" h2( ���� )���� )�� h2 = d(A,C) = Max (d(A,B), d(B,C))(

���� H(B 0 M�� ��!� �)�� �$����������(
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	��� �%��� %� ���� �� ���'�� � B )�$�� ��� !)��%����� �� �� ����� ��� *������ �� '� �������
��,�@�!�� �� ��� �������� ��� ��!� �)��( ���  !����� ��� '� ������� ������!�� ��. ��A! ����
��%���. �� �� ��! � ���� ��  ��'������ ��. ,����� ��.������ �� �$��� ��!� �)�� '�� ���
%���� � � ��������� ��  ����(


�� �$��� ��!� �)�� �$����������" �� ,���� ��.����� ��  ���� ��*! ��� �� !��� 2 h �� ��
���� � c ��� *� �!� '� �$�����,�� �� ,������ %� ����� ��������� c �� ���� ��� ���� ��� *������!
)���� �$��� � ������� �� ��%��� �$���������� h( ] ���)�� %���� �� h �� *��� ��  ��'��� � ���
'� ������" �� ���)��  !���� ��� *� �!� '� �$�����,�� �� ,������ %� ����� ����� *������! '�� 
�� ��%��� �$���������� h( ������� ���  !����� �� ����� '� ������ ��  ��'��� 2 ��� ,���� ��
�$��� ��!� �)��( 
�� h = 0" �� � �� ��%��� �� '��� &� �� �� ��! � ����( 
�� ��� %���� � �� h
�� '��� �� '��� � �����" '��� �� ���� ��� *������! �� �� � ���� ��� '� ������� �� '��� �� '���
� ����# ��( ���� )���� ��'������ �� *��� ���%��� / ���. ���� *��������� ��������� )���� �$���
������� �� '���� �� '��� ,�� �� �� * ����# � )�� �!'� � ���. ,������ %� �����( �����" �� ���� ��
*�� � ��  ��'��� � ��� '� ������ 2 ���)�� ��%��� �$����������" �� ��>� ��  ����� ��� ������ �
������!�� �� '���� �� '��� ,�� �� ���� �� ������� ��� * ����# �� ��� � ,������ %� �����(

�� &�� � H(J ������ � �� ��! � ���� ����!� '� �$��� ��!� �)�� �$����������( �$����� � !�!
&�� !� '� ��%�������� �� ' ����� ����� �� )��� �� &�� � ���� �! �!)������� �� ������ EN
Y������ �� �$����� / FGH.FGHZ" �&� �$�,���� �� � ������ �� '������)�� ����� , ���!( ���
&�� �� H(J+Y�Z" Y�Z �� Y*Z ������ ��� ��� ,����� �� �$��� ��!� �)�� �$���������� '�� ��A! ����
 �����( ��� ,����� ��  ���� ��� ������� �� '� ������ �� '��� &��" *� �!� '� �$�����,�� ���
,������ %� ����� �� �$����� � ������( ��� ,����� ��.������ ��  ���� '��� '���� �� !��� 2 G
������� ��� '� ������ �� �$����� �� ENNN  !�����( ����� '� ������ *������� ��� ,������ %� �����
���� ��� ���� ��� *������! )���� �$��� � ������� �� ��%��� G( �� �� �6�� *�7�� �$�����,�� ���
,����� ��.������ ��  ���� '��� '���� �� !��� 2 FB ������� ��� '� ������ �� �$����� �� BNN
 !�����(

)���� ����������

	��� %����� �� ' !����� � ��� ��! � ����� )�� �! �%��� ���� �������� �� �� ������ � ���+
*� ������� �� '������)���( 	��� ��������� ���������� �� ��� '� *� ����� 2 ���. '�����
�� %�� / �� *�7�� ���� ��� 5���� �� � �������� ���� � ���!��" �� �� )�����! �� �� ������������
�,����� '�� ��� ��%���. �� �� ��! � ���� �%�� '�� ��  !�����(
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��� r = 0 �	� r = 5 �)� r = 23

���� H(J 0 1������ �� '� ������� ��,�@�!�� ����!� '� �$��� ��!� �)�� �$����������(

B���� �� ����
�
�� ���� �� ��� ��� 5���� '����� � ���������" ��� '� ������� �,������ ' !+
������� �� � ����� 5���� '����� �����&����%��" ����� !�� �$�� � ��� ���, � �� '������  !�����
���� ���! 6� '�� �� ������������( O���� �� ����� ���� �� ��! � ����" ��� � ����� 5���� '�����
*��������� ��� � �����" ������ )�� ��� � ��'�� �� '������  !����� ��� �������� 2 '� ����� ( ���
'������  !����� ��  ��'������ 2 ��� 5���� �� �$����� � #� '�� '�����" �$���+2+�� �" ���� 2 ���
5���� � #� ��.�� !��" ���� 2 ��� *� �� ������ �( �� �� ' !+&�� ��� � !�! �''��)�! �� �$�����
�%��� �� �!������� ��� 5���� '�����" �� '��� ��''��� )�� ��� '������ ��.�� �� ��� !�! !�����!��
�� )�� ��� �����,��� �� '������  !����� ��  ��'������ 2 ��� 5���� �� � ��������" �� ������ �" ��
�$�����( � �� )�� �$�� ��� ��� 2 �!�� ���� ���� �� ������������ �$��� ' !���!���� �� '�������
�.���� ��� ������ �" �� �$����������� ���  !����� �� � �������� �$���� '�� 2 ��  !�������� ��
' �,�#��( M� ' �,�#�� ������� � �''� �@� �� �)�$�� ������� ��� 5���� '����� ��� ��%���������(
�� ��! � ���� ����!� '� �� �
� �� ' !����� '�� �� ' �,�#��" '���)�� ��� ������ � ���  !�����
���� ' !���!���� �!&��� '� ��� ,������ %� ����� ����� �� �� �
�(
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� ���� �� �����.�� �� �� ������������ ���� ����%� ���� ���
�''��������� ������!��� �� �$�''��)�� ���%��� 2 �.� �� � ��� �,���� ��� '��� ��'� ����� ����
�$�����( �����" �� ��� ��� ��� '� ������� ��������� � #� '�� ��  !�����" ��� '�� ���)�� �,���
�$���! 6�( ��� '� ������� ��  ��'������ ��. ��%���. ��� '��� !��%!� �� �� ��! � ����( �$!%��������
�� �� )�����! �� '���� �� %�� �� �� ������������ ���� ����%� '���� ���� '� �� ���'� ����� ���
'� *� ������ '�� ��� ��%���. �� ��� ��! � ����� ��������� � #� '�� ��  !�����( ��'������"
�� �.������� ��� ��! � ����� '�� ��� ��%���. !��%!� Y���. �� � ���  !�����Z" �� ��%���� ���� 
)�� ��� ������������� �,������ �� ���� '�� �����&����%�� �$�� '���� �� %�� �!�����)��( ��
 ����� �� �� ���'� ������ ��� �$����������� �� � ��# �� ,��!� �.�����%����� �� ��� ��A! �����
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�� ������ �� �� ��%��� �� � �� Y5���� '�����Z" �� �� ��� ���� ����� �����. Y��� �� �� �
�Z(
�����" ���  !����� ����� ��� ������ ������� � ���� *������!�� ���!'��������� �� ��� ������ ��
�$��� �� �� ���! ����)��� ���,����( ���  !����� )�� �� %�%��� 2 �� &� ���� ��� '��� ���� ���!��"
)�� ���%��� ��  ��'������ 2 �� � #� '������  !����� ���� ��'� ����� %�������" %�� � 2 �� , ���(
] ��� � �$�.��'�� ������! ��� �� ��! � ���� ����!� '� �� �
�" ������ !� ���� �� &�� � H(J(
���� ����� &�� � ���� �%��� ���� ! ��� '� ������� �� �� ��! � ���� �%�� ENNN �� BNN  !�����"
)�� ������� ��� ,����  �' !��������� �� ������� �� �$�����( ����  ��� ���� ���������� ��
&�� � H(G" )�� ���� � �� '� ������ �� ����� �6�� ��! � ���� �%�� ��������� EN  !����� Y,�����
��  ���� EEFZ( �� ��� ���� )�� ��� EN  !����� ��  �' !������� '�� ��  �������� �� ������� ��
�$�����( �� ' �,�#�� ��� ' !���� ���� �� '��'� � ��� ������)��� �� ������������ ��! � ���)��
�.��������(

���� H(G 0 
� ������ �%�� EN  !����� Y d EEFZ �''� ������ 2 �� ��! � ���� �� �� &�� � H(J(

'�� $���������� ��� ��� �����	� �� �� ��5

	��� �%��� %� ���� �� ������� ' !�!����� � ��� *�7��� �� �! �%� ��� *������� �� '� �������
��,�@�!�� 2 '� �� �� �� ����� �'! ���� � �� '������)���( 
� �� ��." ����� �� �
� �� ' !�����
'�� �� ' �,�#�� �$����������� ���  !����� �� � ��������( �� �A��" ���  !����� �� �� �
� ' !+
������� �� ,�� ��''� � '�� ��� ��! � ����" '���)�$�����  �' !������� �� �������! ��� ������ �
�� �$�����( 	��� �%��� %� !�������� )�� �� ��! � ���� ������!� 2 �$���������� ����� �� ,�����
 �' !���������� �� ������� �� �$����� '�� ��� ��%���. �� �� ��! � ����  �����%����� &��( ��+
'������" '�� ��� ��%���. �%�� '�� ��  !����� �� ��! � ��������� �$��� '�� ���'�!� �� �������
�� �$�����( <��� �� �� ���� �� ��''� � ����! '� ���  !����� �� �� �
�" ���� ' !������� ���
�$��� �� ��� ��!� �)��� '� ������� �� ' ���� � ��� ��! � ����� �� ���  !����� �� �� �
� ��
���� ��� '� ������� �%�� '�� ��  !����� ���� '��� '� ��������(

���� �� )�� ����" ���� ������! ��� �$���������� �� ��� ���"� "������	( ����� ����� '���
6� � �,����� 2 '� �� �$��� ����� 2 ��%���. �� � �� �� ��������� ��� � ������ �� '������)��
Y�!&�� ����� �� ���������� ����� �$! �����Z( �� ��� ������ ������ " �� ������ �� � ������
�� *��� 2 '� �� �� �� �!&������ �$��� �������� ������ " ����� ���� �� �!������ ��� ���� ��
������� H(J(B(

	��� ' !������� �$�,� � �� ��� � �!�! �� �!&������� ��� *������� �$�����������" '��� ����
���� ������� ��� �� ��� ��! � ����� �,������ �%�� �� ��'� '� ������� �$���������� / �$������+
���� ����� ���(
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"�*�
�
�� )0� ��� ����	��� g �
	 ��� 
�����
�� ����� ����	��� f 
� �	 
�������	 
� g ≥ f
�	 ���� 	��	 ������ �� ����	
 ��
��
 (p, q) � gp > gq ⇒ gp = fp�

�� &�� � H(H ������ � ���. �.��'��� �� *������� g / �� )�� ��� ��� ���������� �� �� ��� � )��
�� �$��� '��( �� ��� ���������� g" �� �� '���� p � �� %����� q �� %���� '��� '�����" �$��� '� ��
)�� gp � ������� �� '���� �� ���" �$���+2+�� � gp = fp(

x

f(x)

g(x)

x

f(x)

g(x)

��� ���������� ��� ���������� ���

���	

���� H(H 0 ���������� �Y.Z �$��� *������� *Y.Z / ��� ��  ���� �� ��� ��'����,��(


� �!������ �� �� �!&������" �� �" '�� ���� ���'�� �� '����� p, q %������ /

gq > fq

gp > fp
⇒ gp = gq

�����" �� *������� g ��� ���'��!� �� 5���� '����� '� ���� �� ���� �$��� '�� !���� 2 �� *�������
f ( ��� 5���� '����� ����������� ��� ���
 �� �$���������� g(

�� '��� ������! � ��� *������� �$����������� ������ )�� gi ��� ��� ���������� �� gi−1"
�%�� g0 = f ( ��� ����" �� 5���� '�����" �� gi−1 ���� ������ � �������� ���� ������ �� gi( ��
�A��" �� gi ��� ��� ���������� �� gi−1" ��� � gi �������� ���� ��� 5���� '�����" ���� ��� '�����
�� gi = gi−1( �����" �� � )�� gi−1

p = gi−1
q ⇒ gi

p = gi
q Y�����.��!Z( �� *���" ��� ����������� ����

��� ��%��������� '� ������� �(
�� ' ������� �$���������� �� �� �
� ��� �� ��� '� ������� �� *������ �$����������� gh

�,������ '�� ���)�� ��%��� h �� �$��� / gh =

{
f �� f > h

h �� f ≤ h
�� � ��# � ���%��� ����� ��� �!&������ ���� ����%� �$���������� �� '� ��� �� � ���*� �� 

��� *������� )������)�� h �� �� ��%�������� g �� f (

/�
�1�� )0� ��� ����	��� g �
	 �� ���������	 ����� ����	��� f 
� �	 
�������	 
� g = f ∨ εg�

�����" ��� *������� h )������)�� '��� 6� � � ���*� �!� �� ���������� �� f '� ��! ����� ��
�$! ����� �!��!��)�� �� h ���� f ���)�$2 ����'������" �$���+2+�� � �� ��������� �� *� ���� �
'�  ������ ������ �� f �� ' ����� h ����� �� )��� (

5
���	�
�� ���	
��� �� 
�����
��� ������! ��� ��� *������ �$����������� gi �$���
*������� f " ����� )�� ���)�� gi ��� ��� ���������� �� ��%��� ' !�!���� gi−1 �%�� g0 = f (
������! ��� !�������� �$�����,�� ��� ,������ %� ����� BV i ��� *�������� gi" )�� ���������
��� '� ������ �� �$�����( ���)�� ,����� %� ���� �� gi ��� �$����� �� ,������ %� ����� �� f (
�����" ��� ,������ %� ����� ��� *�������� gi ����������� ��� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!��
���� �� ��%��� �� '��� &� ��� ����! '� ��� ,������ %� ����� �� f ( �� ���, � �� ,������
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%� ����� �� gi ������� '�  �''� � 2 ����� �� gi−1 �� �)�� �� ��%��� �� �$��� Y%���� �� ��
*������� giZ ������� �� '���� �� ��� �� f ( ��� !%!������ '��� �����&� ��� *����� �� ���. ��
'������ � ���� Y&�( H(I+Y�ZZ" �� )�$�� ��� �$���  ��'�� Y&�( H(I+Y,ZZ Y�,�� '����Z( ���)�� *�����
�� �,�� '���� �� ,������ %� ����� �� ' ����� '�� �� ��%��� i �� �� *������ �� *��������( M��
�������� ��� ��!� �)�� '��� 6� � �!&��� ��� � ��� ,������ %� ����� �� f ����� �� ��%��� i ��
'��� '���� '�� ��)��� �� �.���� �� ,����� %� ���� ���� gi ��� ��������� ���� ��� ���.(

x

f(x)

g(x)

x

f(x)

g(x)

��� '�
��� �	 ���
 ��� 3�
������

���� H(I 0 1����� �� �,�� '���� �� ,������ %� �����(

���� �� ������� ���%���� ���� ' !������� ��� ��! � ����� �$����������� ��� �� )�� �����
����!� '� �� �
�" �� )�� ���� ����. ���'�!�� �� ������� ��� ������(

)���� *%���������� �9��	����

)0�0�0� "�*�
�
��

�$���������� ����� ��� TGHU ��A# � �� �$���������� ������)�� �� �������� �� �� )�� ���
,������ %� ����� �� ���� '�� �����!� 2 ������ �� �$��� ���������( ���" �� ��''��� )�$���
��� �� �������� �� ��� ������ ��� ,������ %� ����� �� *������ �������� �� ����# � ���������
�%�� �� ���'� �� �� ���� '� ��#� � ������! ��. ����( ��� �.��'��� �� ����� )������!" )�� ����
�''���� ��� ���	��� ��������	���" ���� �� ' �*����� " �� �� *��� �� �� %����� ��� ����( �����"
�$���������� 2 ' �*����� ��������� *��� � �@� � ��� ���� �� ����# � 2 �� )�$�� ���� ������
�� ������ �� �� ������� �$��� 2 �$���! ��� �� ,����� %� ���� ���� �� �6�� '�� ���� ���
����( �� �� �6�� ����# �" '�� �$���������� 2 �� *��� ���������" �� ��� �� ������!� 2 ���)��
,����� %� ���� ' ����� ������ �$��� )�� �!������ � '�� )�� �� �� *��� ��� ���� ���� �� �6��"
�� �� �6�� '�� �� %�����( ���� )���� )�� �$���������� ���*� �� ��� �� ��� '� ������� 
�$���������� ����� ��� �� �� '� ��#� � )�� ��������  !����# ����� '� ����! �� ���'� ��� ��
������ �� �$���( 	��� '� �� ��� �� �� �	�

� �� � �������� �$�� ��� ����� �� ���, � �$����!�
�������!�� '� ����! �� ���'�( ��� ����!� '��%��� ��  ��'��� � 2 ��� ����!� �� ' �*����� "
�� �� *��� �� �� %�����" ����� �� ��'� �$����������(


������ �$���������� ����� ���" ��� ,������ %� ����� ����  ��'��� 2 ��� �������� t ��A! ����(
O���� �� ,����� %� ���� A ������� �� ����� �� � 6��" �� �$��'6��� �� �!,� �� ���� �� ��� %�����
B �� �  6���� �� ��� ��( �� ������! � � �#� ��� ������� )�� �� ,����� %� ���� A � !�! �,�� ,!
'� �� ,����� %� ���� B" ���� �� ��� �������� � 2 ' �� ���� ( �� '��� !�������� !��,�� ���
 ������� �$�''� ������� ��� � ,������ %� �����" �� ������ )�� �� ,����� %� ���� A �''� �����
�� ,����� %� ���� B( 
���)�� �� ��� �� �� ,����� %� ���� A � !�! �  6�!�" ���� )�� �� ��� ��
�� B ��� ���� � ����%�" �� ������ �� �� ��%��� �� �$��� �� ��� B ������� � �� '���� �� ���
�!'� ��� A �� B" ��� ���. ���� �������� ��� �� ' �� ���� �����,��( ���� �� ��� '� ������� ��
�$���������� ���*� ��" ��� ���. ,������ %� ����� � �� 4 ���������� �� ����� �� � 6�� �� �6��
������� t(
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���� )���� ����� )��" '�� �$���������� ����� ���" ���� ��� ���� '� ������ ��� �6��
���� � Y������� �� ' !���,��Z" 
��� ���� ��� 
��	 ������
 )��" ��." �$�  6���� �� ��������� )��
�� ��%��� �� �$��� ���� �� ��� ,������ %� ����� %������ �������� �� '���� �� ��� �� '��� ,��(

�� &�� � H(K ������ � �� ��'� �$���������� 2 ��� ��������� '�� �� ��� �� ' �*����� 
���������( ��� ���� ���� �����!� �� *�7�� 2 �� )�� �� ' �*����� �� �$��� ���� �� �6�� �� ����
������( ��� ' ���� � ���� 2 ��  ��'�� " 2 �$������� t1" ���� ��� ����� ' �*����" � �� �" )��
�  6���� 2 �� ������ ��� ��� ��( �� ��� ��� � )�� �� ,����� %� ���� � � !�! �,�� ,! '� ��
,����� %� ���� 4" �� )�� �� ,����� %� ���� � � !�! �,�� ,! '� �� ,����� %� ���� 1( �������"
2 �$������� t2" �� ���� ��� ���� � �� 1 )�� ��  ��'�������( ��� ���. ���� �  6���� ��� � ��� ���
 ��'����%�� �� ���� �,�� ,!� '� ��� � %������" � �� 3"  ��'����%�����( ] �$������� t3 �� ��� 3
���  ��'��" �� �� ������ �� ��� 4 ������� �� ������ �� ��� �" �� )�� *��� )�� �� ��� � '��  �
���������� �������� 2 ' �� ���� " ����! '� �� ��� �� �� ��� 4( �� ��� 4 ���  ��'�� 2 �$�������
t4" �� �)�� �$��� ������� �� '���� �� ��� �� �!'� ��� �� ,����� %� ���� �(

t1 t2

t3 t4

���� H(K 0 ���������� ����� ��� 2 ' �*����� ���������(

�����" �$���������� ����� ��� �!&��� ��� ��! � ���� �$����������� ����!� '� �$!��� ���
���� ��. �������� ti �� ��� �,�� '����� �� ' ��������( �$���+2+�� �" �� wp ����� �� ��%��� ��
�$��� '�� �� '�.�� p 2 �� ������� ti" �$���������� ������!� gi ��� ����!� '� /

gi
p =

{
fp �� fp > wp

wp �� fp ≤ wp

)0�0�0� 8�������
,��� ���	
���

�� ��� '����,�� �$�,���� �� ���%����� ��������� ��� ��!� �)��� ,��!�� �� �$���������� ���+
�� ��� �� �!&������� �� �������� ��� � ���. ,������ %� ����� ����� �$������� t ��" ���������
�� ' ������� �$���������� ����� ���" ��� �''� �������� � �� �6�� ,����� %� ����( �� �����
����# �" ���� �$�.��'�� �� �� &�� � H(K" �� � d(A,B) = t1 �� d(C,D) = t2(


�� %! �&� )�$�� �$���� ,��� �$��� ��� ��!� �)��" �� ��� �!������ � �� %! �&� �$��!�����! ��+
� ��!� �)��( �� �A��" � ��� ���� x" y �� z ����  �� ��'!� ���� �� �6�� ,����� %� ���� *� �!����
'��� �� � )�� ��������� ���. �� ��� ����(

����� '�� �$���������� ���*� ��" �� �! �� �� '� ������� ������!� ��. �,�� '����� ������+
��%�� �� ,������ %� ����� ��������� ��� ��! � ����" �� �$������ �� �� ���&������ ��� �� ���'� t(
��� ���� ' ����� '��� �� ���'� 2 ��  ��'�� �� ��� 2 '��� � ���� �������� �� ��� � %������ ��
�''� �@� ��� ����� ��. ��%���. ��� '��� !��%!� �� �� ��! � ����(
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�� ��  ����* ��'�� �'��)��" �� �.���� �� �����'��� ������� 2 � �%� � ���)���� ���. ������
A �� B '��%��� ��  ������ �(

������! ��� �$�,� � �� ��� �� �$���������� ���*� �� 2 '� �� �� ���� ��� ������ �� �$�����(
���� �� ' �������" �$��� �$!���� �� �������� �$�,� � ��� '����� ��  ����* ��� '��� ,��" �� �� �$���
)�$��� *��� ��� '����� �����!� )�� �� ��%��� �� �$��� '��� �������� 2 ����� ( �����" ��� ����
' �%����� �� ���. ������ A �� B %��� ��  ������ � �� '������ '� �� ������ ���� �� ������ 
��.����� ��� '��� '�����( �� �$�� �!&��� �� ��C� �$�� ������ ����� �� ������ ��.�����"
��� � �� ������ ���%� '� �$��� �� � �� �$���������� ���*� �� ��� ����� �� ��C� �������(


�� �$���������� ����� ���" ��� �,�� '����� ��� � ��� ,������ %� ����� �� ' �������� ����
�� � � � ��A! ���" ����� �� � ��# � �$���������� ������( ��'������" ��� ������� ���%�� '� �$���
'�� '���� �$�� ,����� %� ���� 2 �$��� � ���� ��� �6���( �� �A��" '�� �$���������� ����� ���
����� '�� �$���������� ���*� ��" �� ,����� %� ���� *������� � ������ � �$�,� � �%�� �����
�� ��� %������ )�$�� '��� ������� � '� �� ��� �� '��� ,�� Y������ ��.����� '��� '�����Z(

�� '��� ������ � �� ������ )��" '�� ���� ' ������� �$����������" ���. ������ ��  �+
�������� ������ � �� ���%��� �� ������ �� ������ ��.����� '��� '�����(

)���� '����������� ��� ��� 	������	��� �$������

��� ��! � ����� �,������ '� ���������� ����� ��� ��A# ��� !�� �!���� ����� �� � ��# �
�$���������� ������(


�� �$���������� ����� ��� 2 ' �*����� ���������" �� ���� ��� ,������ %� ����� ��� '���
' �*���� )�� ' ������ �� '��� �� ���'� 2 ��  ��'�� ( �� ���� ���. )�� '� ����� ��� ���)�$2
�� &�" �� )�$�� � ��%� � �� ��� '� ������� ��� '��� � ����# �� �� �� ��! � ����( �$����������
����� ���� �� ��� ����� � ������" ��� ,������ %� ����� ' �*���� ��  ��'������ 2 ���  !�����
�� �$����� � #� ���� ���!��(

���� �� ��� �� �$���������� 2 �� *��� ���������" ��� ,������ %� ����� ����� ��� '����� �� *���
�� ��� �,�� ,!� �� ' ���� " ���!'��������� �� ��� ' �*����� ( �����" �� ���� ��� �� ���� ��
�� � ���� ������ )�� �� ����� ��� �� ���� �� �� ��! � ����(

�� %�����  �' !����� �� ���' ���� ��� � �� *��� �� ���� ���� ���  !�����( ��� ,������
%� ����� )�� '� ����� ��� �� ��� ���. ����� �� � ��� %�����" �$���+2+�� � ��� �� ���� �� ��
�$����� 2 �� *��� � ����� �� ���� ���!��( ��� '������ �� ���� �� '� ����� ��� ��������� �� �����
���� ��>������� ���� ���!�� '�� ���'���� �� %����� ��� �� ���� �� '��� � ����� �� �����
���� ���!��(

�� &�� � H(L ������ � ���  !������� �,����� �%�� ��� � ��� � ��# ��( ���� )���� )��" '� 
 �''� � 2 �$���������� ����� ��� ,��!� �� �� �� *���" �� %����� '���� �� ���� �� �� ��! � ����
���  !����� '��� '������" ���� '��� ����� ���!��" ����� �$��� �� ��� �� %�����(

�&� �� ���'� � �� )�����! ��� ��! � ����� �,������ �%�� ��� � ��� � ��# �� �� ����# � �,+
�����%�" ���� �%��� ����� ��� '�� ���)�� '� ������ ���  �' !��������� �� �$����� �� ���������
2 ���)��  !���� �� ������ �������( ] '� �� �� �����  �' !��������� ���� �%��� ������! ��

�	�( �� 
�	� ��� ��� ���� � �,�����%� �� *����� 2 ������� �� �� )�����! �$��� �����( ��+
'������" ���� �� ��  ��'��� '�� ��. � ��# �� �� ��� � '� ��'����( �� �A��" �� 
�	� '!������
�� ���'� ����� ��  !����� ���� ���!��" ������ )�� �� '� ��'���� ������� �� �� *��� '�� �� ���
 !����� ���� ��>������� '������( <����*���" �� 
�	� '��� 6� � ������!" �%�� ' !�������" ��
���� )�� ���� � �,�����%�( �� &�� � H(EN ������ � �$!%������� �� 
�	� '�  �''� � �� ���, �
��  !����� '�� ��� ��! � ����� ������!�� 2 �� ' �*����� " 2 �� �� *��� �� �� %�����( �����
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��� ����	 ��������	 ��� ���)���	�� ��� ���)��	 ��� <����	

���� H(L 0 	�%��� �� �� ��! � ���� �%�� EN  !����� '�� �$���������� ����� ��� ,��!� �� ��
' �*����� " �� �� *��� �� �� %�����(

���� ���� ���! ������ ' ����'������� ��. '� ������� �%�� '�� ��  !�����" ���� ' !������� �%��
'��� �� �!���� ��� ' ���� � FNN ��%���. �� �� ��! � ����( ��  ��� )�� �� ��'! �� ��! �� �� ' �+
*����� " �� )�� ��� ' !%���,�� '���)�� �� 
�	� '!������ �� ���'� ����� ��  !����� ���� ���!��(
<����*���" '�� ��� ��%���. ��� '��� � ����� � Y����� �� EK  !�����Z" �$��� �� %����� )�� �A �
��  �' !��������� �%�� �� '��� *��,�� �  �� ( 	��� ���� ��� !�������� ��� ������ ��  ��'��+
������ �� ��%��� �� �� ��! � ���� �%�� FN  !�����( �� �������� )�� �� ��'! �� ��! �� � ��# � ��
' �*����� �� '���� �� %�� �� 
�	� �� ��  ��'��� '�� ��. � ��# �� %������(

��� &�� �� H(EE 2 H(EJ ' !������� ���  !������� �,����� '�� ��A! ���� ��'�� �$������(

�� ���)�� �����" ���� ' !������� ��� ��! � ����� ,��!�� �� �� ' �*����� " �� �� *��� �� ��
%����� '�� ENN" GN BN �� EN  !�����(

��� � ��� ��! � �����" ����� ,��!� �� �� %����� ��  ��'��� �� ����. 2 �� '� ��'���� ��+
�����( �$��� �� ��! � ���� )�� ���� ������� ��� ���� �� �����.�� �!�! �)�� �� �� �$� '�� ��
������������� � ������ �� �� ��'� �$������ 2 � ���� ( ��  ��� )�� �����*��� )�� ����� ��! � +
���� �A � ��� ������� �� '� *� ������ �� �)�� ��� �,���� 2 �������� ���� � ���� �� ����!� �� 
�� ' ���� '��� �� �$�����( ��� ��! � ����� ,��!�� �� �� ' �*����� �� �� �� *��� �� ��� ������
���� ��� �''��������� �'!��&)��� �� ��� �� ���! ����)��� ��� �,���� 2 �!����� ���� ������� 2
�$�%����(

)���� ���������������

�$��*� ������ �������� )�� ���� ������� ��  �' !��������� �$��� ��! � ���� ��� /
0 ��� !�!����� �������. �� �� ��! � ���� Y'� ������ &��Z V
0 �� �� ���� � �� ������ ��� *������ V
0 �$� � � ���� ��)��� ��� *������ �� ' ��������(
�� '���" ���� �� ����� ��'�� �$�''�������� �� '��� 6� � �!������ � �� ����D� �$��� �� ��*� +

������� ����� ���� '� �.��'�� ��� �� ���! ����)��� ���  !����� �� �� �������! ���  �������� ��
%��������( �� ��'� �$��*� ������� ��%��� 6� � ����D!�� �!�� ���� � �� '� ��� ��  �' !���������
�������(

�$��� � '� �" �� ��� ���! ������ )�$��� �����  �' !��������� ��� ��� �� ���� � ����� ���'��
)�� '����,�� �� '� ����� �� ���#�  �'��� ��. ��*� �������( ���� ��� '� ������# ����� % ��
'�� ��� �''��������� ���� ����%��" �� �� ���'� ��  !'���� ��. ������� �� �$���������� ���� 6� �
���'� �,�� 2 ��� ���'� ��  !������(

���  �' !���������� ���� *� �� �� � �'�� �����!������ �$��*� ������ �� *�7�� � #� �>����(
�� '���" �� ������  �' !���������� '� ������� �$�.'����� ���  !������� ��  ���� ���� ���!��
���� �$��� �� �������� �� ��� � �'��� ���� ����� ������!�( ���� �� ���'�� � B" ������� B(G" ����
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��� ����	 ��������	 ��� ����	 ����!	 ��� ��������� ��	

��� ���)���	��� $%% �!�# �	� ���)���	��� /% �!�# �)� ���)���	��� 4% �!�# ��� ���)���	��� $% �!�#

��� ���)��	� $%% �!�# ��� ���)��	� /% �!�# ��� ���)��	� 4% �!�# ��� ���)��	� $% �!�#

�?� <����	� $%% �!�# ��� <����	� /% �!�# ��� <����	� 4% �!�# ��� <����	� $% �!�#

���� H(EE 0 :�! � ����� �,������ '� ���������� ����� ��� ,��!� �� �� ' �*����� " �� �� *���
�� �� %����� �%�� ENN" GN" BN �� EN  !�����(
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��� ���)���	��� $%% �!�# �	� ���)���	��� /% �!�# �)� ���)���	��� 4% �!�# ��� ���)���	��� $% �!�#

��� ���)��	� $%% �!�# ��� ���)��	� /% �!�# ��� ���)��	� 4% �!�# ��� ���)��	� $% �!�#

�?� <����	� $%% �!�# ��� <����	� /% �!�# ��� <����	� 4% �!�# ��� <����	� $% �!�#

���� H(EF 0 :�! � ����� �,������ '� ���������� ����� ��� ,��!� �� �� ' �*����� " �� �� *���
�� �� %����� �%�� ENN" GN" BN �� EN  !�����(
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��� ���)���	��� $%% �!�# �	� ���)���	��� /% �!�# �)� ���)���	��� 4% �!�# ��� ���)���	��� $% �!�#

��� ���)��	� $%% �!�# ��� ���)��	� /% �!�# ��� ���)��	� 4% �!�# ��� ���)��	� $% �!�#

�?� <����	� $%% �!�# ��� <����	� /% �!�# ��� <����	� 4% �!�# ��� <����	� $% �!�#

���� H(EB 0 �� ���� �� ,��" ��! � ����� �,������ '� ���������� ����� ��� ,��!� �� �� ' �+
*����� " �� �� *��� �� �� %����� �%�� ENN" GN" BN �� EN  !�����(
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��� ���)��	� $%% �!�# ��� ���)��	� /% �!�# ��� ���)��	� 4% �!�# ��� ���)��	� $% �!�#

�?� <����	� $%% �!�# ��� <����	� /% �!�# ��� <����	� 4% �!�# ��� <����	� $% �!�#

���� H(EJ 0 :�! � ����� �,������ '� ���������� ����� ��� ,��!� �� �� ' �*����� " �� �� *���
�� �� %����� �%�� ENN" GN" BN �� EN  !�����(
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�%��� %� ���. '����,���  �' !���������� �$��� ��! � ���� ���� *� �� �$� , � / �� ���� �� ����
�� �$� , � �� '���� �������( 	��� ��������� ���" �%�� �� '�� '��� �� �!����" ��� ��!)������
2 ��  �' !��������� ��� ��! � ����� ����!�� '� ���  !����� �� �� �
�(

)0�0'0� ������ �� �	� 	�
�
,���

�$� , � �� ���� � ���)��� TEFU ��� �� ���� �� ���� ��� �,�� '����� ��� � ,������ %� �����(
��� �R��� �� �����. ��  ��'������ ��. ������ �� �$�����( ���)�� �,�� '���� ���  �' !����!�
'� �� ���%��� �R�� �� �$� , �( ���)�� �R�� � �� ������ �� �� ���&������ ������!" )�� '���
6� � ����! '� �$��'� �� )����� *������� � �������� �� �$� � � �$�,�� '����( �� '� ������� " ��
���� �� �����.�� �$���������� ����� ���" �� ��� ���! ������ �� ' ��� � �$������� t �� �$�,�� '����
�$��� ' ������( ���� �� ������ �''���������" �� '��� 6� � ��'� ���� �� �����@� � ��� ���������
�� ������ ��)��� �$�,�� '���� �$��� ' ������" ���� ����� )��� ��� � !�! �,�� ,! �� )��� ��� �
�� %!��( ��� ��*� ������� '��%��� 6� � �� ����� !�� �� �$� , � �� ���� � ���)��� �� !��)������
���)�� �R�� �%�� �$!��)����� �� ����� �� ��� ��������� � ����� �� %!�� �� � �� �$�,�� '����(

�$���#� ��. ��A! ���� ��%���. �� �� ��! � ���� �� *��� �� �� �� ���� )�� ��� �R��� ����
�$������ �� �� ���&������ ��� ��*! ��� �� ��%���  ���� ��! �� �� ' ����� ��� ������� �� �$� , �
 !�������" ��� )�$������ ! ���� �� &�� � H(EG" �� �� �R�� �$������ �� '��� ����" 3" � !�! ��'' ��!(
��� ���%���. ������� �� �$� , �" � �� 1" ������� �� ������������  !��������" �� *���������
��� � �R��� �� �����.( (

���� H(EG 0 ���#� 2 �� ������������ ������!� 2 �� ��%��� �� �� ��! � ���� �� �$� , � �� ����
� ���)���(

M� ��� ���� �� ���� �� ����� ��� �� ,�� �� ����" �� '� ���#�� �%�� �� ' ������� �$����+
������( ������������" �� �R�� �� ���� �� ���� ��� ������! 2 ���)�� ������� �� �$�����
� ������( 
���" '������ �$����������" 2 ���)�� *��� )�� ���. ���� ��  ������ ��� �� ���%���
�R�� �� ���� �� ���� ��� � !!"  �' !������� �$�,�� '���� �$�� ��� ,������ %� ����� '� ���
%�����( Q��������" �$������� t �� ����� �,�� '���� �$��� ' ������ ��� ������! �� ���%��� �R��(
�� &�� � H(EH ������ � �� ' ��!�� �(

Q������� ���������� ��  �' !��������� ���� *� �� �$� , � ��. � 6��� %���!��(

)0�0'0� ����� �� �7��� ������

	��� '� ���� ��� �� ��  �' !��������� �� �� ��! � ���� ���� *� �� �$� , � ��. � 6��� %���!��(
	��� �%��� �!&��" ���� �� ���'�� � B" �$� , � �� '���� ������� /
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� �%� � �� ������ �� ������ ��.����� '��� '�����( �� ��!� #�� ���%��� !��,��� ��  �������
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���� ��� � ��� �� &�� �" �$�����,�� �$!�!����� ��� ��������! '� ��� ,������ %� ����� ��
�$�����( 
���)�� �$���������� ������� ������ � �� ������ �� ������ ��.����� '��� '����� '�� 
 ������ � ���. ,������ %� �����" ���� '��%��� ������ � )�� �$� , � �� '���� �������  �' !+
����� �.�������� ��� ������� �$����������( �����" ��� � , � '��� 6� � ������! '��  �' !����� 
�� *�7�� ���'��&!� �� �� ���� � ��� �,�� '�����( ��� � 6��� �� �$� , � �� '���� ������� ����
%���!�� �%�� �� ������ �� '���� �� ��� �!'� ��� ��� ,������ %� �����( � �$� � � �� *�����
����! '� ��� %���� � �$� 6��� ��  ��'��� 2 �$� � � �� *����� ���� �$���������� ���*� ��" ��
��� '�� 2 ����� �� �$���������� ����� ���( 
�� )�� ��� � , �  �' !����� �� ��! � ���� �,�����
'� ���������� ����� ���" �� ��� �!������ � �� %���� ��� � 6��� �%�� �$������� t �� ��� ���� ��+
����!� 2 ���. ,������ %� ����� *���������" �$���+2+�� � )�� �$��� �$� � � ��  ��'������� ��� ����
)�� �!�� ���� �� ��! � ����(

�$���#� ��. ��A! ���� ��%���. �� �� ��! � ���� �� *��� ���� ��� ����� �� ���� � �� !��������
'��� �� ����� �$� 6��� '� � � � �� %���� � ����� �� ��%��� �� �� ��! � ���� ��)��� �� %���
���!�� ( ������� ��� ���'������� �����.�� �� �$� , � ��  ��'��� � ����� 2 ���  !���� �� 
�� '� ������( 
�� �,���� ��� '� ������ �� n  !�����" �� *��� !������ ��� n − 1 � 6��� �� '���
*� �� %���� (

�� &�� � H(EI ������ � �$���#� ��. ��A! ���� ��%���. �� �� ��! � ����  �' !����!� '� �$� , �
��. � 6��� %���!��( �� ��'' ������ ��� N − 1 '��� *� ��� � 6��� ' ����� ��� *� 6� �%�� N
� , ��( ���)�� � , � ��  ��'��� 2 ��� ���'������ �����.� �� �� ������������  !��������(
�� ������������  !�������� ��� ������ !� ���� �� &�� � H(EI '� ���  !����� ���� !�� �%�� ��
�6�� ��%��� �� � ��( O���� ������ ��� � 6��� ���� ��'' ��!��" �� �,����� �� '� ������ &��(

)0�0'0� "
�	���
��

�� ���� �� ���� �� �$� , � ��. � 6��� %���!�� �� ���� )�� ���. ����# �� ��  �' !����� 
�� �6�� ��! � ����( ��'������" ��� ��A! ����� ��!�� 2 ��� ����D��� �! ����� �$6� � ������!��(

�� ���� �� ���� Y� , � �� ���� � ���)���Z ����� '��� �� �R��� �� �$� 6��� )�� �$� , � ��
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���� H(EI 0 ���#� ��. ��A! ���� ��%���. �� �� ��! � ���� ����!� '� �$� , � �� '���� �������(

'���� �������" �� �!������� '��� �� �!��� � '�� ��� ����D��� )�� �$� , � ��. � 6��� %���!��(
�� �A��" �� ���, � �� �R��� �� �$� , � �� ���� � ���)��� ��� M = 2n − 1" ��''����� )�� ���
�,�� '����� �� ' �������� ������ � ��� � ��� '�� �� �� ���� �� )�$�� � � n ,������ %� ����� ����
�$����� / n ,������ %� �����  �' !����!� ������ '� �� �R��" '��� �� �R�� ��''�!������ �
'� *�����" �� �� � � n − 1 *������" �� )��  !����� �� 2n − 1 �R���( �� �� ���, � �$� 6��� �� 
�� � , � ��� !��� �� ���, � �� �R��� ����� E" �� )�� ����� N = 2n − 2 � 6���(


�� �$� , � ��. � 6��� %���!�� �� � Y��!� #�� B(EZ M = n �R��� �� N = n− 1 � 6���(
�$���#� ��. ��%���. �� �� ��! � ���� �� *��� ����� ��A! ������ '�� ��� ���.  �' !�����+

�����( 
�� �� ���� �� ����" �� �$���� �� ������� ��� �R��� '�� ���)�� %���� �� �$������
�� �� ���&������( �� '� ������  !�������� �� ����� ��� �� ' ����� ��  !���� ��  ��'������� ��.
������� �� �$� , �  !�������( 
�� �$� , � ��. � 6��� %���!��" �� ��������� ��� � 6��� ����� ����
2 ��� *� 6�" �� ���)�� ���'������ �����.� ��  ��'��� 2 ���  !���� �� �� '� ������(

��  ����� �� �� '��� � ���� ���'�����!" ���� ���'�� ��� ��  �' !��������� ���� *� �� �$� , �
��. � 6��� %���!��( �� '���" ���� �%��� %� ���� �� ���'�� � B )�� �����  �' !��������� ��������
'��� �$��*� ������ )�� �$� , � �� ���� � ���)���" '���)�$�� ����� ��� ������� �� *����� ���  !+
�����" )�� �$�''� ������� '�� �� �� ���� �� ����( 	��� �%��� !�������� %� )�$�� ��� '����,��
�� '���� 2 ���� ������ �$���  �' !��������� ���� *� �� �$� , � ��. � 6��� %���!�� 2 ���
 �' !��������� ���� *� �� �� ���� �� ����(

)���& "�#����	�� �� ������

�� �.���� '������ � ���� ������ �� ������ �� �$� , � �� '���� ������� TBLU( ���� ���� �%���
%� )�� ��� ������� ���%�� '� �$��� �� � �� �$���������� ��  ��'������ 2 ���. ������� '� �$� , �
�� '���� �������( 
���)�� �� ����� ����# � ���� ������ �,���!� �� ������� ��� ����������
�&� �� �!�� ���� �� *� �� ��� ,������ %� �����" �� ��� '����,�� �� ���! ������ �� ������� 
�$� , � �� '���� ������� �� �6�� ���'� )�� �$����������" �� )�� �� *��� �%�� �� � #� '����
��C� �����������(

�$����.� � �!� �� �� ���� ����� �>���� '�� �$���������� ���*� ��( ���� ��� ���� �����"
��� !��)����� ��� ������!� 2 ���)�� �������( ����� !��)����� ��� ' �'��!� �� �$����� 2
'� �� ��� ������ �� � ������ �� ����� 2 �� &� �� *� �� ���  !����� �� �� '� ������( �����
'� ������" )�� ��������� �� ��%��� �� '��� ,�� �� �� ��! � ����" '� ��� �� *�� � �� ���� ��� �
�$� , � �� �$�����( 
�� �,���� �$� , � �� �6�� ���'� )�� �$���������� �� *��� ��� ���.�#��
!��)����� '� ��� )�� ���� '� ��� �� ���% � ��� *������  !����!��( ����� !��)����� ����� ��
������ 2 ��)����� ���)�� ��� �''� ����� 2 ���� �������( ������������" ���)�� ��� �''� ����� 2
��� ������ ��A! ����( �� �6�� ���'�" �� �R�� �� �$� , � ��� � !! '�� ���)�� ,����� %� ����
�� �$�����( �$���������� ��������" �� 2 ���� � )�� �� ��%��� �� �$��� �����" ��� �,�� '�����
�� ' �������� ��� � ��� ��A! ���� ����( ] ���)�� *��� )�$��� �,�� '���� � ���� ��� � ���. ,������
%� ����� �����	����	  ��
 ���

�
 ��A����	�
" ��� � 6�� ��� �����!� �� �$� , � ��� � ��� �R���
������!� 2 ��� ,������ %� �����( ����� � 6�� ��� %���!� �%�� �� ������ h �� �$��� '�� ��)�����



-. #�������
�� ����
�	����� ��
���� *���

�� *����� �$��� ' ������( ��� ���. ������� ���� ��� � *������!�� ���� ��� �����( ] �� &� ��
�$����������" ���� ��� �R��� �� �$� , � ���� �������!� '� �� ������ ���)��( ��� %���� � ���
� 6��� ����)���� �$� � � �� *����� ��� �R���(

�� ���� �� '���� �$�� ���� ����� �$���������� ����� ��� ��� ,������' '��� ���'��)�!�
'���)�� �$� � � �$���������� �$��� '��� ����! ���)������ '� �� ��%��� �� � �� ��� '�.���( 	���
�%��� ��'������ %� )�� �$���������� ����� ��� �� �$���������� ���*� �� '� ������ )���)���
'����� �� ������ /

0 ��� ������� �$���������� ���� ��� �6��� �� ��  ��'������ 2 ���. ����!� '� �$� , � ��
'���� ������� V

0 ���. ���� *��������� ������ � �� �� '���� �� ��� �� �� * ����# � �!'� ��� ��� ���. ,������
%� ����� V

0 �� ������ �� �� *�����" �� ����� �� ��� ���. ���� ���  ��'�� 0 ��� ���. ���� �� ��� ��
�$���������� ���*� �� 0( ���� �� ��� �� �$���������� ����� ���" �$��� �� ��� �� '��� '����
����� �� ���� � ������� '�� �$���������� )�� ���  ��'��(

�����" ,��� )�� �$� � � ��� *������ ���� ��A! ��� '�� ��� ���. ��'�� �$����������" ��� ���+
���� �$���������� ���� ��� �6���( ��� ����� ���" ��� �6���  ������ �� �� ���� �� ' ��������
'�� ��� ���. �����������" ���� 2 ��� �������� ��A! ����( �$��� ' !���!���� �$� � � ��  ��+
���� � ��� ���� )�� !��,��� �� ��! � ����( ��� � � � �$���������� ��� ����! ���� �$����������
����� ��� '� �$������� t �� �� *����� �� ' �����( �$������� t ��� ��! 2 �� ���� � �� ��� �����
temps = mesure/vitesse( �� %������ �� � �������� !���� ���������" �� '� ��#� � t ��� �� ��+
������ ' �'� ������� 2 �� ���� � �� ���" �� ���� ����� ���� � '��� 6� � ������!� 2 �� '���� ��
���'� t ���� ������ 2 �� ��! � ����( Q���� ����! )�� �� ���� � Y' �*����� " �� *���" %�����Z
��� �� �6�� '�� �� ��� �� '��� '���� ��� ���.  ������ !� '�� ��� ���. ��'�� �$����������
Y����� ��� �� ���*� ��Z �� )�� �$��� �� '� ��#� � )�� �!�� ���� �$� � � �� *�����" ���� '��+
%��� ������� �� ��! � ���� �,����� '� ���������� ����� ��� 2 '� �� �� �$���������� ���*� ��(
�����" �$���� ����� �$���������� ���*� �� ��� ������! 2 �� '���� �$�� ���� ����� �$����������
����� ���" '��� ��C���.( �$� , � ��� ����� ��� '������ �$����������( O���� ���. ���� �''� +
������ 2 ��� ������� ��A! ����� ��  ������ ���" ��� � 6�� ��� �����!� 2 �$� , �( ���� ����� *���
��" �$� 6�� �$��� '�� %���!� �%�� �� ������ �� �$��� '�� ��)����� �� *����� �� ' �����" ����
�%�� �� ���� � �� ��� �� '��� '����(

�� &�� � H(EK ���� � �� �.��'�� ���������������� �� ������ �� �� ��! � ���� ,��! �� ��
%�����( �$� , � �������� �� �R�� '�� ������ ��� ������X,������ %� ����� �� �$�����( ���
' ���� � ���� 2 ��  �� ��%� �� � �� �$���������� ���� ���. ��  ��'������ ��. ������ F �� B(
] �� ������" �� ��� F � �� %����� �� J" ������ )�� �� ��� B � �� %����� �� H( �� ������
��� � ��� � 6�� ��� � ��� �R��� F �� B" %���!� �%�� �� %����� �� ��� �� '��� '����" �$���+2+�� �
J( �� ��� F" '��� '����" ��� �,�� ,! '� �� ��� B( �� %����� �� ��� B ��� ��������! '��  �?!�� 
����� �,�� '���� �� ��� �������� �� %����� �� ��� �,�� ,!( �����" �� ���%��� %����� �� ���
B ��� H e J d EN( ��� ���� F �� B �''� �������� ���������� 2 �� �6�� ������( �$����������
��������" �� ��� ' ������� ���� 2 *������� ���� ���. ��  ��'������ ��. ,������ %� ����� B ��
J( ����� ��� �''� �������� 2 ��� ������� ��A! �����" ��� ���%���� � 6�� ��� �����!� �� �$� , �
�%�� �� %����� �� ��� �� %����� '��� '����" �$���+2+�� �" ���YEK" IZ d I" �� �� %����� �� ���
'��� � ��� ��� ��������! �� ��� �������� �� %����� �� ��� '��� '���� / EK e I d FG '��  �?!�� 
�$�,�� '����( ��� �� ��� � ���� 2 *������� ���� �$�� �S�! ����� ���'��! '� ��� ,������ %� �����
F" B �� J" �� �� �$��� � �S�! ����� ��  ��'������ �� ,����� %� ���� E( M�� � 6�� ��� ��� � �����!�
��� � ��� �R��� ��  ��'������ ��. ,������ %� ����� %������ E �� F" %���!� ���� � �%�� �� %�����
�� ,����� %� ���� �� ����� � %�����" �$���+2+�� �" ���YL" JNZ d L(

�� �!������! �� � ��'� ��� ���� ���� ��� ������� �� '��� '�� 6� � ������ !� ���� �� �.��'�� 2
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���� H(EK 0 �.��'�� �� ������ �� �$��� ��!� �)�� ����!� '� �$���������� ����� ��� ,��! �� 
�$���������� ���*� ��(

��� ���������( ] ��� ���������" ��� ���� �� '��%��� *������� )�$�� ���%��� �� ������ ���)��(
��'������" �� ��� ����� 2 ���. ���������� �� '��� �.���� '������ � �������  ������ ��� �6���
���. ����( ��������� ��� ��������� �� �� �����,�� �� ���� �" 4" � �� � ��� *������! �����
�� �� ���� � �+�+4+�( �����" � �� � �� �� ���� ������  ������ !�" ���� ��� �''� �������� ��
�6�� ��� �� �� �.���� �!�2 �� ������ ���  ������ �� �$� , � �� '���� �������( �� 2 �� ������
����! ��� ���. ���� ��  ������ ���" �� ��� �!������ � �� '��%�� �!����� )�$��� �''� ��������
�!�2 2 �� �6�� ������ �� )�$�� �� ���� ���� '�� ������ �$� 6�� �� �$� , �" �� )�� ��� �@�� ���
�� � !����� �$�� �����(

)���) ������� �/�� ��� /������ �%�-��������

��� %���� � �$�.�������� ��� !�! ��� ������� '� 3 ����� TFJU" TFBU ���� ��� !����� �� ��
������)��" �� !������� '� ;����� TLLU" TLKU(

��� %���� � �$�.�������� �$��� *������� f �� �!&������� '�  �''� � 2 ��� *������ �$�'! �+
��� � �����.�� �.�����*� Y ��'( �����.�����*�Z �!'������ �$�� '� ��#� � λ( �� ���� �'! ���� �
' �������� ��� %� ����� �� �� *������� f �%�� �� ����� �� ����� �� ������ Y ��'( ��.���Z
 !������. '�� ��� %���� � �� λ � ��������( �� %���� �$�.�������� �$�� ������� Y ��'( ��.�+
���Z ��� ��� � �� %���� ��.����� �� λ '�� ��)����� �� ������� Y ��'( ��.����Z �$� '��
���� � ���'� �(

"�*�
�
�� )0� ���	 M �� ������� ���
�� �������# ��"����� ����� ����	��� f � �	 Ψλ(f)
��� ������� ����

��	� �� 	���
�����	���
 �������
 ��	��
��
 ���
�� ��	���	��
��
#� %� �����
����	���	��� �� M ��� ������	  Ψ �
	 �� ����� �������� �� λ 	���� ��� M ��
	� �� �������
���
�� �������# ��"����� �� Ψλ(f) �

ε(M) = sup{λ ≥ 0 | ∀μ ≤ λ,M ⊂Min(Ψμ(f)}

�� Min(g) �!���� �$�����,�� ��� ������ �� �� *������� g(
��� %���� � �$�.�������� ' �������� ��� ��! � ��������� ��� �.� ��� �� �$����� ����� ��� 

'� �������� �� *��� �� �$�'! ���� Ψλ(f)( �� ����. �� �� *������ �$�'! ���� � Ψλ(f) �!�� ����
����� ����� ��! � ���������(

������! ��� )���)��� �.��'��� �� *������� �$�'! ���� � Ψλ(f) ������!��(

��� �4��	������	�
��� ������! ��� �� *������� Ψh(f) = δ∞(f − h, f)" �''��!� �+
 ������ ������ �� )�� �!����� ��  ������ ������ �!��!��)�� �� �� *������� f−h ���� �� *�������
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f ( �� &�� � H(EL ������ � �$�A�� �$��� ����� �'! �����( ��� ��.��� ��� '��� ' �*���� '�  �''� �
2 ��� %������ '� ������� '�� ��� %���� � �� h � ����( ����� � ���*� ������ ��� ��� �'! �����
�����.�" � �������� �� �����.�����%�" �� '� ��� �� �!&�� ��� %���� � �$�.�������� ��� ��.���
�� �� *������� f ( ��� %���� � �$�.�������� ��� ������ �$�,�������� '� ������!( ;����� ���� �
���� TLKU )�� ��� %���� � ��  ��'������ 2 �� ������)�� �!&��� '� 3 ����� TFBU �����
ε(M) = dyn(M)− 1(

f(x)

x

δ∞(f − h, f)

f − h

f

���� H(EL 0 �.��'�� �� �+ ������ ������ �� ��� *������� ������������������(

��� ���������� �� 6��������� ����
��� ����� ���� �!&���� 2 '� �� �� �$��%� �� � � !�+
��� � ,���� � /

"�*�
�
�� )0' 5��
������
 �� ��
����� ������� X� %�����	��� ��������� ������� �� ����,
��	�� λ �� X 
� ��!��	 ����� �

γa
λ(X) = {x ∈ X |Surface (Cx(X)) ≥ λ} YH(FZ

�� Cx(X) �!����� �� ���'������ �����.� �� �$�����,�� X ��������� �� '���� x(
��� ��%� �� �� �� *� ���� �� � !���� �� ��� !�! !������� '� �( ;������ TENNU" TENEU ��.

������ 2 ��%���. �� � ��( �$��%� �� � � !���� � '�� ��� ������ 2 ��%���. �� � �� �� �!&��� 2
'� �� ��� ������ X+

h (f) = {x|f(x) ≥ h} ����� /

γa
λ(f)(x) = sup{h ≤ f(x) |x ∈ γa

λ

(
X+

h (f)
)} YH(BZ

�� *� ���� � � !���� � �� �!&��� '� ������!( ] �� ��A! ���� ��� ��%� �� �� �� *� ���� ��
� ������������� '�  ������ ������" ��� �� ���� �� �� �$����� �� ���� '�� &�� !�� '�  �''� � 2 ��
!�!���� �� ���� ���" ���� ����� ��� �� *��� ������( �����" ��� �� ���� �� ������� �� !� �����" )��
�� ����� �� �������� !�����!�� '� ��� ��%� �� �� �� *� ���� �� ������)���" �� ��� ' !�� %!��
'� �� &�� � � !���� �(

�� &�� � H(FN ���� � �$�A�� �� �$��%� �� � � !���� � �� ��� *������� ������������������(
��� ��.��� ���� ���'!� �� ����# � 2 �� )�� ��� �� *��� ���� �� ����� !���� �� '� ��#� � s(

��������� �����
,�� �$� ������� %�����)��" ��� ����� '� ;����� TLKU '��� 6� � ��+
�� ' !�! ����� ��� ! ����� ������!� 2 �� !�!���� �� ���� ��� ��� '��� �� %����� λ ��'�,��
�$���'�� ���������� �� *� �� ��. �� ���� �� �� �$�����(

"�*�
�
�� )0� ���	 f ��� ����	��� ���������� %����
����	 �������� �� 	����� λ �� f ��	�
av

λ(f) �
	 ��!�� 
�� ��
 ������ �� �����"� ��� �

av
λ(f)(x) = sup{s ≤ f(x) |V olsx(f) ≥ λ} YH(JZ
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x

f(x)

>  s >  s >  s

<  s

���� H(FN 0 �.��'�� �� &�� � � !���� � �� ��� *������� ������������������(

�0

V olsx(f) =
∑

y∈Cx(X+
s (f))

|f(y)− s|

�� %� ���� ����� �� ��� �'! ���� '��� 6� � �''��)�!� ��. ������ �����.( ���� ��� � ���"
'���)�� ���� � �%������� �%�� ��� ������ � ������" ���� ���� ���! ������ ' ����'������� ��.
��! � ����� �� ������(

��� �'! ���� � ��! � ������� ��� ������ �� �$����� � #� ��A! ������( �����" ��� �+
 ������ ������� �� '� ������� �� �� %�% � )�$��. ������ ��>������� ' �*����" ������ )��
��� *� ���� �� �� *���)��� �$����)���� ��. �� ���� �� �� '����� �� *���" ���!'��������� ��
��� ' �*����� ( �$� ������� %�����)�� ��� �� ���' ���� ��� � ��� ���. �'! ���� � ' !�!+
�����" �� ������ ���'�� 2 �� *��� �� �� �� *��� �� �� �� ' �*����� ��� ������(

;����� TLKU �!���� � ���� �� ��#�� )�� ��� %���� � �$�.�������� ������!�� ��. �+
 ������ �������" ��. *� ���� ��X��%� �� �� �� *���)��� �� 2 �$� ������� %�����)�� '��%���
���� 6� � ������!� 2 '� �� �� ����������� �$����������( ���� ���� � )�� �� %���� �$�.��������
������!� 2 �� ������� ��  ��'��� 2 �� ���� � �� ��� ���  ��'����* �� �)�� '������ �$������+
���� ��  ������ � �� ��� '��� � ��� 0 �� ���� �� �� ' �*����� " �� �� *��� �� �� %����� 0( �����
�!����� ��� �� �6�� )�� ����� )�� ���� �%��� ������!� '�� ������� ��� ��� ��!� �)��� ,�+
�!�� �� �$���������� ����� ��� 2 '� �� �� �$���������� ���*� ��( ��� ��� ��!� �)��� �!&����
'� ���������� ����� ��� 2 %������ �� � �������� ��������� ��  ��'������ ���� ��. %���� �
�$�.�������� ������!� '�� ������ ��� ������(

'�� $��������� ��� �	� �������	 %�����	%��

�$���������� ����� ��� '� ��� �� ����� �� � ��� ��! � ����� � #� ���! �������� �%�� ���
� ��# �� ��A! ����( ��� �!������ �,������ ��'������ 2 � �%����� �� ��� ����� � ������" ����
�� ���, � �� ������ �!�� ���� �� ���, � ��  !����� �� ��%��� �� '��� &� �� �� ��! � ����(
�� ��%��� ��������� �� '��� ���%��� ��� �� ������������ � #� ��'� ����� �� �$�����( 
���)��
�$� , �  �' !������� �� ��! � ���� �������� �� �R�� '�  !���� �� �� '� ������ &��" ����� �� ���+
��������� � ��� ��?����� �� �� ���'� �� ������ ������! 2 �� ����'������� �� � �'��( O����
��� ������ � ���!�� ���� � �����" �� ���� �� ��� ��� � ��������� B�" )�� ���� !����� ��� ����
�� ���'�� � I" �� ��� �!������ � ��  !��� � �� ���, � ��  !����� �� ��%��� �� '��� &� �� ��
��! � ����( �� �6�� ���'�" �� '� ������ &�� ���� 6� � ��>������� �!�����!� '�� ������� 
���� ��� ������ � �����&����*�( �����" �� �� ��� ���! ������ �� ���'��� �$��� '� ������ &�� �%��
����� ��  !����� )�� ����� �,����� '� �
�( �� ���� *��� ��� ��� � ��� �!����� '� �������
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�� ����� �� � ��� ��! � ����� 2 '� �� �$��� '� ������ &�� )������)��" �� �� )�����! ���,��,��
2 ������ �,������ '� �
�( 	��� ' !������� ��� ��� �!����� ,��!� �� ��� � �'��� '�� �����+
�� �� ������ ��! � �����( ����� �!����� ���� �� � �$��� � ���� ������! ���� �� ���'�� � I" ��
���� !������� �� ������ �� ��� ��! � ����� ��. �!)������ %��!�( ���� ���� �� �� �� � )�� �� �$��
��� ��'�,�� �� ����� �� � ��� '� ������ &�� '�� �� �������!� �� �� �6�� ���'� ���'�!� ��
������� �� �$�����( �� ������ �$��� '� ������ &�� �%�� ��� �� ���! ����)��� ��� ' !����! ����
�� ������� H(J(B(

)���� 8���	� �� /������#� ������� ( ��� ���������

�� '��� ������� 2 ��� '� ������ )������)�� ��� � �'�� �� %��������( ���)��  !���� ��
�� '� ������ ���  �' !����!� '� �� �R�� �� �� � �'�� �� %��������( ���. �R��� ����  ���!�
'� ��� � 6�� �� ��� �  !�����  ��'����%�� ���� %������� �� �� '� ������( ��� � 6��� ���� %���!��
�%�� ��� ���� � �� ��������� ��! ������ ��� � ���  !�����( ��� �.��'��� �� ���� �� �� �����+
���� ��! ���� �� ��A! ���� ��� � ��� ������ � �������� ���  !����� �� �� %���� ������� ��
� ������ �� ���� ��� * ����# ��( ���� ��� � ���" ���� �%��� � ��%! )�� �� �������� �����������
��� � ��� �������� �� ������ ���  !����� ���� ��� ��'���� �34 �� bM; ����� ���  !�������
�����*������� '�� %� )�� ���  !����� �� �� '� ������ &�� ������ �����#��� �� ������ (

�� � �'�� �� %�������� ��. � 6��� %���!�� '��� 6� � ���� ' !�! ����� ��� ����� � ������
�����!��)�� �� �� ������ �� �� * ����# � �!'� ��� ���.  !����� ��� ����!� '� �� %���� ��
�$� 6�� �� �� � �'��( �� &�� � H(FE ������ � ����� ���� ' !������( ��� ��! � ����� �,������
'� ���������� ����� ��� )�� ���� �%��� ' !����!�� ���� ��� �������� ' !�!������ '��%���
6� � ������!�� �� ����� ����� � ������ �����!��)��( ��'������"  ��� )���� )�� �� � �'�� ��
%�������� �������� �.�������� �� �6�� ��*� ������ )�$��� ����� �����" ���� )�$���� ���������
���  �' !��������� '��� �����!��)��( �� �A��" �� � �'�� �������� ,������' ����� �� �R���
)�$�� �$� � �� '�.��� �� �$�����( �����" ����  !����� ��� ��� ������� �� �� � �'��" �� �� ����
�� %� ��� �� �$����� �����!��)�� )�$2 ��� ' �'�� �� ���' !�������(

6
4

2
1

���� H(FE 0 3 �'�� �� %�������� ������! 2 ��� '� ������ �� ���� ' !������ ���� *� �� �$�����
� ������ �����!��)��(

���� �� ��� '� ������� �� �� '� ������ �� �!'� � ��  ��'��� ��� 2 �� '� ������ �,����� '� 
�
� �� �� ��� � 6��� �� � �'�� �� ����� %���!�� �%�� �� %���� �������� �� � ������ �� ���� ��
�� * ����# � ��� � ���.  !�����" ��  �' !��������� '� � ������ �����!��)�� �� ��� !)��%������" ��
'���� �� %�� �� �$����������" 2 �$����� � ������ � �������( �� �A��"  �''����� )�� ��� �������
�$���������� ���� �!�� ���!� '� ��� '����� �� ��� Y%���� � ����� *� ���Z �� � ������ �� ����
�� �� * ����# � ��� � ���.  !�����( �����" ����� ��� %���� ��������� 2 �� * ����# � !���� 2 ��
������ �� '���� �� ��� �� ����&� '�� ��� ������� �$����������(

��  �' !��������� ���� *� �� �� � �'�� '� ��� !�������� �� �!%���''� ��� ���� ������
'���  �,����� )�$�� � �%������� �� �������� �� �$����� � ������( �� *��� )�� �� ���� �� ������
�� ������ ��.����� ������� )�� ��� ������ � ������ �� � �� �$���������� '��� ����� 2
�� )�� ��� *������ �� ' �������� 2 � �%� � ��� '������� � #� !� ���� �� �� * ����# � �� �)�$��
� �%����� �� �������� �� �$����� � ������( ����� ��������� ��� ������ !� ���� �� &�� � H(FF"
�� ��� ���� %��� *������� � �' �S� �� ��� ���� � Y%�����" ' �*����� " �� *���Z �� � �����
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����+�����!�( ���%���" �� �� ��� ��������,�� �� ������! � '���S� �� %���� ������� �� � ������
�� �� * ����# �( ��  �' !��������� ���� *� �� �� � �'�� '� ��� �� %���� ��� * ����# �� �%��
��A! ����� ���� �� �� ��������� ��!" �� )�� ������ �� �� ?�.�,����! �� �� ��  �,������� ��.
���� ������( �� ��� ��'������ �!������ � �� ������� �$�,� � ��� '� ������ &�� �� ��)����� ��
� �'�� ��� ����� ���(

���� H(FF 0 
������ !� ��� ��� � ���. ,������ %� �����(

)���� '����� �� �%���������� �� ��� �� #���	�

��''����� )�� ��� ������� ���%�� '� �$��� �� � �� �$���������� ��  ��'������ ��. �������
�� �$� , � �� '���� �������( �����" �� ������ �� �$� , � �� '���� ������� �� � �'�� ��
%�������� ����� �� �� ���� � ��� *������ �!������ �� �� ������ �� �� ��! � ����( ] �� ' �'��"
�$��'� �� )��� ���� ����� �� ������ �� �$� , � �� '���� ������� '��  ��� 6� � �''��)�!(
��'������" ���� �%��� ���� ! )�� �$� , � �� '���� ������� 2 ��� ���� �� ��>� '�� 2 ' ���� �
��� ��! � ����� �����&����%��" �� )�� �� ���� ��� ��� ��!� �)��� �������� '�� %���� ��� � 6���
)�� �!�� ������ �� )�����! ��� '� �������  !���������( 
�� ������� �� ��! � ���� ������!� 2 ���
'� ������ &�� )������)�� �� ��� ���� �!������ � �� ������� ��� ��� ��!� �)���( 
�� �� ��� ���
������ � ������" ���� �%��� ' !����! ���� �� ������� H(B(G �� ���� ����� ,��! �� �$����������
���*� ��( 
�� ��� � �'���" �� ��� '����,�� �$������� ��� �!����� �� ������ ������� �" )�� ����
�''���� ��� ������	��� �� "�����(


�� %�������� ��� ���� �����" �� ��>� �� '���� '� �$����� � ������ �����!��)�� !)��+
%������ Y&�� � H(FEZ( �� �A��" �$���� ����� ' !����! ���� �� ������� H(B(G '��� 6� � �''��)�!
�� �������� 2 ����� �����( ��� ���� �����  !����� ��� ���������� �� �$����� �� ������� �$��+
� ��!� �)�� ������!� 2 ���)�� *��� )�$��� *����� ��� � ���. ���� �� ' �����( ��� *������ ��
' �������� '�� ��� ������ �$��� !���� 2 �� ������ �� �� * ����# � �!'� ��� ���.  !�����(
�� ������ �� �� * ����# � ��  ��'��� !�������� 2 �� %���� �� �$� 6�� �� �� � �'��( �����" ��
��� '����,�� ��  !����� �$���������� �� �������� �� �� � �'��" �� �� ����# � ���%���� /

0 � ����� ��� � 6��� �� � �'�� �� %�������� '� � � � � ������� �� %���� � V
0 '�� ���)�� � 6�� �� � �'�� Y� ���!� '� � � � � ������� �� %���� �Z" �� �$� 6�� �$��� �����

'�� �� ����� �� �$� , � /
0 ������� �� �� � �'�� �� %�������� ��� ���� � �!��!� �)�� '�� ���)�� ���'������

�����.� Y !����Z V
0 ������ ����� � 6�� 2 �$� , �" %���!� �%�� �� ���� � �� '��� '����� ��� ���. ������!��

���� �$!��'� ' !�!�����(
�$� , � ��. � 6��� %���!�� �,���� 2 �� &� �� �$���� ����� ����� �$��� ��!� �)�� �!&�������

�� ��! � ����(
���� ��� ���� �����" �� %���� �� �$� 6�� �� � �'�� � ���!� 2 ���� ������ ����� �� ������ 

�� �$��� �� �$���������� ��  !������� �� �$����� � ������ �����!��)�� !)��%������( �� ���� �
�!��!� �)�� ������� '��� 6� � �� �� *��� �� �� %�����( �� �� *��� ��� ������!� �� *������ ��
����� ��� �� *���� ���  !����� �� �� '� ������ &�� ������!�� 2 �� ���'������ �����.�( ��
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%����� ��� ������! �� �����'����� �� �� *��� '� �� ������ �� �$���" �$���+2+�� �" '� �� %���� 
�� �$� 6�� �� � �'�� �� %�������� ����%�( �� ������)�� ��W����� �%�� �� %���� �� �$� 6��"
'���)�� ���� ��� ���� ��� �� �6�� %���� �� ������� Y5! �Z( �����" '�� �� ������)��" ��
��! � ���� ��� ����!� '� �$� , � �� '���� ������� �� � �'�� �� %��������" ���� ,����� ��
 !!%���� ��� � 6���(

)���� '����� �� �� ��������� ,��

	��� %����� �� ' !����� ��� �!����� �� ������ �� ��! � ����� �� ��� '� ������ &��
)������)��( �$��������� ' ����'��� �� ����� �'' ���� !���� �$!������ �� �� ������������ ��+
'� ����� ' ������ '� �� �
�( 	��� ' �'����� ��� ��� ������)�� '� ������� �� ������� ���
'� ������ &�� ,������' ����� �� �������!� )�� ����� ����!� '� �� �
�(

��� 5���� λ+'����� ������ )�� ���� �%��� %��� ���� �� ���'�� � G '� ������� �� �!����� ���
 !����� �����#��� ���� ��� ����� ������ ( ��''����� )�$�� �$�,����� �� ��.�� �� ��'� ������"
�� �!������� ��� 5���� λ+'����� ������ ' ����� �$��� '� � ��� � �����  !����� '�� ��� 5���� ��
�$�����  �����%����� ���*� ��� �� ������ �� �$��� � '� � ���  !����� � #� '������ ��  ��'������
��. 5���� �� � ��������( ��� ������ � ��� �,���� �� � ��%��� )���)�� '� � ���� ��� 5���� ��
� ��������" �� ���)�� �,��� ��� �� )�! '� ��� � ���� 5��� '����( �� !��,������� �� ����� �� 
�� ������ ��� 5���� '����� �� �� �� �� ���� )�� ������ �� '��� � ���� �� *��� ���� �,������
��� ����� �� �� )��� � ����)���� �� '������� ���  !����� �����#���( ����� ����� ��� ������!�
����� �� )��� '�� ��� ����� �� '� ���� ��� ���. ������!� �� �$����� � ������( ����
���� ��� ���" �� ' !+&�� ��� ��� ��������,�� �&� �$!������ �� , ��� ����� )�� ��� ��.�� ��( ��
&�� � H(FB ���� � �� ���!�� �� ������ �$��� ����� '� ������" )�� ���� �!�������� �������(

ZONES
PLATES

ELIM INATION
ZONES DE
TRANSITION

GRADIENT

LPE
FILTRAGE

IM AGE
PARTITION

���� H(FB 0 ������ �$��� '� ������ ��������� �� �!������� ��� 5���� )����+'�����(

(��*����� 
�� ����� !��'� ���� ��������� ��� ��%���������( �� &�� ��� �� ���� '�� 6� �
� �' ��'� ���� ��  ��)�� �$!������ ��� �� ���� �� �����&����%��(

"���	�
�� ��� >���� λ4����� ��� 5���� λ+'����� ������ ���� �!����!��" �� )�� ' �����
�$��� '� � ��� � �����  !����� '�� ��� 5���� �� �$�����  �����%����� ���*� ���" �� �$��� � '� �
���  !����� � #� '������ ��  ��'������ ��. 5���� �� � �������� Y&�� � H(FJ+Y�ZZ( ��� ������ �
��� �,���� �� � ��%��� 2 �$���! ��� ��� 5���� �� � ��������" �� ���)�� �,��� ��� �� )�! '� 
��� 5��� '���� �� ������ ��'� �����( ��� 5���� '����� �� ������  �����%����� ��'� ����� ����
������! !�� ����� �� )���� �� �,��� �� ���� �����  ������� '�� 6� � ������!�� ����� �� +
)��� � �$��� �
�( ���. ������ ���%��� 6� � �!�� ���!� �� � �� ����� !��'� / �� %���� �� λ ��
�� ����� �� ������ ��� 5���� '�����  �������( �� ����� �� ������ '��� 6� � �!�� ���! �� *�������
�� �� ������ �� �$�����( 	��� �%��� � ��%! )�$��� %���� �$��� � B �� G '�.��� ����� �� ,���
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 !������� '�� �$�����,�� ��� ������ �� ������ O��1 ����!��( �� %���� �� λ � ���  !'� ��������
'��� ��'� ������ �� �� )�����! �� �� ������������ �,����� �� ���� 6� � �!�� ���!� �%�� '���
�$���������( �� ��������� ��� %���� �� λ &.� '�� ������ ��� ������" ���  !������� �,����� ����
� #� ��A! ���� �� �� ��� ��>���� �� ������ ��� %���� �� λ )�� ����� �� ,���  !������� ���� ����
��� ���( 
�� &.� �� %���� �� λ ����%����������� '�� ���)�� �����" ���� �%��� ���� ������!
�� � ��# � ,��! �� �� '�� ������� �� �$����� ���%� � '� �� )�� ���� �''����� ��� 5���� ��
� �������� Y�� ����� �� ������ �!�� ���� ���  !����� )�� ���� ������! !�� ����� �''� ������ 2
��� 5���� �� � ��������Z( 	��� �%��� �,���� �� ,���  !������� '�� ��� '�� �������� �$��� �
EN c �� BN c �� ���%� �� � �� �$����� '� ��� 5���� �� � ��������" �� )�� ��  ��'��� 2 ���
%���� � �� λ � #� ��A! ����� ����� ��� ������(

/�	�� �� ���
��� �� � ������ ������! '�� �� �
� ��� �� � ������ ������ " ������! ����� /

grad(x) = max
y∈B(x)

d(x, y) YH(GZ

�� d ��� ��� �������� ������ Y�� �!�! �� �� �6�� )�� ����� ������!� '�� �� �!������� ��� 5����
'�����Z �� B(x) ��� �$!�!���� �� ���� ��� �� ������ E �!&������� �� %�������� �� '�.�� x( ����
�� �6�� ��' �� )�� '�� ��� 5���� λ+'�����" �� ��� ��A! ���� ��� � '�.��� %������ �� ����� ��
λ ��� �!����!�" �� ��� !�������� '����,�� �$!������ �� ������ %� ������� ����� ���� �� � ������(
�����" �� λ+� ������ ��� �!&�� ����� /

λ+� ��Y.Z =

{
grad(x) �� grad(x) > λ,

0 ��� �����.
YH(HZ

�$����������� �� λ+� ������ �$�''� �� '�� �$�%������ '�  �''� � 2 �$����������� �� � ������
������ ���� �� ��� �$���������� �%�� ��� 5���� λ+'����� ����� �� )��� �" �� �� ����� ����# �
��� 5���� λ+'����� ���% ��� �!�2 ��� '� ���� �� � ������ ���� �� ��%��� �� � �� ��� ��*! ��� 2 λ(
�� � ������ '��� ��'������ 6� � ���! ������ ���� ��� �''��������� �� ��� 5���� λ+'����� �� ����
'�� ������!�� ����� �� )��� �" ����� '� �.��'�� �� ��� �� �� ����� ������ �� �� ��! � ����
�� �������� 2 '� �� �� �� �
� �� � ������(

�
��� �� ����� ��� ��� ��� 5���� λ+'����� 0 ��� *��� ��'' ��!�� ��� ����� 5���� ��
� �������� 0 ���� ������!�� ����� �� )��� � '�� ��� �
� �� �$����� � ������ '�� �,���� 
�� '� ������ &��(

�� &�� � H(FJ ������ � �� ' ��!�� � �%�� ��� ����� �� �� �!)����� [ �� '���� \( 	���
� �%������� ���� �$��'��� ������ �34( �$����� ��� �$�,� � &�� !� '� ��%��������( �������"
�� � ������ ������ �� ����� ����� ��� ������!( 
� ���#������" ��� 5���� '����� ������ ����
�!����!�� �� ��� 5���� '����� � �' '������ !�����!�� Y !����� �� ��� ���� �$����� H(FJ+Y�ZZ( �����
����� ��� ������!� ����� �� )��� '�� ��� �
� �� �� � ������( �� '� ������  !�������� ���
������ !� ���� �� &�� � H(FJ+Y*Z( �� '� ������  !�������� '��� 6� � ���'� !� �%�� ����� �,�����
'� �!������� ��� ,������ %� ����� �� � ������" ������ !� ���� �� &�� � H(FG+Y�Z( ��� ,������
%� ����� �� λ+� ������ Y&�� � H(FG+Y,ZZ ������� ��� '� ������ �� '�� '��� ���'�!� �� �������
�� �$�����" ���� ���� � ����� ,���� )�� ����� �,����� �%�� �� �!����� )�� ���� ' �'�����(

����� �!����� �� ������ �� �� '� ������ &�� ���,��� �� ,���� �!������� ��� 5���� ������ 
�,����� '� ��� λ+5���� '����� �%�� �� ' !������ ��� ������ � �.� ���� '� �� �
�( �� '� ������
&�� ����� �,����� !������ �� �� ������������ ' ������ '� �� �
� ���� �� ����������� ���
 �' !��������� ��>������� �!�����!� �� �$�����(
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���� H(FJ 0 �,������� �$��� '� ������ &�� '� �!������� ��� 5���� '����� ������ (

��� ,�

��
 �	�
���
 �� �����	�� ��� ,�

��
 �	�
���
 �� λ8�����	��

���� H(FG 0 
� ������� �,������ '� ���������� ��� ,������ %� ����� �� � ������(
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)���� ���������

��� &�� �� H(FH �� H(FI ���'� ��� ���  !������� �,����� �%�� �� ��! � ���� ,��!� �� ���
 !����� �� �� �
� �%�� ���. �,����� �%�� �� ��! � ���� ����� ���� �� ��� '� ������ &�� ������!�
����� �� �!����� )�� ���� %����� �� ' !����� ( �� '� ������ &�� ������!� ����� �� �!����� ��
�� ������� H(J(B � ,������' ����� ��  !����� )�� ����� ��  ��'������ ��.  !����� �� �� �
�(
��� '� ������� �� �� ��! � ���� ����� ���� �� ��� � '� ������ &�� ���� !�������� �� ������� �
)�����! Y����� �� *�����Z )�� ������ �� �� ��! � ���� ����� ���� �� ���  !����� �� �� �
�(

�� �!����� �� ����� ������ �� �� ��! � ���� �� �� � �'�� � '������ � �%������� '�  �''� �
2 �� ����� ������ �� ���� '� �
� /

0 �!������� �� ���, � �� ��%���. �� �� ��! � ���� � -�� 2 �$����������� �$��� '� ������
&�� ����� �� �������!�(

0 ��� �� ���� �� � #� !� ����� '��%��� �.���� ���� �� '� ������ �� ����� ��� ��� �� *���
��>�����" �� )�� �$��� '�� �� ��� �� � �%������� �� �������� �� �� � ������" �����
�$������ � �� &�� � H(FK" �� �� *������� �� �!'� � ��� *� �!� �$��� �� ���� � �� ���������
���. '�.��� �$!'������ ( �� ������# � ��� ����� %�������� ��� ���. '�.��� ��������� 2
���)�� '�.��( �� � ������ �$�  �%� '�� 2 '���� �� ������� 2 �$���! ��� �� �� �� ���� �"
�� )�� �� *� ��� ���'� �@� � �' #� �
�" ������ )�� ��� 5���� '����� �  �%��� 2 �� �!����� (
����� �� ���! ����)�� ��� ���! ������� �� �)�$�� � � ���� �$����� ��� �,���� ���'��!� ��
�� ���� �� &��� )�� �$�� %��� ��� �!����� (

0 3 -�� 2 �� ������� � ���������� �� �� ��������� ��! ��� �  !����� �� ��� * ����# �� '���
�������" �� )�����! ���  !������� �,����� ��� ����� ������� �(

'�" #�� �����	��� ��� �� �����

	��� �%��� ' !����! ��� ������)�� '�� ������� ��� ��! � ����� �� '� ������� ��,�@�!��
���'�!�� �� ������� �� �$����� �6�� '�� ��� ��%���. �� �� ��! � ���� �%�� � #� '�� ��
 !�����( ��� ��! � �����" �� �� '� ������� ����� ,��!� �� �� %�����" ������� ��� ,���  !�������
'�� ��� ������ ���� %�����" ���� �� '��� ���� � ��� ��� 2 ��� ��!��� � ( 	��� ' !�������
��� ��� %� ������ �� �� ������)�� ' �'��!�" )�� '��%��� ������ � 2 ��� ������� �  !������� ����
�� ����� ���(

	��� ' !������� �$�,� � ��� ����� ������  !�� ��%� �� �� ��! � ����( �������" ���� �.'��+
 ��� �� ���,������� �� '������ � ��! � ����� 2 �$���� �$���#, �� �$��� ��!� �)���(

)�&�� '����������� �������/� �� �� 	������	��

�� ��! � ���� ������!� 2 �$� , � �� '���� ������� ������� ������ � �� ������ �� %���� 
��.����� '��� '����� '��  ���� ���.  !�����( ����� �'' ���� ' !����� �$�����%!����� �� ' �+
%��!��� ��� '������� �� '����� ������ " )����� )�� ���� ��� ���������( �����" ���.  !�����
�!'� !�� '� ��� * ����# � � #� ���� ���!� �� ������� ���� �%�� ��� '����� , #��� !� ���� ��+
 ��� *������!�� �S� ���� �� ��! � ����" �� �� ���� � �� %����� �� ���  !����� �� � *����!�( ��
' �,�#�� ��� ����� ��'� ���� �� �)�� �� ��! � ���� ��� ����� ���� �� �� � �'�� �� %��������
�� )�� �� '� ������ &�� �$��� '�� � #� �� �������!�( ��  ����� ��� )�� �$��� '� � �� � �'��
'� ��� �� %���� ��� * ����# �� �%�� ��� ������� �� ���� ����" �� �$��� � '� � �� *��� )��
���  !����� �� �� '� ������ &�� ������ '��� � �����  ��� ����� ������� '���  �' !�������%� ��
���� ����  !��(
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���� H(FH 0 �!������� �,����� �%�� �� ��! � ���� ������!� �� ���  !����� �� �� �
� �� �%��
����� ������!� �� ���  !����� �� �� '� ������ &�� ' �'��!� ���� �� ������� H(J(B( ����� �$��
����" �� ������ 2 � ���� / ����� � �������" ����� &�� !� �� � ������( ����� �� ������ / '� ������
&��" ������������ %�����)�� �� FN  !����� �� ������������ %�����)�� �� EN  !����� '�� ��
��! � ���� ������!� �� ���  !����� �� �� �
�( ����� �$�� ,�� / ���� '�� �� ��! � ���� ������!�
�� �� '� ������ &�� ' �'��!� ���� H(J(B(
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���� H(FI 0 �!������� �,����� �%�� �� ��! � ���� ������!� �� ���  !����� �� �� �
� �� �%��
����� ������!� �� ���  !����� �� �� '� ������ &�� ' �'��!� ���� �� ������� H(J(B( ����� �$��
����" �� ������ 2 � ���� / ����� � �������" ����� &�� !� �� � ������( ����� �� ������ / '� ������
&��" ������������ %�����)�� �� FN  !����� �� ������������ %�����)�� �� EN  !����� '�� ��
��! � ���� ������!� �� ���  !����� �� �� �
�( ����� �$�� ,�� / ���� '�� �� ��! � ���� ������!�
�� �� '� ������ &�� ' �'��!� ���� H(J(B(
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���� H(FK 0 
 �,�#�� ��  !�������� �� � ������ '�� ��� �� ���� �� &���"  !���� �� ���������
��� 5���� '����� ����� �� )��� �(

��  �,������� �� �� �!����� '��� ��'������ 6� � ���� � ��!��� !� �� *������ ���  !!%����+
����� ����!����)��� �� ���� ���� ��� * ����# �� ���  !����� �� *� �� 2 ���� � )�� �� ����� ��+
���� �� �� ��! � ���� ' �� ����" ����� �$��' �� �� �� )�� ��� *��� ���� THNU" TJBU( �$��!� 2 �� ,��� ��
���  !!%��������� ��� �� *��� )�� ��� * ����# �� �� *��� �� '��� �� '��� ������� �� *� �� 2 ���� �
)�� ��� *������ ��� �  !����� �� ' ��������( �����" '�� ��� ��%���. !��%!� �� �� ��! � ���� ���
��*� ������� �� ���� ���� ���� �� ���'��� ���� '��� &�,��� �� ��% ����� ��'6��� ��� *������
2 � �%� � ��� '������� !� ����(

<����� )�� '�� �� ����� ������ ���  !�� ��%� ��� ���� �� �� ��������� ��! ������ ��� �
 !����� %������� ���� ���������� ���� �� ���� �� ' �������" '�� �� ����� ������  !�� ��%� �� ���
�!������ � ��  !����� ���  !!%��������� �� ��� ���� �� 2 ���)�� *�����( �����" '�� �$�'' ����
 !�� ��%�" 2 ���)�� *��� )�$��� *����� ��� � ���.  !����� �� ' �����" �� ��� �!������ � �$��������� 
��� %���� � �� ������ ��� * ����# �� )�� ��� �����!" �$���+2+�� �" ��� * ����# �� ��� � �� ���%����
 !���� *������!� �� ������ ��� %�������( ����� ������������� ������ �� ��C� �$������������� ��
������ �� �� ��! � ����(

�$���� ����� �� ������ ��� �� ���%��� /

E( ����� ������ �� � �'�� �� %�������� ������! 2 �� '� ������ &��( �� �� � �'�� ���)��
� 6�� ���� ������� ���. ��*� ������� / �� ���� ���� ����� �%�� ��  !���� %������ �� ��
������� �� �� * ����# �  �' !����!� '� �$� 6��( �$��*� ������ �� �� ������� �� %� � 2
�$�������������(

F( ����� �� �$� 6�� �� %���� '��� *��,�� 2 �$� , �" ��������� �� ���� �$��� ����� '�� �� �����(
����� '�� �� ����� ������ ���  !�� ��%�" �� %����� Y�� ���� � �!��!� �)�� �������Z
��� ������! �� �� '��� '���� ��� ��� �,�! 2 �$� 6�� ��  ��'������� �� �$� , �(

B( �$����� �$��� � 6�� ' ����� �� *����� �� ���. ���'������� �����.�� �� � �'��" �� )��
�,���� 2 ��� ������������� ��� ���� �� �� ��������� ��!( <����� ��� � 6���  ������ �� �R��
�''� ������ 2 �$��� ��� ���'������� �����.�� *������!�� �� �� �R�� �$� �''� ������
'�� ���%��� 6� � ��������!��( 
�� ����" �� ��� �!������ � ��  �������� �� ���� � �� �����+
���� ��!" �� )�� ��� *��� �� *������� �� ���� ���� ����� �� �� �� ������� ��� � 6���(

J( 
���)�� ��� %���� � ��� � 6��� ��� �����!" �' #� ���)�� *����� ��� ���%���� ������&������
��� � 6��� ��� �!������ � '�� �!�� ���� ����� �� %���� '��� *��,��" )�� �� � �� ' �������
2 ������ ( ����� �� '���� F ���)�$2 �� )�� ������ ��� � 6��� ����� !�! � ���!��(

�� ������&������ ��� � 6��� 2 ���)�� *����� '��� 6� � !%��!� �� ��������� ��� &�� �$�������
��! � ���)��( ��� � 6��� �� � �'�� ���� ������������ ��� ������� ���� �� &�� �$������� �%��
' �� ��! ����!� '� �� %���� �$� 6��( O���� ��� � 6�� ���  !��������!�" ���� ���  !��� ������
���� �� &�� �$������� ��  ��'������� 2 �� ���%���� ' �� ��!( �����" ��� �6�� � 6�� '��� �� �� 
'������ � *��� �� �� &�� �$�������( 
�� ��%�� �� ���� ��  ��'��� 2 �$!��� ������ �� � �'��" ��
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��>� �� ���'� � �� ' �� ��! �� ��� � �� �� &�� �%�� �� %���� �� �$� 6�� �� �� � �'��( �� ���
���. %���� � ��  ��'������" �$� 6�� ��� � ���!�( ��� �����" ���� ��� ���� !�(

�� ��'� �� ����� ������ �� �� ��! � ���� '��� ��'������ �� ' �,�#�� ���%��� / ���  !����
��� ������ � *������!� 2 � �%� � �� '������ �� '��� ,�� �� ���� �� �� * ����# �( �$���+2+�� � )��
�$��� �� ������ �� '������ �� '��� ,�� )�� �!�� ���� 0 '�  �''� � 2 �� %���� ��� ��� ��
* ����# �� 0 �$� � � �� *����� �� ��  !����( O���� ���  !���� ��� *������!� �%�� ���  !����
%������" ��� * ����# �� ����  !!%���!�� �%�� �� ������� ��� %���� � ��� * ����# �� ����� ��� ��
���%����  !����( �� ����� ����# �" �� ������ �� '������ �� '��� ,�� �� ���� �� �� * ����# �
�������� Y'���)�$�� *��� �� ������� �%�� ��� %���� � '��� *� ���Z( ����� ������������ ��+
'��)�� �� ���������� ���� �$� � � �� *����� ���  !����� / ��� �  !���� �� � �� �A�� *������!�
'��� �� �" �� �$��� ��  !����� '���� ��� 2 6� � '��� ' �� ���� ��( �� %��� ,��� )�� ��� * ����# ��
)�� �$��� '�� ���� � !�!  !!%���!�� �� ��� '��� �� ������� �$6� � *������!��" '�� ��� %���� �
������� �� ��� * ����# ��( �� '� ������� " ���  !�����  ���!�� '� ��� '������� !� ���� Y)�� ��
'��%��� ���� '�� 6� �  !!%���!�" '���)�� ��� * ����# � ��� ��������!� �$�� ���)�� �� ����.Z
���� *������!�� �%��� ���  !����� �!'� !�� '� �� ������� * ����# �� '�� ���)������ ���  !+
!%�������� � !�! '����,��( � ��� �A�� ��� ���� �� � 2 �� )�� ����  ���� ����� f M�� ��������
�������� 2 '!������ ��� * ����# �� ��� ��� �� *�7�� 2 ���'���� ��� �A��( �� '!���������� ���
*���� �� �������� 2 �� %���� �� �� * ����# � Y��������� ��! ������ Z �� �� �� ' �'� ������� 2
longueurgtotale/longueurgfrontière" �� longueurgfrontière ��� �� ������� �� �� * ����# �
�!'� ��� ��� ���.  !����� �� longueurgtotale ��� �� '! ��#� � ��� ���.  !����� �' #� *�����(

�� &�� � H(FL ���'� � ���  !������� �,����� '�� �$����� [ ���� \ '�� �� ��! � ���� ����
����� ������  !�� ��%�" �%�� ����� ������  !�� ��%� ���� '!���������� ��� * ����# �� ��� ���
�� �%�� '!���������� ��� '������� !� ����( ��  ��� )�� )�� �� ����� ������  !�� ��%� ����
'!���������� ��� '������� !� ���� � �������� 2 ' ���� � ���  !����� ��. *� ��� ��, �)�!��
Y !���� �� ���'���Z( �� ' �,�#�� ���  !���� '� �� ����� ������ �%�� '!���������� ��� * ����# ��
��� ���" �%�� ��)����� ���  !����� �,������ ��� ��� *� ��� '���  !����# ��( 
�  �''� � 2 ��
����� ������ ���  !�� ��%�" ���  !������� �,����� ���� '��� ���'�!� �� ������� �� �$�����(
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���� �� ���'�� � B" ���� �%��� %� )�� ��A! ����� ��� ��!� �)��� �!&���� �� �� �6��
�����,�� �� ����!�� '��%��� 6� � ���,��!�� '�� ����� ���� 2 �� ���%����� ��� ��!� �)���(
�� '� ������� ���� �%��� '� �! �� ��' �� �� �$��* �$��� ��!� �)���( 	��� �%��� %� )�� �� ��'
�$��� ��!� �)��� ����� ���� 2 ��� ���%���� ��� ��!� �)��" ������ )�� �$��* �� �$��� ������ ����+
���� '��" ���� �� ��� ���� �� �6�� '����,�� �� ����� �� � 2 '� �� �� �$������ �� �������� ����!
'� �$��* �$��� ��!� �)�� ��*! ��� � ��.���" �''��!� ����� ��� ��!� �)�� ����+���������(

������! ��� ��� �! �� �� ��! � ����� Hi �!&���� �� �� �6�� �����,�� �� ����!��" �$���+
2+�� �" �� ��� �6�� '� ������ &��( ��� ��! � ����� ����  �' !����!�� '� ��� � , �� ��. � 6���
%���!�� Ti( ��� � , �� ���� ��A! ���� �� �$��� '�� �!������ ����� �� �6�� �� ���� �" ���� ��� ���
���� �� �6�� ���, � ��  !����� �� �� �6�� ���, � �$� 6���( 
� ���'�����!" ���� ��''�����
)�� ��� � 6��� �� �$� , � ��� ������ ��� %��������� ��A! �����" �� )�� !)��%��� 2 �� � )��
��������� ���.  !����� *��������� '�� ���)�� ��%��� �� �� ��! � ����( ���� �� ���" �� ���, �
�� ��%���. �� ������ ��� ��! � ����� ��� �.�������� �� �6��( ��� ��� ��!� �)��� ����!�� '� 
��� %���� � ��� � 6��� ���� ��� *�������� � ��������� �� �$� � � �� *����� ���  !�����( �&�
�$�,���� ���  !������� ��� �'! ������ ���! ��������" �� ��� �!������ � �� ���� � ��� ��A! �����
��� ��!� �)��� 2 �$!������( �� �A��" �� �$��� �$��� � ����� !���� � �' �� ������ ��� ��� ��" ��
��' ����� ��� ����� �6�� ��� ��!� �)��( 
��  !����� �� ���������� �$!������ �� ��>� ��
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���� H(FL 0 :�! � ����� �,������ �%�� �� ���� ����� ������  !�� ��%� �� �� ��! � ����( �� ����
�� ,��" ' ���# � ����� / ����� � �������" ����� &�� !� �� '� ������ &�� V ���.�#�� ����� / ��%���.
�� �� ��! � ���� ���� ����� ������  !�� ��%� �%�� BN" FN �� EN  !����� V � ����#�� ����� / �6���
� ��� ��%���. �� �� ��! � ���� �%�� ����� ������  !�� ��%�" )��� �#�� ����� / �6��� � ��� ��%���.
�� �� ��! � ���� '�� �� ����� ������  !�� ��%� �� �� ��! � ���� �%�� '!���������� ��� '�������
!� ����(
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M�� *��� ��� ��A! ����� ��! � ����� ����� 2 �$!������"  ��� ���� ������� �� ��' �� �$��*
�������� �� '���� �� %�� ��� '� ������� ����� �!��( �� ��' ������# � )�� �� �������� ��� �
����� '�� � �$!�!����� Y !�����Z ��� ����!� '� �� ��.���� ��� ��������� ��� � ��� ���. !�!+
����� ���� ������ ��� ��! � �����( ������! ��� �� ��%��� �� ������� ��� ��! � ����� ���������
��������� ���.  !�����( � ������� ��� ��! � ����� ��  ��'��� ��� '� ������ ��A! ����( 
���)��
��� ��! � ����� Hi ��� !�! ����� 2 �$!������" '�� ������� �$��� � ����� �� �������� ��� � ���.
�R��� �''� ������ 2 ������� ���  !����� ��A! ����� �� �� '� ������ ��� N − 1" �� N ��� ��
���, � ��� ��%���. ��� ��! � ����� Hi( �� �������� ��� � ���. �R��� �������� 2 �$���! ��� ��
������� ���  !����� ��� '��� '����� )�� N−1( �� *������ �� ��' ��� ���������" �� �,����� )�� ��
�������� ��� � ���. �R��� ��� �� N − 1 �� ���� �$!���� �� ��� ��� ��! � �����( �� ����!)�����"
�� '� ������ ��  ��'������� �� ��%��� N−1 �� �� ��! � ���� ��� ��������!� �� �$���� ������� ���
'� ������� ��  ��'������ 2 �� ��%��� '�� ������� ��� ��! � �����( ���� �$��� '�� ���������
% �� '�� �� ��%��� N − 1 �� �� ��! � ����" ���� '�� ���� ��� ��%���.(
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�!&���� �� ��� �6�� '� ������ &��" *� �!� �� G  !�����( �� �$�� ��''��� )�$2 ���)�� ��%��� ��
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'��%�� ���,��� ��� ��! � �����" �� ��� �!������ � �� ���'��� �$��� '� ������ &�� �������
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M�� �������� 2 ��� ' �,�#��� �������� 2  ������ �� �" �� �$� , �  �' !������� �� ���%����
�������� ��� ��!� �)��" ��� ��! � ���� %�����)��( 
�� ����" ��� � , � ��� ���������� ���� +
' !�! ����� �$�� �$�������� �$�� � �'�� �� %�������� �� ��� %���� � ��� � 6��� ���� ���� ' !�!��
����� �� ���� � �� ��������� ��!( M� ���%��� � , � ��� ��� � ������! '� ����������" �� ��
����# � �!� ��� ���� �� ������� H(J(F( ��� ��� ��!� �)��� ��� �  !����� ���� ����� ����&!��
'�� ���� ���'�� �� �� ������ ���  !�����" �� )�� !%��� )�� ��� '������  !����� �''� ������� ��.
��%���. !��%!� �� �� ��! � ����( ���  !������� ���� ' !����!� ���� �� &�� � H(BJ( ��  ��� )��
�� ������� � )�����! �� �� ������������ �%�� FN  !����� �,����� '�� �� ��! � ���� %�����)��
������!� �� �� ��'" '�  �''� � 2 ������ �,������ '�� ��� ���'������� : �� ; Y&�� �� H(BF+
Y,Z �� Y�ZZ( �� ?�� ��� ����. �������!� ���� ���  !����� �����&����%��" ������ )�� �� *���
��� ����� �� �������!( ���  !������� �,����� �%�� �$��* �$��!��� ��� ����� �' #� ������ �� ��
��! � ���� %�����)��" ���� ��� �� ���� '�� ������� � )�� ���. ����!� '� ��� ��! � ����� �� 
��� ���'������� : �� ;( �� �A��" �$��* ' ����� ������ � �� �������� �� '��� '����� ��� �  !�����
����!� '� ��� ��A! ����� ��! � �����" �� ��������� �$��� �$��� � ����� ' ����� ��� �  �� ��
������ ��  !���� ����� !���� '�� ���� ���!�" �����  !���� �� � ����� �����!� ����� !���� '��
��'� ����� ���� �� ��! � ���� &����( �&� �� ���'� � ���  !�������" ���� ��� &�� �� H(BJ+Y�Z
�� Y*Z ���� ' !������� ���  !������� �,����� �� �� ��! � ���� ��� ������!� ����� ���� �$�%���
�!� �� ���� �� ������� H(J" �� ��� � ��� ���'������� ���� ���,��!�� �� ��������� �� ��������
����������� ���� �$��'��� ������ �34( ���  !������� ���� � #� ������� �� 2 ���. �,����� '�� 
�� ��'" ���� ��  ��� )�� ��'������ �� ������� � �.� ������ �� �� ���� �� �� ?�� '�� �� ���
�� ��'(

'�' �	���������	 ���	,�������	 � ������

���� �� ����� ��. �!������ ������)��� �� ������������ �� '������)�� �%�� �� )��� �"
�� ������)�� �� ����� ������ �$��� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@�!�� )�� ���� �%��� ' �'��!�
���� ��� �������� ' !�!������ ��� �!�! ��� �� �� *��� '�� �� ��''�������� �� �� ������� ���
������( �� ���� � ��# � ������! '�� �!�� ���� �$��'� ����� ���  !����� ��� ���  �''� � ��� �
������ �� ���� ���� Y��� %�����Z" �� )�� '��� 6� � ������! ! ����� ��� !%�������� �� ��� 



��. #�������
�� ����
�	����� ��
���� *���
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���� H(BJ 0 �!������� �,����� �� ��������� �� ��! � ���� %�����)�� �� ��� ��! � ����� '� ��'
�� ��*(

��'� ����� %�������( 
�� ��� �''��������� �� ��� �,���� �$���! 6� �� ��  ��'������ '�� 2 ���
 !����� ����� �� � ��� %�����" �� ���� �,���� �� �� � ��%� ��� '�� �� ��� ��%���. !��%!� ��
�� ��! � ����" ���� �� �� � �����*��� '����,�� �� ��� �.� �� � �� ���������� ���� �� ��! � ����(
���� �� *� � �� !������ �$�� '�� '��� �� � �%��� �� �� '� � �� �$���������� (

���� ��� ��� �� �$�� ���'��� �$��*� ������� �� ��� �� ���! ����)��� ��� ������" �� ��� ���!+
 ������ �� '��%�� ��� ������� '��  !��� � �� )������! �$���� ������ �!������ � ���� �� �� ����
��� �'' ���� ��! � ���)��( ���� ��� *��� �� '��7��� ��� �,���� �$���! 6� �� ���� �� �� ��! � +
����( ���� ����� ������� ���� ' !������� ���. ����# �� �$��� ���� � ��� ��*� ������� � ������
�� ��� ������( �� ' ���# � �������� 2 ���,��� '������ � ��! � ����� �� ��� ����� ����� ���
�� ���! ����)��� ��� �,���� 2 �!����� Y�$��� ����# � �� '�� ��A! ���� 2 ����� ' !����!� ����
�� ������� H(G(FZ( �� ���.�#�� �!�����" ,��!� �� �� �!&������ �� �� )��� � )�$�� �''����
[ ?��� \" �A � �� ��� � '��� �!�! �� '� ������� �� '���� �!�����%����� �� ���� �� �� ��! � ����
�� ������  !�����(

)�)�� ;������	��� ��-��� ��9������ ��� ��������� ��-���#���	� ���

	��� �%��� ' !����! ���� �� ������� H(B(F(F )���)��� ��� ��!� �)��� ,��!�� �� �$������+
���� ����� ��� '� ������� �$�,���� ��� ��! � ����� �����&����%��( 
� �� �����" ����� ,��!� �� ��
%����� ����� ��� ������� �  !������� ���� �� ��� � �!�! ��" '���)�$����  �' !����� �� ���' �+
��� ��� � ������ �� ���� ���� ���  !����� ��������( �$��� �� � ��# � '� ������# ����� ���! ������
�� �)�� �$�� ��� ��� 2 �!����� ��� �,���� �� �� ' ���� '��� �� �$�����( ���� �� �6�� ��' ��"
�� ������)�� ��� ,��� ���'�!� ��. ������ �� ��� �,���� 2 �!����� ���� '����� �� ���� ���!�(
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�� �.���� ��'������ ��� ������ '�� ���)������ �� ���� �� ��� � ��# �� �� ��>� '�� 2 ' ���� �
��� ,����  �' !��������� �� �$�����" �� �� ��� ���! ������ ���� ��� ��� �� '��%�� ���,��� 
��A! ���� � ��# ��( 	��� ������! ��� ��� �� ���,������� ��.���� �'��)�� �� ���������" )�� ����
�%��� ' !����!� ���� �� ���'�� � B" ������� B(J(J(

���� )���� )�� '�� )�� �$� � � ��.���� �'��)�� ��� ��� ������! ' ���)��" �� ��� �!������ �
)�� ��� � , �� ��� ��! � ����� ������!�� ����� ���A �� '��� �����&����*� �� �� ��.���� �'��� �����
'������ � � 6��� �%�� �� �6�� %���� ( ��� ����� ���" ��� ' ���# �� ��! � ����� ���%��� 6� � '���
� ����# �� )�� ��� ���%����� '�� )�� �$� � � ��.���� �'��)�� ��� ��� ��?����� �� ��  !������(
��� ���� ������! ��� �� �����,�� �� ��! � ����� Hn �� '��� �� '��� &���" �$���+2+�� � �%�� ��
'��� �� '��� �� ��%���.( �� �� �6�� ����# � )�� '�� �� ��' �� ��* �$��� ��!� �)���" ���
��,�� �� ��������� ��� � !�!����� '��� 6� � ����� ���� '�� ������� ��� ��! � �����( ] '� �� 
�� ����� ��,��" ��� ���%���� ��,�� ��� ����� ����" ��������� '�� ���)�� ���'�� �$!�!����� ��
%����� " ���'��! ��� ��������� ��� ��!� �)��� ��� � ��� !�!����� ���� ��� ��A! ����� ��! � +
�����( ��� %����� � ���� ��� � ������!� '�� %���� ��� � 6��� �� � �'�� �� %��������  �' !�������
�� '� ������ &��" �� �$� , � �� '���� ������� ��� ����� ��� 2 '� �� �� �$� � � ��.���� �'��)��(
��''����� �� �A�� )�� ��� ��.���� �'���� �$��� ��!� �)��� �� ����������� '�� ��� ��� ��!+
� �)��" ���� )�$�� ' ����� �� ��.���� �'��� ����� ������ �� ��������" �� ��� '����,�� �� ��
� ���*� �� �� ��� ��!� �)��( �� '� ������� " �� ��������� �$� , � �� '���� ������� 2 '� �� 
�� �$������ ��.���� �'��)�� ���� �,������ �$��� ��!� �)�� ����+���������(

�� &�� � H(BG ���'� � ���  !������� �,����� �%�� ��� � ��# �� �� %����� �� �� ���� ����
����� 2 ���. �,����� �� ��������� ��� �������� ��.���� �'��)�� ���,����� ��� ���. � ��# ��(

�� ����� �� � �� �������� ��.���� �'��)��" �� ���� ����� �� �� �������� %�����)�� � !�! ��%��!
�� G � ������ ���*� ���" �� *�7�� 2  !��� � ��  !�������� �� ����� ��! � ����" �� ������!� �����
' ���� ���A � �� �� �������� ��.���� �'��)��( �� ���.�#�� ���A � ��� ����! '� �� ��������
,��!� �� �� ���� ����( �� %��� ���� �� &�� � H(BG+Y,Z )�� �� ��! � ���� %�����)�� ������ ��
��%��� �$����� ��  !����� �� � ���� �� *���" ������ )�� ��� �,���� �$���! 6� 0 ��� ?�� � 0 ����
'���S� '����� �� ���� ���!�( �� �6�� ���'�" �� ���� ���� �� ' ����� '�� �� ���'�� �� ������
���  !�����" �� '� ������  !�������� � � �' �������� 2 ' �%��!��� ��� '������  !����� ���� ���!��(
�� �,����� �� ������� �  !������� �%�� �� ��! � ���� ��.���� �'��)�� )��" ����" ������� ���  !�����
��� '��� ���� ���!�� '� �� ������ ����� �� %����� ��>����(
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���� H(BG 0 �!������� �,����� '�� EN  !����� �%�� ��� ��! � ����� ,��!�� �� �� ���� ���� �� ��
%�����" �� �� ��������� ��� ��������� ��.���� �'��)���(

M� ��� ��'�)�� �� �� ��'� �� �������� '��� 6� � '� ������# ����� ����� �$��� �$������� ��
��#���  ����# ��( �� �A��" �$������� �� �� ��'� �$������ ��'��)�� �� �!������� ��� %���� ��"
)�� ����������� ���  !����� ����5 ���� ���!�� ���� �� '����� ������( �� ��! � ���� %�����)��
�$��� ���� '�� ,��� ���'�!� '���)�$���� ������ � ��� %���� �� ���� ��� ��%���. ��� '��� ,�� ��
�� ��! � ����( ��'������" �� ��! � ���� ,��!� �� �� ���� ���� �$��� '�� ��� '��� ,��� ���'�!�"
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'� �� )�$���� �� ��� � '�� �!����� �� ������!� ���%���,������( �� �������� ��.���� �'��)��
'� ��� ���� �� ���,��� ��� ���. �&� �$�,���� ���  !������� ����. ���'�!� 2 �� ��#��( ��
&�� � H(BH ' !����� �� �.��'��( �� ��! � ���� %�����)��" ��%��!� �� B � ������" � !�! ������!�
����� ���A � '��� �����&����*( ����� ���.�#�� ���A � ���� �%��� ' �� �� ��! � ���� ����!�
'� �� ���� ����( �� �������� )�� �� ��! � ���� ��.���� �'��)�� �  �%� 2 �!����� '��� �� %���� ��
)�� �� ��! � ���� %�����)��" ���� �� ������� �� ,�� �'� 7� �� �� ���'������� �� �� ��#��" ��
)�� �$��� '�� �� ��� �� �� ��! � ���� ,��!� �� �� ���� ����(
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���� H(BH 0 �!������� �,����� '�� BN  !����� �%�� ��� ��! � ����� ,��!�� �� �� ���� ���� �� ��
%�����" �� �� ��������� ��� ��������� ��.���� �'��)���(

)�)�� *�� ��� ����� >���

�� ������������ �� '������)�� � ������������ 2 '� �� �� �� )��� � � �!���� ! �� '���+
����� ���� ��� ���, ����� �''��������� �� ��� ��*� ������� � ������ ���� ���'���,��� �� ���
������ 2 � ���� ( � " ���� �� �!����� � ������������" ��� ������������ '� �� )��� � �����
��� ������������ ���)��( �� ����� ������������ �$��� '�� ���������� �����*�������" �� *��� ��+
� ���� � �� ���%���. �� )��� � ��  ��������� �� ' �������( �� '���" �� ������������ 2
'� �� �� �� )��� � �������� �.�������� ������ ��  !����� )�� �� �� )��� �( M�� ��! � +
���� �� '� �������" �� ���� �� �" '� ��� �$�.'! ������ �%�� ��A! ���� ��%���. ��  !��������
�� �� ���'��� ��� '� ������� ��A! ����� 2 '� �� �$��� ����� ����������" �� )�� ��  ��� � #�
���! ������� '�� �� ������������ ���� ����%�(

��� �� )��� � ?��� TGIU ���,����� ��� �%������� ��� �� )��� � �� '������)��� �%�� ���.
��� ��! � �����( ��� '� ������� �� �A�� �� �!����� �� ������  !����� ����� !���� '��� ��'� +
������ ���� ' !������ �� ������ �� �� ��! � ���� ���'�#��(
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������! ��� �$���������� ����� ���" ����� )�� ���� �$�%��� ' !����!� ���� �� ������� H(B(F(
�� ���� � ��� ���'� ' �� '� ��� ���� '�� ��  ��'�� ' ����� ��� ��! � ��������� ��� ��+
����" �� �� ����!)����� �� �� '� ������ &��  !�������� �' #� ����������( ������! ��� ����+
������ )�� ���)�� ������� ��� �� )�! �%�� ��� %���� ��� � N �� E( 	��� �''���� ���
��� %���� � ��������
 ���
" �$�������* [ ?�� \ %����� �� *��� )�� ��� �� )��� � �� �!�� +
���� ��� '�� �.�������� �� '������� ���  !����� ���� �� ��! � ����" ���� ������� �����+
���� ��� ���������� �� �$��'� ����� �� ������� '�  �''� � ��. ��� ��( ��� �� )��� �
���� ������!� '�� ����&� �� %������ �� � �������� ��� ���� ����� nouvellegvitesse =
vitesseginitiale·valeurgmarqueurgflou( �����" ��� ���� ����� �� �� )��� '��� '���� �� ���
 ������� '�  �''� � 2 ���. ����� �� �� )��� '��� � ��� �� ��  ��'�� ��� '��� �� �( �� �� ���
���� �����!� 2 ��� ��%���. '��� !��%!� �� �� ��! � ����( ��� ��� �.� 6��� ��  ��'������ ��.



)0) �������	�
�� ��
�6����
�� � ������ ���

�� )��� � �� %���� � E �� N( 
�� ��� %���� �� �� )��� ?�� �� E" �� %������ �� � ��������
�$��� '�� ���! !�( 
�� ��� %���� �� N" �� ��� �$�  �%� ������ 2 ��  ��'�� " ��  ���� %���( ��+
� ����'�" �� �,�� ,� ��� ���� %������( <��� ��� ���� ����� ��� %���� �� �� )��� N �� ��� �����
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 ���	
( 
�� �����  �����"
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� 6��� )�� �� ��� !�����!�� �� � �� �$���#� ��. ��%���. !��%!� �� �� ��! � ����( �� ����!)�����
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���� �� ��! � ����" ���� �� !%����� �$�A�� �$����������� ���  !�����( ���� ����� %� ����" ���)��
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�� � ���� �,���� 2 �����&������ �!�����)��" �$��� '�� '� ������# ����� �'' �' �! 2 �� ��'�
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2 ����� ���� �� ��! � ���� �� �,����� ���  !������� ,������' ����. ���'�!�" ����� �$������ �
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nouvellegvaleur(noeud1, noeud2) = anciennegvaleur(noeud1, noeud2) +
distancegnormalisée(noeudgcliqué, noeud2)
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distancegnormalisée(noeudgcliqué, noeud2) = distance(noeudgcliqué, noeud2) · facteur

�%�� facteur =
valeurmaxarête

distancegmaximale
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������!�� ��. �R���(

�� &�� � H(JJ ���� � ���  !������� �,����� '�� �$����� [ �� '���� \( �� '���� �� �!'� �
��� ��� '� ������ � #� � ����# � YB  !�����Z �� �� ��! � ����( 
�� �� �!����� ��  �������������
�� �� ������� H(I(F(E" �� �$���������� ���)�� 2 �$���! ��� �� ��  !���� ��  ��'������ ��. �� '� �&�
��  ��������� �����  !����" �� '� ������ �,����� ��� ����� �� �� &�� � H(JJ+Y�Z" ���!'���������
�� '���� �.��� ������( �� ��� �������� �� � ��# � �� ��������" �� '� ������  !�������� �!'��� ��
'���� �!��������!( ��  !������ ��� ������ ! ���� ��� &�� �� H(JJ+Y�Z �� Y�Z" �� �� '���� ���)�! ���
�� )�! '� �� '���� ��� (

��� ��� ��� ��� �	�

���� H(JJ 0 �������������� �� ������ ���'�� �� '���� ������( Y�Z+����� � �������" Y,Z+
��%��� �� �� ��! � ���� �%�� B  !�����" Y�Z+ ������������� �� '� ������� �� F  !�����" Y�Z+
 ������������� �� F  !����� �� ������ ���'�� �� '���� ������" Y�Z+ ������������� �� F  !�����
�� ������ ���'�� �� '���� ������(
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�� ������������ �� '������)�� � ������������ �%�� ��� �� )��� � '��� ��  !����� �� ��
��! � ����  �' !����!� '� �$� , � ��. � 6��� %���!��( �� �$���� �� � ��%� �� '� ������ ����� )��
���)��  !���� ��������� �� ���� �� )��� �� )�� �� �������� ��� �  !����� ���� ��.����!�(

���" ���� ��''����� )�� �$��� �$���������� )�� ������� ��� �� )��� � �� �$����� '�� �!��+
��� ��� �,���� �$���! 6�( ��� �� )��� � ���� ������� ������!� ��. �R��� �� �$� , �( �� ��  ��+
'������� ��� � �� )��� �� �R�� �� �$� , � �� *��� �� '������ '� �� '� ������ &�� / ���� ���
�R��� �� �$� , � ���� ��  !���� �� �� '� ������ &�� �������� �� �� )��� ���� �� )�!�( �� ���
 !���� �� �� '� ������ &�� �������� '������ � �� )��� �" �� ��� �!������ �" �� ��!� ��" �� ���'� 
�����  !����" �� )�� '��� 6� � *��� �%�� ��� ����� �� '� ���� ��� ���. 2 '� �� �� ��� �� )��� �
��  ��� ����� 2 ��  !���� ����� �!�( �� ��� ��� � �!������ � ��  ������ �� � �� ��! � ���� �%��
�� ���%���� '� ������ &��( �� ' ���)��" ����� �'! ����� ��� ��������� �!������ � �� ��  !����
����� �!� ��� ��>������� � ���� Y��� ��������� �� '�.���Z( �� ���� ��� '�����" �� ��� ���.
�� )��� � '��� 6� � ������ �� ����# � ��!���� �" '���)�� ���� �� � � #� '�� �$��?����� �� ��
 !������ &���( �$��� �� ��� )���� �� ��! � ���� � !�! ����� ���� �� ���  !����� �� �� �
� Y�*(
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������� H(F(BZ" '� �''������� �� ��� �� ���� ��� ,��!� �� ��� 5���� '����� ������ " �� ���� ��
�� ��� ��� ���  !����� �� �� '� ������ &�� ���� ,������' '��� � �����(

M�� *��� )�� �� ����� �R��� ��� !�! �� )�!� �� �$� , �" �$���� ����� H(F '� ��� �� ���
' �'��� 2 � �%� � ��� � 6��� �� '��� *��,�� %���� ���)�$2 �� )�� ���)�� �R�� �,������ ���
!��)����� TGBU( ��� � 6��� ����� ��� �.� !���!� �� ���  !����� �''� ������ 2 ��� �� )��� � ��*+
*! ���� ���� �!�����%!�� � !��� ����� ��� *� 6� ���� ��)����� ���)�� � , � Y���'������ �����.�Z
�������� �� ���)�� �� )��� (

�����
���� )0� ���� ����� �� ������������ 2 '� �� �� �� )��� �(

< / � , � ��. � 6��� %���!��

FileAttenteH ← ���� � ���� �� &�� �$������� ��! � ���)�� ��� �R��� %������ ��� �R���
�� )�!�" �%�� ' �� ��! ����!� '� ��� %���� � �$� 6��(

9�
�� 	�;���YFileAttenteHZ ��

vi ← �.� �� �	R��YFileAttenteHZ


6 etiquette(vi) == ∅ ����

< ��%� %������ �� vi(

Q��)���� vi �%�� �$!��)����� �� %����� '�� ��)��� �� %���� �$� 6�� ��  ��'��� 2 ��
' �� ��! ��������(

FileAttenteH ← %������ ��� !��)���!� �� vi" �%�� ' �� ��! ����!� '� ��� %���� � �$� 6��
���  ������ 2 vi
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�� �)�� ���)�� �� )��� ��� ��� �,�! 2 �� �R�� ���)�� �� �$� , �" �$���� ����� H(F ' �+
���� ��� ����� ���'������ �����.� '� �� )��� ( ����� ��������� ��� ��������,��" �� �� ���
���! ������ �� '��%�� ������&� ��� ���'������ �����.� �� �$����� �%�� ��� ���'������ �� 
�$� , �( �� �A��" ���� ���'��&� �$�.!������ ���! ��� � �$��� �� ���� ������� ������ )�� ��� �'! �+
����� ��  �������������X*����� �$���  !����" '���)�$�� ��� �C " �� '� ��� ��� �� ���'������
�����.� �� �$� , �" �$�%�� � ���! ����� ��  !���� ����� �!�( �� ' ���)�� �$���������� �$��� �+
���� '�� ��� �� )��� � ���'��!� �$�� '���� ���)��" ���� �$�� � ��! 2 �� *� �� ���'��)�!�
Y&�� � H(JGZ( 
������ � ' �,�#��� '��%��� �''� �@� � /

0 �� �$���������� ��� ����� ��� �� )��� � )�� �� � ������" ��  !������ �� �� � �����.� �� �� 
�$�����" �� �� �$� , � V

0 �� ��� �� )��� � ���� �����.�� �� �$�����" ��  !������ �� � ����� �����.� �� �$�����"
���� ���)�� ���'������ �����.� �� �$����� '��� 6� � ���'��!� �� '������ � ���'�+
������ �����.�� �� �$� , �( ���� �  �%� )���� �� ������ �� �$� , � ��� � ���. �R���
�''� ������ �� �6�� �� )��� m1  ������ � �� �� )��� ��A! ��� m2( ���� �����
��������� �� �$� � '�� ����� �$�,���� ��� ����� ���'������ �����.� �� �$� , � '�� ��
�� )��� m1 Y�6�� �� �� �$����� ��  !������ ��� �����.�Z(

�� ' ���� ' �,�#�� ��� ����! '� ��� ���%���� ����������� �� �$�����" �� �� '��� 6� �  !����"
��� *��� �� ������������ ������!� ��. ���%��� �� )��� � �,�����" '� ��  !!��)������ ���
 !����� ��� �����.��( �� ��  ��#�� �� ����� ����# � 2 �� ��������� �� ���.�#�� ' �,�#��"
�� ���  !����� ���� �����.�� �� �$�����" ���� '�� �� �$� , �(

�� &�� � H(JG ������ � �� ����# � ����� '������ � ���'������� �����.�� �� �� *� 6� '��%���
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���� H(JG 0 ������������ 2 '� �� �� �� )��� � �� �$� , �( �� �� ������������  !��������"
���)�� ���'������ �����.� �� �$����� '��� 6� � ���'��!� �� '������ � ���'������� �����.��
�� �� *� 6�(

6� � ������!�� 2 ��� ���)��  !���� �� �� ������������  !��������( �$���������� ��� ����� � ���
� ��!� '�� �� )�� ��� � ���  !����� �$���! 6� Y&�� � H(JG+Y�ZZ( �������" ��� �R��� �� �$� , �
��  ��'������ 2 ���  !���� �� �� '� ������ &�� �����!� '� �� �� )��� ��)��# ��� �$!��)�����
�� �� )��� Y&�� � H(JG+Y�ZZ( ��� �R���  ������� �� ����������� '�� �$!��)����� Y�R��� ��
,���� �� �� ������Z( �$���� ����� H(F ��� ��� � �''��)�! '�� ' �'��� ��� �� )��� � 2 ���� ���
�R��� �� �$� , � Y&�� � H(JG+Y�ZZ( ���� ��  !������" ���)��  !���� ��� ���'��!� �$��� �����
���'������ �����.� �� �$�����( � ���)�� ���'������ �����.� �� �$����� �� ��  ��'��� '��
�!������ ����� 2 ��� ���)�� ���'������ �����.� Y� , �Z �� �� *� 6�" �� )�� �� ��� ��������,��(

] ����� �� �� ' �,�#�� �$���� ����� H(F �$��� '�� �''����,�� 0 �� ����� '�� �� ��������
0 �� ��� �� �� ������������ �� *��� 2 '� �� �� �� )��� � ������!� '� �$���������� ( M��
���%���� �'' ���� ��� �!������ �( 	�� � �������� �������� 2 � �%����� �� �� � �'�� �� %��������"
�� ��)��� ���� �''��)�� ��� �� ���� ����� �� ������ �� �$� , � ������� � 2 �$���� ����� ��
����� ������ �� �� ��! � ����" ���� �%�� ��� ���� ������ ��������������" �� )�� ���� '� ���� � ��
� ��%� �� � , � ���'���,�� �%�� ��� �� )��� � ����!�( �$���� ����� H(B �!������ �� �!����� ��
����� ������ �$��� ��! � ���� ���'���,�� �%�� �� �����,�� �� �� )��� �( �� ��� ���� �����"
��� *�������� �� *���YvkZ �� ;�����YvkZ ������� �� �� *��� �� �� %����� ��� ���'�������
�����.�� �� �$� , � ��������� �� �R�� vk( ��� �� )��� � ���� ��'��!� �� �� � �'�� ��
%��������( �����" �� �� � �'�� )���)��� �R��� ���� �� )�!�" �� �$��� �� �� �� ���� '��( ���
��A! ���� �R��� �''� ������ 2 �� �6�� �� )��� ���� ������&!� '� ��� �6�� !��)�����(
M�� ���������� �$���������� � ����" �%�� ����� ������ ��������!� �� �� ��! � ����( �� ���.
 !����� ��  �� ��%���" �� )�� �$��� �$����� � �� �� )��� �� '�� �$��� �" ����� �$����� '�� ��
�� )��� ��� �� )�!� �%�� �$!��)����� �� �$��� �( �� ��� ���.  !����� ���� �!�2 �� )�!�� �%��
��� �� )��� � ��A! ����" �� ���� � � �����  ������ �( �%�� ����� �!�����" �$� , �  �' !�������
�� ��! � ���� ��� ��  !����! ��� *� 6� �%�� ������ �� ���'������� �����.�� )�$�� � �%��� ��
�� )��� � �����.�� �� �$�����( ���� �� '��� '�� �� ' �,�#��" �� �� �!�! �� �� ���, � ��
�� )��� � ��� '����" �� ���  !����� '��%��� 6� � *������!�� ������������ '� �$���������� ��
���� �$�%# � �!������ �( ��� � 6��� 2 �$���! ��� �$��� ���'������ �����.� ���� %���!�� �%��
��� %���� �$�.��������(

����� �!����� �� ����� ������ '� ��� �$�����@�� �� ������������ '� �� )��� � �%��
��� �'! ������ ��  ������������� ������ ���  !�����( ���� ��� '� ������# ����� ����� �� �)��
���  !������� �,����� 2 '� �� ��� �� )��� � �� ��  ��'������ '�� �.�������� ��.  !�������
 ���� ��!�( �$�� �$!���� '�� '����,�� �� �������� 2 ���� ��� �%�� �� ������������  !��������"
�$���������� �� ��� �,���! �$��� ���� � �� ���%���. �� )��� � ���)�$2 �$�,������� ��  !������
�������!(
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�� &�� � H(JH ' !����� ���  !������� �� ���. ������������� 2 '� �� �� �� )��� �" ���+
%�� �$���  ������������� �$��� ���  !����� �,������( ��  ������������� ��� '����,�� '� ��
)�� �� ��! � ���� ��� ����� ���� �� ������ ���'�� ��� �� )��� �( �� ����� ����# � 2 ���)��
���'������ �����.� �� �$����� ��  ��'��� ��� ���'������ �����.� �� �$� , �(

���� H(JH 0 ������������ 2 '� �� �� �� )��� � �%�� ����� ������ �� �� ��! � ���� ��  ����+
��������� �� �$��� ���  !�����(

)0+0�0� #�������
�� ��	 �� ���� ��,����

��  �' !��������� '� ���� �� ���� �� �� ��! � ���� ���'� � �� ������������ 2 '� �� �$��
�� )��� ���)�� TKEU" TKNU( ] '� �� �� '������ � �R��� �� )�!� �� �� ���� �� ����" �� ���+
��� ������ ��. �R��� �� )�!� ��� ������ �����  !������ �� �� ������������ Y&�� � H(JIZ(

���� H(JI 0 ������������ �� �� ��! � ���� 2 '� �� �$�� ���� �� )��� (

�$� , � ��. � 6��� %���!�� ��������� '��� �$��*� ������ )�� �� ���� �� ���� Y�*( ���+
'�� � BZ" �� ��� ����� '����,�� �� ���� � �� '���� �� ��'� �$���� ������ �� �$� , � ��. � 6���
%���!��( �� �$���� �� � ��%� �� ��%��� �� �� ��! � ���� '��� '���� '�� ��)��� ���� ��� ������
�� )�!� ���� �������� ���� ��� �6��  !����" �� �� ' ��� � �����  !���� �����  !������(

�� ����" �� ��>� �$������ ��� � 6��� '� � � � � ������� �� %���� � ���)�$2 �� )�� ���� ���
������ �� )�!� ������ �������� ���� ��� �6�� ���'������ �����.�( �� &�� � H(JK ���� �
�� �.��'��(

���� )���� �����*��� )��" ,��� )�� ����� �!����� ���� '��� �������%� )�� �� ������������
� ������������ '� �� )��� � �� �� ��� �!������ � �� �� )�� ����� �� *���" ���� ��� �����
 �,����( �� �A��" �� �� ��! � ���� � ������ )���)��� �  �� � �� ��! � ��������� ���  !����� 0



)0+ $�	�
���� ��
����	�
�� ���

�����
���� )0� ���� ����� �� ����� ������ �� �� ��! � ���� 2 '� �� �� �� )��� �(

3 / 3 �'�� �� %�������� �%�� � 6��� %���!�� �%�� ��� ���� � �� ��������� ��! ������" �� �R���
%���!� �%�� �� �� *��� ���  !�����

< / � , � ��. � 6��� %���!�� Y������������ %���Z

vi / 	R��� �� �$� , � Y�� �� � �'��Z

eij / � 6��  ������ ��� �R��� vi �� vj

pile← ���� � ���� �� '��� ��� � 6��� �� G" � ����!�� '� � � � � ������� �� %���� �(

9�
�� 	�;���YpileZ ��

eij ← �.� �� �� 6��YpileZ

vi, vj ← < ��%� �.� !���!�Yeij Z


6 � 6�� eij �� *� �� '�� �� ����� ���� T ����


6 Y�� )��� YviZ dd ∅Z �� Y�� )��� YvjZ dd ∅Z
�� Y�� )��� YviZ dd �� )��� YvjZZ ����


6 Y�� )��� YviZ dd ∅Z �� Y�� )��� YvjZ fd ∅Z ����

6�� vk �''� ������ 2 �� �6�� ���'������ �����.� )�� vi ��

�� )��� YvkZ ← �� )��� YvjZ

��� 6��

���� 
6 Y�� )��� YvjZ dd ∅Z �� Y�� )��� YviZ fd ∅Z ����

6�� vl �''� ������ 2 �� �6�� ���'������ �����.� )�� vj ��

�� )��� YvlZ ← �� )��� YviZ

��� 6��
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6 ;�����YviZ h ;�����YvjZ ����

�� *���YviZ ← �� *���YviZ e �� *���YvjZ

������ � 6��YT, eijZ

;���� � 6��Yeij " ;�����YvjZZ

����

�� *���YvjZ ← �� *���YviZ e �� *���YvjZ

������ � 6��YT, eijZ

;���� � 6��Yeij " ;�����YviZZ
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*������� ,������' � �' ��  !�����( �� �!����� � ������������ 0 �� �� )��� '�� ���)��
�,��� '��� �� �� )��� '�� �� *��� 0" �%�� �$���� ����� )�� ���� �%��� ' �'��! Y���( H(BZ"
����� ��� �� ��! � ���� �� ������ ���'�� ��� �� )��� �" �� )�� !%��� ��� �  �� �(

���� H(JK 0 ������������ �� �� ��! � ���� 2 '� �� �$�� ���� �� )��� (

)�0�� *� $�#����� ��#� ��

	��� �%��� �!� �� ���� �� ���'�� � J �� *������������� �� �� ,������� ����)�� ����� )�$��
�� � ��%� ���� ��� ��������� ����� ����.( �� *������� ��� �� �!����� ���  !����� �����#��� ��
������ " �� ������ �$�����!�!W�! !���� ����!� '� ��� ���! ���� �� �� ������ )�� �$���������� 
'��� ���� S�� ( �$���� ����� )�$�� � ��%� ���� ��� ��������� ��� ��� ���'�� � �������� ��  !�����
'�.�� 2 '�.�� �%�� �� ����� �� ���! ���� ������ ( ��� '������  !����� ���� ���!�� 2 �$���! ��� 
���  !����� �� ���� '�� �!��������!��" �� )�� ���%��� �$��� '�� �������!(

�� ��! � ���� '� ��� �� ���� � �� '���� ��� *������� ,������� ����)�� ,������' �����
�����,�� �� , ��� �� ����. ���'�!� �� ������� �� �$�����( 
�� ����" �� ' ��� �� ,���� ��.�+
���� �� �$��� ��!� �)�� ���� !� �� �� '���� ������ '� �$���������� �� ����� )�� �$!�� � ��� �
�� ������ ������� �� �� ,���� �� �� ������ �� '�.�� ������ ���� '��� '���� )�� �� ���! ����(
�$���� ����� �� ������ ������ 2 '� �� �� '�.�� ������ ��� � 6��� �� �$� , � '� � � � � �������
�� %���� " ���� )�� �� ������ ������� �� ��  !���� ����� �,����� ��� 2 ��� �������� ������ 
�� '�.�� ������ ��*! ��� � 2 �� ���! ����(

�� &�� � H(JL ���� � )���)���  !������� �,����� �%�� ��� �����" )�� '��� 6� � ������! )����
���  !����� )�� �$�� ��� ��� 2 �!����� ��� ��� ������ �����#��(

)�0�& *� �����

�� ����� ��� �� ����� '� ������� �� � ��%� �� *� �� �� �$�,��� 2 '� �� �$�� ������ 
�.�! ��� �'' �.��! ��� ����� '� �$���������� (

���� �$����� )�� ���� ' �'�����" ���� '� ������� 2 �� ��! � ���� �� ������ ��� ������� ��
 !����� ��������� 2 �$���! ��� �� ������ ��� ����� '� �$���������� " �%�� ��� ���� ����� ��
�� *���( �$���+2+�� �" �� �� *��� �� ��  !����  !�������� ���� 6� � �� ����� !���� 2 �� �� ����
'�� ������� �� ����� �������� 2 �$���! ��� �� ������ ��� ����� '� �$���������� " �� '�� �������
!���� �� '� ��#� � ���� S�! '� �$���������� (

�$�'' ���� )�� ���� �%��� ���'�!� �������� 2 ' ��� � �$�����,�� ��� ,����� ��.������ ��
�$��� ��!� �)�� ���'�#������ ��������� 2 �$���! ��� �� ������ ������! '� �$���������� " ��
2 ������ ����� �� �� *��� ��.�����( �� �� ��������� �� �� �� *��� ��� %! �&!�" �����  !���� ���
 ������ ����� ��������( �� ���" �$� 6�� �� %���� '��� *��,�� �������� ���. ��� ,����� ���! ��� ��
�� ������ ��� �����!�( �� ' ��!�! ��� ��! ! ���)�$2 �� )�� �� ��������� ���� %! �&!�" �� ���)�i2
�� )�� ������ ��� � 6��� ���! ��� � �� ������ ����� !�! �����!��( ���� )���� )��" !���� ����!�
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���� H(JL 0 �!����� �,������ �%�� �$����� ,������� ����)��(

�� �� ���� � �$� , � ������!� '��  �' !����� �� ��! � ����" ��� ����� � ��� ������! '���S� �����!�(
�$� , � �� ��������� )�$�� ���� ������ ��� � ����� '�� � �� �R���" ���� �� ��� �� �$� , � �� �
�� ������ '��  ��� � ���� ��  !����" ��� ���. ���'������� �����.�� ���! ��� �� 2 ��  !����
�� '��%��� '�� 6� � �������!��( �����" ��� ����� *��������� ,��� ��������� ���� ��� ��� �� ���
�,���� ���� ,��� ���� ���!� �%�� �� *���( �� �� ��� ��'������ '����,�� ��  !����� ����� �'! �����
�� �� � �'�� �� %�������� �� ��� � 6��� �� ����� !�!  !!%���!�� �%�� ��� ��� ��!� �)��� ����!��
'� �$� , �( �� &�� � H(GN �� ���� � �� �.��'��(

���� H(GN 0 �!���� �,����� �%�� �$����� �����(
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�� �!,�� �� �� ���'�� �" ���� �%��� ' !����! '������ � ��! � ����� �� ��'� [ ,�����+�' \
)�� �!������� ���� �������� �� �� ����� �'! ���� � �� '������)���( 
� �� �����" ���� �%���
���� ! )�� �$��� �� �
� )�� ' !����� �� ������� � '� *� �����" '�� ���.  ������( �$�,� �"
�� '� ������ &�� ������!� �$����� '�� ��� '������ 5���� '����� ���� ���!�� ��  ��'������ ��
�!�! �� ��. 5���� �� � ��������" ����� �$��� �� ��� ��� ��%��������� �� ��� 5���� '�����
� ���������( �������" �� �
� �A � �� '��� � ��� '��������" �� '���� �� %�� �� �� �����	�
��� ��! � ����� �,������( �� �A��" �� ����� �� �$���������� ����� ���" ���� �%��� �!&��
��� ��� ��!� �)��� �����&����%��( ��� ��� ��!� �)��� �!&���� '� ���������� 2 ' �*����� "
�� *��� �� %����� ��������� ��  ��'������ ��. %���� � �$�.�������� �!&���� ���� TLKU( ���� ��
����� ������ �� �� ��! � ���� �� �������� �� ���  !����� �� �� �
� ' !����� ���. ' �,�#��� /

0 ��� �� ������������ ��'� ����� �� �� '� ������ &�� Y��%��� �� '��� ,�� �� �� ��! � ����Z"
)�� '��� '!������ ��� ���'� �� ������ '�� ����'��� �� ���!�� ��. ��A! ���� ��%���.
�� �� ��! � ���� V

0 ��� *����� 2 � �%� � ��� '������� !� ���� �� ���� �� �� * ����# � ��� � ,������ %� �����" ��
)�� ��#�� 2 ��� ��! � ��������� �  ��!� �� �� ������  !�����(


��  !���� � ��� ' �,�#���" ���� �%��� !����� �� ������ ��� ��� ��!� �)��� �� ���  !�����
�� �� �
� 2 ��� '� ������� &��� )������)���" �� )�� ���� �%��� *��� 2 '� �� �$��� *� ��������
�� ' �,�#�� ���� *� �� �� � �'��( 	��� �%��� !�������� ' �'��! ��� �!����� �� ������ ��
�� '� ������ &�� )�� !%��� �� �� ������������ � -�� 2 �� �!������� ��� 5���� '����� ������ ( ��
 !���� �� ����� ����# � �� '��� �� HNc �� ���, � ��  !����� �� �� '� ������ &�� '�  �''� �
2 ����� �,����� '� �
�( 4��� )�� ���  !�������� �� �� ���, � ��  !����� �� �� '� ������
&�� '��%��� 6� � �,������ �� �''��)���� ��� ' !&�� ���� ��'� ����� 2 �$�����" ���  !�������
����� ��'� ����� �$�� ��� '�� '� 6� � �,����� '� &�� ��� ����  ��)�� �$!������ ���  !�����
�����&����%�� �� �$�����(

��� ��� ��!� �)��� )�� ���� �%��� ������! !��" �$��� �� %����� )�� ' !����� ��� ������� ��
'� *� ������ ���� �� ��� � �!�! ��( �� ��� ��'������ ����. ���'�! ��. ��#��� �� �$�,��� 2
�������� ��� �� ' ���� '���( ���� �$��� �� ���" ���  !������� '��%��� 6� � ��!��� !� �� ���+
,����� ��� ��! � ����� ��A! ����� ����� ����� �� �� �6�� �����,�� �� ����!��( 	��� �%���
' �'��! ���. ����# �� �� ���,��� ��� ��! � ����� / ��� ���#, �� �$��� ��!� �)���" �� �$�������+
���� ��� ��������� ��.���� �'��)���( 	��� �%��� ' !����! ��� ��� �� &�� � �� �� ���,������� ��
��! � ����� ��!��� � ���  !������� '�  �''� � 2 �$����������� �$��� ��! � ���� ���)��( ��� �!��+
������ )�� ���� �%��� ' !����!� ��% ��� ��� '� ��� 2 �� �����'��� '����,����!� '�� �� � !�����
�� ���%����� ��! � ����� 2 '� �� �� ������ �.��������( �� ��� !�������� '����,�� �� �����%�� ��
���%����� ��! � ����� ���'�!�� 2 ��� �''��������� '�� ���)������ �� ���'��� �� �������������
� ������ �� ��� ������ � ���!��" ��������� ��� �� )��� � ?���( 	��� �%��� !�������� %� ���
'����,�� ��!��� ����� �� ��  �,������� �� ����� ������ �� ��! � ���� �� ����# �  !�� ��%�(

1���������" ���� �%��� �!� �� �� ���� �� R�% � �$��� ,���� �� �$������ �$���� ������"
?�.�,��� �� '��������" )�� �! �%��� ���� �������� �� �� ������ �� ��! � ����( 	��� �%��� !��+
������ ��� ����� ��� ��!��� ������ ��'� ������ ��. ������ �� ������������ ���'���,��� �� ��
�� ��!(

��� �%������� �� ����#�� )�� ���� ' �'����� ���� /
0 1��,�� ���'��.��! �� �� �!����� �� ������ �� �� ��! � ����( �� �A��" ��� ���������� ��

�$����� � ������ �� �� � �'�� ��>���� �� ������ �� �� ��! � ����(
0 ��  �' !��������� � #� ���'��&!� �� �� ��! � ���� '� � , � ��. � 6��� %���!�� '� ��� ��

�� ����'��� � #�  �'�������" '� ���'�� ����%�����X�!�����%����� �$� 6���( �$���������� 
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'� 7��� ���� ��  !'���� ��. ���� ������� ����� ���!�����" �� )�� ��� ��� �� ���! ����)��
� #� ��������,�� ���� �� ���� ����� ���� ����*(

0 
�  �''� � 2 �$��� �� ����#��� ��������� ���  �' !���������� �$� , � ������� �� THFU"
�$����������� �$��� '� ������ &�� ���'�!� '� ��� ��  !��� � !�� �!���� �� ���'��.��!(
�� �A��" ���� ��� � �''�������� �� �R�� �� �$� , �  �' !����� ���  !���� �����#��
�� �$�����" �� ��� '�� �� '�.��" ����� �$��� �� ��� ���� �$��� �� �''��������� Y'�� 
��� ����� O��1" �� '� ������ &�� �������� ��'�)������ ����� �� BNN �R���Z( ����
�$��!��� ����� �� '��� ��'� ����� '�  �''� � 2 �$��� �� �!������ ��� �$����������� ���
��� ��!� �)��� �,������ '� ���������� ����� ���( ��� ��� ��!� �)���" �� �� '� ����+
��� ����� ,��!� �� �� %�����" �A ��� ��� ����# � �� ��! � ����� ���  !����� ,������'
����. ���'�!� 2 �� '� ��'���� ������� )�� ��� ���� �� ,��!�� ���)������ �� ��� ��+
���� ��!� ������� ��� �  !�����( �� '���" �� '����,����! �� ���,��� ��� ��� ��!� �)��� ��
��%� ��� ����# �� '� ��� �� ����� �� � *��������� ��� ��������� ���'�!�� 2 ��� �����.���
�'!��&)���(

0 ��� ������ �$���� ������ ���� �������*� �� ��  �)��# ��� '�� �� ������������� ��� ����+
 ������ ����+������� �� �� '� � �� �$���������� ( �� ����#�� �!'��� �� '�� �� '� ��#� ��"
)�� '��%��� 6� � &.!� '�� ������ ��� ������( ��� '� ��#� �� ���� ������ �� ' !+&�� ���
�� �� ������ ���  !����� ������! !�� ����� �''� ������ ��. 5���� �� � �������� ���� ��
������ �� �� '� ������ &��( �����" �� ���������� ��� �.'! �����! �$� '�� ,����� �$������ 
��� '� ��#� ��( ��'������" �� ��� '����,�� �� '� ���� � ��  !����� �� ��� '� ��#� �� ��.
���������� � �%���!�(
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'� ������� ��,�@�!�� ������!� 2 ��� ����� &.�( 	��� �%��� !�������� ' !����! ��� ,���� ��
�$������ '� ������� 2 �$���������� �� �!&�� *��������� ��  �'������� ��� �,���� �$���! 6�( 	���
�,� ���� ��� �� ��� ��� �!)������ %��!�( ���� �� ����� �����.��� �$�''��������" ����� �$��� ��
��� �� �
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B( ���������� �� � �'�� �%�� ����� ������ �� �$� , � ��. � 6��� %���!��(

����� '�� ��� ������ &.��" �� %���� �� λ ��� ������!� �� *�7�� 2 �� )�� ��� 5���� λ+'�����
 !��������� �� �� *��� '��� � ���� )�$�� �� ���� ����� ���% ��� �� '�� ������� �� �$����� &.!
2 �$�%���� �� �� �$� � � �� KN+LN c(

�$!��'� �
� '��� �� *�� � �� �����.��! F� �� B�( �� '� ���� �� �$����� 2 ���% � '� �
�
!���� � #� '�����" �� ����. �� �� �����.��! �$� )�� '�� �$��?����� �� ��  !������( �� ' ��� �
�� �����.��! F� �� �$�� %��� ��  ��)�� 5! � �� *����� '� ���%�����" �� �� �����.��! B� �� �$��
��� ��� 2 �,���� ��� ������ � � #� ���,��� ���� �� ���'�(
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�$!��'� �� ' �������� �� ��%��� �� ���. '� ���� /
0 �$�,� � �� '� ������ &�� �� ,��� ��� ��� ��� ������!� �� ��������� ���  !����� �� ,���

' !�!���� �� �� �!������� �� ���%�����  !�����" �� )�� ���� �''���� ��� ������	��� �� ��
���	�	��� !�� V

0 �������" �� ��! � ���� ��  ��'������ 2 �� �!)����� ����# � ���)�$�� ,��� ��� ��� ��� ���+
���!� '� �.������� �� �� ��! � ���� �,����� '�� �� ,��� ' !�!���� Y������	��� �� ��
����������Z(
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�� �$���� �� � ��%� �� '� ������ &�� �� ,��� ��� ��� N 2 '� �� ��� ��*� ������� �,������
'�� �� ,��� ' !�!���� N − 1" �� �� *�7�� 2 �� )�� �� '� ������ &�� ���� �� �6�� �� �$�����
������� ��. ���. ,����( ���� ��� *��� �� '������ � !��'�� /
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�� ���������� ��� >���� ����� ���� ��� ' ���# � !��'�" ���� ' ����� ���
 !����� �� �� '� ������ &�� �� �� �� ��# � ����� �� ,��� ' !�!���� N − 1( ����� ����� �� +
 ��'��� 2 �$����� ������� ��. ���. ,����" �� ��� �� ' ���# � ����� �� ,��� ������ N ( ���
 !����� ���� ' �'��!�� �� ��� 5���� λ+'����� �� ,��� N �����
�����	 ���
 �� �����	��� 	����,
�����( �� %���� �� λ ������!� ��� ����� � ��%!� ���� �$!��'� �$��������������( ����� !��'� ��� ��
��  ��'������� ���  !����� �� ,��� ' !�!���� �%�� ���  !����� �� ,��� ������ �� �� �6�� ���'�
��'��� ��� �� ����� ���,����! ���  !����� � -�� 2 �� ' �'������� ���'� ����( ���� )���� 2 ��
'���� )��" �� 2 ����� �� *� � ���%����� ���  !����� �� ���� ���'� �������� �!�������!��" ��
�$�  �%� � '�� 2 ��� �!����� ( ���  !����� �''� �@� ��� ����� ���%�����  !����� ���� �$!��'�
���%����( M�� !���� ���  !����� )�� �''� ������� �� ���'� ������� '�� ���)�� ����� '��  ���
'��� �� � ���� � ���  !����� �� ��  ��'�������(
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�� �� ��������� ���
��� M�� *��� )�� ���  !����� �� ,��� N − 1 ��� !�! ' �'��!��
���� ��� 5���� '����� ������ �� ,��� N " �� �,����� ��� ����� ���� ��� �� ����� '� ��� ���
���%� �� '� ���  !����� !��)���!��( �� �!������� �� ���%�����  !����� �� *��� ���� �� '� ���
�� �$����� )�� �$� '�� !�! ���%� �� �� � �� �$!��'� ' !�!�����( �� �!����� ��� 5���� λ+'�����
������	����	 �����
�
 ���� �� '� ��� ��� ���%� �� �� ���� �� �� *��� ��� '��� � ���� )�$��
�� ���� �����( �� %���� �� λ ����� )�� �� %���� �� ����� �� ������ ���� ��� �6��� )�� ������ ���+
���!�� ���� �$!��'� �$��������������( ���  !����� ���� ��� � ������&!�� '� ��� ���%���� !��)�����(
���� ����� !��'�" ���  !����� ���'� �������� �!�������!�� �''� ������� �� ���� )�� ���%�����
 !�����(

������
�� �$�����,�� ��� 5���� '����� �,������ ��� ������! ����� �� )��� '�� ���
�
� �� �� � ������( �� � ������" ����� '�� �$!��'� �$�������������� �� '�� ���  ������ )��
���� �%��� �.'��)�!�� ���� �� ������� I(J" ��� ������! �� �����.��! F�( ����� !��'� '� ��� ��
� ��%� ��� ������ � �.���� ��� �,����(

�� &�� � I(EN ' !����� �� �.��'�� '�� 2 '��" '�� �� ,��� �� G ������( �� ,��� �$������
��� �$�,� � &�� ! '� ��%�������� �� �����.��! B�( �������" ���  !����� �� �� '� ������" )�� �$��
�����@� '�� �� ' ���# � ����� �� ,���" ���� ' �'��!�� �� �!������� ��� λ+5���� '����� ����
�� �� ������ ���'� ����" �%�� �� %���� �� λ ������!� ���� �$!��'� �$��������������( ���� )����
)�� �$�� �$� � '�� ,������' �� ���%�����" ��� 5���� '����� ����� �!����!�� �  �%��� 2 ���% � 
�� � ��� '�� ������� �� �� �� *���( ��� ���%�����  !����� ���� ��� � �!����!�� ��. ��� ����
)�� �$��� '�� !�!  ����%� �� '� �$!��'� �� ' �'�������( ���� ��� �.��'��" ��������� ���.
���%�����  !����� ��� !�! �!����!��( �� *��,�� ���, � �� ���%�����  !����� �!����!�� �!���� �
�� ,���� ���,����! �� �$���� �����" �� ,��� )�� '� ��'���������� �� �$� � '�� �� ���%���.
�,����" ��� %� ������� �� ������ ��� '�.��� '��%��� 6� � ��'� ������ �$��� ����� 2 �$��� �(
1���������" ���  !����� �,������ '� ' �'������� ���'� ���� �� '� �!������� �� ���%�����
 !����� ���� ������!�� ����� �� )��� � '�� �� �
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M�� *��� )�� �� '� ������ &�� �� ,��� N � !�! ������!� 2 '� �� �� ����� �� ,��� N − 1" ��
��� �!������ � �$!���� � �� ,��� N �� ��! � ���� �.������� ���)�$�� ,��� N − 1 '�� ����� � ���
��*� ������� ��  ��'�������� �� ,��� ������ N ( ���� )���� 2 �� '���� )�$�� �� �$���� '�� ��
������� ��� ��! � ���� '�� ���)�� ,���" ���� ��� ���������� "������ ���� 	��	� �� 
�������(
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 �������� �� �� '� ������ &�� '�� 2 '��( �� ���� �� ,�� / ,��� �$������ &�� !"
 !������ �� �� ' �'������� ���'� ���� ���  !�����" �!������� �� ���%�����  !����� �� '� ������
&��  !��������(

�$��,��� ��� ��*� ������� '���!��" �� 2 ���� ������ �$���������� '��� %�����  �%��� ��
�  �# � ���� �� �!)�����( �����" �� �6�� �� ���� �� ,��� ������ �� � � ���  !����� )�� ���
���'� � '�  �''� � �� ' ���� ,��� �� �� �!)�����" �� ��� �!������ � )�� ���  !����� ������
' !������ �� �$� , �  �' !������� �� ��! � ����(

�� ��! � ���� ���)�$�� ,��� N − 1 ���  �' !����!� '� �$� , � ��. � 6��� %���!�� TN−1( ���
�R��� �� ��� � , �  �' !������� �� �������! ���  !����� �'����+���'� ����� )�� ���� �''� ���
��'��� �� �!,�� �� �� �!)����� �� ���)�$�� ,��� N − 1( ���  !����� ���� ��! � ����!�� '� ���
%���� � ��� � 6��� �� TN−1(

Q���� ����!� TN−1 �� �� '� ������ &�� ������!� �� ,��� ��� ��� PN " �$�,�����* ��� �� � ��%� 
TN " )��  �' !����� � �� ��! � ���� �� �� �!)����� ���)�$�� ,��� N ( ��''����� )�� ���� ����
������ ��'��!� �� ���� ����� ���%���� Y�*( ������� I(G(EZ / '�� ���  !����� �� �$����� �������
��. ,���� N−1 �� N " �$� � � �� *����� �.' ��! '� ��� %���� � ��� � 6��� ��� � , �� TN−1 �� TN

���� 6� � �� �6��( ���� )���� )�� ����� ���� ����� �� ���  ��� �� ���  !����� )�� �$�.������
'�� �� ����� �����(

	�� � �������� '�� �� ������ �� TN 2 '� �� �� TN−1 �������� 2 �� �� �� �� ���� � �� ���
%���� � �$� 6�� �� �$� , � TN−1( �������" TN−1 ��� ��������! �%�� ��� ���%�����  !�����" �''� ���
�� ,��� N " '�� ����� TN ( ����� �'���� �����*��� �� ���� ����� )�� ���� ���� ������ ��'��!�
'���)�� ���  !����� �� �$����� ������� �.������ �� TN−1" �� '�� ���  !����� ���� �� ����
' !���!���� �� ��! � ���� ����!� '� ��� � , �( �����" '�� ������� TN ���� ��%��� ������ 2
TN−1 ��� �R��� ��  ��'������ ��. ���%�����  !�����( 
�� �� *�� �" ���� ��%��� �!�� ���� /

0 ��� ������� �� �����.��� ��� ���%���. �R��� ��. �R��� �� TN−1 V
0 ��� %���� � ��� � 6���  ������ ��� ���%���. �R���(
�� &�� � I(EE ' !����� �� ����# � ���!����)�� �� ' �������� �� �� ��! � ����" �� ��� �R���
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��, ��!�  �' !������� ���  !����� )�� ���� �������� �� ,��� ' !�!���� �� �� ,��� ������" ���
�R��� �� ��� ��  ��'������ 2 �� ���%�����  !�����" �� ��� �R��� �� ,����  �' !������� ���
 !����� )�� ��� ���'� � '�� �� ,��� ��� ��� N ( �$� , � TN ��� �,���� �� ���������� ���  !�����
�''� ��� �� ,��� N 2 �$� , � TN−1( 
�� ����" �� � � '������ � ������� '����,���" �� )�!� ��
'�������! ���� �� &�� �" ��� � ���)���� �� *��� ������ (

TN-1 G N
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Nouvellesregions
Arbre blocs 1, 2 …  N

Arbre blocs 1, 2 …  N-1 Graphe bloc N

���� I(EE 0 
 �������� �� �� ��! � ����(

��� %���� � ��� � 6��� ���� � #� ��'� ������" �� ����� �!�� ���� ��� �� '������� ��� ���+
%�����  !����� ���� �� ��! � ����( ��� %���� � ���%���  �?!�� �$��'� ����� %������� ���  !�����(
��� %���� � � �' !��%!�� '���� ����� ��� '������  !����� �� ���� �� �� ��! � ����" �� �!� �����
��  !����� '��� ��'� ������( ��� %���� � � �' '������ ������ ����� 2 ����+������ ���  !�����
%����������� ��'� ������(

�&� �� ' �'��� ��� �� ��!��� �� ������ �� ��� '� ��#� ��"  ��� )���� ��� *���� ���%����
2 ' �'�� �� �� ��! � ���� �� ��� ������ &.�� /

0 ��� ������� �� �����.��� ��� � ��� �R��� ���� �!�� ���!� '� ��� ������� �������. V
0 ��� %���� � ��� � 6��� ���� ����!�� '� �� %����� 0 �� ��� � ���� � �!��!� �)�� 0

���  !����� �� ������ �� ����� *��������� �%�� ���  !���� %������ 2 � �%� � �� ������
�������(

	��� �%��� ���� ! Y�*( ���'�� � H" ������� H(J(FZ" )�� ��� ������� '��%��� ��  !����� �� ��
� �'�� �� %�������� �� �� '� ������ &��" ��������� �� ' ������� �$���������� �� � �'�� / ���
� 6��� ���� �����!�� '� � � � � ������� �� %���� � ��" 2 ���)�� *��� )�$��� � 6�� ��� �����!�" ��
%����� ��� ���. ���'������� �����.�� Y��  !�����Z ��� ������! �� �� � �'�� �� �� '��� '����
����� �� %���� �� �$� 6��( �$����� �$� 6��� '� � � � � ������� �� %���� '� ��� �� � ��%� 
��� ������� �������. ��� � ��� �R���( �� ���� � �!��!� �)�� �� ������ �� ��  ������ �
'� ��� �$!��,�� ��� ��! � ���� �����&����%�(


�� �,���� ��� ������� �������. 0 ����� )�� ��� %���� � ��� � 6��� 0 '�� ��� ���%�����
 !�����" ���� ��������� �� ���� ����� ������� �" )�� ���� �''���� ��� ������	��� ���	����� ��
� �'��( ] �� ��A! ���� �� �$���� ����� �$���������� �� � �'�� �� ���'�� � H" ��� ���� ��
� ������ '�� ������ ��� � 6��� �� � �'�� �� %��������" ���� ������ ������ ����� ����� �.� !���!
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�� ����� �� �R�� ��  ��'������ 2 ��� ���%����  !����( ���� !)��%��� 2 ������ ���������
��� '� ���� �� � �'�� ��  ��'������ 2 �� ���%�����  !�����(

������������" ���� ���'����� �� �� '� ������ &�� �� ,��� ������" PN " ����� )�� �� �$� , �
TN−1( �� PN �� � � ���  !����� )�� ���� �!�2  �' !����!�� '� �� �R�� �� TN−1" )�� ����
�''���� ��� ��������
 ��"���
 �� �$��� �� )�� �� �� ���� '��" ��.)������ ���� ����  !*! � ��� ��
���� )�� �������
 ��"���
( 	��� �!����� ��� ��� � �R���  ��'����*� ����� ������
 �-��
 ��
������� �-��
( �$���� ����� I(E �!� �� �� ' ��������( �� � �'�� �� %�������� GN ������! 2 ��
'� ������ &�� PN �� ,��� ������ ��� �$�,� � � !!( �$� , � TN−1 ��� ��������! �� ��� �������� ���
���%���. �R��� �� GN " ���� ���� ��� �������� ( �� � �'�� ����� �,���� ��������� ��� %� ����
[ �� ����� ������ \ �� �$� , � &��� TN ( 
� ����� �� ���'�����! ���� �''����� �� � �'�� TN (
�������" ��� � 6��� �� GN ����� ����� �.� !���! �$�� ��� ���%���. �R��� ���� � ���!�� '� 
� � � � ������� �� %���� ( ���� )���� )�$�� �$��� '�� �!������ � �� � ���� ��� � 6���  ������ ���
������� �R���" �� '�� ��� �R��� ���� �%��� �!���! �� �� �� ��� �����.���� �� ��� %���� �
�$� 6�� �� �$� , � TN−1( ] ���)�� *��� )�$��� � 6�� �� *� ���� '�� �� ����� ��� �.� ����" ����
��� �����!� 2 TN ( �� *��� ��� � ��� ����� ��� %���� ( �� ��� ���'������� �����.�� ��� ���.
�.� !���!� �� �$� 6�� ���� *� �!�� �.�����%����� '� �� ���%���. �R���" �$���+2+�� �" �� �����
��� �R��� �$� ���� � !�!  ���! 2 �$� , � ' ����'��" ��� � ��� � %������ ���� ���'� !� �� �� '���
'���� ��� ������ ����� %���� �$� 6��( ��� �����" �$��� �� %����� �� �� ���'������ �����.�
*� �!� �.�����%����� �� ���%���. �R��� )�� ��� ������! '�� %���� �$� 6��(

�� &�� � I(EF ' !����� �� �.��'�� '�� 2 '��( �� '� ������ PN �������� ���  !����� )��
�.�������� �!�2 ���� PN−1" '��� � ��� ���%�����  !�����( ���  !����� ���� ����)�!�� ���� ��
&�� � �� �� � �'�� �� %�������� GN ������! 2 �� '� ������ PN ( �$��� ��  !����� )�� �.��������
�� PN−1 ��� ���'� � ���� �� '� ������ PN " ����  ��� )���� )�� ���  !����� �� ��� ���� �
' !������ ���� �$� , � TN ( �$� , � TN−1  �' !����� �� ��! � ���� ���)�$�� ,��� N − 1( ���
%���� � �� ��� � 6��� ������� �$� � � �� *����� ��� ��A! �����  !�����( �� � �'�� GN �����
���  �������� �� %�������� ��� � ���  !����� �� PN ( ��� � 6��� ��� !�! %���!�� �%�� ��� ���� �
�� ��������� ��! ��� �  !����� %�������" ��'�)������ �� ��A! ���� ��� � ��� �������� �� ������ 
���  !�����( ��� � 6��� �� � �� �� GN ���� ������ ����� �� ����� �� ���%��� �R�� �����
�.� !���!" �� ���� ������ )�� ���� ��� ������� ���� �� &�� �$�������" '� � � � � ������� �� %���� (
��� ���%���. �R��� ��� ��� ���� � ������!� ��  ��'������ 2 ��� �� *���( ����� ���� � �� �
�!������ � 2 �$���������� �� %����� ���  !�����( �$� , � TN ��� ����� ��� 2 '� �� �� TN−1 �� ���
�������� ���� �� ' ���� ���'� ��� ���%���. �R���" ���� ���� ��� �������� ( �������" �$� 6��
�� %���� '��� *��,�� Y%���� EZ ��� �.� ���� �� �� &�� �$�������( ����� ���� �$��� ����� '�� ��
�����" ���� ��� �����!� 2 TN ( 
���)�� ����� � 6��  ���� ���. ���%���. �R���" �� %���� �� �
����!� '� �� %����� �� '��� '���� ��� ���'������� �����.�� ��� ���. �S�!� �� �$� 6�� Y����
�� ��� ���)�� ���'������ �����.� �������� �� ���� �R��Z( ��� ���. ���'������� �����.��
��� ��� �� *��� �� EN �� G  ��'����%�����" �� �� %���� �� �$� 6�� ��� �� E( �����" �$� 6�� �,�����
��� %���� �� 5 · 1 = 5( ����� � 6�� ��� ��'' ��!� �� �� &��( 
�� ����� �� ��� �!" ���� �%���
�� )�!" �� �� &�� �$�������" ��� � 6��� �����!�� 2 �$� , � �%�� �� �" �� ������ ���� !�� �%�� ��
�( �� ' ������� � 6�� 2 �� �� �� �� &�� ��� ����� 2 %���� F( ����� � 6�� �$������ '�� �� �����"
�� ���� ��� ���� �����!�( ����� ����  ���� ��� ���'������ �����.� ��������� ��������� ���
���%���. �R��� �%�� �� '� ��� ��������� ��� ������� �R���" ���� ��� %���!� �%�� �� %�����
�� �� ���'������ �����.� ��������� ��������� ��� ���%���. �R���( �� %����� ��� ������!
����� �� �� *��� �� �� ���%����  !����" (10 + 5)" �����'��!� '� �� %���� �� �$� 6�� �� GN /
(10+5) ·2 = 30( �$� 6�� ��� ��'' ��!� �� �� &�� �$�������" �� ��� � 6��� ���%����� ���� � ���!��(
��� � 6��� �� %���� � B 2 H �� '��%��� '�� 6� � �����!��" �� ����� ��� ���� ����� �� ����� �� 
�$� , �" �� ����� ���� ���� ���� !��( �$� 6�� �� %���� I �$��� ����� '�� �� �����" �� ���� ���
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� !� �� � �'�� �� %�������� GN ������! 2 �� '� ������ PN

TN ← ������ 2 TN−1 ��� ���%���. �R��� �� GN " ���� ��� �������� 

pile← � 6��� �� GN ����� �� ����� �� ���%��� �R�� '� �.� !���!" � ����!�� '� � � �
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6 � 6�� eij �� *� �� '�� �� ����� ���� TN ����


6 ���'�����������.�YviZ �� ���'�����������.�YvjZ ���� *� �!�� �.�����%����� ��
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�����!� 2 �$� , �( ����� � 6��  ���� �� ���%��� �R�� �%�� �� ������ �R��( �� %����� ��
���%��� �R�� ��� ���������� 7 · 3 = 21" �� �$��� ����� %���� )�� ��� ������!� 2 �$� 6�� ��
�$� , �( �� �� ��# � � 6�� 2 �� �� �� �� &�� �$������� ��� ����� �� %���� K" ���� ���� ��� ���� !�
�� ���� ��� ����� �� �����( �� &�� ��� ���������� %���" �� �� ����� ������ �� �$� , � TN ���
�� ���!�( �$� , � TN  �' !����� ���������� �� ��! � ���� �� �!,�� �� �� �!)����� ���)�$��
,��� ��� ��� N (

)�' &��������

��� &�� �� I(EB 2 I(FN ' !������� ���  !������� �,����� �%�� �� �!����� ' �'��!� '�� ���
�!)������ [ ����� j ������� \" [ �� '���� \ �� [ �� \( �&� �� ������ �$��'���" ���� ��
���� ��� )�$��� ����� �� ��." ���� ������ ��� ������ �� �� �!)����� ��� !�! � ���!��( ���)��
����� ���� � �$����� � �������" �� '� ������ &�� �� � ��� ��%���." �� '��� �� '��� � ����� �" ��
�� ��! � ����( ��� ������������� ��  ��'������ 2 ��� ��%���. �� �� ��! � ���� �� ��� !�! ����
�,������ �� *�7�� ���'�#������ ��������)�� �� ���� ����� ��'� �$���� ������( 	��� !%������
���������� �� )�����! �� �� ��! � ����" ���� ���� ������( ���  !������� �%�� ���� ������ �� ���
' !����!� ���� �� ������� I(K( �� �!)����� [ ����� j ������� \ � �� ���%����� �!�� "
������ )�� ��� �!)������ [ �� '���� \ �� [ �� \ ' !������� �� ���%����� ,������' '���
��'� ����( ���� )���� ���� ���� ��� ��� �$�,����� �� *����� �����&����%�� ���� �� '� ������
&��( �� ,���� )�����! �� �� '� ������ &�� ��� *�����������" �� �� ��� *����� �''� ������� 2
�� ��%���" �� �� �� � '�� '����,�� �� ��� ��  ��� ��������� ���� ������( M� ��� � ��'��� 2
���� ��� �� ,���� ��! � ��������� ���,��� ���  !�����( �� �A��" �� �)�$�� � � �� ���%�����
���� �� �!)�����" �� ���%�����  !����� �''� ������� ���� �� '� ������ &��" ������ )�� �$��� ��
���'� �������( ���  !����� ���� ��  �������� ��! � ����!��" �� ��� ����������� �� ����  �?!�!�
���� ��� ��%���. '��� � ����� � )�� )���� ��� ���%�����  !����� ���� ��>������� ��'� ������
�� �� ��� �� ������ �� �� ���� ����(

����� �� 	�	�� 	��� ������� ��� )���)��� ���'� �� ������ �� �� ��! � ���� �&� �� ����� 
��� ��!� �'' �.�����%� �� �� ���'��.��!( �� ���'� �� ������ ���� 6� � ������! ! ����� ���
%���� ��.�����" �� ���� �$�%��� �''��)�! ����� ��'� �$�'���������� ��. ���� ������( M��
�'���������� �'' �' �!� ��% ��� '� ���� � �� ��  !��� � ������! �,������(

	��� �%��� � ���! ��� �!)������ �� BNN ������ O��1 YEIH . EJJ '�.���Z" �� �� 
������
��� 2 KNN�:5( �%�� ����� ���&�� �����" ���� �%��� �,���� �� ���'� �� � �������� ����� ��
E(JB �������� '� �����( M� �.��'�� ��  !'� ������ ��� ���'� �� � �������� ��� �� ���%���
Y'�� �� ,��� �� G ������Z /

0 ' !+&�� ��� / F(HL �������� V
0 ������ �� � ������ / N(EH �������� V
0 ' �������� �� �� '� ������ &�� / E(HN �������� V
0 ����� ������ �� � �'�� ������!� 2 �� '� ������ &�� / N(II �������� V
0 ' �������� �� � �'�� / N(NG �������� V
�����  !'� ������ '� ��� �� �!����� �$�'! ����� ��������� ��� �� '��� �� �� �����! ��

���'� �� ������ / �� ' !+&�� ���( ���� ����� �'! �����" �$��� �$�,������� �� �� )��� )�� ' ���
�� '��� �� ���'�" �� �� ��� �,���� �� �''��)���� �� &�� � ���� �! �!)�������" �� )�� �,���� 2
��! � �$�'! ����� '������ � *���( �� '��� ��� � �� ������� �� ����� !��'� %��� % ������ ��
������������ �� ���'� �� ������( �&� �� �� �!�� ���� " ���� �%��� �''��)�! �$���� �����
�%�� �� ���� ' !&�� ��� 2 '������ � ������ �� ���� �%��� ���'� ! ���  !�������( �� &�� � ������!
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��� ���  ������ ������ '� ��%�������� �$�� �� )��� �,���� '� &�� � ���� �! �!)������� ��
������ B( �� &�� � I(FE ������ � ���  !������� �,����� �%�� �� ���� ' !+&�� ��� '�� ��� �!)������
[ ����� j ������� \ �� [ ������ ;���� \( 
�� �� �!)����� [ ����� j ������� \" ������
��� ���. '� ������� &��� �� ' !����� �� *�����( ��'������" �� )�����! �� ������������ ���
'����� �,���� Y��� ���. �� �� ,�����" '� �.��'��Z ��� ������� � '�� �� %� ���� &�� !�( ��
)�����! �� ��%��� �� �� ��! � ���� �%�� EN  !����� ��� !�������� ������� � '�� �� %� ���� �%��
' !+&�� ��� Y'�� �� *����� �� �� ������� �%�� �� *���Z( 
�� �� �!)����� [ ������ ;���� \" ���
��A! ����� ���� '��� ��'� ������( �� �A��" �� '� ������ &�� �,����� ���� ' !+&�� ��� � ��� *����
Y*����� �� , �� �%�� �� *���Z )�� �$�''� �@� '�� ���� �� %� ���� �%�� ' !+&�� ���( M�� *���� 2
�� ��%��� � ��� ����!)������ � �%��" �� ���� �''� �@� � ���� ���� ��� ��%���. �� �� ��! � ����(
�� �!�! ��" �� ' !+&�� ��� ��!��� � ���  !�������" �$��!��� ����� !���� �$������ '��� ��'� �����
)���� ��� ��#��� � ���!�� ���� , ���!�� �� ��.�� !��( 
�� ��� ��#��� ��� , ���!�� �� ����
��.�� � ��'� �����" �� )���� �� � � ��� ������ �� ���'� �$�.!������" �� ��� '����,�� �$!������ 
����� !��'�" ���� �� ����'���� ��� '����,�� '� �� �� )�����! ��� '� �������  !���������( 
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�� �$��� '�� �� ��%�������� �� ��� �6�� )�� �������� �� ���'� �� ������" ���� �$�,�������
�� �� )��� " ��� �������� �� ���' ���� �������� 2 ' ��� � ����� �� )��� �$��� �� ��'��
�� &�� ��" �$�.!������ '���  �'���( ����� �$!��'� �� ��%��������  ������ �� � ��� ������ �" ��
&�� � ������ �$� '�� 2 ���  ��'���� ( �����" ��� &�� �� * !)�������� '����+,�� �� ��� &�� �� '� 
���������� '��  ��� 6� � ������!� '�� �,���� �$����� �� )��� (
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	�� � �!����� ' �'��� �� ����� �� � �� � , � ���)�� '��  �' !����� ��� �!)����� ���+
'�#��( �� ��� � , �" ��� �R��� ���� �����!� '��  �' !����� ��� ���%�����  !����� �� *� �� 2
���� � )�� �� �!)����� !%����" ������ )�� ���  !����� )�� ���'� ������� �� ���� '�� !�����!��(
�����" �� ���, � �� �R��� �������� �%�� �� ���, � �$������ � ���!��( �� ���, � �� ���%�����
 !����� )�� �''� ������� '�� ���)�� ,��� �!'��� �� ���)�� �!)�����" �� ��� '��� � ��� ��
�� �!)����� ' !����� �� *� � ���%�����( �� '��� �$����  ��� �� ��  ����� �$������������
�� ���, � �� �R���" �� ��� ������������ � �'  �'���  ��� ��� �� ����'������� �� �$� , �
��� �� �� '���� �� %�� �� ���'� �� ������" �� !������ ��� ����� ��� '� ��� ��� �%������� ��
��� � ����#�� '�� �� ������������ ���� ����%�( �� &�� � I(FF ���� � �$!%������� �� ���, �
�� �R��� '�� ��� �!)������ [ �� '���� \" [ ����� j ������� \ �� [ ������ ;���� \( ��
�!)����� � !�! � ���!� '� ,���� �� G ������( ����� �� � � ��� ����� ������� ��� � ���.
,���� ��A! ����" �� ������ �A����%� �� ,��� ��� �� J ������( �����" '� �.��'��" �� �!,�� ��
,��� GN ��  ��'��� 2 �$����� FNN �� �� �!)�����( �� ���, � ����� ��  !����� ��� ���� ��������
��A! ��� '�� ���)�� �!)�����( �� ���, � ��  !����� �� �� '� ������ &�� Y���, � �� �R���
�� �$� , �Z �!'��� �� �� ���'��.��! �� �� ��#��" ����� )�� �� �$��������! �� ���%�����( ��
�!)����� [ ����� j ������� \ !���� 2 �� *��� '�� ��.�� !� �� �$����� '�� ,������' ��
���%�����" ���� ���� � �� '��� *��,�� ���, � ��  !�����( �� �!)����� [ �� '���� \ ' !�����
�� � #� *� � ���%�����" ���� ���� �$��� '�� � #� ��.�� !�( 1���������" �� �!)����� [ ������
;���� \ ' !����� 2 �� *��� ��� ���. �� ���! ����)��� / ���� � �� *��� � #� ��.�� !" �� �� ���%�+
���� �� �� ����� ��� ��� � #� ��'� ����" �� )�� �.'��)�� �� '��� � ��� ���, � ��  !����� ����
�� '��'� � �� �� �!)�����( �� %��� )��" ���� ���� ��� ���" �� ,��� �� BNN ������ �� ���, � ��
�R��� �$������� '�� FNNN" �� )��  �' !����� �� � , � �� ������ � #�  �������,�� �� ��������� ���
���'��&������ � #�  ��� )��,�� '�  �''� � �� ���, � ����� �� '�.��� ����������� �� �!)�����(
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[ ������ ;���� \ Y������ J 2 KZ" �%�� �� ���� ' !+&�� ���( �� ���� �� ,�� / ������ � ��������"
'� ������ &�� �,����� ���� ' !+&�� ���" '� ������ &�� �,����� �%�� ' !+&�� ���" ��%��� �� ��
��! � ���� �%�� EN  !����� '�� �� ��! � ���� �,����� ���� ' !+&�� ���" ���� '�� �� ��! � ����
�,����� �%�� ' !+&�� ���(
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0�0�� ��#���� ��� �����-�� ���� �%������

	�� � �'' ���� B� �� �� ������������ �� �!)������ �!&��� ���  !���� ����� �� �����,��
�� '�.��� �����.�� ���
 ���
���� 
��	��,	�������( ���� ���  !���� �����.� �� B� '��� �� '��
�$6� � �� �����.��! F�( �$���+2+�� �" )���� ��  ��� �� �� �!)����� ����� '� �����" �� ���
'����,�� �� � ��%� ���  !����� �%�� �� �6�� !��)����� �� )�� �� ���� '�� �����.�� ����
�$��'���( ���� ��� ��� ����!)����� �� �� �!&������ ��  !���� )�� ���� �%��� ���'�!�( �����
�!&������ ��� �����'���������� ��  ���� / �� �A��" ���� �� ��� �$��� ��������� '� ������" ��
�6�� �,��� '��� 6� � ��%��! �� ���. '� ���� ��� �����.�� ���� �$��'���" �� �� ��� ���! ������
�$6� � ��'�,�� �� ��� ������&� ����� *������ '� ��� �$�� �6�� �,���( �� �!)����� [ ����� 
j ������� \ �A � �� �.��'�� �� ����� ��������� / %� � �$����� HN �� �� �!)�����" �� �6��
�� �� �# � ������ �� ,� � �� �$�����" ��%����� �� *��� �� ���.  !����� ��� �����.��( 	�� �
������)�� �!����� ��� ���. ���'������� �����.�� ����� *������ '� ��� �$�� �,��� ���)��( ]
�$��%� ��" ���.  !����� ������������ ��� �����.�� )�� *��������� '��� �� � ���� �� �,��� ���)��
�� �� ��� '�� *������!��" �6�� �� ����� ��� ��� ������ � � #� ' �����( ���� �� ��''��� '�� ��
' �,�#��" �� �� ��%��� �� �� '� ������ &�� ��� �� ����� �� ������������ ��� '� *��������
����'��,��(

�� *��� �$���� ��� �$�.������� ��  !����� �'���������� ��� �����.�� '��� ����� 2 ���
�  �� � �� ������������ �� �)�� ���  !����� ��  ��'������ 2 ��� *����� �� ' �'������� �� ���
'�� �� % �� ������� �� �$�����( �� ������ *����� �� ' �'������� ���� �� '��� ���%��� ����!��
'� �� *� � ���%�����" �� '��%��� �� ' ���� � 2 ���. ��%���. /

0 �� ��%��� �� �� '� ������ &�� V
0 �� ��%��� �� �� ��! � ����(
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��� �  �� � ���� ��!�� 2 ��� *����� ���� �$!��'� �� ' �'������� ��� 5���� '�����( ����� ��
' �������� )����" 2 ����� �� ���%�����" ���. �,���� ��A! ���� ��%������� ���'� ��������
%������ �� �� ���� � %��� )�� �� ����� ��� '�.��� �''� ������ ��. ��A! ���� �,���� ����� ���
������ ������� �( �� ' �'������� ��� 5���� '����� �!���� ��� � �� *������� ��� '�.��� �����
�''� ������ �� �6�� �,���( �� ������ *����� �� �� ���! ����� �� '��� ���%��� '� ���  !�����
� #� '������ �� �'���������� ��� �����.��( ���  !����� �� ���� '�� !�����!�� '� �$!��'� ��
��'' ������ �� '������  !����� �� " ����� �� �����.��! �'����+���'� ����" ����� *��� '� ��� �$���
 !���� ,������' '��� � ����(

M�� �������� 2 �� ' �,�#�� ��������" ��� *��� �� '� ������ &�� ������!�" �� �%��� �� '������
2 ��  �' !��������� ���� *� �� �� � �'��" 2  !����� �� '���+� �������� �� *�7�� 2 !������ ���
 !����� ���� �� �� *��� F� ��� � �' '�����( �� '� ������ &�� ��� ����� � ���!� ����� '� �����" ��
�����.��! F�" �� *�7�� 2 �� )�� ������ ���  !����� ���� �� �� *��� ��� '��� '����� )�$�� �� ����
����� ������ *������!�� �%�� ��  !���� %������ ���� �� ������ ��� '��� ' ����( �� ��� ���� �� ��
������ �� %���� �� ����� �� �� *��� �� *������� �� ����� ������! '�� �� ������ �� �� '� ������
&��" ����� / �����g�� *��� X ������g,���( ����� �'! ����� '��� ��'������ �!�������� ���
 !����� �'����+���'� ����� '� !���������� �� '����� '������� Y&�( I(FBZ( M�� �� ��# � !��'� ��
 !!��)������ ���  !����� �'����+���'� ����� ��� ��� � �!������ �( ���  !����� )�� ��� !�! ��%��!��
�� '������ � '� ���� ���� ������! !�� ����� �� ���%�����  !�����(
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���� I(FB 0 �!�����.��� �$���  !���� B� 2 ����� �� '���+� �������� �� �� '� ������(

�� &�� � I(FJ ���� � ���  !������� �� �� '���+� �������� �� �� ,��� �� �� �!)����� [ �� +
'���� \( �� ����� �� ������ ������! ��� �� G '�.��� '� �����( ���� )���� �� ���'� ����� ���
� #� '������  !����� 0 �� ���� ���� �� 5��� �� �� *��6� �" �� �� ���%����� ��� � #� *� � 0 '�� 
����� ��� '� ������ &�� '��� [ ' �' � \(
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�� �)�� ��� *� �� ���%������ �� ' ��������" ��  ��� )�� �� ������ [ *����� \ '�� ���
��%���.  �����%����� � ����� � �� �� ��! � ����( ��  ����� ��� �� ���%���� / ����� �$� , � ���
������! ����� ��� ������� �������." �� ��>� )�� ���. �,���� �� ������ ������� � ��  �'' ������
'������ )���)��� �������� ���� �� �6�� ,��� '�� )�� ��� ���. �,���� ��%������� %������ �� 
�� � �'�� �� )�$��� ������  ���!� '� ��� � 6�� �� *��,�� %���� ( O���� ��� �,���� �� �!'� ��� 2
���%��� )���)��� ������ '��� �� �" ���  ������ ��'������ ���� ���� �� ��! � ����( �� ' �,�#��
�� '��� �%�� ���� )�$2 �$���! ��� �$�� ,��� �� " ��� )�� ���� �%��� ���7� ��� � ���� �����"
��� *��� )�� ���.  !����� ��� !�! ��! � ����!�� �� �$� , �" �$���+2+�� �" ��� !�!  ���!�� '� ��
������" �� �$��� '��� '����,�� �� �� ������ (



�+3 #�������
�� �� ��,���	�� �
���

���� I(FJ 0 
� ������� &��� �,������ �%�� �� ���� '���+&�� ���" '�� ��� ������ FLF+FLH �� ��
�!)����� [ �� '���� \( �� ���� �� ,�� / ������ � ��������" '� ������ &�� �%��� '���+� ��������"
'� ������ &�� �' #� '���+� ��������(

�� ��'� �� *����� '��� 6� � �������! �� ����&��� �� ����# � ���� �� � �'�� �� %��������
GN ��� ����� ���( ��)�$2 ����������" ���.  !����� %������� �� �� � �'�� !������ ������ �
��!�� '� ��� � 6�� ���� �� %���� �.' ����� �� ��������� ��! ��� � ��� ������ � �������� ���
���.  !�����( ������! ��� ���������� )�� ��� � 6��� ���� %���!�� �%�� �� ��������� ��! ������ 
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 �� ����( �� �����
�� �� ���� '��" ��� � �$� 6�� ��� %���!� �%�� ��� � #� *� �� %���� Y'� �.��'�� �� %���� ��.�����
)�� �$�� '��� ������� 2 �$� 6��Z ��  ��'������ 2 ��� *� �� ��������� ��! ��� �  !�����( �� �����
*�7�� ��� � 6��  ������ ���.  !����� )�� �� ���� '�� %������� '�� ������ ��� ������ �� ,���
�$�''� ����� � 2 �$� , � )�� �� ���� ��������� �� ���� ������ ��� � ��� ���.  !����� �� �� � �'��
�� %��������( ���  !����� )�� ���'� ������� '������ �� �� !� �� ,��� *� ��� �.��'���� 2 �����
 #��� V ������+�� �,�������� ������ � ��� %���� �$� 6�� '� ��������� ��! ������ ( ����� �!�����
� '�� ,�� �� '!������ *� ������ ��� ������� *��������� ���  !����� ����� �� ���%�����
��A! ���( �� �A��" ���.  !����� )�� ���� %������� 2 �� ������ ����!" ���� )�� �� �� ����
'��� �' #� )���)��� ������" ��  ��'������ 2 ���  !����� ����� ��� ���%������ ��A! ����(
���  !����� �� ���%��� '�� 6� � *������!��" �6�� �� ����� ��� ��� ������ ������� �( ��� *� ���
%���� � ��� � 6��� ��'6����� ��� *������(

�� &�� � I(FG ' !����� ���  !������� �,����� �%�� ����� �!����� �� ����� ������ �� � �'��(
�� '� ������ &�� � ��,� �� '���+� �������� �!� �� ���� �� ������� I(I(F(E �&� �$!������ ��
'����,��� �  �� � �� ' �'������� �� ��������� '��� ���� ����� ��� *����� �� ��! � ���������( ��
'� ������ �� EN  !����� �,����� '�� �� ' ���� ,��� �� �� �!)����� [ �� \ ��� ���� !� '�� 
�� ��! � ���� �,����� �%�� ����� ������ [ � ������������ \ �� � �'�� �� %�������� Y�� ������Z"
�� �%�� �� ����� ������ �� � �'�� )�� ���� %����� �� ' �'��� Y�� ,��Z( ���� �� ��! � ����
[ � ������������ \ �� � � ���. *����� �� ��! � ��������� ��'� ������ / �� '� �+, ��� �� �� %���� �
� !�! *������! �%�� �� ,�  �# �( ���� ��� ���. ���" ���  !����� �� ���� �� ������� )�� '�� 
)���)��� ������ �� ,���( �$�''�������� �� �� ���%���� �!����� '� ��� �$!������ ��� *����� ��
������ ���'�� �� ��A! ��� ���%����� ��� �,����(
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���� I(FG 0 
� ������� �� EN  !����� '�� ��� ������ E 2 G �� �� �!)����� [ �� \" ���� ��
�%�� � �������� ��� *����� �� ��! � ��������� ����!�� '� �� ���%�����( �� ���� �� ,�� /
������ � ��������" '� ������ �� EN  !����� ���� � �������� ��� *�����" '� ������ �� EN  !�����
�%�� � �������� ��� *�����(

0�0�� *���������� �������� ��� �� ���/�����

���� ����� ��� � �'' ���� �� ����� ������ �$��� ��! � ���� �'����+���'� ���� ��  ��'��+
���� 2 ��� �!)����� %��!� ���� �$�%��� '�� *��� �''�� 2 ��� ������)��� �$���������� �� ���+
%�����( �� ������&��� ���  !����� )�� ���� ��� �6��� �� ��� ��A! ����� ������" ��� � �!�����
'��� 6� � ������! !�" �� ����+�6��" ����� ��� ������)�� �$������� �� ���%�����( ���� �
��'������ ��� ���������� / ���  !����� )�� 2 ����� �� *� � ���%����� ���� ���'� ��������
�!�������!��" �� '��%��� '�� 6� � �!����!��( �� �$�� ���'����� �$��� �!����� �$���������� ��
���%����� ��>�������  �,����" �� ' �,�#�� '��  ��� 6� �  !���� �� ��������� ��� %����� � ��
���%����� '�� �!&�� ���  �������� �� %�������� ���'� �����( ���� ��� �!������ �.��������
�� ���� '�� ��>������� &�,��� '�� '� ���� � �$�''��)�� ����� �!����� ���� ��� ���� �
��%������ �$�  �� �(

M�� ��� � '����,�� �������� �������� ��� 2 ������� 0 ����� '� ����� 0 ��� ���%�����  !�����
�� ��%��� �� �� '� ������ &��" �� �������� �� ��� ���� � �� ��  ��'������� �%�� ���  !�����
)�� ��� ���'� � '�� �$����� ' !�!����� �� ���� �� ������ ��� ��>������� ' ����( �&� ��
���'��&� ��  ���� ���" �� '��  ��� �� ������! � )�$�� %�������� �����! ���� �� � �'�� ��
%��������" '� �.��'�� ��� ���.�#��� �� � ����#��� %������ �� ��  !���� )�� �$�� ��� ��� 2
�''� �� (
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��)��" �� ���'��� �$�� � , � ��. � 6��� %���!��  �' !������� ����� ��*� ������( �� ��  �� ��%�
��� � ���� �� �6�� ��������� )�� '�� ��� ������ &.�� Y�*( ���'( HZ( �����" ������ ��� �'! ������
�� ����'������� �� �$� , � �!� ���� '�� ��� ������ &.�� Y,������� ����)��"  �������������
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�� *����� ��  !�����" ���#� 2 �� ��%��� �� �� ��! � ����" �����Z '��%��� 6� � �''��)�!�� ����
 ��� ������ �� ��� ��� �!)������ %��!�" �� ����� ���������� �� ���'��� !����������� �� ������
�$� 6��� �� �$� , �(

�� '���� �� %�� �� �$���������� " ���� ' �'����� �� ' !����� �$���� *��� ���� *� �� ��
����!�����'� %� ����" ��� )�$�� ��  �� ��%� ���� ;�3M� Y�*( ���'( KZ TJJU( �� ����!�����'�
�� ' !����� )�$��� ����� ����� 2 �� *���" �� )�� ���'��&� �$���� *��� �� ��  ��� � #� ������� � 2
����� ������!� '�� ��� ������ &.��( ��� ��������� ���,��,��� 2 ������ �$�� ����!�����'�  !��
���� ���'���,��� '�� ���!�� ��. ��A! ����� ������ �� �� �!)����� / ���� %� � �$�%���" ���� 
%� � �$�  �# �" �  6�� " ���#� ��!���� � 2 ��� �����( �$���������� ���� ���� �%�� �$��'� �� )�����
����� �� �� �!)�����" �.�������� �� �� �6�� ����# � )�� '�� ��� ������ &.��( �� ��A! ����
��� )��" ����������" �$���� ������ �A���� �� �!)����� ���'�#��( �����" )���� �$���������� ����
�� �!)�����" ���  !������� ���� ���� !� '�� ����� �� �!)����� ���� ������ �����������" �� ��
�$���� ���'������ �� '���� �$��*� ������ �� �$� , � 2 �$����� Y���*( ���'�� � H" ������� H(IZ (
�� &�� � I(FH ' !����� �� �.��'�� �� �� ��'� �$���� *���( ���  !������� ���� ' !����!� 2 � ����
�� *� �� �$!��)������" �� 2 ������ �� *� �� �� ������ � ��'� '��!� 2 �$����� � �������(
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���� I(FH 0 ���� *��� � �'��)�� '�� �� � �������� �� �!)������ ���� *� �� �� ����!�����'�
%� ����(

�� &�� � I(FK ' !����� ��� ������������ �,����� �' #� �$���� %������ �� �$���������� ( ��
�!)����� � ������� ��� ���� !� ���� �� &�� � I(FI( �� ��! � ���� � !�! ������!� ��������)��+
���� Y���'� �� ������ ����!� ���� �� ������� I(HZ( �������" �$���������� � ���� ��� �� ���
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�������" ����� �$�� �$�������� �$��� ����� &.� �� ����� ��� �!������ �!+
� ���� ���� ��� ���'�� �� J �� H( �� ���������� �$!��� �� �$� , � �A���� ����� �� �!)�����( ��
���'� �� ����'������� �� �$� , � �� �� 
������ ��� 2 KNN�:5 ��� ��*! ��� 2 �� �����#�� ��
������� '� �'! �����( �� ���'� ��������� �� ���'� ��  !'���� �� �$���� ����� ��. ������� ��
�$���������� (

)�4 +�	������	�

���� �� ���'�� � ���� �%��� ' !����! ��� ������)�� '�� ����� �� � ��� ��! � ���� ��
'� ������� ��,�@�!�� ������!� 2 ��� �!)����� %��!�( ����� �!����� � ����� �� ���! ����)��
' ����'��� ��  !��� � �� ����# � ������! �,�� ��  ��������� �� ��  �' !��������� �������( ��
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����� ����� �� �� �!)�����" '�� �� �!)����� �� �$����� I(FI(
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�A��" �� ��! � ���� ������!� 2 ��� �!)����� �� '������ � ��������� �$������ 0 �� '������ �
��5����� �� ������ � �� '�.��� '� ����� 0 ���  �' !����!� '� �� � , � ��������� ���������
)���)��� ������ � �� �R���( ��� �R��� �� �$� , �  �' !������� ���  !����� �'����+���'� �����(
��� � 6���  �' !������� ���  �������� �� %�������� �'����+���'� �����" �� �� %���� ��� � 6���
����� �$��'� �����  �����%� ���  !�����(

��  !������� ��  ��������� ���� ��  �' !��������� � �� � ���� �%������� �� '���� �� %��
�� �$���������� /

0 ��� ������� '��� ��� �� �� ����� ������ �� �� ��! � ���� ����  !����!� ���� ��'� %�����(
�������" ��� ������� �!������ �� 2 �!&�� �� ����&� ��� �,���� ����  !����!� �� �$� , �
'� ����� �� ��'' ������ �$� 6��� �� ��� ���'� �$�.!������ ��� ��'� ��'��,�� '� �$���+
������� ( ���* '�� �� ������������ 2 '� �� �� �� )��� �" ����� ����&������ ���� ��
�!&������ ��� �,���� ���  !����!� !�������� �� �$� , � �� ��  �)��� � '�� ��  ������� ��
�� ��! � ����(

0 ����� ��� �R��� �� �$� , �  �' !������� ���  !����� �'����+���'� �����" �� ��>� 2 �$���+
������� �$���� ��� �� ��� ����� ����� �� �� �!)����� '�� �!&�� ��� �,���� �$���! 6�"
�� ����� ���� ������ �A���� ��������)������ ����� �� �!)�����" ���� ���'� �� ������
�����������(

�� )�����! ��� ��! � ����� �,������ '�� ��� �!)������ ����!�� ��� �����*�������( �� '� ��+
����� " �� '� ������ &�� ' !�����  � ����� ��� *�����" �� ���  !����� ����������� ��� ��A! ����
��%���. �� �� ��! � ���� ���� ���%��� �� *�7�� ���! ���� ���� �� ���� �� �� �!)�����( ��� ���+
%�����  !����� �''� ������� �� *� �� 2 ���� � �� �$!%������� �� �� �!)����� ���� ��  ��������
��! � ����!��( M�� *��� �� ��! � ���� ������!�" �� �!&������ �� �$�,��� ��� *���� '� �$���������� 
�� )���)��� �������� �� ��� ���)�� ����� �� �� �!)�����(

�� ' �,�#�� ' ����'�� �� ����� �!����� ��� �$��'����,����! �� ���% � ���  !����� ���
�����.�� ���� �� ��������� ���'� ����( 4��� )�� �� ' �,�#�� ��� ,���  !��" �� �$�''� �@�
)�� ���� ��� �!)������ �� �� � � �� '����� �,���� �� ���%�����  �'��� Y'� �.��'�� �� ,����
���� �� �!)����� [ <�,�� ������ \Z( ���� �� '��'� � ��� �!)������ � ���!��" �� ��� �,���� ����
 �����%����� � ���� �� �� ���%����� �$��� '�� � �'  �'���" �� ' �,�#�� �$�''� �@� '��" �����
�� �!������ �� *��,�� ������������ �� ���, � �� ���%�����  !�����( ����� '����,�� ����� ��
 !�������� �� ' �,�#��" ���� �%��� ����! ! �$������� ��� ���%�����  !����� �� ��%��� �� ��
'� ������ &��" �� �������� �� ��� ���� � �� ��  ��'������� �%�� ���  !����� ���'� ��� ����
�$����� ' !�!����� �� ���� �� ������ ��X�� �� *� �� ����)�� ����� )�$�� �$���� �� �� �6��
 !����(
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��� ������ �!%���''!� ���� ����� ��#�� ��� ��� �''��������� ���� ���� ��� �������� �� ���
�� ����� )������! �$���� ������ ��� ���! !� ���� �� ' ������� �� ������������( �� '����,���
�''��������� �� � ��%��� ���� �� �!������ �� �$��*�� �'���( �� '� ������� " ��� ������ ������!�
�� ��*�� �'��� ���� ���� � ����5  ��������� ��" �� ��� %� ����� ��!��� !�� ��� ������ ,�������
����)�� �� ����� ,��!�� �� ��� ��! � ���� �� '� ������� �� ����� �� � ���� ������!" ���� ���+
������ �� '����,����! �� �������� ��� �!)������ %��!� �� ���� �� ��  ��� ���� � ��. ������
&.��( ���" ���� �!� �%��� ��� '� �'����%�� ���� �� ������� �$�''�������� '� ������� / �� �� ��
�
�3+J(

�
�3+J ��� ��� �� �� �� ������ )��" 2 �� ��A! ���� ��� �� ��� ���! ��� �� ������ )��
�
�3+E �� �
�3+F" �$��� '�� ���)������ *������!� �� ��� ��'���� �� ���' ������" ����
������ ����� ��� �! �� �� ���%����� *������������!� ,��!�� �� �� �!&������ �$����	 ������
���(
�����" ��� �!)����� %��!� �$��� '��� ������! !� ����� ��� �! �� �$������ ����!����%��" ����
����� �� �����,�� �$�,���� �%�� ���  �������� �'����+���'� �����" )�� ���� ���!� ���� ��A!+
 ���� ,���� ����( 
� �.��'��" ��� '� ����� )�� '� �� ��������� �� �,��� �����%�����( 
���)��
���� ���� ������� ��� �� �� ������������ �$������ �� %��!�" ���� �� ������ '�� ���'�� �� ��
'� ��� �����( �����" ���� '� �� ��� �$����	
 ����( 4��!�� �� ����� ���%���� �!���'������� ��
�� ��#��" �� �� �� �
�3+J �!&��� ����� ��� �! �� �� *������������!�( �� %���� )���)���+����
TBHU" TIIU /

0 ���� ����%��! ������!� ��. �,���� / ��� ������� ��A! ����� '��%��� 6� � ������!�� 2 ������
��� �,����( �$���������� �!��������� �$�� ��� �,����" �� )�� �!������� ��� ������(

0 ���'������� �� ��#��� / '���)�� ��� �,���� ���� ���!� ���� ��� ,���� ���� �!'� !�" ��
��� '����,�� �� ���,��� ��� �,���� ' �%����� �� ��� ��� ��A! ����� '�� ���'��� ���
���%���� ��#��(

0 �����,����! / �&� �$�'������ �� �� ��� �� ,����" �
�3+J '� ��� �$������ �� '���
� ��� ���, � �� ,��� ��. �,���� ��� '��� ��'� �����" ������ )�� ��  ���� �� �� ��#�� ���
���! 2 *��,�� �!,��( �� '���" ��� �,���� '��%��� 6� � ���!� 2 ��� �!,��� ��A! ���� ����� ��
�� ��� �� ,���� ���'���,�� 2 ���)�� �������" �� )�� '� ��� �$���'�� �� ������ �$���
�6�� ��#�� 2 ��A! ���� �����. �� � ����������(

��� ���%����� *������������!� �!��������� �� �!���'��� �� �� ��#�� �� �,���� %��!�( � 
�� �� �� �� �!&��� '�� �� ����# � ���� ��� �,���� ���%��� 6� � �!�! !�( �� ���'���,����! ��
��������� '� ������� ��� �.� ������ ��� ��� � *����������� '�� �� ����#� �� �
�3+J(

EII



�+. (�����	�
��� 
������
�����

	��� ' !������� ���� �� ������� K(F �� �������� ' �����'� )�� ���#� � ��� '� ��� ��� ����+
 ������ ' !����!� ���� ����� ��#��( �� �������� � !�! �!%���''! ���� �� ��� � �� ' ���� �� �'!��
������� �� � '�� *������� �$�.� ������ �$�,���� %��!�( �������" ���� �� ������� K(B ���� �!+
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'��� ���'��.� �!��! 2 �� � !����� �� ������� �
�3+J(
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���� �$�,���� %��!� �!%���''! ���� �� �����.�� �� ' ���� �� �'!�� ������� Y��,��� �������+
��� �������Z TEKU" '� �� ���� � �� �� '������� ����!����)�� �� �$Q���� ��� ����� �� 
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Z" �$��������� ��'� �� <������ Y��<Z �� 
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��������� YM
�Z �� ��'���� �� �$M��%� ���k� :���%� YM:Z �� ���������(

������� ��� �� ' ���� &����! '� �$M���� �� �'!���� )�� � �!��  ! �� ELLG �� )�� �
�� '�� ������� ' ����'��� �$�''��� �� �!%���''����� �� �� �� �� �
�3+J ��������� ��
���� �� R�% � �$�� ����#�� �� ������������� ��,��� ���!� ��� ��� ���%����� *������������!�
�'!��&!�� ���� �� ������ �( �� ����#� �� ' ���� � ����! 2 ��� �.������� �� ELLK �&� �$�� ���� 
��� ��'���� )�� �� &�� ����� '�� ���� �� ����� ��� ��� ��� �� �!'� �( �� � !����� �$�� ��������
�$�.� ������ �$�,���� %��!� ��� �$�� �� ��� ��'����( �� �A��" �$������! �$��� � ���� '� ��� ���
*������������!� �
�3+J �!'��� �� �� ���'���,����! �$������ '� ������� �� �!&�� *���������
��� �,���� %��!�( �6�� �� ����� '� ��� �$��� '�� �'!��&!� '� �� �� ��" ���� �$�%# � �����'����,��
2 ��� ����#�( ;�3M� � !�! �!%���''! ���� �� ��� � �� ����� �.�������" �� ���� �� � ��'�
�� � �%��� G(F( ;�3M� � !�! ������! '��  !����� ��� �-���� �� ������������ ���� �� �����.��
�$��� �� ' ����� �� �'!��� ���� )�� �����< �� ���< FEE" �� �  �7� ��� � ���)��� � #�
*�%� �,��� �� �� '� � �� ��� ���������� �( �� '� ������� " �� ���� ��%��� �$�������������� '� 
 �''� � 2 ��� ������ ����� ����. ���� )�� 
����
���� � !�! �������!(

�� ' �����'� ��� ���'��! �� '������ � ������� ���!� !� ���� ��� ���� *��� � �'��)�� )��"
���,��!�" '� ������� �$�.� �� � ��� �,���� %��!� �� ����# � ����+��������)��( < ��� �������
���'�!������ �� ��� !�! ���!� !� / ������������ ���� ����%� �$������ &.��" ���%� �$�,���� ��
�!������� �� ���%�����( 	��� ' !������� , �#%����� ������ �� ��� �������(

B���� *%�����1��� #���	� ��

�$���� *��� � �'��)�� � !�! �!%���''!� �� �%� '� �$��<( ���� ������ ��� *������������!� ��
%������������ �� ����'������� �� �!)������" ����� )�� �$���#� �� ��� ������ �$���� ������ ������!�
��. ��A! ���� ���� ������(

�� &�� � K(E ' !����� ��� ������ ����� �� �$���� *���( M�� ,�  � �� ����� ' �'��� ���
*�������� �$��%� �� �X�� ����� ����� �� &���� �" �$!������ ����� )�� �$���#� ��. ���� ������(
M�� '� ��� �� ��� *�������� ��� !�������� �������,�� �� ��������� �� ,�  � �$������ �����.������(
�� 5��� �� � �%��� �������� ��� *��6� �� ������!�� ��. ��A! ���� ���� ������(

B���� 2�#��������� ���������/� �%���#�� ,-��

�� ������ �� ������������ �$������ &.�� ��� ,��! �� �� ��! � ���� �� '� ������� ��,�@+
�!�� ' !����!� ���� �� ���'�� � H( O���� �$���������� �!��  � �$���� �����" �� ��! � ���� ���
����� ���� �� �� ��%��� �� �� ��! � ���� �%�� EN  !����� ��� ' !����! 2 �$���������� Y&�( K(FZ(
�$���� *��� ���� � 2 � ���� �� '� ������ ���� *� �� �$!��)������ �� ������ � ��A! �����" ������
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���� K(E 0 ���� *��� � �'��)�� �� ;�3M�(

)�$2 ������ ��� !��)������ ���� ��'� '��!�� 2 �� ��������� '�� ����. �'' !��� �� ' !������
��� ������ �( �� ,�  � �� �!&������ '� ��� 2 �$���������� �� ������ �� ���, � ��  !����� ��
����. ���'�! �� ������� �� �$�����(

���� K(F 0 Q��'� �� �!������� �� ���, � ��  !����� 2 �$���� �$��� ,�  � �� �!&������(

�������" �$���������� '���� 2 �$!��'� ���%����" �� �� ����� ��  ������������� �� �� *����� ��
 !����� '� ��� �� ������� � �� �� ����� ���������� ���� �� ��! � ����( �$���������� �������
���  !���� �%�� �� ��� ��" �� ������� ' ���� �� ,����� ��  ������������� '��  ���%��� ��  !����
������� �� ���  !����� '��� '������ Y�������� ���� �� ��! � ����Z �� �� �� ,����� �� *����� '�� 
*������� ��  !���� ������� �%�� ��� %������� ��� '��� ������� �� Y����� ���� �� ��! � ����Z( ��
���, � ��  !����� ���� ��)��� ��  !���� ���  ��������!� �� �%�� ���)������ ���� ��� *������!� ���
�!�� ���! '� �� '� ��#� � )�� �$���������� '��� ����&� ( �� &�� � K(B ������ � ����� !��'�(
���� )���� )�� �� '� ������ ' !����!� �� ��  ��'��� '�� 2 �� ��%��� �� �� ��! � ����" ����
2 ��� ���'������� �� ��A! ���� ��%���.(

�$!��'� ���%���� �������� 2 ����&� ��� ������ � ���  !����� �,������ �$��� �� ���� '��
���������� �����*�������( ����� !��'� �$������� '�� �� �������� �� ��! � ����" ���� �� '� ������
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���� K(B 0 Q��'� ��  ������������� �� *����� ��  !�����(

&�� ����+�������( �$���������� ���)�� �� �� ,� � �$���  !���� �� !�� � �� ������ �%�� �� ��� ��(
���  !����� �� �� '� ������ &�� �� ���)������ �$���������� � �!'���! �� ��� �� ���� �����!�� 2
�$�,��� Y&�( K(JZ( ��� ������ � )�� ��� !�! ����&!� �� ����� ����# � ���� �� &�� � ����" '� 
 �''� � 2 �� '� ������ �� �� &�� � K(B" ���. ��  ��'������ �� %���� �� ���)��" �� ��. ���%��.
' #� �� �$� �����(

���� K(J 0 ���������� ��� ������ � '� ����� ��  !����� �� �� '� ������ &��(

1���������" �� �� ��# � !��'� '� ��� ��  !����� ��� *������ ��  !����� ��� ' !%��� '� ��
��! � ����" �&� �$�,���� �$�,��� �$���! 6�( ���� ����� !��'�" �� 2 �� ��A! ���� �� �$!��'� ��
������������ �%�� �� ��! � ����" ����� *����� ��� '� ����( �$���������� ���)�� �� ���  !�����
)�� ����������� �$�,��� �$���! 6�( �������" ��� �'���� [ �!&�� �,��� \ ��� ���'���,��" �� )��
' �%�)�� �� *����� ��������)�� �� ������ ���  !����� )�� �$��� '�� !�! �!����!�� ����� �''� +
������ 2 �$�,���( �$��� �� ������ ���� !�������� ���'���,��� 2 ����� !��'�" )�� '� ������� ��
 !����� �� '������ ����&������� ��������� �� �� '� ������( 
� �.��'��" �� ��� '����,�� �� ��+
��&� '�.�� 2 '�.�� ��� ������ �( ��� ������ ������� ���%��� 6� � ���'���,��� �&� �$���� � ���
?�.�,����! ������ ���� �� �!&������ �� �$�,���" ���� ��� �� ���� )�� � #�  � ����� �!������ ��( ��
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&�� � K(E ' !����� �$�,��� &���( �� �!&������ �� �$�,��� �$� ' �� �� ����� )�� )���)��� ��5�����
�� ��������(

�$!��'� �� �!������� �$�� ��%��� �%�� �� ,�  � �� �!&������ '��� 6� �  ��'���!� '� ���
!��'� �$��� �������� �� �� )��� �( ����� !��'� ����� ��� '� ������ �� �!'� �( �������" ���
!��'�� ��  �������������" *����� �� ����&������ �� ������ � ���������� 2 6� � ���'���,���( ��
&�� � K(G ������ � �$!��'� �� ������������ '� �� )��� �(

���� K(G 0 ������������ 2 '� �� �� �� )��� �(

B���� 2��/� �%�$?���

�� ������ �� ���%� �$�,���� � !�! �!%���''! '� �$M��%� ����� 
����#����� �� ��������� TJHU
�� �� ��� ������! �� ���%� ��������)�� ��� �,���� �!&��� 2 '� �� �� ������ �� ������������
���� ����%� �$������ &.��( ��� ���� ����� ��� ,��! �� �� ���%� �$��� '� ������ &��" )�� �� *���
'� ' �������� �� �� )��� � �� �� '� ������ ' !�!�����" ���%� �$��� ����� �� '� ���� ��� ���.(
���  !����� �� �� '� ������ &�� ���� ��� �,�!�� 2 �$�,��� 2 '� �� �� �$��*� ������ ����!� '� 
��� [ ���D �' ��,�� \( O���� �� ���%�����  !����� �''� �������" ��� �!������ ��� ' ��� �� ��� 
�''� ������� 2 �$�,���" 2 '� �� �� � ��# �� �� ������ " '������� �� *� ��(

���  !������� ���� ' !����!� �� *� �� 2 ���� � )�$��� ���� ������!� Y&�( K(HZ( �� ������
'� ��� !�������� �� *�� � ��� ��  �������( O���� ��� �  �� � �� ' ��������" �$���������� �  6��
�$���� ����� �� ��� *��6� � �� ��  ������ �$�  �� � ��� ' �'��!�" '� ������� �� ����&� ��
'� ������ �� ��������� ��� �6��� ������ )�� '�� �� ������������ ���� ����%� �$������ &.��(

B���� ��������� �� ���/�����

�� ������ �� �!������� �� ���%����� � !�! �!%���''! '� �$M��%� ���k� :���%� TJKU ��
'� ��� �� �!����� ��� �,���� ,������� ���� ��� ��#��( ] �� ��A! ���� �� ���%�" ��� ���� �����
�$� '�� ,����� �$�� ���)�� �������( �� ���� �'� ���" ��� ������ � ��� �,���� �!����!� ����
����� ' !��� )�� ���. �,����� �%�� �$���� ����� �� ���%�( �� ��'� �$���� ����� ��� ���'�!
��. �''��������� ���� �� ,�� ��� �� �!����� ��� �,���� �� ���%����� �� �� �� ' !������ ���
������ � �$��� '�� �� ����� ' ��� ����" ����� �$��� �� ��� �� �� %��!��� %��������( �� �� �6��
����# � )�� '�� �� ���%�" �� ��� '����,�� �$�  6�� �$���� ����� 2 ���� ������ �� ��  !����� 
��� ��  ������� �� ��������� ��� ������ ���� ����*� �!%���''!� '�� ��� ������ &.��(
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���� K(H 0 1��6� � �� ���%� ��� �,����(

*�� �������� ��������	 �� ���	�� ��592�

�� ���'���,����! �$�� �������� �$�.� ������ �$�,���� %��!� ����� ;�3M� �� ��>� '�� '�� 
���!�� ��. *������������!� �A� ��� '� �
�3+J( �� ������ �� '�� '��� ����" �� �� �$�� %���
���� � �� �� �� �
�3+J 2 �� '� �!� �� � ��� '�,���" �� ��� �!������ � �$���!� � �$�.� ������
�$�,���� ���� �� ����#�� ,������' '��� ���'��.� �!��! 2 �� ���'������� �� 2 �$!������ ��
��#��� �
�3+J( M� �.��'�� ��� ����� ' �'��! ���� TKU( M� ��� ����#�� ���#� � �� !����� ��
��#��� �%�� �� ����� +�!����� �
�3+J( ��� ��#��� ���'��!�� '� �$���������� ���� ���!��
�� *� ��� �
�3+J �� �$���������� '��� �������" '� �.��'��" ��� '�,��� �� ���� ���" �� �����
�� ��� �������,��� ��. '� ������ ������ �$�� �!����� (


�� ���'��� ��� ��#���" �$���������� � �� '����,����! �� ���,��� ��A! ���� �,���� �����+
%������" ���� ��� �� �����!��)���( �� ���'������� �� �� ��#�� �� *��� �� ����# � ���'�� 2 '� �� 
�$��� ���� *��� � �'��)�� '� ������� �$���! � �� �� �!'���� ��� �,���� �%�� �� ��� ��( �������"
��� �� ���! ����)��� ��� �,���� ���� '� ������ ��!�� 2 �$���� �� ����� �! �������( 
�� *������� 
�$�%������ �� �-���" ��� [ ���'����� \ ���� ���'���,��� '�� ��� %� �!�! �� ��#���( �$���+2+�� �"
�� �������� ���'��� �� ��#��� ' !+����D!�� )�� '��%��� 6� � ���'�!�� '� �$���������� (

���)�� ��'� �$�,��� �����%����� ���'��� �� ��� ' �' � !����� )�� '� ��� �� �� ����'��� (
�����" �� &���� �� ��� �� � ����'��! �%�� �� !����� �$�����" �� ��� �!)����� %��!� �� � ��+
��'��!� �� ��������� �$!����� �� &���( �$��� ��� )�$�� ������ �$�.� ������ �$�,���� %��!� � ��%�
�� '����( �� �A��" �$���������� '��� ���'��� �$�� &�� ' !+�� ����� ! ���� �� %��� �.� �� � �� ��
'������ � �,���� '�� ��� ����� � ���� �� ��#��( �� ����������� �� *������� �$�.� ������ �$�,����"
��� ���%���� *��6� � �$��% �( ��� ���� ������ �� ������ �� ������������ ���� ����%� �$������
&.�� �� �!)������ %��!� ' !����!� ���� ����� ��#�� ���� ��� � ���'���,���" �� �$���������� '���
�.� �� � ��� �,���� %��!� �$���! 6� �%�� )���)��� ����D� �� ��� ��(
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���� ����� ��#�� ���� �%��� �!%���''! �� ����#�� '� ������� �� �������� ���� ����%�+
���� ����� ,��� ��� ������ &.�� )�� ��� �!)������ %��!�( �� ����#�� ' !����� ��� �� ���! ��+
��)��� ���%����� /

0 �$��� �� ����#�� �!�! ������" )�� �� *��� '�� �� ��''������� �� �� ������� ��� ������(
	!�������" ���� �%��� !�������� ' �'��! ��� �!�������� '� ������� �$�.'����� ���
��*� ������� � ������ ���� ��� ��� �� �� ������ ��*� ������� ���� ���'���,���(

0 �$����������� �$��� ��! � ���� �� '� ������� '���S� )�$��� '� ������ ���)�� ����� ���
� #� � ���� ?�.�,����! �� ����#��( �� �����'��� �!&������� �$�,��� ���� '����,��� '�� 
��� �6�� ����� �� �!)����� �$������ ���� �%�� 2  �*�� � ��� �������(

0 �� )�����! ��� ��! � ����� ������!�� '� ��� �� �������� �� )������! �$���� ������ �!���+
��� � '�� �.� �� � ��� �,����(

0 3 -�� 2 �$��'� �����  !������� ��  ��������� ���'� ���� �� ��  �' !��������� ���� *� ��
�$� , � �������" �� ������������ ���� ����%� �� �!)������ �$������ ��  �)��� � '�� ,���+
���' '��� �$�A� � �� �� '� � �� �$���������� )�� �� ������������ �$������ &.��( �� �A��"
�� '��� ���%��� �� ��>� �$���� ��� �� ��� ����� ����� �� �� �!)����� '�� �,���� ��
������������ �� �� �!)����� ���'�#��( �� '���" �����  !������� ��  ��������� �� ��
���'�����! �� ��  �' !��������� �� *� �� �$� , � '� ������� ��  !'��� � ��. ������� ��
�$���������� �� �� ���'� � #� ��� �( �����" �$���������� '� 7��� ��  !'���� 2 �$���� ������
����� !���� ���!�����(

0 ��� ������ �$���� ������ ' �'��!� ���� � #� �������*� �� '� ������� 2 �$���������� �� �!&�� 
��� �,���� �$���! 6� ���� �!������! �$������ ������������ �� ��� ���� ������ ����+�������(
����� �� ���! ����)��  ��� ��� � ����#�� � #� �'' �' �! '�� ��� �''��������� ������!��
�� � ��� '�,���(

�� ����#�� ' �'��! ��� ,��! �� �� ������ �$��� *������ �� '� ������� ��,�@�!�� ��  ��'��+
���� 2 ��� ����� &.� �� ��� �!)����� �$������( �� ' ���# � !��'� �������� 2 &�� � �$�����
�� ����# � 2  !��� � �� ��%��� �� , ��� ����� )�� ��� ��.�� �� )�� '��  ����� ��� � ��. !��'��
���%�����( ����� !��'� *������� !�������� �� ������ �� �� '� ������ &��( 	��� �%��� 2 �� ����� ' �+
'��! ��� �.������� ��� ��%��������� ��. ������ ������ )�� ��!��� � ��� %� ����� ' !�!������
�� ������� ��� �!&������ *� ����� �� �� �6�� ���'� �� ���� ����� �� ������ ���'��(

	��� �%��� ������� ' �'��! ��� �!����� '�� �� ������ �$��� ��! � ���� �� '� ������� ��+
,�@�!�� 2 '� �� �� �����'�� �� '������)���( �� ���,����� �$� , � �� '���� ������� �%�� ���
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��� ��!� �)��� �,������ '� ���������� ����� ��� ���� �,������ ��� ��! � ����� )��" ���� ��+
 ����� 2 �$��� �� �'' ����� ,��!�� �� �$� , � �� '���� �������" ������� ��� '� ������� � #�
�����&����%�� �6�� '�� ��� ��%���. �� �� ��! � ���� ��������� � #� '�� ��  !�����( �$��� �
'� �" ��������� �$����������� ��� 5���� '����� ������ " ���� �,������ ��� '� ������ &�� ���'+
�!� �� ������� �� �$����� �� �� �6�� ���'� � #� '�� �� �������!�" )�� '��� 6� �  �' !����!�
'� �� � , � �%�� �� *��,�� ���, � �� �R���(

	��� �%��� !�������� ' !����! ��� �!�������� '� ������� �$��!��� � ���  !������� )����
�� ���'��� �� ������������� �� ��� �� ���! ����)��� ��� ������( ��� ���#, �� �$��� ��!� �)���
�� �$����������� �� ��������� ��.���� �'��)��� '� ������� �� ���,��� �$��*� ������ �� ��A!+
 ����� ��! � ����� �� ��� ����� �&� �$�,���� ���  !������� ����. ���'�!� 2 �� ����� ��'��
�$������( �$������ �" ��� �� )��� � ?��� '� ������� �� ����� '��� �$��'� ����� 2 �� ������
 !����� �� ��� *��������� �$���#� ��. ��%���. !��%!� �� �� ��! � ����(

��� �����'�� ' !����!� '�� ��� ������ &.�� ��� !�! ������� !������ ��. �!)������ %�+
�!�( ] �� ��A! ���� ��� ����#��� ���! ��� �" �� ��� ���)�� '� ������ ��� ���%�� �� ���� �� ��
�!)�����" ���� �%��� �!%���''! ��� ������)�� '� ������� �� ������� ��� ��! � ���� �� '� ��+
����� ��,�@�!�� ������!� 2 �� �!)����� ���'�#��( ��� ���%�����  !����� �''� ������� '��� �� �
���� �� �!)����� ���� ���� �������� �������� ���� �� ��! � ����( �� ��! � ���� ���  �' !����!�
'� �� � , � ��. � 6��� %���!�� ���� ��� �R���  �' !������� ���  !����� �'����+���'� �����"
�� )�� ��#�� 2 ���  !������� � #� ��'� ����� �� ��  ��������� ���'� ���� ��  !����� �� ��
� , � ���'�� )�� '��� 6� � ����'��! �%�� '�� �� �������( �$����������� �$��� ��! � ���� �'����+
���'� ���� '� ��� !�������� ��  !��� � !�� �!���� �� )������! �$���� ������ �!������ � '�� 
�!&�� ��� �,���� �$���! 6�( M�� ����&������ �� �� �!&������ �� �$�,��� �� � ����� '� ��� ���!+
 ����� �� �$!��� �� �$� , � �� �A���� ��������)������ ����� �� �!)����� ���� ,����� ��  �*�� �
��� �������(

���� �� ������ �� �� ��! � ���� ������!� 2 ��� �!)�����" ���� �$�%��� ������! ������ �������
�� ���%�����( �� *���" �� ������ �6�� �� �� ��! � ���� '��� 6� � ������! ! �� ��� ����� ���
���������� �� ���%�����" �� �� �����@� �� '������� �� ��� ������ � �� ���)��  !���� '�� 
������ ��� ������ �� �� �!)�����( M� �����%!����� �� ����� �!����� ��� ��'������ �� *��� )��
���� �� ������ '�� ��'�,��� �� ���% � ��� �,���� ���� �� ��� �� �$!������������� ���'� �� ��
�� �!)����� ��� �� ��� �!�������!�(

<����� � ��  �''� � �%�� �� ���%�����" ���� �%��� ' �'��! ��� ������)�� '�� !%��� )��
���  !����� ����� �� ���%����� ��A! ��� �� ������ '�� *������!�� � �' �S� ���� �� ��! � ����
�6�� �� ��� � ������ � ��  �����,����" �� )�� �� *��� �� ��������� �$!%������� ���  �������� ��
%�������� ���  !����� �� ���)�� ����� 2 �$���! ��� �� ,���(

�� ���'���,����! �$������ �$���� ������ '� *� ����� !���� �� ��'��� *���������� �$�� ���+
�#�� ���� ����*" ���� �%��� ' �'��! ��� ,���� �� �$������ '� ������� �$���� ��� �%�� �� ��!+
 � ���� �� ����# � ���'�� �� �������%�" ���� �!������! �� �����@� � �� *������������� ��� ��+
�� ������ ����+�������( O���)��� ��� �� ��� ������" ����� �� ,������� ����)��" �� '������
����������� �� �� �����" ���� ��� %� ����� � #� ��!��� !�� ��� ������ �$���� ������ )�� �$�� � ��%�
���� ��� ��������� ����� ����.( �$��� �� ���� ��� ���%���. ������ )�� �!������� ���� ����+
���� �� �� ������ �� ��! � ���� / �!������� �� ��%��� ��  !��������"  ������������� �� *������
�������( 1���������" ���� �%��� �!%���''! ��� %� ���� ���'�!� 2 �� ��! � ���� �$�� ����� ,���
����� �� �� �� '������� ����!����)�� / �� ������������ 2 '� �� �� �� )��� �(

M�� '� ��� �� ��� ������ � !�! ���!� ! ���� ��� ���� *���� � �'��)���" �� )�� � '� ��� ��
�!���� � ��� ������! ' ���)�� '�� �� ������������ �$������ &.�� �� �� �!)������ %��!�(
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	��� �%��� ' �'��! ���� �� ���'�� � H �� ���%����� ����# �� �� ���,��� ��� ��! � �����"
����� ��� ��������� ��.���� �'��)��� �� ��� ���#, �� �$��� ��!� �)���( �� �� ��� ���! ������
�$�.'�� � '��� �� ' �*����� ��� '����,����!� �$�''�������� �� ��� ������)���( ��� '����,����!�
�A� ��� '� ��� �� )��� � ?��� ���� !�������� � #� ���, ����� �� �! ����� �$6� � !����!��(

��  �''� � �%�� �� ������ �� �� ��! � ���� ������!� 2 ��� �!)����� %��!�"  ��� )����
)��" ��� )�� ���� �%��� ���7� �� ����#��" �$��� �� ' ���� ,��� �� ���  !���� �''� �@� )��
�!�� ���� �� '������� ���� �� ��! � ����( ����� �� ��!��� ����� ���  !������� �����*������� ��
' ���)��( 	!�������" �� *� �� 2 ���� � )�� ��� ,���� ���� � ���!� �� ���'��� �� '��� ��
'��� �$��*� ������� �� ��� �� ���! ����)��� ���  !�����( ���  !������� '��  ����� 6� � ��!��� !�
�� ��������� ��� ��*� ������� '��  !��������� �� ��! � ���� ��������� ���  !!%�������� ���
� 6���( ����� ������������� �� ��� ��'������ �� ��C� ����������� �� �� ��� �� ���'� �� ������(

M� ' �,�#�� ������! 2 ��� � ����#�� ��� �$��'����,����! �� ���% � ���  !����� )��" 2 ����� ��
����+!������������� ���'� ��" ���� ���'� �������� �!�������!��( ��  !�������� �� �� ' �,�#��
'� ���� ��� �$������� ��� � ����#�� ���� ��� ' �,�#��� �$������� �� ���%�����( M�� '����,��
�� ��!��� �� ��� ��  ���� ��� " �' #� ������ �� �� '� ������ &�� �� �� � �'�� �� %��������" ���
 !����� )�� ���'� ������� '�� ��� ����� ����!� ���� )�� ��� ���� �� � �'�� �� %�������� ��
���.�#�� �� � ����#�� %����� �� �� ���! ����)��� �� ������ �� �� *� �� ������� ��(

1���������" ���� �%��� ' !����! ���� �� �����,�� �$������ �$���� ������ ' ����'�������
,��!� �� ���  !�����( ���� ��� ���� �� '���)�� ���� � �%������� �%�� ��� '� ������� ��,�@�!��(
��'������" ���� �� ����� ��� �� '��� 6� � ���! ������ '�� �$���������� �� '��%�� �!&�� �$�,���
�� ��������� �� ������ �� ����# � ����+��������)��" ��� )�� ' �'��! ���� THBU �� TEHU( �� ��'�
�$���� ������ ������� 2 �$���������� �$��� ���� � �� ' ���� '���� �''� ������ �� ������ (
�������" �� ������ �� ������� ��������)������ ��� � �� '���� ������� �� �� '������� �� ��
��� ��( O���� �$���������� ,���� �� ��� ��" �� ������ ������ ������)������ '�� �$���'�� 
������ � �� ������� ������ ��� � �� �� ��� '���� �!��������! '� �$���������� �� �� '������� ��
�� ��� ��( M�� �� ��!��� ������� � '��  ��� 6� � �''��)�!� �� ��������� �� ��! � ���� �� '� �������(
��� ������ � �� ����� ��� � ������� ��� � ���. �''� ������ ��.  !����� ��� '��� ��'� ������(
�$����������� �� � �'�� ���� ���,�� 6� � ��� '���� ���! �������( �� �� � �'�� ����" ��� �R���
��  ��'������ 2 ��� '����� � �'��� �� �� '� ������ Y�.� !���!� �� ���)�� �� ���� �� ������ Z"
�� ��� � 6��� ��. ������ �( �$� , � �� '���� ������� �� � �'�� �� %�������� ��  ��'��� 2
�$� , � �� '���� ��.���� �� �� � �'�� ����( �$!���������� �$��� � 6�� �� �$� , � �� '����
������� �!'� � �$� , � �� ���. ���'������� �����.�� �� !)��%��� 2 �� � !����� �$�� �����
�� �$� , � �� '���� ��.���� �� � �'�� ���� Y*� ���� � �$�� ������ Z( ��� �� ���! ����)���
'��%��� 6� � ���! �������� '�� ���� � �� '���� ��� ���� ������ '� ������� �� '���� ��
�$���� ������ '�  !����� 2 ����� '� ������ � '�� ��� �6�� ��! � ����(
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�� ����� �� '� ���� ��� ���. Y�
�Z ��� ��� � ���*� ������ � #� ������!� �� ������������
�� '������)��( 
 �'��!� ������������ '� ���������� TJNU" 4����� �� ���� �$��� �''��)�!�
2 �� ������������ �$������ TGNU" TGU" TGLU" TIU(

;�� #�<	����	

�� �
� ���� ' #�� ��� ����� 2 ��%���. �� � �� ����� ��  ����* ��'�� �'��)�� Y&�� � �(EZ"
�� �� %���� �� � �� �� '�.�� ��  ��'��� 2 �� ������ �� '���� �� ��  ����*( M� ���  ����* ���
*� �! �� '��� �� �� %���!��( �� '���� �� '��� ,�� �� ���)�� %���!� ��������� �� ������� �����
��  ����*(

��������� )�$�� � �� ��� '� �! �� ���)�� ������� ��  ����*" �� )�� �����+�� ��� '����!
���� �� � ��� ���( �� *� �� 2 ���� � )�� �$��� ������ ��  ����*" ��� ,����� %� ����� ��  ��+
'�������" �� ��%��� �� �$��� !���� ������ � �� �6�� '�� ���� ��� ,������ %� �����( O���� ���.
���� �''� ������ 2 ��� ,������ %� ����� ��A! ���� ��  �� ��%���" ��� *����� ��� ��'6��!� '� ��
����� ������ �$��� ����� �$!'������ �����( M�� *��� )�� �$��� � �����! ���� ��  ����*" �$�����,��
��� ������ *� �� ��� ������ � *� �!� '������ '� ��� ������ �� � 6�� �� �!�������� ��� ,������
%� ����� ��  ����* ��'�� �'��)��( �$��� �� )�$�� �''���� �� ����� �� '� ���� ��� ���.(

���� �(E 0 ���������� ��  ����* ��'�� �'��)��(
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�� �
� '� ��� �� �!����� ��� ,������ %� ����� �� �$�����( � �$�''�������� 2 �� ������+
������ �$��� '�� �� ����" �� �� � � ���. �,������� 2 �� ����� /
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E( ��� ������ � ��� �,���� ���� ��� ����� �� ��  ��'������ '�� ��. ������ �� � 6��( ��
�������� �������� 2 ������� ��� '�� �$����� � �������" ���� ��� � ������( �� �A��" ��
� ������ �������� ��� %���� � !��%!�� �2 �� �$����� � ������� �������� ��� *� ��� � ���������"
�� ���� ��� ������ �(

F( �� � ������ �$��� ����� ���� ���� �������� �� �!�! �� ,������' � �' �� ������( �����"
'���)�� ���)�� ������� ����� ����� ���� 2 ���  !���� �� �� ������������ &����" ��
 !������ �� �� �
� ��  ��'��� 2 ��� �� +������������ �� �$�����( �� �������� 2 ��
' �,�#�� ��� ����!� '� �� �
� 2 '� �� �� �� )��� �( �����" �� ���� �� '� �� ���
� ��� �� ���� ��� ������" ��������� )���)��� ��� �$��� � ��. ���� �!��������!�( ��
�''���� ��� ��� ��. !��� ��� ��������
( �� ����� ����# �" ��� ������ �$�''� �������
)�� �� ��� � 6��� ��� '��� !��%!�� �!'� ��� ���. �� )��� �( �� ������������  !��������
�������� ���  !���� '� �� )��� ( ��  !���� ����� �� ' �,�#�� �� �� �� +������������"
���� �� ���%��� ' �,�#�� �''� �@� / ����� �� ����. ��� �� )��� �" ���� �� �������� ���
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