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Abstract
The PhD work developped in this document deals with the treatment of video se-

quences. This includes video compression for most of this thesis, but also spatio-temporal
�ltering and video segmentation. One of the recurrent analysis tools for each of these ap-
plications is motion measurement, that is the description of temporal coherence in a
video sequence.

A video compression system generally includes the three following components :
� motion estimation
� temporal and spatial transforms
� coe�cient quantization and encoding

We focus on each of these components successively.
In a �rst time, we try to adapt a motion estimation scheme by optical �ow projection

of a complex-valued wavelet basis to a video compression use. The resulting �eld being
dense and noise-sensitive, we introduce in the resolution a regularizing element in order
to reduce its coding cost. In spite of a clear improvement brought by our modi�cations,
the motion estimation scheme by projection on a wavelet basis is not competitive in
comparison to block-matching which is the reference algorithm for video compression. It
illustrates that the choice and the design of a scheme is tighly linked to the use for which
it is intended : motion estimation schemes optimized for applications so diverse as video
compression, �ltering and segmentation or even 3D scene analysis are unlikely to be the
same. In these experiments, we have used a motion measurement scheme which tries to
optimize a criterion formally equivalent to a matching criterion for video compression
on theoretical conditions which are not met in general. Such an approach is thus clearly
sub-optimal.

Forti�ed of this observation, we have then developped another motion estimation
scheme which relies on a piecewise bilinear motion �eld parametrization and which this
time directly minimize the mean square error which is our evaluation criterion. We prove
that it is possible to obtain good results when motion parameters are sparse.

In video coding with temporal prediction, we need to encode heterogenous data such as
motion �elds or error prediction pictures. We have worked on rate allocation among error
frames and more moderately between an error frame and a motion �eld. We have adapted
a rate plani�cation model introduced by Mallat and Falzon which was initially designed
for still images and which is currently used in �ow compression of satellite pictures. This
approach proves to be better than others more classicaly used in video compression.

To be able to perform a transform coding of motion �elds and error frames, we tried to
design new non-linear subband transform. With this intention, we have used the lifting
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scheme which insures the formal invertibility of the achievable transforms, whether these
are linear or not. We have designed two new non-linear decompositions.

The �rst one aims at reducing an artifact commonly called Gibbs' e�ect. This �rst
decomposition consists in using a Deslauriers-Dubuc' predictor modi�ed so as to reduce
these artifacts. Our modi�cation allows to reduce the ringing e�ect around the disconti-
nuities at the moderate cost in terms of representation e�ciency in the regular sections
of the signal. The formulation avoids the �lter-switching mechanism which is quite com-
monly used in this kind of approaches by using continuous operators such as min or max,
so as to insure the transform continuity and thus its stability after quantization.

The second one tries to improve the motion �eld wavelet decomposition by using the
information each of its components gives on the other one. Indeed, our intuition leads us to
believe that discontinuities are occurring at the same positions in both of its components.
We take advantage of this fact to choose the prediction and update �lters.

In the two cases, the designed methods give encouraging results on synthesis signals
but their e�ciency is lessen by using them on real data. One of the main di�culties is to
design an update step in the lifting scheme. Moreover, the most e�cient linear scheme is
a 4-step scheme for which it is di�cult to design a correspondant non-linear step since
its properties are not easily read in the indivual steps of the lifting scheme.

Lastly, we have transposed ideas from video compression to design morphological �l-
tering operating on video sequences, which integrate the motion estimation by using
structuring elements following the motion. The application of these ideas gives encoura-
ging results in �ltering and segmentation, in particular due to the strong spatio-temporal
correlation introduced in the neighbourhoods : this approach leads to more stable seg-
mentations since it imposes a much stronger correlation between region borders than
temporally iterative schemes. We discuss then the possibilities of using sub-pixel accu-
rate motion �elds.

Keywords Video compression, motion estimation, quantization, rate allocation, wavelet
transform, lifting scheme, mathematical morphology, spatio-temporal segmentation.



Résumé
Le travail de thèse développé dans ce mémoire porte sur le traitement des séquences

vidéos. Ceci inclut la compression pour une grande partie de la thèse, mais également le
�ltrage spatio-temporel et la segmentation vidéo. Un des outils d'analyse récurrent dans
chacune de ces applications est la mesure du mouvement, c'est-à-dire la description de
la cohérence temporelle d'une séquence vidéo.

Un système de compression vidéo comprend généralement les trois composantes sui-
vantes :

� estimation du mouvement,
� transformations temporelle et spatiale,
� quanti�cation et codage des coe�cients.

Nous nous intéressons successivement à chacune de ces composantes.
Dans un premier temps, nous essayons d'adapter une méthode d'estimation par projec-

tion du �ot optique sur une base d'ondelettes à valeur complexe à la compression vidéo.
Le champ obtenu étant dense et sensible au bruit, nous introduisons dans la résolution
un élément de régularisation a�n de diminuer son coût de codage. En dépit d'une nette
amélioration apportée par nos modi�cations, la technique d'estimation par projection
sur une base d'ondelettes n'est pas compétitive face au block-matching qui constitue l'al-
gorithme de référence pour la compression vidéo. Cela illustre bien le fait que le choix
et la conception d'une méthode sont étroitement liés à l'usage qui en est fait : des mé-
thodes d'estimation de mouvement optimisées pour des applications aussi diverses que
la compression vidéo, le �ltrage et la segmentation, ou encore l'analyse de scènes 3D ont
peu de chances d'être les mêmes. Dans ces expériences, nous avons utilisé une méthode
visant à satisfaire un critère qui est équivalent à un critère d'appariement optimal pour
la compression sous des conditions théoriques qui ne sont en général pas véri�ées. Une
telle approche est donc visiblement sous-optimale.

Forts de cette observation, nous avons ensuite développé une méthode de mesure de
mouvement qui repose sur une paramétrisation du champ bilinéaire par morceaux, et
qui minimise cette fois directement l'erreur quadratique moyenne qui est notre critère
d'évaluation. Nous montrons qu'il est possible d'obtenir de bons résultats quand les
paramètres du champ sont épars.

Un codage vidéo avec une prédiction temporelle suppose de coder des données aussi
hétérogènes que des champs de mouvement ou des images d'erreur. Nous avons travaillé
sur l'allocation de débit entre images d'erreur et de manière moins approfondie entre
image d'erreur et champ de mouvement. Nous avons adapté un modèle de plani�cation
de débit introduit par Mallat et Falzon qui a été initialement conçu pour des images
statiques et qui est actuellement utilisé pour la compression au �ot d'images satellitales.
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Cette approche se révèle meilleure que des approches plus classiquement utilisées en
compression vidéo.

Pour pouvoir e�ectuer un codage par transformée du champ et des images d'erreur,
nous avons cherché à concevoir de nouvelles transformations en sous-bandes non-linéaires.
Pour cela, nous avons utilisé le schéma de lifting, qui garantit l'inversibilité formelle
des transformations qu'il peut réaliser, que celles-ci soient linéaires ou non. Nous avons
construit deux nouvelles décompositions non-linéaires.

La première vise à réduire un artéfact communément appelé e�et de Gibbs. Cette
première décomposition consiste à utiliser un prédicteur de Deslauriers-Dubuc modi�é
de manière à réduire ces artéfacts. La modi�cation introduite permet e�ectivement de
réduire les oscillations autour de discontinuités en échange d'un surcoût modeste en
terme d'e�cacité de représentation dans les sections régulières du signal représenté. La
formulation évite le mécanisme de transition d'un �ltre à l'autre relativement habituel
dans ce genre d'approche en recourant à des opérateurs continus de type min et max,
qui permettent de garantir la continuité de la transformation et donc sa stabilité après
quanti�cation.

L'autre se propose d'améliorer la décomposition en ondelettes du champ de mouvement
en utilisant l'information qu'apporte chacune de ses composantes sur l'autre. En e�et,
l'intuition nous incite à penser que les discontinuités sont présentes au même endroit
dans chacune des composantes du mouvement. Nous nous servons de cette co-occurrence
des discontinuités pour choisir le �ltre de prédiction.

Dans les deux cas, les méthodes mises au point donnent des résultats positifs sur des
signaux de synthèse mais perdent en e�cacité sur des signaux réels. Une des grandes
di�cultés est de mettre au point un étage de mise-à-jour dans le schéma de lifting. Par
ailleurs, le schéma linéaire le plus e�cace est un schéma à 4 étages pour lequel il est
di�cile de concevoir un concurrent non-linéaire dans la mesure où ses propriétés sont
di�cilement lisibles sur les étages individuels du schéma de lifting.

Nous avons en�n transposé des idées rencontrées en compression vidéo pour dé�nir
des opérations de �ltrage morphologique vidéo intégrant la mesure du mouvement, uti-
lisant des éléments structurants qui suivent le mouvement. L'application de ces idées
donne des résultants probants en �ltrage et en segmentation, en particulier grâce à une
forte cohérence spatio-temporelle introduite dans les voisinages : cette approche donne
des résultats de segmentation plus stables puisqu'elle impose une cohérence temporelle
beaucoup plus forte aux frontières des régions que les méthodes itératives en temps.
Nous discutons ensuite des possibilités d'utilisation de champs de mouvement à précision
sous-pixellique.

Mots-clés Compression vidéo, estimation du mouvement, quanti�cation, allocation de
débit, transformation en ondelettes, schéma de lifting, morphologie mathématique, seg-
mentation spatio-temporelle.
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Introduction
Le travail de thèse présenté dans ce document s'intéresse principalement aux problè-

matiques de la compression vidéo, mais aussi à la manière dont certaines idées de ce
domaine peuvent irriguer les recherches en morphologie mathématique.

Tour d'horizon de la compression vidéo Les principaux standards utilisés actuelle-
ment industriellement (H.263 pour la vidéophonie, MPEG-2 pour les DVD, MPEG-4-
AVC/H.264 pour les futures chaînes haute-dé�nition de la télévision numérique terreste
(TNT)) s'appuient sur le codage hybride : de façon récursive, chaque image est prédite
à partir d'une ou plusieurs images déjà transmises ; l'erreur de prédiction par rapport à
l'image à comprimer subit une décomposition spatiale (souvent en cosinus discret), puis
les coe�cients ainsi obtenus sont codés de manière à tirer pro�t de leurs statistiques,
avec des méthodes telles que le run-length coding, le codage de Hu�man ou le codage
arithmétique.

Plus récemment, la recherche s'est focalisée sur les codeurs vidéos progressifs. Ceux-ci
codent une seule fois la séquence vidéo à haute dé�nition. Le �ux produit est conçu pour
être aisément tronqué et s'adapter ainsi au débit disponible pour chaque utilisateur à
chaque instant, moyennant une perte soit en qualité (progressivité de distorsion), soit en
dé�nition d'image (progressivité spatiale) soit encore en nombre d'images composant la
séquence par unité de temps (progressivité temporelle). La plupart des codeurs vidéos
progressifs s'articulent autour du �ltrage temporel compensé selon le mouvement, qui
utilise le schéma de lifting (voir partie 1.2).

Ce �ltrage peut être e�ectué avant une décomposition spatiale : c'est le cas, par
exemple, dans le codeur LIMAT, développé par Secker et Taubman [43] ou dans le codeur
MC-EZBC de Woods et al. [10, 22, 9]. À l'inverse, d'autres codeurs réalisent d'abord la
décomposition spatiale, puis appliquent seulement ensuite un �ltrage temporel compensé
en mouvement entre les sous-bandes respectives, comme le codeur IBMCTF développé
par l'équipe de VUB [3].

Une fois les décompositions spatiale et temporelle e�ectuées, les coe�cients sont en-
codés par un schéma liant les di�érentes sous-bandes entre elles et e�ectuant un codage
plan de bits par plan de bits : les bits de poids forts sont codés en premier pour l'en-
semble des coe�cients, puis les bits de poids de plus en plus faibles. Ces bits passent
au travers d'un codeur arithmétique binaire à contextes adaptatifs, codeur qui tente de
tirer au mieux parti des statistiques des di�érents types de bits qu'il reçoit, selon les bits
déjà codés dans des contextes identiques. Ces schémas sont déjà utilisés en compression
d'image �xe, par exemple dans le standard JPEG-2000 [30], ou dans le codeur SPIHT
de Saïd et Pearlman [41].

Plus généralement, nous pouvons distinguer trois temps dans la compression vidéo :



4

� une phase d'analyse de la séquence a�n de déterminer le mouvement que celle-ci
contient et pouvoir ainsi correctement tirer parti ensuite de la corrélation temporelle
de la séquence vidéo.

� une phase de décompositions, spatiale et temporelle, c'est-à-dire de changement
de représentation. L'objectif de cette phase est de rassembler l'énergie de la sé-
quence sur quelques coe�cients et obtenir une représentation de celle-ci la plus
creuse possible. Des transformations sont e�ectuées sur les données (la séquence
elle-même) aussi bien que sur les méta-données utilisées pour la compression (le
champ de mouvement) : transformation en ondelettes, décomposition en cosinus
discrets, prédiction par les voisins déjà codés, etc.

� une phase de codage proprement dite, qui vise à exprimer les coe�cients le plus
e�cacement possible, à partir d'hypothèses sur leurs statistiques. C'est dans cette
phase qu'est introduite la distorsion permettant de diminuer drastiquement le coût
du codage des coe�cients. L'objectif est bien évidemment de représenter les coef-
�cients de la manière la plus compacte possible, tout en préservant au mieux la
qualité de la vidéo.

Ce travail de thèse s'intéresse successivement à chacun de ces aspects et tente de
proposer une sorte de boîte à outils pour améliorer ces di�érentes phases.

Estimation du mouvement L'estimation du mouvement, si elle constitue une première
étape dans la compression d'une séquence vidéo, a aussi des applications en robotique
et en analyse d'images. En particulier, la connaissance du champ de mouvement d'une
séquence est une étape possible pour l'analyse de scènes à 3 dimensions. La connaissance
du mouvement peut aussi permettre de délimiter les contours des objets de la séquence
vidéo, c'est-à-dire de les segmenter.

La plupart des méthodes d'estimation de mouvement sont dé�nies en vue d'une applica-
tion précise. Les algorithmes cherchant à estimer le mouvement réel des objets s'appuient
généralement sur l'équation du �ot optique ou sur un modèle dérivé. Si nous exprimons
une séquence vidéo en noir et blanc sous la forme d'une fonction à niveaux de gris I(t,x),
dépendant du temps t et de la position p dans l'image, nous pouvons exprimer la dérivée
temporelle de celle-ci par l'équation :

d

dt
I(t,x(t)) =

∂I

∂t
+ v · ∇I,

où v(x) est le mouvement du point x(t). Si nous faisons l'hypothèse que l'illumination
est constante dans la scène, c'est-à-dire que le niveau de gris d'un point réel projeté sur
l'image est constant au cours du temps, nous obtenons l'équation du �ot optique :

∂I

∂t
+ v · ∇I = 0

Nous e�ectuerons un inventaire rapide et non-exhaustif des di�érentes grandes approches
d'estimation du mouvement dans le chapitre 2.
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La méthode développée par Christophe Bernard [5] utilise cette équation en la proje-
tant sur une base d'ondelettes complexes pour obtenir un champ de mouvement presque
dense. La qualité de l'estimation du mouvement réel des objets est convaincante d'après
les résultats obtenus.

La qualité des résultats incite à se poser la question suivante : est-il possible d'utiliser
cette méthode dans le cadre de la compression vidéo ? Plus précisément, quelles sont les
adaptations utiles pour améliorer les résultats de la méthode de Bernard dans le cadre
de la compression ? Nous tenterons d'apporter une réponse à cette interrogation dans le
chapitre 3.

Par ailleurs, la méthode de Bernard est intrinséquement multi-échelles, puisqu'elle s'ap-
puie sur la projection de l'équation du �ot optique sur les ondelettes à di�érentes échelles.
Cet approche multi-échelles permet de réduire les di�cultés surgissant du fait de l'alia-
sage temporel, c'est-à-dire de ce que les fenêtres d'échantillonnages sont trop étroites par
rapport à la distance des temps d'échantillonnage. Cela engendre une discontinuité entre
un objet et lui-même à l'image suivante, qui gêne l'estimation correcte du mouvement.
Travailler à des échelles grossières permet, en élargissant sa vue, de résoudre en partie
l'ambiguité de l'aliasage et de pouvoir ainsi travailler sur de bonnes bases aux échelles
plus �nes.

Dans le chapitre 4, nous avons essayé d'adapter la résolution d'un champ suivant un
modèle bilinéaire par morceau à cette approche multi-échelles, en apportant un soin
particulier aux problèmes d'aliasage spatial qui peuvent survenir lors de l'application
d'opérations de �ltrage et sous-échantillonnage aux images.

Codage des coe�cients Les débits des réseaux sont encore trop faibles pour permettre
la transmission des séquences vidéos sans perte pour des applications où le temps réel
entre en compte. Il faut donc e�ectuer une compression avec pertes de la séquence vidéo.
La réduction de la taille des données, une fois celles-ci représentées de manière la plus
creuse possible sur une nouvelle base, est e�ectuée par la quanti�cation des coe�cients.
Celle-ci consiste à approximer les coe�cients par une nombre �ni de valeurs, et à les
représenter dans le �ux de données par un entier associé à la valeur de représentation.

Le paramètre de contrôle dont nous disposons est celui de la quanti�cation des co-
e�cients. Notre contrainte, elle, est le débit du canal de transmission. Il existe divers
algorithmes visant à trouver la valeur adéquate du paramètre de quanti�cation selon le
débit à réaliser et selon les coe�cients, appelés algorithmes d'allocation de débit. Ces
algorithmes s'appuient sur des études des statistiques des coe�cients, leur modélisation
et l'analyse des propriétés de ces distributions lors de la quanti�cation.

Pour le codeur de test du format H.263, l'algorithme d'allocation le plus utilisé est celui
de Ribas-Corbera et Lei [39], mais d'autres algorithmes promettent des améliorations de
qualité, comme celui proposé par He et Kim [18]. Ces auteurs, qui séparent le débit entre
la part utilisée pour l'expression des coe�cients annulés par la quanti�cation et la part
utilisée pour exprimer les autres coe�cients, dits signi�catifs, font une analyse initiale
similaire à celle e�ectuée par Mallat et Falzon [29] pour la compression d'images �xes.

Dans le chapitre 5, nous transposons l'analyse de Mallat et Falzon à la vidéo a�n de
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réaliser une comparaison des di�érents algorithmes.

Transformations spatiales Les bases d'ondelettes sont de plus en plus utilisées comme
bases de représentation pour la compression : le standard JPEG-2000 s'appuie sur des
transformations en ondelettes, de même que la plupart des codeurs vidéo progressifs. Le
schéma de lifting développé par Sweldens [49], s'il présente des avantages en termes de
calcul, permet surtout de développer des nouvelles formes d'ondelettes et en particulier
d'introduire un aspect non-linéaire dans la transformée en ondelettes. Cette non-linéarité
peut viser à adapter les ondelettes à de nouveaux types d'applications : c'est le cas par
exemple du schéma de lifting entier qui assure que le résultat de l'application d'une trans-
formée en ondelettes sur des données entières restera entier, ce qui est une propriété idéale
pour e�ectuer une compression sans perte. L'introduction d'un aspect non-linéaire peut
aussi viser à adapter la forme des ondelettes aux données qu'elles utilisent : les ondelettes
update-�rst de Claypoole et Baraniuk [11] tentent d'adapter l'ordre de l'ondelette à la
régularité locale du signal.

Après avoir rappelé dans le chapitre 1 la théorie générale des ondelettes puis le schéma
de lifting, nous dé�nirons à partir de celui-ci deux nouveaux types de schémas pour
répondre à des problématiques particulières de compression :

� Si la transformée en ondelettes est couramment utilisée sur les coe�cients de
l'image, elle est moins couramment utilisée sur le champ de mouvement, où l'on se
contente généralement d'un codage prédictif à partir des voisins déja codés. Néan-
moins, si nous souhaitons augmenter le nombre de paramètres de mouvement, ou
permettre des représentations aisément échelonnables du champ, la transforma-
tion en ondelettes est l'outil �naturel� de transformation. Les deux composantes
du champ de mouvement sont généralement traitées comme deux images indépen-
dantes. En faisant l'hypothèse qu'en réalité, ces deux composantes nous renseignent
l'une sur l'autre, nous développerons au chapitre 6 un schéma de lifting conçu pour
tirer parti de cette information mutuelle.

� Un des défauts des ondelettes d'ordre élevé lorsqu'elles sont utilisées en compression
est l'apparition de rebonds autour des discontinuités. Ces rebonds sont probléma-
tiques aussi bien objectivement (en terme de distorsion mathématique) que subjec-
tivement, c'est-à-dire du point de vue de la personne observant l'image dégradée. En
incorporant des encadrements au schéma de lifting, nous dé�nirons dans le chapitre
7 des �ondelettes sans rebonds� qui suppriment ce type d'artéfact. Nous pouvons
espèrer ainsi améliorer la qualité visuelle de la séquence vidéo décompressée.

Filtrage morphologique et segmentation En compression vidéo, l'objectif de l'esti-
mation du mouvement est de permettre d'exploiter au mieux la corrélation entre les
di�érentes trames de la séquence vidéo et de s'a�ranchir ainsi des problèmes d'aliasage
temporel. Les méthodes utilisées pour le �ltrage temporel compensé en mouvement in-
tègrent la compensation de mouvement dans le choix des pixels sur lequel le �ltre temporel
va s'appliquer. Ce faisant, elles �corrigent� le voisinage temporel du pixel sur lequel le
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�ltre s'applique : plutôt que de suivre simplement l'axe temporel, le voisinage d'un point
donné suit le �l du mouvement de l'objet.

Il se trouve que la notion de voisinage d'un point est une des notions de base de la
morphologie mathématique. Il est tentant de transposer cette notion de voisinage suivant
le mouvement à ce domaine.

À l'heure actuelle, les outils de morphologie mathématique traitent généralement sé-
parément les dimensions temporelle et spatiales dans leur traitement. Dans le cas de
la segmentation d'objets au sein d'une séquence vidéo, les techniques les plus utilisées
e�ectuent la segmentation de la première trame, puis utilisent les résultats obtenus pour
obtenir des marqueurs qui serviront à initialiser la segmentation de la trame suivante
[42, 36, 23, 50]. Nous pouvons rapprocher ce type de traitement du codage hybride, qui
est lui aussi récursif.

D'autres techniques consistent à segmenter l'ensemble des trames de la séquence, puis
à reconnecter les di�érents régions obtenues à l'aide de divers outils [8, 31, 14]. Citons en
particulier le travail de Vincent Agnus [2], qui utilise des éléments structurants suivant
le mouvement purement temporel (dans le sens où aucun point du voisinage ne se trouve
sur la même image qu'un autre) à cette �n. Un autre exemple de �ltrage morphologique
purement temporel peut être trouvé dans le travail de Frédéric Guichard [16].

Il existe en�n quelques travaux [52] cherchant à considérer la séquence vidéo (2D+t)
comme un volume 3D, mais ceux-ci se heurtent au problème de l'aliasage temporel. Les
points rassemblés au sein d'un voisinage 3D utilisé dans une séquence vidéo peuvent avoir
de ce fait une faible corrélation. Dans le chapitre 8, nous proposons une méthode pour
construire des éléments structurants suivant le mouvement a�n de rétablir une bonne
corrélation des points d'un voisinage entre eux. Ces éléments sont utilisés pour e�ectuer
des opérations de �ltrage et de segmentation dans un espace 2D+t et non plus 3D.
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Chapitre 1.
Ondelettes

Bien que leur développement soit encore relativement récent, les ondelettes font dé-
sormais partie intégrante du monde du traitement d'image : elles s'utilisent aussi bien
en compression qu'en débruitage, et la représentation qu'elles fournissent sert aussi à
l'étude des structures et de leurs propriétés. Ce chapitre introduit les ondelettes à partir
de l'analyse temps-fréquence, puis développe le schéma de lifting, outil récent qui permet
d'introduire aisément des aspects non-linéaires aux ondelettes.

1.1. Ondelettes �classiques�
1.1.1. Fréquence locale

L'objectif des ondelettes est de fournir un intermédiaire entre une analyse purement
temporelle d'un signal, et une analyse purement fréquentielle. La représentation tempo-
relle d'un signal f peut être vue comme son expression sur une base de distributions de
Dirac :

f(t) =
∫

R
f(u)δ(t− u)du. (1.1)

De manière similaire, sa représentation fréquentielle (ou transformée de Fourier) peut
s'écrire comme sa décomposition sur la base de Fourier :

f(t) =
1√
2π

∫

R
f̂(ω)eiωtdω. (1.2)

La première représentation ne fournit qu'une information temporelle, mais de résolution
maximale : f(t) est exactement l'intensité de f au moment t. À l'opposé, la seconde
représentation ne donne qu'une information fréquentielle, mais de résolution maximale :
f̂(ω) est exactement l'intensité de f pour la fréquence ω. Mais f(t) ne permet pas de
connaître le contenu fréquentiel de f , pas plus que f̂(ω) ne donne d'information sur
l'intensité du signal à un instant précis.

Chacune des représentations contient autant d'information sur le signal, mais ne per-
met aisément qu'un seul type d'interprétation (temporel ou fréquentiel). Ceci peut s'ex-
pliquer par la nature des éléments des bases. Les distributions de Dirac t 7→ δ(t− u) ont
une résolution temporelle in�niment haute, mais n'ont aucune résolution fréquentielle.
C'est l'inverse pour les exponentielles complexes t 7→ eiωt. Nous pouvons reformuler notre
objectif comme l'obtention d'une base d'éléments qui auraient une bonne résolution à la
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fois en temps et en fréquence. C'est pourquoi Morlet et Gabor suggérèrent l'utilisation
d'une base de fonctions intermédiaires entre les distributions de Dirac et les exponen-
tielles complexes, qui seraient donc localisées à la fois dans les deux dimensions qui nous
intéressent.

Il y a cependant une limite à la qualité de localisation que nous pouvons obtenir, qui
nous est donnée par l'inégalité d'Heisenberg. Soit f une fonction de carré intégrable, dont
la norme L2 vaut 1 : ∫

|f(t)|2 dt = 1.

Si nous dé�nissons le centre c(f) et la largeur ∆(f) d'une telle fonction comme

c(f) =
∫
t|f(t)|2dt,

∆(f) =

√∫
(t− c(f))2 |f(t)|2dt.

∆(f) représente une mesure de la dispersion de la fonction autour de son centre (l'analogie
est directe avec la moyenne et la variance). L'inégalité d'Heisenberg, valable pour toute
fonction f de norme L2 égale à 1, nous indique que :

∆(f)∆(f̂) ≥ 1
2
. (1.3)

∆(f̂) correspond à la largeur fréquentielle de la fonction f . L'inégalité d'Heisenberg fait
qu'il est impossible d'obtenir une fonction dont les largeurs temporelles et fréquentielles
soient indépendamment arbitrairement faibles. D'autre part, nous savons que l'inégalité
d'Heisenberg est une égalité pour (et seulement pour) les fonctions gaussiennes modulées
et translatées :

Gt0,ω0,∆t(t) = Ae
− (t−t0)2

2(∆t)2 eiω0t,

où A est tel que la norme de Gt0,ω0,∆t soit unitaire. Ces fonctions particulières sont
maintenant appelées les ondelettes de Gabor.

1.1.2. Représentation temps-fréquence et temps-échelle
À chaque fonction, nous pouvons associer un rectangle temps-fréquence dans le plan

(t, ω), centré en (c(f), c(f̂)) et de taille (∆(f),∆(f̂)). Ce rectangle est une représentation
intuitive du support temps-fréquence de f . À une base de L2(R), nous pouvons associer
un pavage du plan temps-fréquence. A�n d'a�ner notre intuition, nous supposerons que
ces rectangles en forment une partition (sans qu'il y ait en réalité de résultat théorique
montrant ceci : que le plan soit nécessairement entièrement recouvert et qu'il n'y ait
aucun recouvrement dans nos rectangles). Pour les distributions de Dirac, cela correspond
à une in�nité de lignes verticales (une ligne étant un rectangle in�niment long et étroit),
tandis qu'il s'agit de lignes horizontales pour la base de Fourier, comme le représente
schématiquement la �gure 1.1.
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ω

t

(a) Dirac

ω

t

(b) Fourier

Fig. 1.1.: Pavages temps�fréquence associés aux représentations de Dirac et de Fourier

L'ensemble des ondelettes de Gabor forme une base redondante, et nous ne devons
choisir qu'un sous-ensemble des combinaisons possibles de t0, ω0, ∆t. Deux approches
ont été proposées :

� une approche temps-fréquence, où chaque rectangle possède la même longueur et
la même hauteur (voir �gure 1.2(a)). Cela revient à �xer ∆t, puis à faire varier t0
et ω0 indépendamment. Les fonctions de notre base sont alors de la forme

gt0,ω0(t) = g0(t− t0)eiω0t

où g0(t) = A0e
− t2

2(∆t)2 . La représentation induite est la transformée de Fourier à
fenêtre.

� une approche temps-échelle, dans laquelle la largeur des fonctions est inversement
proportionnelle à la fréquence (i.e. ω0∆t est une constante c0) comme sur la �gure
1.2(b). Dans ce cas, les fonctions de notre base deviennent :

gt0,∆t(t) =
1√
∆t

g0

(
t− t0
∆t

)

où cette fois g0 = A0e
− t2

2(∆t)2 eic0t. Nos rectangles ne sont pas tous de taille identique,
mais leur aire est constante, de même que leur résolution fréquentielle relative ∆ω

ω0
.

ω

t

(a) Temps�fréquence

ω

t

(b) Temps�échelle

Fig. 1.2.: Pavages du plan temps�fréquence pour la représentation temps�fréquence et
la représentation temps�échelle

Les ondelettes généralement utilisées en traitement d'images font partie de la seconde
catégorie de fonctions.
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1.1.3. Transformée en ondelettes continue
Choisissons une fonction de base ψ, que nous appellerons ondelette, qui satisfait la

condition d'admissibilité
Cψ =

∫

R

|ψ̂(ω)|2
ω

dω < +∞. (1.4)

Nous dé�nissons alors la transformée en ondelettes continue Wf de la fonction f par :

Wf(t, s) =
∫

R
f(τ)

1√
s
ψ

(
τ − t
s

)
dτ. (1.5)

La tranformée inverse est :

f(t) =
1
Cψ

∫∫

R2

Wf(τ, σ)
1√
σ
ψ

(
t− τ
σ

)
dτ
dσ

σ2
. (1.6)

Cette transformation est, de façon similaire à la transformée de Fourier, quasiment iso-
métrique :

‖f‖2L2(R) =
1
Cψ

∫∫

R2

|Wf(t, s)|2dtds
s2
. (1.7)

La transformée en ondelettes continue Wf est cependant une représentation très redon-
dante de f .

1.1.4. Transformée en ondelettes discrète
Si nous reprenons notre analogie avec les rectangles du pavage, le fait est que les rec-

tangles se recouvrent, même s'ils ont tous des centres di�érents. Pour éliminer ce recou-
vrement, il nous faut prendre des valeurs discrètes pour les paramètres de nos fonctions
de base.

Morlet a suggéré de construire des bases ou des frames à l'aide du modèle suivant :

gt0,∆t(t) =
1√
∆t

g

(
t− t0
∆t

)

où les valeurs de ∆t sont choisies sur une grille géométrique, et où les pas de translation
sont proportionnels à ∆t :

∆t = bj

t0 = k∆t

Le jeu d'échelles le plus couramment utilisé est celui des échelles dyadiques 2−j . Nous
obtenons alors des familles de fonctions de la forme g0(2j(t−2−jk)) = g0(2jt−k), où j et
k sont des entiers. Si nous normalisons selon la norme L2, ce qui est le cas le plus courant,
nous obtenons des familles d'ondelettes de la forme (ψjk)j,k∈Z où ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt−k).

Mallat a établi un parallèle entre la représentation temps-fréquence de Morlet et les
�ltres miroirs en quadrature utilisés par Burt, Adelson et Simoncelli en compression
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d'image. Pour cela, il a décrit une famille de décompositions en ondelettes qui peuvent
être implémentées très e�cacement avec une �transformée en ondelettes rapide�, dans
laquelle l'ondelette ψ est une convolution in�nie de �ltres discrets. Il est possible d'obtenir
deux �ltres discrets m0 et m1 :

k 7→ m0[k] k ∈ Z

k 7→ m1[k] k ∈ Z

dont les transformées de Fourier ω 7→ m̂0(ω) et ω 7→ m̂1(ω) sont 2π-périodiques. Nous
supposons qu'il existe une fonction d'échelle φ et une ondelette ψ de L2(R) telles que :

φ̂(ω) =
+∞∏

k=1

m̂0(
ω

2k
) (1.8a)

ψ̂(ω) = m̂1(
ω

2
)φ̂(

ω

2
) (1.8b)

Sous certaines conditions, la famille (ψjk) est alors une base orthonormale, et la décom-
position en ondelettes d'un signal échantillonné peut être réalisée en un temps restreint
avec une séquence d'étapes de �ltrage et de sous-échantillonnage.

Cette approche par �ltres réduit signi�cativement la complexité de l'objet à concevoir :
au lieu d'avoir à choisir une fonction, nous devons choisir un jeu discret (et bien souvent
�ni) de coe�cients pour nos �ltres.

1.1.5. Analyses multi-résolutions
Toute la théorie s'appuyant sur les �ltres discrets a été largement développée durant la

dernière vingtaine d'années. De nombreux théorèmes reliant la nature des �ltres et celle
des ondelettes ont été énoncés et ont permis la dé�nition de familles entières d'ondelettes.

1.1.5.1. Cadre théorique
Le cadre dans lequel Mallat a inscrit toute la théorie qu'il a développée s'appuie sur

la dé�nition d'analyses multi-résolutions. Une analyse multi-résolution est une suite de
sous-espaces fermés de L2(R), notée (Vj)j∈Z, dont les propriétés sont les suivantes :

Vj =

{∑

k∈Z

akφjk : ak ∈ R

}
(1.9a)

Vj ⊂ Vj+1 (1.9b)⋂

j∈Z

Vj = {0} (1.9c)

⋃

j∈Z

Vj = L2(R). (1.9d)

Ces équations amènent plusieurs remarques :
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� L'équation (1.9a) signi�e que Vj est un espace de Riesz engendré par la famille
dénombrable (φjk)k∈Z. Cette dé�nition s'appuie sur la métrique sous-jacente de
l'espace fonctionnel, dans la mesure où cet espace peut être dé�ni comme la ferme-
ture de l'espace des combinaisons linéaires �nies de φjk. Cela impose une contrainte
sur la fonction φ (si les φjk sont les dilatés/translatés de celle-ci). En e�et, pour la
métrique L2, la mise en correspondance :

`2(Z)→ L2(R)

(ak)k∈Z 7→
∑

k∈Z

akφ0k

se doit d'être continue. Cela implique qu'une fonction φ avec une décroissance trop
lente ne peut pas être utilisée dans ce cadre.

� Notre choix des (φjk)k∈Z nous pousse à considérer, avec l'équation (1.9a) que Vj+1

doit être plus riche, en termes de capacité d'expression, que Vj , sans que ceci im-
plique que le second soit un sous-ensemble du premier. C'est notre seconde hypo-
thèse (1.9b) qui l'impose. Cela signi�e aussi que φ ∈ V1, et donc, en utilisant les
propriétés en termes d'échelle et d'invariance par translation de notre famille, que :

φ(t) = 2
∑

k∈Z

m0[k]φ(2t− k). (1.10)

Nous avons donc ici l'apparition de notre �ltre m0.
� La troisième hypothèse est indiquée simplement pour la clarté, dans la mesure où

le seul signal de L2(R) quand la résolution diminue, est le signal nul, quelle que
soit la forme de φ. La dernière hypothèse est valide dès que φ̂ s'annule en 0.

Il est naturel de souhaiter exprimer la di�érence entre deux espaces successifs Vj et
Vj+1. Nous contruisons pour ceci un nouvel espace de Riesz W0 tel que :

V0 ⊕W0 = V1. (1.11)

Nous pouvons contruire W0 comme l'espace engendré par les translatés d'une fonction ψ
(qui deviendra notre ondelette) :

W0 =

{
t 7→

∑

k∈Z

dkψ(t− k) : dk ∈ Z

}
. (1.12)

Cela impose que la fonction ψ soit dans l'espace V1 et donc que :

ψ(t) =
∑

k∈Z

m1[k]φ(2t− k), (1.13)

ce qui amène le second �ltre discret m1.
Si nous passons dans le domaine fréquentiel pour transformer les convolutions en pro-

duits, nous �nissons par obtenir exactement les équations (1.8a) et (1.8b).
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1.1.5.2. Bases d'ondelettes
L'équation (1.11) peut être transposée à une échelle j quelconque :

Vj ⊕Wj = Vj+1, (1.14)
ce qui nous donne par itération :

Vj ⊕Wj ⊕ · · · ⊕Wj′−1 = Wj′ si j < j′. (1.15)
Si nous faisons tendre j′ vers +∞ (et respectivement j vers −∞), nous obtenons les deux
décompositions :

L2(R) = Vj ⊕
+∞⊕

j′=j

Wj′ ∀j ∈ Z (1.16)

L2(R) =
+∞⊕

j=−∞
Wj (1.17)

Si nous e�ectuons l'union des bases de chacun des espaces de Riesz dans ces sommes
directes, nous arrivons à plusieurs bases d'ondelettes :

Bj = {φjk : k ∈ Z} ∪ {ψj′k : j′ ≥ j, k ∈ Z} (1.18)
B = {ψjk : j ∈ Z, k ∈ Z} (1.19)

1.1.5.3. La transformée en ondelettes
Cette transformée est utilisée pour les signaux échantillonnés. Pour un échantillonnage

uniforme, le signal est souvent décrit alors par :

f = 2j/2
∑

k∈Z

f [k/2j ]φjk

où l'échantillon f [k/2j ] est estimé par :
f [k/2j ] ' f(k/2j).

Nous avons ici la représentation de f sur notre base de Vj . La transformée en ondelettes
consiste à obtenir son expression sur la base correspondant à la somme directe suivante :

VL ⊕WL ⊕ · · · ⊕Wj−1 L < j.

Cette transformation est récursive et consiste à remplacer, à chaque étape, la représen-
tation d'un Vj′ donné par la représentation sur Vj′−1 ⊕Wj′−1. Nous obtenons donc ainsi
successivement des décompositions adaptées à chacune des sommes directes :

Vj−1 ⊕Wj−1

Vj−2 ⊕Wj−2 ⊕Wj−1

...
VL ⊕WL ⊕WL+1 ⊕ · · · ⊕Wj−1.
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1.1.5.4. Filtres duaux, ondelettes duales
L'étape fondamentale dans notre transformée en ondelettes est le changement de base :

Vj+1 → Vj ⊕Wj .

Ceci correspond à la mise en correspondance suivante :

`2(Z)→ `2(Z)× `2(Z)
(aj+1,k)k∈Z 7→ [(ajk)k∈Z, (djk)k∈Z].

Si on note Aj et Dj les fonctions 2π�périodiques dont les coe�cients sont les suites
discrètes k 7→ ajk et k 7→ djk :

Aj(ω) =
∑

k∈Z

ajke
−ikω

Dj(ω) =
∑

k∈Z

djke
−ikω

l'itération de base s'écrit comme l'application d'une matrice de transfert :
[
Aj(2ω)
Dj(2ω)

]
=

[
m̂0(ω) m̂0(ω + π)
m̂1(ω) m̂1(ω + π)

] [
Aj+1(ω)

Aj+1(ω + π)

]
(1.20)

Une condition nécessaire pour que cette transformation soit inversible est donc que la
matrice de transfert

T (ω) =
[
m̂0(ω) m̂0(ω + π)
m̂1(ω) m̂1(ω + π)

]

soit bornée sur [0, 2π] et d'inverse borné sur [0, 2π]. Dans ce cas, on appelle matrice de
transfert duale la matrice T̃ (ω) = T (ω)−1. Il existe deux autres fonctions 2π�périodiques
˜̂m0 et ˜̂m1 telles que T̃ (ω) s'écrive :

T̃ (ω) =
[ ̂̃m0(ω) ̂̃m0(ω + π)

̂̃m1(ω) ̂̃m1(ω + π)

]

Ces �ltres dé�nissent les ondelettes duales φ̃ et ψ̃ par des relations identiques à (1.8a) et
(1.8b) :

̂̃
φ(ω) =

+∞∏

k=1

̂̃m0

( ω
2k

)
(1.21a)

̂̃
ψ(ω) = ̂̃m1

(ω
2

) ̂̃
φ

(ω
2

)
(1.21b)

Les fonctions φ̃ et ψ̃ sont donc des ondelettes duales dans le sens où pour tout j, on a
les formules de décomposition sur L2(R) :

f =
∑

k∈Z

〈
f, φ̃jk

〉
φjk +

∑

j′≥j,k∈Z

〈
f, ψ̃j′k

〉
ψj′k (1.22)
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pour tous j ∈ Z et f ∈ `2(Z), et en faisant tendre j vers −∞ la formule de décomposition
homogène :

f =
∑

j,k∈Z

〈
f, ψ̃jk

〉
ψjk (1.23)

1.1.6. L'algorithme de la transformée en ondelettes rapide
Les coe�cients des �ltres m0, m1 et des �ltres duaux m̃0 et m̃1 interviennent dans le

calcul des changements de base

{φjk : k ∈ Z} ∪ {ψjk : k ∈ Z} ↔ {φj+1,k : k ∈ Z}

avec les formules suivantes :
� dans le sens de transformation dit � direct � (forward wavelet transform), on a

ajk = 2
∑

l∈Z

m̃0[k]aj+1,2l−k

djk = 2
∑

l∈Z

m̃1[k]aj+1,2l−k

� et dans le sens de transformation inverse (inverse wavelet transform), on obtient

aj+1,k =
1
2

∑

l∈Z

m0[2l − k]ajl +m1[2l − k]djl

Des schémas de transformation directe et de transformation inverse sont représentés
sur la �gure 1.3 entre les échelles j = 0 et j = −3.

Pour un nombre �ni N d'échantillons, une transformation en ondelettes (jusqu'à n'im-
porte quelle profondeur autorisée par la taille de l'échantillon) prend moins de A × N
opérations, où la constante A dépend naturellement de la taille des �ltres. Ceci est en
théorie meilleur qu'une transformée de Fourier rapide qui prend de l'ordre de N logN
opérations.

1.1.7. Les ondelettes orthogonales
Les ondelettes orthogonales sont des ondelettes ψ telles que la famille

(
t 7→ 2j/2ψ(2jt−

k)
)
j,k∈Z

soit une base orthogonale de L2(R). C'est le cas dès que φ = φ̃ et ψ = ψ̃, ce qui
équivaut à écrire que la matrice de transfert et la matrice de transfert duale sont égales,
soit encore que la matrice de transfert est unitaire pour tout ω. Ceci se traduit par la
contrainte sur les �ltres m0 et m1 par :

|m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 = 1 ∀ω
m0(ω)m1(ω) + m0(ω + π)m1(ω + π) = 0 ∀ω
|m1(ω)|2 + |m1(ω + π)|2 = 1 ∀ω
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a0,k a−3,km̃0

m̃1

2 ↓ 1

2 ↓ 1

m̃0

m̃1

2 ↓ 1

2 ↓ 1

m̃0

m̃1

2 ↓ 1

2 ↓ 1

d−1,k d−2,k d−3,k

(a) Transformée directe

a0,ka−3,k m0

m1

1 ↑ 2

1 ↑ 2

+m0

m1

1 ↑ 2

1 ↑ 2

+m0

m1

1 ↑ 2

1 ↑ 2

+

d−1,kd−2,kd−3,k

(b) Transformée inverse

Fig. 1.3.: Transformées en ondelettes rapides. Les cercles grisés désignent les compo-
santes d'entrée, tandis que les cercles blancs désignent les composantes de
sortie.
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Dans ce cas, les �ltres m0 et m1 sont appelés �ltres miroirs en quadrature, selon la
terminologie d'Esteban et Galand reprise par Adelson et Simoncelli. De plus les sommes
directes qui apparaissent dans les équations (1.24) sont toutes orthogonales. En pratique
le choix des �ltres se réduit au seul choix de m0, car alors un choix pour m1 s'impose :

m1(ω) = eiωm0(ω + π)

Historiquement, les premières ondelettes qui ont été mises au point sont les ondelettes
orthogonales (Meyer, Mallat), si bien que des familles d'ondelettes non orthogonales ont
reçu l'appellation d'ondelettes biorthogonales. Le pré�xe � bi � est censé rappeler que
deux bases d'ondelettes sont utilisées, une pour l'analyse (la base duale) et une pour la
reconstruction. Une étude systématique des ondelettes biorthogonales a été menée par
Cohen, Daubechies et al.

Il existe un certain nombre de familles d'ondelettes orthogonales couramment utilisées.
Les plus connues sont sans doute les ondelettes de Daubechies. Ces ondelettes résultent de
compromis optimaux entre deux critères contradictoires : le nombre de moments nuls des
ondelettes et la taille de leur support (ces deux critères contradictoires rappellent, dans
une certaine mesure, l'inégalité de Heisenberg). Il existe d'autres familles d'ondelettes
orthogonales, comme les coi�ets, du nom de Ronald Coifman, ou les symmlets qui sont
des ondelettes presque symétriques.

Les bases d'ondelettes orthonormées ont un avantage théorique considérable dans les
problèmes de compression ou de débruitage : la métrique d'erreur utilisée est en général
la métrique L2, et celle-ci s'exprime très simplement avec les coe�cients d'une décom-
position dans une base orthonormale. Dans le cas du débruitage, il se trouve également
qu'un bruit blanc gaussien a une décomposition également très simple dans une base
orthonormale : les coe�cients sont alors également des variables gaussiennes indépen-
dantes centrées et de même variance. En pratique cependant, les ondelettes orthogonales
ne présentent pas la même �exibilité que les ondelettes biorthogonales.

1.1.8. Décroissance des coe�cients et régularité
Il est désirable que les développements partiels d'une fonction convergent le plus vite

possible vers la fonction originale. En d'autres termes, nous souhaitons que les coe�cients
du développement tendent rapidement vers 0 quand j → +∞. En fait, cette décroissance
est liée au nombre de moments nuls de l'ondelette duale et à la régularité de la fonction.

Nous disons que ψ̃ possède p moments nuls si
∫

R
ψ̃(t)tkdt = 0 ∀k ∈ {0, . . . , p− 1}.

Ceci est équivalent à supposer que la transformée de Fourier de ψ̃ possède un zéro d'ordre
p en ω = 0, ou encore à supposer que ψ est orthogonale à tout polynôme de degré inférieur
à p.

Il est possible de montrer que si f est p fois di�érentiable avec une dérivée bornée
d'ordre p sur un intervalle I, alors ses coe�cients d'ondelettes décroissent en 2−j(p+1/2)
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sur I, c'est-à-dire qu'il existe un réel M tel que :

|〈ψ̃jk, f〉| ≤M2−j(p+1/2) si supp ψ̃jk ⊂ I.

Il y a donc un lien étroit entre la régularité locale de la fonction et la décroissance des
coe�cients d'ondelettes. Une assertion quasi-inverse est aussi vraie : si la décroissance
des coe�cients est de la forme |〈ψ̃jk, f〉| ≤M2−j(p+1/2) et si ψ est p-Lipschitzienne, alors
f est r-Lipschitzienne pour tout r < p.

1.2. Le schéma de lifting
La présentation faite jusqu'à présent de la construction des ondelettes s'appuie essen-

tiellement sur une approche fréquentielle utilisant la transformée de Fourier. Ces dernières
années, Sweldens et Daubechies [49] ont proposé une nouvelle méthode de construction
qui fait appel à des considérations purement spatiales : le schéma de lifting. Ce schéma
permet d'obtenir simplement des ondelettes dites de �seconde génération�, dans le sens
qu'elles possèdent des propriétés que n'ont pas les ondelettes issues des dilatations et
translations d'une ondelette-mère. Par exemple, il est possible de créer des ondelettes qui
sont tout à fait adaptées à des grilles �nies ou à des grilles irrégulières. D'autre part, le
schéma de lifting permet de fabriquer des ondelettes non-linéaires.

1.2.1. Principe général
Soit un signal réel x = (xk)k∈Z. Nous séparons nos échantillons en échantillons pairs

(x2k)k∈Z et impairs (x2k+1)k∈Z : ils forment ainsi 2 nouveaux signaux, respectivement xe

et xo. Un étage de transformation en ondelettes consiste à passer d'un signal donné à deux
signaux deux fois plus petits, l'un, h, d'énergie beaucoup plus faible (détails), l'autre,
` étant une représentation approximative du signal initial, en utilisant la corrélation
contenue dans celui-ci. Ici, nous pouvons utiliser l'information contenue dans xe pour
prédire xo de manière approximative, et donc remplacer xo par la di�érence entre notre
prédiction et le véritable signal. Soit P notre fonction de prédiction. Nous prenons alors :

h = xo − P (xe) (1.25a)

Il est clair qu'étant donné xe et h, il est possible d'obtenir exactement xo :

xo = h + P (xe) (1.25b)

Dans les endroits pour lesquels P aura bien prédit xo,k, hk sera faible. h a donc toutes
les chances d'avoir une entropie nettement plus faible que xo si P a été correctement
choisi.

La transformation qui nous donne (xe,h) à partir de (xe,xo) nous a permis de dimi-
nuer l'entropie. Néanmoins, si nous observons ce qui se passe dans le domaine fréquentiel,
nous pouvons constater qu'il y a un fort risque d'aliasage, puisque nous n'avons fait que
sous-échantillonner notre autre composante, sans lui appliquer de �ltre passe-bas. En
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particulier, il serait souhaitable que notre signal approximé ait la même moyenne locale
(à un facteur près) que le signal original. Pour ce faire, le signal xe est transformé (�mis
à jour�) à l'aide de h :

` = xe + U(h) (1.26a)

Là encore, la transformation est inversible par :

xe = `− U(h) (1.26b)

Nous avons donc dé�ni une transformation complètement inversible possédant des
caractéristiques similaires à une transformation en ondelettes. Nous pouvons représenter
cette transformation à l'aide des blocs-diagrammes (1.4), qui montrent bien l'inversibilité
triviale de la transformation.

(x)

(x2k)

(x2k+1)

UP

−

+ (`k)

(hk)

(a) Transformation directe

(`k)

(hk)

−

PU

+

(x2k)

(x2k+1)

(xk)

(b) Transformation inverse

Fig. 1.4.: Schéma de principe du lifting.

Daubechies et Sweldens [12] ont montré qu'en réalité, toute transformation en onde-
lettes linéaire à support compact peut être exprimée sous forme factorisée comme une
alternance de prédictions, de mises à jour et de changements d'échelle. Leur démonstra-
tion part de l'équation (1.20), et montre que la matrice de transfert peut s'écrire sous la
forme :

T = GL1U1 · · ·LnUn, (1.27)

où les matrices (Li)1≤i≤n (resp. (Ui)1≤i≤n) sont des matrices triangulaires inférieures
(resp. supérieures) de diagonale unitaire, et où G est une matrice diagonale. Or une
matrice de transfert triangulaire de diagonale unitaire correspond exactement à ce que
font les opérations de prédiction et de mise à jour : l'addition d'une fonction d'une des
composantes (fonctions linéaires ici) à l'autre.

On peut donc espérer construire une vaste gamme de schémas de transformation avec
des opérateurs de prédiction et de mise à jour non-linéaires et qui soient inversibles par
construction.

1.2.2. Exemples linéaires
Donnons quelques exemples d'opérateurs de prédiction et de mise à jour simples, qui

nous permettront d'obtenir des ondelettes connues.
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1.2.2.1. Ondelettes de Haar

Une des prédictions les plus simples que l'on puisse e�ectuer - il est possible de ne rien
prédire du tout, ce qui nous mène à la transformation polyphase, mais ceci n'a qu'un
intérêt purement théorique - est de prendre comme prédiction de xo,k l'échantillon voisin
xe,k. On a alors :

hk = x2k+1 − x2k (1.28a)

Pour la mise à jour, il est souhaitable, comme signalé précédemment, de maintenir la
moyenne constante sur le signal à un facteur près. De plus, il est possible de conserver
une certaine ressemblance entre l'étape de prédiction et celle de mise à jour, en ne faisant
intervenir qu'un des voisins du point à mettre à jour.

Cela nous mène à :
`k = x2k +

1
2
hk (1.28b)

On véri�e aisément que

hk = x2k+1 − x2k (1.29a)

`k =
1
2
(x2k + x2k+1) (1.29b)

Cela correspond, à la normalisation de d près, à la transformée par ondelettes de Haar.

1.2.2.2. Ondelettes biorthogonales 5/3

Il est possible de reprendre l'exemple précédent avec une interpolation à un ordre plus
élevé. Avec une interpolation d'ordre 1 par exemple, on a

hk = x2k+1 − 1
2
(x2k + x2(k+1)) (1.30a)

Pour faire la mise à jour en se servant des deux voisins là aussi, cela impose de prendre

`k = x2k +
1
4
(hk + hk+1) (1.30b)

Là encore, cela équivaut à faire

hk = x2k+1 − 1
2
(x2k + x2(k+1)) (1.31a)

`k =
3
4
x2k +

1
4
(x2k−1 + x2k+1)− 1

8
(x2k−2 + x2k+2) (1.31b)

Ce qui correspond aux ondelettes bi-orthogonales 5/3.
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1.2.2.3. Ondelettes bi-orthogonales 7/9
Il est aussi possible de recomposer les ondelettes bi�orthogonales 7/9, à l'aide des

résultats de [12].

yk = x2k+1 − α(x2k + x2(k+1)) α ' −1.58613

zk = x2k + β(x2(k−1)+1 + x2k+1) β ' −0.05298

h′k = yk − γ(zk + zk+1) γ ' 0.88291
`′k = zk + δ(yk−1 + yk) δ ' 0.44351
hk = ηh′k η ' 1.14960

`k =
1
η
`′k

Cependant, le résultat devient moins compréhensible, dans la mesure où il faut alterner
2 fois pas de prédiction et pas de mise à jour.

(xk)

(x2k)

(x2k+1)

UP UP

−

+

−

+ (`k)

(hk)

Fig. 1.5.: Schéma de principe du lifting correspondant aux ondelettes biorthogonales 7/9

L'exemple de ces ondelettes illustre les limites du procédé de factorisation et de la
conception d'ondelettes linéaires à l'aide du schéma de lifting. En e�et, si un schéma de
lifting à deux étages reste compréhensible (annulation directe du signal de détail, puis
réduction de l'aliasage), il le devient beaucoup moins dès que des étages supplémentaires
lui sont adjoints. Les signaux intermédiaires y et z ne possèdent pas toujours de propriétés
particulières facilement exprimables : chacun des groupes prédiction/mise�à�jour n'a plus
de fonction précise pris individuellement, seule leur combinaison en a une.

1.2.3. Intérêts du schéma de lifting
Nous avons déjà cité quelques-uns des béné�ces à utiliser le schéma de lifting. Il est

également possible d'en noter d'autres, et non des moindres.

1.2.3.1. Calcul plus rapide
Un des avantages au point de vue de l'implantation du schéma de lifting est la possibilité

de réaliser tous les calculs en place, c'est-à-dire en utilisant seulement l'espace déjà utilisé
pour stocker les données. En e�et, les coe�cients de détail sont stockés directement à la
place des coe�cients impairs, sans qu'il y ait un quelconque besoin d'allouer une mémoire
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intermédiaire, dans la mesure où les calculs pour un coe�cient de détail ne font intervenir
aucun des autres coe�cients impairs que celui dont il prend la place. Le raisonnement
est le même lors d'une étape de mise à jour, pour les coe�cients pairs.

D'autre part, Daubechies et Sweldens [12] ont montré que la complexité de l'algorithme
du schéma de lifting était au pire égale à celle des algorithmes classiques de calcul de
transformation par ondelettes. Si le temps est parfois comparable, on peut aussi espé-
rer, dans le cas d'ondelettes un peu complexes, un gain de 50% en terme de nombre
d'opérations.

Ces deux éléments contribuent à rendre le lifting intéressant comme schéma d'implan-
tation pour son e�cacité, et pas simplement pour la possibilité qu'il o�re en terme de
conception.

1.2.3.2. Visualisation de l'impact spatial
Avec le schéma de lifting, il est très aisé de visualiser l'impact spatial des opérations

e�ectuées. Contrairement au design des ondelettes, il n'y a jamais besoin de passer par
la transformée de Fourier pour déterminer les �ltres duaux. Lors du design de �ltres
adaptatifs, le lifting permet de savoir comment l'adaptativité va modi�er localement
le signal, et, en fonction de ce que l'on aura fait à la première étape, d'adapter en
conséquence localement la seconde étape, même si cela ne reste pas toujours simple.

1.2.4. Conception d'ondelettes non-linéaires
Une des principales motivations pour créer ces ondelettes de seconde génération est,

comme nous l'avons signalé auparavant, soit de pouvoir nous adapter à des contraintes
particulières, en terme d'espace de départ, ou d'espace d'arrivée - c'est le cas des onde-
lettes entières ou des ondelettes sur un intervalle - soit d'obtenir des ondelettes fonda-
mentalement non-linéaires, dans la conception même des opérateurs de mise à jour et de
prédiction - comme nous le verrons avec les exemples des ondelettes morphologiques, et
des ondelettes update-�rst proposées par Claypoole et Baranuik.

1.2.4.1. Ondelettes entières
Une des di�cultés des ondelettes est la di�culté d'en créer qui puissent conserver la

nature entière des données, en particulier en vue de la compression sans perte. Com-
ment nous assurer de l'aspect inversible de telles ondelettes ? Le lifting nous propose une
solution toute simple, en utilisant la partie entière (cf. [7]). Dé�nissons

hk = x2k+1 − b12(x2k + x2(k+1))c (1.32a)

`k = x2k + b1
4
(hk + hk+1)c (1.32b)

Comme nous l'avons dèjà signalé, par la nature même du schéma de lifting, la tranfor-
mation proposée est inversible. Nous avons de plus la garantie que nous restons toujours
sur des valeurs entières. Bien évidemment, plus le schéma aura d'étapes, plus le résultat
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sera une approximation : si l'on utilise le schéma en 4 pas des ondelettes 9/7, l'opération
de partie entière aura été utilisée 4 fois.

1.2.4.2. Ondelettes sur un intervalle
Le lifting, de par sa formulation spatiale, permet de gérer très facilement les problèmes

de bords qui se posent dès que l'on travaille sur un intervalle �ni. Par exemple, si x2k+1

est le dernier échantillon de l'intervalle, et que les échantillons sont habituellement prédits
linéairement, on peut choisir

� soit de symétriser l'intervalle. Dans ce cas, x2(k+2) = x2k et la prédiction de x2k+1

devient :
P (x2k+1) =

x2k + x2k

2
= x2k,

� soit de continuer l'interpolation linéaire, toujours à partir des plus proches voisins
dans l'ensemble des échantillons pairs, et alors de choisir comme prédiction de
x2k+1 :

P (x2k+1) = x2k +
x2k − x2(k−1)

2
.

En fonction de la prédiction choisie, il est aussi plus simple de réaliser la construction
d'étapes de mise à jour qui permettent au signal approximé de véri�er certaines propriétés
(par exemple, maintien de la moyenne du signal, de son énergie, etc.)

En allant plus loin, il est aussi aisé de dé�nir des ondelettes existant sur une grille
quelconque (�any-shape wavelets�). À chaque échelle est associé un sous-ensemble de
points de la grille Gi, tel que

i ≤ j ⇒ Gi ⊂ Gj
Nous obtenons alors l'équivalent de nos points pairs (Gi) et impairs (Gi+1 \ Gi). La
disposition des points de la grille permet ensuite de dé�nir des prédicteurs adéquats, puis
les fonctions de mise à jour associées pour la réduction de l'aliasage.

1.2.4.3. Ondelettes morphologiques
Ondelettes 2D et grilles en quinconce Dans le cas linéaire, le passage des ondelettes
1D aux ondelettes 2D se fait à l'aide du produit tensoriel. On utilise la fonction d'échelle
φ et l'ondelette-mère 1D ψ pour dé�nir en 2D :

φ`` = φ⊗ φ (1.33)
ψ`h = φ⊗ ψ (1.34)
ψh` = ψ ⊗ φ (1.35)
ψhh = ψ ⊗ ψ. (1.36)

φ`` est notre nouvelle fonction d'échelle, et ψ`h, ψh` et ψhh forment un ensemble de 3
ondelettes-mères, capturant 3 types de détails di�érents, comme le montre le spectre de
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chacune (�gure 1.6). Ceci est possible dans la mesure où, puisque nous sommes dans le
cas linéaire, si ma et mb sont deux �ltres de convolutions alors :

(f ∗ma) ∗mb = (f ∗mb) ∗ma = f ∗ (ma ∗mb).

Cette équation montre bien que l'ordre du �ltrage, vertical puis horizontal ou bien
horizontal puis vertical, n'a pas d'importance dans le cas des ondelettes linéaires.

(a) dψh` (b) dψ`h (c) dψhh

Fig. 1.6.: Spectre des ondelettes 2D classiques

Puisque P et U peuvent être de nature absolument quelconque, certains ont imaginé
utiliser pour ceux-ci des opérateurs morphologiques. Nous sortons ici fortement du cadre
linéaire. Dans le contexte de l'utilisation d'opérateurs non-linéaires, alterner �ltrage ver-
tical et �ltrage horizontal n'est plus équivalent à faire d'abord le �ltrage horizontal puis
ensuite le �ltrage vertical : les ondelettes que nous créons en appliquant le �ltrage dans
une direction puis une autre ne sont plus séparables. Si dans le cas des ondelettes entières,
la di�érence reste faible1, ce n'est pas nécessairement le cas lors de l'utilisation d'opé-
rations morphologiques. D'autre part, la nature même des opérateurs morphologiques
pousse à dé�nir un cadre propre au travail à deux dimensions.

Les mathématiciens qui ont travaillé sur les multi-résolutions morphologiques utilisent
donc des grilles en quinconce : plutôt que de séparer les points de l'image en deux en-
sembles, ceux d'abscisses paires et ceux d'abscisses impaires, puis d'e�ectuer un redécou-
page entre ceux d'ordonnées paires et ceux d'ordonnées impaires, on sépare ici les points
entre ceux dont la somme entre l'abscisse et l'ordonnée est paire, et ceux pour lesquels
cette somme est impaire :

xe = (xi,j)i,j∈Z,i+j≡0 mod 2 (1.37)
xo = (xi,j)i,j∈Z,i+j≡1 mod 2, (1.38)

comme le montre la �gure 1.7. Les coe�cients d'un même groupe sont alors placés en
quinconce les uns par rapport aux autres. À l'échelle j−2, on revient à la grille habituelle
(celle qui correspondrait à l'échelle j − 1 dans le cas du produit tensoriel). Au lieu de
réduire le nombre d'échantillons par 4, le procédé réduit entre chaque échelle le nombre
d'échantillons par 2. La �gure 1.8 montre comment représenter de façon compacte les
images à ces nouvelles échelles intermédiaires.
1il est possible de montrer que l'erreur commise en utilisant l'ondelette entière plutôt que l'ondelette
linéaire à partir de laquelle elle a été construite est bornée.
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Dès lors, chaque passage d'une échelle à une autre est complètement fait en 2 dimen-
sions. Cela prend tout son sens dans le cadre de l'utilisation d'opérateurs morpholo-
giques : on utilise alors les 4 points voisins ensemble, soit l'ensemble du voisinage utilisé
habituellement, au lieu d'en utiliser 2 dans une direction, et 2 dans une autre.

(a) j = 0 (b) j = −1 (c) j = −2 (d) j = −3 (e) j = −4

Fig. 1.7.: Grilles en quinconce : échantillons de l'image à chaque échelle j. En noir les
�pairs�, en gris les �impairs�.
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Fig. 1.8.: Grilles en quinconce : représentation compacte de l'image à chaque échelle j.
Chaque changement d'échelle divise par 2 le nombre de points de l'image.

Ondelettes médianes Il est par exemple imaginable de prendre comme opération de
prédiction et de mise à jour la médiane sur un voisinage du point à considérer, plutôt
qu'une moyenne, ou une interpolation polynômiale. On obtient alors, par exemple :

hi,j = xi,j −med(xi−1,j , xi+1,j , xi,j−1, xi,j+1) si i+ j ≡ 1 mod 2 (1.39a)

`i,j = xi,j +
1
2

med(hi−1,j , hi+1,j , hi,j−1, hi,j+1) si i+ j ≡ 0 mod 2 (1.39b)

Ondelettes max Dans leur article [20], Heijmans et Goutsias proposent aussi, comme
opérateur à utiliser, le maximum. Cela permet de conserver le plus possible les maxima
du signal.

hi,j = xi,j −max(xi−1,j , xi+1,j , xi,j−1, xi,j+1) si i+ j ≡ 1 mod 2 (1.40a)
`i,j = xi,j + max(hi−1,j , hi+1,j , hi,j−1, hi,j+1) si i+ j ≡ 0 mod 2 (1.40b)
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Ondelettes cisl Un autre exemple d'opérateur pouvant être utilisé a�n de dé�nir des
ondelettes morphologiques est l'in�mum sur le semi-treillis-inf complet (complete inf-
semi-lattice), comme le proposent Abhayaratne et Heijmans [1]. En dé�nissant ¹ par :

s ¹ t ⇐⇒ 0 ≤ s ≤ t ou t ≤ s ≤ 0 ∀s, t ∈ R, (1.41)

nous obtenons un tel semi-treillis. On montre entre autres, dans le cas des ensembles �nis
K, que :

fK = med(0,minK,maxK).

L'ondelette est alors dé�nie par :

hi,j = xi,j −f{xi−1,j , xi+1,j , xi,j−1, xi,j+1} si i+ j ≡ 1 mod 2 (1.42a)

`i,j = xi,j +
1
2

f {hi−1,j , hi+1,j , hi,j−1, hi,j+1} si i+ j ≡ 0 mod 2 (1.42b)

L'intérêt de cet opérateur réside dans son auto-dualité. En e�et, les valeurs élevées sont
traitées de la même facon que les valeurs faibles disposées symétriquement sur l'intervalle
des valeurs possibles. En d'autres termes, cet opérateur ne favorise ni le clair ni le sombre,
contrairement à l'érosion et à la dilatation classiques, qui favorisent le sombre et le clair
respectivement.

1.2.4.4. Ondelettes adaptatives �update-�rst�
Un des inconvénients des ondelettes linéaires est leur incapacité à s'adapter à la régula-

rité des données. En e�et, dans les zones où le signal est très régulier, nous souhaiterions
utiliser des ondelettes d'ordre élevé, tandis que dans les régions où il est irrégulier, nous
préfèrerions utiliser des ondelettes d'ordre plus bas.

Cela permettrait que le support des ondelettes ne franchisse pas les sauts de la fonction,
et donc que seul le véritable détail soit attrapé par les ondelettes. Dans le sens de la
reconstruction du signal, cela diminuerait les e�ets de Gibbs dans le cas où l'on interpole
sans signal de détail. Dans une telle perspective, Claypoole et Baraniuk [11] ont dé�ni
des ondelettes adaptatives, c'est-à-dire ici dont l'opération de prédiction s'ajuste à la
régularité des données, ou, plus particulièrement, à la présence d'un bord.

Si l'on est en mesure de détecter la présence d'un bord dans les échantillons qui sont
utilisés pour la prédiction, il ne faut pas se servir des échantillons qui sont disposés
de l'autre côté du bord par rapport à l'échantillon que l'on veut prédire. En pratique,
cela signi�e que plus on se rapproche du bord, plus on diminue le nombre d'échantillons
servant à prédire, et donc, l'ordre de la prédiction. L'idée initiale serait d'écrire :

h = xo − Padap(xe) (1.43a)
` = xe + U(h) (1.43b)

où Padap(xe)(n) =
∑

xe(k)Fn(n − k), l'ordre de Fn dépendant de la régularité de (xe)
en n.

Réaliser ceci dans le cadre classique pas de prédiction puis pas de mise à jour est
faisable, mais cela présente au moins deux inconvénients :
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Fig. 1.9.: Schéma de principe du lifting, avec étape de prédiction non-linéaire.

� il est di�cile de connaître les propriétés de l'étape de mise à jour qui suit la pré-
diction. En e�et, la construction d'opérateurs de mise à jour respectant un jeu de
contraintes donné dépend de la connaissance des caractéristiques de chacun des
signaux h et xe par rapport au signal d'origine. Dans le cas où il y a une incerti-
tude sur la nature de l'opérateur de prédiction, cette connaissance est à peu près
impossible et la construction d'opérateurs de mise à jour adéquats di�cile.

� l'autre problème est lié à la stabilité de la reconstruction dans le cas d'une com-
pression avec perte de données entre l'analyse et la synthèse.
En supposant qu'une partie des données vient d'être sacri�ée sur l'autel de la
réduction de leur entropie par le couperet de la quanti�cation, l'étape de prédiction
dans la reconstruction ne s'appuie pas sur les coe�cients corrects, mais sur des
coe�cients modi�és par la quanti�cation. Comme la décision du type de prédiction
qui s'appuie sur ces données est discrète (un �ltre ou l'autre) ou, pour reformuler,
discontinue, cela signi�e que, pour certains signaux, une quanti�cation d'un pas
arbitrairement �n (avec un signal quanti�é x̃e arbitrairement proche de l'original
xe) engendrera une distorsion qui, elle, ne sera pas arbitrairement �ne ; nous n'avons
pas a priori :

|Padap(x̃e)− Padap(xe)|9 0.

La solution généralement adoptée dans ce type de problème est de recourir à la
synchronisation, c'est-à-dire d'utiliser les valeurs disponibles au décodeur pour ef-
fectuer notre décision. Mais ceci n'est pas applicable pour l'instant, puisque les
valeurs dépendent de l'étape de mise à jour, et donc du choix même des �ltres de
prédiction.

La solution proposée par Claypoole et Baraniuk est d'e�ectuer d'abord l'étape de mise
à jour, et seulement ensuite l'étape de prédiction (1.10).

Le premier problème est résolu d'o�ce, si ce n'est qu'il demande une remise à l'échelle
des coe�cients, par exemple dans le cas du maintien de la moyenne. Pour le second,
le déplacement de l'étape de prédiction juste avant l'étape de quanti�cation permet de
mettre en place le système de synchronisation, et donc de garantir une certaine stabilité
des données par rapport à la dureté de la quanti�cation.

Malheureusement, les schémas avec la mise à jour en premier présentent d'autres limi-
tations. La non-linéarité introduite ne s'adapte correctement qu'aux schémas de lifting à
deux échelles : si nous souhaitons introduire de l'adaptativité dans un schéma à plus de
deux échelles, nous nous heurtons au problème de la compréhension du sens de celles-ci.
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Fig. 1.10.: Schéma de principe du lifting, avec étape de mise à jour en premier, puis avec
une étape de prédiction non-linéaire.

1.3. Conclusion
L'analyse par ondelettes linéaires et son extension via le schéma de lifting sont des

outils puissants dans le cadre du traitement d'image. Le schéma de lifting est en par-
ticulier extrêmement prometteur de par sa complexité faible, sa capacité à générer des
transformations adaptatives prenant en compte la structure du signal. En�n, la garantie
d'inversibilité de la transformation, indépendamment de la nature des opérateurs de pré-
diction et de mise à jour utilisés, explique, elle aussi, l'e�ervescence des recherches dans
ce domaine. Il existe en particulier d'autres tentatives d'introduire des éléments d'adap-
tivité dans le schéma de lifting, utilisant des systèmes plus complexes, comme dans le cas
des travaux de Piella et Heijmans [37], ou bien d'utiliser des données annexes du signal
(par exemple le mouvement dans le cadre de la vidéo).



Chapitre 2.
L'estimation du mouvement

Lors de la prise de vue d'une scène, l'étude du déplacement des objets qui la composent
est un atout pour nombre d'applications. En robotique, cela permet de déterminer et
souvent donc de prévoir l'évolution de la position des objets avec lesquels l'interaction
est possible. En compression vidéo, cela permet de comprendre le mieux possible où se
trouve la redondance temporelle de la séquence et de savoir décrire une image à l'aide des
images environnant celle qui nous intéresse. En�n, les opérations de traitement d'image
peuvent utiliser cette information à des �ns diverses : segmentation, �ltrage, etc.

Trois éléments sont nécessaires en pratique pour mesurer le mouvement. Tout d'abord,
il faut un modèle de mouvement : ce modèle peut être déduit d'un modèle de mouve-
ment des objets en 3 dimensions joint à un modèle de projection sur la caméra, ou bien
déterminé plus arbitrairement en fonction des contraintes de représentation. Ensuite, il
est nécessaire de choisir un critère à minimiser a�n d'évaluer les qualités respectives des
di�érentes valeurs possibles des paramètres du modèle. En�n, le choix d'un algorithme
de recherche est crucial dans l'obtention d'un équilibre entre la complexité du calcul et
la qualité de la minimisation du critère.

Il existe donc plusieurs grandes familles de méthodes pour la mesure du mouvement,
selon les di�érents choix e�ectués. Nous en présentons ici quelques-unes, après avoir
formulé plus complètement le problème et donné l'équation du �ot optique.

2.1. L'équation du �ot optique
Nous considérons une séquence d'images comme une fonction réelle I(t,x) du temps

t et de l'espace à deux dimensions x = (x1, x2). La plupart des modèles développent
leur théorie en supposant que les t et x sont continus, de même que I, puis discré-
tisent ensuite leurs équations. Chaque image est généralement le résultat de la projection
d'objets réels sur le plan de l'image dont il est donc possible de suivre la trajectoire : si(
X1(t), X2(t), X3(t)

)
est un point réel de la scène, il se projette en un point (x1(t), x2(t)).

Le �ot optique à un point et un temps donnés est dé�ni comme la vitesse de ce point :

v =
dx(t)
dt

(2.1)

Nous pouvons suivre un point x(t) qui se déplace le long du champ de mouvement.
L'intensité lumineuse de ce point de l'objet à chaque instant est I(t,x(t)). La variation
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de cette intensité au cours du temps peut s'exprimer de la manière suivante :

d

dt
I(t,x(t)) =

∂I

∂t
+ v · ∇I (2.2)

La plupart des méthodes font l'hypothèse de l'illumination constante : la luminance
d'un objet est constante au cours du temps, ce qui se traduit simplement par l'équation
suivante :

d

dt
I(t,x(t)) = 0 (2.3)

Les équations (2.2) et (2.3) nous mènent à l'équation dite �du �ot optique� :

∂I

∂t
+ v · ∇I = 0 (2.4)

Cette équation nous fournit une contrainte à respecter pour le mouvement. Il faut
souligner néanmoins tout de suite que cette équation ne nous fournit qu'une seule équa-
tion scalaire pour un point donné, alors qu'il nous faut déterminer deux inconnues, les
deux composantes du vecteur de mouvement au point considéré. En pratique, si nous
observons l'équation (2.4), nous pouvons tout de suite constater que les solutions ne
sont contraintes que dans la direction du gradient de l'image, et qu'à l'inverse, il n'est
pas possible de déterminer à l'aide de cette seule équation la composante du vecteur de
mouvement orthogonale au gradient de l'image.

Ceci est dû au problème d'ouverture : si nous observons localement notre image sur une
zone uniforme et donc invariante par translation, il ne sera pas possible d'en déduire le
véritable mouvement. Plus généralement, si notre image est invariante par une translation
donnée sur une petite fenêtre, le mouvement n'est mesurable qu'à cette translation près.

∇I
???????

Image en t = 0 Image en t = 1

Fig. 2.1.: Illustration du problème d'ouverture. Une image régulière peut être considérée
comme localement invariante par translation. Seule la composante parallèle au
gradient ∇I du déplacement entre t = 0 et t = 1 peut alors être estimée. La
composante orthogonale n'est pas mesurable.

D'autre part, lors de mouvements importants intervient le problème de l'aliasage :
l'aspect local de l'équation (2.4) est mis à mal par l'échantillonnage temporel. Si l'objet
étudié est sorti de la fenêtre de recherche donnée par l'équation, l'obtention d'un résultat
valable est impossible.
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é
c
h
e
ll
e

s

vδt

ImageImage

ImageImage
?

?

é
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Fig. 2.2.: Ceci illustre le problème de l'aliasage temporel dans la mesure du �ot optique.
Si on considère des portions d'image de taille inférieure à s, on ne peut pas
estimer de déplacement v de longueur |v| supérieure à s car alors les deux
portions d'images considérées n'ont rien en commun (à droite).

En pratique, toutes les méthodes s'appuyant sur le �ot optique e�ectuent une ou
plusieurs hypothèses supplémentaires sur la nature du champ de mouvement, permettant
d'obtenir des contraintes additionnelles. Il est possible aussi d'utiliser l'information de
couleur dans le cas où l'on en dispose, mais les équations supplémentaires que l'on obtient
sont généralement étroitement corrélées et n'apportent donc pas une échappatoire au
problème d'ouverture. Elles améliorent cependant parfois les résultats, malheureusement
souvent au prix d'un temps de calcul plus important.

2.2. L'estimation par appariement

2.2.1. Di�érence de régions déplacées

Après discrétisation de l'équation (2.3), un des critères qu'il est possible de minimiser
est la di�érence entre la région courante et une région correspondant au déplacement à
tester dans l'image de référence.

εx0,t = I(t,x0 + v(x0))− I(t+ 1,x0) (2.5)

Selon les di�érentes méthodes, le critère exact obtenu à partir de ces di�érences peut être
la somme de leurs carrés, la somme de leurs valeurs absolues, ou encore divers estimateurs
robustes sur le jeu de données auquel une région correspond.
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2.2.2. Le block-matching simple
La di�érence de régions déplacées est généralement utilisée avec un modèle très simple

de champ de mouvement, dans lequel le champ est constant par morceaux. Ce modèle a
un nombre de paramètres faible et ceux-ci sont, de plus, indépendants. Ceci permet d'ef-
fectuer une recherche par appariement où di�érentes valeurs du paramètre sont essayées
tour à tour, et l'optimum choisi parmi les di�érentes valeurs expérimentées. L'amélio-
ration du matériel aidant, il est possible d'e�ectuer une recherche exhaustive, selon la
précision choisie, sur une grille G. Si le critère est la somme des valeurs absolues des
erreurs, comme c'est le cas dans de nombreuses implantations de codeurs vidéo actuels,
alors le champ de mouvement sur une région W0 est :

v0 = argmin
v∈G

∫∫

W0

|I(t,x + v)− I(t+ 1,x)|d2x (2.6)

On peut noter que la fonctionnelle à minimiser n'est pas convexe (par rapport aux vec-
teurs de mouvement), ce qui justi�e la recherche exhaustive par appariement pour ce
critère.

2.2.3. Amélioration du block-matching
Divers ra�nements ont été proposés à partir de cette base simple. Le premier a été de

remplacer la trame de référence I par une trame interpolée Ĩ. Le champ de mouvement
devient :

v0 = argmin
v∈G

∫∫

W0

|Ĩ(t,x + v)− I(t+ 1,x)|d2x (2.7)

Les positions interpolées sont autant de positions supplémentaires possibles pour les
vecteurs de mouvement. Généralement, cette précision est fractionnaire, puisqu'il s'agit
de fournir un ra�nement de la grille naturelle de l'image. Dans la mesure où le block-
matching n'utilise pas le gradient de l'image, il est possible d'utiliser un interpolant
qui soit continu, alors que dans le cas contraire, un interpolant au moins continûment
dérivable est requis.

Une autre modi�cation du block-matching (par exemple [51]) est d'utiliser, non pas
une pure partition du domaine de l'image, mais un recouvrement par des blocs qui se
chevauchent légèrement. Cela revient à découpler la région W1 sur laquelle le critère
est calculé de la région W0 du modèle de représentation du mouvement. L'obtention du
paramètre du champ de mouvement se fait donc grâce à l'équation :

v0 = argmin
v∈G

∫∫

W1

|Ĩ(t,x + v)− I(t+ 1,x)|d2x (2.8)

où W0 ⊂W1. Il existe alors deux types de points :
� ceux qui n'appartiennent qu'à une seule zone de recherche. La valeur du champ de

mouvement en ces points est celle associée à la zone de recherche en question.
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� ceux qui appartiennent à plusieurs zones de recherche. La valeur du champ de
mouvement en ces points est interpolée à l'aide des valeurs du champ de mouvement
associées aux zones de recherche de sorte que la variation du champ soit continue.

L'objectif est de permettre une transition plus douce entre les di�érentes zones du champ
de mouvement, et donc d'atténuer les discontinuités que pourrait provoquer la déforma-
tion de l'image de référence à partir d'un champ discontinu. Il est de plus aussi possible
d'attribuer des poids à chaque point de la fenêtre, pour accentuer l'e�et de lissage.

D'autre part, des méthodes d'accélération du calcul de l'optimum ont été proposées,
qui visent à obtenir plus rapidement un résultat, au risque de ne pas trouver le véritable
optimum, au sens de l'équation (2.6). Il est possible par exemple d'e�ectuer une recherche
hiérarchique, en testant par exemple les vecteurs de précision 2k, puis une fois le minimum
sur cette grille obtenu, tester les vecteurs de précision 2k−1 autour de ce minimum a�n de
trouver un nouveau minimum, et ce, jusqu'à arriver à la précision désirée. Cette méthode
est utilisée, par exemple, dans les codeurs de test pour le standard H.264, où toutes les
positions à précision entière sont testées, puis seulement les positions demi-pixelliques
autour du minimum obtenu à l'étape précédente, puis encore ra�nées au quart de pixel.
Ceci permet un bon compromis entre l'apport de la précision sous-pixellique et le temps
nécessaire pour e�ectuer la recherche : dans la plupart des situations, une valeur de
champ proche de l'optimum est obtenue, pour un temps de calcul 16 fois plus faible. Le
fait que la valeur obtenue soit proche de l'optimum vient du fait que les images que nous
traitons sont à bande limitée : l'échantillonnage de l'image a déjà tronqué les plus hautes
fréquences de la véritable scène. Dans ces conditions, les valeurs que l'on obtiendra grâce
à l'interpolation de la fonctionnelle à minimiser seront généralement proches des valeurs
des points voisins sur la grille.

2.3. Horn et Schunk
Horn et Schunk [21] ont proposé en 1980 une hypothèse de régularité du champ de

mouvement. Ils notent tout d'abord que la résolution de (2.4) est équivalente à la mini-
misation de la fonctionnelle suivante :

M(v) =
∫∫ (∂I

∂t
+ v · ∇I)2

d2x. (2.9)

La contrainte de régularité qu'ils imposent s'exprime sous la forme d'une fonctionnelle
additionnelle de la forme :

R(v) =
∫∫
‖v‖2Hd2x (2.10)

où ‖·‖H est la norme du laplacien du champ dans le cas de la méthode de Horn et Schunk,
mais pour laquelle n'importe quelle norme de Hilbert régularisante est possible (comme
une norme de Sobolev). Cette contrainte correspond à l'observation empirique que le
mouvement est globalement régulier.

Le champ de vecteur v est alors :

v = argmin (M(v) + λR(v)) . (2.11)
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Rajouter la contrainte de régularité permet de transformer le problème mal posé de
l'équation (2.4) en un problème bien posé, dans le sens où il existe a priori à notre équation
(2.11) une solution unique qui dépend de façon continue des données. La résolution de
ce problème est faite par une minimisation globale, en l'occurrence par l'inversion d'un
système symétrique où chaque point de l'image fournit deux inconnues. Le paramètre λ
permet de donner plus ou moins de poids à la contrainte de régularité par rapport à la
contrainte d'illumination constante et permet d'équilibrer, entre autres, la sensibilité au
bruit par rapport à l'adéquation aux données.

2.4. Techniques fréquentielles
Une autre catégorie de techniques utilise des transformations, telles que la transformée

de Fourier F , a�n de réaliser une analyse spectrale locale sur une petite fenêtre espace-
temps. Si nous supposons que le mouvement est uniforme sur cette petite fenêtre, nous
avons alors :

I(t,x) = I(0,x) ∗ δ(x− vt). (2.12)
Si nous prenons la transformée de Fourier de cette équation, nous obtenons simplement :

Î(ω, ξ) ∝ Î(0, ξ)δ(tvξ − ω). (2.13)

Cela signi�e que l'essentiel de l'énergie de la transformée de Fourier de la fenêtre sera
concentré sur un plan orthogonal au mouvement. Il ne reste donc plus qu'à déterminer
ce plan pour obtenir localement la valeur du champ de mouvement.

t

x

τ

ωxvx

1

Séquence en (x, t) Spectre de la séquence en (ωx, τ)

Fig. 2.3.: Illustration du principe de base de la mesure du �ot optique par les tech-
niques fréquentielles. À gauche une séquence d'images en translation uniforme
représentée en fonction des variables d'espace x et de temps t. À droite, la
transformée de Fourier spatio-temporelle de cette séquence est localisée sur un
hyperplan dont l'inclinaison indique la vitesse de déplacement. Plus précisé-
ment, la normale de ce plan est (vx, 1). Ainsi, en identi�ant l'inclinaison du
plan, on peut retrouver le �ot optique vx.

Il est à noter que ce genre de technique permet de pouvoir éventuellement déterminer
des mouvements multiples, y compris leur simple existence. En e�et, en présence de
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plusieurs mouvements, il existera plusieurs plans di�érents dans le domaine spectral,
chacun correspondant à un mouvement di�érent.

2.5. Lucas et Kanade
Lucas et Kanade [27] ont proposé une technique plus locale pour déterminer la valeur

du champ de mouvement, en minimisant la fonctionnelle suivante :

M(v) =
∑

x∈W (x0)

ρ(x)2
(∇I · v +

∂I

∂t

)2 (2.14)

où W (x0) est une fenêtre autour du point pour lequel on souhaite déterminer le champ
de mouvement, et ρ une fonction de poids sur cette fenêtre, donnant plus d'importance
au centre qu'à la bordure (selon le modèle de mouvement choisi). La résolution est alors
e�ectuée par l'équation suivante :

tAR2Av = tAR2b (2.15a)

où, pour les N points de W (x0) à l'instant t,

A = t
[∇I(x1), . . . ,∇I(xN )

]
(2.15b)

R = diag(ρ(x1), . . . , ρ(xN )) (2.15c)

b = −t(∂I
∂t

(x1), . . . ,
∂I

∂t
(xN )) (2.15d)

Cette résolution est d'autant plus simple que tAR2A est une matrice 2 × 2, facilement
inversible quand elle n'est pas singulière. La con�ance que l'on peut donner à la mesure
dépend de la norme des valeurs singulières de tAR2A [45].

2.6. Approches multi-échelles
Un certain nombre d'auteurs ont proposé des méthodes d'estimation multi-échelles.

Ces méthodes présentent, du point de vue de la résolution, de multiples avantages. D'une
part, en agissant d'abord sur des versions �ltrées et sous-échantillonnées des images de
la séquence, ce type d'approche permet d'éviter un certain nombre de minima locaux qui
se trouvent proches du champ nul.

D'autre part, connaître une valeur approximative du champ de mouvement permet de
choisir une discrétisation adaptée. Si une telle précaution n'est pas prise, les mouvements
importants ne peuvent pas être correctement calculés du fait d'approximations discrètes,
certes valables pour un champ nul, mais plus pour des déplacements importants. Cela
correspond aussi au problème de l'aliasage temporel : dans la mesure où l'objet �nit
par être déconnecté sur l'axe temporel, les dérivations e�ectuées dans la direction de cet
axe mèlent alors des éléments complètement décorrélés, et sont donc inutilisables. Ce
problème d'aliasage peut se voir aussi dans le cas des méthodes fréquentielles.
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Les méthodes multi-échelles estiment le mouvement de façon incrémentale. La première
estimation vj est e�ectuée sur un domaine Br de rayon r centré en 0 pour chacune des
composantes, éventuellement restreint à une grille de la forme 2jZ2, puis elle est ensuite
ra�née en lui ajoutant un incrément vj−1, dont la valeur est, elle aussi, dans un domaine
B r

2
centré autour de 0, mais de rayon r

2 . L'estimation résultante :

v{j,j−1} = vj + vj−1 (2.16)

aura une valeur appartenant donc à {v1}+ B r
2
, toujours éventuellement restreint à une

grille de la forme 2j−1Z2. Le procédé est itéré jusqu'à la précision souhaitée.
Il permet ainsi d'estimer des déplacements bien plus importants que ne le permettent

les mêmes méthodes dénuées de l'approche multi-échelles, en diminuant les di�cultés
dues à l'aliasage temporel.

2.7. Flot optique sur base d'ondelettes
Dans sa thèse, Bernard [5] décrit une méthode d'obtention du champ de mouvement

par projection de l'équation du �ot optique sur une base d'ondelettes. Il part d'une famille
d'ondelettes-mères ψn. Nous avons alors comme base la famille des ψnj,k telle que

ψnj,k(x) = 2j/2ψn(2jx− k) ,j ∈ Z, k ∈ Z2. (2.17)

L'équation du �ot optique est projetée sur l'ondelette à l'échelle j et au point k :

∫∫ (
∇I · v +

∂I

∂t

)
ψnj,k(x)d2x = 0 ∀n = 1 . . . N (2.18)

en reprenant la notation classique

〈f, g〉 =
∫∫

f(x)g(x)d2x

(2.18) se réécrit comme :
〈 ∂I

∂x1
v1, ψ

n
j,k

〉
+

〈 ∂I

∂x2
v2, ψ

n
j,k

〉
+

〈∂I
∂t
, ψnj,k

〉
= 0 ∀n = 1 . . . N (2.19)

À chaque échelle de la base, le champ de mouvement est considéré comme étant constant
sur le support de l'ondelette. Cela permet de sortir la vitesse du produit scalaire et, après
une intégration par partie permettant de déplacer la dérivation spatiale sur les ondelettes,
l'équation (2.19) devient alors :

〈
I,
∂ψnj,k
∂x1

〉
v1(k) +

〈
I,
∂ψnj,k
∂x2

〉
v2(k) =

∂

∂t

〈
I, ψnj,k

〉
∀n = 1 . . . N (2.20)

Nous obtenons donc un système de plusieurs équations de la forme, au lieu de la simple
équation du �ot optique, au prix de l'approximation que le �ot est localement constant.
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Cette approche présente certains avantages : contrairement à la méthode de Horn et
Schunk et aux méthodes de résolution globale en général, cette méthode a l'avantage
de ne résoudre que des systèmes locaux très simples avec peu d'inconnues : elle doit
minimiser des systèmes de la forme |Av− b|, où les dimensions de A sont faibles. D'autre
part, à cause de la nature même des ondelettes, l'adaptation de la résolution des systèmes
à une approche multi-échelles est immédiate. Dans le cadre posé par Bernard, l'approche
multi-échelles va permettre de mesurer les grands déplacements à l'échelle la plus grossière
(ce qui correspond aux ondelettes de plus large support), puis de ra�ner autour des
mesures obtenues aux échelles précédentes. La connaissance d'une valeur approximative
du mouvement à une échelle donnée permet de choisir l'approximation la plus correcte
possible de la dérivée temporelle de l'image a�n de pallier le problème soulevé en 2.6.
En�n, a�n d'éviter les problèmes de stabilité posés par l'annulation des ondelettes réelles,
la base d'ondelettes sur laquelle le mouvement est projeté est une base d'ondelettes
analytiques.

2.8. Conclusion
Comme nous avons pu le voir, il existe une grande variété d'approches, aussi bien dans

le choix du modèle du champ de mouvement que dans la manière d'obtenir les paramètres
de celui-ci. Notre présentation n'est pas exhaustive. On pourra se référer à l'article de
Stiller et Konrad [46] qui proposent une typologie, là encore loin d'être complète, des
méthodes d'estimation de mouvement. Pour une comparaison des méthodes, une étude
a été faite par Barron, Fleet et Beauchemin [4] : di�érentes techniques sont évaluées sur
des séquences synthétiques de référence à l'aide d'une même mesure de qualité. Celle-ci
est l'écart angulaire par rapport à la valeur correcte du champ de mouvement. Si cette
mesure permet de comparer entre elles les méthodes d'estimation de mouvement, elle
n'est correcte que pour la recherche du véritable champ de mouvement de la scène. En
revanche, pour d'autres applications, d'autres métriques peuvent être pertinentes et sont
utilisées de façon interne par les algorithmes dans leur processus d'estimation, favorisant
ainsi la diversité du domaine.
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Deuxième partie .

Estimation





Chapitre 3.
Compression vidéo avec mesure du
mouvement en ondelettes

Le travail décrit dans (2.7) se plaçait dans le cadre de l'estimation pure du mouvement.
Nous avons souhaité voir dans quelle mesure ce mode d'estimation est utilisable dans le
cadre de la compensation de mouvement utilisée en compression vidéo. Quelles sont les
adaptations permettant d'améliorer la qualité du champ pour l'utilisation que nous nous
proposons de lui donner ?

3.1. Schéma de codage de référence
Le schéma de compression de la plupart des algorithmes de compression vidéo s'appuie

sur quelques éléments simples :
� une méthode d'estimation de mouvement. Cette méthode permet de décrire une

approximation de la trame à encoder à l'aide de la trame précédente.
� une transformée. Une fois obtenue l'approximation de la trame grâce au mouve-

ment, les codeurs essaient d'exprimer la di�érence de la meilleure façon possible.
Une transformation spatiale est utilisée pour tenter d'éliminer la corrélation spa-
tiale, et regrouper l'énergie du signal sur quelques coe�cients.

� un schéma de codage des coe�cients. L'objectif est de représenter le plus e�cace-
ment les coe�cients à transmettre : ceux de l'image de di�érence transformée ainsi
que ceux représentant les vecteurs de mouvement, ainsi que les di�érents éléments
syntaxiques, à l'aide de modèles sur leur distribution.

3.1.1. Quanti�cation
Lorsqu'on travaille à des débits faibles, il n'est pas possible de représenter exactement

les coe�cients issus d'une transformée. La compression devient alors une compression
avec pertes : ce sont des valeurs approximatives des coe�cients qui sont transmises, et
le signal reconstitué par le décodeur n'est pas identique au signal initial. Il y a donc
apparition d'une distorsion.

Supposons que nous disposons d'un jeu de N coe�cients, (F [k])0≤k<N . Ces coe�cients
appartiennent tous à un intervalle J ∈ R, et peuvent y prendre une valeur quelconque.
A�n de transformer ces coe�cients en des nombres appartenant à un ensemble �ni de
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valeurs, J̄ , on utilise la quanti�cation. Celle-ci, dans le cas scalaire, consiste à partitionner
la droite des réels en boîtes, dites boîtes de quanti�cation, de la forme [yn, yn+1[. À
chacune de ces boîtes est attribué un nombre entier, ici n. Chaque coe�cient est alors
représenté par le nombre associé à la boîte dans laquelle il se trouve. Le décodeur va
utiliser ce nombre pour déterminer à quel intervalle [yn, yn+1[ le coe�cient appartenait,
et pour prendre comme valeur approchée F̄ [k] de F [k] un élément xn ∈ [yn, yn+1[. Nous
avons donc :

F [k] ∈ [yn, yn+1[⇒ F̄ [k] = xn.

Nous verrons dans la section 5.2 qu'on utilise en général des quanti�cateurs quasi-
uniformes. Pour ces quanti�cateurs, toutes les boîtes ont la même taille ∆, sauf la boîte
centrée en zéro, de taille T , le rapport optimal θ = T/∆ dépendant de la distribution
des coe�cients. Ici, nous prendrons θ = 2.

Le nombre de valeurs possibles pour n étant nettement plus faible que celui pour
les F [k]1, un nombre plus faible de bits sera nécessaire pour représenter le coe�cient.
En compensation, une distorsion apparaîtra dans l'image décodée, d'autant plus forte
que l'approximation de F [k] par F̄ [k] sera fausse. A�n de pouvoir évaluer le compromis
e�ectué, il faut pouvoir mesurer la distorsion de l'image d'une part, et d'autre part le
coût de codage des coe�cients quanti�és.

3.1.2. Rapport signal sur bruit
Dans le traitement du signal, la mesure la plus couramment utilisée pour mesurer la

distorsion introduite par un traitement est le rapport signal sur bruit, noté SNR (Sound-
to-Noise Ratio), mesuré en décibels. Si nous notons I(x, y) les valeurs des pixels de l'image
originale, Ī(x, y) ceux de l'image transmise et I l'ensemble des points de l'image, le SNR
se dé�nit par :

SNR(I, Ī) = 10 log10

∑
(x,y)∈I I(x, y)

2

∑
(x,y)∈I(Ī(x, y)− I(x, y))2

.

En pratique, dans le cadre du traitement d'images, l'intervalle des valeurs que peut
prendre le signal est �ni et �xe. D'autre part, une image noire (dont les pixels valent 0)
a un sens identique à une image blanche (dont les pixels valent 255). Un bruit donné
pertubera autant chacune de ces deux images. Le rapport signal sur bruit ne convient
donc pas, puisqu'il rapporte le bruit à l'amplitude du signal.

En traitement d'image, c'est donc le rapport signal maximal sur bruit qui est utilisé,
noté PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio). Si l'on note Vmax la valeur maximale que peut
prendre le signal, le PSNR se dé�nit comme :

PSNR(I, Ī) = 10 log10

V 2
max card I∑

(x,y)∈I(Ī(x, y)− I(x, y))2
.

1Ce nombre est �ni puisqu'il est limité par la précision de la représentation informatique des réels.
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3.1.3. Entropie
Intéressons-nous maintenant à la mesure du coût de codage des coe�cients. Toutes les

valeurs de ceux-ci ne seront pas nécessairement équiprobables. En particulier, après une
transformation spatiale, l'énergie des coe�cients sera la plupart du temps concentrée
sur quelques-uns d'entre eux, les autres étant proches de 0. Cette valeur a donc plus
de chances d'apparaître que les autres. Cette di�érence de probabilité d'apparition est
recherchée dans la mesure où elle permet d'utiliser des codes plus courts pour représenter
les valeurs des coe�cients les plus fréquentes et au contraire des codes plus longs pour
les valeurs les moins fréquentes.

Les coe�cients sont modélisés comme la réalisation d'une variable aléatoire X, de
distribution p pouvant prendre ses valeurs dans un alphabet X . L'entropie d'une telle
variable aléatoire, notée H(X) est dé�nie par la formule :

H(X) = −
∑

x∈X
p(x)log2p(x)

L'entropie sert à mesurer l'incertitude d'une variable aléatoire. Plus la valeur d'une réa-
lisation de celle-ci est prévisible, plus l'entropie sera faible. Il est possible de montrer que
l'entropie est la limite inférieure de la moyenne du nombre de bits nécessaires pour coder
une réalisation de la variable, si nous connaissons la distribution p de celle-ci. De plus,
cette limite peut être atteinte asymptotiquement à l'aide du codage arithmétique.

L'entropie est donc une bonne mesure pour évaluer le coût de codage des coe�cients.
Dans le cas particulier de la compression vidéo, il s'agit simplement d'une estimation pour
au moins deux raisons. La première est qu'il est possible de tirer parti des corrélations
spatiales des coe�cients (y compris après transformée). La seconde est que la distribution
des coe�cients dépend du contenu de l'image. La distribution des coe�cients est alors
modélisée, et la di�érence entre la distribution modélisée et la distribution réelle introduit
un surcoût au codage.

3.1.4. Modèle simpli�é de codage
À des �ns d'expérimentation, nous nous placerons dans un modèle simpli�é :
� le mouvement est estimé par la méthode que nous allons tester entre la trame

courante et la trame précédente.
� le champ de mouvement subit une transformation en ondelettes puis est quanti�é.

Nous estimons son entropie.
� le champ de mouvement est ensuite déquanti�é, puis subit la transformée en onde-

lettes inverse.
� nous e�ectuons la compensation de mouvement à l'aide de ce nouveau champ.
� l'image d'erreur subit une transformation en ondelettes, puis est quanti�ée. Nous

estimons son entropie.
� l'image d'erreur est déquanti�ée, puis subit la transformée en ondelettes inverse.
� l'image �nale est déterminée, et nous estimons le rapport signal-bruit.
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Notre objectif est d'obtenir une entropie totale minimale pour un rapport signal-bruit
donné. Il nous faudra obtenir la meilleure répartition possible entre le débit utilisé par le
champ de mouvement, et celui consacré au codage des coe�cients.

3.2. Intérêt a priori de la régularisation
Un coup d'oeil sur le champ de mouvement issu de la méthode décrite en (2.7) nous

donne un champ de mouvement qui est très irrégulier. Cette irrégularité est due à une
forte sensibilité de cette méthode au bruit. Le champ de mouvement possède donc une
forte entropie, ce qui le rend cher à coder, et donc a priori ine�cace pour une utilisation
en compression. Cela a-t-il un sens de coder cette irrégularité, qui est pour la partie
résultant de la sensibilité au bruit, du bruit elle-même ? En réalité, il n'est utile de
coder avec précision le mouvement que si cela correspond au mouvement d'une texture
substantielle. Nous pouvons essayer d'atteindre cet objectif en introduisant un procédé
de régularisation au sein de la méthode d'estimation : ceci limitera l'in�uence du bruit
et des composantes non-essentielles du champ de mouvement.

3.2.1. Sensibilité au bruit
Dans la méthode décrite dans la section (2.7), la solution est obtenue par une méthode

des moindres carrés. Malheureusement, il est possible que certains systèmes soient mal
conditionnés, ce qui éloigne la solution obtenue de la solution réelle dès qu'il y a un
soupçon de bruit. Nous pouvons dé�nir une zone d'incertitude à ε, Eε, telle que :

Eε = {v tel que |Ax− b| < ε} (3.1)

Lorsque les contraintes ne sont pas fortes dans une direction, la zone d'incertitude va
s'étendre dans cette direction. Cela correspond au fait que, pour la mise en correspon-
dance de deux objets de la scène, il n'est pas très faux de prendre un autre vecteur dans
la zone d'incertitude plutôt que la solution donnée par la résolution aux moindres car-
rés. C'est le cas lorsque nous nous trouvons sur une frontière entre deux régions plates :
la composante du mouvement qui est perpendiculaire au mouvement sera bien dé�nie,
tandis que celle qui lui est tangentielle ne le sera pas. Nous retrouvons ici complètement
le problème de l'ouverture, qui se pose dès que nous essayons d'estimer le mouvement
d'une zone assez petite dont nous ne connaissons pas su�samment les frontières, ou des
points d'accroche (voir �gure 3.1).

En l'absence de telles caractéristiques, l'incertitude sur les directions concernées est
importante. La méthode décrite en (2.7) ne règle pas ce problème et choisit à chaque fois
la solution qui minimise purement l'équation. Introduire un procédé de régularisation
permettra de diminuer la sensibilité au bruit en lissant l'in�uence de celui-ci.

Cela correspond aussi à l'idée que le modèle de mouvement sur chacun des objets de la
scène doit nous donner des zones de mouvement régulières. D'autre part, le choix de la
solution possède aussi une grande importance dans le cas d'une approche multi-échelles.
En e�et, si la solution choisie à une échelle donnée sert à initialiser le système à l'échelle
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Fig. 3.1.: Incertitudes selon la texture. L'incertitude vraisemblable sur la mesure du mou-
vement est indiquée par une ellipse. Plus l'objet est texturé, plus l'incertitude
sur son mouvement est faible. Au centre du rectangle, la texture est absente,
l'incertitude sera forte. Sur les bords, l'incertitude diminuera dans la direction
perpendiculaire à ce bord. En�n, dans les coins, l'incertitude sera assez faible.

suivante - comme c'est le cas ici, un choix non pertinent à une échelle fournira un système
qui sera défectueux (la compensation de l'aliasing temporelle étant incorrecte), et ceci
se propagera donc au travers des échelles consécutives, sans qu'on puisse nécessairement
espérer que le défaut se corrige de lui-même. De plus, le nombre de systèmes croissant
avec l'échelle, un système incorrect à une échelle conduit à 4 systèmes incorrects à l'échelle
suivante, et cela continue selon une progression géométrique.

Si donc la régularisation nous permet de trouver une solution plus sensée à une échelle,
en diminuant notamment l'in�uence du bruit, il y a toutes les chances pour que la préci-
sion soit améliorée doublement à chaque étape : non seulement par le fait qu'une solution
a priori plus correcte est adoptée à chaque échelle mais aussi du fait que les systèmes
résultants aux échelles plus �nes seront plus pertinents.

3.2.2. Réduction de l'entropie du champ de mouvement
La méthode d'estimation considérée ne cherche pas à obtenir un champ dont l'expres-

sion globale est la plus simple possible, ce qui signi�e, en d'autres termes, qu'elle contient
probablement de l'information quasiment inutile, dans la mesure où elle n'utilise pas les
degrés de liberté qui lui sont o�erts. A qualité d'estimation équivalente, il est préférable,
dans le cadre d'une application à la compression vidéo, de choisir le champ représentable
le plus simplement (voir �gure 3.2). Régulariser la résolution du mouvement nous don-
nera des vecteurs de mouvement spatialement plus corrélés. En e�et, dans les endroits où
il n'y a pas de texture, choisir un vecteur ou un autre ne présente pas un grand enjeu pour
le codage de la texture. En revanche, choisir un vecteur de mouvement similaire à ses
voisins sera intéressant. Cette corrélation sera exploitée par la transformée en ondelettes
pour fournir au codeur de coe�cient le signal le plus creux possible. Ainsi, imposer une
certaine régularité au champ de mouvement permettra de diminuer son coût de codage
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Fig. 3.2.: Recherche de solutions plus cohérentes à l'aide des ellipses d'incertitudes. Une
fois déterminées les ellipses d'incertitudes, nous pouvons rechercher s'il n'existe
pas un jeu de vecteurs plus cohérents au sein des ellipses. Sur notre illustration,
les vecteurs en pointillé sont des alternatives possibles aux vecteurs initiale-
ment déterminés dans notre environnement bruité. Si certains ne prédisent pas
�mieux� que les vecteurs initiaux, ils sont néanmoins plus proches des vecteurs
environnants, ce qui diminuera l'entropie du champ de mouvement.

(en terme d'entropie), en dégradant faiblement ses propriétés prédictives : nous espérons
ainsi obtenir un équilibre plus satisfaisant entre la distorsion d'une part, et le coût total
de codage d'autre part, c'est-à-dire l'entropie du champ de mouvement ajoutée à celle de
la trame d'erreur.

3.2.3. Précautions à prendre

La régularisation de la méthode d'estimation de mouvement permet de réduire l'en-
tropie du champ de mouvement, tout en correspondant plus vraisemblablement au dé-
placement réel des objets.. En contrepartie, elle risque d'induire plusieurs di�cultés. Une
attention particulière doit être apportée aux endroits sur lesquels se situe une irrégula-
rité du champ. À ces endroits, comme le résultat est nécessairement imparfait, imposer
une sorte de régularité se justi�e comme un choix qui ne sera pas nécessairement plus
pénalisant qu'une autre solution.

D'autre part, si la contrainte du champ régulier se justi�e aux échelles �nes, elle devient
de plus en plus fausse aux échelles grossières. Il faut donc régulariser avec de plus en plus
de vigueur au fur et à mesure que l'on parcourt les échelles de la plus grossière à la plus
�ne.
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3.3. Méthode de régularisation
3.3.1. Reformulation du problème de facon générale

A�n de régulariser le champ, nous allons utiliser la méthode suivante décrite dans toute
sa généralité.

3.3.1.1. Méthode sans régularisation
Considérons un espace euclidien E à N dimensions, muni d'une base orthonormale

(ei)1≤i≤N . Le domaine de l'image est de la forme

I = I1 × I2 × · · · × IN ,

où chaque Ii est un segment de R. Nous considérons maintenant une grille multi-
résolutions (Gr)rmin≤r≤rmax s'appuyant sur cette base. Plus précisément, chacune de ces
grilles s'écrit sous la forme

Gr = 2rZ ∩ I.
À chaque point p de la grille Gr sont associés une matrice Arp de taille m×n, un vecteur
brp de taille n et une inconnue vectorielle vrp de taille m. Désignons par Ar (resp. br, vr)
le champ de matrices (resp. vecteurs) sur Gr. Nous dé�nissons les opérations classiques
entre deux champs en appliquant l'opération sous-jacente en chacun des points du champ :
par exemple,

(Arvr)p = Arpv
r
p.

Dé�nissons aussi la somme d'un champ de scalaires ar par
∑

ar =
∑

p∈Gr

arp.

Ceci dé�nit en chaque point un système d'équations sur-déterminé de la forme

Arpv
r
p = brp.

De plus, ces éléments sont reliés entre eux par

Ar = F(vr+1,D)

br = G(vr+1,D)

où D est un ensemble de données (comme les images It et It+1 dans le cas de l'estimation
du mouvement entre ces deux images) et où nous supposons que

vrmax+1 = 0.

Nous faisons en�n l'hypothèse que la signi�cation des di�érents systèmes est cohérente
sur chacune des grilles (par exemple, que chacun des systèmes a été obtenu de manière
identique).
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L'objectif est d'obtenir la valeur de vrmin . La résolution simple consiste à obtenir
successivement chacun des vr, de rmax à rmin, via une résolution au moindre carré à
chacune des résolutions. Nous cherchons donc pour chaque point p à chaque échelle r,
argminvr

p

(
|Arpvrp − brp|2

)
. Une des solutions est obtenue en résolvant

tArpA
r
pv

r
p − tArpbrp = 0, (3.2)

ce qui est possible grâce à la forme de tArpA
r
p qui est symétrique positive.

Nous pouvons voir la résolution à une échelle donnée comme la minimisation globale
d'une fonction Ar, dé�nie par

Ar(vr) =
∑
|Arvr − br|2.

Cette somme est constituée de termes complètement indépendants, c'est la raison pour
laquelle il est possible d'implémenter une minimisation locale de la fonctionnelle.

3.3.1.2. Aspects théoriques de la régularisation introduite
Nous souhaitons maintenant introduire la régularisation dans ce procédé, et ainsi que

nous l'avons dit, nous désirerions le faire à chacune des échelles. Nous pouvons considé-
rer qu'il s'agit maintenant de modi�er la fonction à minimiser pour amener un peu de
régularité, en essayant de trouver :

argmin
vr

(Ar(vr) + λBr(vr)) (3.3)

où Br est une fonctionnelle de régularisation, qui va lier les valeurs de chacune des compo-
santes d'un vecteur de mouvement aux les valeurs de la même composante des vecteurs
environnants. Elle donnera ainsi une certaine structure spatiale au champ, qui n'était
qu'assez faible jusqu'à présent. Dans cet objectif, nous choisissons comme fonctionnelle :

Br(vr) =
∑ ∑

1≤i≤m
|∇vri |2 (ici, (vri )p = vrp,i)

où le gradient est approché par des di�érences �nies sur la grille.
Il nous faudra, bien évidemment, choisir λ et déterminer comment e�ectuer cette mini-

misation. En e�et, les termes sont désormais interdépendants : A impose une contrainte
sur les composantes d'un même vecteur, tandis que B crée un lien entre di�érents vec-
teurs indépendamment sur chaque composante de ceux-ci. La résolution ne peut donc
plus être locale.

Dé�nissons Br, M r, Hr et cr par

(Brvr)p,i,j =
∂vrq,j
∂qi

(p) (Br correspond à ∇)
M r = tArAr

Hr = tBrBr (Hr correspond à la dérivée seconde)
cr = tArbr
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Ar, Br, M r et Hr sont �nalement des tenseurs, avec des propriétés particulières :

(Ar)i
′
1...i

′
N ,j

′
i1...iN ,j

= 0 si ∃ k tel que ik 6= i′k

(Br)i
′
1...i

′
N ,j

′

i1...iN ,j,l
= 0 si j 6= j′

(M r)i
′
1...i

′
N ,j

′
i1...iN ,j

= 0 si ∃ k tel que ik 6= i′k

(Hr)i
′
1...i

′
N ,j

′
i1...iN ,j

= 0 si j 6= j′

L'équation 3.3 devient alors :

argmin
vr

(∑
|Arvr − br|2 + λ

∑
tvrHrvr

)
,

soit encore :
argmin

vr

(∑(
tvr ((M r + λHr)vr − 2cr) + tbrbr

))
.

Il nous faut choisir une valeur pour le paramètre λ. Un choix d'une valeur a priori paraît
malaisé au vu de la forme de la fonctionnelle. λ est en fait un paramètre permettant
d'équilibrer le poids respectif des données et de la contrainte de régularisation. Nous
pouvons donc nous appuyer sur la valeur λ0 dé�nie comme :

λ0 =
trM r

trHr
. (3.6)

λ0 est en fait le rapport des traces de chacun des tenseurs associés aux fonctions à
minimiser. En supposant que l'approximation du gradient est indépendante de la position,
de la direction de dérivation et de la composante vectorielle considérée, nous obtenons
alors :

(Hr)i
′
1...i

′
N ,j

i1...iN ,j
= (Hr)(i

′
1−i1)...(i′N−iN ),1

0...0,1 , (3.7)

et (3.6) se simpli�e en :

λ0 =
trM r

∑
i1,...iN ,j

(Hr)i1...iN ,ji1...iN ,j

(3.8)

=
trM r

mN cardGr(Hr)0...0,10...0,1

(3.9)

Le calcul de λ0 est donc très simple.
Pour choisir la force de la régularisation, nous pourrons nous appuyer sur ce nombre,

en �xant le rapport λ/λ0. En particulier, nous pourrons faire varier ce rapport le long
des échelles, a�n d'avoir une force de régularisation plus faible aux échelles grossières,
puis qui augmentera au fur et à mesure que nous allons vers les échelles �nes..
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3.3.1.3. Schéma de la régularisation introduite
Le gradient de l'expression que nous cherchons à minimiser vaut :

∇(A+ λB) = 2[(M r + λHr)vr − cr]

Nous allons e�ectuer une descente de gradient classique a�n de trouver une solution
convenable2. La descente sera initialisée à partir de la solution (vr,0p ) obtenue par la
résolution aux moindres carrés de la minimisation deA (équation (3.2)). Ceci nous permet
de modi�er l'algorithme existant en y ajoutant simplement le module de régularisation.
Nous suivrons ensuite le schéma suivant, pour un nombre nreg d'itérations :

vr,i+1 = (1− ε(M r + λHr))vr,i + εcr (3.10)

ε doit être évalué de façon à ce que le schéma reste convergent, ce qui équivaut à obtenir
une fonction contractante. Une condition su�sante est :

0 < ε <
2

max vp(M r + λHr)
. (3.11)

Si nous faisons la supposition que le schéma d'approximation de la dérivée partielle est
indépendant de la direction de la dérivation, de la composante et du point considérés, les
valeurs propres de Hr sont toutes bornées par κ = 4N . L'équation (3.11) devient alors :

0 < ε <
2

max vp(M r) + λκ
(3.12)

Par mesure de sécurité, on pourra prendre ε égal au quart de sa borne supérieure.
Il faut noter que, pour faire varier la régularité introduite le long des échelles, il paraît

plus raisonnable de modi�er λ/λ0 plutôt que nreg, car il est di�cile d'estimer la vitesse
de convergence du schéma.

3.3.2. Application au cas du champ de vecteurs
Notre objectif est bien évidemment d'appliquer le formalisme ainsi dé�ni à la méthode

d'estimation du mouvement et au champ de vecteurs résultant. Dans un tel cadre, tout se
passe bien. L'obtention des valeurs propres des M r

p est faite en résolvant des polynômes
caractéristiques du second degré. Nous pouvons approximer les dérivées partielles par :

∂vl,k
∂x

= vl+1,k − vl,k.

Le calcul des dérivées secondes par Hr devient donc de la forme :

∂2vl,k
∂x2

= vl+1,k − 2vl,k + vl−1,k

2Notre objectif est d'améliorer les vecteurs, et non pas d'obtenir le minimum exact. Nous pouvons
donc nous arrêter largement avant d'avoir atteint la convergence [38]. C'est pourquoi nous n'avons
pas utilisé d'algorithme de minimisation plus sophistiqué, contrairement au cas de l'algorithme du
chapitre 4.
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De plus, dans ce cas, nous obtenons comme particularisation de (3.9) et de (3.12) :

λ0 =

∑
l,k(M

r
l,k,xx +M r

l,k,yy)
8N r

xN
r
y

(3.13a)

ε <
2

max vpM r + 8λ
(3.13b)

où Nx et Ny sont les dimensions de la grille à l'échelle considérée. En�n, le schéma (3.10)
devient :

vr,i+1
l,k,x = vr,il,k,x − ε(M r

l,k,xxv
r,i
l,k,x +M r

l,k,xyv
r,i
l,k,y)

− ελ(vr,il−1,k,x − 2vr,il,k,x + vr,il+1,k,x)

+ εcrl,k,x

(3.14)

vr,i+1
l,k,y = vr,il,k,y − ε(M r

l,k,yxv
r,i
l,k,x +M r

l,k,yyv
r,i
l,k,y)

− ελ(vr,il,k−1,y − 2vr,il,k,y + vr,il,k+1,y)

+ εcrl,k,y

(3.15)

Les échelles (qui sont à la fois celles de la bases d'ondelette et celles de la densité du
champ) sont parcourues de la plus grossière à la plus �ne jusqu'à avoir un vecteur pour
chaque carré de 2 pixels sur 2.

3.3.3. Détail du protocole de tests et résultats
A�n de tester l'e�cacité de la régularisation du champ de vecteur, une expérience

simpli�ée de compression a été e�ectuée. L'objectif est de mesurer l'entropie Hv de la
transformée en ondelettes quanti�ée du champ, ce qui nous donnera une idée du coût de
son encodage, l'entropie Herr de la transformée en ondelettes de l'image d'erreur obtenue
par compensation grâce au champ après déquanti�cation et transformée inverse, ce qui
nous donnera une première idée de la précision des vecteurs ainsi obtenus et en�n le
rapport S pic du signal-bruit (PSNR, Peak Signal to Noise Ratio), ce qui nous donnera
une idée �nale de la qualité des vecteurs. À partir de Hv et de Herr, il est possible de
calculer Htotal qui représente le coût moyen du codage d'un pixel (mouvement et erreur)
par

Htotal = 0.25Hv +Herr.
L'expérience est donc la suivante (voir �gure 3.3) :
� choix de λ/λ0, de nreg
� estimation du champ de mouvement v entre It et It−1

� transformation par ondelettes de v (ici, les ondelettes de Daubechies 7/9) : ṽ
� quanti�cation de pas ∆v du champ ṽ : Q1(ṽ)

� calcul de l'entropie Hv
� déquanti�cation de Qv(ṽ) : ¯̃v
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� transformation inverse de ¯̃v : v̄
� calcul de l'image prédite Ipredt à partir de It−1 et de v̄
� calcul de l'image d'erreur Et entre Ipredt et It
� transformation par ondelettes de Et (ici, les ondelettes de Daubechies 7/9) : Ẽt
� quanti�cation de pas ∆err du champ Ẽt : Qerr(Ẽt)
� calcul de l'entropie Herr
� déquanti�cation de Qerr(Ẽt) : ¯̃Et
� transformation inverse de ¯̃Et : Ēt
� détermination de l'image �décodée� Īt à l'aide de Ipredt et de Ēt
� mesure du PSNR entre Īt et It

ME

MC

v v̄

Ev

Eerr

Et

Ēt

Ipred
t

Īt +

−

PSNR

It

It−1 CD1

CD2

E
nt

ré
es

Sorties

Fig. 3.3.: Schéma de principe de la simulation de codage. ME : méthode d'estimation
de mouvement. MC : compensation du mouvement. CDi : séquence transfor-
mation en ondelettes, quanti�cation Qi avec un paramètre ∆i, évaluation de
l'entropie, déquanti�cation, transformée en ondelettes inverse.

La transformée en ondelettes des images s'est faite sur 4 échelles pour les images CIF
(352×288 pixels), et 3 échelles pour les images QCIF (176×144 pixels). La transformée
en ondelettes du champ s'est faite sur une échelle de moins, c'est-à-dire respectivement 3
et 2. Nous avons pris comme valeur pour ε le quart de la borne supérieure (voir équation
(3.13b)).

Les séquences de test sont présentés dans la table 3.1.
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Nom Nombre de trames codées Format
News 300 QCIF

Container 300 QCIF
Foreman 300 QCIF
Silent 300 QCIF
Mobile 151 CIF
Paris 201 CIF

Tempete 260 CIF
Bus 144 CIF

Tab. 3.1.: Liste des séquences de test

3.3.3.1. Comparaison du schéma d'interpolation

Nous avons expérimenté les splines d'ordre 1 (équivalentes à l'interpolation bilinéaire)
et d'ordre 3. Les splines d'ordre 3 (nspl = 3) donnent le meilleur résultat en terme de
qualité de prédiction, pour un temps de calcul quasiment équivalent aux splines d'ordre
1 (nspl = 1). Dans le cas de la séquence Foreman, le gain est signi�catif (supérieur à 1
dB). Il est moins important dans les autres séquences, mais reste toujours positif.
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 36
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 38

 39

 40

(b) Foreman

Fig. 3.4.: PSNR = f(Htotal). Pour cette expérience, λ/λ0 = 0.25, ∆v = 1, nreg = 1000.
∆err prend les valeurs 32, 16, 8. Courbe A/noire : nspl = 1 ; courbe B/bleue :
nspl = 3
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3.3.3.2. Choix du paramètre λ/λ0

Nous avons testé 2 valeurs de λ/λ0 : 0.25, 0.125. Si la di�érence entre les deux valeurs
ne se fait pas sentir pour un nombre d'itérations faible, en revanche, un rapport λ/λ0 de
0.25 donne de meilleurs résultats lorsque nous augmentons le nombre d'itérations (voir
�gure 3.5). Ceci montre que donner du poids à la fonctionnelle de régularisation nous
permet d'obtenir plus rapidement un champ de meilleure qualité du point de vue de la
compression.
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 36
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(b) Bus

Fig. 3.5.: PSNR = f(Htotal). Pour cette expérience, ∆v = 4, nspl = 1,. ∆err prend les
valeurs 32, 16, 8. Courbe A/noire : nreg = 100 et λ/λ0 = 0.25 ; courbe B/bleue :
nreg = 100 et λ/λ0 = 0.125 ; courbe C/rouge : nreg = 1000 et λ/λ0 = 0.25 ;
courbe D/verte : nreg = 1000 et λ/λ0 = 0.125.

3.3.3.3. Nombre d'itérations
100 itérations donnent un début de résultat satisfaisant, pour un surplus de temps de

calcul très léger : 20% de temps en plus par rapport à l'algorithme dépourvu du module
de régularisation. Mis à part pour les séquences Mobile et Paris, passer à 1000 itérations
améliore la qualité du champ, au prix d'un surcoût notable en temps de calcul, puisque
celui-ci triple. Ceci est valable aussi bien lorsque λ/λ0 = 0.25 que quand λ/λ0 = 0.125
(voir �gures 3.6 et 3.7).

3.3.3.4. Quanti�cation du champ de mouvement
Intéressons-nous à l'in�uence de la quanti�cation du champ de mouvement. Fort lo-

giquement, plus nous quanti�ons durement le champ de mouvement, plus celui-ci est
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(b) Mobile

Fig. 3.6.: PSNR = f(Htotal). Pour cette expérience, λ/λ0 = 0.25, nspl = 1, ∆v = 4.
∆err prend les valeurs 32, 16, 8. Courbe A/noire : nreg = 0 ; courbe B/bleue :
nreg = 100 ; courbe C/rouge : nreg = 1000.
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(b) Bus

Fig. 3.7.: PSNR = f(Htotal). Pour cette expérience, λ/λ0 = 0.125, nspl = 1, ∆v = 4.
∆err prend les valeurs 32, 16, 8. Courbe A/noire : nreg = 0 ; courbe B/bleue :
nreg = 100 ; courbe C/rouge : nreg = 1000.



60 Compression vidéo avec mesure du mouvement en ondelettes

inexact, et donc plus la qualité de l'image d'erreur se dégrade. Dans le même temps, l'en-
tropie du champ diminue. Nous avons donc une décroissance deHerr quand Hv augmente
(�gure 3.8). Cette décroissance fait que le coût de codage total par pixel, Htotal, n'est pas
nécessairement une fonction monotone. Si, pour la séquence Foreman, nous observons
que nous pourrions encore augmenter le poids du champ dans le coût de codage pour
diminuer le coût total de codage, en revanche, la valeur ∆v = 2 est celle qui minimise le
coût de codage (parmi les valeurs essayées) pour la séquence Paris (�gure 3.9).

Si nous étudions les courbes donnant le PSNR en fonction du coût total de codage,
nous constatons que le choix du pas optimal de quanti�cation dépend du contenu de la
séquence. Dans la séquence News, la structure du champ permet de quanti�er celui-ci
durement, tandis que dans le cas de la séquence Foreman, nous avons intérêt à donner
de la place au champ dans la façon de coder un pixel (�gure 3.10).
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Fig. 3.8.: Herr = f(Hv). Pour cette expérience, λ/λ0 = 0.25, nspl = 3, ∆err = 8.
∆v prend les valeurs 4, 2, 1. Courbe A/noire : nreg = 0 ; courbe B/bleue :
nreg = 100 ; courbe C/rouge : nreg = 1000.

3.3.3.5. Bilan de l'étude des paramètres
Lors des expériences, nous avons constaté que nous pouvions donner pour certains

paramètres, dont les paramètres de la méthode d'estimation (nreg, λ/λ0), des valeurs
correctes indépendamment des séquences. En revanche, les paramètres de quanti�cation,
qui vont régler le poids de l'information que nous transmettrons sur le champ de mouve-
ment par rapport à celui des coe�cients, sont plus di�ciles à établir, dans la mesure où
ils dépendent du contenu de la séquence. Nous avons besoin d'un mécanisme d'allocation
de débit entre codage du champ et codage des coe�cients d'erreur qui trouve la précision
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Fig. 3.9.: Htotal = f(Hv). Pour cette expérience, λ/λ0 = 0.25, nspl = 3, ∆err = 8.
∆v prend les valeurs 4, 2, 1. Courbe A/noire : nreg = 0 ; courbe B/bleue :
nreg = 100 ; courbe C/rouge : nreg = 1000.
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Fig. 3.10.: PSNR = f(Htotal). Pour cette expérience, λ/λ0 = 0.25, nreg = 1000, nspl = 1.
∆err prend les valeurs 32,16,8. Courbe A/noire : ∆v = 4 ; courbe B/bleue :
∆v = 2 ; courbe C/rouge : ∆v = 1
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Nom Format PSNR Block-matching PSNR Bernard régularisée
News QCIF 41.71 40.39

Container QCIF 44.26 44.35
Foreman QCIF 37.44 37.10
Silent QCIF 46.14 45.12
Mobile CIF 29.37 29.23
Paris CIF 35.90 34.18

Tempete CIF 31.42 28.56
Bus CIF 29.17 23.52

Tab. 3.2.: PSNR : block-matching contre méthode de Bernard régularisée

optimale pour chacun des deux éléments. Actuellement, de tels mécanismes de change-
ment automatique de la précision de codage du champ de mouvement sont encore peu
répandus dans les codeurs de test des standards, même si des champs de mouvements
progressifs font leur apparition.

3.3.3.6. Comparaison avec le block-matching

Comme notre but était d'étudier la viabilité d'une dérivation de la méthode de Bernard
pour la compression vidéo, nous avons e�ectué un test simple de comparaison avec le
block-matching. Nous avons utilisé un algorithme de block-matching simple, avec une
zone de recherche de 16 pixels, une précision au quart de pixel, et une taille de bloc de
8 pixels sur 8. Nous avons e�ectué la comparaison avec notre méthode, en utilisant 1000
itérations, et un rapport λ/λ0 = 0.125. Dans les deux cas, l'interpolation est e�ectuée à
l'aide de splines d'ordre 3. Nous mesurons le PSNR de la trame compensée par rapport
à la trame courante, moyennée sur les 20 premières trames de la séquence. Les résultats
sont donnés dans la table 3.2.

Nous voyons donc que le block-matching fait généralement mieux que notre méthode,
les écarts variant de -0.09 dB à 5.65 dB. Ceci est d'autant plus problématique que nous
générons 16 fois plus de vecteurs que celui-ci, comme nous obtenons un vecteur par bloc
de 2 pixels sur 2, au lieu d'un seul par bloc de 8 pixels sur 8 pour le block-matching.
La méthode expérimentée ne sera donc pas compétitive pour la compression vidéo, dans
la mesure où il faut transmettre non seulement la trame d'erreur mais aussi les vecteurs
de mouvement. Bien que ceux que nous générons béné�cient d'une certaine régularité,
celle-ci ne peut pas compenser leur grand nombre.

3.4. Conclusion
L'approche initiale de ce travail était d'améliorer autant que possible les résultats de

la méthode de Bernard en terme de PSNR. Dans ce cadre, l'ajout d'un module de ré-
gularisation apporte une amélioration claire, en fournissant des résultats plus probants,
débarrassés du bruit qui rend un champ dense ine�cace pour la compression. Néanmoins,
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la méthode sur laquelle nous nous appuyons essaye de minimiser une fonctionnelle d'er-
reur correspondant à l'équation du �ot optique projeté. Si le champ véritable que nous
cherchons à estimer correspond e�ectivement au modèle sur lequel nous nous appuyons
(champ localement constant), le choix de la fonctionnelle aurait été neutre. En réalité,
notre modèle n'est pas capable d'exprimer le champ réel. Dans ces conditions, toutes les
fonctionnelles ne sont pas équivalentes. Le block-matching, qui minimise explicitement la
mesure d'erreur utilisée pour la compression, possède donc un avantage sur notre méthode
qui s'intéresse à la validité de l'équation du �ot optique. Il n'est pas étonnant que celle-ci
fournisse des PSNR inférieurs à ceux obtenus avec le block-matching. Dans le cadre d'une
estimation d'un champ de mouvement (ou plus généralement d'une donnée quelconque),
il faut clairement avoir en tête l'application qui est visée, et dé�nir une mesure de qualité
qui soit adéquate par rapport à celle-ci et que nous minimiserons explicitement.
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Chapitre 4.
Estimation du mouvement par
détermination de n÷uds d'une grille

Les résultats décevants de la méthode exposée dans le chapitre 3 nous poussent à re-
chercher une autre manière d'estimer le mouvement. Auparavant, nous avons essayé de
minimiser une fonctionnelle qui n'était que formellement équivalente à l'objectif réel de
minimisation, et à la mesure que nous utilisions. Si nous souhaitons éliminer ce défaut,
il nous faut donc essayer de minimiser explicitement le PSNR. C'est �nalement la tech-
nique qui est utilisée dans les codeurs de tests, par exemple celui de H.264 qui tente
explicitement de minimiser la somme du coût de l'erreur (après transformation) et du
codage des vecteurs de mouvement. Nous nous contenterons ici de la minimisation du
PSNR, la minimisation du coût de codage du champ de mouvement étant dépendante
de la méthode de codage et du modèle de répartition de mouvement que l'on se donne.

4.1. Représentation du mouvement par déformation d'une
grille

4.1.1. Formulation du problème
Parmi les nombreuses façons de représenter le champ de mouvement, une des formu-

lations assez générales est de le décrire en le décomposant sur une base de fonctions.
Celle-ci est souvent une base d'interpolation, auquel cas on peut associer chaque fonction
φij de la base au point xij de l'image. Les points xij sont généralement les �n÷uds� d'une
grille répartissant ceux-ci uniformément sur l'image, bien que, dans un modèle général,
ce ne soit pas obligatoire. Nous avons alors :

v(x) =
∑

i,j

[
vij1
vij2

]
φij(x) (4.1)

Parmi les modèles de champs de mouvement qu'il est possible d'incorporer dans cette
formulation, citons, de façon non-exhaustive :

� les modèles de champs constants par bloc (block-matching, BM), où les fonctions
φij sont constantes sur un carré et nulles ailleurs

� les modèles du type Control Grid Interpolation (CGI), bilinéaires par morceau
[47, 35]
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� les modèles du type Triangle Motion Compensation (TMC), où le mouvement à l'in-
térieur d'un triangle est calculé comme le barycentre du mouvement aux sommets
du triangle [6, 33, 34]

� les modèles a�nes de compensation globale du mouvement

(a) TMC (b) CGI (c) BM

Fig. 4.1.: Di�érentes fonctions φ00 possibles.

(a) TMC (b) CGI (c) BM

Fig. 4.2.: Grilles de points xij associées aux fonctions φ00

Notre objectif est d'estimer les paramètres de notre champ de mouvement. Comme
il a été souligné précédemment, il s'agit d'un problème sous-contraint. L'application à
laquelle la mesure est destinée permet de rajouter les contraintes adéquates. Dans le
cadre de la compression video, la minimisation de la somme des erreurs entre l'image
prédite à l'aide du champ de mouvement et l'image de référence selon une norme donnée
est un bon critère d'optimalité.

[v]opt = argmin
[v]

∑
x

‖(It+1(x + v(x))− It(x)
)‖A (4.2)

‖·‖A est généralement ‖·‖1 ou ‖·‖2, cas dans lequel on se placera pour la suite des
calculs, puisqu'il correspond au PSNR que nous souhaitons explicitement minimiser.

L'association des deux équations (4.1) et (4.2) nous donne :

[v]opt = argmin
[v]

∑
x


It+1

(
x +

∑

i,j

φij(x)
[
vij1
vij2

])
− It(x)




2

(4.3)
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4.1.2. Méthode de résolution
Éliminons tout d'abord un cas particulier de notre analyse : le cas où le vecteur v

de chaque point x donné ne dépend que d'un seul des paramètres. Dans ces conditions,
chaque paramètre peut être optimisé indépendamment des autres, ce qui favorise une
approche exhaustive pour la résolution du problème. Une illustration typique de cette
situation est le block-matching, où le champ est constant par bloc. Le mouvement de
chaque bloc est donc dé�ni par un unique paramètre et la recherche semi-exhaustive
reste la plus utilisée dans la mesure où elle rentre dans les temps de calcul des machines.

Retournons au cas général. Nous cherchons donc ici à e�ectuer une minimisation aux
moindres carrés d'un modèle χ2([vijl]) a priori non-linéaire par rapport aux paramètres,
où :

χ2
(

[v]
)

=
∑
x


It+1

(
x +

∑

ij

φij(x)
[
vij1
vij2

])
− It(x)




2

. (4.4)

La méthode couramment employée est celle de Levenberg-Marquardt. L'objectif de cet
algorithme (Algorithme 1) est d'opérer un glissement entre la méthode des plus grandes
pentes, où les paramètres sont déplacés dans la direction du gradient, et les méthodes
quasi-newtoniennes, qui nécessitent l'inversion du hessien, plus �nes lorsqu'on s'approche
d'une approximation correcte de l'optimum.

Si nous disposons d'une solution proche de la solution recherchée, χ2([vijl]) sera nor-
malement bien approchée par une fonctionnelle quadratique :

χ2([v]) = γ −∇χ2 · [v] +
1
2

[v] ·Hχ2 · [v] (4.5)

Si e�ectivement l'approximation est correcte, alors les méthodes quasi-newtonniennes
nous suggèrent de faire évoluer notre solution temporaire [v]courant par :

[v]suivant = [v]courant +D−1(−∇χ2([v]courant)). (4.6)

En revanche, si notre approximation est mauvaise, nous avons plutôt intérêt à nous
déplacer dans la direction du gradient, c'est-à-dire à e�ectuer :

[v]suivant = [v]courant − constante · ∇χ2([v]courant), (4.7)

en nous arrangeant pour que la constante ne nous fasse pas dépasser la zone de descente
du gradient. Nous pouvons essayer d'utiliser chacun de ces deux types d'étapes a�n de
minimiser notre fonctionnelle.

Notons

x′ = x + v(x). (4.8)

x′ contient donc l'in�uence de notre champ de mouvement, si nous réécrivons notre
fonctionnelle comme :

χ2(v) =
∑
x

(
It+1(x′)− It(x)

)
.
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La dérivée de notre critère par rapport à chacun des vijl s'écrit :

∂χ2

∂vijl
= 2

∑
x

φij(x)
∂It+1

∂xl
(x′)

(
It+1(x′)− It(x)

)
(4.9)

En dérivant une seconde fois, on obtient :

∂2χ2

∂vijl∂vi′j′l′
= 2

∑
x

(φijφi′j′)(x)
[
∂2It+1

∂xl∂xl′
(x′)

(
It+1(x′)− It(x)

)
+

(∂It+1

∂xl

∂It+1

∂xl′

)
(x′)

]

(4.10)
En pratique, on considère que le premier terme est négligeable, ce qui nous permet

d'écrire �nalement :

∂2χ2

∂vijl∂vi′j′l′
= 2

∑
x

(φijφi′j′)(x)
(∂It+1

∂xl

∂It+1

∂xl′

)
(x′) (4.11)

A�n d'écrire de façon plus compacte, notons :

βk =
∂χ2

∂vijl

αkk′ =
1
2

∂2χ2

∂vijl∂vi′j′l′
,

où k et k′ sont des indices agrégés correspondant respectivement à ijl et i′j′l′.
L'équation (4.6) se réécrit alors :

∑
αkk′δvk′ = βk, (4.12)

tandis que l'équation (4.7) devient :

δvk = constant× βk (4.13)

L'algorithme de Levenberg-Marquardt s'appuie sur deux idées complémentaires :
� A�n de trouver une valeur correcte de la constante dans l'équation (4.7), il est

possible de se servir du hessien. En e�et, 1/αkk est de la dimension de βk. Nous
pouvons introduire une constante sans dimension, λ, identique pour chacun des
indices k, et remplacer l'équation (4.13) par :

δvk =
1

λαkk
βk λαkkδvk = βk. (4.14)

Ceci est possible dans la mesure où la dé�nition de αkk nous garantit que ce nombre
est positif. Si αkk est nul, alors le gradient est nul lui aussi, et nous aurons un pas
nul.
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� Il est possible de combiner les équations (4.12) et (4.14) en dé�nissant une nouvelle
matrice [α′] à partir de [α] :

α′kk = (1 + λ)αkk
α′kk′ = αkk′ si k 6= k′.

Nous avons alors :
∑

α′kk′δvk′ = βk (4.15)

Selon la valeur de λ, la résolution de (4.15) sera plus proche de l'approche quasi-
newtonienne ou bien de la descente de gradient. Si λ est important, la matrice [α′]
sera à diagonale dominante, et nous aurons un système proche de (4.14). Si au
contraire λ est faible, les matrices [α] et [α′] ne seront que peu di�érentes, et nous
aurons un système proche de (4.12).

Dans ces conditions, nous obtenons l'algorithme 1.

Algorithme 1 Obtention du champ de mouvement via l'algorithme de Levenberg-
Marquardt
initialisation de [v]
initialisation de λ
répéter
δ [v]← (Hχ2([v]) + λId)−1∇χ2([v])
si χ2([v] + δ [v]) < χ2([v]) alors
λ← λ/10
[v]← [v] + δ [v]

sinon
λ← 10λ

�n si
jusqu'à χ2 < ε1 ou δχ2 < ε2

4.1.3. Interpolation de l'image et de sa dérivée
Nous avons supposé jusqu'à présent que l'image au temps t+ 1 était continue et donc

que nous connaissions ses valeurs pour des valeurs quelconques du champ de mouvement.
Il nous faut revenir aux données dont nous disposons, c'est�à�dire une image échantillon-
née. Le choix d'une méthode d'interpolation nous permettra de passer de nos données
discrètes à une image continue. Celle-ci devra être régulière dans la mesure où nous devons
calculer le gradient de l'image en des points quelconques. L'interpolation par B-splines
bicubiques présente de cette qualité.

On calcule d'abord les coe�cients de développement B-spline mij , par un algorithme
récursif.
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On a ensuite par dé�nition de ces coe�cients, pour un point q quelconque :

It+1(q) =
∑

i,j

mijψi(qx)ψj(qy) =
∑

i,j

mijΨi,j(q) (4.16)

Et donc :

∇It+1(q) =
∑

i,j

mij∇Ψi,j(q) (4.17)

Les calculs de décomposition sont e�ectués une seule fois, pour toute l'image, et per-
mettent ensuite de calculer simplement les valeurs de l'image et de sa dérivée en tout
point.

4.1.4. Résolution multi-échelles
4.1.4.1. Principe

La plupart des méthodes de minimisation sont sensibles à l'existence de minima locaux.
La procédure de minimisation peut s'arrêter dans un de ceux-ci qui valide la condition
d'arrêt sur l'annulation du gradient et la positivité du hessien dans ses environs. Dans le
cadre de l'estimation de mouvement, ces minima locaux sont nombreux, en particulier à
cause de la texture des objets de la scène. Il nous faut donc trouver une parade.

Une des solutions classiques est d'utiliser des versions lissées des images. Le lissage va
faire disparaître les petits minima locaux et faciliter l'approche de la solution optimale.
Une fois obtenue une estimation de l'optimum sur les images lissées, la méthode repasse
à des images plus nettes.

Plus précisément, nous allons travailler avec une multi-résolution de l'image et nous
munir d'un jeu complet de versions simpli�ées de nos deux images. Nous obtiendrons une
première idée du mouvement avec la version la plus �oue, puis nous nous servirons de la
valeur obtenue pour initialiser l'algorithme 1 quand nous travaillerons sur la version un
peu moins �oue, et ainsi de suite, jusqu'à travailler sur l'image originale.

4.1.4.2. Sous-échantillonnage et sur-échantillonnage par rapport à
l'échantillonnage critique

Il est désirable de rester modéré sur le temps de calcul a�n que celui-ci �n'explose� pas.
Cela veut dire que nous ne pouvons pas travailler sur une série de versions de l'image de
taille identique à celle-ci. Pour éviter cette augmentation trop importante, il nous faut
donc sous-échantillonner a�n de travailler sur des versions �ltrées, mais aussi réduites,
de l'image.

Il faut cependant bien prendre en compte le problème de l'aliasage dû au sous-échantil-
lonnage lorsque l'on e�ectue de l'estimation de mouvement associée à celui-ci.

Supposons que nous disposons d'un signal aléatoire s, de moyenne nulle. Nous avons

E(s) = 0.
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Nous dé�nissons le spectre en amplitude (désigné dans ce qui suit comme le spectre) de
s, Sp s, par :

Sp s = E(|ŝ|).
Il s'agit donc de l'amplitude - au carré pour des raisons de simplicité - des coe�cients de
la décomposition de Fourier de notre signal.

Il est aussi possible de voir le spectre comme la transformée de Fourier de l'auto-
corrélation du signal. Celle-ci se dé�nit comme :

AutoCorr(s)(x) = E(
∫
s(t)s(t+ x)dt)

Grâce à la conservation du produit scalaire lors de la transformée de Fourier, nous avons
aussi :

AutoCorr(s)(x) = E(
∫
ŝ(ω)eixωs(ω)dω)

= F−1
(
E(ω 7→ |ω̂|2)) (x)

Nous avons donc bien :
Sp s = ̂AutoCorr s

Que se passe-t-il si nous convoluons notre signal avec un �ltre f ? Nous avons :
Sp s ? f = E(|ŝf̂ |2)

= |f̂ |2E(|ŝ|2)
= Sp f Sp s

dans la mesure où f ne dépend pas de la réalisation de s. La convolution par un �ltre f
donne donc une multiplication des spectres.

L'échantillonnage, lui, ne correspond pas à une convolution, mais à une multiplication
par le peigne de Dirac adéquat. Le peigne de Dirac de période T se dé�nit par :

δT (x) =
∑

k∈Z

δ(x− kT ).

La transformée de Fourier du peigne de Dirac est elle-même un peigne de Dirac :

FδT =
1
T
δ 2π

T
.

Que se passe-t-il maintenant si nous échantillonnons ou sous-échantillonnons notre
signal, c'est-à-dire si nous le multiplions par le peigne de Dirac de période T ?

Nous avons :

Sp sδT = E(|ŝ ? 1
T
δ 2π

T
|2)

= E(ω 7→ | 1
T

∑

k∈Z

ŝ(ω +
2kπ
T

)|)

≤
∑

k∈Z

E(ω 7→ | 1
T
ŝ(ω +

2kπ
T

)|)
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Si notre signal a déjà un spectre inclus dans [− π
T ,

π
T ], l'échantillonnage e�ectue sim-

plement une périodisation du spectre. En revanche, si le spectre n'est pas inclus dans
cette gamme de fréquence ou bien n'est pas déjà périodique de période 2π

T , les di�érents
éléments de la somme vont interagir entre eux. Il y aura alors repliement spectral.

Si nous avons un signal échantillonné à T et que nous souhaitons le sous-échantillonner
à 2T , nous aurons un repliement spectral d'une moitié de l'intervalle de fréquence sur
l'autre. Dans le cas d'un signal a priori quelconque, dont on suppose juste la décroissance
du spectre sur R+, cela peut être dévastateur.

Comment obtenir une solution satisfaisante dans ces conditions ? Supposons que nous
disposons d'un �ltre passe-bas non-idéal hT , qui atténue le spectre essentiellement hors
de [− π

T ,
π
T ]. Le spectre du signal s après un premier �ltrage par convolution avec h est :

Sp(s ? hT ) = Sp sSphT .

Le �ltre h2T peut être vu comme le �ltre hT , dans lequel nous avons inséré des zéros
entre chaque élément. Dans ces conditions, nous avons :

ĥ2T (ω) = ĥT (2ω)

Si nous �ltrons ensuite avec h2T , nous obtenons comme spectre :

Sp(s ? hT ? h2T ) = Sp f SphT Sph2T .

Posons

k̂i(ω) =
i∏

j=0

ĥT (2jω)

=
i∏

j=0

ĥ2jT (ω).

Si l'on trouve i tel que :

|k̂i(ω)|2 ¿ 1 si ω ∈ [π/2, π], (4.18)

alors il sera possible de commencer à sous-échantillonner à partir du i-ème �ltrage. En
e�et, l'équation (4.18) signi�e que la partie du spectre qui se replie à cause de l'échan-
tillonnage est a priori négligeable par rapport au spectre normal, si les deux parties
étaient initialement de même ordre, et donc que le repliement ne causera pas de souci
particulier.

En pratique, si nous utilisons un �ltre de noyau (1/4, 1/2, 1/4), que se passe-t-il ? Le
spectre de ce �ltre est :

Sp(h)(ω) = cos4
ω

2
.

Le repliement spectral risque encore de poser problème si le spectre du signal d'origine
ne décroit pas su�samment vite comme cela apparaît sur les �gures 4.3(a) et 4.3(c). En
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revanche, deux étapes de �ltrage multiplient le spectre du signal par cos4 ω
2 cos4 ω. Sur

l'intervalle [π/4, π/2], le maximum de cette fonction est inférieur à 0.01, à comparer au
maximum absolu de 1. Le repliement spectral est donc peu important si l'on maintient
un sur-échantillonnage de 2 par rapport à l'échantillonnage critique lors de la séquence
de �ltrage/sous-échantillonnage. Ceci correspond aux �gures 4.3(b) et 4.3(d).

0−π
2

π
2
ω

(a) bk0(ω)

0−π
2

π
2
ω

(b) bk1(ω)

0−π
2

π
2
ω

(c) bk0(ω) après repliement

0−π
2

π
2
ω

(d) bk1(ω) après repliement

Fig. 4.3.: Spectres de �ltrage.

4.1.4.3. Algorithme multi-échelles
En pratique, nous utilisons un noyau G = (1/4, 1/2, 1/4) que nous convoluerons à

l'image pour la �ltrer. L'opérateur d sous-échantillonne l'image d'un facteur 2 dans
chaque direction. En�n, l'opérateur u sur-échantillonne en insérant des zéros dans les
trous.

Selon les conclusions de la section 4.1.4.2, nous pouvons obtenir, sans trop craindre
l'aliasage, à partir de notre image initiale It, une image �ltrée :

J0
t = G ? It

de même taille, puis une suite de K images (J it )1≤i≤K de plus en plus petites, et telles
que :

J i+1
t = d(G ? J it ).

A l'inverse, il nous faut aussi opérer une transformation pour trouver, à partir des
paramètres du champ obtenus à l'échelle i, les paramètres du champ à l'échelle i − 1.
Dans l'idéal, les nouveaux paramètres doivent donner un champ le plus proche possible
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du champ fourni par les anciens paramètres. Dans notre implémentation, nous avons
choisi comme fonction pour notre base nous permettant d'exprimer le champ :

φ(x) = 1[−1,1](|1− x1|)1[−1,1](|1− x2|),

dilatée, et translatée de manière à ce que le support de φij recouvre exactement les blocs
voisins du n÷ud associé à cette fonction. Si ceux-ci sont de taille n× n, nos fonctions de
base sont alors :

φnij(x) = φ(i− x1

n
, j − x2

n
)

Ces fonctions correspondent à une interpolation bilinéaire à partir des n÷uds de la grille.
En prenant comme valeurs pour nos nouveaux paramètres les valeurs interpolées aux
nouveaux points associés, nous retrouvons exactement le même champ. Les nouvelles
valeurs se situant à mi-chemin des anciennes, il est possible d'obtenir la nouvelle grille
de paramètres à partir de l'ancienne, en lui appliquant l'opérateur u, puis en convoluant
avec φ2

00.
Notre résolution multi-échelles se traduit par l'algorithme 2.

Algorithme 2 Obtention du champ de mouvement par résolution multi-échelles
J0
t ← G ? It)
pour i de 1 à K faire
J it ← d(u(G) ? J i−1

t )
�n pour
vK+1 ← 0
pour i de K à 0 faire
wi ← φ2

00 ? u(vi+1)
vi ← résultat de l'algorithme (1) pour l'image J it et J it+1, initialisé avec wi

�n pour
w ← v0

vopt← résultat de l'algorithme (1) pour l'image It et It+1, initialisé avec w

4.2. Résultats
Les tests ont été de deux espèces : nous avons tout d'abord comparé notre nouvelle

méthode au block-matching qui constitue notre référence. Nous avons fait ensuite des
tests en situation réelle, en intégrant notre méthode d'estimation au sein du codec MC-
EZBC [10].

4.2.1. Comparaison avec le block-matching
4.2.1.1. Présentation des tests

Nous avons comparé notre méthode à un block-matching sans contrainte, c'est-à-dire
pour lequel la minimisation n'implique aucune contrainte sur la forme des vecteurs pro-
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duits autre que la pure minimisation de l'erreur de prédiction. Pour chacune des mé-
thodes, nous avons regardé le PSNR entre l'image originale, et l'image prédite à partir
du champ de mouvement estimé et de l'image précédente dans la séquence, dans son état
original.

Notre méthode calcule des paramètres avec une précision quelconque. Cette caractéris-
tique, bien qu'intéressante a priori, ne doit pas nous faire oublier que, dans une situation
pratique, les paramètres de mouvement sont représentés par des entiers. Ils seront donc
quanti�és. En revanche, le modèle interpole toujours les vecteurs de mouvement à partir
des paramètres. Les vecteurs de mouvement utilisés auront donc une résolution di�érente
des paramètres de mouvement. Le block-matching, quant à lui, fournit directement des
paramètres de mouvement représentés par des entiers. Nous avons voulu comparer, à pré-
cision des paramètres égale, le PSNR au cours d'une séquence entre les deux méthodes.
Le calcul a été e�ectué pour une précision des paramètres entière (1/1), demi-entière
(1/2), au quart de pixel (1/4) et au huitième de pixel (1/8).

D'autre part, il est possible de choisir di�érentes tailles de blocs. Nous avons utilisé
des blocs de 4 pixels par 4 (4×4), et des blocs de 8 pixels par 8 (8×8). En�n, le nombre
d'échelles sur lesquelles le calcul a été e�ectuée était de 4 ou de 6.

La légende pour chacune des �gures suivantes est donnée par la table :

Modèle bilinéaire par morceau Block-Matching
4× 4 A/rouge C/vert
8× 8 B/bleu D/noir

4.2.1.2. Analyse

Notons tout d'abord que la comparaison présente en réalité un léger biais en faveur de
notre nouvelle méthode, puisqu'à taille d'image équivalente, celle-ci doit fournir quelques
paramètres supplémentaires pour représenter le champ.

Néanmoins, cela n'empêche pas le block-matching de donner dans quasiment toutes les
séquences des résultats supérieurs à notre méthode lorsque la plus petite taille de blocs,
4× 4 est utilisée. Pour cette petite taille de blocs, la modélisation du champ sur chaque
bloc grâce à l'interpolation bilinéaire ne se distingue pas su�samment du cas du champ
constant par morceaux pour compenser ses deux désavantages : d'une part, la nécessaire
continuité du champ de mouvement, contrairement au block-matching, d'autre part, le
fait que le block-matching e�ectue une recherche exhaustive de la solution optimale,
tandis que nous e�ectuons une descente de gradient qui, bien que sophistiquée, pourra
s'arrêter dans des mimimas locaux.

En revanche, dans le cas des blocs 8×8, notre modèle de champ béné�cie véritablement
de sa di�érence, même s'il reste pénalisé par son mode de résolution. Le modèle bilinéaire
apporte une véritable amélioration pour la séquence mobile qui contient, parmi d'autres
mouvements simples, des mouvements de rotations. Cependant, à cause de l'imposition
de la continuité, il n'est pas compétitif par rapport au block-matching pour la séquence
Football, dont le mouvement est rapide. Autre avantage de l'interpolation bilinéaire, notre



76 Estimation du mouvement par détermination de n÷uds d'une grille

A

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

B

C

C

C C

C

D

D D

D

D

D

 5  10  15

 34

 36

 38

 40

(a) précision : 1/1

A

A

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

C

C

C

C

C

D

D

D

D

D

 5  10  15

 35

 36

 37

 38

 39

 40

 41

(b) précision : 1/2

A

A

A

A

A

A

A A

B

B

B

B

C

C C

C

D

D
D

D

D

 5  10  15

 36

 37

 38

 39

 40

 41

 42

(c) précision : 1/4

A

A

A A

A

A

A

A

B

B

B

B

C

C C

C

D

D
D

D

D

 5  10  15

 36

 38

 40

 42

(d) précision : 1/8

Fig. 4.4.: PSNR au cours du temps. Foreman CIF@30Hz 6 échelles. Courbe A/rouge :
bilinéaire 4× 4 ; courbe B/bleu : bilinéaire 8× 8 ; courbe C/vert : BM 4× 4 ;
courbe D/noir : BM 8× 8.
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Fig. 4.5.: PSNR au cours du temps. Mobile CIF@30Hz 6 échelles. Courbe A/rouge :
bilinéaire 4× 4 ; courbe B/bleu : bilinéaire 8× 8 ; courbe C/vert : BM 4× 4 ;
courbe D/noir : BM 8× 8.
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Fig. 4.6.: PSNR au cours du temps. Bus CIF@30Hz 6 échelles. Courbe A/rouge : bili-
néaire 4×4 ; courbe B/bleu : bilinéaire 8×8 ; courbe C/vert : BM 4×4 ; courbe
D/noir : BM 8× 8.
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Fig. 4.7.: PSNR au cours du temps. Paris CIF@30hz 6 échelles (trame 201-220). Courbe
A/rouge : bilinéaire 4 × 4 ; courbe B/bleu : bilinéaire 8 × 8 ; courbe C/vert :
BM 4× 4 ; courbe D/noir : BM 8× 8.
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Fig. 4.8.: PSNR au cours du temps. Football SIF@30Hz 6 échelles. Courbe A/rouge :
bilinéaire 4× 4 ; courbe B/bleu : bilinéaire 8× 8 ; courbe C/vert : BM 4× 4 ;
courbe D/noir : BM 8× 8.
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Fig. 4.9.: PSNR au cours du temps. Foreman CIF@30Hz, 4 échelles. Courbe A/rouge :
bilinéaire 4× 4 ; courbe B/bleu : bilinéaire 8× 8 ; courbe C/vert : BM 4× 4 ;
courbe D/noir : BM 8× 8.



82 Estimation du mouvement par détermination de n÷uds d'une grille

I2t I2t+1

Fig. 4.10.: Repérage des di�érents types de pixels pour le �ltrage temporel compensé
en mouvement. En noir : pixel connecté. En bleu, pixel �non-référencé�. En
rouge, pixel non-connecté.

modèle a tendance à légèrement mieux supporter la quanti�cation (voir par exemple la
�gure 4.6).

4.2.2. Résultats au sein du codeur MC-EZBC
La méthode d'estimation de mouvement a été intégrée au sein du codeur MC-EZBC

de Woods et al. [10, 22, 9]. Avant d'analyser les résultats obtenus, donnons une rapide
présentation de ce codeur.

4.2.2.1. Le codeur MC-EZBC
Filtrage temporel compensé en mouvement Le codeur MC-EZBC, libre d'accès à des
�ns expérimentales, fait partie de la nouvelle génération de codeurs qui s'appuient sur un
�ltrage temporel compensé en mouvement (� MCTF � pour Motion-Compensated Time
Filtering). Ce type de �ltrage est rendu possible grâce à l'utilisation du lifting.

Avant d'e�ectuer le �ltrage, il nous faut classi�er les pixels en plusieurs catégories (voir
�gure 4.10) :

� L'ensemble Dnr des pixels non-référencés est l'ensemble des pixels de l'image I2t
vers lesquels aucun vecteur de mouvement arrondi(v) ne pointe.

x ∈ Dnr ⇐⇒ ∀y ∈ I2t+1,y − arrondi(v(y)) 6= x
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� Un point multi-connecté est un point de I2t tel qu'il existe plusieurs vecteurs
arrondi(v) pointant vers lui. On appelle antécédents les points associés.

� L'ensemble Dnc des pixels non-connectés est l'ensemble des pixels de l'image I2t+1

pour lesquels le vecteur de mouvement arrondi(v) pointe vers un point multi-
connecté dont un des autres antécédents donne une di�érence de prédiction plus
faible.

x ∈ Dnc ⇐⇒ ∃y ∈ I2t, ∃x′ ∈ I2t+1,y = x−arrondi(v(x)) = x′−arrondi(v(x′)),
|I2t(y)− I2t+1(x′)| < |I2t(y)− I2t+1(x′)|. (4.19)

� Les points qui ne sont ni dans Dnr ni dans Dnc sont dits connectés. Quand on a
retiré les anciennes connections des points non-connectés, tous les points connectés
deviennent simplement connectés.

Nous notons J̃ l'image interpolée de J à la position fournie. La première étape du
lifting est la suivante :

H(x) =
1√
2

(
I2t+1(x)− Ĩ2t(x− v(x))

)

Pour la seconde étape du lifting, séparons le cas des pixels connectés de celui des pixels
non-référencés. Ces derniers sont traités de la façon suivante :

L(y) =
√

2I2t(y).

Si un point y de I2t est connecté, alors nous avons un point x de I2t+1 tel que y = x−v(x).
Le point y est alors traité de la façon suivante :

L(y) =
√

2I2t(y) + H̃(y + v(x))

Ces deux étapes dé�nissent ainsi une opération inversible qui e�ectue un �ltrage de
Haar dans la direction temporelle. À partir de deux images I2t et I2t+1, nous avons obtenu
une image passe-bas L et une image passe-haut H. Il est possible de répéter le �ltrage
sur les images passe-bas successives a�n d'obtenir plusieurs échelles de décomposition.

Il est possible de coder certains pixels d'une trame en codage intra, plutôt que d'uti-
liser une prédiction temporelle. Cette décision est faite par le codeur selon l'erreur de
prédiction e�ectuée.

Décomposition spatiale et codage Une fois que le �ltrage temporel est e�ectué, le
codeur applique une décomposition temporelle en ondelettes 7/9.

Les coe�cients sont ensuite encodés par le codeur EZBC qui est un codeur par plan
de bits. L'information est placée dans un quad-tree où la valuation de chaque noeud
est égal à l'amplitude maximale des coe�cients dans la région associée au n÷ud, sur
toutes les sous-bandes. La valuation de chaque n÷ud du quad-tree est encodée par un
codeur arithmétique à contexte. En�n, les vecteurs de mouvement, qui sont obtenus par
un block-matching hiérarchique à taille de bloc variable (HVSBM), sont codés par une
prédiction hiérarchique et un codage arithmétique.
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4.2.2.2. Implémentation de l'estimation de champ bilinéaire par morceau au sein
du codeur MC-EZBC

La principale di�culté d'implémentation provient du fait que le nombre de paramètres
de mouvement à fournir n'est pas le même que pour les techniques de block-matching.
Il y a en e�et un n÷ud de plus dans chaque dimension qu'il n'y a de blocs. D'autre
part, nous ne tirons pas pleinement parti de la taille variable qui peut être utilisée avec
le block-matching hiérarchique, puisque nous devons fournir le champ de mouvement à
tous les n÷uds de la grille que nous nous sommes �xés. En revanche, nous béné�cions
de la possibilité de coder une zone en intra (c'est-à-dire sans prédiction temporelle) au
cas où l'estimation n'est pas bonne. En e�et, notre méthode peut fournir des vecteurs
de mouvement qui sortent de la trame de référence. Ici, nous pouvons donc, plutôt que
tronquer le vecteur pour s'assurer qu'il prendra bien un point de la trame, demander
simplement le codage intra.

4.2.2.3. Expériences
Nous avons encodé plusieurs séquences dans des blocs de 16 images avec le codeur MC-

EZBC original, utilisant l'algorithme HVSBM, et le codeur MC-EZBC modi�é, utilisant
notre méthode d'estimation de mouvement (BBL). La précision des paramètres du champ
de mouvement est �xée à 1/8ème de pixel. Cependant, nous interpolons ces valeurs bili-
néairement, et nous obtenons des fractions de dénominateurs supérieurs. Nous utilisons
une taille de blocs de 8 pixels sur 8 pour la méthode BBL. Nous avons juste expérimenté
la progressivité en qualité, sans utiliser la progressiviité spatiale et temporelle.

Les résultats obtenus mettent en valeur une perte de plusieurs décibels du fait de l'uti-
lisation de l'algorithme BBL. Cette perte peut s'expliquer entre autres par l'adaptation
du système de codage des vecteurs à l'algorithme hiérarchique, aspect dont nous ne pou-
vons pas pro�ter. D'autre part, il est à craindre que la possibilité de coder en intra ne soit
pas su�sante pour réaliser un gain car ces pixels possèdent souvent une forte énergie.

4.3. Conclusion
Nous avons, dans ce chapitre, développé une méthode d'estimation de mouvement qui

tente, contrairement à celle exposée au chapitre précédent, de minimiser explicitement
le PSNR. La plupart des éléments de cette méthode sont des briques connues. Nous
avons essayé d'apporter une attention particulière à leur combinaison, et en particu-
lier, aux problèmes d'aliasage qui risquent d'apparaître dans les étapes de �ltrage/sous-
échantillonnage de la résolution multi-échelles. Néanmoins, faute de pouvoir e�ectuer une
recherche exhaustive, notre méthode ne possède pas d'avantage évident en l'état sur le
block-matching.

Plusieurs pistes existent a�n d'améliorer nos résultats. Tout d'abord, il est possible
qu'utiliser un découpage en triangles de l'image plutôt qu'en carrés se révèle plus e�cace.
Dans la mesure où la grande partie de ce que nous avons décrit est indépendant de la
base utilisée, cette adaptation est aisée.
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Fig. 4.11.: Stefan@30Hz. Comparaison entre les algorithmes BBL et HVSBM au sein du
codeur de Woods.
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Fig. 4.12.: Paris@30Hz. Comparaison entre les algorithmes BBL et HVSBM au sein du
codeur de Woods.
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Fig. 4.13.: Foreman@30Hz. Comparaison entre les algorithmes BBL et HVSBM au sein
du codeur de Woods.

D'autre part, un des défauts actuels de la méthode est que le modèle de mouvement
sous-jacent est complètement continu, ce que nous savons faux en réalité. Il est possible
d'envisager d'introduire des discontinuités dans notre modèle, comme le fait Ohm [35]
avec un modèle similaire : les zones sur lesquelles nous e�ectuons l'interpolation peuvent
être coupées en deux, et nous donnons alors un modèle distinct pour chaque morceau.
La méthode de résolution est alors plus complexe, puisqu'il faut déterminer, outre les
paramètres de mouvement sur les deux morceaux, la position de la cassure.



Troisième partie .

Compression





Chapitre 5.
Contrôle de débit et compression vidéo
hybride

5.1. Le rôle du contrôle de débit
Dès que l'on dispose de données à transmettre ou à stocker, il est naturel de s'interroger

sur la concision de la représentation de ces données. En e�et, les supports de stockage
(disque dur, DVD, etc.) sont de taille limitée, et il en est de même pour les canaux de
transmission (�bre optique, signal hertizien, etc.). Il faut donc s'assurer que la représen-
tation des données qu'on utilise respecte la contrainte matérielle posée. La contrainte
peut s'exprimer selon les cas de façon globale ou locale. Dans le cas d'une séquence vidéo
stockée sur un disque dur, le paramètre principal est la taille totale de la séquence sur
le disque. En revanche, lorsqu'on e�ectue de la di�usion vidéo sur internet, la contrainte
est donnée par le débit maximal du canal de transmission. Il y a un temps de latence ini-
tial acceptable entre l'émission et la réception des données, mais ensuite, l'utilisateur ne
doit pas avoir à attendre l'arrivée des données pour suivre la vidéo : les données doivent
donc pouvoir arriver au moins aussi vite que la vidéo se déroule. Nous avons donc une
contrainte locale sur la taille des données à chaque unité de temps. Dans le cas du DVD,
la contrainte est à la fois globale (la vidéo doit pouvoir tenir sur le support) et locale (le
�ux de données doit pouvoir être lu assez vite par le lecteur, et traité par le processeur).
La transmission de données satellitaires fournit un autre exemple de contrainte locale.
Un satellite d'observation acquiert constamment des données, qui doivent être transmises
sur Terre. La capacité de mémoire du satellite étant limitée, il faut être capable de trans-
mettre les données au fur et à mesure de l'arrivée de celles-ci � avec un léger temps de
latence � grâce au signal hertzien.

Il existe deux grandes méthodes pour assurer le respect de la contrainte globale : la
première est d'imposer avec une certaine souplesse une contrainte locale qui correspond
en terme de débit à la contrainte globale. L'autre est de faire un premier passage sur
l'ensemble des données a�n d'étudier leur structure, puis d'e�ectuer la compression en
utilisant la connaissance ainsi acquise. Cette deuxième méthode n'est pas toujours à
disposition, par exemple dans le cas où il est nécessaire d'e�ectuer une compression à la
volée des données, au fur et à mesure de leur obtention.

Dans le cas de la vidéo, la taille des données est généralement trop importante pour
que l'on puisse espérer transmettre ou stocker celles-ci sans avoir à les dégrader. Nous
avons donc à résoudre deux problèmes joints : faire respecter à la représentation de nos
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données la contrainte globale ou locale qui nous est imposée, d'une part, et d'autre part,
limiter au mieux la distorsion qu'introduit notre nouveau mode de représentation.

Les formats de stockage progressifs sont vraisemblablement une des réponses les plus
souples à ce problème, puisque chaque bit du �chier résultant est censé être optimal
en terme de diminution marginale de la distorsion. Cependant, la nature même de ces
schémas peut déboucher sur une légère ine�cacité, et c'est pour cette raison que les
algorithmes qui visent à créer une version ciblant des valeurs précises du critère sont
encore intéressants.

En pratique, les questions auxquelles se doit de répondre un algorithme d'allocation
de débit en compression vidéo sont les suivantes :

� comment répartir le débit entre chacune des images ou comment assurer le respect
de la contrainte de débit au long des images ?

� comment répartir le débit au sein d'une image ou comment assurer le respect de la
contrainte de débit au sein de l'image ?

Un algorithme de débit qui fait référence a été proposé pour le standard H263, et
intégré au codeur/décodeur TMN.8 de ce standard. Plus récemment, He et al. [18, 19, 17]
ont proposé un algorithme d'allocation de débit s'appuyant sur un modèle empirique des
données, algorithme qui donnerait des meilleurs perfomances que celui du TMN.8. Mallat
et Falzon ont développé un algorithme d'allocation de débit pour la compression d'images
�xes. L'application qui a été donnée à cet algorithme est celle de la transmission d'images
satellitaires, qui ne forment en fait qu'une image de hauteur in�nie. On retrouve ici la
contrainte locale qui est correspond généralement plutôt à la vidéo. L'objet de ce chapitre
est de formaliser une adaptation de ce dernier algorithme à la vidéo, puis d'e�ectuer une
comparaison entre les trois méthodes.

5.2. Compression par codage avec quanti�cation
5.2.1. Compression et taux de distortion

Nous rappelons ici dans cette section des bases théoriques sur lesquelles s'appuient les
algorithmes d'allocations de débit présentés (TMN.8 et Mallat-Falzon).

Dans un cadre très général, nous pouvons considérer qu'un signal est la réalisation d'un
processus aléatoire F [k] de taille N . Le codage par transformée va exprimer ce signal sur
une base orthonormée B = {gk}0≤k<N :

F =
N−1∑

k=0

FB[k]gk.

Chaque coe�cient FB[k] peut être vu comme une variable aléatoire dé�nie par :

FB[k] = 〈F, gk〉 =
N−1∑

l=0

F [l]g∗l [l],
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où B∗ = {g∗k}0≤k<N est la base duale de B. Quitte à noter les valeurs de E(FB[k] et à
l'enlever de FB[k], on suppose que FB[k] est à moyenne nulle.

Les valeurs prises par les coe�cients sont généralement réelles. La précision du support
de calcul limite naturellement la taille du code nécessaire pour représenter ces valeurs,
mais il faut quanti�er pour réduire véritablement la taille moyenne du code représen-
tant chacun des coe�cients. La quanti�cation transforme chaque coe�cient FB[k] par
un variable quanti�ée F̄B[k], chaque coe�cient étant traîté indépendamment (nous nous
plaçons ici dans le cas d'une quanti�cation scalaire). Après quanti�cation, le signal re-
construit est :

F̄ =
N−1∑

k=0

F̄B[k]gk.

La distorsion que provoque la quanti�cation sur un jeu de coe�cients peut être mesurée
par l'erreur quadratique moyenne :

d = E(‖F − F̄‖) =
N−1∑

k=0

E(|FB[k]− F̄B[k]|2).

En moyenne, le PSNR de l'image représenté par les coe�cients vaut donc :

PSNR = −10 log1 0
d

NV 2
max

,

où Vmax est la valeur maximale de l'image. Le calcul sur les coe�cients transformés
est possible puisque nous supposons que nous exprimons les coe�cients sur une base
orthonormée, comme la base canonique. Si nous notons Rk le nombre de bits utilisés
pour coder F̄B[k], la distorsion dépend du nombre total de bits :

R =
N−1∑

k=0

Rk.

d(R) est appelé le taux de distorsion. Tout l'art de la compression avec quanti�cation
se trouve dans la réalisation d'une minimisation du taux de distorsion à débit constant,
c'est à dire avec un nombre �xe de bits utilisés pour représenter les coe�cients.

5.2.2. Quanti�cation haute-résolution
Étudions ce qui se passe pour un des FB[k] que l'on notera variableX. Un quanti�cateur

scalaire Q va découper la droite des réels en intervalles de la forme ]yk, yk+1], nommés
boîtes de quanti�cations, et approchera tout x ∈]yk, yk+1] par xk :

∀x ∈]yk, yk+1], Q(x) = xk.

Soit p(x) la densité de probabilité de X. L'erreur de quanti�cation est alors :

d = E((X − X̄)2) =
∫ +∞

−∞
(x−Q(x)) p(x)dx.
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L'hypothèse de haute-résolution assume que sur chaque boîte de quanti�cation ]yk, yk+1],
p(x) est approximativement constant, égal à pk. Si nous notons ∆k les tailles des boîtes
de quanti�cations :

∆k = yk+1 − yk,
alors

∀x ∈]yk, yk+1], p(x) =
pk
∆k

Cette hypothèse est véri�ée dans le cas où les boîtes de quanti�cation sont su�samment
petites par rapport au taux de variation de p(x), si bien que nous pouvons alors négliger
ses variations au sein d'une boîte. Dans ce cas, le taux de distortion est minimisé si xk
est le milieu de l'intervalle [yk, yk+1]. Nous aurons alors :

d =
1
12

∑
pk∆k

On appelle quanti�cateur uniforme le quanti�cateur où toutes les boîtes de quanti�-
cation sont de la même taille :

∀k ∈ Z, yk+1 − yk = ∆.

Le taux de distortion devient alors :

d =
∆
12
.

L'entropie di�érentielle de X est dé�nie par :

H(X) = −
∫ +∞

−∞
p(x) log2 p(x)dx.

Dans le cadre de l'hypothèse de quanti�cation haute-résolution, nous relions l'entropie
di�érentielle de X et l'entropie de X̄ en montrant que

H(X̄) ≥ Hd(X)− 1
2

log2(12d)

où l'inégalité est une égalité si et seulement si Q est un quanti�cateur uniforme. L'en-
tropie de X̄ étant aussi RX le nombre de bits moyen minimal nécessaire pour coder les
réalisations de X̄, on en déduit alors que

RX = H(H̄) = Hd(X)− log2(12d).

En inversant cette équation, nous obtenons la relation :

d(RX) =
1
12

22Hd(X)2−2RX .
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Revenons aux FB[k]. Il est possible de montrer que pour un taux de distortion �xé, la
quanti�cation optimale quanti�e chacun des coe�cients identiquement. On a alors :

∆k =
12d
N

pour 0 ≤ k < N

d(R̄) =
N

12
22H̄d2−2R̄,

où H̄d est la moyenne des entropies di�érentielles de chacun des coe�cients.
Nous avons donc dans ce cas-là un lien clairement exprimable entre le pas de quanti�-

cation à utiliser et le débit que nous cherchons à atteindre. Cependant, l'étude jusqu'ici
a posé plusieurs contraintes qui ne seront pas toujours valables en pratique :

� L'indépendance des coe�cients n'est pas établie, et les schémas de codage sont
conçus pour tirer partie de cette corrélation.

� L'hypothèse de quanti�cation haute-résolution impose a priori que nous travaillions
dans un régime de faible distorsion. En réalité, nous sommes souvent plus intéressés
par le cas où le débit est faible, et donc où la distorsion sera élevée. Dans ces
domaines, l'hypothèse ne se véri�e pas complètement.

Néanmoins, les algorithmes existants s'appuient sur des considérations similaires à celles
que nous venons de faire.

5.3. Des algorithmes de contrôle de débit pour un standard
de compression bien connu

Il existe un grand nombre d'algorithmes de contrôle de débit pour les standards exis-
tants. Nous présentons ici celui qui fait référence pour H.263, ainsi qu'un autre algorithme,
développé par He et Kim [18], dont les résultats ont été salués. Ensuite, nous donnons
les explications sur le modèle de contrôle de débit pour la compression d'images �xes
de Mallat et Falzon [29], qui présente des similarités avec celui de He et Kim, mais qui
s'appuie sur des considérations plus théoriques.

5.3.1. TMN.8 (H.263)
L'algorithme de contrôle de débit le plus couramment utilisé pour les tests est celui

intégré au sein du codeur expérimental TMN.8 pour H.263 [39]. Nous l'appellerons dans
la suite �algorithme du TMN.8�, indépendamment du fait que ce codeur expérimental
présentait d'autres avancées par rapport aux codeurs précédents. Cet algorithme agit à
deux échelles distinctes : celui de l'allocation de débit pour chaque trame, et celui de
l'allocation de débit au sein d'une trame.

5.3.1.1. Contrôle à l'échelle de la trame
La première étape de l'algorithme du TMN.8 est de déterminer le débit disponible

pour l'image à coder.
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Mémoire-tampon On suppose l'existence d'une petite mémoire de stockage, la mémoire-
tampon, ou tampon, qui nous permet de ne pas réaliser le débit cible pour chaque image,
mais de s'en écarter légèrement de temps à autre. Comme il est di�cile de savoir à
l'avance quel sera le type de matériel sur lequel fonctionnera le décodeur ou le codeur,
l'encodeur expérimental simule cette mémoire-tampon. La taille théorique de celui-ci est
généralement égale à l'espace moyen pris par une trame au débit cible. Cela permet de
ne pas avoir trop de �uctuations de fréquence au cours de la séquence. Il est possible que
l'algorithme d'allocation de débit agisse de façon incorrecte. Dans ce cas, il est possible
que le tampon �déborde� à un instant donné. Pour vider le tampon et pouvoir rependre
le cours de la vidéo avec le temps de latence désiré, il faut abandonner (sauter) certaines
trames, autant qu'il est besoin pour éliminer le débordement du tampon.

Notations Notons :
� D le débit cible en bits par seconde
� H le nombre de bits utilisés lors de l'encodage de la trame précédente
� R le budget de bits pour l'encodage de la prochaine trame
� G le nombre d'image par seconde dans la séquence originale
� F le nombre d'image par seconde que l'on désire avoir dans la séquence une fois

codée
� M la taille virtuelle du tampon en bits, qui sera le sueil pour le saut d'une image

lors de l'encodage.
� A la fraction d'équilibre du tampon. L'objectif est que le tampon soit rempli en

moyenne de AM bits. Il est possible de voir AM comme le retard de visualisation
dû à l'utilisation du tampon

� W le nombre de bits actuellement dans le tampon
� ∆d la di�érence entre le budget moyen R/F et le budget réel pour la prochaine

trame B
Dans une situation idéale, nous avons :

R = D/F

∆d = 0
H = Rprec

W = AM

Algorithme Les images sont sautées si le nombre de bits accumulés dans le tampon
par le codage de l'image précédente est trop important. Plus précisément, si jamais le
remplissage du tampon est supérieur à la taille de celui-ci (i.e. W > M), nous sautons
une trame et vidons le tampon de l'objectif de taille d'une trame (D/F ), et ce, jusqu'à
avoir éliminé le sur-remplissage du tampon.
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M

AM
W

0

∆b

(a) Niveau du tampon au-
dessous du niveau cible

M

AM

W

0

∆b

(b) Niveau du tampon au-
dessus du niveau cible

M

AM

W

0

∆b

Saut de trame

(c) Débordement du tampon

Fig. 5.1.: Schéma de la mémoire-tampon. Sa taille est M, et son niveau cible de rem-
plissage est AM . Si W < AM , nous béné�cions d'un surplus de budget pour
revenir à niveau cible. SiW > AM , le budget est limité, avec un amortissement
du contrecoup du dépassement sur quelques images. En�n, s'il y a déborde-
ment du tampon, on saute des trames jusqu'à ce qu'enlever le budget de ces
trames ait éliminé le débordement du tampon
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Le budget pour l'image est alors déterminé de façon à se rapprocher du niveau cible
du tampon. Si le tampon est moins rempli que la cible (W < AM), la di�érence entre les
deux niveaux (AM−W ) se reporte intégralement sur le nouveau budget. En revanche, au
cas où le remplissage du tampon dépasse le niveau cible (W > AM), le manque n'est pas
intégralement perdu, mais sa compensation, W/F , est répartie sur un certain nombre de
trames suivantes, a�n d'eviter une variation trop brutale du budget et donc de la qualité
des images codées1.

L'algorithme 3 récapitule avec les formules correspondantes le mécanisme mis en oeuvre.
La sous-boucle prépare le saut d'image pour permettre au tampon de se vider de son dé-
passement, comme nous l'avons mentionné précédemment.

Algorithme 3 Algorithme du TMN.8 pour l'allocation de débit inter-trame
répéter
W ← max(W +H −D/F, 0)
skip← 1
tant que W > M faire
W ← max(W −D/F, 0)
skip← skip+ 1

�n tant que
l'encodage des skip.G/F − 1 trames suivantes est sauté.
si W > AM alors

∆d ←W/F
sinon

∆d ←W −AM
�n si
B ← D/F −∆d

encodage de la trame courante avec un budget de bits R
jusqu'à il ne reste plus de trames à encoder

5.3.1.2. Contrôle de débit à l'intérieur d'une trame
Dans le standard H.263, l'image est découpée en macroblocs (carrés de 16 pixels de

côté) qui sont codés les uns après les autres. Il est possible d'indiquer au début du codage
de chaque macrobloc si l'on désire faire évoluer le paramètre QP du pas de quanti�cation,
au sein d'un petit intervalle autour du paramètre du pas de quanti�cation précédent
QPprec. Le paramètre du pas de quanti�cation est un entier qui vaut la moitié du pas de
quanti�cation e�ectivement utilisé.

Une fois déterminé le nombre de bits disponible pour le codage de l'image, on utilise
un système de contrôle au niveau des macroblocs a�n de choisir les valeurs optimales
pour le paramètre de quanti�cation au sein de chacun d'entre eux.
1W/F n'est pas homogène à un nombre de bits, mais il y a une multiplication implicite par une durée
d'une seconde qui correspond au temps visé d'amortissement du dépassement par rapport au niveau
cible.



5.3 Des algorithmes de contrôle de débit pour un standard de compression
bien connu 97

L'algorithme détermine dans l'image les valeurs de pas de quanti�cation à utiliser
macrobloc par macrobloc, dans l'ordre de codage des blocs (de gauche à droite et de
haut en bas).

Nous notons ici :
� Npix le nombre de pixels au sein d'un macrobloc (256 pour un macrobloc de 16

pixels par 16).
� Ri le nombre de bits utilisés par le codage du i-ème macrobloc
� σi l'écart-type du i-ème macrobloc de la trame d'erreur.
� ∆i est le pas de quanti�cation pour le i-ème macrobloc.
� Nmb est le nombre de macroblocs dans l'image. Le nombre total de coe�cients est

donc N = NpixNmb.
� C le �débit d'en-tête par pixel�. Ceci correspond à la répartition du coût des vecteurs

de mouvement et des bits de syntaxe sur chacun des pixels.
� K un paramètre du modèle à déterminer selon la distribution des coe�cients dans

la trame
L'algorithme du TMN.8 s'appuie sur le modèle de débit suivant :

Ri = Npix(K
σ2
i

∆2
i

+ C).

Ce modèle dérive de l'approximation de l'entropie de X̄i, variable aléatoire issu de la
quanti�cation avec un pas ∆i de la variable aléatoire X de distribution laplacienne.
Cette approximation, dans le cas où σ2

∆2
i
< 1

2e est donnée par [40] :

H(X̄i) =
e

ln2
σ2
i

∆2
i

. (5.1)

La nécessité de prendre K di�érent de e
ln2 vient du fait que les coe�cients ne possède

pas exactement une distribution laplacienne d'une part, et d'autre part de la capacité
des codeurs à exploiter la corrélation spatiale entre coe�cients.

Les valeurs de K et de C seront déterminées de façon empirique au fur et à mesure
du codage des macroblocs, puisqu'il est possible de les calculer pour les macroblocs déjà
codés. La valeur utilisée pour le i-ème macrobloc sera la moyenne constatée sur les i− 1
premiers macroblocs.

Dans la mesure où changer le pas de quanti�cation pour un nouveau macrobloc à
un coût, faible mais pas nécessairement négligeable, le modèle attribue à la distorsion
potentielle de chaque macrobloc un poids αi dé�ni par :

αi =

{
2RN (1− σi) + σi si R < 0.5N
1 sinon

Notons maintenant :
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� ri le budget restant pour coder les macroblocs de i à Nmb.
� ni le nombre de macroblocs restant à coder, y compris le i-ème :

ni = Nmb + 1− i.

� Li le nombre de bits potentiellement restant pour coder les coe�cients :

Li = ri −NpixniC.

� Si la somme pondérée des variances des macroblocs d'erreur restants :

Si =
Nmb∑

j=i

αiσi.

Les pas de quanti�cation pour chacun des macroblocs sont alors calculés successivement
de la façon suivante :

� Les valeurs des σi sont calculées pour chacun des macroblocs.
� Si Li > 0, c'est-à-dire s'il reste un budget de bits pour les coe�cients, alors on

prend :

∆∗
i =

√
NpixKiσi
Liαi

Si,

et l'on choisit le paramètre du pas de quanti�cation dans l'intervalle de variation
possible qui donne le pas de quanti�cation le plus proche de ∆∗

i . Sinon, on ne fait
qu'augmenter le pas de quanti�cation.

� Comme indiqué précédemment, on met à jour les paramètres du modèle C et K à
partir du résultat e�ectif du codage, avant de passer au macrobloc suivant.

Ribas et Lei donnent dans [39] une description complète et détaillée de l'algorithme.

5.3.2. He et Kim (H.263)
He et Kim ont développé dans [18] un algorithme de contrôle du débit agissant à

l'intérieur du codage d'une image (et qui se substitue donc seulement à la deuxième
partie de l'agorithme décrit en 5.3.1).

5.3.2.1. Aspect théorique
Le modèle de He et Kim tire parti du lien empirique qui existe entre le débit, et la

proportion ρ de coe�cients quanti�és à zéro. Il décompose le débit R entre la partie Rz
utilisée pour coder les coe�cients nuls et celle Rnz utilisée pour les coe�cients non-nuls.

D'autre part, leur méthode s'appuie sur une étude du pré-encodage des coe�cients à
l'aide de run-length : dans un macrobloc, les coe�cients sont parcourus dans un ordre
déterminé. Plutôt que de coder chaque valeur séparément, la technique de pré-encodage
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suppose que la proportion de coe�cients quanti�és à zéro est élevé, et transforme la suite
des coe�cients quanti�és en une suite de paires de nombres (a[k], r[k]) :

(F̄B[k])1≤k≤Npix 7→ ((a[k], r[k]))1≤k≤m

Le premier élément de la paire, a[k] donne l'amplitude du k-ième coe�cient non-nul, et le
second, r[k], représente le nombre de coe�cients nuls qui suivent ce coe�cients non-nul.
L'idée est que m est petit devant Npix et qu'ainsi la représentation des données à coder
est plus compacte.

Nous avons alors :

ρ =
1
N

Nmb∑

i=0

mi∑

k=0

r[k],

le nombre de coe�cients signicatifs étant lui égal à :

ν =
1
N

Nmb∑

i=0

mi

He et Kim dé�nissent Qnz comme la somme du nombre de bits de la magnitude de
chaque coe�cient signi�catif dans l'image, rapporté au nombre de pixels dans l'image.

Qnz =
1
N

Nmb∑

i=0

mi∑

k=0

dlog2 |a[k]|e+ 1.

Qz est dé�ni comme la somme du nombre de bits des run-length entre coe�cients signi-
�catifs, rapportée au nombre de pixels dans l'image :

Qz =
1
nN

Nmb∑

i=0

mi∑

k=0

dlog2 |r[k]|e+ 1.

Qnz et Qz sont des fonctions de la valeur du pas de quanti�cation ∆. Or celui-ci est direc-
tement lié, connaissant l'ensemble des valeurs des coe�cients, au nombre de coe�cients
signi�catifs ou inversement à la proportion de coe�cients quatn�és à zéro, c'est-à-dire à
ρ.

Au terme de considérations empiriques, les auteurs tirent les conclusions suivantes :
� La relation entre Qnz et ρ est quasi-linéaire, sous la forme

Qnz = ϑ(1− ρ). (5.2a)

ϑ est un paramètre du modèle dépendant de l'image à coder.
� Une fois ϑ obtenu, il existe une corrélation entre Qz, ϑ et ρ. Celle-ci peut s'écrire

approximativement sous la forme

Qz = Pρ(ϑ) (5.2b)

où Pρ est un polynôme du troisième degré dont les coe�cients sont des fonctions
de ρ, indépendantes de l'image, et donc déterminées une fois pour toutes.
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� He et Kim constatent ensuite que le débit peut être approxiché par une fonction
de la forme :

R(ρ) = ξ1(ρ)Qnz(ρ) + ξ2(ρ)Qz(ρ) + ξ3(ρ). (5.2c)

ξ1, ξ2 et ξ3 étant des fonctions indépendantes de l'image.

5.3.2.2. Aspect pratique
En réalité, Pρ, ξ1, ξ2 et ξ3 ne sont déterminés que pour un nombre limité de valeurs

de ρ. Néanmoins, il est possible de calculer, à l'aide des équations (5.2), les valeurs de
R pour ce jeu de valeurs de ρ. Les autres valeurs de R sont interpolées linéairement à
partir de ces valeurs.
R doit logiquement décroître quand ρ augmente : il est donc possible de trouver le

ρ adéquat pour obtenir un débit donné. D'autre part, en utilisant l'histogramme des
coe�cients, il est aussi aisé de trouver la taille T de la boîte de quanti�cation zéro associée
à une valeur de ρ donnée et donc d'obtenir la valeur ∆∗, le rapport θ = T/∆ étant �xe. La
relation ∆∗ 7→ ρ est strictement croissante - plus on quanti�e durement, plus le nombre
de coe�cients nuls est élevé -, ce qui permet d'obtenir la mise en correspondance.

5.3.2.3. Algorithme
L'algorithme est alors le suivant :
� Nous calculons les distributions des coe�cients, inter-codés et intra-codés.
� Nous choisissons un pas de quanti�cation fournissant une valeur de ρ telle que

0.9 < ρ < 0.95.

Pour cette valeur du pas de quanti�cation, nous calculons Qnz. L'équation (5.2a)
nous donne alors la valeur de ϑ.

� À partir de la valeur de ϑ et de l'équation (5.2b), nous calculons la valeur de Qz
pour un jeu �xe de valeurs de ρ, puis les valeurs de R.

� Avec l'interpolation linéaire, les valeurs calculées nous donnent la courbe ρ 7→ R.
Celle-ci étant censée être décroissante, nous pouvons l'inverser pour obtenir la
courbe R 7→ ρ.

� Nous déterminons alors ρ, puis la valeur du paramètre de quanti�cation QP0 cor-
respondant.

En pratique, il n'est pas toujours possible de trouver une valeur entière de QP réalisant
ρ. Pour résoudre ce problème, les auteurs mettent en place un mécanisme de contrôle
visant à réaliser en moyenne l'objectif sur l'image entière, en faisant varier légèrement le
paramètre de quanti�cation au sein de l'image. Notons ρ+ la porportion de zéro obtenu
pour les macroblocs déjà codés (ce qui est une valeur exacte), et ρ− la proportion de zéro
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à obtenir pour les macroblocs restant à coder (déduit à partir du modèle appliqué sur
l'image entière). Posons alors :

κ =
ρ−

ρ+
,

Selon la valeur de ce rapport, le pas de quanti�cation est choisi au sein des valeurs entre
QP0 − 3 et QP0 + 3. Dans le cas où κ est inférieur à 1, ce qui signi�e que l'on a obtenu
trop de zéros par rapport à l'objectif, le pas de quanti�cation est diminué, tandis qu'il est
augmenté si κ est supérieur à 1, ce qui signi�e que nous n'avons pas obtenu su�samment
de zéros par rapport à l'objectif, et donc que nous n'avons pas quanti�é assez durement
jusqu'à présent.

5.3.3. Algorithme de Mallat et Falzon
5.3.3.1. Aspects théoriques

Les travaux de Mallat et Falzon [29] s'appuient sur une analyse similaire à celle de
He et Kim. le débit estimé pour le codage d'une image est décomposé entre la partie Rz
utilisée pour coder les coe�cients nuls et celle Rnz utilisée pour les coe�cients non-nuls,
résultant de la transformation e�ectuée préalablement sur l'image.

Lien entre ρ et Rz Nous pouvons imaginer un schéma simple pour coder la carte des
coe�cients non-nuls, c'est-à-dire pour coder les coe�cients nuls. Nous nous �xons un
parcours, et si FB[k] est quanti�é à zéro, nous codons s[k] comme 0, et 1 sinon :

s[k] =

{
0 siF̄B[k] = 0
1 siF̄B[k] 6= 0

Dans ces conditions, le nombre moyen de bits utilisés pour coder un de ces coe�cients
est l'entropie d'une source binaire S de probabilité ρ d'être égale à 0 (et donc ν = 1− ρ
d'être égale à 1) :

H(S) = −ρ log2 ρ− ν log2 ν.

Notons rz le coût moyen par coe�cient signi�catif du codage des coe�cients nuls :

rz =
Rz
νN

Nous n'avons pas ici exploité les corrélations spatiales existantes entre les coe�cients :
l'entropie de S est donc une borne supérieure de rz, et donc :

Rz
N
≤ −ρ log2 ρ− ν log2 ν.

Comme pour x ∈ [0, 1[, nous avons −x log2 x ≤ (1− x) log2 e, nous en déduisons que :

rz =
Rz
νN
≤ log2 e− log2 ν
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Il nous faut ajouter en réalité à cette borne le coût de codage du paramètre ρ, mais d'une
part ce coût est constant, et d'autre part, en pratique, l'utilisation des run-lengthdonne
une valeur de rz nettement plus basse que cette borne supérieure. De plus, les expériences
numériques e�ectuées par Mallat et Falzon montrent que rz est à peu près constant pour
une large catégorie d'images. Nous considérons donc dans la suite que rz est constant.

Approximation non-linéaire À basse résolution, l'hypothèse de quanti�cation haute-
résolution n'est plus valide : en e�et, autour de 0, la distribution des coe�cients est
trop �piquée� pour que nous puissons supposer qu'elle est constante sur cette boîte. Nous
allons donc traiter séparément la boîte centrale, qui annule les coe�cients, et les autres
boîtes.

Sullivan [48] a montré que pour une distribution laplacienne, le quanti�cateur optimal
était quasi-uniforme, avec simplement la boîte de quanti�cation zéro d'une taille T di�é-
rente de la taille ∆ des autres boîtes. Le rapport θ = T/∆ optimal est �xe. En pratique,
même si les distributions ne sont pas laplaciennes, c'est e�ectivement un tel schéma de
quanti�cation qui est utilisé.

Une autre façon d'envisager ce type de quanti�cation est de considérer que nous ne
codons que les νN coe�cients de plus grande amplitude, en les quanti�ant, et que nous
abandonnons les autres. Nous nous plaçons donc dans le cadre de l'approximation non-
linéaire.

Notons rnz le coût moyen par coe�cient signi�catif du codage de ces mêmes coe�-
cients :

rnz =
Rnz
νN

Si νN À 1, les νN coe�cients signicatifs ont un histogramme normalisé que nous pouvons
interpoler continûment par :

pT (x) =
1
ν
p(x)1{|x|>T}(x).

Notons XT la variable aléatoire dont pT est la distribution. Comme nous supposons que
l'hypothèse de quanti�cation haute-résolution est valable sur les coe�cients signi�catifs,
nous avons donc :

rnz = HdXT − log2 ∆

Décroissance des coe�cients Dans cette partie, nous utilisons la relation ∼ dans le
sens suivant :

f ∼ g ⇐⇒ g = O(f) et f = O(g)

Nous supposons aussi que νN > 1
ε et ν < ε pour un �petit� ε.

Nous notons F rB[k] les coe�cients FB[k] réordonnés par ordre d'amplitude décroissante,
c'est-à-dire :

k < k′ ⇒ F rB[k] ≥ F rB[k′]
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Mallat et Falzon font l'hypothèse que la décroissance des coe�cients peut s'exprimer de
la manière suivante :

|F rB[k]| ∼ k−γ(k), (5.3)

Dans [29], les auteurs supposent que γ est une fonction de k
N et en contraignant sa forme,

montre que rnz est une fonction de γ(ν) et de θ. En pratique, γ(ν) est à peu près constant
dans le domaine de compression, et donc rnz est constant.

Donnons ici la démonstration plus simple dans le cas où γ est constant et γ > 0.5 [28].
Dans le cas des images à variation totale bornée, une telle hypothèse est véri�ée, avec
γ = 1. Pour des images plus irrégulières, la relation peut se véri�er approximativement
avec 1/2 < γ ≤ 1. Le coe�cient γ est lié à l'indice de régularité des espaces de Besov
[28].

Comme nous mettons à zéro tous les coe�cients inférieurs à T , nous déduisons de (5.3)
que :

νN ∼ T−γ .
Dans la mesure où T et ∆ sont proportionnels, il vient :

νN ∼ ∆−γ . (5.4)

Décomposons maintenant Rnz = Ra + Rs, où Ra est le nombre de bits utilisés pour
coder les amplitudes des coe�cients signi�catifs, et Rs leur signe. Le signe étant une
information binaire, son coût de codage ne peut pas dépasser en moyenne par élément 1
bit. Nous avons donc clairement :

0 ≤ Rs ≤ νN.
Notons maintenant pj la proportion des coe�cients signi�catifs dans l'amplitude est
quanti�ée à (j + 1/2)∆ + T . Si nous pouvons choisir le code de longueur optimal pour
chacun des coe�cients, de longueur lj = − log2 pj , notre budget en bits pour coder les
amplitudes serait :

Ha = −νN
+∞∑

j=0

pj log2 pj . (5.5)

Soit nj = νNpj le nombre de coe�cients tombant dans la boîte j. Si |F rB[k]| appartient
à cette boîte, alors |F rB[k]| ∈ [(j + θ)∆, (j + 1 + θ)∆[. En utilisant l'équation (5.3), nous
obtenons :

nj ∼ ((j + θ)∆)−
1
γ − ((j + θ + 1)∆)−

1
γ .

En vertu de l'équation (5.4), ceci signi�e que :

pj =
nj
νN
∼ (j + θ)−

1
γ − (j + θ + 1)−

1
γ .

L'expression
∑+∞

j=0 pj log2 pj est donc indépendante de νN , et l'équation (5.5) se simpli�e
en :

Ha ∼ νN
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En réalité, nous ne connaissons pas a priori la valeur de s, qui dépend de la structure de
l'image. Mais rien ne nous empêche de choisir pour dé�nir les codes un s prédé�ni (par
exemple s = 1/2). Cela introduira une légère ine�cacité, mais la relation entre Ra et νN
restera approximativement linéaire. En conséquence, nous avons :

Rnz = Ra +Rs ∼ νN,

ce qui signi�e aussi que rnz est constant par rapport à la quanti�cation de l'image (tant
que nous restons dans le bas débit).

Pour résumer : Mallat et Falzon ont découpé le débit entre Rz, le nombre de bits
nécessaires pour coder les coe�cients nuls après quanti�cation, et Rnz, celui nécessaire
pour coder les coe�cients signi�catifs. Si nous notons respectivement rz et rnz ces débits
rapportés au nombre de coe�cients signi�catifs, nous constatons que ces deux valeurs
sont constantes pour une image donnée.

Notons r∗ = rz + rnz. Nous avons alors :

R

N
=
Rz +Rnz

N
(5.6)

= rzν + rnzν (5.7)
= r∗(1− ρ) (5.8)

Le débit est donc une fonction simple de ρ, plus simple que dans le modèle de He-Kim.
Dans le cas γ = 1/2, l'équation (5.8) devient, en utilisant l'équivalence (5.4) :

R

N
∼ K 1

∆2
,

où K est une constante, à comparer avec le modèle de débit sur lequel s'appuie l'algo-
rithme du TMN.8, donné par l'équation (5.1).

5.3.3.2. Aspects pratiques
En pratique, le paramètre r∗ dépend surtout du schéma de compression utilisé (type

de transformée, méthode d'encodage des coe�cients) mais aussi légèrement du contenu
de l'image. On s'autorise à adapter la valeur de r∗ en fonction des portions déjà codées
de l'image, par un mécanisme de relaxation. On pourra, dans le cas de la compression
vidéo, adapter la valeur de r∗ en fonction de la valeur réelle pour l'image précédente.

Le modèle permet en tout cas d'obtenir très simplement, à partir de l'histogramme des
coe�cients, la valeur du pas de quanti�cation nécessaire pour obtenir un débit donné.
Qui plus est, cet algorithme atteint une extrêmement bonne précision de prédiction.

Il est donc vraisemblablement intéressant de voir dans quelle mesure cette précision
peut apporter à la compression vidéo, dans la mesure où un algorithme similaire, mais
au modèle plus pauvre (le présent modèle n'étant pas présenté dans toute son étendue
théorique), bien que potentiellement encore a�nable, semble donner des résultats relati-
vement probants.
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5.4. Mise en oeuvre
5.4.1. Choix du codeur

Les algorithmes du TMN.8 et de He-Kim ont été développés et testés par leurs créateurs
pour le standard H.263. Malgré l'âge du codeur de H.263, le TMN.8 datant de 1997, nous
avons donc adapté l'algorithme de Mallat et Falzon au sein de ce codeur.

Nous pourrions ensuite envisager d'adapter l'algorithme à un codeur plus récent,
comme le codeur JM de H.264. La transposition n'est cependant pas évidente, la structure
du JM est plus complexe que celle du TMN.8

5.4.2. Algorithme de He-Kim
L'implémentation de l'algorithme décrit dans 5.3.2 ne pose pas de di�culté particulière

d'un point de vue structurel, si ce n'est la nécessité de réordonner certaines opérations,
ou plus simplement, dans le cadre des tests, répéter certaines opérations, en particulier
le calcul de DCT. En e�et, à aucun moment, le calcul de l'image complète des coe�cents
de DCT n'est e�ectuée.

L'article de He-Kim laisse cependant sous silence un certain nombre de questions ou
de di�cultés :

� l'utilisation ou non des échantillons de chrominance
� les incertitudes quant au coût de codage du mouvement
� la di�érence du mécanisme de retour au niveau cible décrit dans leur article par

rapport au TMN.8

5.4.2.1. Choix de l'ensemble d'échantillons
Tout d'abord, He et Kim n'expliquent pas clairement si les échantillons utilisées pour

construire les histogrammes correspondent à l'ensemble des échantillons de luminance et
de chrominance, ou si seuls les échantillons de luminance sont considérés. La dynamique
des deux types de coe�cients n'est pas nécessairement identique ; il est donc possible
que, même si Qnz et Qz sont normalisés par le nombre de coe�cients, que les résultats
ne soient pas similaires selon le choix e�ectué. Les deux solutions ont été implémentées,
par prudence.

5.4.2.2. Estimation du coût de codage du champ de mouvement
Ensuite, l'article de He et Kim suppose que le coût du mouvement est entièrement

connu avant la quanti�cation des coe�cients. Ceci n'est pas vrai en pratique. En e�et,
dans le cas où le mouvement est nul sur un bloc, et qu'après quanti�cation, tous les
coe�cients sont nuls, le bloc est considéré comme sauté, ce qui est un cas particulier
de la syntaxe. Que faire ? Il n'est pas possible de savoir a priori quels sont les blocs qui
seront sautés, et faire une estimation selon la valeur du mouvement et des coe�cients
avant quanti�cation reste relativement hasardeux.
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Dans la mesure où le pas de quanti�cation s'adapte dans l'algorithme de He-Kim, en
fonction du budget de bits restants, la solution adoptée est la suivante : dans un premier
temps, on travaille comme si le mode non-codé n'existait pas, ce qui donne une première
estimation du budget de bits, en pratique donc éventuellement sous-évaluée ; ensuite, au
fur et à mesure que les blocs sont parcourus pour le codage, on rajoute au budget le coût
de codage des vecteurs qui n'ont �nalement pas été codés.

Une nouvelle fois, par mesure de précaution, la solution où le budget n'est pas réajusté
au cours du codage a été elle aussi mise en oeuvre.

5.4.2.3. Contrôle du tampon

Il y a une di�érence de stratégie entre du mécanisme de contrôle du niveau du tampon
à l'échelle des trames tel qu'il est décrit dans l'article de He-Kim et le mécanisme e�ec-
tivement implémenté dans les sources utilisées, qui correspond à celui décrit en 5.3.1. En
e�et, l'article de He-Kim suppose que le retour au taux de remplissage cible du tampon
se fait sans amortissement (c'est à dire ∆ = W − AD/F quelque soit la valeur de W
par rapport à AM). En pratique, nous avons préféré gardé le système en place dans les
sources, qui est celui que l'on retrouve dans la littérature.

5.4.3. Algorithme de Mallat et Falzon
Les mêmes questions d'implémentation (choix des coe�cients à utiliser pour l'histo-

gramme, estimation du mouvement) se posent pour la mise en oeuvre de cet algorithme
que pour celui de He-Kim, dans la mesure où notre objectif est de simplement remplacer
le modèle ρ 7→ R de He-Kim par celui de Mallat et Falzon. Cependant, comme nous
sommes libres d'adapter les valeurs des paramètres généraux du modèle, seuls les solu-
tions qui nous ont paru les plus judicieuses ont été expérimentées, c'est-à-dire la prise en
compte de l'ensemble des coe�cients (luminance et chrominance) pour la construction
des histogrammes, et la mise à jour au fur et à mesure du codage du budget de bits
en fonction de la correction de l'erreur d'estimation du coût de codage du champ de
mouvement ont été systématiquement utilisés.

A�n d'analyser les performances du modèle de Mallat et Falzon, deux options ont été
mises en oeuvre.

5.4.3.1. Pas de quanti�cation �xe ou variable sur une trame

A�n de déterminer l'intérêt du mécanisme de variation du pas de quanti�cation, il est
possible d'utiliser un pas de quanti�cation constant sur l'image, plutot que de tenter de
mettre à jour celui-ci en fonction des zéros déjà obtenus et du budget de bits restant.
En e�et, il ne faut pas oublier que le changement de pas de quanti�cation au sein d'une
trame demande un supplément d'information à transmettre. Il n'est donc pas sûr a priori
qu'il soit particulièrement béné�que au codage, et il s'agit dans l'absolu de déterminer
ce que celui-ci apporte.
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5.4.3.2. Variation du paramètre r∗

Comme mentionné en 5.3.3, il est possible d'essayer d'adapter le paramètre r∗ en
fonction de l'image. Une fois qu'une image est codée, il est facile de déterminer exactement
la valeur correcte de r∗ pour cette image. Le mécanisme de contrôle de r∗ est alors le
suivant. Supposons qu'on connait les valeurs correctes de r∗ pour les images t− 1, t− 2
et t− 3, notées r∗1, r∗2, r∗3. On utilise alors comme valeur pour r∗ dans l'image t :

r̃∗ = 0.6r∗1 + 0.3r∗2 + 0.1r∗3.

Cette fonction peut être désactivée a�n de diminuer le temps de calcul. Cependant, la
qualité du codage dépend donc ensuite essentiellement de la qualité de la valeur initiale
de r∗ = r∗0.

On dispose donc de 4 sous-modes pour l'algorithme de Mallat et Falzon : QP constant
+ r∗ constant, QP constant + r∗ variable, QP variable + r∗ constant, QP variable +
r∗ variable.

5.4.4. Complexité de calcul
Nous notons ici L le nombre de valeurs absolues possibles pour les coe�cients de DCT

[environ 2000]. Rappelons a�n de �xer un ordre d'idée que pour une image QCIF, le
nombre de pixels de l'image est N = 25344 et le nombre de macroblocs est Nmb = 99.

5.4.4.1. TMN.8
Le principal coût de l'algorithme de contrôle de débit du TMN.8 se trouve dans le

calcul de la moyenne et de la variance sur chaque bloc de l'image, et de paramètres
simples en découlant. Si l'on décompose de façon plus complète :

� Initialisation : calcul de la variance et de la moyenne. Coût : 3
2Nc1 +Nmbc2

� Calcul du pas de quanti�cation. Coût : Nmbc3

� Mise à jour du système de contrôle. Coût : Nmbc4.
Soit un coût sous la forme NCtmn

5.4.4.2. He-Kim
Il y a trois éléments importants dans le mécanisme de contrôle de débit de He-Kim :

la construction de l'histogramme des coe�cients d'une part, le calcul de la table de cor-
respondance QP 7→ ρ et la détermination du paramètre ϑ. En réalité, il y a non pas un,
mais 4 histogrammes à gérer, selon deux caractéristiques des coe�cients : inter/intra et
luma/chroma, ce qui impose un test supplémentaire lors de la construction des histo-
grammes, quatre fois plus d'opérations pour la détermination de la table et quatre fois
plus d'opérations lors de la détermination du paramètre ϑ, puisque cela signi�e qu'il faut
calculer Qnz à partir de quatre histogrammes di�érents, pour lesquels les quanti�cations
ne sont pas nécessairement identiques. Cependant, on peut raisonnablement a�rmer que
- dans la mesure où l'on ne prend pas en compte les opérations redondantes e�ectuées
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dans le programme de test, et facilement éliminables dans une version optimisée - la com-
plexité n'est pas signi�cativement di�érente de celle du TMN.8, relativement à l'ensemble
de l'algorithme de compression.

En pratique, cela donne :

� Estimation du coût du mouvement. Coût : Nmbh1

� Construction des histogrammes. Coût : 3
2Nh2

� Construction des fonctions de répartition. Coût : Lh3

� Construction de la table ρ−R. Coût : 32h4

� Obtention de ϑ. Coût : Lh5

� Construction de la courbe R−QP et obtention de QP0. Coût : h6

� Mise à jour du système de contrôle : Nmbh7

� Calcul du pas de quanti�cation : Nmbh8

Soit un coût de la forme NCh1 + LCh2.

5.4.4.3. Mallat-Falzon

L'adaptation du modèle de Mallat et Falzon a une structure relativement similaire
à celle de l'algorithme, mais l'étape de détermination du paramètre θ a cependant été
éliminée. D'autre part, le calcul d'un point sur la courbe ρ 7→ R lors de la détermination
du pas de quanti�cation et de sa mise à jour est plus simple que dans le cas du modèle de
He-Kim. Il s'agit en e�et simplement de trouver un point sur une droite, plutot que de le
trouver sur une courbe linéaire par morceau (ce qui impose de déterminer préalablement
le morceau correct). La complexité de l'algorithme est donc plus faible que celle de He-
Kim, essentiellement, grace à la diminution des opérations sur les histogrammes, et au
fait que l'estimation de θ n'est pas à faire, qui est assez coûteuse. En pratique, cela
donne :

� Estimation du coût du mouvement. Coût : Nmbh1

� Construction des histogrammes. Coût : 3
2Nh2

� Construction des fonctions de répartition. Coût : Lh3

� Construction de la table ρ−QP . Coût : 32h4

� Construction de la courbe ρ−R et obtention de QP0. Coût : a6

� Mise à jour du système de contrôle : Nmba7

� Calcul du pas de quanti�cation : Nmba8

Avec a6 < h6, a7 < h7 et a8 < h8. Soit un coût de la forme NCa1 +LCa2, avec Ca1 < Ch1
et Ca2 < Ch2.
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5.4.4.4. Comparaison

En partant de la dernière remarque du paragraphe précédent, il est clair que l'al-
gorithme de Mallat et Falzon a une complexité plus faible que celui de He-Kim. La
comparaison entre la complexité du TMN.8 et de celle des algorithmes de He-Kim et de
Mallat et Falon est plus di�cile. Il est cependant vraisemblable que la construction des
4 histogrammes, de la table de correspondance entre ρ et le pas de quanti�cation soit
�nalement plus coûteuse que le calcul de variance de l'image. D'autre part, le mécanisme
de mise à jour du pas de quanti�cation au sein de la trame est lui aussi plus coûteux.

Quoiqu'il en soit, ces coûts restent marginaux comparés aux coûts de la DCT, et
surtout de la recherche du mouvement.

5.4.5. Conclusion
La mise en oeuvre de l'algorithme de Mallat et Falzon, qui est en grande partie neuve,

avec des composantes simples, est relativement aisée. En revanche, celle de l'algorithme
de He-Kim est plus complexe suite aux imprécisions quant au contenu du modèle, et à
certains �ous di�ciles à résoudre. Par prudence, un certain nombre d'options ont été
rendues possibles a�n d'essayer de déterminer la meilleure combinaison, plutôt que de se
�xer sur une seule a priori.

5.5. Résultats et Analyse
5.5.1. TMN.8

Avant toute chose, il est nécessaire de constater que les résultats obtenus par le TMN.8
utilisé ne correspondent pas à ceux mentionnés dans l'article de He-Kim, et ceci, quelque
soit le jeu d'option utilisé. Cela pourrait être vraiment inquiétant si la littérature ne
donnait pas l'impression qu'il y a autant de résultats di�érents que d'articles sur le sujet.
En particulier, l'article décrivant le système de contrôle de débit du TMN.8 [39] donne
des résultats di�érents que ceux donnés dans [18] et de ceux obtenus avec les sources
dont nous nous sommes servies.

Nous avons choisi de travailler uniquement avec les valeurs que nous avons obtenues
par nos séries de test, sans essayer de comparer avec les résultats d'autres articles.

5.5.2. Tests e�ectués
5.5.2.1. Jeux d'options du standard H.263

Partant du principe que les jeux d'options ne nous étaient pas imposés, vu les consta-
tions précédentes, nous avons choisi d'utiliser le moins possible d'options dans l'utilisation
du codeur H263.
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Correction du coût des vecteurs
Avec Sans

Luma+Chroma HeKim0 HeKim4
Luma seulement HeKim8 HeKim12

Tab. 5.1.: Table de paramètres pour l'algorithme de He-Kim

5.5.2.2. Séquences
Cependant, a�n de nous rapprocher des conditions expérimentales utilisées par He-

Kim, nous avons utilisé les mêmes séquences, avec les mêmes débits cibles. Les séquences
sont toutes au format QCIF@30Hz et comportent 300 images. Il s'agit de (avec le débit
cible à l'encodage) :

� Mother and Daughter (M. & D.) à 16 kbps,
� Carphone à 32 kbps,
� Container à 32 kbps,
� Salesman à 32 kbps,
� Coastguard à 32 kbps,
� News à 48 kbps,
� Foreman à 48 et 64 kbps

Les séquences sont toutes codées à une fréquence cible de 10 Hz, ce qui signi�e que le
programme n'essaie de coder qu'une trame sur trois de la séquence originale. En pratique,
cette fréquence pourra être plus faible au cas où certaines images sont sautées par le
système lorsque le tampon est trop rempli. Seule la première image est codée dans un
mode intra, toutes les autres étant codées en inter.

5.5.2.3. He-Kim
Pour l'algorithme de He-Kim, nous avons deux paramètres à choisir (cf. 5.4.2) :
� correction du coût des vecteurs au fur et à mesure du codage, ou pas
� utilisation des coe�cients de chrominance, ou pas

Les 4 combinaisons ont été expérimentées, selon la table 5.1.

5.5.2.4. Mallat-Falzon
Pour l'algorithme de Mallat et Falzon, nous avons deux paramètres à choisir (cf. 5.4.3) :
� l'utilisation du paramètre de quanti�cation variable au sein de la trame (QP va-

riable), ou non
� l'utilisation d'une boucle d'adaptation de r∗, a�n de se rapprocher au mieux des

données de l'image, ou non
Les 4 combinaisons ont été expérimentées, selon la table 5.2.
D'autre part, nous avons essayé comme valeur de r∗0 6,7 et 8.
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QP variable QP constant
r∗ constant MF0 MF1
r∗ variable MF2 MF3

Tab. 5.2.: Table de paramètres pour l'algorithme de Mallat-Falzon adapté

5.5.2.5. Présentation des résultats
La qualité d'un mécanisme de plani�cation de débit pour la vidéo peut être évaluée à

l'aide des éléments suivants :
� nombre de trames perdues
� PSNR
� réalisation de la consigne de débit
� remplissage du tampon

PSNR Parmi les données extraites, la mesure de la qualité est une des plus importantes.
Le PSNR donné correspond à la moyenne sur les images inter e�ectivement codées. La
première image, codée nécessairement en intra, ainsi que les trames sautées ne sont pas
prises en compte.

Images non-codées Dans le cadre d'un système de contrôle de débit, on s'intéresse
nécesairement à la qualité de contrôle a�n qu'il n'y ait pas de débordement trop courant
du tampon. Cette qualité peut être mesurée par le dénombrement des images non-codées.

On distinguera le nombre total d'images non-codées, du nombre d'images non-codées
après la première image inter (qui sera noté entre parenthèse). En e�et, les images intra,
qui ne peuvent utiliser de redondance temporelle, sont par nature plus coûteuses à encoder
que les images inter à qualité égale. Cela rend plus élevés les risques de débordement suite
au codage d'une trame intra.

D'autre part, le TMN.8 ne dispose pas d'un mécanisme de contrôle de débit pour les
trames intra, contrairement à l'algorithme de He-Kim et de celui de Mallat et Falzon.
Il y a donc toutes les chances pour que le nombre d'images perdues suite à la première
image soit plus élevé dans le TMN.8.

On souhaite donc pouvoir juger plus équitablement de la qualité de contrôle sur les
trames les plus courantes, c'est à dire les inter.

Il faut aussi noter que lorsque le nombre d'images non-codées augmente, le PNSR
a toutes les chances d'augmenter lui aussi dans la mesure où le même nombre de bits
est alloué au codage d'un nombre plus faible de trames. Il s'agit donc de ne pas se
laisser abuser par les résultats en terme de PSNR et de considérer globablement les deux
éléments, PSNR et nombre de trames non-codées.

Débit réalisé Si l'on souhaite éviter les débordements du tampon, on souhaite aussi
éviter que le système de contrôle de débit sous-utilise la bande passante à sa disposition.
La capacité du système à réaliser ceci peut être mesurée en notant le débit e�ectivement
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Séquence débit PSNR
cible TMN8 HeKim0 HeKim4 HeKim8 HeKim12

Foreman 48 30.29 30.30 30.21 30.31 30.19
Foreman 64 31.38 31.21 31.47 31.24 31.45
M. & D. 16 31.45 32.23 32.00 32.31 31.95
Salesman 32 33.10 32.59 33.02 32.59 33.00
Carphone 32 31.09 31.01 30.79 30.95 30.79
Coastguard 32 27.30 27.59 27.38 27.61 27.34

News 48 33.16 32.46 33.38 32.48 33.39
Container 32 32.88 32.54 33.53 32.38 33.50

Tab. 5.3.: Algorithme d'He-Kim : PSNR

Séquence débit Images non-codees
cible TMN8 HeKim0 HeKim4 HeKim8 HeKim12

Foreman 48 4(2) 1(1) 1(1) 1(1) 1(1)
Foreman 64 2(1) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0)
M. & D. 16 9(2) 29(26) 20(17) 32(29) 19(16)
Salesman 32 4(0) 6(5) 10(9) 6(5) 11(10)
Carphone 32 4(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)
Coastguard 32 5(2) 3(2) 2(1) 3(2) 3(2)

News 48 3(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)
Container 32 5(0) 2(0) 2(0) 2(0) 5(3)

Tab. 5.4.: Algorithme d'He-Kim : Images non-codées

atteint lors de la compression. Celui-ci, s'il peut être légérement plus élevé que le débit
cible à cause d'un remplissage du tampon plus important en �n de séquence qu'au départ,
sera inférieur en cas de vide temporaire du tampon. Le débit atteint en comptant toutes
les trames et celui en comptant seulement la compression des trames à partir de la
première trame inter seront donnés, toujours a�n de relativiser l'in�uence de la trame
intra initiale.

Courbes de remplissage du tampon Les courbes de remplissage du tampon permettent
de constater dans quelle mesure le système de contrôle de débit est capable de suivre
correctement la consigne qui lui a été fournie pour une trame, ou bien s'il se "trompe"
régulièrement de sorte qu'il est obligé de compenser les trames suivantes. Qui plus est,
cela permet de repérer l'existence de trames di�ciles que tous les systèmes ont du mal à
comprimer en respectant la consigne.

5.5.3. He-Kim
5.5.3.1. Comparaison avec le TMN.8

Les résultats obtenus sont les suivants :
Il est di�cile d'éclaircir à l'aide des résultats les incertitudes mentionnées en 5.4.2.1,

puisque les résultats sont alternativement plus ou moins bons selon les séquences pour
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Séquence débit Débit réel
cible TMN8 HeKim0 HeKim4 HeKim8 HeKim12

Foreman 48 48.47 (46.63) 46.24 (45.30) 45.60 (44.66) 46.43 (45.49) 45.29 (44.35)
Foreman 64 64.24 (62.40) 59.50 (58.57) 62.50 (61.57) 59.69 (58.75) 62.27 (61.34)
M. & D. 16 16.02 (14.62) 16.03 (15.29) 16.01 (15.27) 16.10 (15.35) 16.06 (15.31)
Salesman 32 31.22 (29.51) 29.63 (28.82) 30.71 (29.90) 29.60 (28.80) 30.59 (29.77)
Carphone 32 32.02 (30.29) 30.38 (29.49) 29.20 (28.31) 30.04 (29.15) 29.13 (28.23)
Coastguard 32 31.82 (30.25) 30.66 (29.87) 29.49 (28.71) 30.64 (29.85) 29.76 (28.97)

News 48 46.60 (44.44) 39.33 (38.27) 46.25 (45.19) 39.66 (38.60) 46.44 (45.38)
Container 32 26.71 (24.61) 26.13 (25.10) 31.42 (30.39) 25.30 (24.27) 31.11 (30.08)

Tab. 5.5.: Algorithme d'He-Kim : Débit réel

l'une ou l'autre variante.
Les résultats des séquences Mother and Daughter et Salesman sont médiocres, au vu

du nombre d'images sautées. Le comportement erratique du mécanisme de contrôle est
particulièrement visible sur les courbes de remplissage du tampon (5.4) pour ces deux
séquences. La présence des pics correspond généralement à une image perdue. Pour ce
même critère d'évaluation et pour toutes les autres séquences, l'algorithme de He-Kim
fait mieux que celui du TMN.8. Si l'on met de côté les deux séquences mentionnées précé-
demment, pour entre 4 séquences sur 6 pour les moins bonnes variantes et 2 sur 6 pour la
meilleure variante, les résultats en terme de PSNR sont moins bons que pour le TMN.8,
même si le nombre d'images non-codées est constamment inférieur dans l'algorithme de
He-Kim pour les 6 séquences.

5.5.3.2. Considérations sur le modèle de He-Kim

A
A

AB

B

B

C

C
C

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Fig. 5.2.: Courbe R(ϑ, ρ) pour A : ρ = 0.96, B : ρ = 0.97, C : ρ = 0.98

Si nous traçons les valeurs de R pour les 9 points du modèle de He-Kim en fonction du
paramètre ϑ, nous pouvons constater le fait suivant : ce modèle n'est valide que dans le
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Séquence Débit PSNR
cible TMN8 MF0 MF1 MF2 MF3

Foreman 48 30.29 30.71 30.70 30.56 30.56
Foreman 64 31.38 31.76 31.78 31.69 31.71
M. & D. 16 31.45 31.80 31.79 31.47 31.43
Salesman 32 33.10 32.83 32.70 32.42 32.37
Carphone 32 31.09 31.40 31.36 31.19 31.15
Coastguard 32 27.30 27.79 27.79 27.62 27.60

News 48 33.16 33.40 33.37 33.31 33.27
Container 32 32.88 33.21 33.10 32.96 32.69

Tab. 5.6.: Algorithme de Mallat-Falzon (r∗0 = 6.7) : PSNR

Séquence Débit Images non-codées
cible TMN8 MF0 MF1 MF2 MF3

Foreman 48 4(2) 4(3) 5(4) 2(1) 2(1)
Foreman 64 2(1) 1(1) 1(1) 1(1) 1(1)
M. & D. 16 9(2) 8(5) 9(6) 4(1) 4(1)
Salesman 32 4(0) 1(0) 2(1) 1(0) 1(0)
Carphone 32 4(0) 4(3) 3(2) 1(0) 1(0)
Coastguard 32 5(2) 11(10) 9(8) 2(1) 2(1)

News 48 3(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)
Container 32 5(0) 2(0) 2(0) 2(0) 2(0)

Tab. 5.7.: Algorithme de Mallat-Falzon (r∗0 = 6.7) : Images non-codées

cas où 3.5 / ϑ / 5.4. Hors de ces bornes, les courbes ρ 7→ R ne sont plus décroissantes,
ce qui est absurde.

En e�et, le fait que ρ augmente signi�e que l'on simpli�e l'information contenue dans
l'image. Il s'ensuit logiquement que R devrait diminuer quand ρ augmente.

Sur le graphique 5.2, cela signi�e que la courbe A devrait se trouver au-dessus de
la courbe B, et celle-ci au-dessus de la courbe C. En réalité, ce n'est le cas que dans
l'intervalle de valeurs mentionné précédemment. En observant la répartition des valeurs
de ϑ utilisées lors de la compression, nous nous apercevons que nombre d'entre elles ne
sont pas dans l'intervalle où le modèle est correct. Il y a donc clairement un problème à
ce niveau-là qui, malgré toute l'attention portée, ne semble pas venir d'un problème de
programmation.

5.5.4. Mallat-Falzon

Les résultats obtenus sont données dans les tables 5.5.4 à 5.5.4



5.5 Résultats et Analyse 115

Séquence Débit Débit réel
cible TMN8 MF0 MF1 MF2 MF3

Foreman 48 48.47 (46.63) 48.27 (47.30) 48.30 (47.33) 48.26 (47.29) 47.63 (46.66)
Foreman 64 64.24 (62.40) 64.51 (63.36) 64.57 (63.41) 64.17 (63.02) 63.54 (62.38)
M. & D. 16 16.02 (14.62) 16.11 (15.36) 16.10 (15.34) 14.90 (14.14) 14.82 (14.07)
Salesman 32 31.22 (29.51) 29.84 (29.01) 29.12 (28.30) 27.48 (26.65) 27.28 (26.46)
Carphone 32 32.02 (30.29) 32.02 (31.12) 32.01 (31.12) 31.77 (30.87) 31.50 (30.60)
Coastguard 32 31.82 (30.25) 31.92 (31.04) 31.73 (30.86) 31.13 (30.26) 31.06 (30.19)

News 48 46.60 (44.44) 47.45 (46.38) 47.24 (46.17) 46.44 (45.37) 46.16 (45.10)
Container 32 26.71 (24.61) 30.11 (29.08) 29.28 (28.25) 28.52 (27.49) 27.13 (26.10)

Tab. 5.8.: Algorithme de Mallat-Falzon (r∗0 = 6.7) : Débit réel

Séquence Débit PSNR
cible TMN8 MF0 MF1 MF2 MF3

Foreman 48 30.29 30.51 30.47 30.56 30.54
Foreman 64 31.38 31.56 31.52 31.73 31.71
M. & D. 16 31.45 31.63 31.63 31.47 31.43
Salesman 32 33.10 32.36 32.33 32.42 32.41
Carphone 32 31.09 31.15 31.14 31.19 31.15
Coastguard 32 27.30 27.63 27.64 27.61 27.57

News 48 33.16 32.85 32.65 33.31 33.27
Container 32 32.88 32.65 32.60 32.96 32.69

Tab. 5.9.: Algorithme de Mallat-Falzon (r∗0 = 8.0) : PSNR

Séquence Débit Images non-codées
cible TMN8 MF0 MF1 MF2 MF3

Foreman 48 4(2) 1(1) 1(1) 2(2) 1(1)
Foreman 64 2(1) 0(0) 0(0) 1(1) 1(1)
M. & D. 16 9(2) 4(1) 4(1) 4(1) 4(1)
Salesman 32 4(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)
Carphone 32 4(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)
Coastguard 32 5(2) 2(1) 2(1) 2(1) 2(1)

News 48 3(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)
Container 32 5(0) 2(0) 2(0) 2(0) 2(0)

Tab. 5.10.: Algorithme de Mallat-Falzon (r∗0 = 8.0) : Images non-codées
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Séquence Débit Débit réel
cible TMN8 MF0 MF1 MF2 MF3

Foreman 48 48.47 (46.63) 47.97 (47.04) 47.36 (46.43) 47.84 (46.91) 47.47 (46.54)
Foreman 64 64.24 (62.40) 63.47 (62.42) 61.50 (60.45) 64.11 (63.07) 63.43 (62.37)
M. & D. 16 16.02 (14.62) 15.91 (15.16) 15.81 (15.05) 14.90 (14.14) 14.82 (14.07)
Salesman 32 31.22 (29.51) 26.89 (26.08) 26.74 (25.92) 27.57 (26.75) 27.80 (26.99)
Carphone 32 32.02 (30.29) 31.54 (30.64) 31.35 (30.45) 31.77 (30.87) 31.50 (30.60)
Coastguard 32 31.82 (30.25) 31.69 (30.87) 31.57 (30.75) 31.20 (30.39) 30.64 (29.82)

News 48 46.60 (44.44) 42.90 (41.84) 41.54 (40.48) 46.44 (45.37) 46.16 (45.10)
Container 32 26.71 (24.61) 26.38 (25.35) 26.11 (25.08) 28.52 (27.49) 27.13 (26.10)

Tab. 5.11.: Algorithme de Mallat-Falzon (r∗0 = 8.0) : Débit réel

5.5.4.1. Comparaison entre les di�érentes variantes

5.5.4.2. Valeur initiale de r∗

Comme on peut s'y attendre, le choix du paramètre initial r∗0 n'in�ue pas énormément
sur les résultats dans le cas où l'on est capable de faire varier r∗. En revanche, dans le
cas où celui-ci est �xe, on peut noter une franche di�érence : l'équilibre entre nombre
d'images codées et PSNR se déplace en faveur du premier lorsqu'on augmente la valeur
de r∗. Cela est intéressant quand le nombre d'images non-codées est important, mais
dans le cas où celui-ci est faible, le nombre d'images perdues ne peut plus nécessairement
être diminué, et on aurait donc préféré avoir un meilleur PSNR.

On peut voir sur les courbes de remplissage du tampon l'e�et d'un r∗ trop faible,
en particulier pour Coastguard : le mécanisme de contrôle a tendance à toujours sous-
estimer le coût de l'image, et donc à utiliser plus de bits que le budget alloué. On a donc
régulièrement un cycle remplissage du tampon-saut d'image (et donc vidage partiel du
tampon).

5.5.4.3. r∗ variable ou constant

L'utisation de la variante ou l'on fait évoluer r∗ permet d'essayer d'atteindre un com-
promis entre les di�érents cas où l'on se �xe une valeur de r∗ pour toute la séquence. En
particulier, on est à peu près sûr d'obtenir un nombre faible d'images non-codés (dans 7
séquences sur 8, le nombre de trames perdues est le même qu'avec la valeur haute de r∗0
lorsque ce paramètre est constant sur la séquence), tout en améliorant dans la plupart
des cas le PSNR par rapport à un r∗ constant qui nous aurait donné le même nombre de
trames non-codées (amélioration du PSNR dans 6 séquences sur 8).

En pratique, cela se traduit aussi par une amélioration du suivi de la consigne, puisque
on ne se trouve que rarement, à la fois en débordement du tampon (perte de trame) et
en assèchement de celui-ci (sous-utilisation de la bande-passante). Cela se voit aussi sur
les courbes de remplissage du tampon. Les courbes correspondant aux modes MF2 et
MF3 (donc avec un r∗ variable) sont celles qui suivent le mieux la consigne, évitant trop
souvent d'être au-dessus de la consigne, aussi bien qu'en under�ow.
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5.5.4.4. Pas de quanti�cation variable ou constant

Le mécanisme de variation du pas de quanti�cation joue peu dans la conservation des
trames. Les résultats sont en e�et quasiment similaires entre les deux variantes, sauf dans
le cas où le paramètre r∗ est �xé et faible. Dans ce dernier cas, il est di�cile de conclure,
puisque pour 2 séquences, il y a amélioration lors de l'introduction du système et, dans
2 autres, dégradation.

Si ce système n'a que peu d'in�uence sur le nombre d'images perdues, il a en revanche
une sensiblement positive pour ce qui concerne le PSNR. La di�érence est généralement
assez faible, de l'ordre de 0.05 dB, et dans quelques rares cas, est même en faveur du pas
de quanti�cation constant2. Il peut arriver qu'elle monte jusqu'à 0.27 dB, ce qui reste
appréciable, puisque le système de variation du pas de quanti�cation n'augmente pas
démesurément la complexité.

Si l'on regarde les tables de débits e�ectivement réalisés, on peut noter que l'utilisation
du système de variation du pas de quanti�cation se traduit par une meilleure utilisation
de la bande passante : les débits réalisés sont plus proches des consignes lorsque l'on
permet une légère variation du pas de quanti�cation au sein d'une même trame.

5.5.4.5. Choix de la variante de référence

Il semble donc que le meilleur mode soit celui où l'on choisit un paramètre r∗ plutôt
élevé initialement, mais variable, tout en activant le mécanisme du pas de quanti�cation
au sein d'une même trame. Cela correspond au mode MF2, avec r∗0 = 8.0. Pour la suite
des comparaisons, on considérera ce mode comme mode de référence.

5.5.4.6. Comparaison avec le TMN.8

L'algorithme basé sur le modèle de Mallat et Falzon donne toujours un résultat au
moins aussi bon que le TMN.8 en terme de conservation des trames, y compris en terme
de nombre de trames sautées après la première image inter. D'autre part, dans 7 séquences
sur 8, cela se combine avec une amélioration de la qualité de la vidéo compressée, en terme
de PSNR. Cependant, la perte de qualité dans la dernière séquence (Salesman) est assez
importante.

Nous pouvons néanmoins considérer que les résultats du modèle de Mallat et Falzon
sont probants vis à vis de ceux du TMN.8.

Si nous étudions les courbes de remplissage du tampon, nous voyons que, dans cer-
tains cas (�gure 5.3), l'algorithme de Mallat et Falzon n'utilise pas le tampon aussi bien
que le TMN.8. Il est donc peut-être possible d'introduire des améliorations pour rendre
l'algorithme de Mallat et Falzon encore plus performant. En revanche, dans le cas de la
séquence Salesman (�gure 5.4), une des raisons du manque de compétitivité du TMN.8
est justement le fait qu'il asséche le tampon.

2Ce qui n'est pas complètement étonnant, puisque faire varier le pas de quanti�cation a un coût
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5.5.4.7. Comparaison avec le modèle de He-Kim

En terme de trames perdues, l'adaptation de l'algorithme de Mallat et Falzon est
toujours meilleur que l'algorithme de He-Kim, mis à part pour la séquence Foreman.
En terme de PSNR, la comparaison est là toujours en faveur de l'algorithme de Mallat-
Falzon, mis à part dans les séquences où l'algorithme de He-Kim produit un nombre élevé
de trames perdues..

Lorsque nous regardons les courbes de remplissage du tampon, nous voyons que l'algo-
rithme de He-Kim a un comportement plus extrême que celui de Mallat et Falzon : il a
soit plus tendance à faire déborder le tampon (�gure 5.4) soit plus tendance à l'assécher
(5.3)
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Fig. 5.3.: Remplissage du tampon pour Foreman@48kbps. Légende pour He-Kim : Noir :
TMN.8, Jaune : avec Chrominance et correction des coûts des vecteurs ; Vert :
avec Chrominance et sans correction du coût des vecteurs ; Bleu : sans Chro-
minance et avec correction du coût des vecteurs ; Rouge : sans Chrominance ni
correction du coût des vecteurs ; Légende pour Mallat-Falzon : Noir : TMN.8,
Jaune : r∗ et QP constants ; Vert : r∗ constant, QP variable ; Bleu : r∗ variable,
QP constant ; Rouge : r∗ et QP variables
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Fig. 5.4.: Remplissage du tampon pour Salesman@32kbps. Légende pour He-Kim : Noir :
TMN.8, Jaune : avec Chrominance et correction des coûts des vecteurs ; Vert :
avec Chrominance et sans correction du coût des vecteurs ; Bleu : sans Chro-
minance et avec correction du coût des vecteurs ; Rouge : sans Chrominance ni
correction du coût des vecteurs ; Légende pour Mallat-Falzon : Noir : TMN.8,
Jaune : r∗ et QP constants ; Vert : r∗ constant, QP variable ; Bleu : r∗ variable,
QP constant ; Rouge : r∗ et QP variables
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5.5.5. Conclusion
Suite aux tests e�ectués, il semble que l'algorithme de Mallat et Falzon s'adapte cor-

rectement à la vidéo et à la compression de trame d'erreur. Les résultats obtenus sont
clairement meilleurs à la fois que ceux de l'algorithme du TMN.8 et que ceux de l'al-
gorithme de He-Kim. Néanmoins, les incertitudes quant aux détails pratiques de l'im-
plémentation de ce dernier font qu'il est di�cile de dire si la modélisation de Mallat et
Falzon est supérieure à celle de He et Kim. Les résultats fournis par ces derniers dans
leur article semblent meilleurs que ceux obtenus, en terme de maintien du remplissage
du tampon autour de son niveau cible, de trames perdues et de PSNR. L'algorithme de
Mallat et Falzon a dans tous les cas l'avantage d'avoir une mise en place plus simple.

5.6. Perspectives
5.6.1. Adaptation de l'algorithme dans H264

Le monde de la compression vidéo est en permanente évolution, et de nouveaux stan-
dards émergent. Il faut donc s'interroger sur les posssibilités d'exploiter l'algorithme
développé au sein du standard le plus récent, en l'occurrence H.264, aussi connu sous le
nom de MPEG4-AVC.

La transposition directe de l'algorithme n'est pas possible dans le codeur de test, car la
structure, bien que globalement assez similaire, présente néanmoins quelques di�érences
entre les codeurs pour H.263 et H.264. En e�et, de nouveaux outils ont été mis en place,
en particulier des outils d'optimisation débit-distorsion. Ces derniers utilisent comme
paramètre le pas de quanti�cation pour équilibrer la contrainte entre le coût de codage
de l'erreur et le coût de codage du mouvement. Ils opèrent bloc après bloc pour obtenir
les vecteurs de mouvement, en minimisant :

S(v) =
∑
|coe�err|+ λ(QP )C(v),

où λ est une fonction croissante du paramètre de quanti�cation, et où C(v) est le coût
de codage prédictif du vecteur à tester. L'algorithme utilisé dans le TMN8 et celui de
Mallat et Falzon supposent eux une connaissance complète de l'image à coder.

Comment donc adapter le système ? L'idée la plus simple venant à l'esprit est de sup-
poser que le pas de quanti�cation moyen ne varie pas brutalement d'une trame à l'autre.
On pourrait donc prendre le pas de quanti�cation utilisé dans l'image précédente comme
paramètre pour les outils d'optimisation débit-distorsion, puis, connaissant désormais
l'image d'erreur, coder e�ectivement les blocs à l'aide du pas de quanti�cation calculé
selon le modèle de Mallat et Falzon.

On peut ra�ner le système en insérant dans le modèle de l'image précédente les blocs
pour lesquels le mouvement a déjà été obtenu, et obtenir un résultat légèrement plus �n.

5.6.1.1. Adaptation de la précision du champ de vecteur
Dans H.263, aucun contrôle n'est e�ectué sur la recherche des vecteurs de mouvements

par l'algorithme de contrôle de débit. Dans H.264, il est possible d'in�uer sur le choix des
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vecteurs de mouvements, comme le fait le mécanisme d'optimisation débit-distorsion. On
peut donc contrôler plus ou moins la façon dont le débit est réparti entre le mouvement
et les coe�cients.

Cependant, le système actuel revient à aplanir le champ de mouvement de sorte qu'il
soit le plus lisse possible. Plus précisément, la fonction C(v) croît strictement avec l'am-
plitude de la di�érence entre le vecteur de mouvement v et sa prédiction à partir de
ses voisins v̄. Cela est logique quand la fonction de codage du vecteur de mouvement
est entièrement déterminée et �xe. Elle correspond alors à une certaine répartition des
probabilités d'apparition des vecteurs de mouvements.

Il se trouve que le standard H264 met en oeuvre un mode de codage arithmétique adap-
tatif selon des contextes. Cela signi�e que la fonction de codage s'adapte aux probabilités
d'apparitions e�ectivement constatées. On peut donc essayer de modeler les probabilités
a�n de pouvoir minimiser l'entropie des valeurs prises par la di�érence entre le vecteur
de mouvement et sa prédiction tout en évitant de trop écraser le champ.

Fig. 5.5.: Modi�cation de la courbe de probabilités d'apparition des valeurs du gradient
du vecteur de mouvement pour diminuer l'entropie du champ.

L'idée est de favoriser les positions fractionnaires à dénominateur faible en comparaison
de celles à dénominateur élevé, c'est-à-dire, les positions demi-entières par rapport à celles
au quart de pixels, et celles au quart de pixel par rapport à celles aux huitièmes de pixel,
tout en conservant la préférence pour une variation faible du champ de mouvement. La
�gure 5.5 montre une telle évolution. Celle-ci a toutes les chances de mener à des valeurs
plus correctes du champ de mouvement, dans la mesure où ce n'est pas parce qu'on a
moins de bits à utiliser pour coder l'image que le champ va, comme par miracle, évoluer
plus lentement. Il faudrait bien évidemment déterminer une forme correcte de la fonction
de coût, avec comme paramètre soit le budget de bits pour la trame, soit le paramètre
de quanti�cation estimé a priori pour la trame, ce qui semble plus raisonnable dans un
premier temps.

Nous avons implémenté une telle approche sur un codeur JM pour H.264, en s'assu-
rant que le �ux comprimé reste décodable par un décodeur H.264 standard. Le codeur
a été modi�é en changeant la forme de la fonction de coût asociée au champ de mouve-
ment, de manière à ce qu'elle suppose une distribution �en dents de scie� des vecteurs
de mouvement. Cette fonction pénalise en particulier les précisions élevées dans la re-
présentation du champ de mouvement. Le comportement de ce codeur a été testé sur la
plupart des séquences d'évaluation classiques. Il ressort de ces expériences que les gains
sont marginaux ou négatifs.
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Une des faiblesses de l'approche est que les contextes s'initialisent au début de chaque
image et que cette initialisation, dans le codage et le décodage H.264, suppose que la
distribution du mouvement est laplacienne. Imposer une distribution di�érente crée une
ine�cacité à cause du temps mis par le codeur arithmétique à contexte à apprendre
notre nouvelle distribution. Ici, le temps d'apprentissage est trop important par rapport
au nombre de vecteurs à coder dans une trame. Il faudrait donc pouvoir débuter avec une
autre distribution que la distribution laplacienne, et donc casser la compatibilité avec les
décodeurs standard H.264.

5.6.2. Conclusion
Nous avons, dans ce chapitre, adapté un algorithme d'allocation de débit pour les

images �xes au cas de la vidéo. Cet algorithme, bien qu'ayant une structure simple,
donne des résultats meilleurs que les deux références que nous nous étions �xées.

L'évolution des standards, en fournissant de nouvelles stratégies de codage, remet néan-
moins en question régulièrement les mécanismes d'allocation de débit déjà existants. Il
faut donc se demander comment adapter le modèle de Mallat et Falzon dans les standards
les plus récents.



Chapitre 6.
Transformation jointe des deux
composantes du champ de vecteurs

Dans les chapitres 3 et 4, nous avons estimé des champs de mouvement pour lesquels
nous donnons un vecteur par bloc de 2 pixels sur 2 (dans le cas de le la méthode de
Bernard régularisée) ou par bloc de 4 pixels par 4 ou 8 pixels par 8 (dans le cas du
modèle bilinéaire par morceau). Dans le cadre d'une utilisation au sein d'un codeur
vidéo, de tels champs se doivent d'être représentés le plus e�cacement possible. L'idée
naturelle est de traiter chacune des composantes du champ de mouvement comme une
image et de compresser celle-ci, en particulier à l'aide d'une transformation spatiale de
type ondelettes ou DCT. Néanmoins, nous pouvons nous interroger sur l'information que
chaque composante peut nous apporter sur l'autre pour savoir si nous ne pourrions pas
exploiter cette caractéristique particulière du champ de mouvement. Dans ce chapitre,
nous verrons qu'il est possible de montrer qu'une telle information existe, au moins dans
certains cas, et nous proposons un nouveau schéma de lifting visant à l'exploiter.

6.1. Entropie et information mutuelle
6.1.1. Quelques dé�nitions

Lorsqu'on s'intéresse à la compression de données, il est naturel de voir ce que nous dit
la théorie de l'information. Celle-ci s'e�orce de dé�nir quelle est la quantité d'information
contenue dans un objet (comme par exemple une variable aléatoire) ou, ce qui revient
approximativement au même, quelle est la quantité d'information nécessaire pour décrire
un objet donné.

Un de des concepts les plus importants est l'entropie, déja présentée rapidement en
3.1.3, qui mesure l'incertitude d'une variable aléatoire. Rappelons que l'entropie H(X)
d'une variable aléatoire discrète est dé�nie par :

H(X) = −
∑

x∈X
p(x) log p(x) (6.1)

où X est l'alphabet de la variable X et p est sa distribution.
On montre que l'entropie d'une variable aléatoire est la limite inférieure de la moyenne

du nombre de bits nécessaires pour coder une réalisation de la variable connaissant la
distribution p. Cette limite peut, de plus, être atteinte asymptotiquement à l'aide du
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codage arithmétique. Le lien est donc fort entre l'entropie et la quantité d'information
que représente la connaissance de la distribution d'une variable aléatoire.

Dans le cas d'une paire de variables aléatoires, on utilise l'entropie jointe. L'entropie
jointe H(X,Y ) d'une paire de variables aléatoires discrète (X,Y ) dont la distribution est
p(x, y) est dé�nie par :

H(X,Y ) = −
∑

x∈X

∑

y∈Y
p(x, y) log p(x, y) (6.2)

avec des conventions de notation similaires.
Il est naturel ensuite d'essayer de quanti�er l'incertitude sur une variable aléatoire

lorsqu'on connait une réalisation de l'autre variable aléatoire de la paire. C'est ce que
mesure l'entropie conditionnelle H(Y |X), qui est dé�nie par :

H(X,Y ) = −
∑

x∈X

∑

y∈Y
p(x, y) log p(y|x) (6.3)

Il faut noter qu'en général, H(X|Y ) 6= H(Y |X) : si par exemple X = bY/5c, il est
évident que la connaissance de Y permet de supprimer toute incertitude sur X, tandis
que l'inverse n'est pas vrai.

On peut aussi essayer de dé�nir une distance entre deux distributions, du point de
vue de l'information. L'entropie relative (ou distance de Kullback-Leibler) entre deux
distributions p et q est dé�nie par :

D(p ‖ q) =
∑

x∈X
p(x) log

p(x)
q(x)

(6.4)

En ce qui concerne l'information, il est possible de représenter cette dernière comme
le coût supplémentaire dû à l'utilisation d'une distribution q pour dé�nir les symboles
utilisés pour représenter une réalisation deX, plutôt que la véritable distribution p. Il faut
aussi noter qu'il ne s'agit pas d'une véritable distance, puisqu'elle n'est pas symétrique
et ne véri�e pas l'inégalité triangulaire.

La dernière dé�nition à poser est celle de l'information mutuelle qui indique la réduction
d'incertitude sur une des variables aléatoires connaissant la réalisation de l'autre. L'in-
formation mutuelle I(X;Y ) est l'entropie relative entre la distribution jointe du couple
de variables aléatoires et le produit de leur distribution respective :

I(X;Y ) = I(Y ;X) =
∑

x∈X

∑

y∈Y
p(x, y) log

p(x, y)
p(x)p(y)

(6.5)

On a immédiatement I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(X)+H(Y )−
H(X,Y ). L'information mutuelle nous permet d'évaluer ce qu'il est possible de gagner
en codant conjointement les deux variables par rapport au cas où elles sont codées sépa-
rément.
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6.1.2. Information d'une composante de mouvement sur l'autre
6.1.2.1. Information mutuelle des vecteurs

Un champ de vecteurs de mouvement peut être aisément vu comme n réalisations in-
dépendantes d'une paire de variables aléatoires (V i

1 , V
i
2 )0<i≤n. Il est alors bien naturel

d'essayer de s'intéresser à la réduction du coût de codage que nous sommes susceptibles
d'obtenir en codant chacune des variables conjointement plutôt que séparément. La frac-
tion du coût de codage qu'il est possible de gagner si nous codons simplement les valeurs
du champ est de l'ordre de g1(V1, V2) = I(V1, V2)/(H(V1) +H(V2)).

Le rapport g1(V1, V2) a été calculé pour des champs issus de chacune des deux méthodes
d'estimation de mouvement présentées précédemment, quanti�ées à di�érents pas. Les
résultats montrent que les valeurs de g1(V1, V2) se situent majoritairement entre 0.05 et
0.15. Nous pourrions donc espérer gagner environ 10% du coût en bits du codage des
vecteurs en codant la paire de composantes au lieu de coder chaque composante sépa-
rément, si nous codons chaque vecteur sans transformation. Ce gain potentiel s'explique
entre autres par l'anisotropie du champ de mouvement, comme le montre la �gure 6.1.
Malheureusement, exploiter ce gain nécessite que le codeur et le décodeur connaissent
la distribution des paires (vi1, v

i
2). Il faudrait donc transmettre une information sur cette

distribution, mais il est à craindre que le surcoût de cette information soit supérieur au
gain qu'on peut espérer en tirer.

Plutôt que de transmettre le pro�l de la distribution des données, les codeurs vidéos
actuels utilisent un codage arithmétique adaptatif. Ce type de codage consiste à e�ectuer
un codage arithmétique s'appuyant sur un pro�l de distribution des données se mettant
à jour au fur et à mesure de l'encodage de celles-ci. Il n'est malheureusement pas garanti
que l'adaptativité soit ici su�samment e�cace pour tirer parti du type de distribution
des données. Mais plutôt que de chercher à exploiter l'information mutuelle entre les deux
composantes du champ au moment du codage des coe�cients en passant d'une codage
scalaire à un codage vectoriel, il est possible d'utiliser cette information à d'autres étapes
de la compression.

6.1.2.2. Co-occurrence des gradients de forte amplitude
Nous avons supposé que ces variables avaient la même distribution, et qu'elles étaient

indépendantes. Il est pourtant logique de penser qu'il existe une dépendance entre les
variables du fait de leur position géographique : deux points voisins ont plus de chances
d'appartenir au même objet de la scène et donc d'avoir le même mouvement. Il y aura
donc un lien entre deux vecteurs positionnés sur des points voisins. Ceci est d'autant
plus vrai pour la méthode d'estimation de mouvement décrite au chapitre 3. En e�et, la
méthode fournissant un champ dense (un vecteur par bloc de 2 pixels sur 2), deux vecteurs
associés à des blocs voisins seront plus proches que si les blocs étaient de plus grande
taille, comme c'est le cas pour la méthode d'estimation décrite au chapitre 4. D'autre
part, la méthode impose une contrainte de régularité sur le champ de mouvement, et
donc la corrélation spatiale des vecteurs.

Ce lien est généralement exploité en utilisant une transformation spatiale (ondelettes,
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Fig. 6.1.: Co-histogramme de champs de mouvement. Les vecteurs sont arrondis au demi-
pixel. L'échelle est exprimée en demi-pixels.
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DCT, di�érence avec une prédiction médiane des vecteurs déjà codés, etc.). Cette trans-
formation spatiale peut-elle tirer parti de l'information que chaque composante porte sur
l'autre, et si oui, comment ?

Dans un modèle simple de mouvement, les objets de la scène sont en translation uni-
forme les uns par rapport aux autres. Les discontinuités du champ apparaissent aux
frontières des objets. Dans la majorité des cas, ces discontinuités concernent les deux
coordonnées du mouvement. La �gure 6.2 montre pour le champ de mouvement de la
séquence Bus, estimé par la méthode de Bernard régularisée, les zones où le gradient du
champ est de forte amplitude. Ce sont approximativement les mêmes sur les composantes
vx et vy. À l'opposé, la même étude sur certaines autres séquences ne met pas en lumière
les mêmes caractéristiques. Le propos de la suite de l'étude présentée dans ce chapitre fait
néanmoins la supposition que pour les vecteurs d'un champ de mouvement su�samment
dense, cette caractéristique est présente.

6.2. Schéma de lifting conjoint
L'hypothèse de travail sur laquelle nous nous appuyons est donc que les discontinuités

du champ de mouvement ont tendance à se retrouver d'une composante sur l'autre, ce
qui est le cas quand la discontinuité en question n'est ni purement verticale, ni purement
horizontale. Dans le cadre de notre hypothèse, cela signi�e qu'il doit être possible d'utili-
ser la connaissance des discontinuités d'une des composantes pour aider à la compression
de l'autre composante. La connaissance de la disposition des irrégularités peut nous per-
mettre de dé�nir des schémas de lifting dont le support des �ltres s'adapte de façon à ne
pas les franchir.

Comme d'habitude avec le lifting adaptatif, le souci est d'être capable de e�ectuer
la transformation inverse sans di�culté. Il faut aussi que les distorsions induites sur le
signal soient continues par rapport à la distorsion des coe�cients dans le cas où une
quanti�cation est e�ectuée entre l'analyse et la synthèse. Nous séparons donc le cas avec
quanti�cation, et le cas sans quanti�cation.

6.2.1. lifting joint pour données entières
6.2.1.1. lifting joint avec interpolateurs de Deslauriers-Dubuc

Aucune quanti�cation n'est e�ectuée quand le signal doit être compressé sans perte,
ce qui n'a de sens que pour un signal qui peut être représenté avec des entiers1. Dans ces
conditions, on utilise aussi des ondelettes entières (1.2.4.1). Nous avons vu que n'importe
quel schéma de lifting pouvait être rendu entier en ajoutant des parties entières. Nous
disposons, à partir des ondelettes de Cohen-Daubechies-Fauveau, d'une série complète
d'ondelettes entières s'appuyant sur les interpolateurs de Deslauriers-Dubuc, à tous les
ordres impairs. Nous pouvons donc essayer de choisir parmi ces di�érents �ltres pour notre
étape de lifting à un point donné. Comment e�ectuer ce choix ? Nous avons supposé que
les discontinuités se trouvaient à la même position dans nos deux séries d'échantillons.
1ce qui inclut les signaux à précision fractionnaire �xe.
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Fig. 6.2.: Comparaison des di�érentes composantes de ∇v pour le champ de mouvement
entre les trames 5 et 6 de la séquence Bus estimé par la méthode de Bernard
régularisée. En blanc, les zones où l'amplitude de la composante est supérieure
à 2 pixels.
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Nous pouvons tester nos di�érents prédicteurs sur un de nos deux signaux, a�n de choisir
celui que nous allons choisir pour l'autre.

Soit deux séries d'échantillons de même taille, (xk1,n)0≤n≤N et (xk2,n)0≤n≤N . Choisissons
(i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)} et calculons :

x̃ki,n,α = |xki,2n+1 − Pα((xki,2n))|,

où les Pα sont les di�érents prédicteurs possibles. Posons :

αl = argmin
α

x̃i,l,α.

Le prédicteur pour un point 2l+1 donné dans (xkj,n)0≤n≤N est alors Pαl
. Comme opérateur

de mise à jour, nous pourrons prendre l'opérateur de mise à jour Uαl
traditionnellement

associé à Pαl
.

Dans la mesure où le choix s'e�ectue à partir d'autres données, il n'y a pas de pro-
blème pour ce qui est de la synthèse : en supposant que nous avons réussi à reconstituer
(xki,n)0≤n≤N , la reconstruction de (xkj,n)0≤n≤N est immédiate. D'autre part, comme il n'y
a pas de quanti�cation, la reconstruction parfaite est assurée.

Il s'agit ensuite d'opérer une transformation en ondelettes par lifting pour la série
d'échantillons qui nous a servi de référence. Nous pouvons utiliser le même procédé, mais
il faut tenir compte du fait que la série déjà transformée, qui devient maintenant notre
série de référence, dispose d'échantillons deux fois moins denses.

Nous calculons donc :

x̃j,l,β = |xk+1
j,l − Pβ((xk+1

j,l ))|,

Pβ opérant sur tous les voisins du point considéré. D'autre part, β parcourt l'ensemble
des prédicteurs à tous les ordres, y compris les ordres pairs. Posons ensuite :

γl = 1 + 2 argmin
β

x̃j,l,β.

Le prédicteur utilisé pour le point 2l+ 1 est alors Pγl
et pour l'opérateur de mise à jour,

nous pouvons utiliser son pendant, Uγl
.

La deuxième partie du lifting n'est cependant pas satisfaisante. En e�et, si nous sommes
au bord d'une discontinuité, il est impossible de savoir de quel côté de celle-ci le point
que nous aurons à prédire e�ectivement se trouve. Il est donc préférable de faire une
étape simple utilisant le prédicteur entier classique à un ordre moyen et l'opérateur de
mise-à-jour associé..
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6.2.1.2. lifting joint avec les prédicteurs à gauche, à droite et centré
Il est possible de travailler avec d'autres familles de prédicteurs que ceux de Deslaurier-

Dubuc. Dé�nissons P lin−1 , P lin0 et P lin1 par :

P lin−1 ((x2k)) = b−1
2
(x2(k−1)) +

3
2
(x2k)c

P lin0 ((x2k)) = b1
2
(x2k) +

1
2
(x2(k+1))c

P lin1 ((x2k)) = b3
2
(x2(k+1) −

1
2
(x2(k+1))c

Le prédicteur centré P lin0 est le meilleur des trois dans le cas général, mais en présence
d'une discontinuité, l'utilisation de P lin−1 ou de P lin1 peut être préférable a�n de ne pas uti-
liser pour la prédiction des données de part et d'autre de la discontinuité, ce qui risquerait
de ne pas fournir des résultats utiles. Nous pouvons dé�nir des poids (wts)s∈{−1,0,1},t∈{d,b}
qui serviront à privilégier un prédicteur par rapport aux autres, par exemple :

wd−1 = wd1 = 2 wd0 = 1

wb−1 = wb1 = 1 wb0 =
1
2

Posons :
αl = argmin

α∈{−1,0,1}
wdα|xki,2l+1 − Pα((xki,2n))|+ wbα

La valeur de αl détermine le prédicteur utilisé au point l pour le pas de prédiction du
lifting appliqué à la suite (xj,n). En mettant un poids w0 plus faible que les autres, nous
avons favorisé dans le choix de αl le prédicteur central. Ceci permet de n'utiliser un autre
prédicteur que le prédicteur centré qu'au cas où la discontinuité est nette.

Le choix de l'opérateur de mise à jour s'adapte aussi suivant la valeur des αl. Les
opérateurs de mise-à-jour à gauche (resp. centré et à droite) U−1 (respectivement U0 et
U1) sont dé�nis par :

U lin−1 ((x2k+1)) = b−1
4
(x2k−3) +

3
4
(x2k−1)c

U lin0 ((x2k+1)) = b1
4
(x2k−1) +

1
4
(x2k+1)c

U lin1 ((x2k+1)) = b3
4
(x2k+1) −

1
4
(x2k+3)c

Si αl ≤ 0, cela signi�e que nous n'avons pas trouvé de discontinuité entre les points xki,2l
et xki,2l+1. Le point de coordonnée 2l+ 1 peut donc être utilisé sans trop de crainte pour
la mise-à-jour. Dans le cas contraire, il vaudrait mieux utiliser le point de coordonnée
2l − 3. De même, si αl−1 ≥ 0, cela signi�e que nous n'avons trouvé aucune discontinuité
entre les points xki,2l et xki,2l−1. Le point de coordonnée 2l− 1 peut donc être utilisé pour
la mise-à-jour, et dans le cas contraire, il vaut mieux utiliser celui de coordonnée 2l+ 3.



6.2 Schéma de lifting conjoint 131

αl ≤ 0 αl > 0
αl−1 ≥ 0 U lin0 U lin−1

αl−1 < 0 U lin1 U lin0

Tab. 6.1.: Choix de l'opérateur de mise-à-jour en fonction des (αl)

Il est possible que nous obtenions αl > 0 et αl−1 < 0, ce qui signi�e que nous avons
détecté une discontinuité de chaque côté du point. Dans ce cas, nous utiliserons les points
de coordonnées 2l+1 et 2l−1. Le choix de l'opérateur de mise-à-jour est récapitulé dans
le tableau 6.1.

Pour les mêmes raisons que celles évoquées en 6.2.1.1, on préfèrera une étape de lifting
entier classique centré pour transformer la suite des (xli,n).

6.2.2. lifting joint sur des réels
Dans le cas où les données sur lesquelles nous souhaitons opérer sont réelles, le système

décrit dans la section précédente présente des discontinuités brutales (dans le choix des
opérateurs) qui rendent impossible l'utilisation du procédé décrit. En e�et, une quanti�-
cation des coe�cients dont le pas tend vers 0 ne donnera pas alors une distorsion tendant
elle aussi vers 0, ce qui n'est pas acceptable.

Si nous voulons pallier le problème, nous avons plusieurs approches possibles : soit
nous modi�ons l'ordre de nos opérations de lifting, à la manière de Claypoole et Baraniuk
(1.2.4.4), soit nous trouvons une facon de supprimer la discontinuité induite par le choix
des opérateurs.

Si nous souhaitons pouvoir à chaque étape de choix disposer des échantillons tels qu'ils
seront après quanti�cation et reconstruction, cela signi�e que nous devons abandonner
l'adaptativité sur une des deux composantes du vecteur de mouvement : nous pouvons
par exemple transformer la composante (x1) sans adaptativité, la quanti�er puis la re-
construire, puis ensuite e�ectuer tous les choix à partir de ces coe�cients.

L'autre solution envisageable est de passer continûment d'un prédicteur à l'autre. Une
première remarque est de constater que tout barycentre de prédicteurs est lui aussi un
prédicteur2, même s'il ne disposera pas nécessairement des qualités d'approximation de
ceux-ci. Nous pouvons donc tenter d'attribuer des poids à chacun des prédicteurs Pα au
point n dépendant des erreurs x̃i,α,n. Plus une erreur est faible par rapport aux autres,
plus son poids doit être important dans le calcul du barycentre. Si nous prenons des poids
ρi tels que :

ρi =

∑
α′ 6=α(x̃i,α′,n + εα′)

(A− 1)
∑

α′(x̃i,α′,n + εα′)
,

où A est le nombre de prédicteurs dans l'ensemble parmi lesquels nous les choisissons, et
où les εα sont �xés pour dé�nir les poids lorsque toutes les erreurs sont nulles et assurer
2En terme de fonction, cela tombe sous le sens, mais cette a�rmation est à prendre en terme d'objectif
du prédicteur : fonction qui espère prédire les valeurs d'une fonction d'une certaine classe aussi
justement que possible.
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ainsi une certaine stabilité du choix autour de l'origine. Néanmoins, une telle solution
présente l'inconvénient suivant :

� Si les εα sont petits, la transformation sera instable lorsque les erreurs prédites sur
la composante de référence seront faibles.

� À l'opposé, si les εα sont plus importants, ils pousseront la combinaison des prédic-
teurs vers un prédicteur particulier barycentre des prédicteurs que l'on teste.Or un
tel prédicteur est vraisemblablement moins bon que le prédicteur utilisé en général
pour le cas réel simple. Nous perdrons alors en e�cacité.

6.2.3. Asymétries du lifting joint

Nous avons, jusqu'à présent, passé sous silence un des problèmes du lifting joint :
l'asymétrie dans le traitement des données. En e�et, quelle que soit la variante choisie,
les deux composantes vectorielles ont des rôles di�érents. Dans le cas où l'adaptativité
ne porte que sur l'une des deux composantes, cela est évident, mais cela est vrai aussi
lorsque les deux composantes béné�cient de l'adaptativité. En e�et, comme nous l'avons
expliqué, dans un cas, le critère s'appuie sur une comparaison avec l'e�et des �ltres
sur l'autre composante, celle-ci étant de même taille, tandis que, dans l'autre cas, la
comparaison s'e�ectue à partir de �ltres de longueur plus réduite, s'appliquant à un
signal de taille moitié. Il y a donc aussi une asymétrie entre les composantes.

D'autre part, le schéma de lifting 1D sur lequel nous nous appuyons est non-linéaire.
Cela signi�e que l'ordre de �ltrage n'est pas neutre quand nous passons au �ltrage 2D.
Du fait de la non-linéarité, �ltrer verticalement puis horizontalement n'est pas équivalent
à e�ectuer ces mêmes opérations dans l'ordre inverse. Il nous faut donc déterminer quelle
est l'ampleur de la di�érence et s'il existe un ordre plus e�cace que l'autre pour e�ectuer
le �ltrage.

6.3. Résultats

Nous avons utilisé le schéma de lifting décrit en 6.2.1.2 pour transformer d'une part un
champ de mouvement synthétique pour valider le principe de notre schéma, et d'autre
part des champs de mouvement obtenus par les méthodes décrites dans les chapitres
3 et 4. Ces derniers sont préalablement arrondis à une précision donnée, a�n d'être
représentés par des entiers, puis transformés par lifting. La façon de procéder est ici
di�érente de celle utilisée pour les tests réalisés sur des coe�cients d'image classique ou
d'image d'erreur. En e�et, d'une part, il est encore peu courant de trouver des systèmes
de compression utilisant des champs réels compressés avec distorsion. D'autre part, nous
avons vu qu'adapter l'idée du lifting joint sur des données réelles semble di�cile. Nous
avons e�ectué la comparaison par rapport aux ondelettes 5/3 entières, sur les 20 premières
images de la séquence.
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6.3.1. Critère d'évaluation
Le coût de codage a été estimé de la façon suivante : pour chaque sous-bande s de la

décomposition en ondelettes, nous avons calculé l'entropie Hs des ns coe�cients de cette
sous-bande. Le coût de codage R estimé est alors :

R =
∑
s

nsHs.

Nous comparons alors les coûts de codage entre eux, sachant qu'il n'y a jamais de distor-
sion introduite dans le champ : en e�et, comme nous l'avons mentionné, la transforma-
tion est une transformation entière, et nous n'avons pas à quanti�er les données après la
transformation en ondelettes. Plus précisément, nous notons le pourcentage de gain ou
de perte, entre l'utilisation du lifting entier joint et celle du lifting entier classique.

6.3.2. Test sur un champ synthétique
Le champ de la �gure 6.3 représente le mouvement d'objets de forme simple en trans-

lation parrallèlement au plan de l'image. Nous avons utilisé un schéma de lifting joint
utilisant le changement de �ltre sur la composante vx du champ.
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Fig. 6.3.: Composantes du champ de mouvement synthétique

Le coût de codage estimé de cette composante après transformation est de 1.31 bits par
vecteur du champ, tandis qu'elle est de 1.42 bits par vecteur dans le cas de l'utilisation
d'un schéma de lifting standard. Nous avons donc un gain de 7,7% pour le codage de cette
composante, et de 4,2% si nous considérons le coût de codage des deux composantes du
champ de mouvement. Ces résultats sont satisfaisants : ils montrent la validité de notre
raisonnement.



134 Transformation jointe des deux composantes du champ de vecteurs

6.3.3. Tests sur les données réelles
6.3.3.1. Composante de référence et première direction de �ltrage

En e�ectuant le lifting joint, nous avons deux paramètres à prendre en compte : la
composante qui sert de référence pour déterminer le choix des �ltres sur l'autre compo-
sante, d'une part, et d'autre part la première direction de �ltrage. En e�et, notre traite-
ment n'étant pas linéaire, �ltrer horizontalement puis verticalement n'est pas équivalent
à enchaîner �ltrage vertical puis �ltrage horizontal. En pratique, comme le montrent
les résultats donnés dans le tableau 6.2, il est di�cile de faire un choix a priori sur les
meilleurs paramètres à utiliser, les comparaisons ne donnant pas des résultats cohérents.
Pour les résultats suivants, nous donnerons la moyenne calculée sur les 4 combinaisons
possibles de ces deux paramètres.

Séquence Format Méthode Composante Première Précision Précision
d'estimation de référence direction 1/4 pixel 1/2 pixel

vy X -1.1 -0.8
Paris CIF BBL vy Y -1.0 -0.6

vx X -1.5 -0.2
vx Y -1.7 -0.6
vy X -0.7 0.7

News QCIF BR vy Y -0.5 0.2
vx X -0.6 -0.1
vx Y -1.0 0.0

Tab. 6.2.: Comparaison du choix des composantes et des directions privilégiées. BR :
méthode de Bernard régularisée. BBL : modèle d'estimation d'un champ bili-
néaire par morceau

6.3.3.2. Résultats d'ensemble
Pour chaque séquence, nous avons noté pour les 20 premiers champs de mouvement,

le meilleur pourcentage de gain de codage, le plus faible, et le pourcentage moyen. L'en-
semble des résultats se trouve dans le tableau 6.3.

L'objectif que nous nous proposions d'atteindre avec le lifting joint n'est clairement
pas atteint : en moyenne, l'utilisation de ce nouveau schéma est contre-productif sur
toutes les séquences, et aux deux précisions du champ testées, sauf dans un cas. Une des
raisons que nous pouvons avancer est que les champs utilisés ne correspondent pas dans
leur majorité à notre hypothèse de travail, c'est-à-dire à des champs où les gradients des
deux composantes du mouvement sont d'amplitude élevée aux mêmes positions. Dans
certains cas, nous pouvons néanmoins noter une légère amélioration du coût de codage,
par exemple pour la séquence News. Celle-ci présente l'avantage d'être assez nette, et
d'avoir des objets bien délimités : présentateurs, vidéo dans une zone du fond. En re-
vanche, dans le cas d'une séquence complexe, comme Tempete, où des feuilles volent, les
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Séquence Format Méthode Précision : 1/4 pixel Précision : 1/2 pixel
d'estimation Max. Moy. Min. Max. Moy. Min.

Paris CIF BBL +0.2 -1.3 -4.7 +1.0 -0.6 -3.3
Tempete CIF BBL -1.4 -4.5 -9.2 +0.2 -3.1 -6.3
Mobile CIF BBL +0.5 -0.6 -2.7 +0.4 -0.3 -2.3
Bus CIF BBL -1.7 -3.8 -6.0 -0.8 -2.4 -4.8
Paris CIF BR +1.0 -1.1 -3.8 +1.8 -0.5 -2.4

Tempete CIF BR -0.7 -3.6 -7.4 -0.2 -2.4 -5.6
Mobile CIF BR +0.3 -0.7 -3.6 +0.2 -0.3 -2.0
Bus CIF BR -1.7 -3.6 -6.6 -0.8 -2.5 -4.7
News QCIF BBL +1.0 -0.3 -4.7 +0.8 -0.1 -1.7

Foreman QCIF BBL +1.1 -0.7 -2.5 +1.3 0.0 -1.3
Silent QCIF BBL +1.8 -2.5 -8.0 +4.0 -1.5 -6.9
News QCIF BR +0.8 -0.7 -3.2 +2.7 +0.2 -1.2

Foreman QCIF BR +0.3 -0.8 -2.4 +0.6 -0.2 -1.6
Silent QCIF BR +0.5 -2.3 -6.3 +2.4 -1.3 -4.8

Tab. 6.3.: Gain de codage pour l'utilisation du lifting joint dérivé des ondelettes 5/3
entières. Le gain est exprimé en pourcentage par rapport aux ondelettes 5/3
entières. Min.(resp. Moy., Max.) : gain minimal (resp. moyen, maximal) sur
le codage d'un trame. BR : méthode de Bernard régularisée. BBL : méthode
d'estimation d'un champ bilinéaire par morceau.
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méthodes d'estimations auront du mal à fournir un champ de mouvement où l'on dis-
tingue clairement les objets en déplacement. C'est sur cette séquence que nous obtenons
les plus mauvais résultats.

L'autre hypothèse que nous pouvons avancer est que le choix des poids dans le critère de
sélection du prédicteur n'est pas adéquat. Il est possible qu'en favorisant plus le prédicteur
central par rapport aux prédicteurs latéraux, nous améliorions légèrement les résultats.
Néanmoins, trop favoriser le prédicteur central aura, à l'inverse, tendance à diminuer la
di�érence entre le schéma de lifting joint et le schéma classique. Dans ces conditions,
la complexité supplémentaire introduite par ce schéma ne sera-t-elle rédhibitoire par
rapport aux gains potentiels ?

6.4. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons essayé de mettre en place un schéma de lifting qui fait

appel à la connaissance de données associées aux données que nous souhaitons transfor-
mer. Dans le cas de champs de mouvement synthétiques, ce nouveau schéma apporte un
gain probant. Malheureusement, les hypothèses sur la forme de l'information que chaque
jeu de données fournit sur l'autre ne sont pas véri�ées pour nos méthodes d'estimation
de mouvement. Les résultats sur ces données n'apportent alors que rarement des gains.
De plus amples tests avec d'autres méthodes d'estimation de mouvement seraient néces-
saires, d'une part, pour déterminer si notre hypothèse de travail peut se véri�er pour
d'autres méthodes de mesure du mouvement, auquel cas le schéma proposé pourra être
plus e�cace.



Chapitre 7.
Ondelettes sans rebonds

7.1. Motivation
Dans la section 1.2.4, nous avons vu des tentatives de développement d'ondelettes non-

linéaires. En particulier, Claypoole et Baraniuk essayent d'adapter l'ordre des ondelettes
à la régularité locale du signal. En e�et, les ondelettes d'ordre élevé sont intéressantes
sur les zones régulières, mais engendrent des oscillations (e�et de Gibbs) dans les zones
contenant des discontinuités (�gure 7.1(b)). À l'opposé, les ondelettes d'ordre faible, si
elles ne réussissent pas à exploiter toute la structure des zones fortement régulières, ne
sont pas la cause d'oscillations lors de la représentation de discontinuités (�gure 7.1(a)).
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Fig. 7.1.: Interpolation linéaire et interpolation de Deslaurier-Dubuc d'ordre 4.

Malheureusement, la solution proposée présente plusieurs défauts :
� Le passage d'un �ltre à l'autre est quelque chose d'essentiellement discret. Cela

signi�e qu'il existe une véritable discontinuité dans le prédicteur. Si aucun dispositif
particulier n'est mis en place, cela signi�e que l'erreur entre le signal d'origine et
le signal obtenu après perte de compression et décodage peut ne pas tendre vers 0
quand le pas de quanti�cation tend vers 0.

� La synchronisation utilisée pour pallier le problème précédent limite les utilisations
possibles du schéma. En e�et, le pas de quanti�cation doit être choisi avant de
connaître la distribution des coe�cients. Dans ces conditions, une compression à
débit �xé sera plus di�cile à réaliser. Cela exclut aussi ce schéma des systèmes
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progressifs pour lesquels il n'est pas sûr que le décodeur reçoive les coe�cients
exacts.

Nous voulons donc dé�nir un schéma de lifting pour lequel :
� le prédicteur tire partie de la régularité du signal ;
� le prédicteur n'engendre pas des rebonds indésirables lors de la reconstruction ;
� le prédicteur est continu par rapport aux données.

7.2. Prédiction encadrée
Pour le début de notre étude, nous nous plaçons dans le cas 1D, et nous nous intéressons

essentiellement au prédicteur, en construisant un schéma de lifting ne disposant que d'un
opérateur de prédiction (et donc d'aucune étape de mise à jour).

7.2.1. Prédicteur de Deslauriers-Dubuc
Les prédicteurs que nous utilisons sont ceux des ondelettes d'interpolation de Des-

lauriers-Dubuc. Ils consistent à faire une interpolation lagrangienne glissante des échan-
tillons impairs x2k+1 à partir des échantillons pairs x2k. A�n de prédire x2k+1, un po-
lynôme de Lagrange P de degré 2p − 1 est calé sur les 2p échantillons pairs les plus
proches :

x2k−2p+2, . . . , x2k, x2k+2, . . . , x2k+2p

La valeur prédite en 2k + 1 est alors :

x̂2k+1 = P (2k + 1).

La �gure 7.2 illustre ce type d'interpolation. Sur le graphe représenté et dans toute
cette section, un échantillon se situe au point Mn de coordonnées (n, xn). De même, un
échantillon interpolé se trouve au point M̂n de coordonnées (n, x̂n).

L'étape de prédiction consiste donc à e�ectuer le calcul :

hk = x2k+1 − x̂2k+1

et donc à remplacer les échantillons impairs par les erreurs de prédiction.
Plus précisément, dans la suite, nous considérerons le cas des ondelettes d'interpolation

de Deslauriers-Dubuc d'ordre 4.

7.2.2. Encadrement d'ordre 0
Puisque nous cherchons à éliminer les rebonds, il nous faut d'abord les dé�nir et les

localiser. Dans une première et grossière approximation, appelons rebond tout endroit où
les valeurs interpolées ne sont pas comprises dans l'intervalle dé�ni par les plus proches
voisins 2k et 2(k+1), [xk ∧x2(k+1), x2k ∨x2(k+1)]. Si nous voulons répondre au problème
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x−4 x−2 x0 x2 x4 x6x̂3

Fig. 7.2.: Interpolation de Deslauriers-Dubuc d'ordre 4

avec cette dé�nition, nous pouvons simplement, partant d'un interpolateur d'ordre n,
Pn, l'empêcher de donner des valeurs sortant de l'intervalle admissible, en reprojetant le
résultat de l'interpolation dans l'intervalle. On dé�nit alors Pn,0 par :

Pn,0(x) =





x2k ∧ x2(k+1) si Pn(x) ≤ x2k ∧ x2(k+1)

x2k ∨ x2(k+1) si Pn(x) ≥ x2k ∨ x2(k+1)

Pn(x) sinon,

tout ceci étant valable sur l'intervalle [2k, 2(k + 1)].
Nous pouvons donner une dé�nition de Pn,0 sous une forme plus compacte :

Pn,0(x) = ((x2k ∧ x2(k+1)) ∨ Pn(x)) ∧ (x2k ∨ x2(k+1))

= med(x2k, Pn(x), x2(k+1))

L'e�et de Pn,0 peut se voir sur la �gure 7.3.

x−4 x−2 x0 x2 x4 x6

x̂1

Fig. 7.3.: Exemple de reprojection : P3,0

Le fait est que, comme les opérations ∧ et ∨ sont continues, Pn,0 est lui aussi continu.
Ce prédicteur élimine les rebonds au sens que nous avons donné et, en l'absence de
rebond, il se comporte comme le prédicteur sous-jacent. Pn,0 correspond donc bien aux
critères que nous nous étions �xés.
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Il est aussi possible de montrer que cette prédiction permet de conserver la monotonie
du signal : si

x2k, x2k+2, . . . , x2l

est monotone, alors la séquence interpolée

x2k, x̂2k+1, x2k+2, . . . , x2l

l'est aussi.

7.2.3. Encadrement d'ordre 1
Notre première dé�nition d'un rebond est bien évidemment trop large. Par exemple,

elle n'est pas stable lors de l'addition d'une composante linéaire au signal. Néanmoins,
nous avons pu dégager une solution adéquate à partir de cette dé�nition : l'encadrement
du polynôme d'interpolation par des polynômes d'ordre 0 calés sur les voisins du point
recherché.

Partant de cette idée, il est naturel de l'étendre à des polynômes d'ordre supérieur et
de rechercher l'invariance par ajout d'une composante polynômiale de même ordre.

Il est possible de dé�nir un schéma simple pour la prédiction encadrée par des poly-
nômes d'ordre 1, représentés par des droites sur un graphe de fonctions. Un échantillon
interpolé x̂1 doit être tel que le point (1, x̂1) se situe entre les lignes ∆1 et ∆2, où ∆1

est la ligne parallèle à (M−2M2) passant par M0 et où ∆2 est la droite (M0,M2). Nous
imposons une contrainte similaire dé�nie symétriquement à l'aide des points M4, M2 et
M0 en dé�nissant les droites ∆′

1 et ∆′
2 (�gure 7.4).

Plus formellement, notons Pk,lm le polynôme d'ordre 1, véri�ant :

Pk;l,m(2k) = x2k (7.1a)
Pk;l,m(2m)− Pk;l,m(2l) = x2m − x2l (7.1b)

Notre nouveau prédicteur au point 2k + 1 peut s'écrire comme :

Pn,1(x) =
((
Pk;k−1,k+1(x) ∨ Pk;k,k+1(x)

) ∧ (
Pk+1;k,k+2(x) ∨ Pk+1;k,k+1(x)

))

∧ Pn(x)∨((
Pk;k−1,k+1(x) ∧ Pk;k,k+1(x)

) ∨ (
Pk+1;k,k+2(x) ∧ Pk+1;k,k+1(x)

))

= med(Pk;k−1,k+1(x),med(Pk+1;k,k+2(x), Pn(x), Pk+1;k,k+1(x)), Pk+1;k,k+1(x))

7.2.4. Analyse du comportement des ondelettes sans rebonds
Dans cette section, nous allons essayer d'analyser le comportement des ondelettes sans

rebonds d'interpolation, c'est-à-dire construites avec un schéma de lifting avec une étape
de prédiction seule et sans étape de mise-à-jour). Nous les analysons dans deux variantes :
avec un schéma d'encadrement d'ordre 0, et un schéma d'encadrement d'ordre 1.

Nous supposerons que les fonctions approchées sont régulières par morceaux, et ce
sur un nombre �ni de morceaux. Nous devrons faire une deuxième hypothèse qui n'est
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Fig. 7.4.: Exemple de reprojection : P3,1
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pas une hypothèse de régularité classique, et qui s'appuiera sur la dé�nition de �fonction
k-simple�.

Dé�nissons tout d'abord ce que nous appelons un point de changement de signe. Si f
une fonction dé�nie d'un intervalle I ⊂ R dans R, alors un point x ∈ I est un point de
changement de signe de f si :

∀ε > 0, ∃x′, x′′ ∈ I, |x− x′| < ε, |x− x′′| < ε et f(x′) < 0, f(x′′) > 0 (7.2)

Une fonction f dé�nie d'un intervalle I ⊂ R dans R est alors dite simple si le nombre
de ses points de changement de signe est �ni. Cette dé�nition s'étend alors naturellement :
une fonction f dé�nie d'un intervalle I ⊂ R dans R est dite k-simple si elle est dérivable
k − 1 fois et que pour i ∈ {0, . . . , k − 1}, f (i) est simple.

L'ensemble des points de changement de signe d'une fonction est d'intérieur vide, par
dé�nition même de ces points. Cependant, ils ne sont pas nécessairement en nombre �ni.
Par exemple, la fonction f dé�nie par :

f(x) =

{
0 si x = 0
x9 sin 1

x sinon

est 4 fois dérivable de dérivée 4ème continue, mais elle possède un nombre in�ni de chan-
gement de signe, de même que ses quatre premières dérivées. Elle n'est donc pas simple
ni encore moins 4-simple.

Pour la suite, nous ferons donc l'hypothèse que la fonction approchée est 1-simple
dans le cas d'un schéma d'encadrement d'ordre 0 et 2-simple dans le cas d'un schéma
d'encadrement d'ordre 1.

Dans les deux cas, le comportement de ces ondelettes de représentation non-linéaires
a les propriétés suivantes :

� près d'une discontinuité, l'approximation d'une fonction par une décomposition en
ondelettes sans rebonds tronquée ne fait pas intervenir de rebonds. On ne peut pas
parler de convergence uniforme (puisque la fonction vers laquelle l'approximation
converge n'est pas continue). En revanche, le graphe de la fonction ne présente pas
de rebonds et tend à conserver la discontinuité.

� lorsque nous ne sommes pas à proximité d'une discontinuité ou d'un point de chan-
gement de signe de la dérivée kème de notre fonction k-simple, cette dérivée est de
signe constant. Dans le cas de l'encadrement de degré 0, cela signi�e que la fonction
est monotone (croissante ou décroissante) et que donc l'opérateur de reprojection
est sans e�et. De même, dans le cas d'un encadrement de degré 1, la fonction est
soit concave soit convexe, et on peut alors montrer que l'opérateur de reprojection
P3,1 est également sans e�et à des échelles su�samment �nes. Dans les deux cas, si
la fonction à approcher est au moins C4, alors l'erreur d'approximation est celle des
ondelettes de Deslauriers-Dubuc, donc en O(2−4j), si j est l'échelle des ondelettes.

� lorsque nous sommes à proximité d'un point de changement de signe de la déri-
vée kème de notre fonction k-simple, nous introduisons une erreur d'approximation
d'ordre moins favorable dépendant de k. L'erreur e�ectuée est en O(2−jk).
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Pour résumer : à proximité d'une singularité, le schéma des ondelettes sans rebonds
ne fait pas intervenir de rebonds. Pour le reste des positions, l'erreur d'approximation
est similaire à celle des ondelettes de Deslauriers-Dubuc, sauf en un nombre �ni de zones
autour des points de changement de signe de la dérivée kème de la fonction approchée.

7.2.5. Formulation par médian d'intervalles
Chacune des contraintes que nous avons posées sur notre prédicteur peut être vue

comme la projection pI de la valeur interpolée sur un intervalle I = [a, b] :

pI(x) =





a si x < a

x si a ≤ x ≤ b
b sinon,

Lorsque nous avons plusieurs contraintes, nous projetons donc plusieurs fois sur des
intervalles di�érents, en espérant trouver in �ne un encadrement �central�. Considérons
plus précisément cet objectif en considérant deux intervalles quelconques I1 = [a1, b1] et
I2 = [a2, b2]. Si I1 ∩ I2 6= ∅, alors notre encadrement central sera clairement I1 ∩ I2, et
dans ce cas,

I1 ∩ I2 6= ∅ =⇒ pI1 ◦ pI2 = pI2 ◦ pI1 = pI1∩I2 .

Mais que se passe-t-il si I1 ∩ I2 = ∅ ? Dans ce cas précis, e�ectuer un encadrement par I1
puis un encadrement par I2 nous donne une réponse di�érente de la suite d'encadrements
e�ectués dans l'ordre inverse :

I1 ∩ I2 = ∅ =⇒ pI1 ◦ pI2 6= pI2 ◦ pI1
Ceci est problématique si l'on considère que nos contraintes sont d'importances équiva-
lentes. De plus, nous avons, dans un cas comme dans l'autre, un résultat qui est fortement
excentré par rapport à l'ensemble des deux intervalles.

Si nous voulons pallier ces inconvénients, nous avons intérêt à rechercher notre valeur
contrainte, non plus dans I1 ou I2, mais dans l'intervalle qui se situe entre ces deux
intervalles. Dé�nissons ceci de manière plus formelle. Le �ltre Rk de rang k associe à une
liste non-ordonnée sa k-ième plus petite valeur. L'intervalle que nous recherchons, noté
intmed(I1, I2), est alors :

intmed(I1, I2) = [R1(a1, b1, a2, b2), R2(a1, b1, a2, b2)].

Synthétiser les deux contraintes d'encadrement par I1 et I2 par la contrainte d'enca-
drement par intmed(I1, I2) peut paraître surprenant. En e�et, dans le cas où les deux
intervalles sont disjoints, aucune des deux contraintes initiales n'est �nalement respectée,
et nous avons e�ectivement :

intmed(I1, I2) ∩ I1 = ∅
intmed(I1, I2) ∩ I2 = ∅
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Néanmoins, puisque, dans ce cas, il est impossible de satisfaire aux deux contraintes
simultanément, cet encadrement permet d'avoir une contrainte qui se présente comme
un intermédiaire entre les deux contraintes initiales.

Nous pouvons par ailleurs étendre directement notre dé�nition au médian de k inter-
valles, par la formule suivante :

intmed(([aj , bj ])1≤j≤k) = [Rk(a1, . . . , ak, b1, . . . , bk), Rk+1(a1, . . . , ak, b1, . . . , bk)].

D'autre part, notre dé�nition peut s'étendre aussi simplement aux intervalles de la forme
]−∞, b] ou [a,+∞[, en prenant simplement soin d'ouvrir la borne de l'intervalle si celle-ci
est un in�ni.

En�n, il est clair que le médian d'intervalles est continu par rapport à chaque intervalle,
puisque ses bornes sont calculées par des fonctions continues des bornes des intervalles.

Notons Ik;d(x) l'intervalle de bornes Pk;k−d,k+d(x) et Pk;k,k+d(x). Nous pouvons alors
réécrire Pn,1(x) pour le point 2k + 1 comme :

Pn,1(x) = pintmed(Ik,1(x),Ik+1,−1(x))(Pn(x))

7.2.6. Résultats
7.2.6.1. Signaux synthétiques

Nous avons testé notre schéma de prédiction non-linéaire dans le cas d'une approxi-
mation à N termes de signaux synthétiques simples.

Dans le cas d'un simple créneau (�gure 7.5), nous pouvons voir que notre schéma non-
linéaire n'engendre pas de petits coe�cients autour des coe�cients importants, contrai-
rement au cas linéaire. Lors de l'approximation à N termes, la quanti�cation à zéro de
ces petits coe�cients dans le cas linéaire provoque des rebonds. Notre nouveau schéma,
lui, n'est pas pénalisé.

De la même façon, notre schéma se comporte selon nos attentes dans le cas d'un si-
gnal continu par morceau. L'absence de petits coe�cients qui se situent tout autour des
discontinuités avantage nettement le prédicteur non-linéaire dans le cadre de l'approxi-
mation à N termes. En e�et, la distorsion des coe�cients est alors globalement plus
faible, puisqu'il y a moins de coe�cients non-nuls.

Nous introduisons ensuite une étape de mise-à-jour pour laquelle nous opérons ce
même système d'encadrement. Là encore, la capacité à ne pas créer trop de coe�cients
signi�catifs autour des singularités du signal permet à notre schéma d'être nettement
plus performant que le schéma linéaire équivalent, que ce soit pour le créneau (�gure 7.7)
ou pour le signal continu par morceau (�gure 7.8).

7.2.6.2. Signaux réels
Nous avons testé notre schéma complet (prédiction et mise-à-jour) sur des bandes de

l'image Lena. Nous obtenons une qualité d'approximation à N termes correspondant à
la courbe de la �gure 7.9.
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Fig. 7.5.: Test des ondelettes sans rebonds sur un créneau. Nous n'utilisons ici que les
opérations de prédiction. Sur les courbes : en noir, le signal original ; en rouge,
le signal approximé.
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Fig. 7.6.: Test des ondelettes sans rebonds sur un signal continu par morceau. Nous
n'utilisons ici que les opérations de prédiction. Sur les courbes : en noir, le
signal original ; en rouge, le signal approximé.
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Fig. 7.7.: Test des ondelettes sans rebonds sur un créneau. Nous utilisons ici les opé-
rations de prédiction et de mise-à-jour. Sur les courbes : en noir, le signal
original ; en rouge le signal approximé.
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Fig. 7.8.: Test des ondelettes sans rebonds sur un signal continu par morceau. Nous
utilisons ici les opérations de prédiction et de mise-à-jour. Sur les courbes : en
noir, le signal original ; en rouge, le signal approximé.
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Fig. 7.9.: Test des ondelettes sans rebonds 1D sur des tranches de Lena : qualité de
l'approximation à N termes. Courbe noire : ondelette linéaire. Courbe rouge :
ondelette sans rebonds.

Pour des images réelles, notre schéma est moins e�cace que le schéma linéaire. Nous
pouvons tenter d'expliquer ceci à partir de notre étude sur le comportement des on-
delettes sans rebonds (7.2.4). En e�et, nous avons noté que nous perdions en qualité
d'approximation aux environs des points de changement de signe de la dérivée seconde.
Si ces points sont e�ectivement rares dans le cas des signaux synthétiques, en particulier
par rapport aux discontinuités du signal, ce n'est pas le cas dans les signaux réels. La
perte due au changement de l'ordre d'approximation autour des points de changement
de signe compense alors le gain provenant de l'élimination des rebonds.

D'autres tests montrent que pour un schéma en prédiction seule, l'ondelette non-
linéaire fournit des résultats légèrement supérieurs à l'ondelette linéaire. Cela mène à
penser qu'il doit y avoir une possibilité d'améliorer la conception de l'opérateur de mise-
à-jour.

7.3. Ondelettes sans rebonds en 2 dimensions
7.3.1. Conception
7.3.1.1. Incorrection de la dé�nition par produit tensoriel

Nous l'avons mentionné précédemment, l'aspect non-linéaire du design d'une ondelette
en une dimension rend di�cile, si ce n'est impossible, l'extension habituelle directe en
ondelettes séparables en deux dimensions.



150 Ondelettes sans rebonds

Plus précisément, nous pouvons décrire habituellement la construction du schéma de
lifting 2D linéaire comme sur la �gure 7.10, en notant les points de la grille EE, EO,
OE ou OO suivant que leurs première ou seconde coordonnées sont paires ou impaires.
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HL

LH

HH

P

U

P

U

U

P

P

U

Fig. 7.10.: Schéma de lifting 2D linéaire

Il est possible de commuter la mise-à-jour suivant l'axe des x et la prédiction dans
l'axe des y, dans la mesure où nous pouvons les écrire sous forme tensorielle comme :

(
I U
0 I

)
⊗ I2 et I2 ⊗

(
I 0
P I

)

Ce qui nous permet de représenter le schéma de lifting comme sur la �gure 7.11.

EE

OE

EO

OO

LL

HL

LH

HH

P

U

P
UP

P
U

U

Fig. 7.11.: Schéma de lifting 2D linéaire modi�é

7.3.1.2. Symétrisation du schéma de lifting
Comment pouvons-nous donc nous utiliser l'intuition qui nous a servi pour le cas à

une dimension pour passer au cas à deux dimensions ?
Nous pouvons, tout d'abord, modi�er l'arrangement des prédictions et des mises-à-jour

pour le rendre plus symétrique, tel que sur la �gure 7.12.
Ici, le pas de prédiction noté P/2 consiste à ne faire que la moitié de la correction par

prédiction, c'est-à-dire à e�ectuer, en 1D :

h2k+1 = x2k+1 − x̂2k+1/2
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Fig. 7.12.: Schéma de lifting 2D linéaire symétrisé (au sein du schéma)

au lieu de
h2k+1 = x2k+1 − x̂2k+1

Ceci est bien évidemment directement transposable à l'opération de mise-à-jour.

7.3.1.3. Symétrisation des opérateurs
Nous pouvons aussi changer les prédicteurs eux-mêmes, pour introduire directement

la symétrie de rôle entre la direction horizontale et la direction verticale.
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Fig. 7.13.: Schéma de lifting 2D linéaire symétrisé (par changement d'opérateurs)

Le prédicteur horizontal et le prédicteur vertical sont semblables à ceux utilisés dans
le cas à une dimension. En revanche, le prédicteur diagonal est prévu pour être intrinsé-
quement à deux dimensions.

Dans le cas de la prédiction d'ordre 0, cela donne les prédicteurs suivants :
PHLn,0 (x) = med(x2k,2l, x, x2k+2,2l)

PLHn,0 (x) = med(x2k,2l, x, x2k,2l+2)

PHHn,0 (x) = med(x2k,2l, x2k,2l+2, x, x2k+2,2l, x2k+2,2l+2)

Il est à noter que, pour le prédicteur diagonal, nous utilisons tous les plus proches voisins
du point et pas seulement ceux disposés de part et d'autre sur une seule direction. Ceci
nous permet d'avoir une contrainte plus �ne et aussi plus cohérente..
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Pour la prédiction à l'ordre 1, nous utilisons le médian d'intervalle, qui nous permet de
gérer la complexité des encadrements. Pour ces derniers, étendons la notation dé�nie par
l'équation (7.1) au cas à 2 dimensions, en remplaçant les index scalaires par des index
vectoriels :

Pk;l,m(2k) = x2k (7.3a)
Pk;l,m(2m)− Pk;l,m(2l) = x2m − x2l (7.3b)

De même, l'intervalle Ik,∆(x) est l'intervalle de bornes Pk;k−∆,k+∆(x) et Pk;k,k+∆(x).
Dé�nissons en�n :

∆HH
1 = (1, 1) ∆HH

2 = (−1, 1)

∆LH = (0, 1) ∆HL = (1, 0)

Nos nouveaux prédicteurs au point 2k + ∆HH
1 sont alors :

PHLn,1 (x) = pintmed(I
k,∆HL (x),I

k+∆HL,−∆HL (x))(x)

PLHn,1 (x) = pintmed(I
k,∆LH (x),I

k+∆LH,−∆LH (x))(x)

PHHn,1 (x) = pintmed(I
k,∆HH

1
(x),I

k+∆HH
1 ,−∆HH

1
(x),I

k,∆HH
2

(x),I
k+∆HH

2 ,−∆HH
2

(x))(x)

Notre médian d'intervalle devient ici important. En e�et, si nous avions formulé nos
opérateurs par des encadrements successifs, nous risquions d'obtenir des encadrements
incompatibles entre eux. Imaginons que chacune des diagonales passant par le point que
nous cherchons à prédire présente un pro�l linéaire, mais que les deux droites suivant
les diagonales n'aient pas de point d'intersection, n'ayant pas la même valeur au point
à interpoler. Comme l'encadrement d'ordre 2 proposé force les points déjà disposés en
droite de ne prédire des points que sur cette droite, nous aurions deux contraintes se
réduisant à un point. La solution proposée permet,elle, de prendre une valeur quelconque
au sein de l'intervalle formé par les deux valeurs des pro�ls linéaires au point qui nous
intéresse.

Comme dans le cas 1D, l'encadrement proposé respecte la convexité et est invariant
par ajout d'une composante linéaire.

7.3.2. Résultats
7.3.2.1. Signaux synthétiques

Nous avons expérimenté le schéma symétrisé a�n de coder des images 2D synthétiques.
Les résultats correspondent à ce que nous obtenons en 1D : nous avons visuellement
moins d'artefacts, comme nous pouvons le constater sur la �gure 7.14. Par ailleurs, des
expériences de compression nous montrent que, si nous utilisons un schéma complet de
prédiction et de mise-à-jour, nous gagnons entre 2 et 3 dB par rapport au cas linéaire.
En revanche, si nous n'utilisons que l'opérateur de prédiction, le gain se limite à environ
0.8 dB.
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(a) Ondelette linéaire (b) Ondelette sans rebonds

Fig. 7.14.: Test des ondelettes sans rebonds 2D sur un disque. Nous n'utilisons que les
opérations de prédiction.

7.3.2.2. Signaux réels
À l'opposé de ce que nous obtenons pour les signaux synthétiques, mais similairement

au cas 1D, le schéma utilisant des opérateurs de mise-à-jour et de prédiction non-linéaire
ne rivalise pas avec le schéma linéaire. La perte sur l'image Lena est d'environ 0.7 dB.
Dans le cas de l'utilisation de l'opérateur de prédiction, l'ondelette sans rebonds fait
légèrement mieux que l'ondelette linéaire (de l'ordre de 0.15 dB sur Lena).

Par ailleurs, nous avons testé les ondelettes sans rebonds 2D sur des images résultant
d'une décomposition temporelle en ondelettes (suivant le mouvement). À chaque échelle,
les ondelettes sans rebonds provoquent une perte signi�cative par rapport à l'utilisation
des ondelettes 7/9.

7.4. Conclusion
Nous avons développé dans ce chapitre des ondelettes non-linéaires qui présentent

l'avantage d'être continues par rapport aux données, ce qui leur garantit un bon com-
portement vis-à-vis de la quanti�cation. De plus, nous avons montré que sous certaines
conditions, elles disposent toujours de bonnes propriétés d'approximation par rapport
aux ondelettes dont elles dérivent. Si ces ondelettes donnent des résultats probants sur
des signaux synthétiques ad hoc, c'est-à-dire qui véri�ent nos conditions, elles ne semblent
pas, en l'état, compétitives par rapport aux ondelettes linéaires dans le cas de données
réelles pour lesquelles ces conditions sont moins bien respectées.

Dans la mesure où le schéma n'utilisant que les opérateurs de prédiction semble être
e�cace par rapport au schéma linéaire équivalent, il est probable qu'il faille apporter des
éléments d'amélioration à l'opérateur de mise-à-jour.
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D'autre part, nous avons développé en (7.3.1.3) une formulation intrinséquement à 2
dimensions des ondelettes sans rebonds, à l'aide du médian d'intervalle. Ce schéma reste
à tester pour le comparer à celui utilisé pour les expériences déjà e�ectuées et au schéma
linéaire.
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Chapitre 8.
Morphologie Mathématique et Vidéo

La morphologie mathématique est le fondement de nombreux outils de segmentation et
de �ltrage. Ces outils sont particulièrement bien connus pour les images 2D, et l'extension
aux images 3D est naturelle pour la plupart d'entre eux [15]. De nombreuses méthodes
ont été proposées pour utiliser la morphologie mathématique en vidéo, en particulier à
des �ns de segmentations, ou encore d'appariement de séquences. Dans le cadre de la
segmentation, la plupart des méthodes s'appuient sur une di�érentiation au niveau du
traitement des axes spatiaux et temporel : la segmentation est e�ectuée uniquement dans
le domaine spatial, et ses résultats sont propagés au travers de l'axe temporel.

Certains auteurs [42, 36] proposent de segmenter une première image, par exemple à
l'aide de marqueurs fournis par un utilisateur, puis utilisent le résultat de leur segmen-
tation pour créer un nouveau jeu de marqueurs qui seront projetés dans l'image suivante
pour e�ectuer une nouvelle segmentation.

D'autres auteurs [2, 31, 14] segmentent indépendamment les images de la séquence,
puis tentent d'apparier les régions obtenues.

Les deux méthodes sou�rent de l'apparition de nouveaux objets dans le cadre de l'image
au cours de la séquence, puisque ce nouvel objet, soit va troubler l'appariement, soit sera
rattaché à l'une des régions existantes.

Par ailleurs, dans ces exemples, la corrélation temporelle entre les images est faiblement
exploitée au sein de l'étape de segmentation, et les frontières des objets sont soumises à
des oscillations.

Une autre solution [52] est d'utiliser un traitement 3D en accumulant les images les
unes contre les autres en un grand parallépipède. Cette approche est plus prometteuse
dans le sens où elle permet de prendre mieux en compte la corrélation temporelle bien
qu'elle soit plus gourmande en terme de mémoire.

Malheureusement, cette deuxième approche (et certaines méthodes de la première ca-
tégorie) ne prend pas en compte le problème de l'aliasage temporel. En e�et, l'échan-
tillonage de la séquence au cours du temps fait que, lorsque de grands mouvements (par
rapport à la taille de l'objet à considérer) ont lieu d'une image à l'autre, les pixels ap-
partenant à un même objet ne sont plus connectés correctement si l'on considère que le
voisin temporel d'un pixel est à la même position spatiale que celui-ci.
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8.1. Éléments structurants suivant le mouvement (ESM)
8.1.1. Des idées venant d'autres domaines

Dans le domaine de la compression vidéo, nous avons vu que la méthode la plus cou-
ramment employée pour gérer le mouvement au cours de la séquence est d'utiliser la
compensation de mouvement. En particulier, dans les schémas de �ltrage temporel com-
pensé par le mouvement (Motion-Compensated Time Filtering - MCTF), le mouvement
est utilisé de facon à ce que cette utilisation soit indépendante du type de schéma de lif-
ting adopté. L'introduction du mouvement est e�ectuée au niveau le plus bas, le niveau
pixellique, a�n de mettre en correspondance les pixels sur lesquels un �ltre sera appliqué.

L'envie vient donc naturellement d'appliquer le même type de principe à la morphologie
mathématique [24, 25].

8.1.1.1. L'élément structurant
La brique de base de la morphologie mathématique est l'élément structurant. Appliqué

à un point donné de l'espace, il lui associe un voisinage de ce point. On utilise générale-
ment un élément structurant �xe, dé�ni par un ensemble des décalages par rapport au
point dont on cherche le voisinage, S.

N : x 7→ x+ S

Néanmoins, Serra [44] a introduit le formalisme des fonctions structurantes : la fonction
structurante fait varier le jeu des décalages en fonction du point étudié :

N : x 7→ x+ SD(x)

La fonction structurante elle-même peut dépendre des données D : soit de l'image di-
rectement, soit des mesures dérivées sur celle-ci [26], soit encore de n'importe quelle
méta-donnée imaginable qui nous donnerait une idée de la forme que doit avoir chaque
voisinage. Dans la mesure où les éléments structurants �xes sont des cas particuliers des
fonctions structurantes, alors constantes, nous appellerons celles-ci éléments structurants
dans la suite.

L'idée de voisinage est justement celle que nous recherchons dans ce chapitre : nous
souhaitons rendre �voisins� des éléments qui sont e�ectivement corrélés. Dans la mesure
où l'aliasiage spatial est généralement faible, il est rarement utile de dé�nir un voisi-
nage spatial qui se distingue notablement des plus proches voisins dans une n-connexité
(par exemple 4-, 6- ou 8-connexité dans le cas d'un espace discret à deux dimensions).
En revanche, il devient intéressant de dé�nir di�éremment le voisinage dans le cas de
la direction temporelle. Il est e�ectivement naturel de considérer comme premier voi-
sin temporel d'un point la position du point de l'objet auquel il appartient à l'image
suivante (ou précédente, selon la direction du voisinage considéré). Agnus [2] dé�nit un
élément structurant purement temporel, orienté selon le mouvement, qui lui sert à créer
un opérateur connexe. Guichard [16], au sein du formalisme des équations aux dérivées
partielles (EDP), introduit lui aussi le mouvement pour e�ectuer des opérations là aussi
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purement temporelles. Dans les deux cas, le mouvement est supposé constant au travers
de la trame du point considéré, ce qui rend l'élément structurant rigide. Cela pose des
problèmes lorsque la trajectoire de l'objet est courbe.

8.1.2. Dé�nition des éléments structurants suivant le mouvement
8.1.2.1. Opérateurs de compensation

Formalisons notre idée. Notons v+ le champ de mouvement de la séquence dans la
direction avant, et v− celui dans la direction arrière. Dans un premier temps, nous consi-
dèrerons que les champs de mouvement sont à précision entière, et donc qu'à chaque
position de pixel, ils associent une autre position exacte de pixel. Ces deux champs de
mouvement permettent de dé�nir 2 opérateurs de compensation, M+ et M−, comme
suit :

M+(t, x, y) = (t+ 1, x+ v+
x (t, x, y), y + v+

y (t, x, y)) (8.1)
M−(t, x, y) = (t− 1, x+ v−x (t, x, y), y + v−y (t, x, y)) (8.2)

En généralisant la notation, nous arrivons à :

Mp =





Id si p = 0
(M+)p si p > 0
(M−)−p si p < 0

(8.3)

En complément, nous dé�nissons l'opérateur de translation T par :

T(a,b)(t, x, y) = (t, x+ a, y + b).

Notons aussi M0 l'opérateur de compensation pour un champ nul (ce qui revient à e�ec-
tuer une translation dans le sens de l'axe temporel).

8.1.2.2. Modi�cation des voisinages
Supposons maintenant que nous disposons d'un élément structurant à 3 dimensions,

S qui, par dé�nition, associe à tout point x son voisinage

V (x) = {x}+ S(x) (8.4)

soit encore
V (x) = {(t+ δt, x+ δx, y + δy)|(δt, δx, δy) ∈ S(x)} (8.5)

Éléments S-T Nous pouvons alors construire un nouveau voisinage par :

VM (x) = {M δt(T(δx,δy)(t, x, y))|(δt, δx, δy) ∈ S(x)} (8.6)

Au lieu de suivre l'axe temporel, le voisinage suit pour chaque point son ��l� de mouve-
ment (�gure 8.2(a) comparée à la �gure 8.1(a)). Si le champ de mouvement est idéalement
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correct, cela signi�e que nous avons bien rendu à nouveau connexe l'objet que nous sui-
vons en dépit de l'aliasage.

Il est à noter que cela ne dé�nit pas non plus une seule composante connexe à l'objet
dans tout le volume spatio-temporel. Si la dé�nition de notre nouveau voisinage permet
de passer outre l'aliasage temporel, elle ne résoud en rien - pour autant qu'il aurait fallu
la résoudre - la séparation de l'objet en plusieurs composantes connexes dans le volume
spatio-temporel du fait d'occlusions momentanées.

Éléments T-S Dans les éléments de type S-T, nous avons d'abord appliqué le décalage
spatial puis, ensuite seulement, le décalage temporel. La déformation n'est pas identique
à celle e�ectuée dans l'autre ordre, entre autres du fait de la possible convergence du
champ (cf. 8.1.3.2). Nous pouvons donc aussi bâtir notre nouveau voisinage comme

WM (x) = {T(δx,δy)(M
δt(t, x, y))|(δt, δx, δy) ∈ S(x)}, (8.7)

c'est-à-dire en suivant d'abord le �l de mouvement du centre du voisinage, puis en nous
déplaçant dans l'espace (�gure 8.2(b) comparé à la �gure 8.1(b). Ces deux variantes de
voisinage dé�nissant ces éléments structurants suivant le mouvement (ESM) ne possèdent
pas les mêmes propriétés et peuvent être chacune intéressantes selon le type d'opération
à e�ectuer.

t

x

(a) S − T

t

x

(b) T − S

Fig. 8.1.: Voisinage �classique�, correspondant à un voisinage d'ESM avec un champ de
mouvement nul. À gauche, les voisins sont obtenus en appliquant d'abord le
déplacement spatial, puis ensuite le déplacement temporel (S-T). À droite,
les voisins sont obtenus en appliquant d'abord le déplacement temporel, puis
ensuite le déplacement spatial (T-S). Les deux constructions sont équivalentes
ici.

8.1.3. Quelques considérations pratiques
8.1.3.1. Disparition et occlusion des objets

Mais de fait, que se passe-t-il en cas de disparition de l'objet sur lequel notre point
se trouve ? Bien évidemment, cela dépend de la facon dont notre champ de mouvement
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t

x

(a) ST

t

x

(b) TS

Fig. 8.2.: Voisinage issu d'un ESM, avec un champ non nul. À gauche, les voisins sont
obtenus en appliquant d'abord le déplacement spatial, puis ensuite le déplace-
ment temporel (S-T). À droite, les voisins sont obtenus en appliquant d'abord
le déplacement temporel, puis ensuite le déplacement spatial (T-S). Les deux
constructions ne sont pas identiques.

gère cette situation. Certains modèles se permettent de pointer hors de l'image, ou de
signaler qu'un correspondant n'a pas été trouvé pour le point ou la région considéré.

Une première possibilité pour traiter cette question est de poser par convention :

v(t, x, y) = (+∞,+∞).

Pour notre élément structurant, cette situation revient à se trouver sur un bord : le point
est projeté à l'in�ni, et notre traitement, qui s'e�ectue sur l'image, subit, dans le cadre
pratique, l'intersection du voisinage avec l'image :

VM,I(t, x, y) = VM (t, x, t) ∩ I.

Il est à noter que, de facon similaire au cas de l'élément structurant purement spatial au
bord, l'intersection avec le cadre change la cardinalité de l'élément structurant. Il faut
donc être prudent dans le cas d'utilisation de �ltres de rang par exemple. Il s'agit bien
d'un inconvénient puisqu'il y a toutes les chances que le nombre de voisinages n'ayant
pas la cardinalité maximale augmente par rapport au traitement purement spatial.

L'autre possibilité est que le modèle donne un vecteur de mouvement incorrect qui
pointe néanmoins approximativement vers le lieu de la disparition de l'objet. Dans ce
cas, nous en revenons au cas d'une frontière de notre objet : de même qu'il n'est pas
possible, ni raisonnable, de déformer un élément structurant dans l'espace de manière à
complètement éviter les frontières des objets, il n'est pas anormal que, lorsqu'un objet
disparaît, ses voisins temporels ne lui appartiennent plus. Cela permet par ailleurs que
les objets puissent être reconnectés entre eux dans le cas d'une ligne de partage des eaux
avec marqueurs ou d'une cascade.

Dans le cas des éléments T-S, il est aussi possible que l'image du centre par l'opérateur
de compensation soit un pixel à la bordure de l'image. Les voisins de l'image du centre
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seront donc éventuellement hors de l'image. A l'inverse, l'image par l'opérateur de com-
pensation d'un point du bord n'est pas nécessairement elle-même au bord. Dans ce cas,
les voisins directs du point image seront tous à l'intérieur de l'image.

8.1.3.2. Convergence et divergence du champ de mouvement
Des points en moins, des trous en plus Sur certains points, le champ de mouvement
converge. Cela signi�e qu'il est possible que deux points distincts dans un élément struc-
turant 3D se retrouvent associés au même point dans un élément structurant de type
S-T après utilisation de l'opérateur de compensation (point B sur la �gure 8.3). Il en
résulte donc un changement de cardinalité du voisinage par rapport au voisinage obtenu
par l'élément structurant 3D classique. À l'opposé, à certains endroits, le champ de mou-
vement diverge. À ces endroits-là, il peut arriver que deux points, initialement voisins
spatialement à l'intérieur d'un voisinage, ne le soient plus après utilisation de l'opérateur
de compensation (point A sur la �gure 8.3). Les deux e�ets conjugués mènent à un risque
de changement de forme du voisinage entre celui obtenu par l'élément structurant 3D et
l'élément structurant de type S-T.

t

x

A

B

Fig. 8.3.: Illustration du problème de convergence/divergence du mouvement pour un
ESM de type S-T. A est un nouveau trou dans une tranche spatiale du voisi-
nage. B est la position commune de plusieurs points après application de la
déformation.

Les éléments structurants de type T-S ne posent pas ce type de problème : comme
le déplacement spatial s'e�ectue après le déplacement temporel, la forme de l'élément
structurant sur un plan temporel donné est indépendante du mouvement, seule sa position
varie alors. Par conséquent, des pixels distincts sur un même plan image dans l'espace
3D le seront toujours dans l'espace déformé 2D+t.

Cardinalité Une des questions que soulève la convergence du champ de mouvement est
celle de la cardinalité du voisinage de chaque point. En e�et, La logique de la dé�nition
de certains opérateurs dépend de cette cardinalité. C'est le cas par exemple des �ltres de
rang et du �ltre médian. Rappelons la dé�nition du �ltre de rang k, Rk

Rk(f)(x) = f(yx,k)
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où {yx,i} est le voisinage de x et où f(yx,i) ≤ f(yx,j) si i < j ; le �ltre de rang remplace la
valeur de chaque point par la k-ième plus petite valeur de son voisinage. Le �ltre médian,
quant à lui, prend la valeur médiane sur le voisinage :

med(f)(x) = med
y∈V (x)

f(y)

La solution utilisée pour pallier ce problème dans le cas des bords est de dé�nir les
�ltres de rang non plus par le rang exact mais par un quantile α ∈ [0, 1]. Le �ltre prend
alors la k-ième plus petite valeur dans le voisinage, avec k dé�ni par :

k = bα cardV (x)c.

Cette dé�nition peut être réutilisée telle quelle ici.
Néanmoins, il est possible d'envisager une autre solution, plus satisfaisante. Celle-ci

consiste à maintenir le nombre d'éléments au sein du voisinage par ESM, en attribuant
à chaque point du voisinage un poids proportionnel au nombre de points du voisinage
classique qui sont envoyés sur lui après déformation : si deux points sont déformés sur
le même point, alors la valeur de l'image à ce point est comptée deux fois, et ainsi de
suite. Cela revient en pratique à considérer un voisinage non plus comme un ensemble de
points, mais comme une liste, où un même élément peut apparaître plusieurs fois. Ceci
posséde une certaine logique : dans la mesure où le champ de mouvement réel n'est pas
en réalité à valeur entière, supposer que les points sont confondus relève généralement
plus d'une vue de l'esprit que de la réalité ; nous utilisons simplement le point considéré
comme approximation du point de coordonnées non-entières qui est le résultat de la
compensation. Cela ne doit donc pas masquer le fait que les deux points images sont
généralement distincts, et qu'il est donc naturel de compter chacun de ceux-ci pour le
calcul d'un �ltre.

Cette solution peut donner des résultats sensiblement di�érents, à la fois du cas où le
problème de changement de cardinalité n'est pas pris en compte, et à la fois du cas où
l'on utilise les quantiles pour dé�nir les �ltres de rang. Ceci est illustré sur la �gure 8.4.
Nous recherchons la valeur résultant de l'application d'un �ltre médian sur le point en
rouge, lorsqu'on utilise un voisinage issu d'une 8-connexité subissant une transformation
S-T.

� Dans un voisinage classique, il y a 9 éléments (8 voisins plus le centre). Le nombre
impair de valeurs nous garantit que le médian est correctement dé�ni.

� Nous n'avons plus ici que 8 voisins. Certaines dé�nitions du médian, dans le cas où
celui-ci s'applique sur un nombre pair d'éléments, lui font prendre comme valeur la
moyenne des deux valeurs centrales. Le résultat serait donc ici 5.5.

� Si nous dé�nissons le médian comme le �ltre de quantile 0.5, nous prendrons donc
la 4ème plus petite valeur des voisins, c'est-à-dire 4.

� Si nous tenons compte de la multiplicité des points convergents, le 9 compte 2 fois,
et la valeur médiane est alors 7.



164 Morphologie Mathématique et Vidéo

9 8

7 4 3

7 3 2

Fig. 8.4.: Illustration du problème de convergence sur la cardinalité du voisinage. Avec
un voisinage �classique� correspondant à une 8-connexité, le médian du point
en rouge est : 4 pour un �ltre médian exprimé en quantile (α = 0.5), 5.5
pour un �ltre médian où le médian est pris comme moyenne des deux éléments
centraux dans le cas d'un nombre pair d'éléments, 7 si la multiplicité des points
est prise en compte.

Nous constatons donc ici, sur un exemple particulier, combien les di�érentes approches
mènent à des résultats bien distincts. Utiliser la multiplicité des points déformés nous
semble la solution la plus correcte.

D'autres solutions, plus complexes à mettre en ÷uvre, car utilisant la composante sous-
pixellique des vecteurs de mouvement, sont proposées en (8.5) pour pallier le problème
du maintien de la cardinalité.

Transformation en tout-ou-rien L'autre problème engendré par la convergence et di-
vergence du champ dans le cas des éléments S-T se trouve dans l'application de la trans-
formation en tout-ou-rien. Dans cette transformation, deux éléments structurants sont
utilisés conjointement. Soit S1 et S2 deux éléments structurants. Alors, la transformation
en tout-ou-rien associé est dé�nie par :

HOM(X) = {x|S1(x) ∈ X et S2(x) ∩X = ∅} (8.8)

A�n que l'opération ait véritablement un sens, il est préférable d'assurer que :

S1(x) ∩ S2(x) = ∅ ∀x ∈ I, (8.9)

sinon il est clair que le point ne pourra appartenir au résultat, quelle que soit la con�gu-
ration véritable dans laquelle se trouve le point. Si ceci est simple à assurer dans le cadre
habituel, la déformation qu'impose le mouvement aux ESM de type S-T ne permet pas
de garantir a priori cette propriété du fait de la possible convergence du mouvement.

Plusieurs solutions sont envisageables pour résoudre ce problème. Tout d'abord, il est
possible de décider que l'un des éléments a plus de poids que l'autre. Si l'on souhaite par
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exemple donner plus de poids à l'intérieur de l'objet qu'à l'extérieur, on peut utiliser, à
la place de S2,M , l'élément structurant S′2,M dé�ni par :

S′2,M (x) = S2,M (x) \ S1,M (x).

A l'inverse, on peut considérer que les points appartenants aux deux éléments structurants
sont des points indéterminés, et donc remplacer S1,M et S2,M par S′1,M et S′2,M dé�nis
chacun comme ci-dessus. Mais ces solutions ne sont pas satisfaisantes. En e�et, comme
on peut le voir sur la �gure 8.5, la déformation de type S-T peut changer l'homotopie
associée aux deux éléments structurants. Utiliser des di�érences d'éléments structurants
ne peut ici qu'aggraver le problème.

� Dans la situation classique, c'est-à-dire sans mouvement (�gure 8.5(a)), la transfor-
mation en tout-ou-rien nous permet de trouver certains bords diagonaux. L'expres-
sion �bord diagonal� est ici utilisée abusivement, dans la mesure où l'on ne se situe
pas pleinement dans des dimensions spatiales. Nous trouverons plutôt les situations
d'occlusion de la forme par un autre objet sur la droite.

� Après déformation selon le mouvement (�gure 8.5(b)), deux problèmes émergent :
la convergence des points de la forme et de ceux du fond en un même point, d'une
part, et d'autre part l'apparition d'un trou dans une des tranches spatiales, séparant
en deux morceaux ce qui n'en était qu'un auparavant.

� Si l'on privilégie la forme, la transformation trouvera aussi tout l'intérieur de celle-
ci.

� Si l'on privilégie le fond, on détectera aussi toutes les zones de disparition de l'objet.
� Si l'on remplace les points problèmatiques par des indéterminations, nous aurons

les deux types de faux positifs par rapport à notre objectif initial : intérieur spatial
de l'objet, et occlusions venant de toutes les directions

� Dans tous les cas, aucune solution n'est apportée à l'apparition du trou spatial
dans S1,M .

Il est important de souligner que ce problème ne concerne que les éléments de type
S-T ; en e�et, les éléments de type T-S respectent mieux cette contrainte d'homotopie,
en maintenant la forme respective des deux éléments structurants de la transformation.
C'est donc eux qui devraient être utilisés pour les opérations de type transformation en
tout-ou-rien.

La convergence comme avantage Si la convergence du champ peut sembler problè-
matique dans le cas des éléments de type S-T, comme nous venons de la voir pour les
�ltres de rang et les transformations en tout-ou-rien, leur respect de celle-ci leur o�re
tout de même un avantage net : une des raisons pour lesquelles nous souhaitions défor-
mer notre voisinage était de pouvoir considérer comme étant voisin d'un point ce qui
lui correspondait de la manière la plus juste possible, et d'éviter donc de �mélanger les
pommes et les poires�, c'est-à-dire des points appartenant selon toute vraisemblance à
des objets di�érents. C'est justement en tenant compte de la convergence que l'on peut
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Fig. 8.5.: Illustration du problème de la transformation en tout-ou-rien combinée avec
les ESM : en bleu, les points du voisinage devant appartenir à la forme ; en
rouge, ceux devant appartenir au fond.
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tenir compte de cette exigence, puisque nous donnons alors vraiment (pour autant que
notre champ soit juste) un voisinage qui est lié le mieux possible à son centre. Cette
exigence est moins bien prise en compte dans le cas des éléments de type T-S, du fait de
la rigidité de leur forme sur un plan temporel donné. Ils ont aussi des di�cultés à gérer
les cas de rotation des objets.

8.1.3.3. Dualité par adjonction
Supposons que nous dé�nissions une érosion à l'aide de notre élément structurant.

Nous avons par dé�nition :

ε(X) = {x ∈ X|V (x) ⊂ X} (8.10)
ε(f)(x) = min

y∈V (x)
f(y) (8.11)

De nombreuses implémentations de la dilatation utilisent une formule similaire1 pour
la dé�nir, où V̌ (x) est le symétrisé de V (x) par rapport à x :

δ(Y ) =
⋃

y∈Y
V̌ (y)

δ(f)(y) = max
x∈V̌ (y)

f(x)

Cela correspond e�ectivement à la dilatation adjointe quand l'élément structurant est
invariant par translation. Ce n'est malheureusement pas le cas ici. Il nous faut donc
revenir à la dé�nition de la dilatation par adjonction :

Y ⊆ ε(X) ⇐⇒ δ(Y ) ⊆ X

Celle-ci nous mène directement à :

δ(Y ) = {y|V (y) ∩ Y 6= ∅} (8.12)
δ(f)(y) = max

x|y∈V (x)
f(x) (8.13)

En pratique, que cela signi�e-t-il ? Habituellement, l'érosion et la dilatation sont toutes
les deux implémentées comme des opérations collectrices : le processus considère un
point, détermine son voisinage et établit le minimum ou le maximum (selon qu'il s'agit
de l'érosion ou de la dilatation) sur celui-ci, le résultat étant stocké dans l'image résultat
(Algorithme 4). Ici, si le procédé reste identique dans le cas de l'érosion, il nous faut
transformer le schéma de la dilatation en un processus envoyant de l'information vers
les voisins. Nous plaçons tout d'abord des valeurs minimales dans chacun des points de
l'image d'arrivée. Nous parcourons ensuite les voisinages de chacun des points, et nous
plaçons à chaque fois le maximum entre le point du voisinage dans l'image d'arrivée
1Dans le cas binaire, la similarité n'est pas évidente du point de vue de la formulation. Néanmoins,
comme elle est implémentée de la même facon que la dilatation à niveau de gris, le problème entre
tout de même en ligne de compte.
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et le point parcouru, dans le point du voisinage de l'image d'arrivée (Algorithme 5).
Ce nouvel algorithme n'est pas plus compliqué que le premier, si nous considèrons que
nous ne disposons pas de méthode d'une complexité moins que linéaire pour obtenir le
maximum d'un voisinage non-trié.

Algorithme 4 Algorithme d'érosion (collection des minima)
pour tout x ∈ I faire
Iout ← +∞
pour tout x′ ∈ V (x) faire
Iout(x)← min(Iout(x), Iin(x′))

�n pour
�n pour

Algorithme 5 Algorithme de dilatation (di�usion des maxima)
pour tout x ∈ I faire
Iout ← −∞

�n pour
pour tout x ∈ I faire
pour tout x′ ∈ V (x) faire
Iout(x′)← max(Iout(x′), Iin(x))

�n pour
�n pour

8.2. Modèles de mouvement adaptés aux ESM
Comme nous l'avons déjà mentionné, il est important, lorsqu'on estime le mouvement,

de savoir quelle utilisation sera faite des résultats a�n de choisir un modèle de mouvement
adéquat. Dans le cas des éléments structurants suivant le mouvement, quelles sont les
caractéristiques qui sont intéressantes à obtenir pour le champ de mouvement ?

8.2.1. Mouvement par objet
Dans l'idéal, nous souhaiterions utiliser un champ de mouvement estimé sur chacune

des régions (�objets�) de l'image. Mais n'est-ce pas un peu �tourner en boucle�, dans la
mesure où une des applications principales de la morphologie mathématique est juste-
ment l'obtention d'une segmentation des objets ? Si nous disposons déjà d'un champ de
mouvement pour chaque région, cela signi�e que nous connaissons déjà ces régions, et
donc que le traitement morphologique est plus ou moins super�u. Bien évidemment, il
est possible d'utiliser une sorte de boucle de rétro-contrôle : on commence par �ltrer sans
mouvement, on segmente, puis on estime le mouvement à partir de cette segmentation,
on recommence alors les cycles de �ltrage/estimation/segmentation en utilisant doréna-
vant le mouvement, jusqu'à ce que les régions et le mouvement obtenus soient stables.
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Le procédé paraît néanmoins coûteux par rapport à des méthodes prévues pour estimer
et segmenter conjointement le champ de mouvement (par exemple [32]).

8.2.2. Étude des discontinuités
L'intérêt d'un champ de mouvement estimé par région est de faire correspondre les

discontinuités réelles du mouvement (qui sont incluses dans les limites des objets) et les
discontinuités de la modélisation. Si nous ne pouvons imposer cela, nous faisons face à
deux risques : soit d'avoir une discontinuité de l'estimation qui n'est pas placée adéqua-
tement par rapport à une discontinuité réelle du mouvement, soit d'avoir une évolution
continue du mouvement en un point où celui-ci est en réalité discontinu.

Imaginons que notre modèle nous impose la position des discontinuités, comme cela
est le cas par exemple avec le modèle constant par morceaux généralement utilisé pour
le block-matching. Il y a de fortes chances que les lignes de ces discontinuités coupent
les lignes des vraies discontinuités du mouvement. À ces endroits-là, un �ltrage, telle
qu'une érosion ou une dilatation, va donner un artéfact. En e�et, la frontière réelle sera
déplacée dans 2 directions di�érentes et la ligne de frontière deviendra une ligne brisée,
alors qu'elle ne l'était pas initialement.

Étudions maintenant le cas où le modèle impose la continuité sur une discontinuité
du mouvement. Que se passe-t-il ? Nous e�ectuons notre �ltrage en projetant un objet
déformé continûment. Cela signi�e que nous n'introduisons pas d'irrégularités sur les
frontières. En revanche, il est bien évident qu'il y aura aux endroits des discontinuités
réelles du mouvement une erreur dans le voisinage. Dans la mesure où cette erreur est
faible et continue, il est à noter que l'impact de l'erreur se limitera sur l'entourage des
objets. Cette remarque, combinée au fait qu'il n'y a pas d'irrégularité introduite dans
la frontière, pousse à estimer que cette situation est préférable au cas précédent dans le
cadre du �ltrage.

Il existe des champs de mouvement qui n'imposent ni continuités, ni discontinuités.
Ceux-là paraissent à première vue les plus adaptés, puisque l'on peut espérer que leurs
discontinuités devraient correspondre à celle du mouvement. Mais nous savons malheu-
reusement que bien rares sont les estimations exemptes d'erreurs. Dans le cas de tels
champs, cela signi�e qu'un pixel (ou un petit groupe de pixels voisins) peut être associé
à un mouvement faux, tandis que les voisins seront associés à un mouvement correct.
On risque dans ce cas de créer de nouvelles erreurs qui se seraient pas produites dans
un traitement purement 3D. Imposer sur l'essentiel du domaine du champ une certaine
continuité permet de contrôler ce genre d'erreur.

Dans la suite, nous utilisons le champ de mouvement issu de la méthode décrite en 4,
qui présente les caractéristiques que nous recherchons.

8.3. Implantation
Intégrer les ESM au sein d'une librairie de fonctions de morphologie mathématique

nécessite de modi�er un des éléments du c÷ur de cette librairie. Si aucune souplesse n'a
été prévue pour dé�nir des éléments structurants dynamiques (au sens où la forme du
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voisinage dépend du point considéré, au-delà des simples e�ets de bords), leur mise en
oeuvre est relativement pénible, puisque cela signi�e réécrire chacune des fonctions de la
librairie pour qu'elle ait une variante dépendant du mouvement. C'est le cas par exemple
de la librairie Xlim3d du Centre de Morphologie Mathématique.

A l'inverse, si l'intégration d'éléments structurants dynamiques a été prévue dès le
départ, la mise en place s'en trouve grandement facilitée. C'est le cas pour la librairie
orientée objet Morphée, développée elle-aussi au Centre de Morphologie Mathématique
dans la continuité de Xlim3d.

8.4. Expériences
Des expériences simples ont été menées combinant des outils morphologiques simples

avec les ESM. Nous avons utilisé un élément structurant octaédrique classique comme
élément structurant de base. Celui-ci correspond à l'utilisation d'une 4-connexité. Pour
cet élément structurant, les transformations S-T et T-S donnent les mêmes résultats.

Nous avons utilisé des blocs de 10 trames, provenant des séquences Foreman et Mobile,
à la résolution CIF (352× 288 pixels).

L'application d'une simple érosion de taille 1 sur Foreman (�gure 8.6) montre l'intérêt
de la compensation de mouvement dans le �ltrage morphologique 2D+t, d'un point de vue
visuel. Si nous utilisons un élément structurant classique, l'érosion abîmera visuellement
l'image de façon signi�cative. Le foreman se retrouve avec 3 narines, là où il ne devrait
en avoir qu'une seule ! En revanche, si nous utilisons un ESM, le résultat est totalement
acceptable visuellement. Nous avons résolu le problème d'aliasage qui déconnectait un
objet avec lui-même au cours du temps du fait du mouvement.

La même constatation est vraie pour les ouvertures et les fermetures. Une ouverture de
taille 3 sur la séquence Mobile avec un élément structurant classique va faire disparaître
les points blancs de la balle, ce qui n'arrive pas si nous utilisons un ESM (�gure 8.7).
A l'inverse, une fermeture de taille 3 sur la même séquence avec un élément structurant
classique fait apparaître des trainées sur la balle (comme l'on peut voir les trainées des
phares sur les photos de circulation ayant un temps d'exposition trop important). La
même fermeture avec un ESM donne, quant à elle, des points nets sur la balle.

En�n, nous avons e�ectué des expériences simples de segmentation avec marqueurs.
Nous avons tenté de segmenter la narine de foreman par rapport au reste de l'image,
en plaçant des marqueurs adéquats. Un marqueur a été placé sur la 4ème trame pour la
narine, et un autre sur la 3ème trame pour le fond (�gure 8.9). Nous avons ensuite e�ectué
une ligne de partage des eaux avec ces marqueurs. Si nous utilisons un élément structurant
classique, le système échoue quasiment totalement à suivre la narine : elle n'est présente
que sur les trames 2 à 4 (�gure 8.10). En revanche, en utilisant un ESM, nous réusissons
à suivre la narine sur toutes les trames considérées, avec un peu plus d'aisance dans
la direction du temps qu'en le remontant (�gure 8.11). Nous avons clairement réussi à
reconnecter les di�érentes composantes connexes de la narine de l'espace à 3 dimensions,
grâce au mouvement.

Cette expérience de segmentation est intéressante, puisqu'elle montre, outre la validité
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de notre approche, l'intérêt d'e�ectuer ce type de segmentation par rapport aux schémas
de segmentation récursifs. Dans une approche interactive, il n'est en e�et pas nécessaire
de placer les marqueurs de chaque objet dans la même trame. Il est donc possible pour
l'opérateur de placer les marqueurs dans les trames où il est le plus à même de localiser
les objets. Cela rend aussi plus facile la gestion de l'apparition et de la disparition des
objets.

8.5. ESM et champs de mouvement à précision
sous-pixellique

Les méthodes actuelles nous permettent d'obtenir aisément des estimations du mou-
vement avec une précision sous-pixellique. Par exemple, les méthodes de block-matching
o�rent souvent une précision de l'ordre de 1/8ème de pixel, voire plus. De même, la mé-
thode d'estimation de mouvement proposée en (4.1) nous o�re une précision a priori
quelconque. Comment utiliser cette information dans les ESM?

Plusieurs pistes s'o�rent à nous. La première est d'utiliser des méthodes d'interpola-
tion a�n de déterminer les valeurs de voisins quelque peu virtuels puisque situés à des
positions non-entières. La seconde est de sur-échantillonner l'image sur laquelle nous sou-
haitons travailler, e�ectuer notre traitement, puis la sous-échantillonner. Cette piste, bien
que proche de la précédente, ne lui est cependant pas identique, dans la mesure où le
traitement s'e�ectuera aussi sur les nouveaux points créés. En�n, la dernière idée consiste
à utiliser intelligemment l'information sous-pixellique a�n de déformer de manière plus
satisfaisante nos éléments structurants en restant sur les points entiers. Mais avant toute
chose, il nous faut ré�échir sur les schémas d'interpolation adéquats dans notre cadre.

8.5.1. Interpolation et Morphologie
Notons tout d'abord que toutes les idées que nous allons développer sur les rapports

entre interpolation et morphologie ne sont pas valables uniquement dans le cadre des
ESM, mais dans celui plus général de voisinages dont les points sont sur des positions non-
entières par rapport à la grille de travail. Ce cadre est di�érent de celui de la morphologie
sur l'espace réel, et il mérite donc une étude particulière.

Les deux premières idées que nous avons mentionnées supposent qu'au lieu de travailler
dans un espace de départ I (la grille de notre image, de notre séquence), nous allons
travailler à un moment sur un espace de départ Ĩ, qui correspond à la précision du
champ de mouvement. Ĩ peut être un ra�nement de la grille Ĩ, ou bien même une limite
en partie continue de ces ra�nements (par exemple, les plans correspondant à chacune
des images dans une séquence).

Nous passons alors d'une fonction f : I → J à une fonction f̃ : Ĩ → J . Ce passage
est e�ectué par interpolation, ce qui signi�e en particulier le choix d'une méthode d'in-
terpolation. Les schémas d'interpolation ne manquent pas, mais ils ont des propriétés
bien di�érentes les uns des autres. A�n de sélectionner un schéma, nous devons nous
interroger sur les contraintes que pose le travail sur des opérateurs morphologiques.
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(a) Original

(b) Érosion avec un élément structurant classique

(c) Érosion avec un ESM

Fig. 8.6.: Foreman (trames 3-4) : érosion de taille 1.
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(a) Original

(b) Ouverture avec un élément structurant classique

(c) Ouverture avec un ESM

Fig. 8.7.: Mobile (trames 3-4) : ouverture de taille 3.
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(a) Original

(b) Fermeture avec un élément structurant classique

(c) Fermeture avec un MSE

Fig. 8.8.: Mobile (trames 5-10, détail) : fermeture de taille 3.
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Fig. 8.9.: Foreman (trames 1-9) : segmentation avec marqueurs � marqueurs utilisés
pour la segmentation.
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Fig. 8.10.: Foreman (trames 1-9) : segmentation avec marqueurs � ligne de partage des
eaux utilisant un élément structurant classique
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Fig. 8.11.: Foreman (trames 1-9) : segmentation avec marqueurs � ligne de partage des
eaux utilisant un ESM
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8.5.1.1. Invariance par changement de contraste

Une propriété de la plupart des opérateurs de morphologie mathématique plane (c'est-
à-dire où l'on travaille véritablement indépendamment sur chaque ensemble de niveau)
est l'invariance par changement de contraste. ϕ est un opérateur de contraste s'il s'agit
d'une application strictement croissante d'un ensemble dans lui-même. En pratique, cela
signi�e que ϕ modi�e la hauteur de chaque niveau de l'ensemble, mais ne change pas
leur ordre. Nous avons donc, si ϕ est un changement de contraste, et ψ est un opérateur
invariant par changement de constraste :

ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ

Les opérateurs morphologiques s'intéressent seulement à l'ordonnancement des valeurs,
indépendamment des valeurs elles-même. C'est le cas de l'érosion (s'appuyant sur l'opéra-
tion min), de la dilatation (s'appuyant sur l'opération max), du �ltre médian, et de toutes
leurs compositions. Ce n'est plus le cas des opérations comme le chapeau haut�de�forme,
qui fait intervenir une di�érence.

L'invariance par contraste implique qu'un opérateur possédant cette propriété n'intro-
duise pas de nouveaux niveaux dans une image. Par conséquent, si nous voulons que les
opérateurs que nous dé�nissons à l'aide d'une interpolation respectent la contrainte d'in-
variance par changement de contraste, il faut que le schéma d'interpolation n'introduise
pas de nouvelles valeurs. C'est une forte limitation sur les types de schéma utilisables2,
puisque cela signi�e qu'un tel schéma ne nous fournira jamais une fonction continue si
nous ra�nons jusqu'à obtenir une fonction dé�nie sur un espace continu.

Dans le cas particulier des ESM, cette limitation est d'autant plus di�cilement ac-
ceptable qu'aucune méthode d'estimation de mouvement n'a d'intérêt à utiliser un tel
système d'interpolation. Un schéma comme l'interpolation au plus proche voisin équivaut
à arrondir le champ à l'entier le plus proche, pour ce qui est des plans temporels voi-
sins. Pour les suivants, il existe une di�èrence dans la mesure où nous e�ectuons d'abord
la somme des vecteurs puis ensuite arrondissons celle-ci, au lieu de faire la somme des
vecteurs arrondis. Le gain de précision engendré reste faible, d'autant que les voisinages
aussi grands seront peu utilisés en pratique. Plus généralement, toujours dans le cas des
ESM, il est dangereux de vouloir utiliser pour les opérations morphologiques un schéma
d'interpolation di�érent de celui utilisé pour estimer le champ de mouvement. En e�et,
l'estimation du déplacement perd alors en qualité, puisque nous n'utilisons pas les valeurs
qui nous ont permis de minimiser notre erreur de prédiction (ou tout autre fonctionnelle
servant de critère à l'estimation du mouvement).

Dans la suite, nous abandonnons cette contrainte de l'invariance par changement de
contraste qui restreint trop fortement le problème.

2Cette remarque est entendue suivant le type d'application recherchée. Dans le cas d'une interpolation
dans laquelle la fonction se doit d'être continue, la problèmatique est di�érente. Nous supposons ici
que les images que nous avons sont des discrétisations d'une fonction d'intensité lumineuse continue.
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8.5.1.2. Préservation des extrema
Certains schémas d'interpolation introduisent des nouveaux extrema dans les fonc-

tions. Dans le cadre de la morphologie mathématique, ceci est dangereux, pour plusieurs
raisons :

� Nous avons tout d'abord un changement de dynamique de l'image, ce qui est un
problème en soi.

� Nous risquons d'introduire des nouvelles composantes connexes dans certains en-
sembles de niveau (�gure 8.12). L'arbre d'inclusion de ceux-ci risque d'être modi�é.
Nous aurons alors des résultats très di�érents pour les expériences de segmentation,
mais aussi pour les fortes érosions ou dilatations.

Nous souhaitons donc conserver autant que faire se peut les extrema existants, en position
et en valeur. Cela n'est possible que si une valeur interpolée est comprise dans l'inter-
valle maximal des valeurs de ses plus proches voisins sur la grille initiale. Les ondelettes
d'interpolation sans rebonds développées au chapitre 7, si nous utilisons un encadrement
d'ordre 0, font partie des systèmes satisfaisant une telle contrainte. Plus simplement,
l'interpolation bilinéaire est un outil plus simple, mais tout aussi e�cace dans le res-
pect des extrema. D'autre part, ce type d'interpolation peut être utilisé en estimation de
mouvement. C'est donc celui que nous utiliserons par la suite.

h(i-2)

h(i-1)
h(i)

h(i+1)

h(i+2)

Fig. 8.12.: Création de nouvelles composantes connexes dans les ensembles de niveau
lors d'une interpolation à un ordre trop élevé.

8.5.2. Interpolation directe des voisins
Cette méthode peut être vue comme l'approche naïve du problème posé : puisque la

précision sous-pixellique nous donne la position exacte du correspondant du point, nous
pouvons aller prendre la valeur interpolée à cette position comme valeur du voisin. L'ex-
tension de la dé�nition de l'érosion (8.11) ne semble pas poser de problème de dé�nition :
nous allons e�ectivement récupérer les valeurs de la fonction en chacun des points (entiers
ou non-entiers) du voisinage, puis nous e�ectuons un calcul qui nous donne la valeur de
la fonction au point que nous traitons.

Que faire en revanche pour la �dilatation� adjointe ? La première idée qui vient est
de réutiliser notre dé�nition par l'équation (8.13). Il nous faudrait trouver pour chaque
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point y de I, les points x de Ĩ pour lesquels y ∈ V (x). Nous avons déjà ici deux soucis :
� il ne s'agit plus seulement de dé�nir nos voisinages sur chacun des points de la grille,

mais aussi sur chacun des points de Ĩ. Ce qui signi�e, dans le cas des ESM, qu'il
nous faut interpoler, non seulement l'image, mais aussi le champ de mouvement.
Ensuite, il faut s'assurer que les points des voisinages de Ĩ sont eux-mêmes dans Ĩ.
Cela ne pose pas de problème dans le cas d'une interpolation bilinéaire, mais force en
pratique à recalculer les valeurs interpolées à chaque fois, au lieu de pouvoir utiliser
des valeurs précalculées sur une grille sur-échantillonnée, comme nous pourrions le
faire si nous utilisions un champ de mouvement dont la précision est demi-entière.

� il nous faut ensuite faire une recherche pour trouver les points x. Dans le cadre des
ESM, cette recherche peut être accélérée en notant avant toute chose quels carrés
dé�nis par la grille se déplacent sur quels carrés.

Mais passées ces deux di�cultés, nous nous rendons compte que ceci ne dé�nit pas
une dilatation. Il est en e�et possible de trouver des contre-exemples pour lesquels la
propriété d'adjonction (8.1.3.3) traduite pour les fonctions en niveaux de gris :

g ≤ ε(f)⇐⇒ δ(g) ≤ f (8.14)

n'est pas respectée. Prenons le cas où notre élément structurant est dé�ni par un ensemble
�xe de décalages S = {(0, 0), (−1, 0), (1, 0), (1

2 , 1)} (�gure 8.13(a)). Pour chaque point
y, l'ensemble des points x tels que y ∈ V (x) est Š = {(0, 0), (1, 0), (−1, 0), (−1

2 ,−1)}
(�gure 8.13(b). Si nous prenons une bout d'image quelconque (�gure 8.13(c)), que nous
lui appliquons une �érosion� s'appuyant sur l'élément structurant S (�gure 8.13(d)), puis
ce que nous espérions être la dilatation adjointe (�gure 8.13(e)), nous obtenons une
fonction pour laquelle certains points (en rouge) ne valident pas l'équation (8.14), où
nous prenons g = ε(f) :

δ(ε(f)) ≤ f.

Une des raisons pour lesquelles nous n'avons pas obtenu la dilatation adjointe provient
du passage de I à Ĩ et inversement. Notre �érosion� est en réalité dé�nie comme :

ε(f)(x) = min
y∈V (x)

f̃(y)

et la pseudo-dilatation comme :

δ(g)(x) = max
x∈V (y)

g̃(y).

L'interpolation fausse nos dé�nitions. La pseudo-dilatation n'utilise pas les mêmes
points de Ĩ que �l'érosion�. Nous avons :

g ≤ ε(f̃)< δ(g̃) ≤ f. (8.15)
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(0,0)

(a) S

(0,0)

(b) Š

1 3 5 8 11 3 5 8

3 3 6 7 9 3 4 7

8 7 9 11 13 5 2 7

9 6 3 4 9 8 10 5

(c) g

· · · · · · · ·
· 3 3 6 3 3 3 ·
· 4.5 6.5 8 5 2 2 ·
· 3 3 4 4 3.5 4.5 ·

(d) ε(g)

· · · · · · · ·
· · 6 7.25 6.5 3.5 · ·
· · 8 8 8 8 · ·
· · · · · · · ·

(e) δ1(ε(g))

Fig. 8.13.: δ dé�nie par Š n'est pas la dilatation adjointe de ε dé�nie avec S. Ici,
δ1(ε(g)) � g (sur les points rouges) et la propriété d'adjonction (8.14) n'est
pas respectée. Les pixels marqués par un · ont une valeur indi�érente pour
nous, dépendant des valeurs au-delà de notre extrait de l'image.

Pour tenter d'obtenir une dé�nition correcte de la dilatation adjointe, il nous faut
revenir à la propriété d'adjonction. Dé�nissons IV , l'ensemble des points touchés par les
voisinages de notre grille :

IV =
⋃

x∈I
V (x).

Nous avons :

g ≤ ε(f)⇔ ∀x ∈ I, g(x) ≤ min
y∈V (x)

f̃(y)

⇔ δ(g) ≤ f
Reformulons : si nous prenons une fonction g, et si nous pouvons trouver une fonction h
telle que :

∀x ∈ I,∀y ∈ V (x), g(x) ≤ h̃(y), (8.16)

alors cette fonction h sera telle que :

h ≥ δ(g).
L'équation (8.16) nous donne un jeu de contraintes à respecter pour les valeurs de h̃

et donc pour les valeurs de h. Dans le cas de l'interpolation bilinéaire, nous avons donc
un jeu de contraintes linéaires sur h. Ce jeu de contraintes nous fournit un ensemble de
fonctions qui seront toutes plus grandes que notre hypothétique fonction δ(g).
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Nous arrivons ici à un écueil sérieux. En e�et, nous pouvons avoir deux fonctions h1 et
h2 véri�ant (8.16), mais telle que min(h1, h2) ne la véri�e pas (�gure 8.14(a). Il semble
que notre édi�ce s'écroule, puisqu'il existe alors des h ≥ δ(g) et pour lesquelles (8.16).
Nous n'avons donc pas d'adjonction possible (�gure 8.14(c)). La recherche du minimum
fonctionne dans le cas entier dans la mesure où toutes les contraintes sont alors des
contraintes ponctuelles compatibles avec la comparaison point à point du treillis des
fonctions (�gure 8.14(b)).

En fait, en allant jusqu'au bout du raisonnement, nous pouvons constater que notre
�érosion� n'en est pas une. Le fait déjà mentionné que le minimum de deux fonctions véri-
�ant une contrainte en un point non-entier ne véri�e pas nécessairement cette contrainte,
contrevient à la propriété fondamentale de l'érosion de fonctions :

∧ε(hi) = ε(∧hi),
ce que nous n'avons pas ici (voir la �gure 8.14(a)).

8.5.3. Sur-échantillonnage de l'image
Les problèmes auxquels nous avons dû faire face dans la section précédente tenaient

essentiellement au fait que nous allions chercher des valeurs, ou tentions d'en envoyer,
sur des points hors de notre grille de travail. Nous pouvons tenter d'éviter ce problème en
travaillant sur tous les points d'un ra�nement de notre grille initiale. Au lieu de calculer
le résultat de nos opérations seulement sur les points de I, nous pouvons nous intéresser à
tous les points de Ĩ, où Ĩ est une grille sur-échantillonnée dans les directions de l'espace,
d'un facteur n dans chacune de ces directions. Dans le cas des ESM, ce facteur dépend
de la précision que nous attribuons au champ de mouvement. En l'occurrence, si notre
champ possède une précision de 1

n pixel, alors nous pouvons sur-échantillonner de ce
facteur n. Si nous disposons d'un champ de précision quelconque, il nous est possible
d'arrondir les vecteurs au multiple de 1

n le plus proche.
Dans la nouvelle grille, les vecteurs de mouvement deviendront à précision entière

(puisqu'il faut les multiplier par n a�n de préserver leur échelle). De même que précé-
demment, il faut interpoler puis arrondir le champ de mouvement aux nouveaux points
de la grille, a�n que le voisinage soit dé�ni sur tous les points de Ĩ.

Une fois que nous sommes munis de l'image sur-échantillonnée et du champ sur-
échantillonné, nous nous retrouvons dans une situation classique d'utilisation des ESM
où le champ est à précision entière. Il faut cependant prendre garde à faire aussi subir
une homothétie spatiale d'un facteur n à l'élément structurant de base, a�n de respecter
le changement d'échelle. Nous avons tout intérêt à ce que l'élément structurant agrandi
soit le plus proche possible de la forme sous-jacente. Il existe diverses méthodes pour ar-
river à cette �n, par exemple en utilisant les distances de Borgefors. Il est aussi possible
plus simplement de redigitaliser la forme sous-jacente de l'élément structurant comme le
montre la �gure 8.15.

Nous pouvons donc e�ectuer la suite de traitements à partir de cette image. Néan-
moins, nous ne devons pas oublier que sur-échantillonner la séquence vidéo d'un facteur
n dans ses dimensions spatiales multiplie par n2 le temps de travail pour un algorithme
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h1(x1)

h1(x2)
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h2(x2)

(a) h1, h2 et min(h1, h2).
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(b) Contraintes sans interpolation.
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3 x1 + 2
3 x2 ≥ 20
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(c) Contraintes avec interpolation.

Fig. 8.14.: Illustration de l'impossibilité de trouver un dilaté adjoint dans le treillis des
fonctions. (a) Deux fonctions dont la valeur interpolée est au-dessus d'une
valeur C. La valeur interpolée du minimum ponctuel de ces deux fonctions
n'est pas au-dessus de C. (b) Recherche du dilaté en l'absence d'interpolation.
Toutes les contraintes sont de la forme h(xi) ≥ constante. L'in�mum des
fonctions véri�ant les contraintes (ici C1 et C2) se trouve dans l'ensemble
formé par celles-ci. (c) Recherche du dilaté en présence d'interpolation. Les
contraintes sont de la forme

∑
λixi ≥ constante. L'in�mum A des fonctions

véri�ant les contraintes (ici C1, C2 et C3) ne les véri�e pas. Il existe des
fonctions h supérieures à A qui ne véri�ent pas les contraintes (l'implication
h ≥ A ⇒ ε(h) ≥ g est fausse). N'importe quelles deux fonctions sur le
segment vert ne peuvent être comparées entre elles, mais véri�ent chacune les
contraintes.
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(a) Cercle, échelle 1 (b) Cercle, échelle 4 (c) Ellipse, échelle 1 (d) Ellipse, échelle 2

Fig. 8.15.: Digitalisation d'une forme sous-jacente à di�érentes échelles.

linéaire par rapport à la taille de l'image. Ceci peut constituer dans certains cas un sé-
vère inconvénient par rapport à un ra�nement qui n'apportera pas nécessairement une
di�érence de qualité signi�cative.

D'autre part, si nous souhaitons intégrer les résultats du processus à un autre mo-
dule, nous devrons revenir à la taille d'origine de l'image, et donc e�ectuer un sous-
échantillonnage. Malheureusement, celui-ci coupera selon toute vraisemblance des com-
posantes connexes en plusieurs morceaux, ou en fera disparaître certaines. Indépendam-
ment de la qualité de la méthode de sous-échantillonnage (qui peut elle-même s'appuyer
sur des outils morphologiques, voir par exemple [13]), elle introduira nécessairement une
perte d'information, information qui n'existait certes pas à l'origine de nos traitements,
mais que ceux-ci ont introduite.

8.5.4. Utilisation de la partie sous-pixellique du mouvement pour
déformer avec soin

Dans (8.1.3), le problème en cas de convergence du mouvement a été signalé. Ne
pouvons-nous pas essayer d'utiliser la partie sous-pixellique du mouvement a�n de pallier
cette di�culté ?

Imaginons que n points (xi)1≤i≤n (n > 1) soient transportés en un nombre de points
m (m < n) par l'opérateur de compensation utilisant le champ entier M+

Z :

∀i ∈ [1, n], yi,Z = M+
Z (xi) (8.17)

Si l'on considère maintenant l'opérateur de compensation utilisant le champ à précision
sous-pixelliqueM+

R , il n'est pas certain que les points yi,R, images des xi par cet opérateur
soient confondus.

Dé�nissons tout d'abord, pour chaque yi,R, la suite de ses plus proches voisins dans le
plan spatial (yji,Z)j∈N.

Au lieu de prendre dans notre élément structurant les (y0
i,Z) qui sont par hypothèse

confondus, nous pouvons essayer de choisir ceux associés à un des n-uplets (ji,opt)1≤i≤n
tel que

i1 6= i2 ⇒ y
ji1,opt

i1,Z
6= y

ji2,opt

i2,Z
∀(i1, i2) (8.18)
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et tel que

yji,opt

i,Z = argmin
∑

1≤i≤n
|yjii,Z − yi,R|2. (8.19)

Il s'agit ici d'un problème d'attribution bi-partite. Dans la mesure où notre ensemble est
à priori de taille faible (9 points dans le cas d'un élément structurant 3D à 26 voisins),
la complexité reste raisonnable à chaque déformation.

Le fait est que le n-uplet (ji,opt)1≤i≤n n'est pas nécessairement unique, particulièrement
dans le cas où la précision du champ est fractionnaire. Il est possible soit de prendre un
des n-uplets au hasard, ou bien choisir de minimiser une autre caractéristique du groupe
de voisins. Cela peut être la similarité par rapport à la forme de l'élément structurant 3D
initial, la faiblesse de l'allongement, ou tout simplement l'utilisation d'une autre norme
pour la minimisation des déplacements.

Nous devons néanmoins noter que ce schéma peut nous mener à déplacer des points
de plus d'un pixel par rapport à leur véritable position. Nous perdons alors une partie de
l'intérêt des ESM en terme de capacité à exploiter correctement la corrélation temporelle,
puisque nous allons placer dans le voisinage des points qui ont de fortes chances de n'être
plus liés au centre.

8.6. Conclusion
Nous avons mis en place des éléments structurants qui s'adaptent au mouvement pré-

sent dans les séquences vidéo a�n de résoudre les problèmes d'aliasage temporel, et au-
delà de ceci, a�n d'exploiter au mieux la structure des �blocs vidéo�. Les expériences
montrent que l'objectif que nous nous étions �xés est correctement satisfait : nous avons
rendu à nouveau voisines les di�érentes composantes des objets, et nous sommes capables,
à partir des mêmes outils morphologiques, de segmenter et de �ltrer notre séquence d'une
façon nettement plus satisfaisante.

En revanche, il semble beaucoup plus complexe de tirer parti de la partie sous-pixellique
du champ de mouvement estimé. Les di�érentes méthodes proposées présentent des dé-
fauts que ce soit au niveau :

� du développement théorique des outils morphologiques (8.5.2)
� du temps de calcul par rapport au béné�ce que nous pouvons espérer tirer (8.5.3)

des opérations e�ectuées
� de l'exploitation des résultats (8.5.3)
� de la combinaison avec l'objectif de recorrélation des voisins temporels (8.5.4)

La question appelle donc de plus complètes investigations.
Les champs d'application de ces nouveaux éléments sont vastes. Ils nous semblent

particulièrement adéquats pour le suivi de petites structures comme la narine de Fore-
man ou plus concrètement celui des lèvres, ce qui constituerait un premier module dans
l'aide aux malentendants pour la compréhension des interlocuteurs. Le suivi des lèvres
nous permettrait d'analyser l'ouverture et la forme de celles-ci, indices importants pour
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connaître les sons, et donc les mots, les paroles, formés par l'interlocuteur. Il est égale-
ment possible d'envisager une extension au domaine de la vidéo volumique : les médecins
disposent aujourd'hui de volumes en mouvement qu'ils souhaiteraient pouvoir segmenter.
En supposant que nous disposons de la méthode d'estimation de mouvement adéquate,
l'utilisation des ESM pourrait alors s'étendre naturellement à ce cas, de même que la
morphologie en 2 dimensions s'étend naturellement vers la morphologie en 3 dimensions.
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Bilan
Dans ce mémoire de thèse, nous avons parcouru les di�érentes problématiques de la

compression vidéo :
� estimation du mouvement
� décomposition a�n d'obtenir une représentation la plus creuse possible
� quanti�cation et codage des coe�cients en utilisant leur statistique a�n d'optimiser

le gain de débit par rapport à la distorsion introduite
Pour chacune, nous avons développé de nouveaux algorithmes qui s'appuient sur des
hypothèses sur les données à traiter :

� Dans le chapitre 3, nous avons supposé, d'une part, que le champ de mouvement
était localement constant et globalement régulier, d'autre part, que la résolution
de l'équation du �ot optique était formellement équivalente à la minimisation de
l'erreur de prédiction.

� Dans le chapitre 4, nous avons supposé que le champ de mouvement était bilinéaire
par morceau et continu.

� Dans le chapitre 5, le raisonnement de Mallat et Falzon suppose un certain type
de décroissance des coe�cients de la décomposition en ondelettes ou par cosinus
discret.

� Dans le chapitre 6, nous postulons que les discontinuités de chacune des compo-
santes du champ de mouvement se situent aux mêmes endroits.

� Dans le chapitre 7, l'analyse de régularité suppose que les fonctions que nous trai-
tons sont k-simples.

Le fait est que, si ces hypothèses sont véri�ées sur des données synthétiques que nous
créons en les ayant en tête, elles peuvent ne pas l'être sur les données réelles. Dans ce cas,
les algorithmes qui en découlent sont naturellement moins performants et peuvent devenir
moins e�caces que des algorithmes plus simples déjà existants. Il faut donc trouver un
juste équilibre entre la généralité des hypothèses de travail et leur capacité à justi�er les
propriétés des algorithmes. L'expérience du chapitre 3 nous a appris à nous assurer que
l'optimisation de l'obtention d'un jeu de données doit se réaliser avec en tête l'utilisation
qui en sera faite.

Par ailleurs, l'expérience obtenue au travers des algorithmes développés appelle une
autre ré�exion : la sophistication d'un modèle ou d'un algorithme se doit de lui apporter
une di�érence signi�cative par rapport à l'équivalent plus simple. Dans le cas contraire,
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il est possible que la di�culté supplémentaire pour trouver les paramètres optimaux �nit
par annuler, si ce n'est rendre négatif, l'intérêt de l'enrichissement du modèle. C'est le cas
par exemple pour l'estimation du champ bilinéaire avec une taille de bloc �ne qui sou�re
de contraintes supplémentaires par rapport au block-matching. Celles-ci l'empêchent de
béné�cier de la résolution quasi-exhaustive utilisée pour le block-matching. À l'opposé,
une des raisons du succès de l'adaptation de l'algorithme de Mallat et Falzon au cas de la
vidéo par rapport, semble-t-il, à l'algorithme de He et Kim, est sa simplicité : elle permet
d'analyser plus aisément le rôle du paramètre et de pouvoir le corriger si besoin. En
comparaison, les travaux de He et Kim fournissent un jeu de constantes dont l'in�uence
est di�cilement intelligible.

Les résultats positifs des éléments structurants suivant le mouvement confortent l'idée
qu'un algorithme reposant sur peu de paramètres et sur un modèle simple (deux points
reliés par un vecteur de mouvement sont mieux corrélés que deux points voisins tempo-
rellement) a plus de chances d'atteindre ses objectifs de façon générale d'un algorithme
plus complexe bâti autour d'un modèle seulement partiellement véri�é comme dans le
cas de la méthode d'estimation du chapitre 4.

Contributions
Dans ce mémoire de thèse, nous avons établi une boîte à outils pour la compression :
� Nous avons tout d'abord montré l'intérêt d'introduire un minimum de régularité

dans l'estimation du mouvement lorsque le champ obtenu doit être utilisé en com-
pression vidéo. En e�et, la transmission de vecteurs de mouvement précis a un coût,
dont il faut s'assurer qu'il n'est pas supérieur au gain que nous pouvons espérer
faire en utilisant des vecteurs précis plutôt que des vecteurs approximatifs.

� Nous avons ensuite développé une méthode d'obtention des valeurs des points de
contrôle dans un champ de mouvement de type CGI. Cette méthode de résolution
multi-échelles donne des résultats tantôt meilleurs, tantôt moins bons que le block-
matching classique dans le cas de champs de mouvement dont les paramètres sont
épars.

� Nous avons validé l'utilisation du modèle liant pas de quanti�cation et débit établi
par Mallat et Falzon dans le cas de la compression des images �xes au cas de la
compression vidéo.

� Par l'étude des possibilités o�ertes par le schéma de lifting, nous avons introduit
deux nouvelles formes de décompositions non-linéaires visant à répondre à des
problèmatiques particulières. Les ondelettes sans rebonds, en particulier, atteignent
l'objectif de limiter les e�ets d'oscillation autour des discontinuités, au moins dans
le cas des données synthétiques.

En�n, nous avons développé une nouvelle variété d'éléments structurants pour la mor-
phologie mathématique. Ces éléments s'appuient sur une vision intuitive de l'idée de
voisinage dans un espace dont une des dimensions est le temps et, d'une part, apportent
une amélioration signi�cative aux résultats visuels de �ltrage, d'autre part, permettent
d'e�ectuer des segmentations �volumiques� au travers de la séquence vidéo.
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Perspectives
Les pistes qui s'ouvrent suite à ce travail sont variées :
� Comme nous l'avons mentionné, l'adaptation du modèle de Mallat et Falzon au

codeur H.264 n'est pas immédiate si nous partons du travail e�ectué sur le codeur
de H.263. Néanmoins, il doit être possible de ré�échir en séparant en deux passes
le codage : une première passe a�n d'estimer le mouvement pour la séquence qui
s'appuie sur un paramètre de quanti�cation a priori, puis une seconde passe où
nous utilisons un système similaire à celui de H.263.

� Les résultats d'approximation àN termes pour les ondelettes sans rebonds montrent
que l'étape de mise-à-jour non-linéaire n'est pas aussi productive pour ces onde-
lettes que peut l'être l'étape de mise-à-jour linéaire. Il y a donc un travail à e�ectuer
sur les opérateurs de mise-à-jour non-linéaires a�n qu'ils se combinent harmonieu-
sement et productivement avec l'étape de prédiction qui a fait ses preuves.

� L'intérêt de la formulation des ondelettes sans rebonds 2D à l'aide des médians
d'intervalle reste à évaluer, à la fois vis à vis des ondelettes linéaires, mais aussi par
rapport aux ondelettes sans rebond 2D dé�nies en symétrisant le schéma du lifting.

� La nature des champs utilisés pour tester le schéma de lifting joint ne validait pas
l'hypothèse qui était faite. Il est possible que des e�ectués avec des champs de
mouvement issus d'autres méthodes d'estimation soient plus probants. Selon toute
vraisemblance, la validation ou non de l'hypothèse dépend en bonne partie de la
forme de la modélisation du champ, selon un lien à établir.

� Les travaux théoriques réalisés pour utiliser la partie sous-pixellique du mouvement
au sein des ESM n'ont pour l'instant rien donné de probant. Le tour de la question
n'est cependant pas terminé

� Si nous pouvons bien comprendre le sens des opérations de �ltrage 2D+t, ou bien
la segmentation temporelle, la signifcation exacte d'opérations moins courantes
munies des ESM n'est pas évidente. C'est le cas par exemple de la tranformée en
tout ou rien. Ce travail d'analyse permettrait de dé�nir de nouveaux algorithmes
de traitement pour des situations particulières.
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