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� ��� �� $A1� !� ��� �	��� ��� 
� !�� ��� ���'�!�� ��
����
�� �!��0

∀r1 ∈ �1, N� , cr1 =
〈
χ(r1) (x)

〉
�
�x

S):L�T

∀ (r1, r2) ∈ �1, N�
2
, ∀h2, Cr1r2 (h2) =

〈
χ(r1) (x) χ(r2) (x + h2)

〉
�
�x

S):L�T

:::

∀i ≤ p, ri ∈ �1, N� , ∀hi, Cr1...rp (h2, . . . , hp) =

〈
χ(r1) (x)

p∏
i=2

χ(ri) (x + hi)

〉
�
�x

S):L"T

���� ���,�	� �	�	"�� ����"
�/�	
 %��
%��� �������
�� �
�/�	
����� �� "�� ;�	"
��	�: ���
 ������� 
�
��		�� �� 
� ;�	"
��	 �� "����
�
��	 7 pD���	
� ������� ���/�
 �� ��
��/�	�� 
��
�� 
�� ;�	"
��	� ��
"����
�
��	 7 p′D���	
� ������� �,�" p′ < p: �	 �9�
8 "�

� �B�/�
��	 �� ,���@� �	 "�	������	
 
��%��
��	
S):IT %�� /�
 7 ���@
 
� ��
�
��	 �
�/�	
���� S):'T:

∀h2, . . . , hp, Cr1r2...rp−1 (h2, . . . , hp−1) =
∑
rp

〈χr1 (x)χr2 (x + h2) . . . χrp (x + hp)〉�
�x
S):IT

��

� �������
� 	��� ���/�
 �� 	��� 
�/�
�� ��& ;�	"
��	� 7 pD���	
� ������� ���� ��@	�� 
��	;��/�
��	
������� p
: ����
��� �������
�� 	��� ���/�

�	
 �	"��� �� ���
���	��� 
� 	�/��� �� ;�	"
��	� 7 ��@	��
���� ��
�	�� 
��	;��/�
��	 ������� p: �	 �9�
8 
�� ��
�
��	� S):JT 
�������	
 
� 	�	 �	����	��	"� ��� Np

;�	"
��	� 7 pD���	
� �������:

Cr1...ri...rj ... rp (h2, . . . , hi, . . . , hj , . . . , hp) = Cr1...rj ...ri... rp (h2, . . . , hj , . . . , hi, . . . , hp) S):J�T

= Cri...r1...rj ... rp (h2 − hi, . . . ,−hi, . . . , hj − hi, . . . , hp − hi)
S):J�T∑

ri

i∈�1,p�
i�=j

Cr1 r2 ... rp (h2, . . . , hp) = crj S):J"T

�� ��
�
��	 S):J"T 	���
 %�� 
����
�"�
��	 ����
�� �� 
� �������
� S):IT: �	 �������	
 
�� ;��"
��	� ,�
�D
/�%��� S):L�T "�		���8 �

� ��@	�
 N ��
�
��	� �	
�� 
�� ;�	"
��	� �� "����
�
��	: S):J�T �
 S):J�T8 %��	

7 �

��8 �� ��
���,�	
 7 
����� ���	 ������ �� �	 "�	������	
 
� ��@	�
��	 ��� ;�	"
��	� �� "����
�
��	 7

�6DCx 
�	������ ����	��!�� 
�	 �����	 
��� 6DC (���
� �� x 
�>�
 ����
������ 
��


� p� ���	 �����
��	 �� (�����		��(� 
� �����	 ��	 ���(����	 
� (�

������� 4 p′������	 
������

�/�( p′ < p 



,3 �������� � � �	���
�
���	 � ��������	�������	 
�� ����
������� ���
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pD���	
� S):L"T �
 
��.��
���� �� �
�
��		���
� ��
�����	
 
��
 "��	��/�	
 �� ,�����
� ���� ���	� 
��	�
�D

��	: ��� ���
�� ���/�
�
��	� �����	
��� �	 S):J�T �
 S):J�T ���/�

�	
 �� ������� 
� 	�/��� �� ;�	"
��	�
7 ��@	�� ��	
 
���� 7 ��� "�� �W 
��	 �"��	�� ��� ������ �� 	�
��� ��9���	
� (ri 	= rj): ��	� 
� "��
"�	
�����8 �

�� ��@	����	
 ��� ��
�
��	� �� �./�
��� ��� 
�� ;�	"
��	� �� "����
�
��	 ���
�	
��: �
�
C
 %��
�� ��"���"��� 
� 	�/��� 
�
�
 �� ��
�
��	� �	���
�� ��� S):J�T �
 S):J�T8 �
 ��
 �
�� ��/�
� �� ��/��%��� %��
"�� ��
�
��	� ���/�

�	
 �� ��/�	�� 
��
� ;�	"
��	 �� "����
�
��	 7 �	� ;�	"
��	 =7 �&����	
� ����		��>8
"���
D7D���� 
�

� %�� Cr1...ri... rp �,�" r1 ≤ ri ≤ rp ���� 
��
 i: �� 	�/��� �� ;�	"
��	� �� "����
�
��	
���
�	
��8 ����� 
� ����� �	 "�/�
� �� "�� �������
��8 ��
 ���
 �� 	�/��� �� 
�

�� ;�	"
��	� ����		��� %��
���
 ���&���/�� ���� 
� ;��/� ���	� "�/��	����	 �,�" ����
�
��	: �� 	�/��� �� ;�	"
��	� �� "����
�
��	
7 pD���	
� �	����	��	
�� 
���%�� 
��	 "�	������ �	 /�
��� 7 N ������ ��
 ��	" �	;������ �� ���
 7 #

Γp
N − N = Cp

p+N−1 − N =
(p + N − 1)!
(N − 1)! (p)!

− N S):+T

�W 
� =−N > ��
 
�� 7 
� "�	��
��	 S):J"T:
��� ��
�
��	� 
���� 7 
����
�"�
��	 ��� �%��
��	� S):J�T �
 S):J�T ��	� 
� "�� �W 
�� ri8 rj ���/�
�� ��	

����& "�	�����	
 7 ��� "�	
���	
�� �� �./�
��� %�� ��	
 ����
�	
 �
�� 	�/������� %�� 
� "����	�
 ��

��	��/�
� {r1, . . . , rp} ��
 ;���
� U �

�� ��	
 ��	" /�&�/�
�� ���� 
�� ;�	"
��	� ����
�D"����
�
��	:
�	 ��/��%����8 �� �������8 %�� �� hi = hj �,�" i 	= j ���� ri 	= rj 
� ;�	"
��	 �� "����
�
��	 ��
 
��-����
	�

� ������� 
� "�	��
��	 �� 	�	 ���������
��	 ��� ������8 �� �� "�	
����� ri = rj �
��� 
� ;�	"
��	 ��
"����
�
��	 "�	������� "�������	� 7 
� ;�	"
��	 �� "����
�
��	 7 =�	 ���	
 �� /��	�>:
��� �������
�� ��	
 �� ��� ���	
��?
 ���
�%�� �� ;��
 �� 
� ��B"�

� 7 ��
�	�� 
�� ;�	"
��	� �� "����
�
��	
7 pD���	
� �������: �	 ���
�%��8 �	 �� 
�/�
� �	 ��	���
 ��& "�,����	"�� S;�	"
��	� �� "����
�
��	� 7 )
���	
�T:

����
��� �������
�� �	��,����

�� ��� ;�	"
��	� �� "����
�
��	 7 pD���	
� ���,�	
 ?
�� ��
�	��� �	 "�	��D
����	
 ��� h �� 	��/� 
��� ��
�
� �� �� 	��/� ���	��: ��� ���"� �� "
��
�8 "�� �������
�� 	� ����	

�&���/���8 �"�8 %�� ���� 
�� ;�	"
��	� 7 ���& ���	
�: ����%�� 
� 	��/� �� h 
�	� ,��� 0 Sx + h → xT8 �	
��
���,� 
� ���	�/�	� ���	����	��	"� ,��D7D,�� �� ���	
 ������� S�� r1 = r2T �� 
� 	�

�
� �� 
� ;�	"
��	
�� "����
�
��	 S�� r1 	= r2T: ��	� 
� "�� �� 
� "�,����	"�8 "�� "�	������
��	� ���"��,�	
 #

lim
‖h‖→0

Cr1r2 (h) = cr1δr1r2 S):KT

��	� 
� "�� �W 
� 	��/� �� h ��,��	
 ���	��8 �	 ��������� 
� ���
� �� "����
�
��	 �� /�
����� S����	"�
������� 7 ���	�� ���
�	"�T: ����%�� "�

� �.��
���� �����
�%��8 �

� ���/�
 �� ;�"
������ 
� ;�	"
��	
�� "����
�
��	 7 pD���	
� �	 i ;�	"
��	� �� "����
�
��	 7 piD���	
� ������� �,�" p =

∑
i pi "� 
.�� ��

;�"
�����
��	 ��
 ����,�/�	
 ���"�
�8 ��� �&�/�
�8 ��	� X'H8 ')KY �
 X')(Y: �� ���
� ;�"
�����
��	 ������
�
��	� 
� "�� 7 ���& ���	
� ��
 ��		�� ��� 
� ��
�
��	 ���,�	
� #

lim
‖h‖→+∞

Cr1r2 (h) = cr1cr2 S):(T

�	 �������
 "�	������� �	"��� ����
��� ��
�
��	� ��� 
�� ;�	"
��	� �� "����
�
��	8 ��� 
� /���
� �� 
�
��
�
��	 S):J"T8 �	 "�	������	
 "�		��� ����
��� �	;��/�
��	� ��� 
� /�"���
��"
���: ���	�
.�� �
�
��
�%��
�� /�"���
��"
���� ���
 	��� ;���	�� �� 
�
� �	������	
�: �	 ��	���� 	�
�//�	
 7 
� ��
�
��	 �	
�����
�
��� XLLY ���� 
�� /�"���
��"
���� ���
����� ���� ��	���
���� �����"
�,�/�	
 ��& �������� �	���
����� ���
X'IY �
 ��& /�"���
��"
���� /�

�������� �	���
����� ��� XJKY: ��

� ��
�
��	 ��
 ��		�� �	 S):'*T �
 
��

� ;�	"
��	 �� "����
�
��	 /�.�		�� ���,�	
 
��
�� 
�� ����	
�
��	�� 7 
� /����� �� ���;�"� ��� �	�
�
�� ,�
�/� SV ������	
 
�� ������ ri �
 rj %�� ��
 �	� /����� "
����%��8 ����� �� 
� �
����
����: ��
��/�	�
��
��	 �� "�

� ��
�
��	 ������ ��� �	� ��	���
���
��	 ��	� 
�����"� �� 
� ���"����� �� =
������

� ��
0�9�	>8 �W 
��	 "�	������ 
� 	�/��� �� "��	��/�	
� �� ����� ���� �	 ,�"
��� �	@	�
���/�
 ������	
�
��	
��		��:

lim
‖h‖→0

[ 〈Crirj (h)〉Ξ
‖h‖

]
=

∂〈Crirj (h)〉Ξ
∂‖h‖

∣∣∣∣
‖h‖=0

=
[SV ]ij

4
S):'*T

��

� ��
�
��	 ���
 ?
�� �
�
� 
���%�� 
��	 ������
� /���
���� 
� ;�	"
��	 �� "����
�
��	 �	 
�� ��		�	

�	� ;��/� �&�
�"�
� "�//� ��	� XHIY ��� �&�/�
�8 "�� �

� �/���� �
��� ��� "�	
���	
��� %�� ���,�	
 ?
��

�6� �(
�/��� h = ‖h‖n� �� ��
�� 〈f (h)〉Ξ 
�	���� �� ��<���� 
� f 4 ‖h‖ )*�� ���	 ���
 n 
�(
�/��� �����
������ ��
	�3�
� ����� 

	
∂〈Crirj (h)〉Ξ

∂‖h‖

˛̨̨̨
‖h‖=0
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��	 �� 
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�
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�����	
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4���� �,��� �����	
� %��
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����� �
 ��
�
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�
��	 ���	 /�
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��
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� ���
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����� ��
���
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��	 �� ��		� 
�� "��/�� /�"�	�%��� ��	� 
� 1��8 
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�8 ����D
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 �	 �&
�	��/�
�� ��� 
�
1�� �� �	 �	�
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�� ����
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�� ��� ;��"�� %���
 ���
�%�� ��� ��	 "�	
��� �� ���
� �� /�
��� ���
���	"��� ���"
��	D���"
��	: 4�	��8 
� "�/���
�/�	
 /�"���"���%�� ��
 ����"�� ��& "�	��
��	� �� ����
/�.�		�� 
���� ��& "��/�� /�"�	�%��� �� ��,�
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 ��	� ��	 ,�
�/�: ��� �&�/�
�8 �	 "�	������	

�	 ��/��	� ����

�
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�� �����	�
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 ��		���8 ��	� 
��.��
���� ��� ��
�
�� ��;��/�
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� ������
 ūi/Li8 �W ūi ��
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〈
ε
〉
:

Eii =
ūi

Li
=

1
|Si|Li

∫
Si

ui (x)ni (x) dSx =
1
|Ω|

∫
∂Ω

ui (x)ni (x) dSx =
〈

∂ui

∂xi

〉
Ωx

= 〈εii (x)〉 S):''T
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E =
1

2 |Ω|
∫

Ω

(u ⊗ n + n ⊗ u) dVx =
〈
ε
〉
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〈σ〉ij =
1
|Ω|
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∂Ω

σikxjnkdSx S):'H�T

=
σ0

ik

|Ω|
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xjnkdSx = σ0
ij S):'H�T

��

� "�	��
��	 �� ���� 
�����
 
��9��
 %�� ����
 
� /�
��� �&
������ �� ;��
 �� 1��8 "���
 ��	" 
�
"�	
���	
� /�"���"���%��: 4�	��8 
�� "��/�� /�"�	�%��� /�"���"���%��� �� �������	
 ��� "��/�� %�� ��
��,�
����	
 �� ���	 �� 1�� ��� �	� �����
��	 �� /�.�		�:
!� 
�� "�	��
��	� �� ���� �/���
�	
 ���8 
�� ��
�	� �	����
�%��� ��	� 
�� ��
��
��	� �� ��

�"�
�
��	� ��D
/���	�� �� ����8 ��	�� %�� ���� 
��
�� 
�� ��
��
��	� ;����	
 �	
��,�	�� ��� "�	��
��	� ��& 
�/�
�� �
��
"�/�
�&�� /��� ����"���� �� /?/� �
�
 /�"���"���%��8 ���,�	
 ?
�� ���	
�%���: ��

� ���� ��
 
� 
����"D

��	 �� 
�//� �� ��

 S):'LT8 ,��� ��� %�� ���& "��/�� �� "�	
���	
� �
 �� ��;��/�
��	 ��/�����
��8 	�	
	�"�������/�	
 
��� ��� �	� 
�� �� "�/���
�/�	
8 ��	
 ����"��� ��	� �	 "���� /�"��D��/���	�:

〈
σ (x) : ε (x)

〉
=
〈
σ
〉

:
〈
ε
〉

= Σ : E S):'LT
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�
��	� �� �������� "
����%��� �	
����
�� �� ,�
�/��Q�	
����
�� �� "�	
��� X)'I8 )*(8 'I(Y: ��	� �	
"���� �
�� ��	���
8 ���� ��� ��

�"�
�
��	� ����
������ /��� �����"
�	
 
� /�"��D��/���	��
�8 "� ����

�

���
 ���
�/�	
 ?
�� ��
�	� X))8 )*8 )'Y: ���� ���,�	�� 7 "� ����

�
 �	 ��"�/���� 
� "�����/�	
 �	 ���
��
M�"
��	
� �� /�.�		� 	�

� �
 ���
�� ��/���	�8 ��	�� ��� �&�/�
� �	 ��;��/�
��	 �/����� �� ���� �	
�"��
 #

∀x ∈ ∂Ω, u (x) = E.x + u′ (x) S):'IT

��
�	� ε′0 (x) 
� "��/� ��
�
��	 �� ����
�/� ���
��
�"�
� 
�	����� ���� u′ (x) �/���� �� ���� ���	 /�
�����
��/���	� �� /���
� �0: �� "��/� ε (x)− ε′0 (x) ��
 "�	�/�
�%��/�	
 ��/�����
� ���� ��� ��;��/�
��	�
��/���	�� �� ����8 
� ��
�
��	 �� ��

 �����
�%�� ��	" �
 �	 ��
��	
 #〈

σ (x) :
(
ε (x) − ε′0 (x)

)〉
=
〈
σ (x)

〉
:
〈
ε (x) − ε′0 (x)

〉
= Σ : E S):'JT

�� "�����/�	
 �����"
�	
 
� "�	��
��	 �� /�"��D��/���	��
�8 
� "��/� ε′0 (x) ����"�� 7 u′ (x) ��
 
�"�
���
�	 ���� �� Ω �
 
� ,�
�/� �� "�

� \�	� ��
 	��
�����
� ��,�	
 |Ω|: 4�	�� 〈σ : ε′0 (x)

〉
��
 	��
�����
� ��,�	
〈

σ : ε (x)
〉
"� %�� ���/�
 �����	
�@�� S):'JT 7 S):'LT: �� 
�//� �� ��

 S):'LT ��
 ��	" �� ,�
���
� ��	���
�

���� 
��
 1����: �� ��
�	 �	����
�%�� /�"���"���%�� �� �����
 ��	" ���
�/�	
 ��� ��
�	� 
�"��&:

�� ������� �� /�"���"���%�� �� /�"���"���%�� ��
 ��	" ����\ ��/�
�8 "� %�� ��
 "�/�����	���
� ��	� 
�
/����� �W 
��	 ���
 ���	 "��/� �� 
�	����� ���� ��
��/�	�� �	 
�	���� U �	 ,� ��	" �
�
C
 ���	� �	;��D
/�
��	 "�/�
�&� ,��� �	� �	;��/�
��	 ��/�
�: ��

� �����,�
��	 ���/�
 ���
�/�	
 �� "�/���	��� %�� 
��
��B"�

�� ���

�� ,�	
 ������V
�� 
��� �� 
������
��	 �	,���� "�	���
�	
 7 ������ �� 
��"��

� /�"���"���%��
7 
��"��

� /�"���"���%��:

�4�4�41 (����
� 
� ��
��������	 7 
��
�� 
� ��
������
�����

�������
��	 �� 
�"�
���
��	 ��������	
� 7 �	 "�
"�
 �� S/�"��T�
��"
��� ��� 
� 1��: �	 ����
�/�
���
��
�D�
�
�%�� S	�	 
�	�����T ��� �	 /�
��� ��
�����	� ���"��
 ���� ;��/� ;��
� S�� 
�"�
�T �� 
��,��� ���
�%��
��	� ���,�	
�� #

σ =
∂w

∂ε
S):'+�T

∇.σ + b = 0 ��� Ω S):'+�T

σ.n = T d ��� ∂ΩT S):'+"T

ε =
1
2

(∇⊗ u + u ⊗∇) ��� Ω S):'+�T

u = ud ��� ∂Ωu S):'+�T

��	� "�� �&�������	�8 
��&����	
 d �����	� 
�� "��/�� �/����� ��� 
��&
������ �
 ∂ΩT �
 ∂Ωu �
��
����	

�	� ���
�
��	 �� "�	
��� ∂Ω ��� 
�%��

�8 �����"
�,�/�	
8 
� ,�"
��� "�	
���	
� �
 
� ���
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 ��	

�/�������:
��� �%��
��	� S):'+�T �
 S):'+"T "�	�
�
��	
 �,�" 
�� �.��
����� �� ����
���
� S"��/� "�	
�	� �
 "�	
�	GD
/�	
 ��9���	
���
� ��� /��"���&�� X'+JY ]K:L:)T 
�� "�	��
��	� ����/������
�
� �
�
�%�� ���� 
� "��/� ��
"�	
���	
�� �� ���"�.8 σ ∈ S (

b, ∂ΩT , T d
)
�	 �����	"� ���	� ��	��
� �� ;��"��� b: �� /?/�8 S):'+�T �
 
��.D

��
���� �� "�	
�	��
� �� "� "��/� ��@	����	
 
�� "�	��
��	� ����/������
�
� "�	�/�
�%�� �� ���
�"�/�	
8
u ∈ C (∂Ωu, ud

)
: ���%��
��	 S):'+�T ��@	�
 
� ��;��/�
��	 ��	� 
��.��
���� ��� ��
�
�� ���
����
��	� �


S):'+�T �
��
�
 
� ��
�
��	 �� "�/���
�/�	
 �
��
�%�� 	�	 
�	�����: �	 	�
� w 
� ��	��
� ���	����� ��
�	D

��

� �
��
�%�� %�� ���
 ?
�� �	� ;�	"
��	 �
��"
�/�	
 "�	,�&� �� ε �@	 ��������� 
� �
���
�
� ���
���/� ��
/�
�����: ��

� �������
� ���/�
 ������"��� 7 w ��	 ���
 "�	,�&� u = w� 7 
����� �� 
� 
��	�;��/�
��	

�
6� (� 	��	� (���� 
������� ���� ���	 ���
��
 �� (
���
� 0
�3��������	�!�����2 ���
 �� ������� 
� �����
� 
��� �����
���
�	� ��
����
���� 
� 
����� 
�	 (��
�����	 
� !�

 -�� ��� 	��� �����-���	� �� ��
�� ���
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� ��(
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� E����D��
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����	 (��
�����	 �� !�

 �� 	��� ��	 ��	 ���	 ����
���	� �� 	�F� �� ���� -���� ���� ����� 
� !�

 
�	 (����	����	

(�����������
�	 
� /�(���
 (���
����� �� 
� 
����(����� 	����� ����	��	 
���� (3��* (��
��� 4 ����
�
���
 �����
����
 
�/�
���(� �� 	��	 
�	 
�	�
�!�����	 
��"��	 ����� �� 	���� ���	 (��	�
�
�
��	 �� (3��� 
� (���
����� ������-����!
� (b = 0) 
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�� ����	���D2�	"��
 "�	,�&� S�		�&� 0T: ���� "�	��������	� ��	� �	 ���/��� 
�/�� ��� "�/���
�/�	
�

�	������ �
 ��	" �	 ��
�	
��
 %�����
�%�� �� 
� ;��/� w

(
ε
)

= 1/2� (x) ::
(
ε ⊗ ε

)
:

��	� 
� "�� /�"��D��/���	�8 
�� "�	��
��	� ����/������
�
� ��� "��/�� /�"�	�%��� �� ���"����	
 S):'K�T
�	 ��;��/�
��	 /�"���"���%�� �/����� �
 S):'K�T �	 "�	
���	
� /�"���"���%�� �/�����8 
�� /?/�� "�	��D

��	� �� ����
���
� %�� ���"���//�	
 �
�	
 �/������ ��� "�� "��/��:

Cm
(
E
)

=
{

ε (x) |ε =
1
2

(∇⊗ u + u ⊗∇) ,
〈
ε
〉

= E

}
Sm =

{
σ (x) |∇.σ = 0

}
S):'K�T

Sm
(
Σ
)

=
{
σ (x) |∇.σ = 0,

〈
σ
〉

= Σ
} Cm =

{
ε (x) |ε =

1
2

(∇⊗ u + u ⊗∇)
}

S):'K�T
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� /�
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�
7 ��"���"��� �	� ��
�
��	 ;��/�

� �� 
��%��
��	 �� ��,���: ��	� "�

� ��"
��	8 	��� �

�	� �����
��
������/�	
 %��
%��� ����

�
� �
�/�	
����� 	�"�������� ���� 
� ���
�:

��	� 
� "�� ���	 /�
��� ��/���	� �� "�/���
�/�	
 �08 
�� �%��
��	� 
�"�
�� �� 
��
��
�D�
�
�%�� S):'+T
���/�

�	
 ����
�	�� ��/�
�/�	
 
��%��
��	 �� ��,��� S):'(T �W u (x) ��
 
� "��/� �� ���
�"�/�	
 ��
�
��	
�� ����
�/� S���� 
� "�	��
��	 ����/������
�
� "�	�/�
�%��T �
 �W τ (x) ��
 �	 "��/� �� ��
�����
��	 
��8
��� �&�/�
�8 7 ��� ���"�	
���	
�� �� ���	 �� /�
�����:

∇.
[
�

0 : (∇ ⊗ u) + τ
]

= 0 S):'(�T

∇.
[
�

0 : (∇ ⊗ u)
]
+ ∇.τ = 0 S):'(�T

����
 7 "� ����
�/�8 %�� ���
 ?
�� ,� "�//� �	 ����
�/� �� 
���/�D�
��
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� �� ���
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 ��� \�	�� �
��
�@���8 %�� 
��	 ���
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� 7 
����� ��� �����
���� ��
5���	 ��
� =/���@��>: ��	� 
� "�� ���	 /�
��� ��
�����	�8 �	 ���
 ���
�/�	
 ��. ��/�	�� �	 "�	������	


����
�
� S):)*T8 �W �0 ��
 /��	
�	�	
 �	 /�
��� �� ��;���	"� �
 �W 
� ��
�����
��	 
�����
 
� ��9���	"� ��
����	�� 
�"�
� ��� ������
 7 "�

� ��;���	"�:

∀ε, � (x) : ε (x) = �
0 : ε (x) + τ (x) S):)*T

�� /�
���� ��� �����
���� �� 5���	 ���/�
 �� �������� �� ;�P�	 �.�
�/�
�%�� "� 
.�� �� ����
�/�:
��	� �	 "���� /�"��D��/���	� 
� ��
�
��	 ;��/�

� �� ����
�/� ���"��
 X)''8 )*8 ))Y #

ε (x) − E = −
∫

Ω

�
0
(
x − y

)
:
[
τ
(
y
)− τ

]
dVy �,�" τ =

〈
τ (x)

〉
Ωx

=
〈(
� (x) − �

0
)

: ε (x)
〉
Ωx

S):)'T

�
 �W �0 ��
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��� �� 5���	 /���@� �	 ��;��/�
��	 X)HY: ���	/��	�8 
�� ��
�
��	� ��
�	��� 	��	

���&�������	 �	�
.
�%�� %�� ���� ��� "�� �����:
�� ����

�
 ��	� ���
� 
� �
�� �/���
�	
 ����,� �� "�

� /�
����
���� ��
 
� ����

�
 ������
�. XIIY: ����
�	 /�
��� �
��
�%�� ��/���	� �	@	�8 �����	
�	
 �	� ��;��/�
��	 	�

� 7 
��	@	�8 �� "�/���
�/�	
 �0 �

"�/���	�	
 �	 ��/��	� �

����c��
 �� ��
�����
��	 ��/���	� τ S@���� ):LT8 "� 
�����/� �B�/� %���	
,��
 ������V
�� ��	� 
� \�	� ��
������ ��� "��/�� /�"�	�%��� ��/���	�� ε �
 σ %�� ���,�	
 ?
�� �&���/��

7 
����� �� 
�	���� ������
�. ��:

ε = −�� :
(
�

0
)−1

: τ = −�0 : τ S):))�T

σ =
(
�− �

0 : �0
)

: τ S):))�T

�� 
�	���� �0 �	
�����
 �"� ��
 
� 
�	���� �� ��

 X++Y: �
 ���/�
 
��
 "�//� 
� 
�	���� ������
�. �� 
���
"��/�� /�"�	�%��� �
 ��
�����
��	�8 /��� "�
��D"� �����	
� ��� �������
�� �
�� �	
������	
�� S�	 	�
���
��� �&�/�
� %���
 ��
 �./�
��%�� �
 ��@	�D����
�; X))YT �
 ������V
 ��	� 
�� "�
"�
� �� ;�P�	 �
�� 	�
���

�
�� ;��
 �� 
����	
�
� S):)HT8 �W Φ �����	� �	 ��/��	� �

����c��
 �� ;��/� ��		�� /��� �� 
��

� ����
�����
X)''8 )H8 'I(8 )*8 )'IY:

�
0
Φ =

∫
Φ

�
0
(
y
)
dVy S):)HT

�0
Φ ����	� �� "�/���
�/�	
 �� /�
��� �� ��;���	"� �

0 �
 �� 
� ;��/� �� Φ8 "�

� ���	���� ����	��	"�
���� �/�
�"�
� ��	� 
��
� 
� ���
�: �	 �"���� ��	" %�� 
� ��;��/�
��	 ��	� �	� �	"
����	 �� ��
�����
��	
��/���	� τ �
 ���/��� 7 
��	@	� 7 �	� ��;��/�
��	 /�"���"���%�� E ���&���/� ��� #

ε = E − �
0 : τ S):)LT
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��	 ��/���	� ��	� Φ8 	�	 	�"�������/�	
 
��� 7 �	
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��
��	 �W 
� ��/��	� ��
����� ��
8 �	 ;��
8 �	� �	"
����	 ��/���	� ��
"�/���
�/�	
 �1 S@���� ):LT8 
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�����/� ������
�. ���
 �����
�%��� �	 ��/��%��	
 %��8 �� 
� ��
�����
��	
��� 7 
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����	 ��
 �������� ��/���	�8 �
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��	 �� "�
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� �����!� 
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%�� ���/�
 �� ,���@�� %�� 
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��	� �����
�"�
��	 �� 
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 ���	 ,���@�����: �� "��/� ��	�

��	"
����	8 ��
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� /�
��� �	@	� 7 
� ��;��/�
��	 /�"���"���%�� E8 ��
 ��		� ��� S):)IT:

ε =
[
�+ �

0 :
(
�

1 − �
0
)]−1

: E S):)I�T

=
[
�
∗ + �

1
]−1

:
(
�
∗ + �

0
)

: E �,�" �∗ =
(
�

0
)−1 − �

0 = �
0 :

[(
�

�
)−1 − �

]
S):)I�T

��

� ��
�
��	 ����
��	
 �	 "�	������	
 S):)LT �
 
� ��@	�
��	 �� τ ��		�� ���"���//�	
: �� ����

�
 ��
=
��	��/���	��
�> ������
�. ���/�
 �� /���
���� �� ;�P�	 ����"
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� ��
��
��	 �W 
� /�
����� ��
 "�	�
�D
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����	� �

����c��
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�
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�
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�
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��3/�	:

���&
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�����
��	 ��/���	� ��� ����� ���"��
 S):)JT

ε
(
y
)

= E −
∑

r

[∫
���(y)

�
0
(
y − x

) (
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∑
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∫
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∑
s�=r

csε0
(s) = ε0 S):H'�T

ε0 =
(
�
∗ + �

0
)−1

:

[∑
s

cs
(
�
∗ + �

(s)
)−1

]−1

: E S):H'�T

�	 	�
��� %���	 ���
 
��-����8 �� ;��
 �� 
� 
�	����
� �� /�
���8 �"���� ;��/�

�/�	
 
� 
�"�
���
��	 ���
"��/�� /�"�	�%��� ���� 
� ;��/� S):H)T:

ε (x) = � (x) : E S):H)�T

σ (x) = � (x) : Σ S):H)�T

��� ��
�
��	� �/����	
 �	 ���
�"�
��� ��& 
�	����� � �
 � ��?
�� ����& �	 /�.�		� 7 
����	
�
�:
���& �

��	�
�,�� ��	
 �����	
��� �"� ���� ������� 
� ����
�/� �� 
� 
�"�
���
��	: �	 ���
 
�	
�� ����
�/��

�� 
�	����� �� 
�"�
���
��	 � �
 � ,�� �	� ;��/�
�
��	 =�� ��"> �� �
�
���� �	� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

�8
��
� �� �����	 �
 !�
��3/�	8 %�� ��	,��� 7 
� 	�
��	 �� ����
�/� ���	"
����	 ;��/�
:

�����	 ���	 ������
��	 4 (� (�	 
��	 ���� �� �
�/���� ��	 ���
�(3�	 
� �<�� G������ �7$'� ����� /�������
����� �(�
���	

� ���
� ���
� �� �<�� 
� �
�������� � ��� ���
�� ��
 B�
��		� �7$;� 
��	 �� (�

� !��3�	� ��� (
�	������ 
��τ (r) =

`
�(r) − �0

´
: ε(r) 



, �������� � � �	���
�
���	 � ��������	�������	 
�� ����
������� ���
�����������

�	�	� ,������
���� -�� ���.

��� ;��/�
�
��	� =�� ��"> "�	���
�	
 7 ��
�/�� 
�� 
�	����� �� 
�"�
���
��	 �� ,� ��� "���"
����
�%���
���/�
��%��� �� 
� /�"���
��"
���: ��		�����	
 "�� �&�������	�8 �
 ��
 �
��� ������
� �� ������ �� 
��"��

�
/�"���"���%�� 7 
��"��

� /�"���"���%�� �
 
� ���
� �� 
� ��/��"�� "�	���
� 7 �
�
���� 
�� ��
�
��	� ��
"�/���
�/�	
 
�"�
�� S):HHT

σ (x) = � (x) : ε (x) S):HH�T

ε (x) = � (x) : σ (x) S):HH�T

���� 7 ���	��� 
� /�.�		� ��� "��/�� ��	�� ��
�	�� �@	 ������
�� �� "�/���
�/�	
 �9�"
�; �� /�
�����
S):HLT 
��	
 "�	
���	
� �
 ��;��/�
��	 /�"���"���%��:

Σ = 〈� (x) : � (x)〉 : E = �̃ : E S):HL�T

E = 〈� (x) : � (x)〉 : Σ = �̃ : Σ S):HL�T

�	� ��
�� ��@	�
��	 ��� 
�	����� �9�"
�;� ���
 ?
�� ��
�	�� �	 "�	������	
 
�� ���
�
�� �	����
�%��� S):HIT:

1
2
〈
ε (x) : � (x) : ε (x)

〉
=

1
2
E : �̃ : E ���
 �̃ = 〈� (x) : � (x) : � (x)〉 S):HI�T

1
2
〈
σ (x) : � (x) : σ (x)

〉
=

1
2
Σ : �̃ : Σ ���
 �̃ = 〈� (x) : � (x) : � (x)〉 S):HI�T

�	 /�	
�� X)'IY8 �	 "�	������	
 
�� 
�	����� �� 
�"�
���
��	 "�//� ��� "��/�� ��/�����
�� S"�/����	
��
��� "�/����	
��T �
 �	 �
�
���	
 
� 
�//� �� ��

 %�� "�� ��@	�
��	� ��	
 �%��,�
�	
�� ��& ���"���	
��:
�
 ��
 7 	�
�� %��8 �� 
��	 @&� �	� ;��/� ���� 
� "��/� �� 
�	����� �8 ��� �&�/�
�8 
��&�������	 ���

�	����� � ��
 ��
��/�	�� �� 
��	 ,��
 �,�
�� 
��
 ���
 �� ���
�
�: ��� �%��
��	� S):HJT ��
�	��� 7 ���
��
��� �&�������	� S):H)T �
 S):HLT ��"��,�	
 "�� ��
�
��	� �	
�� 
�� 
�	����� �� 
�"�
���
��	:

� (x) = � (x) : � (x) : 〈� : �〉−1 = � (x) : � (x) : �̃
−1

S):HJ�T

� (x) = � (x) : � (x) : 〈� : �〉−1 = � (x) : � (x) : �̃
−1

S):HJ�T

�� ���/���� ���� %�� 
��	 ���
 �,��� ���� ��"���� 
� 
�"�
���
��	 "�	���
� 7 �/���	�� %���	 "��/� ��
"�	
���	
� �� �� ��;��/�
��	 /�"���"���%�� �/���� "�	���
 7 �	 "��/� �� "�	
���	
� �� �� ��;��/�
��	
��/���	� ��	� 
� /�
�����: �	 ��
��	
 ��	�� �	 ��;��/�
��	� ��/���	�� 
���
�/�
��	 �� 1���
 S):H+T:

�
� (x) = � �̃

�
= 〈� (x)〉 S):H+T

��

� ;��/�
�
��	 ���"�	��� 
��/�
�� �� 
� /�.�		� ���
�/�
�%�� ��� 
�	����� �� ������
� ���� ��
�/�� 
�
"�/���
�/�	
 �9�"
�;: �	 "�	
���	
� ��/���	�8 �	 
���,� 
���
�/�
��	 �� ����� S):HKT %��8 %��	
 7 �

�8
��"��
 
� ������� �9�"
�,� "�//� 
� /�.�		� ���/�	�%�� ��� �������� ��� "�	�
�
��	
�:

�
� (x) = � �̃

�
= 〈� (x)〉 S):HKT

���� ���,�	� ��/��%��� %�� "�� ���"���
��	�8 
��� ��/�
��8 	�������	
 
���/������
�
� %�� ���	 ���
 ���
"��/�� /�"�	�%���: �����
�"�
��	 ���	 
�
 /���
� 	�"����
� �	� -��
�@"�
��	 ����� ��� 
� ���
����
��	
��� ������ �
 ��� 
� 
.�� �� ��

�"�
�
��	: ��� /���
�� �� 1���
 �
 ����� ��	
8 �	 %��
%�� ���
�8 ���
���
�
.��� ���� "�

� �����"��8 �	 ���
 "�
�� ����
��� /���
�� ����
�/�
��	 ��@	�� ��	� "� "���� X)'IY

�
� ��� �&�/�
�8 
� /���
� �	 ���
� ��
�
��	8 
� /���
� ��
�D"�����	
 �� 
� /���
� �� $���D��	�3�:

�	�	� ��������� �����
���������

��//� �	 
�� ,�8 
�� ;��/�
�
��	� =�� ��"> �	
 �	 ��/��	� �� ,�
���
� 
�/�
�8 "���
 7 
��
�
���
��� ��
-���� �� 
� ��
��
��	 ���/�
 �����		��
�/�	
 �� ��"���� ��	�� 
� 
�"�
���
��	: �
 �����
 �	
������	
 ���,��� �	�
���� �� 
������� ;��
� �	
�� 
� ��
�
��	 ���

� �
 
���
�/�
��	: �� �
��8 �
 	���
 ��� 
�
�
�/�	
 ��
��;����	
 �� ��
���� %���	� �	;��/�
��	 �
�
��
�%�� 
�/�
�� ��� 
� /�"���
��"
��� "�	���
 7 �	� ��
�/�
��	 /�"���"���%��
��
��/�	��
�: �
 ��
 "
��� %�� 
�� �	;��/�
��	� �
�
��
�%��� 	�	 ������ �	 "�/�
� ��	� 
� /���
���
��	



�4�4 &��
������	 ��	����� 
� ��������	�������	 ,+

���,�	
 
������ �	 ��/��	� ���	"��
�
��� 
��� �� 
� ���"���
��	 �� "�/���
�/�	
 ��/���	����: ��

�
�	��
��/�	�
��	 ���
 ?
�� �������	
�� ��� �	 =;�����> ��	� 
�%��
 ���
 �� ��
��� 	�
�� ��
�/�
��	: ��
��	
 
��
�� "�� ��/��%��� %�� ��		�	
 
��� �

���
 ��& /�
����� ,����
��		�

�� %�� 	��� ���/�

�	

���	"�����8 ��� ��� ���	"���� �	����
�%���8 
� ��/��	� �������	
�	
 
�� ��
�
��	� S�	 	�/��� �	@	� �	
��	���
T ���� �	� �	;��/�
��	 �
�
��
�%�� ��		��:

�4�4,4� 2���������	 
��������

�� ;��/� �
���
� �� ;���
� �� ����
�/� ���
��
�"�
� /�"��D��/���	� ��
 ��		�� ��� 
� ;��/�
�
��	
,����
��		�

� S):H(�T �	 ��;��/�
��	 /�"���"���%�� �/����� �
 ��� S):H(�T �	 "�	
���	
� /�"���"���%��
�/�����: 4 ���
�� �� "�� ��
�
��	�8 �
 ��
 ������
� ���&���/�� 
�� ��	��
�� ���	����� �9�"
�,��8 %�� ����	

	�
��� ���	 
�
��:

w̃
(
E
)

= Min
ε�∈Cm(E)

〈w (u� (x))〉 = − Min
σ�∈Sm

〈
u
(
σ� (x)

)− σ� : E
〉

S):H(�T

ũ
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∑
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∑
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⎛⎝0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠
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Ė
)

= Min
ε̇�∈Cm(Ė)
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〈
w0

(
ε̇� (x)

)
+ τ (x) : ε̇� (x)

〉− 〈
(w − w0)�

(
τ (x)

)〉}
S):('�T

�W 
� /�	�/���
��	 ��� 
� "��/� ��� 
��& �� ��;��/�
��	 ��/�����
�� ;��
 �	
��,�	�� �	 ����
�/� ���	"
�D
���	 @"
�; 
���%�� τ ��
 "�	������ "�	�
�	
 ��� /��"���&:
��	� 
� "�� �W 
��.��
���� �� "�	"�,�
� �� w−w0 	���
 ,���@�� %��7 
��	@	�8 
��	,�
�
��	 �� 
� 
��	�;��/��
�� ����	���D2�	"��
 	���
 ��� �����"
��

(
w
(
ε̇
)− w0

(
ε̇
) ≤ (w − w0)��

(
ε̇
))
�
 
� ;��/�
�
��	 ���"���	
�

;���	�
 �	� ���	� ���
� ���� 
� "�/���
�/�	
: ��	� 
� "�� "�	,�&� �� "�	,�&� 7 
��	@	� �	 �����		�/�	

��/�
���� ���
 ?
�� /�	�:
�
 ��
 7 	�
�� %�� 
� ��
�	
��
 	�	 
�	����� ��
 
��-���� "�/���� 7 �	 ��
�	
��
 %�����
�%�� U 	��� 	�
���,�	� ��	" ��
�	�� %���	� ���	� ���������� �� %���	� ���	� �	;�������8 �����"
�,�/�	
 ���� �	 "�/D
���
�/�	
 /��	� %�� %�����
�%�� 7 
��	@	� �
 ���� �	 "�/���
�/�	
 �
�� %�� %�����
�%�� 7 
��	@	� S���

�	 w ���
�/�	
 %�����
�%�� �
 ��	" �	 "�/���
�/�	
 
�	����� ���/�

���
 �� ��	���� ��� ��9���	"��
w − w0 
��� 7 
��� "�	"�,�� �
 "�	,�&��T: �
 ��
 7 	�
�� %�� 
� ;��/�
�
��	 ���
�8 �	 "�	
���	
�8 �&��
�
/��� ;���	�
 
� /?/� ���	�: ��	� 
� "�� �W 
� ��
�	
��
 ��
 
�	�����8 �	 ���
 ,���@�� %�� 
� ;��/�
�
��	
�� ��
��
 �
 N�

�� �����	
�@� 7 
� ;��/�
�
��	 �� �����	 �
 !�
��3/�	 �
 %�� 
�� "�	��
��	� �� "�	,�&�
�
�
 �� "�	"�,�
� 7 
��	@	� ����		�	
 
�� "�	��
��	� ��� 
� /�
��� �� ��;���	"� �0 ���� ��
�	�� 
�� ���	�� ��
�����	 �
 !�
��3/�	:

�����
�"�
��	 �� "�

� /�
���� ��	� 
� "�� ��
."���
�

�	 � �
� ���
���� ��� XLJY �
 "�/�
�
� ��� �	� ��D
"�	�� ���	� ��	� X)'LY8 �	 �
�
���	
 �	� /�
���� ��"��
� �	 X'()8 '(HY:
��

� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� �����	�� 
��
�
���
��� �� ;���� �	 "���& �� 
�	������
��	: $��� "�

� ���D
"����� � �
� =����
�	
��> ��	� 
� "�� �� ��
�	
��
� �� ="���� "�	,�&�> ��� �	� ;��/�
�
��	 �
�� ��/�
�
�
 ���/�

�	
 ���
�
���� ����
��� /���
�� ����/���	����
��	 
�	������ %�� "��& ����� ��� 
� ;��/�
�
��	
,����
��		�

� �� �����	 �
 !�
��3/�	:

�4�4�4� 2���������	 ��������		���� 
� 6�	�� �����@�
�

�� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� �� ��	
� ���
�O��� X'I)Y ���/�
8 %��	
 7 �

�8 ���
�
���� �	 "�/����
�

�	����� �� "�/�������	 �� 
��� ���	 /�
��� 
�	����� ��/���	� �� "�/�������	 ���/�� 7 �	 "��/� ��
��
�����
��	 "�//� ��	� 
� /���
� ���"���	
: ���,�	
��� ���	� 
�

� ;��/� ��
 �� ���/�

�� ���
�
����
�	� �	;��/�
��	 /�"���
��"
���
� �
�� ��"�� ����"��� 7 ����
��� /���
�� ����/���	����
��	 
�	����� %��
"��& ����,�� �� 
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� �� �����	 �
 !�
��3/�	:

������ �� ��	
� ���
�O��� ��
 �� 
������ 7 
��
�
���
��� 
� "���& �� /���
� ����/���	����
��	 
�	�����
%���
 ������
� �/�
�.��8 �	 ;����	
 ������V
�� ����"
�/�	
 �	 ����
�/� �� /�
��� ��
�����	� 
�	�����:
���� �

�	� 	��� �
�"�� ��	� 
� "���� �"�
���� ���� 
�%��
 "�

� /�
���� � �
� ��@	�� �	�
��
�/�	
 X'I)8



�4�4 ��� 
�� ����
������� ���
�����������  �

'IL8 'IH8 'J'Y �	 �������	
 %�� 
� ��
�	
��
 	���
 ;�	"
��	 %�� �� 
��%��,�
�	
 �� 
��& �� ��;��/�
��	 ��
��	� �� ,�	 $���� #

ε̇��� =

√
2
3

(
ε̇ − 1

3
tr
(
ε̇
)
i

)
:
(

ε̇ − 1
3

tr
(
ε̇
)
i

)
S):()T

4@	 ������,�� �� ����

�
 ,��
�8 
���
��� ;��
 
��.��
���� %�� 
� ��
�	
��
 w (ε̇���) ��
 �� "���� "�	"�,���8
"���
D7D���� %���
 ���
 ���"���� f

(
ε2
���

)
�,�" f "�	"�,� ��� 	+8 f(0) = 0 �
 f(p) −−−−−→

p→+∞ +∞ S�	 ���


���	��� f (x) = −∞ ���� x < 0T: �� 
��	�;��/�� �� ����	���D2�	"��
 "�	"�,� ��		� �
��� #

f� (q) = Inf
p
{pq − f(p)} = Inf

p≥0
{pq − f(p)} = −v(q) S):(HT

f� ��
 "�	"�,� �
 ,��
 −∞ ���� q ≤ 0: �����
�"�
��	 �� 
� 
��	�;��/�
��	 �	� ��"�	�� ;��� 	��� ��		� #

f�� (p) = f (p) = Inf
q≥0

{pq − f�(q)} S):(LT

�	 ���	�	
 q = 3
2μ �
 p = ε2

��� �	 � ��	" ��;��/�
� 
� ����
�/� �	 ;����	
 ������V
�� �	� �	����� ��
/�
��� 
�	����� ���
����:

w
(
Ė
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Ė,


(s)
0 , ˆ̇ε(s)

)
+
∑

r

crV (r)
(



(r)
0 , ˆ̇ε(r)

)}
S):((T

�,�"

V (r)
(



(r)
0 , ˆ̇ε(r)

)
=

(r)

Stat
ε̇

[
w(r)

(
ε̇(r)

)
− w

(r)
T

(
ε̇(r)

)]
S):'**T

�

� 	� ���/�
 �
�� ����
�	�� �� ���	��8 /��� ����� 
��-���� 
��
�
���
��� ,��� 
� "���& ���	� 
�	������
��	
��
�/�
�: �� ��B"�

� %�� ������V
 7 "� 	�,��� ��
 %�� 
��	 	� ���
 ���8 ���� 
� /�/�	
8 ��
�/���� 
�

;�	"
��		�

� S):((T ��� ������
 7 
� ;��� 7 ��� "��/�� "�	�
�	
� ��� /��"���& ˆ̇ε(r) �
 

(r)
0 : �	� ���/����

��>��
 ��� ���(���� 
�
�/�!�� �����
����
 	���������
� �	� ��� -�� I Statx {•} ⇔ ∂•
∂x

= 0 � 
��	 �� (�

� ���	 ����
�� (����

������� ���� 1�
� (���
�	�� ���� (���� �� �
��	��
��� 
� .����

�����(3��� �� 	��	 
�	 	��	�
�9�
������	 



�4�4 ��� 
�� ����
������� ���
�����������  �

,����	
� ���,�
����	
 
���
�/���
��	 ,��D7D,�� �� ˆ̇ε(r) �
 
��
�
���
��	 
�� /���
�� 
�	��	
� ∂2w(r)/∂ε∂ε � 
��

������� �
� "�	�������8 "�

� ;��/�
�
��	 ��
 "�//�	�/�	
 �����	�� ��-�������� ���� 
� 
��/� �� ��"�	�
����� 
�	��	
 S!��T: ��� ����

�
� �	"�������	
� ;���	����	
 ��� ��
�/�
��	� ���"��� �� ��/�
�
��	�
�	 "��/�� "�/�
�
� X'H)Y �	
 �
� ��
�	�� ��� X'J)Y: �	� �/�
�/�	
�
��	 �� "�

� /�
���� ���� 
��
��
."���
��& � �
� ���
���� ��� X)I8 )LY: $���8 ��	� 
� "���� �� ��
��
��	� ���"��� �� 
� ���"�
�
��	 X''*Y8
"�
 ��
�/�
��� ���
 	� ��� �����"
�� 
� ���	� ,����
��		�

� ���"���	
�: ��

� 
�/�
�
��	 �������
 ?
��
���8 ������� 
�� ��
����8 7 
� 	�	 ����� �	 "�/�
� ��� ��"�	�� /�/�	
� ��� "��/�� ��	� "�

� ���/����
;��/�
�
��	 �� ��"�	� �����8 �
��� %�� 
��	 � ,� %�� 
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� S]):):):�T �	
�����
 "�

.�� ���	;��/�
��	: ��

� "�	�
�
�
��	 � "�	���
 7 �	� ��;��/�
�
��	 �� 
� /�
���� �� ��"�	� �����
X'I'8 'IKY ���/�

�	
 7 
� ;��� ���	
����� �	� �	;��/�
��	 ��� 
� M�"
��
��	 ��� "��/�� �
 ���
�	
 �&�"
�
�� ��"�	� �����8 "�

� ,����	
� ���� 	�
�� ��/�
�/�	
 !� ��	� 
� ���
�: �� 	��,�
 ��
�/�
��� "�	���
�

7 ����.�� ����
�/���� 

(r)
0 ��	� 
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� �
�
��		����: �	� �/�
�/�	
�
��	 �� "�

�

/�
���� � �
� ���
���� ��	� 
� "���� ��
."���
�

�	8 �	����	��//�	
 ��� ��� X''(8 ''K8 '*)8 ''+Y �

����	���	: ��

� /�
���� ��/�
� ;���	�� �� ��	� ����

�
� ��� ������
 ��& ��/�
�
��	� �	 "��/��
"�/�
�
� ��� 22� X'*)Y �� 7 
����� ���
�/�	
� @	�� ���"���& S���T X''+Y: �� �
��8 "�
 ��
�/�
��� 	��
�	"��� -�/��� �
� /�� �	 ��;��
 ��� "�/�������	 7 
� ���	� ,����
��		�

�:

0��	 %�� "�

� ���	���� ;��/�
�
��	 �� ��"�	� ����� ��/�
� ��		�� �� ��	� ����

�
�8 	��� �,�	� "�����8
��	� "� 
��,��
8 ���
�
���� 
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� �� ��	
� ���
�O���: �� ���� "�

� ;��/�
�
��	 %��
���� ,���� ��	� 
� ���
� 
���%�� 	��� �,�%����	� =
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

�>: ��

�D"� 	��� � ��/�
�
�����	
�� �	 ��	 "�/���/�� �	
�� ��/�
�"�
� �
 ���"����	 �
 �� ;��/� ��
 ��-�������� @���8 "� %�� 	���

��� 
��
 7 ;��
 ,��� ���� 
�� ;��/�
�
��	� �� ��"�	� �����: �� �
��8 "� "���& 	��� � ���/�� �� ���@
��
�� 
��/�
�/�	
�
��	 �� 
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� ��
."���
�

�	� ��,�
����� ��� 5�
��/�	� XJJY: �
 ��

���
�/�	
 7 	�
�� %�� 
� 
��	 �	
�� 
�� "��/�� ����������	
 ��	� 
� /�
��� 
�	����� �� "�/�������	 �
 "��&
���

�/�	
 ����"��� �� /�
��� 	�	 
�	����� ��
 �
�� ��/�
� ��	� 
� "�� �� 
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� %��
��	� 
� "�� ��� /���
�� �� ��"�	� ����� XKJY:

�4�4�4� �	��������	� ��� ��� 
����� ��
�	�����

�� "���& �� 
� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� �
�	
 ;��
8 	��� �������	� ���	� /�
���� �� ��
��/�	�
��	
�� ��
�	
��
 �9�"
�; �� /�
�����: �
 ��
 /��	
�	�	
 	�"������� �� ���	
������� 7 
� ��/��"�� ���/�

�	

����
�	�� ��� �	;��/�
��	� ��� 
�� "��/�� /�"�	�%��� 7 ���
�� �� "� ��
�	
��
:
�� ���/���� ,����
��	 �� ��
�	
��
 �9�"
�;8 	��� ��		� 
� "�/���
�/�	
 �9�"
�; �	�
�	
�	� �� /�
�����:

δw̃
(
Ė
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∂Ė
=

∂

∂Ė
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Ė
)

=

〈
∂wt

∂t
+

∂wt

∂ε̇
:

∂ε̇
t

∂t

〉
=
〈

∂wt

∂t

〉
+

〈
∂wt

∂ε̇
:

∂ε̇
t

∂t

〉
S):'*LT

��8 "� ���&��/� 
��/� ��
 	�
 �� ;��
 �� 
�//� �� ��

 �	 �
�
���	
 #

∂wt

∂ε̇
∈ Sm �


∂ε̇
t

∂t
∈ Cm (0) S):'*IT

�� ;��
 �� 
��%��
��	 ����
��D
����	�� �
 �� 
���/������
�
� "�	�/�
�%�� �� ε̇
t
,��D7D,�� �� Ė S�	����	��	
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∀I ∈ �1; 2� , cϕI = 〈χϕI (x)〉 =
∑

J |ΩϕI∩gJ |
|Ω| SH:L�T

∀ (I, J) ∈ �1; 2�2 , ∀h, CϕIϕJ (h) = 〈χϕI (x)χϕJ (x + h)〉 SH:L�T
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� (x) =
∑
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(
x, σ
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α
(r)
(k)≥0

{∑
r

χ(r) (x)
∑

k

α
(r)
(k)

[
τ

(r)
(k)

]2
−
∑

r

χ(r) (x)
∑

k

v
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)
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(
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∑
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[
τ
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(k)
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˜̃u (Σ) = Min
σ(x)∈Sm(Σ)

〈
u
(
x, σ (x)

)〉
Ωx

SH:HK�T

= Min
σ(x)∈Sm(Σ)

⎧⎨⎩ Sup
α

(r)
(k)(x)≥0

⎡⎣〈u0

(
x, σ (x)

)〉
Ωx

−
〈∑

r

χ(r) (x)
∑

k

v
(r)
(k)

(
α

(r)
(k) (x)

)〉
Ωx
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 Sup8 �
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˜̃u (Σ) = Sup
α

(r)
(k)(x)≥0

⎧⎨⎩˜̃u0

(
Σ
)−〈∑

r

χ(r) (x)
∑

k

v
(r)
(k)

(
α

(r)
(k) (x)

)〉
Ωx
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˜̃u0

(
Σ
)

= Min
σ(x)∈Sm(Σ)

⎧⎨⎩
〈∑

r

χ(r) (x)
∑

k

α
(r)
(k) (x)

[
τ

(r)
(k) (x)

]2〉
Ωx
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˜̃u (Σ) ≥ Sup
α

(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)−∑

r

∑
k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)}
= Sup

α
(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V

(
α

(r)
(k)
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˜̃u (Σ) = Min
Σ(X)∈Sm(Σ)

⎧⎨⎩
〈

Min
σ(x)∈Sm(Σ(X))

〈
u
(
x, σ (x)

)〉
(ω(X))x

〉
ΩX
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= Sup
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˜̃u (Σ) = Sup
α

(r)
(k)(x)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V
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α

(r)
(k)
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SH:L)�T
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α

(r)
(k)(x)≥0
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χ(r) (x)
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k
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(r)
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ũ0
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∀x ∈ Ω, u
(
x, σ
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Σ
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= Min
σ∈Sm(Σ)

〈
u
(
x, σ (x)

)〉
ΩϕI

SH:LL�T
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σ∈Sm(Σ)

〈
Sup

�(x)≥0

[� (x) :: 
 (x) − v (x,� (x))]

〉
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}
SH:LL"T

= Sup
�(x)≥0
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∀λ ∈ [0; 1] , Sup
�(x)≥0

{
�̃

0
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:: [λ�1 + (1 − λ)�2] − VϕI (� (x))
}
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�
��	 #

�̃
′ = �̃

0
ϕI

(� (x)) �
 V ′
(
X, �̃′

)
= Inf

�(x)≥0

�(x)|e�0
ϕI

(�(x))=e�′

{VϕI (� (x))} SH:L(T
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��&�������	 �� 
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�
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 #

˜̃u (Σ) = Min
Σ(X)∈Sm(Σ)

〈
ũϕI

(
X, Σ (X)

)〉
ΩX

SH:I*�T

= Min
Σ∈Sm(Σ)

〈
Sup

�(x)≥0

[
�̃

0
ϕI

(� (x)) :: � (X) − VϕI (� (x))
]〉

ΩX

SH:I*�T

= Sup
�(x)≥0

{
Min

Σ(X)∈Sm(Σ)

〈
�̃

0
ϕI

(� (x)) :: � (X)
〉

ΩX

− 〈VϕI (� (x))〉ΩX

}
SH:I*"T

= Sup
�(x)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V (� (x))

}
SH:I*�T
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˜̃u (Σ) = Sup
α

(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V

(
α

(r)
(k)

)}
SH:I'T
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˜̃w (
Ė
)

=Max
Σ

⎡⎣Ė : Σ − Sup
α

(r)
(k)≥0

{˜̃u0

(
Σ
)− V

(
α

(r)
(k)

)}⎤⎦ SH:I)�T

= Inf
α

(r)
(k)≥0

{
Max

Σ

[
Ė : Σ − ˜̃u0

(
Σ
)]

+ V
(
α

(r)
(k)

)}
SH:I)�T

= Inf
α

(r)
(k)≥0

{˜̃w0

(
Ė
)

+ V
(
α

(r)
(k)

)}
SH:I)"T
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� �/���
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�	 
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 #

˜̃w0 +
∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)
�� − ˜̃u0 +

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)
SH:IHT
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�
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�
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�/�� �� �
����/�	
� �
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 �
�
����� ��	� 
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�
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�	�	� 
����� �� v
(r)
(k)

�	 �����

� 
� ��@	�
��	 �� 
� ;�	"
��	 v
(r)
(k) ����"��� ���� "��%�� ;�/�

� "���
�

�������%�� r ��

�.�
�/� �� �
����/�	
 k:
v(α) = Sup

τ2

{
ατ2 − Φ(τ)

}
Φ(τ) =

γ̇0τc

n + 1

[ |τ |
τc

]n+1

�,�" n > 1

��	� 
� "�� ���	 ��
�	
��
 �� �
����/�	
 �	 
�� ������	"� S):+'T 
� "�
"�
 "�	���
 7 
��&�������	 SH:IL�T:

v (α) =α

[
2ατc

γ̇0

] 2
n−1

(τc)
2 − γ̇0τc

1 + n

[
2ατc

γ̇0

]n+1
n−1

SH:IL�T

=
1
2

n − 1
n + 1

τcγ̇0

[
2ατc

γ̇0

] n+1
n−1

SH:IL�T
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��� ���� ��� n
(r)
(k) ����
�����
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� "�� �W 
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 ���	
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�/�� �� ��
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�
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8 �	

���
 /�

�� �	 �,���	"� �	 "���
��� �	
�� 
�� α
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��� ��
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�� ����� ' �
 n+1
n−1 ��� ;�	"
��	�

˜̃u0 �
 v
(r)
(k) ��� ������
 ��& α

(r)
(k): ���� �9�"
��� 
� ��/�
�@"�
��	 ��������8
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{
α

(r)
(k)

}
7 �	 �	��/�
�

{
λ, α̃

(r)
(k)

}
�W #

λ = α
(r′)
(k′) �
 ∀ (k, r) , α̃

(r)
(k) =

α
(r)
(k)

λ
SH:IIT

�
 ��
 "
��� %�� 
�� α̃
(r)
(k) "�/���		�	
 �	 �
�/�	
 �� /��	�8 "�� α̃

(r′)
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�� �� "�� 	��,�

�� ,�����
��8
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�/���� #

˜̃u0

(
α

(r)
(k)

)
−
∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α

(r)
(k)

)
= λ˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
− λ

n+1
n−1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
SH:IJT
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∂

∂λ

⎡⎣λ˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
− λ

n+1
n−1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎤⎦ = 0 SH:I+�T

˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
− n + 1

n − 1
λ

2
n−1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
= 0 SH:I+�T

λ��	 =

⎡⎣n − 1
n + 1

˜̃u0

(
α̃

(r)
(k)

)
∑

r,k crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
⎤⎦

n−1
2

SH:I+"T
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(r)
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˜̃u = Sup
α̃

(r)
(k)≥0

⎡⎢⎣( 2
n + 1

˜̃un+1
2

0

)⎛⎝n + 1
n − 1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎞⎠
1−n

2
⎤⎥⎦ SH:IKT

�	� ;��/�
�
��	 �
��
� ���� n → +∞8 "���
D7D���� ��	� 
� "�� �
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�%�� ���;��
8 ���
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�� ��
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�/�
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��&�������	 SH:J*T��:

˜̃u =
2

n + 1

(
Inf

α̃
(r)
(k)≥0

G

)−n

�,�" G = ˜̃u−n+1
2n

0

⎛⎝n + 1
n − 1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎞⎠
n−1
2n

SH:I(T

G −−−−−→
n→+∞

√√√√√∑
r,k crα̃

(r)
(k)

(
τc

(r)
(k)

)2

˜̃u0

SH:J*T
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SH:J'T �
 SH:J)T8 ��/�
����� �� SH:I+"T �
 SH:IKT8 �
 7 SH:JHT ��	� 
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:

λ��	 =

⎡⎣n − 1
n + 1

˜̃w0

(
α̃

(r)
(k)

)
∑

r,k crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)
⎤⎦

n−1
2n

SH:J'T

˜̃w = Inf
α̃

(r)
(k)≥0

⎡⎢⎣ 2n

n + 1
˜̃w n+1

2n

0

⎛⎝n + 1
n − 1

∑
r,k

crv
(r)
(k)

(
α̃

(r)
(k)

)⎞⎠
n−1
2n

⎤⎥⎦ SH:J)T

˜̃w = Inf
α̃

(r)
(k)≥0

⎡⎣2
√˜̃w0

∑
r,k

crα̃
(r)
(k)

(
τc

(r)
(k)

)2

⎤⎦ SH:JHT

 �" (��
��� �� �	
	�	���	�
 �� �� ��
��	�

����

�� ;��/�
�
��	 ,����
��		�

� "�	���
 	�
���

�/�	
 7 �
�
���� �	� ���"����� ����
�/���
��	 ��	�
"�	
���	
��: ��

� /�
���� ���
 ���/�

�� �	 
���
�/�	
 �B"�"� �� 	�
�� ����
�/� �
 ��	" ?
�� ����
��
�� "�� �� ;�	"
��	� ����	��	
 ���	 ���	� 	�/��� �� ����/�
���: �	� ���"���
��	 ��	���
� �
 ��� "�	���
�
��� 
� "���& �
 
��
�
���
��	 ��� ���"������ ����
�/���
��	 	�/���%��� ���,�	
 ?
�� 
���,��8 ��� �&�/�
�8

���� 
�
���
 
�	����� ���� ��		� ����
/���
 �� ������ 
� �& ;+!� 



�4,4 (����
� 
� ��	��������	 
� �� ��	
���		���� 8�

��	� 
�� ��;���	"�� X'JJ8 'H(8 '(Y: ���� 	��� 
�/�
���	� �"� 7 ��"���� 
�� ���	��� 
��	�� �� 
� /�
���� �
�D

����: ��� ���"������ �� ��"���"�� ����
�/�/ �	
8 �	 ��	���
8 �	� �
��"
��� �	 ���& �
����: �� ���/����
�
��� "�	���
�8 
��
 �������8 7 ��@	�� �	� ����"
��	 �� ��"���"�� �
8 
� ��"�	��8 7 �
�
���� �	 �
����
�/�
�� ��"���"�� 
�	����� S�� ����"
��		�
T �@	 �� ���"����� �	� ���
�	"� ��
�/�
� ��	� 
� ����"
��	 "������:
��� /�
����� �� ��F
�	 �� �� %����D��F
�	8 ��&%��

�� �����
��	
 
� ���"����� �D025! %�� 	��� �
�
�D
����	� �"�8 ��	
 ������ ��� "�

� �
��"
��� �
 �� ��,�
�	
 ���
�"�
����/�	
 �B"�"�� ��	� 
� "�� �W �	 ���	�

	�/��� �� ,�����
�� �	
��,��		�	
: ��� /�
����� �
�
���	
 ��
�� 
� ;�	"
��	 7 /�	�/���� F
(
α

(r)
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(
α

(r)
(k)
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= ∂F

∂α
(r)
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∂x

∣∣∣∣
xp

≈ 0 SH:JL�T
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∂G
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xp

]−1

.G (xp) SH:JL�T
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∂x
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xp+1

]−1

≈ Hp+1 =
[
I − (up+1 ⊗ vp+1)

]
.Hp.

[
I − (up+1 ⊗ vp+1) �

]
SH:JI�T

up+1 =
xp+1 − xp

(Gp+1 − Gp) . (xp+1 − xp)
SH:JI�T

vp+1 = Gp+1 −
(

1 −
√

(Gp+1 − Gp) . (xp+1 − xp)
Gp. (xp+1 − xp)

)
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(
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〉
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=
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+

3
5

μϕ
b

(
2μ̃�� + 3μ0

)
μ̃�� (2μϕ

b + 3μ̃��)
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(r)
(k)μ
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(k′) =

⎛⎝ 1
1
0

⎞⎠⊗
⎛⎝ 1

−1
1
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⎡⎣ 1 −1 1
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√
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⎡⎣ 1 0 1/2
0 −1 1/2

1/2 1/2 0

⎤⎦ =
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