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Introduction

L’objet de cette thése est la compréhension et la prévision du comportement des polycristaux com-
posés de deux phases. La spécificité de ce probléme est liée & la microstructure du matériau. Celle-ci est
a la fois constituée de plusieurs phases cristallographiques (allotropiques) distinctes (le matériau est en
ce sens un matériau composite) et de cristaux présentant un grand nombre de formes et d’orientations,
ce qui est classique dans le cas d’un matériau polycristallin. C’est avec 1’idée que cette double source
d’hétérogénéité doit avoir une influence sur le comportement, & I’échelle macroscopique mais aussi aux
échelles plus fines, que nous avons abordé les problémes de mise en forme rencontrés dans le cas d’un
acier austéno-ferritique.

L’enjeu de ce travail est de construire un modéle visant & reproduire les phénoménes observés lors de
caractérisations expérimentales du matériau. L’hétérogénéité du matériau, la complexité de sa micro-
structure et I’aspect non déterministe attaché & sa description nous ont conduit & utiliser des modéles
d’homogénéisation pour aborder ce probléme. Le premier objectif fixé fut donc de faire la revue des ca-
ractéristiques du matériau d’étude et des méthodes d’homogénéisation existantes qui peuvent nous aider
a le modéliser ; c’est ’objet des deux premiers chapitres de ce travail.

A Tissue de cette synthése bibliographique, nous nous interrogerons sur les spécificités de la description
morphologique de ces polycristaux biphasés. L’absence de modeéle permettant de caractériser I'influence
de la répartition des phases sur le comportement mécanique d’un tel matériau nous conduira & proposer
un nouveau modéle qui sera présenté au chapitre 3.

Cette nouvelle description étant posée, il nous faudra évaluer ses capacités a produire des effets liés a
la distribution des phases et caractériser leurs conditions d’apparition. Afin d’obtenir ces informations,
nous considérerons au chapitre 4 des situations tests principalement axées sur 'importance de certains
parameétres tels le contraste interphase, la non linéarité et la fraction volumique. Ce chapitre sera égale-
ment l'occasion de vérifier I'implémentation du modéle en confrontant les résultats obtenus, dans des cas
simples, avec certains résultats issus de la littérature ou fournis par des logiciels a notre disposition.

Apreés avoir considéré ces situations de référence nous chercherons a nous rapprocher du matériau d’étude.
Pour ce faire, nous proposerons des mesures expérimentales permettant d’obtenir des caractérisations di-
rectement utilisables dans le cadre du modéle précédemment introduit. Ces résultats expérimentaux,
obtenus en collaboration avec 'université de Sheffield, constitueront des données de référence que nous
chercherons a reproduire dans la suite du travail.

Le chapitre 6 propose de telles comparaisons modéle/expérience intégrant 1’évolution microstructurale
qui apparait au cours de la sollicitation. Dans cette partie, ainsi que dans celle qui suit, nous discuterons
des résultats obtenus, des défauts de nos modélisations et de nos caractérisations expérimentales, afin de
pouvoir conclure quant a la pertinence de notre approche.

L’ensemble de ce travail se place dans le cadre des comportements non linéaires, il sera donc question
de linéarisation dans ce mémoire, néanmoins ce n’est pas sur cet aspect que se situent, & proprement
parler, les développements nouveaux. En effet, une autre étape critique du traitement d’un polycristal
biphasé, qui est d’ailleurs fondamentale pour tous les matériaux hétérogénes, est la représentation de la
microstructure ainsi que celle des mécanismes responsables du comportement mécanique des matériaux.
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La théorie des composites nous offre des outils éprouvés pour mener a bien cette description, nous avons
donc essayé, ici, de mettre & profit ces connaissances dans un cas ot le modéle auto-cohérent classique
semble trop restrictif.
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12 Chapitre 1 - Comportement des aciers austéno-ferritiques

Introduction

Les propriétés mécaniques et électro-chimiques des aciers inoxydables austéno-ferritiques leur conférent
un fort intérét industriel. Mais leur élaboration reste un probléme délicat qui ralentit considérablement
Pexpansion de ces matériaux. En effet, le laminage intercritique (i.e. dans le domaine de coexistence de
la ferrite et de l’austénite), incontournable pour I’obtention de certains produits plats et utile, de facon
générale, pour ’élaboration de matériaux austéno-ferritiques, peut conduire, lorsqu’il est mal controlé, a
des défauts et & des interruptions de process [17]. Ces phénomeénes semblent provenir de la répartition des
champs mécaniques dans les deux phases [17, 196, 73, 38]. Avant d’essayer de comprendre la nature de ces
interactions, il est bon de rappeler les mécanismes intervenant dans les polycristaux monophasés a haute
température. L’analyse d’essais classiques nous renseignera, ensuite, sur les mécanismes effectivement
rencontrés dans ’austénite et dans la ferrite dans les cas monophasés et biphasés. La littérature permet
d’expliquer une partie des phénoménes rencontrés, mais décrit également certaines spécificités des courbes
contraintes-déformations macroscopiques qui restent incomprises.

1.1 Intérét des aciers inoxydables austéno-ferritiques

On parle d’aciers inoxydables pour des matériaux constitués de fer (Fe) (souvent plutot d’acier) et

de chrome (Cr). La fraction massique de ce dernier doit étre supérieure & 10,5% d’aprés les normes en
vigueur.
Ce matériau est trés utilisé du fait de ses bonnes propriétés mécaniques et de sa résistance & la corrosion
(ce qui motive sa désignation sous le terme d’acier inoxydable). Son utilisation s’étend des domaines
médicaux, pharmaceutiques et agro-alimentaires ou sa facilité de nettoyage et de stérilisation est un
avantage précieux, a des domaines tels que le transport, la chimie et la pétrochimie ot sa résistance aux
environnements agressifs le rend indispensable [57]. Ce matériau se décline en grandes classes et nuances
sur lesquelles nous nous proposons de faire quelques rappels succincts.

1.1.1 Composition et cristallographie

Nous I’avons dit ’acier inoxydable est composé principalement de fer et de chrome mais il peut égale-
ment contenir plusieurs éléments d’alliage tels le nickel (Ni) (de fagon trés classique), le manganése (Mn),
le titane (Ti), le niobium (Nb), le vanadium (V) et le molybdéne (Mo).

On parle couramment d’aciers inoxydables ferritiques, austénitiques et austéno-ferritiques ; ces différentes
catégories étant liées a la forme allotropique du fer qui prédomine au sein du matériau. Dans les condi-
tions de pression standard le fer pur a une structure cristallographique cubique centrée (CC) jusqu’a la
température de 910°C ou se produit un changement de structure cristallographique et ou les cristaux de
fer deviennent cubiques a faces centrées (CFC). Le fer est appelé ferrite sous sa forme CC et austénite sous
sa forme CFC. Ces deux variétés seront désignées dans la suite, respectivement, par les lettres grecques
a et .

Les éléments d’addition cités précédemment vont avoir pour role essentiel de stabiliser une de ces formes.
Par exemple, de par sa structure cristallographique, le chrome (CC) aura un effet a-geéne, c’est-a-dire
favorisant la structure ferritique, alors que le nickel (CFC) sera ~-géne, stabilisant la forme austénitique.
Ces effets sont manifestes lorsque I'on considére les diagrammes d’équilibre thermodynamique. Celui qui
nous intéresse le plus, au vu de la définition de ’acier inoxydable, est 1’équilibre binaire Fe/Cr représenté
figure 1.1. Ce diagramme permet de constater la prédominance de la ferrite sur l’austénite due a leffet
du chrome. Des traitements thermiques adaptés peuvent permettre d’obtenir, ou de figer, des structures
austénitiques ou ferritiques particuliéres.

Les aciers austénitiques ont, généralement, de meilleures propriétés mécaniques que celles des aciers fer-
ritiques, notamment du point de vue de la ductilité et de la ténacité. Cette constatation permet de
comprendre que 80% des aciers inoxydables utilisés dans le monde sont des nuances austénitiques. Il est
donc important de pouvoir étendre la zone de stabilité de 'austénite. C’est pourquoi les nuances les plus
courantes d’aciers inoxydables se composent des trois éléments Fe, Cr et Ni. Usuellement, on utilise des
coupes (figure 1.2) du diagramme ternaire pour prévoir la composition d’un alliage.

Comme on le voit sur ce diagramme le domaine austénitique et le domaine de coexistence austéno-
ferritique sont bien plus développés qu’en I’absence de nickel, ce qui facilite ’obtention de nuances aus-
ténitiques ou austéno-ferritiques.
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Fic. 1.1: Diagramme d’équilibre binaire Fe/Cr, d’aprés [10].
.. . . R Coefficient d
L Module de Limite Résistance & | Allongement oeraen ) ;
Matérian Youn d’élasticité la rupture 4 la rupture dilatation lincaire
& P P entre 20 et 200°C
MPa MPa MPa % 10761
Ferritique 220 000 370 500 26 10
Austénitique 200 000 270 620 56 16
Austéno-
USteno 200 000 620 840 30 13
ferritique

TAB. 1.1: Propriétés thermo-mécaniques de nuances industrielles, d’aprés [39].

1.1.2 Caractéristiques mécaniques

La table 1.1 présente quelques propriétés thermo-mécaniques de nuances couramment utilisées dans
I'industrie. L’intérét principal des aciers austéno-ferritiques, par rapport aux aciers ferritiques et austé-
nitiques, concerne la limite d’élasticité et la résistance & la rupture.

Connaissant ces différents matériaux, on peut maintenant les associer & certaines applications en fonc-
tion de leurs caractéristiques générales (table 1.2). On peut remarquer dans cette table que les aciers
austéno-ferritiques semblent poser des problémes de mise en forme. C’est en effet le cas, il s’agit d’une
des limitations principales de 'utilisation de ces nuances. C’est ainsi que les premiéres applications réa-
lisées avec ces matériaux concernaient des piéces moulées. La détermination précise des conditions de
formage permettant d’éviter Papparition de fissures ou de défauts de surface (figure 1.3) est aujourd’hui
encore une question qui n’est résolue que de fagon empirique par le biais d’essais et d’erreurs.

La littérature sur le sujet [4, 134, 17, 91, 196] suggeére que ces problémes de formage sont liés a la nature
composite du matériau et aux interactions, mal connues, entre les grains de ferrite et les grains d’austé-
nite. Notre étude cherche & faire un premier pas vers la compréhension de ces phénomeénes en utilisant
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Fi1G. 1.2: Ezemples de diagrammes d’équilibres thermodynamiques pour les matériaur composés de fer, de chrome

et de nickel.
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(b) Aprés extrusion [148].

Fic. 1.3: Ezemples de défauts pouvant apparaitre au cours d’une mise en forme a chaud.

une description adaptée aux milieux hétérogénes 4 microstructure non déterministe!.

LAu sens ol toutes les caractéristiques de la microstructure ne nous sont pas accessibles.
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TAB. 1.2: Quelques exemples d’applications des nuances d’aciers inozydables en fonction de leurs caractéris-
tiques, d’aprés [38]. (erigences : x moyennes, «*x élevées, x x x trés élevées).

1.2 Intérét du laminage intercritique

Le laminage des aciers inoxydables est, en général, réalisé entiérement dans le domaine austénitique.
Pour ce faire le matériau doit étre réguliérement réchauffé au cours de la mise en forme. Lorsque 1’on
souhaite obtenir un produit plat austéno-ferritique présentant une microstructure caractéristique du pro-
cédé thermo-mécanique utilisé, le laminage peut nécessiter de travailler dans un domaine intercritique,
c’est-a-dire, dans un état o les deux phases coexistent. Cette opération est délicate, car les fractions
de phases peuvent varier au cours de la sollicitation, ce qui se traduit, en pratique, par des fluctuations
importantes de la réponse du matériau durant le laminage. Ainsi, une mauvaise maitrise du procédé peut
conduire a des défauts et a des arréts fréquents de la ligne de production. C’est la raison pour laquelle ce
type de traitement est réalisé le plus tard possible lors du processus d’élaboration.

Le laminage intercritique est parfois inévitable du fait des contraintes dimensionnelles sur le produit fini.
En effet, dans le cas de toles minces, le grand rapport surface sur volume place d’emblée le matériau dans
le domaine biphasé, du fait des échanges thermiques rapides [17].

Nous voyons ainsi que la compréhension des mécanismes intervenant dans le cadre de la déformation a
chaud d’aciers biphasés est un réel enjeu industriel. Cette connaissance pourrait conduire & des gains
économiques en termes de rendement liés & des interruptions moins fréquentes de la ligne. Elle pourrait
permettre également, une meilleure gestion énergétique du procédé car, si le laminage pouvait étre mené
a bien dans le domaine intercritique, il ne serait plus nécessaire de réchauffer le matériau pour rester
dans le domaine austénitique. De plus, une meilleure maitrise de ce procédé permettrait ’obtention de
microstructures mieux controlées et potentiellement mieux adaptées aux besoins que celles obtenues ac-
tuellement.

La compréhension des phénoménes apparaissant au cours du laminage intercritique nécessite de s’inté-
resser aux phénomeénes physiques intervenant dans le cadre de la déformation a chaud des métaux et, en
particulier, aux données relatives aux matériaux ferritiques, auténitiques et austéno-ferritiques. Certaines
de ces connaissances, bien établies, définissent une base commune a toutes les méthodes de modélisation
de la déformation & haute température.
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1.3 Physique du comportement & chaud

Un procédé de mise en forme consiste & imposer une histoire de chargement thermo-mécanique au ma-

tériau. L’objectif d’un tel procédé est d’une part, bien siir, d’obtenir les caractéristiques dimensionnelles
(macroscopiques) visées, mais également d’obtenir le comportement final recherché. Ce comportement
est lié & la fois & la microstructure et a la composition chimique du matériau aprés formage. Ainsi, la
détermination des parameétres de mise en forme demande une bonne connaissance du comportement et
de I’évolution locale du matériau soumis & des champs thermo-mécaniques.
Les procédés de formage a haute température, qui sont ceux qui nous intéressent ici, mettent & profit
une caractéristique classique des matériaux métalliques : & savoir I’aspect plus malléable qu’ils prennent
lorsque la température augmente. Cet effet est 1ié & "activation thermique du mouvement des dislocations.
Avec I'augmentation de la température, on quitte progressivement le domaine de 1’élasto-plasticité instan-
tanée, pour obtenir des écoulements visqueux dépendant fortement de la vitesse. On peut s’en convaincre
en considérant, par exemple, des essais de fluage ou de relaxation a différentes températures. Nous allons
maintenant décrire schématiquement les différents phénoménes mis en jeu lors de la déformation & chaud
d’un matériau métallique. L’effet de ces mécanismes sur la courbe contrainte-déformation du matériau
est résumé sur la figure 1.4.

Effet de I’écrouissage

ol ] Ecronissage, restauration dynamique

Ecrouissage, restauration
et recristallisation dynamique

red
sl

fc ep es €

Fic. 1.4: Représentation schématique de ['effet des mécanismes d’adoucissement sur la courbe contrainte-
déformation au cours d’un essai uniazial.

1.3.1 Ecrouissage

Le premier phénomeéne qui apparait lors de la sollicitation de métaux a haute température est une
augmentation de la contrainte, c’est ’écrouissage du matériau. Son origine physique est liée a la multipli-
cation des dislocations immobiles dans le matériau. En effet, la déformation plastique des monocristaux
est liée & leur cisaillement par des dislocations? [61, 197]. Lors de leur parcours une grande partie d’entre
elles vont s’immobiliser sur des défauts du réseau cristallin et former une “forét” génant® la progression
des dislocations mobiles. En paralléle, de nouvelles dislocations peuvent se former par des mécanismes
de type Frank-Read. C’est la densification progressive de la forét des dislocations bloquées qui inhibe la
progression des dislocations mobiles ; ceci rigidifie le matériau & 1’échelle macroscopique.

2Le mécanisme de glissement des dislocations conduisant aux amplitudes de déformation les plus importantes dans le
cas présent seul ce mécanisme sera considéré dans ce travail.

3Cette “géne” est associée au champ élastique lié a la présence des dislocations. Outre ce mécanisme d’autres sources
de durcissement importantes peuvent également étre invoquées, on pensera notamment & la formation de barriéres de
Lomer-Cottrell dans les matériaux présentant de faibles énergies de faute d’empilement.
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1.3.2 Meécanismes d’adoucissement

Lorsque I'on considére un essai uniaxial en température, comme celui schématisé figure 1.4, on s’aper-
coit que la croissance de la courbe contrainte-déformation est suivie d’une décroissance qui met en évidence
Iexistence de phénoménes d’adoucissement. Deux mécanismes principaux peuvent étre distingués, la res-
tauration et la recristallisation qui peuvent étre statiques et intervenir aprés la sollicitation (ou durant la
phase d’inter-passe pour un procédé de formage), ou dynamiques, et intervenir durant la sollicitation.
Ces phénomeénes d’adoucissement conduisent souvent pour les fortes déformations a un état stationnaire
ou ils viennent équilibrer ’écrouissage.

La restauration : Il s’agit de I'annihilation et de la réorganisation des dislocations en sous-grains
faiblement désorientés. On dit alors qu’on a polygonisation. La grande mobilité des dislocations favorise
ce phénomeéne. Ce processus peut s’accentuer avec 'augmentation de la déformation. La désorientation
devenant de plus en plus marquée, on parle alors de recristallisation continue ou de restauration éten-
due [32]. Ce phénoméne est également thermiquement activé et va donc d’autant plus a lencontre de
I’écrouissage que la température est élevée.

La recristallisation : Lors de la déformation, il y a développement de zones d’accumulation des
dislocations. Celles-ci peuvent faire apparaitre des germes de recristallisation qui vont croitre avec la dé-
formation et donner naissance & un nouveau grain, équiaxe, pauvre en dislocations et fortement désorienté
par rapport a ses voisins. Contrairement & la restauration, qui est un phénoméne continu dans le temps,
ce mécanisme provoque un adoucissement important et brutal du matériau. Il est favorisé lorsque la
mobilité des dislocations est réduite et, qu’en conséquence, elles ne sont pas “éliminées” par restauration.
Les germes de recristallisation apparaissent préférentiellement aux joints de grains, circuits de diffusion
efficaces, mais une germination intragranulaire peut néanmoins intervenir.

Certaines courbes contrainte-déformation exhibent un pic révélateur d’un équilibre entre écrouissage et
recristallisation dynamique (figure 1.4).

D’aprés de nombreux auteurs [59, 72, 94] , la recristallisation dynamique serait liée a la déformation sui-
vant une loi d’Avrami (1.6). Cette représentation s’obtient en considérant une succession de trois phases
(figure 1.5) : incubation, germination et développement (ou croissance des grains). On introduit ainsi

FR (%)
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dvy taille du grain austénitique

F1c. 1.5: Phases de la recristallisation d’apres [59].

une déformation critique de début de recristallisation €. située en amont de la déformation de pic ¢,
(ec ~ 0.8¢;) [17, 4, 6, 106, 72, 126] et de la déformation stationnaire &.
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On trouve des études fines sur les mécanismes de recristallisation et de restauration dans la littérature

(on citera par exemple [81]) mais nous n’en dirons pas plus ici car ces phénomeénes ne seront pas modélisés
en tant que tels dans notre travail.

1.3.3 Effet de la vitesse et de la température

Le mouvement des dislocations étant thermiquement activé, I’écrouissage sera plus lent lors de I'aug-
mentation de la température, du fait de la meilleure mobilité et d’une annihilation/réorganisation fa-
cilitée pour les dislocations. Les phénomeénes de recristallisation, quant a eux, apparaissent plus tot
mais sont moins stables du fait d’une élimination progressive des amas de dislocations par restaura-
tion et de I’écrouissage des grains nouvellement formés (ondulation de la courbe contrainte-déformation)
figure 1.6(a). Le méme genre d’évolution apparait quand, au lieu d’augmenter la température, on di-
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(a) Evolution avec la température d’aprés [172]. (b) Evolution avec la vitesse de torsion d’aprés [173].

Fic. 1.6: Evolution de la contrainte en fonction de la vitesse et de la température pour deuzx aciers.

minue la vitesse de sollicitation (figure 1.6(b)) ; cette constatation laisse supposer une correspondance
vitesse/température.

De fagon trés générale, la contrainte peut étre décomposée ([62] et [150]) en la somme d’une contrainte
critique o. (g, ) correspondant & une plasticité indépendante du temps et d’une contrainte visqueuse
o, (¢,a) fonction de la vitesse de déformation et des parameétres internes a. La figure 1.7 montre une
prédominance des phénomeénes de viscosité lorsque I’on modifie le trajet de chargement & haute tempéra-
ture. On s’autorisera ainsi, dans la gamme de température qui nous intéresse, a assimiler la contrainte a
sa composante visqueuse. De méme, la partie élastique de la déformation & haute température peut étre
négligée devant la déformation plastique. A I’échelle macroscopique, on peut s’en convaincre en notant
que le module de Young & haute température est de ’ordre de 100 GPa, ce qui conduit & des composantes
élastiques de la déformation de I'ordre de 1073. On considérera de méme que la vitesse de déformation
peut en fait étre assimilée a la vitesse de déformation plastique.

Le comportement étant purement visqueux, I’écoulement est fonction de la température et de la vitesse
de sollicitation. En fait, comme le suggérent les résultats expérimentaux de la figure 1.6, un parameétre
peut étre défini (1.1) en vue d’établir une équivalence entre I’évolution de ces deux variables pour une
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Fi1c. 1.7: Prédominance de la viscosité lors de la déformation des aciers a haute température d’aprés [6].

sollicitation uniaxiale; c’est le paramétre Z de Zener-Hollomon [216].

Z=¢exp (%) (1.1)

Cette équivalence, ou R = 8.314J. K '.mol™" est la constante des gaz parfaits et 7' la température en
Kelvin, fait intervenir une énergie d’activation @) et s’obtient en associant Z a I’état de contrainte.

1.3.4 Essais de caractérisation

Afin d’obtenir des informations sur le comportement & chaud des aciers austéno-ferritiques au cours de

la mise en forme, des essais en laboratoire peuvent étre réalisés pour caractériser la réponse du matériau.
Ces différents essais doivent permettre de balayer des gammes de vitesses et de déformations étendues
et doivent étre suffisamment simples pour étre reproductibles. Quel que soit I'essai utilisé, il conduit,
pour des déformations importantes, & des évolutions microstructurales. Ces modifications influent sur la
réponse du matériau. On peut ainsi chercher & se rapprocher des conditions de sollicitations caractéris-
tiques du moyen de mise en forme que 1’on souhaite modéliser. Ou, de fagon plus générale, essayer de
comprendre comment se déroule I’évolution dans le cadre d’un essai, afin de pouvoir simuler cette mise a
jour pour des sollicitations quelconques. Plusieurs travaux ont montré la non-superposition des courbes
contrainte-déformation dans le cas de modes de sollicitation différents [198, 97]. Les raisons avancées pour
expliquer ces différences sont I’anisotropie du matériau, les évolutions différentes de la microstructure et
les mécanismes d’écrouissage. Nous voyons ici I'importance des micro-mécanismes et la nécessité de ne
pas se contenter de caractérisations et modélisations macroscopiques.
Les principaux essais réalisés pour modéliser le laminage & haute température sont : la torsion, la compres-
sion plane, la compression axisymétrique et la traction. Comme le mentionne Sellars [178], seuls les deux
premiers types d’essais permettent une caractérisation dans des conditions proches de celles du laminage &
chaud*. L’essai de torsion présente ’avantage de permettre I’étude d’une grande gamme de déformations
et de vitesses tout en évitant les domaines d’instabilités plastiques. Les essais de compression plane ou
axisymeétrique, quant & eux, semblent plus simples & interpréter et & dépouiller. Ils présentent également
une dépendance moins importante vis-a-vis de la forme de la microstructure [147, 91] mais couvrent un
domaine de déformations moins large, typiquement jusque 2.5.

1.4 Cas des aciers austéno-ferritiques

Les remarques faites jusqu’a présent sont trés générales et s’appliquent a la majeure partie des poly-
cristaux métalliques & haute température. Nous allons maintenant caractériser de facon plus spécifique

4En effet les tenseurs gradient de la vitesse dans ces deux situations conduisent aprés changement de base au méme
tenseur vitesse de déformation (mais pas au méme tenseur taux de rotation).
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les matériaux auxquels nous nous intéressons.

1.4.1 Aciers ferritiques

Ils présentent, comme on I’a vu, une structure cubique centrée, associée & une haute énergie de faute
d’empilement, ce qui limite I’extension du cceur des dislocations. Le glissement et la montée des disloca-
tions sont alors favorisés ce qui permet leur annihilation. On a donc une restauration dynamique impor-
tante dans ces matériaux. Cette restauration dynamique va s’étendre, pour des déformations importantes,
en une recristallisation dynamique continue [32]. On peut d’ailleurs voir ce mécanisme se développer par
microscopie électronique en transmission. On peut également se convaincre qu’il s’agit du seul mécanisme
d’adoucissement présent dans ce matériau en observant que la courbe de taux d’écrouissage § = do/0e
en fonction de la contrainte (figure 1.8) ne présente pas de rupture de pente [94] caractéristique, si 'on
se base sur le modéle de Kocks (qui sera rappelé sommairement dans la suite §1.6.3), d’un changement
de mécanisme.

L’efficacité des mécanismes de restauration dans les aciers ferritiques induit une courbe contrainte-
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Fic. 1.8: Tauz d’écrouissage en fonction de la contrainte pour un matériau ferritique d’aprés [94].

déformation trés proche de celle d’'un matériau parfaitement plastique.

Il est & noter également que, & froid, les systémes de glissement activés dans le cristal CC sont princi-
palement ceux de la famille {110}<111> alors que, & chaud, d’autres systémes interviennent rendant la
déformation du matériau plus facile. C’est ce qui explique que la ferrite soit plus raide que 'austénite a
froid, alors qu’elle présente une contrainte d’écoulement deux a quatre fois moins importante que celle-ci
a chaud [90]. Les autres systémes activés a haute température sont de la forme {112}<111> ou encore
{123}<111>. On peut remarquer que ces systémes possédent la méme direction de glissement mais des
plans distincts on parle alors, de fagon trés imagée [195], de “pencil glide”.

Nous allons maintenant présenter quelques courbes macroscopiques obtenues & partir d’essais sur des
aciers ferritiques afin de caractériser la relation entre la contrainte et la déformation. La figure 1.9 pro-
pose quelques données issues de la thése de Vernusse [205]. On voit clairement, & partir de ces graphes,
que la ferrite ne s’écrouit pratiquement pas et présente un écoulement quasiment plastique parfait. Les
résultats de [147] et [53] abondent également dans ce sens pour des compositions, des sollicitations et
des températures différentes. On peut ainsi en conclure, qu’a haute température, la ferrite présente un
écoulement trés simple® 4 modéliser.

Al-Jouni [4] a cependant obtenu des résultats différents en caractérisant un acier ferritique en torsion a
haute température. Il remarque systématiquement sur ses courbes la présence d’un pic, similaire & celui
qui apparait & 800°C sur la figure 1.9(b). Al-Jouni signale que ce type de pic, qui n’est pas & associer &
une recristallisation dynamique du matériau, a déja été observé par d’autres auteurs lors de sollicitations
en torsion. Dans le cas de ses données, il considére ce phénoméne comme étant lié & la présence d’une
forte texture.

5Beaucoup plus simple que sa déformation & froid [125].
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Fi1G. 1.9: Ezemples de courbes d’écoulement pour un acier inozydable ferritique exrtrait de [205].

1.4.2 Aciers austénitiques

L’austénite (CFC) posséde une faible énergie de faute d’empilement et présente donc peu de restaura-
tion dynamique par rapport a la ferrite. Les dislocations ont alors tendance & s’accumuler dans les plans
de glissement jusqu’a ce qu’une annihilation massive de ces derniéres soit possible. On a affaire, dans ce
cas, & un phénomeéne de recristallisation discontinue. La courbe contrainte-déformation présente alors une
croissance plus “lente” que celle de la ferrite jusqu’a un ou plusieurs pics avant de tendre asymptotique-
ment vers un état stationnaire.

Comme dans le cas précédent, nous allons présenter quelques courbes d’écoulement austénitiques. Les
données de Vernusse [205], homologues a celles fournies dans le cas de I'acier inoxydable ferritique, pré-
sentent un écrouissage beaucoup plus progressif que celui obtenu dans la ferrite. Ce phénoméne peut
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F1c. 1.10: Ezemples de courbes d’écoulement pour un acier inozydable austénitique extrait de [205].

s’interpréter comme l’existence d’une restauration dynamique beaucoup moins efficace dans le cas austé-
nitique que dans le cas ferritique. Ces courbes, contrairement & celles proposées par [126] ou [51, 127, 94]
par exemple, ne présentent pas de pic caractéristique de la recristallisation dynamique. Ce phénoméne
est malgré tout trés courant dans le cas des aciers austénitiques.

On remarque que, dans un cas ot la recristallisation dynamique a lieu, le taux d’écrouissage du matériau
n’est plus linéaire (figure 1.11) comme précédemment dans le cas ferritique. Enfin, précisons que les sys-

témes de glissement prédominants dans le cas d’une structure cubique & faces centrées sont de la forme
{111}<110>.

1.4.3 Aciers biphasés

L’adoucissement des aciers biphasés semble faire intervenir les mémes mécanismes que pour les phases
pures, & savoir plutot de la recristallisation dynamique dans l'austénite et de la restauration dyna-
mique dans la ferrite. Certains auteurs [52] ont observé des courbes contrainte-déformation sur lesquelles
semblent apparaitre successivement les deux comportements. La premiére phase est un plateau horizon-
tal, caractéristique de la restauration dynamique de la ferrite, qui est suivie par une phase transitoire
présentant une croissance de la contrainte, caractéristique d’un transfert de charge entre l'austénite et la
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Fi1c. 1.11: Tauz d’écrouissage en fonction de la contrainte pour un matériau austénitique d’aprés [94]. La perte
de linéarité est caractéristique d’un changement de micro-mécanisme.

ferrite. Une derniére phase correspondrait & la recristallisation de 1'austénite. La présence ou non d’un
maximum de contrainte lors des essais n’a rien de systématique et semble trés liée au mode de sollicitation
[11]. Les différents auteurs rapportent, aprés observation de la microstructure que, lorsque la ferrite est
en matrice, la déformation se concentre initialement dans cette phase avec une trés faible déformation
de l'austénite [53]. Ce phénomeéne ralentit ou inhibe considérablement Papparition de recristallisation
austénitique.

La principale caractéristique du comportement & chaud des aciers inoxydables austéno-ferritiques est leur
trés faible ductilité ce qui est cohérent avec les problémes rencontrés au cours de la mise en forme. Ces
problémes de ductilité, bien moins présents dans les phases pures comme le montre la figure 1.12, se-
raient dus a la partition des déformations entre la ferrite et ’austénite conduisant & des concentrations de
contrainte a I'interphase et favorisant ainsi ’apparition de fissures [57]. Ce phénoméne est nécessairement
dépendant, de la forme des grains, car une forme aigué conduira a une concentration de contrainte plus
importante. Certains auteurs [11, 90] précisent également que les liens d’orientation de type Kurdjmov-
Sachs® (KS) doivent étre pris en compte pour représenter l'interaction ferrite/auténite. Ils notent une
forte dépendance de la ductilité du biphasé en fonction de 'existence ou non de ces relations d’orienta-
tion, comme le suggére la figure 1.13. Un matériau brut de fonderie présente souvent ce type de relations
de cohérence entre les phases. Celles-ci ont tendance & s’estomper avec I’évolution de la déformation. Un
matériau recuit, quant & lui, présentera des interfaces incohérentes (comme c’est sans doute le cas pour
le matériau de Vernusse soumis a une prédéformation et & un recuit a 1200°C pendant une demi-heure).
Il semble que lorsque 1’on sollicite un acier inoxydable austéno-ferritique a basse température ou & forte
vitesse, et que celui-ci présente des phases liées par des relations d’orientation, 'austénite empéche la
ferrite d’accommoder une grande partie de la déformation, cela parfois jusqu’a ce que des décohésions
aux interfaces interviennent. A contrario, en I’absence de relations de type KS, la ferrite accommode
beaucoup plus facilement la déformation, allant méme parfois jusqu’a glisser le long des joints austéni-
tiques [4]. C’est également la présence ou non de ces relations d’orientation qui justifie la différence de
forme obtenue pour la courbe d’écoulement brut de coulée présentée a la figure 1.16.

Les différences de comportement observées entre le biphasé et les polycristaux monophasés seraient donc
liées & une hétérogénéité de la répartition de la déformation dans les deux phases, fortement dépendante
de la forme de la microstructure et des relations d’orientation qui peuvent exister entre la ferrite et
l'austénite. Il semble donc que ce probléme soit essentiellement mécanique et ne fasse pas intervenir de
nouveau phénomeéne physique.

C’est d’ailleurs également la conclusion de Balancin [11] qui interpreéte la forme des courbes d’écoulement
en fonction de la prédominance de plusieurs phénomeénes. Si la croissance de la courbe se fait rapidement,
I’auteur considére qu’on a une forme typique de restauration dynamique efficace, ce qu’il associe a la phase
ferritique seule. Lorsque cette phase est suivie d’un plateau, tout se passe comme si ’on était dans un

6Des détails concernant ces relations d’orientation peuvent également étre trouvés dans [97].
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Fic. 1.12: Nombre de tours avant rupture sur un acier inozydable auténo-ferritique sollicité en torsion en
fonction de sa fraction volumique de ferrite, d’aprés [134].

Fi1G. 1.13: Différence de ductilité en torsion (vitesse 15~ ', niveau de déformation équivalent 1.6), respectivement
de gauche a droite, de trois échantillons bruts de fonderie sollicités a 1000°C (présence de fissures en surface et
a caeeur), 1100°C (présence de fissures en surface) et 1200°C (présence de fissures en surface), et d’un échantillon
recuit (absence de fissures), d’aprés [147]. Fraction d’austénite 65%.

cas ferritique. L’ensemble de ces deux conditions est en général rencontré lorsque la fraction d’austénite
est, faible.

Si la phase de croissance rapide présente une amplitude importante et est suivie d’une diminution rapide
de la contrainte d’écoulement, I’auteur considére que nous sommes en présence d’un effet 1ié aux relations
d’orientation. Dans ce cas, 'austénite rigidifie le matériau dans un premier temps, bien que la restaura-
tion reste trés efficace, puis la perte des relations d’orientation au fil de la déformation va conduire & une
relaxation progressive de la contrainte d’écoulement.

Enfin, lorsque I'on observe un écrouissage progressif du matériau, Balancin considére que la phase dure
est en fraction suffisante pour qu’il y ait interaction des ilots d’austénite. Cette phase participe alors, de
facon importante, & 1’écrouissage du matériau.

Nous observons bien ces différents types de comportement sur les courbes de Vernusse de la figure 1.14.
Mais, si ces classifications paraissent cohérentes, I’appartenance des courbes a 'une ou 'autre de ces
catégories semble étre une fonction complexe de la fraction de phase, du mode et de la vitesse de sollici-
tation ainsi que de la température. Vernusse interpréte, quant a lui, ces différences comme étant liées a
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FiGg. 1.14: Ezemples de courbes d’écoulement en compression azisymétrique pour un acier inozydable austéno-

ferritique extrait de [205].

des restaurations ou a des recristallisations typiques de I'une ou ’autre de ces phases. Exception faite de
la nuance a 70% de ferrite, ou il associe la décroissance & un effet de distribution de phases. Ce choix est
justifié dans la mesure ou le traitement thermo-mécanique subi par les matériaux a da leur faire perdre
leur relation d’orientation, ce qui exclut donc, a priori, ’explication fournie par Balancin. De plus, I’ana-
lyse microstructurale de Vernusse, met en évidence le regroupement de ’austénite en amas, alors qu’il n’a
détecté ni fissures, ni texture prononcée sur le matériau initial qui auraient pu expliquer I’adoucissement

observé.

Iza Mendia [90] fait remarquer, qu’'un pic peut apparaitre lorsque le matériau biphasé est sollicité en
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torsion. L’auteur suggére [91, 147] que ce pic pourrait étre lié & une évolution morphologique. Il considére
que la torsion est un mode de sollicitation, en général, plus sensible et présentant une dépendance plus
complexe & la forme de la microstructure que la compression.

1.4.4 Evolution et influence de la microstructure

Assez peu d’études considérent a la fois ’évolution de la microstructure et celle des courbes d’écoule-
ment. Il est donc assez difficile de se faire une idée précise de I'influence de la morphologie microstructurale
sur la réponse macroscopique du matériau. De plus, les données disponibles ne révélent pas de tendance
évidente. Nous considérons, ici, quelques exemples d’expériences réalisées sur des matériaux recuits, ce
qui limite donc 'influence des relations d’orientation.

Partant de microstructures différentes, pour une méme fraction volumique (figure 1.15) Vernusse n’a pu
mettre en évidence de différences de comportement macroscopique, méme si de légéres différences appa-
raissent a basse température.

A contrario, un effet morphologique apparait clairement sur la figure 1.16 au cours d’un essai de torsion
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Fic. 1.15: Absence d’influence de la microstructure au cours d’essais de compression azisymétrique (0.03s ')
pour des matériauz 6 70% de ferrite, d’aprés [205].

partant de microstructures qui sont soit équiaxes, soit trés allongées dans une direction. Le durcissement,
observé, dans le cas ou la microstructure est allongée et paralléle & la direction de torsion, semble étre
lié au fait que ce mode de sollicitation “force” les grains austénitiques a interagir, alors que dans les deux
autres situations la ferrite peut accommoder plus facilement la déformation. Cet effet morphologique
disparait presque totalement lorsque ’on substitue une compression plane & la torsion comme le montre
[147]. Un effet de forme est néanmoins visible au cours d’une compression axisymétrique a la figure 1.17.
Le passage d’une microstructure allongée dans la direction de compression, donc proche d’un assemblage
ou 'on peut supposer la déformation homogene (borne de Voigt), & une microstructure plus équiaxe,
accompagne ’adoucissement de 1’écoulement macroscopique.
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FiG. 1.17: Evolution de la forme des domaines de phase au cours d’une compression azisymétrique (0.03s ')
d’un biphasé comprenant 80% de ferrite, d’aprés [205].

1.5 Questions ouvertes

La revue bibliographique précédente a éclairci quelques points concernant le comportement des aciers
inoxydables austéno-ferritiques a haute température. Malgré tout, un certain nombre de questions restent
entiéres. Nous allons tacher d’en rappeler quelques-unes.

La premiére question qui se pose est celle de la décroissance systématique des courbes & 70% de ferrite
présentées par Vernusse (figures 1.14(a) et 1.18). A priori, ce comportement est spécifique des aciers
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biphasés, mais, bien que plusieurs explications aient été avancées, il est difficile de voir clairement quel
mécanisme est & la source de ce phénoméne. L’hypotheése la plus crédible, a priori, est celle de Vernusse
(en effet celle de Balancin ne s’applique pas sur des matériaux recuits et aucune texture n’a été détectée
par Vernusse) qui consiste a supposer un effet morphologique. L’auteur a méme caractérisé la spécificité
morphologique qui, selon lui, serait responsable de la forme de la réponse. Il s’agit du regroupement de
I’austénite sous forme d’amas, au cours de la sollicitation, qui adoucirait le comportement macroscopique.
Néanmoins, "auteur n’a pas pu justifier davantage son point de vue.

Une autre question ouverte est celle du croisement et de 'interversion de courbes contrainte-déformation.
La figure 1.18 présente I’écoulement de matériaux biphasés et monophasés. La courbe a 70% de ferrite
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Fi1G. 1.18: Cette figure présente quelques cas de “mélanges” des courbes d’écoulement du biphasé (biphasé plus
riche en phase molle plus dur que des biphasés riches en phase dure) en compression azisymétrique.

est située initialement au-dessus de celle & 50% de ferrite et croise parfois celle-ci lors de ’évolution de
la déformation. Ce comportement inhabituel est stirement en rapport avec celui décrit plus haut pour le
matériau a 70% de ferrite. Malgré tout, dans un cas général, on peut se demander ce qui peut amener
un biphasé plus riche en phase molle & étre plus rigide qu’un matériau contenant plus de phase dure.
L’avancée de I’écoulement semble avoir tendance & “réordonner” les courbes, ce qui indique que le para-
métre responsable de ce phénomeéne évolue avec la déformation. La encore, I’évolution morphologique du
matériau semble une hypothése pertinente qui mérite une investigation plus approfondie.

Al-Jouni observe un croisement similaire mais, dans son cas, les choses sont, encore plus préoccupantes,
car c’est la ferrite pure initialement au-dessus du biphasé a 30% d’austénite, qui vient croiser cette der-
niére (figure 1.19). Ainsi, ajout de phase dure aurait tendance a ramollir le matériau. Comme on ’a
déja précisé, Al-Jouni considére que ce phénoméne est lié & une texture prononcée dans la ferrite pure.
On pourrait aussi penser a la présence d’un autre mécanisme de déformation absent dans la ferrite pure
mais apparaissant dans le cas biphasé.

Deux types de phénoménes annexes susceptibles d’accommoder la déformation dans les aciers inoxydables
austéno-ferritiques ont déja été évoqués trés brievement. Il s’agit de 'apparition de fissures et du glis-
sement interphase [146]. Les fissures semblent étre favorisées lorsque des relations d’orientation existent
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FiG. 1.19: Méme type de comportement qu’d la figure 1.18 mais cette fois c’est la courbe & 30% d’austénite qui
présente une contrainte d’écoulement inférieure a celle de la ferrite pure.

entre les phases; certains auteurs précisent méme qu’apres I’apparition de fissures, ils ont encore pu dis-
tinguer des relations de type KS au niveau de la zone de décohésion [91]. En ’absence de telles relations,
le glissement interphase semble dominer pour accommoder les incompatibilités, qui peuvent apparaitre
entre la ferrite et ’austénite. Mais nous n’avons pas de réponse concernant les modalités d’apparition de
ce glissement, et la part qu’il prend dans la déformation du matériau.

Ces questions font appel a4 une caractérisation du matériau a I’échelle de la microstructure. Pour espé-
rer pouvoir progresser sur ces questions, il faut ainsi intégrer, dans un modéle, des données mesurées a
I’échelle des phases, et a I’échelle des grains du matériau. Nous avons vu précédemment que I’agencement,
de la microstructure revétait un caractére particuliérement important, nous chercherons donc & traiter
précisément, cet aspect.

1.6 Modéles utilisés pour la description de 1’écoulement des po-
lycristaux

Il existe un grand nombre de modéles permettant d’estimer le comportement de structures polycristal-
lines. Ceux-ci se distinguent par leur contenu physique et par 1’échelle des phénoménes qu'’ils représentent.
Dans cette section nous allons considérer deux familles de modéles. Ceux qui visent uniquement a décrire
le comportement macroscopique du matériau dans des conditions proches de celles d’essais déja réalisés et
ceux qui cherchent & modéliser de facon plus fine le matériau afin de comprendre les phénomeénes qui in-
terviennent plus localement, dans le but d’ouvrir des possibilités d’extrapolation en dehors des conditions
d’essai et pour des configurations microstructurales différentes.

1.6.1 Modéles empiriques macroscopiques

Le matériau peut étre vu de différentes facons. Tout d’abord, il peut étre assimilé a une boite noire
associant une réponse mécanique a des conditions d’essais. Le modéle consiste alors & donner la meilleure
représentation mathématique possible des mesures effectuées. Aucune physique n’est intégrée dans ce
type de relations. La difficulté liée a de telles formulations est de se limiter & un nombre restreint de
parameétres, permettant néanmoins de décrire avec une bonne précision le comportement visé. Ce type de
modélisation sert, en général, de résultat de base pour échafauder des modéles au contenu physique plus

riche. Nous allons présenter dans cette section des modéles visant uniquement & prévoir le comportement
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macroscopique du matériau et intégrant peu de contenu physique.

Prévision de la contrainte établie
Nous avons vu qu’a partir d’une certaine déformation les essais de sollicitation monotone & haute tempé-
rature tendaient, en général, asymptotiquement vers un état stationnaire qui s’apparente & un domaine de
fluage en régime établi. Cette observation permet d’utiliser certaines relations phénoménologiques établies
dans un tel cadre. Dans le cas du fluage, il existe une relation liant le paramétre Z de Zener-Hollomon 4
la contrainte & la saturation g,y (figure 1.4) en considérant une loi puissance (1.2) d’exposant n appelé
sensibilité & la contrainte.

Z=Aoc" (1.2)

Le comportement & chaud d’un solide peut se décomposer schématiquement en trois domaines dans un
repére (log(Z);log(o)) [150] et la loi définie par ’équation (1.2) n’est valide que pour les deux premiers
domaines. Au cours du stade I, celui des trés faibles contraintes caractéristiques du fluage, n est sensible-
ment égal & 1. Pour le stade II, stade des contraintes et des vitesses de déformation moyennes, le facteur
n est compris grossiérement entre 3 et 8 [82, 150, 185, 62, 108]. La validité de cette loi empirique est
perdue & haut niveau de contrainte (stade III), ou elle peut étre remplacée par une loi exponentielle :

Z =A" exp(Bo) (1.3)

C’est, pour ce niveau de sollicitation que I'on peut voir apparaitre un pic de contrainte ou un phénomeéne
d’ondulation de la courbe d’écoulement caractéristique d’un processus de recristallisation dynamique.
Garofalo [64], puis Sellars et Tegart [182], ont proposé une forme valide sur tout le domaine d’évolution
de la contrainte : )

Z = A" [sinh (a0)]" (1.4)

Ce type de relation est aujourd’hui trés utilisé dans la littérature et a été vérifié sur une large gamme de
matériaux (voir par exemple [93]). Ces lois, qui sont a l'origine purement phénoménologiques, peuvent
étre justifies dans le cadre de la théorie de Pactivation thermique [150].

Prévision du régime transitoire

La description précédente quoiqu’utile reste limitée, car elle ne décrit, a priori, que le régime établi.
D’autres expressions sont nécessaires pour décrire la courbe contraine-déformation du matériau lors de
I’écoulement. Ces relations sont, en général, scalaires et s’appliquent & la contrainte équivalente et a la
déformation logarithmique équivalente relative & 1’essai considéré. Nous pouvons citer quelques expres-
sions utilisées dans la littérature pour différents matériaux et différents modes de sollicitation. Fields et
Backofen [60] et [6] utilisent la relation (1.5a), Voce [206] et Kocks [96], quant & eux, proposent l'une des
relations les plus classiques (1.5b), ou o; décrit la contrainte initiale et oga¢ la contrainte de saturation ou
la contrainte de pic. Ces paramétres sont, obtenus pour différentes vitesses et températures en utilisant
les relations valides pour le régime établi. Sah [175] a proposé une loi de la forme (1.5¢), trés similaire
a ce que proposent [179, 180, 16] et [72] & travers (1.5d). Une forme trés différente (1.5e) est également
proposée par [177] et [94].

o= A(T).e" ™) em™ (1.5a)
o =0;+ (0gas —0i) [1 — efcﬂ ( )
o =0;+ (0sat — 04) [1 — efcﬂm (1.5¢)
o=B[1-e " (1.5d)
0 = Osat + (07 — Osat) In g, (€ + £0)] (1.5e)

e—¢

0 — Osat — (UsatQ - Usat) {1 - e_k(a—p)m} pour ¢ > g° (16)

En général, ces lois sont caractéristiques d’'un mécanisme de déformation. Ici, il s’agit du domaine
d’écrouissage avec restauration dynamique. Elles sont donc utilisables jusqu’a la déformation critique
€¢. Lorsque la recristallisation dynamique intervient une autre relation doit étre utilisée. L’adoucissement,
lié & ce mécanisme est souvent associé a une relation d’Avrami (1.6) [94, 72, 16] qui est valide & partir de
€€ et tend vers une saturation og,i2. Une revue de ces expressions et de leur domaine d’application est
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proposée dans [69].
Un premier enrichissement physique de ces modéles macroscopiques est possible & travers ’'utilisation de
lois & variables internes.

Lois a variables internes

Les lois a variables internes peuvent, elles aussi, modéliser le matériau d’un point de vue macroscopique
mais cherchent & représenter I’évolution des mécanismes locaux & travers I’évolution de paramétres in-
ternes. Ces modéles ont également pour objectif le respect des principes de la thermodynamique. Cette
famille de modeles est décrite en détail dans [108], nous citerons par exemple le modéle de Delobelle [45]
qui permet de représenter le comportement d’aciers inoxydables austénitiques pour une large gamme de
températures et de sollicitations mais qui, pour cela, fait intervenir un grand nombre de variables internes.
Les densités de dislocations sont des variables internes particuliérement intéressantes pour la modélisa-
tion du comportement car celles-ci sont directement liées aux mécanismes de plasticité apparaissant dans
le matériau. Mais une description utilisant ces paramétres nécessite une prise en compte plus explicite
de la microstructure et de la physique associée a celle-ci car, pour l'instant, les formulations proposées
n’intégrent pas la nature polycristalline du matériau.

1.6.2 Traitement micro-mécanique d’un probléme

La représentation du comportement d’un matériau & ’échelle macroscopique & travers l'identification
de lois, telles celles présentées en §1.6.1, peut se révéler trés utile associée & la mécanique des milieux
continus pour prévoir la réponse d’une piéce chargée dans une gamme de sollicitations connue. Mais cette
démarche ne permet pas de décrire la réponse du matériau lorsque la microstructure est différente de
celle des conditions d’essai’. Cette observation motive I'introduction d’une démarche micro-mécanique
qui consiste & identifier le comportement & une échelle plus fine, proche des micro-mécanismes locaux que
I’on peut penser indépendants de ’arrangement microstructural, et & assembler les constituants élémen-
taires en utilisant un modéle de microstructure.

Concrétement, si on considére un élément de microstructure® soumis & un champ mécanique macrosco-
pique, la démarche micro-mécanique (figure 1.20) consiste a obtenir le champ local & 1’aide de relations de
localisations basées sur les résultats généraux de calculs de micro-structures, a appliquer la loi de compor-
tement & 1’échelle locale puis & revenir au champ macroscopique en utilisant une opération de moyenne.
Cette démarche nous permet donc de lier les champs macroscopiques au travers d’'un comportement ef-
fectif, tout comme le ferait la méthode traditionnelle basée sur une identification macroscopique ; mais
cette approche est plus versatile du fait de son application pour des microstructures variées. Ce dernier
avantage est également une contrainte forte, en effet pour étre efficace un modéle de changement d’échelle
doit non seulement trés bien modéliser les phénomeénes locaux dans le milieu mais également bien rendre
compte de l'agencement microstructural, ce qui est souvent une tache délicate ; ainsi l'utilisation d’une
démarche micro-mécanique pouvant s’avérer lourde sera réservée a des applications ou celle-ci s’avére
impérative. Cette approche est néanmoins trés attirante du fait de son riche contenu physique et de son
large domaine d’application.

La section suivante présente le type de lois susceptible d’étre utilisé & une échelle plus locale ainsi que des
méthodes générales permettant le dialogue entre description macroscopique et description microscopique
du comportement.

1.6.3 Prise en compte de la physique du matériau

Nous intégrons, maintenant, les hétérogénéités locales et les mécanismes physiques responsables de
la déformation dans notre matériau. Nous nous plagons donc dans un cadre micro-mécanique polycris-
tallin. Les lois de comportement locales proposées sont alors des lois cristallines, celles-ci modélisent les
mécanismes & ’échelle des grains. La déformation est, dans le domaine qui nous intéresse, représentée
par le glissement le long des plans cristallographiques. Dans le cadre viscoplastique, ce mécanisme lie la
vitesse le long d’un systéme aux efforts sur ce systéme, au travers de relations similaires a celles décrites
a l’échelle macroscopique (loi puissance, sinus hyperbolique [12] ...).

L’évolution de ’écrouissage sur chaque systéme est un point central de ces relations. De nombreuses lois

"Du fait de I’arrangement initial ou de 1’évolution de la microstructure dans une gamme de sollicitation différente par
exemple.
8Présentant un certain nombre de propriétés comme nous le verrons dans la suite.
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Fi1Gg. 1.20: Représentation schématique de la méthode micro-mécanique dans un cadre viscoplastique : il s’agit
d’arriver a caractériser le comportement viscoplastique F' en faisant une incursion a [’échelle locale.

phénoménologiques existent et consistent essentiellement en des écrouissages multiplicatifs [95] et ciné-
matiques [29]. L’une des difficultés est que ’écrouissage des différents systémes est lié et qu’il est souvent
difficile de bien représenter ces interactions. Une autre difficulté vient de lidentification des paramétres
et de I'absence, une fois encore, de liens entre les paramétres identifiés & cette échelle et les mécanismes
de restauration et de recristallisation présentés précédemment. Une fagon d’intégrer cette physique est de
faire dépendre I’écrouissage de variables internes & sens physique telle que la densité de dislocation. Un
exemple de ce type de formulation est présenté dans la suite.

Lois en densité de dislocation

Comme nous ’avons vu en décrivant les mécanismes physiques de la déformation & chaud §1.3, c’est le
mouvement et le nombre des dislocations dans le matériau qui vont caractériser principalement la défor-
mation. Il est donc logique d’imaginer un modéle basé sur I’évolution de la population des dislocations
dans le matériau. Les modéles les plus simples ne font intervenir, comme variable interne, que la den-
sité de dislocation totale mais des descriptions plus sophistiquées (distinguant les différents systémes de
glissement, prenant en compte ’existence de cellules. ..) sont possibles [167, 138, 133]. Les dislocations
présentes dans le matériau peuvent étre mobiles et ainsi contribuer & la déformation, ou étre immobiles,
et jouer le role d’obstacles au mouvement des dislocations mobiles. Décrire I’évolution de la densité de
dislocations passe par une description statistique des phénomeénes : de création des dislocations mobiles,
d’immobilisation (c’est-a-dire de conversion des dislocations mobiles en dislocations fixes), d’annihilation
avec d’autres dislocations et de remobilisation des dislocations immobiles. Les équations générales décri-
vant la méthode doivent permettre de lier la vitesse de glissement le long des plans cristallographiques
et la cission sur le systéme aux densités de dislocations. Ces équations sont classiquement données par la
loi d’interaction avec les dislocations immobiles (toutes sont considérées en tant “qu’arbres de la forét”)
(1.7a) et par la relation d’Orowan (1.7b)

T = auby/pi (1.7a)
4= pmbv (1.7b)

ou 7 et % désignent respectivement la cission et le taux de glissement viscoplastique sur le systéme, et ou
la densité de dislocations a été décomposée en partie mobile et partie immobile (p = p,, + p;). b décrit la
norme du vecteur de Burgers, 4 le module de cisaillement du polycristal et © = dz/dt la vitesse moyenne
des dislocations mobiles. « est un facteur de 'ordre de l'unité dont la nature est précisée dans [61]. Ces
deux expressions associées a I’équation d’évolution de la densité de dislocation avec le glissement (1.8) et &
I’hypotheése que la densité de dislocation mobile est trés faible devant la densité de dislocations immobiles
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(et qu’on peut ainsi assimiler p & p;), forme le cadre usuel pour les modeéles en densité de dislocations.

_(0pT  Op~
dp = < o o >dfy (1.8)

C’est dans la description des mécanismes liés & I’évolution des densités de dislocations, et donc dans
lexpression des fonctions p et p~, que ces modéles différent. Afin de présenter une démarche compléte,
nous allons rappeler I'un des modéles les plus classiques, qui est celui de Kocks [96]. Pour Kocks p = p;
impose que les mécanismes de création (de dislocations fixes) liés & dp™ et les mécanismes d’annihilation
(de dislocations fixes) liés & dp~ ne consistent respectivement qu’en I'immobilisation et en la restauration
ou en la réorganisation des dislocations. Ainsi, il écrit que I'immobilisation est caractérisée par un libre
parcours moyen A qui, d’aprés lui, est une fonction de la densité de dislocations. En effet, il considére
que le libre parcours moyen est inversement proportionnel & la racine carrée de la densité de dislocations
fixes, ce qui revient & considérer, par exemple, les dislocations de la forét réparties de facon homogéne
sur le plan de glissement. On en déduit donc ’équation (1.9) ot [ est une constante d’ajustement.

dzx dz
dpt = Pm— = Pm—1/P (1.9)
p
Concernant la restauration Kocks représente celle-ci par une dépendance linéaire en la densité de dislo-
cation, c’est-a-dire :
dp™ = A.p.dy (1.10)

ol A est une constante dont une interprétation est fournie par l'auteur. L’évolution de la densité de
dislocations intégre ces deux composantes et s’écrit sous la forme (1.11a) qui peut se reformuler en utilisant
la relation d’Orowan (1.11b). On déduit de cette expression un taux d’écrouissage local 6 (1.11c).

d
dp:pmg\/ﬁ—A.p.dv (1.11a)
N/
= {bﬁ A.p] dy (1.11b)
7d77d(aub\/ﬁ) oap A T
e T T 2ﬁ5T90<1%> —

Ce qui peut s’intégrer en une équation de type Voce locale, ot «; et 7; sont respectivement les niveaux
de glissement et de cission initiaux .

v T dt T0 Todt

do = = _ 10 1.12

/7’ g /ﬂ 9 90 T Toft ( )

T0 T0 — T
=~ — —1 1.13
7= g (1.13)
i — )0
=1+ (10— Ti) {1 —exp (7(7 ) Oﬂ (1.14)
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Cette approche simplifiée peut en fait étre développée de facon plus systématique dans le cadre de la
théorie de lactivation thermique [150, 62] en donnant une base thermodynamique plus solide a ce type
de modeles. A partir de (1.11c) et d’un modeéle de Taylor, Kocks conclut & une évolution linéaire du taux
d’écrouissage macroscopique avec la contrainte (comme c’est le cas pour la ferrite & la figure 1.8). Cette
prévision est souvent vérifiée au début de ’essai et peut ensuite dévier. Cette perte de validité traduit
I’apparition de nouveaux micro-mécanismes. On considére alors que le matériau quitte le domaine de
Pécrouissage avec restauration dynamique et qu’on a, par exemple, recristallisation dynamique (figure
1.11).

Le modéle de Kocks n’est qu’un exemple trés simple qui ne distingue pas d’écrouissage suivant les différents
systémes mais définit une sorte de durcissement moyen. De nombreux modéles plus sophistiqués existent
dans la littérature.

Un autre avantage de 'utilisation de densités de dislocations pour représenter le comportement est qu’il
n’est pas nécessaire de connaitre toute I’histoire de chargement du matériau, les densités jouant alors le
role de variables d’état scalaires.
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Comportement de 1’assemblage

Nous avons considéré les lois d’écoulement & une échelle cristalline, discutons maintenant de la méthode
permettant & partir de ces lois de passer & une prévision sur le matériau considéré. Plusieurs possibilités
s’offrent, & nous pour décrire I’agrégat et son comportement.

Une méthode naturelle de description est de représenter de fagon déterministe le matériau & modéliser.
On peut ensuite réaliser une simulation par éléments finis discrétisant en un grand nombre d’éléments
chacune des hétérogénéités du matériau. Les inconvénients d’une telle méthode sont : sa difficulté de mise
en ceuvre (il faut mailler une structure complexe), les limitations fixées par la faisabilité du calcul (seuls
des calculs sur quelques grains peuvent étre menés en pratique, ce qui nécessite pour décrire un ensemble
suffisamment représentatif de réaliser un nombre important de simulations) et surtout la nécessité de
connaitre ou de générer une microstructure déterministe (en général on ne connait un matériau qu’a tra-
vers des caractéristiques statistiques). Malgré ces inconvénients, il est clair que ce type de modélisation
peut permettre d’analyser et de comprendre les différents phénoménes apparaissant dans un agrégat po-
lycristallin. Il est & noter que, lorsqu’un volume élémentaire représentatif existe, et que le probléeme peut
accepter des conditions aux limites périodiques, la méthode par transformée de Fourier rapide [100, 102]
présente une plus grande efficacité que la méthode des eléments finis, mais reste limitée en matiére de
lois de comportement et d’évolution de microstructure.

Nous avons choisi néanmoins d’utiliser les méthodes dites d’homogénéisation en champ moyen pour re-
présenter le comportement du matériau a partir de celui de ses constituants. Cette méthode présente
I’avantage d’étre plus simple & mettre en ceuvre d’un point de vue numérique et de représenter la micro-
structure du matériau d’un point de vue statistique, ce qui permet de ne pas se limiter a des simulations
sur un petit nombre de grains. D’autre part, on peut ainsi obtenir des résultats associés & des matériaux
présentant des similarités statistiques, mais pouvant différer dans le détail de leurs microstrutures, ce qui
est la situation la plus couramment rencontrée lors d’essais. Le chapitre suivant va présenter quelques
notions et hypothéses a la base de ce type de formulation. On peut préciser dés a présent que ce choix
de représentation occasionne également des inconvénients qui seront détaillés dans la suite et qui rendent
ces deux modes de traitement complémentaires.

Une fois le modéle d’assemblage micro-mécanique obtenu, rien ne nous empéche d’utiliser ce modéle
comme une loi de comportement dans un modéle éléments finis pour résoudre un probléme de structure
ou & chaque étape du calcul, un probléme élément fini polycristallin ou un probléme d’homogénéisation
sera résolu aux points d’intégration (figurel.21).

w2

Representative
Polycrystalline Finite Material Single
Body Element Element Crystal
(Polycrystal)

Fi1c. 1.21: Couplage d’un modeéle polycristallin avec un modéle éléments finis pour la résolution d’un probléme
de structure, d’apres [97].

1.7 Objectifs de I’étude et plan du travail

L’étude bibliographique a montré que la compréhension du comportement mécanique & haute tem-
pérature des aciers inoxydables austéno-ferritiques comprenait encore des zones d’ombre. Les difficultés
rencontrées lors de la mise en forme semblent dues & la partition des champs mécaniques entre les deux
phases en présence et aux évolutions microstructurales différentes qui en résultent.
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L’objectif de ce travail est de comprendre et d’essayer de modéliser les phénomeénes liés au caractére
biphasé du matériau qui peuvent apparaitre lors de telles sollicitations. Nous avons choisi, dans cette
étude, de représenter le comportement & ’aide d’un modéle intégrant a la fois sa cristallographie et son
aspect biphasé. En effet, ces deux caractéristiques semblent jouer un réle important dans la réponse du
matériau, au vu des observations proposées dans cette introduction. De plus, ’aspect non déterministe
de la microstructure nous a incité a choisir un modéle d’homogénéisation pour modéliser ces polycristaux
biphasés.

La démarche de modélisation peut étre représentée de la fagon suivante (figure 1.22). Afin de confirmer
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Fi1Gg. 1.22: Principe de la modélisation micromécanique envisagée.

les observations prévues dans la littérature et d’obtenir des données susceptibles d’alimenter nos modéles
et de valider leurs prévisions une étude expérimentale est présentée. Elle se compose de caractérisations
a la fois macroscopiques, dans le but d’identifier les parameétres du comportement des phases pures, et
locales afin de décrire la microstructure, de comprendre les mécanismes et de se donner des informations
susceptibles d’étre comparées aux résultats du modéle.

Le modele, quant & lui, devra intégrer des informations microstructurales sur la répartition des phases,
sur les orientations cristallographiques et sur le comportement viscoplastique du matériau et nous four-
nir des données sur I’évolution de ces paramétres microstructuraux en fonction de I’état de sollicitation.

Le modéle produira, en outre, des informations statistiques sur les champs mécaniques aux différentes
échelles mises en jeu.
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Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter la démarche micro-mécanique d’homogénéisation et, de facon plus
spécifique, les méthodes utilisées pour la modélisation de polycristaux sollicités & haute température et
présentant un comportement viscoplastique. Dans un premier temps, les principes généraux de la méthode
et son application dans un cadre linéaire sont rappelés. En effet, les procédures d’homogénéisation non
linéaires reposent, en général, sur la linéarisation du probléme afin de pouvoir utiliser les solutions linéaires
existantes.

La plasticité des métaux étant un probléme industriel fondamental, ce fut 'un des premiers problémes
d’homogénéisation non linéaire pour lequel des solutions furent cherchées. Ainsi la littérature sur le sujet
est imposante et trés riche. Nous nous restreindrons ici aux comportements viscoplastiques dérivant d’un
potentiel et nous détaillerons certaines procédures de linéarisation qui peuvent étre utilisées dans ce cadre.
Toutes ces méthodes permettent, connaissant I’état actuel du matériau, de définir sa réponse instantanée
a un chargement. Mais au cours de I'application de ce chargement le matériau évolue plastiquement, nous
devrons donc mettre a jour son comportement mais aussi sa microstructure (forme des grains, orientation
des axes cristallographiques. ..) afin de prendre en compte cette évolution.

2.1 Description générale de I’homogénéisation

La démarche micro-mécanique par homogénéisation se base, comme nous l’avons vu, sur une repré-
sentation statistique du matériau et sur la définition d’un volume élémentaire représentatif (VER). C’est
sur cet élément de base, beaucoup plus grand que la taille caractéristique des hétérogénéités du matériau
qu’est réalisée la démarche & proprement parler. Il s’agit, partant d’une “sollicitation macroscopique” sur
le VER, par exemple une contrainte pour fixer les idées, de “localiser” I'effet de ce chargement & ’échelle
de la microstructure afin d’utiliser la relation de comportement & ce niveau pour en déduire le champ
de déformation' associé. A partir de ce champ résultant local, on déduit le champ de déformation ma-
croscopique a ’aide d’une “prise de moyenne”. La démarche consiste donc & rechercher le “comportement
effectif” macroscopique en faisant une incursion a ’échelle locale. Ce faisant, nous obtenons plus d’infor-
mations que le simple comportement effectif, car il est clair & travers la description précédente, que pour
atteindre cet objectif, il nous faut recueillir des informations sur les champs locaux. Comme la description
du milieu est statistique, nous pouvons d’ores et déja observer que la caractérisation des champs locaux
le sera également.

Nous allons tenter de détailler la démarche ainsi ébauchée, en explicitant les termes entre guillemets qui
caractérisent ses points clefs.

2.1.1 Représentation statistique des matériaux hétérogénes

Considérons un matériau hétérogéne désordonné? d’extension €. Ce milieu présente une microstruc-
ture déterministe qui lui est propre et & laquelle nous pouvons avoir accés par I’observation. Mais cette
masse d’informations n’est pas toujours utile dans son intégralité pour caractériser le comportement du
matériau vis-a-vis de la résolution qui nous intéresse. On s’apercoit de cette surabondace d’informations
quand on considére que deux polycristaux réalisés & 'aide du méme procédé d’élaboration vont avoir
des comportements similaires & I’échelle macroscopique, mais des réalisations microstructurales bien dif-
férentes dans leur détail. Le filtre qui nous permet de distinguer 'information pertinente caractéristique
de cette famille de matériaux, de la part d’aléa liée & une réalisation particuliére de la microstructure est
la description statistique.

C’est par exemple en faisant des moyennes & “p-points d’appuis” (§2.1.1.c) sur un grand nombre d’ins-
tances w du méme matériau (moyennes sur ’espace des réalisations) que nous obtiendrions une représen-
tation statistique du matériau moyen, comme schématisé a la figure 2.1.

Cette description du “matériau moyen” est & la base de la représentation statistique des micro-structures.
En fait, la définition exacte et univoque de ce matériau virtuel nécessiterait une quantité d’informations
infinie (il faut calculer I'information & p-points d’appuis avec p tendant vers l'infini sur un nombre infini
d’instances). Notre connaissance du matériau est donc toujours tronquée. Cette troncature est & mettre en

LOu le champ de vitesse de déformation dans le cas viscoplastique.

2(est-a-dire qui ne peut pas étre représenté de facon déterministe, par opposition, par exemple, aux matériaux pé-
riodiques qui peuvent étre définis par la donnée d’une cellule élémentaire translatée dans les directions de périodicité du
matériau.
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Information moyennée sur
I’espace des réalisations.

Définition d’un matériau moyen

espace des réalisations

espace physique

Fi1c. 2.1: Obtention de 'information microstructurale d’un miliew moyen.

rapport avec la résolution des phénomeénes que l'on cherche & caractériser. Les méthodes d’homogénéisa-
tion présentées dans la suite nous serviront & définir des estimations ou des bornes sur le comportement de
matériaux incomplétement définis, moyennant des hypothéses supplémentaires présentées dans la suite.
Plus nous disposerons d’une information microstructurale précise et plus les bornes obtenues pourront
étre étroites>.

2.1.1.a Elément microstructural représentatif

La microstructure du matériau moyen précédent était fonction de la position (existence par exemple

de zones présentant des concentrations de phases ou des tailles de grain différentes. . .), il nous faut mainte-
nant, afin de simplifier le probléme, considérer que la microstructure du matériau moyen est stationnaire,
c’est-a-dire que I'information “a p-points d’appuis”, définissant la microstructure moyenne, est indépen-
dante de la position. Cette hypothése suggére que le changement de point de calcul de l'information
microstructurale peut étre assimilé & une nouvelle réalisation microstructurale suivant le méme schéma
statistique. Nous nous placerons ainsi dans le cadre de I’hypothése d’ergodicité qui identifie I'information
statistique obtenue en un point x donné en moyennant sur I’espace des réalisations, a I'information obte-
nue sur une instance du matériau en moyennant sur un domaine d’extension finie.
Tout domaine de taille suffisante pour permettre de retrouver I'information microstructurale stationnaire,
a partir de telles mesures spatiales, est appelé élément microstructural représentatif (EMR). On congoit
bien, que les dimensions d’un EMR, doivent étre grandes devant celles des hétérogénéités considérées, afin
que la moyenne spatiale intégre des configurations microstructurales suffisamment variées pour permettre
de retrouver l'information stationnaire. Sous les hypothéses de stationnarité et d’ergodicité, il est clair
que tout sous-domaine de 2 de taille supérieure a la taille du plus petit EMR est également un EMR, et
ce, quelle que soit sa position dans 2.

2.1.1.b Macro-homogénéité

Ce qui nous intéresse, au final, c’est de considérer qu’'un EMR. est un “point” macroscopique X a
I’échelle de €2, et que le “champ macroscopique”’ en ce point peut étre caractérisé par le champ qui se
développe dans 'EMR. Imaginons que ’on impose un champ de sollicitation macroscopique sur 2. La
représentation de 2 comme un assemblage d’EMR, permet, de transformer le probléme de structure en
plusieurs problémes liés sur des microstructures accolées (figure 2.2). Ces problémes élémentaires sont
mal posés car, si 'on connait la sollicitation “moyenne” sur ’EMR, on ne connait pas, par exemple, le
détail des conditions de bord. Cette difficulté peut étre levée en considérant que les fluctuations de condi-
tions de bord qui pourraient étre observées entre deux EMR voisins conduiraient, d’aprés le principe de
Saint-Venant, & des perturbations des champs mécaniques localisés en peau de ’élément considéré, la
taille caractéristique de cette zone perturbée étant directement liée & 1’échelle des hétérogénéités. Une
séparation d’échelles suffisamment drastique, entre 'EMR et les hétérogénéités locales, rendrait le volume
de cette zone perturbée négligeable devant le volume de I’élément microstructural représentatif.

3C’est ’idée de la théorie systématique de Kréner.
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Fi1G. 2.2: Représentation d’un domaine en tant qu’assemblage d’EMR.

Cette hypothése, dite hypothése de macro-homogénéité et introduite par Hill [78], permet ainsi de s’af-
franchir du détail des conditions de bord auxquelles peuvent étre substituées des conditions arbitraires,
avec néanmoins la contrainte d’imposer au champ dans 1’élément d’égaler, en moyenne, le champ macro-
scopique imposé. En pratique, la taille de ’élément représentatif doit étre choisie de facon a vérifier la
condition de macro-homogénéité. Un EMR vérifiant les conditions de macro-homogénéité pour le charge-
ment imposé est appelé volume élémentaire représentatif (VER) pour le probléme considéré?.

Ainsi, les champs qui apparaissent dans le matériau hétérogéne peuvent étre décomposés suivant :
a(X,z) = a(X) +d (X,z), ou la variable z caractérise 1’échelle microstructurale, a se rapporte au
champ macroscopique et a’ aux fluctuations de moyenne nulle au sein du VER. Si Q est sollicité de facon
homogeéne, le probléme se restreint donc a 1’étude de 'effet de cette sollicitation sur un VER de €.

2.1.1.c Fonctions de corrélation a p-points d’appuis

D’un point de vue général, un matériau hétérogéne Q & N phases (tel celui du 2.1.1) peut étre décrit
par la donnée des fonctions indicatrices de ses phases r € [1; N] définies en tout point de €. Ces fonctions
indicatrices y (") (z,w) sont, sans autres hypothéses, fonctions a la fois du point z et de l'instance w.
Elles valent 1 si le point z appartient & la phase » pour instance® considérée et 0 sinon. Les fonctions
indicatrices ont la propriété d’étre, en un point donné d’une instance w, toutes nulles sauf une (égale a
1), on en déduit donc (2.1).

Vwel,Vze, Y x"(zw) =1 (2.1)
T

Cette propriété est liée & la continuité du matériau et & la non superposition des phases.

Dans ce méme cadre général, les expressions des fonctions de corrélation & 1-, 2- et p-points sont données
par les relations (2.2). Cette désignation est proche du vocabulaire utilisé en statistique [13, 128, 98, 3] mais
est 1égérement différente de celle utilisée dans le domaine de la géométrie stochastique et de la morphologie
mathématique [141, 92, 36], ou 'on parle plutdt de fonctions de covariance pour des expressions proches
de celles des fonctions de corrélation & deux points.

Vry € [1,N], Vo1 € Q, " (z1) = <X(T1) (gl,w)>I (2.2a)

V(ri,m2) € [1,N]?, V (21, 20) € Q% C™7 (21,20) = <X(”) (21, w) X" (zz,w)>l (2.2b)
P

Vi<p, ri€[1L,N], 2; €Q, C™ " (21,...,2p) = <H x o) (L-,w)> (2.2¢)
i=1 I,

ou 'opération
1
@h=—/wh (2.3)
© s
4La taille du VER dépend du type de comportement considéré et les situations de forts gradients de sollicitations posent

probléme (voir par exemple [20, 215]).
51’ensemble des réalisations de microstructures est noté I.
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désigne la moyenne d’une fonction sur ’espace I de mesure |I|, vis-a-vis de la variable w. Lorsqu’aucune
confusion n’est possible sur ’espace et la variable considérés ces informations ne seront pas spécifiées afin
d’alléger ’écriture.

Dans toute la suite, nous nous placerons dans le cadre des hypotheéses de stationnarité et d’ergodicité, et
nous restreindrons 'intégration sur un EMR®, ce qui conduit & réécrire ces fonctions de corrélation sous
la forme (2.4). Une représentation schématique du calcul des fonctions de corrélation est proposée figure
2.3.

3-points

Fic. 2.3: Le calcul des fonctions de corrélation se fait en déplagant le point x, sans faire varier les vecteurs et a
comptabiliser ’aire pour laquelle le produit des fonctions indicatrices vaut 1 ramené a la surface totale de [’élément.
(Il est a noter que cette mesure doit étre menée sur un EMR, ce qui n’est pas le cas des surfaces présentées ici.)

71 — (7‘1)
Vry € [1,N], ¢ <X (£)>EMR£ (2.4a)
V(rira) € [LNP Vhe, O (1) = (X @)X @+ o)) (240)
P
Vi<p, r; € [1,N], Vhi, C™ 77 (ha,... hy) = <x(“) (@) [Tx" (£+hz-)> (2.4c)
=2 EMR

'z

Nous pouvons énoncer directement quelques propriétés élémentaires de ces fonctions. Tout d’abord la
donnée de la fonction de corrélation a p-points d’appui permet de déterminer toutes les fonctions de
corrélation & p’-points d’appui avec p’ < p. En effet, cette affirmation se vérifie en considérant 1’équation
(2.5) qui met a profit la relation élémentaire (2.1).

vﬁ2»"'7hp» crrzeTet (hZa"'ahpfl) = Z(Xrl (2) XT2 (E"‘h?)"'xrp (£+hp)>EMR£ (25)

Tp

Cette propriété nous permet de nous limiter aux fonctions a p-points d’appui pour définir 'information
d’ordre p”. D’autres propriétés nous permettent encore de restreindre le nombre de fonctions a définir
pour obtenir I'information d’ordre p. En effet, les relations (2.6) traduisent la non indépendance des N?
fonctions & p-points d’appui.

O T T (b By By By ) = O T T (g By By) (2.6a)
_ C'r,‘...n...'r'j..- Tp (hZ — hi» ey _hia . ,hj - hia e ,hp - hz)
(2.6b)
Z C"'l T2 Ty (h?» - 7@?) - er (26C)
z'e[fli,pﬂ
i#]

La relation (2.6¢) n’est que I'application répétée de la propriété (2.5). En supposant les fractions volu-
miques (2.4a) connues, elle définit N relations entre les fonctions de corrélation. (2.6a) et (2.6b), quant
a elles, se retrouvent a ’aide d’un graphe ou en considérant la définition des fonctions de corrélation &

6EMR, désignant ensemble des points d’un EMR centré en z.
"Par information d’ordre p, nous entendons la connaissance de toutes les fonctions de corrélation a p’-points d’appui
/
avec p’° < p.
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p-points (2.4c) et ’hypothése de stationnarité autorisant tout changement de variable issu d’une transla-
tion. Les seules permutations présentées en (2.6a) et (2.6b) permettant de réduire le nombre de fonctions
& définir sont lices & des cas ou l'on échange des phases de nature différente (r; # r;). Dans le cas
contraire, elles définissent des relations de symétrie sur les fonctions de corrélation restantes. Plutot que
de rechercher le nombre total de relations induites par (2.6a) et (2.6b), il est plus simple de remarquer que
ces relations permettent de ramener toute fonction de corrélation & une fonction “a exposants ordonnés”,
c’est-a-dire telle que C"" " avec r; < r; < 7, pour tout i. Le nombre de fonctions de corrélation
restantes, aprés la prise en compte de ces propriétés, est égal au nombre de telles fonctions ordonnées qui
peut s’exprimer sous la forme d’une combinaison avec répétition. Le nombre de fonctions de corrélation
a p-points indépendantes lorsque I'on considére un milieu & N phases est donc inférieur ou égal a :
_(p+N-1)

Fg’V—NzcﬁN_l—N_m (2.7)

2
ou le “—N” est lié & la condition (2.6¢).
Les relations lices a l'application des équations (2.6a) et (2.6b) dans le cas ou les r;, r; permutés sont
égaux conduisent & des contraintes de symétrie qui sont d’autant plus nombreuses que le cardinal de
I'ensemble {rq,...,r,} est faible; elles sont donc maximales pour les fonctions d’auto-corrélation.

On remarquera, au passage, que si h; = h; avec i # j pour r; # r; la fonction de corrélation est toujours
nulle d’apres la condition de non superposition des phases, si au contraire r; = r; alors la fonction de
corrélation considérée correspond & la fonction de corrélation a “un point de moins”.

Ces propriétés sont de peu d’intérét pratique du fait de la difficulté a obtenir les fonctions de corrélation
a p-points d’appui. En pratique, on se limite en général aux covariances (fonctions de corrélations a 2
points).

D’autres propriétés individuelles des fonctions de corrélation & p-points peuvent étre obtenues en consi-
dérant des h de norme trés petite ou de norme grande. Par souci de clarté, ces propriétés ne seront
exprimées, ici, que pour les fonctions & deux points. Lorsque la norme de h tend vers 0 (z + h — x), on
retrouve le phénoméne d’indépendance vis-a-vis du point d’appui (si 71 = 72) ou la nullité de la fonction
de corrélation (si r1 # r2). Dans le cas de la covariance, ces considérations s’écrivent, :

lim C™" (h) = ™ 0pyry (2.8)

llall—0

Dans le cas ot la norme de h devient grande, on supposera la perte de corrélation du matériau (absence
d’ordre & grande distance). Lorsque cette hypothése s’applique, elle permet de factoriser la fonction
de corrélation a p-points en ¢ fonctions de corrélation & p;-points d’appui avec p = >, p; ce type de
factorisation est briévement discuté, par exemple, dans [13, 128] et [129]. La seule factorisation possible
dans le cas & deux points est donnée par la relation suivante :

lim  C"™" (h) = ™™ (2.9)

[|&]|—+o00

On pourrait considérer encore d’autres relations sur les fonctions de corrélation, sur le modéle de la
relation (2.6¢), en considérant connues d’autres informations sur la microstructure. L’analyse statistique
de microstructures peut nous fournir de tels ingrédients. On pensera notamment & la relation introduite
par [44] pour les microstructures isotropes puis généralisée respectivement aux biphasés anisotropes par
[15] et aux microstructures multiphasées anisotropes par [68]. Cette relation est donnée en (2.10) et lie
la fonction de corrélation moyennée suivant toutes les orientations® a la mesure de surface par unité
de volume Sy séparant les phases r; et r; qui est une mesure classique, issue de la stéréologie. La
démonstration de cette relation repose sur une généralisation dans ’espace de la procédure de “I’aiguille de
Buffon”, ot ’on considére le nombre de changements de phase pour un vecteur infinitésimal d’orientation
donnée.

(Crirs (@)>a] _ AOT (W)= [Svl,

lim { - (2.10)
IlI—0 |2 Olall lyjpj= 4

Cette relation peut étre utile lorsque ’on souhaite modéliser la fonction de corrélation en lui donnant
une forme explicite comme dans [35] par exemple, car elle impose alors des contraintes® qui doivent étre

8En écrivant h = ||h||n, le terme (f (h))= désigne la moyenne de f a ||h|| fixée mais pour n décrivant uniformément la
sphére unité.

9 2(CT"I (b))
EJlIA]

doit étre finie mais strictement positive.
lIR]|=0
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vérifiées par une telle fonction. Ce type de relation est vérifié, par construction, lorsque ’on génére une
microstructure a partir de schémas statistiques complétement définis comme dans [92, 141, 186].
L’application de la description en terme de fonctions de corrélation & la microstructure des polycristaux
sera évoquée au §2.2.1; les choix spécifiques effectués dans le cadre des polycristaux biphasés seront
présentés au chapitre 3.

2.1.2 Passage d’une échelle a4 une autre

Aprés avoir présenté quelques hypothéses et outils de représentation d’un milieu hétérogene, il nous
faut maintenant éclaircir les notions de “moyenne” et de “localisation” permettant le passage du compor-
tement local au comportement macroscopique.

Dans toute la suite {2 désignera un VER.

2.1.2.a Définition intuitive des champs macroscopiques

Si 'on se donne les champs mécaniques dans le VER, les champs macroscopiques résultants, asso-
ciés & ce point macroscopique seraient ceux que 'on “mesurerait” en appliquant un extensométre sur le
VER ou en analysant les résultantes des forces qu’il applique sur son contour au reste du milieu par
principe d’action-réaction. Ainsi, le comportement macroscopique est associé aux conditions de bord
moyennes liées aux champs mécaniques se développant dans son volume. Par exemple, en considérant
un domaine parallélépipédique pour simplifier, les composantes diagonales du tenseur des déformations
macroscopiques sont données, dans ’hypothése des petites déformations, par le rapport @;/L;, ou @; est
le déplacement relatif moyen dans la direction ¢ pour les éléments de surfaces .S; orientés suivant i, et
ou L; est la dimension initiale du VER, dans cette direction, ce qui se réécrit comme ’équation (2.11).
Cette expression lie clairement la définition intuitive de la déformation macroscopique, E, & la moyenne

du champ de déformation dans le VER <§>

Lyjj=—=—— u; () ng () dSy = — u; (z) ng (z) dSg = = (eii (z 2.11
e L @n@is = g [ wwn@as, <8> @) (@11
Elle se généralise facilement aux termes non diagonaux en se rappelant que, pour ¢ différent de j, Ej;
est égale au demi-glissement entre les vecteurs de base e; et e; soit 2E;; = u;/L; + u;/L;. Au final, ces
expressions consistent & écrire une relation de Gauss classique (2.12).

E-yo [wontusna- (9 (2.12)
= 2|Q] Jq N

Le cas des contraintes est plus difficile & visualiser, mais comme nous travaillons dans une situation
macro-homogeéne, on peut supposer que 1’état mécanique dans le VER résulte de conditions en contraintes
imposées et que la contrainte moyenne est obtenue en considérant un vecteur contrainte sur le contour
qui peut étre associé & une contrainte homogene go. En considérant I’équation d’équilibre et une identité

de Gauss, on montre que go doit alors étre prise égale a <g>.

1
(0);; = [ oiknLdSy (2.13a)
o9
T 0
= 9 Joo zingdSy = oy; (2.13b)

Cette condition de bord traduit l’effort que subit le milieu extérieur du fait du VER, c’est donc la
contrainte macroscopique. Ainsi, les champs mécaniques macroscopiques se déduisent des champs qui se
développent au sein du VER par une opération de moyenne.

Si les conditions de bord importent peu, les bilans énergétiques dans les situations de sollicitations ho-
mogénes au bord, ainsi que pour toutes les situations faisant intervenir des conditions aux limites plus
complexes mais associées au méme état macroscopique, doivent étre identiques. Cette idée est la traduc-
tion du lemme de Hill (2.14), vrai dés que deux champs de contrainte et de déformation admissibles, non
nécessairement liés par une loi de comportement, sont associés dans un cadre macro-homogéne.

(g(@)el@)=(g):(g=2:E (2.14)
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Cette égalité peut étre obtenue dans le cas de conditions de chargement homogénes au contour en utilisant
les relations de passages classiques intégrales de volumes/intégrales de contour [215, 209, 159]. Dans un
cadre plus général, pour des sollicitations arbitraires mais respectant la macro-homogénéité, ce résultat
peut également étre obtenu [22, 20, 21]. Pour parvenir a ce résultat on décompose le chargement en partie
fluctuante de moyenne nulle et partie homogeéne, ainsi par exemple en déformation imposée au bord on
écrit :

Vz € 09, u(z)=Ezx+u (z) (2.15)

Notons g5 (z) le champ solution du probléme d’élasticité linéaire pour u’ (2) imposé au bord d’un matériau
homogene de module C°. Le champ ¢ (z) — g) () est cinématiquement admissible pour des déformations
homogeénes au bord, la relation de Hill s’applique donc et on obtient :

(g(@): (ela) —g @) = (@) : (@) — g (@) =X

Le chargement respectant la condition de macro-homogénéité, le champ g, (z) associé a u' (z) est localisé

[s5

(2.16)

en peau de Q et le volume de cette zone est négligeable devant |Q|. Ainsi (¢ : £ (z)) est négligeable devant
(g : g(z)) ce qui permet d’identifier (2.16) & (2.14). Le lemme de Hill (2.14) est donc de validité générale
pour tout VER'?. Le bilan énergétique macroscopique se déduit donc également des bilans locaux.

Ce passage du microscopique au macroscopique est donc assez simple, ce qui est compréhensible dans la
mesure ol ’on part d’'un champ de tenseurs pour déterminer un tenseur ; on va donc plutéot d’une infor-
mation complexe vers une information simple. Cette observation permet également de comprendre que les
difficultés réelles vont apparaitre lors de 'opération inverse consistant a passer de 1’échelle macroscopique
a ’échelle microscopique.

2.1.2.b Meéthode de localisation : calcul de microstructures

L’opération de localisation s’apparente & un calcul de (micro)structure sur le VER. Un probléme
d’élasto-statique (non linéaire) sur un milieu hétérogene s’écrit sous forme forte (ou locale) au travers des
équations suivantes :

ow

it 2.1
2=, (2.172)
Vag+b=0 surQ (2.17b)
an= 7% sur 007 (2.17c)

1

g=§(2®g+g®2) sur (2.17d)
u=u? sur 9Q" (2.17e)

Dans ces expressions, 'exposant d désigne les champs imposés par Uextérieur et 907 et 90" établissent
une partition du contour 9f2 sur laquelle, respectivement, le vecteur contrainte et le déplacement sont
imposés'!.

Les équations (2.17b) et (2.17c) constituent avec les hypothéses de régularité (champ continu et contint-
ment différentiable par morceaux'? [176] §8.4.2) les conditions d’admissibilité statique pour le champ de
contraintes de Cauchy, g € S (Q, oar, Id) en présence d’une densité de force!® b. De méme, (2.17e) et I'hy-
pothése de continuité de ce champ définissent les conditions d’admissibilité cinématique du déplacement,
u € C (09", u?). L'équation (2.17d) définit la déformation dans ’hypothése des petites perturbations et
(2.17a) établit la relation de comportement élastique non linéaire. On note w la densité d’énergie poten-
tielle élastique qui doit étre une fonction strictement convexe de € afin d’assurer la stabilité isotherme du
matériau. Cette propriété permet d’associer & w son dual convexe u = w* a laide de la transformation

10En ce sens, cette relation peut nous fournir un critére “d’homogénéisabilité” pour un élément de matiére dont 1’énergie
est indépendante du détail des conditions de bord qui lui sont appliquées, on parle alors de condition de macro-homogénéité
de Hill-Mandel.

1 Ces conditions au bord ne sont pas les plus générales, il suffit en fait qu’en tout point du bord des composantes
complémentaires du vecteur contrainte et du déplacement soient imposées.

12Ce choix conduit & interpréter I’opérateur divergence au sens des distributions.

3 Dans toute la suite nous considérerons le champ de contrainte auto-équilibré (b = 0).



2.1. Description générale de I’homogénéisation 43

de Legendre-Fenchel convexe (annexe B). Nous considérerons dans un premier temps des comportements
linéaires et donc un potentiel quadratique de la forme w (g) = 1/2C (z) = (e®g).

Dans le cas macro-homogene, les conditions d’admissibilité des champs mécaniques se réécriront (2.18a)
en déformation macroscopique imposée et (2.18b) en contrainte macroscopique imposée, les mémes condi-

tions de régularité que précédemment étant imposées sur ces champs.

cm(E) = {2(2) e = % Yout+tudV), (g) = g} 8" ={g(z)|¥.c =0} (2.18a)

1
§™(Z) ={z@I¥e=0, (g)=Z} = {é(z) =5 ¥ou+ u®2)} (2-18b)
Ce probléme peut étre abordé en utilisant la technique des opérateurs de Green. Cette méthode consiste
a rechercher une solution formelle de I’équation de Navier. Dans cette section, nous allons rappeler
rapidement quelques résultats élémentaires nécessaires pour la suite.

Dans le cas d’un milieu homogéne de comportement C°, les équations locales de I’élasto-statique (2.17)
permettent d’obtenir simplement I’équation de Navier (2.19) ot u () est le champ de déplacement solution
du probléme (sous la condition d’admissibilité cinématique) et ot 7 (z) est un champ de polarisation lié,
par exemple, & des précontraintes au sein du matériau. B

(2.19a)
(2.19D)

C’est & ce probléme, qui peut étre vu comme un probléme de thermo-élasticité ou d’élasticité pour un
milieu comprenant des zones plastifiées, que ’on sait répondre de facon formelle & I’aide des opérateurs de
Green dits “modifiés”. Dans le cas d’un milieu hétérogeéne, on peut également s’y ramener en considérant
I'égalité (2.20), out C° est maintenant un milieu de référence et ot la polarisation traduit la différence de
réponse locale par rapport a cette référence.

Ve, C(z):e(z) =C":g(a) +z(a) (2.20)

La méthode des opérateurs de Green permet de résoudre de fagon systématique ce type de probléme.
Dans un cadre macro-homogene la solution formelle du probléme s’écrit [211, 20, 22] :

fe) L= [Py E@) DV we 7= (2@, = (€@ -0z, @21

et ott [V est Popérateur de Green modifié en déformation [23]. Néanmoins, les solutions obtenues n’ont
d’expression analytique que pour des cas rares.

Le résultat sans doute le plus important dérivé de cette méthodologie est le résultat d’Eshelby [55]. Pour
un milieu élastique homogéne infini, présentant une déformation nulle & l'infini, de comportement C° et
comprenant un domaine ellipsoidal de polarisation homogene 7 (figure 2.4), ce théoréme affirme qu’on
voit apparaitre dans la zone polarisée des champs mécaniques homogénes ¢ et o qui peuvent étre exprimés
a l’aide du tenseur d’Eshelby SF.

= _gF. (CO)_l = —P%: 7 (2.22a)

=(01-C:P%: 1 (2.22b)

1)

IS}

Le tenseur PY introduit ici est le tenseur de Hill [77]. Tl permet tout comme le tenseur d’Eshelby de lier
champs mécaniques et polarisations, mais celui-ci présente des propriétés plus intéressantes (on notera
par exemple qu'il est symétrique et défini-positif [22]) et apparait dans les calculs de fagon plus naturelle
du fait de l'identité (2.23), ou ® désigne un domaine ellipsoidal de forme donnée mais de taille arbitraire
[211, 23, 159, 20, 215].

P = [D r° (y) dv, (2.23)

PY dépend du comportement du milieu de référence C° et de la forme de @, cette derniére dépendance
sera implicite dans toute la suite. On écrira donc que la déformation dans une inclusion de polarisation
homogeéne 7 et soumise & l'infini & une déformation macroscopique E s’exprime par :

= g — [PO 0T (2.24)

I



44 Chapitre 2 - Introduction a I’homogénéisation des polycristaux viscoplastiques

Ce résultat a été obtenu dans le cas d’une polarisation homogéne dans ®, non nécessairement liée & un
probléme d’inhomogénéité. Dans la situation ou le domaine polarisé est, en fait, une inclusion homogeéne de
comportement C! (figure 2.4), le théoréme d’Eshelby peut s’appliquer en remarquant que, si la polarisation
due a l'inclusion est supposée homogeéne, alors le champ de déformation de celle-ci le sera également, ce

Domaine soumis a une Inclusion inhomogene et
polarisation chargement a I’infini

Fic. 2.4: Schématisation des deux problémes d’inclusion évoqués, la matrice étant considérée comme infinie.

qui permet de vérifier que les conditions d’application du théoréme sont bien vérifiées'*. Le champ dans
I'inclusion, obtenu en soumettant le milieu infini & la déformation macroscopique E, est donné par (2.25).

e=[1+P°: (C' -] " :E (2.252)

—[e+C] (€ 4+ B avee € = (PY) T - €0 =€ [(57) T~ 1] (2.25D)

Cette relation s’obtient en considérant (2.24) et la définition de = donnée précédemment. Le résultat de
“inhomogénéité” d’Eshelby permet de modéliser de facon directe la situation ot le matériau est consti-
tué d’inclusions ellipsoidales (de mémes formes et orientations) en faible concentration. Mais d’autres
applications de cette relation sont également possibles, en utilisant la notion fructueuse de probléme
d’inclusions formel qui permettra une réécriture de la formulation variationnelle classique pour aboutir &
la formulation variationnelle de Hashin et Shtrikman.

L’extension des problémes d’inclusion précédents au cas d’une inclusion formelle consiste & remarquer
que l'utilisation de (2.21) dans le cas d’'un champ de polarisation homogéne par phase s’écrit (2.26)

c()=E-) VVER(y) o (y - z) (x"“) (z) — cr) dvg ;m] (2.26)

et, qu’a partir de cette expression et de la définition des fonctions de corrélation'®, on peut obtenir une
formule (2.27d) caractérisant non plus un champ homogéne dans un domaine de forme donné, mais un

1 En utilisant 'unicité de la solution d’un probléme d’élasticité linéaire.
I5En utilisant également la parité de opérateur 0 [23].
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champ moyen g(s) dans un domaine de polarisation homogéne :

) p_ 1 0 () — 2) () ") (2 — ¢ () _
LG |Q|2T:l/\/ER(5) /VER(E)[I— (b-2)x" (v (X () )dvﬁdvﬂ z ] (2.27a)

=B l / : X () (X (g B) = ") AV, (=) Vi ;"“)1 (2.27b)
T v N

= ER(0) 19| VER(2)
1
=FE - — / (C*" (z) — c*c¢) 0 (h) dVj, - 27 (2.27¢)
= & = | JVER(0) T
=E-) P¢:f0 (2.27d)
-

Dans le cas ou les fonctions de corrélation a deux points intervenant dans ’expression (2.27d) présentent
toutes'® la méme “symétrie ellipsoidale” [210, 211] présentée en (2.28), on peut rapprocher [210, 159] le
tenseur P") du tenseur de Hill introduit précédemment dans le cas d’une inclusion ellipsoidale (2.29).

e () = 7 (|1 2.4]) 229

PN = (8, — ) PO (2.20)
La symétrie ellipsoidale et la forme de I'inclusion sont associées & un tenseur Z, dit tenseur microstructu-
ral, lié & un ellipsoide de surface homothétique & Sz = {g | g.éT Z.x = 1} ott T désigne la transposition.
Dans ce cas particulier, en réarrangeant les termes de I’équation (2.27d) et en imposant la relation (2.20),
non pas en tout point mais seulement en moyenne sur les phases'”, on obtient (2.30) qui est similaire &
Pexpression (2.25).

Vr, (C* + C(T)) : g(r) =(C*+C% : g(()r) (2.30a)
é?r) =7 —10’“ ;cs [I] —P°: (C(s) - CO)} :g(s) (2.30b)

Cette relation permet d’identifier le champ moyen g(” a la déformation uniforme apparaissant dans
une inclusion ellipsoidale entourée d’une matrice, constituée du milieu de référence C°, soumise & une
sollicitation gos a l'infini. On voit donc ici le lien qui peut exister entre ce probléme en polarisation
homogeéne et_ie probléme d’inclusion évoqué précédemment. C’est a ce lien qu’il est fait référence en
évoquant un probléme d’inclusion fictif (ou formel), dans lequel n’existe, en général, aucune inclusion
réelle.
On peut remarquer de plus, que (2.30a) conduit a ’équation (2.31), qui nous permet de voir que les
sollicitations sont identiques pour toutes les phases; cette valeur sera notée ¥ et explicitée & partir de
(2.30a). N
0 _ 1 slPO. Cc* C(S) - (C* C(S) _1. C* (]:O .0 1 s.0 _ .0 2.31
Er) = 1_07-;0 (e +e) (€ He®) (e +00) gl = 1_crg0§<s>§ (2.31a)
SFET SFET

0= (C+C%) lz e (e + @<S>)71 B

. E (2.31D)

lion
I

On notera qu’on peut toujours, du fait de la linéarité du milieu, écrire formellement la localisation des
champs mécaniques sous la forme (2.32).

c(@)=~A(z): E (2.32a)

o(z)=B(z): X (2.32b)

Ces relations imposent en particulier aux tenseurs A et B d’étre égaux en moyenne a 'identité.
Deux alternatives sont présentées ici pour aborder le probléme de la localisation. On peut tenter d’estimer
les tenseurs de localisation A et B via une formulation “ad hoc” ou utiliser une formulation variationnelle,

dite de Hashin et Shtrikman, qui renvoie & la notion de probléme d’inclusion formel.

16Nous nous limiterons & ce cas dans tout le travail, les approches de type Walpole [208] étant volontairement écartées
de notre étude. Ce type de traitement a été étudié par Vernusse [205] dans un cadre biphasé non cristallin.

177(r) = (€() — €0 ; ().
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2.1.3 Formulations “ad hoc”

Les formulations “ad hoc” consistent & estimer les tenseurs de localisation au vu des caractéristiques
géométriques de la microstructure. Connaissant ces expressions, il est alors possible de passer de I’échelle

macroscopique a l’échelle microscopique et la suite de la démarche consiste & utiliser les relations de
comportement locales (2.33)

a(z) =C(z):£(z) (2.33a)
g(z)=S(z):2(2) (2.33b)

puis & prendre la moyenne des champs ainsi obtenus afin d’aboutir au comportement effectif du matériau
(2.34) liant contrainte et déformation macroscopique.

(C(z):A(z)) :
(S(z):B(z)) :

I
1=

(2.34a)
(2.34b)

llsSI|INs
I

%@ (z):C(z):e(z)) = %g :C:E soit C=(A(z):C(z): Az) (2.35a)
He@:S@io@)=38:5:2 st  5=(B@:S@:B@)  (235h)

On montre [215], en considérant les tenseurs de localisation comme des champs admissibles (composantes
par composantes) et en utilisant le lemme de Hill que ces définitions sont équivalentes aux précédentes.
Il est & noter que, si I'on fixe une forme pour le champ de tenseurs A, par exemple, ’expression des
tenseurs B est déterminée si I’on veut éviter tout saut de dualité. Les équations (2.36) obtenues a partir
des expressions (2.32) et (2.34) décrivent ces relations entre les tenseurs de localisation.

~—1

B(z)=C(2): A(x): (C:A) ' =C(2):A): € (2.36a)
B) '=S(2):B(z):S

): S (2.36b)
La premiére idée que ’on peut avoir pour décrire la localisation consiste & imaginer qu’un champ de
contrainte ou de déformation macroscopique imposé conduit & un champ de contrainte ou de déformation
homogene dans le matériau. On obtient ainsi en déformations homogeénes 'estimation de Voigt (2.37).

-1
-1

A
: B

E
=

A (@)=1 C =(C() (2.37)

Cette formulation préconise I’emploi de la moyenne arithmétique des tenseurs de rigidité pour estimer le
comportement effectif. En contrainte homogéne, on trouve l’estimation de Reuss (2.38) qui, quant a elle,
décrit la raideur effective comme la moyenne harmonique des raideurs des constituants.

B*(z)=1 S =(S() (2.38)

Nous pouvons remarquer que ces descriptions, trés simples, n’assurent ’admissibilité que d’un seul des
champs mécaniques. L’application d’un tel modéle nécessite une justification basée sur la distribution
des phases et sur le type de sollicitation. Les modeles de Voigt et Reuss sont, en quelque sorte, des
prototypes pour cette approche, on peut citer d’autres modeéles d’estimation définis dans ce cadre [215]
tels par exemple, le modéle en haute dilution, le modéle auto-cohérent ou le modéle de Mori-Tanaka.

2.1.4 Approches variationnelles

Comme on ’a vu, les formulations “ad hoc” ont un domaine de validité limité, c’est & ’utilisateur de
juger si la situation permet raisonnablement de décrire ainsi la localisation. Il serait intéressant d’avoir une
idée de l’erreur faite entre la solution réelle et I’estimation. De plus, il n’est pas totalement satisfaisant de se
dire qu’une information statistique limitée sur la microstructure conduit & une estimation macroscopique
déterministe. Il est clair que les informations statistiques non prises en compte dans la modélisation
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doivent laisser un domaine d’incertitude lors de la description du comportement homogénéisé. Cette
indétermination peut étre représentée par un “fuseau” dans lequel doit se situer notre estimation. Ce
sont toutes ces remarques qui donnent leur attrait aux méthodes variationnelles qui nous permettent
d’encadrer, par des principes énergétiques, le domaine représentant les solutions (en nombre infini en
général) pour une information statistique donnée.

2.1.4.a Formulation classique

La forme globale ou faible du probléme d’élasticité macro-homogéne est donnée par la formulation
variationnelle (2.39a) en déformation macroscopique imposée et par (2.39b) en contrainte macroscopique
imposée. A partir de ces relations, il est possible d’exprimer les densités d’énergie effectives, qui seront
notées d’un tilde.

o (E) = Min (w( (z)=- Min (u(c* (x) —c": E) (2.39a)
orecm(B) o'cs
W)=, Min (e @)=~ Min (v @)-£": D) (2:390)

La méthode élémentaire de construction de bornes consiste & imaginer des champs d’essais qui puissent
étre utilisés dans une formulation variationnelle du probléme de (micro)structure (2.39). Si l’on considére,
par exemple, un champ de déformation homogéne £* apparaissant dans le matériau du fait de 'application
de la déformation moyenne E, le champ est cinématiquement admissible au sens macro-homogeéne dés
lors que e = E, et conduit & I'inégalité (2.40).

w (E) < %g :C :E avec C =(C(x)) (2.40)

Cette expression du tenseur effectif a déja été proposée en (2.37) pour des microstructures laissant sup-
poser que le champ de déformation apparaissant dans le matériau devrait étre homogeéne. Si la forme de
cette équation est la méme, son interprétation est bien différente, car ici nous obtenons un résultat valable
quelle que soit la microstructure. Ce résultat s’énonce en disant que le comportement, effectif est toujours
inférieur au comportement prévu par la borne de Voigt au sens des formes quadratiques. L’estimation de
Voigt acquiert donc ici le statut de borne, ainsi toute estimation ne respectant pas ce résultat sera sans
intérét car manifestement inadéquate pour décrire le comportement effectif. On peut, de méme, obtenir la
borne inférieure de Reuss en considérant un champ de contrainte homogéne dans le principe de minimum
de I’énergie complémentaire. La connaissance de deux bornes permet d’encadrer le comportement du
milieu hétérogene que l'on souhaite modéliser. Si ces deux bornes sont atteignables, c’est-a-dire s’il existe
des microstructures définies & partir de l'information microstructurale qui peuvent effectivement présenter
le comportement des bornes, alors ’amplitude entre ces bornes caractérise exactement l'indétermination
du comportement liée a I'aspect partiel de 'information statistique sur le matériau.

Ce type de construction se heurte a la difficulté de fournir des champs admissibles, plus complexes que
des champs homogeénes et qui soient pertinents avec la description de la microstructure. Pour construire
ce type de champ, on peut imaginer se baser sur les solutions de problémes d’inclusions ou de problémes
d’inclusions fictifs évoqués précédemment. Une reformulation du principe variationnel basé sur ces familles
de champs admissibles par construction sera donc naturellement dispensée des contraintes différentielles
d’admissibilité. Une reformulation de cette sorte a été fournie par Hashin et Shtrikman [70] et généralisée
a de multiples situations. Nous allons maintenant en présenter les principes.

2.1.4.b Formulation de Hashin et Shtrikman

L’idée de départ est de faire apparaitre, de force, la solution d’un probléme d’inclusion formel dans
la formulation énergétique générale. Pour ce faire introduisons un milien homogéne C° subissant un
champ de polarisation 7 et soumis a la déformation macroscopique E. Les champs mécaniques solutions
apparaissant dans le matériau peuvent s’écrire £* (z) et o* (z) = C° : g* (z) + = (z). Comme on l'a
vu, il existe des solutions formelles donnant ces champs de déformation et de contrainte a partir de la
connaissance des champs de polarisation, nous considérerons donc g* (g,; (2) ,g) et o* (g,; (z) ,g)
Partons de l’expression de 1’énergie pour le probléme de polarisation, le lemme de Hill permet d’écrire
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successivement, :
(¢ (2) £ (2)) = (" (2)) : (" (@) (241a)
(C:g@+z@):e (@) =(C" (@) +1(2): (" (@) (2.41b)
(" (2):C%: g (2)=E:C°:E4+(z(z): (E—£ () (2.41c)

Il s’agit, maintenant, de faire apparaitre le milieu composite C () que l’on souhaite modéliser, puis de
chercher & se rapprocher d’une expression permettant d’expliciter les champs mécaniques moyens pour
des polarisations homogénes par morceaux en utilisant (2.27d).

(€:C:g)=E:C:E+(r: (E-¢))+(:(C-C"):¢") (2.42a)
(€:Cig)=B:C: B+ |(z: (B-2)) +Az:g) —(z: (€-C) i )]

+ [ (€€ :ie) — 2z +(z: (€-€) i) (2.42D)
(€:C:ig)=E:C:E+(z: (B+e—[c-C " :z))

+ <(g* - [Cc- 00}71 :;) : (C-C%): (g* - [Cc- (DO}*I :;)> (2.42c)

Le second membre de cette équation'® est composé de trois termes, le premier décrivant 1’énergie du milieu
de référence soumis 4 la sollicitation macroscopique, le second terme est une fonctionnelle de polarisation
et le dernier terme est une forme quadratique. Les deux premiers termes constituent le double de la
fonctionnelle de Hashin et Shtrikman notée HS (1) et le dernier terme est le double d’'une fonctionnelle

notée Aw (;) Le méme type de relation peut étre obtenu a partir de ’énergie complémentaire :

S(e"5:0%) —(g"): E= S (o) + Au (1) (2.43)
avec . )
Au(;):<<g*7[C—CO]_ :;):CO:(S—SO):CO:(g*f[CfCO]_ :;)> (2.44)
Les inégalités déduites de (2.39a) conduisent & I’encadrement (2.45) pour un champ d’essai 7.
HS (z) ~ Au(r) < 5B € E<HS (2) + Aw (o) (2.45)

Une écriture en contrainte pourrait étre obtenue de la méme facon.

Cette nouvelle formulation variationnelle a plusieurs propriétés que nous allons décrire maintenant. La
premiére remarque que nous pouvons faire, est que la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman coinciderait
avec I'énergie effective pour une polarisation de la forme 7 (z) = (C (z) — cY) - g (z). Mais nous ne savons,
a priori, donner une forme explicite a la déformation que dans le cas de champs de polarisation homogénes
par morceaux. Dans ce cas, la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman prend la forme suivante :

HS (_) = —E cO: E + ZCT (), (£+£(T) _ [C(T) _ @0} ! ;(T)) (2.46)

Tl est a noter également que la forme quadratique des tenseurs Aw ( ) et Au ( ) permet de faire de la fonc-
tionnelle de Hashin et Shtrikman une borne pour I’énergie effective du matériau. En effet, si (CO C(7))
est défini-positif pour tout r alors HS est une borne supérieure car Aw < 0, si au contraire (C(") — C?)
est, défini-positif pour tout r, alors (S(T) — SO) est, défini-positif pour tout r et HS est une borne inférieure
car Au < 0.

Une fois I'un de ces choix effectué, il est possible d’optimiser la borne en ajustant le champ de polarisation.
Mais il est a noter qu’aucune contrainte différentielle ne s’applique sur le champ de polarisation 7, I’ad-
missibilité des champs mécaniques étant assurée par I'utilisation de la solution d’un probléme d’inclusion

181 utilisation de la polarisation 7 dans les expressions précédentes fait intervenir le terme (C - CO)_l qui peut étre

singulier. Afin d’éviter cette difficulté il est possible de réécrire ces formulations, en suivant [22, 21], pour une polarisation
de la forme £ = (C—C%) : g
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fictif. On peut montrer par différentiation [22] que les conditions d’optimalité du champ de polarisation,
dans le cadre de polarisations homogenes par phases, sont de la forme (2.47)

vr, 20 = <@<r> _ @o) L™ (2.47)

Le tenseur de localisation associé a un tel probléme peut alors s’obtenir & partir des expressions (2.30a)
et (2.31) pour des distributions ellipsoidales :

A7) (%) = (€ +¢) B

-1
-1
>oer(er+eW) ] (2.48)
cette expression permet d’exprimer le comportement effectif a 1’aide de la relation (2.34)
—1 a1t
™S (€°) = lz e (e + ) ] : [Z e (e +c@) ] (2.49)

Une expression équivalente peut étre obtenue en considérant (2.30a) et en utilisant ’expression (2.31b)
de go dans le cas particulier qui nous intéresse.

cHS . E= ZCTC(T) : g(r) = ZCT [(C* +C%) : go —-C*: g(r)} (2.50a)
=(C*+C%:"-C*:E (2.50b)

1 -1
cHS _ [Z e (C* + @(T)) —_C* (2.50c)

Modéles particuliers associés au choix de C°

Le choix de C° va influer sur le résultat final. En effet, il est & noter que ce comportement a été introduit de
facon a ce qu’il joue le role de “matrice” dans le probléme d’inclusion fictif, ¢’est donc lui, principalement,
qui durcira ou ramollira le matériau suivant qu’il sera plus ou moins raide.

Nous avons vu que si ce tenseur était plus raide'® que le module de chaque phase, i.e. pour tout tenseur
a d’ordre deux :

a:(€C°-C"):iaz0 (2.51)

alors, on avait une borne supérieure pour le potentiel effectif, soit CHS > €. On peut montrer [22, 208]
qu’en fait le tenseur de Hashin et Shtrikman est croissant en fonction du tenseur du milieu de référence.

Vel > €3, €8 (c9) > €5 (cY) (2.52)

On en déduit que la borne supérieure optimale que 1’on peut obtenir & ’aide de la formulation de Hashin
et Shtrikman est donnée par le plus petit C° supérieur aux modules de tous les constituants. Si le
comportement des constituants est ordonné, c’est-a-dire si :

c® < c® <. < c (2.53)

alors la borne supérieure est obtenue pour C® = C). Il en va de méme pour la borne inférieure. Si les
comportements ne sont pas ordonnés la détermination des bornes optimales est plus délicate.

On peut noter également que lorsque C° — 0 on retrouve la borne de Reuss alors que, lorsque C° — +oo
on obtient la borne de Voigt. Les modeéles dérivés de la formulation de Hashin et Shtrikman respectent
donc ces bornes élémentaires.

Au dela de ces bornes, diverses estimations peuvent étre envisagées. Dans le cadre de ce travail nous en
utiliserons deux classiques.

L’estimation de Willis/Hashin-Shtrikman (W /HS) qui consiste & utiliser comme comportement de ré-
férence le comportement de I'une des phases. En effet, dans le cas d’'un composite particulaire en trés
faible fraction volumique, I’hypothése d’homogénéité de la polarisation par phase est vérifiée d’aprés la

97es relations d’ordre sur les tenseurs seront toujours a prendre au sens des formes quadratiques (2.51).
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solution inhomogeéne d’Eshelby. Cette observation incite a considérer que la formulation variationnelle de
Hashin et Shtrikman, utilisée pour un comportement de référence égal au comportement de la matrice du
composite particulaire, étend I’estimation d’Eshelby au cas ou les phases ne sont plus en fraction faible.
Le champ de polarisation restant homogeéne dans les phases (et nulle dans la matrice du fait du choix de
CY), il intégre maintenant une contribution moyenne supplémentaire due aux interactions, en ce sens ce
modeéle est proche de la description “ad-hoc” proposée par Mori et Tanaka [131]. Il est clair, conformément
a ce que nous avons vu précédemment, que si la matrice présente un comportement extréme (au sens des
formes quadratiques) par rapport au comportement des autres constituants, nous retrouverons ’'une des
bornes de Hashin et Shtrikman.
La seconde estimation qui sera utilisée est I’estimation auto-cohérente (notée SC). Cette description a
d’abord été proposée en tant que formulation “ad-hoc” [76, 77] mais la formulation variationnelle de Ha-
shin et Shtrikman permet de lui donner un fondement énergétique. Lorsqu’aucune phase ne peut étre
assimilée & une matrice dans le matériau, on peut penser a utiliser comme milieu de référence le compor-
tement, effectif lui-méme. Ceci définit une procédure implicite de détermination du tenseur des modules
de la forme (2.54).

C5¢ =™ (€%9) (2.54)

Cette procédure trouve également, sa justification en terme d’information microstructurale. En effet Kro-
ner [98] montre que, dans un cadre “parfaitement désordonné” (qui est donc un cas ou l'information
microstructurale est parfaitement définie) le comportement effectif est régi par le comportement auto-
cohérent. Ce modéle sera ainsi bien adapté aux matériaux pour lesquels les différentes phases jouent des
roles similaires et ne présentent pas d’ordonnancement particulier.

Les formulations variationnelles permettent, en fait, d’obtenir plus que le comportement effectif & I’échelle
macroscopique et les moyennes par phase des champs mécaniques. En particulier, certains moments dé-
crivant la dispersion dans ces champs peuvent étre calculés. La méthode d’obtention de ces termes sera
évoquée brievement dans la partie suivante traitant des polycristaux non linéaires.

2.2 Cas des polycristaux viscoplastiques

Apres le rappel de ces quelques notions d’homogénéisation pour les composites linéaires, nous allons
considérer le cas de matériaux polycristallins viscoplastiques, cadre qui nous intéresse pour traiter notre
probléme de mise en forme & haute température. Nous avons vu dans le début de ce travail que les
contraintes, les déformations et les vitesses de déformation mises en jeu lors de la sollicitation du matériau
étaient principalement viscoplastiques, c’est-a-dire que 1’élasticité pouvait étre négligée. On considérera
donc que, dés le début de la sollicitation, le matériau évolue dans ce domaine et qu’il n’y a pas de notion
notion est remplacée par une cission de référence qui représentera ’évolution de la rigidité des systémes du
fait des phénomeénes physiques décrits en §1.3.2 et en §1.6.3. Nous écrirons donc respectivement o (g, T)
et 7 (4, T) al’échelle du VER et a l’échelle d’un systéme de glissement.

Avant de considérer les méthodes d’homogénéisation non linéaires utilisées pour le traitement d’un tel
probléme nous allons décrire la cinématique particuliére associée & un monocristal viscoplastique.

2.2.1 Représentation et cinématique

Un polycristal peut étre vu comme un assemblage de monocristaux parfaitement accolés ot chacun de

ces monocristaux est caractérisé par une orientation cristallographique. Ainsi, si un polycristal est composé
de N familles d’orientations cristallographiques, on peut considérer que l'on a affaire & un composite a
N phases. Le terme de famille d’orientations se référe a I’ensemble des grains du polycristal présentant la
méme orientation cristallographique ® = (¢1; ; ¢2) a une fluctuation angulaire d® = sin (¢) dg1dedes
prés dans le formalisme des angles d’Euler. Cette notion correspond a la discrétisation de ’espace des
orientations en éléments qui s’identifient & des familles d’orientations.
La vision du polycristal comme un matériau & N phases nous permet d’utiliser les notions de fonctions de
corrélation & p-points d’appui présentées en §2.1.1.c qui sont plutot nommeées fonctions de corrélations des
orientations a p-points d’appui (p-FCO) pour ce type d’application [3, 56, 80]. La difficulté d’obtention de
ce type d’information fait que I’on se limite, en général, a la 1-FCO aussi appelée fonction de distribution
des orientations au sens ol cette quantité représente la probabilité de trouver une orientation donnée au
sein du matériau (c’est donc bien une densité de probabilité).
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L’échelle de départ que nous choisissons pour modéliser les polycristaux est ’échelle du monocristal et
nous considérerons que les déformations & cette échelle se font uniquement par glissement le long de
ses systémes (le maclage n’est pas considéré dans ces modéles). Notre variable cinématique la plus fine
sera la vitesse de glissement sur ’ensemble des systémes présentant méme normale et méme direction de
glissements. La variable d’effort la plus fine sera la cission résolue associée et le comportement élémentaire
sera lié & la relation non linéaire entre ces quantités. Le matériau polycristallin va subir de grandes
déformations au cours de la mise en forme, il sera donc nécessaire de mettre & jour ses caractéristiques
microstructurales. La cinématique eulérienne est particuliérement adaptée dans ce cadre car elle permet
de décomposer 1’évolution en une succession d’incréments qui se déduisent les uns des autres a 1’aide
de petites perturbations. Pour s’en convaincre, explicitons le cadre cinématique dans lequel nous allons
évoluer. Le matériau est défini & tout instant ¢ & partir de sa configuration de référence (associée a la
variable de position X) & travers I’équation (2.55a). La différentiation de cette expression traduit la
transformation homogene tangente associée pour des vecteurs infinitésimaux (2.55b).

z=¢(X,t) (2.55a)
0¢ B
dz = X (X,1).dX = F(X,1).dX (2.55b)

En notant maintenant M, un vecteur infinitésimal dont le transporté est noté M, et en considérant la
dérivée temporelle d’un tel élément, on obtient (2.56a) et (2.56b).

M, =F(X,t).Mo (2.56a)
M, = F(X,t). (E(X,t))”" .M, = L(X,t) .M, (2.56b)

en notant que L est le gradient eulérien des vitesses :

ol o (2.57)

o [ox] ox o
ot |0X | oz Oz

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange exprimant I’évolution du produit scalaire de deux vecteurs
élémentaires M et M’ liés au méme point de l’espace s’exprime entre ¢ et ¢t + d¢ sous la forme (2.58).

AM,.M! : .
SSLdt = ML+ Mo M| df = M [L+ L] MGdE (258)

Mt+dt-M;+dt - M, M; =
Le tenseur de Green-Lagrange dans ces conditions prend la forme 3 [L+ L] d¢ qui est une forme li-
néarisée. Cette linéarisation provient du fait que l'on considére des intervalles de temps infinitésimaux
qui conduisent donc a des déplacements faibles. Nous travaillerons donc dans la suite sur le tenseur des
taux de déformation eulérien noté ¢ qui s’exprime suivant (2.59) et qui se comportera tout comme une
déformation linéarisée en faisant un paralléle entre V @ u et L. Le paralléle pourra étre prolongé par
la seconde égalité de (2.59) si 'on considére, comme nous le ferons dans toute la suite, que ’évolution
viscoplastique peut étre liée & un potentiel des dissipations u (c).

.1 1 _ Ou
e=glLtLl] =5 (2:59)

Précisons également que g est le tenseur de Cauchy défini sur la configuration actuelle. Nous pourrons
donc utiliser les résultats introduits précédemment dans le cadre de I’élasticité sous I’hypothése des petites
perturbations, en substituant £ a g, dans le schéma eulérien viscoplastique qui vient d’étre introduit.

Ce cadre étant rappelé, il nous faut maintenant lier la vitesse de glissement le long des plans cristalling
au taux de déformation associé & 1’échelle du monocristal. Un monocristal présentant un seul systéme
de glissement est représenté comme une superposition de parallélépipédes rectangles séparés par des
surfaces de normale sortante n. La figure 2.5 représente deux de ces éléments, le §2.1.2.a nous a appris
que pour passer du micro au macro, il fallait moyenner le champ de déformation et cela reste vrai dans
le cas de la vitesse. On cherche donc & mesurer <£>g sur le monocristal g. Pour ce faire nous allons
considérer une formule de Gauss pour se ramener & un calcul sur la surface extérieure de ’assemblage de
parallélépipédes. Le parallélépipéde supérieur est animé d’une vitesse v dans la direction m. Les relations
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FiG. 2.5: Modélisation de la déformation d’un monocristal.

(2.60) s’appliquent et on voit que la seule composante non nulle est portée par m ® n et vaut la norme du
glissement multipliée par la surface commune aux deux parallélépipédes (qui n’évolue presque pas pour
les petits incréments de temps) et divisée par le volume des deux parallélépipedes.

(L) S 2®ﬂd5g:v'wm®ﬂzgm®ﬂ:ﬁm®ﬂ (2.60)
=9 Q] Joq, 1] h
4 peut donc s’interpréter comme ’évolution temporelle du demi-glissement (au sens des termes non diago-
naux du tenseur des déformations). On déduit donc de cette analyse I'expression du taux de déformation
(2.61a) et du taux de rotation (partie anti-symétrique de L) (2.61b) pour un monocristal constitué de k
systémes de glissement. -

_ 1 . .
(&), = <§ (L+ éT)> = 32w (2 ® gy + 100 © 1) = D Aok (2.61a)
g k k

w,=(5L-1)

1 . .
B ZV(@ (may @ ny — 2wy © M) = Zv(k)g(k) (2.61b)
i i

Remarque : Déformation liée & une discontinuité de déplacement

Le théoréme de Gauss utilisé dans cette section n’a pas vocation & s’appliquer aux milieux comprenant
des discontinuités, bien qu’il puisse en fait étre étendu a ce cas si on se place dans le formalisme des
distributions comme on !’a fait ici. Mais ce calcul masque un phénoméne important qui serait apparu
clairement si I’on avait appliqué le théoréme de Gauss uniquement sur les parallélépipédes, c’est-a-dire en
dehors de toute discontinuité. On aurait trouvé, bien sir, que la déformation sur ces éléments est nulle
car la déformation est totalement localisée au niveau de la discontinuité. On voit ici que dans le cas d’un
matériau discontinu, la moyenne de la déformation des zones sans discontinuités ne s’identifie pas a la
déformation macroscopique et une redéfinition de cette derniére est nécessaire.

On notera au passage que le taux de déformation plastique (2.61a) est isochore. On s’en apercoit facilement
en considérant que la trace des tenseurs p est toujours nulle du fait de I'orthogonalité de m et n. La

nullité de ces traces impose celle du taux de déformation qui correspond a la valeur du taux de dilatation
volumique, les variations instantanées de volumes sont donc nulles.

La cinématique des monocristaux étant connue, on peut compléter la figure 1.20 en incluant le passage
par l'échelle des systémes de glissement (figure 2.6).

Classiquement en mécanique des solides déformables on peut considérer, comme on I’a vu précédemment,
un probléme suivant deux formes duales : une approche en contrainte et une approche en déformation (ou
en taux de déformation dans le cas présent). Ces deux formulations conduisent & deux types de résolution
qui donnent des résultats équivalents lorsque la dualité est respectée. Si ce n’est pas le cas les solutions
différent et on parle de saut de dualiteé.

Dans le cas particulier des polycristaux viscoplastiques, traités ici, la loi d’écoulement locale est donnée
non pas directement par des relations sur les tenseurs de contraintes et de taux de déformation locaux
mais par le lien entre la cission résolue (2.62) et le taux de glissement sur ses systémes défini en (2.61a).

T(k) = Kby 1 & (2.62)



2.2. Cas des polycristaux viscoplastiques 53

a - - £
.
A g) } | S
= &
) 0] - =
Sllg S| g
HE =
Z = Zlls
\8 o) \8
\Q) .l:j \@
=Y0) =Y0)
o Q
= =
@] (@)
E Y E Y

&

N =9

F1G. 2.6: Représentation schématique de la méthode micromécanique dans le cas polycristallin.

Or, les applications € — et ¢ — 7 ne sont pas bijectives. Il peut exister, a priori, plusieurs fagons de
choisir les taux de glissement pour obtenir le tenseur ¢ et il n’est pas toujours possible de trouver un tenseur
o pour des cissions résolues données. Afin d’éviter toute ambiguité on considére donc les applications
injectives décrites en rouge sur la figure 2.6 et qui correspondent a la formulation en contrainte. Ainsi,
que l'on soit en contrainte ou en déformation imposée, on se raménera toujours a cette formulation
pour permettre la transition entre la description sous forme de systémes de glissement et la description
tensorielle du milieu continu & I’échelle locale. Dans ce cadre, on peut passer facilement d’un potentiel
défini suivant les systémes de glissement a4 un potentiel défini par un tenseur pour le monocristal. Il suffit
pour cela de considérer I'expression du potentiel des vitesses de déformation dans ces deux cas (2.63) et
les relations (2.61a) et (2.62).

(r)
927  ou
o0 ET 5w

T(k) =

(r) _
Yy =

(2.63)

On obtient alors l'égalité u(") (g) =3 @E;g (T((l:))) Cette relation montre que si les potentiels @E;g

sont strictement convexes le potentiel u(") 1’est également et on a alors une bijection entre le champ de
contrainte et celui des taux de déformation. Ceci traduit qu’il n’existe, en fait, qu’une fagon de choisir o
4 & donné. B
La relation de convexité de u(") s’obtient en considérant pour A € [0;1] :

(r) 1 2 (r) (1 ) [ 2
) {(1 = A) Ty + )‘T(k)] S@=2) @, (T(k)) + AP (’T(k)) (2.64a)

S ([=Na+Age] ) < S =0l (a1 pw) + Y20 (20 4f)  (2640)
k k k

u(™ [(1=XN) g1+ Ag2] <(1—X) u™ (g1) + Aulm) (g2) (2.64c)
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Si u est strictement convexe, pour tous tenseurs de contrainte g1 # g2, on a les relations :

P
u(gz) —u(a) > 3—3 (@1 — 22) (2.65a)
—laga
ou
ular) —ulge) > 5| (22 —ai) (2.65b)
d’ou
P P
a_; (@1 —g2) > 8_Z (a1 - 22) (2.66)

ce qui assure linjectivité de la relation ¢ — £, en utilisant le méme raisonnement sur le potentiel dual®®

de u, on montre qu’une relation bijective lie € & o.

Pour un monocristal quelconque rien ne prouve que tous les tenseurs taux de déformation soient réalisables
lorsque I’on considére ’ensemble des taux de glissement possibles sur les différents systémes. Pour pouvoir
accommoder tous les taux de déformation d’un milieu continu, il faut que le monocristal posséde cing
systémes de glissement indépendants, condition qui est vérifiée pour nos matériaux cubiques. En effet, le
taux de déformation étant isochore, son expression tensorielle comporte cing paramétres indépendants.
On peut s’en convaincre également en cherchant un exemple de systémes de glissement permettant &
un volume élémentaire d’accommoder tous les cisaillements et toutes les extensions incompressibles pos-
sibles : un tel exemple est représenté figure 2.7. A partir de cet exemple, on peut imaginer une base de

Elément infinitésimal

3 Cissions

__
A i

2 Extensions
‘incompressibles’

Fic. 2.7: Ezemple de cing systémes permettant d’accommoder tout le tenseur des déformations incompressibles.

décomposition des tenseurs symétriques d’ordre deux de trace nulle (2.67).

a ¢ d . [0 0 0 g (001 . [0 10

cb e |=—|001]+—=[00o0]+—[1 00

d e —a-b) Y2\o 10/ Y2\1 00/ V2\0 0 0
. (10 0 , (00 0
+—{0 0 0]+—=1[0 1 o0 (2.67)
V2o 0 —1) V2\0 0 -1

Ces définitions permettent de représenter les tenseurs symétriques incompressibles dans un espace vecto-
riel normé de dimension cingq. On préfére en général travailler en repére orthonormé. On utilisera donc la

20Ce potentiel dual se déduit de u par la transformée de Legendre-Fenchel qui conserve la convexite (annexe B), il est
donc également strictement convexe.
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notation de Lequeu [109] définie par les vecteurs de base (2.68).

1 -1 0 0 1 1 0 0
el = ——= 0 1 0 €y — —= -1 0
V2 0 00 V6 0 0 2
1 0 0 0 1 0 01 1 01 0
es=—10 0 1 es=— [0 0 0 es=—|[1 0 0 (2.68a)
V2 0 10 V2 1 00 V2 0 00

Cette représentation en dimension cing sera adoptée dans la suite de ce travail aussi bien pour représenter
les taux de déformation que pour les contraintes. Si ce choix est totalement justifié dans le cas du taux
de déformation, c’est une simplification dans le cas de la contrainte. Certains auteurs [130] prennent en
compte de facon explicite la pression hydrostatique qui constitue la sixiéme composante du tenseur des
contraintes?!.

Lorsque les monocristaux ne peuvent pas tous, individuellement, accommoder tout champ de déformation,
c’est au polycristal, en tant qu’assemblage de monocristaux d’orientations différentes, de permettre de
reproduire le taux de déformation macroscopique.

2.2.2 Traitement du probléme d’homogénéisation non linéaire instantané
Si l'on considére que le lien entre le taux de glissement et la cission résolue est linéaire )y = 2k T(x)
alors en utilisant les relations (2.61a) et (2.62) on peut écrire pour le monocristal r

£ =M g0 avee MO) = zk: gagg Qg ® Q;g (2.69)

[’assemblage de ces monocristaux constitue donc un milieu hétérogéne linéaire classique pour lequel les
méthodes d’homogénéisation linéaires s’appliquent. La vraie difficulté supplémentaire vient en fait de la
non linéarité de la relation liant 7 & 4. Le milieu devenant non linéaire, il n’est plus possible d’utiliser
de principes de superposition pour représenter l'influence d’hétérogénéités sur les champs mécaniques.
Ainsi, les seuls modéles considérés initialement en plasticité étaient les modéles en champs homogeénes.
Dans la suite de ce travail, nous ne considérerons que des comportements non linéaires dérivant d’un
potentiel, et le potentiel considéré dans I'implémentation du modéle sera une loi puissance similaire a
celle introduite par Hutchinson [82]. Nous allons présenter dans le paragraphe suivant quelques relations
utiles sur les potentiels.

Cas des lois puissances :

Les relations présentées ici sont écrites sous forme tensorielle mais elles se transposent directement au cas
scalaire des systémes de glissement. Nous avons introduit précédemment (2.63) le potentiel des vitesses de
glissement ® et le potentiel des taux de déformation u ainsi que leur lien. Ces potentiels seront considérés
strictement convexes (et souvent méme plus que quadratiques) dans toute la suite de ce travail. Nous
noterons que les principes variationnels (2.39) sont valides pour un potentiel non linéaire strictement
convexe.

Nous appellerons loi puissance de degré n toute loi d’écoulement dérivant d’un potentiel v homogéne de
degré n + 1, c’est-a-dire vérifiant (2.70) (en prenant A > 0 pour simplifier)

u(Ag) = X" (o) (2.70)

Dans notre cas nous utiliserons une loi puissance de la forme (2.71) a I’échelle locale ou 7 est la famille
d’orientations et k le systéme de glissement considéré.

(r)
() (r) T
r Yo (k) Te r
(I)Ekg (1) = 7((5)) (k) |Zl) avec ”ék
ny 1| Tew)

Y
—_

(2.71)

NN

2l Cette composante intervient alors dans les équations d’équilibre et est déterminée a ’aide d’un multiplicateur de
Lagrange associé a la condition d’incompressibilité.
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On rappelle brievement quelques propriétés sur ces potentiels homogénes qui sont respectivement 1’ho-
mogeénéité des dérivées (2.72) et le théoréme d’Euler (2.73).

? =\" % Viel,n+1] 8zui — \ntl—i a;ul (2.72)
Ou o n,o (N g d'u i (n DU
ag/\al.g—(nJrl))\u(g) Vi€ [1,n+1] (aa)iw('g) ’7(n+1—i)!A u(cg) (2.73)

Un tel potentiel local conduit & un potentiel effectif de méme homogénéité. En effet, si (2.70) est vérifice
en tout point, elle I’est également pour la moyenne sur tout le VER. De plus, si le champ o (z) est
statiquement admissible pour la contrainte macroscopique X, par linéarité des conditions d’admissibilité,
Ac (z) est statiquement admissible pour AX. On en déduit donc :

TOD) = Min (102) =X i (u(g)) =37 D) (2.1)

2.2.2.a Modzéle statique et modéle de type Taylor

On parle respectivement de modéle de Taylor [194] et de modéle statique lorsque les champs de taux
de déformation ou de contraintes sont supposés homogénes dans le polycristal.
Si le comportement des systémes de glissement dérive d’un potentiel, ces modéles en champ homogéne
se déduisent simplement des formulations variationnelles (2.39). La seule difficulté qui peut apparaitre
dans le cas du modéle de Taylor est liée au fait qu’en tout point le milieu doit pouvoir accommoder un
taux de déformation quelconque; les monocristaux doivent donc présenter au moins cing systémes de
glissement indépendants. Si ce n’est pas le cas, la méthode de Taylor ne peut pas s’appliquer sous sa
forme classique. De plus, méme lorsque les systémes indépendants existent, il peut étre nécessaire, pour
obtenir de meilleurs résultats, d’assouplir un peu la forme du champ de déplacement afin d’obtenir de
meilleures prévisions de texture. On peut alors avoir recours a des modéles dérivés de Taylor qui relaxent
certaines composantes du tenseur des taux de déformation en fonction de critéres géométriques sur la
forme des grains ou sur I’agencement de groupes de grains et sur la distribution des champs dans ces
éléments. Nous citerons, pour mémoire, les différentes versions du modéle “Relaxed Constraints” décrit
par exemple dans [198, 97], les modéles LAMEL [202, 201] et ALAMEL [204, 203] de Van Houtte ou
encore le modele “Constrained Hybrid” de [144, 107].
Dans la suite les modéles baptisés, historiquement, modeéle de Taylor et modéle statique seront désignés
sous les appellations de modeéle de Voigt et modéle de Reuss, du fait de l'identité de ces descriptions en
termes de formulation variationnelle.

2.2.2.b Modéle incrémental de Hill et modéle sécant

Les méthodes en champ homogeéne permettent certes d’obtenir des bornes pour le comportement mais
ces bornes restent éloignées pour des milieux contrastés. Il était nécessaire, afin de fournir de meilleures
bornes et estimations, de transposer les méthodes plus sophistiquées de I’homogénéisation linéaire au cas
non linéaire. Pour cela, Hill [77] propose de se ramener & un probléme d’élasticité en linéarisant de facon
incrémentale le comportement, cette méthode générale va maintenant étre décrite de facon plus détaillée
en reprenant les arguments de [82] et [123].

L’idée de Hill consiste a dire qu’a tout niveau de contrainte le comportement non linéaire du milieu
hétérogéne peut étre linéarisé a 'aide de modules tangents (2.75).

dg (z) = M(z) - dg (z) (2.75)

On peut alors utiliser sur ce matériau hétérogene linéaire M (z) les méthodes d’homogénéisation classiques
pour un niveau de contrainte donné, faire évoluer le milieu & partir des champs ainsi calculés et itérer le
processus jusqu’a I’état de sollicitation visé.

Dans ’absolu, la linéarisation devrait donner des résultats différents en tout point des monocristaux, du
fait de 'inhomogénéité des champs mécaniques locaux, mais une telle représentation nous fait perdre le
concept méme de phase, de plus son équivalence avec le probléme non linéaire initial rend ce probléme
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linéaire tout aussi difficile & résoudre. Afin de conserver a la fois le comportement linéaire et 1’aspect
assemblage de phases homogénes, le comportement linéarisé peut étre simplifié en supposant un compor-
tement homogéne par phase pouvant s’interpréter comme un “comportement linéaire moyen” de la phase.
Il est naturel de conserver la structure en familles d’orientations du matériau polycristallin, ce qui nous
conduit & définir un module linéarisé par famille d’orientations.

Il faut maintenant définir la méthode de “linéarisation en moyenne”, la proposition initiale de Hill est de
considérer le comportement tangent évalué pour la moyenne des champs de contrainte dans la phase.

M) (<2>T> - ;:gg .

Il est clair que d’autres possibilités pourraient exister pour définir cette souplesse. Nous allons mainte-
nant observer ce que donne cette procédure lorsque ’on se place dans le cas d’une loi puissance définie
précédemment.

Dans le cadre de la formulation incrémentale, on considére connu ’état des champs mécaniques aprés
I’application d’une contrainte macroscopique X et on s’intéresse a I'influence d’un incrément de contrainte
supplémentaire dX. Le premier probléme & résoudre est donc la concentration de cette sollicitation dans
le matériau considéré linéaire au voisinage de ¥ c’est-a-dire :

(2.76)

dg (z) =B(z) : dZ (z) (2.77)

Nous faisons comme annoncé précédemment ’hypothése d’homogénéité du comportement par morceau.
Celui-ci est donné par (2.76) et permet la définition des tenseurs de localisation & partir d’'un modéle
d’homogénéisation linéaire & préciser.

Considérons, par exemple, que ’on parte d’un état sans contraintes pour arriver & 1’état de sollicitation
macroscopique Y. Notre comportement dérivant d’un potentiel, il est indépendant du trajet de char-
gement choisi pour arriver a I’état final, on va donc considérer un chargement progressif de la forme
X = AXp avec A nul pour I’état initial et égal & un a I’état final. Les champs locaux seront donc tous
fonctions de ce paramétre . La relation (2.77) devient alors en moyenne :

9(z),

oA

(dg), (\) =dAB™ (M) : Zo =

8<0>

O

Dans le cas des modeéles d’homogénéisation linéaires considérés précédemment, nous allons nous res-
treindre & ceux qui présentent une localisation homogéne de degré 0. Cette propriété permet de rendre
le second membre de (2.78b) indépendant du parametre A. En effet, si I'on considere (g) (A) = Mg) le
tenseur de localisation s’écrit avec cette hypothése et en utilisant ’lhomogénéité de degré n — 1 du tenseur
des souplesses (2.72).

(2.78a)

=B" () : Zo (2.78b)

B (1) =B (M (Ma), ). 1Y (Me), ) (2.79a)
=B (3 ((2) ) AN ((2),) (2.79b)

_B<r( ( 1) ( >1>> (2.79c¢)

=B (2.79d)
on peut donc intégrer directement ’équation (2.78b) au cours de la sollicitation
(2), = AB"): 5 (2.80)

soit pour le niveau de contrainte final
(2), =B": % (2.81)

Ce qui est cohérent, avec la forme conjecturée pour <g>7_. Ces expressions constituent donc une solution
du probléme (2.78b), ce probléme étant linéaire avec des conditions initiales fixées sa solution est unique,
c’est donc (2.81).
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La définition des comportements locaux adoptés dans le cadre de ce modéle nous permet d’intégrer de
méme le taux de déformation.

a(), =1 (o), ) s d(o), (2.82a)

% =M™ ()\<g>r) : B™ 1 X0 = A M) <<g>r) : B™ : Xo (2.82b)
(), = %W) ((@),) B9 : 2o (2.82¢)

Soit a l'instant final .
&), =1 ((2),): (), (2.83)

Ainsi, dans le cas d’une loi puissance associée & un modéle d’homogénéisation conduisant a des tenseurs
de localisation homogeénes de degré 0 par rapport aux modules, la formulation incrémentale peut s’écrire
sous forme intégrée ou totale a ’aide d’une expression “sécante” ot le module sécant est donné par le
rapport du module tangent par I’exposant n. Ce modéle sera désigné sous ’appellation de modéle sécant
dans la suite.

Ce résultat rappelle que dans le cas d’un comportement non héréditaire, il est inutile de recourir & une
formulation incrémentale. Et, dans le cas d’une loi puissance, pour un modéle d’homogénéisation linéaire
vérifiant (2.79), la procédure de Hill s’identifie & une linéarisation totale sécante. Malgré tout, on peut
espérer obtenir de meilleurs résultats en utilisant un autre type de linéarisation totale & 1’échelle locale,
telle par exemple, une linéarisation tangente ou affine. En effet, ce type de linéarisation permet de mieux
approcher localement le comportement pour les points de la phase r présentant un état de contrainte
différent, de ’état moyen, une linéarisation tangente serait en ce sens optimale.

Remarque 1 : Condition d’homogénéité sur la localisation

P°, tout comme ", sont homogénes de degré -1 comme le suggére ’équation (2.19). Ainsi C* est homogéne
de degré 1 en C°. Pour que les tenseurs de localisation issus de la formulation de Hashin et Shtrikman
soient homogenes de degré 0 au sens évoqué en (2.79), il suffit, au vu de (2.84), que C° soit linéaire-
ment dépendant des C("), ce qui est le cas en particulier du modéle auto-cohérent et des estimations de
Willis/Hashin-Shtrikman.

A — [C* (€% +a:<r>} : lz ¢ (a:* (€% +@<s>)_1] B (2.84)

S

En fait, en considérant la linéarité des conditions d’admissibilité (2.18) et 'unicité des solutions dans
un cadre élastique linéaire, on s’apercoit qu’un modéle d’homogénéisation soumis & ces contraintes doit
toujours fournir des tenseurs de localisations homogenes de degré 1 (en ce sens les modeéles de Voigt et
Reuss ne sont pas satisfaisants).

Remarque 2 : Choix du modéle linéaire pour un matériau polycristallin

Dans le cas d’un polycristal, I’absence d’une phase, c’est-a-dire ici d’une famille d’orientations, jouant
clairement le role de matrice nous oriente vers un modéle auto-cohérent. Cette approche sera d’autant
mieux adaptée que chaque grain sera entouré d’une large variété de voisins caractérisant la diversité
des orientations présentes dans le matériau. Dans 'approche classique décrite ici, nous avons vu que le
modéle auto-cohérent, tout comme les autres modéles issus de la formulation de Hashin et Shtrikman,
se basait sur la définition d’un unique tenseur microstructural Z (supposant une symétrie de répartition
ellipsoidale). -

La question est alors de savoir & quoi connecter ce paramétre microstructural. Il peut étre tentant de
rapprocher cette notion de la forme moyenne des grains. Il est clair tout d’abord que ce lien est totalement,
justifié pour des grains globalement équiaxes présentant une distribution aléatoire de leur orientation dans
le volume. Ce point de vue reste valable lorsque 1’on impose une transformation homogéne a ce matériau.
D’autre part, ce rapprochement est également pertinent si la distance de décorrélation est de 'ordre de
la taille de grain, car alors la fonction d’auto-corrélation moyenne en quelque sorte la forme de chaque
grain, alors que les fonctions de corrélation croisées sont quasiment nulles??.

220n peut donc leur attribuer la symétrie de notre choix.
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Si la symétrie de répartition des orientations dépend des familles d’orientations, ou si celle-ci a une
géométrie bien particuliére, rien n’assure que le tenseur Z puisse étre encore rapproché de la forme des
grains. Malgré tout, la difficulté de mesurer les fonctions de corrélation pour les orientations nous incite
souvent, & faire la simplification que la forme des grains définit la symétrie de Z.

2.2.2.c Modzéles tangent et affine

La formulation tangente [130, 103] se base sur I'idée d’utiliser une formulation totale mieux adaptée que
la formulation sécante et considére aussi bien & I’échelle locale qu’a 1’échelle macroscopique les relations
(2.85) et (2.86).

0%y ou 9%u

s M(’!) : (r) M(’!) — (r) _ _ 2.

é o+dy’ avec 9900 et dy 7% 9900 (o) (2.85)
= =g, =), ~= =N,

. ~ ~ 0%*u ou 0%u

En écrivant ces expressions les auteurs supposent la compatibilité de ces formulations tangentes aux deux
échelles, ce qui n’est pas assuré a priori. De plus, cette formulation nécessite de connaitre & I'avance la
forme du potentiel effectif, ce qui a limité son utilisation aux lois puissances pour lesquelles ’homogénéité
du potentiel effectif est connue. A contrario, Masson [123, 124] a utilisé une linéarisation tangente a
I’échelle locale mais a appliqué les relations classiques d’homogénéisation des milieux thermo-élastiques
[215, 124]

M= (M:B) (2.87a)

pour caractériser le matériau & 1’échelle macroscopique. Le comportement & cette échelle, bien que s’écri-
vant toujours sous la forme :

E=N:Z+ Dy (2.88)

n’a pas de raison d’étre tangent au comportement non linéaire macroscopique; c’est ce qui vaut & cette
méthode le qualificatif d’affine.

L’hypothése de tangence de [130, 103] impose a la formulation du méme nom un comportement particulier
pour les fortes non linéarités. En effet, dans le cas de 'implémentation auto-cohérente, on montre en
suivant [103] ou [124], que ’équation de localisation utilisée tend & imposer <g>T ~ X, ce qui explique
I’adoucissement observé par rapport aux autres linéarisations, car on se rapproche alors de la configuration
de Reuss. Il est & noter que cette approche tangente n’est pas tout a fait dans la logique d’une approche
micromécanique, car elle intégre des hypothéses a la fois a 1’échelle locale et & 1’échelle macroscopique.
Cette spécificité est parfois considérée comme un manque de cohérence interne du modéle.

On pourrait croire que ces modéles closent le sujet du choix de la méthode de linéarisation & utiliser. En
fait il n’en est rien, car si les modéles présentés jusqu’a maintenant ont choisi d’estimer les comportement,
locaux & partir des moyennes par phases, rien ne nous oblige a faire un tel choix. On peut méme montrer
que ce choix n’est en général pas optimal et “raidit” souvent le comportement effectif (voir par exemple
[23] dans le cas isotrope). Pour se convaincre du caractére “arbitraire” de la définition des modules a
partir des champs moyens, on peut remarquer :

B-Yew, -y (o

(2.89)

Une écriture variationnelle du probléme non linéaire peut permettre d’éviter de faire ce choix a priori,
lors de la définition du milieu linéaire & utiliser.

On peut noter que, comme dans le cas des formulations d’homogénéisation linéaires “ad-hoc”, ces tech-
niques de linéarisation ne permettent pas de savoir si ’on surévalue ou si ’on sous-évalue le comportement,
réel ; c’est également une information qui deviendra accessible & partir des formulations variationnelles.
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2.2.2.d Formulation variationnelle de Talbot et Willis

Une extension du principe variationnel de Hashin et Shtrikman au cas non linéaire a été proposée

initialement par Talbot et Willis [190]. Cette formulation se base sur le choix d’un potentiel wq (g) =
1/2CO : (g@g), associé a un milieu linéaire homogeéne de module C°, auquel comparer le potentiel des
dissipations w (g) du milieu hétérogéne non linéaire que nous considérons. Supposons que l’on puisse

choisir wy de fagon a ce que (w — wy) (5) soit concave; la transformée de Legendre-Fenchel concave

(annexe B) donne alors les relations (2.90).
(w—wo), (z) =Inf{z:&— (w—wp) (&)} (2.90a)

(w—wo),, (g) = (w —wo) (g) - |2f {; tE- (w —wo), (;)} (2.90b)

Cette derniére égalité provenant de l'involution de la transformée lorsque la fonctionnelle de départ est
concave. Cette identité permet de reformuler la formulation variationnelle classique (2.39) sous la forme
(2.91).

g (£> =, Min {<“’0 (" @)+ <'gf [Z(2): & (2) — (w—wo), (z(2))] >} (2.91a)

grecm(E)

= Inf{ Min (wo (£ (2)) +z(z) : £" (z)) — ((w —wo), (z (g))>} (2.91b)

T é* ecm (g)

ou la minimisation sur le champ des taux de déformation admissibles fait intervenir un probléme d’inclu-
sion fictif lorsque 7 est considéré constant par morceaux.

Dans le cas ot ’hypothése de concavité de w—wo n’est vérifice qu’a infini, I'involution de la transformeée
de Legendre-Fenchel n’est pas respectée (w (£) — wo (£) < (w —wo),, (£)) et la formulation précédente
fournit une borne haute pour le comportement. Dans le cas convexe ou convexe a 'infini un raisonnement
similaire peut étre mené.

Il est & noter que le potentiel non linéaire est toujours comparé & un potentiel quadratique; nous ne
pouvons donc obtenir qu’une borne supérieure ou qu’une borne inférieure, respectivement pour un com-
portement moins que quadratique & I'infini et pour un comportement plus que quadratique a l'infini (seul
un w également quadratique et donc un comportement linéaire permettrait de générer des différences
w — wp tour & tour concaves et convexes). Il est & noter que la formulation duale, en contrainte, existe
mais fournit la méme borne. Dans le cas ol le potentiel est linéaire, on peut vérifier que la formulation
de Talbot et Willis s’identifie & la formulation de Hashin et Shtrikman et que les conditions de convexité
et de concavité a I’infini redonnent les conditions sur le milieu de référence C° pour obtenir les bornes de
Hashin et Shtrikman.

L’application de cette méthode dans le cas polycristallin a été réalisée par [46] et complété par une se-
conde borne dans [214], en utilisant une méthode décrite en [192, 193],

Cette formulation variationnelle dispense l'utilisateur de faire un choix de linéarisation. Mais cette pro-
cédure a été “supplantée” dans le cas de potentiels de “carré convexe” par une formulation plus simple
et permettant d’utiliser d’autres modéles d’homogénéisation linéaires que ceux basés sur la formulation
variationnelle de Hashin et Shtrikman.

2.2.2.e Formulation variationnelle de Ponte Castaneda

La formulation variationnelle de Ponte Castaneda [152] permet, quant & elle, d’utiliser un composite
linéaire de comparaison au lieu d’un milieu linéaire homogéne de comparaison soumis & un champ de
polarisation comme dans le modéle précédent. L’avantage d’une telle forme est de permettre d’utiliser
une information microstructurale plus riche associée a d’autres modéles d’homogénéisation linéaire que
ceux dérivés de la formulation variationnelle de Hashin et Shtrikman.

L’idée de Ponte Castaneda est de laisser a l'utilisateur le choix du modéle d’homogénéisation linéaire
qu’il souhaite employer, en faisant apparaitre directement un probléme de milieu hétérogéne linéaire.
Nous allons nous placer dans le cadre scalaire pour lequel cette méthode a été définie initialement [152,
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154, 153, 161] en supposant que le potentiel n’est fonction que de I’équivalent du taux de déformation au

sens de von Mises :
) 2/, 1 N .1 N
fea =[5 (E-3gtr(@)i): (e-3ztr ()i (2.92)

Afin d’arriver au résultat voulu, Pauteur fait 'hypothése que le potentiel w (£eq.) est de carré concave?®,

c’est-a-dire qu’il peut s’écrire f (sgq.) avec f concave sur Ry, f(0) = 0 et f(p) P +o0 (on peut
p—-+oo

prendre f () = —oo pour = < 0). La transformée de Legendre-Fenchel concave donne alors :
Fela) =Inf{pq — [(p)} = Inf{pq — F(p)} = —v(q) (2.93)

fx est concave et vaut —oo pour ¢ < 0. L’application de la transformation une seconde fois nous donne :

fex (p) = f(p) = Jgg {ra — f(0)} (2.94)

3 _ 2 2 N . A 2 .
En prenant ¢ = 5u et p = £, on a donc reformulé le probleme en faisant apparaitre une énergie de
milieu linéaire isotrope.

w(k) = Inf {guéﬁq_ /. (%u) } (2.952)
w (i) = M (it [rwe@-r (3uw)]) (2.95)

L {éegﬂj?ﬁ) <w0 (” (z) £>> - <f* (gu (&)) >} (2.95¢)

ou 'optimisation sur £ constitue un probléme d’homogénéisation linéaire. Suquet [189, 161] a montré que

cette procédure variationnelle coincidait avec un modéle sécant ot Iestimation des modules est réalisée,

non plus & partir de la moyenne des champs, mais & partir de leur seconds moment?*.

Ponte Castaneda et Willis ont montré que les résultats obtenus avec cette méthode, dans le cadre de

la formulation linéaire de Hashin et Shtrikman, pouvaient étre retrouvés a partir de la méthode de

linéarisation proposée précédemment et que la formulation variationnelle de Talbot et Willis fournissait
é “au carré” n’était pas verifiee [212, 213, 163].

de meilleurs résultats dans le cas ot I’hypotheése de convexité
Talbot et Willis ont, en outre, proposé une version hybride de leur formulation variationnelle permettant
d’utiliser & la fois un composite linéaire de comparaison et des polarisations [191, 214]. Les bornes fournies
dans ce cadre sont, en général, identiques & celles obtenues & I’aide de la formulation de Ponte Castaneda.
Ce dernier explique [151] cette similarité en remarquant que dans la plupart des cas :

(wm _ w(‘)’“)) (;(r)) “_» Sgp {wm ) — w” (g)} (2.96)

ou le premier membre intervient dans la formulation hybride de Talbot et Willis et le second dans la
procédure variationnelle de Ponte Castanieda, ce qu’il représente schématiquement par la figure 2.8. Afin
d’atteindre des estimations potentiellement plus fines Ponte Castafieda et Willis [164] proposent de ne
plus utiliser une transformée de Legendre-Fenchel conduisant & une convexification comme a la figure 2.8
mais de considérer une transformation stationnaire qui sera présentée dans la suite.

*k

La formulation variationnelle de Ponte Castaneda a tout d’abord été utilisée, dans le cas des polycristaux,
par [43]. Une estimation de type auto-cohérent a été proposée ensuite par [160, 136, 135, 137, 67, 116]
afin d’approcher le comportement de divers matériaux cristallins. Le statut de borne supérieure de cette
formulation variationnelle a permis de montrer que d’autres estimations auto-cohérentes, obtenues pour
des méthodes de linéarisation différentes, ne respectaient pas cette borne et étaient donc & proscrire.

Ce modeéle de linéarisation propose donc beaucoup d’avantages, néanmoins son statut de borne haute®® a
incité certains auteurs & rechercher une formulation plus souple afin de fournir de meilleures estimations.

23Cette hypothése de concavité est vérifiée dans le cas du potentiel que nous utiliserons par la suite.
24Ce qui se retrouve en écrivant les conditions d’optimalité sur x homogéne par morceau et sur E.
251’utilisation de champs de modules homogénes par morceaux dans (2.95¢) conduit & une borne supérieure pour .
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PR T [ S S "
o & £
F1Gc. 2.8: Représentation schématique de [’égalité (2.96) vérifiée en général, d’aprés [151] (le domaine ot l’égalité
est vérifiée est représenté en traits discontinus).

2.2.2.f Modéles au second ordre

Ponte Castafieda [155] a proposé une formulation générale, incluant la formulation affine décrite
précédemment et permettant de reproduire le développement au second ordre en contraste de Suquet
[188], ce que ne permet pas la formulation variationnelle précédente. Pour ce faire, 'auteur a introduit
un potentiel thermo-élastique de référence (2.97) de la forme la plus générale possible, ot ¢ et Lo sont
des champs (non nécessairement homogeénes). -

é:(g—é)%(g—é):[to:(g—é) (297)

Un statut variationnel a pu étre donné a cette formulation [164] en étendant la formulation hybride de
Talbot et Willis déja évoquée. Cette formulation variationnelle a la particularité de ne pas étre basée
sur la transformée de Legendre-Fenchel classique qui conduit, comme on ’a vu, a une convexification
de w() — w(()r) (figure 2.8), limitant ’exploration de cette fonction et limitant donc la précision des
estimations. L’utilisation d’une transformation stationnaire®® de la forme (2.98)

fr(y) =stat{ey = f(2)}  flz) = Stat{ay - f7(4)} (2.98)

wr @) =w () + 5

permet d’explorer tout le graphe, car cette transformation est involutive quelle que soit la convexité de
f, au prix d’une formulation mathématique plus complexe (f*(y) n’est plus, en général, une fonction car
plusieurs images peuvent étre associées a y). La formulation variationnelle [164, 151] obtenue & partir de
ces relations prend la forme (2.99)

S () S () AGs) ™ (1) 200 _
#(E) = st {wT(yo 20) T eve év)} 299)

L$ £

avec
Vo (1L,20) = s‘t;;t [0 (£0) =) ()] (2.100)

Elle ne permet plus d’obtenir de bornes, mais guide toujours 1’utilisateur vers le choix d’une linéarisation

optimale. La difficulté qui apparait a ce niveau est que ’on ne sait pas, pour le moment, optimiser la

)

fonctionnelle (2.99) par rapport & la fois & des champs constants par morceaux é(” et I]_g . Une premiére

26Pour une fonction dérivable I’opérateur stationnaire est tel que : Stat, {e} < % =0, dans un cadre plus général cette
relation peut étre comprise, tout comme la transformée de Legendre-Fenchel, au sens des sous-différentiels.
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variante privilégiant 'optimisation vis-a-vis de £(") et I'utilisation les modules tangents 92w(™) /Oe0e atout
d’abord été considérée, cette formulation est communément désignée aujourd’hui sous le terme de second
ordre tangent (SOT). Des résultats encourageants fournissant des estimations proches de simulations
en champs complets [132] ont été obtenus par [162]. Une implémentation de cette méthode pour les
polycristaux a été réalisée par [25, 24]. Mais, dans le cadre de situations proches de la percolation [110],
cet estimateur peut ne pas respecter la borne variationnelle précédente. Cette limitation pourrait étre
due, d’aprés les auteurs, & la non prise en compte des seconds moments des champs dans cette premiére
formulation au second ordre, alors que ’on a vu que la formulation variationnelle (§2.2.2.e) intégrait ce
type d’information. Cette constatation a conduit & une reformulation de la méthode au second ordre
[151, 158] permettant a la fois d’intégrer une information sur la fluctuation des champs et restant exacte
au second ordre, cette variante sera notée simplement SO dans la suite. Ce nouvel estimateur consiste
a essayer d’optimiser [I_E)T) dans la formulation variationnelle stationnaire. Une implémentation de cette
méthode a été réalisée dans le cadre polycristallin, indépendamment par Liu [119, 118, 102, 117] et
Lebensohn. Cette méthode semble fournir de bons résultats par rapport aux simulations en champs
complets par FFT [102] ou & l'aide d’éléments finis spéciaux (HEP) [117]. De plus, cet estimateur n’a
encore jamais été mis en défaut par comparaison & la borne variationnelle.

Bien que cette derniére formulation au second ordre semble donner de bons résultats, nous avons choisi,
dans ce travail, d’utiliser la formulation variationnelle de Ponte Castafieda. Ce sera cette formulation qui
sera visée dans la suite lorsque nous évoquerons “la formulation variationnelle”. Celle-ci nous a semblé
présenter un bon compromis entre simplicité et précision et sa forme est aujourd’hui figée, ce qui n’est
pas tout & fait vrai pour les formulations au second ordre. De plus, ce choix nous a permis de profiter
de I'implémentation de la formulation variationnelle polycristalline développée par Gilormini [66]. Il est
également & noter que le lien entre les champs apparaissant dans le milieu linéaire de comparaison et ceux
réellement associés au milieu non linéaire est plus simple dans le cas de la formulation variationnelle que
dans le cas des modeéles au second ordre [86].

2.2.2.g Informations sur les champs mécaniques

Le choix de la formulation variationnelle étant fait, nous disposons d’une méthode de détermination
du potentiel effectif du matériau. Il est maintenant nécessaire de s’intéresser & la démarche permettant
d’obtenir des informations sur les champs mécaniques & partir de ce potentiel.

La premiére variation du potentiel effectif, nous donne le comportement effectif instantané du matériau.

5w(§)w<§+5§)w(ﬁ)<?:5§>§:5§ (2.101)

= & =

Cette relation est obtenue en utilisant le lemme de Hill sur les champs solutions £ du probléme de
minimisation en taux de déformation imposé?’.
Dans le cadre de la formulation variationnelle présentée précédemment, la stationnarité vis-a-vis de u

conduit & :

5F i Inf {wo — (fu(p))}

ow _ 9 L>0 (2.102)

|-z
- o5

Ainsi, la contrainte macroscopique prévue en considérant le potentiel du composite linéaire de comparaison
coincide avec celle liée au potentiel non linéaire. Cette remarque a été faite initialement par [42].

Pour obtenir des informations statistiques plus fines sur les champs apparaissant dans le matériau, on peut
avoir recours a la dérivation du potentiel effectif vis-a-vis d’un paramétre & déformation macroscopique
figée. En effet, en considérant wy (¢) = w (¢,¢) et en posant ¢, la solution du probléme (2.103).

i (E) = Min, (w0 €)) (2109

270n remarque que la fluctuation de champ solution est cinématiquement admissible a la fluctuation macroscopique et
que l'admissibilité statique de la contrainte est assurée par 1’équation d’Euler-Lagrange, V. (810/8;) = 0, associée a la
premiére égalité de (2.39a).
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Cette expression se développe en :

dw, (.N  [JOow, Ow, 0%\  /ow ow, Og,
i (£) < ot oz ot ) \ae )T\ (2.104)

Or, ce deuxiéme terme est nul du fait du lemme de Hill en utilisant :

S™ et aét c™(0 2.105
6—§€ e WG (0) (2. )

du fait de I’équation d’Euler-lagrange et de I’admissibilité cinématique de £ , vis-a-vis de g (indépendant
de t). On a donc la relation générale :
(2.106)
s

Dans le cadre de la méthode variationnelle, pour des modules homogénes par morceau, on peut écrire :

om, _ [ dw,
ot \ ot

wye (2,8) = w (z,8) +x (@) 2" : ¢ (2.107a)
= b {wo (19,2) = £ 0 x D @2 2 (2.107b)
_ (s) =) _ (s)
-t {402 5 (4)} 2107

avec
Wo, £ (u‘”é) = wp (u“”,g) +x" (2) 2" g

Ce qui conduit, & 'expression du potentiel effectif :
@, (E) — Inf {aoﬁ,v) (M”,E) - <f* (u<8>>>} (2.108)
= — u($) >0 = -

Wo,£(7) (#(S)’é) = ,egﬂj?E) <wo (u(s’,g) +x" (z) £ :§> (2.109)

avec

En utilisant la stationnarité de la formulation variationnelle par rapport a p et la relation (2.106), on
arrive a ’expression :
8w;<r) 8w0,;<r>

orm 9z

_ ra(r)

= cr%m (2.110)
vraie quel que soit ;(’“) et conduisant donc au résultat recherché pour ;(’“) = 0. Le champ de contrainte
moyen par phase peut étre lié, de méme, au potentiel linéaire de comparaison. On appliquera donc les
formules de localisations classiques du milieu linéaire pour estimer ce terme.

En posant
1
wy» (z,8) = w (z,g) + §X(T) ()N (t®g) (2.111)
on montre également :
8TZx(ﬂ awg(m c" . .
_ = _ 2.112
ON(T) NE ENG) NE 2 <g®g>7 ( )

Idiart et Ponte Castaneda [84, 86, 87] généralisent ces relations pour des moments plus élevés et pour les
procédures de linéarisation au second ordre. Le résultat & retenir est que ’on peut utiliser le composite
linéaire issu du modéle variationnel pour estimer les moyennes et les seconds moments des champs de taux
de déformation et de contrainte. Or, dans le cas d’un potentiel linéaire wy (g, g) =1/2 (ZT X (z) I]_(’“)) i
(g ® g) ces grandeurs s’estiment simplement & partir des relations :

s = a0 (2.113a)

6@0 c" . .

= S(ewe), (2.113b)
o =10 ) (2.113c)

(g®g), =L :(¢@g) L0 (2.113d)

r
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Conclusion

Ce chapitre nous a permis de nous familiariser avec les techniques d’homogénéisations qui seront utilisées
dans la suite de ce document. Nous avons pu remarquer que ces formulations étaient avant tout basées sur
une description statistique du matériau. Les principaux modéles sur lesquels repose cette méthode sont
définis pour des comportements linéaires. Ainsi, les techniques d’homogénéisation non linéaires nécessitent
I'utilisation d’'une méthode de linéarisation. Dans ce chapitre, plusieurs de ces linéarisations ont été
introduites dans le cadre de la prévision du comportement instantané des polycristaux viscoplastiques,
elles nous seront utiles par la suite, mais c’est la formulation variationnelle de Ponte Castaneda qui jouera
réellement un role central dans notre étude.
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Introduction

La bibliographie du chapitre 1 montre que 'influence de la distribution des phases sur le comportement
mécanique des polycristaux viscoplastiques biphasés n’est pas une question simple. Nous cherchons donc
a améliorer la compréhension de cette dépendance a travers la construction d’un modeéle spécifique.
Pour ce faire, nous allons nous baser sur la formulation variationnelle présentée au chapitre 2, et recher-
cher un modeéle d’homogénéisation linéaire permettant de considérer la répartition des phases comme
un paramétre, dans le but de tester son effet. Usuellement, les modéles d’homogénéisation considérent
I’existence d’une seule source d’hétérogénéité. Dans notre cas, la situation est plus délicate car il nous
faut concilier les hétérogénéités lies a la nature cristalline du matériau et celles liées a la présence de
plusieurs phases. La premiére section de ce chapitre propose une simplification du probléme permettant
de représenter ces deux aspects.

Le détail de la méthode permettant d’obtenir la réponse mécanique instantanée du matériau sous ces
hypotheéses, dans un cadre variationnel, est ensuite exposé. Certains points de I'implémentation, relatifs
aux lois puissances ou a la procédure de minimisation utilisée, sont ensuite détaillés.

Enfin, comme la mise en forme du matériau biphasé implique des transformations finies, nous verrons,
dans une derniére section, comment intégrer ’évolution microstructurale dans le cadre eulérien adopté
ici (§2.2.1).

3.1 Description morphologique d’un polycristal biphasé

La microstructure d’un polycristal biphasé est plus complexe que celle intervenant dans le cas d’un
polycristal monophasé. La difficulté supplémentaire qui apparait est liée au fait qu’il faut non seulement
décrire les différentes orientations cristallographiques mais aussi la répartition des différentes phases
(variétés allotropiques) présentes dans le matériau. Dans le cas d’un polycristal réel, ces deux descriptions
coexistent & la méme échelle et conduisent & une représentation complexe de la microstructure. Aucune
méthode d’homogénéisation, & notre connaissance, n’existe actuellement pour traiter ce type de probléme
dans un cadre général ot ces deux sources d’hétérogénéité présentent des distributions distinctes ; il nous
faut donc avoir recours a une simplification. Les auteurs ayant abordé cette question se sont ramenés
a un cas polyphasé classique en définissant une notion de phase généralisée fusionnant les deux types
d’hétérogénéités. Cette approche a ses limites et ne suffit pas, dans le cas présent, pour étudier l'influence
de la répartition des phases. Nous proposerons donc une alternative & cette description.

3.1.1 Meéthode de redéfinition des phases

Pour prolonger les notions de fonctions de corrélation déja évoquées a la section 2.1.1.c, nous allons
considérer un polycristal biphasé de phases ¢, et 3. Ces phases cristallographiques sont considérées
comparables en termes d’orientations; ce sont par exemple deux mailles cubiques comme dans le cas
auténo-ferritique qui nous intéresse. A tout point z d’'un VER polycristallin  sont associées deux pro-
priétés physiques, 'orientation du monocristal notée g;, ¢ € [1; N, associée aux domaines g, et la phase
cristallographique notée ¢y, I € [1;2], associée aux domaines €2,,. On notera pour la suite que :

Ve e Q,3(1,5) € [1;2] x [I,N] | z€Q,, NQy, ouencore z & Qyng; (3.1)

L’information morphologique & un et deux points la plus générale pour décrire un polycristal biphasé
peut prendre la forme (3.2).

V(L) € [1:2] x [1: V], o = (P () () = e (3.22)

V(I,J,i,5) € [1;2]° x [1,N]?, Vh, C®19¢79 (h) = (x*" (z) x* (2) x*’ (z+ 1) x*¥ (z+h)) (3.2b)

Mais cette description ne permet pas d’utiliser les méthodes d’homogénéisation classiques reposant sur
la description d’une seule propriété en tout point du matériau et non sur celle de plusieurs propriétés
comme dans le cas présent. Nous allons donc chercher & nous ramener & une situation connue.

Certains auteurs [9, 49, 50| ayant abordé ce type de probléme, ont pris le parti de considérer que ce
matériau n’était en fait quun composite, dans lequel les phases généralisées ®; sont définies & partir de la
donnée d’une orientation et d’une phase cristallographique. Cette méthode, qui sera dite de redéfinition
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des phases, utilise donc toute l'information fournie par (3.2) pour formuler un probléme équivalent.
Les fonctions de corrélation & un et deux points se définissent ainsi comme dans le cas d’un matériau
hétérogene & n phases :

(0 (@) = T (3.30)

Y (i,§) € [L;n]*, Vi, C*® (h) = (x* (2) x* (z + b)) (3.3b)

Vi e [1;n], e

Cette description simple et contenant, a priori, toute I'information & deux points, n’est pas entiérement,
satisfaisante car elle ne permet pas de distinguer des phases généralisées différentes, du fait d’orientations
cristallographiques différentes ou du fait de phases cristallographiques différentes. De plus, 'information
microstructurale présentée ici doit étre utilisée dans le cadre d’'un modéle d’homogénéisation, tels ceux
présentés au chapitre 2. Or 'absence de distinction entre les deux sources d’hétérogénéité impose que
celles-ci “suivent le méme type de modeéle”. Il n’est en effet pas envisageable de représenter, a ’aide de
cette formulation, un assemblage proche d’un modéle matrice-inclusion pour les phases cristallographiques
et un modeéle auto-cohérent pour les orientations. Ce type de formulation est ainsi classiquement utilisé
avec un modeéle auto-cohérent, ce qui impose aux grains et aux phases d’étre fortement désordonnés et,
en particulier, qu’aucune phase ne soit en matrice. Nous voyons donc clairement, & travers cet exemple,
qu’il n’est pas possible de faire jouer un role particulier & 'une des phases cristallographiques, tout
en conservant le modéle auto-cohérent, bien adapté a la description de la distribution des orientations
cristallines. Cette description ne nous permet donc pas d’atteindre notre objectif qui vise a faire varier
la distribution des phases, tout en gardant une description crédible pour I’agencement cristallin.

Une autre limitation peut étre notée. La formulation par redéfinition des phases ne permet, pour les
modéles d’homogénéisation présentés aux chapitre 2, de décrire la microstructure qu’au travers d’une seule
fonction de corrélation & deux points et donc, sous I’hypotheése de distribution ellipsoidale (2.28), qu’au
travers d’un seul tenseur microstructural Z. Ceci signifie que ’on ne pourra pas modéliser d’évolutions
différentes pour les symétries des fonctions de corrélation relatives aux orientations et pour les fonctions
de corrélation relatives aux phases. De plus, I’hypothése que indépendamment les fonctions de corrélation
relatives a chaque type d’hétérogénéité vérifient cette symétrie n’assure pas que les phases généralisées la
vérifient. En fait, ce n’est vrai que si les deux symétries ellipsoidales sont identiques. De facon simplifiée!,
nous considérerons donc souvent que les différentes sources d’hétérogénéité présentent des distributions
de symétrie identiques, au sens de (2.28) et que c’est donc cette symétrie commune qui définira celle de
la répartition des phases généralisées.

Pour dépasser quelques unes de ces limitations, il faudrait pouvoir décrire de facon plus indépendante la
répartition des familles d’orientations cristallographiques et celle des variétés allotropiques. Dans la suite,
toute grandeur se rapportant & une phase généralisée @) sera désignée de facon plus précise par ¢; N g;.

3.1.2 Autre description de la microstructure biphasée

Afin de pouvoir traiter le probléme, nous cherchons & ne caractériser quun seul type d’hétérogénéité
a la fois dans le matériau, mais nous voudrions néanmoins conserver une description spécifique pour
I’hétérogénéité liée aux orientations et celle liée & la répartition des phases. Dans ce contexte, on peut
imaginer que 'une ou 'autre de ces hétérogénéités prédomine suivant 1’échelle & laquelle nous décrivons
le matériau.
Si nous considérons, par exemple, un polycristal contenant des domaines de phase d’extension importante
devant la taille de grain, on congoit intuitivement qu’a I’échelle du matériau l’agencement des phases soit
important, alors que le détail de 'arrangement des orientations I’est moins du fait d’une possible “perte de
corrélation” & cette échelle. A I’échelle d’'un domaine de phase, par contre, 'agencement des orientations
va devenir significatif.
Dans ce cadre, la fonction de corrélation & un point, définie & 1’échelle du matériau, ne prendra pas
la cristallographie en compte mais décrira la fraction volumique de chaque phase dans le polycristal.
L’information & deux points quant & elle représentera statistiquement la répartition des domaines de
phases dans le polycristal. Ces fonctions se définissent de fagon naturelle & partir des expressions suivantes :

LEn effet, le tenseur Z décrit uniquement la symétrie des fonctions de corrélation des phases généralisées qui est supposée
ellipsoidale et identique pour toutes et ne décrit pas directement la distribution des orientations ou des phases.
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vIe 2], 1 = (¥ (z)) = % (3.42)
V(I,J) € [1;2]*, Vh, C?197 (h) = (x?' (z) x*’ (z + b)) (3.4b)

A une échelle plus fine, chacune des phases est composée d’un grand nombre de monocristaux, on définit
ainsi les fonctions conditionnelles (3.5).

v(i,J) € [1;N] % [1:2], cf’;J<xgi<z>>w%% (3.50)
V(0,4 K) € [N x [152], b, COP () = (6 (@) x® (z+D),,  (3.5)

ou la fonction C‘g; ij décrit la probabilité de trouver un grain d’orientation g; partant d’un point d’orien-

tation g; sachant que le point de départ fait partie de la phase? ¢g.

Afin de clarifier les hypothéses liées a cette description, nous allons expliciter le passage d’une description
basée sur (3.2) & une représentation utilisant (3.4) et (3.5). Concernant I'information & un point, on peut
toujours écrire (3.2a) sous la forme :
V(1,%) € [1;2] x [1; N] P19 = c‘“c‘g;I (3.6)

qui fait bien intervenir les quantités introduites précédemment.
Pour l'information & deux points, lorsque ||h|| est plus grande que la distance de décorrélation des orien-
tations® L9, on obtient :

V(I,J,4,5) € [[1;2]]2 X [[1;N]]2 ,Vh | ||h]| > LY, Ce19i979i (h) = C¥1#7 (h) ¢!t ¢ (3.7)

ler e

Pour ||| inférieure & L9, nous supposerons que h joint trés rarement des points appartenant & des phases
différentes®. Ainsi, nous considérerons C'?19:¥79 négligeable si I # J et nous lierons C¥19:%195 3 C‘g;fj

en considérant la relation générale (3.8)

1
i |l < LY, OO0 () = o /Q X (@) X (2 + 1) AV,
-y / X (@) X9 (2 + h) X¥7 (2 + h)dVy (3.8a)
J,J#1 7 ey
= cwzcﬁ;i’j (h) — Z ¢P1CP19:%95 () (3.8b)

J,J£I

Nous obtenons donc 'expression simplifiée suivante ne faisant intervenir que les quantités introduites
précédemment :

h) (3.9)

C¥P19i9195 (ﬁ) ~ 5IJC<P10|£Z;fj (_
Cette hypothése revient a supposer que les domaines de phase sont bien plus grands que les domaines de
corrélation des orientations.

Nous pouvons passer contintiment de I'une de ces relations & 'autre lorsque h varie & condition d’étre dans
la situation séparée décrite sur le schéma 3.1. Pour pouvoir traiter cette situation par homogénéisation, il
faut de plus supposer qu'un EMR, et méme un VER existe pour les orientations, & une échelle notablement
plus grande que LY et notablement plus faible que [¥ et pour les phases & une échelle bien plus grande
que L. Nous nous placerons dans ce cadre pour toute la suite du travail.

On notera qu’une formulation duale, ou les domaines d’orientation seraient bien plus grands que les
domaines de phase est possible et que, bien que peu crédible dans le cas des aciers auténo-ferritiques
considérés ici, cette description pourrait caractériser d’autres types de microstructures telles que celle
présentée en figure 3.2. C’est la description considérant les domaines de phase bien plus grands que les
grains qui sera visée, dans la suite, lorsque nous ferons référence & un modéle & deux transitions d’échelles.

2Nous pourrions de plus considérer, dans un cadre plus général, une dépendance de ces fonctions de corrélation en
fonction de la position du domaine de phase considéré.

3Distance pour laquelle, V||Al| > L9, (x¥ (z) x% (z + b)) = (x¥ (@)){x% ().

4Ce qui revient & considérer VI,Vh|||h|| < LI, ||h|| |09, | < |, |-
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Configuration séparée
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Fic. 3.1: Différentes configurations pour la description de phases composées de familles d’orientations.

Fi1G. 3.2: Microstructure d’un copolymere bloc, matrice composée de polyisopréne et d’huile minérale et réseau
cubique centré de spheres de polystyréne [165]. Les domaines présentant une orientation donnée semblent bien
plus grands que la structure biphasée.

3.1.2.a Macro-homogénéité et formulation variationnelle a deux transitions d’échelles

Pour que les descriptions précédentes puissent étre utiles du point de vue mécanique, il faut intro-
duire une notion de macro-homogénéité a deux transitions d’échelle. En supposant ’existence des VER
introduits au paragraphe précédent, les conditions de macro-homogénéité associées traduisent que, pour
une échelle intermédiaire entre 1’échelle des orientations et 1’échelle des phases, la réponse mécanique de
ces éléments est indépendante du détail des conditions de bords qui leur sont appliquées. De méme, a
une échelle bien plus importante que 1’échelle des phases, nous supposerons qu’une telle condition est
également vérifiée.

Cette macro-homogénéité & deux transitions d’échelles permet d’étendre les principes de minimum pré-
sentés en (2.39) dans le cas ot deux séparations d’échelles existent®. En effet, considérons par exemple le
principe de minimum de I’énergie complémentaire pour un VER (2 soumis & la contrainte macroscopique
g, sa forme macro-homogeéne & 1’échelle des défauts de taille caractéristique [ est donnée directement par

(3.10).

(g = Min

a(z)es™(T) (3.10)

u

(u(z,z@))g

x

Si 'on écrit le principe de minimum pour un composite macro-homogéne par rapport a des défauts de
taille L puis le fait que ces VER sont eux-mémes constitués de domaines macro-homogénes par rapport

5La notation simple tilde sera réservée au comportement effectif des phases, alors que les doubles tildes décriront celui
du matériau dans le contexte des polycristaux biphasés.
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aux hétérogénéités de taille [, on obtient successivement (3.11a) et (3.11b).

u(Z) = ;(@'\gn - (0(X2X))g, (3.11a)
@)= ;(&I\éljsr:" () <0<z>eM?E<X>) (ulag (2))>(w@>>£>ﬂx (3.11b)

Dans ces écritures, le domaine polycristallin €2 est parcouru avec deux échelles de raffinement, une échelle
grossiére, associée a la variable X, et une échelle fine associée a la variable z.

3.1.2.b Remarques et hypothéses

La formulation & deux transitions d’échelle qui vient d’étre présentée propose une alternative intéres-
sante permettant de conserver une description indépendante pour la répartition des familles d’orientations
et pour celle des phases. Elle doit donc nous permettre, & représentation identique pour les familles d’orien-
tations, de décrire différents agencements pour les phases.

De plus, I'hypothése de séparation d’échelle permet d’utiliser des procédures d’homogénéisation indépen-
dantes a I’échelle du matériau et au sein de chaque phase. Ces procédures pourront donc concilier des
symétries différentes pour ces deux sources d’hétérogénéité. On définira dans le cadre de ce modéle a
deux transitions d’échelle et, sous ’hypothése de symétrie ellipsoidale, un tenseur microstructural éfpl
par phase, lié a la répartition des familles d’orientations dans la phase ; et un tenseur microstructural
Z% décrivant la symétrie de la fonction de corrélation, associée aux phases.

Avec les notations précédentes, ces hypothéses s’écrivent :

Cc#¢ (h) = C¥¢ (|| 2°.0)) (3.12a)
o' (n) = c (Hgfj,@“) (3.12b)

La section suivante va préciser les modéles d’homogénéisation linéaires qui vont étre utilisés pour estimer
I'influence de la distribution des phases sur la réponse mécanique du matériau.

3.1.3 Choix de la méthode d’homogénéisation linéaire

Nous disposons maintenant de plusieurs outils nous permettant de décrire la structure d’un polycristal
biphasé.
Le modéle auto-cohérent étendu au cas biphasé, a 'aide de la méthode de redéfinition des phases, permet
de décrire les situations ou aucune phase ne joue de role privilégié. Cette configuration peut sans doute
étre assez crédible lorsque la fraction volumique des deux phases est quasiment identique et que leur
agencement est suffisamment “désordonné”. Les équations liées & ce modéle, dans un cadre linéaire sont
identiques a celles données en §2.1.4.b, pour le cas particulier du modéle auto-cohérent.
Outre ce modeéle classique, nous disposons maintenant d’une formulation & deux transitions d’échelles.
Celle-ci nous permet de conserver le formalisme auto-cohérent bien adapté dans le cadre polycristallin
(comme nous ’avons rappelé & la remarque 2 du §2.2.2.b) pour chaque domaine de phase et de considérer
un modéle de matériau hétérogéne différent pour ’agencement des phases. Comme nous souhaitons esti-
mer l'influence de la répartition des phases, nous considérerons plutot des distributions proches de celles
utilisées pour les composites et se démarquant du modéle auto-cohérent. Afin de représenter des confi-
gurations extrémes pour la distribution des phases, nous avons implémenté les modéles de type W/HS
introduit en §2.1.4.b. Lorsque la phase molle sera prise pour référence le modéle sera noté W/HS-, il
correspond au cas oil le comportement sera essentiellement donné par la phase molle qui jouera le role
de matrice, la phase dure n’intervenant que sous la forme d’un renfort. L’autre cas, c’est-a-dire celui ou
la phase dure, prise comme comportement de référence, joue le role de matrice est noté W/HS+. L’écart
entre la réponse prévue par ces deux modeéles va caractériser 'influence potentielle de la répartition
des phases. L’écriture de ce modéle est réalisée en considérant les équations du modéle auto-cohérent a
I’échelle des phases et I’homogénéisation des deux comportements ainsi obtenus, a travers une formulation
de Hashin et Shtrikman ot le comportement de référence sera celui de I'une des deux phases homogé-
néisées. On prendra garde lors du calcul des tenseurs d’influence C* de considérer le comportement de
référence et le tenseur microstructural qui convient.
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Toujours dans le cadre du modéle & deux transitions d’échelles, nous avons choisi, en outre, d’utiliser
un modeéle de Voigt et un modéle de Reuss & I’échelle de ’assemblage des phases afin de représenter
des configurations extrémes, ot seules les fractions de phases sont connues, c’est-a-dire pour des cas ou
Iinformation & deux points d’appui n’est pas disponible. Ces modéles seront, notés respectivement 2V
et 2R ; les bornes de Voigt et Reuss obtenues a partir de la procédure de redéfinition des phases seront
également traitées.

Notre hypothése de séparation d’échelle est assez drastique et il est clair que peu de matériaux se rap-
portent & ce type de description mais, une fois encore, cette hypothése n’a pour objectif que de nous
fournir une tendance voire, si possible, un critére permettant de distinguer les situations ou la répartition
des phases doit étre modélisée finement, de celles ou cet effet n’aura une influence que du second ordre.
Il aurait été intéressant de pouvoir relaxer notre hypothése de séparation d’échelle, afin de prendre en
compte des interactions plus complexes entre les orientations appartenant a des phases différentes et nous
placer ainsi dans le cas ou le domaine de coexistence décrit sur la figure 3.1 contribue de facon significative
au comportement. Malheureusement, un tel modéle n’a pas pu étre proposé pour le moment bien que
plusieurs pistes aient été envisagées.

Nous noterons qu’un autre modéle d’homogénéisation, dit & deux sites, a également été utilisé dans la
bibliographie [9, 101, 105, 97] pour modéliser les polycristaux biphasés. Ce type de description, inspirée
de la formulation générale de [130], ne permet pas de représenter le cas ot 'une des phases est en matrice,
mais correspond plutot a la répétition d’'un motif figurant une corrélation microstructurale forte entre
les deux phases. Cette description ne sera pas utilisée dans la suite, car si elle permet une généralisation
de la description auto-cohérente, elle ne nous permet pas, de notre point de vue, d’obtenir une diversité
microstructurale suffisante.

Les sections suivantes ont pour objectif de décrire précisément les hypothéses et l'implémentation du
modeéle utilisé pour la simulation du comportement mécanique de polycristaux biphasés. Nous allons tout
d’abord présenter la méthode de linéarisation de Ponte Castanieda appliquée au cas polycristallin & la
base du modéle. A partir de cet élément de base et de la description du milieu biphasé qui vient d’étre
donnée, la réponse instantanée du polycristal pourra étre obtenue. Les expressions précises utilisées dans
le cas d’une loi puissance seront ensuite développées, ainsi que la technique de minimisation au coeur de
la résolution du probléme. Aprés cette étude pour un état figé, nous passerons & la description de la mise
a jour de la microstructure au cours de la sollicitation.

3.2 Formulation instantanée

Comme on I’a vu en §3.1, la description d’un polycristal biphasé peut étre faite & une seule échelle,
en définissant une phase par la combinaison d’une structure cristallographique et d’une orientation, ou
a deux échelles en associant les variations d’orientations cristallines et de structures cristallographiques
a deux échelles bien séparées. La combinaison de ces descriptions avec la méthode de linéarisation de
Ponte Castanieda (briévement introduite en §2.2.2.e) va nous permettre d’obtenir la réponse instantanée,
c’est-a-dire sans évolution de microstructure, du polycristal.

3.2.1 Linéarisation du monocristal

La formulation variationnelle consiste, comme on I’a vu, en une linéarisation sécante optimisée. Ainsi,
chaque famille d’orientations, sera représentée par un comportement linéarisé moyen, au sens proposé
au §2.2.2.b, entiérement défini par la donnée d’un tenseur M) (on rappelle qu’il n’y a pas de terme
de précontrainte supplémentaire dans la formulation sécante contrairement & une formulation tangente
ou affine par exemple). Pour l'instant, nous considérerons M) comme un terme pouvant fluctuer a
l'intérieur de la famille d’orientations, i.e. M) (z); nous poserons ’homogénéité de ces termes dans les
familles d’orientations, nécessaire au calcul, le plus tard possible.

Si lon fait ’hypothése, en suivant [43], que la cinématique de ce comportement linéarisé doit respecter, en
tout point, la cinématique du monocristal telle qu’elle a été introduite en §2.2.1, alors la forme générale
du comportement linéaire sécant est donnée par (2.69).

e (@) =MD (@): g™ (z) avec MU (2) =D 2] (@) ply) @ ) (3.13)
k
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ou le champ ag};g (x) est ajusté a l’aide de la procédure variationnelle. On peut faire le lien entre ces

valeurs agg et les taux de glissement 7((k; en considérant les relations (2.61a) et (2.62) qui conduisent a :

i @) = 2a(}) (@) 7] (@) (3.14)

Cette hypothése de respect de la cinématique permet & deBotton et Ponte Castaneda de se ramener &
un probléme scalaire, similaire & celui introduit dans le cadre des premiéres applications de la méthode
variationnelle [152, 153].

3.2.1.a Formulation scalaire de deBotton et Ponte Castaneda

Pour obtenir la forme de la linéarisation dans ce cas, on se place a I’échelle des systémes de glissement

en considérant le potentiel de glissement @EZ; associé au systéme k de la famille d’orientations cristallines®

r. Ce potentiel est supposé dépendre uniquement de la cission résolue sur le systéme considéra” CIDEB (T((]:)) ) .

De plus, il est supposé de “carré convexe”, ¢’est-a-dire :
3f Ry >R | Vr€R, ®(r)=f(r®) avec f convexe (3.15)

Cette condition est vérifiée en particulier pour la loi puissance (2.71) qui nous intéressera dans le cadre
de 'implémentation. Afin d’assurer la condition de convexité sur R entier, on prolonge la définition de f :

Vv <0, f(v)=+x (3.16)

La fonction f étant convexe sur R, la linéarisation s’obtient en tout point, tout comme en §2.2.2.e, par
l'involution de la transformée de Legendre-Fenchel convexe®.

(ff;)))*( )= SUp{aT — D )}—sup{m —o (0} =@ (3.17a)
1y (%) =§;g{m - (1) (a)}zigg{aTQ—vgg( o)} =al) () (3.17b)

L’intérét de cette transformation est de fournir une expression équivalente ne faisant intervenir explici-
tement 7 que sous la forme d’un terme quadratique qui s’apparente & la densité d’énergie d’un matériau
linéaire. Aprés cette linéarisation du comportement & 1’échelle du systéme de glissement, une simple som-
mation sur tous les systémes nous permet de passer a I’échelle du monocristal (§2.2.1) caractérisée par le
potentiel u(") en tout point.

O =3 sw {olg) () 463 (o

(r)
s al; ))} (3.18a)
«

u(T)( = Sup {Za(k)( ) —v()({ EZ;})} (3.18b)

alm
(k)>0

ot v ({ gg}) =3 v&; ( EZ;) Cette derniére étape qui consiste & représenter l’optimisation sur
le monocristal comme des optimisations scalaires indépendantes sur chaque systéme de glissement, pose
la question de I'optimalité de la linéarisation & l’échelle du monocristal. En effet, les auteurs ont fait
I’hypothése d’une forme particuliére pour le comportement linéaire optimal du monocristal. Nous pouvons
nous interroger sur l'importance de cette hypothése vis-a-vis de 'optimalité du résultat. La question
qui peut étre posée est donc : est-ce qu’en utilisant une forme plus générale pour M), ne respectant
pas nécessairement la cinématique du monocristal, de meilleurs résultats peuvent étre obtenus? C’est
Pextension anisotrope de la formulation variationnelle proposée par Ponte Castaneda et Suquet [161, 84]
qui permet de répondre a cette question.

6Les indices et exposants k et r seront implicites lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Tl est également supposé positif et nul en zéro.

81’inégalité apparaissant & I’équation (3.17b) est due & I’observation suivante : Yo < 0, f* (a) = f* (0) = f(0) = 0 du
fait de (3.17a) et de la positivité de f.
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3.2.1.b Formulation tensorielle de Ponte Castaneda et Suquet

Cette approche est 'application & un milieu polycristallin de la généralisation tensorielle ou anisotrope,
du principe variationnel de Ponte Castaneda développé dans [161]. Le point de départ de cette formulation
est I’expression tensorielle de la dualité® obtenue & partir d’une généralisation de la démarche précédente.
Sans faire d’hypothése sur I’anisotropie de M(") nous écrivons maintenant :

ul™ ( Z o) ( ) Z ) ( ; 0) - Z}; 95 (@) = G (o) (3.19)

avec [mEB = uEr% ® MEZ; et 0 = %g ® g. Afin d’obtenir une relation de dualité sur les champs de tenseurs

s d’ordre quatre possédant les symétries des tenseurs des modules, c’est-a-dire tels que :
Sijkl = Sklij = Sjikl, (3.20)

les fonctions G(") et 9 kg doivent étre prolongées a cet espace. On pose donc (3.21), ce qui constitue bien

un prolongement convexe pour g((k;.

(r) (r) . (r) .
93 (8) = 769 (203 5)  powr mfi} 9> 0 (3.21)
+00 sinon

La définition de g((;;g est trés proche de celle de f((,:)) mais elle n’est pas équivalente car dans le cas général,

la relation s — [mgk; s n’est pas bijective et ne constitue pas un changement de variables. A partir de

cette définition, expression de G(") qui, étant une somme de fonctions convexes est donc elle-méme une
fonction convexe, est donnée par (3.22).

Vs, GO ( Z 9t (9) (3.22)

On considére maintenant les relations de dualité pour G(") en introduisant le module sécant M qui,
rappelons-le, ne posséde plus a priori la symétrie liée & la cinématique des monocristaux.

G (M) = Sup {M ns— G0 (s)} (3.23a)

G (s) = Sup {M cs— G (M)} (3.23D)
M

= S;p {II’I s — (Z g§8> (II’I)} (3.23¢)
k

G") étant une somme de fonctions convexes, son dual convexe est I'inf-convolution des transformées de
Legendre-Fenchel [33, 54] des gég (annexe B.2). Or celles-ci s’expriment sous la forme (3.24)

7’* T
g 0= s {Mis—g}) )} (3.24)
s|mE;;::SZO

ou l'optimisation est limitée aux s tels que ““EZ; s > 0, car gé g vaut +oo lorsque cette condition n’est

pas vérifiée (3.21). Pour réaliser cette optimisation, s va étre décomposé en partie proportionnelle et

s (™)
orthogonale & My -

m()
s:
s = QSMEZ; +st avec 2s= 7@) et stam) =0 (3.25)

m) (™) (k)
M) = Mk

(r)
(k)’
que le module sécant pour tout monocristal s’écrit sous la forme (2.69), il faut rechercher un tenseur optimal.

9En effet, si I’on ne réduit pas le probléme a des optimisations scalaires indépendantes sur les « en faisant ’hypothése
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Ainsi, on peut réécrire (3.24) et (3.21) en notant que mEB (k) =1/4:

(" (M) = Su {2 Mo m) + M st — g0 (2 (r) )} 3.26
9y (M) = SUP 2T My + 5"~ 9py (2smg +3 (3.26)
(r) f(k) (s) pours>0 3.97
g(k)() { +00 sinon (3.27)
on en déduit donc I’écriture suivante :
T * T T
ggkg M) = ?gop {25&’1 $ rmgkg +Mst — f((k)) (s)} (3.28)
I

~ i M est tel que : M :: st % 0 alors g7 (M) = +o0.

(k)
— Si M est tel que : M :: s+ = 0 alors on peut poser M = ZaEZ;EmEB et

(" Dot 200mC) _ My 10 o) 0t (0
9y (M) = SUP{ afy)s +20(Jm(i) = 5" — f() ()} = Sup {olds — 70 @) =10 (o) 329

SL

On en déduit donc au final ’expression de la transformée de Legendre-Fenchel de gEZ%

— 90" (1)

g“)*(M) _{ f(k) ( (k)) pour M = 2o, m ;) (3.30)

(k) '
+00 sinon

*
En revenant & ’expression de G et en considérant le fait que gg; (M) = 400 lorsque M n’est pas

proportionnel mg};g, on obtient les expressions (3.31).

G (1) :VkIDT:>O {98) ( ZMk> + ng (k) } (3.31a)

k>1 k>1
*
- i () ¢ Dol o) s
Mk:f‘ég‘mg;; k>1 k>1
() 20
= (Irr}f Zf((;)) (agg) (3.31c)
a(k)ZO k

ol M est nécessairement combinaison linéaire'®, des [mgk; pour que G soit fini. Au final, (3.23b) se
réécrit (3.18b).

u(T)( = Sup {Zaézg (T(T)) Z’U(T)< é;;)} (3.32)

Expression similaire & celle obtenue par deBotton et Ponte Castafieda dans un cas (en apparence) simpli-
fie. Dans le cadre de cette extension, on retrouve donc bien la relation variationnelle de [43] présentée au
paragraphe 3.2.1.a. Avec cette approche, la forme (2.69) apparait spontanément sans faire d’hypothése
a priori.

10Cette combinaison linéaire doit en outre étre & termes positifs. Cette positivité est lite au fait que pour aEZ))
* * *
0 on a gE;g M) = gE;g (0) et a la croissance de la fonction gETg En effet, en considérant la relation (3.31a), on

<
oa it le choix d’ ) duit & Péealite o * (1 (r) * s Dinégalite o (M — M
percoit que le choix d'un a)) < 0 conduit a I’égalité 90k Mg) = 9k (0) et a l'inégalité 901 ( D kst k) >

gg)) <M — > k1 [r’lk>, P’infimum rejettera donc toujours cette situation. On peut ainsi se restreindre & une optimisation
k#K

(r)
sur les Q) > 0.
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Remarque : Extension arbitraire des potentiels

La formulation proposée ici permet de répondre & la question que nous nous posions, mais au prix d’une
extension non physique des potentiels. En effet, 'espace dans lequel la variable s est définie, est “trop
grand” par rapport a ’espace d’intérét des tenseurs de la forme g ®g. On notera que s évolue en dimension
21, alors que ¢ @ o évolue en dimension 6. Cette extension est utile malgré tout car on ne peut mettre
en dualité que des espaces de méme dimension, ce qui est bien le cas des tenseurs s et M. L’introduction
de ces dimensions supplémentaires permet également d’utiliser les méthodes d’optimisation convexe qui
sont, bien connues et pour lesquelles il existe des algorithmes efficaces. Le prix & payer pour cet avantage
est visible en notant l'inégalité :

o (M) = Sup {II’I cs— G (s)} < Sup {II’I cs— G (s)} =" (M) (3.33)

_1
5=22®g

Cette inégalité prouve que I'on peut obtenir des solutions non physiques qui limitent la performance de
nos encadrements. En effet, les inégalités précédentes se réécrivent sous la forme (3.34) pour un g donné :

u(™ () >M:uo— (M) > Mo — o™ (M) (3.34)

Deux conclusions découlent de ces inégalités :
— Dans le cadre d’une optimisation sur un champ de tenseurs de la forme

(r) (r)
Zx(v) Qa(k)( z)m (2) (3.35)

avec aE g (z) > 0, I’'équation (3.18b) assure que ces inégalités sont des égalités.

— Par contre, en pratique, les bornes obtenues a ’aide de 9(") sont meilleures, c’est-a-dire plus proches
de la solution réelle, lorsque 1’on se restreint a des champs homogénes par phase.
Les différences entre ces développements sont liées au prolongement convexe des potentiels ; ainsi suivant
le choix du prolongement qui est fait les résultats pourront étre différents. Ce type de formulation,
complexe dans sa mise en ceuvre a été mis en place par Idiart [84, 88, 89| sur des cas simplifiés. Nous
nous en tiendrons pour notre part & la forme “relachée” du principe variationnel utilisant la fonction v.

3.2.2 Homogénéisation du polycristal

En reprenant ’expression du potentiel en tout point de tous les monocristaux (3.18b), on peut écrire
I’énergie en tout point de la structure polycristalline.

u(z,2) = Sup {ZX(” Z%) { <k>} ZX(T) Z“(k)( )} (3.36)

o™ 5
(k)>0 T

:Sup{h’l ) (g,a&;)} (3.37)

M>0

On reconnait dans le terme ug (z,0) = 3>, XM (2) 3, 204&3 [ (k)] une énergie de milieu linéaire, c’est
le milieu linéaire de comparaison (MLC). Le potentiel effectif de la structure est donné par le principe de
minimum de ’énergie complémentaire.

Comme nous considérerons plusieurs échelles dans le polycristal une notation spécifique doit, étre intro-
duite; & ’échelle du matériau les champs seront notés par une majuscule surmontée d’une barre, les
grandeurs effectives seront quant & elles indiquées par deux tildes. A ’échelle des phases, les champs
seront notés en majuscule, les grandeurs effectives seront repérées par un tilde et la position courante
sera notée X ; enfin & ’échelle cristalline les champs seront notés en minuscule. Ces conventions sont
rappelées sur le schéma de la figure 3.3.

3.2.2.a Forme i une transition d’échelle

On se place dans le cadre de la démarche de redéfinition des phases de la section 3.1.1. L’utilisation
du principe de minimum de I’énergie complémentaire & une transition d’échelle conduit & ’équation
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Fic. 3.3: Notations utilisées dans la suite pour les différentes échelles considérées.

suivante!! ol r désigne un couple (orientation, phase) tel que décrit au §3.1.1 :

u(@) = , Min ® (u(z,a(2)))q, (3.38)

_ : (™ ( ()

— MI: - Sup | (uo (Lg@)»ﬂl - ZX(’") (z) Zv(k) (a(k) (g)) (3.38b)
a(z)es (g) aE;; (z)>0 r k Q.

et ot u décrit I’énergie effective du matériau polycristallin.

En utilisant le théoréme du point selle (fonctionnelle concave par rapport & «, convexe par rapport a g)

pour interchanger les opérateurs Min et Sup, il vient :

@ e G0®- (00 (o w)) (3300

E;)) (z)>0 Q,

a(m)ESm

o (Z) = Min <ZX " (z Zagzg [T (g)r> (3.39b)
Q

'z

o, uo (E) décrit le comportement du MLC.

En considérant, conformément aux hypotheéses classiques, agkg (z) = agk; i.e. en annulant de force I’hété-
rogénéité au sein des familles de constituants de méme orientation et structure cristalline, on obtient :

7(Z) > Sup {ﬁo chrvg;)( (k))}: sup {0 (2) -V (o)) } (3.40)

o) (N
(k)20 (k)20
Ici, uo décrit le comportement effectif d’un milieu linéaire de comparaison homogéne par phase
p P par p
(generahsee), que ’on peut évaluer par des méthodes classiques relatives aux milieux hétérogénes linéaires.

Ainsi, rechercher les aE § optimaux consiste & maximiser une fonctionnelle.

3.2.2.b Forme i deux transitions d’échelle

Afin de pouvoir traiter differemment la représentation des phases cristallographiques et celle de ’orien-
tation des cristaux dans le matériau, il peut étre intéressant d’obtenir une formulation variationnelle &
deux transitions d’échelles. Pour obtenir une telle relation, il suffit de combiner la méthode de linéarisation
choisie (3.36) avec le principe de minimum & deux transitions d’échelles (3.11b) introduit en §3.1.2.a.

u(Z)=_ Min _ < Min <U(Lg(£))>(w(x))> (3.41a)
a(z) [ ax

Z(x)esm(2) z)es™(Z(X))
u(z,0) :agg{l}’l so—o(z,M} (3.41b)

M La permutation de 'intégrale et du Sup est licite car il est équivalent d’optimiser une fonction en tout point puis de
calculer sa moyenne spatiale ou d’optimiser directement la fonctionnelle correspondante.
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En utilisant le théoréme du point selle, cette expression peut étre décomposée (3.42a) en un terme linéaire
(3.42d) et un terme non linéaire.

i(®= sw {i@® V()] (3.422)
g (@)=0
= Sw o (Z) - <<Z X" (2 Zv(k) ( ) (@ )> > (3.42D)
() (@)>0 r WX, g
(@ = M {0 @), ] (3420

o(X)esm(T) o(z)esm(2(x)) \ 5

- Min _ < Min <Z Zagg [(‘;))( )} > > (3.42d)
@,/ o

En considérant 'homogénéité du comportement au sein des familles d’orientations, on retrouve 1’expres-
sion (3.40). Mais cette fois la partie linéaire de cette formule peut étre obtenue a partir de deux transitions
d’échelles successives.

Cette section a décrit la démarche permettant de linéariser le comportement du polycristal afin d’obtenir
un MLC homogene par phase caractérisé par une énergie ug. Le calcul de cette grandeur constitue un
probléme d’homogénéisation linéaire. La théorie de ’homogénéisation linéaire nous fournit des méthodes
permettant d’obtenir des bornes ou des estimations du comportement tenant compte de la morphologie
du composite (particulaire, granulaire .. .) et de I'information statistique & laquelle nous avons accés (co-
variances & 1,2...points d’appui). Le choix des modéles d’homogénéisation linéaire utilisés dans ce travail
a fait 'objet du paragraphe 3.1.3.

Remarque 1 : Equivalence avec la mise en cascade des méthodes d’homogénéisation non
linéaires

Le développement & deux transitions d’échelles précédent a été conduit & partir d’un principe de minimum
a deux transitions d’échelle appliqué au MLC, & la suite de la procédure de linéarisation de Ponte Cas-
tanieda utilisée a ’échelle la plus fine. Intuitivement, il semble que cette méthode générale soit équivalente
a application successive de la méthode d’homogénéisation variationnelle pour les deux échelles séparées
évoquées a la section 3.1.2.a. Pour s’en convaincre, on peut écrire I’lhomogénéisation non linéaire pour les
familles d’orientations cristallines de chaque phase. On part pour cela de la relation (3.43) ou Q désigne
un VER global du matériau.

vz eQ, u(z,a)=Sup{M:oc—v(z,M)} (3.43)
= wm>0

L’énergie d'un VER €, pour les orientations de la phase I est donnée par (3.44)

Vo € Q. Uy, (2) :ae"\sll'it?z) (u(z, o @)»Qw (3.44a)

= Min <Sur> [M(z)rio(z)v(zm(z))]> (3.44b)
ges™(2) \M(z)20 ,

= Sup{ Min (M) = 0 (2))q —<v@7w>>>m,} (3.440)

M(z)>0 | ges™ () o
. 1
= sup. {f, mw = (jzo8) - v )} (3.440)

Pour pouvoir appliquer la procédure variationnelle, cette fois & I’échelle d’'un VER, du matériau, il nous
faut étendre la définition de u,, aux tenseurs d’ordre quatre ayant méme symétrie que les tenseurs des
modules et vérifier les conditions d’application de la méthode, c’est-a-dire la convexité de ce potentiel
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vis-a-vis de ¥. Ce qui découle simplement de (3.44d) :

YA € [0;1], Sup {n?g,[ AT+ (1= M) Xo] — V,, (M (g))} (3.45a)

— Sup {)\ [ﬂg] ¥y =V, (M (g))} F(1-)) [ﬂg[ Xy — Vi, (M @))}} (3.45b)

M(z)>0
<A Sup {MO 3y —V, M(z
< sup {F, s E1 =V, ((2)}
+ (1)) Sup {n?gI Xy =V, (M (g))} (3.45¢)

M(z)>0

On en déduit ainsi que la procédure variationnelle peut s’appliquer a cette échelle.
A ce niveau, la linéarisation de u,, s’écrit donc en posant les relations de dualité (3.46) et (3.47) de facon
analogue a (3.43).

Uy, (X,Z) = Sup {ﬁ’ S Y- V(X M’)} (3.46)
>0

v (1, ﬂ’) :s;p{ﬂ’ S Y iy, (Lz)} (3.47)

=, {S;p {ﬂ' X MO, (M(2) = z} +V,, (M (g))} (3.48)

La derniére expression, obtenue en substituant a w,,, son expression dans (3.44d), traduit I’enchainement
des formulations variationnelles. On en déduit les égalités suivantes qui prouvent I’équivalence de cette
formulation :

_ M0 YA
WLt e v ()= et %, @) (3.49)
M(a) [, (M(2))=H"

En effet, en réinjectant (3.46) et (3.49) dans l'expression de I’énergie a I’échelle macroscopique (3.50a) et
en utilisant les permutations déja présentées, on obtient :

YOl B O, o

—  Min_ < Sup [HO, (M(2) 5 X (X) ~ Vi, (M <g>>}> (3.50b)
M

zes™(Z) \m(z)>0

= (Ve (M (£))>QL} (3.50¢)

M(JiO
— Sup {50 &) - v (M @))} (3.50d)
M(z)>0

On a donc retrouveé (3.42a) en appliquant deux fois de suite la procédure variationnelle de Ponte Castanieda
a deux échelles différentes.

Remarque 2 : forme duale en taux de déformation imposé
La formulation du principe variationnel écrite suivant le potentiel des contraintes :

=5\ o (7-)

i(D)= su {i0® -V ()} (3.51)
() 20

est opérationnelle lorsque le VER polycristallin est soumis & une contrainte macroscopique mais dans le

cadre d’une évolution en taux de déformation macroscopique imposé, une formulation suivant le potentiel

des déformations serait préférable. On écrit pour cela la dualité des deux potentiels (3.52) en utilisant le
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théoréme du point selle.

8

@ () =Max

o | £+ sup {io () -V (o) } (3.528)

e
=0

(Irr)n;O{ lox r 3~ i (2 }+v( §k§)} (3.52b)

X k)
ot {30 (E) v (o)) (3520

Cette relation constitue une propriété importante de la formulation variationnelle, et on a ainsi & minimiser
une des deux fonctions suivantes selon le type de chargement :

ro () [ (r) ro(r) ()
“’0*20 o) () o *“0+ZC o) (o) (3.53)

ou seule la partie linéaire est différente.

3.3 Détails liés au comportement en loi puissance

La méthode étant établie, il peut étre utile de donner quelques expressions relatives au comportement
choisi pour les systémes de glissements et qui seront utilisées dans 'implémentation du code.

3.3.1 Calcul de v}
(r)

On rappelle la définition de la fonction V) associée pour chaque famille cristallographique r au
systéeme de glissement k.

v(a) = Suzp {a72 — CID(T)}

HoTe. ITI e
P(r) = —— 1 avec n > 1
n

Dans le cas d’un potentiel de glissement en loi puissance (2.71) le calcul conduit & l’expression (3.54b).

2 n+1
2ae7,. n—1 7. |2 T
v(a) =a [—?‘T] (ro)? — e [ ?‘ﬂ (3.54a)
Yo 1+n | %
n+1
1n—1 2a7, | "1
= 7] 3.54b
ey | 2] (3.54b)

3.3.2 Simplification pour des ngz)) identiques

Dans le cas ol les exposants n sont identiques pour tous les systémes du polycristal, on peut montrer
qu’il est possible de se ramener & une optimisation numérique sur une variable de moins. En effet, on
peut mettre en évidence un couplage entre les agg. Ce couplage est lié & ’homogénéité respectivement,

de degré 1 et Z—ﬂ des fonctions 50 et vg; par rapport aux 0‘22; Pour effectuer la simplification proposée,

nous allons passer du jeu de variable {agg} 4 un ensemble {)\ dgz)} ou :

")
A= 0422/)) et Y (k,r), alr) = Y

G =~ (3.55)

Il est clair que les &EB comprennent un élément de moins, car &E;,)) = 1. A partir de ces nouvelles variables,

nous pouvons réécrire la fonction a optimiser :

( <k>> ZC%)( <k>> :Aio( ) Aﬁﬂzc’“ (r) ( (k)> (3.56)
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La condition d’optimalité de cette fonction vis-a-vis de A peut s’expliciter au travers de (3.57).

% MO( (k)) A Z"”% (~(k)) =0 (3.57a)
u ( Eg) Z Zcrv(k) (~(k)> 0 (3.57b)
Moo n—1 o (d%) = (8.570)

1 ro(™ (50"
mT e ( (k))
L’utilisation conjointe de (3.57c), (3.56) et (3.42a) conduit & la réécriture suivante ot 'optimisation porte
sur une variable de moins que la minimisation (3.42a) et ou les &EZ; forment une famille libre.

1—n
2

n41

~ 2 =3 n-+1
u= Sup (nJrlu ) nflzc ’U(k)( (k)) (3.58)

(")
%) 20

Une formulation stable pour n — 400, c’est-a~dire dans le cas plastique parfait, peut étre obtenue [161]
en réécrivant (3.58) sous la forme proposée en (3.59) et conduisant & la limite & I'expression (3.60)'2

n—1

_n 2n
= 2 =% [n+]1 o™ (50
U= < Inf G) avec G =1, n—lzc k) ( (k)) (3.59)

~ ()
(k)>0 rk

S et (n0)
a - i)< (k)) (3.60)

n—-+4oo Ug

Une fois optimisation numérique effectuée par rapport aux variables dg;;, on obtient les ag};g solution, en

remultipliant les termes normalisés par Aqp¢. Les mémes types de relations peuvent étre obtenus en vitesse

de déformation imposée en considérant, cette fois, I’homogénéité de wq, ce qui conduit aux expressions
(3.61) et (3.62), homologues de (3.57¢) et (3.58), et & (3.63) dans le cas plastique parfait.

w1 o (a)

(k
opt (361)
1 oo () (< (r)
D DAL (k)( <k>)
71.271
— 2 _ntl 1 ) , .
o o | g [ i) (aglg) (3.62)

W = Inf wOan (Tc(k))2 (3.63)

3.4 Meéthode de minimisation de la fonctionnelle

La formulation variationnelle conduit naturellement & utiliser une procédure d’optimisation sans
contraintes. Cette méthode doit permettre un traitement efficace de notre probléme et donc étre adaptée
au cas de fonctions dépendant d’un grand nombre de paramétres. Une description générale et des conseils
sur le choix et I'utilisation des procédures d’optimisation numériques peuvent étre trouvés, par exemple,

12Ce dernier résultat fait aussi intervenir la limite de (3.54b).



3.4. Méthode de minimisation de la fonctionnelle 83

dans les références [166, 139, 19]. Nous nous limiterons ici & décrire les grandes lignes de la méthode uti-
lisée. Les procédures de recherche d’optimum ont, en général, une structure en deux étapes. La premiére
étape consiste, tout d’abord, a définir une direction de recherche et, la seconde, a utiliser un algorithme
de recherche linéaire (ou directionnel) afin de parcourir une distance optimale dans la direction choisie.
Les méthodes de Newton ou de quasi-Newton, auxquelles appartient la procédure L-BFGS que nous utili-
serons ici, sont basées sur cette structure et se révélent particuliérement efficaces dans le cas ot un grand

nombre de variables interviennent. Ces méthodes utilisent outre la fonction & minimiser F' (QEZ;) , donnée

par (3.53), le gradient de cette fonction sur ’espace de recherche G (QEB) = 82% Dans le cas d’une
fonction convexe, ce qui est bien la situation envisagée ici, il existe un seul optimu(rg et G s’annule en ce
point. Ainsi, partant d’un point z, de 'espace de recherche'?, cet optimum est atteint en se déplacant
d’un vecteur d, tel que zopt. = zp + dpp. Lorsque l'on est suffisamment proche de 'optimum le gradient
peut étre exprimé a ’aide des premiers termes d'un développement de Taylor (3.64a) et nous fournir une
direction de descente efficace (3.64b).

le!
G(zp+dp) ~ G2p) +dp 5| =0 (3.64a)
oG
dp = — P ) G (zp) (3.64D)

Cette direction est en général plus performante que le gradient de la fonction (comme le suggére le schéma
fig. 3.4(a)) mais elle nécessite le calcul du hessien (dérivée seconde de la fonction) et son inversion, opé-
rations qui peuvent étre trés cotteuses lorsque, comme dans le cas présent, le nombre de variables est
trés important. Les méthodes de quasi-Newton dites “inverses” consistent & ne calculer qu’approxima-

™ Critere 2 .
en défaut Critére 1
P Zone d'arrét i endéfaut

mdy.Gp

mady.Gy

Xp

Xpr1 7

(a) Exemple de directions de descente pour une optimisation (b) Représentation schématique des critéres de Wolfe.
bidimensionnelle : en rouge méthode du gradient, en bleu

méthode de Newton. Les lignes représentent des isovaleurs

de la fonction a optimiser.

Fi1G. 3.4: FEtapes de la démarche d’optimisation.

tivement l'inverse du hessien. La méthode BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) se base sur les

134, représente un vecteur position dans I’espace des «, I'indice p désigne le pitme pas de la procédure d’optimisation.
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approximations successives suivantes :

9G
ox

~ £p+1 = [£ - (ﬂp+1 ® Qp+1)] -gp- E - (Qp+1 ®Qp+1) T} (3.65a)

Zpt1

Lp+1 — Lp
u _ 3.65b
s (Gp+1— Gp) - (Zpr1 — zp) ( )

Upt1 = Gpy1 — (1 - \/(Q”“G_ Gp). @”“)_ gp)) G, (3.65¢)

p- (§p+1 — Iy

On définit un domaine de recherche partant de z, et un pas de recherche initial (des procédures de choix
sont décrites dans les références précitées). L'idée de la méthode BFGS est de ne jamais assembler les
matrices H, mais de trouver d, & partir de produits scalaires simples avec les vecteurs de mise & jour
(3.65b), (3.65¢). La variante L-BFGS utilisée ici ne stocke que Hy (pris en général égal a l'identité) et
un nombre limité (ici cinq) de vecteurs de mise a jour afin de limiter le stockage mais surtout d’accélérer
l'algorithme!*

Le calcul de z,4+1 utilise la direction du vecteur introduit en (3.64b), mais la norme du déplacement est
fixée par une méthode de recherche linéaire. Cette derniére se base sur les critéres de Wolfe qui consistent,
a vérifier que la fonction a suffisamment “décru” et que son gradient a suffisamment “augmenté”, c’est-a-
dire que nous nous sommes rapprochés suffisamment de la solution. Lorsque 'une des conditions de Wolfe
n’est pas respectée alors le domaine de recherche est restreint car une valeur ne respectant pas un des
critéres signifie que I’on a été trop ou pas assez loin (suivant la condition qui n’a pas été respectée). Les
conditions implémentées dans le cas présent peuvent se résumer de la facon suivante, ot ¢ est la norme
du déplacement :

Critére 1 Critére 2 Prescription
F(zp+(dy) < F(zp) +mildp.Gp dp.Gpi1 < mad,.G, minimisation directionnelle terminée
F(zp+¢dy) > F (zp) + mi(dp.Gp  dp.Gpi1 < mad,.G, (¢ devient la borne haute du domaine de recherche
F(zp+(dy) < F(zp) + miCdp.Gp  dp.Gpi1 > mad,.G, ¢ devient la borne basse du domaine de recherche

Ceci peut se représenter graphiquement sous la forme donnée figure 3.4(b). En fait, dans I’algorithme L-
BFGS implémenté par Liu et Nocedal [114] et utilisé dans ce travail, le second critére s’écrit |dp.Gp+1| <
|mad,.G,| afin d’éviter également que la pente soit trop forte lorsqu’elle est positive. Les paramétres
utilisés pour la recherche linéaire sont ceux préconisés dans [114] soit m; = 107% et mo = 0.9.

Le critére d’arrét de la procédure d’optimisation se base sur la norme du gradient qui doit étre la plus
faible possible. Gilormini [66] lors de la programmation initiale de ce code s’est apergu que la norme du
gradient variait de facon inversement proportionnelle & la racine du nombre de grains utilisés lors de la
simulation. Il a donc suggéré de renormaliser le gradient par le gradient initial dans le critére d’arrét, afin
d’éviter tout biais lié au nombre de grains; le critére de convergence prend ainsi la forme (3.66).

GGy _

e n (3.66)
ou 7 caractérise la précision recherchée. Cette valeur de 7 doit étre de l'ordre de la précision utilisée
pour le calcul de la fonction & minimiser et de son gradient et ainsi étre fixée par la précision de la
procédure auto-cohérente mais également par la précision du calcul de la dérivée du tenseur d’Eshelby.
On privilégiera ainsi des valeurs de 1 comprises entre 10~% et 10~ (valeur imposée pour les calculs relatifs
au tenseur d’Eshelby).

3.4.1 Calcul du gradient de la fonctionnelle & minimiser

Nous avons vu que la procédure précédente nécessitait le calcul du gradient de la fonction F', nous
allons donc expliciter ici la méthode permettant d’obtenir cette expression. La forme de la fonctionnelle
des contraintes & minimiser a été présentée précédemment (3.53).

F( o ’) - —quchTvE;; ( “’) (3.67)

141 ’algorithme complet de la méthode T-BFGS utilisée est détaillé dans [114].
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Sa dérivée s’écrit suivant (3.68) et se simplifie en considérant les relations (3.69).

5 = 5+ (3.68a)
o ) )
-5 L E0F) - BHE ¥ oy (+) (o) (3.68b)
k)
T
(e®a), == E0Y) = 505 (3.692)
Mo .
2o i ® gy car M(7)_220‘<k>“(k> Ek) (3.69b)

(k)
Au final, l’expression du gradient prend la forme simple donnée par ’équation (3.70).

OF ) ,

PG =—c <g®g> $ (MEZ; ®u22;) +c" ( ((,3) ( E;g) (3.70a)
a

(k)

== [(ER)) - G ()] 310

Le calcul du gradient se décompose en deux parties, I'une liée & la partie linéarisée et faisant intervenir
le calcul des seconds moments des contraintes et I’autre définie a partir de la dérivée de v(k) par rapport

aux a(k) Dans le cas d’'un comportement en loi puissance, il existe une forme explicite pour la dérivée
de la partie non linéaire. Celle-ci repose sur (3.54b) qui permet d’obtenir directement (3.71).

(a) 0 <1n1 _— {@](ﬁ)> (3.71a)

Ja da\2n+1 Yo

o [ 20T, (+5) n+1v(a)
o n—1 «

= — 71
| (3.71b)

Il n’y a pas d’expression analytique pour les seconds moments <g ® g> ; nous utiliserons donc la méthode
de calcul semi-analytique proposée par Brenner, Castelnau et Badea [26] pour les déterminer. Le détail de
cette technique est décrit a la section 3.4.2 ou elle est appliquée aux différents modéles d’homogénéisation
a une et deux transitions d’échelle proposés dans notre travail.

Remarque 1 : Variables utilisées en pratique

En fait, I'optimisation se fait par rapport a la variable zé;; avec QEB = :c(;c) afin de supprimer la

contrainte de positivité qui apparait dans la formulation variationnelle de Ponte Castaneda. Il faut alors

utiliser 'expression (3.72) pour exprimer le gradient de la fonctionnelle par rapport a la variable :cgg

oF oF 80‘(k) (ry OF

(3.72)

x
(r) o (1) o.( ) (k) 5 (r)
81(2) 804(2) Oz v aa(;)
Remarque 2 : Gradient pour la formulation duale
Dans le cas d’un taux de déformation imposé on a :
OF () ( ()
o (r 8 (r wo + 207 v(k) ( (k)) (373)
(k) (k)
avec B
= —1 = —1 =
1 /— — = M =
iy =2 @)= (0] s () | =g @19
doyy) 0oy 9o,

Le gradient est donc identique pour les formulations en contrainte ou en taux de déformation imposé.
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Remarque 3 : Calcul du gradient dans le cas simplifié

Lorsque les exposants n sont identiques pour tous les systémes, on a vu que 'on pouvait se ramener & un
probléme de minimisation portant sur une variable de moins (§3.3.2). Le calcul du gradient repose alors
sur la dérivation de (3.59) et (3.62). Ce qui conduit aux expressions suivantes :

_ C /()2 (r) ( ~(r) "
on  n+1, < ) > <k>( <k>>
0 = an C° =+ 20 ) (~(r) (3.75)
day, T G ”(k)( A, >)_
ot RS o (&) '
~ )9 r
ow  n+1_ < (k) > (k) (O‘< ))
oa™  2n e 5 a0 (") (5 (3.76)
(1) | W0 Gy 2 TV (%)) l

ot G est défini en (3.59) et ou H est tel que :

_ o 2n =% (nAd ro™ (&0
H = =i n_lzc ( ) (3.77)

3.4.2 Meéthode de calcul des seconds moments

Le calcul des seconds moments fait intervenir la dérivée du tenseur des souplesses effectives par rapport
au tenseur de souplesse de chaque constituant. Les modéles d’homogénéisation linéaire utilisés dans ce
travail sont basés sur la formulation variationnelle de Hashin et Shtrikman. Il est donc particuliérement
intéressant de dériver le tenseur de Hashin et Shtrikman par rapport au comportement des phases (qui
peuvent étre eux-mémes des comportements effectifs dans le cadre de la démarche & deux transitions
d’échelle). On rappelle la forme du tenseur de Hashin et Shtrikman (2.49) :

. lz i (7 + m))ll ; [Z o (7 + M(I))I] 7 (379
I I

ol l}~’l( 1) est la souplesse des constituants et M linverse du tenseur d’influence de Hill (2.25) relatif au
milieu de référence M?, c’est-a-dire tel que :

an [(@E)‘l . u}_l L (3.79)

On dérive le tenseur de Hashin et Shtrikman par rapport & M) qui n’est une variable que pour les
~ ~ %

tenseurs My et potentiellement M (s étant une orientation de la phase I’ pouvant intervenir ou non

dans la construction du milieu de référence). En posant :

e~ -1 ~ e~ -1
O = (F" +F) oy =P (0 +¥) (3.80)
il vient :
oM oW, _ 00y, R L
OB { [c FI0) 1Oy | + <M(1) : 0l}’l(s)> — <ﬁ\(1)> : <®(1)> : <0l}’|(s)> : <®(I)> (3.81)

La dérivée de Oy dépend de 'appartenance de s & cette phase ou au milieu de référence.

sis ¢ I ets¢ milieu de référence

0
6 | A si s € I et s ¢ milieu de référence (3.82)
oM(s) B si s ¢ I ets € milieu de référence ’
A+ B siselets e milieu de référence
avec : N )
~x o~ Y ~x o~ -
A = - (M +M<I>) ok (M +M<I>) (3.83)
N —1 e~ 1 .
= (W hy) [ E e ZL W e 2] (W M)
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3.4.2.a Modéle a une transition d’échelle

Pour le modéle auto-cohérent & une transition d’échelle, on a :
My =MD 0p =00 Apy=A"  FO=FC =M1 B = =E (MSC> M5C (3.84)
De plus, d’aprés (2.50c), on a la relation (3.85)
-1 -
<®<T>> = M5C 4 p* (3.85)

qui va étre utilisée pour modifier le dernier terme de (3.81). En notant J le tenseur identité d’ordre huit,
on obtient :

(%?ﬁ e (M* i M(s))_l : (M* i D~’ISC) + <M(T) . M> : (M* + MSC)

oM(s) S
) + <M<r> : (M* N M(7')>1> : %;jsc)
gﬂ—(sj =c° {j VI (M* + M(s))—1 : ZI] : (M* + M(s))—l : (M* + njlsc) (3.86)

1\ omse
") . CAAY
+ <M +H0) > Fe

(o +
(0 () o () T () )

En remarquant que B(") = (II’I* + M(T))_l : (II’I* + ﬁsc), on réécrit 1’égalité précédente :

é)ﬂso s s ~ s r aﬂSC om* r
T {u—N >} .7 B )+<A( ). (am o [I]—[B( >D> (3.87)

OMSC oMSC OE  omsC RIS
- _ () . . MSC _r(
v~ 2 <am<a> o S ome T TE GEm -8
— [u —Nﬂ .5 :B®)

Pour simplifier ’expression précédente, il faut passer en notation indicielle’®. Comme les tenseurs d’ordre
deux manipulés sont symétriques et de trace nulle, on peut utiliser la notation de Lequeu'® [109] présentée
en §2.2.1.

(3.88)

OMSE n (OMSS | 0Egr OMSS — OMSC .
S (G | e W B S o — 543 )
OMSD 4 M) | OMEG oMY, M

=c* [5AE — A(A})E} JEBCF : BFD (3.89)

oM.
En considérant également l'identité —245 =
oMY

On peut, avec cette notation, factoriser les termes %

JAaBCD = 04B0cD, On obtient :

OEgr

<o 9GMOHPOBNOCO- MEE + Egp.dpmoipopndco
OMgay

{ (0amIDPIBNICO) — Z CTAX% <5EM5DP5BN5CO + {

. OMSC . .

. |:5ID - BI(D):| > % =c* {5AE — ASU)E} 5EB5CFBI(?[))
OMy4

(3.90)

1511 faut étre prudent lors de I’écriture des dérivées composées et vérifier & quel terme se rapportent les différents produits

P 9SaM .. OMyo . 9T\vB
contractés, par exemple : aMCD (Sam (M) : Tus) = oMl ' OMen :TvB + SAam : DMy

160n écrit donc les tenseurs d’ordre 4 sous la forme de matrlce 5 x 5, nous utiliserons des indices majuscules pour signaler
I’emploi de cette convention.




88 Chapitre 3 - Modélisation variationnelle de I’écoulement d’un polycristal multiphasé

ce qui se simplifie en (3.91), du fait de la présence de dpndco dans tous les termes du premier membre.

r oE ~ ; IMSE
{5AM5DP I <5EM6DP + [ NS + EEM.alp} [ow - B > } ur
r OMip OMy6

= ¢ [an — AR ] -BE) (3.91)

Cette derniére expression est la forme présentée dans [26]. On remarquera que les indices N et O peuvent
étre interprétés comme des parameétres de la résolution, on se rameéne alors & 5 x5 = 25 problémes linéaires
sous forme matricielle et on peut donc utiliser une méthode de résolution classique (décomposition LU
par exemple) pour obtenir le terme 9MSC/OM() recherché.

Remarques :

— Les tenseurs apparaissant dans ce calcul présentent tous la symétrie mineure, ce qui justifie ’écri-
ture sous forme de tenseurs 5 X 5 (I'incompressibilité étant prise en compte dans la notation
de Lequeu). Par contre ceux-ci ne respectent pas tous la symétrie majeure, ce qui nous em-
péche de nous restreindre & un espace de représentation plus petit. Malgré tout, le tenseur iden-
tité provenant de la dérivation de deux tenseurs symétriques incompressibles doit avoir la forme
GMX]% / GMI(;(% =1/2(0aBdcp + dscdpp), cette substitution dans les relations précédentes change
I’expression de la dérivée mais pas celle des seconds moments obtenus.

— Une fois les 8950/&}’](5) calculés, les seconds moments deviennent accessibles directement par (3.69).
Dans le cadre de 'implémentation présentée dans la suite du travail, le calcul de la dérivée de E a
été réalisé en utilisant les routines développées par Brenner, Castelnau et Badea dans le cadre de
leur article [26]. Le lecteur intéressé par plus de détails sur ce type de traitement est renvoyé a cette
référence ainsi qu’au chapitre 3 et aux annexes de la thése de Nebozhyn [135].

3.4.2.b Modéles a deux transitions d’échelle

Les modéles & deux transitions d’échelle introduits en §3.1.3 se basent sur la résolution précédente pour

déterminer la dérivée du tenseur effectif au sein de chacune des phases, puis utilisent une autre formule
pour obtenir la dérivée du comportement effectif du mélange de phases en considérant la composition des
dérivations.
Dans le cas ou le modeéle & deux transitions d’échelle est lié & une formulation auto-cohérente a 1’échelle
des familles d’orientations et & une borne de Voigt (2V) ou de Reuss (2R) a I’échelle de Passemblage
de phases, on obtient simplement les relations (3.92) et (3.93) ou I’ désigne toujours la phase a laquelle
appartient s.

= () GO e () O ) R e

- M) M)
. ] s o
2R __ SC _ I’
M —ZC[MI m —C[/m (393)
I

Dans le cas ou on utilise une formulation de type W/HS+ ou W/HS- il suffit de reprendre ’expression
(3.81) dans laquelle on substitue :

M; = M3 M* =E (ﬂﬁfre) M5C, pour le modele W/HS+ (3.94)
M; = MSC M =E (ﬂggue) WSS, pour le modeéle W/HS- (3.95)

Les formules quasi-analytiques décrites précédemment se sont avérées trés utiles aussi bien pour les for-
mulations & une qu’a deux transitions d’échelle car, pour ce type d’application, les méthodes de différences
finies atteignent leurs limites, que ce soit en termes de précision ou de vitesse de calcul (les calculs sont
réalisés ici & partir de 2000 orientations différentes également réparties entre les phases). Malgré tout, la
complexité des expressions obtenues nous a conduit & vérifier systématiquement, par différences finies la
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cohérence de nos résultats numériques, afin d’éviter au maximum les risques d’erreur d’implémentation. Il
est & noter que ’emploi d’un algorithme de minimisation constitue également une vérification concernant
I'implémentation de ces équations. En effet les erreurs de programmation conduisent, en général, a la
divergence de ’algorithme.

3.5 Evolution microstructurale

La modélisation précédente, décrivant le comportement instantané du matériau, nous permet d’avoir

accés a quelques informations statistiques caractérisant les champs de contrainte et de taux de défor-
mation, ainsi qu’au comportement effectif, en utilisant les résultats de la théorie de I’homogénéisation
présentée briévement au chapitre 2. Les informations sur les champs locaux ainsi obtenues doivent per-
mettre de faire évoluer les caractéristiques microstructurales durant la sollicitation.
Le modéle prend en compte jusqu’a présent la mise a jour de trois caractéristiques du polycristal évoluant
au cours de la sollicitation : I’écrouissage intracristallin, la texture cristallographique et la texture morpho-
logique. Nous ne nous intéresserons ici qu’aux deux derniers phénomeénes, le traitement de 1’écrouissage
étant, pour sa part, détaillé au chapitre 6.

3.5.1 Texture cristallographique

La texture cristallographique évolue du fait de la rotation des axes cristallographiques des grains
pendant la mise en forme. Cette rotation est due & une rotation de corps rigide macroscopique £2 (qui sera
supposée nulle ici), & une rotation liée aux interactions avec le milieu entourant la famille d’orientations.
Celle-ci sera assimilée & la rotation d’une inclusion fictive noyée dans un milieu homogéne, dans une
approche de type Hashin et Shtrikman et & une rotation correspondant & la déformation plastique propre
de la famille d’orientations. Ces différentes composantes induisent une rotation moyenne des familles
d’orientations et sont représentées schématiquement & la figure 3.5. Ce que nous recherchons, au final,

Rotation liée au glissement plastique

Rotation de corps rigide Rotation de milieu continu e - %
ps g . n'induisant pas de rotation de réseau

® — &

e
|

F1c. 3.5: Description schématique des composantes de la rotation des familles d’orientations dans le matériau.

c’est I'orientation du repére cristallographique par rapport au repére macroscopique de ’échantillon. Pour
ce faire nous allons préciser les deux composantes de rotation considérées :

Rotation locale du milieu continu : Q(T) donne & partir des relations de localisation la rotation
moyenne des familles d’orientations r dans le repére 1ié & I’échantillon.

(r)

g = Wphase/spécimen (396)

En effet, nous avons vu en §2.1.2.b qu’un tenseur P? existait permettant de lier cga g le méme type
de relation existe pour la partie antisymétrique du gradient des vitesses'”. On a ainsi :

w=0-R:(z-1) (3.97)

Ainsi, dans le cadre d’un probléme d’inclusion fictif'® et en utilisant les relations obtenues précé-

17T,es équations intégrales a origine de ces relations portent, a la base, sur le gradient des vitesses.
18Cette relation est donc de validité générale pour tous les modéles dérivant de la formulation variationnelle de Hashin
et Shtrikman.
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demment pour les taux de déformation, on obtient :

g(T)

|
|

—R: (PO) 7 [E- &) (3.98a)

Q-R: (P) " 1-A0)] E (3.98b)

cette rotation w("), désignée ici par le symbole Q(T), décrit donc la rotation moyenne de la famille
d’orientations du fait de son environnement.

Il est & noter que, dans un modéle & deux échelles, cette rotation de milieu continu doit intégrer
une rotation & I’échelle des phases et une rotation & ’échelle des familles d’orientations. On a ainsi
en reprenant les conventions d’écriture du §3.2.2 pour une orientation r de la phase I :

o =9[RP S E-E, | (3.99a)
=90 - R (ﬂ"’)’l}f@ |E,, -] (3.99b)
O R [ T TS e

B _1G
otl [[RO (PY) 1} . et [[RO (PY) IL sont liés (en utilisant, les mémes notations qu’en (3.12)) respecti-
@1

vement & ’assemblage de phases pour un comportement de référence lié au type de modéle considéré
(W/HS=, 2V, 2R...) et a ’assemblage des familles d’orientations pour un milieu de référence égal
au module effectif auto-cohérent de la phase I considérée.

Notons également que pour les modéles faisant intervenir les formulations de Voigt et Reuss (V, R,

2V, 2R), cette contribution de la rotation sera considérée nulle par conventionlg(g(” = Q pour V
et R et Qw = Q pour 2V et 2R).

Rotation plastique : %S) donne dans le repére lié a la cristallographie, la partie antisymétrique (ro-
tation) de la transformation plastique.

gg) = Z%(T)ggr) = Wphase/cristallo. (3100)

On en déduit donc l'incrément de rotation du repeére cristallographique par rapport au repére lié a
I’échantillon g(”, par composition, suivant :
(r) _ ) (1) it W = T . 3.101
wH=w gpl (501 Weristallo. /spécimen — Yphase/spécimen gphase/crlstallo.) ( . )
En effet, une partie de la rotation de milieu continu est liée par la rotation plastique qui induit une rotation

de milieu continu de la famille d’orientations, mais qui ne contribue pas a I’évolution du repére cristallin.
Une fois cet incrément de rotation connu, il faut mettre & jour la matrice de rotation @ indiquant la

position angulaire du repére cristallin par rapport au repére de I’échantillon, la connaissance de toutes
ces matrices de rotation constituant la texture cristallographique du matériau. Pour obtenir la nouvelle
matrice, on utilise la composition des rotations :

Q(t+At) = AQQ (1) (3.102)

ot AQ est la contribution du taux de rotation au cours d’un pas de temps. La matrice taux de rotation

instantané g(” est antisymétrique et s’interpréte donc comme un produit vectoriel avec le pseudo-vecteur

. N (r) . .. .
rotation instantané w("), avec ||w™|| = (") et =y = n définissant 'axe de rotation instantané. La matrice
AQ se déduit alors par la formule de Rodrigues [97, 41, 117, 107] :

Il

2
o = L+sin (8) nx + [1 — cos (6)] (M) (3.103)

19Si cette convention est cohérente avec I’hypothése de cinématique homogéne de Voigt, il ne s’agit réellement que d’une
hypothése dans le cadre de Reuss.
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avec
W™ 0 —n. ny
X = ——X = n, 0 —ng (3.104)
_— 9(7’)
Ny Ng 0

d’ot 'expression au final de 'incrément de rotation :

1 1— cos (A
AQ=1+; (Sin (A0) I + CO;( 9)%@) W™ (3.105)
avec
; m\? ) (> ;
b=/ («5) + () + («8)) et a0=dac (3.106)

L’évolution d’orientation proposée ici et utilisée dans la suite est univoque pour toute famille d’orientations
et obtenue & partir de rotations moyennes sur ces familles.

Cette réorientation pourrait se faire en intégrant les fluctuations des champs mécaniques connues grace
aux seconds moments en faisant, par exemple, une hypothése de distribution gaussienne des fluctuations.
En tirant aléatoirement plusieurs taux de rotation, on obtiendrait plusieurs orientations finales pour
une méme orientation initiale. Cette procédure conduirait certainement & une évolution différente de la
texture cristallographique. Les modéles de mise & jour produisant en général des textures trop marquées,
cette méthode pourrait donc améliorer I'adéquation avec les mesures expérimentales. Mais cette technique
conduit & une augmentation exponentielle du nombre de familles d’orientations cristallines. Afin d’éviter
cette difficulté, un algorithme de rééchantillonnage tel VET (Volume Fraction Transfert) présenté dans
[104, 97] pourrait étre utilisé.

3.5.2 Texture morphologique

L’évolution de la “forme” de la répartition statistique des familles d’orientations cristallines ou des
domaines de phase est liée a I’évolution des fonctions de corrélation & deux points d’appui. Les fonctions
de corrélation sont de plus supposées vérifier la symétrie ellipsoidale (2.28) introduite par Willis [210],
qui a déja été évoquée a plusieurs reprises dans ce texte et qui permet formellement de se ramener a
un probléme d’inclusion ellipsoidale fictive et d’utiliser les résultats d’Eshelby. La question qui se pose
est de savoir comment vont évoluer ces fonctions de corrélation au cours d’une grande transformation.
La difficulté d’une telle question est liée au fait qu’imposer des évolutions différentes aux fonctions de
corrélation peut conduire a des “non conformités” (superposition de phases, trous...) de représentation
de la microstructure [157].

3.5.2.a Evolution homogéne dans le cas & une transition d’échelle

Une solution simple pour éviter les problémes de non conformité est de faire évoluer de la méme facon
la symétrie de toutes les fonctions caractéristiques [156, 157, 117]. Il faut alors se baser sur le gradient
macroscopique de la transformation pour que la transformation moyenne au sein du matériau soit bien
cohérente avec la transformation imposée (c’est la condition d’admissibilité cinématique). Cette descrip-
tion permet d’assurer la cohésion du matériau, nous considérerons donc une évolution morphologique
similaire & celle qui apparaitrait lors d’une transformation affine :

z(t)=Et)z(0)+c (3.107)

ol z est un point suivi au cours de son mouvement.
L’équation de la surface d’un ellipsoide, représentatif de la symétrie de la distribution, peut s’écrire
suivant (3.108), ot Z est le tenseur microstructural®®.

\
_

(). (207 2(0) 2 (t) = || Z().z (1) = (3.108)

2 2
20Nous noterons que, dans le repére principal (3.108) se raméne & : Z—% + Z—% + = 1. Les composantes principales de
1 2

Sk

Z sont donc les inverses des demi-axes de Dellipsoide.
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A tout instant la fonction de corrélation & deux points s’écrit sous la forme :

) = (" @ X @+n) = (|20 L)) (3.109)

z

ot Q! désigne la configuration du matériau au temps ¢ et ot X( ") (z) est la fonction indicatrice de la phase
r dans cette configuration. Cette derniére fonction vérifie la propriété suivante :

X @) = x5 @ (0) =y (ETH (@) [z (t) — ) (3.110)

Nous cherchons & exprimer 1’évolution de Z au cours du temps, pour cela utilisons les relations précé-
dentes :

O ()= (" @i @+ n) (3.111a)
= (4 (ET ) [z ) ;cés) (E~'(t). e+ h—d) >Q§ (3.111b)
= <xé7') (X) xS (X + F' (¢) .h) >Qg( : (3.111c)

0°(E71 (1) 1) (3.111d)

Ainsi, d’aprés ’hypothése de symétrie ellipsoidale précédente nous obtenons la relation suivante :
e (2 4l = 0 (|20).E7 (1) 4]) 3.112)
L’¢quation (3.113) vérifie donc cette condition il s’agit donc d’une®! loi d’évolution pour Z.
Z(t)=Z(0).F " (t) ou Z '(t)=FE(t).Z'(0) (3.113)

On peut toujours considérer qu’il existe un état de référence fictif pour lequel la surface considérée est une
spheére (figure 3.6). L’inverse du tenseur Z(0) peut donc étre associé & une transformation déformant une

Configuration

i Configuration initiale Configuration actuelle
fictive

i F \n

II""

X X0

Fic. 3.6: Evolution d’un ellipsoide soumis d une transformation homogéne.

sphére en un ellipsoide [140], c’est & ce titre qu’initialement 6 composantes (caractérisant la distorsion)
sont suffisantes pour définir Z—1(0).
Le calcul de Pévolution du tenseur gradient de la transformation est obtenu en utilisant ¥ = L.F ou
L = ¢ + w est le gradient des vitesses macroscopiques. Ainsi, en considérant une formule d’intégration
d’Euler, on obtient :
F(t+ At) = (I+ L(t)At) .E (t) (3.114)

ou encore

Z7'Nt+A) =27+ L(t).Z27 (t) At (3.115)

3.5.2.b Prolongement dans le cas a deux transitions d’échelle

Dans la situation & deux transitions d’échelle, on peut utiliser la méme démarche mais ’hypothése
de séparation des échelles nous donne une liberté supplémentaire. En effet, en se placant dans le cadre
décrit en §3.1.2.a, on peut associer un ellipsoide différent pour la description de ’agencement des phases
et un ellipsoide pour la description de la répartition des familles d’orientations cristallines dans chaque
phase. Ces ellipsoides évolueront respectivement avec le gradient de la transformation macroscopique et
avec le gradient moyen par phase.

2171 s’agit de la loi d’évolution si O™ est injective et si on impose Z d’&tre & valeurs propres positives.
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Remarque concernant 1’évolution de la microstructure

L’évolution morphologique qui vient d’étre décrite préserve I'intégrité du matériau, ce qui n’est pas assuré,
a priori, si 'on fait évoluer de fagon quelconque les fonctions de corrélation. Mais le role important
joué par I’évolution de microstructure, mis en évidence dans la suite, nous conduit & nous intéresser
a d’autres possibilités pour mettre a jour la microstructure. Il faut pour cela intégrer des interactions
entre les constituants. La littérature sur le sujet est rare, malgré tout Adams, Canova et Molinari [2] ont
suggéré une piste d’évolution qui a été développée ensuite dans le cadre des matériaux biphasés [111]
et polycristallins [63] en se plagant dans un contexte de milieu aléatoire et en utilisant des expressions
explicites pour les fonctions de corrélation (telles les lois de Corson [34, 35] devant donc vérifier la relation
(2.10)).

Leur méthode consiste & faire évoluer les fonctions de corrélation en considérant ’évolution de bipoints
liant une phase & une autre, y € 0,, et y +h € . L’évolution de ces bipoints étant estimée a ’aide
d’expressions intégrales de la forme (2.217. Il est clair qu’une telle évolution de microstructure n’est pas
compatible avec un modéle auto-cohérent traditionnel, qui n’accepte qu’une seule forme d’ellipsoide, car
I’évolution serait a priori distincte pour les différents constituants et non ellipsoidale en général. Dans
un tel cadre, il faut donc utiliser un autre mode de résolution basé sur des approches numériques et sans
rapport avec les problémes d’inclusions et la solution d’Eshelby.

Dans la suite, c’est une mise & jour homogéne classique, basée sur la transformation macroscopique, qui
sera considérée, mais il nous semblait néanmoins important de souligner I’existence de pistes permettant
sans doute des améliorations concernant la représentation de I’évolution morphologique.

Conclusion

Cette partie a exposé les difficultés spécifiques liées a la représentation des polycristaux biphasés. Afin
de caractériser l'influence de la distribution des phases, ce qui n’est pas possible & 'aide d’un modéle
auto-cohérent biphasé, une formulation & deux transitions d’échelle a ét¢ introduite (la figure 3.7 résume
schématiquement les modélisations introduites dans ce chapitre). Cette formulation peut sembler un peu
artificielle dans la mesure ol les domaines de phase sont en général de taille comparable a celle des
grains. Malgré tout une telle modélisation doit, selon nous, permettre de dégager des tendances en se
rapprochant de situations ot I'une des phases “englobe” 'autre. C’est & ’aide de ce type de modéle que
nous essaierons d’expliquer les observations expérimentales réalisées sur les matériaux austéno-ferritiques.
La partie suivante va nous renseigner sur la réponse du modéle dans différentes configurations tests. Nous
pourrons ainsi estimer si un effet de répartition des phases peut apparaitre a ’aide d’une telle formulation
et, le cas échéant, décrire les conditions d’apparition d’un tel phénoméne.
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Polycristal biphasé
R SC \Y
A A A
2R W/HS- W/HS+ 2V
é T_f‘) T_n é T_r; T_u é
Phases
Mcro Mcc
SC A SC A
é:fé:l-“cr éf{(
Cristaux
Mo = D 20000 © ) ME =" 20{3ul) @ ufd
L' lf..

Fi1G. 3.7: Représentation schématique des modeéles introduits dans ce chapitre.
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Introduction

Le chapitre précédent a présenté les descriptions qui seront utilisées dans cette partie pour modéliser le
comportement (en loi puissance) de polycristaux biphasés. L’objectif de tels modéles est de caractériser
I'influence de la distribution des phases sur la réponse mécanique instantanée du matériau a différentes
échelles et sur son évolution au cours du processus de mise en forme. Il est clair que l'influence de la
distribution des phases va étre liée aux propriétés de chacune d’elles, ainsi qu’aux mécanismes d’évolution
de la microstructure. L’objectif de ce chapitre est tout d’abord de réaliser quelques tests et vérifications
afin de valider 'implémentation du modéle. On s’appuiera pour cela sur VPSC! (version 7) un logiciel
de prévision du comportement de polycristaux non linéaires implémenté par Lebensohn et Tomé [103] et
sur certaines solutions analytiques pour les polycristaux a texture isotrope.

Nous considérerons ensuite la réponse de nos modéles en fonction de paramétres caractéristiques du
matériau tels que la fraction volumique des phases, le contraste interphase, ’exposant des lois puissances
représentatif de la non linéarité, 'anisotropie de la distribution des phases ou la texture cristallographique.
Ces simulations nous aideront & savoir dans quelles situations la répartition des phases est un parameétre
critique pour la description de la réponse du matériau a I’échelle & laquelle on souhaite la caractériser.
Dans ce chapitre, le gradient des vitesses? imposé au polycristal est donné par :

0
0 i Leq =1 (4.1)
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sauf mention explicite d’'un autre état de sollicitation (les directions 1, 2 et 3 de la base d’écriture de
(4.1) seront appelées respectivement direction transverse, direction de laminage et direction normale). De
meéme, le nombre d’orientations considérées, par défaut, pour chaque phase est de 1000 (celles-ci présen-
tant une texture initiale isotrope). Il est & noter également que, dans ce chapitre, la cission de référence
TCEZ; de tous les systémes de glissement est fixée, le phénoméne d’écrouissage intracristallin sera traité
au chapitre 6. On convient que les facteurs 4o apparaissant dans I’expression de la loi puissance (2.71)
sont unitaires par convention. De plus, nous ferons ’hypothése que les cissions de référence des deux
systéemes de glissement existant dans la structure CC sont identiques, ce qui correspond aux hypothéses
communément admises dans le cas de cette structure cristallographique [135].

Avant de commencer cette étude nous allons présenter les tracés qui seront utilisés. Ceux-ci représente-
ront les équivalents, au sens de von Mises, des tenseurs des contraintes, des taux de déformation ou des
déformations logarithmiques moyennés a différentes échelles. Ils prendront la forme de courbes a ’échelle
du polycristal ou de ses phases, et la forme de nuages de points & 1’échelle des familles d’orientations
cristallographiques (un point représentant une famille). Les notations oeq., €eq. €t €eq. Sur les axes de ces
graphes s’interpréteront donc différemment suivant la courbe considérée. Certains tracés d’évolution des
champs mécaniques feront intervenir les désignations “initial” et “final” se rapportant, respectivement, au
comportement avant toute mise a jour et a la réponse aprés le dernier incrément de temps (on utilisera
en général 40 incréments pour atteindre Feq pour une durée d’essai unitaire).

Les notations “Sécant”, “Tangent”, “Affine” et “SO” se rapportent aux méthodes de linéarisation corres-
pondantes (chapitre 2) implémentées dans VPSC et associées au modéle auto-cohérent (aussi désigné
par la notation “SC”), alors que les autres notations, déja introduites en §3.1.3, sont relatives aux modéles
utilisés dans VARIPOLY. Ces derniers utilisent tous la méthode de linéarisation variationnelle et différent
par la représentation du matériau, c’est-a-dire par le modéle d’homogénéisation linéaire.

Remarque : Intégration du taux de déformation

Le modéle utilisé est un modéle viscoplastique, ses variables mécaniques sont donc des contraintes et des
vitesses de déformation. Le passage de ces taux de déformation a la déformation obtenue au cours d’un
essai nécessite une intégration. Dans tout ce travail, nous considérerons des déformations logarithmiques

LCet acronyme signifie ViscoPlastic Self-Consistent.
2Le taux de déformation associé est noté E.
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obtenues & partir des expression suivantes :

E=RU (4.2)

F'E=U""U= Q.QT.Q.QT (4.2b)
ln(Dn) 0 0

e=Q 0 In(D22) 0 QT (4.2¢)

ou (4.2a) traduit une décomposition multiplicative du tenseur gradient de la transformation en rotation
et distorsion, et ol les tenseurs () et D contiennent respectivement les vecteurs propres et les valeurs
propres de U. o

Pour la déformation moyenne sur le polycristal soumis & un taux de déformation macroscopique constant,
cette formulation s’identifie & I'intégration temporelle, composante par composante, du tenseur taux de
déformation. En effet, (2.57), (3.114) et (4.2) conduisent &

00 0 1 0 0 00 0
L=(0a 0 Et)y=1 0 (1+ad)" 0 et)y=10 at 0 (4.3)
00 —a 0 0 (1—adt)™ 0 0 —at

pour N incréments d’une durée dt soit une durée totale de ¢, et en considérant adt¢ suffisamment petit
pour que elVIn(+adt) o gNadt — cat Tye meme, pour les moyennes par phase de la déformation peu de
différences ont été observées entre les deux formulations, c’est donc ainsi en pratique que les déformations
équivalentes seront calculées (ce qui nous dispense d’une étape de diagonalisation). Par contre, & I’échelle
des familles d’orientations des différences plus importantes ont été observées et le calcul des déformations
sera donc réalisé a 1’aide des expressions (4.2).

4.1 Validation du modéle

Le programme testé et utilisé ici est une implémentation en Fortran du modéle présenté au chapitre
précédent. Il enrichit la structure du programme VARIPOLY développé par Gilormini [66].
Afin de valider I'implémentation du modéle variationnel biphasé a une transition d’échelle, nous avons
tenté de reproduire les résultats fournis dans le cas de matériaux linéaires par VPSC, car dans ces condi-
tions, la méthode de linéarisation ne doit évidemment pas influer sur le résultat. Nous avons également
comparé les résultats de VARIPOLY en non linéaire avec les différents modéles de linéarisation proposés
par le logiciel de Lebensohn et Tomé, ainsi qu’avec des données issues de la littérature.
Des tests et vérifications de cohérence du modeéle ont été menés en faisant tendre, par exemple, la fraction
volumique d’une des phases vers 0, ou en utilisant des différences finies pour vérifier I'implémentation des
formules complexes présentées & la section 3.4.2.
Ce cheminement nous a conduit a traiter le cas linéaire monophasé, le cas linéaire biphasé dans sa for-
mulation auto-cohérente et le cas non linéaire monophasé pour valider I'implémentation. Afin de donner
des résultats de référence et de compléter cette étude, les champs locaux dans ces différentes situations
seront également présentés bien qu’ils ne puissent pas tous étre comparés a des résultats antérieurs.

4.1.1 Comparaisons dans le cas monophasé linéaire

Dans le cas monophasé linéaire, on considére des cissions de référence unitaires pour les deux phases,
ainsi 7OFC = 78C¢ = 1, les résultats issus de VARTPOLY et de VPSC sont indiscernables comme en
atteste la figure 4.1 présentant 1’évolution de la réponse macroscopique dans chacun des polycristaux
monophasés. On constate en effet sur cette figure que les différentes linéarisations coincident exacte-
ment, la comparaison des microstructures donne le méme résultat. Cette observation nous permet de
valider "implémentation du modéle auto-cohérent linéaire, ainsi que la mise & jour de la microstructure
(texture cristallographique et morphologique). En outre, en comparant les graphes, on s’apercoit que
la dépendance de la contrainte vis-a-vis de la cristallographie n’intervient que par le biais d’un facteur
résolution peut étre menée analytiquement, au moins pour le premier point caractérisé par une texture
isotrope. Dans le cas ou la raideur est identique pour tous les systémes d’un grain, celui-ci présente une
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FiG. 4.1: Comportement macroscopique d’un polycristal monophasé linéaire suivant quatre modéles différents.

symétrie de comportement cubique et peut donc se caractériser par deux paramétres (car il demeure
incompressible). Les développements relatifs a I’assemblage de constituants linéaires de symétrie cubique
et & texture isotrope sont résumés en annexe A, nous nous contenterons ici de donner quelques résultats
permettant des comparaisons avec les courbes simulées. Les modules de cisaillement des monocristaux,
associés respectivement a la structure CFC et & la structure CC, sont donnés par (4.4).

CFC CFC
cre _ Te crc _ 3T
" = = " = —— 4.4a
a 4,)/0 b 470 ( )

3
o (s + )

1
o (s + )

cC _
He =

< = (4.4D)

ou ces paramétres se rapportent & la partie déviatorique d’un tenseur de symétrie cubique dont la dé-
composition spectrale est :

3kJ + 21Ky + 21Ky (45)
avec
1
J:%@g’ K=01-J ®:zi:§i®§i®§i®§i (4.6)
Ko = &0 —J Ky =K—-K, =01— (4.7)

et ou les e; sont alignés suivant les directions <100> du cristal. Si les polycristaux monophasés CC et CFC
ont méme microstructure, les relations précédentes et la linéarité imposent que leurs comportements soient,
liés par le rapport f = uSFC/ulC = pg™C /ugc = 79FC (789 + 7892) / (78917592) qui vaut 2 dans le
cas présent ce qui correspond bien au rapport d’échelles observé sur la figure 4.1. De plus, conformément
a 'annexe A les modules effectifs z de Voigt et auto-cohérent obtenus pour la structure CFC de texture
isotrope valent respectivement 11/20 et 1/2, qui sont bien les valeurs obtenues initialement & la figure3
4.1(a) en considérant Yoy = 3fiFeq., et qui sont également mentionnées dans [82] ou [137] par exemple.

Les évolutions de microstructure sont identiques pour les deux types de polycristaux monophasés. Pour
expliquer ce phénoméne, notons tout d’abord que nous partons de la méme microstructure pour les
deux polycristaux. Les évolutions de forme des fonctions de corrélation resteront donc identiques, car
la procédure de mise a jour se base sur le gradient de la transformation qui est la grandeur imposée
dans ces simulations. L’identité d’évolution des textures cristallographiques se justifie, d’une part, en

remarquant I’homogénéité respectivement de degré 0 et 1 des tenseurs RO : ([F‘O)f1 et A" vis-a-vis des

modules (§2.2.2.b remarque 1) qui impose une rotation Q(T) = —RO: ([Po)f1 : [I] fll\(r)] : E (§3.5.1)

3Le léger écart est lié au tirage des orientations, en effet 1’utilisation de 10000 orientations au lieu de 1000 nous rapproche
de la solution analytique, sans toutefois, nous permettre de ’atteindre.
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égale dans les deux cas et, d’autre part, en rappelant une propriété générale des monocristaux cubiques
présentant méme raideur sur chacun de leurs systémes. Cette derniére propriété (annexe A) assure la
nullité des rotations plastiques dans un tel cas. Ce phénoméne peut étre clairement mis en évidence dans
le cadre du modeéle de Taylor, car c’est alors le seul mécanisme d’évolution de microstructure, et on
vérifie sur les courbes précédentes que le comportement, et donc la microstructure, n’évoluent pas. Dans
le cas auto-cohérent, I’évolution de la microstructure (rotation des familles d’orientations et évolution
du tenseur microstructural) est donc uniquement liée & ’évolution de la forme* par I'intermédiaire du
tenseur microstructural intervenant dans le calcul du tenseur d’influence de Hill (C*); on peut remarquer
que cette évolution semble jouer un role important dans la prévision du comportement.

Les graphes de la figure 4.2 représentent, I’hétérogénéité des champs mécaniques dans chaque famille
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F1G. 4.2: Représentation des hétérogénéités locales pour chaque famille d’orientations pour des polycristauz li-
néaires monophasés. Les notations s2, et s¢, désignent respectivement I’équivalent de “I’écart-type” des contraintes
et des taur de déformation (4.8).

d’orientations. L’ordonnée de ces graphes présente la valeur équivalente de I’écart-type des contraintes et
des taux de déformation au sein des familles d’orientations. Ces grandeurs sont définies par les équations
(4.8).

= oK (20g) - (@0 () o sy =y oK: (€20 - @0@)  (8)

L’amplitude des nuages de points en abscisse quantifie une hétérogénéité inter-orientation ou intraphase,
alors que le niveau des points, selon ’axe des ordonnées, décrit une dispersion intra-orientation. Il est
remarquable sur la figure 4.2(b) de s’apercevoir que les taux de déformation dans les matériaux sont
identiques, cette identité est liée au pilotage en taux de déformation imposé, qui controle ’évolution du
tenseur microstructural (§3.5.2), et au fait que la cristallographie n’intervient pas dans la mise a jour de
la microstructure du fait des raisons invoquées précédemment.

La valeur d’écart-type des contraintes de 0.4 pour le polycristal CFC de la figure 4.2(a) correspond a
la valeur trouvée par [26] dans le cas d’une traction uniaxiale. Nous retrouvons également des valeurs
en accord avec cet article pour le lien entre contrainte moyenne et vitesse de déformation moyenne par
famille d’orientations représenté figure 4.3 ainsi que pour les amplitudes de variation des moyennes des
contraintes lorsque ’on balaye ’ensemble des familles d’orientations. Le fait que la traction axisymétrique
et la compression plane donnent des résultats identiques est lié & 'indépendance du probléme vis-a-vis
du troisiéme invariant dans le cas linéaire.

Au cours de I’évolution du matériau nous pouvons remarquer (figure 4.2) que I’hétérogénéité intra-
orientation a tendance & décroitre et que, dans le cas de la contrainte, 'amplitude de variation des
niveaux moyens a tendance a augmenter légérement. Pour la vitesse de déformation, on observe que la
décroissance des fluctuations intra-orientation est corrélée au taux de déformation moyen pour la famille

411 y a bien une évolution de la texture mais celle-ci ne fait intervenir que le terme &.



100 Chapitre 4 - Validations et premiers résultats sur des matériaux modéles

d’orientations considérée : les fluctuations au sein d’une famille d’orientations deviendront d’autant plus
faibles que celle-ci aura un taux de déformation moyen important.
On remarquera également identité des résultats en contrainte entre le matériau CC et le matériau CFC
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(a) Cas d’un matériau CFC en traction uni-(b) Situation identique mais en compression plane pour un
axiale présenté par [26]. matériau CFC et un matériau CC.

Fic. 4.3: Ezemple de confrontation du modéle a un cas linéaire monophasé déja traité dans la littérature.

au facteur f pres, sg, (CFC) = fsg, (CC) et 0eq. (CFC) = foeq. (CC), ce qui est directement li¢ & I'iden-
tité des évolutions et a la linéarité du comportement.

Si 'un des matériaux voit la raideur de ses systémes de glissement augmenter uniformément, les champs
de contrainte évolueront, en conséquence, de facon linéaire du fait de la linéarité globale du probléme.
L’évolution microstructurale, quant & elle, restera identique du fait du pilotage en taux de déformation de
la simulation, des considérations d’homogénéité introduites précédemment et de la nullité de la rotation
plastique.

Les diagrammes homologues de 4.2(a) pour d’autres configurations seront renormalisés en abscisse et en
ordonnée par la contrainte macroscopique sur le polycristal, afin de pouvoir comparer des situations ou
les contraintes macroscopiques sont trés différentes.

4.1.2 Comparaisons dans le cas biphasé linéaire

On peut produire des résultats équivalents & ceux de la section précédente dans le cas de polycristaux
biphasés & contraste unité (7°F¢ = 7°C = 1), les deux phases présentant méme fraction volumique, méme
microstructure initiale et en décrivant leur assemblage & 1’aide d’un modéle auto-cohérent biphasé.

Le comportement macroscopique obtenu est présenté a la figure 4.4(a), les valeurs initiales de contraintes
équivalentes étant en accord avec les calculs analytiques réalisés en annexe A dans le cas du modéle de
Voigt (99/80) et du modéle auto-cohérent (=~ 1.071). Cette réponse macroscopique est le fruit d’une ré-
partition des contraintes et des taux de déformation entre les deux phases (figure 4.4(b)). Cette partition
peut étre calculée analytiquement pour le premier point, ot des valeurs de contraintes équivalentes de
1.278 et 0.864 sont prévues, respectivement, pour la phase CFC et la phase CC (annexe A).

Comme précédemment, ’hétérogénéité instantanée peut étre caractérisée par la moyenne et ’écart-type
des contraintes et des vitesses de déformation au sein de chaque famille 