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Introduction g enerale

Contexte industriel et scientifique

Le crissement des freins des Tram&rande Vitesse (TGV) est un bruit stridémis qua-
siment systmatiquement lors de I'aride du train en gare. Sur les quais, &ng occasiorée
est significative. En effet, le niveau sonore maximum at@imt metre du bord du quai oscille
entre 100 et 110 dB lors du passage d'un train (vaciielle de bruit re@sengée en figure
1). Cet effet in@sirable n'affecte cependant pas é&srie du freinage. La comphension du
phénonene ainsi que sa @diction via un outil d’aidex la conception sont les objectifs de la
SNCF afin que des solutions deduction de ce type de bruit soieréwetlopfees. C'est dans
cet esprit que s’inre cette thse effectae dans le cadre d’un partenariat entre la SNCF et le
Laboratoire de Mcanique des Solides et@gee dans un projet de recherche accompagnant un
programme national de recherche pour les transports (PREDIT).

Les études sur le crissement au freinage e®t merees depuis le &ut du20° siecle et
motivées principalement par I'industrie automobile. Il en est tout autrement pour le crissement
des freinsa disque de TGV 0 ce travail de thse est pionnier dans le domaine ferroviaire, pour
lequel cette pgroccupation estcente. Compte tenu des performanzesiger des canismes
de freinage des trains (masadreiner et don@nergiea dissiper), il appaitdes diferences
technologiques significatives visvis de I'automobile (figure 2).

Le phénonene acoustique congitt est d'origine vibratoire : le crissement des fremns
disque esulte dewibrations auto-entretenues (des difents constituants) induites parfiet-
tement des garnitures sur le disque. Legnionene de frottement qui se manifeste par un
effort de frottement est & aux asprites de surface. On est donc dans un mrotda deux
échelles @ un plenonenea I'échelle microscopique e des vibrations dans un disqae
I’ échelle macroscopique. Ces vibrations macroscopiques peugsné @voir un effet sur les
phénonenes pesents I'échelle microscopique. Au debtes aspects vibratoires, le frottement
est un nécanisme dissipatif qui convertiteihergie nécanique en chaleur. Le flux de chaleur
gereré peut modifier fortement les proptés tribologiques au contact.

Les plenonenes de bruit de freinage sont complexes,éseét ont des origines diverses se-
lon les points de fonctionnement duesanisme. Lesasultats ex@rimentaux de la litrature
montrent que le crissement des freiasulte de vibrations auto-entretenues induites par le frot-
tement du systme (amplitude de vibration du disque de I'ordre de quelques métres). Les
travaux de modlisation montrent qu’une instab#éide I'equilibre stationnaire diteggpnétrique
ou par couplage de mode permet de mobiliser les modes de vibration responsables du crisse-
ment et ceca coefficient de frottement constant.
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Fic. 1 — Echelle du bruit (Source : FIG. 2 — Vue globale d’un essieu TGV avec ses quatre
Féceration francaise des associations dedisques et garnitures

protection de la nature et de I'environne-

ment)

Orientations

Ces constatations nous orientent vers un @@de nécanique des milieux continu€fir-
mables dans I'hypotise de petites perturbations. Beaucoup de travaux sur les vibrations auto-
entretenues enéggeral s'inéressent la stabilieé de Iequilibre mais font un raccourci rapide
entre fequences des modes instables et solution transitoire. Les travaleciques traitant
de la caradrisation des solutions transitoires montrent la comped@s solutions mettant en
évidence deévenements fortement non &aires sous la zone de contact comme de Baglhce
ou du cécollementa cause de l'unil&@ralitt du contact. Commer@voluent les perturbations
proches de Bquilibre vers la solution transitoire ? Quels sont les liens entredgsiénces ca-
raceristigues de la solution transitoire&tuences de crissement) et lesgiuences des modes
de stabilie ? C’est une question importante auquel ksthtente deapondre en particulier sur
un mécanisme de freia disque TGV simplif tridimensionnel. La transition entr&Volution
des perturbations proches deduilibre et Ievolution transitoire esttudée gacea une projec-
tion sur les modes de stabditElle permet unétude spatiale et temporelle des champs solutions
transitoires. Pour mener bien ces objectifs, le calcul de telles solutions transitoiresédast
effectte. La complexié desévenements sous la zone de contact oblseans les diffrents
travaux nous oriente vers des algorithmes et de<ssfied nurariques adagss. Linstabilie de
I’ équilibre par couplage de mode est I€ganisme grérateur de vibrations auto-entretenues
privilégié dans la littrature. Qu’en est-il sur le @@anisme de freinage TGV ? Cette question
nous conduit dans un premier temp®bserver le comportement dieoanisme &ela travers
I'expérience. Dans un dewxine temps, elle nous condaitproposer un mazde de frein TGV
réaliste dans le but degxiser le necanisme physique de couplage de mode. La connaissance de
ce nmecanisme physique est un fil conducteur robuste pour une action efficace dans la recherche
de solution de&duction du bruit.
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Resune

Le chapitre 1 est uatat de I'art qui fait le point d’abord d’un point de vuegstonénologique
sur 'ensemble des bruits et vibrations de freinage etézifigité du crissement dans ces bruits.
Ensuite, les aspects melibations sont aboé&s en deux temps : les@oanismes deéyération
des vibrations auto-entrenues induits par le frottementé&tmiies puis les travaux ggifiques
aux crissements des freins sont alésd

Le chapitre 2 éfinit le cadre recanique ainsi que la formulation mathatique du proeime.
Il s’agit d’'un probEme de dynamique des milieux continéatrmable avec prise en compte des
conditions unilatrales de contact engsence de frottement de Coulomb. Ces relations de com-
portement sont non l&mires et nonagulieres. On s’ingresse ensuit la iesolution nurdrique
de tels prol#mes dans le cadre d’'une distisation spatiale par la@hode deglements finis.
Les probémes dévolution dynamique en psence de non-leari€s non egulieres soné I'ori-
gines de difficulés nun&riques significatives telles que les situations de chocs.

Le chapitre 3 se consacre au cas particulier des structures en situation de glissement pour
lesquelles la solution de glissement stationnaire est instable dynamiquement. En effet, c’est le
mécanisme essentiel dé&mgration de vibrations auto-entretenues. La perte de stadyiha-
mique conduita I'explosion de perturbations proches degluilibre. Les ésultats connus don-
nant lesequations continuesevifiees par equilibre ainsi que par les perturbations glissantes
sont rappedes. Dans le cadre de la distisation par la rathode degléments finis, la rathode
d’itération sur lesésidus est prop@e pour esoudre le prolime aux valeurs propres sous ja-
cent. Enfin, unetude de I'influence de la diggtisation sur la quakt des esultats est meée
et nous guide vers une stegie de dis@tisation adagte. Le calcul de stabiét nous permet
de pedire I'évolution des perturbations glissantes oscillantes procheégagilibre. Mais com-
mentévoluent ces perturbations loin dédjuilibre, en particulier guand on passe d’une situation
de glissement sous la zone de contaane situation plus complexe ? Quelle est I'influence des
non linéariés ?

Le chapitre 4 s’inkressea la transition entre &volution des perturbations glissantes et
I évolution transitoire. A proximé de lI'equilibre, 'amplitude du mode complexe augmente ex-
ponentiellement. Cette croissance exponentielletiasatuee par I'apparition du&collement
et/ou de I'adiérence. Une @&thode originale de projection de la solution transitoire sur les
modes de stabikt permet pour chaque mode instable de camm#évolution de I'amplitude
modale complexe loin dedqguilibre. La néthode est appligee au cas du glissement d’'une
coucheélastique bidimensionnelle sur un obstacleéiimdmable. Ces calculs sont effeetu
pour des paragtres physiques mettant émidence des ondes de surface sous la zone de contact
du type glissement/aéhence et glissemen#dollement. Les comportements dynamiqgues ob-
senes cependent de lagpnetrie du systme et des paragtres physiques. Qu’en est-il sur un
mécanisme de freia disque tridimensionnel simp#f

Le cas d’'un necanisme de freim disque simpli® de TGV, constité d’'un disque ainsi
gue de deux garnitures cylindriques, éatdé au chapitre 5. Une formulation @uienne du
probleme est prop@e et des hypo#ses simplificatrices sont fornags compte tenu des faibles
frequences de rotation consrdes (quelques tours par secondes). Une telle formulati@ eul
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rienne permet de calculer les champs sur un maillag@rgtrique fixe, on effectue ainsi un
calcul transitoire et de stabiitsur le néme moeéle. Dans un premier temps, I'aptitude de
la straégie nunériquea mockliser du crissement esvallee au regard deg€sultats obtenus.
Dans un deuxime temps, le lien entre leefluences caraatistiques de la solution transitoire
(fréequences de crissement) et lesginences des modes de stabiéist approfondi.

On a vu que les modes de stal@liipuent un dle essentiel dans le cycle limite. La re-
cherche d’'une gonetrie de garniture optimale stabilisanédjuilibre motive la proposition de
la méthode d’optimisation gomnétrique faite au chapitre 6. La sensildlitle la valeur propre
issue du proliime aux valeurs propres complexes@stliee analytiquement via-vis de pa-
rametres @finissant la §onetrie de la surface de contact. Cette sensgbdit exploite ensuite
en l'intégrant dans un algorithme d’optimisation par unetmode de gradient. La&thode de
sensibilie est formuge ici pour le cas de garnitures rigides. Elle est \wdidur le cas du glis-
sement d’'une couch@&lastique et le cas du disque. Lamét de la néthode d’optimisation est
teste sur le cas 2D. Cette approche dont I'apport esthodologique s’inscri long terme
dans une @marche deéduction de bruit par optimisation de forme de garniture.

L'objet du chapitre 7 est d’apporter une vue sygithue sur la caraétisation du panonene
de crissement des freirksdisque de TG\A travers une synéise de campagnes d’'éqences
effectieesa la SNCF. Desésultats de mesures acoustiques en gare ainsi que des investigations
acoustiques et vibratoires embagégs permettent de caradser une signature acoustique et vi-
bratoire du crissement des freins de TGV : le&gjfrences caraatistiques ainsi que les niveaux
acoustiques en champ proche et vibratoires sont @rsgag. Des ésultats d’investigation du
champ vibratoire du disque en situation de crissement efectur banc d’essai songsengs.

On piésente chapitre 8 une malgation « réaliste» du mécanisme de freinage TGV. Elle
est effectée au regard d’une analyse modale &ipentale des constituants. Ensuite un cal-
cul de stabilie de I'equilibre est effectel et compag aux Esultats ex@rimentaux comme les
déeformees exprimentales identiéies en conditions de crissement. Enfiatude de I'influence
de parargtres physiques sur la stalélicomme les fquences propres défements de garni-
ture et 'amortissement matiau dans les garnitures permet de mieux cerner fdardans le
mécanisme d’instabild.



1 — Etat de I'art : du bruit de frottement
au crissement des freins

1.1 Phenonménologie etétudes ex@rimentales

1.1.1 Bruits et vibrations induites par le frottement en genéral

D’un point de vue historique, &tude des bruits et des vibrations des é&ysts frottants est
tres ancienne et remoné&eplus d’'un secle. Dans [5], A. Akay fait unétude bibliographique
de eference de ces syshes. On distingue la famille des bruits de frottement sans glisse-
ment, comme le bruit de la neigecrage lors d’une marche, de cell&d au de frottement
de glissement, comme le brui€xgré par le frottement d’'une craie sur un tableau. Une des
caracéristiques de ces bruits est gu’ils sont rarement stationnaires. Dans le cas du glissement
(figure 1.1), Akay pesente desssultats exprimentaux pour des syshes tes divers comme par
exemple : le doigt mouid qui glisse sur le bord d’un verre, le frottement d’'un archet de violon
sur la face libre d’'une poutre encastrou le frottement d’'une poutre sur un disque en rotation.
Il en ressort que le comportement de ces @yss est sensible la manére dont le contact
estétabli (orientations de I'excitateur, efforts de contact faibles ou forts). Cette constatation

FiG. 1.1 — Exemples de sy&hes gnrerant des bruits de frottement de glissement [34]

permet de consgter diferemment les sy8imes avec de forts efforts de contact desesysts

avec de faibles efforts de contact. Pour ces derniers, la régibss#t surfaces peut intervenir et

créer un« bruit de surface aleatoire auquel s'ajoutent des impulsions dans les directions nor-
male et tangentielle au niveau de la zone de contact qui excitent les modes propres de chacun
des solides. Dans le cas des structures avec de forts efforts, les solides en contact forment un
syseéme coup@ aux nouvelles caraatistiques dynamiques. L&ponse est alors complexe et
souvent non ligaire. Pour ces sy&hes, une coglation exgrimentale est rechereh entre la
réeponse et les &uences propres. Il en ressort que souvent, l@syesEpond acoustiquement

sur une fequence propre du sgshe coupd ainsi que sur ses harmoniques. A. Akay appelle

ce plenonene le verrouillage de mode, aumode lock-in». Il précise que la&lection du

mode @&pend de I'effort de contact, de la vitesse de glissement et deolagrie du contact.

Il constate sur ces syshes que lagponse acoustique neinoide que tes rarement avec plus

d’une frequence naturelle.
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Les instruments de musique tels que le violon [5, 19] ou le bol chantaiatib[36] sont
des exemples de syshes necaniques grérant des bruits de frottement de glissement et font
I'objet d’études sgcifiques et approfondies dont I'un des objectifs est la ®gdlsonore.

1.1.2 Bruits et vibrations des freins

Contrairement aux instruments de musique, les bruits et vibrations des freins sorées ph
menes non @sies. Les niveaux sonores atteints sont partcalnent @nants dans les moyens
de transport tels que l'avion, I'automobile, le bus ou le train. On peut noter que les freins
d’avionsémettent pludt a basse frfquence< 1000 Hz) alors que les autres moyens de transport
émettent dans la totaditdu domaine audible. D’un point de vuergral, selon les conditions de
fonctionnement et les atanismes de frein, les bruisis peuvenétre varés : cela peut aller
du bruit de rugosé de surface au bruit avec un spectre de raies.

/7 Etrier
Piston

F/— Pression

‘E/‘ Chassis

Garniture JH] -

¥ Disque
FiG. 1.2 — Mecanisme de freia disque d’automobileéyérique (issu de [5])

On peut distinguer dans la Eitature ([5, 42, 50] et [66]), les bruits issus de vibrations
forcées et les bruits issus de vibrations auto-entretenues. Le vocabulair@dsaattie bruit
eémis a pour origine I'aspect perceptif du bruit et est relativement dense et complexe. Il pro-
vient majoritairement de la ligrature automobile (figure 1.2). On propose ici une classification
non-exhaustive simplie :

Vibrations forc ées

Lestrépidations (judder) sont des vibrations dont legfluences sont multiples de la&{r
guence de rotation du disque. Ces vibrations proviennent du eegawin uniforme de I'effort
de frottement issu d’'une variation de&paisseur du disque le long de la circengince. Cette
variation peugétre due par exempke un defaut de forme du disque. Un autregolonene peut
creer de telles vibrations : il s’agit de I'apparition déot spotsy ou points chauds qui sont les
congquences d’'une instabéitherm@lastique (TEI) (voir Yi, Barber et al [75],[76]). De tels
points chauds é&ent des zones de surpression de contact vues demgariodique par les
garnituresa la frequence de rotation du disque. Ces vibrations sontegrgla des fequences
inférieuresa 500 Hz. Les vibrations issues derlaosité des surfacegroughness noise) sont
aussi des vibrations foees. Les niveaux vibratoires et acoustiques aésant faibles vig-
vis des autres types de vibrations.
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Vibrations auto-entretenues

Le bourdonnement(hum) ouronflement (moan). Ces bruitsasultent de vibrations basses
frequences (de 108 500 Hz) et de forte amplitude. Ces vibrations sont la eéquence d’in-
stabilitts gonetriques faisant intervenir les constituants du frein en tant que solides rigides.
Il s’agit d’'un couplage desaplacements normaux et tangentiels du porte-garniture (rigide) as-
sue par se€léments de liaison avec le @bsis. Le porte-garniture se met alors en rotation.
Historiquement, Spurr [68] a prop@en 1961 un @canisme de&yeration de vibrations auto-
entretenues avec coefficient de frottement constant @gpedg / slip(arc-boutement / glisse-
ment) expliquant le pdnonene pécedent. Ce panoneneétude sur les freins automobiles peut
étre transpasaux freins d’avions technologiquemerggtdifferents. Ainsi le« whirl vibration »
ou vibration de giration traduit la rotation des disques de frein autour des deux autres axes que
I'axe de Evolution, congéquence d’une instabilitgeonetrique du néme type [66].

Le broutement (groan). Il s’agit ici aussi de vibrations bassesginences< 100 Hz). Ce
sont des vibrations de garnituragres basses vitesses. Ces vibrations de solides rigides sont
duesa la cependance du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement. Des mouve-
ments d’ensemble de type d@tbnce / glissemenstick / slip du porte-garniture par rapport au
disque sont mis eavidence [42].

Le crissement(squeal). Le crissement caradgse une vibration auto-entretenue du frein
avec un spectre de raieg$rmargé contenant plusieursdquences fondamentales ainsi que
leurs harmoniques. Ce phonene illustre parfaitement leverrouillage de mode (ou « mode
lock-in ») introduit par Akay. Les fequences mises en jeu sont ardpeuresa 1000 Hz. On
distingue le crissement hautefiluence (au dalde 5 kHz) du crissement basséduence (1
kHz - 5 kHz). Le crissement basseefjuence impligue des modes avec 4 dtnes nodaux

FiG. 1.3 — Mode axiah 3 diangtres nodaux (crisse- FiG. 1.4 — Mode axiah 6 diangtres nodaux (crisse-
ment basse &quence) ment haute fequence)

maximum. La longueur de la garniture est alors plus petite que les espaces intetrellam
nodaux.

Le crissement hautedguence implique lui des modes d’oréte\e. Le nombre de diaaires
nodaux est souvent sapeura 5. Dans ce cas, les espaces inter-ées nodaux sont souvent
inférieursa la longueur de la garniture.

Les travaux de maglisation effectés montrent qu'une instabiiitgeonetrique permet de
mobiliser ces modes haute&fiuence [42].
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1.1.3 Carackrisation experimentale du crissement

Dans la literature, la caraétisation exprimentale passe d’abord par ugteide de I'occur-
rence du crissement en fonction des paties de fonctionnement du frein et des conditions de
frottement. Ensuite des investigations acoustiques et vibratoires soaemkemsque le crisse-
ment apparii.

Occurrence du crissement

Parametres de freinage D’apres [50], le crissement est obserpour des faibles pressions
(< 2.5 MPa), des faibles vitesses b tours/s) et des faibles tefmtures £ 150°C). La vitesse
n'a pas d’effet sur le crissement, il peuémeétre obtenua vitesse variable jusque I'd@tr

Conditions de frottement L'expérience de Bergman et al. [15] a pour objectif de com-
prendre I'influence de &tat de surface et du coefficient de frottement sur I'occurrence du cris-
sement. Pour cela, ils effectuent un grenaillage du disque avanétiexgge, ce qui a pour effet
de ceteriorer la surface du disque et de diminuer la surface frottante. Ensuite, ils effectuent un
nombre de freinages important en laissant des temps de latencéyiurune augmentation
de la temgrature. Au cours des freinages, le coefficient de frottement augmente progressive-
ment. Pour un freinage doansi le niveau sonore est @reura 84 dB dans la bande audible,
le crissement est val@ La figure 1.5 montre pour chaque freinage le coefficient de frottement
ainsi que le cumul de crissements vakdour deux freins di#rents (a) et (b). lls concluent que
le crissement appaitaau dessus d’'unoefficient de frottement critique et pourun régime de
frottement établi. Ces conclusions sont paréss par un certain nombre de travaux.
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FiG. 1.5 — Occurrence du crissement en fonction du coefficient de frottement darériénge de Bergman et al.
[15] pour les freins (a) et (b)

Caractéristiques du crissement

Bruits de crissement D’apres [42], le bruit de crissement peut provenir du disque, des gar-
nitures ou des deux. L&tudes existantes s’itessent plus particéliement aux vibrations des
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diff érents constituants plttqu’aux aspects acoustiques. On a vu que le bruit de crissé&taént
constite, d’un point de vue spectral, d’'une ou plusieurs raies. A @igEnces de crissement
correspondent souvent des harmoniques. Afin d’avoir des informatiéoses sur le compor-
tement en situation de crissement des constituantgreiffes techniques edpmentales ont
eté mises en ceuvre pour car@aiser les vibrations.

Identification des vibrations des constituants Sur les constituants fixes comme les gar-
nitures, les adeérometres sont privégies pour les mesures de vibrations. En revanche, le
disque en situation de rotation n’offre pas cette possihilltes techniques acoustiques telles
gue I'holographie acoustique peuveitte emploges [13]. L'holographie consist utiliser
une grille de microphones pour localiser les zones de fortes pressions acouatiguesr-
face du disque et ainsi reconstituer lefatmées vibratoires. Cette technique est lgeriten
frequence £ 5000 Hz) puisqu’elle ecessite une finesse de la grille de microphone trop im-
portante au dal. Des techniques optiques sont alors @és pour identifier le champ vibra-
toire du disque et caraatiser quantitativement les niveaux. Plusieurs techniques existent. Les
techniques intedronetriques consisterdt visualiser des motifs d’integfence sur le sysime
vibranta étudier [29]. D’autres techniques comme la vib&ire laser balayage peuveitre
utilisées, elle consist& balayer un faisceau laser mono-point sur la surface vibrante [69]. Cette
technique Bcessite uneeference de phase pour la caéatation d’ondes non-stationnaires (un
aceléronetre sur la garniture par exemple).

FiG. 1.6 — Mise erevidence du champ vibratoire par une technique iaterfetrique [29]

Les ésultats de ces eggmentations concernant les vibrations de disque sont les suivants
[42]:

— Les ceformees vibratoires sont proches des modes de disque libre.

— Des ondes non-stationnaires se propagent le long du disque, en parditdige fequen-

ce.

— L'amplitude vibratoire axiale est de I'ordre du micretre.

Concernant les vibrations des garnitures et é&ibr, les conclusions sont gubasse f-
qguence, les garnitures vibrent de nereirigide alors qu haute fequence des modes de flexion
/ torsion interviennent.
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1.2 Modelisation

1.2.1 Vibrations auto-entretenues induites par le frottement

On se consacre dans cette partie aux @eglnécaniques permettant de mettreésidence
des vibrations auto-entretenues, en laissanttieles vibrations forees.

Les efforts dynamiques de frottement sont de nature complexe. Cette cogplexjtlique
par le nombre important de facteurs influents comme la composition physique des interfaces,
la reponse des interfaces aux efforts normaux, les effets thermiques et inertiels, lzérdgesit
surfaces, les histoires de chargement, l'usure etdagarce ou non de lubrifiant. |l est acd@ept
que la @&marche qui consisteradt rechercher le made theorique unifé qui permettrait de
décrire tous les effets dynamiques de frottement n’est pas raisonnable.

Oden et Martins [57] @cisent que ces efforts de frottement sont les @guences de @l
nomenes physiques et chimiques complexes ir@pemdants. lls se restreignent au cas des
matriaux netalliques en situation de frottement de glissement faisant djeades mouve-
ments de type glissement / &tbnce a l'interface est homagne et sansaformation plastique,
et au les efforts globaux de frottement sembleapdndre de la vitesse relative d’un solide par
rapporta l'autre. lls Balisent uné&tude nurérique du comportement dynamique de structures
en situation de glissement. A partir d’'une loi d’interface identifiableeeixpentalement dans les
hypotreses detudes gu'ils éfinissent, ils proposent une relation sous forme de puissance entre
la contrainte normale de contact et le jeu. Baaglution nurérique dans le cadre dynamique est
effectiee en egularisant I'effort de frottemerét partir d’'un moéle de Coulomb. Les conclu-
sions principales issues des coisations nurariques et ex@rimentales sont les suivantes :

1) Contrairemené ce quiétait commuement admis depuis Coulomb aueh®e sécle pour
expliquer les variations globales des efforts de frottement, le coefficient de frottemepereld
pas recessairement de la vitesse relative (la variation globale de I'éffait interpetee en
distinguant un coefficient de frottement statique&nigura un coefficient de frottement dyna-
mique). En effet, ce sont eregeral les efforts de frottement globaux moyens dans le temps
qui verifient cette propéte. Si on considre un modle simplifé a un seul degr de liberé
tangentiel, alors, laéduction du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement est le
seul moyen permettant de rendre compte de I'observation. De telslesogui ne tiennent pas
compte des variations des efforts normaux, laissent dedwhportantes propeits du frotte-
ment dynamique.

2) Le plenonene de glissement / adifence peuétre la manifestation d’instabiéis dyna-
miques inlerentes aux mouvements normaux et tangentiels relatifs des solides en contact. Ce
phénonene n’est pasétessairement la codguence d’une variation du coefficient de frotte-
ment avec la vitesse de glissement car il gt obser& a coefficient de frottement constant
egal au coefficient de frottement statique.

L'ensemble de ces conclusions forrees @s 1985, reste d’actudditet est en a@huation
avec les travaux les plugcents (on va le voir dans la suite). Ces travaux montrent aussi que les
types de rdcanisme deé&yération des vibrations auto-entretenuesultent du couple mede
mécanique / moele de frottement.
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Modeles de frottement

Comme on vient de le voir, la physique des efforts de frottement est complexe. La prise en
compte des efforts tangentigélsune interface dans un meld mécanique acessite la prise en
compte d’'un modle de frottement. Il existe des milds de frottement complexes qui tiennent
compte d’'un nombre de paratnes important. Le made de Coulomb resteds utili€ car il
permet de rendre compte de beaucoup dmphenes en restant simple de formulation : il pos-
tule qu’en situation de glissement, I'effort de frottement est proportioatieffort normal (de
coefficientf) et s'oppose la vitesse de glissement. Il est @mendant de la surface apparente
de contact. Siil n’y a pas mouvement relatif, alors I'effort de frottement ne peétex¢ fois
I'effort normal de contact.

On consi@re un modle de frottement de Coulomb avec coefficient de frottenfie@n peut
distinguer les trois magles de frottement suivants (figure 1.7) dans lesquels le coefficient de
frottement @pend de la vitesse de glissement. Dans le cas |, le coefficient de frottement est
constant. Dans le cas Il, on distingue le coefficient de frottement statique et dynamique tandis
gue dans le cas Ill on congte une variation continue.

0.4 0.4@ 0.4
[ 11 111
&
J 02+ 702 f o2
0.0 | | | 0.0 | | | 0.0 | | |
0 1 3 3 4 0 1 2 3 4 0 1 3 3 4
w W w

FiGc. 1.7 — Trois moéles de frottement .11 et |1l (coefficient de frottemehén fonction de la vitesse de glissement
w (issu de [34])

M écanismes de gnérations des vibrations auto-entretenues

On consigére tout d'abord le proBmea un dege de liberé (figure 1.8), @ une massen
glisse sur un tapis roulant allaatvitessel’ et est retenue par un ressort de raideutn
effort normal constaniv maintient la masse sur le tapis. Ce pehkeétudie ainsi le mogle
le plus simple pour lequel les@nanismes deggération de vibrations&pendent de la loi de
frottement. Un tel moele aéte analygé dans la littrature, on reprend ici les conclusions issues
de [50]. On note la vitesse de glissement V' — .

L’ équation du mouvement de la massecsit :

mi + kr = F(w)
Pour la loi de frottement Il, on a :

[F(0)] < fsN
F(w)= fa4N,w>0 (1.2)
(w) = —falN,w <0
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FiG. 1.8 — Mocklea un dege de liberé
Pour la loi de frottement Ill, on choisit un coefficient de frottemestrdissant lidairement
avec la vitesse de glissement tel gie) = f4(1 — a|w]) :

|F(0)] < faN
F(w) = fa(1 — aw)N,w >0 (1.2)
F(w) =—=fs(1+aw)N,w <0

On notezx® la position déquilibre statique et® la position limite d’aderence.

z¢ = fqN/k, x* = f{N/k dansle cas (1.3)
2= fy(1 —aV)N/k, 2°= f;N/k dansle cas I '
Les solutions pour les cas Il et |1l sont téss dans I'espace des phases (1.9).
x x
|4 V
x x
(a) Cas I (b) Caslli

FiG. 1.9 — Espace des phases pour le aled un degeé de liberé

Dans le cas Il, la position @guilibre est stable pour toutes conditions initiales incluses
dansD. Pour toutes conditions initiales hors dg la solution converge vers un cycle limite
periodique de type adfience / glissement.

Dans le cas lll, la position @quilibre est instable par flottement, c’éstlire qu’elle ex-
plose exponentiellement autour déduilibre. Léquation du mouvement Eari€e autour de
I'équilibre sécrit : mi — afy;Ni + kx = f4N(1 — aV'). On remarque que laédroissance du
coefficient de frottement avec la vitesse de glissemesg an amortissemenggatif respon-
sable de l'instabilié. La solution converge vers un cycle limiterfpdique de type aditence /
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glissement et ceci pour toutes conditions initiales. Dans le 6da dependance du coefficient
de frottement avec la vitesse de glissemgnt) est continue, la stabiétde I'equilibre cepend
du signe def’(V).

On constate ici la diffrence de canismes deé&geration de vibrations auto-entretenues.
Un amortissement infiréisimal rend asymptotiquement stableqilibre dans le cas | pour
toutes conditions initiales, donc pas de vibrations possibles. Dans le cas I, un amortissement
infinitésimal rend asymptotiquement stablequilibre pour des conditions initiales incluses
dans D. Hors de D, des vibrations sont possibles etéeamisme de @ération est appél
mécanisme stick / slip» ou « adherence / glissement Dans le cas lll, I'ajout d’amortisse-
ment infiniésimal ne change rien. Ledoanisme en cause est ugcanisme deé&bstabilisation
de I'equilibre par« amortissementéygatif » ou « negative damping.

On a vu avec ce matde a un dege de liberé I'impossibilitt de mettre evidence des vi-
brations auto-entretenues avec un coefficient de frottement constant. Il faut pour cela comme le
suggre Oden et Martins tenir compte des variations des efforts normaux et@mrsatbrs des
mocklesa plus d’'un degr de liberé.

De tels moeélesa plusieurs de@s de libe, peuvent rendre compte de vibrations auto-
entretenues avec un coefficient de frottement constant. éenisme responsable est ug-m
canisme d’instabilé de Iequilibre stationnaire & a au caraére non-syratrique de la loi de
Coulomb. On parle d’instabilité geonetrique» ou d’instabilie de contrainte ciematique [30,
67]. La contrainte ciamatique en question est la contrainte de contacébdheffective dans la
zone de contact qui forme un sgste nécanique coupl. La non syratrie de la loi de Coulomb
signifie qu’en égime de glissement, I'effort de frottement est de norme proportioranedéort
normal de contact mais que I'effort normal de contact ne peuépas piloté » par I'effort de
frottement.

On peut prendre pour exemple simple le raledde Hoffmann et al. [35 deux deg¥s de
liberté (figure 1.10). Le sysime diférentiel gouvernant les perturbationset y proches de

FiG. 1.10 — Mocle de Hoffmann et al. [35]
I’ équilibre est donapar :

oG D e

8 } (1.4)
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ou kq1, k12, ko1 €t koy dépendent des angles et des raideurs. Dans celmgdest constant.
Selon les valeurs des paratres physiques, et compte tenu de la non&yim de la matrice
de raideur, il existe un coefficient de frottement gastabilise dynamiquemengljuilibre : les
perturbations augmentent exponentiellengepartir de Iequilibre selo{ X'} ¢ avec({ X}, s)

solution propre de (1.4) et=r +iw. { X } est qualife d’'instable si- > 0. Dans ce récanisme

1 25
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FIG. 1.11 — Couplage de deux modes [35]

d’instabilite dit geomretrique, le frottement a pour effet de rapprocher Iégfiences de deux
modes du sysime coup? (syseme contraint par les contraintes de contact &ikdj jusqua ce
qu’elles soient confondueA.ce coefficient de frottement critique, les deux modes se couplent :
un mode devient instable et I'autre stable. Cette instabjonetrique est aussi appa in-
stabilitt parcouplage de modeu « mode coupling instability. A titre d'illustration, la figure
1.11, montre le couplage de modes. Le premier graphe montre le rapport dea@tpienizes en
fonction du coefficient de frottement. Le deérie graphe repsente lui la partiegelle de la
valeur propre en fonction du coefficient de frottement.

Sur de tels sysimesa quelques de@s de liber, une condition essentielle pour mettre
en évidence l'instabilié sous frottement de Coulomb dstcouplage é@placement normal /
déplacement tangemtu niveau de la zone de contact.

De nombreux mogles discreta quelques de@s de liber ontéte propogs pour expliquer
les bruits de freinage. Quelques uns sorédans la section suivante.

Bien évidemment, le @me neécanisme d'instabilit geonetrique peuttre mis erévidence
sur des sysimes continus. Jung et al. [38judient le glissement d’'une poutédastique sur
un tapis roulant tandis que Martins et al. [46] et Adams [1, 2, 4], &sdsenh I'instabilité
de glissement de demi-espa@&astiques. Moirot [50] et Adams [3] mettent émidence I'in-
stabilitt de I'equilibre stationnaire de deux coucliastiques semi-infinies et calculent semi-
analytiquement les modes de stahilit

Remarque : Parmi les @sanismes deggeération de vibrations auto-entretenueégamés,
il ressort que le racanisme d’instabil de I'equilibre stationnaire est @dominant. Seul le
problemea un dege de liberé avec le modle de frottement Il exhibe un@sanisme dirent.
Ce mécanisme est en fait un cas limite qui historiquement et par abus de langage est appel
« stick / slip» dans la literature alors que ces termescdvent devenements non-liaires
tels que le passage du glissemaitiadherence.
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Comportements transitoires

Les mecanismes degyération de vibrations auto-entretenuesganés caradérisent & part
le mécanismex stick-slip») l'instabilité de I'equilibre stationnaire. Les coaguences de l'in-
stabilitt sont 'augmentation de I'amplitude vibratoire jusggaturation. Autour deéquilibre,
on est en situation de glissement sous la zone de codtaztturation, le statut des points de
contact peut changer : il peut y avoiecbllementa cause de la nature uniaale du contact
et/ou de I'adrence. La prise en compte de @&nements non-ligaires est indispensable
pourévaluer les niveaux vibratoires dans la solution dynamique car ce soegN@essments qui
vont saturer la solution. Laésolution de tels probmes est difficile et un certain nombre de
travaux de recherche y est congacr

Moirot et al. [52] et Oueslati [58] exhibent des solutions semi-analytiques sur les solutions
périodiques sous forme d’'ondes de typglissement - adérence - écollement: dans les
problemes de frottement de cylindres coaxidlastiques liaires. Ces solutions peuvéiite
trouvees en @duisant le prol@me (esolution approdke donc) par une condensation statique
sur la surface de contact.

La disceétisation paflements finis des sy&@ies continus permeté&tudier les vibrations
auto-entretenues en phase de glissement.

Dans [9], Baillet et aletudient la dynamique d’un lopin fini bidimension@édstique lieaire
en situation de glissement et mettent@ndence nurariquement des solutiongepodiques.
Oueslati et al. [59] font unétude similaire sur le glissement de cylindres coaxiaux en 2D. lls
mettent erevidence nurariquement la propagation d’ondes de surface du tygkssement -
adrerence - écollement. lls confirment les@&sultats semi-analytiquesgaedents.

Baillet et al. [8] effectuent une simulation de frottement d’un patin palégipedique sur
une poutre (solide 3D) et mettent émidence des vibrations auto-entretenu@sqaliques avec
décollement. La visualisation a posteriori de la solution transitoire permet de discriminer un
mode du systme coup. La frequence de vibration est approximativement celle de ce mode et
les harmoniques de cetté&fluence apparaissent.

Dans [7], ils effectuent une simulation nénque de la dynamique d’'un pion frottant sur
un disque massif (tribogtre). En se fixant un coefficient de frottement local de Coulomb, ils
evaluent I'effet de la vitesse de rotation du disque sur le coefficient de frottement globalécalcul
a partir des @sultantes globales d’efforts). Lassultats vont dans le sens de Oden et Martins :
le coefficient de frottement globakgend de la vitesse de glissement et resteri@fir au co-
efficient de frottement local. Ce phonene est obseéravec coefficient de frottement local
constant.

Certains modles discrets comprennent des resseldstiqgues non-li@aires dans lesquels
l'instabilité geonetrique conduia des vibrations auto-entretenues sagsmpar les non-learies
des ressorts et non décbllement ou de I'adrence. Sinou et al. [66] proposent un tel raled
(figure 1.12).

\ola et al. [72] s'ineressent aux comportements vibratoires des structures blgstiques
en situation de frottement de glissement avec application aux crissemengslaesrs de vitre
de voiture.
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FIG. 1.12 — Mocle minimal de Sinou et al. [66]

Comportements temporels et stabilié de I'equilibre

Le comportement temporel est d@npar la connaissance de la solution transitoire du pro-
bleme et du cycle limite lorsqu’il existe. Lesatanismes d’instabibtpesenés pecedemment
justifient I'existence de telles solutions vibratoires. Quels sont les liens entre les modes instables
et le comportement temporel de la solution ?

Bengisu et al. [14]@pondené la question sur un exempadrois deges de liber repesengé
figure 1.13. Le modle de frottement choisi est de type lll. La stakilite l'equilibre esetudiee
en fonction d’'un paragtre de charge variable; qui est la pente de la Igi(w). L' évolution de
Sy peut faire appaii&re un, deux, voire trois modes instables. Le calcul du cycle limite pour les
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FIG. 1.13 — Molea 3 d.d.l. de Bengisu et al. [14]

différents cas permet de faire le lien avec la stabills concluent que :

— La position déquilibre est instable lorsque la valeur propre du &@yst lirtari€ esta
partie €elle positive. Il existe alors un cycle limite.

— Les bifurcations qui suivent lors deeliolution du parartre de charge sonékes au fran-
chissement de I'axe imaginaire par l€sgs dans le plan complexe. Dans certains cas, un
franchissement additionnel n’affecte pas igdratement lagponse du syste.

— Quand chaque bifurcation se manifeste par uegfence fondamentale iagendante, une
nouvelle fonction priodique est ajoéea la €ponse du sy8me. De plus, lagponse a les
harmoniques de chacune de semjfrences fondamentales. Les valeurs relatives de ces
frequences fondamentales jouent ale significatif sur le comportement du syste.

— Quand lagéponse estgriodique, il appaiaque le systme vibre sur une de segfluences
propres avec ses harmoniques (situatiork deode lock-iny définie par Akay.) Dans de
telles Eponses vibratoires, il peut y avoir plusieurs fonctioasgaiques inépendantes
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mais synchronises.
— Quand le nombre deéguences inebendantes est important, le syse peut devenir
chaotique.

1.2.2 Crissement des freina disque

La classification ggsenke dans la partie ekpimentale pecedente des bruits et vibrations de
freinage concernant gpifiquement les vibrations auto-entretenues a néomiie I'on pouvait
distinguer trois groupes : le broutement, le bourdonnement et le crissement.

Au regard des macanismes deggeration de vibrations auto-entretenuegégamés, on peut
préciser que le broutement est@un nécanisme de typestick / slip» et/ou un nécanisme de
type « amortissementégatif». Le bourdonnement esélau nécanisme d’instabil@ geonétrique
faisant intervenir le porte-garniture comme solide rigide vibrant autour de sa lieliastique
avec le classis. Le crissement est as&xl’instabilite geonetrique ou instabilé par couplage
de modes.

Historiquement [42], de nombreux melds discrets simplifisa quelques degs de liber
ont éte propogs pour tenter d’expliquer les bruits de freinage. On peut distinguer leslesod
« minimaux» qui ont pour objectif de faire appatee qualitativement le @monene, comme le
modele de Hoffmann et al. [35] pour l'instabiitpar couplage de modes. Dans un artietzent,
Wagner et al. [73] @sentent quelques melés minimaux. Une autre approche a coisisia
mocklisation des racanismes de freirisdisque par des syshes masse-ressort du plus simple
au plus complexe dans le but d&gdire quantitativement lesdfquences bruyantes. Ces ratas
mettent en avant des couplagé&pthcements normaux édlacements tangents et n@gisent
que des vibrations de solides rigides avec lelément de liaison, ce qui rend laé&gliction
délicate.

Pour la moélisation du crissement, les investigations @&xmentales montrent qu'il faut
s'intéresser aux constituants en tant que miliegfodnables.

Chambrette et al. [22] s’iBtessena la stabilie d’'une poutre inclige frottant sur un disque
en rotation. lls mettent en avant la forte influence de I'angle d’inclinaison sur la stahilitsi
gue l'instabili& d’'un mode de flexion de disque avec un mode de flexion et un mode de com-
pression de poutre. Un effeéstabilisant de 'amortissement visqueux a par aill@&tiFsnis en
évidence dans cettdude.

Flint et Hulten [30] proposent un mete continu simplife a une dimension (figure 1.14). Le
disque est moglisé par une poutra synetrie cyclique en contact avec une garnitatastique
sans masse. Dans ce nébel seuls les mouvements transverses sont c@@sidhais les contri-
butions des forces de frottement aux efforts transverses et aux moments de flexioregarasnt
La figure 1.14 montre comment apparaissent ces contributions sur une tranche de poutre de lon-
gueurdx : a cause de Epaisseuh, un ceplacementy de la section de la poutre en frottement
(coefficienty) de glissement sur chaque eota céer un moment de flexiopk; hw. Si I'on
tient compte de la rotation de la section pour I'application des efforts de frottement, alors cet
effort devient suiveur et une contribution transvezﬁefog—“; appar# (N, est I'effort lineiquea
I’ équilibre). L'équation du mouvement est la suivante :

M*w ow ow 0*w

El— —Fkih + 2uN, 2k — =0 1.5
8m4+ﬂ&v Lt 08x+ 1w+m8t2 (1.5)
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(a) Mockle de freima disque simpli : poutrea synetrie cyclique avec
garniture sans masse.
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(b) Moment de frottement et effort suiveuermgre respectivement par la translation et la
rotation d’'unélément poutre de longuedt.

FiG. 1.14 — Mocle de Flint et Hulten [30]

En utilisant la nethode de Galerkin, ils transforment 1.5 en ayst diferentiel lirgaire puis
étudient la stabilé de I'equilibre nunériguement. Les conclusions principales sont :

— Les contributions des efforts de frottement en tant qu’efforts suiveurs ggligeables.
C’est donc la contribution du frottement au moment de flexion gedpmine.

— L'équilibre est instable par flottement. Le frottement rapproche deux modes de flexion
proches jusqu ce gu'ils se confondent pour devenir instable. Les modes instables sont
des modes complexes non stationnaires qui peuvent illustrer é&@®pbnes de rotation
d’'ondes obse®s ex@rimentalement. lls rappellent que la proxiendes fequences des
modes est &ea la synétrie de la structure (modes doubles) ici artificiellement prise en
compte par la contrainte de sgtnie cyclique.

Ce ptenonene mis ergvidence par Flint et Hulten est en quelgue sorte @oanisme d’auto-
déestabilisation du disque du au cakxet surfacique du contact @t’épaisseur significative du
disque). En effet, le comportement estépeéndant de la masse volumique de la garniture et
donc des modes de garnitures, ce qui justifie le termedto-dstabilisation . Le carackre
surfacique du contact eséoessaire pour que le couplage des deux modes proches de disque
s’opere : si le contact est ponctuel, un seul des deux modes doubles e&, dfiette mode aura
un nceud de vibratioa I'endroit du point de contact et laéfiquence ne sera pas chaagar la
contrainte de contact. Le frottement n’a alors pésmain mise» sur un des deux modes, ce qui
empeche la éstabilisation par couplage de mode double. Ganphene est une interptation
physique d’'un aspect deséranismes d’instabifit georrétrique (ou d’instabilé par couplage
de modes).
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Les mocetlesélements finis onéte utilises pour caraériser la stabilié de I'equilibre sur
des nécanismes de freia geonetries Ealistes. L'inérét de ce type de madke est de tenir
compte des comportemerékastiques tridimensionnels comme I'effet Poisson et de céreid
'ensemble des modes de disque. [B#sdes paraétriques sont alors possibles patudier
la stabilie. On peut seéferer aux modlesélement fini de frein de Moirot [50] ou de Fritz
[32]. Sur de tels mogles, en particulier dans [50], un accent est mis sur le caadtfaste de
I'axisymeétrie du disque dans l'instabgitde I'equilibre.

Le calcul nunérique de la solution vibratoire transitoire pour des Bledéléments finis
de frein reste une dation difficile. Baillet et al. [9] effectuent une simulation negue des
vibrations d’'un systme simplifé de freina disque avec garniture padépipedique. Apés
calcul transitoire, on observe que la solution estigdiquea une féquence &s proche de la
frequence propre d'un mode libre de disque. Sous la zone de contact apparaissent tous les statuts
de contact possibles.

Dans un article@cent [47], Massi s’ir@resse la mocklisation du crissement obsérsur un
banc d’essai de freinage simpdif(voir [48]). Il effectue un calcul de stab#itet un calcul non
linéaire sur deux mades nungriques diferents (maillages addsa la stragégie nunérique).
Les resultats essentiels sont que le calcul nogdire pédit la frequence bruyante obsées
sur le banc. Le calcul de stab@itnontre que deux modes sont instables et c’est 'un des deux
qui est obser® dans la solution non leaire. Le calcul de stabifitpermet de constater que le
frottement couple un des deux modes doubles de diadues diangétres nodaux avec un mode
de flexion du support de garniture.

1.3 Conclusion

La quantieé de travaux traitant tant des aspectsaspentaux des bruits et vibrations des
freins que des aspects n@igation des vibrations auto-entretenues ext ttense. Biegvi-
demment, les travaux € ici ne constituent pas une liste exhaustive mais permettent d’orienter
fortement le travail prop@sici.

Les esultats exprimentaux montrent que le crissement des freésslte de vibrations auto-
entretenues induites par le frottement duayst (amplitude de vibration du disque de I'ordre de
guelques micromtres). Les travaux de melisation montrent qu’une instabaitde I'equilibre
stationnaire dite gonetrique ou par couplage de mode permet de mobiliser les modes de vibra-
tion responsables du crissement et @ecoefficient de frottement constant.

Ce premier bilan nous oriente vers un retelde nécanique des milieux continugfr-
mables dans I'hypottse de petites perturbations. Beaucoup de travaés siir les vibrations
auto-entretenues eregeral s'ineressend la stabilie de I'eéquilibre mais font un raccourci ra-
pide entre fequences des modes instables et solution transitoire. Les travaéxiques traitant
de la caradrisation des solutions transitoires montrent la comped@s solutions mettant en
evidence degvenements fortement non éaires sous la zone de contact commeé&hotlement
ou de 'adlerence. Commer@voluent les perturbations proches dagliilibre vers une solution
transitoire ? Quels sont les liens entre |l&xjfrences caramtistiques de la solution transitoire et
les frequences des modes de stabdifitOn a vu que Bengisu et al. [14] sénésse cette ques-
tion sur un moélea trois deges de libe avec un racanisme d’instabilé lie a la cecroissance
du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement, sezcdmisme possible dans ce cas
car le mo@le ne tient pas compte des degde libe® normaux au contact. Qu’en est-il sur des
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structures continueside mecanisme d’instabil@ appard a coefficient de frottement constant ?
On verra ce qu'il en est dans un cas bidimensionnel puis suraganisme de freia disque
TGV simplifie tridimensionnel. Unétude spatiale et temporelle des solutions transitoires est
propo£e gacea une projection de ces solutions sur la base des modes de stdlitr mener

a bien ces objectifs, le calcul de telles solutions transitoiresédmt effecté. La complexig
desévenements sous la zone de contact olEseidans les diffrents travaux nous oriente vers
des algorithmes et des s&gtes nurariques adags.

D’un point de vue exprimental, les &sultats de la liirature sont principalement issus de
'automobile. Une syntbse des diffrents travaux ex@imentaux eali€s sur le recanisme de
freinage du TGV est expés afin de caraetiser le bruit et les vibrations du sgste en situation
d’arrivée en gare.

Enfin, le crissement des freiasdisque est une instabéipar couplage de modes (instakilit
géonetrique). Dans le cas duénanisme TGV, s’agit-il d’'une autcédtabilisation par couplage
de mode double de disque comme le proposent Flint et Hulten [30]? Y a t-il couplage de mode
de garnitures avec des modes de disque comme mé&vieience dans les travaux de Massi
et al. [48] ? Ces questions nous conduiseptroposer un made de frein TGV« réaliste» et
d’examiner la stabilé de I'equilibre afin de conritre I'influence des paraetres physiques de
garniture sur le racanisme d’instabilé.



Premiere partie

Etude du comportement vibratoire des
structures en contact frottant avec
glissement






2 — Formulation et r esolution numerique
des problemes de contact frottant en
dynamique

Une preméreétape pour Btude du crissement des freins est @érdr le cadre recanique et
la formulation matBmatique du proleime. On a vu dansétat de I'art la @cessié de considrer
un mockle de nécanique des milieux continugfdrmables en dynamique. La prise en compte
des conditions de contact uniéaél avec un magle de frottement de Coulomb esjalement
necessaire pour mettre @vidence leevenements complexes dans la zone de contact. On
partira d’'une formulation intuitive des relations de comportements du contact frottant et on
définira des formulationgquivalentes qui seront utiles dans la suite.

Dans une deurimeétape, on va s’attachara esolution nurérique degquations continues
présengées. On se place dans le cadre classique d’uneatissation spatiale par la@hode des
elements finis. Il s'agit deasoudre un probime de dynamique non-Baire. D’un point de
vue nunérique, cela va se traduire tout d’abord par un choix de éshide d’inégration en
temps et d’autre part par un choix de la stgié de esolution spcifiquea la non lirearie
locale du contact frottant. Onédrit brievement les difrents inégrateurs nugriques ainsi
gue les diverses stidies existantes de&solution dans la liftrature. Ensuite au regard des
difficultés s@cifiguesa notre prol#me on propose une stegie nungrique que I'on valide dans
le cas du choc d’'un lopiglastiqgue bidimensionnel sur un massif semi-infini rigidetape
de pediction / correction locale du comportement du contact frottant choisie ici permet une
extension naturelle au cas tridimensionnel qui sera @él#ans les chapitres suivants.

L'algorithme aété mis en ceuvre dans le logiciel MatlatAgea I'utilisation de la boitea
outil élements finisStructural Dynamics ToolbofSDT) [11].

2.1 Formulations continues locales

Afin de poser clairement les notations, on se propose de poser l@p®lole recanique
des milieux continus d’un solide viselastique en petite transformation en situation de contact
unilateral frottant avec un solide rigide dans le cadre dynamique (figure 2.1).

On noteu(z, t) le champ de @placement et(z, t) le champ de contrainte dans le domaine
Q) ainsi quer(z, t) le vecteur eaction de contact (vecteur contrainte) sur la surface de contact
S.. On noteA le tenseur de Hooke &t le tenseur viscelastique.

Le probEme est de trouver les champsy etr vérifiant 'ensemble desquations suivantes
[62] :
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Le principe fondamental :
div(g) + f = pii dans (2.1)
Les conditions limites en effort et ereplacement :

n] = F, suroQp
u=Up suroQy

9

La relation de comportement :
a=A:

11

[u] + B : £[u] dans
L’ équation de compatibit:
[u] =1/2(Vu+ VTu) dans

11

Les conditions limites de contact :
aln] = rsurS,

Les conditions initiales :

FiG. 2.1 — Notations

Afin d’écrire les relations de comportement du contact frottant, on extrait les composantes nor-
males et tangentielles d@gplacement et de |&action de contact :

Unp
Tn

=u-n, U =U-—uUyl
=r-n, Iy=1r—Tpn
n désignant la normale extieure au solide congie (2.

Les relations de contact uniétl (ou relations de Signorini) traduisent simplement le fait
gu’il n'y pas intergerétration et que la surface de contact ne subit que des contraintes de com-
pression :

U, <0

rn, <0 (2.2)

UpTyn =0
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D’un point de vue ciBmatique, on peut remarquer que ces relations ne font intervenir que
le deplacement normal. En ce qui concerne le eledle frottement, on choisit le melé de
frottement de Coulomb. Il exprime que kaction de contact reste dans éeme de Coulomlg’
(figure 2.2). Lorsque lagaction est sur ledme, la vitesse de glissement s’oppada action
tangentielle tandis que lorsque Eaction esa l'intérieur, la vitesse de glissement est nulle.

2l < —fro & 1y € S(=frn)
vl = —frn = 3N > 0/i, = =Ar, (2.3)
rel] < —=frn=1,=0

On appellef le coefficient de frottement de Coulomp ést toujours positif).

S(—fry,) estle disque de centre O et de rayefir,.

La relation de frottement de Coulomb pelt®&ire aussa partir des quangés cirematiques
comme suit :
il = 0= [l < —fra
sl # 0= 1, = fragiss
Contrairement au contact unigatl, les conditions de frottement sont fori@es en vitesse.
Sur la figure 2.3 sont tré&s les graphes carécistiques du comportement du contact uni-
latéral et du frottement de Coulomb. Outre la no@én€ évidente du comportement du contact
frottant, il faut noter le caraete multivoque et non difrentiable des fonctions.

Fic. 2.2 — ®ne de Coulomb

D’autres formulations locales sont possibles pour le contact érdlatomme une formula-
tion sous forme d’inclusion diffrentielle :

Tn € —0URr-(uy)

ou Oyr- est le sous-diffrentiel deyg-, fonction indicatrice d&® .
Une troiseme formulation strictemegguivalente est [37, 40] :
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Tn A Tt A

—f7“n

§v

U

FIG. 2.3 — Graphes du comportement du contact et du frottement de Coulomb (vud)dans

rn = (Tp — aquy )— = Projg_(r, —au,),a >0

avec(-)_ désignant la partieégative de Elément.
De méme, pour le frottement de Coulomb :

el < = frn
T — fralldl| =0
Pourr, # 0,

¢ = [|refl + frn <0

U = Vi, 7= ||£t||7V207V¢:0
Ty

Il est possible de &finir I'effort de frottementa partir d’'un pseudopotentiel de dissipation
D(u,,r,). Il est d'usage pour la loi de Coulomb de parler de loi non agspguisque: n'est
pas normale au@me de Coulomb. En revanche, en coasiht 'ensemble des forces admis-
sibles comme I'ensemble des efforts de frottemer@rislirsa un seuikgala — fr,, qui depend
de I'état actuel, on peut parler de loi de norm@éntres, etr, [55, 56].

D(iy, ) = frolly
r, = _D,Qt = —fT‘naHQtH

On peut souligner que comme en plaséciteffort tangentiel de frottement éli au principe
de dissipation maximal :

r, € S(=fra), (ry — 1) - dy > 0,Vr; € S(—fry)
ce qui eséquivalenta [37] :

r, = Proj

On aécrit leséquations continues des prebies de dynamique avec contact frottant. Pour
cela, on a vu gu'il fallait adjoindre awdquations classiques de la dynamique (2.1¢tpsations
qui traduisent le comportement du contact ueitat et du frottement de Coulomb. On a vu
gue I'on pouvait lescrire sous diffrentes formes et gu’elle traduisait une noredirieé non
reguliere.
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2.2 Formulations variationnelles

Une formulation variationnella deux champéu, r) du probEme de contact piedemment
introduit peugtre formuée. On introduit pour cela I'espace admissilBle- {u | u = u? sur 9Qy}
etl'espacé/’ = {u|u=0 sur 9Qy}.Le probBme estde trouver € U etr veérifiant :

g*-fdQJr/ w1 dS, Yut € U°
! .

/py@dm/@m : ofu]dQ = u - Fy d5+/
Q Q- -

oNp Q
(u, ) Vérifiant (2.2)
(w, r) vérifiant (2.3)
(2.4)
Le champr(z,t) est vu ici comme le multiplicateur de Lagrange assauix conditions sur
u(z,t). On se servira de cette formulation dans la suite pour la&tisation paélements finis.

2.3 Meéthode de calcul des vibrations en grsence de contact frottant

2.3.1 Intégrateur en temps

On se place dans le cadre des petites perturbations et on tient compte du comportement
visccelastique liaire du matriau. On consiére une dis@tisation spatiale classique par la
méthode degléments finis. La prise en compte d’espaces admissibles a@srolassiques as-
socésa la formulation faible (2.4) fournit Equation du mouvement suivante (dans I'hygsth
d’'uneévolution eguliere) :

(M]{U} + [CH{U} + [K]{U} = {F} + {R.} (2.5)

ou {U} désigne le vecteuraplacement global €tR.} le vecteur eaction de contact suppos
connu pour le moment. On est erepence d’'un systme diférentiel lireaire du second ordre
en temps que 'on vaéisoudre de maéie approcée. Pour ce faire, il faut utiliser un seima
d’intégration nurérique du systme diferentiel. En dynamique des structures, la famille de
schkemas couramment utie est la famille de Newmark (familke2 pararetres) qui pesente
I'int érét d’offrir suivant les paragtres choisis la stabi@tnunerique inconditionnelle [18]. Elle
repose sur un&veloppement de Taylor degplacementsaI'ordre 2) et des vitesses, et sup-
pose donc laé&gularie des quantis rechercbes. En pgsence de contact avec frottement, des
impacts sont susceptibles d’exister, mettanéeidence une discontinéitdes vitesses relatives
normales, les efforts de contact devenant alors des impulsions (ou percussiospolugaon
nunmérique de tels probimes discrets @i étudiee gace aux travaux aatieurs de M. Jean et J.J.
Moreau [38] et plus&cemment par M. Jean (Non Smooth Contact Dynamics method [37]), D.
Vola et al [71, 70], M. Wronski et al [74]. On fait le choix d’utiliser lagtihode de disétisation

en temps prop@&e dans ces travaux : fa méthode.

Sous I'hypotlese de nonagularig, 'ac&lération ne doit plugtre utili€e dans les approxi-
mations et I'on doit s’imposer un sema d’ordre 1. D’un point de vue matmatique, (2.5) doit
étre compris au sens des distributions temporelles. On suppose que la vitessagstion
borree et on pose :

| {(dU} = U} (0) = {U} " (a)

la,b
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On supposera dans la suite cflé} = {U}+, I'objet ici n’étant pas de rentrer dans |lestails
matrematiques qui pourroritre troues dans [53] et [60]. On peut montrer alors dans le cas
non regulier en temps que (2.5) peuéstire :

v (1)~ wion) = [ @F) - ) (el onar+ [ (g
0 10 (2.6)

wy=woy+ | Uiy

Pour calculer la solution syo, 7', I' équation pecddente esécrite sur l'intervalle discref =
[t t"T1]. Le sclema nungrique est obtenu en utilisant uré - méthode» pour approcher les
inteégrales sur ./ = ¢! — ¢%)

ti+1 . .
[ rargneuyta-oy)  o<e<
ti
Concernant I'inégrale des efforts de contact, on pose :
i,
- R.}dr
h ]tiniJrl] { }

La relation (2.6) prise aux instants= ¢’ ett = t**! donne :

{Rc}i—l—l _

] ({0} = {0}) = ho((FY ™ = KUY — [C1{U} )
+h(1=O{FY = [K|{UY = [CHUY) + b {RYT @)
[UY* = {UY +ne0} " + (1= 0){0})

Ensuite, si les forces de contact sont su@essconnueat‘*! et les quantiés cirematiques
at’, la vitesse est mis& jour en utilisant :

O = {EY{UY AUY, 0, b, AP} {FY) + h{R}™ (2.8)

(B} = —h [K]{U} + ([M] = h(1 = 0)([C] + ho [K)){T} + h(0 {F} + (1 0) {F}")

[M] = [M] + h?0* [K] + RO [C]

et les @placements sont misjour suivant :
i i —~a o
{Uy™ = {0} +n(6{U} " + (1 -0){U}) (2.9)

Remarque : le s@ma d’inegration ainsi formud est un schma implicite puisqu'’il Bcessite
la résolution du sysime (2.8)a chaque #ration. En revanche ce gmha est inconditionnelle-
ment stable pou? > 1/2, et ceci quel que soit le pas de temps. La sta&hiticonditionnelle est
particulierement inéressante vig-vis des scbmas explicites conditionnellement stables puis-
gu’elle permet de choisir le pas de tempsé@pdndamment de la digtisation spatiale. On
peut montrer [70] que ce séma est conservatif podr = 1/2. On a vu que I'hypotase de
non-regularié imposait le choix d'un s@&ma du premier ordre. La contre-partie est une perte
(relative) de pecision visa-vis des schmas du second ordraégali€é de pas de temps.
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2.3.2 Formulation du contact unilateral avec frottement

On se place dans le contexte d’'un solide bidimensionnel en situation de contact potentiel
avec un solide ingformable. Si I'on introduit un jeu initiay, et si 'on consi@re la vitesse
relative w, alors on peutéécrire les conditions de contact avec frottement fogasldans la
section pecdente comme suit :

Tn = Proij (rn —ag) ,a>0 (2.10)
De méme, les conditions de frottemenéstivent :
r, = Proj,(r, —aw,) ,a>0 Clz) ={z/|z,] < —fxn} (2.11)

avec
(2.12)

= Un — YJo
=u

D’un point de vue nurarique, une maere de tenir compte du contact undedl frottant est
de « regularisen les relations de comportement. Par exemple pougdation normale :

rn=¢en(g)_, €,>0 (2.13)

Cette Egularisation autorise une certaine infatration. On parle dans ce cas déthode de
penalié car plus la violation de la condition d’irepétrabilitt sera importante plus la&palie

sur I'effort normal sera grande. En pratiqug,est choisi tes grand pour que I'integrétration

soit minimale. La corsquence de (2.13) estadablir une relation bi-univoque entre I'effort et

le déplacement et ainsi de pouvo&soudre un proBme non-li@aire mais &gulier dont les
inconnues sont purement éimatiques [57]. La contre-partie est le mauvais conditionnement
des matrices en jeu compte tenu de la grande valeuy.d@e plus, si une integrétration est
autori€e cela entfiae une neéconnaissance sur le statut de contact des nceuds.

Pour éviter ces prolmes, consierer une formulation nonéegulari€e des conditions de
contact avec frottement est mieux adajites travaux concernant legthodes nufriques pour
le contact frottant sont particeliement nombreux. Une syie des ithodes nur@riques peut
étre troue dans [62]. On peut citer commeférence les travaux sur lesthodes de multipli-
cateurs de Lagrange [62], de lagrangiens augéef@, 65, 77], la rathode du bi-potentiel
propo® par G. Desaxe[27, 64] et la nethode de gradient conjuguyrojeé [63].

Pour des raisons de simplieitle mise en ceuvre, on va utiliser les relations (2.10 et 2.11)
que I'on va appliquer au champ digtise. Les conditions seront donc naegulari€es et vont
conduirea une nethode de point fixe sur les efforts de contact [37, 40].

Pour cela, on éfinit les matricesP,;], [P, et[P;] qui permettent de passer des efforts dans
le repere local aux efforts dans le ree global :

{Re} = [Pu]" {r} = [B]" {ra} + [R]" {r,}

Nix nly 0 0
te ti, 0 0
[0, =] O O na ny
0 0ty ty

o 0 0 0

[Pnt]
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ne oy, 000
[P =[n]0]], n]=| O 0 mna% ny 0 | etdentéme pourfP)].

0 0 0 0 .
On peut donc éfinir les quantiés cirematiques locales disstes :

{9} = [P.]{U} = {90}

. (2.14)
{we} = [PI{U}
Sous forme dis@te, (2.10) et (2.11) deviennent alors :
{ro} =Prol _({r} — a([PJ{U} —{90})), a>0 (2.15)

{r.} = Proj,({r;} — «[R]{U}), a>0

De manerea ce que les relations (2.15) puissetie utili€es avec (2.8), c’est-dire exploiees
en terme de vitesse, on utilise I'expression (2.9) issue de laétiisation en temps :

[BJ{UYT = {g0} < 0= ([PJ{UY — {90})/(h8) <0

[PnHU}"“+( ey - b 1 lp 1{U})so:[PnJ{U}”#{B}"so

Ainsi, a l'itération: + 1, on obtient :

{ra} = Proj_({r.}™" — a((PJ{U} " +{B})
{ry = Proj, ({r,}'"' — o [RJ{U} )

On est maintenant en mesure @saoudre nu@riquement le proime formué en vitesse.
Compte tenu de larelation (2.9) impaspar la dis@tisation en temps entre vitesse ephcement,
il se pose la question de la compatit@lientre vitesse etéplacement I'instant d’un choc
eventuel. En effet, la relation (2.9) impose au niveau de la zone de contact la relation :

PO} 1[ PI{UY = Uy) + 22 R (OY (2.17)

Si I'on se situea litérationi au nceudy a l'instant d’'un choc et que I'on suppose donc que

[PJ{UY, = {90}, [PJ{UYS" = {go} et [Pn] {U}; £ 0, alors :
I ]{U} [ ]{U} # 0 (2.18)

Ce qui signifie que pour le nceud on obtient des vitesses normales non nulles alors que le
déeplacement normal reste constant. Autrement dit, il est impossible dans ce cas d’obtenir un
choc irelastique. Ce probme aéte abor@ par D. \Vola et al. dans [71] et par M. Jean dans [37].

La premere icke est de choisir un sema aved égala 1, sciéma dit de#—Euler. Cependant,

ce sclema peutétre genalisant car il @e de I'amortissement nwrique. Afin de proposer

un sclema conservatif, D. Vola et al. proposent une variante qui permet d’imposer un choc

inélastique. Lidee est de garder uhschema mais cBvaluer le jew;*! a un instant futur (n@t
~i+1Y -
g

(2.16)

gl = giﬂ(ti+1 +h(1=0)) =g +h(1-0)g""" (2.19)
g =g +h(y + (1-0)§")
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g =g+ hg" =g+ h(g" + (1 - 0)3) (2.20)
G <0= "+ (1-0)§ +4'/h<0

Cette variante appeéf— méthode modife dans [71] assure le carat irelastique du choc.
On obtient alors :

[Pn1{U}”1+( Ry - dy

- >[Pn]{U}i)so:»[Pn]{U}"“HBm}iso
o (PO} + 1 (2.21)

De manereéquivalente aukquations (2.16), on donenflera I'itération: + 1 avec la version
modifiée de la rathode :

{ra} = Proj_({ra}"*! = a([PJ{U}" + {Bn})
; . i i+l
{r} = Proj, ({r ™ — a[A]{U} )
Afin d'illustrer la version modifee de I'inegrateur, on se propose d’effectuer le raisonnement
suivant : on suppose qugi}”" = {0}, {5} = {0} et que{g}’ # {0}. Dans ces condi-

tions, I'equation (2.20) donne directemeit}’™" = {0}, ce qui esout le prol#meévoqle a
' équation (2.18). De plus, (2.19) donne alg§g ' = {g}'"" = {0}.

(2.22)

Remarque : si l'on s'irétresse au jeé l'térationi, on obtient{g}' = {g}' —h(1—0) {g}' =
—h(1 —0){g}" # 0. On peut donc intergter la nethode modifte en disant qu’elle ajuste le
jeua litération: pour garantir une vitesse normale relative nallétération: + 1.

Dans la suite, pour les raisogsoqlees peccdemment, on utilisera cette variante maafi
plutdt que le scema d&)-Euler.

2.3.3 Algorithme

On a donc choisi un iggrateur en temps compatible avec une formulation du contact frot-
tant. Il s’agit donc de@soudrea l'itération: + 1 le syséme suivant :

BIROY™ = {BY ™ + AR {r} ™ + BRI ()™
(r}*! = Prol_({r}*! = al[RI{OY"" +{Ba}) (2.23)
{r} = Proj, ({r}™ — o [PI{T} )

On peut noter le caragte implicite de la formulation (2.23). La formulation (2.22) sagg
naturellement deétapes de @diction et de correction pour I&solution. Afin de pEsenter
un algorithme efficace, on se propose d’effectuer @epes dans un sgshe Eduit gacea
une condensation statique sur les nceuds de la surface de contact potentiel. On indiésspar
deges de libeés de contact potentiel et pertous les autres. Le sysne lireaire se @compose

alors : X X _
e o Ho =L e
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Algorithme
)
{U} et{U}° donres.
1. Calcul de la base de condensat|rt'®].
2. Construction et factorisation c{é?[“’c} et de[Myy} .

3. Evaluation dy optimal
4. Pouri=1,2,...,.N
(i) Calcul de{E}"*.
(i) Calcul de{ B} (Resolution e Myv | {BS}™" = (By}'™)
(iii) Calcul de{e} ™! = [nt)” [TC5])" {E}'*!
(iv) Initialisation :{r} (" = {r}’
(v) Pour k=0,1,... et tant que> Tol :
(a) Résolution de :{MW} {ay, = e + iyt
(b) Effort normal ;{rn}_;;ll = Proj ({rn_};'jl - p({u_n};'jl +{Bn}")
(c) Effort tangent {r. }, 1y = Proj_ ({re};" — p{an},™)
I{rHE = (e

(d) Calcul du criere d’aréte = TTESsadl
"Ik

e > Tol, alors k— k+1
e < Tol, alors on quitte la boucle

. i+1 .
(vi) Actualisations :{ UC} = [nt] {a}!
{U}i+1 _ [TCS’} {UC}H-l n {Bcs}i-l-l
Wy =y + 0 -0Uy), i—in

et test de convergence :

FIG. 2.4 — Algorithme deé&solution du proldme de contact frottant en dynamique

La deuxeme ligne permet é’liminer{UY} et donc d’exprimen{f]} en fonction de{ UC} :

(00 )= [ o)+ { gy F= o (o) w00
La condensation sur la bas&“®| donne :

[MCS} {Uc} = {Ec} - [MYCM;}V] (By}+ hint] {r} = {E°S} + h[nt] {r}
avec| N19S| = [1]" [a1] [T9] et{ B} = {Ec} — | NyoNiy| {Ey}.
Cette condensation est possible car la mat[iié@] est synétrique. Le calcul de{TCS} n'est

bien €ir pas effecté en calculan{M;}V] . Le terme— [M;;Myc] est directement caloglen

cherchant la&ponse aux&placements impés unitaires des d.d.l. de contact.
Le passage dans la base locale donne :

0] {iy = {e} + b {r)

avecy Ug p = [nt] {u}, [nt]" [MCS] [nt] et{e} = [nt]" [EC®]. L'algorithme dans sa globa-
lité est esung figure 2.4.

Remarque : d'un point de vue méthatique, le€quations (2.23) &rifient les relations de
contact frottant/ae > 0. En ce qui concerne la @hode nurarique de pediction / correction
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qui permet d’atteindre le point fixe (boucte étape 4.(v) dans 'algorithme), le choix dene
peutétre arbitraire. On peut montrer que I'algorithme convergec [0, p.q.] (Voir [40]) et

qu’une bonne estimation guoptimal est don@e par,,: =~ 2\ ( [M "’C}) (Anin €tant la plus
petite valeur propre) [26, 27, 40].

Carpenter et al. [20] proposent unetinode nurariqgue bage sur un irégrateur en temps
explicite avec une formulation implicite du contact frottantdasur les multiplicateurs de
Lagrange qui sont calog gacea un algorithme &ratif de Gauss Seidel modifi

2.4 Validation : choc d’un lopin élastique

Afin de valider I'algorithme pecedent, on se propose de calculer les efforts de contact lors
du choc d’un lopirélastique sur un massif semi-infini ieidrmable. Cet exemple est largement
illustré dans la littrature, notamment par Vola et al. [71], Kim et al. [41], Feng et al. [28]. On se
place dans I'hypotise de contrainte plane et les déaa du prolime sont geci€es en figure
2.5. Afin de rester dans lesames hypotbses que les articles de ladéitature, on ne tient pas
compte de I'amortissement visqueux. Les effets dissipatifs sont introduits ici par dissipation
numérique ¢ > 0.5).

Module d’'Young 107 Pa
Coefficient de Poisson 0.25
|| Masse volumique 103 Kg/m?
Coefficient de frottement 0.1
Vi Longueur 0.08 m
0 Largeur 0.04m
Epaisseur 0.01m
Rayon 0.101m
Pas de temps 10 °s
0 0.55
Vitesse initiale horizontald 3 m/s
—— L — Vitesse initiale verticale 5 m/s
3 el

FiG. 2.5 — Maillage et caragtistiques physiques du lopin

Un calcul transitoire &te effecte avec un champ deeglacement initial nul et un champ de
vitesse initiale constar{tl }.

Les figures 2.6 et 2.7 psentent lesaactions normales de contact au cours du temps et ceci
a differents points de maillage. Lessultats en rouge sont issus de I'algorithmesené alors
gue les courbes noires sont Iésultats de calcul provenant de Vola et al. [71]. La comparaison
montre que les tendances globales sont reépsat@me si les courbes noiresgsentent une
regularie plus marqgée. La figure 2.8 f@sente le€volutions des quanés cirematiques du
nceud 8. Elle met eividence la gestion correcte de I'undadlitt du deplacement vertical
ainsi que de la vitesse verticale. On remarquera djiiistant du choc au point 8,, < 0 et
v;” = 0. L'observation des diffrents statuts de contact montre, surdaqgde du choc, une zone
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prédominante de glissement. Ceci estalla faible valeur du coefficient de frottement. Une
petite zone d’adérence apparanéanmoins au @but du choc sur le nceud 9. Un autre calcul
avecf = 0.2 montre figure 2.9 que les zones d’&dance sont beaucoup plus importantes.

60 . . . . . :
= e Noeud 3| |
SO m— (e Noeud 4 | 1
45 —Noeud 5
40
35

30

7n [N]

X ‘ L 1 L 1 ‘! 1
0 025 05 07 1 123 15 175 2 225 25

x 107

t[s]

FiG. 2.6 —Evolution des efforts nodaux normaux de contact [N] en fonction du temps [s]

Les figures 2.10 et 2.11 montrent I'aét de lad— méthode modite : lorsque I'on utilise le
sckema non modi&, on observe de fortes oscillations en vitessésjw choc. Ces oscillations
sont non physiques puisque leugrpde est de l'ordre du pas de temps. Dénme, sur les
déplacements on observe des rebond=alistes.

D’un point de vue purement nwmque, on peut voir 'ordre de grandeur du nombre de
sous-iérations au cours du calcul figure 2.120( = 10~3). Dans un graphe logarithmique de
la figure 2.13 est repsenge I'évolution du criére d’arét au cours des sousrations. Enfin,
on peut voir figure 2.14 I'effet du choix de sur le nombre de souseitationsa convergence
(p= kp‘popt)-

La figure 2.15 montre &volution desnergies lors d’'un calcul effeduwuavec un coefficient
de frottement nul. On peut observer quenérgie globale reste conséevavec l&#— méthode
modifiee ¢ = 0.5) alors que I'on observe une chute significative dmérgie globale avec la
méthoded— Euler.

2.5 Conclusion

Le probEme de contact frottant en dynamiquet@formule au niveau continu. Une&thode
numérique permettant le calcul vibratoire des structures en contact frottantadzg# choi-
sie dans la ligrature puis mise en ceuvre nemguement et enfin valee dans le cas du choc
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60 T T T T T T
—Noeud 6
., o Noeud 7
------- Noeud 8|
= i
N |
0 d '3‘ | | | | | -."\J_'.l | |
Qg 025 05 075 1 125 18 175 2 225 2.5
-3
x10

t[s]

FiG. 2.7 —Evolution des efforts nodaux normaux de contact [N] en fonction du temps [s]

d’un lopin élastique bidimensionnel sur un massif semi-infini rigide. Pour la &lisation en
temps, la non&gularieé de la vitesse normale nous a conduithoisir un inégrateur du pre-
mier ordre : lag-méthode. Afin d’assurer la compatibdientre éplacement normal et vitesse
normale, une loi de choc @tastique &té introduite sans ajouter d’amortissement @uigue,
gracea une version modie de I'inegrateur. D’un point de vue algorithmique, on a uéllisme
condensation statique qui permet @eluire la taille du prol@mea inverser (et donc le ¢

du calcul) lors de Etape de gdiction / correction des efforts de contact. L'algorithme #ilis
s’étend de maeire naturelle aux cas tridimensionnels. Dans ce chapitre on s’eétgdas le
cadre @réral de esolution d’un prol#me transitoire de contact frottant. On sdrgsse dans le
chapitre suivant au cas particulier des structures en situation de glissement pour lesquelles la
solution de glissement stationnaire est instable dynamiquement. Comme on I'a vuéans I’
de I'art, I'instabilitt du glissement stationnaire est I&€eanisme de @ération de vibrations
auto-entretenues @dominant.
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Déplacement vertical Noeud 8 (m)

0 0.5 1 15 2 2.5

Vitesse horizontale Noeud 8 (m/s) x 10

FiG. 2.8 —Evolution des guantis cirematiques du nceud 8 ainsi que les statuts des nceuds de contact (Rouge :
déecollement, Vert : glissement, Bleu : d@dknce)
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FIG. 2.10 — Vitesse verticale [m/s] du nceud 4 en fonc-
tion du temps.

25

0 50 100 150 200 250

Fic. 2.12 — Nombre de souseitations en fonction des
itérations temporelles

t [S] x 10

FiG. 2.11 — Ceplacement vertical [m] du nceud 4 en
fonction du temps.

Fic. 2.13 — Criere darét ¢ pour
itérations & l'itération 180)

chaque sous
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60

EJ]

t [S] x107°

FIG. 2.14 — Existence d’'up optimal : nombre de

sous-iérationsa convergence @t. 50) pour diférents FiG. 2.15 — Courbes é@&nergies [J] en fonction du
kP

tempsf =0,0:0=05;0:0=1)



3 — Cas des structures en situation de
glissement : instabilite de I'equilibre

L'objectif de ce chapitre est d’aborder leéganisme dominant deegeration de vibration
auto-entretenue : I'instabiétdu glissement stationnaire. Il concerne le cas particulier des struc-
tures en situation de glissement dans lequel il existe une solut@quitibre stationnaire in-
stable sous perturbations. Asrune mise en situation de l'instat@lide I'equilibre stationnaire
dans les prol@mes de frottement et de stald@libn formule legquations continuesvifiees par
I’ équilibre puis par des perturbations proches dégetlibre. Dans I'hypotase d'instabilié par
flottement, les perturbations quittergédjuilibre en oscillant selon les modes instables solutions
d'un probEme aux valeurs propres complexes. Latrmse du calcul des modes de stakilit
n'est pas chose d@s : on propose uneé&thode de calcul bés sur la rathode d’ieration sur
les esidus qui est valiee par comparaison avec une solution semi-analytique.étirde des
résultats sur difrents maillagegleéments finis oriente notre choix de distisation en espace
pour la suite.

3.1 Frottement et instabilite

L'objectif de cette section est de situeréarement le proléime de la stabil@ dynamique de
I équilibre glissant dans les pr@phes d’instabili en pesence de frottement et de stabijiius
géréralement.

D’un point de vue @réral, on appelleequilibre, une solution stationnaire du pretvie
mécanique. Caragtiser la stabilié de cegquilibre, c’est savoir si une petite perturbation quel-
conque de position ou de vitesse donne un mouvement pertyuibreste toujours proche de
cette position cBquilibre. On donne en annexe, lesfiditions matikmatiques de la stabiit
Pour une introduction aux prabhes de stabiits, on pourra seéférera [54]. Dans le cas
des systmes conservatifs, la stabdid’'un equilibre est donee par le tbBoeme de Lejeune-
Dirichlet [54], qui postule que la stabilitest ass@e dans le castol’ équilibre constitue un
minimum local de Ieénergie potentielle. Les prabhes de stabikt pour les sysimes non-
conservatifs sontdis aux questions de stal#@litles vibrations, c’esi-dire de la stabilé dy-
namique ('ouvrage de Bolotin [17] est uneférence sur le sujet). Dans ce cas, on dispose
du theoeme de Liapounov (voir annexe) qui permet de statuer sur la stapilifonction des
valeurs propres de I'dgrateur lireaire construit partir du prob#me lireari€. Il y a instabi-
lité de I'equilibre par divergence ou instabilipar flottement si sous perturbations, le &ys
quitte I'eéquilibre sans osciller ou en oscillant. A propos de &dirdtion de la stabilé pour
les probémes de contact frottant en dynamique et sur la question de I'existence et ded’unicit
des solutions on pourra consulter les articlkesents de Basseville [12] et Ballard [10]. Le cas
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plus geréral de la stabilé du probéme dévolution est traé dans [45] dans le cadre &aire
élastique en dimension finie.

Dans le cas des systhes continus, Nguyen [56] fait un bilan désultats teoriques sur les
problemes de stabikt en situation contact unikatal avec frottement : la possibéit’instabilie
par divergence et la recherche d’'un eré de stabilé statique (voir Chateau et al. [23]) d'un
équilibre sont examies dans le cas d'un obstacle fixe en transformation finie. Le cas de I'in-
stabilite résultant d’un glissement stationnaire est ensuite en&idags le cas des petites trans-
formations en dynamique. Une instatdlipar flottement ou par divergence est envisageable.
La stabilie dynamique du glissement stationnaire dans le cas élgstique en transformation
finie estétudiée par Raous et al. [62, 72].

3.2 Stabilite dynamique du glissement stationnaire

On se place dans I'hypadise de petite transformation. On sérgsse ica la pesentation du
probleme de glissement plan d’un soli@gar rapporg un solide inéformable ayant un champ
de vitesse de solide rigide constantDans cette section dguilibre stationnaire esédini ainsi
gue la dynamique des perturbations prochesétguilibre.

On consi@re donc le solide repseng en figure 3.1, en contact avec un solide rigide ayant
une vitessd/. Le solidef2 est donc en situation de glissement par rapport au solide rigide. En
négligeant les efforts volumiques, les champs U/ etr sont solutions du probme :

FiG. 3.1 — Glissement d8 vis-a-vis d'un solide inéformablea vitess&/

( /pu*@dQJr/é[u*]Z(A:Q[QHB:Q[QWQ:/ u*-EddSJr/ u*-rdS, Yut e U’
Q Q- - -

Np c
u, <
rn ;O et lwll = 0= izl < =fra surS. avecw = i, — V
" |wl| # 0= 1, = fraqg ¢ ==
\ UpTyn = B

(3.2)
La probEmatique est de s’iatesser ica la stabilie dynamique de &quilibre glissant. Cet
equilibre glissant est la solution quasi-statique du grota pecedent, solution dite stationnaire.
La solution stationnairéu®, r¢) véerifie :
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'/g[g*]:Azg[z_f]dQ:/ g*-EddS+/g*-fedS,Vg*€M0
Q 0 F

c

i <0 e (3.2)
re <0 etr,=fr = =—fr e = frpt°
e - [Jwe | 1V]] )

Ll usre =0

Ce probéme esklastique non ligairea cause des conditions de contact ugilat On im-
pose que I'effort de frottement soit sur lére de frottement et s’opposda vitesse de glisse-
menta I'équilibre dirigee selort®.

La méthode choisie pour car&etiser la stabilié dynamique de &quilibre est la rathode de
linéarisation. On écompose pour celaet r sous la formes = u® + u etr = r¢ 4+ 7. On ap-
pelleu et des perturbations par rappart’équilibre. La zone de contact obteraué&équilibre
est appede S¢. Une liréarisation du proime (3.1) semble loin @tre évidente compte tenu
des non ligaries non egulieres telles que le contact unéaal. En revanche, si I'on suppose
gu'’il n’existe pas de contact affleurant, Moirot [50] montre que : si il y a u@idi la solution
dynamique du prokime (3.1), alors, &quilibre est asymptotiquement stable pour toutes pertur-
bations glissantes, si et seulement si, il est asymptotiquement stable peguéti®ns obtenues
en rendant bilarales les contraintes uniéales activea I'equilibre.

On appelle perturbations glissantes, des perturbations qui conservent la configuration de
contacta I'equilibre. Elles erifient des conditions de contact béeal poura sur S¢ c’esta-
dire u,, = 0 sur S¢. La figure 3.2 illustre Evolution locale dans la zone de contact d’une
perturbation glissante oscillante proche dmliilibre.

Tn A Tt A

Sy
|

<
Sy

FiG. 3.2 — Image dans la zone de contact d’'une perturbation glissante prockeuiéhie.

L’ équation variationnelleérifiee par ces perturbations glissantes est la suivante :

[ [ )i (Aselil + B clidin = [ weids, v e
Q Q- - - e
U, = 0surSe (3.3)

7, dépend de la dimension du prébhe (2D ou 3D).

On distingue deux cas : le cas bidimensionnel (2D) et le cas tridimensionnel (3D). Dans le
cas 2D, l'effort de frottement est rectiligne, ce qui signifie que la direction de la vitesse de
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glissement est fixe. Dans ce cas, I'effort de frottement peritpest dirige simplement suivant

¢

B w
E — fTTLL

: ]|

Dans le cas 3D, la direction de la vitesse de glissement est inconnue et peut parcourir tout le plan

de frottement. La direction de glissemefv) = w/||w|| est donc une fonction non Eaire

de w. Dans le prol#me dévolution (3.1) initial, le passage au 3D ajoute une noadie

reguliere. La consquence sur I'effort de frottement pertérést I'ajout d’'une composante pro-

portionnelled«w, et dirigee suivant® (b° rendant le teédre(n, t¢, b°) direct).

= ||_ [

La figure 3.3 illustre dans le cas tridimensionnel la perturbation de I'effort de frotteinent

=7, = frat°

= fy = finl 4 fi (I — 1 @ 1)t = fial® + [ iy’

FiG. 3.3 — Perturbation de I'effort de frottemehtians le plan de frottement (cas 3D)

Pour €sumer, en 2D, les perturbations sont gougespar unéquation lirgaire alors qu’en
3D, elles sont gouvedes par unéquation non lieaire mais@guliere qui ajoute un terme lors
de la lirearisation par rappo# la situation 2D. Dans [50], Moirot s’iatessea la regularié
des solutions desquations de perturbations. Il propose des conditions qui assurégularé
des solutions. Dans la suite, on fera cette hyps¢hraisonnable dégularié de telle sorte que
I'on admettra que : pour toutes conditions initiales suffisamment procheggldlibre, il y a
existence et unici de la solution degquations bilarales, elle es@éguliere et elle est solution
deséquations unil@rales (3.1) sur un intervalle de temps [0, T].

Sous ces hypottses deégularig, il y aéquivalence pour des perturbations glissantes entre
la stabili€e pour lesequations unila@rales et pour legquations bil&rales. Ceci rencehitime
'application du tleoeme de Liapounov : la stabiitdepend du signe de la partiéalle des
valeurs propres du pralrne lirearie (3.3).

Afin de mettre erévidence le prol@me aux valeurs propres, eorit (u, 7,,) sous la forme :

Az, t) = Gy(z) e etiy(z,t) = o (z) e

(3.3) devient alors :

N M (G, u*) + AC (g, u*) + K (T, u*) = / Protl™ - (0 + f1°) dS,Vu* € U° (3.4)

Ug -n = 0surS;
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avec :

C(g, u") = gld] : B : g[u’] en 2D
e i \ e (3.5)
C(QO;H ) = g[ﬂo] B g[U_] - fmuobubds en 3D
se " |V

Remarque : le terme amortissant qui apftadans la situation 3D até pris en compte pour
la premere fois dans [50]. Il provient du car&ee plan du frottement. Puisqug < 0, on verra
gue la matrice d’amortissement induite @pta discetisation a un effet amortissant. On parlera
de matrice d’amortissement induite par le cageetplan du frottement.

Le probEme aux valeurs propregiggralis (3.4) peuétre reformud purement en@placement.
Il S’agit de trouver le coupléy,, \) tel que :

@0 € WU tel que)‘zM(gmﬁ*) + AC(@O?Q*) + K(@Ovﬂ*) = Oavﬂ* € Wf
Wo ={u/u e U’ u-n=0 sur S5} (3.6)
Wy = {u/ucU’,u- (n+ ft) =0 sur S}

Les espaceBV, et W, étant diferents, (3.6) est un praishe non syratrique. Les vecteurs
propresu, et valeurs propres sont donc a priori complexes. A partir d’'un coefficient de frot-
tement critiquef,, une valeur propre\ devienta partie éelle positive. Ainsi, pourf > f.,

I' équilibre est instable :

Im(\) #0, Re\) > 0= Instabilitt par flottement,

3.7
Im(A\) =0, Re(\) > 0= Instabilitt par divergence. S

Dans le cas de l'instabifit par divergence, la perturbation quittéduilibre sans osciller
alors que dans le cas de l'instal@lpar flottement, la perturbation quittédjuilibre en oscillant.
Dans la suite, on fera I’hnypodise raisonnable de ne coriidr que I'instabilié dynamique par
flottement. On suppose donc que(hkih # 0. Dans ce cas, la structure quittéduilibre suivant
le mode instable,, en oscillant :

Re(u(w)e™) = XV [Re(ug(x)) cos(IM(A)t) — Im(up(2)) sin(Im(A)1)]

Un mode seraé&klag instable si sa valeur propre @gpartie éelle positive. Pour caraatiser
l'importance de l'instabilié d’'un mode, on calcul le taux de croissagadu mode :
Re())
— 3.8
Ce taux de croissance modal esémssant car il est physiquement comparable amortis-
sement modalé&gatif dont I'ordre de grandeur pegtre compa& aux amortissements modalux

Remarque : La stabifit de I'equilibre est examime exclusivement pour des perturbations
glissantes, c’esk-dire ne rompant pas le contact. La stabitiour des perturbations avesodllement
est un prol@me complexe, non abadrdci et qui reste un probme ouvert [55].

Dans la suite, lorsque I'on parlera de stabilite I'equilibre stationnaire, implicitement, ce
sera la stabil# sous perturbations glissantes. La cdamasation de la stabi de I'equilibre
se esume donc au calcul du préohe aux valeurs propres complexes (3.6). On a vu dans le
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Algorithme
1. Calcul de la base de condensat|@rt'*].

2. Construction et factorisation c{é{“)c} etde {Kyy} .

3. Evaluation dy optimal
4. Calcul de{ B°% } (Resolution de{ Ky | {BF®} = {Fy})

5. Calcul def{e} = [nt]” [T5]" {F}
6. Initialisation {r}, = {0}
7. Pour k=0,1,... et tant que> Tol :
(a) Résolution de :{f(“’c} {utp i ={e} +{r}i1
(b) Effort normal :{r.}, ., =Proj _ ({rn}, — p{un};)
(c) Effort tangent {r¢}, = f{ra},
PV it
(d) Calcul du criere daréte — W
e > Tol, alors ke k+1 '
e < Tol, alors on quitte la boucle
8. Actualisations {Uc} = [nt] {u}
{U} = [TC] {Uc} + {B°S}

et test de convergence :

FiG. 3.4 — Algorithme de calcul deéquilibre stationnaire

cas 3D qu'un terme d’amortissemerémend de quanésa I'eéquilibre telles que I'effort nor-
mal de contact ainsi que la vitesse de glissement. Dans cette situation un cal@gudible
est recessaire au palable. On grsente dans la section suivante lestimodes nufriques em-
ployées pour effectuer le calcul deetjuilibre ainsi que laésolution du proldme aux valeurs
propres complexes.

3.3 Calcul numérigue de la stabilite du glissement stationnaire

On s’interesse dans un premier temps au calcul@tgiilibre stationnaire. Agss discetisation,
leséquations continue<vifiees par quilibre (3.2) peuveriétre formuées comme suit :

[KI{U} = (F} + [P {rs} + (B {rf)
{rn} =Proj_({r.} — p[FJ{U"}) (3.9)
{ri} =r{r}

Cette formulation est relativement proche de la formulation pre@gsour le calcul du
probleme dévolution en dynamique du chapitregpedent. L'algorithme prop@spour le calcul
de I'équilibre est pecis figure 3.3.

Pour les prol#mes o les conditions limites sont telles que la matrice de raideur est sin-
guliere, (ce qui est possible lorsque dans une direction, ce sont des efforts qui sor@sirpos
non des @placements) une @hode possible est dégulariser le prol@me quasi-statique en
consicerant un prol#me de dynamique. Le choix d’'un pas de temps grand aveé = 1

permet de converger en quelquesdtions vers la solution quasi-statique compte tenu du fort
amortissement nuarique introduit.

Remarque : le probime de I'existence et de l'uniéitde la position dquilibre n’est pas
aborce ici. On pourra consulter [56] pour trouver des conditions d’existenceédgiilibre.
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Pour f assez grand, la solution stationnaire peut ne pas exister.

On s’interesse maintenant au calcul nemgue de la stabil@ de I'equilibre.
A partir de (3.3), on peuécrire le sysgme diferentiel lireaire \erifieé par la perturbation.
Dans le cas 2D, on obtient :

(M]{U} + [CHU*} + [K]{U*} = [Pu] " {r*} =[BT {2} + [R)T {7}
La réaction de contact normale s’exprime en fonction des q@srtitematiques comme :
{ra} = [Pa] [(M]{U*} + [Pa] [C){U*} + [Pa]) [K]{U™}
car[P,] est une matrice orthogonale. La condition de frottement de glissement donne :
{ri} = f{r}
et par suite,

([M] + MU} + (IC] + [CAU*Y + (K] + [K]) {U"} = [P {7}
[P.J{U"} =0

avec[My] = — f[R]" [P] [M],[Cf] = — [ [P [P][C], [Kf] = —f [P)" [P)] [g ] 10
Pour les prol#mes tridimensionnels, on obtient : |

[M]{U*} + [C1{U*} + [K]{U*} = [Pu]" {7} = [P {2} + [P {7} + (B {ri)
{12} = [B) [M]{U*} + [P] [C]{U*} + [B.] [K] {U*}
{ri} = f{r;} et {r;} = [D][B]{U*}

(([M]+ [MA){U*} + ((C] + [Cfl + [CEDIU} + (K] + [KA) {U*} = [P]" {2}
[PJ{U"} =0
avec [My] = —f [P]" [P.][M], [Cf] = [ [B]" [R] [C].[Kf = —f [P [P] [K]

et [C5] = = f [P [D] [P, Dis = V.

(3.11)
La condition[P,] {U*} = 0 implique que I'on se place dans I'espace des contraintes de
contact bilagéral. On @finit par{Uy;, } la perturbation dans ce sous-espace. On a alors :

[PJ{U"} = 0= {U"} = [TT{Uy}

Se placer dans I'espace des contrainteséitd¢s de contact eétjuivalenta projeter les ma-
trices sur la basg’] introduite.

La prise en compte du caréce plan de I'effort de frottement dans le cas 3D se traduit
par I'addition d’'une matrice d’amortissement SLéppbntaire[Cﬂ. Cette matrice épend de la
réaction normale de contact caleah I'eéquilibre. 1l est donc @cessaire de calculegéljuilibre
stationnaire avant de calculer la staiilgour les proleimes 3D.
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Dans les deux cas, &% projection sur la ba$&], on obtient le sysgime dynamique gouvernant
les perturbations :

[MW{Usi } + [CHU Y + [KI{U } = {0}
(M) = [T]" ([M] + [M]) [T], [K] = [T]" ([K] + [K/)) [T], (3.12)
(C) = [T ([C] + [Cf] + [C5]) [T]
Le probEme aux valeurs propres sous-jacend) est :
{WWM[ |+ [K)) {ow} = {0}
{0} = [T1{ow}

Le probEme (3.13) est un probine aux valeurs propres complexes dans lequel les matrices
en jeu sont non syatrigques et de grandes tailles.

(3.13)

Pour la Esolution nurérique, une prerere icke sug@ree dans [50] est de rechercher la
solution du prol#me dans un sous-espaeéeuit. Il propose de projeter le praohe initial sur
la base des modegels sans frottement avec contact I&tat [¢]. Il s’agit donc de esoudre
d’'abord (3.13) aveg = 0 et [C] = [0]. Ce probéme est de grande taille, mais les matrices
sont synietriques et les solutions sor@glles. Il peugtre €solu avec une éthode iérative telle
que la néthode des puissances inverses ouéthode de Lanczos [16, 43]. Ensuite les matrices
initiales sont projetes sur la baseduite|¢| calcuke sur une bande deefjuence choisie. Le
probleme aux valeurs propres complexéeduit est alors :

{ 2low] [Mow] + Agw] [Cllew] + [ow] [Klw]) {z} = {0}
{ow} = ow] {z} {0} = [T] {ow}

Le probEme construit est de la taille du nombre de modesdsrchoisis. Lagsolution est
possible par une gthode directe telle la @thode du QZ [43]. En pratique, (3.14) egsolu
sous forme c&tat (M, cq), [K eq| €1[Creq) dESignent les matricegduites) :

[Cred} [Mred] [Kred] [O]
Mo et )+ (M g )@=

Cette néthode de projection sur la base des modes sans frottement avec contacalbilat
est une rethode efficace mais dont la quéld’approximation est difficil@ évaluer. La qualé
d’approximation augmente lorsque le nombre de modes sans frottemesypitisr la projec-
tion augmente. Mais le lien entre la taille de la base et la qudl#pproximation reste incertain
et la convergence lente. Cet incémient peugtre lee en utilisant la rathode d’ieration sur
les esidus pesenée en annexe A.

Le principe gréral de la nethode est d’exploiter une basduite initiale en calculant dans
un premier temps leésidu en éplacement induit par le car&cé approcé de la base et de&@er
une base approéle de dimension plus grande dans laquelle on incluésielun. Dans notre cas,
la base eduite initiale est la base appr@hdes modes sans frottement. &gt réside dans
le fait que I'on inclut dans la base legsidus assoés aux modes dont I'erreur @mergie est
significative. Onévite alors les incorgnients mentiongs peécdemment : la dimension de la
base d’approximation est ajést automatiquement de marea garantir une erreur eanergie
maximale sur les modes. On utilisera dans la suite cettboadle de calcul des modes de stadbilit
en se fixant un indicateur d’erreur énergie maximad (voir annexe A).

(3.14)
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3.4 Validation

L'objectif de cette partie est de valider laéthode de calcul nuamique propose peéce-
demment. On va congder ici le cas du glissement d’'une cou@astique infinie (figure 3.5)
sur un massif semi-infini rigide seedlacanta vitesse constantg. L'intéerét de cet exemple
est que le calcul de la stabéipeutétre meg semi-analytiquement, ce qui permet d’avoir une
réference nurarique pour une validation degssultats par la @thode deg&lements finis. On se
propose dans un premier temps de rappelerdsaltats analytiques approfondis dans Moirot
[50] et Adams [3]. Ensuite, le calcul du pré&phe aux valeurs propres complexes est eftestur
differents maillageséléments finis. La quaktdes esultats eskévallee par comparaison avec la
solution semi-analytique. Ensuite, I'apport de lathode d’ieration sur lesasidus est illusé.

3.4.1 Solution semi-analytique du probdme de stabilie de I'equilibre
On introduit le dplacement physique comme(z, §, 1) = a(&, 9, t)z + 0(2, 4, )y
Dans I'hypotlese de @formation plane, lesaplacements dans le milielesrivent :
(A4 21) @5 + prit gy + (A + 1) 39 = pit
(A +200)8 35 + 10 25 + (A + 1) 25 = pb
On introduit les éléerités des ondes dans le miliet;:= /(A + 2u)/p,co = \/p/p €t =

02/01.
Afin de simplifier lesequations, orecrit la globali€ du probéme en faisant intervenir les
variables adimensio@es suivantesz = &/1,h = h/l,0 = §/1,V =V /ey, t = tcy /L.
On pose le dplacement adimensioacomme u(z,y,t) = u(z,y,t)z +v(z,y,t)y dans le
milieu.
2 2 2
Uz + T Uy + (1 =774y = 770

Uy + 72042 + (1 — 7204y = 720
les conditions aux limites d’encastrement :
u(z, h,t) =0
les conditions de contact uniésl :
v(z,0,t) >0
Oyy(2,0,t) <0
(v(x,0,t) — 6)oy,(z,0,t) =0
les conditions de frottement de Coulomb :
s=cy(u—V)
|02y (2,0,8)] < —foy,(x,0,t)
Ouy(2,0,t)s — fo,(z,0,t)|s] =0

ona.:
Oyy = (PC%/Z)(U,y + (1 - 272)“@)
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[

FiG. 3.5 — Glissement d'une couckéastique infinie

Ozy = (pei /DT (uy + V)
tAl = Cgt

La solution stationnaire 8trit :
u(y) =6 f/m*(1 —y/h)

v(y) =0(L—y/h)
Onrecherche de la stabéitle la solution stationnaire i.e. on cherche des solutierisgiques
de periodel/k enz (1/k enx) de la forme :

Q(ZE, n t) — eQﬂatQQikwxg(y)

avec
at = ct/l eta = c/cy

On montre que les vitesses des ondes solutions doiegifiey :
iB(p(c), qlc), k) — fC(p(c), q(c), k) =0 (3.15)
avec
B(p, q,k) = q(1 — p*)(sinh(27rpkh) cosh(2wgkh) — pq cosh(2mpkh) sinh(27qkh))

C(p, q, k) = pq(3+p®)(1—cosh(2mpkh) cosh(2mqkh))+(2p*¢*+1-+p*) sinh(27pkh) sinh(27qkh)

etp(c) = /1 + (¢/c2)?, qlc) = /14 73(c/c2)?
Il est donc possible de calculer lesl@riteésc vérifiant (3.15). En pratique, les valeurs propres
sont calcudes par un algorithme de minimisation du module du membre de gauche de (3.15).
Apres avoir choisi les paragtres physiques du tableau 3.1, on obtient les 25 pnersiva-
leurs propres du probime (3.6). On dispose donc des valeurs propres éadsuh@pendamment
d’une discetisation spatiale. Dans la section qui suit, oettadier I'influence de la disétisation
sur la qualié d’approximation des valeurs propres.

3.4.2 Calculs nunerigues : influence de I'interpolation élement fini

On s’interessea I'effet du dege des fonctions d’interpolation dans leléments sur la qua-
lité d’approximation des valeurs propres. Pour cela, on cersitfois types de maillages :
un maillage 1 (figure 3.7) compesi’élements lieaires, un maillage 2 (figure 3.8) compos
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FE 5.10° Pa
v 0.2

p | 2500 Kg/m?
7 05

h 0.05m

l 0.15m
) 5.107% m

TAB. 3.1 — Pararatres du prokime

8000
6000} : ' ]

4000 b

p | [
| BRI

-400¢+ 1

Re(\) [s]

-600¢ ‘ ‘ : : .

_800\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\7
0 0.5 1 15 2 25 3

Im(\/27) [Hz]

FiG. 3.6 — 25 prentres valeurs propreske(\) en fonction de la quencem(\)/2)
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d’élements quadratiques et un maillage 3 mixte (figure 3.9), coengé@ements quadratiques
hors de la zone de contact ebments liaires sur la zone de contact. Pour ces trois types de
maillage, on consigre un maillage grossier (environ 900 ddls) et un maillage fin (environ 8000
ddls).

FIG. 3.7 — Maillage 1 grossier 38 15 (fin : 80x 50)

KDKDKDKDKKPKIK KKK

FIG. 3.8 — Maillage 2 grossier 15 8 (fin: 45x 28)  FIG. 3.9 — Maillage 3 grossier 1% 8 (fin : 45 x 28)

Le calcul de la solution stationnaire pour le maillage 2 montre des oscillations @ciéon
de contact (voir figure 3.10). Ce phonene provient de la nature quadratique deéiment
lorsqu’il est en situation de contact et n’est pas acceptable. Cependant compte tenu de I'apport
de la qualié d’approximation deélements quadratiques par rapport &éments liaires, on
souhaite les utiliser. On propose alors deux 8tyegs : un maillage 2 avec Barisation (que I'on
appellera dagnavant simplement maillage 2) dedéments de la zone de contact et un maillage
3 ou I'on intercale de€lements ligaires entre la structure et la zone de contact. L'expression
« linéariser leelementsydu maillage 2 signifie g& chaque nceud 3 d'w@ément quadratique
(figure 3.11) on impose la contrain{€s;} = 1/2({U;} + {U}).

On dispose donc de trois digtisations qui pogxient un nombre de ddls comparables. Le
calcul de stabili¢ est effecta et les figures 3.12, 3.13, 3.14 et 3.1Bgantent les erreurs rela-
tives sur les fequences propres et sur les partedles des valeurs propres \syis des calculs
semi-analytiques pour les maillages grossiers et fins et ceci pour les 10 premiers modes in-
stables. Les calculs sorétalisesa I'aide de la nethode d’ieration sur les@sidus avec un cete
d’erreur enénergiez de 10~° (voir annexe A).

On remarque aps comparaison que :

— tant pour le maillage grossier que pour le maillage fin, le maillage 2 donne la meilleure

approximation sur les éguences propres.

— sur le maillage grossier, le maillage 1 donne la meilleure approximation des péeefies r

des valeurs propres tandis que sur le maillage fin, le maillage 2 'emporte.

Malgré les oscillations en effort normaux de contact obsesvsur le maillage 2 sansén

arisation de la zone de contact, on souhaite regarder la &uaidipproximation sur les valeurs
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Fic. 3.10 — Efforts normaux nodaux de contact le long de la ligne de nceuds avec est &arisdliion sur le
maillage 2
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FiG. 3.11 —« Linéarisation de la zone de contagiour lesélements du maillage 2 sis sur la zone de contact
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Fic. 3.12 — Erreurs relatives sur leséfuences FIG. 3.13 — Erreurs relatives sur les partiésltes des
propres [%] (Maillages grossiers) valeurs propres [%] (Maillages grossiers)

propres (figures 3.16, 3.17, 3.18 et 3.19).

On constate que sur le maillage fin, ladarisation a peu d’effet alors que sur le maillage
grossier, elle éteriore I'évaluation des partiegelles mais ne @léeriore pas Evaluation des
frequences propres.
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Erreur relative sur les fréquences propres
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FIG. 3.14 — Erreur relative sur lesSquences propres
en [%] (Maillages fins)
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FiG. 3.16 — Effet de la liarisation sur I'erreur rela-

tive sur les fequences propres [%] (Maillage 2 gros-
sier)
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FiG. 3.18 — Effet de la ligarisation sur 'erreur rela-
tive sur les fequences propres [%] (Maillage 2 fin)
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FiG. 3.15 — Erreur relative sur les partigseiles des
valeurs propres [%] (Maillages fins)

25 T T T T T

—b— Maillage 2 grossier avec linéarisation|
—=&— Maillage 2 grossier sans linéarisation

FiG. 3.17 — Effet de la ligarisation sur 'erreur re-
lative sur les partieséelles des valeurs propres [%]
(Maillage 2 grossier)

25 T T T T T T T T
—bH— Malillage 2 fin avec linéarisation
—&— Maillage 2 fin sans linéarisation
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Fic. 3.19 — Effet de la ligarisation sur I'erreur re-

lative sur les partieséelles des valeurs propres [%)]
(Maillage 2 fin)
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Fic. 3.21 — Influence de la @thode de calcul des
parties eelles des valeurs propres sur I'erreur relative
(%]

Fic. 3.20 — Influence de la @thode de calcul des
frequences propres sur I'erreur relative [%]

3.4.3 Interét de la methode d'itération sur les residus

On s'’interesse icia la comparaison de€sultats de stabibt calcués de trois fagons dif-
férentes : la premere manére est d’utiliser la rethode d’ieration sur lesésidus avec une
base de mode initiale de dimension 25 (on constata qahvergence, la dimension du sous-
espace de recherche est de dimension 136). La dewxinéthode est de rechercher les modes
complexes sur la base des 25 premiers modes sans frottement. Enfin, éarteoigithode est
de rechercher les modes complexes sur la base des 136 premiers modes sans frottement, ce
gui permet dévaluer par comparaison la quéalidu sous-espace de recherche construit par la
méthode d’ieration sur lesasidus.

Les esultats sont pogs sur les figures 3.20 et 3.21. Sil'on compare éssiltats pour la base
des modes sans frottement, alors on constate que I'augmentation de la dimension de la base de
projection apporte un gain de@mision significatif tant sur leséguences que sur les parties
réelles des valeurs propres.

Si 'on compare la rathode d’ieration sur lesésidus avec la Bthode de projection sur
la base sans frottement de dimension 136, on constate que I'apport dghad®a d’ieration
sur les esidus est iressant{ = 10, maillage 2)a la fois sur les fquences propres et
sur les partieséelles des valeurs propres. Cela montre que la basaée par lesé&sidus en
déplacement est de meilleure qualit

3.5 Conclusion

Leséquations continuevifiees par Equilibre stationnaire et par les perturbations proches
de I'equilibre ontéte pesenées. D’'un point de vue discret, la dynamique des perturbations
proches de Bquilibre est pedite via la esolution d’'un prol#me aux valeurs propres complexes
dont on a propdsla ©solution par la rathode d’i€ration sur lesésidus.

La comparaison du calcul semi-analytique avec le calcukfament fini nous a permis de
degager le€léments suivants :

— La convergence avec le maillage est obéerst valide la rathode nurarique.

— Le maillage 2 est adappour le calcul de quilibre stationnaire (gcea la linearisation)
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et pour le calcul de stabiét En effet, dans tous les cas de figuregpdents, I'approxi-
mation faite sur les &quences propres reste la meilleur&aNmoins, la ligarisation
déteriore les partieséelles des valeurs propres pour les maillages grossiers. L'approxi-
mation redevient acceptable pour des maillages fins et reste comparable au maillage 1
(pour les partieséelles seulement). Le choix d’'un maillage quadratique sera important
dans la suite, notamment lors du maillage d’un disqukeeélements quadratiques offrent
des gains significatifs par rapport aaglements liaires en particulier sur les modes de
flexion.
— La méthode d'ieration sur lesésidus est iriressante car elle @liore significativement
I'approximation.
Le calcul de stabilé nous permet de @dire I'évolution des perturbations glissantes oscillantes
proches de Bquilibre. Mais commerévoluent ces perturbations loin dédjuilibre, en particu-
lier quand on passe d’une situation de glissement sous la zone de Goot@etsituation plus
complexe ? Beaucoup de travaux s@tlide des vibrations auto-entretenues font un raccourci
rapide entre fquence des modes instables et solution transitoire. Le chapitre suivaatesugg
I eétude de la transition entreelolution des perturbations proches degliilibre et Iévolution
transitoire loin de lequilibrea I'aide de la projection de cette solution sur la base des modes de
stabilite.



4 — Transition entre evolution des
perturbations et evolution transitoire

On a caradrie dans le chapitre predent l'instabilie de I'equilibre stationnaire : sous
petites perturbations, la structure quittequilibre en oscillant étvolue suivant les modes d’in-
stabilitts dynamiques. On se propose dans ce chapigtedier la transition entreévolution
des perturbations etdvolution transitoire loin de &quilibre. Afin détudier I'effet des non
linéari€s sur levolution des perturbations, on propose urethnde originale de projection de
la solution transitoire sur les modes de stabili€ette projection va nous permettre aussi de
décrire spatialement la solution dans le cycle limite. Eandirche est appli@e sur le prolime
du glissement d’une coucl#astique bidimensionnelle.

4.1 Liens entre modes de stabilé etévolution transitoire

4.1.1 Liens entre coordonges modales des modes de stabdiet espace physique

On a vu que la dynamique des perturbations prochesedgilibre pouvaigtre pedite par
la résolution d’'un prol#me aux valeurs propres issu du gyse lireari€ suivant :

{ MUy} + [CHU ) + KU} = {0} @1
{U"} = [THUWV}

La dynamique des perturbations est de@par laésolution du proldme aux valeurs propres
suivant :

{(AQ[MHA[ |+ [K]) {ow} = {0} (4.2)
{o} = [TT{ow}

Il est possible de&écrire la dynamique des perturbations en utilisant une formulation sous
forme détat :

{ (A {diy } + [B] {aiy} = {0} .3)
{o*} = [T] {aiv}
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Le champ{«a*} de dimensior2n contient le champ deaplacement et le champ de vitesse. Sous
forme d'état, le prok®me aux valeurs propres scrit comme suit :

{ ([AA + [B) {@w,} = {0} @.4)
{@} =[] {®w)

On peut noter que

| dw dw A ) .
[Py ] = ( owh Gl ) et [@] = < oA BA ) , avecA = diag(\) (4.5)

La perturbation €crit donc :

{a"} = Z g { @} M = Z g { @1} M + 7, {ﬁk} M =2 Z Re(qy {4} ™) (4.6)
k=1 k=1 k=1

L'amplitude du mode complexe s'écrit |g.e*+t| = |q|eR¥*)t. Les quantiésg, dependent des
conditions initiales en&blacement et en vitesse issues des perturbations.

Remarque : d’'un point de vueéhrique, si les conditions initiales sont les chamapgquilibre,
alors les amplitudeg, sont nulles.

4.1.2 Projection sur la base des modes de stabdit

On a vu commengvoluaient les perturbations des champs elelacement et de vitesse au-
tour de l'equilibre : elles explosent exponentiellemargartir de Iequilibre dans les directions
des modes de stab#it On s’'ineresse au devenir de ces perturbatiohsin » de la position
d’équilibre. On se pose le prashe suivant : si I'on suppose coritma I'évolution des champs
solutions du prol@dme non liaire sur unegriode donge, peut-on coniite le Ble de chaque
mode de stabilé ? En particulier, peut-on coriii@ I'effet des non ligaries sur la croissance
exponentielle d’'un mode instable ? Poé@pondrea ces questions, on se propose de projeter les
perturbations par rappaatl’ €quilibre sur la base des modes de stahililes perturbations sont
estineesa partir de la solution transitoire caléa au pealable.

Cette projection s’effectue en deétapes :

Les modes de stabiéitverifient, on I'a vu, les conditions de contact bdedl sur la zone de
contacta I'équilibre. Or, lors de Bvolution transitoire, du &ollement est susceptible d’'ap-
pardtre. |l faut donc se placer dans I'espace des contraintes de contaetdildigure 4.1). On
décompose alors le champ deplacement comme suit :

{U} = [T){Uw} + [T5]{U;}, avec[T]" [T}] = [0]

Avec {Uy } le champ de @éplacement érifiant le non écollement e{ U} définissant les jeux
éventuellement non nuls sous la zone de contact. On peut ensuite célégleen fonction de

{U}:
7] {U} = [T]" [T {Uw} = [H] {Uw}

{Uw} = [H] " [T]" {U} avec|[H]diagonale (4.7)
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FiG. 4.1 — Projection dans I'espace des champs avec contadrhilatir la zone de contact

La méme ojeration doitétre faite pour le champ de vites§&, } en fonction de{U/}.

La deuxemeétape est de separen les modes de stabiéitdans la solution, autrement dit la
solution est projéte sur la base des modes de stabil@n introduit pour cela dans un premier
temps le prol#me aux valeurs propres transp@al probéme (4.2) :

M)+ 7] + K] {gw} = {0} (4.8)
Sous forme c&tat ce prol#me aux valeurs propres g&crit comme suit :
() X+ [B]) {Lw,} = {0} (4.9)

On peut construire par analogie avec (4.5) :

)= (2 )
Ywh Yy A
Compte tenu du caraate non syratrique des matrices, on utilise la prdgéi de bi-orthogonalé

des baseBby,| et [Ly], c’esta-dire queLyy]” [4] [®yy] est une matrice diagonale. Cela se tra-
duit par les prop@tés suivantes :

Vi {Lw} [A]{®w,} =0
On suppose coniitae {«(t)} sur[0, T'] et on calcule le champ pertb

(I U@ - (U
{W“”’( ) T (UTn) )

(4.10)

On projette le champ pertugld o, (¢)} sur la basg @y, } et on cfinit les amplitudes mo-
dales complexes;, :

{aiv (O} =) B {Pw,)

On exploite les relations de bi-orthogonal{#.10) :

{Zw,} A {eiy (0} = 32 B {Zw, } 1A { @} = 8 {Lw, } T 1A {@w, }
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L'amplitude modale complexe du modes;(t) est alors :

A{Zw,} A {ey ()} (4.11)

Remarques :

— L'objectif de la projection ici est deéparer les contributions des modes de sté&lita
solution. On va le voir dans la suite, cela permettra de calculer des contributions des modes
de stabili€ a I'energie vibratoire de la solution transitoire.

— Les relations de bi-orthogonai{4.10) permettent decgeraliser le tkoeme de projec-
tion dans le cas des émateurs non auto-adjoints. Pour plus @tadl, consulter 'ouvrage
de L. Meirovitch [49].

A partir des amplitudes modales, on peut reconstruire le champ vibratoire dans la base

des modes de stab#it

)} = Zﬁk ) {®r} + B(t) {®r})

—2ZRe<ﬂk ) {®i}) —22Re(ﬁk JRe({®1}) — IM(B) Im({®:})  (4.12)

Proche de Equilibre, on se situe dans legime lireaire et le module de I'amplitude modale
|3;] se confond avec le comportement exponentiel :

18;(t)] = 18;(0)e REMHAME] = |3,(0) RN = |g;|eRE!

Dans le cas d’'un mode instablegVolution du module de 'amplitude modale dans le temps
est repesené sclematiquement figure 4.2.

»

t

FIG. 4.2 —Evolution du module de 'amplitude modale;|(¢) pour des perturbations proches degilibre

L'effet des non lireariés sur un mode instable peut dagtce exami@ via cette projection.
Afin de comparer les amplitudes des modes instables entre elles, on propose dans la section qui
suit d’exploiter la projection pour calculer les contributions &aergies des modes de stabhilit
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4.1.3 Contributions des modes de stabili auxénergies

A partir de la dcomposition du champ pertérlsur la base des modes de stabiftquation
4.11), on peut reconstruire I&dlacement et la vitesse pertadocomme suit :

{U; (1)} = 2(Re(B;(1))Re({;}) — Im(53;(t))Im({¢;}))
(Ui} = 2(Re(3;(1))Relh; {;}) — Im(8;(0)Im(; {;))

La contribution du mode de stabdij a I'énergie totale pertugée €nergie totale du champ
auquel on a retranéh’énergie de la solution stationnaira)l, énergie de éformation perturbe
ainsi qua I'énergie cigtique perturbe peugétre calcube comme suit :

(4.13)

1, (1) = 3, (1) + Bo (1) = 1/2{0;0} " [KH{u; 0} + 172 {0,0} b0 {0,0)} @19

Remarques :

— Dans les sysimes syratriques, les amplitudes modales soaes auwénergies dgice aux
proprietes d’orthogonal@ par rapport la masse et la raideur. Ceci permet de compa-
rer les amplitudes modales entre elles. Ici, ce n’est pas le cas et les amplitudes modales
servent d’'interrédiaire pour calculer les contributions atrxergies gice aux expressions
précdentes.

— Les matricesK | et [M] étant syrétriques, il existe alors des contributions céas aux
énergies non nulles telles QL{é]j*(t)}T [K]{Ux(t)}, dues au fait que les modes de sta-
bilité ne diagonalisent pdd/] et [K]. On qualifiera Banmoins t&nergies modales les
contributions (4.14). On verra dans les exempleséninoes qui suivent que ces contribu-
tions croi€es ne jouent pas udle majeur.

— Sur un exemple de poutre unidimensionnel en situation de frottement sur un tapis rou-
lant, Jung et al. [39] exploitent les solutions analytiques du grabl pour construire des
opérateurs auto-adjoingspartir des oprateurs non auto-adjointsi ées valeurs propres et
vecteurs propres sont identiques. l&fidissent alors des pseudaoergies ciatiques et de
deformations @ les contributions croées disparaissent.

4.1.4 Valeur moyenne de Bnergie ciretigue modale sur le cycle limite

On s'interessea la caradrisation temporelle des modes egsitdans le cycle limite. Au-
trement dit, on cherch& savoira quelle fequence vibre un mode exgiét quel est son niveau
d’énergie cigtiquea cette fequence. Une Bthode possible serait de calculer sur le cycle limite
les transforrées de Fourier de tous les champs de vitesses en tous les points de la structure, puis
de calculer lenergie cigtique en identifiant le vecteur amplitude de vitedsmette fequence
dans toute la structure.

Gracea la cecomposition sur la base des modes de stabitin peut calculer la contri-
bution d’'un mode au champ de vitesse. Cette contribution peeévallee dans le domaine
frequentiel. La transforge de Fourier de 'amplitude modale complexe (du mode coéern
calcuke sur le cycle limite sert d’inter@diaire :

{(V(w)} = 2(B,(w)ReA {9}) — Bi(w)Im(A{¢}))

B, (w) et B;(w) désignent respectivement les transféesa de Fourier sur le cycle limite de

Re(5(1)) et Im(5(1)).
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La valeur moyenne sur le cycle limite sur uneripdeT a une féquence dorge w de
I’ énergie cigtique sécrit :

(Ew)) =~ / S (VD) M V(0 0)} di - aveo{V(w,1)) = Re({V(w)} )

T
ce qui donne :

(E.0)) = 3Re( 5 (T} MV )})

4.2 Application a la coucheélastique bidimensionnelle

On s’interesse au glissement d’'une coudtastique bidimensionnelle semi-infinie (figure
4.3) pésenée au chapitre predent (les conditions deepodicite en espace sont impaess).
L'objectif dans cette section est de cager la solution dynamique transitogda fois spa-
tialement et temporellement. La ca@agsation spatiale est effe@e en projetant la perturbation
issue de la solution transitoire sur les modes de staloititnme indigé pecedent. Pour cela, on
se donne un maillage compode 25x1@&leéments likaires. Lequilibre stationnaire est caléul
ainsi que sa stabifit On distingue deux cas pour cette caggsation pour lesquels la stablit
de I'equilibre est identique : le cas de la propagation d’'une onde de type glissemeaiteraxth
et le cas de la propagation d’'une onde de type glisseméabllément. Les deux types d’ondes
sont obtenus en modifiant les paranes de Bquilibre, le @placement impd@s) et la vitesse
impoeeV.

o4

FiG. 4.3 — Glissement d’'une couckdastique infinie

Pour 'ensemble de€sultats, les paragtres communs suivants cgté choisis :
Longueur=0.15 m, Largeur=0.05 =5 x 10’ Pa,»=0.2, p=2500 kg/ni, a=7.8 s, 3=2 x
10" s, £=0.3.

Les #sultats de la stabiétde I'equilibre sont monés figure 4.4 et figure 4.23 (les modes
sont calcués pour un critre erénergies de10-°).

4.2.1 Methode de calcul de la solution transitoire

En tenant compte de la vitesgedu solide rigide, le sysme non lileairea résoudre agrs
discietisation est le suivant :
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FIG. 4.4 — Taux de croissance des modes [%] en fonction des nu@nos des modes

[M]{U} + [C1{U} + [K]{U} = {F} + [P {ra} + [P]" {re}
{Tn} = PrOjR_ ({Tn} - O‘([Pn] {U} - {90})) (4.15)
{re} = Proj, ({r.} — a([P]{U} + {V}))

L'algorithme (2.23) appligé au systme (4.15) permet d’effectuer un calcul ianrentala
partir de conditions initiales doges.

4.2.2 Onde de type glissement / aditence

Les paramatres de ghargement choisis utiéspour mettre en place une onde du type glisse-
ment / adlerence sontd=0.2x 10-3m, V = 0.1 m/s. Le calcul transitoire est effeétan partant
de I'équilibre (la perturbation est de I'ordre du bruit nemgue).

Comportement local La solution converge vers un cycle limiténodique que I'on peut
observer figure 4.6. Evolution temporelle du statut des nceuds de contact estsenire fi-
gure 4.17. La vitesse tangentielle en un point de la zone de contact &t figuare 4.5. La
perturbation explose donc jus@ute que la vitesse tangentielle atteigne la vitesse de glisse-
mentV. En ce qui concerne les efforts de frottement, la figure 4.7 illustre la phasecdéadie.
La figure 4.8 montre le rapport de lasultante d’effort de contact tangentielle ave@sultante
normale. On peut observer deux phases distinctecatiges : une prerare eriode de temps
pendant laquelle le statut de contact est le glissemeni & capport desésultantes vauf
et une secondeépiode pendant laquelle le cycle limite s’installe. On remarque alors que ce
rapport de eésultante est idrieura f et vaut environ 0.21. Ce pnonene illustre la diféerence
entre coefficient de frottement local et coefficient de frottement apparent (global). Cette consta-
tation corrobore lesésultats obtenus par Balillet et al. [7] sur la simulation du comportement
d’'un tribometre.

Comportement global.La figure 4.9 pesente legnergies vibratoires totales en fonction du
temps. On remarque que 3 modasergent significativement, les modes 9, 33 et &valution
desénergies vibratoires dans le temps nous montre que le mode instable 9 explosa jusqu’
apparition de la prerdire adirenceA cet instanttmergent les modes de staléilit et 33 qui
sont stables.
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La figure 4.10 montre les amplitudes modales complexes pour les modes 9 et 33 (modules,
parties eelles et imaginaires). Ces amplitudes sont obtenues par projection de la solution tran-
sitoire sur les modes de stalglitElles montrent la transition dégime lireéaire au &gime non
linéaire pour le mode instable 9. L'apparition du mode 3&da non lirearie est obse® ici
aussi. Les partie€elles et imaginaires de I'amplitude complexe satlthées de 90 degs,
ce qui illustre comment I'onde est reconséitu(formule 4.125 partir des champgels et ima-

ginaires du mode.
Les ceformées des modes de stal@lgont traées figure 4.23.
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FIG. 4.11 — Taux de croissangeen [%] en fonction )
de la fiequencex : taux de croissance des modes 1, FiIG. 4.12 —Energies cibtigue modales des modek

9 et 33. Superposition du spectre de vitesse normale 9 eto 33. en dB (&f :1J)
du cycle limite (niveaux non significatifs)

Lafigure 4.11 superpose le conteneduentiel de la vitesse normale du cycle limite avec les
taux de croissance des modes. On remarque quedadnce du cycle est l&fuence du mode
instable qui a le taux de croissance maximal. On remarque aus&darme d’'une &quence
harmonique qui est@s proche de la &uence du mode 33. Lésergies ciatiques modales
dans le domaine &guentiel calc@es sur le cycle limite sont traes figure 4.12. Elles montrent
gue les deux modeségsents vibrena leur flequence respective car les pic$mdent avec les

frequences des modes de stailit
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FiG. 4.13 — Contributions modales aé@rergies vibratoires pertubs pour chague mode de stabilit
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L'observation des diffrentesenergies modalead un instant du cycle limite (figure 4.13)
montre que le mode 1 ne vibre pas contrairement aux deux autresesenge de ce mode est
duea la chute du coefficient de frottement apparent. Une telle ch@aéewsre correction statique
a la perturbation qui introduit la projection d’'une partie degliilibre sur la base des modes de
stabilite. La part la plus importante de cette projection est sur le premier mode.

En conclusion, la solution dynamique converge vers un cycle lingitiegique Energetiquement,
on remarque que c’est le modeplus fort taux de croissance qui impose Eginence de vibra-
tion du cycle ainsi que le champ spatial. L&duence harmoniqué la frequence du mode
instable exacerbe un mode stable qui vibre. Pésumer, on peut dire que la structuepond
de mangére foréea ’harmonique du mode instable. Laggence d’une onde de glissement /
adrerence fait chuter le coefficient de frottement apparent qui fait afipatene composante
statique dans la perturbation \asvis de Iequilibre.

4.2.3 Onde de type glissement /atollement

On consi@re les paragtres de chargements suivants=0.05x 103 m, V = 0.5 m/s. Le
calcul transitoire estl aussi effectél en partant de&quilibre (la perturbation est de I'ordre du
bruit nunérique).

Comportement local Ces paramtres permettent de mettre emidence & aussi un cycle
limite périodique avec une onde de type glissemengédallement (voir figure 4.16). Les fi-
gures 4.14 et 4.15 repsentent les diagrammes de phases des gestitmatiques normales
et tangentes. On peut remarguer que cette fois-ci, ce n’est pas la guangiente qui sature la
solution puisque(t)/V n’atteint jamaisl. En revanche, le@tollement a bien lieu.

0.5 T T T T 1

0.4r

0.3r

0.21

0.1

vn(t) [mM/s]

Un (£) /U, wy(t)/ug

FIG. 4.14 — Diagramme de phase normal(t) en FIG. 4.15 — Diagramme de phasgt)/V en fonction
fonction deu,, (t)/ut dew(t)/uy

L'effort normal de contact s’annule icigpiodiquement (figure 4.18).

Comportement global La figure 4.19 montre que cette fois-ciles modes 9, 33, 63 et 80 sont
energetiques. Cette fois-ci, on est erggence de trois harmoniques (figure 4.20) avec 4 modes
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Le temps $coule de haut en bas

excites. La figure 4.21 nous montre que le premier mode (9) vibre suedaénce fondamen-
tale du cycle limite (fequence proche de celle du mode instable). Le @engimode (33) vibre
sur la premére harmonique et les deux autre modes (63 et 80) vibrent sur l&m@diarmo-
nique. Ces deux derniers modes ne vibrent donc pas sur légrssinces propres. On recoitna
ici une reponse des modeésune excitation foree dont les fequences sont les harmoniques de

la frequence du mode instable 9.

Contrairement au casg@eedent, le fait qu’il n’y ait pas de statut agifent implique Ieégali&
du coefficient de frottement local avec le coefficient de frottement apparent, ce qui a comme
congquence ici de ne pas faire apgtnale mode 1 dans la solution (figure 4.22).
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FIG. 4.18 — Effort normal de contaet, (t)/r¢ et ef-
fort tangent de contaet (¢) /¢ (confondus)
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FIG. 4.19 —Energies totales modales [J] en fonction
du temps
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4.3 Conclusion

Une nethode originale permettantatudier la transition entre@Vvolution des perturbations
glissantes proches dectjuilibre et Ievolution transitoire loin de &quilibre aéte proposge :
la projection de la solution transitoire permeétlidier I'effet de la non ligarige sur I'ampli-
tude modale d’'un mode instable. Cette projection sur la base des modes decspebitiet
aussi de caraetiser spatialement la solution. Le cas du glissement d’'une c@labique &te
consiceré. Deux familles de paraétres de chargement s@itidiées, ce qui permet de mettre en
evidence des solutions transitoiresripdiques avec propagation d’onde sur la zone de contact
de type glissement / aéhence dans un cas et glissemengéé¢allement dans 'autre. Dans les
deux cas, c’est le modi plus fort taux de croissance qui impose kqfuence de vibration du
cycle. Les fequences harmoniques viennent exciter des modes stables qui giloeEntémes
frequences harmoniques telle une excitationderdans le cas épifique de I'onde de sur-
face glissement / aéinence, la chute du coefficient de frottement appareé&r® ane correction
statiquea la solution.

Les comportements obs@wy cependent bieni(s de la gonetrie du systme et des pa-
rametres physiques. L'objet du chapitre suivant est d’effectueratnde similaire sur un 1
canisme simplif de freina disque tridimensionnel dont les prdgéis physiques sont choisis
partir des prop@tes physiques des constituants deaanisme de frein TGV.



5 — Application a un modele simplifie de
frein a disque tridimensionnel

On consi@re dans ce chapitre un nadd simplifé de freina disque tridimensionnel dont les
proprietes physiques des constituants sont chaigartir de ceux des constituants du TGV.

De nombreux travaux sur le crissement des freins font le lien direct entré&tpgeinces des
modes instables et le€fuences crissantes. Ce raccourci eggitime ? Autrement dit, quels
roles jouent les modes instables wisds des fequences bruyantes ?

L'objectif de ce chapitre est d’apporter quelguépanses ces questions sur le cas parti-
culier d’'un mockle tridimensionnel. Compte tenu de la complexpporée par la situation de
contact d’'un solide @&formable avec un autre, il se pose la question de leéglitle calcua
adopter. En effet, la gthode de projection de la solution transitoire sur la base des modes de sta-
bilité permettant @tudier la transition entre la perturbation proche équilibre et une solution
transitoire loin de Equilibre impose des contraintes de maillage. On propose ici une formula-
tion eukrienne du prol@me dans laquelle des hypé#es simplificatrices sont fornads. Cette
stragégie permet d’obtenir un maillagegmeétrique fixe du moéle et de pouvoir effectuer un
calcul transitoire et de stabgitsur le néme moele. L'application de la riathode de projection
présenée au chapitre 4 est alors possible.

Afin de \erifier la capac# de la stragie nunériguea mockliser du crissement, on propose
tout d’abord un premier made dans lequel on met @vidence un seul mode instableétude
de la solution nurarique f@riodique obtenue permet au regard desuitats exprimentaux et
de la litterature de valider en effet la cap&cie la stragie a mockliser du crissement. Un
deuxeme moeéle est propds mettant erevidence trois modes instables. La projection de la
solution sur les modes de stat@lpermet de comprendre en partie le comportement darsgst
Enfin I'influence des conditions initiales esudie.

5.1 Description du probleme et formulations

5.1.1 Description du probEme et formulation eukrienne

On s’interesse au Branisme simplié de freina disque refseng figure 5.1. On suppose
que le train avanca vitesse constante, c'esteire que le disque tourrievitesse constante.
On suppose que les solides ont un comporterakastique liaire. Le systme de freinage est
décrit dans le&férentiel Galieen(z,, z,, z) . Dans un teléferentiel, la garniture G est un solide
élastique subissant des petites perturbationg Qist le &placement d’un point de G, doit



78 APPLICATION A UN MODELE SIMPLIFIE DE FREINA DISQUE TRIDIMENSIONNEL

verifier :
ug € Ug
/ peu” - ug , dQ + / elu] - Ag : glug|dQ = / u*-redS +/ u* - F dS, Vu* € U
G ' G~ - Se 8GF

avecdo = {u|u=0 sur Gy} etly ={u|u=u" sur 9Gy}
(5.1)
pc et A sont respectivement la masse volumique et le tenseur de HEglast la surface de

izA

% e, /D

FiG. 5.1 — Notations

contact.0Gr désigne la surface de la garniture keffort est impo€ tandis que&)G, désigne
la surface a le deplacement est impés

Le référentiel (X, X,, z) est celui @i le disqueélastique en rotation D subit des petites
perturbations. S/ est le @placement d’un point du disqueXtes contraintes, alors la relation
de comportement etéquilibre sécrivent dans cegferentiel non Galéen :

S(X,t)=A: VU(X,1), DvZ(X,t)=pL(X.t), VXeD

D=-Qp+Uy+20AU,
Afin d’écrire lesequations @rifiees par le disque dans ueferentiel Galieen, (comme pro-
po< dans [51]), il est @acessaire d’effectuer le changement de variable suivant :
X=(r¢,2), z=(0,2), 0=0¢+Qt
U(r,o,z,t) = u(r,¢ + Qt, 2, t)
X(r, ¢, 2,t) = a(r, ¢+ Qt, 2, 1)
Alors, les relations (5.2) deviennent :

a(z,t) = A:Vu(z,t), Dive(z,t)=py(z,t), VzeD (5.3
Yz, t) = QL (—p+ gy +22 Aug) +2Qug + 2 Auy) +uy, '

La vitesse d’un point du disque devient :

(5.2)

v(z,t) = Uz Ap+ug) +u, (5.4)
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Le changement de variable effeetpermet de formuler le prolinea I'aide d’une description

« euleriennes. L' équation du mouvement du disquéit alors :
uelu

[t awoins [ )i didude = [ wopdsic e 69
D D Se

U'={u|u=0 sur dDy}etd ={u|u=u’ sur 0Dy}

0Dy déesigne la surfacelole ceplacement est impésEn dveloppant les termes, on obtient :

/ pu’ - w4, d + 20 / pu - (wg, + 2 Auy)dQ + Q° / pu” - (wgg + 22 N ug)dSd
D D D (5.6)
—i—/g[g*] :A:g[g}dQ:/ g*-[d5+§22/g*-£d5, Vu*

D Se D

La forme cevelopgee de Iéquation (5.6) fait appaitae 3 termes dua la rotation du disque :
un terme d’amortissement gyroscopigue, un terme de regglitoscopique dans le membre de
gauche tandis que dans le membre de droite afiparaffort volumique centrifuge.

Les deux formulations variationnelles (5.1) et (5.5) permettentédeird le comportement
dynamique de chaque garniture et du disque. Afin de cetapla formulation, les deux solides
sont coupdsa des conditions de contact unéedl avec frottement de Coulomb qui soatdtes
ci-dessous.

On noteg, le jeu entre la garniture et le disque sur la surface de contactaet) est la
vitesse relative :

g=u-n+ug ng—go, wzt)=uv(zt)—ug, (21

'm =" N=rg Ng, Tt =L—-Tpl

n etn, sont respectivement la normale sortante au disqadaegarniture. De @me, la vitesse
de glissement, (z, t) s'écrit :
Wy =W — wpn

Les relations de contact unié&tl sont :
rn <0, ¢g<0, gr,=0 Vres,
Les relations concernant le frottement de Coulomb :

|ft| S _frn
w,| #0 =1, = fro—-

|w,|

Hypotheses simplificatrices : On a vu que la cegaence de la rotation sur la formulation
eukrienne est de faire appéra des termes sugphentaires dansdguation du mouvement du
disque. L'effet des termes convectifs sur la stabifiynamique des modes de disque en rotation
aéete examire notamment par [22] |a fois en condition libre et en condition de frottement avec
une poutre. Il en ressort que les effets de la rotation s@gugerérants sur un mode de disque
dans le caswla frequence de rotation est de I'ordre de grandeur deefguience du mode. Or,
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on s'interesse ica des fequences de rotation faibles, c’'@éstlirea des fequences dont I'ordre
de grandeur est au moins deux fois@néura la frequence d’un mode.
On se place faible fiequence de rotation, et les hypesies suivantes qui conduiseénties
simplifications sont form@es :
— On reglige les termes de convection de raegidans Equation (5.6) ainsi que les efforts
volumiques centrifuges. L'aéteration de I'expression (5.3) se simplifie alors :

Y&, t) =uy

— L'expression de la vitesse en formulation@ignne (5.4) peldtre simplifee en enlevant
la partie convectivéu , (hypottese H) :

v(z,t) =QzAp)+u,
La vitesse relative devient :
w(z,t) =QzAp) tu, —ug,

Dans la suite, on effectuera ces simplifications qui sererifiges a posteriori.

5.1.2 Formulation discrétisee en espace

La formulation eukrienne du prol@me suggre une disd@tisation par la rethode degéléments
finis dans laguelle les nceuds des solides en contact sord face.
Apres discetisation de quation (5.6), on obtientéquation dis@tisce du mouvement du
disque :
[Mp]{Up} + [CE] {Up} + ([K5] + [Kp]) {Up} = {R} + {F.} (5.7)

Pour la moélisation de I'amortissement physique, on choisit un eledgimplifé de Rayleigh
dans lequel on introduiCp| = o [Mp]| + 3 [Kp|. En regligeant les termes gyroscopiques de
(5.7) et en introduisant I'amortissemengduation du mouvement du disque devient :

[Mp] {Up} + [Cp] {Up} + [Kp] {Up} = {R} (5.8)

De méme, la disatisation de (5.1) donne urgguation similaire pour chacune des garnitures.
On introduit de la dme margre la matrice d’amortissement de Rayleigh pour une garniture
[Cq] = ag [Mg]+ Ba [Kq|. Aprées assemblage des matrices, le@yst diferentiel non li@aire
suivant egit I'évolution du systme global :

(MI{U} + [CH{U} + [K]{U} = {F} + [Pa]" {ra} + [P) {re}
{rn} = Proj,_({ra} — a([B]{U} — {90})) (5.9)
{re} = Proj,({r:} — a([P{U} +{V}))

L'algorithme (2.23) appliga au sysgtme (5.9) permet unésolution nurérique incementale
du probEme.

Remarque : Dans le cagfbrmable / @ormable 3D|P,| {U} désigne le éplacement nor-
mal relatif et| P,] {U} désigne la vitesse relative dans le plan de frottement. Le cHamest
calcuk a partir de la vitesse de glissementéequilibre.
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5.1.3 Discktisation et modes libres de disque

La configuration gonetrique du frein simplig est illustee figure 5.2. On appellg, les
surfaces d’accroche des garnitures. Comnéeige precedemment, on effectue un maillage du
syseme global dans lequel il y a compatit@liles maillages des solides au niveau de la zone
de contact. On propose un paretnage du maillage du syshe global comme suit :

— Nombre délements dans le rayon du disque,

— Nombre déléments dans la circoafence du disque,

— Nombre déléments dansé&paisseur du disque,

— Nombre délements dansé&paisseur de la garniture,

— Nombre délements dans la circoafence de la garniture.

A titre d’exemple, la figure 5.3 montre le maillage [10 60 3 4 24].

Remarque sur l'interpolatiogléement fini : compte tenu des conclusions obtenues au chapitre
3, dans I'ensemble des maldséléments finis de freins congits dans la suite, l&dements fi-
nis seront deéléments quadratiques avecdarisation deélements sous la zone de contact po-
tentielle. Dans le cas de structuglan@es comme des disques en flexion, l'interpolation dans
I’ épaisseur joue urble important sur la convergence desduences propres avec le maillage.
C’est ce qui motive tout particérement ce choix en particulier sur le netelelement fini
« réaliste» TGV du chapitre final.

Modes libres de disques

Avant d'etudier le comportement dynamique du gysé, on propose une classification des
modes de disque libre (uniquement ena@strr le cylindre irérieur). Sur la bande dedfquence
[0,10000 Hz], on recense 27 modes, majoritairement de multliifcompte tenu de I'axi-
symetrie du disque). On&bage 3 familles de modes : les modes axiaux A, radiaux R et cir-
conférentiels C qui sont clags tableau 5.3. Afin d'illustrer la classification, orepente 4
exemples sur les figures 5.4, 5.5, 5.6 et 5.7.

Disque

Diamétre exérieur | 0.6 m Disque

Diametre inerieur | 0.2 m Module d’YoungE 2.02<10' Pa
Epaisseur 0.04 m Coefficient de Poisson 0.29
Garnitures Masse volumique 7850 kg.nT?
Diametre 0.16 m Parangétre d’amortissemerat 755!
Hauteur 0.04m Parangtre d’amortissemert 107 7"s
Excentricie 0.2m

TAB. 5.2 — Caradristiques physiques
TAB. 5.1 — Caradristiques gonetriques

On propose maintenant&udier la dynamique du syshe coup dans deux configurations
de garnitures : une pregre dans le casioun seul mode instable esgsent et une configuration
ou I'on est en pesence de trois modes instables.
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5.2 Configuration avec un seul mode instable

On consie@re le nécanisme de freia disque simplig decrit peccdemment. On impose un
effort vertical F' uniforme surS, en imposant que la surface reste horizontale.

Ce nmecanisme est disetis avec les paraatres de maillage [10 60 3 4 24]. On dispose au
total d’'un moalea 45000 ddls. Pour le disque, 'amortissementariati est choisi de magiie
a obtenir un taux d’amortissement modal de I'ordre de’.2 5500 Hz et de rester au dessus
de 0.1 %a basse fquenceq = 7.5s! et 3 = 1077 s). En ce qui concerne les progts
physiques des garnitures, elles s@gungées dans le tableau 5.4.

Garnitures

Module d'YoungEq 1.5x10° Pa
Coefficient de Poisson; 0.3
Masse volumiqueg 5250 kg.n3
Parangtre d’amortissemenic 18«
Parangtre d’amortissemertis 18

TAB. 5.4 — Caradristiques physiques des garnitures

Les paramtres d’amortissement choisis pour les garnitures sont tels que les amortissements
modaux sont de I'ordre de% jusqu'a 6000 Hz (su@rieurs au dessus). Ce choix est mefpar
le fait que I'amortissement matiau est en @réral assez important dans les garnitures de freins
[33].

On se place faible vitesse de rotation de disque= 2.5 rad/s dans le sens trigonetrique.

Leffort F"impos sur les surfaces d’accroclig est de 8000 N. Le coefficient de frottemeht
est choisiégala 0,35.
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5.2.1 Etude de la stabilite de I'equilibre

L’ équilibre stationnaire est cal@uét la solution en&placement est repsenge figure 5.8.

FIG. 5.8 — Solution stationnaire :@&placements axiaux [m]

La stabili€e de I'equilibre est calc@e sur les 100 premiers modes corresponddatplage
de frequence [0,6000 Hz]. L'erreur maximale energie des modes complexes estdisc =
107°. Les esultats du calcul de stabédisont exhibs figures 5.9. La sous-figure (a) montre les
taux de croissance modaux dans le cad’on consicere 'amortissement matiau ainsi que
I'effet du au frottement plan. On remarque que I'on est espnce d’'un seul mode instable
n°86a 5724 Hz dont saaformée modale est repsenge figure 5.10.

La sous-figure (b) montre les taux de croissance modaux dans lé €as oéglige I'amor-
tissement mariau. Les deux cas correspondara prise en compte ou non de I'effet du frot-
tement plan sont repsengs. On remarque que la prise en compte de I'effet du frottement plan
a pour congsquence de faire chuter fortement les taux de croissance.
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(a) Prise en compte de I'amortissement physique (b) Non prise en compte de I'amortissement physique - prise
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FiG. 5.9 — Taux de croissance moda{ik%] en fonction de la fequence [Hz] avec (a) et sans (b) amortissement
physique
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L L

(a) Mode n°86 instable : A0-7 , 5724 Hz= 0.09% (b) Mode n°87 stable : AO-7 , 5772 Hz,= —1.09%
FiG. 5.10 — Modes de stabiéitn°86 et n°87 (les couleurs ré&sentent les&placements verticaux)

Afin de mieux comprendre le couplage des modes par le frottement, la figure BseEhfwr
les trajectoires des valeurs propres dans le plan complexe dans k& lb@s consicere tous les
effets visqueux et dans le cas bon ne consiére aucun effet visqueux.

Dans ce dernier cas, on observe &faible coefficient de frottement, les deux modes de
stabilitt n°86 et n°87 ont des valeurs propeegparties eelles nulles et deséguences dis-
tinctes. L'augmentation du coefficient de frottement rapproche ces deux modesjasqyLie
les frequences se confondent : les deux modes se couplent. En ce point, le coefficient de frotte-
ment est dit critique et vaut 0,017. Une valeur propre devdagpartie eelle positive et l'autre
negative. Un mode devient donc instable et 'autre se stabilise. Au point de bifurcation dyna-
mique, le mode instable se maetourner dans le sens inverse au sens de rotation du disque et le
mode stable dans le sens de rotation du disque.

Lorsque I'on considre les effets visqueux, les choses sonédéhtes a coefficient de frotte-
ment faible, les fequences sont distinctes et les taux de croissance 8gatifs et distincts eux
aussi. Laugmentation du coefficient de frottement rapproche &piénces des deux modes
jusqua f=0.05. En ce point, les modes se mettanourner (figure 5.10). Lesdguences des
modes f2cartent ensuite, les taux de croissance augmentant pour le mode n°86 et diminuant
pour le mode n°87. Lorsqugvaut 0.32, le mode n°86 devient instable par flottement et le co-
efficient de frottement est dit critique.

Remarque : Les coefficients de frottement critiques saéstdifferents. Dans le cas non vis-
queux, il Bpend exclusivement deekart sur les fquences propres des modes n°86 et n°& cr
par la pésence des garnitures (qui brisent I'axigtrie des modes libres de disque). Dans le
cas visqueux, ce coefficienégdend en plus de 'amortissement Bréu qui fait chuter les taux
de croissance modaux. La prise en compte de I'amortissemeetienatend ealiste I'ordre de
grandeur du coefficient de frottement critique. En effet, en dessous du coefficient de frottement
critique, le systme est stable et instable au dessus. Il est dériclloccurrence du crissement
dont le lien est fait quantitativement avec le coefficient de frottement déta tle I'art avec
Bergman et al. [15].

5.2.2 Etude de la solution transitoire non linéaire

On cherche dans cette section les solutions dynamiqueggledions non li@aires. On
s'intéresse en particulier au devenir du mode instable d&iseprecedemment. Dans ce but,
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w/2m [Hz]

¢ [%]

-10

5725 5730 5735 5740 5745 5750 5755 5760 5765 5770

(a) Trajectoires dans le plan complexe des valeurs propres lors de la variatfon de

5780 2

5770r 0

5760r

w/2n[HZ]
C[%]

5740r
_8,

—
57301 R —10k
= 86
5720 i ; ; ; ; ; -12 * * * : * *
o 0.05 o1 015 02 025 03 0.35 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
(b) Frequences des modes en fonctionfde (c) Taux de croissance des modes en fonctioif de

FiG. 5.11 — Diagrammes de bifurcation cagritant I'instabilie dynamique par couplage de mode des modes 86
et 87.0 : Prise en compte de I'amortissement physigue,Non prise en compte de I'amortissement physique ni
des effets visqueux dus aurottement plany. O : Point des courbesioa rotation des modes complexes apfiara
lorsquef croit



Er[J]

CONFIGURATION AVEC UN SEUL MODE INSTABLE 87

on choisit comme condition initiale de se placer sur ce mode. Les chamgpeement et de
vitesse initiaux sont tels que le maximum (sur le champ total) de la vitesse tangentielked®exc
pas 10 % de la vitesse maximua' equilibre.

Le calcul transitoire est effeddsur 0.1 s avek = 2.5 x 107¢ s etd = 0.5. En terme de dds
de calculs, il a Bcessi 40000 ierations en 16 heures environ.

Comportement global L’ énergie totale pertuée est re@senge figure 5.12. La figure 5.15
montre evolution des contributions des modes de stabdiixenergies totales pertuabskr,
au cours du temps. Sur ces figures, la ligne poésilerticale situe I'instantiole statut de
glissement change : il y @&dollement. La solution converge vers un cycle limite et on remarque
gu’'aterme, le mode instable rest&gominant dans la solution. La figure 5.13 montre le champ
de ceplacement dans le cycle limite. On remarque une rotation du champ vibratoire dans le
sens contrair@ la rotation du disque avec uebllement sous la zone de contact. On peut
remarquer (figure 5.12 et figure 5.15), que la projection de la solution sur le mode instable
contribuea plus de 95% a I'énergie totale pertude. L'amplitude modale complexe du mode
instable est visualee figure 5.14. L'effet du&collement sous la zone de contagtour effet de
saturer I'explosion du mode instable avec un effet de retard par rapporstant du premier
décollement. La figure 5.16 montreeliolution du @collement des garnitures par rapport au
disque tous les 10 pas de temps.

0.2

0.18r

0.16r

0.14r

0.12r

0.1r

0.08r

0.06r

0.04r

0.02F

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 FIG. 5.13 — Champ de &placement global dans le
t[s] cycle limite [m] : Decollement sous la zone de contact

FIG. 5.12 — Energie totale pert@b Ep(t)

Comportement local L'observation des quanés cirematiques montre que la solution dy-
namique est@riodique. On pesente figures 5.17, 5.18, 5.19, 5.20 et 5.21 &gdatements rela-
tifs et les vitesses relatives dans les directions tangentielles (orthoradiales ici) et normales en un
point de contact de la face senpeure du disque (figure 5.26). Ces figures metteréhétience
la propagation d’une onde de typglissement / dcollement sous la zone de contact.

Une quantié interessante est 'amplitude de la vitesse normale en un point loin de la zone
de contact (rayon e&tieur du disque). On trouve une amplitude de 13.6 cm/s (figure 5.23). En
reégimeétabli, la pression en champ proche eséesi la vitesse vibratoire par :

p = pcv
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Er; [J]

1 1 1 I I | ,
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

t[s] t [s]
FIG. 5.14 — Amplitude modale complexe du mode FiG. 5.15 — Energies totales pertéds modales
86, |Bs6(t)|, Re(Bss(t)) et Im(Bsg(t)) Er, [J] en fonction du temps [s]

(a) to (b) to +10h (c) to +20h (d) to +30h (e) to + 40h
FiG. 5.16 — Evolution de I'onde de surfaceémlacements axiaux€helle de couleur identiguela figure 5.13)

On obtient alors une pression acoustique en champ proche de 12&f@B (iPa).

La figure 5.24 nous montre que la vitesse normale au disque vibre quasitagiréiquence
du mode instable c’est-dire 5724 Hz.

Les amplitudes deé@placements axiaux peuvedite visualiges figure 5.13. Loin de la zone
de contact, on atteint sur l&gpphérie du disque une amplitude de I'ordre deu@. Le jeu
maximal entre la garniture et le disque est de I'ordre de:&5figure 5.19).

Afin d’avoir un apercu des effets tridimensionnels sur les quantitrematiques, on a re-
préseng les trajectoires griodiques d’un point sous la zone de contact appartesadatgar-
niture (figure 5.25) et appartenant au disque (quarmiiErienne, c’est dire assoéea un
point geonetrique fixe lors de la rotation du disque) (figure 5.27). La figure 5.28qrte le
déplacement relatif en fonction du temps. Dans I'ensemble de ces figures, les croix rouges
repesentent les quangis assoéesa la solution stationnaire. Le trait vert résente la direc-
tion du vecteur vitesse de glissemartéquilibre.

L'extrémite du vecteuré&action de contact est ré&gseng figure 5.28. On met eavidence
ici la faible variation de I'effort de frottement dans le plan de frottement. Autrement dit, la
direction du vecteur effort de frottement oscille avec une faible amplitude autour de la direction
de I'effort de frottemené I'equilibre (direction orthoradiale).

On avu que sous la zone de contact se propage une onde degygsement / dcollement.

Afin de caractriser I'aspect surfacique de I'onde, on propasdifferents instants de montrer
figure 5.30 le statut des nceuds de la surface de contaétenfin peut voiga gauche le statut
des nceuds de la surface édpure du disque et respectivemandroite pour les nceuds de la
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surface inérieure. On observe que lécbllement (en rouge) s’effectue sur le bord de la garni-
ture et que ce&collement de la garniture seipeure est en opposition de phase avec celui de la

garniture inérieure.

16F ] 04l
14 i 03r
—_— 0.2
= ="
= 1 N
= 2 o
08 1
-0.1
06 1 —o2b
04t . 03
L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.0991 0.0992 0.0993 0.0994 0.0995 0.0996 0.0997 0.0998 0.0999 0.0991 0.0992 0.0993 0.0994 0.0995 0.0996 0.0997 0.0998 0.0999
t[s] t[s]
e e
FIG. 5.17 —[u](t)/[uf] FIG. 5.18 —[vy] (¢)/[v£]

i

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1
0.0991 0.0992 0.0993 0.0994 0.0995 0.0996 0.0997 0.0998 0.0999 0.0991 0.0992 0.0993 0.0994 0.0995 0.0996 0.0997 0.0998 0.0999

t[s] t[s]

FIG. 5.19 —[u,](t) FIG. 5.20 —[v,,](t)
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FIG. 5.21 —[v,,](¢) en fonction ddu,,](t)
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FIG. 5.23 — Vitesse normale d'un point loin de la
zone de contact
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FiG. 5.24 - [%] en fonction de la fequence (en
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Zm]

X[m] 5 0.6

FiG. 5.25 — Trajectoire dans le rege global d'un point de contact de la garniture

FiG. 5.26 — Point d’observation (en noir). Face &tipure du disque, vue de dessus
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x 107

FiG. 5.27 — Trajectoire dans le repe global d’'un

point de contact du disque

Rz [N]

-100
-120 0
Ry [N]

Rx [N]

Fic. 5.28 — Extemite du vecteur effort nodal de
contact dans le répe global
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FIG. 5.29 — Ceplacements relatifs

he et face iafieurea droite). Le

@seprea gauc

FIG. 5.30 —Evolution du statut des nceuds de contact (fac

temps sécoulant de haut en bas
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5.2.3 \krification des hypotheses

A la lumiere de ceséasultats nurariques, il faut erifier les hypotkses de calcul qui sont :

— I'hypothese de petites perturbatiossavoir ;||| << 1 et]jul| << 1

— I'hypothése H pecadente qui consisgeregliger le terme de convection de néa devant

les vitesses ass@ssa la rotation de corps rigide, ce qui reviérdupposer que|u 4| <<
|lr|| sur la zone de contact du disque.

Les figures re@sentant les champs déplacement montrent que I'hypétbe||u| << 1
est clairement &rifiee. En ce qui concerne le champ ddatmation, on a calcélet repesené
figure 5.31 dans toute la structyfe| = , /27 a un instant du cycle limitegriodique.

On obtientmax(||g||) < 4.107°.

En ce qui concerne I'hypoéise H, la figure 5.32 montre le rappfd, || /||| dans le disque
et en particulier sur la zone de contact.

On obtientmax(||u || /|r]]) < 2.107%.

On a \erifié ainsi les deux hypo#ises de calcul de cette formulationé&nignne.

SCAL VAL - 1SO
>-3.79E-05 >7.19E-10

< 1.06E-03

-2.93E-05
2.22E-05
7.37E-05

1.25E-04
1.77E-04
2.28E-04
2.80E-04
3.31E-04
3.83E-04
4.34E-04
4.86E-04
5.37E-04
5.89E-04
6.40E-04
6.92E-04
7.43E-04
7.95E-04
8.46E-04
8.98E-04
9.49E-04
1.00E-03
1.056-03

FiG. 5.31 —|¢|

5.2.4 Bilan des ésultats

Au regard desésultats nurariques obtenus dans cette configuration, on peut retenir les

résultats essentiels suivants :

— Le coefficient de frottement critique vaut 0.32. Le frottement couple deux modes de disque

‘VA“".“»;)
S
WSSO
N >

y

% 14’}“ /

o
‘47'4’
W

AVAV
g

/\
%
K
A

e

T

o
s

N
W
N

o
KA

=~V

0y

KNS

KRN
N
N
QRN
N

WA
O
ﬁé;
W il

WVa

FIG. 5.32 —[u |/l

<1.79E-04

1.40E-06
9.78E-06
1.82E-05

2.65E-05
3.49E-05
4.33E-05
5.17E-05
6.01E-05
6.84E-05
7.68E-05
8.52E-05
9.36E-05
1.02E-04
1.10E-04
1.19E-04
1.27E-04
1.356-04
1.44E-04
1.52E-04
1.61E-04
1.69E-04
1.77E-04

(proches de modes de disque doubles). Le mode instable est un mode tournant.
— La solution non ligaire obtenue est une solutioérfpdique qui fait appaftte une rota-
tion d’'onde. Le champ vibratoire est un chamf dianetres nodaux dont laé&guence

caracéristique est de 5724 Hz.

— Le niveau acoustique en champ proche est de 127 dB
— L'amplitude de éplacement axial sur legpiphérie est de 2um

Au regard desésultats de la liirature mentiongs dans Btat de I'art, cesasultats nurariques
montrent que la stragie nunérique utilige ici sur un modle simplifé de freina disque permet
de moctliser du crissement.
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5.3 Configuration avec plusieurs modes instables

On consiare le neécanisme simplié de freina disque éfini figures 5.1 et 5.1. Les surfaces
S, sont encastres suivant ety. Dans la directiorr, on impose un @placemend sur chaque
surface d’accroche de ma&mnea venir serrer le disque. Le maillage du &yst est du type [6 25
3 3 12], ce qui donne un meétta 12000 ddls. Les carawistiques physiques sontgaenées
figure 5.5. On choisitff = 0.35, Q = 2.5 rad/s,d = 3.33 x 1075 m (ce qui repeésente une
résultante axiale d’effort d’'une garniture sur le disqu&quilibre d’environ 8000 N).

Garnitures

Module d'YoungE¢ 4.5x10° Pa
Coefficient de Poisson; 0.3
Masse volumigueg 5250 kg.nT3
Param. d’'amortissement; 145«
Param. d’amortissemept; 14.55

TaB. 5.5 — Caradristiques physiques

L’ équilibre stationnaire est cal@iinsi que les modes de stal@lit e €sultat du calcul de
stabilite est illuste figure 5.33 en tracant les taux de croissaphee fonction de la quence.
Les modes sont calces avec la réthode d'ieration sur lesésidus avee = 107,

0.25f : 8

0.2F 8

¢ [%]

00 2060 4600 6060 80‘00 10600 12000
w/27 [HZ]
FIG. 5.33 —¢ [%)] en fonction de la fequence.

Sur les 100 modes cal@s, on est en psence de 3 modes instables dont kefodrées sont
repesenges figures 5.34, 5.35 et 5.36.

5.3.1 Etude de la solution transitoire non linéaire

La solution transitoire est calc@# aved = 0.5 et un pas de tempAt =5 x 107% s et
ceci en partant de&quilibre avec des conditions initiales en vitesse nulles (de I'ordre du bruit
nunmérique). Le calcul est effecdusur la @riode [0 s, 1.5 s]. D’un point de vue @bde calcul,
cela repesente 300000&tations effectées en 35 heures. On constate que les statuts de contact
sont du type glissement £dollement dans le cycle limite.
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FIG. 5.34 — Mode M1 type Al-5
(n°77) - 8583 Hz( = 0.05% FIG. 5.35 — Mode M2 type A0-9 FIG. 5.36 — Mode M3 type Al-6
(n°85) - 9288 Hz({ = 0.13% (n°96) - 10130 Hz¢ = 0.17%

Dans un premier temps, on s'@resse I'évolution localedu champ de vitesse. On peut voir
figure 5.37 levolution temporelle de la vitesse normale en un poingessur la @riphérie du
disque diarétralement opp@&sa la zone de contact. En ce point, la vitesse maximum atteinte est
de l'ordre de 30 cm/s. Onddinit 4 ferétres temporelles @tudes s@cifiees sur la figure 5.37.

On consi@rera que la fegtre 4 est re@sentative du cycle limite. Le spectrogramme (figure
5.38) montre levolution des fequences dominantes au cours du temps. La figure 5.39 permet
de comparer les 4 transfoé®s de Fourier sur les 4 fetnes (I'in€rét ici étant de visualiser

I évolution des fequences, la courbe assaea la feretre 1 aéte translate vers le haua cause

des faibles niveaux). La transfoém de Fourier de la vitesse sur la&me 4 est dtaillée figure

5.40.

12000
11000
= 10000
L
=
< 9000
3
8000
7000
0
t[s]
FIG. 5.37 — Vitesse normale [m/s] en un point loin
de la zone de contact sur l&niphérie en fonction FiG. 5.38 — Diagramme temps#guence de la vitesse
du temps normale & gauche) pendant I'intervalle [0 s, 1.5 s]

Gracea la figure 5.39, on observe que le conteragfrentiel sur la fegtre 1 est comp@sde

la frequencef; du mode M3 le plus instable ainsi que de lkedquencef, du mode M2. Ensuite,
le premier @collement appattet sur la feetre 2, on observe toujours les deugduences
précdentes avec unédalage vers la droite @tart féquentiel est observable dans le zoom,
entre les traits verticaux poin#$). Le contenu de la fétre 3 montre toujours la @sence des

2 frequences @edentes avec une augmentation des niveaux et une apparitioeqderices
harmoniques de &quencess + (f;s — f2) et fo — (fs — f2). Sur la figure 5.40, on regarde
exclusivement le contenuéfiquentiel de la vitesse normale sur ladee 4. On remarque qu'il y
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v [dB]

0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
4
w/2m [Hz] x 10

FiG. 5.39 — FFT de la vitesse normale (dBf L m/s) sur les 4 fegtres temporelles (niveaux non significatifs sur

la fergtre 1)
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FIG. 5.40 — FFT de la vitesse normale (dBf & m/s). Traits verticaux continus &uences des modes instables.
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a quelques frquencegmergentes autour des deux fondamentAled f,. Si on calcule [ecart
Af entre les deux quences fondamentales, on s’apercoit qu'auvtouergent les &quences
fot+Af, fo+2Af, fi—Af etc... dues la pésence de&venement non-lieaire« décollement.

La figure 5.47 montre la vitesse axiale au point d’'observation en fonctioreplackment
axial sur la fe@tre 4. On ne peut pas dire dans ce graphe que les trajectoires soient des courbes
fermées mais plutt qu’elles noircissent une partie du plan de phase. Enézuesce, on peut
dire que la solution n'est pagpodique. En revanche, le diagramme tempsyffience (figure
5.38), montre clairement lesmergences de deuxefjuences sur la fétre 4. On peut donc
conclure que la solution est la combinaison de deux fonctiénsgiques chacungtant proche
de deux fonctions sinusdales akerées par la non ligarie. Afin d’expliquer I'apparition des
frequences harmoniquespedentes, on conside I'egali€ suivante :

sin(2k, ) + sin(2k,y) = 2sin (kyx + kyy) cos (kyx — kyy) (5.10)

En choisissant, = 2 etk, = 1, on fait appartire la frequenc&z —y = =z — (y — z) et
2y — x en intervertissant |edte dex ety. Sil'on considre 2 signaux @riodiques, alors on peut
les cecomposer ené&sie de Fourier. Ainsi en combinant les harmoniques de chacun des deux
signaux on met eavidence le panonene pecdent.

Ces consiérations sont issues dé&Volution temporelle des champs locaux. Il estiessant
d’observer maintenant degiantités globales

D’un point de vue spatial, on peut observer figure 5.4€l/dlution des contributions des
modes de stabikta I'énergie totale pertuée au cours du temps (la ligne verticale ésante
linstant a partir duquel appaitale premier @collement). LEnergie totale pertuée est trage
figure 5.42. On remarque que deux projecti@msergent significativement et dans des pro-
portions comparables, ce sont les projections des modes M1 et M2. La figure Bs&hter
les mémes quantiis pecdentes mais rapp@esa I'énergie totale pertuée calcuée. On re-
marque que le mode M3 a@&hut de la simulation&passe les 100 %, cela est du au faibqzés
instants les contributions cr@es avec les modes voisins ne sont plegligeables (elles sont
negatives). En trait pointll est repesenke la némeénergie mais assdaga la contribution des
3 modes voisins qui negpasse plus les 100 %.

Les contributions non croees des modes I'énergie totale pertuéea I'instant final sont
tracces figure 5.45 en fonction du néno des modes. On constate ici aussi icidke majeur
joué par les modes M1 et M2 dans la solution dynamique. On constate aussi la faible partici-
pation de modes autour du mode M1 ainsi qu'autour du mode M3. En effet, on peut noter la
participation des modes n°95, 96, 97 et 98. Le mode n°97 est 'homologue stable du mode M3,
les modes n°95 et n°98 ayant leémes @formées modales de disque que le mode M3 avec
une ceformée de plot diférente.

Afin de mieux conndre le ©le des modes dans lemergences &quentielles, on se propose
dans un premier temps de tracer les spectresdesyies ciatiques modales figure 5.48 sur
la ferétre 4. On constate que pour les modes M1 et M2, ce sont leguénce respective qui
prédomineénergetiquement. Lhomologue stable du mode M1, le mode n°78 ne contribue que
tres pewa I'énergie visa-vis du mode M1. En ce qui concerne les modes 99, on constate
gue les contributions sont duéme ordre de grandeur pour l&fluence harmonique principale
de la €ponse vers 9900 Hz. Ceci montre guette fequence harmonique, la contributian
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I'énergie ciktigue du mode instable n’est pas 8tipurea son homologue stable n"96 et est
méme Bgerement ingrieurea la contribution du mode n°95.

Dans un deuxime temps, on se proposedaluer les contributions des modefa vitesse
normale au point d’observation en les compaetalatvitesse calcék et ceci sur la fétre 4. Les
constatations sont ié peu pes similaires aux constatatioésergtiques globales predentes.

Les vitesses locales awefjuences des modes M1 et M2 sont biené&senées en terme de
niveaux de vitesse vibratoire respectivement par les contributions des modes M1 et M2. En
ce qui concerne la équence harmonique, on constate que les contributions céetites 4
modes 95, 96, 97 et 98 permettent de reconstituer quasinegite fequence le niveau local

de vitesse. La contribution seule du mode M3 fournit un niveau vibratoiegi@ir, toujours

cette fequence harmonique.

Sur la feretre 4, 'observation de la solution spatiale montre la rotation d’'une onde dans le
sens contrair@ la rotation du disque. La reconstruction sur cetéarma feietre des champs
partir des modes M1 plus le n°78 permet de mettré\édence la rotation d’onde. En revanche,
la reconstruction des chamagartir de la combinaison des 4 modes 95, 96, 97 et 98 ne permet
pas de mettre e@vidence cette rotation. Ceci est un autre argument qui corsistentrer que
le mode instable M3 (n°96) n'est pas plug€pondrant dans ces 4 modes que les autres. Pour
resumer ces congdations, la cause de la contribution du mode M3 est bieradagroximié
de sa fequence avec unedjuence harmonique paitqu’a son caraétre instable.
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FiG. 5.41 —Evolution des contributions modales .
Iénergie totaleF perturkee [J] au cours du temps  FIG. 5.42 —Energie totale pertude [J] au cours du
(s) (des 100 premiers modes) temps

En conclusion, on a mis evidence la coexistence possible de deux modes instables. Cette
coexistence condué une solution nongriodique mais quasiguiodique qui constitue le cycle
limite. La non lireari€é conduita I'apparition de fequences harmoniquegdis aux fequences
des deux modes instables M1 et M2. Le mode M3 qui a le plus grand taux de croissance est
energtiquement quasiment inexistant dans le cycle limite. Les modes proches du mode M3
sont exacerds par une harmonique issue desyfrences des modes M1 et M2.
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5.3.2 Influence des conditions initiales

On a vu que dans le cycle limiteguédent, il y avait une forme deékection des modes in-
stables. On se propose de regarder ioble joug par les conditions initiales dans cetidestion.
Afin d’étudier I'influence des conditions initiales sur le calcul transitoire, on a ceresidcas :

— cas A gy = uf, etyy = 0. (perturbation issue du bruit nrique)

— cas B wy = u® + uf, avecu] etv, tels quesy, # 0, Bas = 0 etfys =0.

— cas C wg = u® + ug, avecu ety tels quesy; =0, Bae = 0 etfys # 0.

— cas D wy = u® + uf avecu et tels quesy = Bz = Bus # 0.

t[s]
)
=
53 = —
WWWW &CC\&C\C&Cccl
(b) CasB
t[s]
=)
)
Ky
6 56-6-60.006060-0-
(d) CasD

FIG. 5.50 —Evolution des contributions modalag’énergie totaleéz; [J] au cours du temps [s] pour les difents
cas.lJ ETM1 (t)7 < ETMz (t)v o ETMS (t)

Les contributionsa I'énergie totale pertué® des trois modes instablés. ,, (t), Er,,,(t) et
Er,,.(t) sont repesenges sur la figure 5.50 pour chacun des 4 cas.
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A travers les diferentes figures,

— On constate que la solution stalékésn’est pas@pendante des conditions initiales.

— Les Esultats montrent que le nivealedergie d’'un mode instableegdenda I'instantt du
niveau des autres modascet instant. Les niveaux &ergie ne épendent donc pas de
I'histoire de I'evolution de chacun des modes mais glute leur valeur instantée.

— On remarque une certaine ggkendance danslolution de chacun des modes instables.
Par exemple dans le cas Agme apés le premier dcollement et la saturation du mode
M3, I'amplitude du mode M1 continue d’augmenter. C&pbnene est possible gce au
carackre surfacique de la zone de contact. En effet, si on suppose un contact porstuel, d
I'apparition du @écollement ou de I'addrence, 'amplitude des autres modes ne peut plus
augmenter puisqu’il N’y a plus de glissement.

La question du mode dé&kection des modes instables resteamati En effet, pourquoi seuls
les modes M1 et M2 restentgsents ? Au regard dessultats de la figure 5.50, si on observe
les niveaux cénergie de chacun des modes lorsqu’ils sont seuls, on remarque que le mode M1
a le niveau le pluglewe avec 0.9 J (cas B awepart), ensuite le mode M2 avec 0.4 J puis M3
avec 0.08 J. Une conjecture possible est que les mosidsctionrés», sont les modes les plus
energtiques lorsqu’ils sont seulsgsents dans la solution.

Lorsque I'on considre un seul mode instable dans la solution, on remarque que le niveau
d’énergie total I'instant a1 appar#é le premier @collement est d’autant plus grand que le
niveau dénergie maximal (du cycle limite) est grand. Alors, si la conjectugzgutente se
révelait exacte, un crifre de pediction simplifé lineaire pourraitre propos :

Les modes instables susceptibles de coexister seraient ceux qui auraient le ndreagi€’
totale le plustlee (lorsqu’ils sont consielés seuls @sents dans la solutioa)l'instant ai la
non linearie forte (cecollement ou adirence) appattait. L'intérét de ce crigre est qu'il ne
nécessite que le calcul deefjuilibre conjointement avec le calcul de stabilit

5.4 Conclusions

Une formulation ewrienne du prol@me de crissement d'un freandisque simpligé aéte
propo®e. Elle permet d’effectuer un calcul de stabilét un calcul transitoire sur le@me
mockle mécanique et ainsi de projeter cette solution sur la base des modes deestadbitjti
offre les némes inéréts qu’au chapitre pedent : [etude du devenir des modes instables dans
la solution transitoire et ungtude spatiale et temporelle de cette solution.

Une configuration avec un seul mode instabégesgetudiee. L'etude de la solution transitoire
a permis de valider les hypatkes de la stragie nungriqgue et de montrer que cette ségie
appliglee sur le modie est bien capable de nm&er du crissement. Elle met @vidence
I'instabilité par couplage de modes doubles de disque. Le mode instable tournant est responsable
de la rotation du champ obs&w dans le cycle limite.

Une configuration avec trois modes instables@istiee. On constate la coexistence de deux
modes instables dans la solution transitoire dans des proportions comparables. En revanche, le
modea plus fort taux de croissance est absent de la solutioné§létat est particidrement
interessant puisqu’iélgitime le calcul de stabikten tant qu’outil de @diction des fequences
bruyantes rame si le calcul transitoire eséoessaire pour conitee les modes qui apparaissent
parmi ces modes instables. On montre sur ce cas urgpémidiance des conditions initiales
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sur la solution transitoire. En revanchegublution des contributions des modes instaliles

I’ énergie totale pertude pour les diffrentes conditions initiales nous permettent de proposer
une conjecture sur la question de &extion des modes instables par la noéiné.



6 — Sensibilite de la stabilite du glissement
stationnaire vis-a-vis de la zone de contact

On s’inscrit maintenant dans une perspective de recherche de solution non cagsavees
la recherche d’'uneé@pnetrie de garniture optimale. Ce chapitrégente une gthode permet-
tant devaluer la sensibil@ de la valeur propre (asséei au prol#me aux valeurs propres issu
du calcul de stabilé de I'equilibre stationnaire) par rappaatla geonétrie de la surface de
contact. Un algorithme d’optimisation par uné€tinode de gradient utilisant la sensil@lde la
valeur propre est propésfin de trouver une surface de contact optimale. ethode de calcul
de la sensibilié est illustée et vali@e sur un exemple simple bidimensionnel. Lefficaat
I'algorithme d’optimisation est morée sur ce r@me cas. Un deu&me exemple tridimension-
nel est considré : il s’agit du glissement d’'un disque en rotation par rappoune garniture
rigide. La validation du calcul de sensibdiest effectae sur cet exemple. Il est clair que cette
étude s’inscrit dans uneéétharche long terme deéduction du bruit.

6.1 Contexte et hypotleses

Le probeEme détude de sensibiktde la stabilié vis-a-vis de paramtres @omnetriques tels
que la zone de contact engsence de frottement fait partie des pévbés plus greraux
d’études de sensibiditde valeurs propres pour les préivles de stabiit dynamique. P. Peder-
sen et A. P. Seyranian [61] font un point sur le sujet et traitent pour lesgmad discrets des
formules de @érivation des valeurs propres par rapodes paragtres structurauxareriques.
lls traitent des sysimes continus travers I'exemple de la stabéitdynamique d’'une poutre
sous effort suiveur.

Les conditions de stabiét(frontiere entre domaines stables et instablé&petdent des pa-
rametres structuraux du pradshe. Une application majeure detudes de sensibiditest la
conception optimale de structure. On propose ici d'utiliser la sensililits valeurs propres
issues du proleime de stabilé vis-a-vis de paramtres @finissant la gonetrie de la surface
de contact afin de I'optimiser. Un algorithme bagir la minimisation de la partiéelle d’'une
valeur propre par une @thode de gradient eséfini.

On consi@re un disquélastiqueD en rotation autour de son axe d®olution (figure 6.1).
Ce disque est en contact frottant avec un solidéfimeable fixe sur une surface (frottement
de Coulomb et coefficient de frottemefitonstant). Comme on a pu le voir au chapitre 3, la sta-
bilité relativement aux perturbations glissantes équilibre est donee par la @solution d’'un
probleme aux valeurs propres. Dans ce chapitre, pour simplifier.églige I'amortissement
magriau ainsi que I'amortissement induit par laflarisation du frottement plan.
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FiG. 6.1 — Mise en situation et notations.

6.2 Rappel deséquations continues de la dynamique et instabilé glis-
sante

On se place ici dans le cadre des hygsits du paragraphegoedent. D’apes (3.3), la
dynamique des perturbationsest €gie par :

u € W, etr, tels que

/p@*-ﬁdQJr/ glu’] :Azé[@]dﬁz/ P’ - (n+ ft°) dS, Vu* € U°
D D~ - S

(6.1)

On rappelle quéV, est I'espace deségplacements &rifiant les contraintes de contact bi-
lateral :

Wo = {u/u €U’ u-n=0 sur S} etW; = {u/u e U’ u- (n+ ft°) =0 sur S}

La recherche des perturbations sous la fofifie t) = i,(z) e et#,(z,t) = 7,,(z) e, met
enévidence le prol@me aux valeurs propreggrali suivant erifié par(u,, 7n,, )

u, € W etr,, tels que

)\2/ pg*-@odﬂ + / §[g*] A §[QO]dQ = / T’Anog* . (@—}— ff) ds, Yu* € Uu°
D D~ - S

e
c

(6.2)

Afin de simplifier lescritures, dans la suite on remplace les perturbations,,) par(u,r,,).
Uneécriture plus compacte du pr@phe (6.2), purement eredlacement est alors :

u e W

6.3
N M(u, u*) + K(u,u*) = 0,Yu" € Wy (6.3)
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Avec les notations suivantes :

M(y,g*):/pg-y*d() K(g,g*):/Vg:A:Vg* dQ
D D

6.3 Probleme d’optimisation
On a vu que Evolution de la structure suivant tout modeolution de (6.3) est

Re(u(z)e) = eREVRe(u(x)) cos(Im(A)t) — Im(u(z)) sin(Im(\)t)]

On note que si R@\) > 0, alors le mode est instable. L'objectif poursuivi ici esévter la
déestabilisation d’'un mode choisi en modifiant Eogrétrie de la zone de contast. La straégie
de calcul est de&terminer cette zone par un algorithme de minimisation de la fonctioh co

1 étant fixe. Pour cela, la surface plane ajustableest cecritea 'aide d’'une transformation

Se

/ Configuration de référence

FIG. 6.2 — Transformation&pnétrique

geonetrique (figure 6.2) telle que: = (X, p) dépendant de parastres gonetriquesp. X

et x sont respectivement les vecteurs position des points. dians la configuration initiale et
dans la configuration ajust aux paragtresp. Il s’agit de cherchep, et doncS., qui minimise

la fonction cdit J(p) = J(S.(p)). Pour gagner en efficaéitc’esta-dire minimiser le nombre
d’évaluation de la fonction cu, on se place dans I'optique de I'utilisation d’'unétimode d’op-
timisation employant le gradient d&p). Le developpement qui suit a pour objet de proposer
une proédure dévaluation nurériquement peu ddeuse des@fivees/,, = \;,, + \ip, (dans

la suite, on utilisera la notation amee () pour ( ), ). Afin de calculer);, on effectue une
dérivation par rappora p, de I'équation (6.3) :

(A2)M (u, u*) + N2 M (u, u*) + K(u,u*) = 0 (6.4)

Le calcul deM et K nécessite la erivation d’inégrales de volume et de surface. Or la singu-
larité de certains igrants sur le bord de la surface de contact corautiliser des formules
de cerivation lagrangienne, en analogie avec les pdoces de calcul de taux de restitution
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d’énergie de type G — 6 » en mécanique ligaire de la rupture. Ainsi laédivation lagran-
gienne de I'inégrale @rériquel s’écrit de la marére suivante :

I = dQ:>f_ / + g divf,dQ
/Qg dpk dpy Tk

On est donc améa introduire, compte tenu du caraa biliréaire par rapport aux champs
des composantes du prebie variationnel (6.3), les expressions suivantes :
M(u,u*) = M(i, u*) + M(u, @*) + M'(u, u*)
K(u, u*) = K(it, ) + K(u, @) + K (u, u*)

dans lesquelledt’(u, u*) et K'(u, u*) correspondent aux valeurs prises par lesvées lagran-
giennes des iggrales correspondantasirivées lagrangiennes des champs nul@s a :

M (u, u*) :/ pu-u* divd,dS

b (6.5)

K'(u,u*) = / [(Vu: A:Vu©) divl, — (VuVe,): A:Vu* — Vu: A: (Vu*Ve, )| dQ
D

0,(X,p) =2, (X,p) (6.6)

0,. désignant le champ de vitesse de transformation asadeil’expression (6.4) devient ags
déeveloppement des termesri/ées :

(N)M(w, u) + N M1, u*) + N M(u, @) + N M (u, 0)
+ K, u*) + K(u, @) + K'(u,u*) =0

On notera quey est constant et que les champst n sont constants via-vis des paragtres
géonetriques. On a dont= n = 0.
Afin d’isoler A de (6.7), on propose le&étharche suivante en deétapes :

(6.7)

— Etape 1 : En remarquant quéest un champ test admissible, c’estlire quew* € W; =
u* € W (carn =t = 0), on obtienta partir de (6.3) :

N M(u, i) + K(u, 2*) = 0 (6.8)

— Etape 2 : Afin déliminer les termes contenantde (6.7), on conskite le probdme aux
valeurs propres suivant, pra@vhe adjoint au probme (6.3) :

Ve Wf
M M(v,v%) + K(v,v*) = 0,Yo* € W)

Le choix de la fonction test* = @ dans (6.9) est possible puisquec W, = u* € W,
(carn = 0). Ceci permet d’obtenir :

N M(v, i) + K(v, @) = 0 (6.10)

(6.9)

Ensuite, le choix de* = v dans (6.7) permet d’obtenir en tenant compte des simplifica-
tions appores par (6.8) et (6.10) I'expression de &xidée de la valeur propre :

NM (u,v) + K'(u, v)

A= 2AM(u,v)

(6.11)
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Remarques :

— La formule (6.11) gréralise au cas non conservatif le calcul de senstilé féquences
propres par rapport au domaine.

— L évaluation pratique de (6.11) pektre simplifee en remarquant que,Gj(u) désigne
le taux de restitution deé&nergie en@gime quasistatique pour le cham@ssoc a une
fissure fictive dont le front est le bord de la surface de contact, alors (voir [55]) :

K'(u,u) = —2Gg(u)

La fissure fictive est @senée figure (6.4). Compte tenu par ailleurs du carebiliréaire
en(u,v) deK'(u,v), on obtient

K'(u,v) = %(Ge(u—y) — Go(u+v)) (6.12)
Lint érét pratique de cette remarqueside dans la possibititd’évaluer la contribution
K'(u,v) & (6.11) au moyen d’'un @pateur de calcul de taux de restitutioérgie.

— Comme en racanique de la rupture fragile [55], I'expression (6.11) eeahd pas du
champ de vitess@, dans le domaine. Il doitérifier (6.6) surS,, étre nul loin de la zone
de contact eétre suffisamentégulier.

Ainsi, ap fixé,a partir du seul calcul des deux champstv, on peut calculer tous les gradients
Nipr pour tous les paraétresp;, & partir de la construction dés.
Lafigure 6.3 montre le séma de principe de I'optimisation de forme gasume la @marche

présenge.

p®

Actualisation de la
géométrie

' p

Calcul des

sensibilités

(7)

21 ;
Op : '
Algorithme

d’optimisation

p(j +1) J mini

FiG. 6.3 — Sclema de principe de I'optimisatioregnetrique

6.4 Application sur une couchetlastique bidimensionnelle

6.4.1 Validation du calcul de sensibilié

Un exemple simple de validation du calcul de sens#bitie valeur propre estéseng ici :
on consieére, sous I'hypotbse des eformations planes, un soliddastique rectangulaire en
contact frottant glissant sus. = S, U S., (figure 6.9), avec pour conditions aux limites
uls, = uls, (condition de @riodici®), u|s, = 0. Les caradristiques du métiau sont :
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FIG. 6.4 — Analogie du prolime d’optimisation avec un prabhe de propagation de fissure

E = 2510 Pa,v = 0.3, p = 7800 kg/m?® et f = 1. La surface de contact est partmae
par le seul paragtre «. Ce pararatre permet de faire varierétartement entre les deux seg-
ments de contact. Le premier mode instable est le mode 3. Les variationéglesrfces avec le
parangtrea sont repesenges figure 6.10. On observe des points de coalescenceqiefrces
propres qui traduisent une instal@lppar couplage de mode.

L'objectif de la section est de valider le calcul de sensiilRour cela on effectue un calcul
en fonction dev, de la valeur propre; assocée au mode 6 et lagdivée \ , donree par I'ex-
pression analytique (6.11). Pour se faire, il faut se donner une transforniediarest suggree
par la figure 6.9 :

(o) =X +ak
—e, pour la surface de contact gauche. (6.13)
e, pour la surface de contact droite.

£
k=
k=
Le champ de vitess¢ = @ , vaut donck. On choisit de @finir @ = ¢(r)k dans le domaine
avecr la distance d’'un point du domairdeune extemite d’un segment de contact (distarice
la pointe de fissure fictive) avegr) défini comme suit :

r < Ry, o(r)=1
. r — Rl
Ro<r < Ri, 6(r) = p—p (6.14)
r> Rla ¢(T) =0

On presente une illustration pour donre sur les figures 6.5 et 6.6 r&sentant respecti-
vement le champ de vitesse et sa divergence sur un madlaégeents finis du domaine. On
remarque que la divergence est non nulle pouelesents dans la zong, < r < R;.

Il reste ensuite pour ce@me« a calculer les vecteurs propres du probEme direct (6.3)
etv, du probEme adjoint (6.9). La sensib#itest ensuitévalieea l'aide de (6.11).

D’un point de vue pratique, les pra@shes aux valeurs propres sont cadsuhvec la rethode
d’itération sur lesgsidus dans Matlala(’aide de IaStructural Dynamic Toolbdet I'évaluation
des termes (6.5) dans CAST3M, car il offre la possibilite calcul de taux de restitution
de I'énergie dans le but &valuer (6.12). Un traitement similaireaétant pas disponible pour
M'(u,v), le calcul de ce terme @é programra directement dans CAST3M. Ensuite la sensi-
bilité est rapatée dans MATLAB.

En effectuant plusieurs calculs pour urerie de param@tresc, il est alors possible de
vérifier la colerence du&sultat en comparant laédvée calcude par (6.11) avec laédivee
numérique de\(«) (figures 6.11a 6.14). Les&sultats font appaitae une bonne concordance
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FiG. 6.5 — Champ de vitesgepour la zone de contact FIG. 6.6 — Divergence du champ de vitesse pour la
gauche ¢ : extremite gauche) zone de contact gauche ( extrémite gauche) (code

couleur : vert champ nul, rouge champ positif et bleu
champ egatif)

Au‘
SORA
S

FIG. 6.7 — Réuy) (les couleurs refisentent la projec-  FIG. 6.8 — R€vy) (les couleurs re@sentent la projec-
tion sure,) tion sure,,)

entre les @rivées analytique et nuenique. La @rivee nunérique est calcéle par la rethode

des diferences centes :
Ma+ Aa) — Ma — Aa)

2A o

app _
AP =

6.4.2 Application de I'algorithme d’optimisation

On propose ici de tester laéthode d’optimisation propés. On cherche dorg trouver
le coefficienta qui minimise la fonction cot J(«) = Re(A¢(«)). L'optimisation deJ(«) est
réalie a I'aide duoptimization toolboxde MATLAB, a laquelle I'informationV,.J(p) est
transmise. -

On se donne uny initial égala 0.12. Afin de tester I'effica@tde la néthode, on propose de
comparer lesgsultats avec une@hode d’optimisation sagvaluation du gradient : la@hode
du simplexe. Lesésultats sont @senés figures 6.15 et 6.16. lls montrent que pour |é&smas
conditions initiales, la rethode du simplexeatessite ®valuations de la fonction o, alors
que la néthode par utilisation du gradienécessite une seuleration.

6.5 Validation sur le cas du disque

On s’intéresse ica la validation du calcul de sensibdipesenée pecdemment pour le cas
3D du disque en situation de frottement avec un ploéfadnable.

Les paramatres g@onetriques sont : diagtre exérieur du disque = 0.3 m, diatre inkrieur
du disque = 0.1 mépaisseur du disque = 0.04 m et rayon du plot = 0.03 m. Les @topri
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élastiques sont les@mes que pour la coucleastique eff = 2.

La position radiale du plot est paré&tree para (voir figure 6.17). Les champs (figure
6.18) etv sont calcués pour le mode 10 instable.&volution de la partieéelle de la valeur
propre avec la position radiale du plot est &adigure 6.21. Ici, le champ de vitesse egél
ae, sur le bord deS.. On choisit un champ de vitesse dans le domaine (figure 6.20) non nul
sur les nceuds adjacents aux nceuds appartenant au bSgd@en point de vue nur@rique,
les élements dont le gradient de vitesse est non nul sontdgrauxelémentsa proximié des
cercles adjacents au bord 8g(figure 6.19). Ceg&léments en question sont donc aussiésitu
I'int érieur du volume du disque.

Les comparaisons entre legriiées nurdriques et analytiques sont effeets figure 6.22 et
montre que la tendance est respectLes ésultats sont moins bons que dans le cas bidimen-
sionnel. Ceci est probablement du au fait que la surface de contact n'est pas ass&zattiin
l'incrémentA« trop grand pour que la quadide la @rivee nun@rique soit suffisante.

Qyu

FIG. 6.17 — Paraetrage de la position ra- FIG. 6.18 — Réu,,) (Les couleurs ref@sentent le
diale du plot déplacement axial)

FIG. 6.19 — Divergence du champ de vitesse FIG. 6.20 — Champ de vitesge

6.6 Conclusion et perspectives

Une eéthode originale d’optimisation de forme par un algorithme de gradiet@opoge.
Elle est baée sur une expression analytique du gradient de la valeur propreéresact la
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stabilitt dynamique du systne. Tout d’abord, la formule analytique donnant la sensaigte
validée via une comparaison avec urgidation nun&rique sur un cas dtude bidimensionnel.
Ensuite I'algorithme d’optimisation ate appliq& avec suaes sur ce r@me cas. La validation
de la methode sur le cas d’'un disqééastique avec garniture rigideéée faite. Elle permet de
trouver la position radiale optimale afin de stabiliser un moéeipr

Une premére perspective au travail est de prendre en compte plus de gtaearngonetri-
ques afin de &finir une forme plus complexe de garniture. lawelution de la rethode est de
géréraliser la @marche au casida garniture est&ormable. Il faut alors tenir compte de I'effet
de I'ajout ou de retrait de matie sur la valeur propre. Afin de rendre performant I'algorithme
d’optimisation, il faudrait prendre en compte les partieslles des valeurs propres de plusieurs
modes et faire de I'optimisation multi-ceite.
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Deuxieme partie

Application au crissement des freinsa
disque de TGV






7 — Caracterisation experimentale du
crissement au freinage du TGV

L'objet de ce chapitre est d’apporter une vue sgtitfue sur la caraetisation du penonene
de crissement des freisdisque de TG\A travers une synése bibliographique degsultats
disponibles. Afin de quantifier d’'un point de vue acoustiquegiaegsonore dans les gares, on
présente dans un premier temps, kesultats de mesure d’'une campagne d’essai effeadans
2 gares sur 4 types de naaiels TGV [24]. Ensuite, le sysine de freinage ainsi que son fonc-
tionnement est beivement écrit. Deux campagnes d’essais 6t realiges afin de caraetiser
le prenonene : la premére est une campagne de mesure emigsr 5] dans laquelle un mi-
crophone ainsi qu’un vibrogtre laser ont permis de quantifier les vitesses vibratoires du disque
de frein ainsi que le niveau acoustique. La deme est une campagne d’essai en fonctionne-
ment sur banc d’essai [44] dont le but est de c&risxtr le champ vibratoire du disqad’aide
d’une technique de vibroatrie laserl balayage.

7.1 Caracterisation du bruit de crissement en gare

ENSEMELE DES TGY

4 i
u] 2000 4000 6000 B000 10000 12000 14000 16000 18000
TGY SUD-EST

50

i ] ! : ] i
0 2000 4000 ®B000 8000 10000 12000 14000 18000 18000
TGY DUPLEX

u] 2000 4000 6000 B000 10000 12000 14000 16000 18000
TGV ATLANTIQUE

T T T T T

a
0 2000 4000 000 8000 10000 12000 14000 16000 16000
TGV RESEAU

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

Fréquence (Hz)

Fic. 7.2 — Pourcentage d'occurrence des
frequences de crissement par rapport au nombre
de bogies bruyant

FiG. 7.1 — Implantation du dispositif de mesure en
gare

Dans un souci de cardstsation de la gne sonore d’une mare globale dans les gares,
la SNCF a eali® une grie de mesures acoustiqugd'aide d’un microphone dispéssur le
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quaia un netre du bord du quai &€t un nmetre de hauteur (figure 7.1). A48 le passage d’'une
guarantaine de rames TGV de tous types, on identifie pour chaque essieu crissaqtikasdes
emergentes ass@as. On peut observer figure 7.2, le pourcentage d’occurrenceedesifiices
de crissement par rapport au nombre de bogies bruyants. Le niveau de bruit glob& vaeisur
entre 85 dB et 106 dB.

La figure 7.3 montre pour chaque type de TGV, légjfrencegmergentes (&guences dont
le niveau maximum pendant le passage eseégapra 80 dB) au passage de chaque bogie
tandis que la figure 7.4 se restreint audduences dont le niveau maximum pendant le passage
est sugrieura 100 dB.
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FiG. 7.3 — FEquences de crissemearhergentes en fonction du néno du bogie au passage
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FIG. 7.4 — FEquences de crissemearhergentes dont le niveau en dB esté&igura 100

On constate que le crissement est un spectre de esietendu. Trois groupes deefjuences
apparaissent :
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— Le groupe 1 fait appaitae des fequences comprises entre 1000 et 5000 Hz environ. Le
niveau acoustique est le moins important des 3 groupes.
— Le groupe 2 fait appaitae une féquence sitee au environ de 6600 Hz.
— Le groupe 3 fait appaitae plusieurs fequences bien margas entre 8000 et 16000 Hz.
Ces constatations montreréjd que pour tous types de raaels TGV se dgage une si-
gnature acoustiquedu crissement des freigsdisque en gare.

7.2 Le syseme de freinage du TGV

On presente ici beévement le fonctionnement duétanisme de freinage TGV. On trouvera
en annexe C des explications plutaillees et des geisions sur la technologie duatanisme.

Le syseme de freinage est un sgate de freim disque. Le disque est éxsur I'essieu via
une pece interngédiaire appdée moyeu (figures 7.5 et C.4).

NNN\

FiG. 7.5 — Systme disques / moyeu FIG. 7.6 — Implantation du disque sur le moyeu

Le disque esk pris en sandwich par une garniture munie de plots. Cette garniture est
monge dans son porte-garniture via une liaison par queue d’aronde (figures 7.7 et 7.8).

7.3 Mesures acoustiques et vibratoires embardqes

On cherche caractriser de mam@re pecise les niveaux vibratoires du disque de frein ainsi
gue les niveaux acoustiques. Une campagne d’essai en fonctionnement sur TGV Defplex a
realige par 'Agence d’Essai Ferroviaire [25]. Dans ce but, un microphone et un \ébrem
laser ontete implanésa proximi€ du disque de frein (voir figures 7.10 et 7.11). Afin d’obtenir
des conditions de fonctionnement stable dans le temps, on choisit un freinage de maintien qui
garantit une vitesse du TGV approximativement constante de I'ordre de 7 km/h. La figure 7.9
présente Evolution de la vitesse du train dans le temps ainsi que la valeur de la pression dans
le cylindre de frein.

Pour des raisons d’encombrement, le vibébtra n’a pas pitre positiond selon 'axe du
disque. On a donc utilesun miroir qui a rediri@ le laser de maarea ce qu'il arrive perpendi-
culairement la surface plane pour mesurer une vitesse normale.
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FIG. 7.7 — Deux garnitures par porte-garniture FiG. 7.8 — Montage des garnitures par queue d’aronde
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FiG. 7.9 — Caradristiques de fonctionnement au cours du temps : Vitesse du train et pression dans le cylindre de
frein

FiG. 7.10 — Implantation du microphone embagqu FiG. 7.11 — Implantation du vibrogire laser embargu
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Les transformees de Fourier de la vitesse normale ainsi que de la pression acoustique sont
repesenges sur la figure 7.13.

La figure 7.12 montre un diagramme tempsginence assaea la vitesse normale mes&s.
L'amplitude de vitesse normale megarau milieu du disque est de I'ordre de 10 cm/s (figure
7.15).
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FIG. 7.12 — Diagramme temps#uence assama la vitesse normale me&g par le vibroratre
Ces Esultats montrent que :

— Les fiequences vibratoires de disgamergentes docident avec les &guences acous-
tiguesémergentes. Leséguences bruyantes sont donc dues aegufences vibratoires de
disque.

— Les flequences vibratoiresmergentes restent stationnaires au cours du freinage ce qui
corrobore les@&sultats sur le crissement dans I'automobile raggpdhns Btat de l'art.

— Le bruit rayoni au dessous de 5000 Hz n’est pas issu de vibrations de disque.

Si I'on compare ceséasultats avec le€sultats de mesure en gar@genés dans la section
précedente, on peutéaa justifier le caraére brouillon du groupement deefjuences n’1 : il ne
s’agit vraisemblablement pas défiuences de vibrations de disque. En revanche, les groupes 2
et 3 dans lesquelles des paquets égdiences se distinguent et ont des niveaux important sont
probablement issus de vibration de disque.

Cet essai particulier a permis deepiser la signature acoustique du crissement desriabst
TGV en gereéral.
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FiG. 7.13 — Transforrae de Fourier de la vitesse normale mésypar le vibroratre en dB (en baséf 1 m/s) et
de la pression acoustique mesaipar le microphone en dB (en haéf, 20 ,Pa) en fonction de la&guence
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7.4 Mesures acoustiques et vibratoires sur banc d’essai

Compte tenu des difficiis techniques d’implantation de ragels de mesure sur le TGV,
un banc d’essai de freinage (banc d’essai de ’Agence d’Essai Ferroviaire de la SN€F) a
utilisé pour compdter les investigations . |l s’agit d’essayer de cardser le champ vibratoire
sur le disque lorsque le banc fait apgeeadu crissement. Cet essai de cagdsation est le
fruit d'une collaboration entre P. Castellini [21, 69] de I'univegdfolitecnica delle Marche
d’Ancone et la SNCF. Il &t mere par P. Castellini et L. Leoni [44].

Le banc d’'essai de freinage (figure 7.20) est relativemeatiste puisqu’il dispose d’une
timonerie semblabla celle du TGV et que le disque est m@isur un moyeu puis un arbre lui
méme Ealiste. L'arbre est enfiigé par un moteuelectrique puissant. Afin de simuler l'inertie
du train, des disques massifs sont rendus solidaires de I'arbre.

M éthode de mesure

L'essai consista effectuer un freinage de maintien dans des conditions proches des essais
embarg@és. La vitesse de train sinad est de 10 km/h avec une pression dans le cylindre de
frein de 0.5 bar. Le métiel utilise est un vibroratre laser pointant sur la surface plane du
disque parcourant un maillage @pnental (figure 7.21). Un microphone est @acl cm de
la surface du disque et sert defarence de phase pour les mesures vibratoires.

On établit les conditions de freinage de sorte que I'on obtienne du crissement. On suppose que
le phenonene percu, c’esh dire la pression acoustique me=eirreste stationnaire. Dans ces
conditions, le laser balaye chaque point du maillagegrental en effectuant une acquisition

de 2 secondes environ par point de mesure. Pendanteogentemps, une acquisition de la
pression acoustique est effeetu On dispose donc pour chaque points de mesure de 2 signaux.

Puisque le signal venant du microphone nous seretigance de phase, on qualifie les si-
gnaux vibratoires de signaux deponse et les signaux acoustiques de sighauxf@eence.

Une image du champ vibratoire dans le domaiggfientiel nous sera doagiacea la fonction

de transfert calcéle commeetant le rapport de l'interspectre des deux signaux avec I'autospec-
tre du signal deéférence. Le calcul de ces fonctions de transféft)) pour chaque point de
mesure est effecupar moyennage des interspectres et autospectres gutions de signal
identiques.

Remarque : le laser mesure des vitesses normales exclusivement. Il n’est donc pas possible
de mesurer des vibrations dans le plan du disque.

Résultats de repgésentativite

Le crissement obsegwsur banc d’essai peétre fluctuant dans le tempda fois en terme de
niveau sonore et de conten@dquentiel. Il peuétre ameé aévoluer dans le temps au cours d’'un
freinage long. On se propose de comparer dans le dom&gedntiel les signaux acoustiques
et vibratoire mesw@s sur banc d’essai et en situation embaegfigures 7.16 et 7.17).

D’un point de vue fequentiel, le panonmene au banc est assez egentatif du pénonene
en ligne sauf pour la éguence du groupe 2é€fini figure 7.3) de 6600 Hz. En revanche, les
niveaux acoustiques et vibratoires sonéidurs de magire significative au banc. Une expli-
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FIG. 7.16 — Comparaison des vitesses normales en lighet au bancq) (Spectre de la vitesse normale sur 2 s
en dB, ef 1 m/s)
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FiG. 7.17 — Comparaison du brw@mis en lignel(l) et au bancd) (Spectre de la puissance acoustique sur 2 s en
dB, ref 20 uPa)
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cation possible pour justifier cette difence de niveau est le possiblzart entre les facteurs de
frottement et/ou la situation de contact plots / disque.

Spectre vibratoire du disque en crissement et&ponse impulsionnelle

Afin de connitre I'effet du serrage de la garniture sur lesguences propres du sgste, on
compare les@ponses en vitesses axiategn choc au marteau dans le cas ou les garnitures sont
series et dans le caside disque est libre. On observe figure 7.18 que legiences propres
du syséme coup sont tés proches de celles du siste libre.
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FiG. 7.18 — Feponse en vitesse (en dB) d’'un point du disguame excitation au marteau de chaoef (2.5 mm/s).
Garnitures sefes ) et Garnitures ouverte§l)
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FiG. 7.19 — Reponse en vitessé&lj (en dB) d'un point du disqua une excitation au marteau de chogef(t2.5
mm/s) Garnitures ouvertes. Spectre de vitesse normptn(situation de crissement au banc [dEf( m/s)

Le spectre de vitesse normale en situation de crissement est @aupspectre de l&ponse
en vitesse au marteau de choc du disque libre figure 7.19. On constate qéqulesfres vibra-
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toires de disque en situation de crissement sont quasiment confondues avequesdes de
résonance du disque libre. Ceci montre que les multiptepiences de crissement obtenues ne
sont pas des harmoniques daasn effet purement temporel.

Champ vibratoire en situation de crissement

Dans le cadre de cet essai d’'investigation du champ vibratoire, le teagessaire pour
I'acquisition de tous les points est de I'ordre de 20 minutes. Ceci suppose queriengme
reste stationnaire pendant cetéxipde.

Apres l'acquisition des signaux, le post-traitement permet de calculer le module et la phase
de la fonction de transfert. Les figures 7.22, 7.23 et 7.24 montrent la reconstruction du module
et de la phase sur un rayon du disque et suélipperie.
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%4 o8 02z 01 0 01 0z 03 04 FIG. 7.22 —|H(8618)| pour les points de & 15

FiG. 7.21 — Maillage exprimental

Enfin, les @&formées vibratoires extraites sont tees figure 7.4. Elles montrent que les
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FIG. 7.24 — Cosf), p=arg(H(10120)) le long du cercle de rayon maximal

frequence€mergentes correspondantes sont aésseé des champs vibratoires faisant ap-
pardtre des diaratres nodaux. L'animation desfbrmees vibratoires reconstiéas fait ap-
pardtre une rotation des nceuds de vibration (rotation miseveence avec une autre technique
par Fieldhouse [29]).
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Fic. 7.25 — Ceformées vibratoires en fonctionnement.

7.5 Conclusion

Les mesures acoustiques efféa en gare sur un grand nombre deémeals TGV ca-
racerisent clairement une signature acoustique du crissement desardisgue et suggge un
classement en 3 groupes déduences. Les essais acoustiques et vibratoires en@sangus
permettent de conclure que le crissement est du aux vibrations haedgerices de disque
(5000 Hza 15000 Hz correspondant aux groupes 2 et 3). Ces mesures permettent de quantifier
les niveaux acoustiques en champ proche et vibratoires. Une campagne de mesuré&s effectu
sur banc d’essai a mogtuune repesentativié des mesures acoustiques en ligne d’'un point de
vue frequentiel (sauf la #Bquenced 6600 Hz). Ceésultat nous a permis via une technique de
vibrométrie lasera balayage d’identifier leseflormées vibratoires en situation de crissement
qui sont des champss dianetres nodaux dont les nceuds de vibrations sont en rotation le long
du disque.
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8 —Modelisation du crissement du systme
TGV

On se propose dans ce chapitre d’effectuer uneatsation du necanisme de freinage TGV.
On decompose le sysime de freinage en deux sous-gyses : le sous-sy&ne disque/moyeu
ainsi que le sous-sy&me porte-garniture. Dans un premier temps, on construit urelaod
element fini du sous-syste disque/moyeu et on identifie les amortissements modaux me-
sules gacea une analyse modale exjimentale. Dans un second temps, on &liessea la
mocklisation du sous-sy&sme porte-garniture. Les modulekastiques des plots de garnitures
sont identifes et des hypo#tses sont forméks pour le choix des conditions d’accroche. Enfin
la stabilie de I'equilibre stationnaire estudiée au regard des paratres physiques des plots.

8.1 Modélisation du syseéme de freinage

8.1.1 Sous-sysime disque/moyeu

A partir de I'implantation du sous-sysne disque/moyeu sur I'essielépise en figure C.4,
on propose une m&tisation paéléments finis simplie : un disque compési’élements volu-
miques quadratiques ainsi qu’un moyeu congd&lements coques quadratiques enéastir
le disque. L'encastrement de I'ensemble sur I'essieu eselisdgar une condition au limite de
type ceplacement et rotation imp@s nuls sur le cercle de plus petit dietme du moyeu (figure
8.1).

Les caradtristiques physiques du sous-&se disque/moyeu sontgmiees figure 8.1.
Un calcul nungrique des modes libres du siste aéte meré et les principaux modes sont
présengs sur les figures 8.8 8.5. D’autres modes tels que des modes de moyeu ne sont pas
préci€s. Une analyse modale épmentale @&t effectiee sur ce syéme libre. Elle permet de
s’assurer de la pertinence deéduences propres caléals (Iecart relatif avec les équences
experimentales est igfieur au pourcent) et d’identifier les amortissements modalont une
partie est re@senée en figure 8.2. Ces amortissements sonétrgar famille de modes. On
peut remarquer une certaine dispaentre ces familles avec une croissance ave@tufnce.
Les amortissements modaux corresponddatfamille de modes Ak majorent ceux des deux
autres familles.

8.1.2 Sous-sysime porte-garniture

On a vu dans la description duéranisme que le porte-garniture egaganiquement com-
plexe. Afin de moéliser ce sous-ensemble, on effectue un certain nombre d’ragext{figure
8.6) :
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Zone de contact

FiG. 8.1 — Vue de dessus et vue de dessous du sousasystisque/moyeu

Module d'YoungE 2.02x< 10" Pa
Coefficient de Poisson 0.29

Masse volumique 7850 kg.n1?
Epaisseur du disque 45 mm
Diametre exérieur du disque 640 mm
Diametres inérieurs du disque 248 mm et 340 mm

TAB. 8.1 — Caradristiques physiques pour le disque
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FIG. 8.2 — Amortissement modaux mess¢ (en%) clas€s selon les familles de modes en fonction dedgtience
(kHz).0 : A0-x, o : Al-x, A : CO-x
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Fréq. (Hz) | Type | Diametres nodaux
1230 A 3
2143 A 4
3229 A 5
4443 A 6
5755 A 7
7144 A 8
8594 A 9
10093 A 10
11631 A 11
13202 A 12
14799 A 13

FiG. 8.3 — Premiers modes Axiaux sans cercles nodaux XA\Gdu sous-sygime disque/moyeu libre et
repieésentation du mode A0-10

Fréq. (Hz) [ Type | Diamétres nodaux .
3286 A 2 N
I/"“"l'% NS
o901 \ > I»‘Ql’g'l"/lf‘@\ W%
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Se1 | A : Pacarilics oSl
TN, ol b
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12106 | A 8 ‘\',"l‘,%ﬁ‘#@? W
14800 A 9 ll%e‘ggliy 9 %

FiG. 8.4 — Premiers modes Axiaux avec 1 cercle nodal ¢31ldu sous-sygime disque/moyeu libre et
repesentation du mode A1-6

Fréqg. (Hz) | Type | Diametres nodaux
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FiG. 8.5 — Premiers modes Circ@néntiels sans cercles nodaux (€)D-du sous sysme disque/moyeu libre et
repesentation du mode C0-2
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Module d’Young ~ 3500 MPa
Coefficient de Poisson 0.3
Masse volumique 6250 kg.n13
Longueur du plot 25 mm
Diamétre du plot 40 mm

TAB. 8.2 — Caradristiques physiques pour un plot

— On reglige les effets de &trier.
— La garniture comp@e de I'armature gtallique et des plots est m@et dans le porte-
garniture via une liaison par queue d’aronde. Les jeux dans cette liaison sont importants.
En congquence, la transmission des efforts porte-garniture / plots est éffeptar le
plan (P). On fait I'hypotkse qua I'equilibre, 'armature reste en contact baedl avec le
porte-garniture.
— On consiére le porte-garniture rigide. Afin de tenir compte de son inertie, on reporte la
masse totale du porte garniture sur le plan support des plots.
On impose des conditions aux limites sur la base des plots : on imposéeplasements nuls
dans le plan et desplacements orthogonaux tels que les point&situr le plan (P) restent co-
planaires. Cela permet de rendre possible la rotation de I'ensemble garniture / porte-garniture.

Armature

A\

Porte Garniture
Plots

m ‘ﬂasse f\joutée\

FiG. 8.6 — Moctlisation et conditions limites de la garniture

Les propretes physiques des plots soasunges au tableau 8.2. Pour le module d’Young,
la valeur est indicative etgphend du type de plot utiks La figure 8.7 donneévolution avec la
temperature du module d’Young pour 4 types de garnitures TGV. Concernant la zone de contact
potentielle, on fait I'hypotbse que I'ensemble des plots sont susceptibksalen contact avec
le disque.

Le mockle élements finis complet est reggeng figure 8.8.

8.2 Stabilité de I'equilibre stationnaire

Le calcul de lequilibre est effecta sur le modle péseng pecedemment en appliquant des
efforts de pression sur la base des plots de telle sorte gésuétante axiale en effort F d’'une
garniture sur le disque soit de 2000 N. On choisit les pateas de chargement suivant=0.4,
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FiG. 8.7 — Modules de compression [MPa] des plots en fonction de laéenpe pour 4 types de garnitures TGV
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FiG. 8.8 — Moctle de frein avec porte-garniture rigide (nédeia 80000 ddls)
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F =2000 N ef2 = 4 rad/s (ce qui correspordune vitesse de train de I'ordre de 7 km/h environ).
Dans un premier temps, on ne tient pas compte de I'amortissemegriaoat

10°

FiG. 8.9 — Solution stationnaire éplacement axiaux [m])

Apres avoir effectaé le calcul de Equilibre (voir figure 8.9), onésout le prol#me aux
valeurs propres donnant la stal@lde ceequilibre. La figure 8.11 illustre leéesultat du calcul
de stabilie. Les taux de croissance des modes sonésgmés en fonction de la&guence. Bien
sir, les modes de stab#itsont des modes co@sl qui \erifient les conditions de contact bl
sur la zone de contact donc lesfdrmees sont globales. En revanche, pour certains modes, les
déformees modales dans le disque sordgganérantes et pour d’autres ce sont I&atmees
de plots. Il est donc igressant de les distinguer. Pour cela, on calcule les contributions des
énergies de&ormationsa chaque sous-structure, et I'on calcule leazgt

_ ElD)isque D _ T
CT _ D D avec EDisque - 1/2R€ {¢Disque} [KDisque] Re {¢Disque}
EDisque + EPlots

Les sultats du calcul montrent que I'on obti&it modes sur I'intervalle [0 Hz, 15 kHz].
— A cause de la quanétimportante de plots, on observe un grand nombre de modes de plots.

Sur cette bande deéquence, on met egvidence des modes instables de plots de type 1,

2 et 4 (figure 8.12). Le mode de type 1 est un mode de traction-compression de plot alors
gue les modes de type 2 et 4 sont des modes de flexion. Les modes de plots de type 3
sont des modes radiaux de plots stables (st&lilgr 'amortissement issu du frottement
plan). Les modes instables de plots obtenus pelwdteatqualifes d’auto-éstabili€s car

ils peuventetre mis erévidence en cons@tant un disque rigide.

Concernant les modes de disque, on observe que les modes de disque instables se situent
dans la bande deéquence [6 kHz, 14 kHz]. On remarque que l&gfrences des modes
instables de disque {des ceformations dans le disque dominent) sont peu meekfipar

rapport aux fequences des modes coegplsans frottement, ellesemes peu modiies
vis-a-vis des modes libres de disque. On peut donc garderdesam@nominations pour

les modes instables (voir figure 8.13) : il s’agit du mode ciréoerfitiel CO-2, des modes
axiaux sans cercle nodal A0-9, A0-10, A0-11, A0-12 et des madescercle nodal Al-

6, A1-7 et A1-8. On remarque que ces modes instables sont non stationnaires et qu'ils
tournent le long du disque. L'ensemble de ces modes de disque sont des modes axiaux
susceptibles @&tre bruyants. Seul le mode C0-2 n’est pas axial. En revanche, I'observa-
tion de sa éformée modale montre que I'effet Poisson est important dans le disque. Il est
interessant de comparer I'ordre de grandeur des amortissements modaux de disques me-
sures¢ (figure 8.2) visa-vis des taux de croissances modaux obtenus. Ces derniers restent
sugerieurs aux amortissements modaux pour une majdgtmodes instables.
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La figure 8.10 montre le diagramme de stabiliuquel on a superpase spectre de vitesse
normale mesur sur TGV (figure 7.13). On constate que parmi les modes instables, les modes
de type AOx sont pesents ainsi que le mode CO0-2, alors que les autres sont absents.
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FiG. 8.10 — Superposition du spectre de vitesse normalérarpntal (7.13) &chelle non significative) au dia-
gramme de stabilt
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FiG. 8.11 — Taux de croissance en fonction de &qfrence » Modes de disque(, > 20%), x Mode de plots
(Cr < 20%)
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(a) Mode type 1, 2744 Hz = 1.16% (b) Mode type 2, 4072 HZ = 6.29% (c) Mode type 4, 12750 HZ = 5.05%

FiG. 8.12 — Modes instables de plots de type 1, 2 et 4

(a) Mode C0-2, 6684 Hz = 0.02% (b) Mode A0-9, 8585 HZ = 0.07% (c) Mode A0-10, 10040 Hz = 0.23%

FiG. 8.13 — Quelques modes instables de disques

8.3 Etude des necanismes d'instabilies dynamiques

Les esultats pecedents nous permettent de constater le caragiepondrant des modes
axiauxa dianetres nodaux dans la stal#litie l'eéquilibre. On propose dans cette partie d’effec-
tuer quelques calculs par&tniques afin de mieux comprendre {da des propétes physiques
des plots de garniture sur lessultats. Dans un premier temps, on ne tient compte exclusivement
gue de la raideur des plots afin derifier le meécanisme prop@spar Flint et al. [30]. Dans un
second temps, on regarde |'effet des modes de plots sur les modes instables de disques. Enfin,
les congquences de la prise en compte de 'amortissement dans les plots sonéebserv

8.3.1 Stabilite dans le cas d’'une densitde plots nulle

On I'a vu dans létat de I'art, Flint et al. [30] propose unacanisme deé&ktabilisation bas
sur la céation d’'un moment de frottement du’aspect surfacique du disque et ceci avec une
garniture sans masse. Céoanisme lui seul permet de mettre émidence des modes instables
axiaux de disque. On propose d’effectuer un calcul de stalailiec masse volumique de plots
nulle. La figure 8.14 montre legsultats du calcul de stabéipour quatre modules d’Young de
plots avec une masse volumique nulle.

On constate que les modaslianetres nodaux sans cercle nodal et avec un cercle nodal ont
de forts taux de croissance et songépondrants sur toute la plage deefjuence. L'ensemble
de ces modes instablessultent du couplage de modes proches (doubles lorsque le disque est
libre). La cependance des taux de croissance avec le module est quasirngaitlidans le
domaine de variation [1 MPa, 8 MPa]. En revanche, legdences des modes sont pearats.
La plage de modules parcourue est ésgntative des modules de plots que I'on peut rencontrer
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dans les divers types de garnitures TGV (figure 8.7).

La comparaison avec la configuratioilaon tient compte d’'une den&téaliste est effecke
figure 8.15. On observe une chute significative des taux de croissances modaux sauf pour les
modes de disques proches des modes instables de plots de type 4 (figure 8.12).
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FiG. 8.14 — Effet du module d’Young des plaismasse volumique nulle : Taux de croissance moda(is) en
fonction de la fequence (Hz) pour 4 modules d’Young de Garniture (Pa)
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8.3.2 Effets des modes propres de plots sur la stab#it

On propose ici de faire varier lesefijuences propres des modes de plots pour comprendre
l'influence de ces modes sur les modes de disque. La figure 8.16 moréseilat du calcul de
stabilite pour trois valeurs de densitle plots. La dengtaété choisie pour piloter leséiquences
propres plubt que le module d’Young afin de garder comrééerence lesasultats de stabift
a densié de plots nulle @cedents. On observe que les modes instabletus forts taux de
croissance suivent les modes instables de plots de type 4. La figure 8.17 exh@seiltet de
stabilitt dans le cas particulietioune cincidence fequentielle est obtenue entre les modes
instables de plots de type 4 et des modes de disque. Cétteidence a pour coBguence
d’exacerber les taux de croissance des modes de disques @sdésiagit d'une instabilé
par couplage entre un mode de disque et un mode de flexion de plot. Par exemple, le taux de
croissance du mode AO-12passe 1% dans ce cas alors qu'il restaérieura 0.6 % dans les
cas peadents.

La figure 8.18 montre la&formee modale du mode instable de disque A0-12 pour 3 densit
de plots diferentes. Dans le cas (a), la deagsle plot est nulle et les plots suivent statiquement
les ceplacements imp@s par le disque. Dans le cas (b), la prise en compte d’'une deélasitiot
montre que I'on distingue letbrmées modales de flexion des modes instables de plots de type
4 (le mode A0-12 oscille vers 13200 Hz alors que les modes de plots de type 4 oscplest
de 14 kHz). Compdr au cas (a), en terme démlacements axiaux, il y a unépartition dans
les plots plus importante. Dans le cas (c), il y dnoidence et la@partition des éplacements
dans chacune des sous-structures est encore plus importante.

En conclusion, 'effet des modes instables de plots sur les taux de croissance des modes
instables de disque est continu lorsque l&xjfliences varient confiment : il ne s’agit pas
véritablement de dacidence mais plét d’effet maximal lorsque les équences sont les plus
proches.
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FIG. 8.16 — Taux de croissance modaugr) : o pg FIG. 8.17 — Taux de croissance modaugr) : ¢ pa
= 6250kg/m3, 0 pg = 5000kg/m3, x pe = 4000 =5750kg/m3
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(@) Mode A0-12p¢ = 0kg/m3
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(b) Mode A0-12,0¢; = 5000kg/m?

T

(c) Mode A0-12,p¢ = 5750kg/m3

FiG. 8.18 — Influence de la masse volumique des plots sur le mode instable A0-12 (les couléagsnient les

déplacements axiaux)

8.3.3 Effet de 'amortissement intringeque des plots

On s’interesse I'effet de la prise en compte de I'amortissement de plots sur la séalfitir
cela, on choisiti; # 0. Les autres coefficients de Rayleigh sont choisis nulsékaltat du cal-
cul de stabilié est illusté figure 8.19 (calcul effectupourp;=6250 kg/ni). En plus des taux
de croissance, le taux d’amortissemergt; en fonction de la fquence est superposAinsi,
pour les modes coug@d exclusivement de plots, les amortissements modaux sont de I'ordre de
4 %. La comparaison du calcul avec et sans amortissement de plots estdlfigtire 8.20.
On constate clairement que I'amortissement fait chuter les taux de croissance des modes sauf
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FIG. 8.19 — Taux de croissance modag{i{%] en
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FIG. 8.20 — Taux de croissance modag{i{%] en
fonction de la fequencev/2x [Hz]. x : pas d’amor-
tissementp : amortissement dans les plots

pour les modes de disques dont le&giiences dacident avec des modes de plots.

Dans un article &cent, Fritz et al. [31ftudient I'effet de I'amortissement modal sur le
couplage de deux modes par le frottement. lls concluent que si les amortissements modaux
sont similaires sur les deux modes alors 'amortissement &lerstabilisant. En revanche, si
le rapport des deux amortissements modaux sont importants, alors 'amortissemeriie un r
déstabilisant. Ces conclusions expliquent les constatations faites sur notre cas : 'amortissement
introduit dans les plots ée des amortissements modawstproches pour les modes cagptie
disque, ce qui justifie le carame stabilisant de 'amortissement. En revanche, I'amortissement
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introduit dans les plots ée des amortissements modaux de modes ésug# plots beaucoup
plus important que ceux de disques, ce qui justifie le caraakstabilisant de 'amortissement
pour le couplage de ces modes. On voit donc ici que le caastabilisant ou&stabilisant de
'amortissement dpend du type de modes qui se couplent, czedire du type de gcanisme
d’instabilité.

8.4 Conclusions et perspectives

Les frequences bruyantes sont desginences de modes instables de disque. En revanche,
certaines fequences de modes instables sont absentes du spectre vibratoire de disque. Le calcul
transitoire sur le racanisme de freia disque simpli& du chapitre 5 nous a moatgue cer-
tains modes instables peuvent ne pas participer au cycle limite. Cet exemple permet de justifier
'absence de certaineséfjuences de modes instables dans le spectre vibratoieeiregntal.
Cependant, le calcul transitoire sur le mtalde frein de TGV constitue unéelle perspective
afin de \erifier la €lection o@réee par les non ligariés.

Concernant les Branismes d’instabifis, on a vu que le caraee surfacique du contact
permet de mettre eavidence une instabiétpar couplage de modes doubles de disque et ceci
a densié de plots nulle. La prise en compte d’'une densdi plot galiste a pour coiguence
d’exacerber les taux de croissance des modes de dispgraximi€ de modes instables de plots
et de faire chuter ceux qui soaloigrés. Il y a donc une interaction complexe entre les modes
instables (par couplage de modes doubles) de disque et les modes instableggtakiibi€s)
de plots. La prise en compte de I'amortissement des plots a enonteffet @stabilisant pour
les modes de disque dont leéduences dacident avec desé&quences de modes de plots.
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L’ état de I'art sur le crissement des freins a m@mue les travaux egpimentaux et de
mocklisationsétaient nombreux et souvent issus de I'automobile. Ces travaux ont fortement
orienes ce travail. En effet, les phonmenes de bruits induits par le frottement ont des ori-
gines diverses et complexes. De n@gisyntietique, les conclusions sont que le crissement
des freins est issu des vibrations auto-entretenuesabamnisme induites par le frottement. Le
mécanisme de@rération des vibrations auto-entretenues mis en avant estdanisme d’in-
stabilitt de I'eéquilibre par couplage de modeédhmoins, les travaucents qui s'irgressent
a la mocklisation des vibrations auto-entretenues par le frottement metté@vidence des so-
lutions dynamiquesinlesévenements sous la zone de contact sont compléxésppose, cer-
tains travaux font un raccourci rapide entreduences de crissement éduences des modes
de stabilie. Dans ce contexte scientifique, on s’est d’aborcedagguestion du lien entre les
frequences de crissement et lesginences des modes instables. Ensuite, on s'é&ses# a
I'interprétation physique du &ctanisme d’instabilé par couplage de mode dans le cas particu-
lier de notre necanisme TGV.

Cet objectif greral a recessit au pealable la possibil de calcul nurarique transitoire
de structures en psence de contact unigatll avec frottement de Coulomb. Ces peshes
d’évolution dynamique en psence de non-lgariés non egulieres sonta I'origine de dif-
ficultés nun&riques significatives telles que les situations de chocs. é#hede nurarique
« Non-Smooth Contact Dynamics methode M. Jean, bien ad&gs pour ce type de praihe,

a éte utilisee. L'implementation num@rique aéte validee sur un exemple de la &itature. En-
suite, la stabilié dynamique des structures en situation de glissenitatedorée. Les eésultats
connus sur la dynamique des perturbations prochesédpiilibre ontéte rappetes et ont
conduita une néthode de calcul de équilibre stationnaire ainsi que de la stabildlyna-
mique. La néthode d’i€ration sur lesésidus &te propoge pour ce calcul de stabditet son
implémentation &te valicee par I'application sur un casi@ne solution semi-analytique existe.
On a donc évelope les outils de caragtisation des solutions transitoires ainsi que des modes
de stabilie dynamique.

Afin de faire le lien entre les&quences caraatistiques de la solution transitoiregtiuences
de crissement) et leséiquences des modes de stabjlitne nethode originale de projection de
la solution transitoire sur la base des modes de stk propoge et permet @tudier la
transition des perturbations proches degliilibre vers la solution transitoire. En particulier
I'effet des non lirgaries sur I'amplitude modale d’'un mode instable petné investigé. Cette
méthode &te appligee dans le cas du glissement d’une coushastique bidimensionnelle sur
un obstacle indformable : le lien entre le calcul transitoire et la stabitiete examir pour des
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paranetres physiques mettant émidence des ondes de surface sous la zone de contact du type
glissement / adérence et glissement £dollement. On a obsegwque la solution contenait un
mode instableé la frequence du cycle limite dont les harmoniques exacerbaient certains modes
stables telle une excitation fare.

On s’en concené ensuite sur le cas d'unéunanisme de freia disque simplig de TGV,
constitle d’un disque ainsi que de deux garnitures cylindriques. Compte tenu duécartict
dimensionnel du probme, et de I'aspectéformable / &formable des solides en contact, une
formulation euérienne du prole@ime aéte propoge. Elle permet d’effectuer un calcul transitoire
sur un maillage gomnetrique fixe et ainsi d’effectuer un calcul de stabikur le néme moeéle,
autorisant la projection de la solution transitoire sur la base des modes deéstBiglix confi-
gurations onété étudiées : une premere configuration dans laquelle on est eésgnce d’'un
seul mode instable. Le®sultats nurariques ont mis e@vidence la capadtde la stragie
numeriquea mockliser du crissement. Dans une deé&umre configuration, on est engsence
de trois modes instables. Legsultats ont monér que deux des trois modes instables sont
présents dans le cycle mais le ma@elus fort taux de croissance est absent. &iltat est
particulierement inéressant puisqu’ilégitime le calcul de stabiétcomme outil de g@diction
des fequences bruyantesame si le calcul transitoire eséoessaire pour conitee les modes
qui apparaissent parmi ces modes instables.dtunge de la @pendance aux conditions initiales
aéte meree et elle a monée I'independance du cycle limite pour les éiféntes conditions ini-
tiales.

On a pu observer que legpgonses des syghesétaient conditionees par les modes in-
stables. La recherche d’unéa@rétrie de garniture optimale stabilisankdjuilibre a motie la
proposition d'une rathode d’optimisation @métrique originale : la sensibiétde la valeur
propre issue du probime aux valeurs propres complexest@évallee analytiquement via-
vis de pararatres @finissant la gonetrie de la surface de contact. Cette sensihaiete ex-
ploitée ensuite en lirggrant dans un algorithme d’optimisation par ungtmode de gradient.
La méthode aete formuke ici pour le cas de garnitures rigides puiét@a valicee sur un cas
bidimensionnel et enfin sur le cas d’un disque 3D.

Un bilan des campagnes de mesures acoustiques en gare ainsi que des mesuregesnbarqu
sur TGV nous ont permis de caradser le crissement. Legsultats essentiels obtenus sont
que le bruittmisa un spectre de raiees marqgeé et provient des vibrations hauteéduences
de disque. Des investigations sur banc d’essai ont permis de meténddamce des champs
vibratoires tournant le long du disque. Ces rotations olés=rwont dans le sens dé&sultats
numeriques du mogle simplifi precedent : le frottement couple deux modes doubles de disque,
le mode instabl@tant alors un mode tournant. Ces dees exprimentales sont essentielles et
nous ont servis de base pouwtlide de I'interpetation physique du étanisme d’instabiki par
couplage de mode.

Une moctlisation« réaliste» du mécanisme TGV &té mise en place au regard d’une ana-
lyse modale ex@rimentale des constituants. Ensuite un calcul de stlgiétlequilibre aéte
effectle. Il montre que les &quences crissantes sont desgfrences de modes instables de
disque. En revanche, certainesduences de modes instables de disque sont absentes du spectre
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vibratoire du disque. Le$sultats du calcul transitoire obtenus sur kecanisme simplié ont
montiés que tous les modes instablestaient pas f@sent dans la solution. Cela permet de jus-
tifier 'absence de certainesefjuences dans le spectre vibratoireé@kpental. Enfin, Etude

de I'effet des caraétistiques physiques des plots sur la stabidiete investige : Lorsque la
densié des plots est congieee nulle, on observe qu'il y a couplage par le frottement de modes
doubles de disque. Dans le cas d’une déngiliste de plots, la proxin@tdes modes instables

de flexion de plots exacerbe I'instabdliles modes doubles de disque. La prise en compte de
'amortissement des plots a moatun effet @stabilisant pour les modes de disque dont les
frequences dacident avec les &quences de modes de plots.

En terme de perspectives, on a vu que les naalies €lectionnent en quelque sorte cer-
tains modes instables qui constituent le cycle limite. Le princip&lEson reste cependant in-
connu. Une conjectureé&te formuke au chapitre 5. Il pourradtre ineressant de tester d’autres
configurations avec d'autres conditions de fonctionnement afin de la valider.

Concernant la ithode d’optimisation@onetrique, les perspectives sont la prise en compte
de garnitures eéformables ainsi que de consrér une optimisation multi-céte afin de stabili-
ser plusieurs modes eneme temps.

Le calcul de la solution transitoire pour le nedd ealiste de TGV est un&elle perspective
afin de \erifier la bonne 8lection des modes instables de disque par les néariias au regard
des Esultats exprimentaux.

En ce qui concerne les perspectives de solutions technologiques pédutdion du bruit,
on a vu que la solution de garnituaeplotsétait penalisante puisqu’elle eée un nombre impor-
tant de modes (proportionnel au nombre de plots) susceptible d’exacerber les modes instables
doubles de disque ou deéar des cimcidences fquentielles. Concernant le disque, il est clair
qgue l'axisynetrie joue un dle particulerement gfaste. L'amortissement dans les garnitures
n'esta priori pas une solution efficagecause de I'effet@stabilisant mis edvidence.

Le fait que la solution transitoire ne contienne que quelques modes instableseslag
construction de maeles éduits dans une optique deduction des dits de calculs. En effet
la non lirgarig est tes locale et ne modifie quees peu le contenu spatial de la solution. Elle
ne fait que saturer I'explosion des modes. Un tel aledéduit consisteraia rechercher la
solution sur une basé@duite mixte constitee des modes de stal#lihors de la zone de contact
et des dedrs de libe physiques dans la zone de contact afin@ier correctement les non
linéariés.
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A — Methode d’iteration sur les residus

On piesente dans cette annexe lathode d'ieration sur lesésidus issue des travaux de
Bobillot et Balnes [16]. Cette rathode nurarique permet degsoudre un probime aux valeurs
propres grerali®. Elle permet de calculer les premiers modes propres du préfrie : on
parle de solveupartiel. En effet, les solveursompletsou directs tels que le solveur QZ sont
beaucoup trop couteux pour des peabkes @passant quelques milliers de degde liberé.

On cherche dona calculer les valeurs et vecteurs propres complexegi(}) véerifiant :

(A [M]+ X [C] + [K]) {¢} = {0} (A.1)

[M], [C] et[K] étant des matricegelles quelconques.

La méthode fait partie des @hodes d’iération sur les sous-espaces dont I'hypsthma-
jeure est qu’'une bonne approximation de la solution de (A.1) peatrechercbe dans un
sous-espace engeRdpar les vecteurs colonnes d’'une matrice rectangull@ireLes vecteurs

propres approd@s sont dongés par{&} = [T]{¢r}, ou{¢r} est solution du prokime eduit
suivant :
[T1" (A7 [M] + X, [C] + [K]) [T] {;r} = {0}

Compte tenu du fait que le prasthe Eduit reste appro@) on calcule leésidu en effort non
nul suivant :

(R} = 2]+ X, 0]+ (KD {6, ]
Afin d’obtenir un indicateur d’erreur eenergie sur les modes appréshon construit urésidu
en ceplacemend partir du ésidu en effort et d’'un c&rateur[f(} :

~1—1
{RD]'} - [K} {RLj}
L'indicateur d’erreur erénergie du modg est alors dona par

_I{Ro, } |

TR

v,Re({Rp,}) +V,»Im({RDj})HK (A.2)

” {RDj} H B VEI—EI?:?}il

Ensuite, si I'erreurs > Tol, on augmente la dimension du sous-espace de recherche en
ajoutanta la bas€T] le résidu en éplacement assdxi Puis on recommence I'émation en
construisant un nouveau prephe Eduit. (figure A.1)

On choisiral| {z} ||x = {z}" [Ko] {z} avec|K,] matrice synatrique dfinie positive.
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Base d’approximation
initiale [7(©]
|
Solution approchée

Estimation d’erreur:

A4

Enrichissement / Calcul d(e;€s résidus en
Orthogonalisation effort R}
|
[T(kR+1)] = “T(k)} [R("")H Calcul des résidus en
D A (k)
déplacement 12,

; I

Evaluation de 'erreur &

Test de convergence

Fin des itérations

Fic. A.1 — Principe de I'enrichissement du sous-espace de recherche pattlesden d'ieration sur lesésidus
[16]

Numériquement|| { Rp, } || est calcué en faisant une&tomposition en valeur singatie de

la matrice 2x2[Re({ Rp, ) Im({ Rp, }]" [Ko] [Re({ Rp, ) Im({ Rp,}] qui permet de trouver
le couple(v,, ;) optimal (figure A.2). Pour des raisons de performance, @fepera garder

un residu en éplacementéel pour I'enrichissement. On garde{a?D]} = v.Re({Rp,}) +

viIm({ Rp, }) avec legv,, v;) optimaux. Pour le choix de I’cfnateur[f(} , on utilise 'opérateur
[K,]. Dans notre cask,| est la matrice de raideur sytrique sans frottement.

Afin d’ éviter lors de I'enrichissement un mauvais conditionnement des mateideses, il
faut s’assurer que les vecteurs de la nouvelle fEsre soient pas trop coléaires. Pour cela,
on effectue une orthonormalisation de la bgSe(voir [16]).

Il faut mentionner que I'algorithme de Lanczos complexe est aussi un solveur paragéf.t
D’apres [16], sur un prol@me viscoélastique (calcul de 20 modes complexes sur unaiead
60000 ddls), I'utilisation de la &thode d’ieration sur lesé&sidus permet un gain en temps de
calcul d’'un facteur 4 5.
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N\ [{EDp,}

\
\
\
\

|Re({ R, }) | x

1
1

FIG. A.2 — Choix d’'une norme pour lé&sidu en éplacement
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B — Notions generales sur la stabilite
dynamigue des structures

Stabilité d'un équilibre

On consi@re un systme dynamique sous forme digte du premier ordre &trivant sous la
forme : p
2t = y(z(t), A) (B.1)
ol \ est appdd parandtre de charge: est un vecteur d&" ety une fonction non ligaire. Le
syseme diferentiel (B.1) est quali# de systme autonome cay ne cepend pas explicitement
du tempsg.

A ) fixe, on appelleéquilibre, le vecteur, tel quey(z,, ) = 0. Lorsque I'on fait varier le
parangtre de charge, on engendre une famillegtiilibre : on parle de courbeé@&tjuilibre.

Afin de preciser les notions, on donne quelquéfinitions sur la stabilé& d’unéquilibre.

— Définition de la stabil# :
z, est stable si et seulement si :

Ve, Ja/||z(0) —z. || <a=Vt, |z(t) -z <e

— Deéfinition de la stabili& asymptotique (ou stabiitau sens de Liapounov) :
z, est asymptotiquement stable si et seulement si :

Ip>0 Ve, Fo/l|z(0) -z [l <a =Vt z(t) -z | <ee™

Dans ce cas,

Remarque : la stabiBtasymptotique entraine la stalslit

€

Une cemarche classique poétudier la stabili& d’'unéquilibre est la rathode de ligarisation.
L'id ee de base est qupriori, des mouvements perté@brestent des petits mouvements. En fai-
sant I'hypotlese que les mouvements sont petits, oadnise (B.1) (lorsque cela est possible)
autour de lequilibre. Les conditions de stabdisont alors dorées par le thkoeme de Liapou-
nov :

Théoreme de Liapounov :
On fait 'hypothese quey(z) est localement Lipschitzienne epet qued =y _(z.).
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Sitoutes les valeurs propres desonta partie eelle strictementé&gative, alorg, est asymp-

totiguement stable.
Si une valeur propre de A a sa partie&elle strictement positive, alors est instable.

Une position dequilibre d’'une courbe &quilibre est un point critique s'il existe une valeur
propres quittant en ce point le demi-espaBe(s) < 0. Sinon, il s’agit d’un pointégulier. Par
définition, on dira que

sis = 0, alors le point critique est statique.

sis =i # 0, alors le point critique est dynamique.

Pour les prol#mes discrets de @anique, Bquation @rérale du deuxime ordre est :

1

on peut alors f@ciserz ety dans (B.1) [54] .

c { i } £= { M (- @,u@)-w?ﬂ-ﬂ,u-wﬂa,g, ) }
ce qui donne
A=y, le)= { —Mol.K —Mll.N }
avecM = M(u.), K = —F ,(u,v,,\) etg :_—E,y(ze,y:k). Ainsi trouver les valeurs

propress de A estéquivalenta resoudre le prokime aux valeurs propregigerali€ suivant :
[°M + 5N + K] X =0

Afin d'illustrer les cas, on a repseng figure B.2 les trajectoires des valeurs propres suivant
les situations.

Im(s) Im(s) “/
\ A /
N
\( b » >
QPN Re(s) \0 Re(s)
/ by \
Bifurcation statique Bifurcation dynamique

FiG. B.1 — Trajectoire des valeurs propres dans le plan complexe
Bifurcation de Hopf
Hypotheses :

On étudie la bifurcation d’'une courbeé&tuilibrez’()\) en un point critique\. en supposant
que la valeur propre simplg\) = «(\) + i3()\) vérifie a(\.) = 0 et 5(\.) > 0. On suppose
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y de classeC. On fait I'hypothese que la valeur propre quitte I'axe imaginaire paue A,
d’'une manére franche mais avec une vitesse finie, ceedire :

da da

— Théoreme de Hopf
Sous les hypotses pecedentes, au point critique conéid, la courbe quilibrez?(\)
bifurque en uneéponse priodique d’amplitude croissant comrre— A |Y/Z™) m > 1.
Afin d’illustrer le theoeme, on pesente figure B.2 la bifurcation d’'une courb&gliilibre
(en bleu) vers uneaponse priodigue (en rouge).
Pour plus de étails concernant le #oeme et sa @monstration voir [54].

Remarque :

En ce qui concerne nos praphes, c’esa dire I'etude de la stabiitdynamique d’uéquilibre
en situation de contact unitxtl avec frottement de Coulomb, il faut noter @riori les hy-
potheses du tboeme de Hopf ne sont pagrfiees. En effet, compte tenu du cagaet non
différentiable du contact frottang, n’est pas de classé?. Seul dans le castodl’on fait I'hy-
pothese d'uneévolution eguliére des perturbations glissantes procheséatgiilibre et que I'on
est donc exclusivement en situation de glissenferits,) = frni), c’esta dire le seul cas

u
lla |

ou leséquations de comportement du contact frottagspntent une non lgari€ reguliere, on
est dans le cadre du&breme (voir [50]).

ui

FiG. B.2 — Bifurcation de Hopf :&ponse statique triviale (bleu) &ponse dynamique bifurge (rouge)
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C —Technologie du nmecanisme de freinage
TGV

Le TGV dispose de deux moyens pour effectuer ureraipon de freinage :

- un frein rheostatique
- un dispositif de freinaga disque

Le frein rheostatiquest un freirk moteurs. Un couple ésistant 'avancement est appligu
sur les essieux gce aux moteurslectriques ébitant du courant dans unabstat. Le dispositif
de freinagea disque est utilis en gréral pour I'arét en gare et pour le freinage d’urgence.
On comprend ainsi que le phonene de crissement apparaissant notament en gare devient une
nuisance sonore pour les voyageurs sur le quai.

Le dispositif de freinaga disqueest instalé sur le bogie lui-rame. Ce rdme bogie est en
liaison avec les deux essieux ainsi qu’avec la rame. On peut observer que chaque essieu com-

FiG. C.1 — Levage d’'une rame TGV lors du rem- FiG. C.2 — Bogie muni des deux essieux
placement des bogies

porte quatre disques. Chaque disque est tnaor I'essieu par l'interédiaire d’'un moyeu
usire.

Chacun de ces disques espris en sandwich par une plaquette munie de plots. Cette
plaguette est apped garniture et est mard dans son porte garniture.

Le freinage est ass@ipar des &rins pneumatiques appslicylindres de frein. Chaque essieu
comporte donc quatregvins relés au néme circuit pneumatique. Le bogie, lui, comporte deux
circuits pneumatiques igghendants, un pour chaque essieu.
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|
A,

FiG. C.3 — Sysme disques / cloche FIG. C.4 — Implantation du disque sur la cloche

()]}

Fic. C.5 — Bogie sans les essieux

FiG. C.6 — \erin pneumatique FiG. C.7 — Systme d’application de I'effort de freinage
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Principe de fonctionnement

On va se concentrer sur un des quatres disques d’un essieu, puisqu’ils sont identiques. Le
syséme de freinage est comp@odesgarnitures, des portes garnitures, de Etrier, des biel-
letteset duverin.

Les garnitures viennent serrer le disque sur ses deux faces planes. Chaque garniture est
mone en liaison glisgire par rapport au porte garniturégea une queue d’aronde. Il faut no-
ter que les jeux sont importants dans cette liaison et que le blocage des garnitures n’est effectu
gue dans une phase de freinage.

FiG. C.8 — Deux garnitures par porte-garniture Fic. C.9 — Montage des garnitures par queue d’aronde

Les portes garnitures sont en liaison pivot avelétrier et les biellettes Elles sont elles-
méme en liaison pivot avec le bogie. Leure est double : reprendre I'effort de freinage et
guider les portes garnitures. Ainsi, suivant le sens de rotation du disque, ces biellettes sont
tan®t en traction, tardtt en compression.

Le guidage des porte-garnitures permet d’assurer un confaahc» des garnitures avec le
disque, autrement dit d'imposer le contact de tous les plots avec le disque de frein. Lensemble
garnitures, porte-garnitures &trier est en liaison piva seuil (liaison frottante gicontrainte)

par rapport au bogie. Elle est utiis pour le montage du sgshe. La reprise des efforts de
freinage est&ali€e par les biellettes. Lors d’'une commande de freinage, la pression augmente
dans le cylindre de frein via le circuit pneumatiqueaGr aux quatre bras dettier, I'effort

de freinage est alors transmis aux porte-garnitures. Lersaltiematique du racanisme est
repeseng figure C.

Caractéristiques et performances

Commande du syséme Sur commande du conducteur, il y a mise sous pression du cylindre
de frein. Suivant les cas, il y a diffents senarios possibles : la situation classique est le freinage
au tiers @s l'arrivee en gare puis r@thement de la pression puis re-freinage au tiers jusque
I'arrét complet. L'autre senario est 'unique freinage maximuan3.6 bars dans le cylindre de
frein. Le temps de mise en charge ainsi qudlution de la pression est ré&senge figure
C.11.
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FiG. C.10 — Transmission des effortérgrées par le @rin

P (bars)

Frginage maxi

3.0 s

1,2 _\

4

€ Treinage au tiers

t(s)

FiG. C.11 — Pression d’air dans le cylindre de frein

Caractéristiques geométriques

Diametre exérieure disque : 640 mm

Surface utile dans le cylindre de frein : 254tm

Surface de frottement d’une garniture : 226°cm
Efforts de freinage

Pour une pression dans le cylindre de frein maximale de 3.6 bars, on obtient un effort total
exer@ sur le disque de 24 kN et un coupésultant de 2000 Nm.

Caractéristiquesénergetiques

La puissance maximale dis&g par disque est d’environ 22 MJ et I'effort d’application est
d’environ 25 kNa une vitesse V=300 km/h. La distance d&rest alors de 3400 m.
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=mmm Bogie
mumm Etrier
Porte garnitures
s Vérin
== Biellettes

IN

FiG. C.12 — Scbma cirematique du racanisme de freinage



