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Introduction g énérale 9
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2.4 Validation : choc d’un lopińelastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3 Cas des structures en situation de glissement : instabilité de l’équilibre 47
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C Technologie du ḿecanisme de freinage TGV 163



8 TABLE DES MATIÈRES



Introduction g énérale

Contexte industriel et scientifique

Le crissement des freins des Trainsà Grande Vitesse (TGV) est un bruit stridentémis qua-
siment syst́ematiquement lors de l’arrivée du train en gare. Sur les quais, la gêne occasionńee
est significative. En effet, le niveau sonore maximum atteintà un m̀etre du bord du quai oscille
entre 100 et 110 dB lors du passage d’un train (voir l’échelle de bruit représent́ee en figure
1). Cet effet ind́esirable n’affecte cependant pas la sécurit́e du freinage. La compréhension du
phénom̀ene ainsi que sa prédiction via un outil d’aidèa la conception sont les objectifs de la
SNCF afin que des solutions de réduction de ce type de bruit soient dévelopṕees. C’est dans
cet esprit que s’ins̀ere cette th̀ese effectúee dans le cadre d’un partenariat entre la SNCF et le
Laboratoire de Ḿecanique des Solides et intégŕee dans un projet de recherche accompagnant un
programme national de recherche pour les transports (PREDIT).

Les études sur le crissement au freinage ontét́e meńees depuis le d́ebut du20e siècle et
motivées principalement par l’industrie automobile. Il en est tout autrement pour le crissement
des freins̀a disque de TGV òu ce travail de th̀ese est pionnier dans le domaine ferroviaire, pour
lequel cette pŕeoccupation est récente. Compte tenu des performancesà exiger des ḿecanismes
de freinage des trains (masseà freiner et donćenergieà dissiper), il apparaı̂t des diff́erences
technologiques significatives vis-à-vis de l’automobile (figure 2).

Le ph́enom̀ene acoustique considéŕe est d’origine vibratoire : le crissement des freinsà
disque ŕesulte desvibrations auto-entretenues (des différents constituants) induites par lefrot-
tement des garnitures sur le disque. Le phénom̀ene de frottement qui se manifeste par un
effort de frottement est lié aux asṕerités de surface. On est donc dans un problèmeà deux
échelles òu un ph́enom̀ene à l’échelle microscopique crée des vibrations dans un disqueà
l’ échelle macroscopique. Ces vibrations macroscopiques peuvent même avoir un effet sur les
phénom̀enes pŕesents̀a l’échelle microscopique. Au delà des aspects vibratoires, le frottement
est un ḿecanisme dissipatif qui convertit l’énergie ḿecanique en chaleur. Le flux de chaleur
géńeŕe peut modifier fortement les propriét́es tribologiques au contact.

Les ph́enom̀enes de bruit de freinage sont complexes, variés et ont des origines diverses se-
lon les points de fonctionnement du mécanisme. Les résultats exṕerimentaux de la litt́erature
montrent que le crissement des freins résulte de vibrations auto-entretenues induites par le frot-
tement du système (amplitude de vibration du disque de l’ordre de quelques micromètres). Les
travaux de mod́elisation montrent qu’une instabilité de l’́equilibre stationnaire dite géoḿetrique
ou par couplage de mode permet de mobiliser les modes de vibration responsables du crisse-
ment et cecìa coefficient de frottement constant.
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FIG. 1 – Échelle du bruit (Source :
Féd́eration française des associations de
protection de la nature et de l’environne-
ment)

FIG. 2 – Vue globale d’un essieu TGV avec ses quatre
disques et garnitures

Orientations

Ces constatations nous orientent vers un modèle de ḿecanique des milieux continus défor-
mables dans l’hypoth̀ese de petites perturbations. Beaucoup de travaux sur les vibrations auto-
entretenues en géńeral s’int́eressent̀a la stabilit́e de l’́equilibre mais font un raccourci rapide
entre fŕequences des modes instables et solution transitoire. Les travaux numériques traitant
de la caract́erisation des solutions transitoires montrent la complexité des solutions mettant en
évidence deśevénements fortement non linéaires sous la zone de contact comme de l’adhérence
ou du d́ecollement̀a cause de l’unilatéralit́e du contact. Commentévoluent les perturbations
proches de l’́equilibre vers la solution transitoire ? Quels sont les liens entre les fréquences ca-
ract́eristiques de la solution transitoire (fréquences de crissement) et les fréquences des modes
de stabilit́e ? C’est une question importante auquel la thèse tente de répondre en particulier sur
un mécanisme de freiǹa disque TGV simplifíe tridimensionnel. La transition entre l’évolution
des perturbations proches de l’équilibre et l’́evolution transitoire est́etudíee gr̂aceà une projec-
tion sur les modes de stabilité. Elle permet unéetude spatiale et temporelle des champs solutions
transitoires. Pour menerà bien ces objectifs, le calcul de telles solutions transitoires doitêtre
effectúe. La complexit́e desévénements sous la zone de contact observée dans les diff́erents
travaux nous oriente vers des algorithmes et des stratégies nuḿeriques adaptés. L’instabilit́e de
l’ équilibre par couplage de mode est le mécanisme ǵeńerateur de vibrations auto-entretenues
privil égíe dans la litt́erature. Qu’en est-il sur le ḿecanisme de freinage TGV ? Cette question
nous conduit dans un premier tempsà observer le comportement du mécanisme ŕeel à travers
l’expérience. Dans un deuxième temps, elle nous conduità proposer un mod̀ele de frein TGV
réaliste dans le but de préciser le ḿecanisme physique de couplage de mode. La connaissance de
ce ḿecanisme physique est un fil conducteur robuste pour une action efficace dans la recherche
de solution de ŕeduction du bruit.
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Résuḿe

Le chapitre 1 est uńetat de l’art qui fait le point d’abord d’un point de vue phénoḿenologique
sur l’ensemble des bruits et vibrations de freinage et la spécificité du crissement dans ces bruits.
Ensuite, les aspects modélisations sont abordés en deux temps : les mécanismes de géńeration
des vibrations auto-entrenues induits par le frottement sontétudíes puis les travaux spécifiques
aux crissements des freins sont abordés.

Le chapitre 2 d́efinit le cadre ḿecanique ainsi que la formulation mathématique du problème.
Il s’agit d’un probl̀eme de dynamique des milieux continus déformable avec prise en compte des
conditions unilat́erales de contact en présence de frottement de Coulomb. Ces relations de com-
portement sont non lińeaires et non régulìeres. On s’int́eresse ensuitèa la ŕesolution nuḿerique
de tels probl̀emes dans le cadre d’une discrétisation spatiale par la ḿethode deśeléments finis.
Les probl̀emes d’́evolution dynamique en présence de non-lińearit́es non ŕegulìeres sont̀a l’ori-
gines de difficult́es nuḿeriques significatives telles que les situations de chocs.

Le chapitre 3 se consacre au cas particulier des structures en situation de glissement pour
lesquelles la solution de glissement stationnaire est instable dynamiquement. En effet, c’est le
mécanisme essentiel de géńeration de vibrations auto-entretenues. La perte de stabilité dyna-
mique conduit̀a l’explosion de perturbations proches de l’équilibre. Les ŕesultats connus don-
nant leséquations continues vérifiées par l’́equilibre ainsi que par les perturbations glissantes
sont rappeĺees. Dans le cadre de la discrétisation par la ḿethode deśeléments finis, la ḿethode
d’it ération sur les ŕesidus est proposée pour ŕesoudre le problème aux valeurs propres sous ja-
cent. Enfin, unéetude de l’influence de la discrétisation sur la qualité des ŕesultats est menée
et nous guide vers une stratégie de discŕetisation adaptée. Le calcul de stabilité nous permet
de pŕedire l’évolution des perturbations glissantes oscillantes proches de l’équilibre. Mais com-
mentévoluent ces perturbations loin de l’équilibre, en particulier quand on passe d’une situation
de glissement sous la zone de contactà une situation plus complexe ? Quelle est l’influence des
non linéarit́es ?

Le chapitre 4 s’int́eresseà la transition entre l’́evolution des perturbations glissantes et
l’ évolution transitoire. A proximit́e de l’́equilibre, l’amplitude du mode complexe augmente ex-
ponentiellement. Cette croissance exponentielle vaêtre satuŕee par l’apparition du d́ecollement
et/ou de l’adh́erence. Une ḿethode originale de projection de la solution transitoire sur les
modes de stabilité permet pour chaque mode instable de connaı̂tre l’évolution de l’amplitude
modale complexe loin de l’équilibre. La ḿethode est appliqúee au cas du glissement d’une
coucheélastique bidimensionnelle sur un obstacle indéformable. Ces calculs sont effectués
pour des param̀etres physiques mettant enévidence des ondes de surface sous la zone de contact
du type glissement/adhérence et glissement/décollement. Les comportements dynamiques ob-
serv́es d́ependent de la ǵeoḿetrie du syst̀eme et des param̀etres physiques. Qu’en est-il sur un
mécanisme de freiǹa disque tridimensionnel simplifié ?

Le cas d’un ḿecanisme de freiǹa disque simplifíe de TGV, constitúe d’un disque ainsi
que de deux garnitures cylindriques, estétudíe au chapitre 5. Une formulation eulérienne du
probl̀eme est proposée et des hypoth̀eses simplificatrices sont formulées compte tenu des faibles
fréquences de rotation considéŕees (quelques tours par secondes). Une telle formulation eulé-
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rienne permet de calculer les champs sur un maillage géoḿetrique fixe, on effectue ainsi un
calcul transitoire et de stabilité sur le m̂eme mod̀ele. Dans un premier temps, l’aptitude de
la strat́egie nuḿeriqueà mod́eliser du crissement estévalúee au regard des résultats obtenus.
Dans un deuxìeme temps, le lien entre les fréquences caractéristiques de la solution transitoire
(fréquences de crissement) et les fréquences des modes de stabilité est approfondi.

On a vu que les modes de stabilité jouent un r̂ole essentiel dans le cycle limite. La re-
cherche d’une ǵeoḿetrie de garniture optimale stabilisant l’équilibre motive la proposition de
la méthode d’optimisation ǵeoḿetrique faite au chapitre 6. La sensibilité de la valeur propre
issue du probl̀eme aux valeurs propres complexes estévalúee analytiquement vis-à-vis de pa-
ramètres d́efinissant la ǵeoḿetrie de la surface de contact. Cette sensibilité est exploit́ee ensuite
en l’intégrant dans un algorithme d’optimisation par une méthode de gradient. La ḿethode de
sensibilit́e est formuĺee ici pour le cas de garnitures rigides. Elle est validée sur le cas du glis-
sement d’une couchéelastique et le cas du disque. L’intér̂et de la ḿethode d’optimisation est
test́ee sur le cas 2D. Cette approche dont l’apport est méthodologique s’inscrit̀a long terme
dans une d́emarche de réduction de bruit par optimisation de forme de garniture.

L’objet du chapitre 7 est d’apporter une vue synthétique sur la caractérisation du ph́enom̀ene
de crissement des freinsà disque de TGV̀a travers une synthèse de campagnes d’expériences
effectúeesà la SNCF. Des ŕesultats de mesures acoustiques en gare ainsi que des investigations
acoustiques et vibratoires embarquées permettent de caractériser une signature acoustique et vi-
bratoire du crissement des freins de TGV : les fréquences caractéristiques ainsi que les niveaux
acoustiques en champ proche et vibratoires sont caractériśes. Des ŕesultats d’investigation du
champ vibratoire du disque en situation de crissement effectuée sur banc d’essai sont présent́es.

On pŕesente chapitre 8 une modélisation« réaliste» du mécanisme de freinage TGV. Elle
est effectúee au regard d’une analyse modale expérimentale des constituants. Ensuite un cal-
cul de stabilit́e de l’́equilibre est effectúe et compaŕe aux ŕesultats exṕerimentaux comme les
déformées exṕerimentales identifíees en conditions de crissement. Enfin, l’étude de l’influence
de param̀etres physiques sur la stabilité comme les fŕequences propres deséléments de garni-
ture et l’amortissement matériau dans les garnitures permet de mieux cerner leur rôle dans le
mécanisme d’instabilit́e.



1 – État de l’art : du bruit de frottement
au crissement des freins

1.1 Ph́enoménologie etétudes exṕerimentales

1.1.1 Bruits et vibrations induites par le frottement en ǵenéral

D’un point de vue historique, l’étude des bruits et des vibrations des systèmes frottants est
très ancienne et remonteà plus d’un sìecle. Dans [5], A. Akay fait unéetude bibliographique
de ŕeférence de ces systèmes. On distingue la famille des bruits de frottement sans glisse-
ment, comme le bruit de la neigéecraśee lors d’une marche, de celle liée au de frottement
de glissement, comme le bruit géńeŕe par le frottement d’une craie sur un tableau. Une des
caract́eristiques de ces bruits est qu’ils sont rarement stationnaires. Dans le cas du glissement
(figure 1.1), Akay pŕesente des résultats exṕerimentaux pour des systèmes tr̀es divers comme par
exemple : le doigt mouilĺe qui glisse sur le bord d’un verre, le frottement d’un archet de violon
sur la face libre d’une poutre encastrée ou le frottement d’une poutre sur un disque en rotation.
Il en ressort que le comportement de ces systèmes est sensiblèa la manìere dont le contact
est établi (orientations de l’excitateur, efforts de contact faibles ou forts). Cette constatation

FIG. 1.1 – Exemples de systèmes ǵeńerant des bruits de frottement de glissement [34]

permet de consid́erer diff́eremment les systèmes avec de forts efforts de contact des systèmes
avec de faibles efforts de contact. Pour ces derniers, la rugosité des surfaces peut intervenir et
créer un« bruit de surface» aléatoire auquel s’ajoutent des impulsions dans les directions nor-
male et tangentielle au niveau de la zone de contact qui excitent les modes propres de chacun
des solides. Dans le cas des structures avec de forts efforts, les solides en contact forment un
syst̀eme coupĺe aux nouvelles caractéristiques dynamiques. La réponse est alors complexe et
souvent non lińeaire. Pour ces systèmes, une corrélation exṕerimentale est recherchée entre la
réponse et les fréquences propres. Il en ressort que souvent, le système ŕepond acoustiquement
sur une fŕequence propre du système coupĺe ainsi que sur ses harmoniques. A. Akay appelle
ce ph́enom̀ene le verrouillage de mode, ou« mode lock-in». Il précise que la śelection du
mode d́epend de l’effort de contact, de la vitesse de glissement et de la géoḿetrie du contact.
Il constate sur ces systèmes que la ŕeponse acoustique ne coı̈ncide que tr̀es rarement avec plus
d’une fŕequence naturelle.
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Les instruments de musique tels que le violon [5, 19] ou le bol chantant tibétain [36] sont
des exemples de systèmes ḿecaniques ǵeńerant des bruits de frottement de glissement et font
l’objet d’études sṕecifiques et approfondies dont l’un des objectifs est la synthèse sonore.

1.1.2 Bruits et vibrations des freins

Contrairement aux instruments de musique, les bruits et vibrations des freins sont des phéno-
mènes non d́esiŕes. Les niveaux sonores atteints sont particulièrement ĝenants dans les moyens
de transport tels que l’avion, l’automobile, le bus ou le train. On peut noter que les freins
d’avionsémettent plut̂ot à basse fŕequence (< 1000 Hz) alors que les autres moyens de transport
émettent dans la totalité du domaine audible. D’un point de vue géńeral, selon les conditions de
fonctionnement et les ḿecanismes de frein, les bruitsémis peuvent̂etre varíes : cela peut aller
du bruit de rugosit́e de surface au bruit avec un spectre de raies.

FIG. 1.2 – Mécanisme de freiǹa disque d’automobile ǵeńerique (issu de [5])

On peut distinguer dans la littérature ([5, 42, 50] et [66]), les bruits issus de vibrations
forcées et les bruits issus de vibrations auto-entretenues. Le vocabulaire caractérisant le bruit
émis a pour origine l’aspect perceptif du bruit et est relativement dense et complexe. Il pro-
vient majoritairement de la littérature automobile (figure 1.2). On propose ici une classification
non-exhaustive simplifíee :

Vibrations forc ées

Les tr épidations (judder) sont des vibrations dont les fréquences sont multiples de la fré-
quence de rotation du disque. Ces vibrations proviennent du caractère non uniforme de l’effort
de frottement issu d’une variation de l’épaisseur du disque le long de la circonférence. Cette
variation peut̂etre due par exemplèa un d́efaut de forme du disque. Un autre phénom̀ene peut
créer de telles vibrations : il s’agit de l’apparition de« hot spots» ou points chauds qui sont les
conśequences d’une instabilité thermóelastique (TEI) (voir Yi, Barber et al [75],[76]). De tels
points chauds créent des zones de surpression de contact vues de manière ṕeriodique par les
garnitures̀a la fŕequence de rotation du disque. Ces vibrations sont en géńeralà des fŕequences
inférieures̀a 500 Hz. Les vibrations issues de larugosité des surfaces(roughness noise) sont
aussi des vibrations forcées. Les niveaux vibratoires et acoustiques associés sont faibles vis-à-
vis des autres types de vibrations.
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Vibrations auto-entretenues

Le bourdonnement(hum) ouronflement (moan). Ces bruits résultent de vibrations basses
fréquences (de 100̀a 500 Hz) et de forte amplitude. Ces vibrations sont la conséquence d’in-
stabilit́es ǵeoḿetriques faisant intervenir les constituants du frein en tant que solides rigides.
Il s’agit d’un couplage des d́eplacements normaux et tangentiels du porte-garniture (rigide) as-
suŕe par seśeléments de liaison avec le châssis. Le porte-garniture se met alors en rotation.
Historiquement, Spurr [68] a proposé en 1961 un ḿecanisme de ǵeńeration de vibrations auto-
entretenues avec coefficient de frottement constant appelé sprag / slip(arc-boutement / glisse-
ment) expliquant le ph́enom̀ene pŕećedent. Ce ph́enom̀eneétudíe sur les freins automobiles peut
être transpośe aux freins d’avions technologiquement très diff́erents. Ainsi le« whirl vibration»
ou vibration de giration traduit la rotation des disques de frein autour des deux autres axes que
l’axe de ŕevolution, conśequence d’une instabilité ǵeoḿetrique du m̂eme type [66].

Le broutement (groan). Il s’agit ici aussi de vibrations basses fréquences (< 100 Hz). Ce
sont des vibrations de garnituresà tr̀es basses vitesses. Ces vibrations de solides rigides sont
duesà la d́ependance du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement. Des mouve-
ments d’ensemble de type adhérence / glissement (stick / slip) du porte-garniture par rapport au
disque sont mis eńevidence [42].

Le crissement (squeal). Le crissement caractérise une vibration auto-entretenue du frein
avec un spectre de raies très marqúe contenant plusieurs fréquences fondamentales ainsi que
leurs harmoniques. Ce phénom̀ene illustre parfaitement le« verrouillage de mode» (ou« mode
lock-in ») introduit par Akay. Les fŕequences mises en jeu sont supérieuresà 1000 Hz. On
distingue le crissement haute fréquence (au delà de 5 kHz) du crissement basse fréquence (1
kHz - 5 kHz). Le crissement basse fréquence implique des modes avec 4 diamètres nodaux

FIG. 1.3 – Mode axial̀a 3 diam̀etres nodaux (crisse-
ment basse fŕequence)

FIG. 1.4 – Mode axial̀a 6 diam̀etres nodaux (crisse-
ment haute fŕequence)

maximum. La longueur de la garniture est alors plus petite que les espaces inter-diamètres
nodaux.

Le crissement haute fréquence implique lui des modes d’ordreélev́e. Le nombre de diam̀etres
nodaux est souvent supérieurà 5. Dans ce cas, les espaces inter-diamètres nodaux sont souvent
inférieursà la longueur de la garniture.

Les travaux de mod́elisation effectúes montrent qu’une instabilité ǵeoḿetrique permet de
mobiliser ces modes haute fréquence [42].
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1.1.3 Caract́erisation exṕerimentale du crissement

Dans la litt́erature, la caractérisation exṕerimentale passe d’abord par uneétude de l’occur-
rence du crissement en fonction des paramètres de fonctionnement du frein et des conditions de
frottement. Ensuite des investigations acoustiques et vibratoires sont menées lorsque le crisse-
ment apparâıt.

Occurrence du crissement

Paramètres de freinage. D’après [50], le crissement est observé pour des faibles pressions
(< 2.5 MPa), des faibles vitesses (< 5 tours/s) et des faibles températures (< 150◦C). La vitesse
n’a pas d’effet sur le crissement, il peut mêmeêtre obtenùa vitesse variable jusque l’arrêt.

Conditions de frottement. L’expérience de Bergman et al. [15] a pour objectif de com-
prendre l’influence de l’́etat de surface et du coefficient de frottement sur l’occurrence du cris-
sement. Pour cela, ils effectuent un grenaillage du disque avant l’expérience, ce qui a pour effet
de d́et́eriorer la surface du disque et de diminuer la surface frottante. Ensuite, ils effectuent un
nombre de freinages important en laissant des temps de latence pouréviter une augmentation
de la temṕerature. Au cours des freinages, le coefficient de frottement augmente progressive-
ment. Pour un freinage donné, si le niveau sonore est supérieurà 84 dB dans la bande audible,
le crissement est validé. La figure 1.5 montre pour chaque freinage le coefficient de frottement
ainsi que le cumul de crissements validés pour deux freins différents (a) et (b). Ils concluent que
le crissement apparaı̂t au dessus d’uncoefficient de frottement critiqueet pourun r égime de
frottement établi. Ces conclusions sont partagées par un certain nombre de travaux.

FIG. 1.5 – Occurrence du crissement en fonction du coefficient de frottement dans l’expérience de Bergman et al.
[15] pour les freins (a) et (b)

Caractéristiques du crissement

Bruits de crissement. D’après [42], le bruit de crissement peut provenir du disque, des gar-
nitures ou des deux. Lesétudes existantes s’intéressent plus particulièrement aux vibrations des
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diff érents constituants plutôt qu’aux aspects acoustiques. On a vu que le bruit de crissementétait
constitúe, d’un point de vue spectral, d’une ou plusieurs raies. A ces fréquences de crissement
correspondent souvent des harmoniques. Afin d’avoir des informations précises sur le compor-
tement en situation de crissement des constituants, différentes techniques expérimentales ont
ét́e mises en œuvre pour caractériser les vibrations.

Identification des vibrations des constituants. Sur les constituants fixes comme les gar-
nitures, les acćelérom̀etres sont priviĺegíes pour les mesures de vibrations. En revanche, le
disque en situation de rotation n’offre pas cette possibilité. Des techniques acoustiques telles
que l’holographie acoustique peuventêtre emploýees [13]. L’holographie consistèa utiliser
une grille de microphones pour localiser les zones de fortes pressions acoustiquesà la sur-
face du disque et ainsi reconstituer les déformées vibratoires. Cette technique est limitée en
fréquence (< 5000 Hz) puisqu’elle ńecessite une finesse de la grille de microphone trop im-
portante au delà. Des techniques optiques sont alors utilisées pour identifier le champ vibra-
toire du disque et caractériser quantitativement les niveaux. Plusieurs techniques existent. Les
techniques interf́eroḿetriques consistent̀a visualiser des motifs d’interférence sur le système
vibrantà étudier [29]. D’autres techniques comme la vibrométrie laser̀a balayage peuventêtre
utilisées, elle consistèa balayer un faisceau laser mono-point sur la surface vibrante [69]. Cette
technique ńecessite une référence de phase pour la caractérisation d’ondes non-stationnaires (un
acćelérom̀etre sur la garniture par exemple).

FIG. 1.6 – Mise eńevidence du champ vibratoire par une technique interféroḿetrique [29]

Les ŕesultats de ces expérimentations concernant les vibrations de disque sont les suivants
[42] :

– Les d́eformées vibratoires sont proches des modes de disque libre.
– Des ondes non-stationnaires se propagent le long du disque, en particulierà haute fŕequen-

ce.
– L’amplitude vibratoire axiale est de l’ordre du micromètre.
Concernant les vibrations des garnitures et de l’étrier, les conclusions sont qu’à basse fŕe-

quence, les garnitures vibrent de manière rigide alors qu’̀a haute fŕequence des modes de flexion
/ torsion interviennent.
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1.2 Modélisation

1.2.1 Vibrations auto-entretenues induites par le frottement

On se consacre dans cette partie aux modèles ḿecaniques permettant de mettre enévidence
des vibrations auto-entretenues, en laissant de côté les vibrations forćees.

Les efforts dynamiques de frottement sont de nature complexe. Cette complexité s’explique
par le nombre important de facteurs influents comme la composition physique des interfaces,
la réponse des interfaces aux efforts normaux, les effets thermiques et inertiels, la rugosité des
surfaces, les histoires de chargement, l’usure et la présence ou non de lubrifiant. Il est accepté
que la d́emarche qui consisteraità rechercher le modèle th́eorique unifíe qui permettrait de
décrire tous les effets dynamiques de frottement n’est pas raisonnable.

Oden et Martins [57] pŕecisent que ces efforts de frottement sont les conséquences de phé-
nomènes physiques et chimiques complexes interdépendants. Ils se restreignent au cas des
mat́eriaux ḿetalliques en situation de frottement de glissement faisant apparaı̂tre des mouve-
ments de type glissement / adhérence òu l’interface est homog̀ene et sans d́eformation plastique,
et òu les efforts globaux de frottement semblent dépendre de la vitesse relative d’un solide par
rapportà l’autre. Ils ŕealisent unéetude nuḿerique du comportement dynamique de structures
en situation de glissement. A partir d’une loi d’interface identifiable expérimentalement dans les
hypoth̀eses d’́etudes qu’ils d́efinissent, ils proposent une relation sous forme de puissance entre
la contrainte normale de contact et le jeu. La résolution nuḿerique dans le cadre dynamique est
effectúee en ŕegularisant l’effort de frottement̀a partir d’un mod̀ele de Coulomb. Les conclu-
sions principales issues des considérations nuḿeriques et exṕerimentales sont les suivantes :

1) Contrairement̀a ce quiétait commuńement admis depuis Coulomb au 18ème sìecle pour
expliquer les variations globales des efforts de frottement, le coefficient de frottement ne dépend
pas ńecessairement de la vitesse relative (la variation globale de l’effortétait interpŕet́ee en
distinguant un coefficient de frottement statique supérieurà un coefficient de frottement dyna-
mique). En effet, ce sont en géńeral les efforts de frottement globaux moyens dans le temps
qui vérifient cette propríet́e. Si on consid̀ere un mod̀ele simplifíe à un seul degré de libert́e
tangentiel, alors, la réduction du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement est le
seul moyen permettant de rendre compte de l’observation. De tels modèles qui ne tiennent pas
compte des variations des efforts normaux, laissent de coté d’importantes propriét́es du frotte-
ment dynamique.

2) Le ph́enom̀ene de glissement / adhérence peut̂etre la manifestation d’instabilités dyna-
miques inh́erentes aux mouvements normaux et tangentiels relatifs des solides en contact. Ce
phénom̀ene n’est pas ńecessairement la conséquence d’une variation du coefficient de frotte-
ment avec la vitesse de glissement car il peutêtre observ́e à coefficient de frottement constant
égal au coefficient de frottement statique.

L’ensemble de ces conclusions formulées d̀es 1985, reste d’actualité et est en ad́equation
avec les travaux les plus récents (on va le voir dans la suite). Ces travaux montrent aussi que les
types de ḿecanisme de ǵeńeration des vibrations auto-entretenues résultent du couple modèle
mécanique / mod̀ele de frottement.
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Modèles de frottement

Comme on vient de le voir, la physique des efforts de frottement est complexe. La prise en
compte des efforts tangentielsà une interface dans un modèle ḿecanique ńecessite la prise en
compte d’un mod̀ele de frottement. Il existe des modèles de frottement complexes qui tiennent
compte d’un nombre de paramètres important. Le modèle de Coulomb reste très utiliśe car il
permet de rendre compte de beaucoup de phénom̀enes en restant simple de formulation : il pos-
tule qu’en situation de glissement, l’effort de frottement est proportionnelà l’effort normal (de
coefficientf ) et s’opposèa la vitesse de glissement. Il est indépendant de la surface apparente
de contact. Si il n’y a pas mouvement relatif, alors l’effort de frottement ne peut excéderf fois
l’effort normal de contact.

On consid̀ere un mod̀ele de frottement de Coulomb avec coefficient de frottementf . On peut
distinguer les trois mod̀eles de frottement suivants (figure 1.7) dans lesquels le coefficient de
frottement d́epend de la vitesse de glissement. Dans le cas I, le coefficient de frottement est
constant. Dans le cas II, on distingue le coefficient de frottement statique et dynamique tandis
que dans le cas III on considère une variation continue.

FIG. 1.7 – Trois mod̀eles de frottement I,II et III (coefficient de frottementf en fonction de la vitesse de glissement
w (issu de [34])

Mécanismes de ǵenérations des vibrations auto-entretenues

On consid̀ere tout d’abord le problèmeà un degŕe de libert́e (figure 1.8), òu une massem
glisse sur un tapis roulant allantà vitesseV et est retenue par un ressort de raideurk. Un
effort normal constantN maintient la masse sur le tapis. Ce problèmeétudie ainsi le mod̀ele
le plus simple pour lequel les ḿecanismes de géńeration de vibrations d́ependent de la loi de
frottement. Un tel mod̀ele aét́e analyśe dans la litt́erature, on reprend ici les conclusions issues
de [50]. On note la vitesse de glissementw = V − ẋ.

L’ équation du mouvement de la masse s’écrit :

mẍ+ kx = F (w)

Pour la loi de frottement II, on a :
|F (0)| ≤ fsN

F (w) = fdN,w ≥ 0

F (w) = −fdN,w ≤ 0

(1.1)
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FIG. 1.8 – Mod̀eleà un degŕe de libert́e

Pour la loi de frottement III, on choisit un coefficient de frottement décroissant lińeairement
avec la vitesse de glissement tel quef(w) = fd(1− α|w|) :

|F (0)| ≤ fdN

F (w) = fd(1− αw)N,w ≥ 0

F (w) = −fd(1 + αw)N,w ≤ 0

(1.2)

On notexe la position d’́equilibre statique etxa la position limite d’adh́erence.{
xe = fdN/k, xa = fsN/k dans le cas II

xe = fd(1− αV )N/k, xa = fdN/k dans le cas III
(1.3)

Les solutions pour les cas II et III sont tracées dans l’espace des phases (1.9).
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FIG. 1.9 – Espace des phases pour le modèleà un degŕe de libert́e

Dans le cas II, la position d’équilibre est stable pour toutes conditions initiales incluses
dansD. Pour toutes conditions initiales hors deD, la solution converge vers un cycle limite
périodique de type adhérence / glissement.

Dans le cas III, la position d’équilibre est instable par flottement, c’est-à-dire qu’elle ex-
plose exponentiellement autour de l’équilibre. L’équation du mouvement linéariśee autour de
l’ équilibre s’́ecrit :mẍ − αfdNẋ + kx = fdN(1 − αV ). On remarque que la décroissance du
coefficient de frottement avec la vitesse de glissement crée un amortissement négatif respon-
sable de l’instabilit́e. La solution converge vers un cycle limite périodique de type adhérence /
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glissement et ceci pour toutes conditions initiales. Dans le cas où la d́ependance du coefficient
de frottement avec la vitesse de glissementf(w) est continue, la stabilité de l’́equilibre d́epend
du signe def ′(V ).

On constate ici la diff́erence de ḿecanismes de géńeration de vibrations auto-entretenues.
Un amortissement infinitésimal rend asymptotiquement stable l’équilibre dans le cas I pour
toutes conditions initiales, donc pas de vibrations possibles. Dans le cas II, un amortissement
infinitésimal rend asymptotiquement stable l’équilibre pour des conditions initiales incluses
dans D. Hors de D, des vibrations sont possibles et le mécanisme de ǵeńeration est appelé
mécanisme« stick / slip» ou « adh́erence / glissement». Dans le cas III, l’ajout d’amortisse-
ment infinit́esimal ne change rien. Le mécanisme en cause est un mécanisme de d́estabilisation
de l’équilibre par« amortissement ńegatif » ou« negative damping».

On a vu avec ce modèle à un degŕe de libert́e l’impossibilit́e de mettre eńevidence des vi-
brations auto-entretenues avec un coefficient de frottement constant. Il faut pour cela comme le
sugg̀ere Oden et Martins tenir compte des variations des efforts normaux et considérer alors des
mod̀elesà plus d’un degŕe de libert́e.

De tels mod̀elesà plusieurs degrés de libert́e, peuvent rendre compte de vibrations auto-
entretenues avec un coefficient de frottement constant. Le mécanisme responsable est un mé-
canisme d’instabilit́e de l’́equilibre stationnaire lié à au caract̀ere non-syḿetrique de la loi de
Coulomb. On parle« d’instabilité ǵeoḿetrique» ou d’instabilit́e de contrainte cińematique [30,
67]. La contrainte cińematique en question est la contrainte de contact bilatéral effective dans la
zone de contact qui forme un système ḿecanique couplé. La non syḿetrie de la loi de Coulomb
signifie qu’en ŕegime de glissement, l’effort de frottement est de norme proportionnelleà l’effort
normal de contact mais que l’effort normal de contact ne peut pasêtre« piloté» par l’effort de
frottement.

On peut prendre pour exemple simple le modèle de Hoffmann et al. [35]̀a deux degŕes de
liberté (figure 1.10). Le système diff́erentiel gouvernant les perturbationsx et y proches de

FIG. 1.10 – Mod̀ele de Hoffmann et al. [35]

l’ équilibre est donńe par :[
m 0
0 m

]{
ẍ

ÿ

}
+

[
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}
=

{
0
0

}
(1.4)
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où k11, k12, k21 et k22 dépendent des angles et des raideurs. Dans ce modèle,f est constant.
Selon les valeurs des paramètres physiques, et compte tenu de la non-symétrie de la matrice
de raideur, il existe un coefficient de frottement qui déstabilise dynamiquement l’équilibre : les
perturbations augmentent exponentiellementà partir de l’́equilibre selon{X} est avec({X} , s)
solution propre de (1.4) ets = r+ iω. {X} est qualifíe d’instable sir > 0. Dans ce ḿecanisme

FIG. 1.11 – Couplage de deux modes [35]

d’instabilité dit ǵeoḿetrique, le frottement a pour effet de rapprocher les fréquences de deux
modes du système coupĺe (syst̀eme contraint par les contraintes de contact bilatéral) jusqu’̀a ce
qu’elles soient confondues.Á ce coefficient de frottement critique, les deux modes se couplent :
un mode devient instable et l’autre stable. Cette instabilité ǵeoḿetrique est aussi appelée in-
stabilit́e parcouplage de modeou « mode coupling instability». Á titre d’illustration, la figure
1.11, montre le couplage de modes. Le premier graphe montre le rapport de deux fréquences en
fonction du coefficient de frottement. Le deuxième graphe représente lui la partie réelle de la
valeur propre en fonction du coefficient de frottement.

Sur de tels systèmesà quelques degrés de libert́e, une condition essentielle pour mettre
en évidence l’instabilit́e sous frottement de Coulomb estle couplage d́eplacement normal /
déplacement tangentau niveau de la zone de contact.

De nombreux mod̀eles discrets̀a quelques degrés de libert́e ontét́e propośes pour expliquer
les bruits de freinage. Quelques uns sont cités dans la section suivante.

Bien évidemment, le m̂eme ḿecanisme d’instabilit́e ǵeoḿetrique peut̂etre mis eńevidence
sur des systèmes continus. Jung et al. [39]étudient le glissement d’une poutreélastique sur
un tapis roulant tandis que Martins et al. [46] et Adams [1, 2, 4], s’intéressent̀a l’instabilité
de glissement de demi-espacesélastiques. Moirot [50] et Adams [3] mettent enévidence l’in-
stabilit́e de l’́equilibre stationnaire de deux couchesélastiques semi-infinies et calculent semi-
analytiquement les modes de stabilité.

Remarque : Parmi les ḿecanismes de géńeration de vibrations auto-entretenues présent́es,
il ressort que le ḿecanisme d’instabilit́e de l’́equilibre stationnaire est prédominant. Seul le
probl̀emeà un degŕe de libert́e avec le mod̀ele de frottement II exhibe un ḿecanisme diff́erent.
Ce ḿecanisme est en fait un cas limite qui historiquement et par abus de langage est appelé
« stick / slip» dans la litt́erature alors que ces termes décrivent deśevénements non-lińeaires
tels que le passage du glissementà l’adh́erence.
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Comportements transitoires

Les ḿecanismes de géńeration de vibrations auto-entretenues présent́es caract́erisent (̀a part
le mécanisme« stick-slip») l’instabilité de l’́equilibre stationnaire. Les conséquences de l’in-
stabilit́e sont l’augmentation de l’amplitude vibratoire jusqu’à saturation. Autour de l’équilibre,
on est en situation de glissement sous la zone de contact.À saturation, le statut des points de
contact peut changer : il peut y avoir décollement̀a cause de la nature unilatérale du contact
et/ou de l’adh́erence. La prise en compte de cesévénements non-lińeaires est indispensable
pourévaluer les niveaux vibratoires dans la solution dynamique car ce sont cesévénements qui
vont saturer la solution. La résolution de tels problèmes est difficile et un certain nombre de
travaux de recherche y est consacré.

Moirot et al. [52] et Oueslati [58] exhibent des solutions semi-analytiques sur les solutions
périodiques sous forme d’ondes de type« glissement - adh́erence - d́ecollement» dans les
probl̀emes de frottement de cylindres coaxiauxélastiques lińeaires. Ces solutions peuventêtre
trouvées en ŕeduisant le problème (ŕesolution approch́ee donc) par une condensation statique
sur la surface de contact.

La discŕetisation paŕeléments finis des systèmes continus permet d’étudier les vibrations
auto-entretenues en phase de glissement.

Dans [9], Baillet et al.́etudient la dynamique d’un lopin fini bidimensionnelélastique lińeaire
en situation de glissement et mettent enévidence nuḿeriquement des solutions périodiques.
Oueslati et al. [59] font unéetude similaire sur le glissement de cylindres coaxiaux en 2D. Ils
mettent eńevidence nuḿeriquement la propagation d’ondes de surface du type« glissement -
adh́erence - d́ecollement». Ils confirment les ŕesultats semi-analytiques préćedents.

Baillet et al. [8] effectuent une simulation de frottement d’un patin parallélépiṕedique sur
une poutre (solide 3D) et mettent enévidence des vibrations auto-entretenues périodiques avec
décollement. La visualisation a posteriori de la solution transitoire permet de discriminer un
mode du syst̀eme coupĺe. La fŕequence de vibration est approximativement celle de ce mode et
les harmoniques de cette fréquence apparaissent.

Dans [7], ils effectuent une simulation numérique de la dynamique d’un pion frottant sur
un disque massif (tribom̀etre). En se fixant un coefficient de frottement local de Coulomb, ils
évaluent l’effet de la vitesse de rotation du disque sur le coefficient de frottement global (calculé
à partir des ŕesultantes globales d’efforts). Les résultats vont dans le sens de Oden et Martins :
le coefficient de frottement global dépend de la vitesse de glissement et reste inférieur au co-
efficient de frottement local. Ce phénom̀ene est observé avec coefficient de frottement local
constant.

Certains mod̀eles discrets comprennent des ressortsélastiques non-lińeaires dans lesquels
l’instabilité ǵeoḿetrique conduit̀a des vibrations auto-entretenues saturées par les non-lińearit́es
des ressorts et non du décollement ou de l’adh́erence. Sinou et al. [66] proposent un tel modèle
(figure 1.12).

Vola et al. [72] s’int́eressent aux comportements vibratoires des structures hyper-élastiques
en situation de frottement de glissement avec application aux crissements des lécheurs de vitre
de voiture.



24 ÉTAT DE L’ ART : DU BRUIT DE FROTTEMENT AU CRISSEMENT DES FREINS

FIG. 1.12 – Mod̀ele minimal de Sinou et al. [66]

Comportements temporels et stabilit́e de l’équilibre

Le comportement temporel est donné par la connaissance de la solution transitoire du pro-
blème et du cycle limite lorsqu’il existe. Les mécanismes d’instabilité pŕesent́es pŕećedemment
justifient l’existence de telles solutions vibratoires. Quels sont les liens entre les modes instables
et le comportement temporel de la solution ?

Bengisu et al. [14] ŕepondent̀a la question sur un exempleà trois degŕes de libert́e repŕesent́e
figure 1.13. Le mod̀ele de frottement choisi est de type III. La stabilité de l’́equilibre est́etudíee
en fonction d’un param̀etre de charge variableSf qui est la pente de la loif(w). L’ évolution de
Sf peut faire apparaı̂tre un, deux, voire trois modes instables. Le calcul du cycle limite pour les

FIG. 1.13 – Mod̀eleà 3 d.d.l. de Bengisu et al. [14]

diff érents cas permet de faire le lien avec la stabilité. Ils concluent que :
– La position d’́equilibre est instable lorsque la valeur propre du système lińeariśe està

partie ŕeelle positive. Il existe alors un cycle limite.
– Les bifurcations qui suivent lors de l’évolution du param̀etre de charge sont liées au fran-

chissement de l’axe imaginaire par les pôles dans le plan complexe. Dans certains cas, un
franchissement additionnel n’affecte pas immédiatement la ŕeponse du système.

– Quand chaque bifurcation se manifeste par une fréquence fondamentale indépendante, une
nouvelle fonction ṕeriodique est ajoutéeà la ŕeponse du système. De plus, la ŕeponse a les
harmoniques de chacune de ses fréquences fondamentales. Les valeurs relatives de ces
fréquences fondamentales jouent un rôle significatif sur le comportement du système.

– Quand la ŕeponse est ṕeriodique, il apparâıt que le syst̀eme vibre sur une de ses fréquences
propres avec ses harmoniques (situation de« mode lock-in» définie par Akay.) Dans de
telles ŕeponses vibratoires, il peut y avoir plusieurs fonctions périodiques ind́ependantes
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mais synchroniśees.
– Quand le nombre de fréquences ind́ependantes est important, le système peut devenir

chaotique.

1.2.2 Crissement des freins̀a disque

La classification pŕesent́ee dans la partie expérimentale pŕećedente des bruits et vibrations de
freinage concernant spécifiquement les vibrations auto-entretenues a montré que l’on pouvait
distinguer trois groupes : le broutement, le bourdonnement et le crissement.

Au regard des ḿecanismes de géńeration de vibrations auto-entretenues présent́es, on peut
préciser que le broutement est duà un ḿecanisme de type« stick / slip» et/ou un ḿecanisme de
type« amortissement ńegatif». Le bourdonnement est lié au ḿecanisme d’instabilit́e ǵeoḿetrique
faisant intervenir le porte-garniture comme solide rigide vibrant autour de sa liaisonélastique
avec le cĥassis. Le crissement est associé à l’instabilité ǵeoḿetrique ou instabilit́e par couplage
de modes.

Historiquement [42], de nombreux modèles discrets simplifíesà quelques degrés de libert́e
ont ét́e propośes pour tenter d’expliquer les bruits de freinage. On peut distinguer les modèles
« minimaux» qui ont pour objectif de faire apparaı̂tre qualitativement le ph́enom̀ene, comme le
mod̀ele de Hoffmann et al. [35] pour l’instabilité par couplage de modes. Dans un article récent,
Wagner et al. [73] pŕesentent quelques modèles minimaux. Une autre approche a consisté à la
mod́elisation des ḿecanismes de freins̀a disque par des systèmes masse-ressort du plus simple
au plus complexe dans le but de prédire quantitativement les fréquences bruyantes. Ces modèles
mettent en avant des couplages déplacements normaux / déplacements tangents et ne prédisent
que des vibrations de solides rigides avec leurélément de liaison, ce qui rend la prédiction
délicate.

Pour la mod́elisation du crissement, les investigations expérimentales montrent qu’il faut
s’intéresser aux constituants en tant que milieux déformables.

Chambrette et al. [22] s’intéressent̀a la stabilit́e d’une poutre inclińee frottant sur un disque
en rotation. Ils mettent en avant la forte influence de l’angle d’inclinaison sur la stabilité, ainsi
que l’instabilit́e d’un mode de flexion de disque avec un mode de flexion et un mode de com-
pression de poutre. Un effet déstabilisant de l’amortissement visqueux a par ailleursét́e mis en
évidence dans cettéetude.

Flint et Hulten [30] proposent un modèle continu simplifíe à une dimension (figure 1.14). Le
disque est mod́elisé par une poutrèa syḿetrie cyclique en contact avec une garnitureélastique
sans masse. Dans ce modèle, seuls les mouvements transverses sont considéŕes mais les contri-
butions des forces de frottement aux efforts transverses et aux moments de flexion sont intégŕees.
La figure 1.14 montre comment apparaissent ces contributions sur une tranche de poutre de lon-
gueurdx : à cause de l’́epaisseurh, un d́eplacementw de la section de la poutre en frottement
(coefficientµ) de glissement sur chaque coté va cŕeer un moment de flexionµk1hw. Si l’on
tient compte de la rotation de la section pour l’application des efforts de frottement, alors cet
effort devient suiveur et une contribution transverse2µN0

∂w
∂x

apparâıt (N0 est l’effort linéiqueà
l’ équilibre). L’équation du mouvement est la suivante :

EI
∂4w

∂x4
+ µ

∂w

∂x
k1h+ 2µN0

∂w

∂x
+ 2k1w +m

∂2w

∂t2
= 0 (1.5)
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(a) Mod̀ele de freiǹa disque simplifíe : poutrèa syḿetrie cyclique avec
garniture sans masse.

(b) Moment de frottement et effort suiveur géńeŕe respectivement par la translation et la
rotation d’unélément poutre de longueurdx.

FIG. 1.14 – Mod̀ele de Flint et Hulten [30]

En utilisant la ḿethode de Galerkin, ils transforment 1.5 en système diff́erentiel lińeaire puis
étudient la stabilit́e de l’́equilibre nuḿeriquement. Les conclusions principales sont :

– Les contributions des efforts de frottement en tant qu’efforts suiveurs sont négligeables.
C’est donc la contribution du frottement au moment de flexion qui prédomine.

– L’ équilibre est instable par flottement. Le frottement rapproche deux modes de flexion
proches jusqu’̀a ce qu’ils se confondent pour devenir instable. Les modes instables sont
des modes complexes non stationnaires qui peuvent illustrer les phénom̀enes de rotation
d’ondes observ́es exṕerimentalement. Ils rappellent que la proximité des fŕequences des
modes est líeeà la syḿetrie de la structure (modes doubles) ici artificiellement prise en
compte par la contrainte de symétrie cyclique.

Ce ph́enom̀ene mis eńevidence par Flint et Hulten est en quelque sorte un mécanisme d’auto-
déstabilisation du disque du au caractère surfacique du contact (età l’épaisseur significative du
disque). En effet, le comportement est indépendant de la masse volumique de la garniture et
donc des modes de garnitures, ce qui justifie le terme d’« auto-d́estabilisation» . Le caract̀ere
surfacique du contact est nécessaire pour que le couplage des deux modes proches de disque
s’opère : si le contact est ponctuel, un seul des deux modes doubles est affecté, l’autre mode aura
un nœud de vibratioǹa l’endroit du point de contact et la fréquence ne sera pas changée par la
contrainte de contact. Le frottement n’a alors pas« la main mise» sur un des deux modes, ce qui
emp̂eche la d́estabilisation par couplage de mode double. Ce phénom̀ene est une interprétation
physique d’un aspect des mécanismes d’instabilité ǵeoḿetrique (ou d’instabilit́e par couplage
de modes).
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Les mod̀eleséléments finis ont́et́e utilisés pour caractériser la stabilit́e de l’́equilibre sur
des ḿecanismes de freiǹa ǵeoḿetries ŕealistes. L’int́er̂et de ce type de modèle est de tenir
compte des comportementsélastiques tridimensionnels comme l’effet Poisson et de considérer
l’ensemble des modes de disque. Desétudes paraḿetriques sont alors possibles pourétudier
la stabilit́e. On peut se référer aux mod̀elesélément fini de frein de Moirot [50] ou de Fritz
[32]. Sur de tels mod̀eles, en particulier dans [50], un accent est mis sur le caractère ńefaste de
l’axisymétrie du disque dans l’instabilité de l’́equilibre.

Le calcul nuḿerique de la solution vibratoire transitoire pour des modèleséléments finis
de frein reste une opération difficile. Baillet et al. [9] effectuent une simulation numérique des
vibrations d’un syst̀eme simplifíe de freinà disque avec garniture parallélépiṕedique. Apr̀es
calcul transitoire, on observe que la solution est périodiqueà une fŕequence tr̀es proche de la
fréquence propre d’un mode libre de disque. Sous la zone de contact apparaissent tous les statuts
de contact possibles.

Dans un article ŕecent [47], Massi s’int́eressèa la mod́elisation du crissement observé sur un
banc d’essai de freinage simplifié (voir [48]). Il effectue un calcul de stabilité et un calcul non
linéaire sur deux mod̀eles nuḿeriques diff́erents (maillages adaptésà la strat́egie nuḿerique).
Les ŕesultats essentiels sont que le calcul non linéaire pŕedit la fŕequence bruyante observée
sur le banc. Le calcul de stabilité montre que deux modes sont instables et c’est l’un des deux
qui est observ́e dans la solution non lińeaire. Le calcul de stabilité permet de constater que le
frottement couple un des deux modes doubles de disqueà trois diam̀etres nodaux avec un mode
de flexion du support de garniture.

1.3 Conclusion

La quantit́e de travaux traitant tant des aspects expérimentaux des bruits et vibrations des
freins que des aspects modélisation des vibrations auto-entretenues est très dense. Bieńevi-
demment, les travaux cités ici ne constituent pas une liste exhaustive mais permettent d’orienter
fortement le travail proposé ici.

Les ŕesultats exṕerimentaux montrent que le crissement des freins résulte de vibrations auto-
entretenues induites par le frottement du système (amplitude de vibration du disque de l’ordre de
quelques microm̀etres). Les travaux de modélisation montrent qu’une instabilité de l’́equilibre
stationnaire dite ǵeoḿetrique ou par couplage de mode permet de mobiliser les modes de vibra-
tion responsables du crissement et cecià coefficient de frottement constant.

Ce premier bilan nous oriente vers un modèle de ḿecanique des milieux continus défor-
mables dans l’hypoth̀ese de petites perturbations. Beaucoup de travaux cités sur les vibrations
auto-entretenues en géńeral s’int́eressent̀a la stabilit́e de l’́equilibre mais font un raccourci ra-
pide entre fŕequences des modes instables et solution transitoire. Les travaux numériques traitant
de la caract́erisation des solutions transitoires montrent la complexité des solutions mettant en
évidence deśevénements fortement non linéaires sous la zone de contact comme du décollement
ou de l’adh́erence. Commentévoluent les perturbations proches de l’équilibre vers une solution
transitoire ? Quels sont les liens entre les fréquences caractéristiques de la solution transitoire et
les fŕequences des modes de stabilité ? On a vu que Bengisu et al. [14] s’intéressèa cette ques-
tion sur un mod̀eleà trois degŕes de libert́e avec un ḿecanisme d’instabilit́e lié à la d́ecroissance
du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement, seul mécanisme possible dans ce cas
car le mod̀ele ne tient pas compte des degrés de libert́e normaux au contact. Qu’en est-il sur des
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structures continues où le mécanisme d’instabilit́e apparâıt à coefficient de frottement constant ?
On verra ce qu’il en est dans un cas bidimensionnel puis sur un mécanisme de freiǹa disque
TGV simplifié tridimensionnel. Unéetude spatiale et temporelle des solutions transitoires est
propośee gr̂aceà une projection de ces solutions sur la base des modes de stabilité. Pour mener
a bien ces objectifs, le calcul de telles solutions transitoires doitêtre effectúe. La complexit́e
desévénements sous la zone de contact observée dans les diff́erents travaux nous oriente vers
des algorithmes et des stratégies nuḿeriques adaptés.

D’un point de vue exṕerimental, les ŕesultats de la litt́erature sont principalement issus de
l’automobile. Une synth̀ese des diff́erents travaux exṕerimentaux ŕealiśes sur le ḿecanisme de
freinage du TGV est exposée afin de caractériser le bruit et les vibrations du système en situation
d’arrivée en gare.

Enfin, le crissement des freinsà disque est une instabilité par couplage de modes (instabilité
géoḿetrique). Dans le cas du ḿecanisme TGV, s’agit-il d’une auto-déstabilisation par couplage
de mode double de disque comme le proposent Flint et Hulten [30] ? Y a t-il couplage de mode
de garnitures avec des modes de disque comme mis enévidence dans les travaux de Massi
et al. [48] ? Ces questions nous conduisentà proposer un mod̀ele de frein TGV« réaliste» et
d’examiner la stabilit́e de l’́equilibre afin de connaı̂tre l’influence des param̀etres physiques de
garniture sur le ḿecanisme d’instabilit́e.



Première partie

Étude du comportement vibratoire des
structures en contact frottant avec

glissement





2 – Formulation et r ésolution numérique
des probl̀emes de contact frottant en
dynamique

Une premìereétape pour l’́etude du crissement des freins est de définir le cadre ḿecanique et
la formulation math́ematique du problème. On a vu dans l’état de l’art la ńecessit́e de consid́erer
un mod̀ele de ḿecanique des milieux continus déformables en dynamique. La prise en compte
des conditions de contact unilatéral avec un mod̀ele de frottement de Coulomb estégalement
nécessaire pour mettre enévidence leśevénements complexes dans la zone de contact. On
partira d’une formulation intuitive des relations de comportements du contact frottant et on
définira des formulationśequivalentes qui seront utiles dans la suite.

Dans une deuxièmeétape, on va s’attacherà la ŕesolution nuḿerique deśequations continues
présent́ees. On se place dans le cadre classique d’une discrétisation spatiale par la ḿethode des
éléments finis. Il s’agit de résoudre un problème de dynamique non-linéaire. D’un point de
vue nuḿerique, cela va se traduire tout d’abord par un choix de la méthode d’int́egration en
temps et d’autre part par un choix de la stratégie de ŕesolution sṕecifiqueà la non lińearit́e
locale du contact frottant. On décrit brìevement les diff́erents int́egrateurs nuḿeriques ainsi
que les diverses stratégies existantes de résolution dans la litt́erature. Ensuite au regard des
difficultés sṕecifiques̀a notre probl̀eme on propose une stratégie nuḿerique que l’on valide dans
le cas du choc d’un lopińelastique bidimensionnel sur un massif semi-infini rigide. L’étape
de pŕediction / correction locale du comportement du contact frottant choisie ici permet une
extension naturelle au cas tridimensionnel qui sera utilisée dans les chapitres suivants.

L’algorithme aét́e mis en œuvre dans le logiciel Matlab grâceà l’utilisation de la boitèa
outil éléments finisStructural Dynamics Toolbox(SDT) [11].

2.1 Formulations continues locales

Afin de poser clairement les notations, on se propose de poser le problème de ḿecanique
des milieux continus d’un solide viscoélastique en petite transformation en situation de contact
unilat́eral frottant avec un solide rigide dans le cadre dynamique (figure 2.1).

On noteu(x, t) le champ de d́eplacement etσ(x, t) le champ de contrainte dans le domaine
Ω ainsi quer(x, t) le vecteur ŕeaction de contact (vecteur contrainte) sur la surface de contact
Sc. On noteA le tenseur de Hooke etB le tenseur viscóelastique.

Le probl̀eme est de trouver les champsu, σ etr vérifiant l’ensemble deśequations suivantes
[62] :
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Le principe fondamental :

div(σ) + f
v

= ρü dans Ω (2.1)

Les conditions limites en effort et en déplacement :

σ[n] = F d sur∂ΩF

u = UD sur∂ΩU

La relation de comportement :

σ = A : ε[u] + B : ε̇[u] dansΩ

L’ équation de compatibilité :

ε[u] = 1/2(∇u+∇Tu) dansΩ

Les conditions limites de contact :

σ[n] = r surSc

Les conditions initiales :

u(x, 0) = u0(x)
u̇(x, 0) = v0(x)

fv

Fd

Ω

∂ΩF

SC
n

∂ΩU

Ud

FIG. 2.1 – Notations

Afin d’ écrire les relations de comportement du contact frottant, on extrait les composantes nor-
males et tangentielles du déplacement et de la réaction de contact :

un = u · n, ut = u− unn

rn = r · n, rt = r − rnn

n désignant la normale extérieure au solide considéŕeΩ.
Les relations de contact unilatéral (ou relations de Signorini) traduisent simplement le fait

qu’il n’y pas interṕeńetration et que la surface de contact ne subit que des contraintes de com-
pression :

un ≤ 0

rn ≤ 0

unrn = 0

(2.2)
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D’un point de vue cińematique, on peut remarquer que ces relations ne font intervenir que
le déplacement normal. En ce qui concerne le modèle de frottement, on choisit le modèle de
frottement de Coulomb. Il exprime que la réaction de contact reste dans le cône de CoulombC
(figure 2.2). Lorsque la réaction est sur le ĉone, la vitesse de glissement s’opposeà la ŕeaction
tangentielle tandis que lorsque la réaction est̀a l’intérieur, la vitesse de glissement est nulle.

‖rt‖ ≤ −frn ⇔ rt ∈ S(−frn)

‖rt‖ = −frn ⇒ ∃λ > 0/u̇t = −λrt

‖rt‖ < −frn ⇒ u̇t = 0

(2.3)

On appellef le coefficient de frottement de Coulomb (f est toujours positif).
S(−frn) est le disque de centre O et de rayon−frn.
La relation de frottement de Coulomb peut s’écrire aussìa partir des quantités cińematiques

comme suit :
‖u̇t‖ = 0⇒ ‖rt‖ ≤ −frn

‖u̇t‖ 6= 0⇒ rt = frn
u̇t

‖u̇t‖

Contrairement au contact unilatéral, les conditions de frottement sont formulées en vitesse.
Sur la figure 2.3 sont tracés les graphes caractéristiques du comportement du contact uni-

latéral et du frottement de Coulomb. Outre la non linéarit́eévidente du comportement du contact
frottant, il faut noter le caractère multivoque et non différentiable des fonctions.

r

n

rt

u̇t

−frn

Π

C

FIG. 2.2 – Ĉone de Coulomb

D’autres formulations locales sont possibles pour le contact unilatéral comme une formula-
tion sous forme d’inclusion diff́erentielle :

rn ∈ −∂ψR−(un)

où ∂ψR− est le sous-diff́erentiel deψR−, fonction indicatrice deR−.
Une troisìeme formulation strictementéquivalente est [37, 40] :
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un

rn rt

−frn

u̇t

FIG. 2.3 – Graphes du comportement du contact et du frottement de Coulomb (vue dansΠ)

rn = 〈 rn − αun 〉− = ProjR−(rn − αun), α > 0

avec〈·〉− désignant la partie ńegative de l’́elément.
De même, pour le frottement de Coulomb :

‖rt‖ ≤ −frn

rt · u̇t − frn‖u̇t‖ = 0

Pourrt 6= 0,

φ = ‖rt‖+ frn ≤ 0
u̇t = −ντ , τ =

rt

‖rt‖
, ν ≥ 0, νφ = 0

Il est possible de d́efinir l’effort de frottementà partir d’un pseudopotentiel de dissipation
D(u̇t, rn). Il est d’usage pour la loi de Coulomb de parler de loi non associée, puisquėu n’est
pas normale au ĉone de Coulomb. En revanche, en considérant l’ensemble des forces admis-
sibles comme l’ensemble des efforts de frottement inférieursà un seuiĺegalà−frn qui dépend
de l’état actuel, on peut parler de loi de normalité entreu̇t et rt [55, 56].

D(u̇t, rn) = frn‖u̇t‖
rt = −D,u̇t

= −frn∂‖u̇t‖

On peut souligner que comme en plasticité, l’effort tangentiel de frottement obéit au principe
de dissipation maximal :

rt ∈ S(−frn), (r?
t − rt) · u̇t ≥ 0,∀r?

t ∈ S(−frn)

ce qui est́equivalent̀a [37] :

rt = Proj
S(−frn)

(rt − αu̇t), α > 0

On aécrit leséquations continues des problèmes de dynamique avec contact frottant. Pour
cela, on a vu qu’il fallait adjoindre aux́equations classiques de la dynamique (2.1) leséquations
qui traduisent le comportement du contact unilatéral et du frottement de Coulomb. On a vu
que l’on pouvait leśecrire sous diff́erentes formes et qu’elle traduisait une non-linéarit́e non
régulìere.
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2.2 Formulations variationnelles

Une formulation variationnellèa deux champs(u, r) du probl̀eme de contact préćedemment
introduit peut̂etre formuĺee. On introduit pour cela l’espace admissibleU = {u | u = ud sur ∂ΩU}
et l’espaceU0 = {u | u = 0 sur ∂ΩU}. Le probl̀eme est de trouveru ∈ U et r vérifiant :
∫

Ω

ρu? · üdΩ +

∫
Ω

ε[u?] : σ[u]dΩ =

∫
∂ΩF

u? · F d dS +

∫
Ω

u? · f dΩ +

∫
Sc

u? · r dS, ∀u? ∈ U0

(u, r) vérifiant (2.2)

(u̇, r) vérifiant (2.3)
(2.4)

Le champr(x, t) est vu ici comme le multiplicateur de Lagrange associé aux conditions sur
u(x, t). On se servira de cette formulation dans la suite pour la discrétisation paŕeléments finis.

2.3 Méthode de calcul des vibrations en pŕesence de contact frottant

2.3.1 Intégrateur en temps

On se place dans le cadre des petites perturbations et on tient compte du comportement
viscóelastique lińeaire du mat́eriau. On consid̀ere une discŕetisation spatiale classique par la
méthode deśeléments finis. La prise en compte d’espaces admissibles approchés classiques as-
socíesà la formulation faible (2.4) fournit l’́equation du mouvement suivante (dans l’hypothèse
d’uneévolution ŕegulìere) :

[M ] ¨{U}+ [C] ˙{U}+ [K] {U} = {F}+ {Rc} (2.5)

où {U} désigne le vecteur d́eplacement global et{Rc} le vecteur ŕeaction de contact supposé
connu pour le moment. On est en présence d’un système diff́erentiel lińeaire du second ordre
en temps que l’on va résoudre de manière approch́ee. Pour ce faire, il faut utiliser un schéma
d’intégration nuḿerique du syst̀eme diff́erentiel. En dynamique des structures, la famille de
sch́emas couramment utilisée est la famille de Newmark (famillèa 2 param̀etres) qui pŕesente
l’int ér̂et d’offrir suivant les param̀etres choisis la stabilité nuḿerique inconditionnelle [18]. Elle
repose sur un d́eveloppement de Taylor des déplacements (à l’ordre 2) et des vitesses, et sup-
pose donc la ŕegularit́e des quantit́es recherch́ees. En pŕesence de contact avec frottement, des
impacts sont susceptibles d’exister, mettant enévidence une discontinuité des vitesses relatives
normales, les efforts de contact devenant alors des impulsions (ou percussions). La résolution
numérique de tels problèmes discrets áet́eétudíee gr̂ace aux travaux antérieurs de M. Jean et J.J.
Moreau [38] et plus ŕecemment par M. Jean (Non Smooth Contact Dynamics method [37]), D.
Vola et al [71, 70], M. Wronski et al [74]. On fait le choix d’utiliser la méthode de discrétisation
en temps proposée dans ces travaux : laθ - méthode.

Sous l’hypoth̀ese de non-régularit́e, l’acćelération ne doit pluŝetre utiliśee dans les approxi-
mations et l’on doit s’imposer un schéma d’ordre 1. D’un point de vue mathématique, (2.5) doit
être compris au sens des distributions temporelles. On suppose que la vitesse està variation
borńee et on pose : ∫

]a,b]

˙{dU} = ˙{U}
+
(b)− ˙{U}

+
(a)
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On supposera dans la suite quė{U} = ˙{U}
+

, l’objet ici n’étant pas de rentrer dans les détails
math́ematiques qui pourront̂etre trouv́es dans [53] et [60]. On peut montrer alors dans le cas
non ŕegulier en temps que (2.5) peut s’écrire :

[M ]
(

˙{U(t)} − ˙{U(0)}
)

=

∫ t

0

({F} − [K] {U} − [C] ˙{U})dτ +

∫
]0,t]

{Rc} dτ

{U(t)} = {U(0)}+

∫ t

0

˙{U(t)}dτ
(2.6)

Pour calculer la solution sur[0, T ], l’ équation pŕećedente est́ecrite sur l’intervalle discretI =
[ti, ti+1]. Le sch́ema nuḿerique est obtenu en utilisant une« θ - méthode» pour approcher les
intégrales sur I. (h = ti+1 − ti)∫ ti+1

ti
{f} dτ # h(θ {f}i+1 + (1− θ) {f}i) 0 ≤ θ ≤ 1

Concernant l’int́egrale des efforts de contact, on pose :

{Rc}i+1 =
1

h

∫
]ti,ti+1]

{Rc} dτ

La relation (2.6) prise aux instantst = ti et t = ti+1 donne :
[M ]

(
˙{U}

i+1
− ˙{U}

i
)

= hθ({F}i+1 − [K] {U}i+1 − [C] ˙{U}
i+1

)

+ h(1− θ)({F}i − [K] {U}i − [C] ˙{U}
i
) + h {Rc}i+1

{U}i+1 = {U}i + h(θ ˙{U}
i+1

+ (1− θ) ˙{U}
i
))

(2.7)

Ensuite, si les forces de contact sont supposées connues̀a ti+1 et les quantit́es cińematiques
à ti, la vitesse est misèa jour en utilisant :

ˆ[M ] ˙{U}
i+1

= {E} ({U}i , ˙{U}
i
, θ, h, {F}i+1 , {F}i) + h {Rc}i+1 (2.8)

{E} = −h [K] {U}i +
(
[M ]− h(1− θ)([C] + hθ [K])

) ˙{U}
i
+ h
(
θ {F}i+1 + (1− θ) {F}i

)
ˆ[M ] = [M ] + h2θ2 [K] + hθ [C]

et les d́eplacements sont mis̀a jour suivant :

{U}i+1 = {U}i + h(θ ˙{U}
i+1

+ (1− θ) ˙{U}
i
) (2.9)

Remarque : le sch́ema d’int́egration ainsi formuĺe est un sch́ema implicite puisqu’il ńecessite
la résolution du système (2.8)̀a chaque it́eration. En revanche ce schéma est inconditionnelle-
ment stable pourθ ≥ 1/2, et ceci quel que soit le pas de temps. La stabilité inconditionnelle est
particulìerement int́eressante vis-à-vis des sch́emas explicites conditionnellement stables puis-
qu’elle permet de choisir le pas de temps indépendamment de la discrétisation spatiale. On
peut montrer [70] que ce schéma est conservatif pourθ = 1/2. On a vu que l’hypoth̀ese de
non-ŕegularit́e imposait le choix d’un sch́ema du premier ordre. La contre-partie est une perte
(relative) de pŕecision vis-̀a-vis des sch́emas du second ordre (à égalit́e de pas de tempsh).
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2.3.2 Formulation du contact unilat́eral avec frottement

On se place dans le contexte d’un solide bidimensionnel en situation de contact potentiel
avec un solide ind́eformable. Si l’on introduit un jeu initialg0 et si l’on consid̀ere la vitesse
relativew, alors on peut ŕeécrire les conditions de contact avec frottement formulées dans la
section pŕećedente comme suit :

rn = Proj
R−

(rn − αg) , α > 0 (2.10)

De même, les conditions de frottement s’écrivent :

rt = Proj
C
(rt − α wt) , α > 0 C(x) = {x/|xt| ≤ −fxn} (2.11)

avec
g = un − g0

w = u̇
(2.12)

D’un point de vue nuḿerique, une manière de tenir compte du contact unilatéral frottant est
de« régulariser» les relations de comportement. Par exemple pour la réaction normale :

rn = εn〈 g 〉−, εn > 0 (2.13)

Cette ŕegularisation autorise une certaine interpéńetration. On parle dans ce cas de méthode de
pénalit́e car plus la violation de la condition d’impéńetrabilit́e sera importante plus la pénalit́e
sur l’effort normal sera grande. En pratique,εn est choisi tr̀es grand pour que l’interpéńetration
soit minimale. La conśequence de (2.13) est d’établir une relation bi-univoque entre l’effort et
le déplacement et ainsi de pouvoir résoudre un problème non-lińeaire mais ŕegulier dont les
inconnues sont purement cinématiques [57]. La contre-partie est le mauvais conditionnement
des matrices en jeu compte tenu de la grande valeur deεn. De plus, si une interṕeńetration est
autoriśee cela entrâıne une ḿeconnaissance sur le statut de contact des nœuds.

Pour éviter ces probl̀emes, consid́erer une formulation non régulariśee des conditions de
contact avec frottement est mieux adapté. Les travaux concernant les méthodes nuḿeriques pour
le contact frottant sont particulièrement nombreux. Une synthèse des ḿethodes nuḿeriques peut
être trouv́e dans [62]. On peut citer comme référence les travaux sur les méthodes de multipli-
cateurs de Lagrange [62], de lagrangiens augmentés [6, 65, 77], la ḿethode du bi-potentiel
propośe par G. Desaxće [27, 64] et la ḿethode de gradient conjugué projet́e [63].

Pour des raisons de simplicité de mise en œuvre, on va utiliser les relations (2.10 et 2.11)
que l’on va appliquer au champ discrétiśe. Les conditions seront donc non régulariśees et vont
conduireà une ḿethode de point fixe sur les efforts de contact [37, 40].

Pour cela, on d́efinit les matrices[Pnt], [Pn] et [Pt] qui permettent de passer des efforts dans
le rep̀ere local aux efforts dans le repère global :

{Rc} = [Pnt]
T {r} = [Pn]T {rn}+ [Pt]

T {rt}

[Pnt] = [[nt] [0]], [nt] =


n1x n1y 0 0 0
t1x t1y 0 0 0
0 0 n2x n2y 0
0 0 t2x t2y 0

0 0 0 0
...
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[Pn] = [[n] [0]], [n] =

 n1x n1y 0 0 0
0 0 n2x n2y 0

0 0 0 0
...

 et de m̂eme pour[Pt].

On peut donc d́efinir les quantit́es cińematiques locales discrètes :

{g} = [Pn] {U} − {g0}
{wt} = [Pt] ˙{U}

(2.14)

Sous forme discr̀ete, (2.10) et (2.11) deviennent alors :

{rn} = Proj
R−

({rn} − α([Pn] {U} − {g0})), α > 0

{rt} = Proj
C
({rt} − α [Pt] ˙{U}), α > 0

(2.15)

De manìereà ce que les relations (2.15) puissentêtre utiliśees avec (2.8), c’est-à-dire exploit́ees
en terme de vitesse, on utilise l’expression (2.9) issue de la discrétisation en temps :

[Pn] {U}i+1 − {g0} ≤ 0⇒ ([Pn] {U}i+1 − {g0})/(hθ) ≤ 0

[Pn] ˙{U}
i+1

+

(
1

hθ
[Pn] {U}i − {g0}

hθ
+

1− θ
θ

[Pn] ˙{U}
i
)
≤ 0⇒ [Pn] ˙{U}

i+1
+ {B}i ≤ 0

Ainsi, à l’it érationi+ 1, on obtient :

{rn}i+1 = Proj
R−

({rn}i+1 − α([Pn] ˙{U}
i+1

+ {B}i))

{rt}i+1 = Proj
C
({rt}i+1 − α [Pt] ˙{U}

i+1
)

(2.16)

On est maintenant en mesure de résoudre nuḿeriquement le problème formuĺe en vitesse.
Compte tenu de la relation (2.9) imposée par la discŕetisation en temps entre vitesse et déplacement,
il se pose la question de la compatibilité entre vitesse et déplacement̀a l’instant d’un choc
éventuel. En effet, la relation (2.9) impose au niveau de la zone de contact la relation :

[Pn] ˙{U}
i+1

=
1

hθ
[Pn] ({U}i+1 − {U}i) +

θ − 1

θ
[Pn] ˙{U}

i
(2.17)

Si l’on se situeà l’it érationi au nœudα à l’instant d’un choc et que l’on suppose donc que

[Pn] {U}iα = {g0} , [Pn] {U}i+1
α = {g0} et [Pn] ˙{U}

i

α 6= 0, alors :

[Pn] ˙{U}
i+1

α =
θ − 1

θ
[Pn] ˙{U}

i

α 6= 0 (2.18)

Ce qui signifie que pour le nœudα, on obtient des vitesses normales non nulles alors que le
déplacement normal reste constant. Autrement dit, il est impossible dans ce cas d’obtenir un
choc ińelastique. Ce problème áet́e abord́e par D. Vola et al. dans [71] et par M. Jean dans [37].
La premìere id́ee est de choisir un schéma avecθ égalà 1, sch́ema dit deθ−Euler. Cependant,
ce sch́ema peut̂etre ṕenalisant car il cŕee de l’amortissement numérique. Afin de proposer
un sch́ema conservatif, D. Vola et al. proposent une variante qui permet d’imposer un choc
inélastique. L’id́ee est de garder unθ-sch́ema mais d’́evaluer le jeugi+1 à un instant futur (noté
g̃i+1) :

g̃i+1 = gi+1(ti+1 + h(1− θ)) = gi+1 + h(1− θ)ġi+1 (2.19)

gi+1 = gi + h(θġi+1 + (1− θ)ġi)
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g̃i+1 = g̃i + hġi+1 = gi + h(ġi+1 + (1− θ)ġi) (2.20)

g̃i+1 ≤ 0⇒ ġi+1 + (1− θ)ġi + gi/h ≤ 0

Cette variante appeléeθ− méthode modifíee dans [71] assure le caractère ińelastique du choc.
On obtient alors :

[Pn] ˙{U}
i+1

+

(
1

h
[Pn] {U}i − {g0}

h
+ (1− θ) [Pn] ˙{U}

i
)
≤ 0⇒ [Pn] ˙{U}

i+1
+ {Bm}i ≤ 0

⇔ [Pn] ˙{U}
i+1

+
{g̃}i

h
≤ 0 (2.21)

De manìereéquivalente aux́equations (2.16), on doit vérifier à l’it érationi + 1 avec la version
modifiée de la ḿethode :

{rn}i+1 = Proj
R−

({rn}i+1 − α([Pn] ˙{U}
i+1

+ {Bm}i))

{rt}i+1 = Proj
C
({rt}i+1 − α [Pt] ˙{U}

i+1
)

(2.22)

Afin d’illustrer la version modifíee de l’int́egrateur, on se propose d’effectuer le raisonnement
suivant : on suppose que{g̃}i+1 = {0}, {g̃}i = {0} et que{ġ}i 6= {0}. Dans ces condi-
tions, l’équation (2.20) donne directement{ġ}i+1 = {0}, ce qui ŕesout le probl̀emeévoqúe à
l’ équation (2.18). De plus, (2.19) donne alors{g̃}i+1 = {g}i+1 = {0}.

Remarque : si l’on s’int́eresse au jeùa l’it érationi, on obtient{g}i = {g̃}i−h(1−θ) {ġ}i =
−h(1 − θ) {ġ}i 6= 0. On peut donc interpréter la ḿethode modifíee en disant qu’elle ajuste le
jeu à l’it érationi pour garantir une vitesse normale relative nulleà l’it érationi+ 1.

Dans la suite, pour les raisonsévoqúees pŕećedemment, on utilisera cette variante modifiée
plutôt que le sch́ema deθ-Euler.

2.3.3 Algorithme

On a donc choisi un intégrateur en temps compatible avec une formulation du contact frot-
tant. Il s’agit donc de ŕesoudrèa l’it érationi+ 1 le syst̀eme suivant :

ˆ[M ] ˙{U}
i+1

= {E}i+1 + h [Pn]T {rn}i+1 + h [Pt]
T {rt}i+1

{rn}i+1 = Proj
R−

({rn}i+1 − α([Pn] ˙{U}
i+1

+ {Bm}i))

{rt}i+1 = Proj
C
({rt}i+1 − α [Pt] ˙{U}

i+1
)

(2.23)

On peut noter le caractère implicite de la formulation (2.23). La formulation (2.22) suggère
naturellement deśetapes de prédiction et de correction pour la résolution. Afin de pŕesenter
un algorithme efficace, on se propose d’effectuer cesétapes dans un système ŕeduit gr̂aceà
une condensation statique sur les nœuds de la surface de contact potentiel. On indice parC les
degŕes de libert́es de contact potentiel et parY tous les autres. Le système lińeaire se d́ecompose
alors : {

M̂CC M̂CY

M̂Y C M̂Y Y

}{
U̇C

U̇Y

}
=

{
EC

EY

}
+ h

{
[nt] {r}
{0}

}
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Algorithme
˙{U}

0
et{U}0 donńes.

1. Calcul de la base de condensation
[
TCS

]
.

2. Construction et factorisation de
[
M̂ loc

]
et de

[
M̂Y Y

]
.

3. Évaluation duρ optimal
4. Pour i=1,2,...,N

(i) Calcul de{E}i+1.

(ii) Calcul de
{
BCS

}i+1
(Résolution de

[
ˆMY Y

] {
BCS

Y

}i+1 = {EY }i+1)

(iii) Calcul de{e}i+1 = [nt]T
[
TCS

]T {E}i+1

(iv) Initialisation :{r}i+1
0 = {r}i

(v) Pour k=0,1,... et tant queε > Tol :

(a) Ŕesolution de :
[
M̂ loc

]
{u̇}i+1

k+1 = {e}i+1 + h {r}i+1
k+1

(b) Effort normal :{rn}i+1
k+1 = Proj

R−
({rn}i+1

k − ρ({u̇n}i+1
k + {Bm}i))

(c) Effort tangent :{rt}i+1
k+1 = Proj

C
({rt}i+1

k − ρ {u̇t}i+1
k )

(d) Calcul du crit̀ere d’arr̂etε =
||{r}i+1

k+1−{r}i+1
k ||

||{r}i+1
k || et test de convergence :

ε > Tol, alors k← k+1
ε < Tol, alors on quitte la boucle

(vi) Actualisations :
{

U̇C

}i+1

= [nt] {u̇}i+1

˙{U}
i+1

=
[
TCS

] {
U̇C

}i+1

+
{
BCS

}i+1

{U}i+1 = h(θ ˙{U}
i+1

+ (1− θ) ˙{U}
i
), i← i+1

FIG. 2.4 – Algorithme de ŕesolution du probl̀eme de contact frottant en dynamique

La deuxìeme ligne permet d’éliminer
{
U̇Y

}
et donc d’exprimer ˙{U} en fonction de

{
U̇C

}
:{

U̇C

U̇Y

}
=

[
ICC

−M̂−1
Y Y M̂Y C

]{
U̇C

}
+

{
0

M̂−1
Y YEY

}
=
[
TCS

] {
U̇C

}
+
{
BCS

}
La condensation sur la base

[
TCS

]
donne :[

M̂CS
]{

U̇C

}
= {EC} −

[
M̂Y CM̂

−1
Y Y

]
{EY }+ h [nt] {r} =

{
ECS

}
+ h [nt] {r}

avec
[
M̂CS

]
=
[
TCS

]T ˆ[M ]
[
TCS

]
et
{
ECS

}
= {EC} −

[
M̂Y CM̂

−1
Y Y

]
{EY }.

Cette condensation est possible car la matrice
[
M̂
]

est syḿetrique. Le calcul de
[
TCS

]
n’est

bien ŝur pas effectúe en calculant
[
M̂−1

Y Y

]
. Le terme−

[
M̂−1

Y Y M̂Y C

]
est directement calculé en

cherchant la ŕeponse aux d́eplacements imposés unitaires des d.d.l. de contact.
Le passage dans la base locale donne :[

M̂ loc
]
{u̇} = {e}+ h {r}

avec
{
U̇C

}
= [nt] {u̇}, [nt]T

[
M̂CS

]
[nt] et{e} = [nt]T

[
ECS

]
. L’algorithme dans sa globa-

lit é est ŕesuḿe figure 2.4.

Remarque : d’un point de vue mathématique, leśequations (2.23) v́erifient les relations de
contact frottant∀α > 0. En ce qui concerne la ḿethode nuḿerique de pŕediction / correction
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qui permet d’atteindre le point fixe (bouclek, étape 4.(v) dans l’algorithme), le choix deρ ne
peut être arbitraire. On peut montrer que l’algorithme converge∀ρ ∈ [0, ρmax] (voir [40]) et

qu’une bonne estimation duρ optimal est donńee parρopt ' 2λmin(
[
M̂ loc

]
) (λmin étant la plus

petite valeur propre) [26, 27, 40].

Carpenter et al. [20] proposent une méthode nuḿerique baśee sur un int́egrateur en temps
explicite avec une formulation implicite du contact frottant basée sur les multiplicateurs de
Lagrange qui sont calculés gr̂aceà un algorithme it́eratif de Gauss Seidel modifié.

2.4 Validation : choc d’un lopin élastique

Afin de valider l’algorithme pŕećedent, on se propose de calculer les efforts de contact lors
du choc d’un lopińelastique sur un massif semi-infini indéformable. Cet exemple est largement
illustré dans la litt́erature, notamment par Vola et al. [71], Kim et al. [41], Feng et al. [28]. On se
place dans l’hypoth̀ese de contrainte plane et les données du probl̀eme sont pŕeciśees en figure
2.5. Afin de rester dans les mêmes hypoth̀eses que les articles de la littérature, on ne tient pas
compte de l’amortissement visqueux. Les effets dissipatifs sont introduits ici par dissipation
numérique (θ > 0.5).

Module d’Young 107 Pa
Coefficient de Poisson 0.25

Masse volumique 103 Kg/m3

Coefficient de frottementf 0.1
Longueur 0.08 m
Largeur 0.04 m

Épaisseur 0.01 m
Rayon 0.101 m

Pas de temps 10−5 s
θ 0.55

Vitesse initiale horizontale 3 m/s
Vitesse initiale verticale 5 m/s

FIG. 2.5 – Maillage et caractéristiques physiques du lopin

Un calcul transitoire áet́e effectúe avec un champ de déplacement initial nul et un champ de
vitesse initiale constant{V0}.

Les figures 2.6 et 2.7 présentent les réactions normales de contact au cours du temps et ceci
à différents points de maillage. Les résultats en rouge sont issus de l’algorithme présent́e alors
que les courbes noires sont les résultats de calcul provenant de Vola et al. [71]. La comparaison
montre que les tendances globales sont respectées m̂eme si les courbes noires présentent une
régularit́e plus marqúee. La figure 2.8 présente leśevolutions des quantités cińematiques du
nœud 8. Elle met eńevidence la gestion correcte de l’unilatéralit́e du d́eplacement vertical
ainsi que de la vitesse verticale. On remarquera qu’à l’instant du choc au point 8,v−n < 0 et
v+

n = 0. L’observation des diff́erents statuts de contact montre, sur la période du choc, une zone
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prédominante de glissement. Ceci est duà la faible valeur du coefficient de frottement. Une
petite zone d’adh́erence apparaı̂t néanmoins au d́ebut du choc sur le nœud 9. Un autre calcul
avecf = 0.2 montre figure 2.9 que les zones d’adhérence sont beaucoup plus importantes.

r n
[N

]

t [s]

FIG. 2.6 –Évolution des efforts nodaux normaux de contact [N] en fonction du temps [s]

Les figures 2.10 et 2.11 montrent l’intér̂et de laθ−méthode modifíee : lorsque l’on utilise le
sch́ema non modifíe, on observe de fortes oscillations en vitesse après le choc. Ces oscillations
sont non physiques puisque leur période est de l’ordre du pas de temps. De même, sur les
déplacements on observe des rebonds irréalistes.

D’un point de vue purement nuḿerique, on peut voir l’ordre de grandeur du nombre de
sous-it́erations au cours du calcul figure 2.12 (Tol = 10−3). Dans un graphe logarithmique de
la figure 2.13 est représent́ee l’évolution du crit̀ere d’arr̂et au cours des sous-itérations. Enfin,
on peut voir figure 2.14 l’effet du choix deρ sur le nombre de sous-itérationsà convergence
(ρ = kρ.ρopt).

La figure 2.15 montre l’́evolution deśenergies lors d’un calcul effectué avec un coefficient
de frottement nul. On peut observer que l’énergie globale reste conservée avec laθ− méthode
modifiée (θ = 0.5) alors que l’on observe une chute significative de l’énergie globale avec la
méthodeθ− Euler.

2.5 Conclusion

Le probl̀eme de contact frottant en dynamique aét́e formuĺe au niveau continu. Une ḿethode
numérique permettant le calcul vibratoire des structures en contact frottant adaptée aét́e choi-
sie dans la litt́erature puis mise en œuvre numériquement et enfin valid́ee dans le cas du choc
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r n
[N

]

t [s]

FIG. 2.7 –Évolution des efforts nodaux normaux de contact [N] en fonction du temps [s]

d’un lopin élastique bidimensionnel sur un massif semi-infini rigide. Pour la discrétisation en
temps, la non ŕegularit́e de la vitesse normale nous a conduità choisir un int́egrateur du pre-
mier ordre : laθ-méthode. Afin d’assurer la compatibilité entre d́eplacement normal et vitesse
normale, une loi de choc inélastique áet́e introduite sans ajouter d’amortissement numérique,
grâceà une version modifíee de l’int́egrateur. D’un point de vue algorithmique, on a utilisé une
condensation statique qui permet de réduire la taille du problèmeà inverser (et donc le coût
du calcul) lors de l’́etape de pŕediction / correction des efforts de contact. L’algorithme utilisé
s’étend de manière naturelle aux cas tridimensionnels. Dans ce chapitre on s’est placé dans le
cadre ǵeńeral de ŕesolution d’un probl̀eme transitoire de contact frottant. On s’intéresse dans le
chapitre suivant au cas particulier des structures en situation de glissement pour lesquelles la
solution de glissement stationnaire est instable dynamiquement. Comme on l’a vu dans l’état
de l’art, l’instabilité du glissement stationnaire est le mécanisme de ǵeńeration de vibrations
auto-entretenues prédominant.
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FIG. 2.8 –Évolution des quantités cińematiques du nœud 8 ainsi que les statuts des nœuds de contact (Rouge :
décollement, Vert : glissement, Bleu : adhérence)
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FIG. 2.9 – Statuts des nœuds de contact pourf = 0.2. (Numéro des nœuds en fonction du temps)
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FIG. 2.10 – Vitesse verticale [m/s] du nœud 4 en fonc-
tion du temps.
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FIG. 2.11 – D́eplacement vertical [m] du nœud 4 en
fonction du temps.
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FIG. 2.12 – Nombre de sous-itérations en fonction des
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FIG. 2.13 – Crit̀ere d’arr̂et ε pour chaque sous
itérations (̀a l’it ération 180)
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FIG. 2.14 – Existence d’unρ optimal : nombre de
sous-it́erations̀a convergence (itér. 50) pour diff́erents
kρ
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FIG. 2.15 – Courbes d’énergies [J] en fonction du
temps (f = 0, ◦ : θ = 0.5 ;� : θ = 1)



3 – Cas des structures en situation de
glissement : instabilit́e de l’équilibre

L’objectif de ce chapitre est d’aborder le mécanisme dominant de géńeration de vibration
auto-entretenue : l’instabilité du glissement stationnaire. Il concerne le cas particulier des struc-
tures en situation de glissement dans lequel il existe une solution d’équilibre stationnaire in-
stable sous perturbations. Après une mise en situation de l’instabilité de l’́equilibre stationnaire
dans les problèmes de frottement et de stabilité, on formule leśequations continues vérifiées par
l’ équilibre puis par des perturbations proches de cetéquilibre. Dans l’hypoth̀ese d’instabilit́e par
flottement, les perturbations quittent l’équilibre en oscillant selon les modes instables solutions
d’un probl̀eme aux valeurs propres complexes. La maı̂trise du calcul des modes de stabilité
n’est pas chose aisée : on propose une ḿethode de calcul basée sur la ḿethode d’it́eration sur
les ŕesidus qui est valid́ee par comparaison avec une solution semi-analytique. Uneétude des
résultats sur diff́erents maillageśeléments finis oriente notre choix de discrétisation en espace
pour la suite.

3.1 Frottement et instabilité

L’objectif de cette section est de situer brièvement le problème de la stabilit́e dynamique de
l’ équilibre glissant dans les problèmes d’instabilit́e en pŕesence de frottement et de stabilité plus
géńeralement.

D’un point de vue ǵeńeral, on appelléequilibre, une solution stationnaire du problème
mécanique. Caractériser la stabilit́e de cet́equilibre, c’est savoir si une petite perturbation quel-
conque de position ou de vitesse donne un mouvement perturbé qui reste toujours proche de
cette position d’́equilibre. On donne en annexe, les définitions math́ematiques de la stabilité.
Pour une introduction aux problèmes de stabilités, on pourra se référer à [54]. Dans le cas
des syst̀emes conservatifs, la stabilité d’un équilibre est donńee par le th́eor̀eme de Lejeune-
Dirichlet [54], qui postule que la stabilité est assurée dans le cas où l’ équilibre constitue un
minimum local de l’́energie potentielle. Les problèmes de stabilité pour les systèmes non-
conservatifs sont liés aux questions de stabilité des vibrations, c’est-à-dire de la stabilit́e dy-
namique (l’ouvrage de Bolotin [17] est une référence sur le sujet). Dans ce cas, on dispose
du th́eor̀eme de Liapounov (voir annexe) qui permet de statuer sur la stabilité en fonction des
valeurs propres de l’oṕerateur lińeaire construit̀a partir du probl̀eme lińeariśe. Il y a instabi-
lit é de l’́equilibre par divergence ou instabilité par flottement si sous perturbations, le système
quitte l’équilibre sans osciller ou en oscillant. A propos de la définition de la stabilit́e pour
les probl̀emes de contact frottant en dynamique et sur la question de l’existence et de l’unicité
des solutions on pourra consulter les articles récents de Basseville [12] et Ballard [10]. Le cas
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plus ǵeńeral de la stabilit́e du probl̀eme d’́evolution est trait́e dans [45] dans le cadre linéaire
élastique en dimension finie.

Dans le cas des systèmes continus, Nguyen [56] fait un bilan des résultats th́eoriques sur les
probl̀emes de stabilité en situation contact unilatéral avec frottement : la possibilité d’instabilit́e
par divergence et la recherche d’un critère de stabilit́e statique (voir Chateau et al. [23]) d’un
équilibre sont examińes dans le cas d’un obstacle fixe en transformation finie. Le cas de l’in-
stabilit́e ŕesultant d’un glissement stationnaire est ensuite envisagé dans le cas des petites trans-
formations en dynamique. Une instabilité par flottement ou par divergence est envisageable.
La stabilit́e dynamique du glissement stationnaire dans le cas hyperélastique en transformation
finie estétudíee par Raous et al. [62, 72].

3.2 Stabilité dynamique du glissement stationnaire

On se place dans l’hypothèse de petite transformation. On s’intéresse icìa la pŕesentation du
probl̀eme de glissement plan d’un solideΩ par rapport̀a un solide ind́eformable ayant un champ
de vitesse de solide rigide constantV . Dans cette section, l’équilibre stationnaire est défini ainsi
que la dynamique des perturbations proches de l’équilibre.

On consid̀ere donc le solide représent́e en figure 3.1, en contact avec un solide rigide ayant
une vitesseV . Le solideΩ est donc en situation de glissement par rapport au solide rigide. En
négligeant les efforts volumiques, les champsu ∈ U et r sont solutions du problème :

Fd

Ω

∂ΩF

SC
n

∂ΩU

Ud

V

FIG. 3.1 – Glissement deΩ vis-à-vis d’un solide ind́eformablèa vitesseV



∫
Ω

ρu? · üdΩ +

∫
Ω

ε[u?] : (A : ε[u] + B : ε[u̇])dΩ =

∫
∂ΩF

u? · F d dS +

∫
Sc

u? · r dS, ∀u? ∈ U0
un ≤ 0

rn ≤ 0

unrn = 0

et

{
‖w‖ = 0⇒ ‖rt‖ ≤ −frn

‖w‖ 6= 0⇒ rt = frn
w
‖w‖

surSc avecw = u̇t − V

(3.1)
La probĺematique est de s’intéresser icìa la stabilit́e dynamique de l’́equilibre glissant. Cet

équilibre glissant est la solution quasi-statique du problème pŕećedent, solution dite stationnaire.
La solution stationnaire(ue, re) vérifie :
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∫
Ω

ε[u?] : A : ε[ue]dΩ =

∫
∂ΩF

u? · F d dS +

∫
Sc

u? · re dS, ∀u? ∈ U0
ue

n ≤ 0

re
n ≤ 0

ue
nr

e
n = 0

et rt = frn
we

‖we‖
= −frn

V

‖V ‖
= frnt

e

(3.2)

Ce probl̀eme est́elastique non lińeaireà cause des conditions de contact unilatéral. On im-
pose que l’effort de frottement soit sur le cône de frottement et s’opposeà la vitesse de glisse-
mentà l’équilibre diriǵee selonte.

La méthode choisie pour caractériser la stabilit́e dynamique de l’́equilibre est la ḿethode de
linéarisation. On d́ecompose pour celau et r sous la formeu = ue + û et r = re + r̂. On ap-
pelle û et r̂ des perturbations par rapportà l’équilibre. La zone de contact obtenueà l’équilibre
est appeĺeeSe

c . Une lińearisation du problème (3.1) semble loin d’être évidente compte tenu
des non lińearit́es non ŕegulìeres telles que le contact unilatéral. En revanche, si l’on suppose
qu’il n’existe pas de contact affleurant, Moirot [50] montre que : si il y a unicité de la solution
dynamique du problème (3.1), alors, l’́equilibre est asymptotiquement stable pour toutes pertur-
bations glissantes, si et seulement si, il est asymptotiquement stable pour leséquations obtenues
en rendant bilat́erales les contraintes unilatérales actives̀a l’équilibre.

On appelle perturbations glissantes, des perturbations qui conservent la configuration de
contactà l’équilibre. Elles v́erifient des conditions de contact bilatéral pourû surSe

c c’est-̀a-
dire ûn = 0 sur Se

c . La figure 3.2 illustre l’́evolution locale dans la zone de contact d’une
perturbation glissante oscillante proche de l’équilibre.

un

rn rt

−frn

w

ren

−V
r̂n

˙̂ut

FIG. 3.2 – Image dans la zone de contact d’une perturbation glissante proche de l’équilibre.

L’ équation variationnelle v́erifiée par ces perturbations glissantes est la suivante :
∫

Ω

ρu? · ¨̂udΩ +

∫
Ω

ε[u?] : (A : ε[û] + B : ε[ ˙̂u])dΩ =

∫
Se

c

u? · r̂ dS, ∀u? ∈ U0

ûn = 0 surSe
c

r̂t dépend de la dimension du problème (2D ou 3D).

(3.3)

On distingue deux cas : le cas bidimensionnel (2D) et le cas tridimensionnel (3D). Dans le
cas 2D, l’effort de frottement est rectiligne, ce qui signifie que la direction de la vitesse de
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glissement est fix́ee. Dans ce cas, l’effort de frottement perturbé r̂t est diriǵe simplement suivant
te :

rt = frn
w

‖w‖
⇒ r̂t = f r̂nt

e

Dans le cas 3D, la direction de la vitesse de glissement est inconnue et peut parcourir tout le plan
de frottement. La direction de glissementt(w) = w/||w|| est donc une fonction non linéaire
de w. Dans le probl̀eme d’́evolution (3.1) initial, le passage au 3D ajoute une non-linéarit́e
régulìere. La conśequence sur l’effort de frottement perturbé est l’ajout d’une composante pro-
portionnelleà ẇb et dirigée suivantbe (be rendant le trìedre(n, te, be) direct).

rt = frn
w

‖w‖
⇒ r̂t = f r̂nt

e + f
re
n

‖we‖
(I2 − te ⊗ te) ŵ = f r̂nt

e + f
re
n

‖we‖
ŵbb

e

La figure 3.3 illustre dans le cas tridimensionnel la perturbation de l’effort de frottementr̂t.
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V
u̇b

f r̂n

FIG. 3.3 – Perturbation de l’effort de frottementr̂ dans le plan de frottement (cas 3D)

Pour ŕesumer, en 2D, les perturbations sont gouvernées par unéequation lińeaire alors qu’en
3D, elles sont gouvernées par unéequation non lińeaire mais ŕegulìere qui ajoute un terme lors
de la lińearisation par rapport̀a la situation 2D. Dans [50], Moirot s’intéressèa la ŕegularit́e
des solutions deśequations de perturbations. Il propose des conditions qui assurent la régularit́e
des solutions. Dans la suite, on fera cette hypothèse raisonnable de régularit́e de telle sorte que
l’on admettra que : pour toutes conditions initiales suffisamment proches de l’équilibre, il y a
existence et unicité de la solution deśequations bilat́erales, elle est régulìere et elle est solution
deséquations unilat́erales (3.1) sur un intervalle de temps [0,T].

Sous ces hypoth̀eses de ŕegularit́e, il y a équivalence pour des perturbations glissantes entre
la stabilit́e pour leśequations unilat́erales et pour leśequations bilat́erales. Ceci rend légitime
l’application du th́eor̀eme de Liapounov : la stabilité d́epend du signe de la partie réelle des
valeurs propres du problème lińeariśe (3.3).

Afin de mettre eńevidence le problème aux valeurs propres, onécrit (̂u, r̂n) sous la forme :

û(x, t) = û0(x) e
λt et r̂n(x, t) = r̂n0(x) e

λt

(3.3) devient alors :λ2M(û0, u
?) + λC(û0, u

?) +K(û0, u
?) =

∫
Se

c

r̂n0u
? · (n+ fte) dS,∀u? ∈ U0

û0 · n = 0 surSe
c

(3.4)
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avec :
C(û0, u

?) = ε[û0] : B : ε[u?] en 2D

C(û0, u
?) = ε[û0] : B : ε[u?]−

∫
Se

c

f
re
n

‖V ‖
û0b
u?

bdS en 3D
(3.5)

Remarque : le terme amortissant qui apparaı̂t dans la situation 3D áet́e pris en compte pour
la premìere fois dans [50]. Il provient du caractère plan du frottement. Puisquere

n ≤ 0, on verra
que la matrice d’amortissement induite après la discŕetisation a un effet amortissant. On parlera
de matrice d’amortissement induite par le caractère plan du frottement.

Le probl̀eme aux valeurs propres géńeraliśe (3.4) peut̂etre reformuĺe purement en d́eplacement.
Il s’agit de trouver le couple(u0, λ) tel que :

û0 ∈ W0 tel queλ2M(û0, u
?) + λC(û0, u

?) +K(û0, u
?) = 0,∀u? ∈ Wf

W0 = {u/u ∈ U0, u · n = 0 sur Se
c}

Wf = {u/u ∈ U0, u · (n+ ft) = 0 sur Se
c}

(3.6)

Les espacesW0 etWf étant diff́erents, (3.6) est un problème non syḿetrique. Les vecteurs
propresû0 et valeurs propresλ sont donc a priori complexes. A partir d’un coefficient de frot-
tement critiquefc, une valeur propreλ devientà partie ŕeelle positive. Ainsi, pourf > fc,
l’ équilibre est instable :

Im(λ) 6= 0, Re(λ) > 0⇒ Instabilit́e par flottement,

Im(λ) = 0, Re(λ) > 0⇒ Instabilit́e par divergence.
(3.7)

Dans le cas de l’instabilité par divergence, la perturbation quitte l’équilibre sans osciller
alors que dans le cas de l’instabilité par flottement, la perturbation quitte l’équilibre en oscillant.
Dans la suite, on fera l’hypothèse raisonnable de ne considérer que l’instabilit́e dynamique par
flottement. On suppose donc que Im(λ) 6= 0. Dans ce cas, la structure quitte l’équilibre suivant
le mode instableu0 en oscillant :

Re(u0(x)e
λt) = eRe(λ)t[Re(u0(x)) cos(Im(λ)t)− Im(u0(x)) sin(Im(λ)t)]

Un mode sera d́eclaŕe instable si sa valeur propre està partie ŕeelle positive. Pour caractériser
l’importance de l’instabilit́e d’un mode, on calcul le taux de croissanceζ du mode :

ζ =
Re(λ)

Im(λ)
(3.8)

Ce taux de croissance modal est intéressant car il est physiquement comparableà un amortis-
sement modal ńegatif dont l’ordre de grandeur peutêtre compaŕe aux amortissements modauxξ.

Remarque : La stabilité de l’́equilibre est examińee exclusivement pour des perturbations
glissantes, c’est-à-dire ne rompant pas le contact. La stabilité pour des perturbations avec décollement
est un probl̀eme complexe, non abordé ici et qui reste un problème ouvert [55].

Dans la suite, lorsque l’on parlera de stabilité de l’́equilibre stationnaire, implicitement, ce
sera la stabilit́e sous perturbations glissantes. La caractérisation de la stabilité de l’́equilibre
se ŕesume donc au calcul du problème aux valeurs propres complexes (3.6). On a vu dans le
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Algorithme
1. Calcul de la base de condensation

[
TCS

]
.

2. Construction et factorisation de
[
K̂loc

]
et de

[
K̂Y Y

]
.

3. Évaluation duρ optimal

4. Calcul de
{
BCS

}
(Résolution de

[
ˆKY Y

] {
BCS

Y

}
= {FY })

5. Calcul de{e} = [nt]T
[
TCS

]T {F}
6. Initialisation :{r}0 = {0}
7. Pour k=0,1,... et tant queε > Tol :

(a) Ŕesolution de :
[
K̂loc

]
{u}k+1 = {e}+ {r}k+1

(b) Effort normal :{rn}k+1 = Proj
<−

({rn}k − ρ {un}k)
(c) Effort tangent :{rt}k+1 = f {rn}k
(d) Calcul du crit̀ere d’arr̂etε =

||{r}i+1
k+1−{r}i+1

k ||
||{r}i+1

k || et test de convergence :

ε > Tol, alors k← k+1
ε < Tol, alors on quitte la boucle

8. Actualisations :{UC} = [nt] {u}
{U} =

[
TCS

]
{UC}+

{
BCS

}
FIG. 3.4 – Algorithme de calcul de l’équilibre stationnaire

cas 3D qu’un terme d’amortissement dépend de quantitésà l’équilibre telles que l’effort nor-
mal de contact ainsi que la vitesse de glissement. Dans cette situation un calcul de l’équilibre
est ńecessaire au préalable. On pŕesente dans la section suivante les méthodes nuḿeriques em-
ployées pour effectuer le calcul de l’équilibre ainsi que la résolution du probl̀eme aux valeurs
propres complexes.

3.3 Calcul numérique de la stabilité du glissement stationnaire

On s’int́eresse dans un premier temps au calcul de l’équilibre stationnaire. Après discŕetisation,
leséquations continues vérifiées par l’́equilibre (3.2) peuvent̂etre formuĺees comme suit :

[K] {U e} = {F}+ [Pn]T {re
n}+ [Pt]

T {re
t}

{re
n} = Proj

R−
({re

n} − ρ [Pn] {U e})
{re

t} = f {re
n}

(3.9)

Cette formulation est relativement proche de la formulation proposée pour le calcul du
probl̀eme d’́evolution en dynamique du chapitre préćedent. L’algorithme proposé pour le calcul
de l’équilibre est pŕeciśe figure 3.3.

Pour les probl̀emes òu les conditions limites sont telles que la matrice de raideur est sin-
gulière, (ce qui est possible lorsque dans une direction, ce sont des efforts qui sont imposés et
non des d́eplacements) une ḿethode possible est de régulariser le problème quasi-statique en
consid́erant un probl̀eme de dynamique. Le choix d’un pas de temps très grand avecθ = 1
permet de converger en quelques itérations vers la solution quasi-statique compte tenu du fort
amortissement nuḿerique introduit.

Remarque : le problème de l’existence et de l’unicité de la position d’́equilibre n’est pas
abord́e ici. On pourra consulter [56] pour trouver des conditions d’existence de l’équilibre.
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Pourf assez grand, la solution stationnaire peut ne pas exister.

On s’int́eresse maintenant au calcul numérique de la stabilit́e de l’́equilibre.
A partir de (3.3), on peut́ecrire le syst̀eme diff́erentiel lińeaire v́erifié par la perturbation.

Dans le cas 2D, on obtient :

[M ] ¨{U?}+ [C] ˙{U?}+ [K] {U?} = [Pnt]
T {r?} = [Pn]T {r?

n}+ [Pt]
T {r?

t }

La réaction de contact normale s’exprime en fonction des quantités cińematiques comme :

{r?
n} = [Pn] [M ] ¨{U?}+ [Pn] [C] ˙{U?}+ [Pn] [K] {U?}

car [Pn] est une matrice orthogonale. La condition de frottement de glissement donne :

{r?
t } = f {r?

n}

et par suite,
( [M ] + [Mf ]) ¨{U?}+ ([C] + [Cf ]) ˙{U?}+ ([K] + [Kf ]) {U?} = [Pn]T {r?

n}
[Pn] {U?} = 0

avec [Mf ] = −f [Pt]
T [Pn] [M ] , [Cf ] = −f [Pt]

T [Pn] [C] , [Kf ] = −f [Pt]
T [Pn] [K]

(3.10)
Pour les probl̀emes tridimensionnels, on obtient :

[M ] ¨{U?}+ [C] ˙{U?}+ [K] {U?} = [Pntb]
T {r?} = [Pn]T {r?

n}+ [Pt]
T {r?

t }+ [Pb]
T {r?

b}

{r?
n} = [Pn] [M ] ¨{U?}+ [Pn] [C] ˙{U?}+ [Pn] [K] {U?}

{r?
t } = f {r?

n} et {r?
b} = [D] [Pb] ˙{U?}

([M ] + [Mf ]) ¨{U?}+ ([C] + [Cf ] +
[
Ce

f

]
) ˙{U?}+ ([K] + [Kf ]) {U?} = [Pn]T {r?

n}
[Pn] {U?} = 0

avec [Mf ] = −f [Pt]
T [Pn] [M ] , [Cf ] = −f [Pt]

T [Pn] [C] , [Kf ] = −f [Pt]
T [Pn] [K]

et
[
Ce

f

]
= −f [Pb]

T [D] [Pb] , Dii =
(re

n)i

Vi
(3.11)

La condition[Pn] {U?} = 0 implique que l’on se place dans l’espace des contraintes de
contact bilat́eral. On d́efinit par{U?

W} la perturbation dans ce sous-espace. On a alors :

[Pn] {U?} = 0⇒ {U?} = [T ] {U?
W}

Se placer dans l’espace des contraintes bilatérales de contact estéquivalentà projeter les ma-
trices sur la base[T ] introduite.

La prise en compte du caractère plan de l’effort de frottement dans le cas 3D se traduit
par l’addition d’une matrice d’amortissement supplémentaire

[
Ce

f

]
. Cette matrice d́epend de la

réaction normale de contact calculéeà l’équilibre. Il est donc ńecessaire de calculer l’équilibre
stationnaire avant de calculer la stabilité pour les probl̀emes 3D.
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Dans les deux cas, après projection sur la base[T ], on obtient le système dynamique gouvernant
les perturbations :

˜[M ] ¨{U?
W}+ ˜[C] ˙{U?

W}+ ˜[K] {U?
W} = {0}

˜[M ] = [T ]T ([M ] + [Mf ]) [T ] , ˜[K] = [T ]T ([K] + [Kf ]) [T ] ,

˜[C] = [T ]T ([C] + [Cf ] +
[
Ce

f

]
) [T ]

(3.12)

Le probl̀eme aux valeurs propres sous-jacent (λ,φ) est :{
(λ2 ˜[M ] + λ ˜[C] + ˜[K]) {φW} = {0}
{φ} = [T ] {φW}

(3.13)

Le probl̀eme (3.13) est un problème aux valeurs propres complexes dans lequel les matrices
en jeu sont non syḿetriques et de grandes tailles.

Pour la ŕesolution nuḿerique, une première id́ee sugǵeŕee dans [50] est de rechercher la
solution du probl̀eme dans un sous-espace réduit. Il propose de projeter le problème initial sur
la base des modes réels sans frottement avec contact bilatéral ˆ[φ]. Il s’agit donc de ŕesoudre
d’abord (3.13) avecf = 0 et [C] = [0]. Ce probl̀eme est de grande taille, mais les matrices
sont syḿetriques et les solutions sont réelles. Il peut̂etre ŕesolu avec une ḿethode it́erative telle
que la ḿethode des puissances inverses ou la méthode de Lanczos [16, 43]. Ensuite les matrices
initiales sont projet́ees sur la base réduite ˆ[φ] calcuĺee sur une bande de fréquence choisie. Le
probl̀eme aux valeurs propres complexes réduit est alors :{

(λ2 ˆ[φW ]
T ˜[M ] ˆ[φW ] + λ ˆ[φW ]

T ˜[C] ˆ[φW ] + ˆ[φW ]
T ˜[K] ˆ[φW ]) {z} = {0}

{φW} = ˆ[φW ] {z} , {φ} = [T ] {φW}
(3.14)

Le probl̀eme construit est de la taille du nombre de modes réels choisis. La ŕesolution est
possible par une ḿethode directe telle la ḿethode du QZ [43]. En pratique, (3.14) est résolu
sous forme d’́etat ([Mred], [Kred] et [Cred] désignent les matrices réduites) :[

λ

(
[Cred] [Mred]
[Mred] [0]

)
+

(
[Kred] [0]

[0] − [Mred]

)]
{Z} = {0}

Cette ḿethode de projection sur la base des modes sans frottement avec contact bilatéral
est une ḿethode efficace mais dont la qualité d’approximation est difficilèa évaluer. La qualit́e
d’approximation augmente lorsque le nombre de modes sans frottement utilisés pour la projec-
tion augmente. Mais le lien entre la taille de la base et la qualité d’approximation reste incertain
et la convergence lente. Cet inconvénient peut̂etre lev́e en utilisant la ḿethode d’it́eration sur
les ŕesidus pŕesent́ee en annexe A.

Le principe ǵeńeral de la ḿethode est d’exploiter une base réduite initiale en calculant dans
un premier temps le résidu en d́eplacement induit par le caractère approch́e de la base et de créer
une base approchée de dimension plus grande dans laquelle on inclut ce résidu. Dans notre cas,
la base ŕeduite initiale est la base approchée des modes sans frottement. L’intér̂et ŕeside dans
le fait que l’on inclut dans la base les résidus associés aux modes dont l’erreur enénergie est
significative. Onévite alors les inconv́enients mentionńes pŕećedemment : la dimension de la
base d’approximation est ajustée automatiquement de manièreà garantir une erreur eńenergie
maximale sur les modes. On utilisera dans la suite cette méthode de calcul des modes de stabilité
en se fixant un indicateur d’erreur enénergie maximalε (voir annexe A).
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3.4 Validation

L’objectif de cette partie est de valider la méthode de calcul nuḿerique propośee pŕeće-
demment. On va considérer ici le cas du glissement d’une coucheélastique infinie (figure 3.5)
sur un massif semi-infini rigide se déplaçant̀a vitesse constanteV . L’int ér̂et de cet exemple
est que le calcul de la stabilité peut-̂etre meńe semi-analytiquement, ce qui permet d’avoir une
référence nuḿerique pour une validation des résultats par la ḿethode deśeléments finis. On se
propose dans un premier temps de rappeler les résultats analytiques approfondis dans Moirot
[50] et Adams [3]. Ensuite, le calcul du problème aux valeurs propres complexes est effectué sur
diff érents maillageśeléments finis. La qualité des ŕesultats est́evalúee par comparaison avec la
solution semi-analytique. Ensuite, l’apport de la méthode d’it́eration sur les ŕesidus est illustŕe.

3.4.1 Solution semi-analytique du probl̀eme de stabilit́e de l’équilibre

On introduit le d́eplacement physique comme :û(x̂, ŷ, t̂) = û(x̂, ŷ, t̂)x+ v̂(x̂, ŷ, t̂)y

Dans l’hypoth̀ese de d́eformation plane, les déplacements dans le milieu s’écrivent :

(λ+ 2µ)û,x̂x̂ + µû,ŷŷ + (λ+ µ)v̂,x̂ŷ = ρ¨̂u

(λ+ 2µ)v̂,ŷŷ + µv̂,x̂x̂ + (λ+ µ)v̂,x̂ŷ = ρ¨̂v

On introduit les ćelérités des ondes dans le milieu :c1 =
√

(λ+ 2µ)/ρ, c2 =
√
µ/ρ et τ =

c2/c1.
Afin de simplifier leséquations, ońecrit la globalit́e du probl̀eme en faisant intervenir les

variables adimensionnées suivantes :x = x̂/l, h = ĥ/l, δ = δ̂/l, V = V̂ /c2, t = t̂c2/l.
On pose le d́eplacement adimensionné comme :u(x, y, t) = u(x, y, t)x+ v(x, y, t)y dans le

milieu.
u,x2 + τ 2u,y2 + (1− τ 2)v,xy = τ 2ü

v,y2 + τ 2v,x2 + (1− τ 2)v,xy = τ 2v̈

les conditions aux limites d’encastrement :

u(x, h, t) = 0

les conditions de contact unilatéral :

v(x, 0, t) ≥ δ

σyy(x, 0, t) ≤ 0

(v(x, 0, t)− δ)σyy(x, 0, t) = 0

les conditions de frottement de Coulomb :

s = c2(u̇− V )

|σxy(x, 0, t)| ≤ −fσyy(x, 0, t)

σxy(x, 0, t)s− fσyy(x, 0, t)|s| = 0

on a :
σyy = (ρc21/l)(v,y + (1− 2τ 2)u,x)
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V
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δ̂

FIG. 3.5 – Glissement d’une coucheélastique infinie

σxy = (ρc21/l)τ
2(u,y + v,x)

t̂l = c2t

La solution stationnaire s’écrit :

u(y) = δf/τ 2(1− y/h)

v(y) = δ(1− y/h)

On recherche de la stabilité de la solution stationnaire i.e. on cherche des solutions périodiques
de ṕeriodel/k enx̂ (1/k enx) de la forme :

u(x, y, t) = e2παte2ikπxu(y)

avec
αt = ct̂/l etα = c/c2

On montre que les vitesses des ondes solutions doivent vérifier :

iB(p(c), q(c), k)− fC(p(c), q(c), k) = 0 (3.15)

avec

B(p, q, k) = q(1− p2)(sinh(2πpkh) cosh(2πqkh)− pq cosh(2πpkh) sinh(2πqkh))

C(p, q, k) = pq(3+p2)(1−cosh(2πpkh) cosh(2πqkh))+(2p2q2+1+p2) sinh(2πpkh) sinh(2πqkh)

etp(c) =
√

1 + (c/c2)2, q(c) =
√

1 + τ 2(c/c2)2

Il est donc possible de calculer les céléritésc vérifiant (3.15). En pratique, les valeurs propres
sont calcuĺees par un algorithme de minimisation du module du membre de gauche de (3.15).

Après avoir choisi les param̀etres physiques du tableau 3.1, on obtient les 25 premières va-
leurs propres du problème (3.6). On dispose donc des valeurs propres calculées ind́ependamment
d’une discŕetisation spatiale. Dans la section qui suit, on vaétudier l’influence de la discrétisation
sur la qualit́e d’approximation des valeurs propres.

3.4.2 Calculs nuḿeriques : influence de l’interpolation élément fini

On s’int́eressèa l’effet du degŕe des fonctions d’interpolation dans leséléments sur la qua-
lit é d’approximation des valeurs propres. Pour cela, on considère trois types de maillages :
un maillage 1 (figure 3.7) composé d’éléments lińeaires, un maillage 2 (figure 3.8) composé
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E 5.109 Pa
ν 0.2
ρ 2500 Kg/m3

f 0.5
ĥ 0.05 m
l̂ 0.15 m
δ̂ 5.10−6 m

TAB . 3.1 – Param̀etres du probl̀eme
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FIG. 3.6 – 25 premìeres valeurs propres :Re(λ) en fonction de la fŕequence (Im(λ)/2π)
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d’éléments quadratiques et un maillage 3 mixte (figure 3.9), composé d’éléments quadratiques
hors de la zone de contact et d’éléments lińeaires sur la zone de contact. Pour ces trois types de
maillage, on consid̀ere un maillage grossier (environ 900 ddls) et un maillage fin (environ 8000
ddls).

FIG. 3.7 – Maillage 1 grossier 30× 15 (fin : 80× 50)

FIG. 3.8 – Maillage 2 grossier 15× 8 (fin : 45× 28) FIG. 3.9 – Maillage 3 grossier 15× 8 (fin : 45× 28)

Le calcul de la solution stationnaire pour le maillage 2 montre des oscillations de la réaction
de contact (voir figure 3.10). Ce phénom̀ene provient de la nature quadratique de l’élément
lorsqu’il est en situation de contact et n’est pas acceptable. Cependant compte tenu de l’apport
de la qualit́e d’approximation deśeléments quadratiques par rapport auxéléments lińeaires, on
souhaite les utiliser. On propose alors deux stratégies : un maillage 2 avec linéarisation (que l’on
appellera doŕenavant simplement maillage 2) deséléments de la zone de contact et un maillage
3 où l’on intercale deśeléments lińeaires entre la structure et la zone de contact. L’expression
« linéariser leśeléments»du maillage 2 signifie qu’à chaque nœud 3 d’uńelément quadratique
(figure 3.11) on impose la contrainte{U3} = 1/2({U1}+ {U2}).

On dispose donc de trois discrétisations qui possèdent un nombre de ddls comparables. Le
calcul de stabilit́e est effectúe et les figures 3.12, 3.13, 3.14 et 3.15 présentent les erreurs rela-
tives sur les fŕequences propres et sur les parties réelles des valeurs propres vis-à-vis des calculs
semi-analytiques pour les maillages grossiers et fins et ceci pour les 10 premiers modes in-
stables. Les calculs sont réaliśesà l’aide de la ḿethode d’it́eration sur les ŕesidus avec un critère
d’erreur eńenergieε de10−5 (voir annexe A).

On remarque après comparaison que :
– tant pour le maillage grossier que pour le maillage fin, le maillage 2 donne la meilleure

approximation sur les fréquences propres.
– sur le maillage grossier, le maillage 1 donne la meilleure approximation des parties réelles

des valeurs propres tandis que sur le maillage fin, le maillage 2 l’emporte.
Malgré les oscillations en effort normaux de contact observées sur le maillage 2 sans liné-

arisation de la zone de contact, on souhaite regarder la qualité d’approximation sur les valeurs
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FIG. 3.10 – Efforts normaux nodaux de contact le long de la ligne de nœuds avec est sans linéarisation sur le
maillage 2
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FIG. 3.11 –« Linéarisation de la zone de contact»pour leséléments du maillage 2 situés sur la zone de contact
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FIG. 3.12 – Erreurs relatives sur les fréquences
propres [%] (Maillages grossiers)
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FIG. 3.13 – Erreurs relatives sur les parties réelles des
valeurs propres [%] (Maillages grossiers)

propres (figures 3.16, 3.17, 3.18 et 3.19).

On constate que sur le maillage fin, la linéarisation a peu d’effet alors que sur le maillage
grossier, elle d́et́eriore l’évaluation des parties réelles mais ne d́et́eriore pas l’́evaluation des
fréquences propres.
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FIG. 3.14 – Erreur relative sur les fréquences propres
en [%] (Maillages fins)
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FIG. 3.15 – Erreur relative sur les parties réelles des
valeurs propres [%] (Maillages fins)
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FIG. 3.16 – Effet de la lińearisation sur l’erreur rela-
tive sur les fŕequences propres [%] (Maillage 2 gros-
sier)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

5

10

15

20

25

Maillage 2 grossier avec linéarisation
Maillage 2 grossier sans linéarisation

FIG. 3.17 – Effet de la lińearisation sur l’erreur re-
lative sur les parties réelles des valeurs propres [%]
(Maillage 2 grossier)
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FIG. 3.18 – Effet de la lińearisation sur l’erreur rela-
tive sur les fŕequences propres [%] (Maillage 2 fin)
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FIG. 3.19 – Effet de la lińearisation sur l’erreur re-
lative sur les parties réelles des valeurs propres [%]
(Maillage 2 fin)
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FIG. 3.20 – Influence de la ḿethode de calcul des
fréquences propres sur l’erreur relative [%]
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FIG. 3.21 – Influence de la ḿethode de calcul des
parties ŕeelles des valeurs propres sur l’erreur relative
[%]

3.4.3 Intérêt de la méthode d’itération sur les résidus

On s’int́eresse icìa la comparaison des résultats de stabilité calcuĺes de trois façons dif-
férentes : la première manìere est d’utiliser la ḿethode d’it́eration sur les ŕesidus avec une
base de mode initiale de dimension 25 (on constate qu’à convergence, la dimension du sous-
espace de recherche est de dimension 136). La deuxième ḿethode est de rechercher les modes
complexes sur la base des 25 premiers modes sans frottement. Enfin, la troisième ḿethode est
de rechercher les modes complexes sur la base des 136 premiers modes sans frottement, ce
qui permet d’́evaluer par comparaison la qualité du sous-espace de recherche construit par la
méthode d’it́eration sur les ŕesidus.

Les ŕesultats sont portés sur les figures 3.20 et 3.21. Si l’on compare les résultats pour la base
des modes sans frottement, alors on constate que l’augmentation de la dimension de la base de
projection apporte un gain de précision significatif tant sur les fréquences que sur les parties
réelles des valeurs propres.

Si l’on compare la ḿethode d’it́eration sur les ŕesidus avec la ḿethode de projection sur
la base sans frottement de dimension 136, on constate que l’apport de la méthode d’it́eration
sur les ŕesidus est int́eressant (ε = 10−5, maillage 2)à la fois sur les fŕequences propres et
sur les parties ŕeelles des valeurs propres. Cela montre que la base géńeŕee par les ŕesidus en
déplacement est de meilleure qualité.

3.5 Conclusion

Leséquations continues vérifiées par l’́equilibre stationnaire et par les perturbations proches
de l’équilibre ontét́e pŕesent́ees. D’un point de vue discret, la dynamique des perturbations
proches de l’́equilibre est pŕedite via la ŕesolution d’un probl̀eme aux valeurs propres complexes
dont on a propośe la ŕesolution par la ḿethode d’it́eration sur les ŕesidus.

La comparaison du calcul semi-analytique avec le calcul parélément fini nous a permis de
dégager leśeléments suivants :

– La convergence avec le maillage est observée et valide la ḿethode nuḿerique.
– Le maillage 2 est adapté pour le calcul de l’́equilibre stationnaire (grâceà la linéarisation)
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et pour le calcul de stabilité. En effet, dans tous les cas de figure préćedents, l’approxi-
mation faite sur les fŕequences propres reste la meilleure. Néanmoins, la lińearisation
dét́eriore les parties réelles des valeurs propres pour les maillages grossiers. L’approxi-
mation redevient acceptable pour des maillages fins et reste comparable au maillage 1
(pour les parties ŕeelles seulement). Le choix d’un maillage quadratique sera important
dans la suite, notamment lors du maillage d’un disque où leséléments quadratiques offrent
des gains significatifs par rapport auxéléments lińeaires en particulier sur les modes de
flexion.

– La méthode d’it́eration sur les ŕesidus est int́eressante car elle améliore significativement
l’approximation.

Le calcul de stabilit́e nous permet de prédire l’évolution des perturbations glissantes oscillantes
proches de l’́equilibre. Mais comment́evoluent ces perturbations loin de l’équilibre, en particu-
lier quand on passe d’une situation de glissement sous la zone de contactà une situation plus
complexe ? Beaucoup de travaux sur l’étude des vibrations auto-entretenues font un raccourci
rapide entre fŕequence des modes instables et solution transitoire. Le chapitre suivant suggère
l’ étude de la transition entre l’évolution des perturbations proches de l’équilibre et l’́evolution
transitoire loin de l’́equilibreà l’aide de la projection de cette solution sur la base des modes de
stabilit́e.



4 – Transition entre évolution des
perturbations et évolution transitoire

On a caract́eriśe dans le chapitre préćedent l’instabilit́e de l’́equilibre stationnaire : sous
petites perturbations, la structure quitte l’équilibre en oscillant et́evolue suivant les modes d’in-
stabilit́es dynamiques. On se propose dans ce chapitre d’étudier la transition entre l’évolution
des perturbations et l’évolution transitoire loin de l’́equilibre. Afin d’́etudier l’effet des non
linéarit́es sur l’́evolution des perturbations, on propose une méthode originale de projection de
la solution transitoire sur les modes de stabilité. Cette projection va nous permettre aussi de
décrire spatialement la solution dans le cycle limite. La démarche est appliquée sur le probl̀eme
du glissement d’une coucheélastique bidimensionnelle.

4.1 Liens entre modes de stabilit́e etévolution transitoire

4.1.1 Liens entre coordonńees modales des modes de stabilité et espace physique

On a vu que la dynamique des perturbations proches de l’équilibre pouvait̂etre pŕedite par
la résolution d’un probl̀eme aux valeurs propres issu du système lińeariśe suivant :{

˜[M ] ¨{U?
W}+ ˜[C] ˙{U?

W}+ ˜[K] {U?
W} = {0}

{U?} = [T ] {U?
W}

(4.1)

La dynamique des perturbations est donnée par la ŕesolution du probl̀eme aux valeurs propres
suivant : {

(λ2 ˜[M ] + λ ˜[C] + ˜[K]) {φW} = {0}
{φ} = [T ] {φW}

(4.2)

Il est possible de ŕeécrire la dynamique des perturbations en utilisant une formulation sous
forme d’́etat : {

˜[A] {α̇?
W}+ ˜[B] {α?

W} = {0}
{α?} = [Tα] {α?

W}
(4.3)

˜[A] =

(
˜[C] ˜[M ]
˜[M ] [0]

)
, ˜[B] =

(
˜[K] [0]

[0] − ˜[M ]

)

{α?} =

(
{U?}

˙{U?}

)
, [Tα] =

(
[T ] [0]
[0] [T ]

)
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Le champ{α?} de dimension2n contient le champ de déplacement et le champ de vitesse. Sous
forme d’́etat, le probl̀eme aux valeurs propres se réécrit comme suit :{

( ˜[A]λi + ˜[B]) {ΦWi
} = {0}

{Φi} = [Tα] {ΦWi
}

(4.4)

On peut noter que

[ΦW ] =

(
φW φW

φW Λ φW Λ

)
et [Φ] =

(
φ φ

φΛ φΛ

)
, avecΛ = diag(λ) (4.5)

La perturbation s’́ecrit donc :

{α?} =
2n∑

k=1

qk {Φk} eλkt =
n∑

k=1

qk {Φk} eλkt + qk

{
Φk

}
eλkt = 2

n∑
k=1

Re(qk {Φk} eλkt) (4.6)

L’amplitude du mode complexek s’écrit |qkeλkt| = |qk|eRe(λk)t. Les quantit́esqk dépendent des
conditions initiales en d́eplacement et en vitesse issues des perturbations.

Remarque : d’un point de vue théorique, si les conditions initiales sont les champsà l’équilibre,
alors les amplitudesqk sont nulles.

4.1.2 Projection sur la base des modes de stabilité

On a vu comment́evoluaient les perturbations des champs de déplacement et de vitesse au-
tour de l’́equilibre : elles explosent exponentiellementà partir de l’́equilibre dans les directions
des modes de stabilité. On s’int́eresse au devenir de ces perturbations« loin » de la position
d’équilibre. On se pose le problème suivant : si l’on suppose connaı̂tre l’évolution des champs
solutions du probl̀eme non lińeaire sur une ṕeriode donńee, peut-on connaı̂tre le r̂ole de chaque
mode de stabilit́e ? En particulier, peut-on connaı̂tre l’effet des non lińearit́es sur la croissance
exponentielle d’un mode instable ? Pour répondrèa ces questions, on se propose de projeter les
perturbations par rapportà l’équilibre sur la base des modes de stabilité. Les perturbations sont
estiḿeesà partir de la solution transitoire calculée au pŕealable.

Cette projection s’effectue en deuxétapes :

Les modes de stabilité vérifient, on l’a vu, les conditions de contact bilatéral sur la zone de
contactà l’équilibre. Or, lors de l’́evolution transitoire, du d́ecollement est susceptible d’ap-
parâıtre. Il faut donc se placer dans l’espace des contraintes de contact bilatéral (figure 4.1). On
décompose alors le champ de déplacement comme suit :

{U} = [T ] {UW}+ [TJ ] {UJ} , avec [T ]T [TJ ] = [0]

Avec{UW} le champ de d́eplacement v́erifiant le non d́ecollement et{UJ} définissant les jeux
éventuellement non nuls sous la zone de contact. On peut ensuite calculer{UW} en fonction de
{U} :

[T ]T {U} = [T ]T [T ] {UW} = [H] {UW}

{UW} = [H]−1 [T ]T {U} avec [H] diagonale (4.7)
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FIG. 4.1 – Projection dans l’espace des champs avec contact bilatéral sur la zone de contact

La même oṕeration doitêtre faite pour le champ de vitessė{UW} en fonction de ˙{U}.
La deuxìemeétape est de« séparer» les modes de stabilité dans la solution, autrement dit la

solution est projet́ee sur la base des modes de stabilité. On introduit pour cela dans un premier
temps le probl̀eme aux valeurs propres transposé au probl̀eme (4.2) :

(λ2 ˜[M ]
T

+ λ ˜[C]
T

+ ˜[K]
T
) {ψW} = {0} (4.8)

Sous forme d’́etat ce probl̀eme aux valeurs propres se réécrit comme suit :

( ˜[A]
T
λi + ˜[B]

T
) {LWi

} = {0} (4.9)

On peut construire par analogie avec (4.5) :

[LW ] =

(
ψW ψW

ψW Λ ψW Λ

)
Compte tenu du caractère non syḿetrique des matrices, on utilise la propriét́e de bi-orthogonalit́e

des bases[ΦW ] et [LW ], c’est-̀a-dire que[LW ]T ˜[A] [ΦW ] est une matrice diagonale. Cela se tra-
duit par les propríet́es suivantes :

∀i 6= j {LWi
}T ˜[A]

{
ΦWj

}
= 0

{LWi
}T ˜[A] {ΦWi

} 6= 0
(4.10)

On suppose connaı̂tre{α(t)} sur [0, T ] et on calcule le champ perturbé :

{α?
W (t)} =

(
[H]−1 [T ]T ({U(t)} − {Ue})

[H]−1 [T ]T ˙{U(t)}

)
On projette le champ perturbé {α?

W (t)} sur la base{ΦW} et on d́efinit les amplitudes mo-
dales complexesβk :

{α?
W (t)} =

2n∑
k=1

βk {ΦWk
}

On exploite les relations de bi-orthogonalité (4.10) :

{
LWj

}T ˜[A] {α?
W (t)} =

2n∑
k=1

βk

{
LWj

}T ˜[A] {ΦWk
} = βj

{
LWj

}T ˜[A]
{
ΦWj

}
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L’amplitude modale complexe du modej, βj(t) est alors :

βj(t) =

{
LWj

}T ˜[A] {α?
W (t)}{

LWj

}T ˜[A]
{
ΦWj

} (4.11)

Remarques :
– L’objectif de la projection ici est de séparer les contributions des modes de stabilité à la

solution. On va le voir dans la suite, cela permettra de calculer des contributions des modes
de stabilit́e à l’énergie vibratoire de la solution transitoire.

– Les relations de bi-orthogonalité (4.10) permettent de géńeraliser le th́eor̀eme de projec-
tion dans le cas des opérateurs non auto-adjoints. Pour plus de détail, consulter l’ouvrage
de L. Meirovitch [49].

À partir des amplitudes modalesβj, on peut reconstruire le champ vibratoire dans la base
des modes de stabilité :

{α?(t)} =
n∑

k=1

(βk(t) {Φk}+ βk(t)
{
Φk

}
)

{α?(t)} = 2
n∑

k=1

Re(βk(t) {Φk}) = 2
n∑

k=1

Re(βk)Re({Φk})− Im(βk)Im({Φk}) (4.12)

Proche de l’́equilibre, on se situe dans le régime lińeaire et le module de l’amplitude modale
|βj| se confond avec le comportement exponentiel :

|βj(t)| = |βj(0)e(Re(λj)+iIm)(λj)t| = |βj(0)|eRe(λj)t = |qj|eRe(λj)t

Dans le cas d’un mode instable, l’évolution du module de l’amplitude modale dans le temps
est repŕesent́e sch́ematiquement figure 4.2.

t

|qj |eRe(λj)t

|βj(t)|

FIG. 4.2 –Évolution du module de l’amplitude modale|βj |(t) pour des perturbations proches de l’équilibre

L’effet des non lińearit́es sur un mode instable peut doncêtre examińe via cette projection.
Afin de comparer les amplitudes des modes instables entre elles, on propose dans la section qui
suit d’exploiter la projection pour calculer les contributions auxénergies des modes de stabilité.
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4.1.3 Contributions des modes de stabilit́e auxénergies

Á partir de la d́ecomposition du champ perturbé sur la base des modes de stabilité (́equation
4.11), on peut reconstruire le déplacement et la vitesse perturbée comme suit :{

U?
j (t)

}
= 2(Re(βj(t))Re({φj})− Im(βj(t))Im({φj})){

U̇j(t)
}

= 2(Re(βj(t))Re(λj {φj})− Im(βj(t))Im(λj {φj}))
(4.13)

La contribution du mode de stabilité j à l’énergie totale perturbée (́energie totale du champ
auquel on a retranché l’énergie de la solution stationnaire),à l’énergie de d́eformation perturb́ee
ainsi qu’̀a l’énergie cińetique perturb́ee peut̂etre calcuĺee comme suit :

ETj
(t) = Edj

(t) +Ecj
(t) = 1/2

{
U?

j (t)
}T

[K]
{
U?

j (t)
}

+ 1/2
{
U̇j(t)

}T

[M ]
{
U̇j(t)

}
(4.14)

Remarques :
– Dans les systèmes syḿetriques, les amplitudes modales sont liées aux́energies gr̂ace aux

propríet́es d’orthogonalit́e par rapport̀a la masse et la raideur. Ceci permet de compa-
rer les amplitudes modales entre elles. Ici, ce n’est pas le cas et les amplitudes modales
servent d’interḿediaire pour calculer les contributions auxénergies gr̂ace aux expressions
préćedentes.

– Les matrices[K] et [M ] étant syḿetriques, il existe alors des contributions croisées aux
énergies non nulles telles que

{
U?

j (t)
}T

[K] {U?
i (t)}, dues au fait que les modes de sta-

bilit é ne diagonalisent pas[M ] et [K]. On qualifiera ńeanmoins d’́energies modales les
contributions (4.14). On verra dans les exemples numériques qui suivent que ces contribu-
tions croiśees ne jouent pas un rôle majeur.

– Sur un exemple de poutre unidimensionnel en situation de frottement sur un tapis rou-
lant, Jung et al. [39] exploitent les solutions analytiques du problème pour construire des
opérateurs auto-adjoints̀a partir des oṕerateurs non auto-adjoints où les valeurs propres et
vecteurs propres sont identiques. Ils définissent alors des pseudo-énergies cińetiques et de
déformations òu les contributions croiśees disparaissent.

4.1.4 Valeur moyenne de l’́energie cińetique modale sur le cycle limite

On s’int́eressèa la caract́erisation temporelle des modes excités dans le cycle limite. Au-
trement dit, on cherchèa savoirà quelle fŕequence vibre un mode excité et quel est son niveau
d’énergie cińetiqueà cette fŕequence. Une ḿethode possible serait de calculer sur le cycle limite
les transforḿees de Fourier de tous les champs de vitesses en tous les points de la structure, puis
de calculer l’́energie cińetique en identifiant le vecteur amplitude de vitesseà cette fŕequence
dans toute la structure.

Grâceà la d́ecomposition sur la base des modes de stabilité, on peut calculer la contri-
bution d’un mode au champ de vitesse. Cette contribution peutêtreévalúee dans le domaine
fréquentiel. La transforḿee de Fourier de l’amplitude modale complexe (du mode concerné)
calcuĺee sur le cycle limite sert d’interḿediaire :

{V (ω)} = 2(Br(ω)Re(λ {φ})−Bi(ω)Im(λ {φ}))

Br(ω) etBi(ω) désignent respectivement les transformées de Fourier sur le cycle limite de
Re(β(t)) et Im(β(t)).
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La valeur moyenne sur le cycle limite sur une périodeT à une fŕequence donńeeω de
l’ énergie cińetique s’́ecrit :

〈 Ec(ω) 〉 =
1

T

∫ T

0

1

2
{V (ω, t)}T [M ] {V (ω, t)} dt avec{V (ω, t)} = Re({V (ω)} ejωt)

ce qui donne :

〈 Ec(ω) 〉 =
1

2
Re

(
1

2

{
V (ω)

}T
[M ] {V (ω)}

)

4.2 Application à la coucheélastique bidimensionnelle

On s’int́eresse au glissement d’une coucheélastique bidimensionnelle semi-infinie (figure
4.3) pŕesent́ee au chapitre préćedent (les conditions de périodicit́e en espace sont imposées).
L’objectif dans cette section est de caractériser la solution dynamique transitoireà la fois spa-
tialement et temporellement. La caractérisation spatiale est effectuée en projetant la perturbation
issue de la solution transitoire sur les modes de stabilité comme indiqúe pŕećedent. Pour cela, on
se donne un maillage composé de 25x10́eléments lińeaires. L’́equilibre stationnaire est calculé
ainsi que sa stabilité. On distingue deux cas pour cette caractérisation pour lesquels la stabilité
de l’équilibre est identique : le cas de la propagation d’une onde de type glissement / adhérence
et le cas de la propagation d’une onde de type glissement / décollement. Les deux types d’ondes
sont obtenus en modifiant les paramètres de l’́equilibre, le d́eplacement imposé δ̂ et la vitesse
impośeeV .

x

y

V

ĥ

δ̂

FIG. 4.3 – Glissement d’une coucheélastique infinie

Pour l’ensemble des résultats, les param̀etres communs suivants ontét́e choisis :
Longueur=0.15 m, Largeur=0.05 m,E=5× 109 Pa,ν=0.2,ρ=2500 kg/m3, α=7.8 s−1, β=2×
10−7 s,f=0.3.

Les ŕesultats de la stabilité de l’́equilibre sont montŕes figure 4.4 et figure 4.23 (les modes
sont calcuĺes pour un crit̀ere eńenergieε de10−6).

4.2.1 Méthode de calcul de la solution transitoire

En tenant compte de la vitesseV du solide rigide, le système non lińeaireà ŕesoudre après
discŕetisation est le suivant :



APPLICATION À LA COUCHE ÉLASTIQUE BIDIMENSIONNELLE 69

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
−6

−4

−2

0

2

4

ζ
[%

]

N◦ des modes

FIG. 4.4 – Taux de croissance des modesζ en [%] en fonction des nuḿeros des modes

[M ] ¨{U}+ [C] ˙{U}+ [K] {U} = {F}+ [Pn]T {rn}+ [Pt]
T {rt}

{rn} = Proj
R−

({rn} − α([Pn] {U} − {g0}))

{rt} = Proj
C
({rt} − α([Pt] ˙{U}+ {V }))

(4.15)

L’algorithme (2.23) appliqúe au syst̀eme (4.15) permet d’effectuer un calcul incrémentalà
partir de conditions initiales données.

4.2.2 Onde de type glissement / adhérence

Les param̀etres de chargement choisis utilisés pour mettre en place une onde du type glisse-
ment / adh́erence sont :̂δ=0.2× 10−3m,V = 0.1 m/s. Le calcul transitoire est effectué en partant
de l’équilibre (la perturbation est de l’ordre du bruit numérique).

Comportement local. La solution converge vers un cycle limite périodique que l’on peut
observer figure 4.6. L’évolution temporelle du statut des nœuds de contact est représent́ee fi-
gure 4.17. La vitesse tangentielle en un point de la zone de contact est tracée figure 4.5. La
perturbation explose donc jusqu’à ce que la vitesse tangentielle atteigne la vitesse de glisse-
mentV . En ce qui concerne les efforts de frottement, la figure 4.7 illustre la phase d’adhérence.
La figure 4.8 montre le rapport de la résultante d’effort de contact tangentielle avec la résultante
normale. On peut observer deux phases distinctes consécutives : une première ṕeriode de temps
pendant laquelle le statut de contact est le glissement et où le rapport des résultantes vautf
et une seconde période pendant laquelle le cycle limite s’installe. On remarque alors que ce
rapport de ŕesultante est inférieurà f et vaut environ 0.21. Ce phénom̀ene illustre la diff́erence
entre coefficient de frottement local et coefficient de frottement apparent (global). Cette consta-
tation corrobore les résultats obtenus par Baillet et al. [7] sur la simulation du comportement
d’un tribomètre.

Comportement global.La figure 4.9 pŕesente leśenergies vibratoires totales en fonction du
temps. On remarque que 3 modesémergent significativement, les modes 9, 33 et 1. L’évolution
desénergies vibratoires dans le temps nous montre que le mode instable 9 explose jusqu’à
apparition de la première adh́erence.Á cet instantémergent les modes de stabilité 1 et 33 qui
sont stables.
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La figure 4.10 montre les amplitudes modales complexes pour les modes 9 et 33 (modules,
parties ŕeelles et imaginaires). Ces amplitudes sont obtenues par projection de la solution tran-
sitoire sur les modes de stabilité. Elles montrent la transition du régime lińeaire au ŕegime non
linéaire pour le mode instable 9. L’apparition du mode 33 duà la non lińearit́e est observ́e ici
aussi. Les parties réelles et imaginaires de l’amplitude complexe sont déphaśees de 90 degrés,
ce qui illustre comment l’onde est reconstituée (formule 4.12)̀a partir des champs réels et ima-
ginaires du mode.

Les d́eformées des modes de stabilité sont traćees figure 4.23.
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La figure 4.11 superpose le contenu fréquentiel de la vitesse normale du cycle limite avec les
taux de croissance des modes. On remarque que la fréquence du cycle est la fréquence du mode
instable qui a le taux de croissance maximal. On remarque aussi la présence d’une fréquence
harmonique qui est très proche de la fréquence du mode 33. Lesénergies cińetiques modales
dans le domaine fréquentiel calcuĺees sur le cycle limite sont tracées figure 4.12. Elles montrent
que les deux modes présents vibrent̀a leur fŕequence respective car les pics coı̈ncident avec les
fréquences des modes de stabilité.
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FIG. 4.13 – Contributions modales auxénergies vibratoires perturbées pour chaque mode de stabilité
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L’observation des diff́erentesénergies modales̀a un instant du cycle limite (figure 4.13)
montre que le mode 1 ne vibre pas contrairement aux deux autres. La présence de ce mode est
dueà la chute du coefficient de frottement apparent. Une telle chute crée une correction statique
à la perturbation qui introduit la projection d’une partie de l’équilibre sur la base des modes de
stabilit́e. La part la plus importante de cette projection est sur le premier mode.

En conclusion, la solution dynamique converge vers un cycle limite périodique.Énerǵetiquement,
on remarque que c’est le modeà plus fort taux de croissance qui impose la fréquence de vibra-
tion du cycle ainsi que le champ spatial. La fréquence harmoniquèa la fŕequence du mode
instable exacerbe un mode stable qui vibre. Pour résumer, on peut dire que la structure répond
de manìere forćeeà l’harmonique du mode instable. La présence d’une onde de glissement /
adh́erence fait chuter le coefficient de frottement apparent qui fait apparaı̂tre une composante
statique dans la perturbation vis-à-vis de l’́equilibre.

4.2.3 Onde de type glissement / d́ecollement

On consid̀ere les param̀etres de chargements suivants :δ̂=0.05× 10−3 m, V = 0.5 m/s. Le
calcul transitoire est là aussi effectúe en partant de l’équilibre (la perturbation est de l’ordre du
bruit nuḿerique).

Comportement local. Ces param̀etres permettent de mettre enévidence l̀a aussi un cycle
limite périodique avec une onde de type glissement / décollement (voir figure 4.16). Les fi-
gures 4.14 et 4.15 représentent les diagrammes de phases des quantités cińematiques normales
et tangentes. On peut remarquer que cette fois-ci, ce n’est pas la quantité tangente qui sature la
solution puisquevt(t)/V n’atteint jamais1. En revanche, le d́ecollement a bien lieu.
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L’effort normal de contact s’annule ici périodiquement (figure 4.18).

Comportement global. La figure 4.19 montre que cette fois-ci les modes 9, 33, 63 et 80 sont
énerǵetiques. Cette fois-ci, on est en présence de trois harmoniques (figure 4.20) avec 4 modes
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Le temps s’́ecoule de haut en bas

excit́es. La figure 4.21 nous montre que le premier mode (9) vibre sur la fréquence fondamen-
tale du cycle limite (fŕequence proche de celle du mode instable). Le deuxième mode (33) vibre
sur la premìere harmonique et les deux autre modes (63 et 80) vibrent sur la troisième harmo-
nique. Ces deux derniers modes ne vibrent donc pas sur leurs fréquences propres. On reconnaı̂t
ici une ŕeponse des modesà une excitation forćee dont les fŕequences sont les harmoniques de
la fréquence du mode instable 9.

Contrairement au cas préćedent, le fait qu’il n’y ait pas de statut adhérent implique l’́egalit́e
du coefficient de frottement local avec le coefficient de frottement apparent, ce qui a comme
conśequence ici de ne pas faire apparaı̂tre le mode 1 dans la solution (figure 4.22).
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FIG. 4.22 – Contributions modales auxénergies vibratoires perturbées pour chaque mode de stabilité
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(a) Mode 1, 4569 Hz,ζ=-0.3 % (b) Mode 9, 16320 Hz,ζ=3.1 %

(c) Mode 33, 33080 Hz,ζ=-0.35 % (d) Mode 63, 45970 Hz,ζ=2.2 %

(e) Mode 80, 52690 Hz,ζ=2.2 %

FIG. 4.23 – Modes de stabilité complexes n˚1, 9, 33, 63 et 80

4.3 Conclusion

Une ḿethode originale permettant d’étudier la transition entre l’évolution des perturbations
glissantes proches de l’équilibre et l’́evolution transitoire loin de l’́equilibre aét́e propośee :
la projection de la solution transitoire permet d’étudier l’effet de la non lińearit́e sur l’ampli-
tude modale d’un mode instable. Cette projection sur la base des modes de stabilité permet
aussi de caractériser spatialement la solution. Le cas du glissement d’une coucheélastique áet́e
consid́eŕe. Deux familles de param̀etres de chargement sontétudíees, ce qui permet de mettre en
évidence des solutions transitoires périodiques avec propagation d’onde sur la zone de contact
de type glissement / adhérence dans un cas et glissement / décollement dans l’autre. Dans les
deux cas, c’est le modèa plus fort taux de croissance qui impose la fréquence de vibration du
cycle. Les fŕequences harmoniques viennent exciter des modes stables qui vibrentà ces m̂emes
fréquences harmoniques telle une excitation forcée. Dans le cas spécifique de l’onde de sur-
face glissement / adhérence, la chute du coefficient de frottement apparent crée une correction
statiquèa la solution.

Les comportements observés d́ependent bien ŝur de la ǵeoḿetrie du syst̀eme et des pa-
ramètres physiques. L’objet du chapitre suivant est d’effectuer uneétude similaire sur un ḿe-
canisme simplifíe de freinà disque tridimensionnel dont les propriét́es physiques sont choisisà
partir des propríet́es physiques des constituants du mécanisme de frein TGV.



5 – Application à un modèle simplifié de
frein à disque tridimensionnel

On consid̀ere dans ce chapitre un modèle simplifíe de freinà disque tridimensionnel dont les
propríet́es physiques des constituants sont choisisà partir de ceux des constituants du TGV.

De nombreux travaux sur le crissement des freins font le lien direct entre les fréquences des
modes instables et les fréquences crissantes. Ce raccourci est-il légitime ? Autrement dit, quels
rôles jouent les modes instables vis-à-vis des fŕequences bruyantes ?

L’objectif de ce chapitre est d’apporter quelques réponses̀a ces questions sur le cas parti-
culier d’un mod̀ele tridimensionnel. Compte tenu de la complexité apport́ee par la situation de
contact d’un solide d́eformable avec un autre, il se pose la question de la stratégie de calcul̀a
adopter. En effet, la ḿethode de projection de la solution transitoire sur la base des modes de sta-
bilit é permettant d’́etudier la transition entre la perturbation proche de l’équilibre et une solution
transitoire loin de l’́equilibre impose des contraintes de maillage. On propose ici une formula-
tion euĺerienne du problème dans laquelle des hypothèses simplificatrices sont formulées. Cette
strat́egie permet d’obtenir un maillage géoḿetrique fixe du mod̀ele et de pouvoir effectuer un
calcul transitoire et de stabilité sur le m̂eme mod̀ele. L’application de la ḿethode de projection
présent́ee au chapitre 4 est alors possible.

Afin de vérifier la capacit́e de la strat́egie nuḿeriqueà mod́eliser du crissement, on propose
tout d’abord un premier modèle dans lequel on met enévidence un seul mode instable. L’étude
de la solution nuḿerique ṕeriodique obtenue permet au regard des résultats exṕerimentaux et
de la litt́erature de valider en effet la capacité de la strat́egie à mod́eliser du crissement. Un
deuxìeme mod̀ele est propośe mettant eńevidence trois modes instables. La projection de la
solution sur les modes de stabilité permet de comprendre en partie le comportement du système.
Enfin l’influence des conditions initiales estétudíee.

5.1 Description du problème et formulations

5.1.1 Description du probl̀eme et formulation euĺerienne

On s’int́eresse au ḿecanisme simplifíe de freinà disque repŕesent́e figure 5.1. On suppose
que le train avancèa vitesse constante, c’est-à-dire que le disque tournèa vitesse constanteΩ.
On suppose que les solides ont un comportementélastique lińeaire. Le syst̀eme de freinage est
décrit dans le ŕeférentiel Galiĺeen(x1, x2, z) . Dans un tel ŕeférentiel, la garniture G est un solide
élastique subissant des petites perturbations. SiuG est le d́eplacement d’un point de G,uG doit
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vérifier :

uG ∈ UG∫
G

ρGu
? · uG,tt

dΩ +

∫
G

ε[u?] : AG : ε[uG]dΩ =

∫
Sc

u? · rG dS +

∫
∂GF

u? · F dS, ∀u? ∈ U0
G

avecU0
G = {u | u = 0 sur ∂GU} etUG = {u | u = ud sur ∂GU}

(5.1)
ρG etAG sont respectivement la masse volumique et le tenseur de Hooke.SC est la surface de

θ

M

φ

Ωt

D

x1

x2

X1
X2

z
G

D

G

ρ

Sc

FIG. 5.1 – Notations

contact.∂GF désigne la surface de la garniture où l’effort est impośe tandis que∂GU désigne
la surface òu le d́eplacement est imposé.

Le référentiel(X1, X2, z) est celui òu le disqueélastique en rotation D subit des petites
perturbations. SiU est le d́eplacement d’un point du disque etΣ les contraintes, alors la relation
de comportement et l’équilibre s’́ecrivent dans ce référentiel non Galiĺeen :

Σ(X, t) = A : ∇U(X, t), DivΣ(X, t) = ρΓ(X, t), ∀X ∈ D
Γ = −Ω2ρ+ U ,tt + 2Ωz ∧ U ,t

(5.2)

Afin d’ écrire leśequations v́erifiées par le disque dans un référentiel Galiĺeen, (comme pro-
pośe dans [51]), il est ńecessaire d’effectuer le changement de variable suivant :

X = (r, φ, z), x = (r, θ, z), θ = φ+ Ωt

U(r, φ, z, t) = u(r, φ+ Ωt, z, t)

Σ(r, φ, z, t) = σ(r, φ+ Ωt, z, t)

Alors, les relations (5.2) deviennent :

σ(x, t) = A : ∇u(x, t), Divσ(x, t) = ργ(x, t), ∀x ∈ D
γ(x, t) = Ω2(−ρ+ u,θθ + 2z ∧ u,θ) + 2Ω(u,θt + z ∧ u,t) + u,tt

(5.3)

La vitesse d’un point du disque devient :

v(x, t) = Ω(z ∧ ρ+ u,θ) + u,t (5.4)
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Le changement de variable effectué permet de formuler le problèmeà l’aide d’une description
« euĺerienne». L’ équation du mouvement du disque s’écrit alors :

u ∈ U∫
D

ρu? · γ(x, t)dΩ +

∫
D

ε[u?] : A : ε[u]dΩ =

∫
Sc

u? · r dS, ∀u? ∈ U0

U0 = {u | u = 0 sur ∂DU} etU = {u | u = ud sur ∂DU}

(5.5)

∂DU désigne la surface où le d́eplacement est imposé. En d́eveloppant les termes, on obtient :

∫
D

ρu? · u,ttdΩ + 2Ω

∫
D

ρu? · (u,θt + z ∧ u,t)dΩ + Ω2

∫
D

ρu? · (u,θθ + 2z ∧ u,θ)dΩ

+

∫
D

ε[u?] : A : ε[u]dΩ =

∫
Sc

u? · r dS + Ω2

∫
D

u? · ρ dS, ∀u?
(5.6)

La forme d́evelopṕee de l’́equation (5.6) fait apparaı̂tre 3 termes dus̀a la rotation du disque :
un terme d’amortissement gyroscopique, un terme de rigidité gyroscopique dans le membre de
gauche tandis que dans le membre de droite apparaı̂t un effort volumique centrifuge.

Les deux formulations variationnelles (5.1) et (5.5) permettent de décrire le comportement
dynamique de chaque garniture et du disque. Afin de compléter la formulation, les deux solides
sont coupĺesà des conditions de contact unilatéral avec frottement de Coulomb qui sont décrites
ci-dessous.

On noteg, le jeu entre la garniture et le disque sur la surface de contact etw(x, t) est la
vitesse relative :

g = u · n+ uG · nG − g0, w(x, t) = v(x, t)− uG,t
(x, t)

rn = r · n = rG · nG, rt = r − rnn

n etnG sont respectivement la normale sortante au disque età la garniture. De m̂eme, la vitesse
de glissementwt(x, t) s’écrit :

wt = w − wnn

Les relations de contact unilatéral sont :

rn ≤ 0, g ≤ 0, grn = 0 ∀x ∈ Sc

Les relations concernant le frottement de Coulomb :

|rt| ≤ −frn

|wt| 6= 0⇒ rt = frn
wt

|wt|

Hypoth̀eses simplificatrices : On a vu que la conséquence de la rotation sur la formulation
euĺerienne est de faire apparaı̂tre des termes supplémentaires dans l’équation du mouvement du
disque. L’effet des termes convectifs sur la stabilité dynamique des modes de disque en rotation
aét́e examińe notamment par [22]̀a la fois en condition libre et en condition de frottement avec
une poutre. Il en ressort que les effets de la rotation sont prépond́erants sur un mode de disque
dans le cas òu la fréquence de rotation est de l’ordre de grandeur de la fréquence du mode. Or,
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on s’int́eresse icìa des fŕequences de rotation faibles, c’est-à-direà des fŕequences dont l’ordre
de grandeur est au moins deux fois inférieurà la fŕequence d’un mode.

On se placèa faible fŕequence de rotation, et les hypothèses suivantes qui conduisentà des
simplifications sont formulées :

– On ńeglige les termes de convection de matière dans l’́equation (5.6) ainsi que les efforts
volumiques centrifuges. L’accélération de l’expression (5.3) se simplifie alors :

γ(x, t) = u,tt

– L’expression de la vitesse en formulation eulérienne (5.4) peut̂etre simplifíee en enlevant
la partie convectiveΩu,θ (hypoth̀ese H) :

v(x, t) = Ω(z ∧ ρ) + u,t

La vitesse relative devient :

w(x, t) = Ω(z ∧ ρ) + u,t − uG,t

Dans la suite, on effectuera ces simplifications qui seront vérifiées a posteriori.

5.1.2 Formulation discŕetisée en espace

La formulation euĺerienne du problème sugg̀ere une discŕetisation par la ḿethode deśeléments
finis dans laquelle les nœuds des solides en contact sont faceà face.

Après discŕetisation de l’́equation (5.6), on obtient l’équation discŕetiśee du mouvement du
disque :

[MD] ¨{UD}+
[
CG

D

] ˙{UD}+
( [
KG

D

]
+ [KD]

)
{UD} = {R}+ {Fv} (5.7)

Pour la mod́elisation de l’amortissement physique, on choisit un modèle simplifíe de Rayleigh
dans lequel on introduit[CD] = α [MD] + β [KD]. En ńegligeant les termes gyroscopiques de
(5.7) et en introduisant l’amortissement, l’équation du mouvement du disque devient :

[MD] ¨{UD}+ [CD] ˙{UD}+ [KD] {UD} = {R} (5.8)

De même, la discŕetisation de (5.1) donne uneéquation similaire pour chacune des garnitures.
On introduit de la m̂eme manìere la matrice d’amortissement de Rayleigh pour une garniture
[CG] = αG [MG]+βG [KG]. Après assemblage des matrices, le système diff́erentiel non lińeaire
suivant ŕegit l’évolution du syst̀eme global :

[M ] ¨{U}+ [C] ˙{U}+ [K] {U} = {F}+ [Pn]T {rn}+ [Pt]
T {rt}

{rn} = Proj
R−

({rn} − α([Pn] {U} − {g0}))

{rt} = Proj
C
({rt} − α([Pt] ˙{U}+ {V }))

(5.9)

L’algorithme (2.23) appliqúe au syst̀eme (5.9) permet une résolution nuḿerique incŕementale
du probl̀eme.

Remarque : Dans le cas déformable / d́eformable 3D,[Pn] {U} désigne le d́eplacement nor-
mal relatif et[Pt] ˙{U} désigne la vitesse relative dans le plan de frottement. Le champ{V } est
calcuĺe à partir de la vitesse de glissementà l’équilibre.
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5.1.3 Discŕetisation et modes libres de disque

La configuration ǵeoḿetrique du frein simplifíe est illustŕee figure 5.2. On appelleSa les
surfaces d’accroche des garnitures. Comme préciśe pŕećedemment, on effectue un maillage du
syst̀eme global dans lequel il y a compatibilité des maillages des solides au niveau de la zone
de contact. On propose un paramétrage du maillage du système global comme suit :

– Nombre d’́eléments dans le rayon du disque,
– Nombre d’́eléments dans la circonférence du disque,
– Nombre d’́eléments dans l’épaisseur du disque,
– Nombre d’́eléments dans l’épaisseur de la garniture,
– Nombre d’́eléments dans la circonférence de la garniture.

A titre d’exemple, la figure 5.3 montre le maillage [10 60 3 4 24].

Remarque sur l’interpolatiońelément fini : compte tenu des conclusions obtenues au chapitre
3, dans l’ensemble des modèleséléments finis de freins considéŕes dans la suite, leśeléments fi-
nis seront deśeléments quadratiques avec linéarisation deśeléments sous la zone de contact po-
tentielle. Dans le cas de structuresélanćees comme des disques en flexion, l’interpolation dans
l’ épaisseur joue un rôle important sur la convergence des fréquences propres avec le maillage.
C’est ce qui motive tout particulièrement ce choix en particulier sur le modèle élément fini
« réaliste» TGV du chapitre final.

Modes libres de disques

Avant d’étudier le comportement dynamique du système, on propose une classification des
modes de disque libre (uniquement encastré sur le cylindre int́erieur). Sur la bande de fréquence
[0,10000 Hz], on recense 27 modes, majoritairement de multiplicité 2 (compte tenu de l’axi-
symétrie du disque). On d́egage 3 familles de modes : les modes axiaux A, radiaux R et cir-
conf́erentiels C qui sont classés tableau 5.3. Afin d’illustrer la classification, on présente 4
exemples sur les figures 5.4, 5.5, 5.6 et 5.7.

Disque
Diamètre ext́erieur 0.6 m
Diamètre int́erieur 0.2 m
Épaisseur 0.04 m
Garnitures
Diamètre 0.16 m
Hauteur 0.04 m
Excentricit́e 0.2 m

TAB . 5.1 – Caract́eristiques ǵeoḿetriques

Disque
Module d’YoungE 2.02×1011 Pa
Coefficient de Poissonν 0.29
Masse volumiqueρ 7850 kg.m−3

Param̀etre d’amortissementα 7.5 s−1

Param̀etre d’amortissementβ 10−7 s

TAB . 5.2 – Caract́eristiques physiques

On propose maintenant d’étudier la dynamique du système coupĺe dans deux configurations
de garnitures : une première dans le cas où un seul mode instable est présent et une configuration
où l’on est en pŕesence de trois modes instables.
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D

G Sa

FIG. 5.2 – Ǵeoḿetrie du mod̀ele simplifíe de frein
FIG. 5.3 – Maillage du système avec les pa-
ramètres [10 60 3 4 24].

Fréq. (Hz) Type Cercles nodaux Diamètres nodaux
749 A 0 1
767 A 0 0
872 A 0 2
1387 A 0 3
1822 C 0 0
2230 A 0 4
3246 R 0 1
3284 A 0 5
4214 A 1 0
4373 A 1 1
4486 A 0 6
4875 A 1 2
5094 R 0 2
5749 A 1 3
5801 A 0 7
6509 R 0 3
6930 C 0 1
6973 A 1 4
7016 R 0 0
7207 A 0 8
7804 C 0 2
8007 R 0 4
8467 A 1 5
8687 A 0 9
9603 R 0 5
9993 C 0 3
10137 A 1 6

TAB . 5.3 – Premiers modes de disque libre - A : axial, R : radial, C : circonférentiel
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FIG. 5.4 – Mode A1-4 FIG. 5.5 – Mode R0-4

FIG. 5.6 – Mode A0-8 FIG. 5.7 – Mode C0-2

5.2 Configuration avec un seul mode instable

On consid̀ere le ḿecanisme de freiǹa disque simplifíe d́ecrit pŕećedemment. On impose un
effort verticalF uniforme surSa en imposant que la surface reste horizontale.

Ce ḿecanisme est discrétiśe avec les param̀etres de maillage [10 60 3 4 24]. On dispose au
total d’un mod̀eleà 45000 ddls. Pour le disque, l’amortissement matériau est choisi de manière
à obtenir un taux d’amortissement modal de l’ordre de 0.2% à 5500 Hz et de rester au dessus
de 0.1 %à basse fŕequence (α = 7.5 s−1 et β = 10−7 s). En ce qui concerne les propriét́es
physiques des garnitures, elles sont résuḿees dans le tableau 5.4.

Garnitures
Module d’YoungEG 1.5×109 Pa
Coefficient de PoissonνG 0.3
Masse volumiqueρG 5250 kg.m−3

Param̀etre d’amortissementαG 18α
Param̀etre d’amortissementβG 18β

TAB . 5.4 – Caract́eristiques physiques des garnitures

Les param̀etres d’amortissement choisis pour les garnitures sont tels que les amortissements
modaux sont de l’ordre de 2% jusqu’̀a 6000 Hz (suṕerieurs au dessus). Ce choix est motivé par
le fait que l’amortissement matériau est en ǵeńeral assez important dans les garnitures de freins
[33].

On se placèa faible vitesse de rotation de disqueΩ = 2.5 rad/s dans le sens trigonométrique.
L’effort F impośe sur les surfaces d’accrocheSa est de 8000 N. Le coefficient de frottementf
est choisíegalà 0,35.
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5.2.1 Étude de la stabilité de l’équilibre

L’ équilibre stationnaire est calculé et la solution en d́eplacement est représent́ee figure 5.8.

FIG. 5.8 – Solution stationnaire : D́eplacements axiaux [m]

La stabilit́e de l’́equilibre est calculée sur les 100 premiers modes correspondantà la plage
de fŕequence [0,6000 Hz]. L’erreur maximale enénergie des modes complexes est fixéeà ε =
10−5. Les ŕesultats du calcul de stabilité sont exhib́es figures 5.9. La sous-figure (a) montre les
taux de croissance modaux dans le cas où l’on consid̀ere l’amortissement matériau ainsi que
l’effet du au frottement plan. On remarque que l’on est en présence d’un seul mode instable
n˚86à 5724 Hz dont sa d́eformée modale est représent́ee figure 5.10.

La sous-figure (b) montre les taux de croissance modaux dans le cas où l’on néglige l’amor-
tissement matériau. Les deux cas correspondantà la prise en compte ou non de l’effet du frot-
tement plan sont représent́es. On remarque que la prise en compte de l’effet du frottement plan
a pour conśequence de faire chuter fortement les taux de croissance.
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(b) Non prise en compte de l’amortissement physique -× : prise
en compte de la matrice d’amortissement induite par le« frottement
plan». ◦ : non prise en compte de cet effet.

FIG. 5.9 – Taux de croissance modauxζ [%] en fonction de la fŕequence [Hz] avec (a) et sans (b) amortissement
physique
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(a) Mode n˚86 instable : A0-7 , 5724 Hzζ = 0.09% (b) Mode n˚87 stable : A0-7 , 5772 Hz,ζ = −1.09%

FIG. 5.10 – Modes de stabilité n˚86 et n˚87 (les couleurs représentent les d́eplacements verticaux)

Afin de mieux comprendre le couplage des modes par le frottement, la figure 5.11 présente
les trajectoires des valeurs propres dans le plan complexe dans le cas où l’on consid̀ere tous les
effets visqueux et dans le cas où l’on ne consid̀ere aucun effet visqueux.

Dans ce dernier cas, on observe qu’à faible coefficient de frottement, les deux modes de
stabilit́e n˚86 et n˚87 ont des valeurs propresà parties ŕeelles nulles et des fréquences dis-
tinctes. L’augmentation du coefficient de frottement rapproche ces deux modes jusqu’à ce que
les fŕequences se confondent : les deux modes se couplent. En ce point, le coefficient de frotte-
ment est dit critique et vaut 0,017. Une valeur propre devientà partie ŕeelle positive et l’autre
négative. Un mode devient donc instable et l’autre se stabilise. Au point de bifurcation dyna-
mique, le mode instable se metà tourner dans le sens inverse au sens de rotation du disque et le
mode stable dans le sens de rotation du disque.

Lorsque l’on consid̀ere les effets visqueux, les choses sont différentes :̀a coefficient de frotte-
ment faible, les fŕequences sont distinctes et les taux de croissance sont négatifs et distincts eux
aussi. L’augmentation du coefficient de frottement rapproche les fréquences des deux modes
jusqu’̀a f=0.05. En ce point, les modes se mettentà tourner (figure 5.10). Les fréquences des
modes s’́ecartent ensuite, les taux de croissance augmentant pour le mode n˚86 et diminuant
pour le mode n˚87. Lorsquef vaut 0.32, le mode n˚86 devient instable par flottement et le co-
efficient de frottement est dit critique.

Remarque : Les coefficients de frottement critiques sont très diff́erents. Dans le cas non vis-
queux, il d́epend exclusivement de l’écart sur les fŕequences propres des modes n˚86 et n˚87 créé
par la pŕesence des garnitures (qui brisent l’axisymétrie des modes libres de disque). Dans le
cas visqueux, ce coefficient dépend en plus de l’amortissement matériau qui fait chuter les taux
de croissance modaux. La prise en compte de l’amortissement matériau rend ŕealiste l’ordre de
grandeur du coefficient de frottement critique. En effet, en dessous du coefficient de frottement
critique, le syst̀eme est stable et instable au dessus. Il est donc lié à l’occurrence du crissement
dont le lien est fait quantitativement avec le coefficient de frottement dans l’état de l’art avec
Bergman et al. [15].

5.2.2 Étude de la solution transitoire non linéaire

On cherche dans cette section les solutions dynamiques deséquations non lińeaires. On
s’intéresse en particulier au devenir du mode instable caractériśe pŕećedemment. Dans ce but,
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FIG. 5.11 – Diagrammes de bifurcation caractérisant l’instabilit́e dynamique par couplage de mode des modes 86
et 87.◦ : Prise en compte de l’amortissement physique,× : Non prise en compte de l’amortissement physique ni
des effets visqueux dus au« frottement plan». � : Point des courbes où la rotation des modes complexes apparaı̂t
lorsquef croit
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on choisit comme condition initiale de se placer sur ce mode. Les champs de déplacement et de
vitesse initiaux sont tels que le maximum (sur le champ total) de la vitesse tangentielle n’excède
pas 10 % de la vitesse maximum̀a l’équilibre.

Le calcul transitoire est effectué sur 0.1 s avech = 2.5×10−6 s etθ = 0.5. En terme de côuts
de calculs, il a ńecessit́e 40000 it́erations en 16 heures environ.

Comportement global. L’ énergie totale perturbée est repŕesent́ee figure 5.12. La figure 5.15
montre l’́evolution des contributions des modes de stabilité auxénergies totales perturbéesETj

au cours du temps. Sur ces figures, la ligne pointillée verticale situe l’instant où le statut de
glissement change : il y a décollement. La solution converge vers un cycle limite et on remarque
qu’à terme, le mode instable reste prédominant dans la solution. La figure 5.13 montre le champ
de d́eplacement dans le cycle limite. On remarque une rotation du champ vibratoire dans le
sens contrairèa la rotation du disque avec un décollement sous la zone de contact. On peut
remarquer (figure 5.12 et figure 5.15), que la projection de la solution sur le mode instable
contribueà plus de 95% à l’énergie totale perturbée. L’amplitude modale complexe du mode
instable est visualiśee figure 5.14. L’effet du d́ecollement sous la zone de contactà pour effet de
saturer l’explosion du mode instable avec un effet de retard par rapportà l’instant du premier
décollement. La figure 5.16 montre l’évolution du d́ecollement des garnitures par rapport au
disque tous les 10 pas de temps.
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FIG. 5.12 – Energie totale perturbéeET (t)

FIG. 5.13 – Champ de d́eplacement global dans le
cycle limite [m] : Décollement sous la zone de contact

Comportement local. L’observation des quantités cińematiques montre que la solution dy-
namique est ṕeriodique. On pŕesente figures 5.17, 5.18, 5.19, 5.20 et 5.21 les déplacements rela-
tifs et les vitesses relatives dans les directions tangentielles (orthoradiales ici) et normales en un
point de contact de la face supérieure du disque (figure 5.26). Ces figures mettent enévidence
la propagation d’une onde de type« glissement / d́ecollement» sous la zone de contact.

Une quantit́e int́eressante est l’amplitude de la vitesse normale en un point loin de la zone
de contact (rayon extérieur du disque). On trouve une amplitude de 13.6 cm/s (figure 5.23). En
régimeétabli, la pression en champ proche est reliéeà la vitesse vibratoire par :

p = ρcv
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FIG. 5.15 – Energies totales perturbées modales
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FIG. 5.16 – Evolution de l’onde de surface : déplacements axiaux (échelle de couleur identiqueà la figure 5.13)

On obtient alors une pression acoustique en champ proche de 127 dB (réf 20µPa).
La figure 5.24 nous montre que la vitesse normale au disque vibre quasimentà la fŕequence

du mode instable c’est-à-dire 5724 Hz.
Les amplitudes de d́eplacements axiaux peuventêtre visualiśees figure 5.13. Loin de la zone

de contact, on atteint sur la périph́erie du disque une amplitude de l’ordre de 2µm. Le jeu
maximal entre la garniture et le disque est de l’ordre de 3.5µm (figure 5.19).

Afin d’avoir un aperçu des effets tridimensionnels sur les quantités cińematiques, on a re-
présent́e les trajectoires ṕeriodiques d’un point sous la zone de contact appartenantà la gar-
niture (figure 5.25) et appartenant au disque (quantité euĺerienne, c’est̀a dire associée à un
point ǵeoḿetrique fixe lors de la rotation du disque) (figure 5.27). La figure 5.29 présente le
déplacement relatif en fonction du temps. Dans l’ensemble de ces figures, les croix rouges
repŕesentent les quantités associéesà la solution stationnaire. Le trait vert représente la direc-
tion du vecteur vitesse de glissementà l’équilibre.

L’extrémit́e du vecteur ŕeaction de contact est représent́e figure 5.28. On met eńevidence
ici la faible variation de l’effort de frottement dans le plan de frottement. Autrement dit, la
direction du vecteur effort de frottement oscille avec une faible amplitude autour de la direction
de l’effort de frottement̀a l’équilibre (direction orthoradiale).

On a vu que sous la zone de contact se propage une onde de type« glissement / d́ecollement».
Afin de caract́eriser l’aspect surfacique de l’onde, on proposeà différents instants de montrer
figure 5.30 le statut des nœuds de la surface de contact entière. On peut voir̀a gauche le statut
des nœuds de la surface supérieure du disque et respectivementà droite pour les nœuds de la
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surface inf́erieure. On observe que le décollement (en rouge) s’effectue sur le bord de la garni-
ture et que ce d́ecollement de la garniture supérieure est en opposition de phase avec celui de la
garniture inf́erieure.
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FIG. 5.25 – Trajectoire dans le repère global d’un point de contact de la garniture

FIG. 5.26 – Point d’observation (en noir). Face supérieure du disque, vue de dessus
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FIG. 5.27 – Trajectoire dans le repère global d’un
point de contact du disque

FIG. 5.28 – Extŕemit́e du vecteur effort nodal de
contact dans le repère global
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FIG. 5.29 – D́eplacements relatifs

FIG. 5.30 –Évolution du statut des nœuds de contact (face supérieureà gauche et face inférieureà droite). Le
temps s’́ecoulant de haut en bas
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5.2.3 V́erification des hypoth̀eses

A la lumière de ces résultats nuḿeriques, il faut v́erifier les hypoth̀eses de calcul qui sont :
– l’hypothèse de petites perturbations,à savoir :‖ε‖ << 1 et‖u‖ << 1
– l’hypothèse H pŕećedente qui consistèa ńegliger le terme de convection de matière devant

les vitesses associées̀a la rotation de corps rigide, ce qui revientà supposer que :‖u,θ‖ <<
‖r‖ sur la zone de contact du disque.

Les figures repŕesentant les champs de déplacement montrent que l’hypothèse‖u‖ << 1
est clairement v́erifiée. En ce qui concerne le champ de déformation, on a calculé et repŕesent́e
figure 5.31 dans toute la structure‖ε‖ =

√
ε : ε à un instant du cycle limite ṕeriodique.

On obtientmax(‖ε‖) < 4.10−5.
En ce qui concerne l’hypothèse H, la figure 5.32 montre le rapport‖u,θ‖/‖r‖ dans le disque

et en particulier sur la zone de contact.
On obtientmax(‖u,θ‖/‖r‖) < 2.10−4.
On a v́erifié ainsi les deux hypothèses de calcul de cette formulation eulérienne.
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5.2.4 Bilan des ŕesultats

Au regard des ŕesultats nuḿeriques obtenus dans cette configuration, on peut retenir les
résultats essentiels suivants :

– Le coefficient de frottement critique vaut 0.32. Le frottement couple deux modes de disque
(proches de modes de disque doubles). Le mode instable est un mode tournant.

– La solution non lińeaire obtenue est une solution périodique qui fait apparaı̂tre une rota-
tion d’onde. Le champ vibratoire est un champà 7 diam̀etres nodaux dont la fréquence
caract́eristique est de 5724 Hz.

– Le niveau acoustique en champ proche est de 127 dB
– L’amplitude de d́eplacement axial sur la périph́erie est de 2µm

Au regard des ŕesultats de la litt́erature mentionńes dans l’́etat de l’art, ces ŕesultats nuḿeriques
montrent que la stratégie nuḿerique utiliśee ici sur un mod̀ele simplifíe de freinà disque permet
de mod́eliser du crissement.
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5.3 Configuration avec plusieurs modes instables

On consid̀ere le ḿecanisme simplifíe de freinà disque d́efini figures 5.1 et 5.1. Les surfaces
Sa sont encastŕees suivantx et y. Dans la directionz, on impose un d́eplacementδ sur chaque
surface d’accroche de manièreà venir serrer le disque. Le maillage du système est du type [6 25
3 3 12], ce qui donne un modèle à 12000 ddls. Les caractéristiques physiques sont présent́ees
figure 5.5. On choisitf = 0.35, Ω = 2.5 rad/s,δ = 3.33 × 10−6 m (ce qui repŕesente une
résultante axiale d’effort d’une garniture sur le disqueà l’équilibre d’environ 8000 N).

Garnitures
Module d’YoungEG 4.5×109 Pa
Coefficient de PoissonνG 0.3
Masse volumiqueρG 5250 kg.m−3

Param. d’amortissementαG 14.5α
Param. d’amortissementβG 14.5β

TAB . 5.5 – Caract́eristiques physiques

L’ équilibre stationnaire est calculé ainsi que les modes de stabilité. Le ŕesultat du calcul de
stabilit́e est illustŕe figure 5.33 en traçant les taux de croissanceζ en fonction de la fŕequence.
Les modes sont calculés avec la ḿethode d’it́eration sur les ŕesidus avecε = 10−4.
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FIG. 5.33 –ζ [%] en fonction de la fŕequence.

Sur les 100 modes calculés, on est en présence de 3 modes instables dont les déformées sont
repŕesent́ees figures 5.34, 5.35 et 5.36.

5.3.1 Étude de la solution transitoire non linéaire

La solution transitoire est calculée avecθ = 0.5 et un pas de temps∆t = 5 × 10−6 s et
ceci en partant de l’équilibre avec des conditions initiales en vitesse nulles (de l’ordre du bruit
numérique). Le calcul est effectué sur la ṕeriode [0 s , 1.5 s]. D’un point de vue coût de calcul,
cela repŕesente 300000 itérations effectúees en 35 heures. On constate que les statuts de contact
sont du type glissement / décollement dans le cycle limite.
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Mode 77 at 8583 Hz −0.05 %

FIG. 5.34 – Mode M1 type A1-5
(n˚77) - 8583 Hz,ζ = 0.05%

Mode 85 at 9288 Hz −0.13 %

FIG. 5.35 – Mode M2 type A0-9
(n˚85) - 9288 Hz,ζ = 0.13%

Mode 96 at 1.013e+04 Hz −0.17 %

FIG. 5.36 – Mode M3 type A1-6
(n˚96) - 10130 Hz,ζ = 0.17%

Dans un premier temps, on s’intéressèa l’évolution localedu champ de vitesse. On peut voir
figure 5.37 l’́evolution temporelle de la vitesse normale en un point situé sur la ṕeriph́erie du
disque diaḿetralement opposé à la zone de contact. En ce point, la vitesse maximum atteinte est
de l’ordre de 30 cm/s. On définit 4 fen̂etres temporelles d’études sṕecifiées sur la figure 5.37.
On consid́erera que la fen̂etre 4 est représentative du cycle limite. Le spectrogramme (figure
5.38) montre l’́evolution des fŕequences dominantes au cours du temps. La figure 5.39 permet
de comparer les 4 transformées de Fourier sur les 4 fenêtres (l’int́er̂et ici étant de visualiser
l’ évolution des fŕequences, la courbe associéeà la fen̂etre 1 áet́e translat́ee vers le haut̀a cause
des faibles niveaux). La transformée de Fourier de la vitesse sur la fenêtre 4 est d́etaillée figure
5.40.
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FIG. 5.37 – Vitesse normale [m/s] en un point loin
de la zone de contact sur la périph́erie en fonction
du temps

0 0.5 1 1.5
7000

8000

9000

10000

11000

12000

ω
/
2π

[H
z]

t [s]

FIG. 5.38 – Diagramme temps/fréquence de la vitesse
normale (̀a gauche) pendant l’intervalle [0 s, 1.5 s]

Grâceà la figure 5.39, on observe que le contenu fréquentiel sur la fen̂etre 1 est composé de
la fréquencef3 du mode M3 le plus instable ainsi que de la fréquencef2 du mode M2. Ensuite,
le premier d́ecollement apparaı̂t et sur la fen̂etre 2, on observe toujours les deux fréquences
préćedentes avec un décalage vers la droite (l’écart fŕequentiel est observable dans le zoom,
entre les traits verticaux pointillés). Le contenu de la fenêtre 3 montre toujours la présence des
2 fréquences préćedentes avec une augmentation des niveaux et une apparition de fréquences
harmoniques de fréquencesf3 + (f3 − f2) et f2 − (f3 − f2). Sur la figure 5.40, on regarde
exclusivement le contenu fréquentiel de la vitesse normale sur la fenêtre 4. On remarque qu’il y
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FIG. 5.39 – FFT de la vitesse normale (dB, réf 1 m/s) sur les 4 fen̂etres temporelles (niveaux non significatifs sur
la fen̂etre 1)
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FIG. 5.40 – FFT de la vitesse normale (dB, réf 1 m/s). Traits verticaux continus : fréquences des modes instables.
Traits verticaux pointilĺes : fŕequences harmoniques des fréquences des modes M1 et M2



CONFIGURATION AVEC PLUSIEURS MODES INSTABLES 99

a quelques fŕequenceśemergentes autour des deux fondamentalesf1 etf2. Si on calcule l’́ecart
∆f entre les deux fŕequences fondamentales, on s’aperçoit qu’autourémergent les fŕequences
f2+∆f , f2+2∆f , f1−∆f etc... dues̀a la pŕesence de l’́evénement non-lińeaire« décollement».

La figure 5.47 montre la vitesse axiale au point d’observation en fonction du déplacement
axial sur la fen̂etre 4. On ne peut pas dire dans ce graphe que les trajectoires soient des courbes
fermées mais plut̂ot qu’elles noircissent une partie du plan de phase. En conséquence, on peut
dire que la solution n’est pas périodique. En revanche, le diagramme temps/fréquence (figure
5.38), montre clairement leśemergences de deux fréquences sur la fenêtre 4. On peut donc
conclure que la solution est la combinaison de deux fonctions périodiques chacunéetant proche
de deux fonctions sinusoı̈dales alt́eŕees par la non lińearit́e. Afin d’expliquer l’apparition des
fréquences harmoniques préćedentes, on considère l’égalit́e suivante :

sin(2kxx) + sin(2kyy) = 2sin (kxx+ kyy) cos (kxx− kyy) (5.10)

En choisissantkx = 2 et ky = 1, on fait apparâıtre la fŕequence2x − y = x − (y − x) et
2y−x en intervertissant le rôle dex ety. Si l’on consid̀ere 2 signaux ṕeriodiques, alors on peut
les d́ecomposer en série de Fourier. Ainsi en combinant les harmoniques de chacun des deux
signaux on met eńevidence le ph́enom̀ene pŕećedent.

Ces consid́erations sont issues de l’évolution temporelle des champs locaux. Il est intéressant
d’observer maintenant desquantit és globales.

D’un point de vue spatial, on peut observer figure 5.41 l’évolution des contributions des
modes de stabilité à l’énergie totale perturbée au cours du temps (la ligne verticale représente
l’instant à partir duquel apparaı̂t le premier d́ecollement). L’́energie totale perturbée est traćee
figure 5.42. On remarque que deux projectionsémergent significativement et dans des pro-
portions comparables, ce sont les projections des modes M1 et M2. La figure 5.43 présente
les m̂emes quantit́es pŕećedentes mais rapportéesà l’énergie totale perturbée calcuĺee. On re-
marque que le mode M3 au début de la simulation d́epasse les 100 %, cela est du au fait qu’à ces
instants les contributions croisées avec les modes voisins ne sont plus négligeables (elles sont
négatives). En trait pointillé est repŕesent́ee la m̂emeénergie mais associéeà la contribution des
3 modes voisins qui ne dépasse plus les 100 %.

Les contributions non croisées des modes̀a l’énergie totale perturbéeà l’instant final sont
traćees figure 5.45 en fonction du numéro des modes. On constate ici aussi ici le rôle majeur
joué par les modes M1 et M2 dans la solution dynamique. On constate aussi la faible partici-
pation de modes autour du mode M1 ainsi qu’autour du mode M3. En effet, on peut noter la
participation des modes n˚95, 96, 97 et 98. Le mode n˚97 est l’homologue stable du mode M3,
les modes n˚95 et n˚98 ayant les mêmes d́eformées modales de disque que le mode M3 avec
une d́eformée de plot diff́erente.

Afin de mieux connâıtre le r̂ole des modes dans lesémergences fréquentielles, on se propose
dans un premier temps de tracer les spectres desénergies cińetiques modales figure 5.48 sur
la fen̂etre 4. On constate que pour les modes M1 et M2, ce sont leur fréquence respective qui
prédomineénerǵetiquement. L’homologue stable du mode M1, le mode n˚78 ne contribue que
très peùa l’énergie vis-̀a-vis du mode M1. En ce qui concerne les modes 95à 97, on constate
que les contributions sont du même ordre de grandeur pour la fréquence harmonique principale
de la ŕeponse vers 9900 Hz. Ceci montre qu’à cette fŕequence harmonique, la contributionà
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l’ énergie cińetique du mode instable n’est pas supérieureà son homologue stable n˚96 et est
même ĺeg̀erement inf́erieureà la contribution du mode n˚95.

Dans un deuxìeme temps, on se propose d’évaluer les contributions des modesà la vitesse
normale au point d’observation en les comparantà la vitesse calculée et ceci sur la fen̂etre 4. Les
constatations sont icià peu pr̀es similaires aux constatationsénerǵetiques globales préćedentes.
Les vitesses locales aux fréquences des modes M1 et M2 sont bien représent́ees en terme de
niveaux de vitesse vibratoire respectivement par les contributions des modes M1 et M2. En
ce qui concerne la fréquence harmonique, on constate que les contributions combinées des 4
modes 95, 96, 97 et 98 permettent de reconstituer quasimentà cette fŕequence le niveau local
de vitesse. La contribution seule du mode M3 fournit un niveau vibratoire inférieur, toujours̀a
cette fŕequence harmonique.

Sur la fen̂etre 4, l’observation de la solution spatiale montre la rotation d’une onde dans le
sens contrairèa la rotation du disque. La reconstruction sur cette même fen̂etre des champs̀a
partir des modes M1 plus le n˚78 permet de mettre enévidence la rotation d’onde. En revanche,
la reconstruction des champsà partir de la combinaison des 4 modes 95, 96, 97 et 98 ne permet
pas de mettre eńevidence cette rotation. Ceci est un autre argument qui consisteà montrer que
le mode instable M3 (n˚96) n’est pas plus prépond́erant dans ces 4 modes que les autres. Pour
résumer ces considérations, la cause de la contribution du mode M3 est bien dueà la proximit́e
de sa fŕequence avec une fréquence harmonique plutôt qu’à son caractère instable.
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FIG. 5.41 – Évolution des contributions modalesà
l’ énergie totaleET perturb́ee [J] au cours du temps
(s) (des 100 premiers modes)
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FIG. 5.42 –Énergie totale perturb́ee [J] au cours du
temps

En conclusion, on a mis eńevidence la coexistence possible de deux modes instables. Cette
coexistence conduit̀a une solution non ṕeriodique mais quasi-périodique qui constitue le cycle
limite. La non lińearit́e conduità l’apparition de fŕequences harmoniques liées aux fŕequences
des deux modes instables M1 et M2. Le mode M3 qui a le plus grand taux de croissance est
énerǵetiquement quasiment inexistant dans le cycle limite. Les modes proches du mode M3
sont exacerb́es par une harmonique issue des fréquences des modes M1 et M2.
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5.3.2 Influence des conditions initiales

On a vu que dans le cycle limite préćedent, il y avait une forme de sélection des modes in-
stables. On se propose de regarder ici le rôle joúe par les conditions initiales dans cette sélection.
Afin d’ étudier l’influence des conditions initiales sur le calcul transitoire, on a considéŕe 4 cas :

– cas A :u0 = ue, etv0 = 0. (perturbation issue du bruit numérique)

– cas B :u0 = ue + u∗0 avecu∗0 etv0 tels queβM1 6= 0, βM2 = 0 etβM3 = 0 .

– cas C :u0 = ue + u∗0 avecu∗0 etv0 tels queβM1 = 0, βM2 = 0 etβM3 6= 0 .

– cas D :u0 = ue + u∗0 avecu∗0 etv0 tels queβM1 = βM2 = βM3 6= 0.
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FIG. 5.50 –Évolution des contributions modalesà l’énergie totaleET [J] au cours du temps [s] pour les différents
cas.� ETM1(t), � ETM2(t), ◦ ETM3(t)

Les contributions̀a l’énergie totale perturbée des trois modes instablesETM1
(t), ETM2

(t) et
ETM3

(t) sont repŕesent́ees sur la figure 5.50 pour chacun des 4 cas.
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Á travers les diff́erentes figures,
– On constate que la solution stabilisée n’est pas d́ependante des conditions initiales.
– Les ŕesultats montrent que le niveau d’énergie d’un mode instable dépendà l’instantt du

niveau des autres modesà cet instant. Les niveaux d’énergie ne d́ependent donc pas de
l’histoire de l’évolution de chacun des modes mais plutôt de leur valeur instantanée.

– On remarque une certaine indépendance dans l’évolution de chacun des modes instables.
Par exemple dans le cas A, même apr̀es le premier d́ecollement et la saturation du mode
M3, l’amplitude du mode M1 continue d’augmenter. Ce phénom̀ene est possible grâce au
caract̀ere surfacique de la zone de contact. En effet, si on suppose un contact ponctuel, dès
l’apparition du d́ecollement ou de l’adh́erence, l’amplitude des autres modes ne peut plus
augmenter puisqu’il n’y a plus de glissement.

La question du mode de sélection des modes instables reste entière. En effet, pourquoi seuls
les modes M1 et M2 restent présents ? Au regard des résultats de la figure 5.50, si on observe
les niveaux d’́energie de chacun des modes lorsqu’ils sont seuls, on remarque que le mode M1
a le niveau le pluśelev́e avec 0.9 J (cas B au départ), ensuite le mode M2 avec 0.4 J puis M3
avec 0.08 J. Une conjecture possible est que les modes« sélectionńes», sont les modes les plus
énerǵetiques lorsqu’ils sont seuls présents dans la solution.

Lorsque l’on consid̀ere un seul mode instable dans la solution, on remarque que le niveau
d’énergie total̀a l’instant òu apparâıt le premier d́ecollement est d’autant plus grand que le
niveau d’́energie maximal (du cycle limite) est grand. Alors, si la conjecture préćedente se
révélait exacte, un critère de pŕediction simplifíe linéaire pourrait̂etre propośe :
Les modes instables susceptibles de coexister seraient ceux qui auraient le niveau d’énergie
totale le pluśelev́e (lorsqu’ils sont consid́eŕes seuls pŕesents dans la solution)à l’instant òu la
non linéarit́e forte (d́ecollement ou adh́erence) apparaı̂trait. L’intér̂et de ce crit̀ere est qu’il ne
nécessite que le calcul de l’équilibre conjointement avec le calcul de stabilité.

5.4 Conclusions

Une formulation euĺerienne du problème de crissement d’un freiǹa disque simplifíe aét́e
propośee. Elle permet d’effectuer un calcul de stabilité et un calcul transitoire sur le même
mod̀ele ḿecanique et ainsi de projeter cette solution sur la base des modes de stabilité, ce qui
offre les m̂emes int́er̂ets qu’au chapitre préćedent : l’́etude du devenir des modes instables dans
la solution transitoire et unéetude spatiale et temporelle de cette solution.

Une configuration avec un seul mode instable aét́e étudíee. L’étude de la solution transitoire
a permis de valider les hypothèses de la stratégie nuḿerique et de montrer que cette stratégie
appliqúee sur le mod̀ele est bien capable de modéliser du crissement. Elle met enévidence
l’instabilité par couplage de modes doubles de disque. Le mode instable tournant est responsable
de la rotation du champ observée dans le cycle limite.

Une configuration avec trois modes instables estétudíee. On constate la coexistence de deux
modes instables dans la solution transitoire dans des proportions comparables. En revanche, le
modeà plus fort taux de croissance est absent de la solution. Ce résultat est particulièrement
intéressant puisqu’il légitime le calcul de stabilité en tant qu’outil de prédiction des fŕequences
bruyantes m̂eme si le calcul transitoire est nécessaire pour connaı̂tre les modes qui apparaissent
parmi ces modes instables. On montre sur ce cas une indépendance des conditions initiales
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sur la solution transitoire. En revanche, l’évolution des contributions des modes instablesà
l’ énergie totale perturbée pour les diff́erentes conditions initiales nous permettent de proposer
une conjecture sur la question de la sélection des modes instables par la non linéarit́e.



6 – Sensibilité de la stabilit́e du glissement
stationnaire vis-à-vis de la zone de contact

On s’inscrit maintenant dans une perspective de recherche de solution non crissanteà travers
la recherche d’une ǵeoḿetrie de garniture optimale. Ce chapitre présente une ḿethode permet-
tant d’́evaluer la sensibilit́e de la valeur propre (associée au probl̀eme aux valeurs propres issu
du calcul de stabilit́e de l’́equilibre stationnaire) par rapportà la ǵeoḿetrie de la surface de
contact. Un algorithme d’optimisation par une méthode de gradient utilisant la sensibilité de la
valeur propre est proposé afin de trouver une surface de contact optimale. La méthode de calcul
de la sensibilit́e est illustŕee et valid́ee sur un exemple simple bidimensionnel. L’efficacité de
l’algorithme d’optimisation est montrée sur ce m̂eme cas. Un deuxième exemple tridimension-
nel est consid́eŕe : il s’agit du glissement d’un disque en rotation par rapportà une garniture
rigide. La validation du calcul de sensibilité est effectúee sur cet exemple. Il est clair que cette
étude s’inscrit dans une démarchèa long terme de réduction du bruit.

6.1 Contexte et hypoth̀eses

Le probl̀eme d’́etude de sensibilité de la stabilit́e vis-̀a-vis de param̀etres ǵeoḿetriques tels
que la zone de contact en présence de frottement fait partie des problèmes plus ǵeńeraux
d’études de sensibilité de valeurs propres pour les problèmes de stabilité dynamique. P. Peder-
sen et A. P. Seyranian [61] font un point sur le sujet et traitent pour les problèmes discrets des
formules de d́erivation des valeurs propres par rapportà des param̀etres structuraux ǵeńeriques.
Ils traitent des systèmes continus̀a travers l’exemple de la stabilité dynamique d’une poutre
sous effort suiveur.

Les conditions de stabilité (frontìere entre domaines stables et instables) dépendent des pa-
ramètres structuraux du problème. Une application majeure desétudes de sensibilité est la
conception optimale de structure. On propose ici d’utiliser la sensibilité des valeurs propres
issues du problème de stabilit́e vis-̀a-vis de param̀etres d́efinissant la ǵeoḿetrie de la surface
de contact afin de l’optimiser. Un algorithme basé sur la minimisation de la partie réelle d’une
valeur propre par une ḿethode de gradient est défini.

On consid̀ere un disquéelastiqueD en rotation autour de son axe de révolution (figure 6.1).
Ce disque est en contact frottant avec un solide indéformable fixe sur une surfaceSc (frottement
de Coulomb et coefficient de frottementf constant). Comme on a pu le voir au chapitre 3, la sta-
bilit é relativement aux perturbations glissantes de l’équilibre est donńee par la ŕesolution d’un
probl̀eme aux valeurs propres. Dans ce chapitre, pour simplifier, on néglige l’amortissement
mat́eriau ainsi que l’amortissement induit par la linéarisation du frottement plan.
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FIG. 6.1 – Mise en situation et notations.

6.2 Rappel deséquations continues de la dynamique et instabilit́e glis-
sante

On se place ici dans le cadre des hypothèses du paragraphe préćedent. D’apr̀es (3.3), la
dynamique des perturbationsû est ŕegie par :

û ∈ W0 et r̂n tels que∫
D

ρu? · ¨̂udΩ +

∫
D

ε[u?] : A : ε[û]dΩ =

∫
Se

c

r̂nu
? · (n+ fte) dS, ∀u? ∈ U0 (6.1)

On rappelle queW0 est l’espace des déplacements v́erifiant les contraintes de contact bi-
latéral :

W0 = {u/u ∈ U0, u · n = 0 sur Se
c} etWf = {u/u ∈ U0, u · (n+ fte) = 0 sur Se

c}

La recherche des perturbations sous la formeû(x, t) = û0(x) e
λt et r̂n(x, t) = r̂n0(x) e

λt, met
enévidence le problème aux valeurs propres géńeraliśe suivant v́erifié par(û0, r̂n0 , λ) :

û0 ∈ W0 et r̂n0 tels que

λ2

∫
D

ρu? · û0dΩ +

∫
D

ε[u?] : A : ε[û0]dΩ =

∫
Se

c

r̂n0u
? · (n+ fte) dS, ∀u? ∈ U0 (6.2)

Afin de simplifier leśecritures, dans la suite on remplace les perturbations(û0, r̂n0) par(u, rn).
Uneécriture plus compacte du problème (6.2), purement en déplacement est alors :

u ∈ W0

λ2M(u, u?) +K(u, u?) = 0,∀u? ∈ Wf

(6.3)
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Avec les notations suivantes :

M(u, u?) =

∫
D

ρu · u?dΩ K(u, u?) =

∫
D

∇u :A :∇u? dΩ

6.3 Problème d’optimisation

On a vu que l’́evolution de la structure suivant tout modeu solution de (6.3) est

Re(u(x)eλt) = eRe(λ)t[Re(u(x)) cos(Im(λ)t)− Im(u(x)) sin(Im(λ)t)]

On note que si Re(λ) > 0, alors le mode est instable. L’objectif poursuivi ici est d’éviter la
déstabilisation d’un mode choisi en modifiant la géoḿetrie de la zone de contactSc. La strat́egie
de calcul est de d́eterminer cette zone par un algorithme de minimisation de la fonction coût

J (Sc) = 2Re(λi(Sc)) = λi(Sc) + λ̄i(Sc)

i étant fix́e. Pour cela, la surface plane ajustableSc est d́ecrite à l’aide d’une transformation

Configuration de référence

Configuration ajustée aux 
paramètres

x = Φ(X, p)

θk(X, p) = Φ,pk(X, p)

X x(p)

Φ
Sc

p

FIG. 6.2 – Transformation ǵeoḿetrique

géoḿetriqueΦ (figure 6.2) telle quex = Φ(X, p) dépendant de param̀etres ǵeoḿetriquesp. X
et x sont respectivement les vecteurs position des points deSc dans la configuration initiale et
dans la configuration ajustée aux param̀etresp. Il s’agit de chercherp, et doncSc, qui minimise
la fonction côut J(p) = J (Sc(p)). Pour gagner en efficacité, c’est-̀a-dire minimiser le nombre
d’évaluation de la fonction coût, on se place dans l’optique de l’utilisation d’une méthode d’op-
timisation employant le gradient deJ(p). Le d́eveloppement qui suit a pour objet de proposer
une proćedure d’́evaluation nuḿeriquement peu côuteuse des d́erivéesJ,pk

= λi,pk
+ λ̄i,pk

(dans
la suite, on utilisera la notation abréǵee ˙( ) pour ( ),pk

). Afin de calculerλ̇i, on effectue une
dérivation par rapport̀apk de l’équation (6.3) :

˙(λ2)M(u, u?) + λ2Ṁ(u, u?) + K̇(u, u?) = 0 (6.4)

Le calcul deṀ et K̇ nécessite la d́erivation d’int́egrales de volume et de surface. Or la singu-
larité de certains intégrants sur le bord de la surface de contact conduità utiliser des formules
de d́erivation lagrangienne, en analogie avec les procédures de calcul de taux de restitution
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d’énergie de type« G − θ » en ḿecanique lińeaire de la rupture. Ainsi la dérivation lagran-
gienne de l’int́egrale ǵeńeriqueI s’écrit de la manìere suivante :

I =

∫
Ω

gdΩ⇒ İ =
dI

dpk

=

∫
Ω

dg

dpk

+ g divθkdΩ

On est donc amené à introduire, compte tenu du caractère bilińeaire par rapport aux champs
des composantes du problème variationnel (6.3), les expressions suivantes :

Ṁ(u, u?) =M(u̇, u?) +M(u, u̇?) +M′(u, u?)

K̇(u, u?) = K(u̇, u?) +K(u, u̇?) +K′(u, u?)

dans lesquellesM′(u, u?) etK′(u, u?) correspondent aux valeurs prises par les dérivées lagran-
giennes des intégrales correspondantesà dérivées lagrangiennes des champs nulles. On a :

M′(u, u?) =

∫
D

ρ u · u? divθkdΩ

K′(u, u?) =

∫
D

[(∇u :A :∇u?) divθk − (∇u∇θk) :A :∇u? −∇u :A : (∇u?∇θk)] dΩ

(6.5)

θk(X, p) = Φ,pk
(X, p) (6.6)

θk désignant le champ de vitesse de transformation associé àΦ. L’expression (6.4) devient après
développement des termes dérivés :

˙(λ2)M(u, u?) + λ2M(u̇, u?) + λ2M(u, u̇?) + λ2M′(u, u?)

+K(u̇, u?) +K(u, u̇?) +K′(u, u?) = 0
(6.7)

On notera queρ est constant et que les champst et n sont constants vis-à-vis des param̀etres
géoḿetriques. On a donċt = ṅ = 0.

Afin d’isoler λ̇ de (6.7), on propose la démarche suivante en deuxétapes :

– Etape 1 : En remarquant queu̇? est un champ test admissible, c’est-à-dire queu? ∈ Wf ⇒
u̇? ∈ Wf (carṅ = ṫ = 0), on obtient̀a partir de (6.3) :

λ2M(u, u̇?) +K(u, u̇?) = 0 (6.8)

– Etape 2 : Afin d’́eliminer les termes contenantu̇ de (6.7), on consid̀ere le probl̀eme aux
valeurs propres suivant, problème adjoint au problème (6.3) :

v ∈ Wf

λ2M(v, v?) +K(v, v?) = 0,∀v? ∈ W0

(6.9)

Le choix de la fonction testv? = u̇ dans (6.9) est possible puisqueu? ∈ W0 ⇒ u̇? ∈ W0

(carṅ = 0). Ceci permet d’obtenir :

λ2M(v, u̇) +K(v, u̇) = 0 (6.10)

Ensuite, le choix deu? = v dans (6.7) permet d’obtenir en tenant compte des simplifica-
tions apport́ees par (6.8) et (6.10) l’expression de la dérivée de la valeur propre :

λ̇ = −λ
2M′(u, v) +K′(u, v)

2λM(u, v)
(6.11)



APPLICATION SUR UNE COUCHEÉLASTIQUE BIDIMENSIONNELLE 111

Remarques :
– La formule (6.11) ǵeńeralise au cas non conservatif le calcul de sensibilité de fŕequences

propres par rapport au domaine.
– L’ évaluation pratique de (6.11) peutêtre simplifíee en remarquant que, siGθ(u) désigne

le taux de restitution de l’énergie en ŕegime quasistatique pour le champu assocíe à une
fissure fictive dont le front est le bord de la surface de contact, alors (voir [55]) :

K′(u, u) = −2Gθ(u)

La fissure fictive est présent́ee figure (6.4). Compte tenu par ailleurs du caractère bilińeaire
en(u, v) deK′(u, v), on obtient

K′(u, v) =
1

2

(
Gθ(u− v)−Gθ(u+ v)

)
(6.12)

L’int ér̂et pratique de cette remarque réside dans la possibilité d’évaluer la contribution
K′(u, v) à (6.11) au moyen d’un opérateur de calcul de taux de restitution d’énergie.

– Comme en ḿecanique de la rupture fragile [55], l’expression (6.11) ne dépend pas du
champ de vitesseθk dans le domaine. Il doit v́erifier (6.6) surSc, être nul loin de la zone
de contact et̂etre suffisament régulier.

Ainsi, àp fixé,à partir du seul calcul des deux champsu etv, on peut calculer tous les gradients
λi,pk

pour tous les param̀etrespk à partir de la construction desθk.
La figure 6.3 montre le schéma de principe de l’optimisation de forme qui résume la d́emarche

présent́ee.

Actualisation de la 
géométrie

Calcul des 
sensibilités

Algorithme 
d’optimisation

miniJ

∂J

∂p
J

p(0)

p(j)

p(j+1)

FIG. 6.3 – Sch́ema de principe de l’optimisation géoḿetrique

6.4 Application sur une couchéelastique bidimensionnelle

6.4.1 Validation du calcul de sensibilit́e

Un exemple simple de validation du calcul de sensibilité de valeur propre est présent́e ici :
on consid̀ere, sous l’hypoth̀ese des d́eformations planes, un solidéelastique rectangulaire en
contact frottant glissant surSc = Sc1 ∪ Sc2 (figure 6.9), avec pour conditions aux limites
u|S1 = u|S2 (condition de ṕeriodicit́e), u|S3 = 0. Les caract́eristiques du matériau sont :
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Lèvres de fissure fictive

n

n

t

t

Sc

Sc

D

FIG. 6.4 – Analogie du problème d’optimisation avec un problème de propagation de fissure

E = 2.5 1011 Pa,ν = 0.3, ρ = 7800 kg/m3 et f = 1. La surface de contact est paramètŕee
par le seul param̀etreα. Ce param̀etre permet de faire varier l’écartement entre les deux seg-
ments de contact. Le premier mode instable est le mode 3. Les variations des fréquences avec le
param̀etreα sont repŕesent́ees figure 6.10. On observe des points de coalescence de fréquences
propres qui traduisent une instabilité par couplage de mode.

L’objectif de la section est de valider le calcul de sensibilité. Pour cela on effectue un calcul
en fonction deα, de la valeur propreλ6 assocíee au mode 6 et la dérivéeλ,α donńee par l’ex-
pression analytique (6.11). Pour se faire, il faut se donner une transformationΦ qui est sugǵeŕee
par la figure 6.9 :

x(α) = X + αk

k = −ex pour la surface de contact gauche.

k = ex pour la surface de contact droite.

(6.13)

Le champ de vitesseθ = Φ,α vaut donck. On choisit de d́efinir θ = φ(r)k dans le domaine
avecr la distance d’un point du domaineà une extŕemit́e d’un segment de contact (distanceà
la pointe de fissure fictive) avecφ(r) défini comme suit :

r < R0, φ(r) = 1

R0 <r < R1, φ(r) =
r −R1

R0 −R1

r > R1, φ(r) = 0

(6.14)

On pŕesente une illustration pourα donńe sur les figures 6.5 et 6.6 représentant respecti-
vement le champ de vitesse et sa divergence sur un maillageéléments finis du domaine. On
remarque que la divergence est non nulle pour leséléments dans la zoneR0 < r < R1.

Il reste ensuite pour ce m̂emeα à calculer les vecteurs propresu6 du probl̀eme direct (6.3)
etv6 du probl̀eme adjoint (6.9). La sensibilité est ensuitéevalúeeà l’aide de (6.11).

D’un point de vue pratique, les problèmes aux valeurs propres sont calculés avec la ḿethode
d’it ération sur les ŕesidus dans Matlab (à l’aide de laStructural Dynamic Toolbox) et l’évaluation
des termes (6.5) dans CAST3M, car il offre la possibilité de calcul de taux de restitution
de l’énergie dans le but d’évaluer (6.12). Un traitement similaire n’étant pas disponible pour
M′(u, v), le calcul de ce terme áet́e programḿe directement dans CAST3M. Ensuite la sensi-
bilit é est rapatríee dans MATLAB.

En effectuant plusieurs calculs pour une série de param̀etresα, il est alors possible de
vérifier la coh́erence du ŕesultat en comparant la dérivée calcuĺee par (6.11) avec la dérivée
numérique deλ(α) (figures 6.11̀a 6.14). Les ŕesultats font apparaı̂tre une bonne concordance
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FIG. 6.5 – Champ de vitesseθ pour la zone de contact
gauche (◦ : extŕemit́e gauche)

FIG. 6.6 – Divergence du champ de vitesse pour la
zone de contact gauche (◦ : extŕemit́e gauche) (code
couleur : vert champ nul, rouge champ positif et bleu
champ ńegatif)
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entre les d́erivées analytique et nuḿerique. La d́erivée nuḿerique est calculée par la ḿethode
des diff́erences centrées :

λapp
,α =

λ(α+ ∆α)− λ(α−∆α)

2∆α

6.4.2 Application de l’algorithme d’optimisation

On propose ici de tester la méthode d’optimisation proposée. On cherche donc̀a trouver
le coefficientα qui minimise la fonction côut J(α) = Re(λ6(α)). L’optimisation deJ(α) est
réaliśee à l’aide duoptimization toolboxde MATLAB, à laquelle l’information∇pJ(p) est
transmise.

On se donne unα0 initial égalà 0.12. Afin de tester l’efficacité de la ḿethode, on propose de
comparer les ŕesultats avec une ḿethode d’optimisation sansévaluation du gradient : la ḿethode
du simplexe. Les ŕesultats sont présent́es figures 6.15 et 6.16. Ils montrent que pour les mêmes
conditions initiales, la ḿethode du simplexe nécessite 9́evaluations de la fonction coût, alors
que la ḿethode par utilisation du gradient nécessite une seule itération.

6.5 Validation sur le cas du disque

On s’int́eresse icìa la validation du calcul de sensibilité pŕesent́ee pŕećedemment pour le cas
3D du disque en situation de frottement avec un plot indéformable.

Les param̀etres ǵeoḿetriques sont : diam̀etre ext́erieur du disque = 0.3 m, diam̀etre int́erieur
du disque = 0.1 m,́epaisseur du disque = 0.04 m et rayon du plot = 0.03 m. Les propriét́es
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FIG. 6.9 – Configuration ǵeoḿetrique de l’exemple
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FIG. 6.10 – Im(λ) en fonction deα

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
0

200

400

600

800

1000

1200

R
e(

λ
6
)

[s
−

1
]

α [m]
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FIG. 6.13 – Re(dλ6/dα) en fonction deα

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

4

Dérivée analytique
Dérivée numérique

Im
( dλ 6 d

α

) [m
−

1
s−

1
]

α [m]

FIG. 6.14 – Im(dλ6/dα) en fonction deα
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FIG. 6.15 –◦ Évaluation de la fonction côut Re(λ6)
lors de l’optimisation par l’algorithme du simplexe.
× : évaluation finale

0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.2 0.21
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

R
e(

λ
6
)

[s
−

1
]

α [m]

FIG. 6.16 –◦ Évaluation de la fonction côut Re(λ6)
lors de l’optimisation par l’algorithme de minimisa-
tion avec utilisation du gradient.× : évaluation finale
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élastiques sont les m̂emes que pour la coucheélastique etf = 2.
La position radiale du plot est paramétŕee parα (voir figure 6.17). Les champsu (figure

6.18) etv sont calcuĺes pour le mode 10 instable. L’évolution de la partie réelle de la valeur
propre avec la position radiale du plot est tracée figure 6.21. Ici, le champ de vitesse estégal
à ex sur le bord deSc. On choisit un champ de vitesse dans le domaine (figure 6.20) non nul
sur les nœuds adjacents aux nœuds appartenant au bord deSc. D’un point de vue nuḿerique,
les éléments dont le gradient de vitesse est non nul sont limités auxéléments̀a proximit́e des
cercles adjacents au bord deSc (figure 6.19). Ceśeléments en question sont donc aussi situésà
l’int érieur du volume du disque.

Les comparaisons entre les dérivées nuḿeriques et analytiques sont effectuées figure 6.22 et
montre que la tendance est respectée. Les ŕesultats sont moins bons que dans le cas bidimen-
sionnel. Ceci est probablement du au fait que la surface de contact n’est pas assez raffinée et/ou
l’incr ément∆α trop grand pour que la qualité de la d́erivée nuḿerique soit suffisante.

D

α ex

ey

FIG. 6.17 – Paraḿetrage de la position ra-
diale du plot
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FIG. 6.20 – Champ de vitesseθ

6.6 Conclusion et perspectives

Une ḿethode originale d’optimisation de forme par un algorithme de gradient aét́e propośee.
Elle est baśee sur une expression analytique du gradient de la valeur propre caractérisant la
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FIG. 6.22 – Re(dλ10/dα) en fonction deα

stabilit́e dynamique du système. Tout d’abord, la formule analytique donnant la sensibilité aét́e
validée via une comparaison avec une dérivation nuḿerique sur un cas d’étude bidimensionnel.
Ensuite l’algorithme d’optimisation áet́e appliqúe avec succ̀es sur ce m̂eme cas. La validation
de la ḿethode sur le cas d’un disqueélastique avec garniture rigide aét́e faite. Elle permet de
trouver la position radiale optimale afin de stabiliser un mode précis.

Une premìere perspective au travail est de prendre en compte plus de paramètres ǵeoḿetri-
ques afin de d́efinir une forme plus complexe de garniture. Uneévolution de la ḿethode est de
géńeraliser la d́emarche au cas où la garniture est d́eformable. Il faut alors tenir compte de l’effet
de l’ajout ou de retrait de matière sur la valeur propre. Afin de rendre performant l’algorithme
d’optimisation, il faudrait prendre en compte les parties réelles des valeurs propres de plusieurs
modes et faire de l’optimisation multi-critère.
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Deuxième partie

Application au crissement des freins̀a
disque de TGV





7 – Caractérisation exṕerimentale du
crissement au freinage du TGV

L’objet de ce chapitre est d’apporter une vue synthétique sur la caractérisation du ph́enom̀ene
de crissement des freinsà disque de TGV̀a travers une synthèse bibliographique des résultats
disponibles. Afin de quantifier d’un point de vue acoustique la gêne sonore dans les gares, on
présente dans un premier temps, les résultats de mesure d’une campagne d’essai effectuée dans
2 gares sur 4 types de matériels TGV [24]. Ensuite, le système de freinage ainsi que son fonc-
tionnement est brièvement d́ecrit. Deux campagnes d’essais ontét́e ŕealiśees afin de caractériser
le ph́enom̀ene : la premìere est une campagne de mesure embarquée [25] dans laquelle un mi-
crophone ainsi qu’un vibrom̀etre laser ont permis de quantifier les vitesses vibratoires du disque
de frein ainsi que le niveau acoustique. La deuxième est une campagne d’essai en fonctionne-
ment sur banc d’essai [44] dont le but est de caractériser le champ vibratoire du disqueà l’aide
d’une technique de vibroḿetrie laser̀a balayage.

7.1 Caract́erisation du bruit de crissement en gare

FIG. 7.1 – Implantation du dispositif de mesure en
gare

FIG. 7.2 – Pourcentage d’occurrence des
fréquences de crissement par rapport au nombre
de bogies bruyant

Dans un souci de caractérisation de la ĝene sonore d’une manière globale dans les gares,
la SNCF a ŕealiśe une śerie de mesures acoustiquesà l’aide d’un microphone disposé sur le
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quai à un m̀etre du bord du quai et̀a un m̀etre de hauteur (figure 7.1). Après le passage d’une
quarantaine de rames TGV de tous types, on identifie pour chaque essieu crissant les fréquences
émergentes associées. On peut observer figure 7.2, le pourcentage d’occurrence des fréquences
de crissement par rapport au nombre de bogies bruyants. Le niveau de bruit global mesuré varie
entre 85 dB et 106 dB.

La figure 7.3 montre pour chaque type de TGV, les fréquenceśemergentes (fréquences dont
le niveau maximum pendant le passage est supérieur à 80 dB) au passage de chaque bogie
tandis que la figure 7.4 se restreint aux fréquences dont le niveau maximum pendant le passage
est suṕerieurà 100 dB.

FIG. 7.3 – Fŕequences de crissementémergentes en fonction du numéro du bogie au passage

FIG. 7.4 – Fŕequences de crissementémergentes dont le niveau en dB est supérieurà 100

On constate que le crissement est un spectre de raie trèsétendu. Trois groupes de fréquences
apparaissent :
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– Le groupe 1 fait apparaı̂tre des fŕequences comprises entre 1000 et 5000 Hz environ. Le
niveau acoustique est le moins important des 3 groupes.

– Le groupe 2 fait apparaı̂tre une fŕequence sitúee au environ de 6600 Hz.
– Le groupe 3 fait apparaı̂tre plusieurs fŕequences bien marquées entre 8000 et 16000 Hz.
Ces constatations montrent déjà que pour tous types de matériels TGV se d́egage une« si-

gnature acoustique» du crissement des freinsà disque en gare.

7.2 Le syst̀eme de freinage du TGV

On pŕesente ici brìevement le fonctionnement du mécanisme de freinage TGV. On trouvera
en annexe C des explications plus détaillées et des précisions sur la technologie du mécanisme.

Le syst̀eme de freinage est un système de freiǹa disque. Le disque est fixé sur l’essieu via
une pìece interḿediaire appeĺee moyeu (figures 7.5 et C.4).

FIG. 7.5 – Syst̀eme disques / moyeu FIG. 7.6 – Implantation du disque sur le moyeu

Le disque est« pris en sandwich» par une garniture munie de plots. Cette garniture est
mont́ee dans son porte-garniture via une liaison par queue d’aronde (figures 7.7 et 7.8).

7.3 Mesures acoustiques et vibratoires embarqúees

On cherchèa caract́eriser de manière pŕecise les niveaux vibratoires du disque de frein ainsi
que les niveaux acoustiques. Une campagne d’essai en fonctionnement sur TGV Duplex aét́e
réaliśee par l’Agence d’Essai Ferroviaire [25]. Dans ce but, un microphone et un vibromètre
laser ont́et́e implant́esà proximit́e du disque de frein (voir figures 7.10 et 7.11). Afin d’obtenir
des conditions de fonctionnement stable dans le temps, on choisit un freinage de maintien qui
garantit une vitesse du TGV approximativement constante de l’ordre de 7 km/h. La figure 7.9
présente l’́evolution de la vitesse du train dans le temps ainsi que la valeur de la pression dans
le cylindre de frein.

Pour des raisons d’encombrement, le vibromètre n’a pas pûetre positionńe selon l’axe du
disque. On a donc utiliśe un miroir qui a rediriǵe le laser de manièreà ce qu’il arrive perpendi-
culairement̀a la surface plane pour mesurer une vitesse normale.
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FIG. 7.7 – Deux garnitures par porte-garniture FIG. 7.8 – Montage des garnitures par queue d’aronde

FIG. 7.9 – Caract́eristiques de fonctionnement au cours du temps : Vitesse du train et pression dans le cylindre de
frein

FIG. 7.10 – Implantation du microphone embarqué FIG. 7.11 – Implantation du vibrom̀etre laser embarqué
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Les transforḿees de Fourier de la vitesse normale ainsi que de la pression acoustique sont
repŕesent́ees sur la figure 7.13.

La figure 7.12 montre un diagramme temps/fréquence associé à la vitesse normale mesurée.
L’amplitude de vitesse normale mesurée au milieu du disque est de l’ordre de 10 cm/s (figure
7.15).

FIG. 7.12 – Diagramme temps/fréquence associéeà la vitesse normale mesurée par le vibrom̀etre

Ces ŕesultats montrent que :

– Les fŕequences vibratoires de disqueémergentes coı̈ncident avec les fréquences acous-
tiquesémergentes. Les fréquences bruyantes sont donc dues aux fréquences vibratoires de
disque.

– Les fŕequences vibratoireśemergentes restent stationnaires au cours du freinage ce qui
corrobore les ŕesultats sur le crissement dans l’automobile rappelés dans l’́etat de l’art.

– Le bruit rayonńe au dessous de 5000 Hz n’est pas issu de vibrations de disque.

Si l’on compare ces résultats avec les résultats de mesure en gare présent́es dans la section
préćedente, on peut déjà justifier le caract̀ere brouillon du groupement de fréquences n˚1 : il ne
s’agit vraisemblablement pas de fréquences de vibrations de disque. En revanche, les groupes 2
et 3 dans lesquelles des paquets de fréquences se distinguent et ont des niveaux important sont
probablement issus de vibration de disque.

Cet essai particulier a permis de préciser la signature acoustique du crissement des matériels
TGV en ǵeńeral.
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FIG. 7.13 – Transforḿee de Fourier de la vitesse normale mesurée par le vibrom̀etre en dB (en bas, réf 1 m/s) et
de la pression acoustique mesurée par le microphone en dB (en haut, réf 20µPa) en fonction de la fréquence
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FIG. 7.14 – Niveau de pression acoustique en dB (réf
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FIG. 7.15 – Vitesse normale vibratoire [m/s] en fonc-
tion du temps sur une faible période [19.85 s, 20.25
s]
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7.4 Mesures acoustiques et vibratoires sur banc d’essai

Compte tenu des difficultés techniques d’implantation de matériels de mesure sur le TGV,
un banc d’essai de freinage (banc d’essai de l’Agence d’Essai Ferroviaire de la SNCF) aét́e
utilisé pour compĺeter les investigations . Il s’agit d’essayer de caractériser le champ vibratoire
sur le disque lorsque le banc fait apparaı̂tre du crissement. Cet essai de caractérisation est le
fruit d’une collaboration entre P. Castellini [21, 69] de l’université Politecnica delle Marche
d’Ancone et la SNCF. Il áet́e meńe par P. Castellini et L. Leoni [44].

Le banc d’essai de freinage (figure 7.20) est relativement réaliste puisqu’il dispose d’une
timonerie semblablèa celle du TGV et que le disque est monté sur un moyeu puis un arbre lui
même ŕealiste. L’arbre est entraı̂né par un moteuŕelectrique puissant. Afin de simuler l’inertie
du train, des disques massifs sont rendus solidaires de l’arbre.

Méthode de mesure

L’essai consistèa effectuer un freinage de maintien dans des conditions proches des essais
embarqúes. La vitesse de train simulée est de 10 km/h avec une pression dans le cylindre de
frein de 0.5 bar. Le matériel utilisé est un vibrom̀etre laser pointant sur la surface plane du
disque parcourant un maillage expérimental (figure 7.21). Un microphone est placé à 1 cm de
la surface du disque et sert de référence de phase pour les mesures vibratoires.
On établit les conditions de freinage de sorte que l’on obtienne du crissement. On suppose que
le ph́enom̀ene perçu, c’est̀a dire la pression acoustique mesurée, reste stationnaire. Dans ces
conditions, le laser balaye chaque point du maillage expérimental en effectuant une acquisition
de 2 secondes environ par point de mesure. Pendant ce même temps, une acquisition de la
pression acoustique est effectuée. On dispose donc pour chaque points de mesure de 2 signaux.

Puisque le signal venant du microphone nous sert de référence de phase, on qualifie les si-
gnaux vibratoires de signaux de réponse et les signaux acoustiques de signaux de référence.
Une image du champ vibratoire dans le domaine fréquentiel nous sera donné gr̂aceà la fonction
de transfert calculée comméetant le rapport de l’interspectre des deux signaux avec l’autospec-
tre du signal de ŕeférence. Le calcul de ces fonctions de transfertH(ω) pour chaque point de
mesure est effectué par moyennage des interspectres et autospectres surn portions de signal
identiques.

Remarque : le laser mesure des vitesses normales exclusivement. Il n’est donc pas possible
de mesurer des vibrations dans le plan du disque.

Résultats de repŕesentativit́e

Le crissement observé sur banc d’essai peutêtre fluctuant dans le tempsà la fois en terme de
niveau sonore et de contenu fréquentiel. Il peut̂etre ameńe aévoluer dans le temps au cours d’un
freinage long. On se propose de comparer dans le domaine fréquentiel les signaux acoustiques
et vibratoire mesuŕes sur banc d’essai et en situation embarquée (figures 7.16 et 7.17).

D’un point de vue fŕequentiel, le ph́enom̀ene au banc est assez représentatif du ph́enom̀ene
en ligne sauf pour la fréquence du groupe 2 (défini figure 7.3) de 6600 Hz. En revanche, les
niveaux acoustiques et vibratoires sont inférieurs de manière significative au banc. Une expli-
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FIG. 7.16 – Comparaison des vitesses normales en ligne (�) et au banc (◦) (Spectre de la vitesse normale sur 2 s
en dB, ŕef 1 m/s)
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FIG. 7.17 – Comparaison du bruitémis en ligne (�) et au banc (◦) (Spectre de la puissance acoustique sur 2 s en
dB, réf 20µPa)
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cation possible pour justifier cette différence de niveau est le possibleécart entre les facteurs de
frottement et/ou la situation de contact plots / disque.

Spectre vibratoire du disque en crissement et ŕeponse impulsionnelle

Afin de connâıtre l’effet du serrage de la garniture sur les fréquences propres du système, on
compare les ŕeponses en vitesses axialesà un choc au marteau dans le cas ou les garnitures sont
serŕees et dans le cas où le disque est libre. On observe figure 7.18 que les fréquences propres
du syst̀eme coupĺe sont tr̀es proches de celles du système libre.
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FIG. 7.18 – Ŕeponse en vitesse (en dB) d’un point du disqueà une excitation au marteau de choc (réf 12.5 mm/s).
Garnitures serŕees (◦) et Garnitures ouvertes (�)
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FIG. 7.19 – Ŕeponse en vitesse (�) (en dB) d’un point du disquèa une excitation au marteau de choc (réf 12.5
mm/s) Garnitures ouvertes. Spectre de vitesse normale (◦) en situation de crissement au banc [dB] (réf 1 m/s)

Le spectre de vitesse normale en situation de crissement est comparé au spectre de la réponse
en vitesse au marteau de choc du disque libre figure 7.19. On constate que les fréquences vibra-
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toires de disque en situation de crissement sont quasiment confondues avec les fréquences de
résonance du disque libre. Ceci montre que les multiples fréquences de crissement obtenues ne
sont pas des harmoniques duesà un effet purement temporel.

Champ vibratoire en situation de crissement

Dans le cadre de cet essai d’investigation du champ vibratoire, le temps nécessaire pour
l’acquisition de tous les points est de l’ordre de 20 minutes. Ceci suppose que le phénom̀ene
reste stationnaire pendant cette période.

Après l’acquisition des signaux, le post-traitement permet de calculer le module et la phase
de la fonction de transfert. Les figures 7.22, 7.23 et 7.24 montrent la reconstruction du module
et de la phase sur un rayon du disque et sur la périph́erie.

FIG. 7.20 – Banc d’essai de freinage
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Enfin, les d́eformées vibratoires extraites sont tracées figure 7.4. Elles montrent que les
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FIG. 7.23 – Cos(φ), φ=arg(H(8618)) le long du cercle de rayon maximal
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FIG. 7.24 – Cos(φ), φ=arg(H(10120)) le long du cercle de rayon maximal

fréquenceśemergentes correspondantes sont associéesà des champs vibratoires faisant ap-
parâıtre des diam̀etres nodaux. L’animation des déformées vibratoires reconstituées fait ap-
parâıtre une rotation des nœuds de vibration (rotation mise enévidence avec une autre technique
par Fieldhouse [29]).

(a) 7170 Hz (b) 8618 Hz (c) 10120 Hz (d) 11658 Hz

FIG. 7.25 – D́eformées vibratoires en fonctionnement.

7.5 Conclusion

Les mesures acoustiques effectuées en gare sur un grand nombre de matériels TGV ca-
ract́erisent clairement une signature acoustique du crissement des freinsà disque et sugg̀ere un
classement en 3 groupes de fréquences. Les essais acoustiques et vibratoires embarqués nous
permettent de conclure que le crissement est du aux vibrations hautes fréquences de disque
(5000 Hzà 15000 Hz correspondant aux groupes 2 et 3). Ces mesures permettent de quantifier
les niveaux acoustiques en champ proche et vibratoires. Une campagne de mesures effectuée
sur banc d’essai a montré une repŕesentativit́e des mesures acoustiques en ligne d’un point de
vue fŕequentiel (sauf la fŕequencèa 6600 Hz). Ce ŕesultat nous a permis via une technique de
vibrométrie laserà balayage d’identifier les déformées vibratoires en situation de crissement
qui sont des champs̀a diam̀etres nodaux dont les nœuds de vibrations sont en rotation le long
du disque.



132 CARACTÉRISATION EXPÉRIMENTALE DU CRISSEMENT AU FREINAGE DUTGV



8 – Modélisation du crissement du syst̀eme
TGV

On se propose dans ce chapitre d’effectuer une modélisation du ḿecanisme de freinage TGV.
On d́ecompose le système de freinage en deux sous-systèmes : le sous-système disque/moyeu
ainsi que le sous-système porte-garniture. Dans un premier temps, on construit un modèle
élément fini du sous-système disque/moyeu et on identifie les amortissements modaux me-
suŕes gr̂aceà une analyse modale expérimentale. Dans un second temps, on s’intéressèa la
mod́elisation du sous-système porte-garniture. Les modulesélastiques des plots de garnitures
sont identifíes et des hypoth̀eses sont formulées pour le choix des conditions d’accroche. Enfin
la stabilit́e de l’́equilibre stationnaire estétudíee au regard des paramètres physiques des plots.

8.1 Modélisation du syst̀eme de freinage

8.1.1 Sous-système disque/moyeu

À partir de l’implantation du sous-système disque/moyeu sur l’essieu préciśee en figure C.4,
on propose une modélisation paŕeléments finis simplifíee : un disque composé d’éléments volu-
miques quadratiques ainsi qu’un moyeu composé d’éléments coques quadratiques encastré sur
le disque. L’encastrement de l’ensemble sur l’essieu est modélisé par une condition au limite de
type d́eplacement et rotation imposés nuls sur le cercle de plus petit diamètre du moyeu (figure
8.1).

Les caract́eristiques physiques du sous-système disque/moyeu sont préciśees figure 8.1.
Un calcul nuḿerique des modes libres du système aét́e meńe et les principaux modes sont
présent́es sur les figures 8.3̀a 8.5. D’autres modes tels que des modes de moyeu ne sont pas
préciśes. Une analyse modale expérimentale áet́e effectúee sur ce système libre. Elle permet de
s’assurer de la pertinence des fréquences propres calculées (l’́ecart relatif avec les fréquences
exṕerimentales est inférieur au pourcent) et d’identifier les amortissements modauxξ dont une
partie est repŕesent́ee en figure 8.2. Ces amortissements sont tracés par famille de modes. On
peut remarquer une certaine disparité entre ces familles avec une croissance avec la fréquence.
Les amortissements modaux correspondantà la famille de modes A1-×majorent ceux des deux
autres familles.

8.1.2 Sous-système porte-garniture

On a vu dans la description du mécanisme que le porte-garniture est mécaniquement com-
plexe. Afin de mod́eliser ce sous-ensemble, on effectue un certain nombre d’hypothèses (figure
8.6) :
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FIG. 8.1 – Vue de dessus et vue de dessous du sous-système disque/moyeu

Module d’YoungE 2.02× 1011 Pa
Coefficient de Poissonν 0.29
Masse volumiqueρ 7850 kg.m−3

Épaisseur du disque 45 mm
Diamètre ext́erieur du disque 640 mm
Diamètres int́erieurs du disque 248 mm et 340 mm

TAB . 8.1 – Caract́eristiques physiques pour le disque
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FIG. 8.2 – Amortissement modaux mesurésξ (en%) clasśes selon les familles de modes en fonction de la fréquence
(kHz). ◦ : A0-×, � : A1-×,4 : C0-×
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Fréq. (Hz) Type Diamètres nodaux
1230 A 3
2143 A 4
3229 A 5
4443 A 6
5755 A 7
7144 A 8
8594 A 9
10093 A 10
11631 A 11
13202 A 12
14799 A 13

FIG. 8.3 – Premiers modes Axiaux sans cercles nodaux (A0-×) du sous-système disque/moyeu libre et
repŕesentation du mode A0-10

Fréq. (Hz) Type Diamètres nodaux
3286 A 2
4692 A 3
5991 A 4
7818 A 5
9529 A 6
11336 A 7
13196 A 8
14800 A 9

FIG. 8.4 – Premiers modes Axiaux avec 1 cercle nodal (A1-×) du sous-système disque/moyeu libre et
repŕesentation du mode A1-6

Fréq. (Hz) Type Diamètres nodaux
4515 C 1
6681 C 2
9188 C 3
11659 C 4
13978 C 5

FIG. 8.5 – Premiers modes Circonférentiels sans cercles nodaux (C0-×) du sous système disque/moyeu libre et
repŕesentation du mode C0-2
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Module d’Young ∼ 3500 MPa
Coefficient de Poissonν 0.3
Masse volumiqueρ 6250 kg.m−3

Longueur du plot 25 mm
Diamètre du plot 40 mm

TAB . 8.2 – Caract́eristiques physiques pour un plot

– On ńeglige les effets de l’étrier.
– La garniture composée de l’armature ḿetallique et des plots est montée dans le porte-

garniture via une liaison par queue d’aronde. Les jeux dans cette liaison sont importants.
En conśequence, la transmission des efforts porte-garniture / plots est effectuée par le
plan (P). On fait l’hypoth̀ese qu’̀a l’équilibre, l’armature reste en contact bilatéral avec le
porte-garniture.

– On consid̀ere le porte-garniture rigide. Afin de tenir compte de son inertie, on reporte la
masse totale du porte garniture sur le plan support des plots.

On impose des conditions aux limites sur la base des plots : on impose des déplacements nuls
dans le plan et des déplacements orthogonaux tels que les points situés sur le plan (P) restent co-
planaires. Cela permet de rendre possible la rotation de l’ensemble garniture / porte-garniture.

Plots

Armature

Porte Garniture

Masse ajoutée

(P) (P)

FIG. 8.6 – Mod́elisation et conditions limites de la garniture

Les propríet́es physiques des plots sont résuḿees au tableau 8.2. Pour le module d’Young,
la valeur est indicative et dépend du type de plot utilisé. La figure 8.7 donne l’évolution avec la
temṕerature du module d’Young pour 4 types de garnitures TGV. Concernant la zone de contact
potentielle, on fait l’hypoth̀ese que l’ensemble des plots sont susceptibles d’être en contact avec
le disque.

Le mod̀eleéléments finis complet est représent́e figure 8.8.

8.2 Stabilité de l’équilibre stationnaire

Le calcul de l’́equilibre est effectúe sur le mod̀ele pŕesent́e pŕećedemment en appliquant des
efforts de pression sur la base des plots de telle sorte que la résultante axiale en effort F d’une
garniture sur le disque soit de 2000 N. On choisit les paramètres de chargement suivant :f=0.4,
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FIG. 8.7 – Modules de compression [MPa] des plots en fonction de la température pour 4 types de garnitures TGV

FIG. 8.8 – Mod̀ele de frein avec porte-garniture rigide (modèleà 80000 ddls)
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F = 2000 N etΩ = 4 rad/s (ce qui correspondà une vitesse de train de l’ordre de 7 km/h environ).
Dans un premier temps, on ne tient pas compte de l’amortissement matériau.

FIG. 8.9 – Solution stationnaire (déplacement axiaux [m])

Après avoir effectúe le calcul de l’́equilibre (voir figure 8.9), on résout le probl̀eme aux
valeurs propres donnant la stabilité de cet́equilibre. La figure 8.11 illustre le résultat du calcul
de stabilit́e. Les taux de croissance des modes sont représent́es en fonction de la fréquence. Bien
sûr, les modes de stabilité sont des modes couplés qui v́erifient les conditions de contact bilatéral
sur la zone de contact donc les déformées sont globales. En revanche, pour certains modes, les
déformées modales dans le disque sont prépond́erantes et pour d’autres ce sont les déformées
de plots. Il est donc intéressant de les distinguer. Pour cela, on calcule les contributions des
énergies de d́eformations̀a chaque sous-structure, et l’on calcule le critère

Cr =
ED

Disque

ED
Disque + ED

Plots

avec ED
Disque = 1/2Re {φDisque}T [KDisque]Re {φDisque}

Les ŕesultats du calcul montrent que l’on obtient610 modes sur l’intervalle [0 Hz, 15 kHz].
– À cause de la quantité importante de plots, on observe un grand nombre de modes de plots.

Sur cette bande de fréquence, on met eńevidence des modes instables de plots de type 1,
2 et 4 (figure 8.12). Le mode de type 1 est un mode de traction-compression de plot alors
que les modes de type 2 et 4 sont des modes de flexion. Les modes de plots de type 3
sont des modes radiaux de plots stables (stabilisés par l’amortissement issu du frottement
plan). Les modes instables de plots obtenus peuventêtre qualifíes d’auto-d́estabiliśes car
ils peuvent̂etre mis eńevidence en considérant un disque rigide.

– Concernant les modes de disque, on observe que les modes de disque instables se situent
dans la bande de fréquence [6 kHz, 14 kHz]. On remarque que les fréquences des modes
instables de disque (où les d́eformations dans le disque dominent) sont peu modifiées par
rapport aux fŕequences des modes couplés sans frottement, elles mêmes peu modifíees
vis-à-vis des modes libres de disque. On peut donc garder les mêmes d́enominations pour
les modes instables (voir figure 8.13) : il s’agit du mode circonférentiel C0-2, des modes
axiaux sans cercle nodal A0-9, A0-10, A0-11, A0-12 et des modesà un cercle nodal A1-
6, A1-7 et A1-8. On remarque que ces modes instables sont non stationnaires et qu’ils
tournent le long du disque. L’ensemble de ces modes de disque sont des modes axiaux
susceptibles d’être bruyants. Seul le mode C0-2 n’est pas axial. En revanche, l’observa-
tion de sa d́eformée modale montre que l’effet Poisson est important dans le disque. Il est
intéressant de comparer l’ordre de grandeur des amortissements modaux de disques me-
suŕesξ (figure 8.2) vis-̀a-vis des taux de croissances modaux obtenus. Ces derniers restent
suṕerieurs aux amortissements modaux pour une majorité de modes instables.
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La figure 8.10 montre le diagramme de stabilité auquel on a superposé le spectre de vitesse
normale mesuŕe sur TGV (figure 7.13). On constate que parmi les modes instables, les modes
de type A0-× sont pŕesents ainsi que le mode C0-2, alors que les autres sont absents.
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(a) Mode type 1, 2744 Hzζ = 1.16% (b) Mode type 2, 4072 Hzζ = 6.29% (c) Mode type 4, 12750 Hzζ = 5.05%

FIG. 8.12 – Modes instables de plots de type 1, 2 et 4

(a) Mode C0-2, 6684 Hzζ = 0.02% (b) Mode A0-9, 8585 Hzζ = 0.07% (c) Mode A0-10, 10040 Hzζ = 0.23%

FIG. 8.13 – Quelques modes instables de disques

8.3 Étude des ḿecanismes d’instabilit́es dynamiques

Les ŕesultats pŕećedents nous permettent de constater le caractère pŕepond́erant des modes
axiauxà diam̀etres nodaux dans la stabilité de l’́equilibre. On propose dans cette partie d’effec-
tuer quelques calculs paramétriques afin de mieux comprendre le rôle des propríet́es physiques
des plots de garniture sur les résultats. Dans un premier temps, on ne tient compte exclusivement
que de la raideur des plots afin de vérifier le ḿecanisme proposé par Flint et al. [30]. Dans un
second temps, on regarde l’effet des modes de plots sur les modes instables de disques. Enfin,
les conśequences de la prise en compte de l’amortissement dans les plots sont observées.

8.3.1 Stabilit́e dans le cas d’une densité de plots nulle

On l’a vu dans l’́etat de l’art, Flint et al. [30] propose un mécanisme de d́estabilisation baśe
sur la cŕeation d’un moment de frottement duà l’aspect surfacique du disque et ceci avec une
garniture sans masse. Ce mécanismèa lui seul permet de mettre enévidence des modes instables
axiaux de disque. On propose d’effectuer un calcul de stabilité avec masse volumique de plots
nulle. La figure 8.14 montre les résultats du calcul de stabilité pour quatre modules d’Young de
plots avec une masse volumique nulle.

On constate que les modesà diam̀etres nodaux sans cercle nodal et avec un cercle nodal ont
de forts taux de croissance et sont prépond́erants sur toute la plage de fréquence. L’ensemble
de ces modes instables résultent du couplage de modes proches (doubles lorsque le disque est
libre). La d́ependance des taux de croissance avec le module est quasiment linéaire dans le
domaine de variation [1 MPa, 8 MPa]. En revanche, les fréquences des modes sont peu altéŕees.
La plage de modules parcourue est représentative des modules de plots que l’on peut rencontrer
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dans les divers types de garnitures TGV (figure 8.7).
La comparaison avec la configuration où l’on tient compte d’une densité ŕealiste est effectúee

figure 8.15. On observe une chute significative des taux de croissances modaux sauf pour les
modes de disques proches des modes instables de plots de type 4 (figure 8.12).
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8.3.2 Effets des modes propres de plots sur la stabilité

On propose ici de faire varier les fréquences propres des modes de plots pour comprendre
l’influence de ces modes sur les modes de disque. La figure 8.16 montre le résultat du calcul de
stabilit́e pour trois valeurs de densité de plots. La densité aét́e choisie pour piloter les fréquences
propres plut̂ot que le module d’Young afin de garder comme référence les ŕesultats de stabilité
à densit́e de plots nulle pŕećedents. On observe que les modes instablesà plus forts taux de
croissance suivent les modes instables de plots de type 4. La figure 8.17 exhibe un résultat de
stabilit́e dans le cas particulier où une cöıncidence fŕequentielle est obtenue entre les modes
instables de plots de type 4 et des modes de disque. Cette coı̈ncidence a pour conséquence
d’exacerber les taux de croissance des modes de disques concernés. Il s’agit d’une instabilit́e
par couplage entre un mode de disque et un mode de flexion de plot. Par exemple, le taux de
croissance du mode A0-12 dépasse 1% dans ce cas alors qu’il restait inférieurà 0.6 % dans les
cas pŕećedents.

La figure 8.18 montre la d́eformée modale du mode instable de disque A0-12 pour 3 densités
de plots diff́erentes. Dans le cas (a), la densité de plot est nulle et les plots suivent statiquement
les d́eplacements imposés par le disque. Dans le cas (b), la prise en compte d’une densité de plot
montre que l’on distingue les déformées modales de flexion des modes instables de plots de type
4 (le mode A0-12 oscille vers 13200 Hz alors que les modes de plots de type 4 oscillentà plus
de 14 kHz). Comparé au cas (a), en terme de déplacements axiaux, il y a une répartition dans
les plots plus importante. Dans le cas (c), il y a coı̈ncidence et la ŕepartition des d́eplacements
dans chacune des sous-structures est encore plus importante.

En conclusion, l’effet des modes instables de plots sur les taux de croissance des modes
instables de disque est continu lorsque les fréquences varient continûment : il ne s’agit pas
véritablement de coı̈ncidence mais plutôt d’effet maximal lorsque les fréquences sont les plus
proches.
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(a) Mode A0-12,ρG = 0 kg/m3 (b) Mode A0-12,ρG = 5000kg/m3 (c) Mode A0-12,ρG = 5750kg/m3

FIG. 8.18 – Influence de la masse volumique des plots sur le mode instable A0-12 (les couleurs représentent les
déplacements axiaux)

8.3.3 Effet de l’amortissement intrins̀eque des plots

On s’int́eressèa l’effet de la prise en compte de l’amortissement de plots sur la stabilité. Pour
cela, on choisitβG 6= 0. Les autres coefficients de Rayleigh sont choisis nuls. Le résultat du cal-
cul de stabilit́e est illustŕe figure 8.19 (calcul effectué pourρG=6250 kg/m3). En plus des taux
de croissance, le taux d’amortissement−ξG en fonction de la fŕequence est superposé. Ainsi,
pour les modes couplés exclusivement de plots, les amortissements modaux sont de l’ordre de
4 %. La comparaison du calcul avec et sans amortissement de plots est illustrée figure 8.20.
On constate clairement que l’amortissement fait chuter les taux de croissance des modes sauf
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pour les modes de disques dont les fréquences coı̈ncident avec des modes de plots.

Dans un article ŕecent, Fritz et al. [31]́etudient l’effet de l’amortissement modal sur le
couplage de deux modes par le frottement. Ils concluent que si les amortissements modaux
sont similaires sur les deux modes alors l’amortissement a un rôle stabilisant. En revanche, si
le rapport des deux amortissements modaux sont importants, alors l’amortissement a un rôle
déstabilisant. Ces conclusions expliquent les constatations faites sur notre cas : l’amortissement
introduit dans les plots crée des amortissements modaux très proches pour les modes couplés de
disque, ce qui justifie le caractère stabilisant de l’amortissement. En revanche, l’amortissement
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introduit dans les plots crée des amortissements modaux de modes couplés de plots beaucoup
plus important que ceux de disques, ce qui justifie le caractère d́estabilisant de l’amortissement
pour le couplage de ces modes. On voit donc ici que le caractère stabilisant ou d́estabilisant de
l’amortissement d́epend du type de modes qui se couplent, c’est-à-dire du type de ḿecanisme
d’instabilité.

8.4 Conclusions et perspectives

Les fŕequences bruyantes sont des fréquences de modes instables de disque. En revanche,
certaines fŕequences de modes instables sont absentes du spectre vibratoire de disque. Le calcul
transitoire sur le ḿecanisme de freiǹa disque simplifíe du chapitre 5 nous a montré que cer-
tains modes instables peuvent ne pas participer au cycle limite. Cet exemple permet de justifier
l’absence de certaines fréquences de modes instables dans le spectre vibratoire expérimental.
Cependant, le calcul transitoire sur le modèle de frein de TGV constitue une réelle perspective
afin de v́erifier la śelection oṕeŕee par les non lińearit́es.

Concernant les ḿecanismes d’instabilités, on a vu que le caractère surfacique du contact
permet de mettre eńevidence une instabilité par couplage de modes doubles de disque et ceci
à densit́e de plots nulle. La prise en compte d’une densité de plot ŕealiste a pour conséquence
d’exacerber les taux de croissance des modes de disqueà proximit́e de modes instables de plots
et de faire chuter ceux qui sontéloigńes. Il y a donc une interaction complexe entre les modes
instables (par couplage de modes doubles) de disque et les modes instables (auto-déstabiliśes)
de plots. La prise en compte de l’amortissement des plots a montré un effet d́estabilisant pour
les modes de disque dont les fréquences coı̈ncident avec des fréquences de modes de plots.
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L’ état de l’art sur le crissement des freins a montré que les travaux expérimentaux et de
mod́elisationsétaient nombreux et souvent issus de l’automobile. Ces travaux ont fortement
orient́es ce travail. En effet, les phénom̀enes de bruits induits par le frottement ont des ori-
gines diverses et complexes. De manière synth́etique, les conclusions sont que le crissement
des freins est issu des vibrations auto-entretenues du mécanisme induites par le frottement. Le
mécanisme de ǵeńeration des vibrations auto-entretenues mis en avant est le mécanisme d’in-
stabilit́e de l’́equilibre par couplage de mode. Néanmoins, les travaux récents qui s’int́eressent
à la mod́elisation des vibrations auto-entretenues par le frottement mettent enévidence des so-
lutions dynamiques òu lesévénements sous la zone de contact sont complexes.À l’opposé, cer-
tains travaux font un raccourci rapide entre fréquences de crissement et fréquences des modes
de stabilit́e. Dans ce contexte scientifique, on s’est d’abord posé la question du lien entre les
fréquences de crissement et les fréquences des modes instables. Ensuite, on s’est intéresśe à
l’interprétation physique du ḿecanisme d’instabilit́e par couplage de mode dans le cas particu-
lier de notre ḿecanisme TGV.

Cet objectif ǵeńeral a ńecessit́e au pŕealable la possibilit́e de calcul nuḿerique transitoire
de structures en présence de contact unilatéral avec frottement de Coulomb. Ces problèmes
d’évolution dynamique en présence de non-lińearit́es non ŕegulìeres sont̀a l’origine de dif-
ficultés nuḿeriques significatives telles que les situations de chocs. La méthode nuḿerique
« Non-Smooth Contact Dynamics method» de M. Jean, bien adaptée pour ce type de problème,
a ét́e utilisée. L’implémentation nuḿerique aét́e valid́ee sur un exemple de la littérature. En-
suite, la stabilit́e dynamique des structures en situation de glissement aét́e abord́ee. Les ŕesultats
connus sur la dynamique des perturbations proches de l’équilibre ontét́e rappeĺees et ont
conduit à une ḿethode de calcul de l’équilibre stationnaire ainsi que de la stabilité dyna-
mique. La ḿethode d’it́eration sur les ŕesidus áet́e propośee pour ce calcul de stabilité et son
implémentation áet́e valid́ee par l’application sur un cas où une solution semi-analytique existe.
On a donc d́evelopṕe les outils de caractérisation des solutions transitoires ainsi que des modes
de stabilit́e dynamique.

Afin de faire le lien entre les fréquences caractéristiques de la solution transitoire (fréquences
de crissement) et les fréquences des modes de stabilité, une ḿethode originale de projection de
la solution transitoire sur la base des modes de stabilité aét́e propośee et permet d’étudier la
transition des perturbations proches de l’équilibre vers la solution transitoire. En particulier
l’effet des non lińearit́es sur l’amplitude modale d’un mode instable peutêtre investigúe. Cette
méthode áet́e appliqúee dans le cas du glissement d’une coucheélastique bidimensionnelle sur
un obstacle ind́eformable : le lien entre le calcul transitoire et la stabilité aét́e examińe pour des
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param̀etres physiques mettant enévidence des ondes de surface sous la zone de contact du type
glissement / adh́erence et glissement / décollement. On a observé que la solution contenait un
mode instablèa la fŕequence du cycle limite dont les harmoniques exacerbaient certains modes
stables telle une excitation forcée.

On s’en concentré ensuite sur le cas d’un mécanisme de freiǹa disque simplifíe de TGV,
constitúe d’un disque ainsi que de deux garnitures cylindriques. Compte tenu du caractère tri-
dimensionnel du problème, et de l’aspect déformable / d́eformable des solides en contact, une
formulation euĺerienne du problème áet́e propośee. Elle permet d’effectuer un calcul transitoire
sur un maillage ǵeoḿetrique fixe et ainsi d’effectuer un calcul de stabilité sur le m̂eme mod̀ele,
autorisant la projection de la solution transitoire sur la base des modes de stabilité. Deux confi-
gurations ont́et́e étudíees : une première configuration dans laquelle on est en présence d’un
seul mode instable. Les résultats nuḿeriques ont mis eńevidence la capacité de la strat́egie
numériqueà mod́eliser du crissement. Dans une deuxième configuration, on est en présence
de trois modes instables. Les résultats ont montré que deux des trois modes instables sont
présents dans le cycle mais le modeà plus fort taux de croissance est absent. Ce résultat est
particulìerement int́eressant puisqu’il légitime le calcul de stabilité comme outil de prédiction
des fŕequences bruyantes même si le calcul transitoire est nécessaire pour connaı̂tre les modes
qui apparaissent parmi ces modes instables. Uneétude de la d́ependance aux conditions initiales
a ét́e meńee et elle a montrée l’indépendance du cycle limite pour les différentes conditions ini-
tiales.

On a pu observer que les réponses des systèmesétaient conditionńees par les modes in-
stables. La recherche d’une géoḿetrie de garniture optimale stabilisant l’équilibre a motiv́e la
proposition d’une ḿethode d’optimisation ǵeoḿetrique originale : la sensibilité de la valeur
propre issue du problème aux valeurs propres complexes aét́e évalúee analytiquement vis-à-
vis de param̀etres d́efinissant la ǵeoḿetrie de la surface de contact. Cette sensibilité aét́e ex-
ploitée ensuite en l’int́egrant dans un algorithme d’optimisation par une méthode de gradient.
La méthode áet́e formuĺee ici pour le cas de garnitures rigides puis aét́e valid́ee sur un cas
bidimensionnel et enfin sur le cas d’un disque 3D.

Un bilan des campagnes de mesures acoustiques en gare ainsi que des mesures embarquées
sur TGV nous ont permis de caractériser le crissement. Les résultats essentiels obtenus sont
que le bruitémisà un spectre de raies très marqúe et provient des vibrations hautes fréquences
de disque. Des investigations sur banc d’essai ont permis de mettre enévidence des champs
vibratoires tournant le long du disque. Ces rotations observées vont dans le sens des résultats
numériques du mod̀ele simplifíe pŕećedent : le frottement couple deux modes doubles de disque,
le mode instabléetant alors un mode tournant. Ces données exṕerimentales sont essentielles et
nous ont servis de base pour l’étude de l’interpŕetation physique du ḿecanisme d’instabilit́e par
couplage de mode.

Une mod́elisation« réaliste» du mécanisme TGV áet́e mise en place au regard d’une ana-
lyse modale exṕerimentale des constituants. Ensuite un calcul de stabilité de l’́equilibre aét́e
effectúe. Il montre que les fŕequences crissantes sont des fréquences de modes instables de
disque. En revanche, certaines fréquences de modes instables de disque sont absentes du spectre
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vibratoire du disque. Les résultats du calcul transitoire obtenus sur le mécanisme simplifíe ont
montŕes que tous les modes instables n’étaient pas pŕesent dans la solution. Cela permet de jus-
tifier l’absence de certaines fréquences dans le spectre vibratoire expérimental. Enfin, l’́etude
de l’effet des caractéristiques physiques des plots sur la stabilité aét́e investigúe : Lorsque la
densit́e des plots est considéŕee nulle, on observe qu’il y a couplage par le frottement de modes
doubles de disque. Dans le cas d’une densité ŕealiste de plots, la proximité des modes instables
de flexion de plots exacerbe l’instabilité des modes doubles de disque. La prise en compte de
l’amortissement des plots a montré un effet d́estabilisant pour les modes de disque dont les
fréquences coı̈ncident avec les fréquences de modes de plots.

En terme de perspectives, on a vu que les non linéarit́es śelectionnent en quelque sorte cer-
tains modes instables qui constituent le cycle limite. Le principe de sélection reste cependant in-
connu. Une conjecture áet́e formuĺee au chapitre 5. Il pourraitêtre int́eressant de tester d’autres
configurations avec d’autres conditions de fonctionnement afin de la valider.

Concernant la ḿethode d’optimisation ǵeoḿetrique, les perspectives sont la prise en compte
de garnitures d́eformables ainsi que de considérer une optimisation multi-critère afin de stabili-
ser plusieurs modes en même temps.

Le calcul de la solution transitoire pour le modèle ŕealiste de TGV est une réelle perspective
afin de v́erifier la bonne śelection des modes instables de disque par les non linéarit́es au regard
des ŕesultats exṕerimentaux.

En ce qui concerne les perspectives de solutions technologiques pour la réduction du bruit,
on a vu que la solution de garnitureà plotsétait ṕenalisante puisqu’elle crée un nombre impor-
tant de modes (proportionnel au nombre de plots) susceptible d’exacerber les modes instables
doubles de disque ou de créer des cöıncidences fŕequentielles. Concernant le disque, il est clair
que l’axisyḿetrie joue un r̂ole particulìerement ńefaste. L’amortissement dans les garnitures
n’està priori pas une solution efficaceà cause de l’effet d́estabilisant mis eńevidence.

Le fait que la solution transitoire ne contienne que quelques modes instables suggère la
construction de mod̀eles ŕeduits dans une optique de réduction des côuts de calculs. En effet
la non lińearit́e est tr̀es locale et ne modifie que très peu le contenu spatial de la solution. Elle
ne fait que saturer l’explosion des modes. Un tel modèle ŕeduit consisterait̀a rechercher la
solution sur une base réduite mixte constitúee des modes de stabilité hors de la zone de contact
et des degŕes de libert́e physiques dans la zone de contact afin de vérifier correctement les non
linéarit́es.
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A – Méthode d’itération sur les résidus

On pŕesente dans cette annexe la méthode d’it́eration sur les ŕesidus issue des travaux de
Bobillot et Balm̀es [16]. Cette ḿethode nuḿerique permet de résoudre un problème aux valeurs
propres ǵeńeraliśe. Elle permet de calculer lesn premiers modes propres du problème : on
parle de solveurpartiel. En effet, les solveurscompletsou directs, tels que le solveur QZ sont
beaucoup trop couteux pour des problèmes d́epassant quelques milliers de degrés de libert́e.

On cherche donc̀a calculer les valeurs et vecteurs propres complexes (λ, {φ}) vérifiant :

(λ2 [M ] + λ [C] + [K]) {φ} = {0} (A.1)

[M ], [C] et [K] étant des matrices réelles quelconques.
La méthode fait partie des ḿethodes d’it́eration sur les sous-espaces dont l’hypothèse ma-

jeure est qu’une bonne approximation de la solution de (A.1) peut-être recherch́ee dans un
sous-espace engendré par les vecteurs colonnes d’une matrice rectangulaire[T ]. Les vecteurs

propres approch́es sont donńes par
{
φ̃
}

= [T ] {φR}, où {φR} est solution du problème ŕeduit

suivant :
[T ]T (λ2

j [M ] + λj [C] + [K]) [T ] {φjR} = {0}

Compte tenu du fait que le problème ŕeduit reste approché, on calcule le ŕesidu en effort non
nul suivant : {

RLj

}
= (λ2

j [M ] + λj [C] + [K])
{
φ̃j

}
Afin d’obtenir un indicateur d’erreur eńenergie sur les modes approchés, on construit un résidu

en d́eplacement̀a partir du ŕesidu en effort et d’un oṕerateur
[
K̂
]

:

{
RDj

}
=
[
K̂
]−1 {

RLj

}
L’indicateur d’erreur eńenergie du modej est alors donńe par

εj =
‖
{
RDj

}
‖

‖
{
φ̃j

}
‖K

‖
{
RDj

}
‖ = max

ν2
r +ν2

i =1

∥∥νrRe(
{
RDj

}
) + νiIm(

{
RDj

}
)
∥∥

K
(A.2)

Ensuite, si l’erreurε > Tol, on augmente la dimension du sous-espace de recherche en
ajoutantà la base[T ] le résidu en d́eplacement associé. Puis on recommence l’opération en
construisant un nouveau problème ŕeduit. (figure A.1)

On choisira‖ {x} ‖K = {x}T [K0] {x} avec[K0] matrice syḿetrique d́efinie positive.
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Base d’approximation 
initiale 

Solution approchée

Estimation d’erreur: 
Calcul des résidus en 
effort

Calcul des résidus en 
déplacementR(k)

D

Evaluation de l’erreur ε

Test de convergence 

Enrichissement / 
Orthogonalisation
[
T (k+1)

]
=

[[
T (k)

] [
R
(k)
D

]]

ε > Tol

ε < Tol

Fin des itérations 

[
T
(0)
]

R
(k)
L

FIG. A.1 – Principe de l’enrichissement du sous-espace de recherche par les méthode d’it́eration sur les ŕesidus
[16]

Numériquement,‖
{
RDj

}
‖ est calcuĺe en faisant une d́ecomposition en valeur singulière de

la matrice 2x2
[
Re(

{
RDj

}
)Im(

{
RDj

}]T
[K0]

[
Re(

{
RDj

}
)Im(

{
RDj

}]
qui permet de trouver

le couple(νr, νi) optimal (figure A.2). Pour des raisons de performance, on préférera garder

un ŕesidu en d́eplacement ŕeel pour l’enrichissement. On gardera
{
R̃Dj

}
= νrRe(

{
RDj

}
) +

νiIm(
{
RDj

}
) avec les(νr, νi) optimaux. Pour le choix de l’oṕerateur

[
K̂
]
, on utilise l’oṕerateur

[K0]. Dans notre cas,[K0] est la matrice de raideur symétrique sans frottement.
Afin d’ éviter lors de l’enrichissement un mauvais conditionnement des matrices réduites, il

faut s’assurer que les vecteurs de la nouvelle base[T ] ne soient pas trop colinéaires. Pour cela,
on effectue une orthonormalisation de la base[T ] (voir [16]).

Il faut mentionner que l’algorithme de Lanczos complexe est aussi un solveur partiel itératif.
D’après [16], sur un problème visco-́elastique (calcul de 20 modes complexes sur un modèleà
60000 ddls), l’utilisation de la ḿethode d’it́eration sur les ŕesidus permet un gain en temps de
calcul d’un facteur 4̀a 5.
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‖{RDj}‖
‖Im({RDj})‖K

‖Re({RDj})‖K

FIG. A.2 – Choix d’une norme pour le résidu en d́eplacement
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B – Notions ǵenérales sur la stabilit́e
dynamique des structures

Stabilit é d’un équilibre

On consid̀ere un syst̀eme dynamique sous forme discrète du premier ordre s’écrivant sous la
forme :

d

dt
x(t) = y(x(t), λ) (B.1)

où λ est appeĺe param̀etre de charge.x est un vecteur deRN et y une fonction non lińeaire. Le
syst̀eme diff́erentiel (B.1) est qualifíe de syst̀eme autonome cary ne d́epend pas explicitement
du tempst.

A λ fixé, on appelléequilibre, le vecteurxe tel quey(xe, λ) = 0. Lorsque l’on fait varier le
param̀etre de charge, on engendre une famille d’équilibre : on parle de courbe d’équilibre.

Afin de pŕeciser les notions, on donne quelques définitions sur la stabilit́e d’unéquilibre.

– Définition de la stabilit́e :
xe est stable si et seulement si :

∀ε, ∃α/‖x(0)− xe‖ < α⇒ ∀t, ‖x(t)− xe‖ < ε

– Définition de la stabilit́e asymptotique (ou stabilité au sens de Liapounov) :
xe est asymptotiquement stable si et seulement si :

∃p > 0 ∀ε, ∃α/‖x(0)− xe‖ < α⇒ ∀t, ‖x(t)− xe‖ < εe−pt

Dans ce cas,
lim

t→+∞
x(t) = xe

Remarque : la stabilité asymptotique entraine la stabilité.

Une d́emarche classique pourétudier la stabilit́e d’unéquilibre est la ḿethode de lińearisation.
L’id ée de base est qu’à priori, des mouvements perturbés restent des petits mouvements. En fai-
sant l’hypoth̀ese que les mouvements sont petits, on linéarise (B.1) (lorsque cela est possible)
autour de l’́equilibre. Les conditions de stabilité sont alors donńees par le th́eor̀eme de Liapou-
nov :

Théor̀eme de Liapounov :
On fait l’hypoth̀ese quey(x) est localement Lipschitzienne enxe et queA = y

,x
(xe).
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Si toutes les valeurs propres deA sontà partie ŕeelle strictement ńegative, alorsxe est asymp-
totiquement stable.

Si une valeur propres deA a sa partie ŕeelle strictement positive, alorsxe est instable.

Une position d’́equilibre d’une courbe d’équilibre est un point critique s’il existe une valeur
propres quittant en ce point le demi-espaceRe(s) ≤ 0. Sinon, il s’agit d’un point ŕegulier. Par
définition, on dira que

si s = 0, alors le point critique est statique.
si s = iβ 6= 0, alors le point critique est dynamique.
Pour les probl̀emes discrets de ḿecanique, l’́equation ǵeńerale du deuxìeme ordre est :

M.ü+ (M
,u
u̇)u̇− 1

2
u̇.M

,u
.u̇− F (u, u̇, λ) = 0

on peut alors pŕeciserx ety dans (B.1) [54] :

x =

{
u
v

}
, y =

{
v

M−1
(
− (M

,u
.v).v + 1

2
v.M

,u
.v + F (u, v, λ)

) }
ce qui donne

A = y
,x
(xe) =

[
0 I

−M−1.K −M−1.N

]
avecM = M(ue), K = −F ,u(ue, ve, λ) et N = −F ,v(ue, ve, λ). Ainsi trouver les valeurs
propress deA estéquivalent̀a ŕesoudre le problème aux valeurs propres géńeraliśe suivant :[

s2M + sN +K
]
X = 0

Afin d’illustrer les cas, on a représent́e figure B.2 les trajectoires des valeurs propres suivant
les situations.

O

Im(s)

Re(s) O

Im(s)

Re(s)

Bifurcation statique Bifurcation dynamique

FIG. B.1 – Trajectoire des valeurs propres dans le plan complexe

Bifurcation de Hopf

Hypoth̀eses :

Onétudie la bifurcation d’une courbe d’équilibrex0
e(λ) en un point critiqueλc en supposant

que la valeur propre simples(λ) = α(λ) + iβ(λ) vérifieα(λc) = 0 etβ(λc) > 0. On suppose



161

y de classeC2. On fait l’hypoth̀ese que la valeur propre quitte l’axe imaginaire pourλ = λc

d’une manìere franche mais avec une vitesse finie, c’està dire :∣∣dα
dλ

(λc)
∣∣ < +∞, Re

(dα
dλ

(λc)
)
> 0

– Théor̀eme de Hopf
Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, au point critique considéŕe, la courbe d’́equilibrex0

e(λ)
bifurque en une ŕeponse ṕeriodique d’amplitude croissant comme|λ− λc|1/(2m),m > 1.

Afin d’illustrer le théor̀eme, on pŕesente figure B.2 la bifurcation d’une courbe d’équilibre
(en bleu) vers une réponse ṕeriodique (en rouge).

Pour plus de d́etails concernant le théor̀eme et sa d́emonstration voir [54].

Remarque :
En ce qui concerne nos problèmes, c’est̀a dire l’étude de la stabilité dynamique d’uńequilibre

en situation de contact unilatéral avec frottement de Coulomb, il faut noter qu’à priori les hy-
poth̀eses du th́eor̀eme de Hopf ne sont pas vérifiées. En effet, compte tenu du caractère non
diff érentiable du contact frottant,y n’est pas de classeC2. Seul dans le cas où l’on fait l’hy-
poth̀ese d’unéevolution ŕegulìere des perturbations glissantes proches de l’équilibre et que l’on
est donc exclusivement en situation de glissement

(
rt(u̇t) = frn

u̇t

‖u̇t‖

)
, c’est à dire le seul cas

où leséquations de comportement du contact frottant présentent une non linéarit́e ŕegulìere, on
est dans le cadre du théor̀eme (voir [50]).

λ

λc

u1

u2

FIG. B.2 – Bifurcation de Hopf : ŕeponse statique triviale (bleu) et réponse dynamique bifurquée (rouge)
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C – Technologie du ḿecanisme de freinage
TGV

Le TGV dispose de deux moyens pour effectuer une opération de freinage :

- un frein rh́eostatique
- un dispositif de freinagèa disque

Le frein rh́eostatiqueest un frein« moteur». Un couple ŕesistant̀a l’avancement est appliqué
sur les essieux grâce aux moteurśelectriques d́ebitant du courant dans un rhéostat. Le dispositif
de freinagèa disque est utiliśe en ǵeńeral pour l’arr̂et en gare et pour le freinage d’urgence.
On comprend ainsi que le phénom̀ene de crissement apparaissant notament en gare devient une
nuisance sonore pour les voyageurs sur le quai.

Le dispositif de freinagèa disqueest instalĺe sur le bogie lui-m̂eme. Ce m̂eme bogie est en
liaison avec les deux essieux ainsi qu’avec la rame. On peut observer que chaque essieu com-

FIG. C.1 – Levage d’une rame TGV lors du rem-
placement des bogies

FIG. C.2 – Bogie muni des deux essieux

porte quatre disques. Chaque disque est monté sur l’essieu par l’interḿediaire d’un moyeu
usińe.

Chacun de ces disques est« pris en sandwich» par une plaquette munie de plots. Cette
plaquette est appelée garniture et est montée dans son porte garniture.

Le freinage est assuré par des v́erins pneumatiques appelés cylindres de frein. Chaque essieu
comporte donc quatre vérins relíes au m̂eme circuit pneumatique. Le bogie, lui, comporte deux
circuits pneumatiques indépendants, un pour chaque essieu.
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FIG. C.3 – Syst̀eme disques / cloche FIG. C.4 – Implantation du disque sur la cloche

FIG. C.5 – Bogie sans les essieux

FIG. C.6 – V́erin pneumatique FIG. C.7 – Syst̀eme d’application de l’effort de freinage
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Principe de fonctionnement

On va se concentrer sur un des quatres disques d’un essieu, puisqu’ils sont identiques. Le
syst̀eme de freinage est composé desgarnitures, des portes garnitures, de l’́etrier, des biel-
letteset duvérin.

Les garnitures viennent serrer le disque sur ses deux faces planes. Chaque garniture est
mont́ee en liaison glissière par rapport au porte garniture grâceà une queue d’aronde. Il faut no-
ter que les jeux sont importants dans cette liaison et que le blocage des garnitures n’est effectué
que dans une phase de freinage.

FIG. C.8 – Deux garnitures par porte-garniture FIG. C.9 – Montage des garnitures par queue d’aronde

Les portes garnitures sont en liaison pivot avecl’ étrier et les biellettes. Elles sont elles-
même en liaison pivot avec le bogie. Leur rôle est double : reprendre l’effort de freinage et
guider les portes garnitures. Ainsi, suivant le sens de rotation du disque, ces biellettes sont
tant̂ot en traction, tant̂ot en compression.
Le guidage des porte-garnitures permet d’assurer un contact« franc» des garnitures avec le
disque, autrement dit d’imposer le contact de tous les plots avec le disque de frein. L’ensemble
garnitures, porte-garnitures etétrier est en liaison pivot̀a seuil (liaison frottante précontrainte)
par rapport au bogie. Elle est utilisée pour le montage du système. La reprise des efforts de
freinage est ŕealiśee par les biellettes. Lors d’une commande de freinage, la pression augmente
dans le cylindre de frein via le circuit pneumatique. Grâce aux quatre bras de l’étrier, l’effort
de freinage est alors transmis aux porte-garnitures. Le schéma cińematique du ḿecanisme est
repŕesent́e figure C.

Caractéristiques et performances

Commande du syst̀eme. Sur commande du conducteur, il y a mise sous pression du cylindre
de frein. Suivant les cas, il y a différents sćenarios possibles : la situation classique est le freinage
au tiers d́es l’arrivée en gare puis relâchement de la pression puis re-freinage au tiers jusque
l’arrêt complet. L’autre sćenario est l’unique freinage maximum̀a 3.6 bars dans le cylindre de
frein. Le temps de mise en charge ainsi que l’évolution de la pression est représent́ee figure
C.11.
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FIG. C.10 – Transmission des efforts géńeŕes par le v́erin

FIG. C.11 – Pression d’air dans le cylindre de frein

Caractéristiques ǵeométriques

Diamètre ext́erieure disque : 640 mm
Surface utile dans le cylindre de frein : 254 cm2

Surface de frottement d’une garniture : 226 cm2

Efforts de freinage

Pour une pression dans le cylindre de frein maximale de 3.6 bars, on obtient un effort total
exerće sur le disque de 24 kN et un couple résultant de 2000 Nm.

Caractéristiquesénerǵetiques

La puissance maximale dissipée par disque est d’environ 22 MJ et l’effort d’application est
d’environ 25 kNà une vitesse V=300 km/h. La distance d’arrêt est alors de 3400 m.
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FIG. C.12 – Sch́ema cińematique du ḿecanisme de freinage


