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Résumé 
 
Les amplificateurs Raman à fibres optiques apparaissent aujourd’hui comme une solution très 

prometteuse pour augmenter la capacité de transmission des réseaux optiques WDM longues 

distances et hauts débits. Afin de dégager les caractéristiques des amplificateurs Raman, ce travail 

de thèse propose une étude théorique approfondie permettant de comprendre et modéliser les 

processus de génération de bruit dans ce type d’amplificateurs optiques, et analyser les 

performances en terme de qualité de transmission. 

 
La diffusion Raman stimulée est un processus nonlinéaire de la diffusion de lumière. Afin d’établir 
un modèle quantifié pour l’amplification Raman dans les fibres optiques, nous avons tout abord 
proposé une nouvelle description quantique de l’optique nonlinéaire macroscopique, utilisant une 
approche fondée sur une quantification canonique de l’interaction champ-matière. Les résultats de 
cette approche dont la limite, lorsque les variables de champ sont traitées de manière classique, est 
tout à fait en accord avec la théorie semi-classique de l’optique nonlinéaire. Ils répondent à une 
question importante de l’optique nonlinéaire quantifiée portant sur l’ordre des opérateurs 
correspondant au champ électrique. Avec ces résultats, nous avons réussi à établir un modèle 
unidimensionnel de propagation des opérateurs de champ quantiques dans les fibres optiques.  
 
L’amplification Raman distribuée dans les fibres optiques de transmission est intrinsèquement de 
faible bruit. Pour mieux apprendre ce problème, nous avons tout d’abord reformuler, d’une manière 
générale, les propriétés quantiques du champ optique, les limites quantiques des dispositifs optiques 
linéaires et insensibles à la phase, les statistiques quantiques du photocourrant, et les différentes 
définitions du facteur de bruit pour les dispositifs amplificateurs. Nous avons ensuite caractérisé le 
gain et le facteur de bruit des amplificateurs Raman, permettant de comparer les performances de 
bruit intrinsèque en fonction de la configuration de pompage choisie. Nous avons également 
effectué une analyse de l’impact de la nonlinéarité et de la saturation de gain sur la génération de 
bruit intrinsèque. 
  
En complément au bruit quantique intrinsèque, nous avons étudié deux autres sources de bruit 
classique importantes dans les amplificateurs Raman, qui sont la rétrodiffusion Rayleigh et le 
transfert de bruit de la pompe vers le signal. Prenant en compte la diffusion Rayleigh, nous avons 
établi un modèle de propagation bidirectionnelle. Notre modélisation de la diffusion Rayleigh dans 
les fibres optiques monomodes est corroborée par sa consistance avec les expressions analytiques 
déjà connues. Un programme pour la simulation numérique de la propagation bidirectionnelle des 
densités spectrales de puissance a été développé. Il permet d’étudier l’impact de la rétrodiffusion 
Rayleigh sur la génération de bruit intrinsèque et sur la saturation de gain. Nous avons aussi étudié 
les propriétés statistiques du bruit en présence de la rétrodiffusion Rayleigh. Ces résultats nous ont 
permit d’analyser l’impact de la rétrodiffusion Rayleigh sur les performances des systèmes. En ce 
qui concerne  le transfert de bruit de la pompe vers le signal, nous avons étudié le modèle vectoriel 
de l’amplification Raman dans les fibres optiques monomodes. Puisque l’amplification Raman 
dépend de la polarisation, après une courte révision de la théorie traditionnelle de transfert de RIN 
de la pompe vers le signal, nous avons porté notre attention sur l’impact de la dispersion modale de 
polarisation (PMD) sur le transfert de bruit. Nous avons montré que, à cause des fluctuations 
temporelles de l’état de polarisation, la pompe Raman dépolarisée peut induire des bruits 
supplémentaires au signal avec l’assistance de la PMD. Les impacts sur les performances des 
systèmes de ces bruits supplémentaires ont été finalement analysés.  
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Introduction Générale et Plan de Thèse 
 

 

 

L’amplification optique est une solution permettant d’améliorer le rapport signal sur bruit 

optique pour obtenir un niveau de bruit satisfaisant à la sortie du circuit électronique bruyant 

de post-détection. Par rapport aux régénérateurs optique-électronique-optique qui n’agissent 

que sur un canal à la fois, les amplificateurs optiques permettent d’amplifier collectivement 

plusieurs canaux, et sont, donc, plus rentables. Il sont aussi moins sophistiquées à déployer, et 

plus fiables. Aujourd’hui, l’amplification optique devient indispensable dans les systèmes 

WDM (Wavelength Divison Multiplexing), technologie ayant rendu possible la révolution des 

communications par fibres optiques durant les années 1990. Malgré l’éclatement de la "bulle 

d’Internet" en 2001, le trafic Internet n’a cessé d’augmenter, conduisant à une demande 

d’amélioration des performances des amplificateurs optiques.    

    Aujourd’hui, en fonction du mécanisme physique d’amplification, nous pouvons distinguer 

trois types d’amplificateurs optiques : les amplificateurs à l’inversion de population, les 

amplificateurs à diffusions inélastiques et les amplificateurs paramétriques. Les amplificateurs 

optiques à semi-conducteur (SOA, Semiconductor Optical Amplifier) et les amplificateurs à 

fibres dopées à l’erbium (EDFA, Erbium Doped Fibre Amplifier) sont du première type, et les 

amplificateurs Raman sont du second. Bien qu’attrayant pour leur intégrabilité, les SOAs sont 

limités par le problème fondamental de l’intermodulation entre canaux, rendant actuellement 

leur utilisation en tant qu’amplificateur en-ligne difficile. Aujourd’hui, ce sont principalement 

les EDFAs et les amplificateurs Raman que les systèmes WDM déploient ou vont déployer.  

    L’amplification Raman fait appel à l’effet Raman, c’est-à-dire la diffusion Raman, qui est 

un phénomène de diffusion inélastique omniprésente dans les milieux moléculaires. Ce 

phénomène de la diffusion de la lumière fût découverte en 1928, dans les liquides et vapeurs 

avec la lumière de soleil fortement focalisée, par le physicien indien C.V. Raman, qui a reçu 

le prix Nobel de physique en 1930 pour son travail sur la diffusion de la lumière et la 

découverte de l’effet éponyme. Depuis, l’effet Raman a été appliqué dans divers domaines 

d’applications. Dans l’étude des structures moléculaires, par exemple, la spectroscopie Raman 

est un outil puissant et largement utilisée. Au début des années 1970, l’amplification Raman 

dans les fibres optiques a été déjà démontrée, et un certain nombre publications des années 

1980 ont montré l’intérêt des amplificateurs Raman à fibres optiques.  
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    Vers la fin des années 1980 et jusqu’au milieu des années 1990, l’attention a été surtout 

portée vers les EDFAs. Ceci est dû d’une part au fait que l’amplification Raman dans les 

fibres optiques nécessite des pompes lasers de fortes puissances dont la technologie n’était 

pas encore au point à l’époque pour les applications en communication. D’autre part, déjà 

mature technologiquement au début des années 1990, les EDFAs apparaissaient comme une 

solution d’amplification optique assez satisfaisante, au niveau du gain, du bruit et de la bande 

passante, pour les besoins en communications. A titre d’exemple, il a été démontré en 2000 la 

possibilité de transmettre 180×10 Gb/s sur une distance de 7000 km, en utilisant toute la 

bande-C, des EDFAs à gains équilibrés et la technique de FEC (Forward Error Correction). 

Actuellement, les EDFAs sont largement utilisés dans les systèmes optiques de transmission 

en service.  

    Dans les dernières années 90, l’avancement technologique de pompes lasers de fortes 

puissances a permit la maturité des pompes lasers Raman et à leur disponibilité commerciale, 

ayant suscité le regain d’intérêt pour l’amplification Raman. De nombreuses études 

expérimentales et théoriques ont montré les avantages particuliers et incontestables de 

l’amplification Raman : 

- Le gain Raman existe dans toutes les fibres optiques à n’importe quelle longueur 

d’onde optique et est facile à obtenir. 

- Dans les fibres à silice, le spectre de gain Raman a une très large étendue fréquentielle. 

Quand plusieurs pompes sont utilisées, il peut aussi couvrir toute la fenêtre optique à 

faibles pertes, c’est-à-dire, les bandes S, C et L, avec une bonne uniformité spectrale.  

- L’amplification Raman est non seulement intrinsèquement à faible bruit, mais 

corporativement à l’amplification localisée dont les EDFAs sont l’archétype, elle 

permet une moindre excursion du niveau de puissance de signal, et donc un meilleur 

rapport signal sur bruit accompagné de moins de pénalités nonlinéaires. 

L’amplification Raman, utilisant directement les fibres de transmission comme milieu 

d’amplification, est fondamentalement distribuée. 

En 2003, presque toutes les démonstrations expérimentales sur l’augmentation de la capacité 

de transmission optique ont utilisé l’amplification Raman. Bien qu’il reste certaines 

incertitudes liés à l’utilisation des pompes lasers de fortes puissances, l’amplification Raman 

est désormais une technologie déterminante pour les systèmes WDM. 

    La capacité de transmission est souvent limitée par le bruit de l’amplificateur. Ainsi, 

l’analyse de bruit a une importance centrale dans la caractérisation de tout amplificateur. Ce 

travail de thèse a pour but de réaliser une étude théorique approfondie, destinée à comprendre, 

modéliser et analyser les mécanismes de la génération de bruit dans les amplificateurs Raman.  

Dans le premier chapitre, nous rappelons la quantification du champ optique dans le milieu, et 

une description totalement quantique de l’optique nonlinéaire sera présentée. Au chapitre 2, 
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nous présenterons une théorie quantique des fibres optiques en silice. Un modèle 

unidimensionnel de la propagation du champ quantifié dans les fibres monomodes sera 

présenté. Dans ce modèle, nous prendrons en compte la nonlinéarité de type Kerr de la fibre et 

les diffusions Rayleigh, Raman et Brillouin. Le mécanisme physique et la génération de bruit 

intrinsèque des diffusions Raman et Brillouin dans les fibres optiques monomodes en silice 

sera discuté en détails. Au chapitre 3, nous réviserons d’abord les propriétés quantiques de la 

base du champ optique. Nous étudierons ensuite, d’une manière générale, les propriétés 

quantiques des amplificateurs optiques linéaires et insensibles à la phase. Il est à mentionner 

que les études présentées dans ces trois premiers chapitres sont assez générales et donc non 

uniquement limitée à l’amplification Raman. Au chapitre 4, nous discuterons des 

caractéristiques fondamentales, les performances en termes bruit intrinsèque et le gain des 

amplificateurs Raman. Le gain sera discuté à la fois en régime de petit signal et en régime de 

saturation. Le facteur de bruit des amplificateurs Raman sera discuté en régime de petit signal, 

ce qui permet de comparer les performances de bruit intrinsèque en fonction de la 

configuration de pompage. Dans ce chapitre, les impacts de la saturation de gain et de la 

nonlinéarité de fibre seront également étudiés. Au chapitre 5, après la vérification de la 

consistance théorique du modèle, établi dans le chapitre 2, sur la diffusion Rayleigh dans les 

fibres optiques monomodes, nous étudierons l’impact de la rétrodiffusion Rayleigh dans 

l’amplification Raman. Le renforcement de la génération du bruit intrinsèque et la double 

rétrodiffusion Rayleigh du signal y seront discutés en détails. Au dernier chapitre, nous 

étudierons l’impact des bruits de pompe sur le signal. Après un bref rappel sur le transfert de 

RIN (Relative Intensity Noise) de la pompe vers le signal, l’accent sera mis sur l’impact de 

PMD (Polarization Mode Dispersion). De nouveaux processus de transfert de bruit de la 

pompe vers le signal y seront présentés et étudiés. Cette thèse se terminera par quelques 

conclusions majeures et de brèves perspectives.         
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Chapitre 1  

Théorie Quantique de l’Optique Nonlinéaire  
 

 

 

L’optique quantique occupe une part très importante dans l’optique moderne. Aujourd’hui, la 

théorie quantique de l’optique dans les milieux est un sujet très intéressant [1]-[10]. Dans ce 

chapitre, nous allons tout d’abord rappeler la procédure de la quantification canonique des 

champs et la quantification modale du champ optique dans les milieux diélectrique linéaire et 

non absorbant. Ensuite, nous présenterons une approche nouvelle, différente des approches 

phénoménologiques [5][7][10], ayant pour le but de quantifier le champ optique dans les 

milieux, basée sur une description ab initio de l’interaction champ-matière. Une description 

totalement quantifiée de l’optique nonlinéaire apparaîtra naturellement dans notre approche. 

Enfin, nous discuterons brièvement le théorème de fluctuation-dissipation dans le cadre de 

l’optique linéaire. 

1.1  Introduction à la quantification canonique des champs 

Dans la théorie quantique, l’univers peut être décrit par les états quantiques et les opérateurs 

quantiques, définis mathématiquement dans un espace d’Hilbert. Nous savons que dans la 

théorie quantique, pour un système unidimensionnel de multi-particules, les opérateurs de 

coordonnée et de quantité de mouvement ne commutent pas, et leurs relations de 

commutation sont données par  

 [ ] jkjkkjkj ixppxpx δh=−= ˆˆˆˆˆ,ˆ  (1.1) 

où kx̂  et kp̂  sont les opérateurs de coordonnée et de quantité de mouvement pour chaque 

particule, jkδ  est le symbole de Kronecker et h  est le constant de Planck. Comment 

s’exprime alors ce postulat fondamental pour les champs ?  

    Pour répondre à cette question, nous devons utiliser le langage de la mécanique analytique. 

Dans la théorie des champs, nous pouvons étudier un champ ( )tr,A  (nous nous limitrons ici 

au cas scalaire pour alléger l’exposé) à l’aide de sa densité Lagrangienne L, qui est une 

fonction de la variable de champ A et de ses dérivées. Formellement, nous pouvons écrire 
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( )A,A µ∂=LL , où µ∂ , avec µ = {0, 1, 2, 3}, est la dérivée par apport au temps ( t∂=∂0 ) ou 

à l’espace ( 321 ,, ∂∂∂ ). Dans la théorie classique, à l’aide du principe d’action moindre, nous 

pouvons obtenir les équations de mouvement du champ à partir des équations d’Euler-

Lagrange 

 ∑
∂∂

∂
∂=

∂

∂

µ µ

µ
)A(A

LL
. (1.2) 

D’une manière générale, nous considérons le champ ( )rA  à tout point de l’espace r comme la 

coordonnée généralisé et lui associer de la quantité de mouvement généralisé, ou le moment 

conjugué, défini par   

 
( )At

Π
∂∂

∂
=

L
 . (1.3) 

Une fois le moment conjugué obtenu, nous pouvons trouver l’hamiltonien du système en 

utilisant la transformation de Legendre sous la forme  

 ( ) ( )[ ]∫ −= rrr 3d AΠ LH  (1.4) 

    Puisque l’espace est continu, nous avons maintenant un système dynamique de degré de 

liberté infini. Ayant trouvé les coordonnées et les quantités de mouvement généralisées, nous 

pouvons imposer les relations de commutation canonique fondamentales 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )'i'ttt't'tt rrrrrrrr −==− δh,Π̂,,Â,Â,Π̂,Π̂,Â  (1.5) 

quand le champ est bosoniques,
 
ou  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )'i'ttt't'tt rrrrrrrr −==+ + δh  ,Π̂,,Â,Â,Π̂,Π̂,Â  (1.6) 

quand le champ est fermionique. Dans ces deux égalités, Â  et Π̂  sont les opérateurs de 

champs et ( )'rr −δ  est la fonction de Dirac
 1

. Il est à noter que dans ces deux égalités, 

indépendantes du temps (ETCR – Equal Time Commutation Relations), nous avons exprimé 

les opérateurs en représentation d’Heisenberg. 

    Ainsi, nous quantifions le champ en appliquant la procédure de quantification canonique, 

d’abord proposée par Dirac pour convertir la théorie classique du champ électromagnétique 

en théorie quantique. Si nous considérons la fonction de Dirac comme une extension naturelle 

du symbole de Kronecker, nous constatons que la théorie quantique décrit les champs et les 

1
 Ces relations de commutation fondamentales ne sont données que formellement. Comme nous allons le voir, la 

fonction de Dirac peut être modifiée dans les cas concrets. 
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particules d’une manière unifiée.  

1.2  Rappel sur la quantification de la décomposition modale 

Revenons maintenant aux équations de Maxwell macroscopiques. En absence de sources 

libres elles s’écrivent sous formes locales  

 0=⋅∇ D , 0=⋅∇ B , 0=
∂

∂
+×∇

t

B
E  et 0=

∂

∂
−×∇

t

D
H , (1.7) 

où E et H sont les champs électrique et magnétique, D et B sont les inductions électrique et 

magnétique. Dans un milieu quelconque, nous avons les relations constitutives générales  

entre les champs  

 MHB += 0µ  et PED += 0ε , (1.8) 

où 0ε  et 0µ  sont la permittivité et la perméabilité du vide, et les champs P et M sont les 

densités de polarisation et de d’aimantation. Les deuxième et troisième équations de (1.7) 

impliquent que nous pouvons décrire le champ électromagnétique (EM) en utilisant deux 

variables de champ nouvelles : le potentiel scalaire ϕ et le potentiel-vecteur A, qui sont 

définis par les relations locales  

 
t∂

∂
−−∇=

A
E ϕ  et AB ×∇= . (1.9) 

Puisque les potentiels ne sont pas uniquement définis à partir de ces relations, une condition 

de jauge est nécessaire pour fixer les relations entre les potentiels et les variables de champ 

physiques E et B.  

    Quand le milieu peut être considéré comme linéaire, non-dispersive et non-absorbant, la 

relation de constitution entre D et E se réduit à 

 ( ) ( ) ( )tt ,, 0 rErrD εε= , (1.10) 

où ( )rε  est la permittivité relative, une fonction réelle de position r. Il est à noter que nous 

avons supposé que le milieu est isotrope pour simplifier. Nous supposons, en plus, que 

l’aimantation soit négligeable. Choisissant la jauge générale de Coulomb : ( ) ( )[ ] 0, =⋅∇ tε rAr  

[2], nous trouvons l’équation de mouvement à partir de (1.7)-(1.10) sous la forme 

 
( )

0
2

2

2
=

∂

∂
+×∇×∇

tc

Ar
A

ε
. (1.11) 
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dont la transformée de Fourier temporelle
 2

 est donnée par 

 ( ) 0
2

2

=+×∇×∇ ArA ε
ω

c
. (1.12) 

Alors, la densité lagrangienne du système dynamique, dont l’équation de mouvement est 

(1.11), peut s’écrire [2] 

 ( )[ ]2220

2
AAr ×∇−∂= cε

ε

tL , (1.13) 

Avec cette densité lagrangienne, nous pouvons trouver le moment conjugué au potentiel 

vecteur A  par 

 ( ) DAr
A

Π −=∂=
∂

∂
= t

t

εε0

L
, (1.14) 

L’hamiltonien du système est donc 

 
( )

r
HBDE

rA
r

Π
3322

0

2

0 d
2

d
2 ∫∫

⋅+⋅
=












×∇+= c

εε

ε
H  (1.15) 

    Ce système est prêt à être quantifié. Puisque nous avons choisi la jauge générale de 

Coulomb,  et que le champ EM est bonsonique, la relation de commutation fondamentale 

(1.5) doit s’écrire, en représentation de Schrödinger, sous les formes 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )'i'EA''ΠA jkkjkj rrrrrrr −=−= ⊥
,0

ˆ,ˆˆ,ˆ
εδεε h  (1.16) 

où T

ε
δ  est la fonction vectorielle de Dirac transversale généralisée

 3
. Il est montré dans [2] que 

nous pouvons écrire les opérateurs des champs sous les formes  

2 
Dans cette thèse, les symboles soulignés désignent la transformée de Fourier et nous adoptons la convention 

suivante : 

• la transformée de Fourier temporelle et son inverse sont définies comme  

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

= ttit dexp ωω AA                 ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= tit ωωω
π

expd
2

1
AA  

• la transformée de Fourier spatiale (3D) et son inverse sont définies comme  

( ) ( ) ( )∫ℜ
⋅−=

3 

3dexp rrkrAkA i                 ( )
( )

( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅−= krkkArA 3

3
dexp

2

1
i

π
 

3 
C’est-à-dire que nous avons ( ) ( ) ( )rfrfrrδr =−∫

⊥

  

3d '''
ε

 pour toute fonction f satisfaisant la condition 

transversale généralisée : ( ) ( )[ ] 0=⋅∇ rfrε .
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 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ +=
k

kkkkk taa rururA *†ˆˆˆ A  et ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ −=
k

kkkkkk taai rururE *†ˆˆˆ Aω  (1.17) 

où kk ωε 02h=A .  Dans (1.17), 
k

ω  et ( )ru k  sont respectivement la valeur propre et la 

fonction propre de l’équation différentielle: 

 
( )

k

k

k
c

u
r

u
2

2ωε
=×∇×∇ , avec ( ) ( )[ ] 0=⋅∇ rur kε  (1.18) 

où k est l’indice de mode. Nous savons que la group des solutions de (1.18), }  { ku , peut 

constituer d’une base orthonormale complète, sur l’espace de fonctions satisfaisant la 

condition transversale généralisée, telle que [2] 

 ( ) ( ) ( )[ ] '

*

'

3d kkkk δε =⋅∫ rururr  et ( ) ( ) ( ) ( )'''
ε

k

kk rrδrruru −=⋅ ⊥∑ ε*  (1.19) 

Nous voyons que (1.17) est alors une généralisation de la quantification de décomposition 

modale dans le vide que nous rencontrons souvent dans les publications. Les opérateurs kâ  et 
†ˆ
ka .sont alors ceux d’annihilation et de création pour chaque mode, qui satisfont la relation de 

commutation familière [2]  

 [ ] '
ˆ,ˆ

kkkk aa δ=  et [ ] '

†

'
ˆ,ˆ

kkkk aa δ=  (1.20) 

Remplaçant (1.17) dans (1.15), et faisant appel à (1.18) et (1.19), nous obtenons l’opérateur 

hamiltonien 

 ( ) ∑∑ 







+=+=

k

kkk

k

kkkkk aaaaaaH
2

1
ˆˆˆˆˆˆ

2

1ˆ ††† ωω hh  (1.21) 

Il a aussi déjà été montré que la décomposition modale ci-dessus n’est pas unique [2]. Si le 

champ est décomposé sur une base autre que celle des fonctions propres }  { ku  obtenues avec 

(1.18), les expressions de (1.17) sont maintenues formellement avec des fonctions de mode 

différentes, mais l’hamiltonien (1.21) n’est plus une forme diagonale. Alors que dans la 

représentation d’Heisenberg, un hamiltonien diagonalisé, comme (1.21), implique que les 

opérateurs d’annihilation oscillent harmoniquement dans le temps.  

1.3  Théorie quantique de l’optique macroscopique nonlinéaire  

L’approche introduite dans la section précédente est très utile pour décrire le champ dans le 

milieu linéaire non-dispersif. Mais, ses limites sont évidentes : il ne peut y avoir ni dispersion 

ni absorption/amplification dans cette approche, sans parler des effets non-linéaires. En fait, 

l’inconvénient de cette approche vient du fait que nous avons utilisé une relation constitutive  
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excluant la liberté dynamique de la matière. Dans la suite de ce chapitre, nous allons montrer 

une approche débutant par une description ab initio d’interaction champ-matière. 

1.3.1  Lagrangien de l’interaction champ-matière   

Nous considérons les électrons et noyaux constituant la matière comme les particules 

ponctuelles chargées. Si nous négligions le spin, le lagrangien champ-matière non-relativiste 

fondamental, dit de couplage minimal (Minimal-Coupling) [11], s’écrit sous la forme  

 ( )∫∑∫ −⋅++
×∇−∇+

=

−

rJAxr
AA

3

,

23

21

0

2

0

0 d
2

1
d

2
ρϕ

µϕε

α
αα

s

ssmL &

&

, (1.22) 

avec 

 ( )∑ −=
α

ααα δ
,s

ssse xrxJ &  et ( )∑ −=
α

ααδρ
,

 
s

sse xr , (1.23) 

où x&  signifie la dérivée totale par apport au temps, αsx , αse  et αsm sont les coordonnées 

(vecteur cartésien), la charge et la masse d’une particule dans une assemblée s (atomes, 

molécules, ions, etc.). La conservation de charge, 0=∂+⋅∇ ρtJ , est vérifiée 

automatiquement par ces définitions des densités de courrant et de charge. Utilisant les 

équations d’Euler-Lagrange, nous pouvons vérifier que (1.22) donne en effet les équations de 

mouvement pour le champ et les particules. Pour les potentiels, faisant appel aux équations 

d’Euler-Lagrange pour les champs et en utilisant le calcul variationnel    

 ∑
∂

∂=
µ µ

µ
)δ(

δ

δ

δ

kk A

L

A

L
, (1.24) 

où δ désigne les variations, nous obtenons  

 ( ) JAA =×∇×∇+∇+∂ −1

00 µϕε &
t  et ( ) ρϕε −=∇+⋅∇ A&0 .  

Avec les définitions des potentiels (1.9), nous retrouvons les deux équations de Maxwell 

microscopiques suivantes (les deux autres sont vérifiées automatiquement par les définitions 

des potentiels)  

 EJB t∂+=×∇ 000 εµµ  et 0/ ερ=⋅∇ E  (1.25) 

Pour les particules, utilisant ( ) 0d =∇−∇ LL
ss t αα xx &

 et l’égalité  

 ( ) ( ) ( )AxAxAx rrr ∇⋅−⋅∇=×∇× ααα sss
&&& ,  
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 nous obtenons 

 

( )( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ]αααα

αααα

αααααα

δϕ

δϕδ

ssss

ssss

ssssss

e

e

t
em

xBxxE

rxrAxAxA

rxrAAxxrx

rrr

r

×+=

−∇⋅−⋅∇+−∇−=









−−⋅−−∇=

∫

∫

&

&&&

&&&

3

3

d

d
d

d

 (1.26) 

qui n’est rien d’autre que la force de Lorentz. Il est à noter que ces résultats sont obtenus 

indépendamment de la condition de jauge (invariance de jauge). 

1.3.2  Hamiltonien multipolaire   

Nous allons ensuite introduire deux champs auxiliaires qui sont les champs des densités de 

polarisation et d’aimantation, qui doivent être les sommes de ceux de toutes les assemblés, 

c’est-à-dire 

 ( ) ( )∑=
s

s rPrP  et ( ) ( )∑=
s

s rMrM  (1.27) 

Considérons une assemblée s. Nous définissons son centre de masse, sa masse totale et sa 

charge totale par 

 ∑−=
α

αα ssss mM xR 1 , ∑=
α

αss mM  et ∑=
α

αss eQ  (1.28) 

Sa densité de polarisation peut être alors définie par  

        ( ) ( ) ( )( ) ( )∫∑ ∫ −+−−−−=
1

0

1

0

dδdδ µµµµ
α

ααα ssssssssss Qe RrRRxRrRxrP  (1.29) 

où le premier terme est la densité de polarisation de la molécule où de l’atome, et le deuxième 

terme est dû à l’ionisation. Similairement, la densité d’aimantation est définie par  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )∫∑ ∫

∑ ∫

−×+−−−×−+

−−−−×−=

1

0

1

0

1

0

dδdδ

dδ

µµµµµ

µµµ

α
ααα

α
αααα

sssssssssss

sssssssss

Qe

e

RrRRRxRrRRx

RxRrRxRxrM

&&

&&

 (1.30) 

où le premier terme est la densité de magnétisation de la molécule où l’atome, le deuxième 

terme est lié au courrant de Röntgen et le dernier est dû à l’ionisation. Si l’ensemble des 

assemblées est électriquement neutre, c’est-à-dire 0=∑
s

sQ , à l’aide des égalités suivantes 
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( ) ( ) ( )

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )rABrBArBA

xrxxr

xrxxr

rrr

r

r

fff

ttt
t

∇⋅−∇⋅=××∇

−∇⋅−=−

−∇⋅−=−

δδ
d

d

δδ
d

d

&

µµ
µ

  

nous pouvons vérifier les deux relations ci-dessous. 

 ( ) ( )rrP ρ−=⋅∇          
( ) ( ) ( )rJrM
rP

=×∇+
td

d
 (1.31) 

    Maintenant, puisque tous les champs peut être décomposés en parties transversale et 

longitudinale 
4
, ||AAA += ⊥ , nous pouvons réécrire le Lagrangien (1.22) en termes 

transversale et longitudinale sous la forme 

 

∫∑

∫














−⋅+⋅+

∇+
++














×∇⋅+

×∇
−=

⊥⊥

⊥

⊥⊥

rPAPA
A

x

rMA
AA

3||||

2
||

0

,

2

3

0

2

0

2

0

0

d
22

1

d
22

ρϕ
ϕε

µε

ε

α
αα

&&

&

&

&

s

ssm

L

 (1.32) 

où nous avons utilisé les relations  

 ( ) ( ) |||| rPrJ &=  et ⊥⊥⊥ ×∇+= MPJ &  (1.33) 

Il est connu [11] que, quand une dérivée totale par rapport au temps est rajoutée dans le 

lagrangien, les équations du mouvement restent intactes, et donc que la dynamique du 

système reste identique. Nous pouvons alors construire un nouveau lagrangien sous la forme 

 

∫∑

∫∫














−⋅−⋅−

∇+
++














×∇⋅+

×∇
−=⋅−=

⊥⊥

⊥

⊥⊥

rPAPA
A

x

rMA
AA

rPA

3||||

2
||

0

,

2

3

0

2

0

2

03

01

d
22

1
                              

d
22

d
d

d

ρϕ
ϕε

µε

ε

α
αα

&&
&

&

&

s

ssm

t
LL

  

Ce nouveau lagrangien étant indépendant de ||A  (mais pas ||A& ),  nous avons, à l’aide des 

équations d’Euler-Lagrange  (1.24), 

4   
Dans l’espace réciproque (Fourier), la partie transversale d’un champ vectorielle est parallèle au vecteur 

d’onde et la partie longitudinale est lui perpendiculaire.
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 ( )[ ]  0
δ

δ

δ

δ

||

1||||

0||

1 ==−∇+∂=∂
A

PA
A

LL
tt ϕε &

&
 (1.34) 

Rappelant la définition (1.8), nous voyons que la partie transversale de l’induction électrique  

 ( ) ||||||

0

||||

0 DPEPA −=−−=−∇+ εϕε &  (1.35) 

est indépendant du temps, 0// =D& . Nous pouvons maintenant éliminer ||A&  de L1 comme 

montré ci-dessous : 

 

( )[ ]∫∑

∫

∫∫

+−⋅∇−+













 −
−⋅−×∇⋅+

×∇
−=

⋅+=⋅−=

⊥⊥⊥

⊥⊥

rDPx

r
DP

PAMA
AA

rADrA
A

3||||

,

2

3

0

2
||||

0

2

0

2

0

3||||

1

3||

||

1
1

d
2

1

d
222

dd
δ

δ

d

d

ρϕ

εµε

ε

α
αα

s

ss

R

m

L
L

t
LL

&

&
&

&
&

 (1.36) 

Ce que nous venons d’obtenir est appelé le Routhien [11]. Encore une fois, appliquant les 

équations d’Euler-Lagrange, nous avons pour le potentiel scalaire 

 ( ) 0
δ

δ

δ

δ |||| =∂=−−⋅−∇=
ϕ

ρ
ϕ &

R
t

R LL
DP  (1.37) 

En fait, le potentiel scalaire devient ici un multiplieur de Lagrange [11], qui nous amène à une 

condition de contrainte sur la variation. Le dernier terme de (1.36) disparaît donc. Compte 

tenu de (1.31), nous avons 0|| =D . L’induction électrique est transversale, ce qui résulte du 

fait qu’il n’y pas de charge libre. Finalement, le Routhien s’écrit sous la forme 

        Coulomb

,

23

0

2

0

2

0

2

1
d

22
VmL

s

ssR −+















⋅−×∇⋅+

×∇
−= ∑∫

⊥⊥⊥

⊥⊥

α
αα

µε

ε
xrPAAM

AA
&&

&

 (1.38) 

où  

 ∫= rP 3
2

||

0

Coulomb d
2

1

ε
V  (1.39) 

est l’interaction de Coulomb entre les particules. Cela peut être vérifié en résolvant l’équation 

de Poisson (1.37). Ceci dit, il est connu qu’il y a également des singularités non-physiques 

dans CoulombV  interprétées comme les actions sur les particules venant du champ créé par les 
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particules elles-mêmes. Ce problème, dû à la description ponctuelle des particules, ne pose 

pas de problème dans le cadre de l’optique macroscopique et sera ignoré dans la suite. Il 

mérite d’être mentionné que ce Routhien, indépendant du choix de jauge, n’est qu’une 

fonctionnelle du champ EM (vecteur-potentiel) transversal.  

    Maintenant, nous pouvons trouver directement les moments conjugués au potentiel vecteur 

transversal par 

 DDPEPA
A

Π −=−=−−=−== ⊥⊥⊥⊥⊥

⊥ 00
δ

δ
εε &

&

RL
 (1.40) 

où nous avons utilisé la relation : ⊥⊥ −= AE & . Il est intéressant de noter que ce résultat 

coïncide avec (1.14). Les moments conjugués aux coordonnées des particules sont également 

trouvés sous la forme   

 ∫ ×+=∇= rBNxp x

3dαααα α sssRs mL
s

&
&

 (1.41) 

où le champ ( )rN αs  est défini par 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )[ ] ( )∫∫ −−−−−
−+

−−=
1

0

1

0

dδdδ µµµµµ
µ

α
αα

ααα ms

s

s

sss

s

sss

ssss
N

Q

M

mMm
e RrRRxRrRxrN

 (1.42) 

avec Ns étant le nombre de particules dans l’assemblée s. Avec ces résultats, nous 

construisons le Hamiltonien comme  

∑
∫

∫∫∑∫

∫∑ ∫∫

∑∫

×
+








⋅+

⋅
+++














+=

+×−+
++

=

−⋅+⋅=

−⊥−

α α

α

α α

α

α
αα

α

α
αα

εεµε

ε

µε

,

2
3

3

1

0

3

0

2

,

2
3

0

2

0

2

3

0

2
||

,

2
33

21

0

2
1

0

,

3

2

d
dd

22
d

22

d
2

d
2

1
d

2

d

s s

s

s s

s

s

ss

s

R

s

ss

mm

p

m

LH

rBN
rMB

PΠ
r

P
r

BΠ

r
P

rBNpr
BPΠ

xprAΠ &&

  

(1.43) 

avec 

 ∑ ×=
α

α

α

α

,

1

s

s

s

s

m
N

p
M  (1.44) 
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Ce hamiltonien est appelé comme l’hamiltonien multipolaire [11][12]. La première 

intégration est l’énergie totale du champ EM transversal ; le deuxième et le troisième sont 

l’énergie cinétique et l’énergie potentielle totale du matériau (particules) ; les deux derniers 

sont pour l’interaction champs-particules. Il est à noter dans ce hamiltonien que tout d’abord, 

il y a non seulement l’interaction transversale de Coulomb entre les particules, mais aussi 

l’interaction longitudinale. Ensuite, il n’y a que les champs EM transversaux qui interagissent 

avec la matière : les champs longitudinaux, qui ne peuvent pas exister dans l’espace libre, 

sont en fait un espèce de libertés dynamiques pour le matériau.  

1.3.3  Quantification de l’interaction champ-matière   

Notre système dynamique est prêt pour la quantification. Nous remplaçons les variables 

dynamiques par les opérateurs quantiques et imposons les relations de commutation sous la 

forme suivante, en représentation de Schrödinger : 

 [ ] jksrksjr ipx δδ βαβα ,,,
ˆ,ˆ h=  et ( ) ( )[ ] ( )'i' jkkj rrrr −= ⊥δhΠ̂,Â  (1.45) 

où ⊥
jkδ  est la fonction de Dirac transversale, qui est liée à la fonction de Dirac transversale 

généralisée (voir section 1.2.1) par 

 ( )
( )

( )'' jkjk rrrr
r

−=− ⊥⊥
≡

,

1

εδδ
ε

  

et peut être définie directement par  

 ( ) 










−
∇×∇=−⊥

'
'

rr
rrδ rr

π4

1
 (1.46) 

Il est à noter que les relations de commutation des opérateurs des champs (1.45) implique que 

nous pouvons toujours décomposer les champs en modes sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ +=
k

kkkkk taa rururA *†ˆˆˆ A  et ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ −=
k

kkkk

k

taa
w

i ruru
r

rΠ
*†ˆˆ

2
ˆ

A
h  (1.47) 

où les opérateurs d’annihilation et de création satisfont les relations de commutation suivantes 

 [ ] '

†

'
ˆ,ˆ

kkkk aa δ=  (1.48) 

( )rw  est une fonction de pondération réelle, et les fonctions de mode doivent former une base 

complète telle que 
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 ( ) ( ) ( ) ( )''w
k

kk rrδrurur −= ⊥∑ *  (1.49)  

Le Hamiltonien multipolaire quantique s’écrit alors sous la forme 

∑
∫

∫∫∑∫
×

+









⋅+

⋅
+++

















+=
α α

α

α α

α

εεµε ,

2
3

3

1

0

3

0

2

,

2
3

0

2

0

2

2

dˆ

dˆˆ
ˆˆ

d
2

ˆ

2

ˆ
d

2

ˆ

2

ˆ
ˆ

s s

s

s s

s

mm

p
H

rBN
rMB

PΠ
r

P
r

BΠ

 (1.50) 

Nous devons mentionner que nous pouvons aussi obtenir un autre hamiltonien directement à 

partir du lagrangien (1.28). C’est l’hamiltonien de couplage minimal. Il a déjà  été montrer 

que ces deux hamiltoniens sont strictement équivalents [12]. Il y a deux principaux aspects 

intéressants de l’hamiltonien (1.53). D’abord, il est libre du choix de jauge. Ensuite, c’est que, 

quand l’ionisation est négligeable, nous avons approximativement  

 ∑∫∫ ≈
s

s

r
P

r
P

3

0

2

3

0

2

d
2

ˆ

d
2

ˆ

εε
 (1.51) 

Cela signifie que les recouvrements entre les polarisations moléculaires, fortement localisées, 

sont négligeables, et, qu’en fait, les moléculaires interagissent exclusivement en échangeant 

des photons transversaux [11].  

    Puisque dans (1.50), les intégrations sont sur tout l’espace réel, et que les opérateurs y sont 

hermitiens, nous pouvons transformer (1.50) en espace réciproque (transformée de Fourier) à 

l’aide du théorème de Parceval. Nous avons, par exemple,  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −⋅=⋅ kkPkΠrrPrΠ
33 dˆˆdˆˆ  (1.52) 

Ce qui implique que nous pouvons décomposer ces intégrations en parties microscopique et 

macroscopique sous la forme 

 ∫∫∫ ⋅+⋅=⋅
micmac

rPΠrPΠrPΠ
333 dˆˆdˆˆdˆˆ  (1.53) 

avec 

                ( ) ( )∫∫
Λ

<

−⋅=⋅

c

k
mac π2

33 dˆˆdˆˆ kkPkΠrPΠ  et ( ) ( )∫∫
Λ

≥

−⋅=⋅

c

k
mic π2

33 dˆˆdˆˆ kkPkΠrPΠ  (1.54) 

où cΛ est une largeur caractéristique qui est bien supérieure aux dimensions moléculaires, 

aΛ , et bien inférieure aux longueurs d’ondes optiques λ, λ<<Λ<<Λ ca . De cette manière, 

nous pouvons réécrire (1.50) sous la forme 
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 intmic

mac

em HHHH ˆˆˆˆ ++=  (1.55) 

avec 

                

∫∫

∫

∑ ∫∫

+⋅=

+
=

×−+
++

=

−−

−−

macmac

int

macro

mac

em

s mic

ss

smic

mic

H

H

m
H

rPrPΠ

r
BΠ

rBNpr
BPΠ

3
2

0

3

0

3

2
1

0

2
1

0

,

2

33

2
1

0

2
1

0

dˆ
2

1
dˆ1ˆ

d
2

ˆˆ
ˆ

dˆˆˆ
2

1
d

2

ˆˆˆ
ˆ

εε

µε

µε

α
αα

α

 (1.56) 

où micĤ  est l’hamiltonien des mécaniques microscopiques ; mac

emĤ  est celui du champ EM 

macroscopique libre ; et intĤ  est celui d’interaction entre le champ EM macroscopique et le 

matériau. Nous supposons maintenant que le système microscopique micĤ  soit stable. C’est-à-

dire qu’en absence d’interaction avec le champ EM macroscopique, les particules chargées et 

le champ EM microscopique peuvent constituer un matériau stable. C’est-à-dire aussi que les 

interactions de longues portées (~ cΛ ) entre les particules sont supposées négligeables. Il est à 

noter que nous avons négligé les interactions magnétiques au niveau macroscopique. 

Finalement, puisque dans l’espace réciproque, la commutation (1.45) peut s’écrire sous la 

forme 

 ( ) ( )[ ] ( )'
k

i' kk
kk

kΠkA −







−= δ

2
1ˆ,ˆ h , (1.57) 

nous avons 

 [ ] 0ˆ,ˆ =mic

mac

em HH  (1.58) 

1.3.4  Théorie complètement quantifiée de l’optique nonlinéaire   

Les opérateurs dans (1.55) sont en représentation de Schrödinger. Dans cette représentation, 

les états quantiques du système évoluent dans le temps comme  

 ( ) ( )tHti t ψψ  ˆ=∂h , (1.59) 

et les opérateurs ne varient pas en temps. La dépendance temporelle des grandeurs physiques 

est due à celle des états quantiques. Il y a une autre façon de représenter la réalité physique. 

C’est la représentation d’Heisenberg, où les états n’évoluent plus en temps et les opérateurs 

sont transformés par une transformation unitaire. Quand l’hamiltonien du système ne dépend 
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pas explicitement du temps, ce qui est le cas pour notre système (1.55), cette transformation 

s’écrit sous la forme 

 ( ) 







−








= tH

i
OtH

i
tO ˆexpˆˆexpˆ

hh
 (1.60) 

et l’équation de mouvement pour les opérateurs d’Heisenberg est donnée par  

 ( ) ( )[ ]tOH
i

tOt
ˆ,ˆˆ

h
=∂  (1.61) 

Alors, nous pouvons trouver les équations de mouvement pour les opérateurs des variables 

dynamiques du champ EM sous la forme 

 ( )⊥−⊥ +=∂ PΠA ˆˆˆ 1

0εt  et ⊥− ×∇×∇−=∂ AΠ ˆˆ 1

0µt  (1.62) 

Utilisant les relations : 

 ⊥⊥ −∂= AE ˆˆ
t   et  0ˆˆˆ ||||

0

|| =+= PED ε  (1.63) 

nous trouvons finalement l’équation de propagation pour l’opérateur du champ électrique 

dans le milieu macroscopique non-magnétique 

 PEE ˆˆˆ 2

0

2

00 tt ∂−=∂+×∇×∇ µµε  (1.64) 

    Il est utile d’introduire une autre représentation, la représentation d’interaction, lors que le 

hamiltonien du système peut être décomposé en deux parties comme suivant  

 intHHH ˆˆˆ
0 +=  (1.65) 

et que intĤ  peut être considéré comme une petite perturbation sur le système décrit 

originalement par 0Ĥ . Dans cette représentation, les opérateurs sont en fait les opérateurs 

d’Heisenberg du système non-perturbé. Quand 0Ĥ  ne dépend pas du temps, nous avons  

 ( ) 







−








= tH

i
OtH

i
tO 00

I ˆexpˆˆexpˆ
hh

 (1.66) 

et les états évoluent comme 

 ( ) ( ) ( ) III
 ˆ ttHti intt ψψ =∂h  (1.67) 

où l’exposant "I" est pour la représentation d’interaction, et ( )tH int

Iˆ  est défini par 
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 ( ) 







−








= tH

i
HtH

i
tH intint 00

I ˆexpˆˆexpˆ
hh

 (1.68) 

Maintenant, nous pouvons définir un opérateur d’évolution reliant l’état à l’instant 0t  à celui à 

t sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) I

00

I
 ,ˆ tttUt ψψ =  (1.69) 

A l’aide de (1.70), cet opérateur est trouvé comme 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) L
h

hh

h

+







+









++=


























−=

∫ ∫ ∫

∫ ∫∫

∫

3

I

2

I

1

I

321

3

2

I

1

I

21

2

1

I

1

I

0

ˆˆˆddd
1

    

ˆˆdd
1ˆd

1
1

ˆdexpT,ˆ

0

1

0

2

0

0

1

00

0

sHsHsHsss
i

sHsHss
i

sHs
i

sHs
i

ttU

int

t

t

s

t

s

t

intint

t

t

s

t

intint

t

t

int

t

t

int

 (1.70) 

où ( )T  signifie l’opération qui ordonne les opérateurs selon le temps (time-ordering), le plus 

récent à gauche. Voici quelques propriétés de cet opérateur 

 ( ) 1,ˆ ≡ttU , ( ) ( )ttUttU ,ˆ,ˆ
00

† =  et ( ) ( ) ( ) ( ) 1,ˆ ,ˆ,ˆ ,ˆ
0

†

000

† == ttUttUttUttU  (1.71) 

Avec ces définitions, nous pouvons montrer que les opérateurs d’Heisenberg sont liés aux 

opérateurs d’interaction par la relation  [13] 

 ( ) ( ) ( ) ( )0

I

0 ,ˆˆ,ˆˆ ttUtOttUtO =  (1.72) 

Alors, nous avons une relation importante comme suivante  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫+=
t

t

int ttUtOtHttUt
i

tOtO

0

01

I

1

I

101

I ,ˆ ˆ,ˆ ,ˆ dˆˆ
h

 (1.73) 

Pour la prouver, nous utilisons tout d’abord l’égalité 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00

I

000

I

001

I

10

1

1 ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ    ,ˆˆ,ˆd

0

ttUtOttUttUtOttUttUtOttU
t

t

t

t

−=
∂

∂
∫  (1.74) 

et ensuite, à partir de (1.70) 

 ( ) ( ) ( )0

I

int0 ,ˆˆ,ˆ ttUtH
i

ttU
t h

−=
∂

∂
, ( ) ( ) ( )tHttU

i
ttU

t

I

int00
ˆ,ˆ,ˆ

h
=

∂

∂
. (1.75) 
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Admettons que le hamiltonien d’interaction soit hermitien. Nous trouvons alors 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫

∫

∫

+=










∂

∂
+

∂

∂
+=

∂

∂
+=

t

t

int

t

t

t

t

ttUtOtHttUt
i

tO

ttU
t

tOttUttUtOttU
t

ttO

ttUtOttU
t

ttOttUtOttU

0

0

0

01

I

1

I

101

I

01

1

I

1001

I

10

1

1

I

01

I

10

1

1

I

0

I

0

,ˆ ˆ,ˆ ,ˆdˆ

,ˆ ˆ ,ˆ,ˆ ˆ ,ˆdˆ

,ˆ ˆ ,ˆdˆ,ˆ ˆ ,ˆ

h

  

 (1.76) 

    Revenons à notre système dynamique d’interaction champ-matière. Nous considérons que 

le système non-perturbé est constitué de la partie microscopique pour le matériau et la partie 

macroscopique pour le champ EM. Nous avons  

 mic

mac

em HHH ˆˆˆ
0 += , avec [ ] 0ˆ,ˆ =mic

mac

em HH  (1.77) 

et 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +⋅=
macmac

int ttttH rrPrrPrΠ
3

2
I

0

3II

0

I d,ˆ
2

1
d,ˆ,

1ˆ
εε

 (1.78) 

Dans (1.78), les variables des champs sont les variables macroscopiques. Pour la densité de 

polarisation, si nous négligeons l’ionisation, c’est-à-dire que 0=sQ  dans (1.29), nous avons 

 ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( )∑ ∑
−⋅

−⋅−−
−⋅−=

s ss

ss
ssss

i

i
ei

α α

α
αα

Rxk

Rxk
RxRkkP

exp1
expˆ  (1.79) 

D’après la discussion dans la section précédente, nous avons ( )[ ] 1<<−⋅ ss Rxk α  pour les 

champs macroscopiques. (1.79) peut donc se simplifier sous la forme 

 ( ) ( )∑ ⋅−=
s

ssdip i RkdkP expˆˆ , avec ∑=
α

αα sss e xd ˆˆ . (1.80) 

ce qui est donc l’approximation dipolaire. 

    Plaçons maintenant t0 à −∞, où nous lançons adiabatiquement l’interaction et nous avons 

( ) ( )∞−=∞− ψψ
I

. Pour que ce processus ne pose pas de problème de convergence, nous 

devons utiliser l’approximation adiabatique [13] constituant à multiplier le hamiltonien 

d’interaction par une fonction temporelle d’amortissement sous la forme 

 ( ) ( ) ( )ttHtH intint ε−→ expˆˆ II , avec +→ 0ε  (1.81) 
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Alors, utilisant (1.76), nous pouvons trouver la polarisation macroscopique sous la forme 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∑∫ ∫

∑∫ ∫

∫

∞−

∞−

∞−

−∞∞−+

−∞∞−+=

−∞∞−+=

1

11

1

11

111

I

11

I

111

3

1

I

11

I

11111

3I

1

I

1

I

int11

I

,ˆ,ˆ ,ˆ,,ˆ ,ˆ
2

1
 dd

1
               

,ˆ ,ˆ,,ˆ ,ˆ ,ˆ
2

1
 dd

1
,ˆ

 ,ˆ ,ˆ,ˆ  ,ˆ d,ˆ,ˆ

α
αµα

α
µααµ

µµµ

t

t

t

tEtUtPtPtUt
i

tUtPtPtUtEt
i

tP

tUtPtHtUt
i

tPtP

rrrr

rrrrr

rrr

h

h

h

 (1.82) 

où nous avons utilisé ( ) ( )[ ] 0,ˆ,,ˆ I

11

I

1
=tPtD rr µα  et les égalités suivantes 

 ( ) ( ) ( ) ( )11111

I

1 ,ˆ ,ˆ,ˆ,ˆ 
11

tUtEtEtU ∞−=∞− rr αα  et ( ) ( ) ( ) ( ) ,ˆ,ˆ,ˆ ,ˆ
111111

I

11
tEtUtUtE rr αα −∞=−∞ (1.83) 

Pour tout opérateur de Hilbert Ĉ , nous définissons un opérateur de Liouville [14], affecté du 

sous indice « + »,   

 ( ) ˆ ˆˆ ˆ 
2

1ˆˆ COOCOC +=+
 (1.84) 

Alors, nous pouvons réécrire (1.82) sous la forme 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∑∫ ∫
∞−

+ −∞∞−+=
1

11
,ˆ ,ˆ,,ˆ ,ˆ,ˆ dd

1
,ˆ,ˆ

1

I

11

I

111,11

3I

α
µααµµ

t

tUtPtPtUtEt
i

tPtP rrrrrr
h

 (1.85) 

Réitérant le processus ci-dessus en développant le terme ( ) ( ) [ ][ ] ( )−∞•∞− ,ˆ,,ˆ ,ˆ I

mmmm tUtPtU
m

rα  

à l’aide de (1.76), nous arrivons à un développement en série sous la forme 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) L++++= tPtPtPtPtP ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 3210 rrrrr µµµµµ  (1.86) 

où ( )( ) ( )tPtP ,ˆ,ˆ I0 rr µµ =  et la nième polarisation est donnée par 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )tG

EEEττtP

nnnn

n

nnnn

n

nn

n

,;,,, ;,,,ˆ                                            

 ,ˆ,ˆ,ˆ dddd,ˆ

1111

,22,11,1

3

1

3

11

21

rrrr

rrrrrr

τττ

τττ

µααα

αααµ

LL

LLL

L −−

+∞

∞−

+∞

∞−

+++

−
×

= ∫ ∫ ∫
 (1.87) 

avec la convention d’Einstein adoptée : la sommation se fait automatiquement sur les sous 

indices répétées; et l’opérateur de Green de n-points est donné par 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ][ ][ ][ ]tPPPPt
i

tG

nnnn

n

nnnn

n

n

nn

,ˆ,,ˆ,,ˆ,,,ˆ 
1

    

,;,,, ;,,,ˆ

I

11

I

22

II

1211

1111

12

11

rrrr

rrrr

µααα

µααα

τττττθττθτθ

τττ

LL
h

LL
L

−−−







= −

−−−
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 (1.88) 

( )tθ  étant la fonction de Heaviside 

 ( )




<

≥
=

0 si ,0

0 si ,1

t

t
tθ  (1.89) 

Nous voyons que l’opérateur de Green de n-points est hermitien et causal. Finalement, nous 

pouvons réécrire (1.87) dans le domaine fréquentiel sous la forme 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) 








−×

=

∑

∫ ∫ ∫

=
−−

+∞

∞−

+∞

∞−

+++

−

n

l

lnnnn

n

nnnnn

n

titG

EEEtP

nn

n

1

1111

,22,11,1

3

1

3

exp,;,,, ;,,,ˆ                                      

 ,ˆ,ˆ,ˆ dddd
2

1
,ˆ

11

21

ωωωω

ωωωωω
π

µααα

αααµ

rrrr

rrrrrr

LL

LLL

L

 (1.90) 

avec 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ωωωωω
π ∫

+∞

+−=
0

†

d ] exp,ˆ exp,ˆ[ 
2

1
,ˆ titit rErErE  (1.91) 

et 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )







−= ∑∫ ∫

=

∞+

∞−

∞+

∞−

n

l

llnn

n

n

nn

n

titGττ

tG

n

n

1

111

11

exp,;,, ;,,ˆdd        

,;,, ;,,ˆ

1

1

τωττ

ωω

µαα

µαα

rrr

rrr

LLL

LL

L

L

 (1.92) 

1.3.5  Comparaison entre les théories semi-classique et quantique  

Dans la théorie classique de l’optique non-linéaire, la relation la plus générale entre la densité 

de polarisation du nième ordre et les champs électriques doit s’écrire sous la forme [15] 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 







−×

=

∑

∫ ∫ ∫

=
−−

+∞

∞−

+∞

∞−

−

n

l

lnnnn

n

nnnnn

n

ti

EEEtttP

nn

n

1

11110

22111

3

1

3

exp;,,, ;,,,                     

 ,,, dddd
2

1
,

11

21

ωωωωχε

ωωω
π

µααα

µµµµ

rrrr

rrrrrr

LL

LLL

L

 (1.93) 

où 
( )n

n µααχ
1L

 est la susceptibilité du nième ordre. La transformée de Fourier inverse de la 

susceptibilité doit être invariant par translation temporelle et donc indépendant du temps 

absolu. Elle doit aussi être causale et réelle, car la polarisation et le champ électrique sont 

réels. Cela donne naissance de la relation de Kramers-Kronig. Nous voyons que (1.90) est en 

fait une version quantifiée de cette relation. 
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    Pour calculer la susceptibilité, il existe une approche semi-classique, où le matériau est 

traité quantiquement et que le champ optique est considéré comme classique. L’hamiltonien 

total du système perturbé s’écrit sous la forme 

 ( ) ( )tHHtH int
ˆˆˆ

0 +=  (1.94) 

où 0Ĥ  est l’hamiltonien du système non-perturbé (matériau), indépendant du temps, et 

l’hamiltonien de la perturbation est donné par [15] 

 ( ) ( ) ( )∫ ⋅−= rrPrE 3dˆ,ˆ ttH int  (1.95) 

où ( )t,rE  est le champ électrique classique macroscopique. Nous savons que l’espérance 

quantique de la densité de polarisation est donné par  

 ( ) ( ) ( )[ ]rr µµ ρ PttP ˆˆtr, =  (1.96) 

où [ ]tr  désigne la trace et que ( )tρ̂  est l’opérateur de densité en représentation de 

Schrödinger. L’équation de mouvement de ce dernier est donnée par 

 ( ) ( ) ( )[ ]ttH
i

tt ρρ ˆ,ˆ1
ˆ

h
=∂  (1.97) 

Nous supposons que la perturbation soit lancée adiabatiquement à l’instant−∞, tout comme 

dans la section précédente. Nous supposons aussi que le système soit initialement dans 

l’équilibre thermique. Nous avons alors ( ) th
ˆˆ ρρ =∞− , avec  

 
)]/ˆtr[exp(

)/ˆexp(
ˆ

0

0
th

TKH

TKH

B

B

−

−
=ρ  (1.98) 

où KB et T sont respectivement le constant de Boltzmann et la température. Les calculs sur 

l’opérateur de densité et l’espérance (1.96) se trouvent dans les publications classiques [15], 

et nous n’allons pas les exposer ici. Nous pouvons finalement trouver (1.93) avec  

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )




=

=

=

tG

tG

G

nn

n

nn

n

nn

n

nn

n

n

n

nn

,;,, ;,,ˆˆtr

,;,, ;,,ˆ

;,, ;,,ˆ;,, ;,,

11th

11

11110

1

1

11

rrr

rrr

rrrrrr

ωωρ

ωω

ωωωωχε

µαα

µαα

µααµαα

LL

LL

LLLL

L

L

LL

 (1.99) 

où 
( )n

n
G µαα 1

ˆ
L

 est identique à (1.88). Nous constatons que l’espérance de l’opérateur de Green ne 

dépend pas du temps. Ceci peut être vérifié facilement en utilisant la relation : ( ) ( )BCCB ˆˆtrˆˆtr = .  
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    Revenons à notre modele tout quantifié. En représentation de Schrödinger, la densité de 

polarisation ne dépend que des variables dynamiques du matériau. Compte tenu que 

[ ] 0ˆ,ˆ =mic

mac

em HH , nous avons 

 ( ) ( ) 







−








= tH

i
tH

i
t micmic

ˆexpˆexp,I

hh
rPrP  (1.100) 

Nous supposons que le matériau soit en équilibre thermique en absence de perturbations. 

Alors, son opérateur de densité est donné par  

 
)]/ˆtr[exp(

)/ˆexp(
ˆ

th
TKH

TKH

Bmic

Bmic

−

−
=ρ  (1.101) 

Si nous substituons micĤ  par 0Ĥ  et ( )r+,
ˆ

αE  par ( )tE ,rα  dans (1.93), nous obtenons donc le 

résultat semi-classique. Il est à noter que l’hamiltonien d’interaction semi-classique (1.95) n’a 

pas vraiment de preuve théorique stricte, bien que largement adopté. Dans [17], l’hamiltonien 

de couplage minimal est utilisé, et il se trouve que la densité de polarisation n’est qu’une 

réponse du champ électronique transversal. Si utilisant directement l’hamiltonien multipolaire 

(1.50), c’est-à-dire de considérer le 4
ème

 terme de (1.50) comme l’hamiltonien de perturbation, 

nous pouvons constater que la densité de polarisation est une réponse de l’induction 

électronique, qui est aussi transversale. Alors, nous voyons que l’hamiltonien d’interaction 

semi-classique (1.95) origine en fait de l’hamiltonien d’interaction entre le champ 

macroscopique et le milieu (1.78).  

    Puisque l’opérateur de Green peut se décomposer en parties classique et quantique sous la 

forme  

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )t

tG

nn

n

nn

n

nn

n

nn

n

,;,, ;,,ˆ;,, ;,,

,;,, ;,,ˆ   

110110

11

11

1

rrrrrr

rrr

ωωχεωωχε

ωω

µααµαα

µαα

LLLL

LL

LL

L

∆+=
 (1.102) 

avec 
( )n

n µααχ
1

ˆ
L

∆  qui dépend du temps et représente les fluctuations quantiques du matériau, 

nous pouvons écrire 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )tPttP
nnn ,ˆ,ˆ,ˆ rrr µµµ ∆+= P   (1.103) 
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(1.104) 

et 
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Nous remarquons que ( )n

µP̂  est en fait le nième ordre réponse du matériau au champ électrique 

et ( )n
Pµ
ˆ∆  est la partie du battement des fluctuations quantiques du nième ordre du matériau 

(phonons) avec le champ électrique. Finalement, il est important de noter qu’il y a une 

différence significative entre (1.93) et (1.104). En fait, puisque les variables de champ 

classiques se commutent, il n’y a, comme montrée ci-dessous, que la partie symétrique de 

permutation qui contribue dans (1.93)   
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( ) ( )rrrrr

rrrrr

;,,,,,, ;,,,,,,

;,,,,,, ;,,,,,,   
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n

qpnqpn

n

pqn

qpn

=
 (1.106) 

où les arguments et les indices spatiales sont collectivement échangés. Pour (1.104), par 

contre, cette symétrie n’existe plus, car les opérateurs de champ ne commutent pas.  

1.4  Bruit quantique en optique linéaire et théorème de fluctuation-dissipation  

A titre d’exemple d’application des résultats obtenus dans la section précédente, nous allons 

déduire le formulaire de Kubo et le théorème de fluctuation-dissipation dans le cadre 

d’optique linéaire [13][17][18]. L’application de ces résultats dans les fibres optiques à silice 

sera le sujet des chapitres suivants. Au 1
er

 ordre, la densité de polarisation est la somme de 

deux termes 

 ( ) ( ) ( )tPttP ,ˆ,ˆ,ˆ rrr µµµ ∆+= P  (1.107) 

où le 1
er

 est la réponse linéaire du milieu au champ et le 2
ème

 représente les fluctuations 

quantiques du milieu indépendantes du champ. Nous avons  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −= tiEt 11111

1

11

30 exp,ˆ, dd
2

,ˆ
11

ωωωχω
π

ε
αµαµ rrrrrP  et ( ) ( )( )tPtP ,ˆ,ˆ 0 rr µµ =∆  (1.108) 

Nous supposons que le milieu diélectrique est isotrope pour simplification, c’est-à-dire, 



 

 

THEORIE QUANTIQUE DE L’OPTIQUE NONLINEAIRE 26 

  ( ) ( ) ( ) ( )1111

1  ,, , rrrrr −= δδωχωχ αµαµ  (1.109) 

La relation constitutive quantique entre l’induction et le champ électrique s’écrire alors cette 

fois sous la forme 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )ωωωχεω µµµ  ,ˆ ,ˆ ,1 ,ˆ
0 rrrr PED ∆++=  (1.110) 

où le dernier terme reflète la liberté dynamique du milieu. ce résultat est largement reconnu 

[3][8][9][13]. 

    D’après la section précédente, la susceptibilité du 1
er

 ordre peut s’exprimer en terme de 

commutation des fluctuations quantiques comme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
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∆∆=
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 (1.111) 

qui est justement le formule de Kubo [18]. La partie imaginaire de la susceptibilité peut alors 

être trouvée sous la forme    

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫
∞+

∞−

∆∆=

−=−

ωττ
ε

δδωχωχωχ

µα

αµµααµ

iPPτ
i

i
n

exp],ˆ,0 ,ˆ[d
1

 ,Im2], ,[, ,

11

0

11

*

11

1

rr

rrrrrrr

h

 (1.112) 

Cela implique 
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Alors, si nous définissons un rapport des corrélations par 
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en terme d’un nombre, ( )1 , ωrn , signifiant le nombre de photon [13], ces corrélations peuvent 

s’exprimer comme  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2111101122

†

 ,Im ,4,ˆ,ˆ ωωδδδωχωπεωω αµαµ −−=∆∆ rrrrrr nPP h  (1.115) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )21111022

†

11  ,Im ,14,ˆ,ˆ ωωδδδωχωπεωω αµµα −−+=∆∆ rrrrrr nPP h  (1.116) 

Ceci est justement le théorème de fluctuation-dissipation [13][18], reliant les corrélations des 

fluctuations quantiques à la partie imaginaire de la susceptibilité, ou encore le taux de 

dissipation de l’énergie, et le nombre de photon (boson) en équilibre thermique, qui sera 

discuté au chapitre 3,  

 ( )
( ) 1/exp

1
,

−
=

TK
n

Bω
ω

h
r  (1.117) 

D’une manière plus générale, le théorème de fluctuation-dissipation relie l’irréversibilité aux 

fluctuations. Ici, l’irréversibilité est dans le domaine temporel, c’est-à-dire plus concrètement 

( ) ( )ωχωχ −≠  , , rr , ou encore ( ) 0 ,Im ≠ωχ r . Comme illustré sur la figure ci-dessous, quand 

le sous-système, qui nous intéresse, est en interaction avec un réservoir d’énergie initialement 

en équilibre thermique, à travers les mécanismes irréversibles de dissipation d’énergie 

(amplification / atténuation), ses cohérences internes se réduisent à cause des fluctuations 

couplées du réservoir. 

 

 

Figure 1.1 Illustration schématique d’un système dissipatif 

    Finalement, afin d’évaluer les fonctions de corrélations d’ordre supérieur à deux, nous 

pouvons faire appel au théorème de Wick de la thermodynamique [13], qui dit que : si 

l’hamiltonien du système est quadratique vis à vis des opérateurs de création et d’annihilation 

(oscillateurs harmoniques), 
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• Les espérances quantiques des produits de toute paire d’opérateurs 

d’annihilation, de toute paire d’opérateurs de création et de toute séquence d’un 

nombre impair d’opérateurs de création et/ou d’annihilation mélangés sont nuls. 

•  L’espérance quantique du produit de toute séquence d’un nombre pair 

d’opérateurs de création et/ou d’annihilation mélangés peut s’écrire comme la 

somme sur toutes les possibilités d’apparier les opérateurs dans la séquence, en 

conservant au sein de chaque paire l’ordre initial. Par exemple, nous avons 

 3241423143214321
ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ ffffffffffffffff ++=  (1.118) 

       où if̂  est l’opérateur de création où d’annihilation. 

En général, nous supposons que les électrons et noyaux sont approximativement dans les 

oscillations harmoniques en équilibre thermique. Ainsi, le théorème de Wick est aussi 

applicable à ces opérateurs.  

1.5  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche nouvelle de la quantification du champ 

optique macroscopique, basée sur une description ab initio d’interaction champ-matière, dont 

l’hamiltonien est de type multipolaire (1.55). Grâce à l’utilisation de la relation (1.76) et 

l’hamiltonien de l’interaction entre le champ macroscopique et la matière (1.78), nous avons 

réussi à établir un modèle pour la description quantique du champ optique macroscopique. 

Les effets d’optique nonlinéaire ont été quantifiés à tous les ordres. Il est important de 

distinguer les mécaniques microscopique et macroscopique pour trouver correctement 

l’hamiltonien d’interaction (1.78). Les résultats principaux de ce chapitre sont (1.92) et 

(1.102)-(1.105), qui constituent une théorie de base assez générale de la description quantique 

du champ optique macroscopique que nous utiliserons dans les chapitres suivants.  
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Chapitre 2 

Théorie Quantique des Fibres Optiques  
 

 

 

 

Les résultats du chapitre précédent sont assez généraux. Dans ce chapitre, nous allons d’abord 

discuter de l’optique nonlinéaire dans les verres de silice. Ensuite, nous établirons un model 

unidimensionnel quantifié, où l’accent sera mis sur la diffusion Rayleigh et les diffusions 

Raman et Brillouin. Enfin, un model bidirectionnel quantifié pour les amplificateurs Raman à 

fibres de silice sera établi, et nous allons également établir le théorème de fluctuation-

dissipation dans les amplificateurs Raman à fibres optiques. 

2.1  Optique nonlinéaire dans les verres de silice  

Pour que le développement en série (1.86) soit valable, il faut que le champ appliqué de 

l’extérieur soit bien faible que le champ atomique. Comme ce dernier étant d’ordre de 

10
10

 V/m [1], correspondant à une intensité lumineuse d’ordre de 10 MW/µm
2
, soit 1GW de 

puissance optique dans les fibres optiques monomodes standards (SMF, Standard Monomode 

Fibre), cette condition est largement vérifiée en pratique. Puisque que dans les matériaux 

centrosymétriques tels que les verres de silice, les susceptibilités d’ordres paires sont nulles, 

nous pouvons écrire la densité de polarisation, en prenant compte des non-linéarités du 3
ème

 

ordre, sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tPtPtttP ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 1013 rrrrr βββββ ∆+∆++= PP  (2.1) 

où les fluctuations sont retenues jusqu’au 1
er

 ordre.  

    Dans l’approximation dipolaires (1.80), la densité de polarisation est la somme de la 

contribution des électrons et celle des noyaux. L’électron ayant une masse bien plus petite que 

les noyaux et se déplaçant beaucoup plus rapidement. Ceci a deux conséquences importantes. 

D’un côté, quand un champ électrique est appliqué sur une molécule, ses électrons s’éloignent 

du barycentre électrique avec une vitesse beaucoup plus grande que ses noyaux. Nous voyons 

alors que les contributions électroniques sont prépondérantes dans la susceptibilité du 1
er

 

ordre [2]. Dans les matériaux diélectriques, comme les électrons sont liés et confinés dans les 
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espaces sur une échelle microscopique, les réponses électroniques au champ optique 

macroscopique peuvent être considérées comme tout à fait locales dans l’espace, c’est-à-dire,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11

1

11

1 ,;, rrrrr −= δωχωχ αβαβ  et ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11

1

11

1 ,,ˆ,;,ˆ rrrrr −∆=∆ δωχωχ αβαβ tt  (2.2) 

Nous pouvons considérer d’une part qu’au cours des transitions électroniques, les noyaux, vus 

par les électrons, sont stationnaires. Born et Oppenheimer [3] ont montré que la première 

contribution à l’énergie moléculaire est le mouvement électronique par rapport à des noyaux 

stationnaires. Les noyaux, pour leur part, voient un nuage d’électrons, fonctionnant comme un 

potentiel. La vibration nucléaire contribue alors au 2
ème

 ordre à l’énergie moléculaire.  

    Dans les matériaux comme les verres de silice, les fréquences de transitions électroniques 

sont beaucoup plus élevées que les fréquences optiques, et le champ optique est loin d’être en 

résonance avec les électrons. Nous pouvons donc négliger la dispersion chromatique liée à la 

réponse électronique dans 
( )1

1
ˆ µαχ∆  et écrire 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tt ,ˆ,;,ˆ 1

111

1

11
rrrrr µαµα χδωχ ∆−≈∆ . (2.3) 

Rappelant (1.105), nous trouvons donc 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttEtP ,ˆ,ˆ,ˆ 1

,0

1

11
rrr µααµ χε ∆=∆ +  (2.4) 

Il est à noter que cette dépendance temporelle des fluctuations de la susceptibilité est en fait 

due à la dépendance des coordonnées nucléaires [4]. En effet, nous pouvons écrire au 1
er

 ordre 

( ) ( ) ( )∑=∆
i

ii tCt µχ ˆ,ˆ rr , iµ̂  étant les déplacements nucléaires. En plus, puisque les fréquences 

optiques sont très inférieures aux celles des transitions électroniques, les électrons voient en 

fait un champ optique qui est lui aussi stationnaire. Utilisant l’approximation de Born-

Oppenheimer et l’approche semi-classique que nous avons montré dans le chapitre précédent, 

Hellwarth [4] a montré que la susceptibilité optique du 3
ème

 ordre pour les matériaux tels que 

les verres de silice peut s’écrire comme 
1
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )rrrrrr

rrrrrrrrrrr

−−++

−−−=

1233212

11223123123

3

;,

;,, ;,,

123

123123

δδωω

δδδσωωωχ

µααα

µαααµααα

d
 (2.5) 

où σ est réel et 

1
  Il est à mentionner que dans son article, la dépendance spatiale n’est pas prise en compte. 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )],ˆ,0,ˆ[
2

,, 1

1

2

10

12 123123
t

ih
ttd rrrr µαααµααα χχ

ε
θ ∆∆=  (2.6) 

Le 1
er

 terme à droite de (2.5) est dû aux nonlinéarités électroniques, et le 2
ème

 est la 

contribution nucléaire. Dans [4], il est montré que de plus pour les matériaux isotropes, nous 

avons 

 ( )
213132231123 6

1
ααµαααµαααµαµααα δδδδδδσσ ++=  (2.7) 

et 

 ( ) ( ) ( )( )
132213231123

,,
2

1
,,,, 121212 ααµαααµαααµαµααα δδδδδδ ++= tbtatd RR rrrrrr  (2.8) 

où le 1
er

 terme à droite de (2.8) vient de la réponse nucléaire isotrope, et le 2
ème

 vient de la 

réponse anisotrope. En pratique, cette dernière est négligeable dans les matériaux comme le 

verre de quartz [4]. Alors, utilisant ( ) ( )[ ] 0,ˆ,,ˆ =tEtE rr αµ , nous trouvons  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∫ ∫∑
+∞

∞−

+−+=
α

αµµ
α

αµ εσε 1

3

111

2

,110

2

0 dd,ˆ,ˆ,,,ˆ,ˆ
2

1
,ˆ rrrrrrrrr ttEtEttatEtEt R

3P   

  (2.9) 

La polarisation du 3
ème

 ordre dans les verres de silice comporte donc la réponse instantanée 

électronique, ce qui contribue à l’effets Kerr et a ses manifestations SPM (Self Phase 

Modulation), XPM (Cross Phase Modulation) et FWM (Four Wavs Mixing), etc. [5], et la 

réponse nucléaire non-instantanée, responsable des diffusions inélastiques Raman et 

Brillouin.  

    Le champ électrique peut se décomposer en champs de signal et de pompe. Pour 

simplification, nous supposons que le champ électrique total est linéairement polarisé (les 

effets liés à la polarisation seront discutés dans le chapitre 6). Nous pouvons alors écrire 

( ) ( ) ( )tEtEtE ps ,ˆ,ˆ,ˆ rrr += , où les indices spatiaux sont ignorés. Ainsi, le produit cubique des 

champs dans l’intégration de (2.9) devient  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]11

2

11

2

1111,11

2 ,ˆ,,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ2,ˆ,ˆ tEtEtEtEtEtEtEtE spsp rrrrrrrr ++= ++++  (2.10) 

où le 1
er

 terme décrit les diffusions inélastiques, et le 2
ème

 terme contribue à l’effet Kerr, des 

contributions non-instantanés nucléaires négligeables devant les contributions instantanés 

électroniques [6]. Les densités de polarisation Raman/Brillouin aux fréquences de signal et de 

pompe s’écrivent alors, respectivement, sous les formes  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

++−= 11111,,11/1

3

0/, d,ˆ,ˆ,ˆ,,d2,ˆ ttEtEtEttatP sppBRBRs rrrrrrr ε  (2.11) 

et 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

++−= 11111,,11/1

3

0/, d,ˆ,ˆ,ˆ,,d2,ˆ ttEtEtEttatP pssBRBRp rrrrrrr ε  (2.12) 

2.2  Modèle quantique pour les fibres optiques 

2.2.1  Modèle unidimensionnel et diffusion Rayleigh   

Nous supposons que les champs puissent être considérés comme transverses. Alors, prenant 

en compte de (2.1) et (2.2), nous pouvons écrire la transformée de Fourier temporelle de 

(1.64) comme  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ωωωµωωε

ω
ω ,ˆ,ˆ,ˆ,,ˆ 2

02

2
2 rPrPrErrE NLL

c
+∆−=+∇

 
(2.13) 

où ( ) ( ) ( )ωχωε ,1, 1 rr +=  est la permittivité relative linéaire ; ( )
( )

( )ωω ,ˆ,ˆ
0

rPrP ∆=∆ L  est la 

densité de polarisation linéaire spontanée ; et ( )
( )

( )
( )

( )ωωω ,ˆ,ˆ,ˆ
13

rPrPrP ∆+=NL  est la densité 

de polarisation nonlinéaire. Nous savons qu’à part les pertes dues à l’absorption optique,  il 

existe dans les fibres une grande proportion de perte provenant de la diffusion Rayleigh [7]. 

Cette diffusion élastique est due aux fluctuations de l’indice de réfraction aux échelles très 

inférieures aux longueurs d’onde optiques. Afin de modéliser cet effet, nous pouvons 

introduire dans la permittivité relative linéaire de petites fluctuations ( )rε∆  dont la dispersion 

est négligée, et nous écrivons 

 ( ) ( ) ( )rrr εωεωε ∆+= ,,  (2.14) 

Nous imposons que ces fluctuations soient réelles, d’une valeur moyenne nulle et delta 

corrélées en espace: 

 ( ) 0=∆ rε  et ( ) ( ) ( ) ( )211

2

21 rrrrr −=∆∆ ∆ δσεε  (2.15) 

Nous n’avons pas fait tout de suite l’approximation scalaire sur les champs dans (2.13), car la 

diffusion Rayleigh est dépendante de la polarisation [8]. Pour estimer correctement la perte de 

diffusion Rayleigh, il est nécessaire de garder provisoirement les formes vectorielles. 

Négligeant tout autre défaut structurel de la fibre, nous réécrivons ainsi (2.13) sous la forme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ωεωεωωεωωεω ωω ,ˆ,ˆ,ˆ,,ˆ,,ˆ 1

0

1

0

222 rPrPrErrErrE NLLkk −− +∆+∆−=+∇   
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  (2.16) 

avec 222 / ck ωω = .  

    Puisque la partie imaginaire de ( )ωε ,r  est bien inférieure à sa partie réelle, nous pouvons 

écrire approximativement   

 ( ) ( ) ( )ωαωωε ωωω ,,, 222 rrr iknkk +=  (2.17) 

où ( )ω,rn  et ( )ωα ,r  sont, respectivement, l’indice de réfraction et le coefficient d’absorption 

du guide. Nous choisissons l’axe z comme la direction de propagation. Alors, dans le guide 

unidimensionnel idéal, l’indice de réfraction ne dépend pas de z, ( ) ( )ωω ,, xr nn = , x étant les 

coordonnées transverses. Les modes pour une fréquence optique donnée sont prêts à définir 

par l’équation suivante  

 ( )[ ] ( ) ( )xφxφxx mmmnk
2222  βω =+∇  (2.18) 

où ( )xφm  et 2

mβ  sont respectivement la fonction propre vectorielle, colonne 3D, et la valeur 

propre de chaque mode m. L’équation différentielle (2.18) étant hermitienne, les fonctions 

propres ( )xφm  peuvent constituer d’une base orthonormale complète. Dans la suite, nous 

n’allons pas écrire explicitement la dépendance fréquentielle, sauf si nécessaire. Les champs 

peuvent alors se décomposer en modes comme 

 ( ) ( ) ( )∑=
m

mm zE xφrE ˆˆ , avec ( ) ( ) ( )∫ℜ
⋅=

2 

2* dˆˆ xrExφmm zE   (2.19) 

    Nous supposons que la fibre soit monomode. Pourtant, il y a encore deux modes guidés, 

dégénérés en polarisation, dans les fibres ayant une symétrie circulaire telles que les fibres 

SMF [7]. En pratique, nous devons aussi prendre en compte la biréfringence de fibre qui crée 

un couplage entre ces deux modes et est responsable des effets de polarisation, tels que la 

PMD (Polarization Mode Dispersion). Dans ce chapitre, elle sera provisoirement négligée, et 

ses impacts dans les amplificateurs Raman seront étudiés dans les chapitres 5 et 6. Ainsi, nous 

allons choisir l’un des deux modes guidés, que nous désignons par l’indice 1, et ignorer 

l’autre. Les champs sont alors les sommes des contributions du mode guidé et de l’ensemble 

de champ non-guidé. Désignant ce dernier par l’indice 2, nous pouvons écrire, par exemple 

pour le champ électrique, ( ) ( ) ( )rErErE 21
ˆˆˆ += . Ces deux contributions sont alors 

orthogonales telles que  ( ) ( ) 0dˆˆ 2

2

†

1 =⋅∫ xrExE . Nous pouvons assumer que la variation du 

coefficient d’absorption dans le plan transverse vue par le mode guidé soit négligeable, ce qui 

implique que nous avons 

  ( ) ( ) ( ) ( )znn αδα 1,

2

1

* d ≈⋅∫ xxφxφr  (2.20) 



 

 

THEORIES QUANTIQUES DES FIBRES OPTIQUES  36 

En fait, il est équivalent de dire qu’entre le champ non-guidé et le mode guidé, le couplage à 

travers l’absorption est négligeable. Alors, remplaçant les champs décomposés, et faisant 

appel à l’orthonormalité des fonctions propres, nous trouvons pour le mode guidé 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zPzPkEkzEki NLLz 1,1,

21

0

2

2

*

1

2

111

2

11

2

1

2 ˆˆdˆˆ +∆−∆−=∆+++∂ −

∫ ωωω εεφαββ xrrx   

  (2.21) 

avec 

 ( ) ( )z
k

z α
β

α ω

1

1 = , et ( ) ( ) ( )∫ℜ
∆=∆

2 

22

111 d, xxφx zz ε  (2.22) 

et pour le champ non guidé au 1
er

 ordre 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]rPrErrErr 2,

1

01

2

2

222 ˆˆˆ Lkiknk ∆+∆−=++∇ −εεα ωωω  (2.23) 

La densité de polarisation nonlinéaire non-guidée, 2,
ˆ

NLP , est négligée dans (2.23). C’est parce 

que les modes non-guidés se distribuent sur tout le plan transverse, alors que les effets 

nonlinéaires se trouvent principalement dans le cœur de fibre  

    Ensuite, nous définissons une fonction de Green tensorielle, 3D, pour l’ensemble de champ 

non-guidé  

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )''Giknk jkjk rrrrrr −−=++∇ δδαωω , 222  (2.24) 

Nous imposons qu’elle soit transverse, ( ) 0, =⋅∇ 'rrG , car nous avons supposé que les 

champs le sont. Cette fonction est symétrique dans le sens ( ) ( )rrrr ,, 'G'G kjjk =  [9], et elle a la 

propriété suivante que nous allons utiliser ultérieurement  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∫

∫

∫

=

+

∇−∇=

−−−=
−

=

"d ,"","

"d ,"","

"d ,"",,"", 
2

1

"d ,,
2

1

2

,,
,Im

3*

3*

3*2

"

2

"

*

3*
*

rrrGrrGr

rrrGrrGr

rrrGrrGrrGrrG

rrrrrGrrrrG
rrGrrG

rrG

rr

'k

'k

''
i

'""'""
ii

''
'

α

α

δδ

ω

ω

 (2.25) 

Après avoir définit cette fonction de Green, nous pouvons écrire formellement la solution de 

(2.23) sous la forme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ∆+∆= − '''z'E''k L rrPxφrrrGrE 3
2,

1

011
2

2 dˆˆ,ˆ εεω  (2.26) 
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Remplaçant l’expression ci-dessus dans (2.21), nous trouvons 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]zPzPk

'z'E'''kzEki

NL

z

1,1

21

0

23

1

†

1

4

111

2

11

2

1

2

ˆˆ

ddˆ,ˆ

+∆−

∆∆−=∆+++∂

−

∫ ∫

ω

ωωω

ε

εεαββ xrrrxφrrGxφ

  

  (2.27) 

avec 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∆∆+∆=∆ xrrPrrGxφx 23

2,

†

1

2

1,1 ddˆ,,ˆˆ '''zkzPzP LL εω  (2.28) 

qui est la densité de polarisation linéaire spontanée totale dans le mode guidé. Nous voyons 

que le 2
ème

 terme de (2.28) rende compte de la contribution de la densité de polarisation 

linéaire spontanée non-guidée et diffusée dans le mode guidé.  

 

 

 

Figure 2.1 Illustration schématique de la diffusion à cause des inhomogénéités du guide 

    La diffusion du mode guidé a comme conséquence la perte qui doit pouvoir être décrite par 

le changement de la partie imaginaire du constant de propagation. Le 1
er

 terme à droite de 

(2.27) rende compte de la partie multi-diffusée du mode guidé. C’est-à-dire que la partie 

diffusée en dehors du mode guidé et re-couplée dedans, comme illustré sur la figure 2.1. Afin 

d’évaluer le changement de la constante de propagation amené par ce processus, nous 

remplaçons approximativement ( ) ( )'rr εε ∆∆  dans (2.27) par sa valeur moyenne. A l’aide de 

(2.15), nous trouvons 

 ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]zPzPkzEki NLz 1,1
21

0111

222 ˆˆˆ +∆−=∆+++∂ −
ωωωωω εαββ  (2.29) 

où le coefficient d’atténuation totale est donné par 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) xxxφrrGxφ
22

1

†

1

4

1 d ,,Im∫ ∆+= z
k

σ
β

αα
ω

ω
ω  (2.30) 

et le changement de la partie réelle de la constante de propagation est tout à fait négligeable 

devant 1β , c’est-à-dire que 1ββω ≈ . Le 2
ème

 terme de (2.30) est donc le coefficient 

d’atténuation de la diffusion Rayleigh. Son expression analytique sera donnée au chapitre 5, 

et la consistance de nos analyses théoriques y sera également vérifiée. Finalement, il est à 

noter que comme nous allons le voir, le terme 11

2∆ωk  dans (2.24) décrit en fait la rétro-

diffusion Rayleigh. 

2.2.2 Diffusions Raman et Brillouin  

Dans la suite, puisque nous n’étudions que des champs guidés, l’approximation scalaire sera 

adoptée. Dans la section 2.1, nous avons montré que la densité de polarisation nonlinéaire 

dans les verres de silice est donnée par 

 ( ) ( )( ) ( )( )tPttPNL ,ˆ,ˆ,ˆ 13 rrr ∆+= P  (2.31) 

où ( )( ) ( ) ( )tEttP ,ˆ,ˆ,ˆ 1 rrr χ∆=∆  est la densité de polarisation Raman/Brillouin spontanée ; et 
( )( )t,ˆ 3 rP  est la densité de polarisation induite du 3

ème
 ordre, qui est la somme de celle de Kerr 

et celle de Raman/Brillouin stimulée, ( )( ) ( ) ( ) ( )tPtPtPt BRpBRsKerr ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
/,/, rrrr ++=3P . Le champ 

électrique étant la somme des contributions du signal et de la pompe, nous nous intéresserons 

aux fréquences de signal par la suite. En fait, puisque (2.11) et (2.12) sont fonctionnellement 

identiques pour le signal et la pompe, la plupart de résultats dans la suite sont aussi valables 

pour la pompe. En plus, nous allons considérer la pompe comme un champ classique quasi-

monochromatique, se propageant dans la direction z positive, c’est-à-dire que nous avons  

 ( ) ( )( ) ..,, cctEtE pp += + rr , avec ( )( ) ( ) ( ) ( )tzitzAtE ppppp ωβφ −=+ exp,, xr  (2.32) 

Ainsi, la densité de polarisation Raman/Brillouin spontanée s’écrit comme   

 ( )( ) ( ) ( )tEttP p ,,ˆ,ˆ 1 rrr χ∆=∆  (2.33) 

et la densité de polarisation Raman/Brillouin stimulée s’écrit comme 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )∫ ∫
+∞

∞−

−+ +−= 1111111/1

3

0/, d,ˆ..,,,,d2,ˆ ttEcctzEtzEttatP sppBRBRs rrrrr ε  (2.34) 

où les termes contenant ( ) ( )][exp 11 ttzzi pp +−+± ωβ  sont omis. 

    Le coefficient ( )τ,,1/ rrBRa  dépend des deux coordonnées spatiales, r1 et r. Nous pouvons 

donc écrire ( ) ( )ττ ,,,, 1/1/ rrrrr −= BRBR aa . Cette dépendance de 1rr −  signifie que la diffusion 
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Raman/Brillouin n’est généralement pas locale spatialement, et elle sélectionne les vecteurs 

d’onde. Nous savons bien que c’est ce qui correspond à la diffusion Brillouin. Alors, la 

dépendance de 1rr −  doit être à l’échelle des longueurs d’onde optiques, et nous pouvons 

faire l’approximation pour les enveloppes lentement variables 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

*

11/11

*

11/ ,,,,,,,, tzAtzAttatzAtzAtta ppBRppBR −≈− rrrr   (2.35) 

dans l’intégration spatiale. En plus, nous allons y remplacer ( ) ( )1

* ,, tzAtzA pp  par son moyen 

statistique  

 ( ) ( ) ( ) ( )11

* ,
2

1
,, ttzSzPtzAtzA pppp −=  (2.36) 

où ( )zPp  et ( )1, ttzS p −  sont, respectivement, la puissance moyenne de la pompe et la 

fonction d’autocorrélation normalisée de son enveloppe. Les effets liés à la partie 

temporellement fluctuant de la pompe, que nous venons de négliger, seront discutés au 

chapitre 6. Alors, la transformée de Fourier temporelle nous donne   

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 1

3

111

*

1/0/,

dexp,ˆ                                         

],,,[,ˆ

rrxx

rrr

zziE

zSazPP

pspp

ppBRpBRs

−×

−Ω⊗Ω= ∫
+∞

∞−

βωφφ

ωωεω
 (2.37) 

où ⊗ exprime la convolution, et que 0>ω . Pour les fréquences négatives, il suffit de prendre 

le conjugué hermitien de cette équation. Maintenant, nous pouvons écrire la densité de 

polarisation Raman/Brillouin stimulée dans le mode guidé comme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
+∞

∞−

−−−= 11111/1,/ d exp,ˆ,,,ˆ zzzizEzzzKziPzP ppBRpBR βωωωω  (2.38) 

avec le coefficient Raman/Brillouin défini comme 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]dd,,,Im[,, 1

22

111

**

11/01/ ∫ Ω⊗Ω=Ω− xxxxxxrr φφφφε ppBRpBR azSzzzK  (2.39) 

La partie réelle de cette convolution, entre crochets, peut s’obtenir avec sa contrepartie 

imaginaire BRK /  à l’aide de la relation de Kramers-Kronig. Cette partie réelle, modifiant la 

constante de propagation et importante pour les applications du ralentissement de la lumière 

(slow light), sera ignorée par la suite. Il est à mentionner que, dans la définition (2.39), nous 

n’avons pas pris en compte la dépendance en fréquence absolue du coefficient, provenant de 

celle de la fonction du mode guidé ( )x,1 ωφ .  
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    Supposons maintenant que nous pouvons décomposer ( )ω,ˆ
1 zE  en deux parties se 

propageant dans les directions positive et négative comme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zizAzizAzE 111 exp,ˆexp,ˆ,ˆ βωβωω −+= −+  (2.40) 

Après l’approximation, pour la même raison que (2.35)  

 ( ) ( ) ( ) ( )zAzzzKzAzzzK BRBR ±± −≈− ˆ,ˆ, 1/11/ , (2.41) 

 nous trouvons 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )zizAzPzKi

zizAzPzKizP

pppBR

pppBRBR

11/

11/1,/

exp,ˆ,,

exp,ˆ,,,ˆ

βωωωββ

βωωωββω

−−++

−−=

−

+
 (2.42) 
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Figure 2.2  - Relations de dispersion des phonons acoustiques et optiques d’une chaîne 

biatomique 

Nous savons que les processus des diffusions Raman et Brillouin couplent les photons aux 

phonons. Le coefficient d’amplification ( )Ω,,
/

βzK
BR

 doit être proportionnel à la densité des 

M1 M2 M2 M1 M1 

α α 

Λ 
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phonons, et ( )Ω,β  doivent évidemment s’interpréter comme la longueur d’onde et la 

fréquence des phonons. Il est intuitif de considérer les relations de dispersion des phonons 

optiques et acoustiques d’une chaîne biatomique, illustrées par la figure 2.2. Nous voyons 

que, dans la zone optique où les longueurs d’onde optiques sont bien supérieure à la distance 

interatomique Λ, la fréquence est une fonction quasi-linéaire en vecteur d’onde pour la 

branche acoustique, alors que pour la branche optique, la fréquence est quasi-constante et 

donc indépendante des longueurs d’ondes. Si l‘écart fréquentiel correspond aux fréquences 

des phonons acoustiques, BΩΩ ~ , il ne peut y avoir que les phonons ( )
Bp Ω+ ,1ββ  couplés 

aux photons, car proche de zéro, 1ββ −p  est trop petit. Nous avons alors, pour la diffusion 

Brillouin stimulée : ( ) 0,1/
≈Ω− ββ pBR

K  et ( ) ( )Ω=Ω+ BpBR
KK ,1/

ββ , et donc 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zizAzPzKizP pppBRB 11/1, exp,ˆ,,,ˆ βωωωββω −−+= −  ; (2.43) 

Si l’écart fréquentiel atteint les fréquences des phonons optiques, RΩΩ ~ , nous avons pour la 

diffusion Raman stimulée : ( ) ( ) ( )Ω=Ω+≈Ω− RpBRpBR
KKK ,, 1/1/

ββββ , et donc 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω ,ˆ,,ˆ
11, zEzPziKzP ppRR −=  (2.44) 

Puisque ( )Ω,,
/

βzK
BR

 est indépendant du vecteur d’onde β, quand RΩΩ ~ , nous avons  

 ( ) ( ) ( )zzzKzzzK RRRBR −Ω=Ω− 11/ ,,, δ  (2.45) 

    Tandis que pour les diffusions Raman/Brillouin spontanées, la transformée de Fourier 

temporelle s’écrit   

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zizAP pppp βφωωχεω exp,ˆ,ˆ
0

1

xrr −∆=∆  (2.46) 

où 0>ω  et le terme contient ( )pωωχ +∆ ,ˆ r  est négligé. Alors, nous avons  

 ( ) ( ) ( ) ( )zizAzqzP pppBR βωωω exp,ˆ,ˆ
1,/ −=∆  (2.47) 

avec 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ Ω∆=Ω xxrx 2*

10 d,ˆ,ˆ
pzq φχφε  (2.48) 

D’après la section précédente, nous avons 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

Ω∆∆=Ω
0

12

0

12/ d exp,ˆ,0,ˆ
2

,, ttit
i

a BR rrrr χχ
ε

h
 (2.49) 

Nous rappelons les égalités suivantes  
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 ( ) ( ) ( ) ( )112112 ,ˆ,0,ˆ,ˆ,,ˆ tttt rrrr χχχχ ∆∆=+∆∆  et ( ) ( )Ω−∆=Ω∆ ,ˆ,ˆ
†

rr χχ  (2.50) 

Alors, de la même manière que pour (1.113) au chapitre précédent, nous pouvons trouver 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]121

*

11221

1

022

†

11 ,,,,4],ˆ,,ˆ[ Ω−ΩΩ−Ω−=Ω∆Ω∆ − rrrrrr RR aai δπεχχ h   

  (2.51) 

et donc  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21211122

†

11 , 8],ˆ,,ˆ[ zzzKzqzq RRR −Ω−ΩΩ=ΩΩ δδπh  (2.52) 

    Nous pouvons alors identifier ( )Ω,ˆ zqR  comme l’opérateur d’annihilation pour le champ de 

phonon optique. En effet, au 1
er

 ordre, les noyaux oscillent harmoniquement, et les 

déplacements nucléaires s’écrit comme ( ) ( ) ( )tatat ii

†

i
ˆˆˆ +=µ , iâ  étant l'opérateur d'annihilation 

de phonon. Nous voyons donc ( )Ω,ˆ zqR  est proportionnel aux opérateurs d’annihilation de 

phonon. Maintenant, nous pouvons définir le rapport  

 
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )11

11

22

†

11

1122

†

,

,1

,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ[

Ω

Ω+
=

ΩΩ

ΩΩ

zn

zn

zqzq

zqzq

q

q

RR

RR
 (2.53) 

Alors, nous avons 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212111111122

† ,, 8,ˆ,ˆ zzzKznzqzq RqRR −Ω−ΩΩΩ=ΩΩ δδπh  (2.54) 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )2121111122

†

11 ,,1  8,ˆ,ˆ zzzKznzqzq RqRR −Ω−ΩΩΩ+=ΩΩ δδπh  (2.55) 

( )11,Ωznq  étant le nombre de phonon, en équilibre thermique, donné par le statistique de 

Bose-Einstein 

 

( )
( ) 1/exp

1
,

−Ω
=Ω

TK
zn

B

q
h

 

(2.56) 

Dans les verres de quartz, où l’écart fréquentiel Raman est typiquement d’ordre de 13.2 THz, 

nous trouvons ( ) 13.0, ≈Ω Rq zn  à 300K. Finalement, il est important à noter que dans (2.52), 

le coefficient Raman est écrit comme ( )
pR zK ωω −, . En fait, nous devons avoir 

( ) ( )
pRpR zKzK ωωωω −−=− ,, , parce que ( )Ω,zK R  est la partie imaginaire de la 

transformée de Fourier d’une fonction réelle. En effet, quand pωω >  c’est la diffusion 

Raman anti-Stokes, nous avons ( ) 0, >− pR zK ωω , et ( )spR zq ωω −,ˆ
1  est l’opérateur 

d’annihilation de phonon ; et quand pωω <  c’est la diffusion Raman Stokes, nous avons donc 
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( ) 0, <− ωω pR zK , et malgré son apparence, ( )
pR zq ωω −,ˆ

1  devient l’opérateur de création. 

Le nombre de phonon devient dans ce dernier cas ( ) ( )ωωωω −+=− pqpq znzn ,1, . 

2.3  Modèle pour les amplificateurs Raman à fibres 

2.3.1  Modèle de propagation  

D’après les sections précédentes, nous pouvons écrire l’équation de propagation uni-

dimensionelle pour le champ électrique guidé, dans le domaine fréquentiel, comme  

 
( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ]ωωωε

ωωβωωβωβ

ω ,ˆ,ˆ,ˆ                                     

 ,ˆ ,2,

21

0

2

zPzPzPk

zEzzig

KerrR

z

+∆+∆−=

∆+−+∂

−

 (2.57) 

où 0>ω  ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωαωωω ,,, zzPzCzg ppR −−= ,  (2.58) 

où CR est le coefficient d’amplification Raman
 2

 

 ( ) ( )ωω
εβ

ωωω
ω

ω −=− pRpR zK
k

zC ,,,
0

2

 ; (2.59) 

qui est, en fait, proportionnel à la fréquence optique ω .  

 

( ) ( )
( )ωβ

ωβ ω

2
, 11

2
zk

z
∆

=∆
 

(2.60) 

représente les fluctuations de la constante de propagation. Dans (2.57), l’indice désignant le 

mode guidé est ignoré, et nous avons supposé ( )ββ ∆+>> 2g . Equation (2.57) étant une 

équation différentielle d’ordre deux, nous introduisons maintenant un champ auxiliaire B̂  (à 

ne pas confondre avec le champ magnétique) tel que (2.57) peut être exprimée sous la forme 

de deux équations différentielles d’ordre un comme montrées ci-dessous  

 
( )
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CEigiB
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z

z
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ˆˆ

ββ

β
 (2.61) 

avec 

2
 Une définition plus conventionnelle du coefficient d’amplification Raman sera donnée au chapitre 6. 
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 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ωωω
βε

ω ω ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

0

2

zPzPzP
k

izC KerrR +∆+∆=  (2.62) 

A l’aide du champ auxiliaire B̂ , nous pouvons définir deux enveloppes lentement variables 

contra-propagatives comme ci-dessous  

 ( )zi
BE

β−
+

=+ exp
2

ˆˆ
Â  et ( )zi

BE
βexp

2

ˆˆ
ˆ −

=−A  (2.63) 

Le champ électrique peut alors s’exprimer comme 

 ( ) ( ) ( )ωωω ,ˆ,ˆ,ˆ zEzEzE −+ += , avec ( ) ( ) ( )[ ]zizzE ωβωω ±= ±± exp,ˆ,ˆ A  (2.64) 

Avec (2.61), nous trouvons les équations de propagation pour les deux enveloppes sous la 

forme  
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 (2.65) 

avec 

 ( )zi
C

C β−=+ exp
2

ˆ
ˆ  et ( )zi

C
C βexp

2

ˆ
ˆ =−  (2.66) 

Le coefficient ( )zi β∆  dans les premières parenthèses de ces deux équations est négligeable, 

car il fluctue très rapidement par rapport aux enveloppes de champ. Pour la même raison, les 

termes ( ) ( )zizg β2exp ±  dans les deuxièmes parenthèses sont aussi négligeables. Nous avons 

donc en conséquence 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 (2.67) 

avec 

 ( ) ( ) ( )ziziz ββωρ 2exp, −∆=  (2.68) 

dont la dépendance fréquentielle est négligée. Nous identifions tout de suite ρ  comme le 

coefficient différentiel de rétrodiffusion Rayleigh [10], que nous allons étudier plus en détails 

au chapitre 5.  
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    Quand le champ est quasi-monochromatique, nous pouvons faire un développement de 

Taylor sur la constante de propagation ( )ωβ  autour de la fréquence optique centrale 0ω   

 ( ) ( )∑
>

−+=
1

00
!

1

n

n

n
n

ωωββωβ , avec ( )00 ωββ =  et 

0

d

d

ωω
ω

β
β

=

=
n

n

n  (2.69) 

Nous redéfinissons deux enveloppes lentement variables sous la forme 

 ( ) ( ) ( )zizAzE 00 exp,ˆ,ˆ βωωω ±−= ±±  (2.70) 

avec 0>ω . Alors, nous avons  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] zizzA     exp,ˆ,ˆ
000 ωβωωβωωω −+±+= ±± A  (2.71) 

A partir de (2.67), nous trouvons les équations de propagation spatio-temporelle pour ces 

deux enveloppes  
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  (2.72) 

où nous avons négligé la dépendance fréquentielle de ( )zg  et ( )zρ  en supposant que la bande 

du signal est suffisamment étroite. 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )zizPzP
k

izF R 000

0

2

exp,ˆ,ˆ
2

,ˆ βωωωω
βε

ω ω ±+∆++∆=±  (2.73) 

est donc la force de Langevin quantique dans les amplificateurs Raman. 
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 (2.74) 

est lié aux effets Kerr. Cette dernière expression est obtenue à partir de (2.9) en négligeant les 

termes liés au mélange à quatre ondes. La surface effective effA  dans (2.74) est définie 

comme ∫=− xφ
24

1

1 d effA , où la différence entre les fonctions de mode du signal et la pompe 

est négligée. 

2.3.2   Théorème de fluctuation-dissipation pour les amplificateurs Raman  
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La force de Langevin (2.73) constitue deux sources de bruit qui sont la densité de polarisation 

Raman spontanée (2.47) et la densité de polarisation linéaire spontanée (2.28). Dans le 

chapitre précédent, nous avons vu que le théorème de fluctuation-dissipation relie les 

corrélations des bruits spontanés à l’absorption (amplification) dans le cadre d’optique 

linéaire. Dans cette section, nous allons montrer que ce théorème reste valable pour les 

amplificateurs Raman à fibres. Pour la diffusion Raman spontanée, le lien entre le gain 

Raman et la densité de polarisation Raman spontanée est facile à montrer en évidence. Nous 

pouvons la trouver directement à partir de (2.47), (2.54) et (2.55) : 
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 (2.76) 

Pour l’atténuation, la densité de polarisation linéaire induite est donnée par 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
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−= tiEt ωωωχεω
π
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1
,ˆ 1

01

1 rrrP  (2.77) 

Dans le chapitre précédent, nous avons déjà montré l’égalité suivante 
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A l’aide de (1.113) et (2.28), et faisant appel à (2.25) et (2.30), nous obtenons 
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et donc 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212111111

2

1

01122

†

,,4,ˆ,ˆ
   zzznz

c
zPzP p −−








=∆∆ δωωδωωαωβ

ω
επωω h   

  (2.80) 
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où ( )11,ωznp  s’interpréte comme le nombre de photon. Les égalités (2.80) et (2.81) sont 

précisément deux exemples du théorème de fluctuation-dissipation. Nous rappelons que la 

densité de polarisation linéaire spontanée LP̂∆ , un champ macroscopique, vient principale-

ment de la contribution électronique. Dans l’approximation dipolaire (1.80), elle est linéaire 

en coordonnées électroniques ( )txi
ˆ , et nous devons pouvoir écrire ( ) ( ) ( )∑=∆ txzetzP iiL

ˆ,ˆ  

avec ( )zei  ayant la dimension de la densité de charge. Puisqu’au 1
er

 ordre, les mouvements 

électroniques peuvent être modélisés comme les oscillateurs harmoniques, nous pouvons 

écrire ( ) ( ) ( )[ ]tatatx iiii

†ˆˆˆ += l  avec iâ  étant l’opérateur d’annihilation pour l’oscillateur 

harmonique. Ainsi, ( )11,
ˆ ωzP∆  est linéaire en iâ  et ( )11,ωznp  signifie le nombre de photon. 

En équilibre thermique, nous avons 

 ( )
( ) 1/exp

1
,

−
=

TK
zn

B

p
ω

ω
h

 (2.82) 

A 300K, ce nombre de photon est d’ordre de 10
-14

 aux fréquences optiques typiquement 

autour de 200 THz.  

    Ensuite, nous pouvons supposer qu’au 1
er

 ordre, les coordonnées nucléaires commutent 

avec celles électroniques. Ceci est vérifié, car nous avons vu que dans l’approximation de 

Born-Oppenheimer, les mouvements nucléaires sont traités une perturbation sur les électrons, 

et les noyaux ne voient que de nuages électroniques moyennés. Rappelant la définition (2.73), 

nous trouvons donc    

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212111

0

2

22

†

11 ,],ˆ,,ˆ[  zzzg
k

zFzF −−−=±± δωωδω
βε

πωω ω
h  (2.83) 

et 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1022

†

1122

†

11 2exp],ˆ,,ˆ[],ˆ,,ˆ[ zizFzFzFzF βωωωω ±= ±±± m
 (2.84) 

Non stationnaire en z, cette dernière moyenne est négligeable, parce qu’elle oscille très 

rapidement. Nous écrivons alors 

 ( ) ( ) 0],ˆ,,ˆ[ 22

†

11 =± ωω zFzF
m

 (2.85) 

De la même manière que pour (1.115) et (1.116), nous pouvons définir formellement un 

nombre de photon moyen ( )11,ωzng  et écrire à partir de (2.83) 
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11 ,,1,ˆ,ˆ
 zzzgzn

k
zFzF g −−+−=±± δωωδωω

βε
πωω ω
h  (2.87) 

Ceci constitue le théorème de fluctuation-dissipation unifié pour les amplificateurs Raman à 

fibres. Ainsi, les corrélations des fluctuations spontanées sont proportionnelles au taux 

d’échanges de l’énergie.  
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Figure 2.3 - La population du niveau haut virtuel en fonction du rapport d’amplification sur 

atténuation 

    Prenant en compte le fait, qu’aux fréquences optiques, nous avons ( ) 0, ≈ωzn p , le nombre 

de photon moyen défini dans (2.86) et (2.87) peut être trouvé, à l’aide de (2.73), (2.75), (2.76) 

et (2.81), comme 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )
( )ω

ωωω
ωωω

,

,,
,1,

zg

zPzC
znzn

ppR

pqg

−
−+−=  (2.88) 

Alors, quand ( ) 0, >ωzg , nous avons ( ) 0, <ωzng . C’est précisément ce qu’il se passe dans 

les amplificateurs à semi-conducteur lorsque l’inversion de population a lieu [11]. La relation 

entre ce nombre de photon gn  et la population du niveau haut (niveau de conduction) N est 

donnée par [11] 

 
N

N
ng

21−
=  (2.89) 

Pour les amplificateurs Raman, nous pouvons alors définir une population virtuelle du niveau 

haut et l’exprimer par  
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)21(1

)1(

q

q

n

n
N

++

+
= , avec 

α
η pRPC

=  (2.90) 

La figure 2.3 présente la population virtuelle du niveau haut en fonction du rapport 

amplification sur atténuation. Logiquement, quand l’amplification est égale à l’atténuation, 

α=pR PC , nous trouvons la transparence. Avec une valeur typique de 13.0=qn , la limite de 

la population virtuelle du niveau haut est environ à 0.9, ce qui implique que l’amplification 

Raman à fibres doit avoir des performances au niveau de bruit. C’est ce que nous allons 

étudier dans le chapitre suivant. 

2.4 Conclusion 

Dans les verres de silice, les électrons sont en mouvement beaucoup plus rapide que les 

noyaux, et, de plus, les champs optiques sont loin d’être en résonance avec les électrons. Cela 

est essentiel pour comprendre les mécaniques physiques dans les matériaux tels que les verres 

de silice. Pour décrire correctement la diffusion Rayleigh, les effets vectoriels doivent être 

pris en compte. Ceci sera encore discuté au chapitre 5. Les diffusions inélastiques Raman et 

Brillouin ont été étudiées dans par un model unique. Nous avons montré que la diffusion 

Brillouin dépend des vecteurs d’onde, et la diffusion Raman en est indépendante. Cette 

différence provient de celle des relations de dispersion des phonons acoustiques et optiques.  

    Dans ce chapitre, nous avons réussi à établir un modèle bidirectionnel quantifié pour les 

amplificateurs Raman. Nous avons montré que le théorème de fluctuation-dissipation, (2.86) 

et (2.87), est aussi applicable aux amplificateurs Raman. A partir de ce théorème, nous avons 

établi une expression pour la population virtuelle du niveau haut, en comparaison avec les 

systèmes à deux niveaux réels. Ce concept peut être utile pour une compréhension intuitive  

des avantages des amplificateurs Raman et des processus de génération de bruit intrinsèque 

dans ce type d’amplificateurs.     
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Chapitre 3  

Bruits Quantiques des Amplificateurs Optiques

Linéaires et Insensibles à la Phase 
 
 
 

Il y existe deux types d’amplificateurs utilisables à toutes les fréquences [1] : l’un est basé sur 

un processus dissipatif, c’est-à-dire le transfert de l’énergie, utilisant un élément de 

conductance négative, et l’autre est basé sur un processus de mélange cohérent de 

composantes fréquentielles à l’aide d’un élément de susceptance nonlinéaire. A titre 

d’exemple, les amplificateurs EDFA (Erbium Doped Fiber Amplifier), SOA (Semiconductor 

Optical Amplifier) et les amplificateurs Raman et Brillouin font partie de la première classe, 

tandis que les amplificateurs paramétriques font partie de la seconde. Un amplificateur 

linéaire est défini par une sortie reliée linéairement à l’entrée. Quand l’amplificateur linéaire 

ne distingue pas les deux composantes de quadratures du signal, nous disons qu’il est 

insensible à la phase [2]. Pratiquement, en régime de petit signal, EDFA, SOA et les 

amplificateurs Raman et Brillouin peuvent être considérés comme linéaire et insensibles à la 

phase.  

3.1  Descriptions et propriétés quantiques du rayonnement  

Il est connu que la limite quantique du facteur de bruit de tout amplificateur linéaire et 

insensible à la phase est de 3 dB [1][2][3]. Ceci est étroitement lié au principe d’Heisenberg. 

Pour bien l’apprendre, ce chapitre commence par un rappel sur les descriptions et les 

propriétés quantiques du rayonnement.  

3.1.1  Représentation modale du champ  

Comme nous l’avons montré au 1er chapitre, dans le système total, la liberté dynamique du 

champ électromagnétique peut être décrite par le potentiel-vecteur transverse ⊥Â  et son 

moment conjugué Π̂ . Avec l’approximation scalaire simplificatrice, leur relation de 

commutation, ( ) ( )[ ] ( )'i' rrrr −=Π δhˆ,Â , implique la possibilité de décomposer ces opérateurs 

de champ dans la représentation de Schrödinger sous les formes  
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 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ +=
k

kkkkk utaua rrr *†ˆˆÂ A  et ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ −=
k

kkkk

k

utaua
w

i rr
r

r *†ˆˆ
2

 
Π̂

A
h  (3.1) 

où kâ  et †ˆ
ka  sont les opérateurs d’annihilation et de création de chaque mode satisfaisant la 

relation de commutation suivante 

 [ ] '
†

'ˆ,ˆ
kkkk aa δ= , (3.2) 

( )rw  est une fonction de pondération réelle, et les fonctions de mode ( )rku  forment une base 

orthonormale et complète. L’opérateur ( ) ( ) ( )[ ]rrr *†ˆˆÂ kkkkkk uaua += A  correspond aux champs 

monomodes, éléments de base des champs réels.  

    Il ne faut pas confondre les champs monomodes avec les champs monochromatiques. 

D’une manière générale, tous les champs monomodes n’ont pas forcément une dépendance 

temporelle harmonique. Pour un champ classique scalaire et monomode, nous avons : 

( ) ( ) ( ) ..,A ccutt += rr α , où ( )tα  est l’amplitude complexe, fonction du temps. Ce champ 

monomode est donc défini par deux paramètres réels : l’amplitude et la phase { α0, φ  }, tel 

que ( )φαα i−= exp0 , ou bien les parties réelle et imaginaire { α1, α2 }, dites composantes de 

quadrature. Comme l’illustre dans la figure 3.1, il peut être représenté dans le plan complexe, 

dont { α0, φ  } et { α1, α2 } sont respectivement les cordonnées polaires ou cartésiennes, et les 

bruits correspondant induisent les incertitudes sur ces paramètres. Il en est de même pour 

l’opérateur quantique de ce champ monomode, ( ) ( )[ ].. ˆÂ CHua += rr A , qui est entièrement 

décrit par l’opérateur d’annihilation du mode spatial, annihilation du photon, â  et son 

conjugué hermitien †
â .  

    Les opérateurs de création et d’annihilation de photon ont l’importance centrale en optique 

quantique. Cependant, comme nous allons voir, il est souvent nécessaire d’exprimer le champ 

en termes d’opérateurs hermitiens. Par analogie avec le champ classique, représentations 

φαα i
e

−= 0

Im 

Re φ 

α2 

α1 

0α

∆φ 

∆α1 

∆α2 

Im 

Re 

∆α0 

         (a)                    (b)           

Figure 3.1 – Représentations du champ classique mono-mode (a) et ses bruits (b) 
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polaire et cartésienne sont utilisées. Pour cette dernière, nous pouvons alors décomposer â  en 

deux opérateurs de quadrature hermitiens 

 21 ˆˆˆ aiaa +=  (3.3) 

avec  

 ( ) 2/ˆˆˆ †
1 aaa +=  et ( ) iaaa 2/ˆˆˆ †

2 −= ,  (3.4) 

Un rayonnement monomode est donc bien décrit par les deux opérateurs de quadrature 

hermitiens. Nous trouvons facilement leur relation de commutation sous la forme  

  [ ]
2

ˆ,ˆ 21

i
aa =  (3.5) 

L’utilisation des opérateur d’amplitude et de phase de la représentation polaire présente une 

difficulté. Suivant Susskind et Glogower [4], nous pouvons écrire formellement l’opérateur 

d’annihilation comme  

 )ˆexp(1ˆˆ φiNa −+=  (3.6) 

avec l’opérateur de nombre 

 aaN ˆˆˆ †=  (3.7) 

et l’opérateur de phase φ̂  que nous voulons étudier. La raison pour laquelle nous n’avons pas 

utilisé N̂ , dans (3.6), est que l’inverse de N̂  n’existe pas. D’après cette définition, nous 

avons 

 a
N

i ˆ
1ˆ

1
)ˆexp(

+
=− φ  (3.8) 

où il est important de respecter l’ordre des opérateurs dans les égalités. A partir de  

  1ˆ)ˆexp()ˆexp(1ˆ1ˆˆˆ †† +−+=+= NiiNNaa φφ ,  (3.9) 

nous déduisons 

 1)ˆexp()ˆexp( † =− φφ ii .  (3.10) 

Or, nous pouvons trouver également 
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 1001ˆ
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=
+

=− ∑
mn

amm
N

nnaa
N

aii φφ  (3.11) 

où n  désigne les états de Fock (état de nombre) que nous allons introduire à la section 

suivante, et 0  est donc l’état du vide. Nous voyons donc que l’opérateur )ˆexp( φi−  n’est pas 

unitaire 1. Bien que le correcteur, 00 , soit négligeable lorsque le champ peut être considéré 

comme classique, l’opérateur de phase φ̂  défini par (3.8) n’est pas hermitien et ne correspond 

donc pas à une observable physique. Pour ne pas alourdir l’exposé, nous allons nous arrêter 

ici sur ce point en invitant les intéressés à [5]. 

3.1.2  Rappels sur les états quantiques du rayonnement  

Les états quantiques du rayonnement se classifient en états purs et en états mélangés. Un état 

pur est défini comme un état quantique simple pouvant être représenté par un vecteur d’état 

dans l’espace de Hilbert. Les états purs du rayonnement peuvent être, comme pour les 

particules, mono- ou multimodes. Un état pur multimode est un produit tensoriel des états 

monomodes, c’est-à-dire qu’à partir des vecteurs d’état purs monomodes { 1b , 2b , 3b , 

…}, nous pouvons construire un vecteur d’état multi-mode tel que 

 LL ⊗⊗⊗== 321321 ,,, bbbbbbb  (3.12) 

Les opérateurs quantiques, monomodes ou multimodes, sont alors définis dans les espaces de 

Hilbert constitués de ses vecteurs d’état pur. Un état mélangé est défini comme un mélange 

statistique classique d’un ensemble d’états quantiques purs. Alors, tout état quantique d’un 

système peut être uniquement décrit par son opérateur de densité ρ̂ , défini comme 

 ∑=
k

kkkP ψψρ̂  (3.13) 

où kψ  un état pur quelconque appartenant à une base complète normalisé mais pas 

forcément orthogonale.  kP  est la probabilité classique de trouver le système dans l’état pur 

correspondant. A l’aide de cet opérateur de densité, la valeur moyenne quantique et statistique 

d’un opérateur quelconque, noté Ο̂ , se calcule alors avec ]ˆ ˆtr[ˆ ΟΟ ρ= , où tr [] désigne la 

trace. Pour tout état quantique, nous avons 1]ˆtr[ ≡ρ . Les états purs et mélangés peuvent se 

différencier par : 1]ˆtr[ 2 =ρ  pour l’état pur, et 1]ˆtr[ 2 <ρ  pour l’état mélangé. 

    Nous allons, en suite, rappeler les définitions et les propriété de deux états purs quantiques 

du rayonnement que nous rencontrons souvent : état de nombre de photon, ou état de Fock, et 

état cohérent. Nous allons ignorer, sauf si nécessaires, les indices de mode par la suite. L’état 

de nombre de photon n  est défini comme l’état propre de l’opérateur de nombre de photon 

1 Un opérateur unitaire Û quelconque doit satisfaire 1ˆˆˆˆ †† == UUUU . 
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(3.7),  

 nnnN =ˆ  (3.14) 

avec n étant un nombre entier naturel. Alors, nous avons dans un état de nombre n  : 

nN =ˆ et 0ˆ 2 =∆N . Puisque N̂  est un opérateur hermitien, les états de nombre constituent 

une base complète et orthonormale. Dans le cas monomode, nous avons  

 nmmn δ=  et 1=∑
n

nn  (3.15) 

Un état pur quelconque peut alors se décomposer sur cette base, sous la forme ∑=
n

n ncψ , 

où ψncn = . A partir de ( ) )ˆ(1)ˆ(ˆ nannaN −=  et nnaan =)ˆ)(ˆ( † , nous trouvons 

  1ˆ −= nnna .  (3.16) 

De la même manière, nous pouvons trouver  

 11ˆ † ++= nnna  (3.17) 

Tandis que l’état cohérent α  est défini comme l’état propre de l’opérateur d’annihilation â ,  

 ααα =â  (3.18) 

Comme 000ˆ =N  et 000ˆ =a , nous constatons que le vide 0  est à la fois un état de 

nombre et un état cohérent. En fait, nous pouvons montrer que tout état cohérent peut être 

construit à partir du vide en utilisant 0 )(ˆ αα D= , où )ˆˆ exp()(ˆ *† aaD ααα −=  est appelé 

comme l’opérateur de déplacement, car nous avons ααα += aDaD ˆ)(ˆ ˆ )(ˆ † . Alors, la 

décomposition d’un état cohérent sur la base d’états de nombre s’écrit comme 

  
!2

1
exp

0

2

∑
∞

=









−=

n

n

n
n

α
αα  (3.19) 

Les états cohérents sont ceux les plus proches aux conceptions classiques. En effet, pour un 

état cohérent α  quelconque, l’opérateur de champ peut être considéré comme composé des 

parties classique et de fluctuations quantiques aa ˆˆ ∆+= α , avec [ ] 1ˆ,ˆ † =∆∆ aa . Puisque 

αα 0ˆ ≡∆a  pour α quelconque, nous voyons que le champ dans l’état cohérent peut être 

considéré comme la superposition du champ classique et du vide quantique.  

    Comme â  n’est pas hermitien, les états cohérents ne sont pas orthogonaux. En effet, 

utilisant (3.19), nous pouvons trouver  
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+

+
−= βα

βα
βα *

22

2
exp  et ( )22

exp βαβα −−=  (3.20) 

Nous voyons donc que l’orthogonalité entre deux états cohérents dépend de leur distance sur 

le plan complexe, et le fait que le système soit dans un état cohérent n’exclue pas qu’il soit 

aussi dans un autre. Pourtant, nous avons toujours la relation de fermeture, car  

( ) ( )[ ]

( ) 1exp d
!

1

dexp exp d
!!

11

dd 
1

dd 
1

0

222

, 0

2

0

21

0

2
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21

==−=

−−=

=

∑∑ ∫

∑ ∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∞+

∞+
++

+∞+∞

∞−

+∞

∞−

nn

n

mn

mn

ii

nnrrrnn
n

mnirrrmn
mn

rrrere

π

π
φφ

φφ
π

φ
π

αααα
π

 

  (3.21) 

où 21 ααα i+=  avec 1α  et 2α  réels. Donc, tout état pur peut se décomposer sur les états 

cohérents comme  

 ααααψαα
π

ψ 22 d )(d 
1

∫ ∫∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

== f  (3.22) 

y compris bien sur les états cohérents eux-mêmes. 

    A la fin de cette section, nous étudions un exemple des états mélanges : état thermique d’un 

oscillateur harmonique. L’opérateur de densité d’un état thermique est donné par  

 ( )[ ] ( )TkHTkH BB /ˆexp/ˆexptrˆ 1
th −−= −ρ  (3.23) 

avec T la température absolue et kB la constante de Boltzmann. Remplaçant l’Hamiltonien 

d’un oscillateur harmonique de fréquence angulaire ω, ( )2/1ˆˆˆ † += aaH ωh , dans (3.23), et 

écrivant sous la base d’état de nombre, nous obtenons  

 nnee
n

n∑ −−−= ηηρ )1(ˆ th , avec 
TkB

ω
η

h
=  (3.24) 

Nous pouvons alors trouver le nombre moyen comme 

 ( )
1

1

1

1

d

d
)1()1(]ˆˆtr[ thth

−
=

−
−=−==

−

−−− ∑ ηη

ηηη

η
ρη

ee
eneeNn

n

n  (3.25) 

qui n’est rien d’autre que le nombre de Bose-Einstein. Réécrivant (3.24) en terme de thn  

comme 
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 ∑=
n

n nPnthρ̂ , avec 
1

th

th

)1( ++
=

n

n

n
n

n
P  (3.26) 

nous voyons que la probabilité de trouver un oscillateur harmonique dans l’état thermique 

dans un état de nombre n  suit la distribution de Bose-Einstein. Maintenant, nous pouvons 

réécrire l’opérateur de densité sous la base d’état cohérent comme  

 ααααρ 2
th d )(ˆ ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

= P  (3.27) 

Cette expression est désignée comme la P-Representation de Glauber-Sudarshan 2 [6][7]. Afin 

de déterminer l’expression pour )(αP , nous pouvons d’abord observer l’égalité suivante 

 ( ) ααββαααββρβ 2**22

th d  exp)exp()()exp(ˆ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−=− P  (3.28) 

où nous avons utilisé (3.20). Il se trouve donc que )exp(ˆ 2

th ββρβ−  est la transformée de 

Fourier bidimensionnelle de )exp()(
2

αα −P . Nous avons donc 

 ( ) ββααβββρβα
π

α 2**2

th

2

2 d exp)exp(ˆ)exp(
1

)( ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−=P  (3.29) 

Faisant appel à (3.19) et (3.26), nous trouvons 

 ∑
+

−
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βρβ  (3.30) 

et donc 

 ( ) )exp(
 

1
d exp)

1
exp(

1

)exp(1
)(

th

2

th
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th
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2

2 nnn
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  (3.31) 

Finalement, nous trouvons  

 αα
α

α
π

ρ 2

th

2

th
th d exp

 

1
ˆ ∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞−













−=

nn
 (3.32) 

 

2 Il est important de noter qu’en général, cette expression de l’opérateur de densité ne garantit pas que la fonction 
réelle )(αP  soit toujours supérieure ou égale à zéro. 
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3.1.3  Densités de quasi-probabilité des deux quadratures 

Nous savons que tout opérateur quantique décrivant une observable physique, c’est-à-dire une 

quantité physique mesurable, doit être hermitien. C’est la raison pour laquelle nous avons 

besoin des opérateurs de quadrature. Si nous faisons une mesure “idéale” sur un observable, 

disons O, dans un système quelconque, la valeur moyenne de notre mesure sera 

]ˆˆtr[ ˆ OO ρ=>< , avec Ô  étant l’opérateur hermitien correspondant, et la variance ou 

l’incertitude sera 22 )ˆˆ(ˆ ><−>=∆< OOO . Si nous voulons mesurer à la fois deux 

observables, disons p et q, nous savons que les incertitudes minimales atteignables des deux 

observables sont limitées par le principe d’incertitude minimum ou le principe d’Heisenberg, 

 
2

22  ]ˆ,ˆ[ 
2

1
ˆˆ qpqp ≥∆∆  (3.33) 

avec [ ] pqqpqp ˆˆˆˆˆ,ˆ −= .  

    Faisant appel à (3.5), nous avons alors pour un champ monomode dans un état quelconque 

 
16

1
ˆˆ 2

2
2
1 ≥∆∆ aa  (3.34) 

Alors, bien que tout rayonnement monomode soit totalement décrit par les deux opérateurs de 

quadrature hermitiens que nous pouvons mesurer expérimentalement, les données de toutes 

mesures sont intrinsèquement aléatoires. Comme dans la statistique classique, nous pouvons 

définir leurs Fonctions Génératrices des Moments (FGM) comme  

 ( ) ( )µµ axx ˆexp=Φ  (3.35) 

où µ = 1, 2. Utilisant le théorème de Baker-Hausdorff 3, (3.3) et (3.5), nous pouvons trouver 

pour un état cohérent monomode z   

 ( ) 







+=Φ µµ xz

x
zx

8
exp;

2

, où µ = 1, 2 (3.36) 

et pour un état de nombre de photon monomode n  

 ( ) ( )nxnx ;; 21 Φ=Φ 















−=

8
exp

4

22
xx

Ln  (3.37) 

3 Nous avons  

( ) ( ) ( ) ( )2/ˆexpˆexpˆexpˆˆexp CBABA −=+ , 

  quand [ ]BAC ˆ,ˆˆ =  est commutatif avec Â  et B̂  
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où Ln est le polynôme de Laguerre. La densité de probabilité étant la transformée de Fourier 

inverse de la fonction caractéristique ( ) ( )ixxΦ πµµ 2−Φ= , nous pouvons obtenir pour l’état 

cohérent  

 ( ) ( )[ ]22exp
2

; µµµµ α
π

α zzf −−=  (3.38)  

et l’état de nombre 

 ( ) ( ) ( )µ
µ

µµ α
α

π
α 2

!2

2exp2
; 2

2

nn
H

n
nf

−
=  (3.39) 

où Hn est le polynôme de Hermite. Nous voyons donc que dans un état cohérent, les deux 

quadratures sont toutes gaussiennes de variance 2/1  et centrées sur leurs valeurs classiques. 

Alors que dans l’état de nombre, elles ont la même distribution d’Hermite-Gauss. Quelques 

exemples de la distribution d’Hermite-Gauss sont montrés ci-dessous.  

 

Figure 3.2 – Densité de probabilité des deux quadratures dans l’état de nombre.  

    Nous avons obtenu les densités de probabilité des deux quadratures séparément. Il est alors 

naturel de penser à leur densité de probabilité jointe. Pourtant, il y a en fait au moins trois  

FMG au choix 4 à cause du commutateur non-nulle (3.5). Nous choisissons ici celle de 

Wigner 

4 Les deux autres peuvent être ( ) ( ) ( )221121 ˆexpˆexp, axaxxx =Φ  et ( ) ( ) ( )112221 ˆexpˆexp, axaxxx =Φ  
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axaxxx  (3.40) 

où 21 ixxx += . Utilisant une nouvelle fois le théorème de Baker-Hausdorff et les équations  

(3.3) et (3.5), nous obtenons pour l’état cohérent mono-mode z   

 ( ) 






 +







 +
=Φ

8
exp

2
exp;,

2
2

2
1

**

21

xxxzzx
zxx   (3.41) 

et pour l’état de nombre de photon mono-mode n  

 ( ) 






 +







 +
−=Φ

8
exp

4
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2
2

2
1

2
2

2
1

21

xxxx
Lnxx n  (3.42) 

Pour l’état cohérent, la fonction caractéristique étant gaussienne, nous trouvons la densité de 

probabilité jointe également gaussienne 

 ( ) ( )2
2exp

2
; zzf −−= α

π
α  (3.43) 

Alors que pour l’état de nombre, puisque sa fonction caractéristique est Laguerre-gaussienne, 

aussi invariante fonctionnellement sous la transformée de Fourier bidimensionnelle, nous 

trouvons sa densité de probabilité jointe comme 

 ( ) ( ) ( )22

21 2exp4
2

 ;, αα
π

αα −= nLnf  (3.44) 

A partir de la densité de probabilité jointe, la densité marginale de l’une des deux variables 

peut être obtenue en intégrant sur l’autre. Nous pouvons alors vérifier que ces deux densités 

de probabilité jointes donnent en effet (3.38) et (3.39).  

    Deux exemples de densité de probabilité jointe pour l’état de nombre sont montrés sur la 

figure 3.3. Nous voyons que la densité de probabilité jointe de l’état d’un photon peut prendre 

des valeurs négatives. En fait, l’expression (3.44) nous montre bien que la densité de 

probabilité jointe de tout état de nombre 0>n  peut être négative, parce que le polynôme de 

Laguerre l’est. Ces résultats en désaccord avec la statistique classique, qui ne permet pas de  

densité de probabilité négative, impliquent les propriétés non-classiques de l’état de nombre. 

La densité de probabilité jointe ainsi définie est alors appelée densité de quasi-probabilité 

jointe. Nous pouvons comprendre les propriétés non-classiques de l’état de nombre 0>n  

par le raisonnement suivant. Nous savons que la densité de probabilité jointe de deux 

variables est le produit de la densité marginale d’une variable et la densité de probabilité 

conditionnelle d’une autre, c’est-à-dire 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nfnfnfnfnf ;;;;;, 21122212211121 αααααααα ==  (3.45) 

Si les deux variables ne sont pas indépendantes, ce qui est le cas pour les états de nombre 

comme le montre (3.44), la densité de probabilité conditionnelle de l’une des deux variables 

est aussi fonction de l’autre. En fait, la densité de probabilité conditionnelle nous donne un 

outil pour prédire la valeur d’une variable, étant donné celle d’une autre. Mais dans la 

mécanique quantique, le principe d’Heisenberg nous interdit de faire cela sur deux 

observables non-commutatives, parce qu’une fois connue la valeur exacte de l’une des deux, 

la variance de l’autre devient infinie. 

 

            

(a)  (b) 

Figure 3.3 – Fonction de densité de probabilité jointe des deux quadratures dans l’état de 
nombre pour (a) l’état du vide et (b) l’état d’un photon.  

3.2  Bruits intrinsèques des amplificateurs optiques linéaires et 
insensibles à la phase 

Généralement, les amplificateurs optiques sont de type à ondes progressives utilisant une 

structure de guidage optique afin d’améliorer l’efficacité. A titre d’exemple, les SOAs 

(Semiconductor Optical Amplifier), les EDFAs (Erbium Doped Fiber Amplifier) et les 

amplificateurs Raman font tous partie de ce type. Dans cette section, nous allons d’abord 

étudier la limite quantique sur le bruit intrinsèque des amplificateurs optiques linéaires et 

insensibles à la phase et introduire le concept de bruits additifs intrinsèques. Ensuite, nous 

allons établir le modèle pour la génération de ces bruits et en discuter la signification 

physique.  

3.2.1  Relation entrée-sortie quantique 

En ce qui concerne la relation d’entrée-sortie des opérateurs de champ optique, nous devons 

être prudents. La théorie quantique est en effet mieux adaptée pour étudier l’évolution 
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temporelle, or nous nous intéressons plutôt à la propagation spatio-temporelle en 

communications optiques [8]. En effet, le champ optique est quantifié en modes spatiaux 

étendus sur toute l’espace, où se produisent les phénomènes qui nous intéressent, alors que la 

théorie quantique traite essentiellement le problème où les connaissances sont déjà acquises à 

un instant initial sur ces modes spatiaux et où nous voulons connaître l’état du champ à un 

autre instant. Cependant, ce dont nous sommes intéressés en communications optiques, c’est 

plutôt de prédire l’état du champ à certain endroit dans l’espace et pendant certaine période du 

temps, étant donné l’état du champ à un autre endroit spatio-temporel. Comme nous allons 

voir, pour résoudre ce problème, certaines approximations sont nécessaires.  

    Puisque nous avons la liberté de choisir les fonctions de mode dans la représentation 

modale de (3.1), nous pouvons définir les modes par l’opérateur différentiel hermitien suivant  

 ( ) ( ) 0,,2
02

2
2 =








+∇ ω

ω
λ zun

c
xx  (3.46) 

où ( )x0n  est l’indice de réfraction réel, à la fréquence centrale 0ω , d’un guide optique 

unidimensionnel quelconque, 2ω  est la valeur propre réelle et λ  désigne les modes dégénérés 

à 2ω . Nous pouvons normaliser les fonctions propres de telle manière qu’elles vérifient  

 ( ) ( ) ( ) ( ) '' ''uun λλλλ δωωδωω −=∫ ,, d *2
0

3 rrxr  et ( ) ( ) ( ) ( )''uun rrrrx −=∑∫
∞

δωωω
λ

λλ

0

*2
0 ,, d  (3.47) 

où les fréquences ω  et 'ω  sont positives. Ainsi, (3.1) et (3.2) peuvent être réécrits sous les 

formes  

 ( ) ( ) ( ) ..,ˆ
2

 dÂ
0 0

CHua +=∑∫
∞

λ
λλ ωω

ωε
ω rr

h
, (3.48) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ..,ˆ
2

 dˆ
0

2
0

0 CHunai +=Π ∑∫
∞

λ
λλ ωω

ωε
ω rxr

h
 (3.49) 

et 

 ( ) ( )[ ] ( )''aa '' ωωδδωω λλλλ −=†ˆ,ˆ  (3.50) 

où H.C. désigne le conjugué hermitien. Pour la simplification, nous ne considérerons que le 

champ se propageant dans le sens de z positif. Alors, nous pouvons réécrire la fonction propre 

sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) ( )zixCzu ωβωφωω λλλλ exp,,, =x  (3.51) 
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où ( )ωφλ ,x  et ( )ωβλ  sont respectivement la fonction propre et la valeur propre définies par 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωφωβωφ
ω

λλλ ,, 22
02

2
2 xxxx =








+∇ n

c
 (3.52) 

Les fonctions propres sont orthonormales telles que ( ) ( )
'' λλλλ δωφωφ =∫ ,, d *2 xxx . Pour trouver 

le coefficient de normalisation ( )ωλC , nous pouvons remplacer (3.48) dans (3.47) et 

multiplier les deux côtés par 'λλδ . Ainsi, nous trouvons  

 ( )
( )

( )ωβ
ωπ

ω λω

λ

λ ∂= 22

1

n
C  avec ( ) ( ) ( )∫=

22
0

22 , d ωφω λλ xxx nn  (3.53) 

où nous avons supposé 0>∂ λω β . 

 

 

Figure 3.4 – Représentation schématique des opérateurs d’entrée et de sortie 

    En représentation d’Heisenberg, l’opérateur d’annihilation ( )ta ,ˆ ωλ  n’a généralement pas 

une dépendance temporelle exponentielle. Toutefois, comme le montre la figure 3.4, nous 

pouvons supposer que de part et d’autre du guide optique, dont l’indice de réfraction à la 

fréquence 0ω  est ( )x0n , nous pouvions négliger l’atténuation/amplification optique et la 

dispersion. Ainsi, nous pouvons écrire l’équation de mouvement du champ électrique scalaire 

dans ces espaces limitées approximativement comme 

 ( ) ( ) 0,,ˆ1 22
02

2 =





∂−∇ tzEn

c
t xx  (3.54) 

Alors, puisqu’en approximation scalaire ( ) ( )ttE t ,Â,ˆ rr −∂= , nous pouvons trouver la partie de 

fréquences positives du champ électrique peut s’écrire en termes des opérateurs d’annihilation 

localement comme 

 ( )( )
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑∫
∞

+ −∂=
λ

λλλλω

λ

ωωβωφωωβ
ωπε

ω
ω

0
2

0

exp,ˆ
4

 d,,ˆ tzixa
n

itzE
h

x  (3.55) 

Nous pouvons vérifier que lorsque ( ) 10 =xn , (3.55) devient en fait (2.8) de [8]. Donc, la 

transformée de Fourier du champ électrique s’écrit comme 

X 

Y Z 
( )ω,0â

( )0,ˆ →zE x

( )ω,ˆ La

( )LzE →,ˆ x
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 ( )
( )

( ) ( ) ( )∑=
λ

λλλ

λ

ωβωωφ
εω

ωπ
ω zia

cn
izE  exp ˆ,,,ˆ

0

xx
h

 (3.56) 

avec 

 
ω

βλ

λλ ∂

∂
=

2

1

n

c

n
 (3.57) 

Nous supposons maintenant que le guide est monomode. Alors, en accord avec les définitions 

du chapitre 2, les opérateurs des enveloppes lentement variables du mode guidé peuvent 

s’écrire localement sous la forme 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
( )

( ) ,ˆ exp,,ˆ,d,ˆ
0

01
1

2
0 ωω

εω

ωπ
ωβωωφωω −=−=− ∫ za

cn
zizEzA

h
xxx  (3.58) 

avec ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ziaza  expˆ,ˆ 010101 ωβωωβωωω −++= . Donc, à partir de (3.50), nous avons 

 ( ) ( )[ ] ( )''zaza ωωδωω −=,ˆ,,ˆ †  (3.59) 

    Comme le montre la figure 3.4, nous pouvons maintenant identifier ( )ωinâ = ( )ω,0â  et 

( )ωoutâ = ( )ω,ˆ La   comme les opérateurs d’entrée et de sortie, qui vérifient  

 ( ) ( )[ ] ( )''aa inin ωωδωω −=†ˆ,ˆ  et ( ) ( )[ ] ( )''aa outout ωωδωω −=†ˆ,ˆ . (3.60) 

Pour les amplificateurs linéaires et insensibles à la phase, la relation d’entrée-sortie s’écrit 

comme 

 ( ) ( ) ( )ωωω inout aGa ˆˆ =  (3.61) 

Evidemment, cette relation ne peut pas être utilisé directement pour les opérateurs quantiques. 

Car si nous posons ( ) ( ) ( )ωωω inout aGa ˆˆ = , nous aurons ( ) ( )[ ] ( ) ( )'G'aa outout ωωδωωω −=
†ˆ,ˆ . 

Or, nous avons généralement : ( ) 1≠ωG  ce qui est en désaccord avec la deuxième relation de 

commutation de (3.60). Nous pouvons vérifier que la seule façon de résoudre ce problème 

linéairement est de rajouter l’opérateur de bruit additif, ( )ωb̂ , et d’écrire [9]  

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω baGa inout
ˆˆˆ +=  (3.62) 

où le bruit ( )ωb̂  est indépendant de l’entrée, ( )ωinâ . Nous devons avoir ( ) 0ˆ =ωb  pour que 

la limite classique (3.61) soit vérifiée. Pour conserver les relations de commutation, nous 

devons avoir 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )'G'bb ωωδωωω −−= 1ˆ,ˆ †  (3.63) 
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Les équations (3.60) et (3.62) associées à (3.63) déterminent la relation d’entrée-sortie des 

opérateurs quantiques, qui est valable pour tout dispositif linéaire et insensible à la phase. 

Puisque les opérateurs d’enveloppe lentement variables normalisée, ( )ωinâ = ( )ω,0â  et 

( )ωoutâ = ( )ω,ˆ La , peuvent se considérer localement comme les opérateurs d’annihilation grâce 

à (3.60), nous pouvons définir localement l’opérateur de densité pour l’entrée inρ̂  et celui de 

sortie outρ̂  [8].  Ce dernier peut alors s’exprimer comme le produit direct de ce premier et 

celui du bruit additif : binout ρρρ ˆˆˆ = . 

3.2.2  Modèle de propagation pour les amplificateurs linéaires et insensibles 

à la phase 

Pour un amplificateur linéaire et insensible à la phase, nous pouvons alors décrire l’évolution 

du mode optique guidé par l’équation de Langevin quantique comme suivante  

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω ,ˆ,ˆ,
2

1
,ˆz zfzazgza +=∂  (3.64) 

où ( )ω,ˆ za  est l'opérateur du mode guidé, ou encore du signal, ( )ω,zg  est le gain différentiel 

de l’amplificateur, et ( )ω,ˆ zf  est la force de Langevin quantique indépendante du signal. Il est 

à mentionner que dans (3.64), nous n’avons pas pris en compte le couplage des signaux dans 

les deux sens de propagation. Pour simplifier, nous allons ignorer la dépendance fréquentielle 

dans la suite de cette section, en supposant que la bande de signal soit suffisamment étroite. 

Nous posons alors en entrée 

 ( ) ( )[ ] 10ˆ,0ˆ † =aa  (3.65) 

La force de Langevin quantique est nécessaire non seulement à cause de la relation d’entrée-

sortie, mais aussi du fait que comme nous avons vu aux deux chapitres précédents, les bruits 

spontanés surgissent automatiquement dans les modèles quantifiés pour l’optique linéaire, 

c’est-à-dire, l’absorption ou l’amplification à l’inversion de population, et pour les diffusions 

Raman et Brillouin. Selon le théorème de fluctuation-dissipation, nous pouvons alors écrivons 

les relations suivantes  

( ) ( )[ ] ( ) ( )''ˆ,ˆ †
zzzCzfzf f −= δ , ( ) 0ˆ =zf , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )'ˆ'ˆ †
zzzCznzfzf ff −= δ  et ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )' 1ˆ'ˆ †

zzzCznzfzf ff −+= δ  (3.66) 

où )(zn f  est le nombre moyen de photon. Les corrélations d’ordre supérieur à deux peuvent 

s’évaluer à l’aide du théorème de Wick introduit au chapitre 1. D’après le théorème de 

fluctuation-dissipation, nous devons avoir  
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 ( ) ( )zgzC f −=  (3.67)  

La solution de (3.63) peut être écrite sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 











+= ∫

z

dx
xG

xf
azGza

0

ˆ
0ˆˆ  (3.68) 

avec le gain local cumulé  

 ( ) ( )∫=
z

0

dexp xxgzG  (3.69) 

A partir de (3.68), nous pouvons vérifier que la relation de commutation  

 ( ) ( )[ ] 1ˆ,ˆ † =zaza  (3.70) 

est retenue. Maintenant, la valeur moyenne de nombre de photon ( ) ( ) ( )zazazN ˆˆˆ †=  peut 

s’exprimer comme 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) 







−== ∫

z

f
x

xG

xgxn
NzGzNzN

0

d0ˆ  (3.71) 

Dérivant les deux côtés de l’équation ci-dessus par rapport à z, nous trouvons l’équation 

d’évolution de nombre moyen de photon sous la forme 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )zgznzNzg
z

zN
f−=

d

d
 (3.72) 

Nous identifions immédiatement cette équation comme le formalisme d’émission spontanée 

amplifiée ou ASE (Amplified Spontanous Emission), et ( ) ( )znzn fsp −=  comme le facteur de 

l’émission spontanée, dont l’expression explicite dépend évidemment du mécanisme 

d’amplification.  

    Il est maintenant utile de réécrire l’équation (3.71) sous la forme 

 ( ) ( ) ( ) ( )zNNzGzN ASE+= 0  (3.73) 

avec le nombre de photon ASE défini comme 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )∫=
z

sp

ASE x
xG

xgxn
zGzN

0

d  (3.74) 
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Si le facteur de l’émission spontanée est une constante indépendante de z, ( )
spsp Nxn ≡  nous 

obtenons alors ce que nous pouvons trouver habituellement dans le littérature [10] : 

( )[ ]1−= zGNN spASE . Finalement, pour terminer cette section, nous pouvons aussi trouver 

l’expression bien connue pour la variance du nombre de photon [10] sous la forme 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zNzNNzGzNNzG

zNzNz

ASEASEN

N

222

2
22

0200

ˆˆ

+++−=

−=

σ

σ
 (3.75) 

où le premier terme exprime le bruit d’excès quand le signal à l’entrée n’est pas dans l’état 

cohérent ; le deuxième terme est le bruit de grenaille ; le troisième est le bruit du battement 

signal-ASE, qui la source de bruit majeure en pratique ; et le dernier est le bruit du battement 

ASE-ASE.   

3.3  Performance en bruit des amplificateurs optiques 

Dans cette section, nous allons discuter évaluer les performances de bruit des amplificateurs 

optiques linéaires et insensibles à la phase. Dans la section 3.3.1, nous allons d’abord montrer 

comment calculer en pratique la fonction caractéristique du photo-current détecté à la sortie 

d’un amplificateur. Ensuite, nous discuterons des deux définitions du facteur de bruit.  

3.3.1  Statistiques des photons ASE et du photo-courrant 

Nous allons d’abord étudier les statistiques des photons ASE. Dans les amplificateurs 

optiques linéaires, les photons ASE, venant du bruit quantique additif, sont indépendants du 

signal d’entrée. Nous pouvons alors étudier le bruit ASE des amplificateurs linéaires en 

absence du signal d’entrée. Toutefois, l’opérateur ( )0â  dans (3.68) ne peut pas être éliminé, 

puisqu’il est nécessaire pour conserver la relation de commutation. Ainsi, faisant appel au 

théorème de Wick, nous pouvons trouver facilement l’égalité suivante 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zNnzazanzaza
n

ASE

n

ASEASE

n

ASE

n

ASE !ˆˆ!]ˆ[]ˆ[ †† =><>=<  (3.76) 

Alors, puisque ( ) ( ) 1]ˆ,ˆ[ † =zaza ASEASE , comme nous avons montré dans l’annexe A, (3.76) 

implique que le nombre de photons ASE suit une distribution de Bose-Einstein (3.27). Cela 

implique que les photons ASE sont en fait le rayonnement thermique. Alors, comme nous 

avons montré dans la section 3.1, l’opérateur de densité pour l’émission ASE peut s’écrire en 

P-représentation comme 

 ( ) αααα
π

ρ 2
ASE d ,

 

1
ˆ ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

= ASEN

ASE

NP
N

, (3.77) 
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avec 

  ( )













−=

ASEASE

ASEN
NN

NP

2

exp
 

1
,

α

π
α  (3.78) 

qui est une fonction gaussienne centré bidimensionnelle de variance ASEN . 

    Considérons maintenant un système de détection directe illustré sur la figure 3.5. Après 

l’amplification optique, le signal arrive sur un filtre optique passe-bande. Nous supposons que 

l’amplificateur est linéaire et insensible à phase. Avant de passer par le filtre optique, 

l’opérateur de signal s’écrit comme ( ) ( ) ( ) ( )tbtazGta as
ˆˆˆ += , où ( )tba

ˆ  est le bruit additif 

induit par l’amplificateur optique. Il est à noter qu’ici, l’opérateur ( ) ( ) ( )tatatN sss
ˆˆˆ †=  doit 

s’interpréter comme celui du flux de photon, exprimé en photon par seconde. Nous supposons 

également que le filtre optique est lui aussi linéaire et insensible à la phase. Pour la simplicité 

mathématique, nous supposons que les opérateurs peuvent s’écrire comme les sommes des 

composantes fréquentielles discrètes.  Par exemple, nous avons ( ) ( ) ( )∑ −=
−

k

kk tiata ωπ expˆ2ˆ 1 . 

Les opérateurs des composantes fréquentielles du signal après le filtre optique peuvent donc 

s’écrire comme ( )
kokkoko baHa ,,

ˆˆˆ += ω , où ( )tbo
ˆ  est le bruit additif à cause du filtrage optique. 

Alors, nous avons 

     ( )
kkskoko baHGa ˆˆˆ ,, += ω   (3.79) 

avec l’opérateur du bruit additif total 

 ( )
kokakok bbHb ,,

ˆˆˆ += ω  (3.80) 

    Evidemment, nous pouvons considérer l’ensemble de l’amplificateur et le filtre optiques 

comme un composant unique, dont le gain est ( )
koHG ω . Nous avons donc 

 [ ] ( )
kk'kokk' HGbb δω

2†ˆ,ˆ =  et kk'kASEk'k Nbb δ,
† ˆˆ =  (3.81) 

Figure 3.5 – Représentation schématique d’un système de photo-détection directe 
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où ( ) ASEkokASE NHN
2

, ω= . D’après la discussion dans les sections précédentes, nous devons 

avoir [ ] k'kk'oko aa δ=†
,, ˆ,ˆ , ou bien dans le domaine temporel 

  ( ) ( )[ ] ( )t'tt'ata oo −= δ†ˆ,ˆ  (3.82) 

Maintenant, nous écrivons l’opérateur de densité du signal d’entrée en P-représentation sur la 

base d’états cohérents multimodes comme  

 ( ) LLLLLLLL∫ ++++
=

1111

22 dd,,,,,,,,ˆ
llllllll kkkkkkskks P ααααααααρ  (3.83) 

qui est une intégration de dimension infinie. L’opérateur de densité du bruit additif total quant 

à lui peut s’écrire comme 

 ∏=
k

kbb ,ˆˆ ρρ , avec ( ) kkASE,kkNkkb NP αβββρ 2
, d ,ˆ ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

=  (3.84) 

Le bruit additif étant indépendant du signal, l’opérateur de densité du système total est le 

produit direct des opérateurs de densité du signal et du bruit additif total  

 bs ρρρ ˆˆˆ =  (3.85) 

    Le photo-courrant du photo-détecteur doit être proportionnel au flux des photons. 

Négligeant le courrant de bruit créé au cours de la conversion photon électrons, nous pouvons 

écrire l’opérateur de photo-courrant comme 

  ( ) ( ) ( )tatatI oo
ˆˆˆ †η=  (3.86) 

où η  est l’efficacité quantique du photo-détecteur. Alors, après le filtre passe-bas du circuit 

électronique, le rendement, soit la tension électrique, est donné par 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tVaatHtV eooT +−= ∫
+∞

∞−

ττττµ d ˆˆˆ †  (3.87) 

avec 

 ( ) ( )
( )0T

T
T

Z

Z
H

ω
ω =  et ( )0TZηµ =   (3.88) 

qui est un filtre causal et réel. Cela veut dire que, dans le domaine temporel, nous devons 

avoir ( ) 00 =<tHT  et TT HH =* . Dans (3.86), ( )tVe  représente le bruit, indépendant du 

signal, rajouté par le circuit électronique. Maintenant, nous pouvons calculer la fonction 

génératrice des moments du rendement par 



 
 

BRUITS QUANTIQUES DES AMPLIFICATEURS OPTIQUES LINEAIRES ET INSENSIBLES A LA PHASE  70 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ><









−=

>=<

∫
∞+

∞−

)(exp] ˆˆexpˆ tr[

)(ˆexp,Φ

†
tsVdaatHs

tVsts

eooT

v

ττττµρ

 (3.89) 

L’intégration ci-dessus peut se réécrire comme la limite de la somme d’une série  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∏∫ ∆∆∆∆−=









−

→∆

+∞

∞− n

ooTooT nanantHsdaatHs ττττµττττµ
τ

ˆˆexplimˆˆexp †

0

†  (3.90) 

et la relation de commutation (3.80) devient 

 ( ) ( )[ ] 1
,

†ˆ,ˆ −∆=∆∆ τδττ mnoo mana  (3.91) 

Faisant appel à l’égalité [11] : :)]1(ˆˆexp[: )ˆˆexp( †† −≡ λλ ecccc , si 1]ˆ,ˆ[ † =cc , où :)ˆ,ˆ(: † ccF  

signifie l’opération de l’ordonnancement normal (normal ordering) 4, nous pouvons trouver 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ><







−=

><







∆∆∆−=

∫

∑
∞+

∞−

−

∆−

→∆

)(exp:]ˆˆ1exp:ˆtr[

)(exp:1exp:lim,Φ

†

†

0

tsVdaae

tsVnanaets

eoo

tHs

e

n

oo

ntHs

v

T

T

τττρ

τττ

τµ

τµ

τ

 (3.92) 

    Rappelons nous maintenant que l’opérateur du signal devant le photo-détecteur peut 

s’exprime comme  

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )∑ −+=
−

k

kkkskoo tibaHGta ωωπ expˆˆ2ˆ ,
1 .  (3.93) 

Alors, puisque les opérateurs de densité peuvent s’écrire sous les bases d’états cohérents 

comme (3.83) et (3.84), et que nous avons par exemple  

( ) ( ) ( ) LLLLLL ,,,,exp,,ˆ
111 ,,,,, +++

=−=∑ llllllll kksksks

l

kkskskss ttita αααααωααα  

( ) ( )tta
llll ksksksks

*
s,,

†
s,, ,,ˆ,,

11
ααααα LLLL

++
= , 

il se trouve que l’expression de l’ordonnancement normal (3.92) devient 

4  C’est-à-dire de mettre tous les opérateurs d’annihilation à droite, au sein de chaque terme de )ˆ,ˆ( †
ccF , sans 

prendre en compte les relations de commutation . Par exemple, nous avons cccccccc ˆˆˆˆ :ˆˆˆˆ: †††† = .  
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 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ><







−= ∫

+∞

∞−

− )(exp1exp,Φ
2

tsVdets eo

tHs

v
T ττατµ  (3.94) 

où ( ) ( )[ ] ( )∑ −+=
k

kkkskoo tiHGt ωβαωα exp, , avec kkkkb βββ =ˆ , est donc la valeur 

classique de ( )tao
ˆ , et •  devient donc l’espérance statistique classique. Avec les expressions 

des opérateurs de densité, nous constatons que la fonction classique ( )toα  est la somme d’un 

signal aléatoire amplifié et filtré classique et un bruit gaussien aussi classique. Si le filtrage 

optique est passif, la valeur classique du bruit additif du filtrage ( )tbo
ˆ  est négligeable. Alors, 

dans la limite de continuité, nous pouvons écrire 

   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫
+∞

−+=
0

exp
2

1
tiGHt asoo ωωβωαω

π
α  (3.95) 

où ( )tsα  est le signal analytique du signal à l’entrée de l’amplificateur, et ( )taβ  est une 

variable aléatoire, gaussienne circulaire complexe de moyenne nulle. Quand la bande du 

signal est suffisamment étroite, ( )taβ  devient un bruit blanc : ( ) ( ) ( )t'tNtt' ASEaa −= δββ * . 

    Malgré son apparence classique, l’expression (3.93) est un résultat tout à fait quantique. 

Cela peut être vérifié en examinant le noyau (kernel) d’intégration : ( ) 1−−τµ tHs Te . Nous allons 

ignorer le terme contenant )(tVe  dans la suite. Nous rappelons que la densité de probabilité du 

rendement classique  

 ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= ττατµ dtHtV oT

2
, (3.96) 

est la transformée de Fourier inverse de la fonction génératrice des moments : 

( ) ( )[ ]tistVf vv ,2ΦTF, 1 π−= − . Supposant tout d’abord pour la clarté que le filtrage électronique 

soit un intégrateur   

 ( )


 <

=
autrement 0,

2/ si ,1 Tt
tHT  (3.97) 

nous avons  

 ( ) ( ) ( )]1exp[,2Φ
2 tNetis T

is

v −=− − µππ , avec ( ) ( )∫
+

−

=
2/

2/

2
Tt

Tt

oT dtN ττα  (3.98) 

qui est le nombre de photon collecté durant le temps T. Nous voyons que ( )tisv ,2Φ π−  devient 

une fonction périodique de période de µ/1 . Ceci implique le rendement devient une variable 

discrète. C’est un résultat quantique reflétant clairement l’aspect corpusculaire des photons. Si 
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nous supposons de plus que la fonction ( )tNT  soit déterminée au sens classique, nous 

obtenons la probabilité suivante 

 ( ) TN
n

T e
n

N
nVP

−==
!

µ  (3.99) 

Ce n’est rien d’autre que la distribution de Poisson. Avec la fonction génératrice des moments 

(3.94), nous pouvons trouver directement les deux premiers moments comme 

 ( )tV
s

s

v =
=0d

Φd
 et ( ) ( ) ( )tVdtH

s
oT

s

v 2222

0

2

2

d

Φd
+−= ∫

+∞

∞−=

ττατµ  (3.100) 

Alors, nous trouvons l’expression générale de la variance du bruit de grenaille, qui est le 

premier terme à droite de la 2ème égalité ci-dessus. Finalement, quand le bruit de grenaille est 

négligeable, la contrepartie classique de (3.94) peut se trouver à l’aide de l’approximation 

( ) ( ) 11 <<−≈−− τµτµ
tHse T

tHs T   

et nous avons donc l’expression classique 

 ( ) ( )[ ]tsVtsv exp,Φ ≈  (3.101) 

3.3.2  Deux définitions du facteur de bruit 

Le facteur de bruit NF (Noise Factor) est utilisé pour évaluer la dégradation, menée par 

l’amplificateur, du rapport signal sur bruit SNR (Signal to Noise Ratio) [1][10][12][13] 

 
out

in

SNR

SNR
NF =  (3.102) 

Originalement, la définition du facteur de bruit a été développée pour les amplificateurs 

linéaires travaillant dans les régimes de radiofréquences et de micro-ondes [12][13]. Puisque 

dans ces régimes, les détecteurs sont linéaires en champs EM, la définition est valable après la 

détection, c’est-à-dire que nous pouvons calculer directement le facteur de bruit d’un 

amplificateur, en mesurant directement, avec un détecteur idéal, les rapports signal sur bruit  à 

l’entrée et à la sortie de l’amplificateur, inSNR  et outSNR . Cette tradition est un héritage pour 

les amplificateurs optiques.  

    Comme déjà montrée dans la section précédente, la détection optique est à priori un 

processus nonlinéaire, car le photon courrant est proportionnel au carré du champ électrique, 

ou bien plus précisément au nombre de photon arrivant sur le détecteur. Supposant que le 
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signal est dans l’état cohérent en entrée, ( ) ( )002
NN =σ , nous avons alors le rapport signal sur 

bruit à l’entrée 
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in ==
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 (3.103) 

et le rapport signal sur bruit à la sortie exprimé en fonction de (3.75) 
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Associant (3.102)-(3.104) et utilisant ( )[ ]1−= zGNN spASE , nous trouvons l’expression du 

facteur de bruit au point de vu de détection 
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Originalement défini pour évaluer la performance d’un amplificateur linéaire, le facteur de 

bruit doit être indépendant du signal. Or, l’expression (3.105) ne l’est pas et donc n’est pas en 

accord avec la standardisation IEEE [12][[3]], bien qu’elle est largement utilisée en pratique 

pour les cas où le bruit de battement ASE-ASE et le bruit de grenaille de ASE, soit le dernier 

terme de (3.105), sont négligeables grâce au gain élevé.  

    Les rapports (3.103) et (3.104) sont en fait ceux des puissances électroniques. Un choix 

pour éviter cette inconsistance est d’évaluer les rapports de puissances optiques, ou OSNR 

(Optical Signal to Noise Ratio). Les puissances optiques du signal et son bruit sont les 

sommes des celles de deux quadratures (3.5), c’est-à-dire, 

 ( ) 2
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et 
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où nous avons utilisé (3.73) et ( ) ( ) ( )0OO PzGzP =  pour la seconde ligne de (3.107). 

L’expression ci-dessus montre clairement que le bruit optique du champ est composé du bruit 

d’excès amplifié, du bruit de ASE et des fluctuations du vide. Si le signal d’entrée est dans un 

état cohérant α , nous avons  
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   ( ) ( ) 2
00 α== NPO , ( )

2

1
02 =Oσ  (3.108) 

et donc 

 ( ) ( )
2

12 += zNz ASEOσ . (3.109) 

Nous trouvons alors l’expression du facteur de bruit défini sur OSNR comme 

 
( ) ( )
( ) ( ) G

G
N

GG

N

zzP

P

OSNR

OSNR
NF sp

ASE

OO

OO

out

in 1
2

112

/

0/0
2

2 −
+=

+
===

σ

σ
 (3.110) 

ce qui est en fait équivalent à (3.105) au gain élevé. Il est nécessaire de noter que (3.110) nous 

indique qu’en effet, la limite au gain très fort du facteur de bruit d’un amplificateur linéaire et 

insensible à la phase est de spN2 . Quand l’inversion de population totale a lieu, 0→spN , la 

limite fondamentale de 3 dB est atteint.  

    L’expression (3.107) mérite plus amples développement. Dans (3.72), le dernier terme à 

droite doit s’interpréter comme le taux d’émission ou/et diffusion spontanée, non-négatif, et 

donc doit être proportionnel au coefficient d’émission ou/et diffusion stimulée. Comme, 

l’émission ou/et la diffusion stimulée est la seule source d’amplification, nous pouvons 

considérer  

 ( ) ( ) ( )zgznz sp  =β  (3.111) 

comme le coefficient d’amplification totale. Le coefficient du gain net différentiel ( )zg  doit 

donc inférieur à ( )zβ , puisqu’il y a encore de pertes dues à l’absorption, les diffusion 

Rayleigh, etc. Nous pouvons alors définir le coefficient d’atténuation totale comme 

  ( ) ( )[ ] ( )zgznz sp  1−=α   (3.112) 

Nous avons donc  

 ( ) ( ) ( )zzzg αβ −=  (3.113) 

A l’aide de (3.111), (3.112) et (3.72), nous pouvons écrire la dérivée par rapport à z de (3.107) 

sous la forme 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]zzzzzz
z

OO αβσαβσ ++−=
2

1

d

d 22  (3.114) 

Cette équation a une signification physique importante : les processus d’amplification et 

d’atténuation introduisent tous les deux du bruit dans le signal, qui n’est rien d’autre que les 



 
 

BRUITS QUANTIQUES DES AMPLIFICATEURS OPTIQUES LINEAIRES ET INSENSIBLES A LA PHASE  75 

 

fluctuations du vide, comme déjà mentionné au chapitre 1. Cette conclusion est alors en 

accord avec le théorème de fluctuation-dissipation. 

3.4  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons d’abord révisé les propriétés quantiques de base du champ 

optique. Il est intéressant de noter qu’en fait, l’état cohérent est en fait une superposition du 

champ classique et le vide quantique qui a une caractéristique gaussienne. En plus, il est à 

noter que ces propriétés d’optique quantique sont en fait basées sur une base de la description 

modale du champ optique, où les opérateurs d’annihilation et de création jouent un rôle 

central. Ensuite, nous avons étudié la relation d’entrée-sortie quantique pour les 

amplificateurs linéaires et insensibles à la phase. Nous avons vu que le bruit additif quantique 

est nécessaire pour préserver les relations de commutation des opérateurs d’enveloppe 

lentement variable normalisée, qui peuvent être localement considérés comme les opérateurs 

d’annihilation et de création.  

    Finalement, après avoir développé une formulaire pour le calcul de la fonction 

caractéristique du photo-courrant prenant en compte de l’effet quantique afin de complète 

notre discussion, nous avons comparé deux définitions du facteur de bruit. Nous avons vu que 

la définition basée sur le point de vue de la détection n’est pas en accord avec la 

standardisation IEEE. Pour la définition basée sur OSNR, il est essentiel de prendre en 

compte les fluctuations du vide dans le bruit du champ optique. D’après le théorème de 

fluctuation-dissipation, il est inévitable dans tout processus irréversible, d’amplification ou/et 

d’atténuation, que les fluctuations du vide soient couplées avec le signal. 
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Chapitre 4  

Gain et performance en bruit intrinsèque des 

Amplificateurs Raman  
 

 

 

Il est indispensable de caractériser un amplificateur en termes de gain, de bande passante et de 

performance en bruit. Dans ce chapitre, nous allons d’abord présenter d’une manière générale 

et simplifiée l’amplification Raman dans les fibres optiques en silice. Nous analyserons 

ensuite le gain des amplificateurs Raman en régime petit-signal et en régime de saturation. 

Faisant suite aux études des chapitres précédents, nous analyserons également les 

performances en bruit intrinsèque, en terme du facteur de bruit, dans le régime petit-signal. 

Nous exposerons enfin une étude sur l’impact de la saturation et de la nonlinéarité sur la 

génération du bruit intrinsèque. Il est à mentionné que, dans ce chapitre, nous ignorerons la 

rétrodiffusion Rayleigh et les impacts de bruits classiques de pompe, qui font l’objet des deux 

chapitres suivants. 

4.1 Présentation simplifiée de l’amplification Raman dans les 
fibres optiques à silice 

 

(a)     (b) 

Figure 4.1 – Représentations schématiques des diffusions Raman Stokes (a) et anti-Stokes (b). 
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Au chapitre 2, nous avons établi un modèle quantique de l’amplification Raman dans les 

fibres optiques en silice, dont le mécanisme physique est la diffusion Raman stimulée. Nous 

pouvons considérer, pour simplifier, que cette diffusion inélastique résulte de la modulation 

de la lumière incidente par les vibrations moléculaires du milieu. D’un point de vue quantique 

simplifié, la diffusion Raman peut être représentée, comme illustré sur la figure 4.1, par la 

coexistence de deux phénomènes. Le premier est le rougissement de la lumière incidente, ou 

la diffusion Raman Stokes, où un photon de pompe pωh  est diffusé, en créant un photon 

signal sωh  de fréquence inférieure à celle de pompe et un phonon optique )( sp ωω −h . Le 

deuxième est le bleuissement de la lumière incidente, ou la diffusion Raman anti-Stokes, qui 

est le processus inverse de la diffusion Raman Stokes. Avec une probabilité proportionnelle 

au nombre de phonon qn , dont la valeur typique est de 0.13 comme déjà montré au chapitre 2, 

la diffusion Raman anti-Stokes est bien mois probable que celle Stokes ayant une probabilité 

proportionnelle à qn+1 . C’est d’ailleurs la raison pour laquelle l’amplification Raman est 

intrinsèquement de faible bruit, comme nous allons voir dans ce chapitre.     

    A partir des résultats du chapitre 2, un développement des équations de propagation des 

puissances optiques est exposé au chapitre 6, où la dépendance en polarisation est prise en 

compte. Si la pompe Raman est dépolarisée, à partir de (6.14), les équations d’évolution 

stationnaire de ces puissances classiques peuvent être trouvées sous la forme [1][2] 

 ssspR

s PPPC
z

P
α−=

d

d
 (4.1) 

 ppspRsp

p
PPPC

z

P
αη −−=±

d

d
 (4.2) 

où sP  et pP  sont les puissances moyennes du signal et de pompe, sα  et pα  sont les 

coefficients d’atténuation de la fibre, respectivement à la longueur d’onde de signal sλ  et à la 

longueur d’onde de pompe pλ , et pssp λλη /= . Le signe ± rend compte de la configuration 

de pompage, et celui négatif concerne le pompage contra-directionnel. Le coefficient du gain 

Raman effectif RC  est défini comme effRR AgC 2/= , où le facteur 1/2 rend compte l’effet de 

dépolarisation, effA  est la surface effective du mode définie par (6.6) en prenant en compte le 

recouvrement et le confinement de la pompe et du signal, et Rg  est l’efficacité Raman de co-

polarisation (celle de polarisation orthogonale est tout à fait négligeable) dépendante du type 

(dopant) de fibre ainsi que de l’écart fréquentiel entre la pompe et le signal. Pour le silice 

pure, la valeur maximale de l’efficacité Raman de co-polarisation est typiquement d’environs 

6×10
-14

 m/W [1], ce qui correspond à un coefficient de gain Raman effectif d’environs 0.4 W
-

1
km

-1
 pour les fibres standards monomodes ayant une surface effective de 80 µm

2
. Sur la 

figure 4.2, un exemple de l’efficacité Raman de co-polarisation normalisée est présenté en 

fonction de l’écart fréquentiel entre la pompe et le signal. Nous voyons que le pic de 

l’efficacité Raman est décalé d’environ 13.2 THz par rapport à la longueur d’onde de pompe, 
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ce qui représente une centaine de nanomètres, pour une longueur d’onde de pompe de 

1450 nm. De plus, l’efficacité Raman possède un spectre très étendu, plus de 40 THz soit 

280 nm pour pλ  = 1450 nm. Ceci est dû au fait que les verres de silice sont les matériaux 

amorphes, dont le spectre de la densité modale de vibration (phonon), différent que celui des 

matériaux cristallins, constitue d’un continuum à cause de l’absence d’ordre à moyennes et 

longues distances. C’est grâce à ce fait, les fibres optiques à silice peuvent être transformées 

en amplificateurs de large bande [1]. 

 

Figure 4.2 – Efficacité Raman de co-polarisation normalisée pour le verre de silice. 

    Pour transformer une fibre optique de transmission en un milieu amplificateur, il suffit 

donc d’injecter une pompe laser Raman dans la fibre en même temps que les signaux à 

transmettre. Puisque, comme nous avons montré au chapitre 2, la diffusion Raman est 

insensible au sens de propagation de la pompe par rapport au signal, la pompe peut être 

injectée soit co- soit contra-directionnellement. Quand il n’y a qu’une seule pompe Raman 

quasi-monochromatique injectée, ce sont les configurations de pompage simple co- ou contra-

directionnel. Evidemment, les équations (4.1) et (4.2) ne sont valides que pour ces 

configurations de pompage simple. Il existe d’autres configurations de pompage où plusieurs 

pompes Raman différentes sont utilisées, dont la plus simple est celle de pompage 

bidirectionnel où deux pompes Raman contra-propagatives sont utilisées. La configuration 

plus élaborée est celle de multi-pompage avec plusieurs pompes de longueurs d’onde et sens 

de propagation différents. Dans cette dernière configuration de pompage, la distribution du 

gain Raman peut devenir plus uniforme spectralement et spatialement, grâce à la distribution 

bidirectionnelle des pompes de différentes longueurs d’onde et l’interaction entre pompes. 

Une modification relativement simple, que nous n’allons pas exposer ici, doit s’effectuer sur 

(4.1) et (4.2). Comme nous allons voir, les caractéristiques de bruit et de saturation de gain 
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sont bien différentes en fonction de la configuration de pompage. Dans cette thèse, seules les 

configurations de pompage simple et bidirectionnel sont évoquées. 

4.2 Gain des amplificateurs Raman 

Le gain net, netG , des amplificateurs Raman est définit comme le rapport des puissances 

optiques moyennes de signal d’entrée et de sortie d’amplificateur. Cette notion de gain net 

prend en compte le gain apporté par la diffusion stimulée Raman ainsi que l’atténuation de la 

fibre. Il est donc nécessaire d’étudier l’évolution des puissances moyennes de la pompe pP  et 

du signal sP . Il est à noter que la puissance de pompe est couplée à la puissance signal via le 

terme de déplétion de pompe, le 1
er

 terme à droite de (4.2). Cette remarque est importante car 

le régime de saturation dépend directement de la déplétion de la pompe reliée à la puissance 

du signal.   

4.2.1 Gain en régime petit signal 

Dans le régime petit signal ou régime de gain linéaire, le terme de déplétion de la pompe est 

négligeable devant l’atténuation. Ainsi, la puissance de pompe subit une propagation de type 

linéaire, et la distribution de puissance de pompe s’exprime par l’équation suivante  
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pp

pePzP
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= 0)(  ou 
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zL

pp

pePzP
−−

=
α

 (4.3) 

pour les pompages co- et contra-directionnel, respectivement. Dans ces deux expressions, L 

est la longueur de la fibre et 0pP  correspond à la puissance de pompe injectée dans la fibre. En 

combinant (4.3) et (4.1), la puissance de signal peut être obtenue analytiquement, et le gain 

net de l’amplificateur Raman est alors directement obtenu à la sortie de fibre. Les expressions 

pour les deux configurations de pompage sont identiques et données par  

 ( ) ( )
ReffpRs
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s
net AGLPCL
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0

expexp
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α  (4.4) 

où 0sP  représente la puissance du signal injectée d’entrée de l’amplificateur Raman, 

( )LA sα−= exp  correspond à l’atténuation de la fibre et RG  est le gain Raman, appelé en 

anglais gain on-off, et défini comme le rapport des puissances de signal en présence et en 

absence de la pompe Raman. En régime petit signal, la longueur effective de l’amplificateur 

est donnée par 
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Selon le type de fibre de transmission considéré, le gain Raman dépend du coefficient 

d’absorption de la pompe et de l’efficacité de gain de la fibre. La figure 4.1 illustre le gain 

Raman pour différents types de fibre de transmission en fonction de la puissance de pompe 

injectée. Le lien de transmission considéré est constitué de 100 km de fibre. Le gain Raman 

est limité à une valeur de 30 dB car, d’un point de vue pratique, la saturation de gain 

interviendra au dessus de cette valeur (voir section 4.1.2). La fibre TrueWave qui est une 

nouvelle génération de fibre optique présente le meilleur rendement gain/puissance. Cela est à 

comparer avec la fibre SMF-G652 qui est la fibre de transmission standard actuellement 

déployée sur la grande majorité de réseaux optiques.  

 

Figure 4.1 - Gain on/off en régime petit-signal pour différents types de fibre de transmission. 

Le lien de transmission considéré est constitué de 100 km de fibre. 

4.2.2 Gain en régime de saturation 

La saturation de gain intervient lorsque la puissance signal devient trop élevée dans la fibre 

optique pour considérer que la pompe s’y propage linéairement. Autrement dit, le terme de 

déplétion de la puissance de pompe n’est plus négligeable devant l’atténuation de la fibre. La 

saturation de gain a une influence sur la longueur effective effL  définie par l’équation (4.5) et 

se trouve réduite, diminuant ainsi la valeur du gain Raman. En effet, puisque les solutions de 

(4.2) peuvent s’écrire alors formellement, respectivement, sous les formes 
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nous voyons que les intégrations de ces puissances sont toujours inférieures à leurs contre-

parties en régime petit signal (4.3). Afin de compléter l’étude sur la saturation de gain, il est 

nécessaire d’envisager un modèle numérique de propagation des puissances pompe et signal 

correspondant au modèle (4.1) et (4.2). Ce modèle a été implémenté sous le logiciel de 

programmation MATLAB avec l’aide de la méthode numérique ODE45 pour la configuration 

de pompage co-directionnel, et la méthode numérique BVP4C pour la configuration de 

pompage contra-directionnel exposée dans l’annexe B.  

 
                                               (a)                                                     (b) 

 
(c) 

Figure 4.2 - Résultats de simulation sur la saturation de gain pour un amplificateur Raman 

composé de 100 km de fibre : (a) Gain net en fonction de la puissance de pompe injectée pour 

le co-pompage ; (b) Gain net en fonction de la puissance de pompe injectée pour le contra-

pompage ; (c) Gain Raman en fonction de la puissance de signal injectée, où la puissance de 

pompe injectée donne un gain Raman de 20 dB en régime petit-signal. Les paramètres de 

simulation : ps /α  = 0.2 / 0.26 dB/km, ps /λ = 1450 / 1550 nm et CR = 0.5 W
-1

.km
-1

. 
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    Les résultats de simulation sont présentés sur la figure 4.2. Il apparaît clairement que plus 

la puissance du signal d’entrée est élevée, plus la saturation est importante. Il est à noter que 

la courbure de saturation est d’autant plus marquée que la puissance de pompe est élevée. 

Cela traduit le fait que, plus le gain Raman est élevé, plus la puissance de saturation d’entrée 

est faible. Elles montrent aussi que les gains saturés des deux configurations ne sont plus 

identiques et que le pompage contra-directionnel est moins sensible à la saturation. Dans le 

cas présenté sur la figure 4.2-(c) par exemple, pour un gain Raman de 20 dB, permettant de 

compenser globalement l’atténuation de la fibre, la puissance de saturation d’entrée est plus 

élevée de plus de 10 dB dans le cas contra-directionnel par rapport au cas d’un pompage co-

directionnel. Cela se comprend bien par le fait que l’énergie totale du signal dans la fibre est 

beaucoup plus élevée dans la configuration de pompage co-directionnel que dans celle contra-

directionnelle, comme illustré sur la figure ci-dessous. 

 

Figure 4.3 - Illustration  schématique des distributions de la puissance de signal dans les deux 

configuration. 

4.3  Facteur de bruit des amplificateurs Raman  

Dans le chapitre précédent, nous avons démontré que tout amplificateur optique linéaire et 

insensible à la phase nécessite la considération de source de bruit additionnel. En régime 

petit-signal, les amplificateurs Raman font partie de cette famille d’amplificateurs et, donc, 

n’échappent pas à ce constat.  

4.3.1  Expression de facteur de bruit des amplificateurs Raman 

D’après le chapitre précédent, nous pouvons tout d’abord normaliser l’enveloppe lentement 

variable du signal, se propageant dans la direction de Z positive, sous la forme  

 ( ) ( ) ,ˆ ,ˆ
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0 ω
ε

ωπ
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cn
zA ss

h
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L’opérateur sâ  peut alors être considéré comme celui d’annihilation du signal. Négligeant la 

nonlinéarité de type Kerr, nous pouvons trouver à partir de (2.67) ou (2.72) l’équation 

d’évolution  

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωω ,ˆ,ˆ
2

1
,ˆ zfzazgza ssz +=∂  (4.8) 

où ( ) ( )
spR zPCzg α−= , dont la dépendance fréquentielle est négligée. Les corrélations des 

forces de Langevin peut également être trouvées, à partir de (2.86) et (2.87), sous la forme   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121111122

† ,ˆ,ˆ zzzgznzfzf g −−= δωωδωω  (4.9) 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )21211122

†

11 1,ˆ,ˆ zzzgznzfzf g −−+= δωωδωω  (4.10) 

avec 

 ( ) ( ) ( )zgzPCnn pRqg

11 −+−=  (4.11) 

où qn  est le nombre moyen des phonons optiques, typiquement 13.0≈qn  au maximum du 

coefficient d’amplification Raman et à 300 K.  

    Le modèle (4.8) néglige en fait la déplétion de pompe. Ceci est nécessaire pour établir une 

expression du facteur de bruit qui soit indépendante du signal. Ainsi, les résultats du chapitre 

précédent sont directement applicables aux amplificateurs Raman. Le facteur de diffusion 

Raman spontanée est donc 

  ( ) ( ) ( )zgzPCnnn pRqgsp

11 −+=−=  (4.12) 

et l’équation d’évolution du flux moyen du photon signal s’écrit sous la forme   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zPCnzNzgzN
z

pRqss ++= 1
d

d
 (4.13) 

Alors, nous pouvons trouver le flux du photon ASE sous la forme 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
( )∫++−+=

z

qsqASE x
xG

zG
nzGnzN

0

d 11 1 α  (4.14) 

Faisant appel à (3.110), nous trouvons le facteur de bruit, défini à partir de l’OSNR, des 

amplificateur Raman de longueur L comme 

 
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )∫++
−

++=
+

=
L

qsq
ASE x

xG
n

LG

LG
n

LGLG

LN
NF

0

d
1

12
1

12
112

α  (4.15) 
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D’après la discussion du chapitre précédent, nous pouvons également trouver les coefficients 

d’amplification totale et d’atténuation totale des amplificateurs Raman comme 

 ( ) ( ) ( )zPCnz pRq+= 1β  et ( ) ( )zPCnz pRqs += αα  (4.16) 

Comme il l’a déjà souligné [3], les significations physiques de ces deux expressions sont 

claires : l’amplification totale dans les amplificateurs Raman est en effet la diffusion Raman 

Stokes stimulée, et comme ce processus crée des phonons, le taux de diffusion Raman Stokes 

doit être proportionnel à qn+1  [3][4]; le deuxième terme du coefficient d’atténuation totale 

provient de la diffusion Raman anti-Stokes, et comme ce processus consomme des phonons, 

le taux de diffusion Raman anti-Stocks doit être proportionnel à qn [3][4].  

    Le dernier terme à droite de (4.15) dépendant de la distribution du gain, le schéma de 

pompage peut donc influencer le facteur de bruit des amplificateurs Raman de manière 

significative. En fait, pour une valeur donnée du gain Raman, le gain net et de l’atténuation, 

un schéma de pompage co-directionnel permet de minimiser l’accumulation de bruit par 

rapport au cas du pompage contra-directionnel. Sur la figure 4.4, sont présentées, en 

pompages co- et contra-directionnels et pour trois valeurs différentes du gain Raman, les 

évolutions de la population du niveau haut virtuel définie par (2.90), du gain net et de la 

variance du champ optique. La portée de transmission considérée est composé de 100 km de 

fibre SMF avec une atténuation globale à 20 et 25 dB, aux longueurs d’onde signal et pompe, 

respectivement. D’un point de vue système, l’avantage du schéma de pompage co-

directionnel s’explique par le fait que le schéma de pompage contra-directionnel ressemble à 

une solution de post-amplification (amplification après la transmission), alors que le schéma 

de pompage co-directionnel se rapproche plutôt d’un système avec pré-amplification 

(amplification avant la transmission). En effet, dans ces figures, nous voyons que, dans le 

schéma de pompage co-directionnel, l’inversion de population virtuelle a lieu dans les 

premières dizaines kilomètres de fibre, et que le bruit ASE est ainsi d’abord accumulé et puis 

atténué ; tandis qu’au schéma de pompage contra-directionnel, ce sont les dernières dizaines 

kilomètres de fibre où se situe l’inversion de population, et où le bruit ASE est accumulé sans 

être atténué ultérieurement de manière significative. Cela explique la différence d’environ 10 

dB sur la puissance de bruit ASE (le nombre de photon ASE plus 1/2, voir (3.109)) en sortie 

des deux schémas de pompage.   
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Figure 4.4 – Evolutions de la population du niveau haut virtuel, du gain net et de la variance 

du champ optique pour un span de transmission de 100 km de fibre SMF dont les atténuations 

globales sont estimées à 20 et 25 dB, aux longueurs d’onde signal et pompe, respectivement. 

Trois valeurs du gain Raman sont considérées et marquées sur les figures, dont 0 dB 

correspond à l’absence de pompe Raman. 



 

 

GAIN ET PERFORMANCE DE BRUIT INTRINSEQUE DES AMPLIFICATEURS RAMAN 87 

 

    Le facteur de bruit du même pas de transmission est représenté sur la figure 4.5, en fonction 

du gain Raman généré co- et contra-directionnellement. Le schéma de pompage co-

directionnel apparaît clairement beaucoup plus avantageux, au niveau du facteur de bruit. 

Pour des valeurs du gain Raman inférieures à 5 dB, le facteur de bruit en co-pompage est 

toujours inférieur à 20 dB, ce qui correspond au le facteur de bruit de la fibre passive, alors 

que le facteur de bruit en contra-pompage est légèrement supérieur à cette valeur. Toutefois, à 

partir du moment où le gain Raman dépasse 5 dB, ces deux schémas de pompage présentent 

un intérêt certain. Selon (4.51), la limite du facteur de bruit des amplificateurs Raman pour les 

hautes valeurs de gain Raman est de ( ) 26.212 ≈+ qn , soit 3.5 dB au maximum du coefficient 

d’amplification Raman et à 300 K. D’un point de vue pratique, les valeurs très hautes de gain 

Raman ne sont pas souhaitables. Une raison importante est l’effet de la double rétrodiffusion 

Rayleigh devient très important pour les hautes valeurs de gain Raman. Nous discuterons ce 

point au chapitre suivant. 
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Figure 4.5 - Facteur de bruit en fonction du gain Raman, l’amplificateur Raman est composé 

du même span de fibre que dans la figure 4.4 et pompé co- ou contra-directionnellement.  

4.3.2  Notion de facteur de bruit équivalent et vérification expérimentale 

Pour les fibres de transmission, la distribution de gain est un avantage incontestable de 

l’amplification Raman. Pour se rendre compte de cet avantage, il suffit de comparer le facteur 

de bruit d’une liaison de transmission avec amplification Raman distribué à une liaison de 

transmission classique avec amplification localisée, de type EDFA par exemple. De cette 

comparaison, il découle alors la notion de facteur de bruit équivalent NFeq. La figure ci-après 

illustre cette notion. 
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    Considérons une liaison de transmission utilisant la post-amplification localisée, comme 

montre la figure à droite ci-dessus, où l’atténuation de la fibre est A, inférieur ou égal à 1. 

Cherchons un amplificateur localisé en fin de ligne de facteur de bruit eqNF , conduisant au 

même bruit total et au même gain net que le lien utilisant l’amplification distribuée. Utilisant 

la formule de cascadage du facteur de bruit, appelée comme la formule de Friis [3][5], nous 

obtenons  

 

totaleq

eqeq

total

NFANF

A

NF

A

NF

AG

NF
NFNF

⋅=⇒

=
−

+=
−

+=
111

1

2
1

 (4.17) 

 

 

Figure 4.7 - Comparaison entre théorie et expérimentation du facteur de bruit équivalent d’un 

amplificateur Raman contra-directionnel constitué de 100 km de fibre SMF G-652. 

Paramètres : ps /α = 0.2/0.263 dB/km, ps /λ = 1450/1555 nm et CR = 0.42 W
-1

km
-1

. 

La figure 4.6, nous montre alors que le facteur de bruit équivalent exprimé en décibel est 

négatif, dès que le gain Raman dépasse 2 dB en pompage contra-directionnel. Dans le cas 

d’un pompage co-directionnel, le facteur de bruit équivalent est toujours négatif. Cette 

Amplification 

localisée 

A 
NFeq 

Amplification 

distribuée 

Figure 4.6 - Différents liens de transmission 



 

 

GAIN ET PERFORMANCE DE BRUIT INTRINSEQUE DES AMPLIFICATEURS RAMAN 89 

 

négativité du facteur de bruit équivalent montre de l’intérêt d’une solution d’amplification 

distribuée par rapport à une architecture de transmission avec amplification localisée en bout 

de transmission. La configuration de pompage co-directionnel profite d’un meilleur facteur de 

bruit que la configuration de pompage contra-directionnel. Cela revient à illustrer la formule 

de cascadage du facteur de bruit qui préconise un facteur de bruit minimum dès que le 

premier étage est constitué d’un amplificateur caractérisé par un faible facteur de bruit avec 

un fort gain. La figure 4.7 montre un bon accord entre l’expérience et la simulation du facteur 

de bruit [6]. La méthode de mesure est basée sur l’utilisation d’un analyseur de spectre 

optique permettant de mesurer la puissance d’émission spontanée. 

4.4  Impact de la saturation de gain et de la nonlinéarité sur la 
génération de bruit intrinsèque 

Dans la section précédente, nous n’avons pris en compte ni la saturation de gain, ni la 

nonlinéarité de Kerr des fibres. Bien que le facteur de bruit soit suffisant pour caractériser la 

performance en bruit intrinsèque des amplificateurs Raman travaillant en régime petit signal, 

il est évidemment nécessaire de caractériser également la génération du bruit intrinsèque en 

régime de saturation de gain pour comprendre l’impact de la nonlinéarité de Kerr sur cette 

génération. La notion de facteur de bruit est alors plus adaptée. 

4.4.1  Modèle et solution 

Pour ce faire, nous devons établir un nouvel modèle de propagation, car en présence de la 

saturation de gain et la nonlinéarité de Kerr, les résultats obtenus dans le chapitre précédant 

sur les amplificateurs linéaires et insensibles à la phase ne sont plus applicables. D’après le 

chapitre 2, nous proposons de modéliser la propagation des champs de signal et de pompe par 

les deux équations différentielles couplées comme suivantes  
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ββ
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ββ

 (4.18) 

où κ  est le coefficient Kerr et µf̂  est la force de Langevin quantique. Puisque µâ  est 

normalisé de telle manière que µµaa ˆˆ†  représente le flux des photons, le coefficient Raman 

effectif RC  est en fait aussi normalisé. Dans ce modèle, l’ordre des opérateurs quantiques est 

ignoré, car nous allons ensuite linéariser ces deux équations. Il est à noter qu’il est 

indispensable de prendre en compte la dispersion du 2
ème

 ordre, sans laquelle l’impact de la 

nonlinéarité de Kerr ne peut pas être reflété.  
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    Supposant que les champs de pompe et de signal soient quasi-classiques, nous pouvons 

décomposer les opérateurs comme  

 µµµ aAa ˆˆ ∆+=  (4.19) 

où µA  et µâ∆  sont, respectivement, la partie classique et les fluctuations quantiques. Cette 

dernière est supposée très petite devant la partie classique. En plus, nous supposons que µA  

ne dépend que de z, afin d’effectuer une analyse de petit signal [7][8]. Les forces de Langevin 

quantiques aux fréquences de signal et de pompe peuvent ainsi s’écrire au 1
er

 ordre comme  

 †

,
ˆˆˆ qAff psLs +=  et qAff spLp

ˆˆˆ
, +=  (4.20) 

où µ,
ˆ
Lf  est lié à l’atténuation linéaire et q̂  est l’opérateur de phonon. Le flux des photons 

peuvent aussi se décomposer comme 

 µµµµ NNaa ˆˆˆ † ∆+= ,  avec
2

µµ AN =  (4.21) 

qui est la partie classique et  

 †* ˆˆˆ
µµµµµ aAaAN ∆+∆=∆  (4.22) 

qui est la partie de fluctuations quantiques approximée au 1
er

 ordre. Cette dernière est 

justement ce que nous allons étudier dans la suite. En plus de (4.22), nous avons également 

besoins d’introduire les trois opérateurs hermitiens définis comme suivants  

( )µµµµµ aAaAiM ˆˆˆ *† ∆−∆=∆ , †*

,
ˆˆˆ

µµµµµ fAfAFN ∆+∆=  et ( )µµµµµ fAfAiFM
ˆˆˆ *†

, ∆−∆=  

  (4.23) 

Il est à noter que µM̂∆  est en fait en quadrature avec µN̂∆ . Remplaçant (4.20)-(4.23) dans 

(4.18), gardant les termes au 1
er

 ordre et effectuant la transformé de Fourier, nous trouvons 

l’équation vectorielle suivante 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω ,ˆ,ˆ,,ˆ zzzzz FVHV +=∂  (4.24) 

avec 
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où sppps e βββ −= , 0/ µµµ NNG =  et ( )00 == zNN µµ . Les distributions des flux de photons 

classiques peuvent se calculer par 

 
( )

( ) ppsRppz

sspRsz

NNCeN

NNCN

α

α

+−=

−=

d

d
 (4.28) 

tout comme dans la section 4.1 pour les puissances moyennes.  

    L’équation différentielle (4.24) étant linéaire et du 1
er

 ordre, sa solution peut s’écrire 

formellement sous la forme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
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1 ,ˆ,,0ˆ,,ˆ ωωωωω FUVUV  (4.29) 

où la matrice d’évolution est définie comme 

 ( ) ( ) ( )ωωω ,,, zzzz UHU =∂ , avec ( ) IU =ω,0  (4.30) 

Nous pouvons écrire (4.29) plus explicitement comme  
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Nous avons alors 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]ωωωωωωω ,ˆ,0ˆ,,ˆ,0ˆ,,ˆ LLLLL ppspsssss BVUBVUV +++=  (4.32) 

Pour le pompage co-directionnel, c’est donc l’expression finale. Pour le pompage contra-

directionnel, une étape en plus est nécessaire car ( )ω,0ˆ
pV  n’est pas les valeurs d’entré de la 
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pompe contra-directionnelle. L’expression finale pour le contra-pompage peut être facilement 

trouvée comme    

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )ωωωωωωω ,,,,,0,, 1
LLLLLL pppspsss VUUBVTV −++=  (4.33) 

avec 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωωωω ,,,,, 1
LLLLL psppspss UUUUT −−=  (4.34) 

4.4.2  Corrélations quantiques 

Nous supposons que le signal et la pompe sont dans les états cohérents en entrée. Alors, 

puisque toutes les propriétés quantiques proviennent des fluctuations quantiques, nous avons 

en entrée les relations suivantes 

 ( ) ( ) 0ˆ
0 =∆ ωαω µµa  et ( ) ( )[ ] ( )''aa ωωδδωω λµµλ −=∆∆ †ˆ,ˆ  (4.35) 

Nous pouvons ainsi trouver 

( ) ( ) ( )'N'NN ωωδδωω µλµµλ −=∆∆ 0
00 ˆˆ , ( ) ( ) ( )'N'MM ωωδδωω µλµµλ −=∆ 0

00 ˆˆ  

  et ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'NiN'M'MN ωωδδωωωω µλµλµµλ −=∆∆−=∆∆ 00
000 ˆˆˆˆ  (4.36) 

ou encore sur les formes plus compactes 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
i

i
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Pour la pompe contra-directionnelle, nous devons écrire (4.37) comme  
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De la même manière, nous pouvons trouver à partir de (4.20) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωωδδωω ,,ˆ,ˆ †
z'z'z'z'z FFCFF −−=  (4.39) 

avec 
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  (4.40) 

Nous avons donc 
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et finalement 

 ( ) ( ) ( ) ( )'L'LL sVVss ωωδωωω −= ,,ˆ,ˆ
,

† CVV  (4.42) 

avec 
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pour le co-pompage, et   
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pour le contra-pompage. Dans (4.43) et (4.44), nous avons supposé que le signal et la pompe 

ne sont pas corrélés en entrée. 
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4.4.3  Densité spectral de puissance du bruit du flux de photon 

Avec les fonctions de corrélation de la section précédente, nous pouvons maintenant calculer 

la densité spectrale de puissance de bruit du flux de photons à la sortie 

 ( ) ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]
11  ,

2   ,ˆ,ˆTF, ωωτω sVVsssN LGtLNtLNLS C=∆+∆=  (4.45) 

Les expressions (4.43) et (4.44) nous montrons qu’il y a trois sources de bruits : le bruit du 

signal d’entrée, le bruit de la pompe d’entrée et le bruit intrinsèque généré au cours 

d’amplification. En générale, la densité spectrale de puissance de bruit du flux de photons du 

signal est fonction de fréquence et dépend des puissances signal et pompe injectées. Si nous 

définissons le bruit relatif d’intensité (RIN) de flux de photons comme 

 ( ) ( ) ( )zNzSzRIN sN

2/,, ωω =  (4.46) 

les performances de l’amplificateur optique peuvent s’évaluer par la fonction de dégradation 

de RIN définie comme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωωωω ,0/,,0/,, 2

NsN SzGzSRINzRINzNF ==  (4.47) 

Il est à noter que si l’entrée est dans l’état cohérent pur, la limite en régime petit-signal de 

cette fonction n’est rien d’autre que le facteur de bruit, constant en fonction de la fréquence. 

Cette fonction de dégradation de RIN à la sortie de l’amplificateur peut alors se calculer en 

utilisant (4.45), où le gain et la matrice de corrélation ( )ωsVV ,C  peut être obtenus 

numériquement. 

    La figure 4.8 montre les résultats d’une simulation numérique pour un amplificateur Raman 

en co- et contra-pompage, constitué de 100 km de fibre SMF. Le signal et la pompe sont 

supposés dans des états cohérents purs pour simplifier, et la puissance de pompe injectée est 

ajustée chaque fois pour avoir un gain net de 0 dB. Aux bases fréquences, la figure 4.8 montre 

clairement que le bruit quantique du signal de sortie est comprimé à cause de la saturation. 

Cet effet de compression de bruit est fonction de la fréquence et disparaît aux hautes 

fréquences, lorsque l’effet de "walk-off " entre le signal et la pompe devient important. En 

effet, oscillant très rapidement, les éléments de matrices contenant )exp( zi psωβ  dans (4.27), 

qui sont justement responsables du couplage pompe-signal, devient en moyenne nulle. Dans 

ces figures, nous voyons que la largeur spectrale de compression de bruit co-directionnelle est 

bien plus large que dans le cas contra-directionnel. Typiquement, cette largeur est d’ordre de 

quelques mégahertz pour le co-pompage, contre quelques kilohertz pour le contra-pompage. 

Cette différence se comprend bien par le fait que le paramètre de "walk-off ", psβ , est très 

différent pour les deux schéma de pompage. Ce point sera à nouveau discuté au chapitre 6, où 

le transfert de RIN [9] sera évoqué. La profondeur de compression est elle aussi très différente  
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(a) (b) 

 

(a) (b) 

Figure 4.8 - Fonction de dégradation de RIN en fonction de la fréquence (a)(b) en logarithme 

et (c)(d) linéaire, pour un pas de 100 km d’amplificateur Raman en configuration de (a)(c) co- 

et (b)(d) contra-pompage. Gain net est maintenu à 0 dB. Paramètres : λs/p = 1555 / 1455 nm, 

αs/p= 0.20 / 0.26 dB/km, CR = 0.69 km
-1

.W
-1

, vitesse de signal = 2×10
8
 km/s et dispersion = 

15 ps.nm
-1

.km
-1

. 

pour les deux pompages. Nous voyons que pour le pompage co-directionnel, la dégradation 

de RIN peut descendre au-dessous de la limite quantique de 3dB. Ceci est bien la preuve que 

l’amplificateur n’est plus linéaire et insensible à la phase. Tandis que pour le pompage contra-

directionnel, la compression est toujours très faible même pour une puissance de signal 

d’entrée de 10 dBm. Cette différence peut s’expliquer par le fait que la pompe contra-

directionnelle est bien plus résistante à la saturation et la nonlinéarité que la pompe co-

directionnelle, comme déjà montré dans la section 4.1. A hautes fréquences, la fonction de 

dégradation de RIN commence à osciller. Ce comportement oscillatoire est dû à la 

nonlinéarité de fibre accompagnée de la dispersion, qui convertissent le bruit de phase en 

bruit d’amplitude [7][8], ou bien échange les bruits des quadratures. Le dernier point à noter 
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est que, comme le montré clairement sus la figure 4.8, les impacts de la saturation de gain et 

de la nonlinéarité sont pratiquement désassociés.  

4.5  Conclusion 

Quand les pertes optiques sont négligeables devant l’amplification Raman, l’inversion de 

population virtuelle est environ 0.9, ce qui rend les amplificateurs Raman intrinsèquement de 

faible bruit. En plus de la bande passante très large et extensible, les amplificateurs Raman 

sont très avantageux au niveau du facteur de bruit grâce à la distribution du gain. Avec les 

analyses présentées dans ce chapitre, nous voyons que la configuration de pompage co-

directionnel est plus avantageuse au niveau du facteur de bruit, mais aussi plus sensible à la 

saturation de gain. Finalement, nous avons pu étudier les impacts de la saturation et de la 

nonlinéarité sur la génération du bruit intrinsèque. Il est clair que les bruits intrinsèques sont 

comprimés par la saturation et la nonlinéarité. Cet effet de compression dépend de la 

fréquence et est bien plus important dans la configuration de pompage co-directionnel, où non 

seulement le niveau de la puissance de signal est plus élevé, mais aussi le temps d’interaction 

entre la pompe et le signal est bien plus long.  
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Chapitre 5  

Rétrodiffusion Rayleigh  

dans les Amplificateurs Raman 
 

 

 

Il est bien connu que la diffusion Rayleigh est due aux inhomogénéités aux échelles bien 

inférieures aux longueurs d’onde optiques. Dans les fibres optiques, à part diffuser le champ 

guidé en dehors de fibre en engendrant la perte de diffusion Rayleigh, elle peut aussi diffuser 

une petite portion du champ guidé dans la direction opposé de celui-ci, en engendrant la 

phénomène de la rétrodiffusion Rayleigh [1][2]. Si une portion rétrodiffusée du signal 

transmis est rétrodiffusée de nouveaux, c’est donc la double rétrodiffusion Rayleigh (DRB, 

Double Rayleigh Backscattering). Un copie de signal décalée aléatoirement en temps et en 

espace, le bruit DRB est une source de bruit qui s’interfère avec le signal au niveau du 

récepteur et donc engendre la diaphotie (Crosstalk) [3][4]. Bien que ce processus de multi-

rétrodiffusion puisse se poursuivre, il est en pratique suffisant de prendre en compte 

seulement la DRB  

    La rétrodiffusion Rayleigh peut engendrer de pénalités majeures dans les systèmes 

déployant l’amplification Raman distribuée. En effet, non seulement la DRB du signal est 

renforcée par l’amplification compensant l’atténuation distribuée, mais aussi le bruit 

intrinsèque engendré dans la sens inverse de transmission est rétrodiffusé et amplifié. Dans ce 

chapitre, nous allons d’abord étudier le modèle de propagation obtenu dans le chapitre 2. 

Ensuite, la biréfringence de fibre négligée dans ce modèle, sera prise en compte, et un modèle 

plus complet sera présenté et étudié. Finalement, nous allons analyser l’impact combiné du 

bruit de DRB et ASE sur les performances des systèmes. 
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5.1  Modèles de propagation     

Nous avons obtenu dans le chapitre 2, les équations de propagation pour les opérateurs à 

enveloppe lentement variable (2.76) dans les directions positive et négative. Dans ce chapitre, 

nous travaillerons avec les variables classiques.  

5.1.1  Rappels et coefficient différentiel de rétrodiffusion Rayleigh 

Négligeant l’effet Kerr, nous réécrivons les équations de propagation des deux enveloppes 

lentement variables contra propagative comme ci-dessous  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tzFtzAztzAzgtzA
i

tzFtzAztzAzgtzA
i
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2
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2
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2
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∂−∂+∂

ρββ

ρββ

 (5.1) 

où ( ) ( )
spR zPCzg α−=  et ( )zρ  est le coefficient différentiel de diffusion Rayleigh. Il est 

nécessaire à mentionner que nous pouvons d’ores et déjà supposer que la bande des signaux 

est suffisamment petite pour que certaines dépendances fréquentielles soient négligeables. 

Nous normalisons ici les fonctions d’enveloppe de telle façon que les modules carrés des 

fonctions d’enveloppe 
2

±A  représentent les puissances des signaux se propageant dans les 

deux sens. Les deux forces de Langevin classiques sont alors les variables aléatoires 

gaussiennes complexes circulaires (CCG Circular Complex Gaussian) de moyenne nulle. 

Comme nous avons dit au chapitre 2, les deux bruits blancs sont non-corrélés et donc 

indépendants, et leurs fonctions de corrélation s’écrivent comme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212101122

* 1,,   zzttzPCntzFtzF pRq −−+=±± δδωh  (5.2) 

    Nous rappelons également que le coefficient différentiel de rétrodiffusion Rayleigh est lié 

aux fluctuations β∆  de la constante de propagation, par la relation  

 ( ) ( ) ( )ziziz ωββωρ 2exp, −∆=  (5.3) 

où ωβ  est la constante de propagation du mode guidé de la fibre monomode. Nous pouvons 

alors trouver les corrélations suivantes 

 ( ) ( ) ( ) ( )12121 4sin
2

1
zzzzz RIR ωβδγρρ −−=  (5.4) 

et 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

4cos1 1
212121

z
zzzzzz RIIRR

ωβ
δγρρρρ

−
−==  (5.5) 
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où  

 
2

11

4

4 ω

ω

β
γ

Ck
R =   (5.6) 

est le coefficient de rétrodiffusion Rayleigh, avec ck /ωω =  et le coefficient 11C  ayant été 

défini au chapitre 2 par 

 ( ) ( ) ( )∫ ∆= xxx 24

1

2

11 d, φσ zzC  (5.7) 

Rappelons que ( )z,2 x∆σ  a été défini par (2.15) comme la variation de la permittivité relative 

linéaire ( ) ( ) ( ) ( )211

2

21 rrrrr −=∆∆ ∆ δσεε , et ( )x1φ  est la fonction du mode guidé, normalisée 

telle que ( ) 1d22

1 =∫ xxφ . Comme pour les bruits de Langevin au chapitre 2, Eq. (2.83)-

(2.85), nous pouvons négliger sans risque les termes oscillant très rapidement, ( )14sin zωβ  et 

( )14cos zωβ  dans (5.4) et (5.5). Ainsi, le coefficient ρ  devient une variable CCG de moyenne 

nulle, et sa fonction de corrélation peut s’écrire comme 

 ( ) ( ) ( )2121

* zzzz R −= δγρρ  (5.8) 

Cette relation bien connue a déjà été proposée phénoménologiquement dans les littératures 

[4][5][6]. 

5.1.2  Quelques expressions analytiques – vérification du modèle     

 

Figure 5.1 – Semi-surfaces d’équi-intensité du champ lointain rayonné par un dipôle 

électrique ou créé par la diffusion Rayleigh. La polarisation du dipôle où du champ plain 

incident est indiquée par les flèches dans la figure. 

Il est bien connu que la diffusion Rayleigh dépend de la polarisation [1][2][7]. C’est la raison 

pour laquelle nous avons utilisé un modèle vectoriel pour décrire les effets de diffusion 

Rayleigh au chapitre 2. Sur la figure 5.1, sont montrées les surfaces d’équi-intensité du champ 
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lointain créé par la diffusion Rayleigh, où une onde plaine est incidente sur un objet de taille 

bien inférieure à la longueur d’onde. Ces surfaces sont en fait équivalentes aux celles du 

champ lointain rayonné par un dipôle électrique ayant la même polarisation que le champ 

incident. En fait, la diffusion Rayleigh peut être décrite en termes de dipôles électriques du 

milieu, excités par le champ électromagnétique incident [2][6]. Lorsque le milieu est 

parfaitement homogène, les rayonnements des dipôles interfèrent d’une manière destructive, 

sauf dans la direction de propagation du champ incident. Les inhomogénéités du milieu 

introduisent en fait des déphasages détruisant ces interférences destructives. Ainsi, le champ 

incident est diffusé dans d’autres directions.   

    Avec l’analyse vectorielle, nous avons montré dans le chapitre 2 que le coefficient 

d’atténuation dû à la diffusion Rayleigh dans la fibre monomode s’écrit comme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) xxxφrrGxφ
22

1

†

1

4

1 d ,,Im∫ ∆= z
k

s σ
β

α
ω

ω  (5.9) 

où ( )'rrG ,  est la fonction de Green définie par (2.24). Dans les fibres à guidage faible, nous 

pouvons négliger la différence entre les indices de réfraction du cœur et du gaine de fibre 

[1][2]. Ainsi, (2.24) devient  

 ( ) ( ) ( )''iknk rrIrrG −−=++∇ δαωωωω , 222  (5.10) 

avec ( ) 0, =⋅∇ 'rrG et ωn  étant constant. La solution de (5.10) a déjà été trouvée [8], et nous 

avons  

 ( ) IrrG
π

ωω

6
,Im

kn
=  (5.11) 

L’expression analytique pour le coefficient d’atténuation de diffusion Rayleigh s’écrit alors  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 424

3

222

1

5

1
3

2
d ,

6

−
∆∆ ≈= ∫ λσ

π
σφ

πβ
α

ω

ωω zcz
kn

s xxx  (5.12) 

où ( )x1φ  est le profil scalaire normalisé du mode guidé et ( )z
2

∆σ  est la variation moyenne vue 

par le mode. Puisque nous avons ωωω β≈kn , ce résultat montre que le coefficient 

d’atténuation Rayleigh est proportionnel à 4−λ , ce qui un résultat bien connu [9].  

    Généralement, la rétrodiffusion Rayleigh peut être considérée comme un processus où une 

partie du signal est diffusée en dehors du mode guidé, ce qui produit l’atténuation de la 

diffusion Rayleigh, et au même temps, une petite portion du signal diffusé est re-capturée 

dans le mode guidé en se propageant dans le sens inverse du signal. Le coefficient de 
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rétrodiffusion Rayleigh est donc proportionnel au coefficient d’atténuation de rétrodiffusion 

Rayleigh, avec un facteur RS , dit le facteur de récapture, défini comme [1][2][4] 

 sRR S 1αγ =  (5.13) 

Ayant obtenu les expressions analytiques des deux coefficients, nous pouvons trouver celle du 

facteur de ré-capture comme   
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R  (5.14) 

Dans le cas d’une symétrie circulaire, nous pouvons réécrire l’expression ci-dessus comme 
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 (5.15) 

où nous avons utilisé ( ) 1d22

1 =∫ xxφ . Si nous considérons maintenant approximativement la 

fonction du mode guidé comme gaussienne 
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== , avec ωωω β knneff /=  (5.16) 

Le facteur de re-capture est donc inversement proportionnel à la surface effective du mode 

guidé. En pratique, il prend les valeurs d’ordre de 3105.1 −×  à 1555nm parmi les fibres SMF. 

Il est à mentionner que cette expression a déjà été trouvée, d’une manière différente de la 

notre [1][2], et largement acceptée [4]. Cela montre alors la consistance de nos analyses 

théoriques. Finalement, il est intéressant de noter que si nous ignorer la nature vectorielle de 

la diffusion Rayleigh, la version scalaire de (5.11) nous donne ( ) πωω 4/,Im knG =rr . 

Utilisant ce résultat pour évaluer le facteur de ré-capture, nous trouvons une valeur 3/2 fois 

moindre. En fait, ce résultat a aussi été déjà proposé [10], où la dépendance de polarisation de 

la diffusion Rayleigh était évidemment négligée. 

5.1.3  Equations de propagation des densités spectrales de puissance  

La transformée de Fourier temporelle de (5.1) nous donne  
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où 
0ωωω βββ −=∆  est la différence des constantes de propagation aux différentes fréquences. 

Ces deux équations de propagation couplées linéairement peuvent être réécrites sous la forme 

plus compacte comme 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω ,,,, zzzzz FVHV +=∂  (5.18) 
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et 
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Maintenant, les bruits de Langevin ±F  et le coefficient différentiel de rétrodiffusion Rayleigh 

ρ  étant delta-corrélés en z et indépendants, nous pouvons définir deux processus de Wiener 

infinitésimaux [11], ( )ω,d zH , ( )ω,d zF , dont les 2
ème

 moments non-nuls sont  
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où  
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Alors, au sens de Stratonovich, nous avons [11] 
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et donc 
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Nous trouvons alors 
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Supposant que ( )tzA ,±  sont stationnaire dans le domaine du temps, et que les densités 

spectrales de puissance sont définies comme 

 ( ) ( ) ( )[ ]( )ωτω 0,,TF, * zAzAzS ±±± =  (5.26) 

nous trouvons alors à partir de (5.25) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zPCnzSzSzgzS
z

pRqR +++=
∂

∂
± ±± 1,,, 0ωωγωω h

m
 (5.27) 

Ainsi, nous constatons qu’en moyenne, le spectre du bruit de double rétrodiffusion Rayleigh 

est identique en forme à celui du signal. Il est à mentionner que ces équations de propagation, 

obtenues directement de (5.1), ont déjà été proposées phénoménologiquement [12].   

    Maintenant, il est intéressant de regarder de près la propagation du bruit intrinsèque 

quantique engendré par les amplificateurs Raman, en présence de rétrodiffusion Rayleigh. 

Pour l’élucider isolément, nous allons supposer qu’il n’y ait pas de signal à l’entrée de 

l’amplificateur. Evidemment, le signal subit aussi la rétrodiffusion Rayleigh, et ceci fera 

l’objet de la section suivante. Les états des entrées, dans les deux directions, sont alors ceux 

du vide. D’après la discussion du chapitre 4, les densités spectrales des bruits intrinsèques 

engendrés dans les deux directions de propagation peuvent donc s’écrire comme  

 ( ) ( ) 2/,, 0ωωω h+= ±
±

zSzSN  (5.28) 

Remplaçant l’expression ci-dessus dans (5.27), nous obtenons 
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Comparée avec (3.114) et (4.16), nous voyons qu’à part les termes de couplage de 

rétrodiffusion Rayleigh, le bruit d’atténuation est proportionnel à Rs γα −  au lieu de sα . Bien 

que négligeable pour les fibres de télécommunication, cet écart a une signification physique 

importante. En fait, dans l’une des deux directions, une partie proportionnelle à Rγ  dans perte 

totale, est couplée à l’autre direction, et cette perte peut être re-couplée de nouveau dans la 

direction originale. Le coefficient Rs γα −  ne vaut que pour les vraies pertes, c’est-à-dire qui 

sont irréversibles. En effet, les deux modes guidés se contra-propageant dans les deux 

directions appartiennent tous les deux au sous-système qui nous intéresse, montré sur la figure 

1.1, et le couplage direct entre eux ne donne pas lieu à un couplage aux fluctuations du vide.  

  

(a) Spectre co-directionnel                                    (b) Spectre contra-directionnel 

  

(c) Spectre co-directionnel                                 (d) Spectre contra-directionnel 

Figure 5.2 – Résultats de simulation sur l’évolution des spectres optique dans un amplificateur 

Raman, avec co-pompage (a) (b), où contra-pompage (c) (d). 

    Dans l’annexe B, nous avons montré un programme de simulation pour (5.27), basé sur la 

méthode BVP4C dans Matlab, où la déplétion de pompe, l’interaction entre toutes les 

composantes spectrales et les dépendances fréquentielles sont prise en compte. BVP4C est 

une méthode puissante que nous voudrions recommander pour les problèmes bidirectionnels. 

Ce programme peut aussi être utilisé pour simuler les lasers Raman à fibre. Figure 5.2 montre 

des exemples de résultats de simulation sur l’évolution des spectres optiques co- et contra-
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directionnel, où la pompe et le signal sont respectivement à 1455 et 1555 nm. Avec ce 

programme, nous pouvons aussi calculer le gain et le facteur de bruit en présence de la 

rétrodiffusion Rayleigh, où le gain Raman et la densité spectrale du bruit ASE à la fréquence 

de signal peuvent s’évaluer comme  

 ( ) ( )[ ] 









+= ∫ −+

L

ppRR zzPzPCG
0

d exp  (5.30) 

 ( ) ( ) ( )[ ]ωωωωω ∆−+∆+= sASEsASEsASE LSLSLS ,,
2

1
,  (5.31) 

 
            (a) co-pompage et 0sP = -20 dBm                          (b) co-pompage et 0sP = 0 dBm 

 
           (c) contra-pompage et 0sP = 0 dBm                   (d) contra-pompage et 0sP = 10 dBm 

Figure 5.3 – Résultats de simulation sur le gain Raman et le facteur de bruit en fonction de la 

puissance de pompe injectée, dans une 100 km de fibre Truewave-RS
TM

, avec (a) (b) co-

pompage et (c) (d) contra-pompage, et différentes puissances de signal injectées, 0sP . 

Paramètres : ps /λ  = 1455 / 1555 nm, Rγ  = 0.8×10
-7

 km
-1

, ps /α  = 0.21 / 0.25 dB/km, et 

CR = 0.73 W
-1

km
-1

. 

avec ω∆  étant la résolution spectrale. La figure 5.3 montre des résultats de simulation sur le 

gain Raman et le facteur de bruit en fonction de la puissance de pompe injectée, dans une 
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100 km de fibre Truewave-RS
TM

. Nous constatons que pour les hautes valeurs du gain 

Raman, la saturation de pompe est renforcée par la rétrodiffusion Rayleigh. Quand la 

puissance de signal est relativement élevée, la pompe est saturée par le signal et la génération 

de ASE est réduite. En revanche, quand la puissance de signal est relativement faible, c’est 

plutôt le bruit ASE sur tout le spectre, renforcé par la rétrodiffusion Rayleigh, qui sature la 

pompe.  

5.2  Théorie vectorielle sur la double rétrodiffusion Rayleigh 

Jusqu’ici, nous avons toujours utilisé l’approximation scalaire des champs optiques dans les 

fibres monomodes. En fait, à cause de la symétrie circulaire du guidage, il y a deux modes 

guidés dégénérés en polarisation dans les fibres optiques monomodes dites standards. Ceci 

dit, il n’y a jamais de symétrie circulaire parfaite dans les fibres. Cela conduit à l’effet bien 

connu sous le nom de dispersion modale de polarisation (PMD, Polarization Mode 

Dispersion) [9], où les deux modes de polarisation diffèrent légèrement par leur constantes de 

propagation. Généralement, c’est un phénomène aléatoire, se manifestant par la présence des 

biréfringences aléatoires dans la fibre. Dans l’approximation d’un guidage faible, les vecteurs 

du champ électrique guidé dans les fibres monomodes sont supposés approximativement dans 

le plan transverse. Nous pouvons alors remplacer les enveloppes vectorielles lentement 

variables par les vecteurs de Jones, colonnes 2D, noté par ( ) ( )tzAtz ,, µµ =A  et l’effet de 

PMD peut être décrit au 1
er

 ordre comme [13] 

 ( ) ( ) ( )zAzβ
i

zAz σ
vr

⋅−=∂
2

 (5.32) 

où ( )zβ
r

 est le vecteur de biréfringence, un vecteur de Stokes (3D), réel et aléatoire, et 

332211 eee
vvvv

σσσσ ++=  avec kσ  et ke
v

 qui sont respectivement les matrices de Pauli et les 

vecteurs de base dans l’espace de Stokes [14]. L’effet PMD a deux conséquences nécessitant 

des études spécifiques pour les amplificateurs Raman à fibres optiques. L’une est la rotation 

relative de l’état de polarisation de pompe à celle de signal, et c’est ce que nous allons étudier 

au chapitre suivant. L’autre est l’impact sur l’état de polarisation du bruit de double 

rétrodiffusion Rayleigh. 

5.2.1 Filtre vectoriel de double rétrodiffusion Rayleigh 

Nous supposons que les pompes Raman sont dépolarisées, ce qui est en fait toujours 

nécessaire en pratique pour les raisons que nous allons voir au chapitre suivant. Puisque la 

biréfringence de fibre ne fait que tourner l’état de polarisation, et que la pompe Raman 

dépolarisée ne crée que du bruit ASE dépolarisé, nous supposons que la biréfringence de fibre 

n’a pas d’impact sur l’état de polarisation du bruit ASE. Ainsi, nous allons l’ignorer dans 
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cette section. En prenant en compte de la biréfringence de fibre, nous pouvons allons écrire 

les équations de propagation dans le domaine fréquentiel comme   
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vv
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 (5.33) 

Nous définissons cette fois deux matrices d’évolution comme 

 ( ) ( ) ( )zβ
i

zz ±± ⋅= UσU
vr

m
2

d , avec ( ) IU =± 0  (5.34) 

Puisque 0]tr[ =⋅σ
vr

β , nous avons ( ) 0d =± zz U . En plus, nous constatons facilement que 

( ) ( )[ ] 0d † =±± zzz UU . Alors, nous trouvons ( ) ( ) IUU =±± zz†  et ( ) 1≡± zU , ce qui implique que 

ces deux matrices d’évolution sont unitaires. Après définition de deux nouvelles fonctions 

vectorielles d’enveloppe comme  

 ( ) ( ) ( ) zi
ezAzzA ωβωω ∆

±±± = m
,, ,1U  (5.35) 

nous réécrivons (5.33) sous le forme 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 (5.36) 

avec ( ) ( ) ( )zzz −+= UUV † . Ainsi, dans l’approximation du 1
er

 ordre, et négligeant les 

réflexions discrètes, nous trouve à la sortie de l’amplificateur 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ωωω DRBL AALLA +≈ ++ U,  (5.37) 

où  

 ( ) ( ) ( ) zi

L eALGA ωβωω ∆−

+= ,0  (5.38) 

est le signal transmis directement et est aligné avec le signal en entrée, et  

 ( ) ( ) ( )ωωω LDRBDRB AA H=  (5.39) 

est la partie du bruit de double rétrodiffusion Rayleigh (DRB, Double Rayleigh Backscatter-

ing) avec 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )∫ ∫
−∆−=

L L

z

xziR
DRB zxxze

zG

xG
xz

L

0

†2* dd 
2

VVIH ωβρρ
γ

ω  (5.40) 

Equation (5.39) implique que nous pouvons considérer le bruit de DRB comme une réponse 

linéaire au signal transmis directement. La matrice ( )ωDRBH  peut alors être considérée 

comme un filtre que nous allons appeler le filtre DRB. C’est un filtre aléatoire dont la 

moyenne est nulle, ( ) 0H =ωDRB , grâce au 1
er

 terme à droite de (5.40). En utilisant 

l’approximation sv/ωβω ≈∆ , nous trouvons la matrice d’autocorrélation du filtre DRB 

comme 

 ( ) ( ) ( )IHH  212

†

1 ωωωω −= RDRBDRB K  (5.41) 

avec la fonction scalaire d’autocorrélation  
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 (5.42) 

 

Figure 5.4 – Le coefficient de diaphotie de DRB en fonction du gain Raman et du pourcentage 

du co-pompage d’un amplificateur Raman composé de 100 km de fibre. Paramètres : 

Rγ  = 1×10
-7

 km
-1

, ps /α = 0.2 / 0.26 dB/km, ps /λ = 1455 / 1555 nm et CR = 0.69 W
-1

km
-1

. 

Dans la suite, nous allons écrire ( )0RR KK = , qui est appelé couramment coefficient de 

diaphotie (Crosstalk) de DRB [3][4]. Sur la figure 5.4, nous montrons un exemple de 

coefficient de diaphotie de DRB en fonction du gain Raman et du pourcentage du co-pompage. 
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Nous voyons que la diaphotie augmente rapidement avec le gain Raman, et elle est symétrique 

par rapport à la ligne de 50% de co-pompage, où la génération de DRB est le moindre. 

    Définissons maintenant deux transformées de Fourier inverses comme 

 ( ) ( )[ ]( )tt DRBDRB  TF 1 ωHh −= , et ( ) ( )[ ]( )τωτ  TF 1

RR Kk −=  (5.43) 

Alors, (5.41) implique que nous trouvons 

 ( ) ( ) ( ) ( )Ihh 2112

†

1 tttktt RDRBDRB −= δ  (5.44) 

ce qui signifie que la réponse impulsionnelle du filtre DRB, ( )tDRBh , est un processus 

stochastique delta corrélé et non-stationnaire. Nous pouvons de plus constater que la fonction 

( )tkR  ne peut prendre des valeurs non-nulles que dans l’intervalle du temps RTt ≤≤0 , où 

sR vLT /2=  est le temps nécessaire pour que le signal puisse faire un aller-retour dans la 

fibre. En fait, cette propriété vient directement de la réponse impulsionnelle de DRB, ( )tDRBh , 

qui doit à la fois être causale, ( ) 00 =<tDRBh , et avoir une durée inférieure à TR.  
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Figure 5.5 - Illustration schématique des différents spectres optiques à la sortie d’un 

amplificateur Raman en présence de rétrodiffusion Rayleigh 

    Dans la section 5.1.3, nous avons montré qu’en moyenne, le spectre du bruit DRB est 

identique en forme à celui du signal. Mais, (5.41) implique qu’en fait, à y regarder de près, 

nous pouvons constater qu’il doit y avoir des fluctuations très rapides en fonction de longueur 

d’onde, illustrées sur la figure 5.5. Ceci peut être considéré comme un phénomène de speckle 

dans le domaine fréquentiel et s’expliquer par la nature aléatoire du coefficient différentiel de 

rétrodiffusion Rayleigh. Le spectre du bruit DRB varie de plus aussi dans le temps, du fait que 

2
 Mais, c’est un processus quasi-stationnaire par rapport au signal. Les fluctuations les plus rapides sont estimées 

de l’ordre de ms.  
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la biréfringence de fibre varie temporellement
 2

 [15]. La corrélation de ces fluctuations en 

fréquences est la fonction ( )21 ωω −RK . La largeur fréquentielle de cohérence de ces 

fluctuations peut alors être estimée à LvT s //2 ==∆ω . Dans les amplificateurs Raman, elle 

prend les valeurs typiquement d’ordre de kHz. Comme la largeur spectrale du laser de signal 

est généralement largement supérieure à cette valeur, il est légitime d’approximer le spectre 

du bruit DRB par sa moyenne. 

5.2.2  Propriétés de la polarisation de la double rétrodiffusion Rayleigh 

Afin de déduire l’expression analytique de la matrice de cohérence du bruit DRB (5.41), nous 

devons d’abord évaluer l’expression suivante 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫=
L L

z

RDRBDRB zxzxxz
zG

xG

0

††

2

2
2† dd VVσVVHσH

vv
γωω  (5.45) 

Il est bien connu que les groupes SU(2) et SO(3) sont isomorphes et que les matrices de Jones 

2D unitaires, ( )z±U , sont reliées aux matrices de rotation 3D, ( )z±R , par [14] 

 ( ) ( ) ( )zzz ±±± = UσUσR
vv †  (5.46) 

ce qui implique que nous avons en plus 

  ( ) ( ) ( ) ( )zzzz †1

±±±
−
± == UσUσRσR T vvv

.  (5.47) 

Ainsi, nous pouvons trouver 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )σRRRRVVσVV
vv

zzxxzxxz +−−+= TT††  (5.48) 

et, à l’aide de la relation [14] : [ ] nlmnml i σσσ ε2, = , avec lmnε  étant le symbole de Levi-Civita, 

l’équation d’évolution de ces matrices de rotation est trouvée comme 

 ( ) ( )zz ±± ×±= RR β
r

zd , avec ( ) IR =± 0  (5.49) 

où ×β
r

 est écrit sous forme matricielle   
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 (5.50) 

Définissant maintenant la matrice de réflexion dans l’espace de Stokes   
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100
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rM  (5.51) 

qui ne change que la composante circulaire d’un vecteur de Stokes [4][16], nous constatons 

que, si la biréfringence est linéaire, c’est-à-dire 03 =β , nous avons 

 ×−=× LrLr ββ
rr

MM  (5.52) 

Ainsi, puisque IMM =rr , nous trouvons  

 ( ) ( )rrLrrrLrrr MRMMRMMMMRM ±±± ×=×±= ββ
r

m
r

zd  (5.53) 

Tenant en compte de ( ) IMRM =± rr 0 , nous trouvons finalement 

 ( ) ( ) rr zz MRMR ±=
m

 (5.54) 

c’est-à-dire que nous avons  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )σRMRRMRVVσVV
vv

zzxxzxxz rr ++++= TT††  (5.55) 

Dans la suite, nous allons retenir cette hypothèse de biréfringence linéaire 03 =β , qui est en 

effet justifiée parce que la biréfringence circulaire de la fibre est généralement due soit à la 

torsion soit au champ magnétique appliqué de l’extérieur, et que ces deux facteurs peuvent 

tous être éliminés où bien réduits en pratique. D’autant plus que cette hypothèse nous donnera 

le résultat largement reconnu
 3

.  

    En plus, nous allons négliger l’autocorrélation ( ) ( )zx T

++ RR , car la longueur de cohérence 

de la matrice de rotation est bien inférieure à la longueur effective de fibre. Ainsi, nous avons  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) σRMRRMRVVσVV
vv

zzxxzxxz rr ++++= TT††  (5.56) 

La matrice de rotation ( )z+R  est un processus stochastique non-stationnaire. Ceci dit, nous 

constatons qu’en général, elle atteint rapidement, sur quelques centaines mètres de 

propagation, son régime asymptotique où ses propriétés statistiques ne s’évoluent plus en z. 

Alors, si nous écrivons ( )321 ccc
rrr

=+
TR , nous pouvons considérer approximativement que 

tout au long de la fibre, ces vecteurs aléatoires, kc
r

, colonnes unitaires de Stokes, se 

distribuent uniformément sur toute la sphère de Poincaré. Nous en déduisons 3/T I=kk cc
rr

 et 

3
 En fait, à notre connaissance, l’auteur du 1

er
 article largement cité [16] sur l’étude des propriétés de polarisation 

en présence de la rétrodiffusion Rayleigh, a fait la même hypothèse en déclarant: 

“ Because optical fiber is reciprocal, the Mueller matrix for backward propagation is the transpose 

of the Mueller matrix for forward propagation...” 



 

 

RETRODIFFUSION RAYLEIGH DANS LES AMPLIFICATEURS RAMAN 114 

donc 

 ( ) ( )
3

2 T

33

T I
IRMR =−=++ cczz r

rr
 (5.57) 

La remplaçant dans (5.56) et puis dans (5.45), nous trouvons  

 ( ) ( ) σHσH
vv

RDRBDRB K
9

1† =ωω  (5.58) 

Donc, si le signal transmis directement est statistiquement stationnaire avec une matrice de 

cohérence de la forme 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]212121
2

1
]E[ ttSttRtAtA LLLL −⋅+−=

vv
σI  (5.59) 

où ( ) ( ) ( )1221 tAtAttR LLL =− et ( )21 ttSL −
v

 représente l’état de polarisation, nous trouvons 

dans le domaine des fréquences  
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vv
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 (5.60) 

et, finalement, nous arrivons à l’expression suivante 

 ( ) ( ) ( ) ( )





−⋅+−= 212121

9

1

2
]E[ ttSttR

K
tAtA LL

R
DRBDRB

vv
σI  (5.61) 

Cette expression qui implique que le bruit DRB a la même état de polarisation et son degré de 

polarisation n’est que 1/9 de celle du signal. En supposant de plus que la polarisation du 

signal en entrée soit linéaire, c’est-à-dire ( ) ( )[ ]0 ,0 ,ττ LL RS =
v

, nous trouvons 

 ( ) ( ) ( ) 







−=

00

01
]E[ 2121 ttRtAtA LLL  (5.62) 

 ( ) ( ) ( ) 







−=

9/40

09/5
]E[ 2121 ttRKtAtA LRDRBDRB  (5.63) 

et nous voyons donc qu’il n’y a que les 5/9 de bruit DRB qui puisse se battre avec le signal, 

un résultat largement reconnu [4][6][16]. Dans la suite, nous allons assumer que la 

polarisation du signal en entrée soit toujours linéaire pour la simplification. 
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5.3  Estimation de l’impacts combinés de l’ASE et du DRB sur les 
performances des systèmes 

5.3.1  Propriétés statistiques du bruit total 

Nous considérons le champ optique comme classique. Le bruit total est donc la somme des 

bruits ASE et DRB 

 ASEDRBB AAA +=  (5.64) 

Comme nous avons montré, le bruit ASE subit aussi de la rétrodiffusion Rayleigh, mais, en 

tant que bruit dépolarisé, il est exonéré des effets de la biréfringence de fibre. Il a été 

également montré au chapitre 4 que dans le cas classique, le bruit ASE peut être considéré 

comme un bruit blanc de moyenne nulle, et traité comme une variable CCG. Quant au bruit 

DRB, nous savons pour l’instant qu’il est une réponse linéaire du signal directement transmis.  

    Généralement, nous pouvons exprimer ce dernier comme une suite de bits aléatoires : 

( ) ( )tXtA n

n

nL ∑= c , où nc  est une matrice de Jones, aléatoire et discrète, et ( )tX n  est le 

profil vectoriel des bits, décalé d’un bit à l’autre d’un temps de bit BT . Nous pouvons alors 

écrire le bruit DRB comme 

 ( ) [ ]( )∑ ⊗=
n

nnDRBDRB tXtA  ch  (5.65) 

Puisque la fonction de réponse impulsionnelle DRBh  est delta corrélé en temps et possède une 

durée temporelle généralement largement supérieur au temps de bit, BR TT >> , nous voyons 

que le bruit DRB est une somme d’un très grand nombre de variables aléatoires 

indépendantes. Selon le théorème de la limite centrale [17], ceci signifie que le bruit DRB 

peut aussi être considéré comme variable CCG. La différence entre ASE et DRB, est que ces 

bruits sont, respectivement, blanc dépolarisé et coloré polarisé. Le bruit total est donc 

statistiquement une variable CCG de moyenne nulle de la matrice de cohérence donnée par 
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 (5.66) 

où la densité de spectre ASE peut être calculée en utilisant (5.27). La forme diagonalisée de 

(5.66) nous implique que les bruits sur deux polarisations sont statistiquement indépendants 

en tant que variable CCG [17].  
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5.2.2 Impacts combinés de l’ASE et du DRB sur le taux d’erreur binaire  

Le fait que le bruit DRB soit une variable aléatoire CCG permet une analyse semi-analytique 

sur le taux d’errer binaire (BER, Bit-Error-Rate). La configuration de photo-détection directe 

est celle que nous avons présenté sur la figure 3.5 du chapitre 3. Nous allons la simplifier en 

supposant que le photo-détecteur peut être considéré comme idéal, et donc tous les autres 

bruits sont supposés négligeables. Son signal de sortie n’est que la simple réponse à la 

puissance du champ optique incident sur le photo-détecteur 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= ττττµ d ooT AAtHtV  (5.67) 

avec  

 ( ) ( )( )][ BLooo AAHLLAHA +⊗=⊗= ++ U  (5.68) 

qui est le champ optique total filtré par le filtrage optique. Nous voyons que le rendement 

(5.67) est indépendant de la matrice ( )L+U . Il est donc la somme des deux contributions, 

( ) ( ) ( )tVtVtV yx += , dont chacune peut s’écrire sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
ℜ

−−=
2

212

*

211 dd , ττττττ tAKtAtV kkk  (5.69) 

où kA  est la composante du vecteur de Jones du champ optique total ( )LA+  à la sortie de 

l’amplificateur, et le noyau d’intégration est donné par 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−−= 33233121 d , ττττττττ oTo HHHK  (5.70) 

Nous pouvons obtenir maintenant un groupe de fonctions propres à l’aide de l’équation 

intégrale de Fredholm du seconde type [18] 

 ( ) ( ) ( )12221 d , τϕλττϕττ nnnK =∫
+∞

∞−

 (5.71) 

Le noyau d’intégration (5.70) étant réel et symétrique,  les valeurs propres, nλ , sont réelles, et 

les fonctions propres, nϕ , constituent une base complète et orthonormale [18], telle que  

 ( ) ( ) nmmn δττϕτϕ =∫ ℜ
d 

  

*  et )()()( 2121

* ττδτϕτϕ −=∑
n

nn  (5.72) 

Sur cette base, nous pouvons alors décomposer les deux composantes vectorielles comme  
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 ( ) ( ) ( ) ( )τϕτϕτ n

n

nknkn

n

nkk tNtStAtA  )]()([ ,,, ∑∑ +==−  (5.73) 

où nkS ,  et nkN ,  sont les projections du signal et du bruit. Le bruit étant CCG, il est facile de 

vérifier que ses projections le sont aussi. En supposant que le signal soit connu à l’instant t, 

les projections constituent alors d’un vecteur colonne aléatoire CCG , ( ) ( ) ( )tNtStA kkk

vvv
+= , de 

moyenne ( )tSk

v
 et dont la matrice hermitienne de covariance kC  est donnée par 

 [ ] ( ) ( ) ( )∫∫
ℜ

−==
2

212211

**

,,, dd τττϕτττϕ mknmknknmk RNNEC  (5.74) 

où kR  est défini dans (5.66). Alors, la densité de probabilité du vecteur kA
v

 est donné par [17] 

 ( ) [ ] ( ) ( )[ ]kkkkkkkk SASAAf
vvvvv

−−−= −− 1††1 exp det CCπ    (5.75) 

Finalement, nous réécrivons le rendement en terme du produit intérieur de ce vecteur aléatoire 

comme 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tAtAtAKtAtV kkkkk

vv
Λ

†

212

*

211
2

dd , =−−= ∫∫
ℜ

ττττττ , avec nmnnm δλ=Λ  (5.76) 

    Nous avons déjà obtenu la fonction génératrice des moments du rendement total classique 

dans le chapitre précédent (3.101). Puisque la polarisation du signal est linéaire, nous avons : 

xx NSA
vvv

+=  et yy NA
vv

= . De plus, les bruits sur les deux polarisations sont statistiquement 

indépendants. Ainsi, nous pouvons écrire la fonction génératrice et trouver, avec le calcul 

donné dans l’annexe C, son expression analytique à l’aide de la densité de probabilité (5.75) 

sous la forme  

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )( ) ( )
]det[]det[

]exp[

]exp[E]exp[E,Φ

1†

††

yx

x

yyxx

ss

tSstSs

tAtAstAtAsst

ΛCIΛCI

ΛΛCI

ΛΛ

µµ

µµ

µµ

−−

−
=

=

−
vv

vvvv

  (5.77) 

La forme matricielle de cette expression est donnée en vue de la simulation numérique. 

Comme la valeur propre nλ  décroît, en général, exponentiellement, une bonne précision est 

envisageable avec une dimension matricielle modérée. Cette expression est légèrement 

différente que celles dans les littératures [19][20]. Cci est dû au fait que nous avons pris en 

compte dans notre modèle non seulement l’ASE mais aussi DRB. Puisque ce premier est 

blanc et dépolarisé, les deux matrices de covariance de bruit sont identiques et diagonalisées. 

Dans ce cas-là, nous pouvons vérifier que l’expression se simplifie et redonne le résultat déjà 

obtenu ailleurs [19][20]. Avec (5.77), et utilisant [ ]( ) ( )[ ]kk ss ΛCIΛCI µµ −=− logdet detlog , 

nous pouvons trouver le moyen et la variance du rendement comme  
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et 
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 (5.79) 

Nous identifions tout de suite les termes des deux dernières lignes de (5.79) comme les bruits 

de battement signal-bruit et bruit-bruit. 

    Ignorant le taux d’erreur binaire lié à l’interférence d’inter-symboles [21], les densités de 

probabilité du rendement pour les symboles ‘1’ et ‘0’, ( )vf1  et ( )vf0 , sont les transformées de 

Fourier inverses de ( )isπ2Φ , étant donnés les fonctions de profil de ces symboles [17]. Une 

fois obtenu ces densités de probabilités, le taux d’erreur binaire peut se calculer en supposant 

que les deux symboles sont équiprobables par 

 ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+=

o

o

v

v

vvfvvf d
2

1
d

2

1
01BER   (5.80) 

où ov  est le niveau de décision optimal [9] défini par ( ) ( )
oo vfvf 01 = . Les calculs de 

transformée de Fourier peuvent s’achever soit analytiquement en utilisant le théorème des 

résidus et la méthode de descente de gradient (Steepest Descent Method) [18], soit directe-

ment à l’aide de simulation numérique. 

5.2.3 Un exemple  

A titre d’exemple, nous allons maintenant utiliser les formulaires obtenues ci-dessus pour 

évaluer le BER et la sensibilité d’un système à 40 Gbit/s au format RZ à 1555 nm constitué 

d’un simple span de 100 km de fibre SSMF, utilisant amplification Raman distribuée et 

contra-pompée. La pompe est de plus supposée non-saturée. La fonction d’auto-corrélation du 

signal est donnée par [4][21] 

 ( ) ( ) ( )







−+= ∑ −

n

ssL nBUUPR
1

0 τττ  (5.81) 
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où 0sP  est la puissance moyenne de signal,  et ( ) ( ) ( ) 4/d ∫ −= τττ YtYtU  avec ( )τY  étant le 

profile du champ de modulation normalisé tel que ( ) 1d 2 =∫ ττY . Le filtre optique est de type 

lorentzien de bande passante de 0.4 nm, f3dB  = 50 GHz. Le filtre électronique est un filtre de 

Butterworth [21] du 2
ème

 ordre avec f3dB  = 30 GHz. Le profil d’impulsion du signal est 

Gaussien en puissance avec une largeur temporelle à mi-hauteur de 6.25 ps,  soit 1/4 de la 

durée de bit. Le temps de décision est choisi au maximum du signal de sortie du circuit 

électronique. Les densités de probabilité pour les symboles ‘1’ et ‘0’ sont calculées avec 

(5.77) et la FFT numérique.  

 

(a) 

 

(b) 

Figure 5.6 – (a) BER en fonction de la puissance de signal injectée (b) la puissance de signal 

injectée pour BER = 10
-9

  en fonction du gain Raman, pour 100 km de fibre SSMF avec les 

paramètres: CR = 0.42 W
-1

km
-1

, αp = 0.25 dB/km, αs = 0.20 dB/km and γR = 6.0 10
-8

 m
-1

. 
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    Les résultats de simulation avec la méthode semi-analytique (S.A.) sont montrés sur la 

figure 5.6. Pour les gains Raman de 10, 20 et 30 dB, nous avons calculé le BER en fonction 

de la puissance de signal injectée. En fonction du gain Raman, nous avons évalué, en plus, la 

sensibilité, que nous définissons ici pour l’amplification Raman distribuée comme la 

puissance de signal injectée à laquelle le BER vaut 10
-9

. Pour comparaison, les valeurs 

obtenues sans diffusion Rayleigh sont également montrées sur cette figure. Avec ces résultats, 

nous voyons clairement qu’aux gains Raman très élevés, GR > 30 dB, la sensibilité est 

sérieusement dégradée par la diffusion Rayleigh. Alors qu’aux gains Raman inférieurs à 

20 dB, l’impact de la diffusion Rayleigh devient négligeable, ce qui correspond à la majorité 

des cas pratiques. Finalement, nous avons également investi la méthode de l’approximation 

gaussienne (A.G.) sur les densités de probabilité [9], qui est largement utilisée en pratique 

pour sa simplicité. Dans cette méthode, le BER se calcule comme [9] 

 







=

2
erfc

2

1 Q
BER , (5.82) 

où erfc(x) est la fonction d’erreur complémentaire, et 

 
01

01

σσ +

−
=

VV
Q , (5.83) 

 

Figure 5.7 – Exemple de comparaison entre les densités de probabilité exactes et 

approximées comme Gaussiennes avec le moyen et la variance des celles exactes.  

est le facteur de qualité, avec 0/1V  et 0/1σ  étant les valeurs moyennes et les écarts types de ‘1’ 

et ‘0’. Pour les calculer, nous pouvons utiliser (5.78) et (5.79). Sur les figures, nous 

constatons que la méthode A.G. surestime systématiquement la sensibilité d’environs 0.3 dB. 

Ceci montre la légitimité de l’utilisation de cette méthode approximative en pratique. Comme 
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le montre la figure 5.7, cette erreur systématique vient évidemment du fait que les densités de 

probabilité réelles ne sont pas symétriques par rapport aux valeurs moyenne, car en absence 

du bruit thermique du circuit électronique, le rendement ne peut prendre que des valeurs 

positives. Les cercles marqués sur la figure désignent les positions du niveau de décision 

optimal. 

5.2.4 Pénalité de la rétrodiffusion Rayleigh sur le facteur de qualité  

La rétrodiffusion Rayleigh est non seulement la cause du bruit de DRB mais elle augmente 

aussi le niveau du bruit ASE. Pour évaluer sa pénalité sur la performance du système, nous 

pouvons calculer la pénalité du facteur de qualité, qui peut être définie comme le rapport des 

facteurs de qualité sans et avec la rétrodiffusion Rayleigh, désignés respectivement par SQ et 

RQ . En supposant que le bruit de battement domine, à partir de (5.78) et (5.79), le facteur de 

qualité s’exprime comme  
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où 1X  est le profil du champ correspondant au bit ‘1’, et ot  est l’instant optimal de décision. 

Ainsi, la pénalité du facteur Q peut être exprimée, en décibels, comme 
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où 1/ 0, −=∆ ASEASEASE SSη  est le facteur d’excès de ASE, que nous définissons comme la 

différence normalisée entre les densités spectrales de ASE avec et sans la rétro-diffusion 

Rayleigh, et  
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est une constante qui ne dépend que du format de modulation et la configuration de détection.  

    Sur la figure 5.8, nous montrons le facteur de renforcement de ASE et la pénalité sur le 

facteur de qualité en fonction du gain Raman et du pourcentage du co-pompage. Pour calculer 

le facteur de renforcement, nous avons assumé que la simple rétrodiffusion Rayleigh de ASE 

domine. Ainsi, il peut être calculé comme 
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(a) 

 

(b) 

Figure 5.8 – (a) Le facteur d’excès de ASE en fonction du gain Raman et du pourcentage du 

co-pompage d’un amplificateur Raman composé de 100 km de fibre ; (b) la pénalité du 

facteur de qualité induite par la rétrodiffusion Rayleigh. 2.0=∆ Dη  et les autres 

paramètres sont identiques aux ceux de la figure 5.4. 

Pour calculer la pénalité du facteur, le format de modulation et la configuration de détection 

sont identiques aux ceux de la section précédente, où nous pouvons trouver 2.0=∆ Dη . Sur la 

figure 5.8 (a), nous voyons que, contrairement au coefficient de diaphotie DRB montré sur la 

figure 5.4, le facteur d’excès n’est plus symétrique et est moindre pour la configuration de 

pompage co-directionnel, et qu’il en est de même pour la pénalité du facteur de qualité due à 
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la rétrodiffusion Rayleigh. La figure 5.8 (b) montre clairement que le pompage bidirectionnel 

avec 50-60% de co-pompage est très intéressant compte tenu de sa tolérance à la 

rétrodiffusion Rayleigh. 

5.4  Conclusion 
La diffusion Rayleigh est un processus dépendant de la polarisation. Dans ce chapitre, nous 

avons montré la consistance du modèle sur la diffusion Rayleigh dans les fibres monomodes 

établi dans le chapitre 2, et vérifier l’expression du facteur de récapture. Ensuite, nous avons 

montré à partir de ce modèle comment obtenir explicitement les équations d’évolution des 

spectres optiques dans les deux sens de propagation. Avec un programme de simulation 

numérique, il est montré que la pompe peut être saturée aux hautes valeurs du gain, à cause de 

la génération du bruit ASE renforcée par la rétrodiffusion Rayleigh.  

    Nous avons établi ensuite un modèle plus complet pour prendre en compte l’effet de PMD 

dans les fibres. Avec ce modèle, le résultat bien connu sur les propriétés de polarisation du 

bruit DRB est obtenu, mais sous la condition que la biréfringence de la fibre puisse être 

considérée comme linéaire. Si les propriétés de polarisation du bruit DRB sont largement 

vérifiées expérimentalement en pratique, l’hypothèse que la biréfringence des fibres optiques 

soit pratiquement linéaire est vérifiée indirectement. Nous avons également montré que les 

bruits ASE et DRB sont tous CCG, mais l’un est blanc et l’autre est coloré. En moyenne, le 

bruit DRB a le même spectre que le signal.  

    Avec ces propriétés, nous avons pu établir une méthode exacte et semi analytique pour 

évaluer l’impact combiné des bruits ASE et DRB sur la performance de système, en terme de 

BER, en présence de la rétrodiffusion Rayleigh. Sur un exemple d’application, nous avons 

montré que la méthode d’approximation gaussienne est généralement adaptée pour calculer le 

BER, en présence de la rétrodiffusion Rayleigh. Finalement, nous avons évalué analytique-

ment la pénalité de la rétrodiffusion Rayleigh sur le facteur de qualité. Il est montré 

clairement que le pompage bidirectionnel avec 50-60% de co-pompage est très intéressant 

compte tenu de sa tolérance à la rétrodiffusion Rayleigh.  
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Chapitre 6  

Impacts des Bruits de Pompe sur le Signal 
 

 

 

Dans les chapitres précédents, nous avons négligé les influences des bruits de la pompe sur le 

signal. Pour compléter la description des performances en bruit des amplificateurs Raman, il 

est nécessaire de les prendre en compte. Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord établir un 

modèle vectoriel pour l’amplification Raman dans les fibres optiques. A partir de ce modèle, 

nous allons tout d’abord discuter l’influence de la pompe polarisée sur le signal et montrer 

pourquoi il est nécessaire en pratique d’utiliser les pompes Raman dépolarisées. Nous allons 

ensuite développer la théorie du transfert de bruit relatif d’intensité (RIN, Relative Intensity 

Noise) de la pompe vers le signal [1][2]. Finalement, puisque les impacts de la dispersion 

modale de polarisation (PMD, Polarization Mode Dispersion) [3][4] sont ignorés dans cette 

théorie, nous allons établir un modèle plus complet pour étudier les transferts de bruit de la 

pompe vers le signal assistés par PMD. De nouveaux processus de transfert de bruit seront 

mis en évidence, et leurs pénalités de système seront évaluées qualitativement. 

6.1 Modèle vectoriel d’amplification Raman dans les fibres 

Au chapitre 2, nous avons établi un modèle quantique scalaire pour l’amplification Raman 

dans les fibres optiques. Dans cette section, nous allons établir le modèle vectoriel pour 

l’amplification Raman dans les fibres optiques, où les champs seront traités comme classique, 

et les effets Kerr, et les diffusions Rayleigh, Brillouin et Raman spontanée seront temporaire-

ment ignorés.  

    D’après le chapitre 2, prenant en compte de la diffusion Raman stimulée, l’équation de 

propagation du champ électrique classique dans les fibres optiques s’écrit dans 

l’approximation du guidage faible sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωµωωε
ω

ω ,, ,, 2

02

2
2 rPrErrE R

c
−=+∇  (6.1) 

où  ( )ω,rPR  est la densité de polarisation Raman stimulée  
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RR ttttatt 1
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110 d,,,, rErrErP ε  (6.2) 

qui est la réponse isotrope, nonlinéaire et non-locale dans le temps au champ électrique [4][5]. 

La réponse anisotrope est négligée pour simplification. Nous supposons que le champ 

électrique guidé dans la fibre est constitué des champs de signal et de pompe, tous les deux 

quasi-monochromatiques. C’est-à-dire, nous pouvons écrire 

 ( ) ( ) ( )ttt ps ,,, rErErE += , avec ( ) ( ) ( ) ( ) ..exp ,, cctzitzt +−= µµµµµ ωβφ xArE  (6.3) 

où ps,=µ , et µA , µφ , µβ  et µω  sont, respectivement, l’enveloppe vectorielle lentement 

variable, la fonction scalaire de mode normalisée telle que ( ) 1d22

=∫ xxµφ , le constant de 

groupe de propagation et la fréquence angulaire de la porteuse optique. Nous allons négliger 

les contributions Raman aux effets paramétriques. Alors, de la même manière que pour le 

champ électrique, la densité de polarisation Raman stimulée peut se décomposer en celle du 

signal et celle de la pompe comme   

 ( ) ( ) ( )ttt psR ,,, rPrPrP += , avec ( ) ( ) ( ) ( ) ..exp,, cctzitzt +−= xPrP µµµµµ φωβ  (6.4) 

où µP  est l’enveloppe vectorielle, lentement variable, de la densité de polarisation Raman 

stimulée. Remplaçant (6.3) et (6.4) dans (6.2), nous trouvons 
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où nous avons défini la surface effective comme 

 ( ) ( )∫=− xxx 2221 dpseffA φφ  (6.6) 

qui est pratiquement égale à la surface du mode guidé. L’effet Raman dans les fibres optiques 

à silice a un temps de réponse extrêmement court, qui est égal à l’inverse de la largeur 

spectrale de l’efficacité Raman et donc bien inférieur à la picoseconde (10
-12

 s). De ce fait, 

sauf dans le cas d’impulsions ultra courtes, nous pouvons généralement faire sortir des 

intégrales les produits scalaires des enveloppes dans (6.5) et écrire  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tztztz
A

g
tz spp

eff

R
s ,, ,, * AAAP ⋅=  et ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tztztz

A

g
tz pss

eff

R

s

p

p ,, ,, * AAAP ⋅−=
ω

ω
 

  (6.7) 
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avec l’efficacité Raman aux fréquences optiques de signal 

 ( )
spR

sp

ps

R a
c

g ωω
ββ

ωω
−= Im

4

2

 (6.8) 

où la partie réelle de ( )
spRa ωω −  est négligée. Dans (6.7), nous avons déjà normalisé les 

enveloppes telle que leurs modules carrées deviennent les puissances optiques de signal et de 

pompe, ( ) ( )
2

,, tztzP µµ A= .  

    Dans l’approximation du guidage faible, les vecteurs de champ électrique guidé dans les 

fibres monomodes sont supposés approximativement dans le plan transverse. Nous pouvons 

alors remplacer les enveloppes vectorielles lentement variables par les vecteurs de Jones, 

colonnes 2D, comme ( ) ( )tzAtz ,, µµ =A . A partir de (6.1), nous pouvons ainsi trouver les 

équations de propagation pour le signal et la pompe comme 
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 (6.9) 

où µv  et µα  sont la vitesse de groupe et le coefficient d’atténuation, et 1±=pe  pour le co- et 

contra-pompage. Comme dans le chapitre précédent, nous allons prendre en compte la 

biréfringence de fibre pour inclure l’effet de PMD dans notre modèle. Le modèle final de 

propagation des vecteurs de Jones s’écrit alors comme  
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 (6.10) 

où µβ
v

 est le vecteur de biréfringence, colonne 3D, aux fréquences de signal ou de pompe, et 

σ
v

 est le vecteur de matrices de Pauli [6].  

    Dans la suite, il est plus commode d’utiliser les puissances optiques et les vecteurs d’état de 

polarisation (SOP, State of Polarization) définis comme  

 µµµ AAP =  et 
µµ

µµ

µ
AA

AA
s

σ
v

v
=  (6.11) 

Ce dernier est donc un vecteur Stokes unitaire sur la sphère de Poincaré [6]. Remplaçant ces 

deux expressions dans (6.10), nous trouvons 
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 (6.12) 

où spps ωωη /= , et le coefficient effective d’amplification Raman est donc défini comme  

 effRR AgC 2/=  (6.13) 

Nous voyons que la diffusion Raman stimulée ne dépend que de l’orientation relative entre les 

SOP de signal et pompe, et l’amplification du signal, ainsi que la déplétion de pompe 

dépendant de l’angle entre ces deux vecteur. L’amplification Raman est maximale quand ils 

sont dans la même direction, et nulle quand ils sont dans les directions opposées. En plus, 

comme déjà constaté dans [1], les termes ( )
pss sss
vvv

××  et ( )
spp sss
vvv

××  signifient que les 

vecteurs unitaires s’attirent dans le processus de diffusion Raman stimulée. Nous pouvons 

simplifier (6.12) formellement en introduisant deux trames de référence : l’une tourne de telle 

manière que le SOP de pompe ne voit plus la biréfringence de fibre et l’autre se propage à la 

même vitesse que la pompe. Ainsi, (6.12) se simplifie comme  
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 (6.14) 

avec  

 11 −− −= ppssp vevβ  et ( )ppssp eb ββ
vvv

−= −1R  (6.15) 

où R est la matrice de rotation de la 1
ère

 trame de référence, évoluant comme  

 RR ×= pzpe β
v

d , avec ( ) IR =0  (6.16) 

Nous allons appeler spb
v

 comme le vecteur de biréfringence relative. Il est à noter que s’il n’y 

a que trois équations dans (6.14), c’est parce que nous avons ignoré le terme représentant 

l’influence du signal sur le SOP de pompe, ( )sppsRps sssPC
vvv

××η . Cette influence 

proportionnelle à la puissance de signal est généralement très faible, d’autant plus que les 
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fluctuations rapides en z du SOP de signal ps
v

 sont, en quelque sorte, amorties par la variation 

lente de sP . Ainsi, la quatrième équation de (6.12) disparaît dans les trames de référence et le 

SOP de pompe devient indépendant de z 

  ( ) ( )tstzs pp 0,
vv

=  (6.17) 

    Au 1
er

 ordre, les vecteurs de biréfringence sont proportionnels aux fréquences optiques [7]. 

Nous allons alors écrire spsp βηβ
vv

= , et donc spb
v

 devient 

 ( ) ssppsp eb βη
vv

1 1 −−= R  (6.18) 

Mathématique, le vecteur de biréfringence est un processus stochastique au long de la fibre.  

A fin de le modéliser, nous adoptons le modèle proposé dans [8] et déjà validé 

expérimentalement dans [9]. Dans ce modèle, il est proposé de modéliser le vecteur de 

biréfringence par l’équation différentielle stochastique de Langevin comme suivante  

  2 1,d/d =+−= kgz ksksk βαβ β  (6.19) 

où FL/1=βα  avec FL  étant la longueur de cohérence de biréfringence [8][9], et 1g  et 2g  

sont deux processus réels, indépendants et delta-corrélés
 

 ( ) ( ) ( )21

2

21 zzzgzg ijgji −= δδσ  (6.20) 

Par la suite, •  et ]E[•  désigneront, respectivement, les moyens sur la biréfringence et sur le 

temps. Avec ce modèle, le paramètre de PMD [4][8] est donné par  

 
Bs

F

p
L

L
D

ω

π32
=  (6.21) 

où 2/4 gBL σπα β=  est la longueur de battement (Beat Length) [9]. Il est important de noter 

que dans ce modèle, la biréfringence de fibre est supposée linéaire, c’est-à-dire, 03 =sβ . Ceci 

est vérifié en pratique, car une biréfringence circulaire de la fibre serait due soit à une torsion 

de fibre, soit à un champs magnétique appliqué de l’extérieur [10], deux effets qui peuvent 

tous être bien réduits en pratique. Pour simplification, nous n’évoquerons pas le cas où la 

biréfringence circulaire de fibre est introduite artificiellement et a donc une nature 

déterministe [10]. 
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6.2 Impacts des pompes Raman polarisées 

Comme dans [4], nous négligerons dans cette section les rétroactions du signal sur la pompe. 

Puisque, de plus, nous ne nous intéressons qu’aux évolutions spatiales, (6.14) peut se réduire 

comme  

 

( )[ ]
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psspRsspsz

sspspRsz
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sssPCsbs

PssPCP

α

α
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××−×=

−⋅+=

d

d

 1d

vvvvvv

vv

 (6.22) 

et le SOP de pompe devient constant. 

6.2.1 Propriétés statistiques du vecteur de biréfringence relative et de l’état 

de polarisation de signal 

Dans l’annexe D, nous avons montré que dans un régime stationnaire asymptotique, le 

vecteur de biréfringence relative spb
v

 défini dans (6.18) est un processus vectoriel stochastique 

à 3 dimensions dont la moyenne et la fonction d’autocorrélation sont données par  

 ( ) 0
vv

=zbsp  et ( ) ( )
F

F

pspspsp
L

Lzz
Dzbzb

2

)/exp(

3

2122

2

T

1

−−
∆Ω=

Ivv
 (6.23) 

avec ppssp e ωω −=∆Ω . Par la suite, nous n’étudierons que le cas où l’influence de la pompe 

sur le SOP du signal ss
v

 est négligeable et que ce dernier ne varie pas temporellement en 

entrée. Ainsi, l’équation (6.22) devient 

 sspsz sbs
vvv

×=d  (6.24) 

Dans l’annexe D, utilisant la méthode du générateur de Stratonovich [8]-[10], nous avons 

également montré que dans le régime stationnaire asymptotique, le SOP du signal ss
v

, décrit 

par (6.24), est uniformément distribué sur la sphère de Poincaré, et sa fonction 

d’autocorrélation est donnée par 

 ( ) ( ) ( ) ( )uCuCuzszs ssssss −==+
33

T IIvv
 (6.25) 

où ( )uCss  est la fonction d’autocorrélation scalaire, qui peut être évaluée numériquement en 

utilisant un groupe d’équations récursives (D. ??). Nous pouvons ainsi définir la longueur de 

cohérence du SOP relatif du signal comme  
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 ( )∫
∞

=
0

d uuCL ssd . (6.26) 

    Dans [4], il est proposé de considérer le vecteur de biréfringence relative spb
v

 comme delta-

corrélé en z, ce qui correspond justement à la limite de (6.23) quand 0→FL . Cette 

simplification nous amène à l’expression de la fonction d’autocorrélation scalaire [4] 

 ( ) ( )
dss LuuC /exp −=  (6.27) 

avec 223 −− ∆Ω= sppd DL . Pour les deux configurations de pompage, la figure 6.1 compare 

l’expression ci-dessus avec le résultat exact de la simulation numérique de (6.25). Nous 

voyons clairement que dans le cas d’un co-pompage, nous disposons d’une bonne 

approximation de ( )uCss , alors que pour le cas du contra-pompage, (6.27) est loin de la 

solution exacte. De plus dans ce cas-là, la longueur de cohérence obtenue à partir de (6.27) est 

un ordre de grandeur moindre que sa valeur exacte. A titre d’exemple, en prenant m20=BL  

et mLF 15= , (6.27) nous donne m2.0=dL et (6.25) nous donne m8.4=dL .  
  

 

                                    (a)            (b) 

Figure 6.1 – Exemple de comparaison entre les fonctions d’autocorrélation scalaires exacte et 

approchée comme proposée dans [4], pour les configurations de (a) co-pompage et (b) contra-

pompage. Paramètres de simulation :  λp = 1455 nm, λs = 1555 nm, LB = 20 m et LF = 15 m. 

6.2.2 Influences d’une pompe Raman polarisée sur le signal 

Deux phénomènes importants sont à considérer, lors que les pompes Raman sont polarisées 

[4] : il s’agit des fluctuations du gain Raman total et la dépendance du gain Raman en 

fonction de la polarisation du signal d’entrée. A partir de (6.22), le gain Raman cumulé 

exprimé en décibel se calcule comme 

 ( ) ( )[ ]∫ ⋅+=
L

pspR zszszPCG
0

dΒ d 1 
vv

α  (6.28) 
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où dB 34.4)10ln(/10 ≈=α , et L est la longueur de la fibre. Le 1
er

 phénomène se comprend 

bien par le fait qu’à cause de PMD, les SOP de signal et de pompe ont une orientation  

aléatoire au long de la fibre. Il est à noter que le gain Raman cumulé peut aussi fluctuer quasi-

statiquement en temps, car il est connu que la biréfringence de fibre varie généralement sur 

une échelle de temps d’ordre de 10ms [11]. Le 2
ème

 phénomène est la dépendance aléatoire du 

gain Raman en fonction du SOP du signal injectée. Ceci s’explique par le 2
ème

 terme de la 

2
ème

 équation de (6.22) qui implique que ( )zss

v
 s’évolue en fait nonlinéairement, et aussi par le 

fait que ( )zss

v
 n’est pas statistiquement stationnaire au début de la fibre. Tout cela signifie que 

sa distribution est en fonction de sa valeur initiale. La dépendance de polarisation du gain 

Raman peut être évaluée qualitativement à l’aide du vecteur de PDG (Polarization-Dependent 

Gain) [4], que nous allons écrivons comme ∆
v

. Ce vecteur est défini de telle manière que sa 

grandeur ∆  donne la valeur en décibel de l’écart entre les gains Raman maximal et minimal
 1

 

en fonction du SOP du signal injectée, et que sa direction soit colinéaire avec le SOP du 

signal à la sortie ( )Lss

v
 auquel le gain Raman cumulé prend la valeur maximale. Dans [4], il 

est montré que quand ∆
v

 est bien inférieur à 15dB, le vecteur PDG peut se calculer comme  

 p

L

sppRsp szzzPCLa
vv

 d )()( )( 2
0

1









=∆ ∫

− RR  (6.29) 

où spR  est une matrice de rotation définie par 

 spspspz b RR ×=
v

d , avec ( ) IR =0sp  (6.30) 

     Dans [4], les influences de pompe Raman polarisée sur le signal ont déjà été étudiées 

d’une manière générale. Ceci dit, en raison de la simplification au cas où la biréfringence 

relative est considérée comme delta-corrélée, certains résultats de [4] pour la configuration de 

pompage contra-directionnel sont sujets d’interogation. Par la suite, nous allons réviser la 

configuration contra-directionnelle, où l’influence de pompe sur le SOP de signal est 

négligeable. Cela est largement vérifié en pratique, parce qu’en contra-pompage, l’ordre de 

grandeur de la biréfringence relative est -1m~2 sspb β
vv

≈ , alors que -1km~pR PC . Dans ce 

cas-là, le SOP de signal est gouverné par (6.24). Bien qu’à proprement parler, le SOP du 

signal ne soit pas stationnaire, il atteint le régime stationnaire asymptotique après seulement 

quelques mètres de propagation, si rapidement que nous pouvions négliger la contribution 

non-stationnaire. Nous pouvons ainsi constater tout de suite que ces simplifications 

impliquent que la dépendance de polarisation du gain Raman soit pratiquement négligeable 

dans la configuration de contra-pompage. Puisque ( )zss

v
 varie beaucoup plus rapidement que 

la pompe, pour calculer l’intégral de (6.28), nous pouvons considérer ( )zss

v
 comme un 

1
  A noter qu’ils sont aussi variables aléatoires. 
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processus de moyenne nulle et delta-corrélé 

 ( ) 0
vv

=zss  et ( ) ( ) ( )uLuzszs dss δ
3

2T I
=+

vv
 (6.31) 

La moyenne et la variance du gain Raman en décibel normalisé peuvent être ainsi facilement 

déterminées, respectivement, sous la forme 
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dB d α  et  
eff

d

L

L

G

GG

32

dB

2

dB

2

dB
≈

−
 (6.32) 

où la longueur effective est définie comme ( ) 0
0 

/d p

L

peff PzzPL ∫=  avec 0pP  étant la puissance 

de pompe injectée, et où nous avons utilisé la relation : ( ) 2//d 2

0
0 

2

effp

L

p LPzzP ≈∫ , valable dans 

la plupart des cas pratiques. Proportionnelle à la longueur de cohérence dL , la variance 

normalisée doit alors prendre des valeurs d’un ordre de grandeur plus grand que celles 

obtenues dans [4]. Ceci dit, de l’ordre de 410− en pratique, elle reste toujours faible.  

    Comme montré dans [4], les fluctuations et la dépendance de polarisation du gain Raman 

peuvent être compensés en dépolarisant les pompes Raman. Cela est simple à vérifier. D’une 

manière générale, quand le SOP de pompe ps
v

 devient lui aussi aléatoire
 2

, nous avons, pour la 

partie fluctuant du gain Raman, ( ) ( )∫⋅=∆
L

spRp zzszPCsG
0 

dΒ d  
vv

α , et le vecteur de PDG (6.29), 

les relations comme suivantes  
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Pour les pompes dépolarisées, puisque 3/]E[ T I=ppss
vv

, leur moyenne en terme de la 

biréfringence de fibre, normalisée sur 
2

dBG , deviennent  
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 (6.33) 

où nous avons utilisé (6.31), pour ( )zss

v
, et la relation formellement identique à (6.31), pour 

)()( 1

1
zL spsp RR − . Nous voyons donc que, puisque effd LL << , ces fluctuations deviennent 

relativement négligeables. Finalement, il est important de noter que les analyses de cette 

section restent valable dans le seul régime statique. Quand les pompes Raman sont 

2
  Cela n’est pas lié à la biréfringence de fibre, car nous avons adopté la trame de référence de rotation 
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dépolarisées, leur SOP bien que nul au sens de la moyenne temporelle, 0]E[
vv

=ps , fluctue 

évidemment dans le temps sur la sphère de Poincaré. Les influences des fluctuations 

temporelles de SOP de pompe seront étudiées dans la section 6.4.   

6.3 Transfert de RIN de la pompe vers le signal 

Nous avons vu, qu’à cause du temps de réponse extrêmement court de la diffusion Raman 

stimulée, les champs signal et pompe interagissent en puissances. De ce fait, les fluctuations 

temporelles de la puissance de pompe peuvent être transférées vers le signal et engendrer une 

pénalité importante sur la qualité de transmission. Ce phénomène est connu sous le nom de 

transfert de bruit de la pompe vers le signal [1][2], souvent appelé transfert de RIN, le bruit de 

pompe étant caractérisé en terme de RIN (Relative Intensity Noise), c’est-à-dire de bruit 

d’intensité relatif. Il est défini comme [1][3] 

 ( ) ( ) ( ) ( )ω
τ

ω 














 ∆+∆
=  ETFRIN

2
P

tPtP
  (6.34) 

où P  et ( )tP∆  sont respectivement la moyenne et les fluctuations de la puissance. Le RIN 

d’un signal optique est équivalent à la densité spectrale du photo-courrant normalisé, détecté 

idéalement, et donc peut être mesuré généralement, avec une bonne approximation, avec un 

photo-détecteur et un oscilloscope électronique. En décibel, l’unité de RIN est dB/Hz. 

6.3.1 Modèle de transfert de RIN 

Supposant que les pompes sont dépolarisées, nous pouvons utiliser (6.14) pour modéliser les 

propagations spatio-temporelles  
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αβ

αη

−=∂+∂

+−=∂

 (6.35) 

où nous avons ignoré les effets de polarisation, qui seront pris en compte dans la section 6.4. 

Tenant compte des fluctuations temporelles, nous pouvons exprimer les puissances optiques 

comme  

 ( ) ( ) ( )[ ]tzmzPtzP ,1 , µµµ +=  (6.36) 

où sP  et pP  sont les puissances moyennes qui se propagent comme 
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sm  et pm  désignent les indices de modulation représentant les fluctuations temporelles. 

Remplaçant (6.37) et (6.36) dans (6.35), et négligeant les termes croisés entre les indices de 

modulation supposées petites, nous trouvons les équations de propagation au 1
er

 ordre pour les 

indices de modulation  
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 (6.38) 

Après la transformation de Fourier temporelle, nous trouvons 
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Définissant une matrice de transfert comme     

 ( ) ( ) ( )ωωω ,,, zzzz THT =∂ , avec ( ) IT =ω,0  (6.41) 

nous pouvons écrire la solution de (6.39) comme ( ) ( ) ( )ωωω ,0 ,, mzzm
vv

T= , ou plus 

explicitement comme  
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 (6.42) 

    Nous voyons qu’en sortie, les fluctuations de signal dépendent non seulement de celles de 

la pompe mais aussi de celles du signal injectée. C’est le phénomène d’auto modulation, que 

nous avons en fait déjà rencontré dans la section 4.3 du chapitre 4. Par la suite, nous ne nous 

intéressons qu’au transfert de RIN de la pompe vers le signal, et le RIN du signal injectée sera 

ignoré, ( ) 0,0 =ωsm . Ainsi, nous pouvons obtenir 

 ( ) ( ) ( ) ( )zimzzm sppsps ωβωωω −= exp,0 ,T,  (6.43) 

ce qui est utile pour les pompes co-directionnelles. Pour les pompes contra-directionnelles, 

dont l’entrée se trouve en Lz = , nous devons relier ( ) ,ωzm s à ( )ω,Lm p . Cette relation peut 

être facilement trouvée comme étant 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ziLmLzzm sppppsps ωβωωωω −= − exp, ,T,T, 1  (6.44) 



 

 

IMPACTS DES BRUITS DE POMPE SUR LE SIGNAL  138 

Nous pouvons alors écrire, d’une manière générale, la relation entre les indices de modulation 

du signal en sortie et de la pompe injectée comme 

 ( ) ( ) ( )ωωω 0RIN  T, ps mLm =  (6.45) 

où la fonction de transfert s’écrit, pour les pompages co- et contra-directionnel, respective-

ment, comme  

 ( ) ( ) Li

sp

speL
ωβ

ωω
−

=  ,TTRIN  et ( ) ( ) ( ) Li

ppsp

speLL
ωβ

ωωω
−−=  ,T,TT 1

RIN  (6.46) 

D’après la définition (6.34), nous constatons que le RIN est en fait la transformée de Fourier 

de l’autocorrélation de l’indice de modulation  

 ( ) ( ) ( )[ ]( )ωτω  ]E[TFRIN tmtm += .  (6.47) 

Alors, le RIN transféré de la pompe vers le signal se calcule comme   

 ( ) ( ) ( )ωωω 0

2

RIN RINTRIN ps =  (6.48) 

où ( ) 2

RINT ω  est appelé comme la fonction de transfert de RIN. Il est à mentionner que grâce 

à (6.41) et (6.44), nous somme capable de transformer le problème de propagation bi-

directionnelle (6.38), dans le cas de pompage contra-directionnel, à un problème de 

propagation uni-directionnelle. Pour calculer les puissances moyennes (6.37), nous allons 

utiliser la méthode BVP4C que nous expliquons dans l’annexe B.  

6.3.2 Propriétés de la fonction de transfert de RIN 

 

                                    (a)            (b) 

Figure 6.2 – Fonction de transfert de RIN pour de différentes valeurs de la puissance du 

signal, avec (a) le co-pompage et (b) le contra-pompage. Paramètres: λp/s = 1455 / 1555 nm, 

Longueur de la fibre = 100 km, αp/s = 0.25 / 0.20 dB/km et CR = 0.5 W
-1

km
-1

. 
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La figure 6.2 montre les résultats d’une simulation numérique de la fonction de transfert de 

RIN, lorsque la déplétion de pompe est prise en compte. A priori, nous voyons que la fonction 

de transfert de RIN est un filtrage passe-bas. Ceci se comprend bien par le fait que le signal et 

la pompe se propagent aux vitesses différentes dans la fibre, ce qui crée un effet de temps 

d’interaction limité ( walk-off ) plus ou moins important en fonction des fréquences de 

fluctuation considérées. La décroissance de la fonction de transfert de RIN s’opère autour de 

quelques KHz pour le pompage contra-directionnel contre quelques MHz pour le pompage 

co-directionnel, avec un taux d’extinction de –20 dB par décade. La 1
ère

 conclusion que nous 

pouvons tirer tout de suite, c’est que le pompage contra-directionnel est bien moins sensible 

au transfert de RIN.  

    En régime petit signal, la deuxième équation de (6.38) est négligeable. Nous pouvons alors 

trouver facilement l’expression analytique pour la fonction de transfert de RIN sous la forme 

 ( ) [ ]L

sp

L

psp

eff

R

pp eLe
L

G
αα

ωβ
αωβ

ω
−−

−

−+
+

= )cos(21lnT
2

222

2

22

RIN  (6.49) 

où les termes entre les crochets sont négligeables pour la transmission sur de longues 

distances. Aux basses fréquences, la fonction de transfert de RIN est maximum et vaut 

( )
RGlnlog20 10  dans toute les deux configurations. D’un point de vue physique, la bande 

passante étroite du transfert de RIN en pompage contra-directionnel s’explique par le faible 

temps d’interaction entre la pompe et le signal, qui propagent dans les sens opposés. 

D’ailleurs, la dispersion chromatique ne joue presque pas de rôle dans le transfert de RIN en 

pompage contra- directionnel. Seule la vitesse de groupe moyenne est importante et la 

fréquence de coupure à 3 dB vaut : 

 πα 4/spc vf =  (6.50) 

Par contre en pompage co-directionnel, le temps d’interaction entre la pompe et le signal est 

bien plus long et dépend exclusivement de la dispersion chromatique. La fréquence de 

coupure à 3 dB vaut : 

 
)(2 psd

p

c
D

f
λλπ

α

−
=  (6.51) 

où dD  est la paramètre de dispersion chromatique.  

    Sur la figure 6.2, montré également l’influence de la saturation de gain sur la fonction de 

transfert de RIN, où la puissance de pompe injectée a été ajustée à chaque fois de façon à 

maintenir un gain Raman de 20 dB. Nous voyons que plus la saturation, où bien la puissance 

du signal injectée 0sP , est grande, plus le plateau de la fonction de transfert aux basses 
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fréquences diminue et la fréquence de coupure augmente. Ce dernier point peut se 

comprendre par le fait que, comme montré par (6.50) et (6.51), la fréquence de coupure est 

proportionnelle à l’atténuation de pompe. Donc, lors de la déplétion la pompe étant atténuée 

plus rapidement, le temps d’interaction effectif pompe-signal diminue [2] et la fréquence de 

coupure augmente. La diminution du plateau aux basses fréquences peut être expliquée par 

une analyse statique aux basses fréquences. Tenant compte de la déplétion de pompe, le gain 

Raman est à la fois en fonction des deux puissances injectée, c’est-à-dire, ),( 00 spRR PPGG = . 

Si la puissance de pompe injectée varie d’une petite valeur 0pP∆ , nous avons au premier ordre 

l’égalité suivante 

 ),(
ln

1
),(

),(
00

0

0

00

000

sp

p

R
p

spR

sppR
PP

P

G
P

PPG

PPPG

∂

∂
∆+≈

∆+
 (6.52) 

D’un côté, la puissance du signal amplifié s’écrit comme ( ) 000 , sspRLsL PPPGAP = , où LA  est 

pour l’atténuation linéaire de la fibre passive. D’un autre, la valeur au carré du rapport de la 

variation relative du signal amplifié, entraînée par la variation de la puissance de pompe 

injectée, sur la variation relative 00 / pp PP∆  n’est rien d’autre que la valeur aux basses 

fréquences de transfert de RIN. Ainsi, d’après (6.52), nous avons  

 ( )
2
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2
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2
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RIN ),(
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 (6.53) 

Cette équation implique que ( ) 2

RIN 0T  est proportionnelle à la valeur au carré de la pente du 

gain Raman exprimé en décibel. D’après la caractéristique de la saturation du gain illustrée 

sur la figure 4.2 du chapitre 4, nous voyons donc que ( ) 2

RIN 0T  est constant en régime de petit 

signal, et diminue avec la saturation de gain.  

6.3.3 Pénalités liées au transfert de RIN 

Nous allons maintenant évaluer la dégradation des performances de transmission introduite 

par le transfert de RIN. Pour cela, nous allons quantifier la pénalité engendrée par le transfert 

de RIN sur le facteur de qualité de transmission, qui est défini comme [1][3].  

 
01

01

σσ +

−
=

II
Q  (6.54) 

où 0/1I  et 0/1σ  sont, respectivement, le moyen et les écarts types du photo-courrant pour les 

bits 1/0. Supposant que le bruit de battement signal-ASE domine, le facteur de qualité en 

absence de transfert de RIN vaut 
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1

1

σ

I
Qs =  (6.55) 

Dans le cadre d’approximation gaussienne, le facteur de qualité dégradé par le transfert de 

RIN peut être évalué par [1] 

 

( ) ( )∫∫ +
=

+
=

ee B
ss

s

B
s

r

ffQ

Q

ffI

I
Q

 

2

 

2

1

2

1

1

d2RIN1d2RIN ππσ
 (6.56) 

où eB  est la bande passante du circuit électronique de post-détection. La pénalité du facteur 

de qualité en décibel peut alors être définie et évaluée par 

 ( ) ( )∫+==∆
eB

ss

r

s ffQ
Q

Q
QQ

 

2

1010 d2RIN1log10log10dB π  (6.57) 

    La pénalité du facteur de qualité dépend donc à la fois du RIN de la pompe injectée, de la 

bande passante eB  et du gain Raman, et y compris bien entendu le régime de gain et le 

schéma de pompage. Sur figure 6.3, la pénalité du facteur de qualité est représentée en 

fonction du RIN de la pompe injectée, du schéma de pompage et du régime de gain. La 

figure 6.3 montre bien l’intérêt du contra-pompage en terme de pénalité engendrée par le 

transfert de RIN. Nous pouvons utiliser la limite communément accepté de 0.1 dBQ pour 

fixer les niveaux de RIN acceptable sur les pompes Raman [1][2]. D’après la figure 6.3, nous 

pouvons alors accepter un niveau de RIN meilleur que –120 dB/Hz en co-pompage, contre –

Figure 7.3 – Pénalité du facteur de qualité en fonction du RIN de pompe pour les co- et 

contra-pompage, et en régimes de petit-signal et de saturation. Paramètres : 

λp/s = 1455 / 1555 nm, L = 100 km, αp/s = 0.25 / 0.20 dB/km et CR = 0.5 W
-1

km
-1

. 
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80 dB/Hz en contra-pompage. Les impacts de la saturation de gain sont également montrés 

sur cette figure. Nous voyons que la saturation de gain peut améliorer légèrement les valeurs 

de RIN acceptables, d’autour de 3 à 4 dB/Hz. Ceci est d’ailleurs bien la preuve que le transfert 

de RIN initial est moindre en régime de saturation. En effet, c’est parce que les bruits sont 

comprimés quand la pompe est saturée, tout comme ce que nous avons vu dans le chapitre 4. 

Finalement, la grande différence entre les valeurs acceptables de RIN de pompe pour les deux 

configurations laisse présager des technologies laser différentes. Les lasers semi-conducteurs 

seront privilégiés pour un co-pompage du fait de leur très faible valeur de RIN, pouvant être 

inférieur à –120 dB/Hz. Pour le contra-pompage, les lasers fibrés sont suffisants avec un RIN 

de –80/-90 dB/Hz. Bien entendu, ces technologies de lasers de puissance n’ont pas le même 

coût de production ; les lasers fibrés Raman étant moins coûteux et plus stables que les lasers 

semi-conducteurs de puissance. 

6.4 Transfert des bruits de pompe vers le signal assisté par PMD 

Comme nous avons montré dans la section 6.2, les pompes Raman doivent être dépolarisées 

afin de compenser les fluctuations du gain Raman et PDG. Cependant, il est important de 

noter que le terme « pompe dépolarisée » ne veut dire que la moyenne temporelle du SOP de 

pompe soit nulle, 0][ 
vv

=psE . En effet, les variations instantanés, [ ]
ppp sss
vvv

 E−=∆ , fluctue 

évidemment aléatoirement sur la sphère de Poincaré. De l’équation (6.14), nous voyons 

clairement que ces fluctuations temporelles peuvent introduire du bruits au signal.  

6.4.1 Fonction vectorielle de transfert des fluctuations de l’état de 

polarisation de pompe 

Comme dans la section 6.3, tenant compte des fluctuations temporelles, nous allons exprimer 

les puissances optiques comme ( ) ( ) ( )[ ]tzmzPtzP ,1 , µµµ += , où les équations de propagation 

des puissances moyennes sont identiques à (6.37). Nous allons négliger la déplétion de pompe 

et l’influence de pompe Raman sur le SOP de signal, supposée négligeable devant l’effet de la 

biréfringence relative. Ainsi, de (6.14), nous pouvons trouver au 1
er

 ordre  

 ( ) ( )
spppRstspz mmPCm +=∂+∂ β  (6.58) 

avec ( ) ( ) ( )tszstzm pssp 00,
vv

⋅= , où ( )zss0

v
 et ( )zs p0

v
 sont, respectivement, le SOP de signal sans 

influence de pompe, dont l’évolution spatiale est décrite par (6.24), et le SOP instantané de la 

pompe injecté. La solution de (6.58) peut s’écrire dans le domaine de Fourier comme  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fsfzhfmfzhfzm pps 0SOPRIN ,,,
vv

⋅+=  (6.59) 

avec la fonction de transfert des fluctuations de l’intensité de pompe 
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 ( ) ( ) ( )[ ]∫ −=
z

sppR xfxzixPCfzh
0

RIN d 2exp, βπ  (6.60) 

qui n’est rien d’autre que (6.49), et la fonction vectorielle de transfert  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −=
z

spspR xfxzixsxPCfzh
0

0SOP d 2exp, βπ
vv

 (6.61) 

Puisque le RIN est la densité spectrale de l’indice de modulation, le RIN total du signal 

amplifié transféré de la pompe est donné par 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fSfHffLhf ps SOP

2

SOP

2

RIN RIN,RIN +=  (6.62) 

où nous avons considéré la valeur moyenne sur PMD, et donc, en utilisant (6.25),   

       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )fCLPC

xxfxxxxCxPxPCfLH

spsseffpR

sp

L L

ssppR

πβ

πβ

2
3

1

dd 2cos
3

1
,

2

0

2

2121

0 0

2121

22

SOP

≈

−−= ∫ ∫
 (6.63) 

que nous allons appeler “fonction de transfert des fluctuations de SOP”. Il est à noter que dans 

la seconde ligne de l’équation ci-dessus, nous avons supposé que la longueur effective reste 

bien supérieure à la longueur de cohérence définie par (6.26), effL >> dL . Dans l’expression 

(6.62), ( )fSSOP  est défini comme la densité spectrale scalaire du SOP de pompe 

 ( ) ( ) ( )[ ]( )ftstsfS pp  ][ 00SOP

vv
⋅+= τETF  (6.64) 
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Figure 6.4 – Les fonctions de transfert des fluctuations de SOP et de transfert de RIN, pour les 

co- et contra-pompage. Paramètres de simulation: λp/s = 1455 / 1555 nm, CR = 0.5 W
-1

km
-1

, 

Pp0 = 0.53 W, L = 100 km, Leff = 8.7 km, LF = 15 m and LB = 20 m. 

    Expression (6.62) montre clairement qu’en plus du transfert de RIN de la pompe vers le 

signal que nous avons étudié dans la section 6.3, le RIN du signal amplifié est aussi dû aux 

fluctuations temporelles du SOP de pompe. Deux exemples de la fonction de transfert des 

fluctuations de SOP sont présentés sur la figure 6.4 pour les co- et contra-pompage. Nous 

voyons qu’elles sont toutes les deux des filtres passe-bas. Pour la comparaison, nous y avons 

aussi montré les fonctions de transfert de RIN, “traditionnelles.” D’après (6.63), nous avons le 

maximum de cette nouvelle fonction de transfert 

 ( )
( )
3

2
0,

2

02

SOP

pReffd PCLL
LH =  (6.65) 

et sa largeur spectrale 
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==∆ ∫
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 (6.66) 

Cette dernier prend des valeurs typiquement d’ordre de quelques centaines mégahertz pour le 

co-pompage et quelques mégahertz pour le contra-pompage, ce qui est à comparer avec le 

transfert de RIN, où nous avons vu que les fréquences de coupure de 3 dB sont typiquement 

d’ordre de quelques mégahertz pour le co-pompage et quelques kilohertz pour le contra-

pompage. 

6.4.2 Impacts des fluctuations temporelles de l’état de polarisation de 

pompe sur le RIN du signal amplifié 

Nous allons d’abord déterminer l’expression explicite de la densité spectrale du SOP de 

pompe. D’après la définition (6.11), le SOP de pompe est donné par 

 ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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Nous avons alors 
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 (6.68) 

où ( ) ( ) 2
tAtP kk = , avec yxk ,= , est la puissance de chaque composante vectorielle du champ 

de pompe. La densité spectrale du SOP de pompe est composée de deux parties. L’une ne 

dépend que des fluctuations d’intensité de pompe, et l’autre dépend aussi des phases des 

champs. Afin de passer plus loin l’analyse, nous supposons que les deux composantes 

vectorielles du champ de pompe sont statistiquement indépendantes. Alors, puisque les 

fluctuations d’intensité de pompe peuvent en général être considérées faibles, (6.68)  devient, 

au 1
er

  ordre 

 ( ) ( ) ( )fSffS xyp +≈ RINSOP  (6.69) 

où ( )fSxy  est le battement des densités spectrales de puissance normalisé défini comme 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

fSfSfSfS
fS

yxyx
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⊗−+−⊗
=  (6.70) 

( )yxkSk ,=  étant la densité spectrale de puissance normalisée de chaque composante,  
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 (6.71) 

Ainsi, (6.62) peut se réécrire comme  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fSfHffLHf xyps

2

SOP

2

RIN RIN,RIN +=  (6.72) 

où la nouvelle fonction de transfert de RIN s’écrit comme 

 ( ) ( ) ( ) 2

SOP

2

RIN

2

RIN ,,, fLHfLhfLH +=  (6.73) 

    Avec l’expression ci-dessus, les impacts des fluctuations temporelles du SOP de pompe 

s’interprètent clairement. Premièrement, il y a plus de RIN transféré de la pompe vers le 

signal que prévu par la théorie de transfert de RIN montrée dans la section 6.3. Deuxième-

ment, il y a un nouveau bruit transféré vers le signal, qui est le bruit de battement des deux 

composantes de la pompe dont la densité spectrale est donnée par (6.70). A première vue, ce 
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dernier point peut paraître surprenant, car il s’agit du battement des deux composantes 

orthogonales, mais nous pouvons le comprendre avec l’explication qui va suivre. Dans (6.10), 

nous voyons que le terme pour l’amplification Raman s’écrit comme spp AAA . Nous 

pouvons alors considérer qu’en tournant, l’enveloppe lentement variable du signal accumule 

celles de la pompe sur toutes ces deux polarisations. Les deux composantes orthogonales 

accumulées sur le signal peuvent battre. Un autre point important à noter est que la largeur 

spectrale de la fonction de transfert ( ) 2

SOP , fLH  est bien supérieure à celle de la fonction de 

transfert de RIN traditionnelle, avec un facteur de deff LL / . Cela signifie que l’étendue 

spectrale du RIN transférable augmente de deux ordres de grandeur pour le co-pompage et de 

quatre ordres de grandeur pour le contra-pompage.   

6.4.3 Estimation de la dégradation de performance du système  

Nous utilisons toujours le formalisme de la pénalité du facteur de qualité (6.57) pour estimer 

la dégradation de performance du système. Pour toutes les deux configurations de pompage, 

nous pouvons avoir 

 ( ) ( )∫∫
∞∞

=
0

2

SOP

0

2

RIN d,3d, ffzHffzh  (6.74) 

nous voyons que, si le RIN de pompe peut être considéré comme constant et que la bande 

passante du circuit électronique de post-détection est bien supérieure à la largeur spectrale de   

( )2

SOP , fzH , les valeurs acceptables du RIN de pompe, pour les deux configurations de 

pompage sont réduites d’un facteur de 4/3, soit 1.25 dB, par rapport à celles obtenues dans la 

section 6.3. Le point plus important est que l’étendue spectrale du RIN transférable est 

considérablement augmentée, ce qui peut conduire à un impact non négligeable sur 

l’estimation du facteur de qualité ainsi que sur le niveau du RIN de pompe acceptable. Dans 

la configuration de co-pompage, puisque l’étendue spectrale atteint les fréquences de 

quelques centaines mégahertz voir du gigahertz, nous devons être prudents à considérer le 

RIN de pompe comme constant. Dans la configuration de contra-pompage, la contrainte au 

niveau de RIN de la pompe peut être remarquablement relâché, de 10 dB/Hz, si nous 

introduisons avant le photo-détecteur un filtre passe-haut dont la fréquence de coupure est 

supérieure à celle de la fonction de transfert de RIN contra-directionnelle [2]. C’est le résultat 

lorsque l’impact de PMD n’est pas pris en compte. En fait, bien que l’intégral du premier 

terme de (6.73) puisse devenir très petit dans ce cas, le second terme, devenant dominant,  ne 

doit pas être omit. 

    Afin de discuter l’impact du bruit de battement, nous supposons que les enveloppes des 

densités spectrales des deux composantes de pompe peuvent tous être considérées 

approximativement comme lorentziens. Ainsi, nous trouvons 
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où comme illustré sur la figure 7.5, xyf∆  est l'écart fréquentiel entre les deux composantes de 

pompe, et yxc FFF ∆+∆=∆ , et kF∆  ( )yxk ,=  étant la largeur spectrale de chaque 

composante. D’après la section 6.2, nous voyons que la fonctions de transfert des fluctuations 

du SOP pour la pompe co-propagative est pratiquement lorentzienne 
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Nous trouvons alors 

        ( ) ( ) ( )∫∫ =
cc B
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ffSfLHffL d,d,RIN
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( ) ( )22
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3
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HCpReffd
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∆Ω∆+
≈  (6.77) 

où HH f∆=∆Ω π2 , et où Bc est ajustée entre 0 et +∞ pour la seconde ligne. Alors que pour la 

configuration de contra-pompage, puisque la fonction de transfert est loin d’être lorentzien, la 

simulation numérique de (6.63) est généralement nécessaire. Toutefois, si la largeur spectrale 

de la fonction de transfert est bien inférieure à celle de la pompe, Hf∆ << cF∆ , et l’écart 

fréquentiel est négligeable devant la largeur spectrale de la pompe, nous avons 

Figure 7.5 –  Illustration sur les densités spectrales de puissance optique normalisées (en 

fonction de fréquence optique) des deux composantes loretizennes et sur leur battement (en 

fonction de radio fréquence). 
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où nous avons utilisé βsp ≈ 2 / vs. Il est à noter que ce résultat, indépendant des paramètres de 

la biréfringence, est valide pour la plupart des cas de la configuration de contra-pompage en 

pratique, où les lasers fibrés Raman sont déployés.     
 

 

                                    (a)            (b) 

Figure 6.6 – Pénalité de facteur Q en fonction de la largeur spectrale de la pompe et de l’écart 

fréquentiel. Paramètres communs: λp = 1455 nm, λs = 1555 nm, Qs = 10, CR = 0.5 W
-1

km
-1

, 

Pp0 = 0.53 W, L = 100 km, Leff = 8.7 km. (a) co-pompage, paramètres : Ld = 175 m et 

Dp = 15 ps/nm/km ; (b) contra-pompage : LF = 25 m, LB = 100 m et vs = 2.10
5
 km/s. 

    Pour les configurations de co- et contra-pompage, figure 6.6 montre deux exemples de 

pénalité de facteur Q en fonction de la largeur spectrale de la pompe cF∆  et l’écart fréquentiel 

xyf∆ . Dans la figure 6.6-(a), cF∆  et xyf∆ sont normalisés sur la largeur spectrale de la fonction 

de transfert Hf∆ , car l’approximation (6.77) est utilisée. Tandis que pour la figure 6.6-(b), la 

simulation numérique de (6.63) est utilisée, où les longueurs de battement et de cohérence de 

la biréfringence de fibre sont, respectivement, 100 m et 25 m, ce qui correspond à une fibre de 

faible biréfringence avec un paramètre de PMD de 0.013 ps/km
1/2

 et une longueur de 

cohérence du SOP relatif de signal de 16 m. Avec ces figures, nous voyons clairement que la 

pénalité diminue toujours avec l’écart fréquentiel xyf∆ . Alors, il peut être une solution pour 

annuler le transfert de bruit de battement de séparer en spectre les deux composantes de 

polarisation de pompe. En effet, c’est ce qu’il est déjà montré expérimentalement dans [12]. 

Ceci peut être particulièrement utile pour la configuration de co-pompage, où la pénalité de 

facteur Q est bien plus importante et la pompe Raman est souvent composée de deux diodes 

lasers dont les polarisations sont orthogonales [12]. 

6.5 Conclusion 
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Dans ce chapitre, nous avons établir un modèle, (6.12), pour décrire les évolutions spatio-

temporelles des puissances et SOP de la pompe et signal dans les amplificateurs Raman à 

fibre. Avec l’aide de l’analyse présentée dans l’annexe D, nous avons trouvé une méthode 

numérique pour calculer l’autocorrélation du SOP relatif de signal. Il se trouve que  

l’assomption que la biréfringence locale relative soit delta-corrélée n’est valable que pour la 

configuration de pompage co-directionnel. Les fluctuations du gain Raman dans la 

configuration de pompage contra-directionnel en est un ordre de grandeur plus importante que 

proposée dans [4]. 

    Après réviser la théorie traditionnelle de transfert de RIN de la pompe vers le signal, 

proposée initialement dans [1], nous avons analysé le rôle de PMD dan le transfert de bruit de 

la pompe vers le signal. Il est trouvé qu’à cause des fluctuations temporelles de SOP, les 

pompes Raman dépolarisées peuvent induire des bruits supplémentaires au signal à l’aide de 

PMD. Il y a deux points importants à noter : premièrement, il y a transfert de RIN 

additionnel ; secondement, il y a un nouveau bruit, le bruit de battement des deux 

composantes de polarisation de pompe, qui est transféré vers le signal. Pour le transfert de 

RIN additionnel, l’accent a été mis sur le fait que sa largeur spectrale est bien plus large que 

celle traditionnelle. Tandis que pour le bruit de battement, la dégradation de la performance 

de système a été analysée en terme de la pénalité de facteur Q avec expressions analytiques. Il 

se trouve qu’il peut être une solution pour annuler le transfert de bruit de battement de séparer 

en spectre les deux composantes de polarisation de pompe. 

    Finalement, nous devons mentionner que la configuration de contra-pompage est bien plus 

avantageuse que celle de co-pompage, au niveau de transfert de bruit de la pompe vers le 

signal. C’est non seulement parce que la pompe et le signal ont un temps d’interaction plus 

long dans la configuration de co-pompage, mais aussi parce que le SOP relatif de signal 

tourne beaucoup plus rapidement dans la configuration de contra-pompage. Nous voyons que 

l’avantage de la configuration de co-pompage au niveau de facteur de bruit en est fané, et la 

configuration de pompage bi-directionnel pourrait être un bon compromis technique en 

pratique. 
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Conclusion et Perspectives 
 

 

 

Ce travail de thèse a permis de réaliser une étude théorique approfondie, permettant de 

comprendre et de modéliser les processus de génération de bruit dans les amplificateurs 

Raman distribués, et d’analyser les performances des systèmes et des réseaux les utilisant. 

    Afin d’établir un modèle quantifié pour l’amplification Raman dans les fibres optique, une 

théorie quantique de l’optique nonlinéaire macroscopique a été tout d’abord proposée, en 

utilisant une nouvelle approche fondée sur une description ab initio quantifiée de l’interaction 

champ-matière. Cette théorie, restant très générale, montre formellement, pour la première 

fois à notre connaissance, les relations entre les opérateurs d’Heisenberg des densités de 

polarisation nonlinéaire et du champ électrique. Quand les opérateurs quantiques sont 

remplacés par leurs valeurs classiques correspondantes, nous retrouvons la théorie semi-

classique de l’optique nonlinéaire. Il est important de noter que, dans notre développement, 

nous avons séparé explicitement les mécanismes micro- et macroscopique. Ceci est nécessaire 

pour établir notre formalisme pour l’optique nonlinéaire macroscopique.  

    Les résultats de notre approche, associés à la théorie de la susceptibilité des verres de silice, 

permettent d’établir un modèle bidimensionnel de propagation des opérateurs associés au 

champ électrique dans les fibres optiques, ainsi que pour les amplificateurs Raman distribués. 

Ce modèle prend simultanément en compte l’atténuation optique, la diffusion Rayleigh, la 

dispersion, les non-linéarités de type Kerr et les diffusions Raman et Brillouin. Dans notre 

approche, nous avons noté qu’il est nécessaire de prendre en compte la dépendance de 

polarisation pour décrire correctement la diffusion Rayleigh dans les fibres optiques. Nous 

avons également étudié les diffusions Raman et Brillouin dans un modèle physique unifié, ce 

qui permet de mieux comprendre leurs similarités et leurs différences. Avec ce modèle, nous 

avons réussi à exprimer le théorème de fluctuation-dissipation pour les amplificateurs Raman 

distribués, prenant en compte l’amplification Raman et les pertes optiques. En comparaison 

avec les systèmes réels à deux niveaux, une expression pour la population virtuelle du niveau 

haut a été proposée. Ce concept peut être utile pour une compréhension intuitive des 

avantages des amplificateurs Raman et des processus de génération de bruit intrinsèque dans 

ce type d’amplificateurs.  
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    Afin de mieux appréhender les potentialités dans amplificateurs Raman distribués, nous 

avons tout d’abord, après un bref rappel des propriétés quantiques du champ optique, formulé 

d’une manière générale les limites quantiques des dispositifs optiques linéaires et insensibles 

à la phase, les statistiques quantiques du photocourant, et les différentes définitions du facteur 

de bruit des dispositifs amplificateurs optiques.  

    L’amplification Raman dans les fibres optiques est intrinsèquement à faible bruit. Ceci 

s’explique par le fait que, dans les fibres optiques, la diffusion Raman Stokes est beaucoup 

plus probable que la diffusion Raman anti-Stokes, ce qui résulte d’une valeur typique de la 

population virtuelle du niveau haut d’environ à 0.9 quand les pertes optiques sont négligées.    

L’amplification Raman est, de plus, distribuée au long de la fibre, ce qui est la raison la plus 

importante pour laquelle elle est plus avantageuse en termes de bruit que l’amplification 

localisée des amplificateurs à fibres dopées à l’Erbium. Nous avons déterminé le gain et le 

facteur de bruit dans amplificateurs Raman et comparé, en termes de bruit intrinsèque, les 

performances des différentes configurations de pompage. Il a été clairement montré que la 

configuration de pompage co-directionnel est la plus préférable en termes de facteur de bruit, 

mais également la plus sensible à la saturation de gain.  

    Nous avons également étudié la rétro-diffusion Rayleigh et le transfert de bruit de la 

pompe, qui sont deux autres sources importantes de bruit classique dans les amplificateurs 

Raman. Prenant en compte la diffusion Rayleigh, nous avons établi un modèle de propagation 

bidirectionnelle du champ. Nous avons corroboré ce modèle en comparant l’expression 

analytique du facteur de récapture extraite de notre modèle avec celle déjà connue. La 

simulation numérique des équations de propagation bidirectionnelle pour les densités 

spectrales de puissance a été effectuée. Elle permet d’étudier l’impact de la rétrodiffusion 

Rayleigh sur la génération de bruit intrinsèque et sur la saturation de gain. Il a été montré que 

pour les hautes valeurs du gain Raman, la saturation de pompe est renforcée par la 

rétrodiffusion Rayleigh. Quand la puissance de signal est relativement élevée, la pompe est 

saturée par le signal, et, dans le même temps, la génération de ASE est réduite. En revanche, 

quand la puissance de signal est relativement faible, c’est plutôt le bruit ASE sur tout le 

spectre, renforcé par la rétrodiffusion Rayleigh, qui sature la pompe. Les propriétés 

statistiques du bruit en présence de rétrodiffusion Rayleigh ont été étudiées. Il a été montré 

que les bruits de DRB et d’ASE sont tous les deux gaussiens et indépendants du signal, mais 

tandis que l’ASE est un bruit blanc et dépolarisé, et le DRB est partiellement polarisé et a une 

densité spectrale quasi-identique du signal. Avec ces propriétés, nous avons analysé l’impact 

combiné de l’ASE et du DRB par une méthode semi-analytique afin de calculer le taux 

d’erreur binaire exact. Nous avons montré qu’aux gains Raman très élevés, GR > 30dB, les 

performances du système sont considérablement dégradées par la rétrodiffusion Rayleigh. 

Aux gains Raman inférieurs à 20dB, l’impact de la rétrodiffusion Rayleigh est négligeable. 

Nous avons également montré que la méthode d’approximation gaussienne pour évaluer le 
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taux d’erreur binaire est généralement adaptée, en présence de la rétrodiffusion Rayleigh. 

Nous avons également évalué analytiquement la pénalité de la rétrodiffusion Rayleigh sur le 

facteur de qualité. Il a été montré que le pompage bidirectionnel avec 50-60% de co-pompage 

est très intéressant compte tenu de sa tolérance à la rétrodiffusion Rayleigh. 

    En ce qui concerne le transfert de bruit de la pompe vers le signal, nous avons étudié un 

modèle vectoriel de l’amplification Raman dans les fibres optiques monomodes. Nous avons 

développé une méthode numérique pour calculer l’autocorrélation du SOP relatif de signal. Il 

se trouve que l’hypothèse que la biréfringence locale relative soit delta-corrélée n’est valable 

que pour la configuration de pompage co-directionnel. Les fluctuations du gain Raman dans 

la configuration de pompage contra-directionnel sont un ordre de grandeur plus importantes 

que proposées précédemment. Après avoir révisé la théorie traditionnelle de transfert de RIN 

de la pompe vers le signal, nous avons analysé le rôle de PMD dans le transfert de bruit de la 

pompe vers le signal. Il a été montré, qu’à cause des fluctuations temporelles de SOP, les 

pompes Raman dépolarisées peuvent induire des bruits supplémentaires au signal à l’aide de 

PMD. Il y a premièrement transfert de RIN additionnel. Il y a aussi un nouveau bruit, le bruit 

de battement de spectre des deux composantes de polarisation  de pompe, qui est transféré. 

Pour ce transfert de RIN additionnel, nous avons montré que sa largeur spectrale est bien plus 

large que celle du transfert traditionnel. Pour le bruit de battement, la dégradation de la 

performance de système a été analysée en terme de la pénalité du facteur Q avec expressions 

analytiques. Il apparaît qu’ une solution pour annuler le transfert de bruit est de battement de 

séparer en spectre les deux composantes de polarisation de pompe. La configuration de 

contra-pompage est bien plus avantageuse que celle de co-pompage, au niveau de transfert de 

bruit de la pompe vers le signal.  

    Compte tenu des avantages complémentaires des différentes configurations de pompage 

pour le facteur de bruit intrinsèque, la rétrodiffusion Rayleigh, et les transferts de bruit de la 

pompe vers le signal, une configuration de pompage bidirectionnel pourrait être un bon 

compromis technique en pratique. 

    Enfin, il y a quelques points qui mériteraient d’avantages de travaux de recherche. Tout 

d’abord, la vérification expérimentale des résultats théoriques relaies au transfert de bruit de 

la pompe vers le signal assisté par la PMD est nécessaire pour compléter cette étude. L’impact 

des effets nonlinéaires sur les pompes Raman est une prolongation intéressante. Il est évident 

qu’à cause de la nonlinéarité de type Kerr, le RIN et le SOP de pompe vont être modifiés au 

long de la fibre. Finalement, comme le déjà mentionné au chapitre 3, la théorie quantique de 

la relation d’entré-sortie d’un système optique, ou, plus largement, des communications 

optiques, nécessite plus d’investigations théoriques. 
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Annexe A   
 

 

 

Dans cette annexe, nous allons prouver que les relations  

 [ ] 1, =+ aa          (A.1) 
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où N  est le nombre moyen. Pour ce faire, il suffit de prouver la relation suivante 
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    D’un côté, nous pouvons maintenant réécrire (A.5) sous la forme 
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où les coefficients Cn,i peuvent être obtenus avec la convention:  

 Cn,0 = δ n,0 et Cn,i = 0, pour i > n (A.7.a) 

Et la relation de récurrence  
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 ( )
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D’un autre, nous avons l’expression suivante pour les opérateurs de création et d’annihilation 

de boson satisfaisant (A.1) 
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où les coefficients Sn,i sont les nombres de Stirling
 1

 que nous pouvons obtenir avec la 

convention  

 Si,0 = δ i,0 et Si,j = 0, pour j > i  (A.9.a) 

Et la relation de récurrence  

 1,1,1, −−− += jijiji SjSS   (A.9.b) 

Nous pouvons noter que les matrices triangulaires Cn,i et Si,j sont inverse l’une de l’autre, 

c’est-à-dire que nous avons   
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  Pawel Blasiak, “Combinatorics of boson normal ordering and some applications,” PhD. Thesis, 2005. 
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Annexe B  
 

 

 

Prenant en compte les diffusions Raman stimulée et spontanée, la rétrodiffusion Rayleigh, et 

la dépendance fréquentielle des paramètres, l’équation d’évolution bidimensionnelle pour les 

composantes spectrales ( )iP ω± , de largeur spectrale iω∆ , s’écrit sous la forme 
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où α  et Rγ  sont, respectivement, les coefficients d’atténuation et de rétrodiffusion Rayleigh. 

Le facteur 2 affectant le dernier terme rend compte des contributions des deux polarisations. 

( )
jiRC ωω ,  est le coefficient effectif d’amplification Raman. Avec les résultats expérimentaux 

sur ( )
0, psRC ωω , où 0ps ωω <  et 0pω  est la fréquence angulaire de la pompe utilisée dans 

l’expérience, le coefficient ( )
jiRC ωω ,  peut être déterminé par 
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( )ω∆qn  est le nombre de Bose-Einstein et défini comme 
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D’après cette définition, nous vérifions facilement ( ) ( )ωω ∆−−=∆+ qq nn1 . Nous avons 

développé un programme sous Matlab pour résoudre numériquement l’équation différentielle 

du première ordre (B.1), associée des conditions aux limites ( )izP ω,0=±  et ( )iLzP ω,=± . 

Puisqu’il s’agit d’un système nonlinéaire et bidimensionnel, nous avons utilisé la fonction 

BVP4C (voir les fichiers de l’aide de Matlab, pour plus d’information sur cette fonction) qui 

est plus adaptée à notre problème que les méthodes pour les équations différentielles 

ordinaires, comme la fonction ODE45 par exemple.   
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Matlab Codes : 

 

function Sol = BVPSolver(Power0L, Power0R, WaveL, Att, CRayl, CR, FL, Sol0) 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

% Input parameters: 

% Power0L    -- Array vector ( [1xN] ) of the input powers at z = 0 

% Power0R   -- Array vector ( [1xN] ) of the input powers at z = L 

% WaveL       -- Array vector ( [1xN] ) of wavelengthes 

% Att             -- Array vector ( [1xN] ) of Attenuation coefficients 

% CRayl        -- Array vector ( [1xN] ) of Rayleigh coefficients 

% CR             -- Raman coefficient matrix ( [NxN] ) of Raman Coefficients normalised 

% FL         -- Fibre length 

% Sol0           -- Initially guessed solution 

% 

% Output solution: Sol 

% Sol.x    -- Positions [1xNZ]  

% Sol.y    -- Distribution of the powers on Sol.x, [NZx2N] 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%% Declaration of global variables 

global g_N   ...      % Nomber of canals, N, total nomber is 2N 

           g_P0L ...    % Array vector ( [1xN] ) of input powers 

           g_P0R ...    % Array vector ( [1xN] ) of input powers 

           g_A   ...      % Array vector ( [1xN] ) of Attenuation Coefficients 

           g_R   ...      % Array vector ( [1xN] ) of Rayleigh Coefficients 

           g_C   ...      % Matrix of the Raman coefficients, [NxN] 

           g_SP  ...     % Matrix of effective spontaneous emission coefficients, [NxN] 

%initialization of global variables 

g_N      = length(WaveL); 

g_P0L  = Power0L; 

g_P0R  = Power0R; 

g_A      = Att; 

g_R      = CRayl; 

g_C      = CR; 

 

hp  = 1.055e-34; % Planck's constant 

kB = 1.38e-23;  % Boltzman's constant 

 

Omiga    = 2*pi*3e+8./WaveL; %Angular frequencies 

EOmiga  = ones(g_N, 1)*Omiga' - Omiga*ones(1, g_N);  %Frequency differences matrix 

 

%Effective spontaneous emission coefficient matrix at T = 300K 

g_SP = 2*abs(diag(gradient(Omiga,1)/(2*pi).*(hp*Omiga)))*(g_C.*(1+1./(exp(hp*EOmiga/(kB*300))-1 + 1e-12))); 

%% 1e-12, because (exp(hp*EOmiga/(kB*300))-1) can be zero 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%% Calculating all together 

 

%% BVP4C options setting 

Options = bvpset('RelTol', 1e-5, 'AbsTol', 1e-10,... 

                             'FJacobian', @Jac,... 

                             'BCJacobian', @BCJac,... 

                             'Vectorized', 'on', ... 

                             'NMax', 1e+6, 'Stats', 'off'); 

 

%% Initial solution 

if isempty(Sol0)             %If there is no given initial solution  
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    P0_init = zeros(2*g_N, 1);  

    P0_init(1+g_N:2*g_N) = Power0L/10; P0_init(1+g_N:2*g_N) = Power0R/10; 

    Init_Z = linspace(0, FL, 20); 

    Sol = bvpinit(Init_Z,P0_init); 

else 

    Sol = Sol0; 

end 

 

Sol = bvp4c(@dPdz, @BC, Sol, Options); 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%% Embedded functions 

 

%-------------------------------dPdz--------------------------------------- 

function dPdz = dPdz(z, P) 

global g_N g_P0L g_P0R g_A g_R g_C g_SP 

 

%initialization 

dPdz = zeros(size(P)); 

 

rf = 1:g_N;     % forward index 

rb = rf + g_N;  % backward index 

 

P = abs(P); % Because it is possible that the values of P are negative. 

 

AZ = g_A*ones(1, length(z)); 

dPdz(rf, :) = (g_C*(P(rf, :) + P(rb, :)) - AZ).*P(rf, :) + diag(g_R)*P(rb, :) + g_SP*(P(rf, :) + P(rb, :)); 

dPdz(rb, :) = -(g_C*(P(rf, :) + P(rb, :)) - AZ).*P(rb, :) - diag(g_R)*P(rf, :) - g_SP*(P(rf, :) + P(rb, :)); 

 

%---------------Boundary conditions---------------------------------------- 

function res = BC(P0, PL) 

global g_N g_P0L g_P0R g_A g_R g_C g_SP 

 

%initialization 

res = zeros(size(P0)); 

 

rf = 1:g_N;     % forward index 

rb = rf + g_N;  % backward index 

 

res(rf) = P0(rf) - g_P0L; 

res(rb) = PL(rb) - g_P0R; % there is no reflection at z = L 

 

%---------------Jacbian of dPdz-------------------------------------------- 

function Jac = Jac(z, P) 

global g_N g_P0L g_P0R g_A g_R g_C g_SP 

 

%Make powers positive and record their signes 

SP = sign(P); P = abs(P); 

                

%initialization 

Jac = zeros(g_N*2, g_N*2); 

 

rf = 1:g_N;     % forward index 

rb = rf + g_N;  % backward index 

 

Jac(rf, rf)  =  diag(g_C*(P(rf) + P(rb)) - g_A) + diag(P(rf))*g_C + g_SP; 

Jac(rf, rb)  =  diag(P(rf))*g_C + diag(g_R) + g_dB; 

Jac(rb, rb)  = -diag(g_C*(P(rf) + P(rb)) - g_A) - diag(P(rb))*g_C - g_SP; 

Jac(rb, rf)  = -diag(P(rb))*g_C - diag(g_R) - g_dB; 
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Jac = Jac*diag(SP); %We have in fact dPdz = dPdz(z, P) = dPdz(z, |P|) 

 

%---------------Jacbian of BC-------------------------------------- 

function [dBCdP0,dBCdPL] = BCJac(P0, PL) 

global g_N g_P0L g_P0R g_A g_R g_C g_SP 

 

%initialization 

dBCdP0 = zeros(g_N*2); dBCdPL = zeros(g_N*2); 

 

rf = 1:g_N;     % forward index 

rb = rf + g_N;  % backward index 

 

dBCdP0(rf, rf) = eye(g_N); 

dBCdPL(rb, rb) = eye(g_N); 



 

 

ANNEXE C  161
 

 

 

Annexe C  
 

 

 

Dans cette annexe, nous allons prouver l’expression ci-dessous : 
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où s est réel, Λ  est une matrice réelle diagonalisée, z
v

 est une variable complexe guassienne 

vectorielle, dont la fonction de densité de probabilité est donnée par
 1
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avec la moyenne zm
v

 et la matrice de covariance ZZC . 

    Afin de prouver (C.1), nous notons tout d’abord que, puisque ( ) 1d 2 =∫
n

c zzf
vv

, nous avons 
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Ensuite, nous avons  
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1
 A. Papoulis and S.U. Pillai, Probability, Random Variables and Stochastic Processes, McGraw-Hill, 4th ed., 

2002. 
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  (C.5) 

et 
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Remplaçant (C.6) dans (C.5), ensuite (C.5) dans (C.4), et utilisant (C.3), nous avons enfin 
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Annexe D   
 

 

 

Dans cette annexe, nous allons étudier les propriétés statistiques du SOP relative du signal, et 

nous allons enfin trouver une méthode exacte pour calculer l’autocorrélation du SOP relative 

du signal. 

D.1 Formulations de Stratonovich 

Considérons l’équation stochastique différentielle  

 ( ) ( )txUgtxxt ,,d
vvvvv

+= Q  (D.1.1) 

où x
v

 et U
v

 sont deux vecteurs n-dimensionnels, et Q est une matrice de dimension n × m. le 

processus g
v

 est m-dimensionnel, de moyenne nulle et delta-corrélée 

 ( ) ( ) ( )'' 2 zzzgzg jkjkj −= δδσ  (D.1.2) 

Pour une fonction régulière quelconque ψ de x
v

, nous avons alors
 1,2

 

 ( ) )( ˆ  )(d xψGxψt

vv
=  (D.1.3) 

et  

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]( ) ( )[ ]uzxψGzxψuzxψzxψu +=+∂
vvvv

 ˆ , pour u ≥ 0,  (D.1.4) 

où Ĝ  est le générateur de Stratonovich donné par 
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σ  (D.1.5) 

Ecrivant la matrice de rotation gouvernée par (6.16) sous la forme ( )321 ccc
vvv

=R , avec 

213 ccc
vvv

×=  et 021 =⋅ cc
vv

, à partir de (6.16), (6.18), (6.19) et (6.24), nous avons  

1
 P. K. A. Wai and C. R. Menyuk, “Polarization mode dispersion, decorrelation and diffusion in optical fibers 

with randomly varying birefringence,” IEEE J. Lightwave Technol. 14, 148-157, 1996. 

2
 A. Galtarossa and L. Palmieri, “Measure of twist-induced circular birefringence in long single-mode fibers: 

Theory and experiments,” J. Lightwave Technol. 20, 1149–1159, 2002. 
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où pspps e ηη −=∆ 1 , 29×O est une matrice nulle de dimension 9×2, et 22×I est une 2×2 matrice 

d’identité. Le générateur de Stratonovich pour (D.1.6) est alors donné par 

 22

2

1ˆ
βββ σα ∇+∇⋅−= gsβG

v
( ) ( )

sssp

k

ckspsp sbcβe
k
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vvvv

2,1

η   (D.1.7) 

où ∇x est le gradient. 

D.2 Densité de probabilité au régime stationnaire asymptotique 

A strictement parler, ss
v

 n’est pas un processus stationnaire. Pourtant, les résultats de la 

simulation numérique de (D.1.7) montrent, qu’après une évolution sur une distance d’ordre de 

Ld , il atteint un régime stationnaire asymptotique, où sa fonction de densité de probabilité 

devient approximativement indépendante de z. Puisque la fonction de densité de probabilité 

est la transformée inverse de Fourier de la fonction caractéristique
 3
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avec ),,,( TTTTT

21 scc kkkkk
vvvvv

β= . Supposant que ( ) 0=∞→Φ v
v

, nous pouvons trouver, à partir de 

(D.1.3),  (D.1.7) et (D.2.1),  l’équation suivante au régime stationnaire asymptotique 

( ) fxxffxf ssbpsgz ∇⋅×∆−∇+∇⋅=∂
vvv

ησα ββββ
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1 ( ) 0
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ccpsp fxxe
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où βxxxxxx ccccb

vvvvvv T),,(
2121

×= .  

    Afin de résoudre (D.2.3), nous allons tout d’abord considérer l’équation suivante  

 ( ) ( ) 0,
2

1 22 =





∇⋅×+∇+∇⋅ rβfrcβ srgs

vvvvv

βββ σα  (D.2.4) 

où ( )sβcc
vvv

=  est une fonction vectorielle quelconque de sβ
v

. Utilisant le changement de 

variable  

3
 A. Papoulis and S.U. Pillai, Probability, Random Variables and Stochastic Processes, McGraw-Hill, 4th ed., 

2002. 
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 ( ) ( )T
cossinsinsincos,, φφθφθφθ rrr =

v
 (D.2.5) 

où θ ∈ [0, 2π] et φ ∈ [0, π], nous avons
 3
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avec le Jacobien donné par 
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Maintenant, à partir de (D.2.4) avec r ≡ 1, nous trouvons facilement  
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 (D.2.9) 

et 

 ( ) φ
π

φθ sin
4

1
, =rf  (D.2.10) 

où ββ ασσ 2/22

g= . Nous voyons donc que sβ
v

 est un processus gaussien bidimensionnel, et r
v

 

est uniformément distribué sur la sphère de Poincaré et indépendant de sβ
v

. Ainsi, avec les 

changements de variable  

 ( ) ( )T
cossinsinsincos, sssssssss φφθφθφθ =

v
 (D.2.11) 

et 

 ( ) ( ) ( ) ( )
pzpypzppp θφγθφγ RRRR =,,  (D.2.12) 

où yR et zR  sont les matrices de rotation dans l’espace de Stokes 
4
, la fonction de la densité 

de probabilité totale, pour R , sβ
v

 et ss
v

 joints, peut être trouvée sous la forme 

 ( ) ( ) ( )
ppppssss ffβff θφγθφβ ,,,

v
=  (D.2.13) 

avec 

4
 J. P. Gordon and H. Kogelnik, “PMD fundamentals: polarization-mode dispersion in optical fibers,” Proc. Nat. 

Acad. Sci. 97, 4541-4550, 2000. 
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θφγ sin
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1
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2
=   (D.2.14) 

ce qui implique que 1c
v

, 2c
v

 et ss
v

sont uniformément distribués sur la sphère de Poincaré, et 

pR , sβ
v

 et ss
v

 sont statistiquement indépendants.. 

D.3  Calcul de la fonction d’autocorrélation du SOP relative du signal  

Afin de calculer la matrice de cohérence du SOP relative du signal ss
v

, gouverné par (6.24),  

 ( ) ( ) ( )zsuzsuz sss

T,
vv

+=C  (D.3.1) 

en régime stationnaire asymptotique, nous allons tout d’abord définir les variables ci-dessous  
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où D = diag(0, 0, 1) est une matrice diagonalisée. Ensuite, nous définissons 
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Il est à noter que nous avons ( ) ( )uzuz s ,,0,0 Cx = .  A partir de (D.1.4) et (D.1.6), et après de 

longs calculs, nous pouvons trouver les équations récursives suivantes 
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où u ≥ 0. En plus, à partir de (D.2.9), (D.2.13) et (D.2.14), nous avons 
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    Nous pouvons écrire maintenant Cs de (D.3.1) sous la forme 
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 ( ) ( )uCuz sss
3

,
I

C =   (D.3.8) 

où Css est la fonction scalaire d’autocorrélation. Il est à noter, qu’en régime stationnaire 

asymptotique, nous avons Css( u ) = Css( −u ). Afin de calculer Css( u ), avec u ≥ 0, nous 

pouvons calculer l’équation différentielle vectorielle de dimension infinie 
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où M est une matrice constante dont les éléments sont les coefficients constants de (D.3.7), et 

[ ]L
vvv

L
v

 , , , , T

1

TT

1

T

+−= nnn vvvv  est un vecteur colonne avec la condition initiale 

 ( ) ( ) ( )











+−= 0

3

1
1

3

4
0110

2

T
nv

n

n

βσv
  (D.3.10) 

Nous avons donc 

 ( ) ( )uvuCss 0,0=               (D.3.11) 

Il est nécessaire de mentionner, qu’évaluant numériquement (D.3.9), nous avons une bonne 

convergence numérique lorsque n ≥ 200 pour le contra-pompage, à comparer à n ≥ 50 pour le 

co-pompage. 

    Pour calculer la transformé de Fourier de Css, il nous faut noter que la solution générale de 

(D.3.11) peut s’écrire sous la forme 

 ( ) ( ) ( )0exp vzzv
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M=           (D.3.12) 

Nous avons donc 
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avec 
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Finalement, la longueur de cohérence définie par (6.26) est donnée par  
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~

2

1
ssd CL =  (D.3.15) 


