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Résumé : Cette thése porte sur I’étude théorique d’'un modéle mathématique
provenant de I'’étude de la dynamique de densités de dislocations dans les cris-
taux de petite taille. Cette dynamique est modélisée par un systéme non linéaire
couplé parabolique/Hamilton-Jacobi. Les dislocations sont des lignes de défauts
qui se déplacent dans les cristaux lorsque ceux-ci sont soumis a des contraintes
extérieures. De facon independente, tout a la fin de la thése, nous présentons une
méthode numérique pour le transport de fronts.

Dans le cceur de la thése, trois types d’équations sont considérées : équations
de Hamilton-Jacobi non linéaires, lois de conservation scalaires, et équations pa-
raboliques singuliéres.

Nous traitons un systéme parabolique/Hamilton-Jacobi singulier otu la singu-
larité apparait par la présence de l'inverse du gradient. Notre systéme prend en
considération l'effet & courte distance entre dislocations, ainsi que la formation
des couches limites. Nous étudions l'existence, I'unicité et la régularité des solu-
tions du systéme. Cette étude repose en grande partie sur la théorie des solutions
de viscosité; des solutions entropique et des solutions classiques. Deux cas prin-
cipaux sont considérés : le cas ol les contraintes extérieures sont nulles, et le cas
ou elles sont constantes (non nécessairement nulles).

Abstract : This thesis is concerned with the theoretical study of a mathe-
matical model arising from the study of the dynamics of dislocation densities in
crystals of small size. This dynamics is modelized by parabolic/Hamilton-Jacobi
nonlinear coupled system. Dislocations are linear defects which move in crystals
when those are subjected to exterior stresses. Independently, at the end of the the-
sis, we present, in a short chapter, a numerical method for the transport of fronts.

In this thesis, three types of equations are considered : non-linear first or-
der Hamilton-Jacobi equations, scalar conservations laws, and singular parabolic
equations.

We treat a singular parabolic/Hamilton-Jacobi system where the singularity
appears from the presence of the inverse of the gradient. Our system takes into
consideration the short range dislocation-dislocation interactions, as well as the
formation of boundary layers. We study the existence, uniqueness and the regu-
larity of the solutions of this system. This study relies essentially on the theory
of viscosity solutions; the theory of entropy and classical solutions. Two main
cases are considered : the case of zero exterior stresses, and the case of constant
exterior stresses (not necessarily zero).
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Chapitre 1

Introduction générale

Cette thése porte sur I’étude théorique d’'un modéle mathématique provenant
de I’étude de la dynamique de densités de dislocations dans les cristaux. Cette dy-
namique est modélisée par un systéme non linéaire couplé parabolique/Hamilton-
Jacobi, et 'on s’intéresse a l'existence et 'unicité des solutions du systéme. Les
dislocations sont des lignes de défauts qui se déplacent dans les cristaux lorsque
ceux-ci sont soumis a des contraintes extérieures.

De facon independente, tout a la fin de la thése, est presentée dans un court
chapitre, une méthode numérique pour le transport de fronts. Dans le cceur de la
thése, trois types d’équations sont considérées :

1. Equations de Hamilton-Jacobi non linéaires du premier ordre.
2. Les lois de conservation scalaires.
3. Equations paraboliques singuliéres.

Pour toutes ces équations, le but principal de I'étude étant l'existence, 'unicité
et la régularité des solutions. Cette introduction a pour but de donner un apergu
des résultats obtenus. Dans la premiére section, on donne une bréve descrip-
tion physique de la dynamique de densités de dislocations dans les cristaux. Une
motivation physique du modéle spécial auquel on s’intéresse est donnée aussi.
Dans les sections 2, 3 et 4, on présente les résultats mathématiques concernant
notre modéle décrivant la dynamique de densités de dislocations. La section 5 est
consacrée a la présentation d'une méthode numérique pour le transport de fronts.

Afin de mettre en relief les nouvelles idées et ne pas se perdre dans les détails
techniques, on a donné des énoncés simplifiés dans cette introduction générale.
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Pour les énoncés précis, on renvoie le lecteur aux chapitres suivants.

1 Motivation physique

1.1 Dislocations : une bréve introduction

Les dislocations sont des lignes de défaut, ou bien irrégularité dans une struc-
ture cristalline. Schématiquement, ce sont des zones dans lesquelles les atomes
sont mal placés dans le réseau atomique cristallin parfait. La théorie a été mathé-
matiquement développée par V. Volterra(!). Les dislocations sont des phénoménes
non stationnaires et leur mouvement est ’explication principale de la déforma-
tion plastique dans les cristaux métalliques (voir Nabarro [76], et Hirth, Lothe [51]
pour une présentation physique récente).

F1G. 1.1  Les dislocations dans I’acier inoxydable.

Les dislocations ont une longueur typique de I’ordre de 107 %m et une épais-
seur de lordre 107 %m. Ils ont été introduits par Orowan [78], Polanyi [83] et
Taylor [90] en 1934 comme 'une des principales explications au niveau micro-
scopique de la déformation plastique macroscopique des cristaux. Ces concepts
ont été confirmés en 1956 par la premiére observation directe des dislocations
par Hirsch, Horne et Whelan |50|, et par Bollmann [5], grace aux microscopes
électroniques. Sous l'effet du champ de contrainte, ces dislocations peuvent se
déplacer dans un plan cristallographique bien défini appelé “plan de glissement”.
Une dislocation est caractérisée par deux vecteurs : le vecteur gqui est paralléle a

'L’article original [92] de Vito Volterra date de 1907.
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la ligne de dislocation, et le vecteur de Burgers b décrivant le déplacement associé.
En utilisant ces termes & et b, deux types de dislocations peuvent étre présentées :

1. Dislocation coin : le vecteur de Burgers b est perpendiculaire a 5
2. Dislocation vis : le vecteur de Burgers b est paralléle a 5

En fait, ces deux types de dislocations sont seulement les formes extrémes de
I’éventuelle structure de dislocations qui peuvent arriver. La plupart des disloca-
tions sont des formes hybrides de ces deux formes.

Dans cette thése, on étudie la dynamique de lignes de dislocations coins dans
un matériau borné. La quantité de dislocations dans un cristal est représentée
par sa densité qui est définie comme étant le nombre des lignes de dislocations
traversant une section unitaire.

Comprendre le comportement des dislocations est la clé pour la compréhen-
sion d’une partie essentielle de la microstructure des cristaux solides. En effet, le
comportement et les propriétés des dislocations affectent directement la force et
la dureté des matériaux structuraux. Cependant, dans cette thése, on se concentre
seulement sur I’analyse mathématique d’un modéle particulier décrivant la dyna-
mique de densités de dislocation dans un domaine de petite taille.

1.2 Le modéle de Groma, Czikor et Zaiser

Dans [46], Groma, Czikor et Zaiser ont proposé un modéle 2-dimensionnel dé-
crivant la dynamique de densités de dislocations coins paralléles dans un cristal
3-dimensionnel borné. Le terme “densités de dislocations” surgit du fait que les
dislocations coins peuvent étre classifiées comme étant positives ou négatives
selon la direction de leurs vecteurs de Burgers. Ce modéle a été introduit pour
décrire I'accumulation possible des dislocations sur la frontiére du matériau. Il
met en valeur I’évolution de ces deux types de densités en prenant en compte les
interactions a courte distance entre dislocations.

Rentrons plus en profondeur dans le modéle. Supposons 'existence d’'un cer-
tain nombre de dislocations coins dans un canal de largeur finie dans la direction
x et ayant une extension infinie dans la direction y (voir la Figure 1.2). Le canal
est borné par des murs qui sont impénétrables par les dislocations (i.e., la défor-
mation plastique dans les murs est zéro). Les lignes de dislocations sont supposées
étre perpendiculaire au plan x-y, et se mouvant dans la direction z, i.e.
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1. La ligne de dislocation 5est perpendiculaire a x et y.

2. Le vecteur de Burgers b est paralléle a I'axe des z.

ligne de dislocation

fffffffffffff éL%w .
T 7

X

F1G. 1.2 — Le modéle de Groma, Czikor et Zaiser.

Tout I’assemblage est plongé dans un cristal infini o les dislocations peuvent bou-
ger sous l'action d’un certain champ de contrainte exterieure constante 7 # 0,
et/ou sous l'action du champ de contrainte créé par les dislocations elles méme.
Les forces internes créées par les dislocations sont conséquence directe des inter-
actions a courtes et longues distance entre elles dans le matériau méme.

On s’intéresse a un modéle simplifié ot 'on suppose une configuration parti-
culiére de lignes de dislocation.

Un modéle unidimensionnel simplifié.

On suppose que le probléme est invariant par translation dans la direction
y. En d’autres termes, on suppose que, si (S) est une section perpendiculaire
aux lignes de dislocations, alors I'arrangement des points de dislocation dans (S)
est invariant par translation dans la direction y. La distribution de points de
dislocations dans (S) est montrée dans la Figure 1.3. Suite aux hypothéses faites
sur 'arrangement des dislocations (voir Figure 1.3), on peut déduire que 1'étude
de la dynamique des points de dislocation sur la ligne (£) donne I'information
compléte de la dynamique des lignes de dislocation dans le canal. En conclusion,
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G

dislocation négative

1T
1T

[ T

“dislocation positive

— -
—

ligne (L)

%*
}*

b

X

Fi1G. 1.3 — Points de dislocation dans une section.

on peut écrire que :
dynamique dans (£) = dynamique dans (§) = dynamique dans un canal borné.

Groma, Csikor et Zaiser [46] ont formulé, a partir du mouvement des disloca-
tions individuelles, une description continue en termes de densités de dislocation.
Il a été expliqué par Groma et Balogh [44,45], pour un systéme de dislocations
paralléles, qu’une description continue peut étre dérivée des équations de mou-
vement des dislocations individuelles. En utilisant une approche différente, une
description continue d’un systéme de dislocations courbées en 3-D a été formulée
(voir El-Azab [30], et Monneau [74] et leurs références). Cependant, un inconvé-
nient majeur de ces premiéres investigations est que, afin d’obtenir un ensemble
fermé d’équations, les interactions a courte distance entre dislocations ont été
négligées et les interactions entre dislocations ont été décrites seulement par leur
contribution longue distance. Cette description n’a pas permis de formuler ma-
thématiquement ce qui se passe a la frontiére du matériau.

Remark 1.1 Dans notre cadre particulier, voir Figure 1.3, les dislocations sont
relativement proche les unes des autres. Ceci est di a leur présence dans une petite
zone borné par des murs. Dans ce cas, les interactions a longue distance entre
dislocations sont nulles et donc le modéle présenté dans Groma, Balogh [45] n’est
plus approprié pour décrire ’évolution de densités de dislocations. Cependant,
pour le modéle décrit dans Groma, Balogh [45], on renvoie le lecteur a El Hagj [31],
et El Hajj, Forcadel [32] pour une étude mathématique et numérique 1-D, et a
Cannone, El Hajj, Monneau et Ribaud [10] pour un résultat d’existence 2-D.
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Dans [46], Groma, Csikor et Zaiser ont réussi a modéliser I'effet des interactions
a courte distance entre dislocations par une contrainte locale de type gradient.
La formulation mathématique exacte va étre présentée maintenant.

La formulation mathématique du modéle unidimensionnel.

Soient 67 et 6~ les densités positives et négatives de dislocations respective-
ment. En suivant la derniére discussion, les dislocations sont bornées par des murs
séparés par une distance finie de longueur ¢ (prendre ¢ = 1). Typiquement, les dis-
locations positives/négatives sont celles qui se déplacent vers le mur droit/gauche.
Dans le cas ot le champ de contrainte constant appliqué 7 est différent de zéro,
notre systéme est un systéme de “pile-up” double ou les dislocations positives
s’accumulent au mur droit, tandis que les dislocations négative s’accumulent au
mur gauche (voir Figure 1.4). Pour une étude mathématique de plusieurs modéles

e s

0 1
Fi1G. 1.4  Un systéme de “pile-up” double.

de “pile-ups” de dislocations, on renvoie le lecteur au Voskoboinikov, Chapman,
Ockendon, Allwright [93|, Carpio, Chapman, Velazquez [12|, Wood, Head [95], et
Hirth, Lothe [51].

Le systéme couplé décrivant I’évolution de densités de dislocations 6% et 6~
s’écrit (voir Groma, Csikor et Zaiser [46]) :

o0t + 0~

_ 0r — 6, _
et = |:— <m — ’7') 0 :| sur (0, ].) X (O,T),

o — [(9; — 0. —T) 9+L sur (0,1) x (0,7), -

avec les conditions initiales :
0" (x,0) =04 (z) et 6 (x,0) =0, ().

Ici T > 0 est un réel positif fixé et 7 est le champ de contrainte extérieure sup-
posé constant. Le terme Z%‘t;zg qui apparait dans (1.1) représente le champ de
contrainte locale décrivant les interactions a courte distance entre dislocations.
Dans les modéles présentés dans la Remarque 1.1, ce terme a été mis a zéro.

Dans ce cas, le systéme (1.1) décrit la translation des dislocations en suivant la
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vitesse 7, sans prendre en considération la formation des couches limites. Pour
cette raison, des conditions au bord périodiques ont été considérées dans lI'étude
mathématique de ces systémes. En fait, 'utilisation des conditions au bord pé-
riodiques est une facon de voir ce qui se passe a 'intérieur du matériau loin de
sa frontiére.

L’objectif essentiel de cette thése est d’examiner l'existence et 'unicité des
solutions de (1.1) sous des conditions au bord appropriées qui vont étre clarifiées
ci-aprés. Soit

I:=(0,1), et Ip:=1x(0,T).

On considére une forme intégrée de (1.1) et on pose
pr=0% p=pt—p et w=p'+p, (1.2)

pour obtenir (au moins formellement), pour des valeurs spéciales des constantes
d’intégration, le systéme suivant en terme de p et x :

{ Ktkz = PPz sur Iy (1.3)

Pt = Pz — TKy sur Ip,
avec les conditions initiales :
k(z,0) = k°(z) et p(z,0) = p°(z).

On va donner maintenant les deux conditions essentielles concernant p et k.
Conditions physiquement consistantes.

Condition 1. Les deux termes T et 6~ représentent deux densités positives.

Puisque par (1.2),
Ke £ pa

2 Y
Le fait que 6 > 0 est traduit dans le langage de p et x par la condition suivante :

6* =

Kz 2 | pel. (1.4)

Cette condition doit étre satisfaite afin de pouvoir donner sens au systéme (1.1).

Condition 2. La deuxiéme condition est
p(1,t) = p(0,t), Vt>0. (1.5)

Cette condition est nécessaire pour 1’équilibre du modéle physique qui commence
avec le méme nombre de dislocations positives et négatives. Pour étre plus précis,
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soit nt et n~ le nombre total des dilocations positives et négatives respectivement
en t = 0. On suppose qu’il n’existe ni annihilation ni création de dislocations dans
le matériau. Il y a donc conservation des n* et n~ au cours du temps. Cela peut
étre formulé mathématiquement par (voir (1.2) ci-dessus) :

p(1.t) — p(0,1) = / pu( 1) da,

_ /0 (0% (2,1) — 0~ (2, 1)) d,

= nt—n"=0.

Ainsi, on retrouve (1.5).
Les conditions au bord.

Pour formuler heuristiquement les conditions aux bords (en x = 0 et z = 1),
on suppose d’abord que K, # 0 en z = 0,1. On rappelle que puisque les murs
sont impénétrables par les dislocations, alors le flux de dislocations a la frontiére
doit étre zéro, ce qui exige :

P

A

~

OF—0)—7(0"+67)=0, en xze€{0,1}. (1.6)

T

En écrivant le systéme (1.3) en terme de p, x et ®, on obtient

{ Kt = (pz/Fz)®,

e (1.7)

A partir de (1.6) et (1.7), et si kK, # 0 en z = 0 et = 1, on peut formellement
déduire que p et k sont constants le long des murs frontiéres. Cela suggere de
mettre des conditions de Dirichlet au bord pour p et k. Ecrivons maintenant le
systéme complet d’une fagon précise.

Le systéme complet.

De tout ce qui précéde, le systéme complet est exprimé par le systéme couplé
suivant :

RiRy = PtPx; sur Ir,
K(z,0) = K°(z), sur I (1.8)
k(0,t) = k°(0) et w(1,t)=r"(1), Vte[0,T],
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et
Pt = Prw — TKa, sur Ir,
p(z,0) = p°(z), sur I (1.9)
p(0,t) = p(1,t) =0, vVt € [0,T7.

Ces équations sont le coeur de notre analyse mathématique ou I'on étudie 'exis-
tence et I'unicité des solutions dans deux cas différents.

Les deux cas.

Pour I’étude du systéme (1.8)-(1.9), on commence par le cas ou 7 = 0. Dans
ce cas, le systéme devient faiblement couplé dans le sens que I'on peut résoudre
d’abord I’équation en p, puis ’équation en k. Le deuxiéme cas est un cas général
ot 7 # 0. Notre systéme devient donc fortement couplé et plus compliqué. Ecri-
vons donc les deux cas :

Cas A. La contrainte extérieure 7 appliqué au matériau est zéro.

Cas B. La contrainte extérieure 7 appliqué au matériau est constante différente
de zéro.

2 Systéme non-linéaire parabolique/Hamilton-Jacobi

Cette section est un assemblage des résultats du Chapitre 3, ou I'on étudie
le systéme (1.8)-(1.9) dans le cas 7 = 0. Dans cette section, on présente nos
théorémes principaux; on montre les difficultés majeures, et on discute des idées
clés qui nous ont permis de surmonter ces difficultés.

2.1 Situation du probléme

On étudie I'existence et 1'unicité des solutions du systéme parabolique /Hamilton-
Jacobi (1.8) et (1.9) dans le Cas A. Cette étude est faite dans le cadre des solu-
tions de viscosité (pour la définition des solutions de viscosité pour les équations
de Hamilton-Jacobi, on renvoie le lecteur aux Définitions 2.3, 2.5 du Chapitre
3). La notion de solutions de viscosité a été introduite par Crandall et Lions [22]
pour résoudre les équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre. La théorie a
été ensuite étendue pour les équations du second ordre et a connu un grand dé-
veloppement apreés les travaux de Jensen [58] et de Ishii [57].
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On réécrit le systéme (1.8)-(1.9) dans le cas ou 7 = 0, on arrive au systéme
de Dirichlet suivant :

RiRy = PtPx sur Ir,
K(z,0) = K°(z), sur I, (2.10)
k(0,t) = k%(0) et w(1,t)=r"(1), Vte[0,T],

et
Pt = Pxx, sur [Ta
p(,0) = (x),  sur I, (2.11)
p(0,t) = p(1,t) =0, vVt € [0,T7.

Rappelons que k, et p, doivent satisfaire “dans un certain sens” la condition (1.4),
i.e.
Ky > |pe| sur  Ip.

Il est utile de noter que le systéme ci-dessus (2.10)-(2.11) est maintenant un
systéme faiblement couplé. Plus précisément, on peut résoudre ’équation de la
chaleur (2.11), et puis insérer sa solution p dans (2.10), transformant le probléme
en la résolution d’une seule équation de type Hamilton-Jacobi qui peut étre for-
mulée comme suivant :

k(x,0) :1‘ x%(x) € Lip(I), (2.12)
k(0,t) = k°(0) et k(1,t)=x"1),  Vtel0,T],

Kt = F(x,t, k) sur Ip,

avec
KO > P2 sur 1. (2.13)

2.2 Reésultats de viscosité sur ’intervalle borné I = (0,1)

La premiére difficulté apparait en résolvant (2.12) lorsqu’on divise par k.
Cela donne lieu a une singularité aux points o k, = 0, et qui peut arriver méme
en t = 0 (voir la condition (2.13) ci-dessus). On surmonte cette difficulté en
prenant une approximation spéciale de (2.13), ot 'on empéche £ de s’annuler.
Le théoréme suivant est ainsi prouvé.

Théoréme 2.1 (Existence et unicité d’une solution de viscosité, ¢ > ()
Soient T > 0 et € > 0 deux constantes. Soient k° € Lip(I), et p° € C§°(I)
vérifiant :

KO > G.(p2), Go(z) = Va2 +e2 (2.14)

10
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Etant donné la solution p de l’équation de la chaleur (2.11), il existe une solution
de viscosité k € Lip(I7) de (2.10), unique parmi celles vérifiant :

Ky > Ge(pz) p.p. dans Ir. (2.15)

La difficulté principale en prouvant ce résultat est de démontrer la minoration
(2.15) de k.. L’argument formel pour surmonter cette difficulté est d’observer
d’abord que &, est une solution de 'équation dérivée de (2.12) :

wy = (F(z,t,w))y, (2.16)

tandis que, par simple calculs, on peut montrer (voir Lemme 3.4 de Chapitre 3)
que G.(p,) satisfait :

(Ge(p2))e < (F(,t,G=(p2)))as (2.17)

et donc G.(p,) est une sous-solution de (2.16). En utilisant un principe de com-
paraison, avec (2.14), on arrive facilement au résultat. Ces arguments formels
peuvent étre formulés rigoureusement en utilisant une relation entre les solutions
de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi et les solutions entropiques des lois
de conservation scalaires. Cette relation montre que, sous certains hypothéses de
régularités, si k est une solution de viscosité de 1’équation de Hamilton-Jacobi
suivante sur tout ’espace :

Ry

K(z,0) = K(z), sur R,

Kt = F(x,t, k), sur R x(0,7),

ol p est la solution de I’équation de la chaleur :

{pt = Puxs sur R x (0,7),

p(x,0) = p°(x), sur R, (2.18)

alors w = k, est une solution entropique de la loi de conservation scalaire suivant :

{wt = (F(z,t,w)), sur R (0,7), (2.19)

w(r,0) = w'(z) = K2(x), sur R.

De plus, la régularité de la fonction G.(p,) permet d’avoir I'inégalité (2.17) p.p.
dans R x (0,7, alors G.(p,) est une sous-solution entropique de (2.19). En uti-
lisant I'inégalité entre la donnée initiale (2.14), et le principe de comparaison de
Kruzkov (voir Théoréme 2.16 du Chapitre 3), on obtient que :

Ky > Ge(pg).

11
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Rappelons que les solutions entropiques on été d’abord introduites par Kruz-
kov [63] comme étant la seule solution “physiquement” admissible parmi toutes
les solutions faibles (distributionnelles) aux lois de conservation scalaires. La théo-
rie des solutions entropiques a été ensuite largement développée. Des définitions
équivalentes aux solutions entropiques pour les lois de conservation scalaires avec
données initiales simplement essentiellement bornées L> sont données via des so-
lutions entropiques processus (voir Eymard, Gallouét et Herbin [35,36]), ou bien
via la formulation cinétique (voir Lions, Perthame, Tadmor [70], Perthame [81],
et Perthame, Tadmor [82]). Une notion de solution entropique faible via le couple
entropie-flux est donnée dans Otto |80]. Pour la définition des solutions entro-
piques que l'on va utiliser dans notre travail, on renvoie le lecteur a la Définition
2.12 du Chapitre 3.

Il est utile de noter que I'on doit faire attention a deux points importants lors
des preuves rigoureuses. Le premier point est que la relation ci-dessus entre les
solutions de viscosité et les solutions entropiques est valide sur R. Ceci exige, a
un certain moment, de faire un prolongement approprié du probléme a partir de
I'intervalle borné I dans I’espace entier R ; pour se servir de cette relation, et puis
retourner de nouveau a I. Le deuxiéme point est que le Principe de Comparaison
original de Kruzkov [63] a été prouvé sous certaines conditions de régularité de
la fonction F' que 'on n’a pas. Cela nécessite de suivre les idées de Kruzkov [63],
et Eymard, Gallouét, Herbin [35] et d’adapter leurs preuves a notre cas avec une
régularité moindre (voir Théoréme 2.16 et sa preuve dans 1’Appendice du Cha-
pitre 3).

Une autre voie envisageable pour prouver la minoration (2.15) du gradient &,
aurait été de rester dans le cadre des solutions de viscosité. En effet, il y a quelques
résultats sur la minoration du gradient des solutions de viscosité des équations de
Hamilton-Jacobi. Un résultat intéressant a ce sujet peut étre trouvé dans Ley [67].
Dans cet article, 'auteur donne une borne inférieure pour le gradient spatial de
la solution de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre :

w + F(x,t,u,) =0,

sous certaines conditions sur le Hamiltonien F'(z, ¢, p) incluant sa convexité en la
variable p. Malheureusement, ce n’est pas notre cas (voir équation (2.12)) avec

€T 7t Trxr 7t
F(x,t,p):p(x )Paa(,1)

b

et cela ne nous permet pas d’utiliser directement le cadre solutions de viscosité
pour établir la minoration sur k.

12
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Le résultat suivant est un résultat d’existence de (2.10) sous la condition
originale (2.13) sur le gradient 2.

Théoréme 2.2 (Ezxistence d’une solution de viscosité, ¢ =0)

Soient T > 0, k° € Lip(I) et p° € C3°(I). Si la condition (2.13) est satisfaite p.p.
dans I, et si p est la solution de (2.11), alors il existe une solution de viscosité
k € Lip(Ir) de (2.10) satisfaisant :

Kz > |pe|, p.p. dans Ip.

La preuve de ce théoréme vient directement du passage a la limite £ — 0 dans la
famille des solutions données par le Théoréme 2.1.

2.3 Reésultat entropique sur tout ’espace R

Dans la preuve du Théoréme 2.1, la fonction x, est en fait une solution en-
tropique de (2.19). En effet, cela peut étre considéré comme un résultat en soit.

Théoréme 2.3 (Ezistence et unicité d’une solution entropique, € > 0)
Soit T > 0. Prenons w® € L™(R) et p° € C*(R) tels que, w° > G.(p°) p.p. dans
R, pour une certaine constante € > 0. Alors, étant donné p, l'unique solution de
léquation de la chaleur (2.18), il existe une solution entropie w € L*®°(Qr) de
(2.19), unique parmi les solutions entropiques satisfaisants :

w>G(py) p-p. dans R x (0,T).

3 Systéme parabolique singulier fortement couplé

Dans cette section on présente le résultat principal du Chapitre 4, qui peut
étre considéré comme le point de départ pour la résolution du systéme (1.8)-(1.9)
dans le Cas B (le cas ou 7 # 0). On étudie 'existence, 'unicité et la régularité
des solutions d’un systéme parabolique singulier fortement couplé.

3.1 Situation du probléme

Soit T" > 0. On considére le systéme parabolique couplé suivant :

Kt = ERgy + PaPaz _ TPy sur Ip
K (3.20)
o = (L+¢8)ppe — Ty sur  Ip,

13
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avec les conditions initiales :

k(x,0) = 00(:1:) sur [ (3.21)
p(x,0)=p'(x)  sur I,
et les conditions au bord :
k(0,t) = k°(0) et w(1,t)=rx"(1), Vtel0,T], (3.22)
p(0,t) = p(1,t) =0, vt € (0,71, '

ou € > 0, 7 # 0 sont des réels fixés. Ce systéme est un systéme parabolique
fortement couplé avec une singularité qui provient de la division par k, dans la
premiére équation de (3.20). Dans le but d’empécher une telle singularité, on
impose I'inégalité stricte suivante sur la donnée initiale :

KO > P2 sur T (3.23)

On s’intéresse a 'existence et 'unicité des solutions réguliéres (p, k) de (3.20)-
(3.21)-(3.22), sous la condition (3.23).

Le choix du systéme (3.20). La premiére question que 1'on peut se demander
est a propos du choix spécial du systéme (3.20). Rappelons au lecteur que notre
but final est de résoudre (1.8)-(1.9) dans le cas général ou 7 # 0. Pour cette raison,
on a pris (3.20) comme une approximation régularisée de (1.8)-(1.9). D’autres
choix de systémes approchés sont aussi possible. Par exemple, le systéme suivant :

Kt = ERgy + PaPos _ TPy sur Ip
Kz (3.24)
Pt = Prz — Thy sur Ir,

peut étre aussi consideré comme une approximation de (1.8)-(1.9). Cependant,
ce qui risque d’arriver est la perte de I'inégalité

HZC > |pIE|7

qui est cruciale dans notre étude. En effet, on n’est pas capable de prouver cette
inégalité pour (3.24), et méme pour beaucoup d’autres systémes approchés que
I'on a essayé. Au contraire, le systéme (3.20) est particuliérement construit dans
le but de vérifier un principe de comparaison (voir Proposition 3.1 du Cha-
pitre 4) qui implique I'inégalité ci-dessus.

Bref rappel de la littérature. On n’a pas trouvé dans la littérature des travaux
portants sur des systémes paraboliques singuliers proche de (3.20). Cependant,

14
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plusieurs systémes paraboliques impliquant des termes singuliers ont été large-
ment étudiés dans divers aspects. Des équations paraboliques dégénérées et sin-
guliéres ont été intensivement étudiées par DiBenedetto et al. (voir par exemple
DiBenedetto et al. [17,24-27| et les références citées). Les auteurs considérent les
solutions d’équations paraboliques singuliéres ou dégénérées avec les coefficients
mesurables dont le prototype est une équation de la chaleur avec p-Laplacien :

up — div (|[VulP?Vu) =0, p>2 oul<p<2.

[’étude inclut la continuité locale de type Holder des solutions faibles bornées,
bornitude locale et globale des solutions faibles, estimations intrinséques et es-
timations globales de Harnack. D’autres équations paraboliques du type milieu
poreux :

u—Au" =0, 0<m<l,

sont examinées dans Quirds, Vazquez (84|, et DiBenedetto et al. [28,29]. Ces équa-
tions sont singuliéres aux points ot u = 0. Dans DiBenedetto, Kwong, Vespri |28|,
les auteurs étudient, pour des valeurs particuliéres de m, le comportement de la
solution au voisinage des points de singularité. En particulier, ils prouvent que les
solutions positives sont analytiques en espace et au moins Lipschitz en temps. Ce-
pendant, dans DiBenedetto, Kwong |29|, une estimation intrinséque de Harnack
pour les solutions faibles positives est établie pour un certain interval optimal
du paramétre m. Dans Quirts, Vazquez [84], les auteurs étudient le comporte-
ment asymptotique des solutions faibles en domaine extérieur avec des valeurs
au bord qui sont constantes en temps. Une autre classe d’équations paraboliques
singuliéres est la suivante :

b
Up = Ugy + — Uy, (3.25)
T

b étant une constante. Une telle équation est liée aux problémes a symétrie axiale
ainsi qu’aux problémes issus de la théorie de la probabilité. De nombreux travaux
sont faits sur (3.25), y compris des théorémes d’existence, d’unicité et de représen-
tation pour la solution (avec conditions au bord de type Dirichlet ou Neumann).
En outre, la différentiabilité et les propriétés de régularité sont étudiées (pour les
références, voir Colton [20], Speranza [89], Alexiades [2], et Chan, Wong [16]).
Une forme plus générale de (3.25), y compris des équations semi linéaires, est
traitée dans Mooney |75|, Chan, Kaper |14], Chan, Chen |15], et Maugeri |71].

Un type important d’équations qui peuvent étre indirectement liées a notre
systéme sont les équations paraboliques semi-linéaires :
g = Au+ [ufPru, p> 1. (3.26)

Plusieurs auteurs ont étudiés les phénomeénes d’explosion pour les solutions de
I'équation ci-dessus (voir par exemple Zaag 96|, Merle, Zaag |72, 73|, Souplet et
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al. [47,85,88]). Cela inclut des estimations uniformes au temps d’explosion, ainsi
que la recherche concernant le taux initial d’explosion. L’équation (3.26) peut étre
lite d’une fagon ou d’une autre a la premiére équation de (3.20), mais avec une
singularité de la forme 1/k. Ceci peut étre formellement vu si I’'on suppose d’abord
que u > 0, et puis on applique le changement suivant des variables v = 1/v. Dans
ce cas-ci, I’équation (3.26) devient :

2|Vul|?
'Ut:A/U_ﬂ_’U2_p’
v

et alors si p = 3, on obtient :
1 2
v = Av — —(142|Vo|). (3.27)
v

Puisque la solution u de (3.26) peut exploser en temps fini t = T, alors v peut
s’annuler a ¢t = T', et donc I’équation (3.27) peut avoir des singularités semblables
a ceux de la premiére équation (3.20), mais avec un terme en 1/v dans I’équation
et non pas un terme en 1/v,.

3.2 Un résultat d’existence et d’unicité

Le Théoréme principal concernant le systéme (3.20)-(3.21)-(3.22) est le sui-
vant :

Théoréme 3.1 (Ezxistence et unicité des solutions réguliéres)
Soit p°, k° € C(I) satisfaisant la condition (3.23) et

sur Ol

3.28
sur OI. ( )

Alors, il existe une unique solution globale (p, k) du systéme (3.20)-(3.21)-(3.22)
satisfaisant :

p,k € C (I x [0,00)) NC®(I x (0,00)), Ve € (0,1),

avec
Ke > |pe| sur I x[0,00). (3.29)

Les conditions au bord (3.28) que I'on a imposé sur la donnée initiale sont na-
turelles ici. En effet, supposons p et x sont des solutions suffisamment réguliéres
de (3.20)-(3.21)-(3.22). A partir de (3.22), on sait que p et k sont constantes sur
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0l x [0,T1], et alors p, = k¢ = 0 sur I x [0,7]. En utilisant cette information
avec le systéme (3.20) satisfaite par p et x, on obtient :

p.ﬁBpr"E

0= (14€)pps — Thy sur 0l x (0,7,

0=ckpy + — TPs sur 01 x [0,T]

Ce qui implique immédiatement (3.28).

La régularité C3+"5* de la solution est la régularité maximale que nous pou-
vons obtenir “jusqu’a la frontiére”. Ceci est di au fait que nous augmentons la
régularité, d’'une maniére itérative, en utilisant chaque fois, la théorie de Hélder
pour les équations paraboliques (voir Théoréme 2.1 du Chapitre 4). Cependant,
la théorie de Holder pour les équations paraboliques exige un certain ordre de
compatibilité entre les données initiales, et, grosso modo : plus que nous augmen-
tons l'ordre de compatibilité, plus nous augmentons la régularité. Dans notre cas,
les conditions au bord (3.22) et (3.28) augmentent 'ordre de compatibilité jus-
qu’a 1, et par conséquent nous obtenons la régularité O3+a 25 jusqu’a la frontiére.

L’effet de la division par k,. La maniére classique de prouver ’existence d’une
solution globale en temps d'un probléme parabolique, est de montrer 1’existence
d’une solution locale en temps en appliquant un argument de point fixe sur un
espace approprié, et de réitérer ensuite aprés avoir obtenu quelques bonnes esti-
mations a priori. Nous emploierons cette méthode pour trouver notre solution.
Mentionnons qu’en temps court T° > 0, nous pouvons facilement trouver une
solution réguliére de (3.20)-(3.21)-(3.22) qui satisfait :

Ky > |pz|, sur  Ip,

ce qui linéarise en quelque sorte la premiére équation (3.20) satisfaite par k. Dans
ce cas-ci, les estimations bien connues pour les équations paraboliques linéaires
donnent quelques bonnes estimations a priori, mais pas une minoration appro-
priée dans la norme L de k, afin d’éviter la division par 0. Par conséquent, en
réitérant, il peut se produire que k, = 0 et donc que le procédé s’arréte.

Dans les prochains arguments, beaucoup de constantes qui peuvent dépendre
du temps sont remplacées par 0 ou 1. Ceci est fait afin d’éviter des confusions
techniques, et de faire une présentation plus claire des idées essentielles.

Premiére minoration de k,. On va essayer de surmonter le probléme de la
division de la k, en trouvant une borne inférieure via un principe de com-
paraison qui est prouvé pour (3.20)-(3.21)-(3.22). Ce principe de comparaison
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permet de prouver l'inégalité suivante sur Iy := I x [0,7] :

R (2, t) 2 /72 (t) + p2(a, 1), (3.30)

ou ~ est une fonction décroissante satisfaisant 1’équation différentielle ordinaire
simple suivante :

v > — (14 || praell Lo(py) v sur (0, 7). (3.31)

Le terme || pypz || oo (7)) qui apparait dans (3.31) vient en dérivant le systéme (3.20)
par rapport a x. Nous pouvons facilement remarquer que la solution ~ de (3.31)
pourrait s’annuler si ||pzee|| Lo (1) devient infiniment grand. Par conséquent, I'in-
égalité (3.30) n’est pas une bonne minoration de £, & moins que ||pzazlLoo(17) 501t
bien controlée, et cela sera la prochaine étape.

Une inégalité parabolique de type Kozono-Taniuchi. Les estimations C'*
pour les équations paraboliques donne un controle de || pzaz|zo(15) de la forme :

1
| Pl oo (i) < 7 (3.32)
rrT (IT) ’7( )7
qui, utilisée dans (3.31), n’empéche pas k, de s’annuler. Il est utile de mentionner
que les estimations LP habituelles pour les équations paraboliques sont valides
pour 1 < p < 00, et pas pour p = 0.

Une théorie “intermédiaire” des équations paraboliques est la théorie BMO(?)
(Bounded Mean Oscillation). Les estimations BMO donnent un controle de la
norme BMO de p,,, indépendant de 7 :

| pzae || BMOG) < 1. (3.33)

Dans notre travail, on prouve une inégalité parabolique de type Kozono-Taniuchi
qui controle la norme L*™ d’une fonction par sa norme BMO et par le logarithme
de sa norme dans un certain espace de Sobolev. Cette inégalité s’écrit formelle-
ment :

HpmmmHLOO(IT) S HpmmmHBMO(IT) (1 + 10g+ ||pmcacHBMO(IT) + 10g+ ||pmcchW22)1([T)> .
(3.34)
Par ailleurs, une estimation utile qui peut étre obtenue a partir de la théorie
LP? est une estimation de la forme :

1
<

2L’espace BMO a été présenté par John et Nirenberg, voir [59].
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4. Systéme non linéaire parabolique/Hamilton-Jacobi fortement couplé

En utilisant (3.33), (3.34) et (3.35), on obtient finalement :

1
Pz || Lo <4log <—) , 3.36
|| ||L (IT) ’y(T) ( )

qui est meilleur de (3.32).

L’original de 'inégalité de Sobolev logarithmique (3.34) a été trouvé dans
Brézis, Gallouét [8|, et Brézis, Wainger [9]| (voir également Engler [33]), ou les
auteurs ont étudié, dans un cadre elliptique et non pas parabolique, la relation
entre L>°, WF et W3, si ||ullx < 1 pour kr = n. Cette estimation a été appli-
quée pour prouver l'existence des solutions globales de I’équation de Schrédinger
non-linéaire (voir Brézis, Gallouét |8|, et Hayashi, von Wahl [48]). L’inégalité ori-
ginale de Kozono-Taniuchi |61, Theorem 1| est prouvée dans le cas elliptique. Les
idées de la preuve de la version parabolique de cette inégalité sont données en
Appendice B du Chapitre 4.

En utilisant I'inégalité (3.36) dans I'inéquation différentielle ordinaire (3.31)
sur -y, et en suivant tous les termes cachés, on obtient

ko(ot) = y(t) > e avec =,

et on obtient alors, les estimations a prior: suivantes :

et

(. Dllesy < e et k(L )|esy < €

L’existence globale de la solution découle par itération en temps.

4 Systéme non linéaire parabolique /Hamilton-Jacobi
fortement couplé
Cette section présente le résultat principal du Chapitre 5 o I'on étudie 1’exis-
tence d’une solution mixte viscosité-distribution du systéme (1.8)-(1.9) dans le

Cas B. Ce résultat peut étre considéré comme la limite du Théoréme 3.1 lors-
qu’on fait € = 0.

4.1 Situation du probléme

On s’intéresse a l'existence des solutions du systéme (1.8)-(1.9) dans le cas
T # 0, et sous la condition (1.4). On rappelle le systéme couplé :

{mmm = PiPa sur I x (0,7)

4.37
Pt = Pow — Tha sur I x (0,7), ( )
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avec les conditions initiales sur [ :
K(z,0) = k'(z),  plx,0) = p’(z), (4.38)

et les conditions au bord

k(0,t) = k°(0) et w(1,t) =rx"(1), Vtel0,T], (4.39)
p(0,) = p(1,£) = 0, vt e [0,7], |
Les conditions initiales sont maintenant soumises a la condition suivante :
KO > p% sur 1. (4.40)

Le systéme (4.37) peut étre vu comme limite du systéme (3.20) ou nous avons
ajouté le terme —eA. Par conséquent, I'idée naturelle est de passer a la limite
lorsque ¢ — 0. Cette méthode s’appelle “viscosité évanescente” qui est usuelle afin
d’approcher les solutions de viscosité pour une équation de Hamilton-Jacobi. La
littérature sur cette méthode est trés riche et on peut citer par exemple le livre
de Barles [3], Sinai [87|, et Huang, Wang, et Teo [52].

4.2 Existence des solutions de viscosité

Le théoréme principal concernant le systéme (4.37), (4.38), (4.39) et (4.40)
est le suivant :

Théoréme 4.1 (Ezistence globale d’une solution mixte)
Soient p° et k° deux fonctions suffisamment réguliéres satisfaisants (4.40). Alors
il eziste

(p,k) € (C(I x [0,00)))%,  p € CHI x (0,00)),
solution de (4.37), (4.38) et (4.39) satisfaisant :

Ke > |pe| dans D'(I x (0,T)). (4.41)

Cependant, cette solution doit étre interprétée au sens suivant :
1. Kk est une solution de viscosité de Kiky, = pip, dans I =1 x (0,T),
2. p est une solution distributionnelle de py = pyy — Ty dans I,

3. Les conditions initiales et au bord sont satisfaites ponctuellement.

Remark 4.2 Par souci de non confusion, on appelle (p°, k%), la solution obtenue
par le Théoreme 3.1.
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La difficulté majeure est que 1'on doit travailler avec 1’équation

Kty = PtpPu- (4.42)

L’idée est de passer a la limite lorsque ¢ — 0 dans la famille des solutions ré-
guliéres k° obtenues par le Théoréme 3.1. Pour cette raison, nous avons besoin
d’un cadre ou I'équation (4.42), satisfaite par k, est stable par passage a la limite.
La régularité O de p est prévisible puisqu’il satisfait une équation parabolique
(la deuxiéme équation de (4.37)). Dans ce cas-ci p; et p, sont continues et par
conséquent le Hamiltonien de (4.42) est également continu. Puis, en supposant
ke > 0, on peut interpréter x comme solution de viscosité de (4.42). Ceci nous
rammeéne naturellement vers le cadre des solutions de viscosité ot la propriété de
stabilité est satisfaite (voir Barles |3, Lemma 2.3]).

La convergence de x° vers une fonction continue s est faite par 'intermédiaire
du controle local, uniformément par rapport a £, du module de continuité de x°
en espace et en temps(®). Ceci laisse déduire la convergence uniforme locale de x°.

Le controle uniforme du module de continuité en espace est fait en utilisant
une inégalité entropique qui s’avére valide pour le systéme approché (3.20) (voir
Proposition 5.1 du Chapitre 5). Cette inégalité entropique peut étre facilement
comprise. Par exemple, si 'on met ¢ = 0 et 7 = 0, nous pouvons formellement
vérifier que 'entropie des densités de dislocation

Ke £ pa
g = £ — =2
2 Y

définie par
S(t) = /Zei(.,t) log 0% (., t)
I 4
satisfait

dt 0t +0- —

et alors on obtient S(t) < S(0) ce qui controle 'entropie uniformément en temps.

ﬂ(t):_/(@;f—@zf<0

Le controle uniforme du module de continuité en temps est fait par I'intermé-
diaire d'une borne sur xj — e, uniformément en ¢.

Finalement, la condition (4.41) découle directement en passant a la limite en
utilisant (3.29), i.e. kS > [pZ].

3Ceci est une conséquence directe du Théoréme d’Arzela-Ascoli.
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4.3 Simulations

En utilisant les équations de ’élasticité (voir I’Appendice de la thése), en-
semble avec le systéme (1.3) en termes de p et k, on peut calculer le déplace-
ment dans le matériau. On considére le cas d'un cristal avec un contrainte de
cisaillement 7 appliquée sur les mu