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Introduction

Les transducteurs — automates « avec sortie »— et les relations ration-
nelles sont des concepts fondamentaux de la théorie des automates; on en
trouve les traces des les premieres définitions du domaine (les « machines de
Mealy » et les « machines de Moore »). Un role particulier est joué par la
famille des fonctions rationnelles, en raison de ses propriétés remarquables.
Pour en citer trois, ambiguité, séquentialité et décidabilité sont des aspects
classiques de cette famille, exposés dans les ouvrages traitant du sujet [4,/38].

En 1976, dans le contexte d'une étude de la croissance de la cardinalité
des images, en fonction de la longueur des mots du domaine, Schiitzenberger
considere la famille plus générale des relations rationnelles qui pour chaque
mot du domaine « émettent » au plus k mots, ou k est un entier fixé ; on les
appelle relations k-valuées [44]. Autrement dit, le supremum des cardinalités
des images, ce que 'on appelle la norme de la relation, est borné par une
constante. Depuis lors, les relations rationnelles de norme bornée ont recu une
attention particuliere en de differents travaux, dont le but a été de généraliser
certaines propriétés des fonctions rationnelles. Pourtant, les différences entre
les techniques mises en ceuvre et la difficulté de quelques preuves conduisent
a la nécessité d’une compréhension plus approfondie de ces mémes propriétés,
des liens existants entre elles et leurs algorithmes associés.

Cette these est consacrée a une présentation uniforme, centrée sur ’objet
automate, d’un ensemble de propriétés des relations de norme bornée. Dans
ce sens, la représentation des relations par des transducteurs et les manipu-
lations de la structure de ces automates sont primordiaux dans nos preuves
par rapport aux raisonnements combinatoires portant sur les graphes des
relations ou a l'emploi de résultats issus d'un autre domaine. Ainsi, nous
évitons de résoudre un probleme de décision via une réduction a une autre
question, expédient duquel une procédure concrete et la complexité sous-
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jacente peuvent s’avérer difficiles de trouver, pour préférer la construction
d’une expasion d’automates (ou revétement, dans notre terminologie) met-
tant en lumiere les rapports entre les calculs et les étiquettes des automates
en étude; un algorithme et le calcul de sa complexité en découlent aisément.
De méme, la construction d’un automate réalisant une opération entre une
série rationnelle et un entier est dérivée de la mise en relation des calculs
réussis d’un automate réalisant cette série au lieu de I'application itérée d’'un
résultat général, ce qui permet d’éviter I'introduction d’une tour d’exponen-
tielles dans la taille du résultat. Il est a remarquer que l'intérét de cette
approche structurelle se révele non seulement a travers de nouveaux résul-
tats rendus possibles, mais aussi, et de fagon également authentique, dans de
nouvelles éclairages apportées sur des théoremes déja établis. Cet aspect est
éminemment illustré, par exemple, dans les preuves présentées en [29].

Autre objectif que nous nous efforcons de poursuivre dans ce mémoire
est la généralisation de techniques connues et utilisées en des problemes sur
les fonctions rationnelles, ce qui rajoute a la clarté et a I’établissement d’une
phylogénie entre les résultats. C’est le cas de la construction présentée en [3]
pour décider la fonctionnalité d'un transducteur, qui sera ici généralisée pour
I’approche du probleme correspondant pour les relations k-valuées.

Deux aspects distincts (mais liés) des relations de norme bornée sont abor-
dés dans ce mémoire. D’abord, on s’intéressera a la structure de ces relations,
étude qui culminera avec une méthode pour décomposer une relation k-valuée
dans une somme de k fonctions rationnelles. D’autre part, on décrira, a ’aide
des mémes outis, des algorithmes pour décider de I'appartenance d’une rela-
tion rationnelle a la classe des relations de norme bornée et pour en décider
I’équivalence.

Le premier chapitre fixe un minimum de concepts et notations (dans la
plupart classiques) sur les relations rationnelles, qui sont nécessaires pour la
compréhension des développements ultérieurs. Nous y présenterons les struc-
tures algébriques utilisées dans ce mémoire, les automates sur un alphabet, a
multiplicité et étiquetés sur un monoide — parmi lesquels on trouve les trans-
ducteurs — et leurs représentations matricielles. On y définira également les
sous-classes des relations de norme bornée et k-valuées, qui font l'objet de
ce mémoire, et on en présentera quelques exemples qui seront repris dans les
chapitres a venir. Ce premier chapitre, ainsi que I'orientation générale de ce
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mémoire, prend part dans la lignée des ouvrages d’Eilenberg [13], Berstel [4]
et Sakarovitch [38].

Le second chapitre se consacre aux revetements d’automates, qui sont
des morphismes permettant d’établir une bijection entre les calculs réussis de
deux automates. Typiquement, un revétement met en relation un automate
et une expansion de celui sur laquelle une propriété des calculs réussis est
rendue explicite. Ceci permet d’isoler, avec I'extraction d’un sous-automate,
des sous-ensembles de calculs possédant certaines propriétés . La définition
de revétement d’automates est inspirée d'un concept analogue de la théorie
de graphes du a Stallings [46]. Elle a été partiellement introduite dans [18],
et une étude plus complete des propriétés de ces morphismes est faite en [37].
On définira dans ce chapitre un revétement d’automates ci-appelé revétement
lezicographique, construction qui sera a la base de la plupart des preuves faites
dans ce mémoire. L’idée derriere ce revetement est la mise d'un ordre entre les
transitions de I’automate et puis d'un ordre lexicographique entre les calculs,
qui sont vus comme de mots sur les transitions.

Nous décrirons des revetement lexicographiques pour les automates boo-
léens, les N-automates et les transducteurs temps réel. Pour les automates
booléens, le revétement permettra de construire un automate non ambigu,
équivalent a ’automate de départ, et qui en est une immersion. Ce résultat a
été établi a 'aide d’un autre revétement dans [37]. Avec le revétement lexi-
cographique d’un N-automate, ou revétement du paludier glouton — terme
emprunté de [38], ou le paludier qui récolte son sel dans les marais salants
est une image pour 'opération de différence entre une série et un entier —
on obtiendra le résultat principal de ce chapitre. Ce revétement « compte »,
pour chaque calcul réussi de I’automate, le nombre de calculs qui y sont plus
petits, information qui permet, moyennant un changement dans les poids fi-
naux du revétement, d’en tirer un sous-automate réalisant la différence entre
son comportement et un entier £ donné. Le premier travail établissant que
la différence entre une série N-rationnelle et un entier est elle aussi une série
rationnelle remonte a 1970 et est du a Schiitzenberger [42] ; une autre preuve
a 6té présentée en [39]. Dans les deux cas, une construction de taille expo-
nentielle — par exemple, le théoreme de la transversale d’Eilenberg, ou le
revétement utilisé en [38] (c¢f. aussi [39]) — est appliquée k fois, ce qui ré-
sulte dans un automate dont le nombre d’états est une tour d’exponentielles.
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Notre méthode permet la construction d’'un automate n’ayant qu'un nombre
exponentiel d’états sur le nombre d’états de 'automate de départ.

Le revétement lexicographique d'un transducteur est une modification
d’un autre revétement, le revétement Avance ou Retard. Le principe du der-
nier est d’attacher a chaque calcul réussi du transducteur ’ensemble des dif-
férences entre sa sortie et celles des calculs ayant la méme entrée, ceci a I'aide
de V'action Avance ou Retard, introduite en [3] pour comparer les sorties le
long de paires de calculs d'un transducteur. Ce revétement peut étre infini,
mais avec une « troncature » de ces différences, on définira aussi une famille
de revétements finis, indicés par un entier N, qui représentent seulement les
différences dont la longueur est au plus N. Le revétement Avance ou Re-
tard lexicographique sera appliqué notamment dans la décomposition d’une
relation rationnelle k-valuée dans une somme de k fonctions rationnelles, ob-
jet du chapitre suivant, mais sera aussi utile pour les problemes de décision
étudiés dans le dernier chapitre. On estimera a la fin du chapitre le nombre
d’états accessibles du revetement tronqué lorsque appliqué aux transducteurs
k-valués, premier pas dans l'estimation de la taille de la décomposition.

Le troisieme chapitre contient I'un des résultats principaux de ce mémoire,
la décomposition d’une relation rationnelle k-valuée dans une somme de k
fonctions rationnelles. Il est le point de départ des liens qu’on veut établir
entre ces deux classes de relations. L’existence d’une telle décomposition a
été avancée par Schiitzenberger en 1976 [44], dont la preuve n’est pas com-
plete. Vingt ans plus tard, A. Weber a répondu positivement la question,
dans ce qui est 'aboutissement de ses travaux sur les relations de norme bor-
née [50]. La construction présentée par Weber se base sur des manipulations
structurelles au moyen desquelles plusieurs informations décrivant les che-
mins réussis du transducteur k-valué de départ sont stockées dans les états
des transducteurs faisant partie de la décomposition. La description de ces
transducteurs est considérablement longue, une partie de laquelle s’appuie sur
une décomposition préliminaire du transducteur dans un nombre exponentiel
de transducteurs non ambigus, résultat plus ancien aussi a lui pour I'estima-
tion de bornes supérieures pour la norme d’un transducteur en fonction de
son nombre d’états [49] (question qui n’est pas traitée dans ce mémoire). Le
calcul du nombre d’états de la décomposition fait dans [50] est de Pordre 22",
ou P est un polynome dans la taille du transducteur de départ. La question
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de l'existence d'une décomposition plus concise est alors posée par Weber.

Nous présentons dans ce chapitre une décomposition qui s’appuie large-
ment sur les revétements présentés dans le chapitre précédent. On commen-
cera par montrer qu’a partir d'un transducteur k-valué il est possible d’en
construire un nouveau qui lui est équivalent et k-ambigu « en entrée » (c’est-
a-dire, tout mot du domaine peut étre lu par au plus k calculs réussis du
transducteur). Ce dernier sera obtenu avec le revétement Avance ou Retard
lexicographique : on montrera a l'aide d’'un lemme d’itération, généralisation
d’une propriété de 'action Avance ou Retard énoncée dans [3], que pour un
certain N, le revétement tronqué d’indice N contient un sous-transducteur
possédant les propriétés désirées. Ce lemme d’itération apparait aussi dans
les travaux de Weber, mais sa place dans cette preuve semble étre différente,
puisque ’égalité entre les classes des relations rationnelles k-valués et celle des
relations qui peuvent étre réalisées par un transducteur k-ambigu en entrée
n’est établie dans [50] qu’apres le théoreme de décomposition.

Ensuite, on appliquera le revétement du paludier glouton sur 'automate
d’entrée sous-jacent de ce transducteur k-ambigu en entrée. Cet automate
étant k-ambigu, le revétement contient k automates non ambigus, et le mor-
phisme de ces automates sur 7 permet de « remonter » des sorties vers leurs
transitions. Il en résulte & transducteurs non ambigus qui décomposent 7 .

En ce qui concerne la complexité, la premiere impression est qu’en raison
de 'application de deux revétements, la taille du résultat final ne saurait étre
d’un ordre inférieur a une double exponentielle. Une analyse fine des infor-
mations contenues dans les états accessibles de ces revétements permettra
pourtant de montrer qu'une seule exponentielle est suffisante.

Aussi dans [50], une variante de cette décomposition est conjecturée, I’ob-
jet en question étant la famille des relations rationnelles ou le nombre de
longueurs distinctes dans les images est borné. Nous donnerons une réponse
positive a cette question. On montrera en fait un résultat plus général : étant
donnés un transducteur et un morphisme de monoides libres dont la com-
posée est une relation k-valué, il existe k relations rationnelles dont 'union
est équivalente au transducteur de départ et qui composées avec le méme
morphisme résultent en des fonctions rationnelles. Notre preuve commence
avec la décomposition d'un transducteur réalisant la composée. Ensuite, nous
montrons que les calculs réussis du transducteur de départ ne peuvent pas
étre « loins » des transducteurs faisant partie de la décomposition construite,
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ce qui permettra de « ’enrichir » avec ces calculs. Il en résulte k transduc-
teurs dont la projection des calculs réussis sur le transducteur de départ est
surjective, et un changement des sorties de leurs transitions donne la dé-
composition désirée. On montrera que la taille de cette décomposition est
comparable a celle que nous avons obtenue pour un transducteur k-valué.

Ces constructions ont été présentées en [41].

A la fin de ce chapitre, on étudiera, avec les mémes techniques, I’ambiguité
des relations de norme bornée. Contrairement aux fonctions rationnelles, il
existent des relations de norme bornée qui ne peuvent pas étre réalisées par un
transducteur non ambigu. On montrera que ce fait est 1ié a 'impossibilité de
décomposer une relation k-valué dans une somme de k fonctions rationnelles
disjointes, et on verra que ’ambiguité d’une relation rationnelle n’est pas une
propriété décidable.

Le quatrieme et dernier chapitre est dédié a la décidabilité de I'apparte-
nance d'un transducteur donné a la classe des transducteurs de norme borné,
et a la décidabilité de 1’équivalence pour les transducteurs k-valués.

En ce qui concerne 'appartenance, deux problemes en effet se posent, qui
en dépit de toute ressemblance, ne sont pas équivalents. Le premier consiste
a décider si un transducteur est k-valué pour un entier £ donné. Le cas k = 1,
c’est-a-dire, décider si un transducteur réalise une fonction, a été résolu par
Schiitzenberger en 1975 [43], I'algorithme étant la vérification des images
d’un nombre fini (et exponentiel) de mots. Des algorithmes en complexité
polynomiale ont été proposés par A. Weber et R. Klemm [51] et ensuite par
Béal et al. [3]. Que des algorithmes en complexité polynomiale sont possibles
il est connu depuis 1983 méme pour le cas général (pour un k quelconque),
résultat da a E. Gurari et O. Ibarra [23], dont la preuve suit pourtant une
approche entierement différente. Alors que les preuves présentées dans [51]
et [3] se basent sur des constructions avec le transducteur, celle de Gurari
et Ibarra est une réduction au probleme du vide pour une certaine classe
d’automates a compteurs. Il en résulte que I'on peut calculer les complexi-
tés exactes pour les deux premieres (ce qui est fait de fagon plus explicite
dans [3]), alors que dans la seconde le fait qu'on se ramene & un « autre uni-
vers » ne laisse pas de pistes sur le degré du polynome sous-jacent. Le second
probleme est 'appartenance a la classe des relations de norme bornée, ce
qui s’énonce de facon équivalente comme la décidabilité de 'existence d'un
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entier k tel que le transducteur soit k-valué. Une réponse a été donnée par
A. Weber en 1989 [47]. L’algorithme est la vérification d'une caractérisation
des transducteurs de norme bornée en terme de certains motifs de calculs,
similaire a celle donnée pour les N-automates bornés par A. Mandel et 1.
Simon [31], et H. Seidl et A. Weber [52].

L’équivalence des relations rationnelles est indécidable [16]. L’équivalence
pour les fonctions rationnelles est une conséquence immédiate de la décida-
bilité de la fonctionnalité, mais le méme n’est pas vrai pour £ > 1. Deux
réponses sont connues pour le cas général. La premiere, due a K. Culik et
J. Karkumiki [10], apparait dans le contexte d'une étude de la conjecture
d’Ehrenfeucht et la complexité de la procédure sous-jacente n’est pas ex-
plicite. Weber a montré en 1993, a l'aide d’une certaine décomposition de
transducteurs, qu'une complexité de l'ordre d'une double exponentielle est
possible [49]. La question de l'existence d’une procédure de complexité expo-
nentielle est restée ouverte.

Dans ce chapitre, on répondra aux trois problemes avec des techniques
fondées sur les deux chapitres précédents.

Notre algorithme pour décider si un transducteur est k-valué, pour un k
donné, généralise celui de Béal et al. pour décider la fonctionnalité [3]. Ce
dernier consiste a « voir » la propriété dans le produit du carré du transduc-
teur par l'action Avance ou Retard. Dans la méme veine, nous allons dans
un premier temps généraliser cette action et faire apparaitre le fait que le
transducteur soit k valué ou pas dans 7**!, le produit du transducteur par
lui méme k + 1 fois. Contrairement au cas fonctionnel, ce produit peut étre
infini, et le coeur de notre preuve est la description d’une valuation des états
de T**! par des ensembles représentant l'information contenue dans le pro-
duit infini. On montrera que ces ensembles peuvent étre construits de fagon
efficace avec un parcours des composantes fortement connexes de ’]'k+1, et on
en donnera une expression exacte pour la complexité.

Notre preuve pour la décidabilité de la finitude de la norme d’un trans-
ducteur est similaire a celle de Weber en ce que d’abord on définit une carac-
térisation des transducteurs de norme bornée et ensuite on montre comment
la tester. Notre caractérisation est en effet équivalente a celle de Weber, mais
la fagon dont elle sera énoncée permet une preuve immédiate de la direction
la plus délicate avec le revétement Avance ou Retard et la caractérisation des
N-automates bornés de Mandel et Simon. Ensuite, on montrera comment dé-
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tecter les motifs présents dans la caractérisation avec le produit du cube du
transducteur par 'action Avance ou Retard. La complexité de la procédure
résultante semble étre similaire a celle de Weber.

Les deux constructions précédentes ont été présentées en [40)].

Dans la derniere section de ce chapitre on alliera deux constructions pré-
sentées dans ce mémoire pour montrer que ’équivalence de deux transduc-
teurs k-valués est décidable en complexité exponentielle. Tout comme on a
pu décider si un transducteur 7 est k-valué avec un parcours du produit
T*+1 on montrera comment décider si le comportement dun transducteur
T est inclus dans celui d'un autre transducteur 7’ en appliquant le méme
algorithme sur un produit de transducteurs tirés des décompositions de 7 et
T'. Ce résultat a fait 'objet d’une communication présentée en [11].

En parlant d’ouvertures, un premier prolongement de ce travail porterait
sur l'investigation des transducteurs sur les mots infinis. Le seule résultat
connu dans ce sens est la décidabilité de la fonctionnalité, établie par F.
Gire [20]. 11 s’agit alors de savoir si les propriétés des transducteurs k-valués
considérées dans ce mémoire se conservent pour les transducteurs sur les mots
infinis ; la possibilité d’appliquer dans ce cas les techniques structurelles que
nous avons présentées fait aussi objet de question. Une seconde voie concerne
I’étude des extensions correspondantes pour les transducteurs d’arbre. Pour
les transducteurs d’arbre bottom-up, le volet « décidabilité » a été considéré
par H. Seidl [45], mais la possibilité de décomposer un transducteur d’arbre
k-valué reste ouverte; pour les transducteurs top-down, seulement la fonc-
tionnalité a été établie [15]. En revenant aux mots finis, I'application des
techniques présentées dans ce mémoire pour I’étude des transducteurs ou le
nombre de longueurs distinctes dans les images est borné est envisageable.
Nous avons dit, une décomposition de ces transducteurs est présentée dans
le chapitre 3. Les résultats de décidabilité connus sont dus a Weber [48],
mais des possibilités d’amélioration restent ouvertes; mentionnons que la
complexité de la procédure présentée pour 1’équivalence s’éleve a une tour
d’exponentielles de hauteur exponentielle. Une autre question concerne 1’op-
timalité de nos complexités. Dans certains cas, le parametre k, norme de la
relation (considérée comme une constante), apparait dans le degré d’un poly-
nome faisant partie de I'expression de la complexité. Il reste a savoir si cette
« dépendance de la dimension » est intrinseque. Finalement, mentionnons
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que nous ne montrons pas si un transducteur k-valué peut étre décomposé
dans une somme de k transducteurs fonctionnels avec un nombre polyno-
mial d’états. ﬁ Notre décomposition est optimale en ce que les transducteurs
construits sont non ambigus; en supprimant cette restriction, il n’est pas
clair si une explosion exponentielle peut étre évitée.

LQuestion posée par D. Perrin lors d’un exposé de I'auteur.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Ensembles, relations et matrices

On note Z et N, respectivement, les ensembles des entiers et celui des
entiers positifs.

L’ensemble vide sera noté @. La cardinalité d'un ensemble X sera notée
card (X). L’ensemble des sous-ensembles de X sera noté P(X).

Le produit cartésien de deux ensembles A et B est ’ensemble A x B des
paires (a,b) telles que a € A et b € B.

Une fonction partielle, ou simplement fonction, de A sur B est un sous-
ensemble

f € AxB

tel que, pour tout a € A, si
(a,b), (a,V) € f,
alors
b=1.

On écrit

f:A—B
pour dire que f est une fonction de A dans B.

L’image d'un élément a de A par f est I’élément b de B tel que (a,b) € f,
si un tel élément existe, ou est I'ensemble vide sinon. On note

af
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I'image de a par f.

DEFINITION 1.1.1 (RELATION) Une relation T de A a B est un sous-ensemble
de AxB. On peut aussi voir une relation de facon plus « dynamique » comme
une fonction

T:A—B(B),
qui envoie chaque élément a de A a ’ensemble des éléments b de B tels que
(a,b) est une paire contenue dans la relation. A

Comme pour les fonctions, on écrit
7:A— B

pour dire que 7 est une relation de A a B.

En adoptant ce point de vu « dynamique », on dira que ’ensemble des
paires qui définissent 7 est son graphe.

Toute relation s’étend additivement a une fonction

7 P(A) — P(B)

définie par
vXcA  Xr=|Jar

aceX

Le domaine de 7 est I’ensemble
domT7={a€ A |ar #2}.
Etant données deux relations
T:A— B, oc:B—C,
leur composée, ou la composition de 7 et o, est la relation
T0:A—C

définie par
Vaec A a(to) = (at)o.

DEFINITION 1.1.2 (NORME) La norme d’'une relation 7 : X — Y est le
supremum des cardinalités des ensembles x7 sur tous les éléments x de X.A



1.1 Ensembles, relations et matrices 23

La norme d’une relation peut étre finie ou infinie On dit dans le premier
cas que T est une relation de norme bornée, ou méme une relation bornée.

DEFINITION 1.1.3 (RELATION k-VALUEE) Sik est une borne supérieure pour
la norme d’une relation 7, c¢’est-a-dire, 'image par 7 de tout élément de X
contient au plus k éléments, on dit que 7 est une relation k-valuée. A

Remarquons que les fonctions sont les relations dont la norme est 1.

L’ensemble des fonctions d’'un ensemble X dans un ensemble Y est noté
YX

Une matrice m sur un ensemble K, indicée par des ensembles P et (), est,
formellement, une fonction

m: PxQ— K.

On dit que P et 'ensemble des lignes, ) celui des colonnes, et P x Q) la
dimension de m. Si P = (), m est une matrice carré de dimension P.

Les paires (p, q) € PxQ sont appelés les coordonnées de m. L’'image d’une
paire (p,q) € Px(Q par m est appelée le coefficient de m dans la coordonnée
(p,q), ou encore dans la ligne p et la colonne g, et est notée

Mp.q-

Si @ = {q} est un singleton, nous dirons que m est un vecteur ligne de
dimension P et si P = {p} est un ensemble unitaire, m est un vecteur colonne
de dimension (). Nous dirons dans le premier cas que P est I’ensemble des

coordonnées de m (au lieu de P x{q}) et dans le second que @) et ’ensemble
des coordonnées de m.

Le coefficient dans la coordonnée p d’un vecteur ligne ou colonne v est
noté

Vp.

L’ensemble des matrices de dimension P x () sur K est noté

KPXQ



24 Préliminaires

et ceux des vecteurs lignes et colonnes de dimension X, dans les deux cas
(celui duquel on parle étant claire dans le contexte), comme

KX,

Pour tout p € P, la ligne p de m est le vecteur ligne donnée par la res-
triction de m & {p} x @ ; la définition correspondante s’applique aux colonnes
de m.

1.2 Structures algébriques

Monoides et morphismes

Un semigroupe est un ensemble M muni d’une opération associative -,
ou simplement - (qui peut étre omis dans l’écriture d’un produit de deux
éléments, c¢’est-a-dire, mn et m - n sont synonymes). On peut aussi noter ce
semigroupe comme (M, -py).

Si -y a une identité 1, (ou méme 1, si le contexte le permet), alors M
est un monoide.

On peut étendre 'opération de M aux sous-ensembles de M,
VX,)YC M XY={z-y|lzeX yeY}

ce qui fait de (M) un semigroupe, et un monoide si M 'est (I'identité étant
le singleton {1}).

Soient M et N deux semigroupes. Un morphisme (de semigroupes) de M
dans N est une fonction ¢ : M — N compatible avec la structure :

VYm,n e M (m -y n)p = mep N ne.

Si M et N sont deux monoides, on dit que ¢ est un morphisme de monoides
si de plus
1M§0 = 1N-
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Le semigroupe libre engendré par un ensemble A, ou alphabet, est 'en-
semble noté A des suites d’éléments de A avec I'opération de concaténation
de suites. En y rajoutant la suite vide on obtient le monoide libre engendré
par A, noté A*. Les éléments de A sont appelés lettres, les suites de lettres
sont aussi appelés mots, et la suite vide, notée 14+, le mot vide.

La longueur d’'un mot u € A* est notée |u|. Dans toute factorisation
u = xy, on dit que x est un préfize et y un suffixe de wu.

Soit < un ordre sur 'alphabet A. L’ordre lexicographique engendré par <,
aussi noté <, est I'ordre total sur A* défini comme suit : pour tout u,v € A*,
on pose que u < v si, et seulement si, soit u est un préfixe de v, soit un peut
factoriser

u = wau” v = wh”, a,be A

avec
a < b.

Semi-anneaux

Un semi-anneau est un ensemble K muni de deux opérations, + et - (que
I'on peut appeler sa somme et sa multiplication) qui satisfont :

a) l'opération + est associative, commutative et a une identité Ox (ou sim-
plement 0) ;

b) l'opération - est associative et a une identité 1k ;

¢) la multiplication distribue sur 'addition & gauche et a droite,
Va,b,ce K a(b+c) =ab+ ac, (b+ c)a = ba + ca;
d) Ok est un zéro pour 'opération -, c’est-a-dire,
VaeK Og -a=a-0g = 0k.

La derniere condition ne découle pas des autres.

Par exemple, le semi-anneau booléen, B, est I'ensemble {0,1} dont la
somme et la multiplication peuvent étre vues comme les lois « ou » et « et »,
respectivement ; autrement dit, la somme satisfait 141 = 1. Un autre exemple
de semi-anneau est I’ensemble des entiers positifs, {0, 1, ...}, muni de 'addi-
tion et de la multiplication, et que ’on note N.
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Soient K et L des semi-anneaux. Un morphisme (de semi-anneaux) de K
a IL est une fonction ¢ : K — L qui est un morphisme de monoides a la fois
pour les deux opérations de K et L.

K-sous-ensembles et séries formelles

Soient X un ensemble et K un semi-anneau. Un K-sous-ensemble de X
est une fonction
X — K.

On peut voir un K-sous-ensemble comme une somme formelle infinie de
monomes dont les variables sont les éléments de X. De telles sommes sont
ce que 'on appelle une série (formelle) sur X a coefficients, ou multiplicités,
dans K. On note

K{(X))

I'ensemble des séries sur X & coefficients dans K.

Si X est un monoide, K((X)) est un semi-anneau muni de la somme
classique de séries et du produit de Cauchy.

On utilise la notation « fonctionnelle » xs pour retrouver la multiplicité
d'un élément x € X dans s.

Le support d’'une série s € K((X)) est 'ensemble, noté supp s, des éléments
de X dont les multiplicités sont distinctes de Og.

Un polynome est une série formelle dont le support est fini, ou, de fagon
équivalente, est une somme finie de monémes. L’ensemble des polyndémes sur
X est noté

K(X).

1.3 Relations rationnelles

A la base de la théorie des automates on rencontre le théoreme de Kleene,
qui établit ’égalité entre deux familles de sous-ensembles d’un monoide libre
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A* (pour A fini) : les rationnels, que 'on note Rat A*, et les reconnaissables,
que l'on note Rec A*. Les reconnaissables sont les langages reconnus par un
automate déterministe fini (ou une action de A* sur un ensemble fini, ou
un morphisme de A* dans un ensemble fini). Les rationnels sont ceux qui
peuvent étre définis a partir des ensembles finis de mots avec les opération
dite rationnelles :

THEOREME 1.3.1 (KLEENE) Pour tout alphabet fini A, Rat A* = Rec A*.

Une généralisation abstraite de ces familles pour un monoide quelconque
a été envisagée par S. Eilenberg [12]. On va ici s’intéresser seulement a celle
des rationnels, qui est nécessaire pour la définition de relation rationnelle.
Mentionnons que 1’égalité entre les rationnels et les reconnaissables n’est pas
vrai pour n’importe quel monoide.

DEFINITION 1.3.1 (ENSEMBLES RATIONNELS) Les opérations rationnels sur
les sous-ensembles d’un monoide M sont I'union, le produit d’ensembles, et
I’étoile,
Xt=Jx", X =Xtu{ly}.
n>0
La famille des sous-ensembles rationnels de M, notée Rat M, est la fermeture
des ensembles finis par ces opérations. A

Etant donnés deux monoides M et N , le produit cartésien M x N est un
monoide avec 1’opération

V(m,n), (m',n) € MxN (m,n) aey (M, n') = (m oy m',n-nn').

DEFINITION 1.3.2 (RELATION RATIONNELLE) On dit qu'une relation d’un
monoide M & un monoide N est une relation rationnelle si son graphe est un
sous-ensemble rationnel du monoide produit M x N. A

La premiere étude systématique des relations rationnelles est due a Elgot
et Mezei [14], qui établissent, entre autres, leur fermeture par composition :

THEOREME 1.3.2 (ELGOT ET MEZEI 1965) Soient A un alphabet, M et N
des monoides, et T : M — A* et 0 : A* — N deux relations rationnelles. La
composée 7o : M — N est aussi une relation rationnelle.
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Plusieurs classes de relations rationnelles ont été depuis largement étu-
diées ; parmi les ouvrages consacrés (intégralement ou en partie) au sujet, on
peut citer [13, 4, 38]. On rencontrera « en passant » une de ces classes, celle
des relations déterministes, dans le chapitre suivant.

On note Ratg,(A* x B*) la famille des relations rationnelles de norme
bornée sur des monoides libres A* et B*. Pour chaque entier positif k£, on note
Rat ) (A* x B*) celle des relations k-valuées. En particulier, Rat ) (A* x B*)
pour k = 1 est la famille des fonctions rationnelles. Ces deux familles font
I'objet d’étude de ce mémoire.

1.4 Graphes

Un graphe (orienté) est une couple (@, E') ou @ est un ensemble (fini ou
infini) dont chaque élément est appelé un sommet de G et E est un sous-
ensemble de () x () ou chaque élément est appelé un arc de G.

Un arc e dans G d’un sommet p a un sommet g est notée
e:p—q.
Si on veut de plus souligner que e appartient a G, on peut aussi écrire
eip—q.
Un chemin dans G est une suite d’arcs consécutifs,
€C:Po—P1---Pn-1 — Pn-
Comme pour les transitions, on écrit
¢ipo 2 do (1.1)

pour dire que ¢ est un chemin de py a go dans G. Cette notation est a la fois
un énoncé : (1.1) est synonyme de « il existe un chemin ¢ dans G de pg a qg ».
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On dit qu'un sommet q est accessible a partir d'un sommet p s’il existe
un chemin de p a ¢q. Dans ce cas on dit aussi que p est co-accessible a q.

La longueur de c est I'entier
lc| = n.

Son origine et son extrémité sont, respectivement, les sommets pg et p,,.

On trouvera des explications détaillées sur ces concepts classiques (et
d’autres comme celui de composantes fortement connexes, qui sera utilisé
au chapitre [4) dans de nombreuses ouvrages d’algorithmique et théorie des
graphes (cf. [9] pour une source moderne).

o oY

1.5 Automates

Plusieurs « types » d’automates seront étudiés dans ce mémoire : les au-
tomates sur un alphabet, les automates sur un monoide, les K-automates et
les transducteurs (qui sont des automates sur un monoide). Dans tous les
cas, ’objet automate est un graphe étiqueté.

Commencons avec les définitions les plus simples.

DEFINITION 1.5.1 (AUTOMATE SUR UN ALPHABET) Un automate sur un
alphabet A est un quintuplet (Q, A, E,I,T) ou @ est un ensemble dont les
éléments sont appelés états, E est un ensemble d’arcs étiquetés par A, appelés
transitions, I et T' sont des sous-ensembles de ) des états initiauzr et finaux,
respectivement. A

On voit a la figure une représentation habituelle d'un automate. Les
états initiaux et finaux sont désignés respectivement par des fleches « en-
trantes » et « sortantes » sur les états.

Les chemin dans un automate sont définis de la méme facon que pour les
graphes. De plus, ils ont une étiquette : le mot donné par la concaténation
des étiquettes des transitions qui forment le chemin.
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F1a. 1.1 — Un automate, noté By, sur 'alphabet {a, b}.

On dit qu’un état q est accessible s’il existe un chemin dans l'automate
d’un état initial a g, et co-accessible s’il existe un chemin de ¢ a un état final.
L’état est utile s’il est a la fois accessible et co-accessible.

Un automate A est accessible si tous ses états sont accessibles, co-accessible
si ses états sont co-accessibles, et émondé s’il est accessible et co-accessible.

On dit qu'un chemin dans A est réussi ou est un calcul s’il commence
dans un état initial et termine dans un état final. Le comportement de A,
noté | A, est le sous-ensemble de A* des étiquettes des chemins réussis :

|A| = {ueA*

th,ieI,teT}.

A

Par exemple, le comportement de 'automate B; (figure est ’ensemble
|B1| = A*DA*.

La notion de graphe étiqueté permet de considérer des généralisations de
ces automates « classiques », dans lesquelles les transitions sont étiquetés par
des éléments d’'un monoide quelconque

DEFINITION 1.5.2 (AUTOMATE SUR UN MONOIDE) Soit M un monoide. Un
automate sur M est un quintuplet (Q, M, FE,I,T) ou @ est un ensemble
d’états, E est un ensemble de transitions étiquetés par M, I et T" sont des
sous-ensembles de () des états initiaux et finaux, respectivement. A

Toutes les définitions faites pour les automates sur un alphabet s’ap-
pliquent aux automates sur un monoide. En particulier, I’étiquette d’un che-
min dans un automate sur M est un élément de M (défini comme le produit

1Ce sont les automates généralisés en [13].
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des étiquettes des transitions qui constituent le chemin) et le comportement
d’un tel automate est donc un sous-ensemble de M. Une des raisons pour
lesquelles ces automates sont intéressants est le fait bien connu suivante :

PROPOSITION 1.5.1 Un sous-ensemble de M est rationnel si, et seulement
st, il est le comportement d’un automate fini sur M. [l

On dit que deux automates (sur un alphabet ou un monoide) sont équi-
valents si leurs comportements coincident.

On dit qu'un rationnel est non ambigu s’il peut étre construit avec I'ap-
plication d’un nombre fini d’opérations rationnelles non ambigués. Une autre
maniere de définir ce concept est a travers des automates non ambigus :

DEFINITION 1.5.3 (AUTOMATE NON AMBIGU) On dit qu'un automate .4
sur un monoide M est non ambigu si pour chaque élément de M, il existe au
plus un chemin réussi de A étiqueté par cet élément. A

DEFINITION 1.5.4 (RATIONNEL NON AMBIGU) On dit qu'un sous-ensemble
rationnel d’'un monoide M est non ambigu s’il est le comportement d’un au-
tomate non ambigu. Sinon (si aucun automate non ambigu ne peut réaliser
cet ensemble) ont dit qu’il est intrinséquement ambigu. A

1.6 K-automates

Si au lieu de reconnaitre des mots on veut y associer une information sur
les calculs — le nombre de calculs lisant chaque mot, par exemple — on se
ramenera a 1’étude des automates a multiplicité.

On peut voir ces automates comme des graphes étiquetés par des séries
sur un monoide. On veut par contre éviter les difficultés posées par cette dé-
finition tres générale (par exemple, le cas d’automates dont le comportement
n’est pas défini). On s’intéressera alors seulement aux automates dont les
transitions sont étiquetés par des monomes dont le support est une lettre.
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DEFINITION 1.6.1 Soit A un alphabet. Un automate & multiplicité dans un
semi-anneau K, ou K-automate (sur A), est un quadruplet A = (Q, E,I,T)
ol : @ est un ensemble d’états, aussi appelé la dimension de A; E est une
matrice de dimension Q x @ sur K4, la matrice de transitions de A; I et T
sont des vecteurs de dimension @) sur K, le premier étant un vecteur ligne
appelé vecteur initial et le second un vecteur colonne appelé vecteur final./\

La multiplicité initiale d’un état ¢ est le coefficient dans la coordonnée ¢
de I, sa multiplicité finale est le coefficient dans la coordonnée ¢ de T'.

Dans cette définition, F n’est pas un ensemble de transitions; mais on
peut quand-méme voir les automates a multiplicité comme des graphes éti-
quetés : pour chaque paire d’états p et g, le coefficient E,,, fonction de
I’alphabet A dans le semi-anneau K, représente I’ensemble des transitions de
I’état p a I’état ¢q. Nous dirons ainsi que A contient une transition

eip-Syg (leK,ae A

si, et seulement si,
ab,, =1 et [ # Ok.

On dit que [ est la multiplicité de e, que la lettre a est son support, et
le monome la est son étiquette. Remarquons que, selon cette définition, pour
chaque p et ¢ et chaque lettre a il existe un plus une transition de p a ¢ dont
le support est a.

EXEMPLE 1.6.1 Le quadruplet suivant représente un N-automate sur 1’al-
phabet A = {a, b} :

(a3 0, ) a0.00)

Cet automate est illustré sur la figure [1.2. A

Comme avant, on écrit

la
g

pour dire que e est une transition de A, ou, de fagon équivalente, que E, , = [
et !l # OK



1.6 K-automates 33

Fi1c. 1.2 — Un N-automate, noté désormais C;.

Un chemin dans A est une suite de transitions
Cipo " pr . Py~ p
- MO A 1---Pn—1 A n

On définit la multiplicité, le support et 1’ étiquette de c, respectivement, comme
suit :

(c) =11...1p, ai...an, le)=(ly...l)(ay...a,).

On dit qu’un état ¢ de A est initial si sa multiplicité initiale n’est pas
nulle, de méme on dit que ¢ est final si sa multiplicité finale n’est pas nulle.
Ceci permet de définir les états accessibles, co-accessibles et utiles de A.

Un calcul dans un K-automate A est un chemin dans lequel la multiplicité
initiale de son origine et la multiplicité finale de son extrémité sont considé-
rées. Ainsi, la multiplicité d’un calcul est le produit de ces multiplicités par
la multiplicité de ’étiquette.

Le comportement de A est une série | A| € K((A*)) ot la multiplicité d'un
mot u € A* est la somme des multiplicités des calculs dont le support est u.
Les K-automates réalisent exactement les séries rationnelles — ou celles qui
peuvent étre construites avec des expressions rationnelles a multiplicité. La
passage d'un objet a I'autre, automate et expression, est un pas fondamental
pour établir le théoreme de Kleene-Schiitzenberger (cf. théoreme [1.8.1).

On dit qu'un N-automate est borné si les multiplicités de son comporte-
ment sont plus petites qu'une constante fixé.

On peut aussi définir le comportement de A a ’aide le I’étoile de la matrice
de transitions F, a cause du rapport entre les puissances de cette matrice et
les chemins de A :
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PROPOSITION 1.6.1 Soient A un K-automate et E sa matrice de transitions.
Pour tout n > 0, pour tout p,q € Q, E}, est la somme des étiquettes des

chemins de p a q de longueur n dans A. O

La famille
E° E' E*, ...
est localement finie, et on peut définir
E*=) E'
>0
La proposition 1.6.1 permet ainsi d’établir que le comportement de A est la
série

IE*T.

EXEMPLE 1.6.2 L’automate C; représenté a la figure 1.2 calcule la « valeur
binaire » de tout mot dans A* en considérant a comme 0 et b comme 1.

L’automate B; illustré sur la figure[1.1 peut étre aussi vu comme un N-
automate, ou les multiplicités des transitions, états initiaux et états finaux
sont égales a 1. La multiplicité d’'un mot dans la série réalisée par cet auto-
mate est le nombre d’occurrences de la lettre b dans ce mot. A

Le support d’'un K-automate A est I'automate sur ’alphabet A ou on
« oublie » les multiplicités. Ses états initiaux et finaux sont ceux dont les
multiplicités initiales et finales, respectivement, ne sont pas nulles.

) O~

1.7 Transducteurs

Les transducteurs sont des automates « avec sortie ».

En toute généralité, un transducteur est un automate sur un monoide
produit. Un transducteur sur un produit de monoides libres est donc un
graphe étiqueté par des couples de mots, qui peut étre aussi vu comme une
machine de Turing & deux bandes ou la lecture dans chaque bande se fait
avec un déplacement obligatoire de la téte vers la droite.
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DEFINITION 1.7.1 (TRANSDUCTEUR) Soient M et N deux monoides. Un

transducteur sur M et N et un automate sur le monoide produit M x N :
(Q,MxN,FE, I, T). On préférera la notation (Q, M, N, E,1,T). A

Toute transition (et tout chemin) d’un transducteur est étiquetée par un
couple (m,n) dans M x N. On note une telle transition

erp =4

On dit que m est 'entrée de e et n sa sortie. Si T est un transducteur sur

un produit de monoides libres, on peut dire qu'un chemin étiqueté par u | v
« lit » le mot w.

Le comportement de 7 est une relation
|7|: M — N.

Il vient de la proposition|1.5.1 qu'une relation de M sur N est rationnelle si,
et seulement, elle est le comportement d’un transducteur sur M x N.

L’ automate d’entrée sous-jacent de 7T est I'automate sur M obtenu en
effacant les sorties des transitions.

L’image d'un élément du domaine par 7 peut étre un ensemble fini ou
infini. On ne va considérer que des sorties finies; on dit dans ce cas que le
transducteur est d’image finie. Et comme pour les relations, on peut définir
la norme d’un transducteur :

DEFINITION 1.7.2 (NORME) La norme d’un transducteur est définie comme
la norme de son comportement. A

DEFINITION 1.7.3 (TRANSDUCTEUR k-VALUE) On dit qu'un transducteur
est k-valué, pour un entier positif k, si son comportement est une relation

k-valuée. YA

En particulier, on dit qu'un transducteur est fonctionnel si son compor-
tement est une fonction rationnelle.

On dit qu'un transducteur est borné s’il réalise une relation dont la norme
est bornée, c’est-a-dire, si son comportement appartient a Ratg, (A* x B*).
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On va s’intéresser seulement aux transducteurs (d’image finie) sur un
produit A* x B* de monoides libres. De plus, on ne va considérer que des
transducteurs dont les entrées des transitions sont des lettres. En raison du
théoreme de Kleene-Schiitzenberger (cf. théoreme 1.8.1), ceci ne pose aucun
probleme de généralité, sauf en ce que I'image du mot vide par la relation
réalisée est forcement soit 'ensemble vide, soit le singleton {1p-}. En effet,
ces transducteurs sont un cas particulier des transducteurs « temps réel »,
K-automates ou K est le semi-anneau des rationnels de B* (et dont toutes
les multiplicités sont des singletons)@ On note 7 = (Q,A,B*,E,I,T) un
tel transducteur.

On dit qu’un transducteur est k-ambigu en entrée si la série réalisée par
son automate d’entrée sous-jacent est bornée par k; de facon équivalente,
pour chaque mot du domaine, il existe au plus k chemins réussis lisant ce
mot dans le transducteur.

On voit a la figure quatre exemples de transducteurs.

2Tls sont aussi les automates appelés nondeterministic generalised sequential machine
dans quelques références.



1.7 Transducteurs 37

b|1p- alc a|lp- blc

<_Qb|1]3*£2 alc )\a|1B* Q blc Q_»
A \J A

(a) Un transducteur 2-valué dont Dlautomate d’en-
trée est 2-ambigu. Son comportement est la relation

Vi, 7 >0 aiij{ci,cj}

(b) Un transducteur 2-valué dont (¢) Autre transducteur 2-valué dont
l'automate d’entrée n’est pas d’am- I’automate d’entrée n’est pas d’am-

biguité bornée. Il réalise la relation biguité bornée. Il réalise la relation

Vn>0 aned UE n=0 {el*!} u € b
B {e", "1} n>0 Vue A w— ¢ {el ety e A*aAr
%] sinon

(d) Un transducteur qui n’est pas
borné. Son comportement est la relation

Vn>0 a"H{ai|n§i§2n}

F1G. 1.3 — Quatre transducteurs sur A*x B* ou A = {a,b}", B = {c}".
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1.8 Représentations linéaires

Une représentation linéaire de dimension @) est un triplet (A, p,v) o A
et sont, respectivement, un vecteur ligne et un vecteur colonne de dimension
Q@ sur K, et p est un morphisme

A* — K€,
La série réalisée par (A, u,v), s € K({A*)), est définie par
Vue A us = A\ - up - v.
On dit qu'une série est reconnaissable si elle est peut étre réalisée par

une représentation linéaire. Le théoreme de Kleene se généralise de fagon
remarquable pour les séries :

THEOREME 1.8.1 (KLEENE-SCHUTZENBERGER) Un série est rationnelle si,
et seulement si, elle est reconnaissable.

Les K-automates et les représentations linéaires sont essentiellement les
mémes objets. En effet, étant donné un K-automate A = (Q,E,I,T), le
morphisme p : A* — K@@ défini par

Vp,gqeQ VacA apipg = abp,

est tel que
Vue A" wu|lAl=T1 up-T.
Donc, A est équivalent a la série réalisée par la représentation linéaire (I, u, T) ;
on dit que u est le morphisme associé a A. Remarquons que
Vp,qeQ Yue A Uplp,q = ull) .
C’est-a-dire, up,, est la somme des multiplicités des chemins de p a ¢ éti-
quetés par u.

La méme discussion peut étre faite pour les automates sur un alphabet,
si on les voit comme des automates sur le semi-anneau booléen B.

) Y



Chapitre 2

Le revéetement lexicographique

En 1998, Sakarovitch a montré comment une construction due a Schiitzen-
berger permet d’établir deux résultats fondamentaux de la théorie des rela-
tions rationnelles : le théoreme d’uniformisation rationnelle et le théoreme de
décomposition des fonctions rationnelles en des fonctions séquentielles [37].

Le cadre dans lequel cette construction est présentée est celui de revéte-
ment d’automates, morphisme qui induit une bijection entre les calculs réussis
d’un automate et de son image morphique. Un aspect de cette présentation
est de mettre en relief la technique en soi et son potentiel face a différents
problemes. L’utilisation de morphismes d’automates est, en effet, implicite
en plusieurs preuves de la théorie des automates. Mentionnons 1'uniformi-
sation des relations rationnelles déterministes établie par H. Johnson [26],
dont la preuve cache la construction d'un revétement pour les transducteurs
déterministes (comme on aura l'occasion de voir dans ce chapitre).

Le définition de revétement d’automates, inspiré d’un concept similaire
pour les graphes du a Stallings [46], a été partiellement introduite par Frougny
et Sakarovitch pour I’étude des relations rationnelles synchronisées [17, 18].
Une généralisation « & multiplicités » a été introduite dans [39] pour la
construction d’un automate réalisant la différence entre une série rationnelle
et un entier. La construction de Schiitzenberger décrite dans [37] sous le
nom de « revétement de Schiitzenberger » a été employée dans [34] pour la
construction d’une uniformisation pour les relations déterministes, et aussi
dans les problemes étudiés dans [39].
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Ce chapitre présente une technique pour construire des revétements que
nous appelons, de facon générale, revétement lexicographique. L’ordre lexi-
cographique en question est mis sur les calculs de 'automate, qui sont vus
comme des mots sur I’ensemble de transitions. On illustre ci-dessous un ordre
< entre quatre calculs de 'automate B; (cf. figure[1.1), engendré par 'ordre
partiel sur les transitions sortantes de p étiquetées par b ou la transition
pointillée est la plus grande.

bi

c:@;)@b

Le principe du revétement lexicographique est d’attacher a chaque calcul
de 'automate une information sur les calculs plus petits. Cette information
permettra d’extraire du revétement un sous-automate dont les calculs réussis
possedent une certaine propriété liée a 1’ordre lexicographique ; par exemple,
la propriété d’étre un calcul minimal. Ci-dessous, on voit a droite un revéte-
ment de B; ou la suppression de 1’état final a droite fournit un sous-automate
dont les calculs réussis se projettent sur les calculs réussis minimaux de Bj.

o b g

bi

aC:Q?:)b aC(Ebb

De tels sous-automates sont les objets principaux permettant d’établir
les résultats de ce chapitre. En un sens, les reveétements lexicographiques
généralisent la construction de Johnson en [26], ot I'ordre entre les transitions
est induit par un ordre lexicographique mis dans I’alphabet de sortie.

Les deux premieres sections sont un rappel des définitions de revétements,
K-revetements et de produit d’un automate par une action, que 1'on peut
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consulter aussi dans [37,3, 38]. On y définira le revétement de Schiitzenberger
et on décrira une application de ce revétement faite dans [37], la construction
d’une immersion non ambigué et équivalente pour un automate booléen. On
étudiera aussi un revetement pour les N-automates qui permettra une opé-
ration de restriction pour les séries N-rationnelles. Les définitions contenues
dans ces sections seront largement utilisées dans les suivants.

La section 2.3/ introduit une modification dans le concept de produit d’un
automate par une action, que nous appelons gauchissement dun produit
d’un automate par une action. L’idée est de rajouter dans chaque transition
du produit une information qui dépend, en plus de I'action, de la transition
projetée sur 'automate de départ. Cette notion est la base pour la définition
de revétement lexicographique. On verra aussi que la construction de Johnson
est un produit d'un transducteur déterministe par une action gauchie.

Les deux dernieres sections sont dédiées a la définition de revétements
lexicographiques pour trois types d’automates, les automates booléens, les
N-automates et les transducteurs temps réel. Avec celui pour les automates
booléens, on obtiendra une construction d’'une immersion non ambigué sur
un automate booléen. Le revétement lexicographique d’un N-automate per-
mettra de montrer le résultat principal de ce chapitre : la différence entre le
comportement d'un N-automate A et un entier positif £ peut étre réalisée par
un N-automate dont le nombre d’états est borné par une exponentielle dans
le nombre d’états de A. Que cette opération peut étre réalisée par un auto-
mate il est connu des 1970 [42] ; une autre démonstration, avec le revétement
de Schiitzenberger, est présentée dans [39]. Pourtant, ces preuves sont basées
sur l'itération, k£ fois, d'une construction de taille exponentielle, et 1’exis-
tence d’un automate plus concis est conjecturé dans [39]. On montrera aussi,
avec le méme revetement, une opération de division d'une série N-rationnelle
par un entier, établie, avec une autre construction, par Eilenberg dans son
traité [13]. Finalement, la définition du revétement lexicographique pour les
transducteurs temps réel se base sur une action introduit dans [3] qui « me-
sure » la différence entre des paires de mots, I’ Action Avance ou Retard. Ce
revetement, que nous appelons le revétement Avance ou Retard, permettra
d’attacher a chaque calcul du transducteur les différences entre sa sortie et
celles des calculs plus petits. Il sera utilisé dans le chapitre suivant pour la
construction d’une décomposition d’une relation rationnelle k-valuée, et ’ac-
tion Avance ou Retard sera encore une fois utile dans le chapitre 4, ou elle
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sera généralisée et appliquée en des problemes de décision pour les transduc-
teurs. On fera a la fin de cette section un calcul du nombre d’états accessibles
du revétement Avance ou Retard qui sera utile dans les calculs de complexité
pour le théoreme de décomposition.

2.1 Revétements et K-revétements

Cette section est dédiée a définir le concept de revetement d’automates,
introduit par Jacques Sakarovitch en 1998 [37], et son analogue pour les
automates a multiplicité, les K-revétements, développé dans [39, 38]. Nous
suivons de pres ces trois références.

2.1.1 Morphismes

Fixons deux automates sur un monoide M, A = (Q,M,E,I,T) et
B = (R,MF JU).

DEFINITION 2.1.1 (MORPHISME D’AUTOMATES) Un morphisme d’automates
de B dans A est une application

p:R—Q

qui induit une application, aussi notée ¢, de F' dans F qui respecte les éti-
quettes,

€-p—4a = 690319907(190

et qui satisfait
Jp C1I et UpCT. A

Un exemple est illustré sur la figure 2.1,

La fonction ¢ s’étend naturellement aux chemins de B : tout chemin

Cipo%pynpnq%pn (pi%pz'HEF, pour 0 < i< n)
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aC@BQb o by

Fi1G. 2.1 — Un morphisme d’un automate B, a droite, sur un automate A,
défini par la projection horizontale.

se projette sur un chemin de A, noté cy :
e (pop) = (1) - (Pn1p) = (Pnep)

De la mise en relation entre les calculs réussis de B et A induite par ¢ on
a une propriété globale entre les comportements de ces automates :

PROPOSITION 2.1.1 Si ¢ : B — A, alors tout calcul réussi de B se projette
sur un calcul réussi de A, et on a |B| C |A]. O

2.1.2 Revétements

Un revétement est un morphisme particulier ou certaines restrictions lo-
cales sont respectées.

DEFINITION 2.1.2 On dit que le morphisme ¢ est globalement surjectif si ¢
est une fonction surjective de R a Q).

I est localement surjectif si la restriction de ¢ a chaque bouquet de tran-
sitions sortantes! de B est une fonction surjective, si tout état initial de A est
I'image d’au moins un état initial de B, et si tout état de B qui se projette
sur un état final de A est aussi final.

IPour chaque état p d’un automate, son bouquet de transitions sortantes est ’ensemble
des transitions dont 1’origine est p.
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11 est localement injectif si la restriction de ¢ a chaque bouquet de tran-
sitions sortantes de B est une fonction injective, et si tout état initial de A
est I'image d’au plus un état initial de B.

Pareillement, on peut définir les propriétés duales localement co-surjectif
et localement co-injectif a partir des transposés de ces automates. A

On dit que 'automate B est un quotient de A si ¢ est globalement et
localement surjectif.

DEFINITION 2.1.3 (REVETEMENT) Un morphisme ¢ : B — A est un revé-
tement s’il est est a la fois localement bijectif et globalement surjectif. On
peut aussi dire que B est un revétement de A. AN

Autrement dit, ¢ est un revetement si, et seulement si,

a) pour chaque état initial i de A, il existe un unique état initial de B qui se
projette sur 7

b) tout état de B qui se projette sur un état final de A est final;

¢) ¢ induit une bijection entre les bouquets sortants des états de B et ceux
de leurs projections.
Le morphisme illustré sur la figure 2.1 n’est pas un revétement : aucun

état de B ne respecte la bijectivité entre les bouquets sortants. Un revétement
est illustré sur la figure 2.2.

F1a. 2.2 — A droite, un revétement (défini par la projection horizontale) de
I’automate dessiné a gauche.

Une des raisons pour lesquelles les revétements sont intéressants est la
suivante :
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PROPOSITION 2.1.2 Un revétement B — A induit une bijection entre les
calculs réussis de A et B, et alors A et B sont équivalents. O

2.1.3 K-revétements

Lorsqu’on passe aux automates a multiplicité, 'existence d’une bijection
entre les calculs réussis de deux automates n’implique plus I’égalité de leurs
comportements. Il est quand méme possible d’adapter la notion de revéete-
ment de fagon cohérente pour ces automates. Intuitivement, la propriété a
respecter est 1’égalité entre la somme des multiplicités des calculs qui se pro-
jettent sur un méme calcul ¢, et la multiplicité de c.

On pose que A= (Q,E,I,T) et B= (R, F,J,U) sont deux automates
a multiplicité dans un semi-anneau K.

DEFINITION 2.1.4 (K-REVETEMENT) Soit A = (Q, E,I,T) un K-automate.
Un K-revétement de A est un K-automate B = ( R, F, J, U ) pour lequel existe
une fonction surjective

p:R—Q
qui satisfait

VpeQ L= > J, et VgeER U;=T,.

geppt

VpgEQ Vrepp  Ey,= Y F.

s€qp1 JAN

Autrement dit, la fonction ¢ fait de B un K-revétement de A si

a) pour chaque état p de A, la somme des multiplicités initiales des états de
B qui se projettent sur p est égale a la multiplicité initiale de p;

b) pour tout état p de B, la multiplicité finale de p est égale a la multiplicité
finale de I'état pp de A;

¢) pour toute transition e : p da, q de A et tout état r de B qui se projette
sur p, la somme des multiplicités des transitions sortantes de r qui se
projettent sur e est égale a la multiplicité de e.

Un exemple est illustré sur la figure 2.3.
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Fic. 2.3 — A droite, un N-revétement de 'automate dessiné a gauche.

Un K-revétement ¢ : B — A n’induit pas forcément un revétement entre
les supports de A et B, mais fait du support de A un quotient du support de
B. Pour cette raison, on dit que A est un K-quotient de B. Et méme lorsque
les calculs réussis de ces supports ne sont pas en bijection, on a, conséquence
de la définition de K-revétement, que les séries réalisées par B et A sont
égales :

PROPOSITION 2.1.3 Tout K-revétement d’un K-automate A est équivalent
a A. O

2.2 Produit d’un automate par une action

Le cadre abstrait sur lequel s’inscrivent les revétements que 1'on va com-
mencer a construire a partir de la section prochaine est celui de produit d’'un
automate par une action des étiquettes des transitions sur un ensemble. Cette
méthode apparait de facon implicite en quelques constructions de la théorie
des automates. On trouve sa définition explicite dans [3] dans le contexte
d’un probleme de décidabilité (qui sera repris dans un cadre plus général
dans le chapitre|4) et aussi dans [38] ou d’autres applications sont étudiées.

On va par la suite décrire ces produits et introduire ce que nous appelle-
rons un gauchissement d’un produit d’un automate par une action, nouvelle
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construction ou, en plus de I'action, une information qui dépend des transi-
tions, et non seulement des étiquettes, peut étre rajoutée dans les transitions
du revétement.

2.2.1 Actions

Rappelons qu'une action d’'un monoide M sur un ensemble ¥ est une
application
0 UxM— WV

compatible avec le produit de M :

Vel VYmneM (¢, 1) = 1, (¥, mn)é = ((¢»,m)d, n)d.

On peut utiliser la notation plus légere

Au besoin, d’autres symboles pourront étre utilisés a la place de - pour dési-
gner des actions particulieres ou éviter des ambiguités.

On va souvent voir une action comme un automate sur M, dont les états
sont ’ensemble W et les transitions sortantes d’un état ¢ représentent ’action
des éléments de M sur 1. Aussi, on va distinguer un élément 1y € W, ’état
initial de cet automate (mais en général des états finaux ne sont pas désignés).

Toute action est entierement décrite par un ensemble de générateurs de
M. Donc, la connaissance des transitions étiquetées par ces générateurs per-
met de retrouver 'action de n’importe quel élément de M.

Un exemple est illustré sur la figure 2.4.

Automates déterministes

Les actions d’un monoide libre sur un ensemble fini sont ce que 'on ap-
pelle un automate déterministe. Un tel automate, sur un alphabet A, est un
quadruplet

(Q,A,i,T)
ou () est 'ensemble d’états, i est 1’état initial et T" est I’ensemble des états
finaux. Les transitions sont définies par une fonction

QxA—Q,
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a a

), O
— o (0
b

(a) Une action de A* sur I'ensemble fini {tg, 11 }, avec élément
distingué .

a b a

— (10) b, (11) % (12 (13) (14) (15) (16) (17

(b) Une action de A* sur '’ensemble infini de vecteurs N2, défi-
nie par les produits matriciels suivants (et représentée avec
le symbole o, pour éviter confusion avec le produit matri-
ciel) : pour tout (zy) € N2, (zy)oa=(zxy)-(§9) et
(@y)ob=(zy)-(§}).

F1G. 2.4 — Deux actions du monoide libre engendré par ’alphabet A = {a, b},
représentées par un automate dont les transitions sont la restriction de 'ac-
tion aux lettres.

qui s’étend de fagon unique a une action de A* sur ), et pour laquelle i est
I’élément distingué.

La bien connue méthode des sous-ensembles permet de construire a par-
tir d’'un automate booléen A = (Q, A, E,I,T) un automate déterministe
équivalent

(B, A,i,U)
dont les états sont des vecteurs booléens, caractéristiques des sous-ensembles
de Q. Sa fonction de transition dépend du morphisme y : A* — B associé
a A. Il s’agit de I'action

Oqet : BYx A* — B?
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(relative a p) désignée par le symbole o et définie par
VveBY VacA voa=v-au (2.1)

L’état initial i est le vecteur caractéristique de ’ensemble I,

1 sipel
VpeQ ip:{ 'p

0 sinon
et les états finaux sont définis par
U:{VEBQ | 3t eT tel quev,=1}.

On note Aqge; la partie accessible de cet automate, que I'on appelle le déter-
minisé de A. Un exemple est illustré sur la figure

) )
— (10—t (11) —

O

b

Fia. 2.5 — Le déterminisé de 'automate B (figure [1.1). Les vecteurs sont
indicés par les états p et g dans cet ordre. Ainsi, et puisque p est 'unique
état initial de A, I’état initial i de Ager est le vecteur (1 0).

2.2.2 Produit d’un automate par une action

Le produit d’automates étiquetés par des lettres est une technique cou-
rante pour la réalisation d’opérations entre les langages rationnels. Le méme
n’est pourtant pas toujours possible pour les automates sur un monoide M
quelconque, vu que 'on peut trouver des automates équivalents qui n’ont
aucune transition avec la méme étiquette.

En revanche, étant donnés un automate sur M et une action de M sur un
ensemble ¥, on peut définir un produit de ces objets, basé sur I'application
des étiquettes des transitions. Cette construction s’avere tres utile.
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DEFINITION 2.2.1 (PRODUIT D’UN AUTOMATE PAR UNE ACTION) Soient
A= (Q,M,FE, 1, T) un automate sur un monoide M et § une action de M
sur un ensemble W, notée par o et avec élément distingué 1y. Considérons
I"automate sur M

B=(QxV, A F Ix{¢o}, TxWV) (2.2)

ou les transitions sortantes de chaque état (p, ) de B sont en bijection avec
les transitions sortantes de p dans A :

V(pU) €QxT Yp=bq  (p¥) > (gvom). (2.3)

On définit le produit de A par ’action d, noté AxJd, comme la partie accessible
de cet automate. A

La projection de A xd dans la premiere composante, notée w4 et définie
par
V(p,m) € @xM  (p,m)ms=p,

fait de A x 9 un revétement sur la partie accessible de A.

EXEMPLE 2.2.1 Le produit d'un automate booléen A = (Q, A, E,I,T) par
son déterminisé Age: est la partie accessible de I'automate booléen

(QxBY A F, Ix{i},TxB)

dont les transitions sont définies comme dans (2.3). On note S ce produit et
on l'appelle le revétement de Schiitzenberger de A (nom proposé dans [37] ou
une application remarquable de §, inspiré d’un travail de Schiitzenberger et
que l'on va présenter a la section|2.2.4, est étudiée). A

Autre exemple, le produit d'un transducteur par une action qui mesure les
différences entre les sorties, sera exploré a la fin de ce chapitre (section(2.5.1).

Produit d’un K-automate par une action

Si A est un K-automate, on définit le produit de A par une action ¢
comme le produit du support de A (ce qui est un automate booléen) par §.
De plus, les multiplicités sont conservées dans les états et les transitions du
revétement.
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F1G. 2.6 — Le revétement de Schiitzenberger (dessiné a droite) de 'automate
B; (a gauche). Le déterminisé de B, dessiné en haut, est celui représenté a la
figure 2.5 Les états du produit sont des couples formés par un état de B et
un vecteur booléen indicé par les états de cet automate. Le revétement sur
B est défini par la projection horizontale a gauche, et la projection verticale
est un morphisme sur Aget.

DEFINITION 2.2.2 (PRODUIT D’UN K-AUTOMATE PAR UNE ACTION)

Soient A = (Q, F, I, T ) un K-automate sur un alphabet A et ¢ une action de
A* sur un ensemble ¥, avec un élément distingué v, et notée o. Considérons
le K-automate

B=(QxV,F JU)

dont les multiplicités initiales et finales sont définies par

I, siy =1

) et Upw) =1p
0 sinon

V(p, ) € Qx WV Jpp) = {

et les transitions sont définies a partir des transitions de A :
la la
Vip) € (@xW) Vp—q  (p¢) > (g0 0a)

On définit le produit de A par I’action d, noté Ax¢d, comme la partie accessible
de cet automate. A
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La projection de ce produit sur la premiere composante est un K-revétement
sur la partie accessible de A.

EXEMPLE 2.2.2 Etant donné un N-automate A = (Q,FE,1,T),dont le mor-
phisme associé est p : A* — N@? on définit I'action

Yy N@x A* — N@
(relative & u et désignée par le symbole ¢) comme suit :
VveENY VacA voa=v-au. (2.4)

Le vecteur I est 1’élément distingué de cette action. On illustre sur la figure 2.7,
deux produits de N-automates par cette action, et on en verra une application

a la section 2.2.4. A
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w
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o
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— (10) 2 (11

aC X )Hb b
b a

‘@‘ a b
r 0

(a) Le produit de B, vu comme N-automate, par
'action ,, (relative au morphisme y associé a By).

a b a

— (10) b, (11) % (12 (13) (14) (15) (16) (17

2b

(b) Le produit de C; par P’action v, (relative & son morphisme associé).

Fia. 2.7 — Deux produits (infinis) de N-automates par l'action définie
dans 2.4. Ils se projettent dans la premiere composante sur l'automate de
départ, et dans la seconde sur ’ensemble des vecteurs sur N indicés par l'en-
semble d’états de I'automate (Q = {p, ¢} dans le deux cas et indicés dans cet

ordre).
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2.2.3 Morphismes d’actions et quotients

La notion de morphisme entre deux automates sur un monoide M s’ap-
plique naturellement aux actions de M sur un ensemble puisque, comme nous
I’avons remarqué, toute action peut étre vue comme un automate.

DEFINITION 2.2.3 Soient
o : UXM — U or:I'sxM — T

deux actions de M sur des ensembles ¥ et I', respectivement, désignées par
les symboles oy et or, et dont les éléments distingués sont ¥y et vy, respec-
tivement. Un morphisme d’actions est une fonction

0:¥V —7T
qui satisfait
Vo0 =0
et
Vel VYmeM (¢ oy m)0 = 1o or m. A

EXEMPLE 2.2.3 On montre a la figure 2.8 un quotient de 'action illustrée

sur la figure|2.4(b)

a b a

—@0Lansa” (13 Tay (s g6 (7

5 . b 3
BN é/oé
0
b

F1a. 2.8 — Un quotient de l'action illustrée sur la figure 2.4(b)
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Ce quotient est un exemple d’une construction générale. Soit
Ny ={0,...,k — 1,w}
le semi-anneau quotient de N par la relation
E=k+1
(ot w joue un role d’élément infini). Notons
e - N — Ny

ce quotient, qui est un morphisme de semi-anneaux. Ce morphisme peut étre
naturellement étendu aux matrices et vecteurs sur N.

Etant donné un N-automate A = (Q,FE,1,T), avec morphisme associé
p: A* — NQQ | considérons 1'action

Yk N2 x A* — N¥
notée ¢, dont I’élément distingué est le vecteur In; et qui est définie comme
suit :
VVGNE2 Vae A vopa=v-(au)ng. (2.5)

Ici, les opérations du produit matriciel v - (ap)n, sont faites dans N.

On vérifie que la fonction 7, induit un morphisme de I'action vy, définie

dans sur action v, :
VveN? Vue A (Vou)me = v O u.

On illustre sur la figure 2.9/ le morphisme 7, pour deux N-automates et
deux valeurs distincts de k. A

Nous nous servirons des morphismes d’actions pour construire des quo-
tients d’un produit d'un automate par une action. La propriété suivante est
une conséquence directe de la définition de morphisme d’actions :

PROPRIETE 2.2.1 Etant donné un morphisme o d’une action dy sur une
action dr, la fonction (Q X V) — (QxI'), aussi notée o et définie par

0:(p,¥) — (p,vo),

est un revétement de Axdy sur AXor.

St A est un K-automate, alors o fait de Axdr un K-quotient de Axdy.[]

On illustre sur la figure 2.10 un N-quotient d’automates induit par un
morphisme d’actions.
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1
=y
ol
1
=y
B
|
=
En

(a) Le quotient de l'action 7, associé a l'automate B; (vu comme
N-automate) sur 'action v, ; avec k = 4.

|~

—(10)

—(10) 2 (1§1

aN-%an a3 e (s e (17

(b) Le quotient de l'action 7, associé au N-automate C; sur I’action
Y,k avec k = 3.

Fi1G. 2.9 — Deux morphismes d’actions induits par le morphisme de semi-
anneaux 7 : N — Nj.
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a b a

—(10)—(11) 4, (12) (13) (14) (15) (16) (17

2b

F1G. 2.10 - Un N-quotient de C; x7, (N-revétement infini de C; illustré aussi
sur la figure 2.7) induit par le morphisme d’actions 7. Ce N-quotient (fini)
est le produit Cy X7, x, pour k = 3 (cf. figure 2.9).
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2.2.4 Deux applications

On clot cette section avec deux applications de produits d’un automate
par une action. Elles sont une motivation pour les méthodes que l'on va
mettre en ceuvre a la section suivante.

La premiere est une application du revétement de Schiitzenberger pre-
sentée dans [37]. Il s’agit de montrer, a I'aide de ce revétement, que tout
automate booléen admet une immersion équivalente et non ambigué, ce que
I’on va énoncer ici, pour cohérence avec d’autres énoncés a venir, de la ma-
niere suivante :

THEOREME 2.2.1 (SAKAROVITCH 1998) Soit A un automate booléen avec
n états. Il existe un revétement de A avec au plus n2" états qui contient un
sous-automate non ambigu et équivalent a A.

Rappelons que la projection du revetement de Schiitzenberger d’un auto-
mate A sur le déterminisé Aget,

i - S — Adet

est un morphisme sur ce dernier. Le coeur de la preuve du théoreme[2.2.1 est
la propriété suivante de m4,,, tirée ipsis litteris de [37] :

PROPRIETE 2.2.2 La projection de S sur Agex est un morphisme localement
co-surjectif.

PREUVE On doit montrer que le transposé de S est un morphisme localement
surjectif sur le transposé de Age;. C’est-a-dire :
a) tout état de S de la forme (p,i) (ol i est 1'état initial de Aget) est initial;
b) pour tout état final v de Age, il existe au moins un état (¢,v) dans S tel
queteT;
c) siv 2 w est une transition de Age et (g, w) est un état dans S, ce dernier
a aussi une transition de la forme (v,p) = (w, q).
Pour montrer ces conditions, on utilisera la propriété suivante des chemins

de A, qui s’établit par induction :

. U
si v—w alors
-Adet

Vqge@ qul<:>E|pEQtelquevpzletp%q. (2.6)
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Soit (p,i) un état de S. Comme S est accessible, il existe un chemin
(i,i) = (p,i) dans cet automate ot (i,i) est un état initial, ou, de facon
équivalente, i; = 1. Ce chemin se projette dans un chemin i — p dans A.
De (2.6), on a que i, = 1, donc p est un état initial de A, et (p,i) est un état
initial de S.

Soit v un état final de Age. Soit w le mot tel que i — v. De la définition

det

des états finaux de Aget, il existe t € T tel que v; = 1. De (2.6), il existe un
état 7 de A tel que i; = 1 et un calcul ¢ % t. Ce calcul est réussi dans A.

Donc, (i,i) — (t,v) est un calcul réussi de S, et (¢,v) est un état final de S
qui se projette dans v.

Soient v % w une transition de Age et (g, w) un état dans S. De (2.6)
on a qu’il existe p dans () tel que v, = 1 et une transition p 25 ¢ dans A.
Comme Age: est accessible, il existe un chemin i — v dans cet automate, et
il vient de qu'il existe un chemin i — p dans A ol i est un état initial.
Alors, (4,i) — (p,v) est un chemin dans A x Age, donc (p,v) est accessible,
et appartient a S. Alors, (v,p) = (w, q) est une transition de S. O

La preuve du théoreme consiste a « extraire » 'automate souhaité
de S.

PREUVE DU THEOREME 2.2.1 En effacant quelques transitions et la qualité
d’étre final de quelques états de S, on peut en obtenir un sous-automate
qui est un co-revetement de Age;, donc un automate équivalent a A et non
ambigu (puisque ses calculs réussis sont en bijection avec ceux de Aget). O

Un exemple est illustré sur la figure 2.11.

Le second exemple est une opération de « restriction » sur les séries N-
rationnelles. Etant donnés une série s : A* — N et un entier positif k, on note
S(>k) la série définie par
us sl us >k
0 sinon

Vue A US(>k) = {

Pareillement, on note s—y) la série

us sl us =k
Vue A" US(=k) =

0  sinon
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Fi1G. 2.11 — Le revétement de Schiitzenberger de 'automate B;. Deux im-
mersions de Schiitzenberger, sous-automates non ambigus et équivalents a
By, sont obtenues en effacant une des transitions pointillées.

THEOREME 2.2.2 Soit A un N-automate avec n états qui réalise une série
s. Il existe un N-revétement infini B de A jouissant de la propriété suivante :
pour tout k > 0, il existe un N-quotient By, de B de dimension n(k + 1)" tel
que
1. By contient un sous-automate B>y qui réalise la série s;>) ;
2. pour 0 <1 < k, By, contient un sous-automate B—; qui réalise la série
S(=1)-

On montre ce théoreme avec le produit de A par l'action 7, définie a
Iexemple2.2.2. Ce produit jouera le role du N-automate B, et son N-quotient
par le morphisme 7, sera le N-automate By,. L’idée de la preuve est la suivante.
Dans le revetement B, tout calcul réussi

C:(p, 1) 4 (4:)

se projette dans la premiere composante sur un calcul réussi de A et dans la
second sur une suite de vecteurs. Le vecteur v (dans I'extrémité de C') permet
de calculer la multiplicité du mot qui étiquette ce calcul :

v=1-up
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et donc
us=v-71.

Cette infomation permet, via un certain changement de la multiplicité finale
de (q,v), de « garder » ou « rejeter » le calcul C, de fagon que ’ensemble
des calculs gardés réalise la série s>y (ou s(—;)). Le N-quotient fini By, suit le
méme principe, sauf en ce que les vecteurs dans ses états permettent de comp-
ter jusqu'a k — 1. Cette information est néanmoins suffisante pour extraire
de By des sous-automates qui réalisent les séries souhaitées.

PREUVE DU THEOREME 2.2.2 On obtient le sous-automate B> qui réalise
la série s(>x) en annulant la multiplicité finale de tout état final (p,v) de B
tel que

v (Tn) < w.

Le fait que cet automate réalise la série s>y découle de deux remarques.
La premiere est évidente : pour tout mot v € A* on a

us > k = (us)n = w. (2.7)

La seconde se montre par induction dans la longueur des calculs de By : pour
tout calcul

C: (p, Ink) — (¢,)
k
on a que
v= (I up)nk
et donc
Ve (Tow) = (- wp - T)nge = (us) 1. (2.8)
On tire de (2.7) et (2.8) qu’un calcul

C:(p, 1) — (q,v)

B(>k)

est réussi dans B>y si, et seulement si, us > k. Alors, les calculs réussis
de B>y se projettent exactement sur I'ensemble des calculs réussis de A
étiquetés par un mot dont la multiplicité est plus grande ou égale a k.

Les automates B—;, pour 0 < i < k, sont définis de facon similaire : on
annule la multiplicité finale d'un état (p,v) de By si, et seulement si,

v (Tn) # . O
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Deux exemples de restrictions, un pour la série réalisée par B; et autre
pour celle de Cq, sont illustrés sur la figure 2.12.

o) Y
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~—
(o

10)2anLabas

A
L)
O

b

a a b
b T 6

B=1 B Bz o B

(a) Les restrictions de la série réalisée par B; avec
k=4

(b) Les restrictions de la série réalisée par C; avec k = 3.

F1G. 2.12 — Deux produits d’'un N-automate par I'action v, , et leurs sous-
automates qui réalisent des restrictions (sur le comportement de I'automate
de départ). Chaque restriction est obtenue en annulant tous les états fi-
naux du revétement sauf celui dans le rectangle gris correspondant au sous-
automate souhaité.
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2.3 Produit d’'un automate par une action
gauchie

On va maintenant introduire une sorte de gauchissement d’un produit
d’un automate par une action (sur un ensemble V). L’intuition, c¢’est que dans
chaque transition du revétement un élément de ¥ qui dépend de la transition
projetée, et non seulement de I'étiquette, peut étre rajoutée a l'application
de I'action. Cette construction sera utile pour la définition des revétement
lexicographiques a la section suivante.

On définira ce produit gauchi pour deux types d’automates : les automates
sur un monoide et les K-automates.

2.3.1 Cas d’un automate sur un monoide

DEFINITION 2.3.1 (GAUCHISSEMENT)  Etant donnés un automate A =
(Q,M,E I,T), un monoide (V,®), une action § : ¥ x M — ¥ notée o et
des fonctions (dites de gauchissement)

a:l —W¥ E:E— U

le produit de A par o gauchi par « et § est la partie accessible, notée A X (4.¢)0,
de 'automate

(QxXY, M, F, J, TxWV)
ou l'ensemble des états initiaux est égal a
J={(,ia) |i€ I}

et, pour tout état (p,), les transitions sortantes de (p, 1)) sont en bijection
avec celles de p et sont définies comme suit :

cip=oq = (pY) o (@, (Pom) ). A

Il vient directement de cette définition que la projection de A X, ¢) 0 sur
la premiere coordonnée est un revétement sur la partie accessible de A. Un
exemple est illustré sur la figure [2.13|
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1o @y (12 (13 (w)

F1G. 2.13 — Au-dessus, le produit de 'automate booléen B; par une action. En
dessous, un gauchissement de ce produit, résultat de la fonction & qui attribue
a la transition p % p le vecteur (0 2), & la transition ¢ - ¢ le vecteur (0 1), et
aux autres transitions le vecteur (0 0). Dans ce gauchissement, les transitions
de I'action ne sont pas illustrées, choix qui sera dorénavant adopté.

On a vu que, étant donné un morphisme p : ¥ — I' d’une action dy sur
une action dr, on obtient des revétements

AX5q, —>AX5F — A.

Si, de plus, I' est un monoide, d’opération ®, et o est un morphisme de
monoides de W a I', le produit de A gauchi par les compositions

ap: I —T Eo: E—T
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est un quotient de A X (4¢) dy :

PROPRIETE 2.3.1 Sip: ¥V — T est a la fois un morphisme d’actions et un
morphisme de monoides, alors la fonction o : (QxX V) — (QxT") définie par

o: (py) — (p,vo)

est un revétement de A X (q¢) 0w sur A X(qp¢0) Or-

PREUVE 1l suffit de remarquer que pour tout ¢» € ¥, tout m € M et toute
transition e € F,

(¢ oy m @ ef)o = o or m ® efo. O

2.3.2 Cas d’un K-automate

Si A= (Q,FE,1,T) est un K-automate, la définition de gauchissement
doit changer pour étre cohérent avec la définition de K-revétement, et va
devenir ce que 'on appellera un K-gauchissement de I'action 4.

Un K-gauchissement est défini a partir de deux fonctions dont les images
sont des K-polynomes sur W,

a: @ — K(¥), ¢ E — K(U).

Afin que le produit de A par § gauchi par ces fonctions soit un K-
revétement de A, on suppose que ces fonctions satisfont

VpeQ ) w(pa) =1, Ve:pl—jw > ) =1 (29)

Ppew Yew

(des sommes finies, puisque pa et ef sont des polyndmes).

DEFINITION 2.3.2 (K-GAUCHISSEMENT) Soient A = (Q,E,I,T) un K-
automate, (¥, @) un monoide, 6 : ¥ x A* — ¥ une action, notée o, et

a:@Q — K), £ E — K(U) des fonctions qui satisfont (2.9). Le pro-
duit de A par § gauchi par « et & est la partie accessible du K-automate

B={(QxW¥Y, F, JU)
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ou les multiplicités initiales et finales sont définies par

Vp,) €QxY  Jpy =v(pa)  Upy) =1,

et, pour chaque état (p,1) et chaque transition
cop e
-p Py q

I'ensemble des transitions sortantes de (p, ) qui se projettent sur e est défini
par

Yyl s () A0k alos () T (. (bea) 8). 4

EXEMPLE 2.3.1 On illustre sur la figure|2.14 un N-gauchissement pour un
produit du N-automate C; par une action. Il se projette dans la premiere
composante sur C; et dans la seconde sur ’ensemble des vecteurs sur N indicés
par @ = {p, q}, dans cet ordre.

La fonction « attribue le vecteur (1 0) au seul état initial de A, p. Pour
les autres états, a est le polynome nul. Donc, I’état initial du revétement
est le couple (p, (1 0)), avec multiplicité initiale 1 (le coefficient du monéme
correspondant au vecteur (0 0) dans pa).

La fonction de gauchissement des transitions & attribue a la transition
q 2% ¢ le polynome dont le support est formé par les vecteurs (00) et (01),
et ot le coefficient pour les deux monomes est égal a 1. Pour les autres transi-
tions, £ est le monome dont le support est le vecteur (0 0) et le coefficient est
égal a la multiplicité de la transition. Ainsi, chaque état de la forme (g, (z y))
du revétement a trois transitions sortantes, deux étiquetées par a avec multi-
plicité 1 et une par b avec multiplicité 1. Par exemple, les extrémités des deux
transitions sortantes de (¢, (1 1)) qui se projettent sur ¢ QC—a> q sont définies

1

par

(11)oaua(00)=(1 1).((1) g>@(00):(12),

(11)oapn® (01)=(13),

et celle qui se projette sur ¢ Z—b> q est définie par
1

(11)obu@(00)=(1 1).(3 ;)@(00):(13).
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Un deuxieme N-gauchissement est illustré sur cette figure. La fonction «
attribue le vecteur (0 0) au seul état initial de A, p. Pour les autres états, «
est le polynéme nul. Donc, ’état initial du revétement est le couple (p, (0 0)),
avec multiplicité initiale 1 (le coefficient du monoéme correspondant au vec-
teur (0 0) dans pa). La fonction de gauchissement £ attribue a la transition
sortante de p étiquetée par a, et pour la transition p o, p le polynome formé
par le vecteur (0 0) avec coefficient 1. Pour la transition p 2, q, & donne
le polynome formé par le vecteur (1 0) avec coefficient 1. Pour chacune des
deux transitions sortantes de ¢, la fonction £ attribue le polynome dont le
support contient deux vecteurs, (0 0) et (0 1). Ainsi, chaque état de la forme
(¢, (z y)) du revétement a quatre transitions sortantes, deux étiquetées par
a et deux par b, toutes avec multiplicité 1. A

Le support du produit d’'un K-automate A par un K-gauchissement n’est
pas forcément un revétement du support de A : il se peut que plusieurs
transitions de ce produit se projettent sur une méme transition de A. Mais
la somme des multiplicités de ces transitions se conserve, ce qui est une
conséquence de la condition faite sur la fonction £ en (2.9). Les multiplicités
sont aussi conservées dans les états initiaux, et on a alors

PROPRIETE 2.3.2 Le produit de A par une action avec un K-gauchissement
est un K-revétement de A. O

Comme pour le cas booléen, un morphisme o : ¥ — I' d’une action
Oy : WX A* — WU sur une action op : 'x A* — T" induit un gauchissement de
I’action dr, et un K-quotient du produit gauchi de A par dy.

Ce nouveau K-gauchissement est le résultat des fonctions
a,: I — K(I) & E— K(I)
définies par
VpeQ Vvel  Apa)= > ¢(pa)

Vee E Vyel &) = Y, (e
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L’image de pa, est un « quotient » du polynome pa, ou le coefficient d'un
¢lément v € I' dans pa, est la somme des coefficients dans pa des éléments
dont 'image par o est . On a alors

VpeQ Y Ay =) d(pa).

vyel’ Ppew

De fagon similaire, on a que, pour toute transition e de A,

> v(edy) =) (e,

~yel Pew

Ces remarques permettent de montrer

PROPRIETE 2.3.3 Soient B le produit de A par un K-gauchissement d’une
action Oy, et C le produit de A par un K-gauchissement de [’action or in-
duit par une fonction o : V — I, a la fois un morphisme d’actions et un
morphisme de monoides. La fonction o : (Qx V) — (QxTI') définie par

o: (p,¢) — (p,vo)

fait de B un K-revétement de C. O

Un exemple est illustré sur la figure 2.15.
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a b a

—(10)= (1112 (13 (14 (15 (16 (17

2b

Po @y @2 @3 @4 (@5 @16 (17

2a

(0 0) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)

FiGc. 2.14 — Produit de C; par l'action 7, et deux N-gauchissements (cf.

exemple 2.3.1).
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(0 0) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)

0o @0 (@1 (12 (w)

F1G. 2.15 — Un N-gauchissements du produit de C; par I'action 7, et un
N-quotient de ce gauchissement par le morphisme 7 avec k = 3.
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2.3.3 Uniformisation des relations déterministes

Uniformiser une relation 7 issue d’une famille de relations considérée
consiste a trouver dans la méme famille une fonction dont le domaine coincide
avec celui de 7 et qui envoie chaque élément x de son domaine a un élément
de z7. Une telle fonction est ce que I'on appelle une uniformisation de .

Dans son traité, Eilenberg établit (avec son théoréme de transversale ra-
tionnelle) que toute relation rationnelle peut étre uniformisée par une fonc-
tion rationnelle :

THEOREME DE L’UNIFORMISATION RATIONNELLE (EILENBERG 1974)
Toute relation rationnelle admet une uniformisation rationnelle.

La preuve la plus moderne pour ce résultat est celle de J. Sakarovitch [37],
qui le tire du revétement de Schiitzenberger (travail auquel nous renvoyons le
lecteur pour un historique du sujet, en effet antérieur au travail d’Eilenberg).

Plus tard, H. Johnson établit le méme pour la sous-famille des relations
qui peuvent étre réalisées par un transducteur dont la lecture est déterministe
dans les deux bandes — les relations rationnelle déterministes [26, 27] :

THEOREME 2.3.1 (JOHNSON 1985) Toute relation rationnelle déterministe
peut étre uniformisée par une fonction rationnelle déterministe.

Le résultat de Johnson est en effet plus fin. Soit < un ordre lexicogra-
phique sur B*. La sélection lexicographique d’une relation 7 : A* — B* est
la fonction partielle 7o, qui envoie chaque mot x € A* au mot le plus petit
dans x7, si un tel mot existe (rappelons que l'ordre lexicographique n’est pas
un bon ordre). Il n’est pas vrai en général que la sélection lexicographique
d’une relation rationnelle est une fonction rationnelle, mais pour les relations
déterministes Johnson a montré le suivant :

PROPOSITION 2.3.1 (JOHNSON 1985) La sélection lezicographique d’une re-
lation rationnelle déterministe est une fonction rationnelle déterministe.

Moyennant une construction qui permet d’approcher toute relation détermi-
niste par une autre d’image fini, on a que le théoreme [2.3.1 est une consé-
quence de cette proposition.
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Notre but dans cette section est de montrer que la preuve de Johnson
pour la proposition consiste a construire un produit d’un transducteur
par une action gauchie.

Commengons avec la définition de transducteur déterministe.

DEFINITION 2.3.3 (TRANSDUCTEUR DETERMINISTE) Soient Ag et Bg les
alphabets A et B avec un nouveau symbole $ rajouté. Un transducteur dé-
terministe est un transducteur

T =(Q,A;xB;,E {i},T)
avec un seul état initial 2 et qui possede une partition des états

Q=0aUQp

tel que, pour chaque ¢ € Q4 (¢ € @Qp), les transitions sortantes de ¢ sont
étiquetées par des éléments de Agx {1p+} ({1a+} X Bg), et des transitions
distinctes n’ont pas la méme étiquette. A

Le comportement de 7 est un sous-ensemble de Agx Bg ; mais on voudra
que le symbole $ ait seulement un role de fin de bande. On définit alors le
$-comportement de T comme la relation

1 T]s = {(u,v) € A"xB" | (u$,v$) € |T|}

et nous dirons qu'une relation rationnelle est déterministe si elle est le $-
comportement d'un transducteur déterministe.

Il est connu que ’absence du symbole de fin de bande diminue le pouvoir
de ces machines [34], mais on peut supposer que

IT| C A*$xB*S et T C Q.

Un exemple est illustré sur la figure 2.16.

La preuve de Johnson est la construction d’'un revétement de 7 qui
contient un sous-transducteur )V — une immersion sur 7, donc — dont les
calculs réussis sont en bijection avec ceux de 7 qui écrivent les mots les plus
petits des images par la relation réalisée par 7. Le fait que V soit une im-
mersion sur 7 est fondamental puisque toute immersion sur un transducteur
déterministe est également un transducteur déterministe.
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1y b|1 1y b|1
L > ()
el K 18 \Tf/ (1 4

1[5

Fia. 2.16 — Un transducteur déterministe (tiré de [34]) sur les alphabets
A = {a,b} et B = {x,y}. Les couleurs des états indiquent la partition
de @ en Q4 et Qp. Le $-comportement de ce transducteur est la relation
déterministe 7 : A* — B* définie comme suit : pour tout u € A*, v € ur si,
et seulement si, |ul, < v, < |ul, + 1.

Afin de définir ce revétement, considérons le morphisme
o Af — BPaQa

définit comme suit :

Vue Ay Vp,ge@ (uo)p, =1  si, et seulement si, p % q.

Avec ce morphisme on définit une action
B9 x (Af x B;) — B4
notée o par
Vv eBP V(u,v) € Afx B vo (u,v) =Vv-uo

(donc, la restriction de cette action & {14-} x B¢ est I'identité).

Le revétement de Johnson est un produit de 7 par un gauchissement de
cette action.

La fonction de gauchissement o : I — B%4 attribue le vecteur zéro, vo, &
I'unique état initial de 7.
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La fonction de gauchissement de transitions ¢ : E — B%4 donne pour
toute transition sortante d’un état de Q4 le vecteur zéro. Pour la définir
dans les transitions sortantes des états de (), considérons l'ordre < étendu
a Bg en mettant $ < b pour tout b € B. Pour toute transition

14+|b
eip——4q (p€QEn)
e€ est le vecteur dans B®4 défini par
1A*|b’u

Vre@ (€€), =1 si, et seulement si, p — T avec b € Bg et b <b.

Ainsi, le revétement de Johnson, U, est la partie accessible d’un trans-
ducteur déterministe de la forme

(QxB1, Ag* x Bs*, F, (i,vg), T x B9 ).
Dans tout état (p,v) de U, les transitions sortantes sont en bijection avec les

transitions sortantes de p dans 7 : si p € (04, alors, pour toute transition

(l|1B*
_—
p——"4

U a une transition
CL‘IB*
(h,v) 25 (v - a0);

si p € @ g, pour toute transition

1ax|b

U a une transition
10|

Un exemple est illustré sur la figure 2.17.

La propriété suivante, qui se démontre par induction sur la longueur des
chemins de 7, est 'argument principal de la preuve du théoreme :

PROPRIETE 2.3.4 Pour tout chemin
. ulw
(Za VO) 7 (p7 W)

le vecteur w satisfait : pour tout ¢ € Qa, wy, =1 si, et seulement, s,

1 ——q avec w < w. 0
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(000) (010) (110) (001)

o

Fic. 2.17 - A gauche, le transducteur déterministe défini a la figure [2.16. A
droite, le revétement de Johnson avec l'ordre $ < x < y. Les vecteurs sont
indicés par Q4 = {pa,qa, T4}, dans cet ordre.

On obtient le sous-transducteur V en effacant la propriété d’etre final de
quelques états de U : on ne considere final que les états

(p,v) € T x B9

tels que
VreT v, = 0.

Il découle de la propriété 2.3.4 qu'un calcul de V est réussi si, et seulement
si, sa projection sur 7 est un calcul réussi qui écrit le mot le plus petit dans
I'image de son entrée par la relation réalisée par 7.
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2.4 Le gauchissement lexicographique

Comme discuté dans I'introduction de ce chapitre, les revétements lexico-
graphiques sont des revétements d’automates construits a partir d’un ordre
sur les calculs de 'automate induit par un ordre fixé sur les transitions. Nous
allons dans cette section en présenter des instances pour trois types d’auto-
mates : automates booléens, N-automates et transducteurs temps réel.

Intuitivement, un revétement lexicographique est un produit de 1'auto-
mate par une action gauchie, ou la projection dans la seconde composante
décrit, pour chaque calcul de I’'automate de départ, une information sur les ex-
trémités de ceux qui sont plus petits. Dans chaque transition du revétement,
la fonction de gauchissement actualise cette information avec les extrémités
des transitions qui sont plus petites que celle « lue » dans la premiere compo-
sante. A I'aide de I'information contenue dans les états finaux du revétement,
il sera possible, en effagant la qualité d’étre finaux ou en changeant la mul-
tiplicité de quelques-uns de ces états, d’obtenir un sous-automate qui choisit
certains chemins selon un critere basé sur l'ordre lexicographique.

On pourrait vouloir imaginer une définition générale de revétement lexi-
cographique pour un automate sur un monoide quelconque. Une telle géné-
ralisation ne saurait pourtant apporter les propriétés dont on aura besoin.
On voudra, par exemple, construire un revétement qui contient pour chaque
élément dans le comportement de I'automate de départ le calcul réussi le plus
petit étiqueté par cet élément. Ce revetement représente donc une transver-
sale pour le morphisme d’étiquetage. En se traitant d’automates sur un mo-
noide quelconque, on peut trouver des exemples de morphismes pour lesquels
aucune transversale rationnelle n’est possible.

2.4.1 Construction d’un automate non ambigu

Le premier exemple de revéetement lexicographique que 1’on va présenter
est une construction pour les automates booléens sur un alphabet. Avec ce
revétement, on obtiendra une autre preuve pour le théoreme 2.2.1 — pour
tout automate booléen avec n états, il existe un automate équivalent avec au
plus n2™ états qui est non ambigu et qui est une immersion dans le premier.
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Ordre lexicographique des chemins

Soit A= (Q, A, E,I,T) un automate booléen. Si on fixe un ordre <, sur
E V'ordre lexicographique engendré dans le monoide libre E* est un ordre
total . En particulier les chemins de A, qui sont des mots sur F, deviennent
totalement ordonnés.

Pour la construction du revétement lexicographique de A, la totalité de
I’ordre dans E* n’est pas nécessaire. D’une part, les mots de £* qui ne forment
pas de chemins n’ont aucun role dans cette construction, donc il est inutile, et
méme génant, de les comparer avec les chemins de A. De plus, on ne voudra
comparer que des chemins qui ont la méme étiquette.

On va alors considérer que <, est un ordre partiel sur £ ou deux transi-
tions sont comparables si, et seulement si, elles ont la méme étiquette et la
meéme origine. On définit 'ordre partiel engendré par <. sur les chemins de
A, aussi noté <., comme suit : étant donnés deux chemins

c=ey...ep, d=f1...[fn (e;, fi € Epour 1 <i<n)

on pose que
c=.d

si, et seulement si, c et d ont la méme étiquette et

d1 telque e =f; pour 1<i<IlI—1 et ¢ <[

Dans I'automate illustré dans I'introduction de ce chapitre et reproduit ci-
dessous, seulement deux transitions sont comparables, a savoir, les transitions
étiquetés par b et qui commencent dans 1’état p.
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Si deux chemins sont comparables par <., alors ils commencent dans un
méme état. On voudra aussi pouvoir comparer des chemins commencant en
des états initiauzr différents. Pour ce faire, on va fixer un ordre <; entre les
états initiaux et définir un nouvel ordre, <, qui étend <. comme suit : étant
donnés deux chemins c et d de A avec la méme étiquette et qui commencent
en des états initiaux, on pose

c<d

si, et seulement si,

co<;dt ou ca=d et c¢=<.d.

On dira que < est 'ordre lexicographique des chemins de A.

Le revétement lexicographique d’un automate booléen

Le revétement lexicographique de A basé sur 'ordre <, que I'on décrira
ci-dessous, permettra d’établir la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4.1 Soit A un automate booléen avec n états et < un ordre
lexicographique entre ses chemins. Il existe un revétement de A avec ou plus
n2" états qui contient un sous-automate C tel que un calcul C' dans B est
réussi si, et seulement si, la projection de C dans A est un calcul minimal
(selon < ).

Le théoréme 2.2.1 est un corollaire de cette proposition. En effet, pour
chaque mot u dans le comportement de A, B contient exactement un calcul
réussi étiqueté par u : celui qui se projette dans le calcul réussi de A le plus
petit selon < étiqueté par w.

Le revétement lexicographique de A est un produit de cet automate par
I'action dge : BY x A* — B? qui définit les transitions du déterminisé de A,

VveB? VacA voa=\vV-ap
(ou p est le morphisme associé a A) gauchie par deux fonctions

a: ] —BY ¢ E— BC.
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La fonction «a, qui définit les états initiaux de B, associe chaque état initial
de A au vecteur booléen caractéristique des états initiaux qui sont plus petits
selon 'ordre < :

Vpel Vre@ (pa)r =1 ssi rel et r=<;p.

La fonction & associe chaque transition e de A au vecteur caractéristique
des extrémités des transitions plus petites que e avec la méme étiquette :

Vp%qEE Vreq (e€), =1 ssi f:p%r et f=<ce.

Alors, ce revétement est la partie accessible de I'automate booléen
B=(QxB? AF JTxB?)
ol I’ensemble des états initiaux est égal a
J={(@,ia) |i €T}

et les transitions sont définies de la maniere suivante, ou @ est l'opération
dans BY de somme de vecteurs : pour tout état (p, v), les transitions sortantes
de (p,v) sont en bijection avec celles de p,

ezp%q = (pv)  (¢v-an@e).

EXEMPLE 2.4.1 On illustre sur la figure|2.18 un revétement lexicographique
pour 'automate booléen B;. La premiére composante de ce revétement est
I’automate By, dessiné a gauche, la deuxieme est I’ensemble de vecteurs boo-
léens indexés par Q = {p, ¢}, dans cet ordre.

Dans By, il y a trois transitions sortantes de 1’état p,
PN eo s erp s
1-]761177 2-p81p7 l'pqu‘

Comme e; est la seule transition sortante de p étiquetée par a, on a, pour
n’importe quel ordre entre les transitions,

615 = (0 0)

Posons l'ordre
€9 < €3.
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(0 0) (01) (10) (11)

o g

bi

a( 1 b aC T)b

FiG. 2.18 — Un revetement lexicographique de 'automate B;. La transition
pointillée est la plus grande selon 1'ordre <..

Alors on a que

e =(00), e =(10)

La fonction « attribue a 'unique état initial de B; le vecteur (0 0). Donc
I’état initial de B est le couple

(p, (0 0)).

Il y a trois transitions sortantes de cet état, qui se projettent sur ey, es et e3,
respectivement :

a b a
(p,(00)) = (p:(00)),  (p,(00)) 2 (p,(00)),  (p,(00)) = (g (10)).
L’extrémité de la troisieme, par exemple, est le résultat de I'opération

(OO)oa,uEBeggz(OO)-<(1] ?)@(10):(10). .

La propriété suivante décrit, pour chaque calcul réussi du revétement
lexicographique de A, I'information fournie par le vecteur dans 'extrémité
du calcul. C’est a partir de cette information que 'on pourra extraire du
revétement lexicographique un sous-automate qui contient, pour chaque mot
dans le comportement de A, exactement un calcul réussi. La preuve est par
induction dans la longueur des chemins.
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PROPRIETE 2.4.1 Soit
C: (p,pa) - (¢,w)

un calcul de B qui commence dans un état initial; soit
c:p 7’ q
sa projection sur A. Pour tout r € Q,

w,=1 ssi d:p’%r et d < c. -

PREUVE DE LA PROPOSITION Le sous-automate C est obtenu en effa-
cant la qualité d’étre final de quelques états finaux de B :

(p,v) est final dans C  ssi  pest final et VteT v, =0.

Puisque les calculs réussis de B sont en bijection avec ceux de A, 'ordre
lexicographique des calculs de A induit un ordre sur les calculs de B. Il
vient de la propriété qu'un calcul réussi C' dans B est réussi dans C
si, et seulement si, il n’y a pas d’autre calcul réussi plus petit avec la méme
étiquette, c’est-a-dire, si C' est minimal. O

On illustre sur la figure 2.19| le sous-automate non ambigu pour deux
revétements lexicographiques de By. Le premier revétement est celui décrit
a 'exemple le second est obtenu en changeant 'ordre <. dans les
transitions.

2.4.2 Le théoreme du paludier glouton

Si A= (Q,FE,I,T) est un N-automate sur un alphabet A, la définition
de revétement lexicographique pour A suit le méme principe de la construc-
tion pour un automate booléen, mais elle sera basée sur la notion de N-
gauchissement. Intuitivement, le gauchissement réalise un « éclatement » des
transitions de A, permettant de voir un chemin avec multiplicité [ comme [
chemins distincts (avec multiplicité 1) et les comparer.

A Taide de ce revétement, on construira un automate qui réalise la dif-
férence entre une série N-rationnelle et un entier, opération définie comme
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(00) (01) (10) (11)

(a) Avec un ordre...

(00) (01)

(b) ... et avec un autre.

Fic. 2.19 — Extraction d’un sous-automate non ambigu et équivalent des
revétements lexicographiques de By (cf. figure [1.1) correspondants a deux
ordres distincts sur les transitions commencant dans 1’état p. Dans chaque
figure, la transition pointillée est la plus grande.
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suit : étant donnés une N-série s : A* — N et un entier £ > 0, la différence
entre s et k, notée s - k, est la N-série

Vue A", u(s k) = (2.10)

0 sinon

{us—k si us >k

Il est bien connu que si s est une série rationnelle, alors s — k 1’est aussi.
Ce résultat, du a Schiitzenberger, peut étre déduit d’une application itérée
du théoreme de la transversale d’Eilengerg [13], ou du revétement de Schiit-
zenberger [39]. L'inconvénient de cette approche est la taille de 'automate
obtenu : comme de tels méthodes peuvent conduire a la construction d’un
nombre exponentiel d’états (dans le nombre d’états de 'automate de départ),
il n’est pas évident si on peut espérer mieux qu’une tour de k exponentielles
pour la taille de 'automate réalisant s = k.

Avec le revétement lexicographique, on obtiendra un automate « concis »
qui réalise cette différence, et en effet plus que cela :

THEOREME DU PALUDIER GLOUTON

Soit A un N-automate avec n états, qui réalise une série s. Il existe un N-
revétement infini £ de A tel que pour tout entier £ > 0, il existe un N-quotient
fini £*) de £ ayant les propriétés suivantes :

1. £®) est un N-revétement de A avec au plus n(k + 1) états;

2. pour tout i, 0 < i < k, il existe un sous-automate non ambigu S**) de
L®) qui reconnait la série caractéristique du support de s = i;

3. il existe un sous-automate P* de £*) dont comportement est s — k.

Rappelons que le support d’une série s est le langage contenant exactement
les mots dont la multiplicité est distincte de 0; on le note supps. La série
caractéristique de supp s, notée suppss, est la série non ambigué (& multiplicités
dans N) qui attribue 1 exactement aux mots dans supps.

L’idée derriere le revétement £ est de compter, pour chaque calcul réussi
de A, les multiplicités des calculs réussis plus petits avec la méme étiquette,
selon un ordre lexicographique dans les chemins (et non la somme des mul-
tiplicités de tous les calculs, comme fait dans la construction présentée a la
section [2.2.4 pour les restrictions d'une série N-rationnelle.). Le quotient £*)
suit le méme principe, sauf en ce que sa capacité de calcul est bornée et il ne
peut compter que jusqu'a k — 1.
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Posons A = (Q, E,I,T), et soit u : A* — N@@ le morphisme associé &
cet automate. Soit <; un ordre sur les états de A et <. un ordre sur F tel
que deux transitions sont comparables si, et seulement si, elles ont la méme
origine et le méme support.

Le revétement lexicographique de A (basé sur les ordres fixés <; et <)
est un produit de A par I'action 7, : N¢x A* — N@ définie a I'exemple 2.2.2]

VveN? Vae A voa=v-au,
gauchi par par deux fonctions

a:Q — N(NO), ¢: E — N(N9).

La fonction «, qui définit les états initiaux du revétement L, attribue a
chaque état p de A un polynome dont tous les coefficients sont égaux a 1
et le support contient I, vecteurs : v € N¥ appartient & ce support si, et
seulement si,

0 sip<
v, < I et Y q#p vq:{ p=rd

I, sig=ip

La fonction £ est définie comme suit. Pour toute transition

e:p,
°p Py q,
e est un polynome dont tous les coefficients sont égaux a 1 et le support
contient [ vecteurs : w € N® appartient & ce support si, et seulement si,

aj sifipSretf<oe
w, <1 et V r#£q w,= o A ‘
0 sinon

EXEMPLE 2.4.2 On illustre sur la figure(2.20 un revétement lexicographique
pour 'automate C;. Il se projette dans la premiere composante sur C; et dans
la seconde sur I'ensemble des vecteurs sur N indexés par @) = {p, ¢}, dans cet
ordre.

L’ordre lexicographique n’a effet que dans les transitions étiquetées par b
sortantes de 1’état p. Posons

b b
pc—fp e pz@-
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Le revétement lexicographique avec cet ordre est le deuxieme N-gauchissement
illustré sur la figure 2.14. La fonction « attribue le vecteur (0 0) au seul état
initial de A, p. Pour les autres états, o est le polynome nul. Donc, I'état
initial du revétement est le couple (p, (0 0)), avec multiplicité initiale 1 (le
coefficient du monoéme correspondant au vecteur (0 0) dans pa). La fonction
de gauchissement £ attribue a la transition sortante de p étiquetée par a, et
pour la transition pleine étiquetée par b, le polynome formé par le vecteur
(0 0) avec coefficient 1. Pour la transition pointillée, qui est la plus petite, &
donne le polynome formé par le vecteur (1 0) avec coefficient 1. Pour chacune
des deux transitions sortantes de ¢, la fonction £ attribue le polynome dont
le support contient deux vecteurs, (0 0) et (0 1). A

(0 0) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)

Fi1G. 2.20 — Un revétement lexicographique pour I'automate C;. La transition
pointillée est la plus grande dans I'ordre lexicographique.

Le revétement lexicographique infini £ est une sorte d’« éclatement » de
A : ses états initiaux et ses transitions ont multiplicité 1, et chaque chemin de
A avec multiplicité [ est la projection de [ chemins de L. De plus, il permet
de comparer ces | chemins, avec un ordre induit par <. et <. Etant donnés
deux chemins de £ qui commencent dans un état initial,

C:(p,v) % (g,w) et C":(p,V) % (q',w"),

on pose

c=<c
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si, et seulement si, ces calculs satisfont une des conditions suivantes :
-p=ry
—p=petv, <v;
_ p:p/’ VvV = V/, C — f€10/ et Cl — f@Qd, 01\1

€1 : (7’, X) % <S7y)7 €3 : (Ta X) % (S,7y,)
sont deux transitions de L telles que

. a a .
soit s#setr —s<.r—¢, soit s=5etys<y.
Avec cet ordre, on peut montrer, par induction sur la longueur des calculs,

que le revetement £ compte le nombre de chemins « éclatés » de A plus petits
que chaque chemin commencant dans un état initial :

PROPRIETE 2.4.2 Soit

C:(pv) > (W)
un chemin de L qui commence dans un état initial. Pour toutr € Q, w,. est le
nombre de chemins de L étiquetés par u, plus petits que C' et dont l’extrémité
se projette dans la premiere composante sur r :

Vre@ Wr:card<{D:(p’,v’)%>('r,x) |D<C}). 0

Pour trouver les automates finis énoncés dans le théoreme du paludier
glouton, on va d’abord décrire leurs « correspondants éclatés », des sous-
automates de £ que I'on définit dans le lemme suivant. Ce lemme se démontre
(on le fera a la fin de cette section) a l'aide de la propriété 2.4.2.

LEMME 2.4.1 Soit
L = <Q><NQ,F,J,U’>

le sous-automate de L obtenu en changeant son vecteur de multiplicités fi-
nales, U, comme suit :

U siv-T >k
V(p,v) € QxN® U, =<Sv-T+T,—k siv-T<ketv-T+T,>k
0 sinon

Pour chaque entier i > 0, soit

Ly = <QXNQ,F, J, U(i)>



88 Le revétement lexicographique

le sous-automate de L obtenu en changeant son vecteur de multiplicités fi-
nales comme suit :

Y (p,v) € QxN@ U
0 sinon

_{1 siv-T<ietv-T+T,>i
On a
|IL'|=s~k et |Ly|=supp(s—1).

L’automate £*) est le quotient de £ par le morphisme 7, : N — Ny, étant
donc un automate fini de dimension ) x Nj.

Le sous-automate P®*) qui réalise la série s — k, est le quotient de £’
par ce morphisme. On l'obtient en remplagant le vecteur de multiplicités
finales, soit V', de £L*) par le vecteur V’ défini comme suit : pour tout état

(p,v) € QXNS de £L®),

Vipw) sive(Tng) =w
Vow =V Tne) +T,—k siv-(Tnp) <ketv-(Tn)+T,=w (2.11)
0 sinon

Chaque automate S*%) (pour 0 < i < k), dont le comportement est la
série caractéristique du support de s — 7, est le quotient du sous-automate
Ly de £. On 'obtient également en remplacant le vecteur V' de L% par le
vecteur V) suivant : pour tout état (p,v) € Q ><Ni2 de L)

(2.12)

@) _{1 siv-T'<ietv-T+T,>1
(pv)

0 sinon

Un exemple est illustré sur la figure
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(0 0) (10) (11) (12) (1w)

Sk Sk Sk pB)

(a) Un revétement ou la transition pointillée est la plus grande.

00 (1) (02 (Ow)

SkO Sk Sk pB)

(b) Autre revétement, ou la transition poin-
tillée est la plus petite.

F1G. 2.21 — Deux revetements lexicographiques de C; et les sous-automates
« paludeurs » pour £ = 3. Chacun est obtenu en effacant les transitions finales
sauf celle dans la colonne indiquée.
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PREUVE DU THEOREME DU PALUDIER GLOUTON Il suffit d’établir le lemme 2.4.1.

A partir d’'un N-automate qui réalise la série s,
A=(Q,E,1,T),
on obtient avec le revétement lexicographique un N-automate infini
L=(QxN? F JU)
et le morphisme 7, : N — Nj induit un N-quotient fini de L,
L0 = (QxNE, G, KV ).

Ces automates sont équivalents et réalisent la série s.

Afin de construire le sous-automate de £*) qui réalise la série s — k, on
va d’abord définir un sous-automate du N-revétement infini L,

L= (QxN@ F,JU"),

qui réalise cette différence. Le sous-automate de £*) souhaité sera un N-
quotient de L.

On définit le sous-automate £’ en changeant les multiplicités finales des
états de £ de la maniere suivante :

Up) siv-T >k
‘v’(p,v)EQXNQ U(/p,V): v-T+T,—k siv-T<ketv-T+T,>k
0 sinon

Le fait que £’ réalise la série s — k découle de deux propriétés de L.

La premiere, c’est le fait que les multiplicités initiales et les multiplicités
des transitions de £ sont égales a 1. Cela permet de calculer la multiplicité
d’un mot u € A* de la maniere suivante. Soient

Cre (prv™) = (@w) o Gt (V™) = (g w™)

les chemins réussis de £ étiquetés par u. La multiplicité finale de chaque
(g;, W) est par définition T, donc

us=u|B| =T, +---+T,. (2.13)
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La seconde propriété est I'information contenue dans les vecteurs des ex-
trémités de ces chemins, ce qui a été décrit dans la propriété 2.4.20 En consi-
dérant les chemins C1, ..., ), écrits selon 'ordre lexicographique <, on a,
comme conséquence de cette propriété, que tous les coefficients du vecteur
w) sont égales & zéro, donc

w7 =0,

et que pour tout i, 1 <7 < n, et r € @, le coefficient de r dans le vecteur
w(® est le nombre de calculs parmi Cy, ..., C;_; dont 'extrémité est un état
de la forme (7, w). Ainsi,

Viil<i<n wWO.-T=T, + - +T,_,. (2.14)
Avec ces deux propriétés, on montre que £’ réalise s — k comme suit.
Supposons d’abord que us < k, ce qui, en vu de (2.13), est équivalent a
Ty +--+1,, <k
De (2.14) on tire que, pour tout i, 1 <i < n,
w . T4+ T, <k

De la définition des multiplicités finales de £', il vient alors que les multi-
plicités finales des extrémités des chemins (71, ..., (), sont toutes égales a 0.

Donc,
u|B'| = 0.

Supposons maintenant que us > k. Les mémes propriétés permettent de
montrer que u|L| = s = k. Soit ¢ I'indice tel que

Tq1+"'+Ti71§k et Tq1+".+TQi—1+Tqi>k.

On a que les les multiplicités finales des états (g, w™), ..., (g—1, w(™Y)
dans £ sont égales a 0, la multiplicité finale de (qi,w(i)) est égale a T, +
-+ + Ty, — k et les multiplicités finales des états (gi+1, w™) ..., (gn, w(™)

sont conservées. Alors,
u|[,’| = (qu +oee +qu‘ - k) + (qu'+1 +oe +an)

ce qui est égal a u|L| — k.
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On vient de montrer que I'automate infini £’ réalise la série s — k. L’au-
tomate fini P*) qui réalise cette différence est obtenu en projetant sur £®*)
les changements effectués dans les états finaux de £ pour la construction de
L'. Cet automate est de la forme

PW = (QxN,;, G, K, V')

ott les multiplicités finales sont définies dans (2.11). On a que P* est un
N-quotient £, donc |D| ='s — k.
La construction de 'automate S*% qui réalise la série caractéristique du

support de s — i, pour 0 < ¢ < k, est similaire. On définit d’abord un nouveau
vecteur de multiplicités finales pour £, U® :

Y (p,v) € QxN@ U((;?V) =

1 siv-T'<ietv-T+T,>1
0 sinon

On a que 'automate
(QxN@ F, JUD)

réalise la série caractéristique du support de s = 7, et on obtient un quotient
fini de cet automate en faisant les changements correspondants des multipli-
cités finales dans £, O

2.4.3 Division d’une série N-rationnelle par un entier

Le revétement lexicographique L, avec lequel on a établi le théoreme du
paludier glouton, permet aussi de trouver un N-automate fini qui réalise le
quotient de la division d’une série rationnelle s : A* — N par un entier d. Ce
quotient, noté s = k, est la série (& multiplicités dans N) définie par

Vue A, u(s+d) = (us) ~d (2.15)
(ou n =+ d, pour n entier, est le quotient de la division entiere de n par d).

DivisioN (EILENBERG 1974)
Le quotient de la division d'une série rationnelle par un entier positif est une
série rationnele.
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La fermeture de la classe des séries rationnelles (a multiplicités dans N)
par 'opération de division a été démontré par Eilenberg dans son traité [13].
Sa construction est différente, mais permet de trouver un automate dont le
nombre d’états est comparable a celui de la notre.

Afin d’établir le théoreme de la division, on procédra comme dans la
preuve du théoreme du paludier glouton : d’abord, on définit un sous-automate
de £ qui réalise 'opération ; I'automate fini souhaité en est un N-quotient.
La prémiere étape (et sa preuve) évoque le lemme [2.4.1 et s’énonce de la
maniere suivante :

LEMME 2.4.2 Soit
CY = (QxN F,JU")

le sous-automate de L obtenu en changeant son vecteur de multiplicités fi-
nales, U, comme suit :

V(p,v) € @xN? U,y = (((v-T) mod d) + T,) +d (2.16)
(ot mod désigne le reste de la division entiére). On a

|CY] =s+d.

L’idée du « fonctionnement » de 'automate C9 est plus clairement com-
prise en considérant la situation ou les multiplicités finales de B sont toutes
égales a 1. Dans ce cas, pour chaque mot u dans A*, C'¥) choisit exactement
un chemin réussi de A pour chaque tranche de d calculs réussis de A avec
entrée u, considérés dans l'ordre lexicographique. Ainsi, le nombre de calculs
projetés par C'9 dans A avec entrée u est le quotient de us par d.

L’automate fini demandé est un sous automate du N-quotient de £ induit
par la surjection canonique

7 — 7./dZ,

qui est un morphisme d’anneaux. Ce morphisme est aussi un morphisme de
I’action v, utilisée pour la définition de £, sur 'action

6 :Z/dZ8 x A* — 7.]dZ°
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définie par
Vv eEZ/Z? Yue A*  vou=v-(uumodd).

En redéfinissant les multiplicités finales de ce quotient comme dans (2.16),
on obtient un N-quotient fini de C® qui réalise la série s < d.

2.5 Le revetement Avance ou Retard d’un
transducteur

Le revétement Avance ou Retard d’un transducteur temps réel est un
produit de ce transducteur par une action qui permet de comparer la sortie
de chaque calcul avec celles des calculs avec la méme entrée. Le concept
principal dans cette construction est l'action Awvance ou Retard, introduite
dans [3] pour la description d’un algorithme pour décider la fonctionnalité
d’un transducteur (résultat que nous rappellerons également). On introduira
aussi une sorte de « troncature » de cette action, ou les rapports (entre les
sorties) plus grands qu’un entier fixé sont rejetés.

Avec un gauchissement de ce revétement, on décrira ensuite un revéte-
ment lexicographique — le revétement Avance ou Retard lexicographique —
duquel on tirera un transducteur ne possédant pas des calculs « proches »
selon une certaine distance. Cette propriété sera utile dans le chapitre(3 pour
la construction d’'une décomposition des transducteurs k-valués.

Nous supposerons fixé un transducteur temps réel 7 = (Q, A, B*, E, 1, T').

2.5.1 L’action Avance ou Retard et ses troncatures
Différence et décalage

L’idée derriere ’action Avance ou Retard est celle de différence entre deux
mots, que 'on va formaliser a ’aide des groupes libres.
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DEFINITION 2.5.1 (GROUPE LIBRE) Soit B un alphabet. Le groupe libre
engendré par B est le quotient de (B U B)* par les relations

aa = aa = 1p- (a € B),

ot B est une copie disjointe de B. On note F(B) ce quotient. A

Les classes de F(B) sont des langages sur B U B, et contiennent exacte-
ment un mot n’ayant aucun facteur de la forme wu ou uu, pour v € B¥. On
peut donc les identifier avec ces représentants canoniques. Ainsi, on peut dire
que l'inverse de u € F'(B) est I'image miroir de u avec des lettres barrées, ce
que l'on note u, que I'inverse d’une lettre barrée, a, est la lettre a, etc. Ces
faits sur le groupe libre peuvent étre retrouvés dans [30].

La proposition suivante, conséquence directe de la définition du groupe
libre, montre comment le rapport entre deux mots x et y dans B* peut étre
représenté par le mot vy :

PROPOSITION 2.5.1 Soient x et y deux mots dans B*.
i) x est un préfize de y si, et seulement si, xy € B* ;
ii) y est un préfive de x si, et seulement si, Ty € B ;

ii) = ety ne sont pas comparables si, et seulement si, vy € F(B)—(B*UB").

Remarquons aussi que dans le premier cas, zy est le suffixe de y obtenu
en supprimant le préfixe z, et dans le deuxiéme, xy est 'inverse du suffixe
de z obtenu en supprimant le préfixe y.

Avec cette notation, on comparera les sorties de paires de calculs de 7T
dont les entrées sont égales. Appelons respectivement les mots dans B* et B
positifs et négatifs, et notons

A= B*UB U{0}

ol 0 est un nouvel élément utilisé pour représenter les paires de mots qui ne
sont pas comparables. Un élément dans A est appelé une différence. Soit

p:F(B)— A

la fonction définie par
iwe B*UB"
Vw e F(B) wp:{w n

0 sinon
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DEFINITION 2.5.2 (DIFFERENCE ET DECALAGE) Soient
ulx

: d:
Cp?Qv p—T—N]

deux chemins dans 7 avec la méme entrée (et qui ont, donc, avec la méme
longueur). La différence entre c et d est I’élément de A défini par

AR(c,d) = (zy)p.

Si AR(c, d) # 0, on définit le décalage entre ¢ et d comme I'entier suivant,
ou < est la relation de préfixe de chemins :

(e, d) = max {|AR(¢,d)| | ¢ <¢, d' <d, || =|d]}. A

EXEMPLE 2.5.1 Considérons le transducteur 7 suivant :

alB*C@%Oab

Pour tout n > 0, posons

n=2DP o p = b, n =P pm =
La différence entre ces calculs est égale a
AR(Cn, dn> == 13*
et leur décalage est égal a
(Cp,y dp) = . A

Définition et produit de 72 par I’action Avance ou Retard

PROPOSITION 2.5.2 (BEAL ET AL. 2003) La fonction
¢: Ax(B*xXB*) — A
définie par
0 siw =20
VweA V(x,y) € B"xB* (w,(x,y))gb:{

(zwy)p sinon

est une action du monoide produit B* x B* sur l’ensemble A. O
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Cette action, de B*x B* sur A, est ce que 'on appelle ’action Avance ou
Retard ; son élément distingué est le mot vide de B*. Dans [3], elle est définie
sans 'usage du groupe libre, mais les deux descriptions sont équivalentes.

Avec l'action Avance ou Retard, on peut représenter la différence entre
les sorties de paires de calculs d’un transducteur : soient ¢ et d deux calculs,
et x et y leurs sorties, respectivement ; on a

AR,(C, d) =lp«- (l’,y),

donc, 1+« (x,y) est un mot positif si = est un préfixe de y ('avance de y
par rapport a x), un mot négatif si y est un préfixe de x (le retard de y par
rapport a x), et est égal a 0 si x et y ne sont pas comparables.

Cette propriété est tres utile lorsqu’utilisé avec des produits de transduc-
teurs. Etant donnés deux transducteurs

T:<QﬂA7B*7E7]7T>7 T/:<Q/’A7B*7E/’]/’T/>
leur produit est le transducteur
TXxT =(QxQ,A, B*xB* F, IxI'TxT")

ou les transitions sont définies par
F= {@’p') A, (g.q) | p T ge By T g e E/}'

En particulier, le carré de T est le transducteur 72 = 7 x7. Si on efface les
entrées de 7 x 7", I'objet résultant est un automate étiqueté par des couples
de mots de B*, et on peut en faire le produit avec ’action Avance ou Retard.
On obtient ainsi un transducteur ou chaque calcul se projette d’'une part sur
un calcul de 7 et d’autre part sur un calcul de 77, les deux avec la méme
entrée, et dans lequel on peut lire la différence entre les sorties des calculs
projetés. Formellement, on définit

TXT'xG=(QXQ' xA, A, B*xB* F.IxI'x{lg},TxT xA)

ou

al(u,u’) alu \

F= {(p,p’,(S) ——=(¢,4,7) |p— q€E, p’a—u>q’€E’,7=5-(u,U’)}-

Un exemple est illustré sur la figure 2.22.
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Fia. 2.22 — Le carré du transducteur représenté a la figure 1.3(c) et son
produit par I'action Avance ou Retard.
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PROPRIETE 2.5.1 Soient

al(u,u’)

TxT'xG

CcC= (pvp/713*) (pup/75>

un chemin de T xXT'xG et ¢y et cy les projection de ¢ sur T et T', respecti-
vement. On a que

5 = AR(Ch CQ). ]

En particulier, le produit du carré de 7 par 'action Avance ou Retard
fournit une caractérisation des transducteurs qui réalisent une fonction. En
effet, 7 réalise une fonction si, et seulement si, pour chaque paire de calculs
réussis avec la méme entrée, leurs sorties sont égales; cela se traduit dans
T?2x G comme suit, énoncé qui sera le point de départ pour une des preuves
que nous présenterons au chapitre 4/ :

THEOREME 2.5.1 (BEAL ET AL. 2003) Un transducteur T réalise une fonc-
tion si, et seulement si : pour tout état (p,p') de la partie émondée de T?,
il existe au plus une différence 0 telle que (p,p’,d) est un état accessible de
T2xG ; les états finauz accessibles de T>x G appartiennent ¢ QX Qx{1p«}.

Troncature de ’action Avance ou Retard

Pour tout entier positif N, soit BSY l’ensemble des mots sur B avec
longueur au plus N. Posons

Aoy = BN UBN U {0, w}
ol w est un nouveau symbole. Soit
pn : F(B) — Acy
la fonction définie par

iue BFUB et |u/ >N
Vue F(B) upN:{w siu et |ul

up sinon

La troncature de ’action Avance ou Retard est la fonction

(bN : ASNX(B*XB*) — ASN
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définie par
w siu=w
Vue A<y V(z,y) € B"'xB* (u, (z,9))pn =< 0 siu=20
(ruy)py sinon
Cette fonction n’est pas une action de B* x B* sur A<y. Par exemple,
pour B={a} et N=1ona
(1p+, (a,aaa))py = w

donc
(1, (a,aaa))pn, (aa,a)) = w # 1g« = (1p«, (aaa, aaa))py.

On peut quand méme définir un produit entre 7 x 7" et ¢y. Il s’agit du
transducteur

TXT' Xy = (QXQ' XAy, A, B*xXB*, F,IXI'x{lp:} , TxT' X Acy)
dont les transitions sont définies par
alu alu’

al(u,u’)
F= {(p,p’,é) ——=(¢,4,7) |p—q€E, P — ¢ €FE ~v=(I, (u,U’))¢N} :

Comme dans le produit de 7 x7" par ’action Avance ou Retard, le trans-
ducteur 7 x7'x ¢y permet de retrouver les différences entre les calculs de 7
et 7', mais seulement entre ceux dont le décalage est borné par N. On pose
(o < est la relation de préfixe de chemins)

ARN(C, d) =
w sidd <e¢, d <doul|d|=|d|, AR(d,d") # 0, |AR(¢,d")| > N
AR(c,d) sinon

et on a

PROPRIETE 2.5.2 Soient
al(u,u’)

/
p— (p,p,6)

Cc= (p7pl7 1B*)

un chemin de T XT'X¢n et ci et ¢y les projection de ¢ sur T et T', respec-
tivement. On a que

5:ARN(C1,C2). |:|
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2.5.2 Le revétement Avance ou Retard

On a vu que chaque calcul du produit 72x@G représente la différence entre
deux calculs de 7. Dans le revétement Avance ou Retard, que 'on va définir
dans cette section, les calculs représentent les différences entre un calcul de
T et tous les calculs avec la méme entrée.

On va aussi définir une troncature pour ce revétement, ou seulement des
différences dont la longueur est bornée par un entier donné sont repérées. A
la section suivante, on étudiera les propriétés d’un gauchissement lexicogra-
phique pour ce revétement.

Définition

Alors que dans 72xG chaque transition est définie par I’action des sorties
d’une paire de transitions de 7 sur un élément de A, les transitions du
revétement Avance ou Retard sont le résultat d’une action des sorties d’un
ensemble de transitions avec la méme entrée sur un vecteur.

Afin de définir cette action (ci-dessous dans la proposition 2.5.3), il sera
nécessaire de multiplier des vecteurs et matrices dont les coefficients sont des
sous-ensembles de A. Pour cela, on étend le produit du groupe libre F(B)
pour transformer 0 en un zéro :

Vz € F(B) 20 =0z =0.

Avec cette opération, S = F(B)U{0} est un semigroupe et I'ensemble J(.5)
des parties de S (qui contient les sous-ensembles de A) est un semi-anneau.

On va étendre aussi la fonction p en mettant
0p=0
et noter par le méme symbole son extension a des ensembles,
VX ePB(S) Xp={zp |z € X}
et a des vecteurs,
VveP(S)? Vre@ o (vp)y = vpp.

Avec ces définitions, on a :
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PROPOSITION 2.5.3 Soit
©:P(A)x (B xP(B)¥9) — P(A)?
la fonction définie par
Vv eP(A)Q V(z,m) € B*xP(B*)C (v, (z,m))® = (zv-m)p
ou xv est le vecteur obtenu en multipliant par x & gauche chaque coefficient

de v, et xv-m est le produit de ce vecteur par la matrice m. Cette fonction
est une action du monoide produit B* x B (B*)PC sur I’ensemble P(A)?. O

L’élément distingué de cette action est le vecteur vy défini par

]-B* sirel

%) sinon

\V/TGQ Vor:{

On définit le revetement Avance ou Retard de 7 comme un produit de
T par laction ®, noté 7 x ®, ou les entrées des transitions ne sont pas
considérées. 11 s’agit de la partie accessible du transducteur infini de la forme

U= {QxP(A)? A B F JTxPA)?).

La définition des transitions de U dépend du morphisme p associé a 7. Pour
chaque (p,v) € Q xPB(A)?, les transitions sortantes de cet état sont en
bijection avec les transitions de 7 sortantes de p :

alz alz

p—’f_)q = (p,V)?(p,V-(l’,CL,U)).

Un exemple est illustré sur la figure 2.23.

PROPRIETE 2.5.3 Soient

O (iv0) 225 (p.w)
un calcul de T x P et |
c-t——=0p

sa projection sur T . Le vecteur w contient [’ensemble des différences entre c
et tous les calculs de T avec la méme entrée et qui commencent dans un €état
mnitial :

Vred WT:{AR(c,d)’d:j%Lr,jel}.
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{1} (1,6} (51} {1,0,6%) {B,1,0} {B%5,1} {1,0,6%,6% {b,1,0,6% {5°, 5,1, b}

EHAA)E@) @A) (1) (o) (11) (1e) (c1) (1) (1) (1) (SP1)

= NN

(b)

F1G. 2.23 — Deux revétements Avance ou Retard.

Troncature d’un revétement Avance ou Retard

On peut appliquer le concept de troncature de I'action Avance ou Retard
aux revétements Avance ou Retard, en utilisant dans la définition des tran-
sitions la réduction py au lieu de p. Le résultat est un revétement fini de 7°
qui permet de comparer seulement des chemins dont le décalage est borné
par Uentier fixé N. On appelle ce revétement le revétement Avance ou Retard
tronqué de T .

Pour le définir, transformons I’ensemble F'(B)U{0,w} dans un semigroupe
en étendant 'opération de F'(B)U {0} a w de fagon a faire de ce symbole un
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7éro :

Vo e F(B)U{0} Tw = Wwr = w.

Les parties de F'(B) U{0,w} forment un semi-anneau, et alors le produit de
vecteurs et matrices sur ces parties est défini. On pose aussi

Opy =0, WPN = W.

La troncature d’indice N du revétement Avance ou Retard de 7 est le
revétement fini de 7 de la forme

Uy = (Qx(BAN)? A B FLTx(PAx)? )

ott les états initiaux sont définis comme dans le revétement Avance ou Retard
de T, et pour chaque (p,v) € Qx(P(A<y))?, les transitions sortantes de cet
état sont en bijection avec les transitions sortantes de p :

alz

alz —
Ve:p—aq (pv) o (p, (xv - ap)pn).
N

Un exemple est illustré sur la figure 2.24

{1} {1,b} {b,1}  {L,b,w} {b,1,b} {b,1,w} {b,1,b,w}

F1G. 2.24 — La troncature de niveau N = 1 du revétement Avance ou Retard
illustré sur la figure 2.23(a).

Contrairement a la définition du revétement Avance ou Retard, la fonction
On = P(An)? X (B xB(B*)P?) — P(Acn)?
définie par

Vv e PB(AN)? V(z,m) e B xP(B*)PC (,v)d = (xv-m)py
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@CDa)EE@nad) 1) (1e) (11) (1) (1) 1) (1) (1) (1)

ale

()

<_ ) 0 é 0 0O

._ O O (JT\ O
allp

(a) Le revétement Avance ou Retard infini pour le transducteur illustré sur la fi-

gure 2.23(b).

(wl) lw) (c1) (1e) 11) (1e¢) (c1) (lw) (wl)

alc

()

ol N
b|1p- b1 \\Q

ol e o0

a|1B*

(b) Le revétement Avance ou Retard tronqué en N = 1.

FiG. 2.25 — Un revétement Avance ou Retard qui n’est pas un revétement

sur ses troncatures.

n’est pas une action du monoide produit B*>P(B*)@? sur I'ensemble P(A<y)?.
De plus, il n’est pas vrai que tout revétement Avance ou Retard est un re-
vétement sur ses troncatures. Ceci est illustré sur la figure 2.25, ou aucun
revétement n’est possible entre le revétement Avance ou Retard sur la tron-

cature.

Comme on I’a dit, les troncatures permettent de comparer les sorties entre
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des calculs dont le décalage est borné par N. Cela vient par induction sur la
longueur des chemins :

PROPRIETE 2.5.4 Soient

ulx

C: (7:7\/0) W (p7W>

un calcul de Uy et

cii——p
sa projection sur T . Le vecteur w contient [’ensemble des différences entre c
et tous les calculs de T avec la méme entrée, qui commencent dans un état
initial et dont le décalage est borné par N :

Vre@ WT:{ARN(Qd)‘de%_yﬁT,jE]}. 0

2.5.3 Lerevétement Avance ou Retard lexicographique

Le but de cette section est de décrire un gauchissement lexicographique
pour le revétement Avance ou Retard et 'appliquer pour établir le suivant :

THEOREME 2.5.2 Pour tout transducteur T, pour tout entier N > 0, il
existe un revétement fini Uy de T et un sous-transducteur Vy de Uy tels que :
Vy est équivalent a T ; pour toute paire de calculs réussis ¢ et d de Vy avec
la méme entrée et la méme sortie, leur décalage, (c, d) (cf. définition 2.5.2),
est plus grand que N.

On dira d'un transducteur tel que, pour toute paire ¢ et d de calculs
réussis avec méme étiquette, (¢, d) > N, qu’il est un transducteur N-séparé.

Définition du revétement Avance ou Retard lexicographique

Etant donnés un ordre < 7 sur les états initiaux de 7 et un ordre <.
sur I’ensemble de transitions, ou deux transitions sont comparables si, et
seulement si, elles ont la méme entrée, on pose que l'ordre lexicographique
des calculs de 7, <, est I'ordre engendré par <; et <, sur 'automate d’entrée
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sous-jacent de 7 (cf. section . Cet ordre est partiel et si deux calculs
sont comparables, alors ils ont la méme entrée.

Le revetement Avance ou Retard lexicographique de 7 est le produit de
T par 'action ® décrite dans la proposition 2.5.3 gauchie par les fonctions

£ E— P(A)© a:Q — P(A)K
définies par

{1p-} sig=<ypetqgel

%) sinon

Vge@ (pa)y = {

Veiphge B vreqQ (&) ={@p|fipbreb fxe}
Plus explicitement, pour chaque (p,v) € @ X (‘B(A))Q, les transitions
sortantes de cet état sont en bijection avec les transitions sortantes de p :

a\a:

Veipthg (pv) S5 (0, oV anp @ ).

Un exemple est illustré sur la figure 2.26

o {5} 0,1y {850 {5,1,b} {8°,5,1} {8°,5°,5} {B,1,b,b2 {5°,5,1,b}

a\lB 13* 1B*

Lo

F1a. 2.26 — Un revétement Avance ou Retard lexicographique (infini). La
transition pointillée est la plus grande dans 'ordre lexicographique.

Par induction dans la longueur des calculs, on a :
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PROPRIETE 2.5.5 Soient
C: (i7V0) 7 (p,W)

un calcul de U et

sa projection sur T . Le vecteur w contient [’ensemble des différences entre c
et tous les calculs de T avec la méme entrée, plus petits et qui commencent
dans un état initial :

Vre@ WT:{AR(C,d)‘d:j%y—W“,jEI,d-ﬁc}. 0

Troncature d’un revétement Avance ou Retard lexicographique
Soit
Ev B — P(Acy)?
la fonction définie par

alz

Veip g€ B VreQ (etw),={@oxn | fipbreB f<oe}.

On définit le revétement Avance ou Retard lexicographique tronqué d’in-
dice N comme le revétement fini de 7 de la forme

Uy = (Qx(B(Aw)? A B F I Tx(B(A)? )

ott les états initiaux sont définis comme dans le revétement Avance ou Retard
lexicographique de 7, et pour chaque (p,v) € QX(‘B(ASN))Q, les transitions
sortantes de cet état sont en bijection avec les transitions sortantes de p :

alz

Veip g (pv) 25 (p, (av - ap)py @ cy).
T Un

Un exemple est illustré sur la figure

Par induction dans la longueur des calculs on a (comme on peut voir a la

figure 2.27) :
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@ {b} {b,1} {b,w} {b,1,0} {b,1,w} {b,1,b,w}
Cl|1B*
e
:;'\'Ej lp

F1G. 2.27 — La troncature de niveau N = 1 du revetement Avance ou Retard
allg* alb
lexicographique illustré sur la figure|2.26, avec 'ordre p ollse D =<e P b, .

PROPRIETE 2.5.6 Soient

ulx

C: (Z.aVO) 7 (p’ W)

un calcul de U et ‘
c:1 ?p

sa projection sur T . Le vecteur w contient l’ensemble des différences entre
c et tous les calculs de T avec la méme entrée, plus petits, qui commencent
dans un état initial et dont le décalage avec ¢ est borné par N :

VreQ WT:{ARN(C,d)‘d:j%r,je[,d%ec}. -

Construction d’un transducteur N-séparé (preuve du théoréme2.5.2

En analysant I'information contenue dans les états finaux du revétement
Avance ou Retard lexicographique de 7', on trouve un sous-transducteur de
ce revétement qui établit le théoreme [2.5.2.

Ce sous-transducteur est obtenu avec la suppression de la qualité d’étre
final de certains états finaux de Uy : un état final de Uy,

(p7 V) S TX‘B(ASN)Qa
est aussi final dans Vy si, et seulement si,

dteT telque 1« € v;.
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On appelle ce sous-transducteur 'immersion Avance ou Retard lezicogra-
phique de T, et on le note Vy. Un exemple est illustré sur la figure 2.28|

o B} 51 (o} 51,6 {b1Lw} {51,bw}

CL|1B*
g
alb g

F1G. 2.28 — L’immersion Avance ou Retard lexicographique de niveau N = 1
. , , 15 b
du transducteur illustré sur la figure 2.26, avec l'ordre p e, D =eP b, p.

Les propriétés principales de cette immersion, qui permettent en particu-
lier d’établir le théoreme 2.5.2, sont les suivantes :

PROPRIETE 2.5.7 Un calcul C de Vy est réussi si, et seulement si,
1. la projection Cp sur T est un calcul réussi dans ce transducteur ;

2. pour tout calcul réussi d de T plus petit que Cp avec la méme entrée
et la méme sortie, (Cp, d) > N.

PREUVE Conséquence de la propriété O

PROPRIETE 2.5.8 L’immersion Avance ou Retard lexicographique Vy est
équivalent a T .

PREUVE Pour chaque paire (u, x) dans la relation réalisée par 7, le calcul le
plus petit de 7 étiqueté par (u,z) est projeté par un calcul dans Vy. O

PREUVE DU THEOREME Si C' et D sont deux calculs réussis de V avec
la méme entrée et la méme sortie, et en supposant que C'p < Dy (ou ¢ est
le morphisme de Vy sur 7), on a que le décalage entre C'p et Dy est plus
grande que IV, sinon D ne pourrait pas étre réussi. Et clairement le décalage
entre C' et D est égal au décalage entre leurs projections. 0
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2.5.4 Nombre d’états des revétements tronqués

On a vu que le revétement Avance ou Retard et le revétement Avance
ou Retard lexicographique sont des objets infinis : I’ensemble d’états de ces
transducteurs est QxP(A). Et les revétements tronqués sont finis, leurs états
appartenant a Q x‘PB(A<y).

On exprime le nombre d’états de ces troncatures en fonction du nombre
n d’états de 7, et de la cardinalité h de I’alphabet de sortie B.

Pour le calculer, notons d’abord que le nombre d’éléments de A<y est

‘ RN+ _
card (Acy) = 2 Z W43=2———+3=0(h").
1<i<N
Donc,
card (P(A<y)) =0 <2hN> :
Ainsi,

PROPRIETE 2.5.9 Pour tout entier positif N, le nombre d’états accessibles
et co-accessibles d’une troncature de niveau N est

O (2"hN) . -

Ensuite, on vérifiera que pour les revétements appliqués sur un transduc-
teur k-valué on peut faire « tomber » 'exposant N. Ce fait sera crucial pour
le calcul de la taille de la décomposition d’une relation rationnelle k-valué,
objet du chapitre suivant. Pour un ensemble X et un entier positif [, on note

Poy(X) = {Y € X | card (Y) <1}

PROPRIETE 2.5.10 Soit T un transducteur k-valué émondé.

Tout état accessible et co-accessible du revétement Avance ou Retard de
T appartient a

Q x (P (A))“.

Pour tout entier positif N, tout état accessible et co-accessible de son
revétement Avance ou Retard tronqué de niveau N appartient a

Q % (B (Aen))?.

Le méme est vrai pour le revétement Avance ou Retard lexicographique,
et le revétement Avance ou Retard lexicographique tronqué, respectivement.
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PREUVE On va d’abord montrer que, pour tout état (p,v) accessible dans
le revetement Avance ou Retard, chaque coefficient de v est un ensemble de
cardinalité au plus k.

Soit C' un chemin du revétement d’un état initial a (p,v). Ce chemin se
projette sur un chemin ¢ de 7', d’un état initial a p. Rappelons la description
des coefficients du vecteur v énoncé a la propriété [2.5.3. Pour tout r € Q,
chaque mot dans v, est la différence entre la sortie de ¢ et la sortie d’un
calcul de 7 allant d’un état initial & p avec la méme entrée. Des différences
distinctes impliquent des chemins ayant des sorties distinctes. Donc, les [
éléments de v, impliquent [ chemins de 7 avec la méme entrée allant d’un
état initial a p, et dont les sorties sont deux a deux distinctes. Comme p est
co-accessible dans 7 (puisque (p, v) est co-accessible), et 7 est k-valué, il doit
exister au plus k éléments dans v,.

L’argument est le méme pour les autres revétements. Dans les tronca-
tures, on compte au plus k£ + 1 éléments dans les coefficients pour considérer
I’élément w. OJ

La chute de 'exposant N découle de cette propriété et de la remarque
suivante. Soient X un ensemble, a sa cardinalité, et [ un entier positif. Pour
I = a, Pu)(X) est 'ensemble des sous-ensembles de X, et sa cardinalité est
2%, En général, card (‘,B(l) (X )) est une somme partielle d'une ligne du triangle

card (Py(X)) = > (‘;) .

0<i<l

de Pascal,

D’apres Knuth et al. [21], « there is no closed form for the partial sum of a
row of Pascal’s triangle ». Mais il est immédiat que?

l2

card (P (X)) <a (2.17)

donc la cardinalité de @ X (‘B(k)(ASN))Q est au plus

n- <card (A<N)k2>n :

On vient de montrer le suivant :

2Je remercie & Gérard Cohen pour avoir remarqué que cette estimation grossiere peut
étre largement améliorée.
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PROPRIETE 2.5.11 Soit T un transducteur émondé et k-valué avec n états.
Soit h la cardinalité de son alphabet de sortie. Pour tout entier positif N, le
nombre d’états accessibles et co-accessibles du revétement Avance ou Retard

tronqué de T est
O (hNk2n> )

Le méme est vrai pour le revétement Avance ou Retard lexicographique tron-
qué d’indice N. Il
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Chapitre 3

Décomposition

3.1 Introduction

Les fonctions rationnelles occupent une position centrale parmi les re-
lations rationnelles entre des monoides libres en raison de leurs propriétés
remarquables. Toute fonction rationnelle peut étre réalisée par un transduc-
teur non ambigu, propriété qui découle, de fagon explicite ou pas, des travaux
fondateurs d’Elgot et Mezei [14], Kobayashi [28], Eilenberg [13], et reprise
avec d’autres techniques par Schiitzenberger [44], Arnold et Latteux [1] et
Sakarovitch [37]. On aura l'occasion de voir dans ce chapitre que le méme
n’est pas vrai pour une relation rationnelle quelconque. Il est décidable si
une relation rationnelle est une fonction, et 1’équivalence des fonctions ra-
tionnelles est décidable (ce que 'on verra dans le chapitre suivant), alors que
I’équivalence entre deux transducteurs quelconques est indécidable. De plus,
on trouve parmi les fonctions rationnelles celles qui sont séquentielles. Les ca-
ractérisations de ces fonctions par Ginsburg et Rose [19] et Choffrut [6, 7, §]
sont la base de 'algorithme pour décider si un transducteur réalise une fonc-
tion séquentielle [3] et pour le séquentialiser [33, 35, 2], qui ont été récemment
utilisés en traitement de langues naturelles [35]. Dans ce chapitre, on étudiera
les liens entre les relations rationnelles k-valués et les fonctions rationnelles
permettant la généralisation de certaines propriétés des dernieres.

En 1976, Schiitzenberger a considéré la possibilité de représenter une re-
lation rationnelle k-valué comme une union de k£ fonctions rationnelles. Son
approche a ce probleme, combinatoire et centrée dans les graphes des rela-
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tions, n’a pas abouti a terme en raison d’une faille dans un lemme clé [44].

Une réponse, due a Weber, a vu le jour en 1996.

THEOREME 3.1.1 (DECOMPOSITION [50]) Tout transducteur k-valué T peut
étre effectivement décomposé en une somme de k transducteurs fonctionnels
non ambigus.

La construction proposée dans [50] est assez technique. Elle s’appuie sur
une décomposition préliminaire de 7 dans un ensemble de cardinalité ex-
ponentielle de transducteurs non ambigus, résultat plus ancien diu a Weber
également et utilisé pour établir une borne supérieure pour la norme d’un
transducteur en fonction de son nombre d’états [49]. La décomposition en k
transducteurs est ensuite extraite des composantes fortement connexes d’un
graphe défini sur cette décomposition préliminaire. Le calcul fait dans [50]
pour le nombre d’états de cette décomposition fournit une double exponen-
tielle, et I'existence d’une décomposition de taille plus petite est lancée.

Une question liée, portant sur une classe de transducteurs ou la propriété
en question n’est plus le nombre de mots en sortie mais le nombre de longueurs
distincts de ces mots, a été posée aussi dans [50]. Il s’agit de savoir, étant
donné un transducteur ou ce nombre est borné par un entier k, si on peut
trouver k transducteurs dont 'union y est équivalent et qui écrivent des mots
de méme longueur pour tout mot d’entrée.

Dans ce chapitre nous présenterons la construction d’une décomposition
d’un transducteur k-valué qui s’appuie largement sur les techniques dévelop-
pées dans le chapitre précédent. D’une part, notre preuve semble étre, d'un
bout a l'autre, plus accessible que celle de Weber. D’autre part, le nombre
d’états des transducteurs obtenus ne nécessite qu’'une exponentielle.

Le point de départ est la construction, présentée a la section 3.2, d’un
transducteur k-ambigu en entrée et équivalent a un transducteur k-valué 7.
L’existence d’un tel transducteur, fait intéressant en soi, sera prouvée avec la
construction d’un revetement Avance ou Retard lexicographique sur 7 : on
montrera que, pour un certain entier N, le revetement d’indice N, noté tou-
jours Uy, contient un sous-transducteur Vy équivalent et k-ambigu en entrée.
Il est a remarquer que l'existence d'un transducteur k-ambigu en entrée équi-
valent & 7 est vue en [50] comme une conséquence de la décomposition : ce
transducteur est 'union des k transducteurs non ambigus qui en font partie.
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A la section on décomposera Vy a l'aide du revétement du palu-
dier glouton appliqué dans I'automate d’entrée sous-jacent, A, de Vy. Cet
automate étant k-ambigu, le revétement fournit k£ automates non ambigus
B,(CO), e ,B,(ck_l) qui en sont des immersions. A Paide des morphismes d’auto-
mates conservés le long des constructions, on pourra ensuite « remonter » les
sorties de Vy vers les transitions de A, et ainsi obtenir £ transducteurs non
ambigus Z© ... Z¢:=1D qui décomposent Vy. Le théoreme de décomposition
est montré, puisque 7 et Vy sont équivalents.

Ces étapes sont illustrées ci-dessous. Les fleches doubles sont des revéte-

ments ; celles pointillées des sous-automates ; la fleche simple est une immer-
sion, et 7 indique la projection dans I'automate d’entrée sous-jacent.

T ——Tpgareeeeees Vy U, z()
¥ ¥
/[ — S U, B

En dépit de l'utilisation de deux revétements dans cette construction,
on montrera que les états accessibles et co-accessibles des transducteurs
zO . Z==1 ont une forme trés particuliere. Ceci permettra de borner

4, k+4 R
(L") ol n est

le nombre de ces états par une exponentielle, & savoir, 2¢
le nombre d’états de 7, h est la cardinalité de son alphabet de sortie et £ est

la longueur maximale des sorties des transitions.

On va ensuite, avec les mémes techniques, décomposer un transducteur
ol le nombre de longueurs distinctes en sortie est borné, résultat qui répond
a la question de Weber. On va en effet montrer plus :

THEOREME 3.1.2 (DECOMPOSITION AVEC MORPHISME) Soient 7 : A* —
B* une relation rationnelle d’image finie et 6 : B* — C* un morphisme tels
que la composition 70 soit une relation rationnelle k-valuée. Tout transduc-
teur 8 réalisant T peut étre effectivement décomposé en k transducteurs dont
les compositions avec 6 sont des fonctions.

La question de Weber est établie en prenant § comme le morphisme qui a
chaque mot associe sa longueur.
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Ce théoreme fait l'objet de la section et sera tiré d’'une décomposition
des calculs réussis du transducteur obtenu en remplacant les sorties de S par
les images données par le morphisme 6. Ce transducteur, 7, réalise la relation
76 et est donc k-valué. Cette décomposition de calculs consiste a construire
k transducteurs fonctionnels W© ... W=D qui sont des immersions sur
T et sont tels que I'union des images (par ces immersions) de leurs calculs
réussis est égale a ’ensemble des calculs réussis de 7. La construction de
cette décomposition de calculs se base sur le fait que Vy est un « noyau
dur » de 7, dans le sens ou, pour tout calcul réussi de 7, il en existe un dans
Vn avec la méme entrée, méme sortie et dont le décalage est plus petit qu’un
certain entier qui dépend du nombre d’états de 7. Il en résulte que I'on peut
obtenir W@ ..., W*=1) moyennant une opération de « collage » des calculs
réussis de 7 sur 2@, ... Z¢=D faite & 'aide de 'action Avance ou Retard.
La décomposition désirée de S est tirée des transducteurs W ... wWk-1
en remplagant leurs sorties par celles des transitions projetées dans 7 (qui
en sont des images inverses par le morphisme 6).

Le schéma de cette construction est représenté ci-dessous, ou 6 indique
une réétiquetage des sorties par ce morphisme, et les autres fleches indiquent
des immersions.

S T Uo<icr 2%

9—1

0<i<k U0§i<kz W)

On montrera que la taille de cette décomposition et celle de la décompo-
sition d’un transducteur k-valué sont dans le méme ordre. Ces construction
on été présentées en [41].

Alors que toute fonction rationnelle peut étre réalisée par un transduc-
teur non ambigu, le méme n’est pas vrai en général pour les relations de
norme bornée. Il existe en effet des relations rationnelles qui sont intrinse-
quement ambigués. On va a la fin de ce chapitre exprimer ce fait au moyen des
constructions y présentées. Aussi, on va mette en lumiere le fait que la non
ambiguité est équivalente a ’existence d’une décomposition en des fonctions
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deux a deux disjointes, et montrer qu’on ne peut pas décider si une relation
rationnelle est intrinsequement ambigué.

3.2 Des transducteurs k-valués aux k-ambigus

en entrée

Le long de cette section, 7 désignera un transducteur k-valué et émondé.
On notera aussi ¢ la longueur maximale des sorties des transitions de 7,
parametre presque omniprésent dans nos développements.

On montrera dans cette section que, pour un certain indice N, le revéte-
ment Avance ou Retard lexicographique tronqué de 7', Vy, est un transduc-
teur k-ambigu en entrée. Ce résultat est la premiere étape de notre preuve
pour le théoreme de décomposition :

PROPOSITION 3.2.1 Soit T un transducteur avec n états dont les sorties ont

k+1

longueur au plus 0. Si T est k-valué, alors, pour N > {n"T Vy est k-ambigu

en entrée.

Par conséquent,

THEOREME 3.2.1 Pour tout transducteur k-valué, on peut construire (effec-
tivement) un transducteur équivalent et k-ambigu en entrée. U

Le cceur de la preuve de la proposition [3.2.1/ est un argument d’itéra-
tion consigné sur ce que nous appellerons le lemme des chemins proches (cf.
lemme|(3.2.1). Nous en donnerons une preuve basée sur une propriété de 'ac-
tion Avance ou Retard établie en [3]. Remarquons qu'un argument similaire
est développé dans les travaux de Weber ; I'utilisation de ’action Avance ou
Retard en permet pourtant une preuve plus courte.
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3.2.1 Produits de plusieurs transducteurs

Rappelons la définition de produit cartésien de deux ou plus transduc-
teurs, notation qui sera utile pour exprimer le lemme des chemins proches
(section et d’autres développements & venir.

Cette définition a été déja introduite a la section|2.5.1 : étant donnés deux

transducteurs
7T =(Q,A,B* E,I,T), T =(Q,A B E I'T")
le produit de 7 par 7" est le transducteur
TXxT' =(QxQ,A,B*xB* F.IxI''TxT")
ou F, I'ensemble de transitions, est défini par

= {(pﬂ?') A, (0,q) |p g e E, p’“'—“ﬂ/eE/}‘

Ce produit s’étend naturellement a [ transducteurs 71, ..., 7;. Posons

Le produit 77 x...x7; est un transducteur sur A* x B*! dont les transitions
sont définies par

{pa'—u>q ‘p,q€Q1><---Qz,p@-ﬂqieEﬁlSiél}.

En particulier, le produit de 7 par lui méme [ fois, transducteur de la
forme 7T x...x 7T, est noté T'. On a appelé T2 le carré de 7, on appellera
son cube le transducteur 73.

Un chemin ¢ dans 77 x...x7; (donc, un vecteur de chemins) se projette
sur [ chemins avec la méme entrée. Formellement, la projection de 77 x...x7;
sur la coordonnée 7 est la fonction 77, : Q1 %...xQ; — @Q; définie par

vq:(pla'”,pl)EQlX...XQl qny, = p;

(ce qui définit un revétement de 77 x...x7; sur 7;). Le chemin de 7; projeté
par c est la coordonnée ¢ de c :

C; = CTp;.
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3.2.2 Le lemme des chemins proches

Dans un transducteur fonctionnel, le décalage entre deux calculs réussis
avec la méme entrée ne peut pas étre arbitrairement grand :

PROPOSITION 3.2.2 Si T est fonctionnel, alors pour toute paire ¢ et d de
calculs réussis de T avec la méme entrée, {(c, d) < {n* (o n est le nombre
d’états de T et { la sortie mazimale de ses transitions).

La preuve peut étre « lue » dans le produit du carré de 7 par l'action
Avance ou Retard :

PROPRIETE 3.2.1 Si7 est un transducteur fonctionnel, alors pour tout état
accessible et co-accessible ((p,q),w) de T*x G, |w| < fn?.

PREUVE Soit

.. ul(z,y)
. 1) —=
¢ ((27])7 B ) 254G ((p7 Q)aw)

un chemin qui commence dans un état initial. En vertu du théoreme 2.5.1]
toute factorisation de ¢ de la forme

o u1|(%1,y2) u2|(%2,y2) u3|(%3,y3)
((Zaj)a 1B*) ’2'2—><g> ((T‘, 3)7 Zl) 72—><g> ((Ta 3)7 22) 72—xg) ((pa Q)a ’LU)

doit satisfaire
21 — %9 7é 0.

Donc, la suppression de la boucle

uz|(z2,y2)
((r,5),21) “220 (1, 5), 2

donne un chemin plus court de ((7,7),1p5+) a ((p,q),w). La suppression de
toutes ces boucles conduit & un chemin de ((4, j), 1p+) a ((p, ¢), w) dont l'en-
trée est un mot de longueur plus petit que n?, ce qui établit |w| < ¢n?. O

Le lemme des chemins proches, argument principal de notre construction
(avec le revetement Avance ou Retard lexicographique) d'un transducteur
k-ambigu en entrée, est une généralisation aux transducteurs k-valués de la
proposition 3.2.2. Il établit que dans tout ensemble de k + 1 calculs réussis
avec la méme entrée, on peut en trouver deux avec la meme sortie et dont le
décalage est borné par un certain entier :
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LEMME 3.2.1 (LEMME DES CHEMINS PROCHES) Soit 7 un transducteur avec
n états, soit £ la longueur maximale des sorties de ses transitions. Si T est
k-valué, alors pour tout calcul réussi ¢ de T*' il existe deux coordonnées i
et j (1 <i<j<k+1)telles que les projections c; et c; satisfont

AR(Ci, Cj) = 1B*

(c’est-a-dire, c; et c; ont la méme sortie) et

<CZ‘, Cj> < énkH.

La preuve consiste a trouver deux chemins n’ayant aucune boucle « in-
compatible » avec la différence des sorties des préfixes précédents. Pour ce
faire, on utilisera la propriété évoquée de 'action Avance ou Retard :

LEMME 3.2.2 (BEAL ET AL. 2003) Soientw € B*UB" et (z,y) € B*x B*.
Siw - (x,y) = w, alors, pour tout r € N, w - (x,y)" = w. Sinon, pour tout
2z € B*UB", il existe au plus un entier r tel que w - (x,y)" = 2. O

C’est-a-dire, si w - (x,y) # w, alors le couple de mots (z,y) « casse » le mot
w, et la suite de valeurs w -+ (z,y)" doit étre infinie ou tomber dans 0.

Un énoncé similaire au lemme des chemins proches apparait dans [50],
dont la preuve est plus longue que celle que nous allons présenter.

PREUVE DU LEMME DES CHEMINS PROCHES Considérons les ensembles deux
a deux distincts suivants :

1—1:{(’&,]) ’ 1§Z<]§k+1, AR(Ci,C]’)%lB*},
IQ = {(2,]) | 1 S 7 < j S I{Z -+ 17 AR(Ci7Cj) = 1B*7 <Ci7 Cj> Z fnkﬂ},
Ig = {(2,]) | 1 <1< j < k+ 1, AR(C,‘,CJ‘) = 13*, <CZ‘, Cj> < énk“}.

On doit montrer que Z3 # @. Pour cela, on montrera, par induction sur
card (1), que Zy = @ implique l'existence d’un calcul réussi de 7*+1 —
donc, k + 1 calculs réussis de 7 avec la méme entrée — dont les sorties des
projections sont deux a deux distinctes. Un tel calcul est en contradiction
avec ’hypothese que 7 est k-valué.

Le cas card (Zy) = 0 est immédiat : si 7, = @ et I3 = &, alors toutes les
paires d’indices appartiennent a Z, et ¢ a k+1 sorties deux a deux distinctes.
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Considérons card (Z;) > 0. On va d’abord montrer I’affirmation suivante :
si ¢ et 7 sont deux indices tels que

<CZ‘, Cj> Z ﬁnkﬂ

alors il existe une factorisation

/el

ou c¢” est un cycle tel que
AR(cj, ¢}) # AR((c'c");, (c'c");). (3.1)

C’est-a-dire, ce cycle « casse » la différence entre les sorties de c; et c’.

Cette affirmation vient par induction sur la longueur de ¢ comme suit.
Soit d un préfixe de c tel que

AR(dz,dJ) > Enkﬂ.

Comme 7*+1 a nF*1 états, d doit avoir au moins un cycle ; soit f un tel cycle,
et posons d = d’'fd”. Si

(dj, dj) # ((d');, (d'T);)

alors on peut prendre ¢” = f, et 'affirmation est montrée. Sinon, le chemin
strictement plus court d'd” satisfait

((d'd"), (d'd");) = (di, dj)

et par induction, d’d” a un cycle g qui casse les différences entre les sorties
sur ¢ et j d'un de ses préfixes. On a deux cas a considérer. D’abord, si g est
un facteur de d’ ou de d”, alors il est aussi un facteur du chemin d, et on
peut pendre ¢” = g. Sinon, on peut écrire d = hg’, d” = g"h’ et g = g'g”.
Dans ce cas, g'fg” est un cycle dans d comme désiré, et on peut prendre
C// — g/fg//.

Pour finir, on va établir a l'aide du lemme que l'existence d’une
factorisation qui satisfait (3.1) implique I’existence d’un entier r tel que I'en-
semble correspondant & Z, pour le calcul réussi ¢’c”" ¢, soit Z5, ne contient
pas (i,7) et est donc strictement contenu dans Z,. Ceci permet d’appliquer

I’hypothese d’induction sur le calcul ¢’c”"¢”.
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Le lemme assure qu’il existe un entier r tel que : les projections de

T
C/CI/ C///

sur ¢ et j ont des sorties distinctes; si ¢y et c;; sont deux projections avec
des sorties distinctes, alors les projections de c¢’c”"c¢” sur ¢ et j’ ont aussi
des sorties distinctes ; pour toute autre paire d’indices " et j”, soit les sorties
des projections de ¢’c¢”"¢” sur " et j” sont distinctes, soit le décalage entre
eux est égal au décalage entre les projections de ¢ sur i et j”. Ainsi, (i, 7)

n’appartient pas a Zj, et toute paire dans 7}, appartient a Z,. 0

3.2.3 Construction du transducteur k-ambigu en en-
trée

PREUVE DE LA PROPOSITION Soit N un entier quelconque plus grand
ou égal a fnF+1,

D’apres la propriété[2.5.7](cf. section2.5.3), Vi est N-séparé, c’est-a-dire,
si C7 et C5 sont deux calculs réussis distincts de Vy avec une méme entrée,
alors soit C) et Cy ont des sorties distinctes, soit (Cy, Cy) > fnFTL,

Tout calcul réussi de Vy se projette sur un calcul réussi de 7 Alors, il
vient du lemme 3.2.1 que Vy ne peut pas avoir k + 1 calculs réussis distincts
avec une meéme entrée. 0

ExXEMPLE 3.2.1 La figure/3.1/représente deux revétements Avance ou Retard
d’'un transducteur 2-valué sur {a}*x{b}", 7; (aussi illustré sur la figure 1.3(b)).
Ce transducteur réalise la relation

n 1B* n=20
a —
(", ) 0> 0

L’ambiguité de 'automate d’entrée sous-jacent de 7; n’est pas bornée.
On voit dans chacun des deux revetements le sous-transducteur Vy, qui est
équivalent a 77 et 2-ambigu en entrée. A
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(@ 2) (@) {0} 2 {1} {H {8} {1z}

(l|].B*

alb?

a|1B*

(a) Avec un ordre sur les transitions sortantes de p...

(@ 2) (@) (b 2) {1s}{h) (b} {1s-})

(b) ... et avec un autre ordre.

F1G. 3.1 - Deux revétements Avance ou Retard de 7;, U@ et U®). Dans cha-
cun des revétements, la transition pointillée est la plus grandes dans 'ordre
lexicographique. Les (PB(A))?-vecteurs (projection verticale) sont indicés par
{p,q}, dans cet ordre. Ces revétements sont égaux a tous leurs troncatures,
puisque le décalage entre toute paire de calculs réussis de 7; ne dépasse ja-
mais 1. En effacant les états gris (et leurs transitions entrantes), on obtient
deux sous-transducteurs équivalents a 7; et 2-ambigus en entrée, V](\‘,l) et V](\?).
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3.3 Décomposition d’un transducteur k-ambigu

en entrée

Le transducteur k-ambigu en entré Vy étant construit, on va le décompo-
ser a 'aide du revétement du paludier glouton. Ceci conclut la construction
d’'une décomposition de 7, puisque, comme on a vu dans le chapitre précé-
dent, 7 et Vy sont équivalents (pour tout N).

Ensuite, on va montrer que le nombre d’états de cette décomposition
est bornée par une exponentielle (dans le nombre d’états de 7). Le calcul
fait dans le chapitre précédent (cf. section 2.5.4) pour le nombre d’états
d’'un revétement Avance ou Retard lexicographique tronqué aura un role
important dans ce résultat.

3.3.1 La décomposition lexicographique
PREUVE DU THEOREME DE DECOMPOSITION Prenons
N = gnkﬂrl

et soit A le N-automate d’entrée sous-jacent de Vy. Dans cet automate, la
multiplicité d’une transition est la somme des transitions de Vy avec méme
origine, extrémité et entrée.

Il vient de la proposition 3.2.1 que Vy est k-ambigu en entrée, ce qui est
équivalent & dire que A est k-ambigu. Alors, le théoreme du paludier glouton
appliquée sur A fournit £ automates

B, gt

qui sont non ambigus — en particulier, les multiplicités des transitions, des
états initiaux et des états finaux des parties utiles de ces automates sont

égales a 1 —, immersions dans A et tels que
> 1BI=14.
0<i<k

De plus, comme A est k-ambigu, 'ensemble des calculs réussis dans ces im-
mersions est en bijection avec I’ensemble des calculs réussis de A.
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Ensuite, on transforme B,S’), e ,B,(ffl) en k transducteurs en leur attri-
buant des sorties comme suit : une transition e dans ces automates se projette
sur une transition f de A avec la méme étiquette, soit a; la transition f cor-
respond a une transition de Vy ; soit u la sortie de cette transition ; on redéfini
I'étiquette de e comme étant le couple alu.

Avec cette réétiquetage, on obtient £ transducteurs non ambigus

zO . zk1)
dont I'union est équivalente a Vy et, donc, a 7. O
On appellera les transducteurs 2O, ..., Z* =1 une décomposition lexico-

graphique de T .

Insistons sur le fait (implicite dans la preuve) que les calculs réussis des
transducteurs dans cette décomposition sont en bijection avec ceux de Vy.
Ceci sera utile plus tard.

PROPRIETE 3.3.1 Soit Z© ... ZF=D une décomposition lexicographique
d’un transducteur k-valué T. L’immersion de Z© ... Z6=D sur Vy définit
une bijection entre les calculs réussis de Vy et ['union des calculs réussis
dans cette décomposition. U

EXEMPLE 3.3.1 (CONTINUATION DE L’EXEMPLE [3.1)) On représente aux fi-
gures (3.2 et 3.3 quatre décompositions distinctes pour le transducteur 77, ob-
tenues avec le revétement du paludier glouton appliqué sur les transducteurs

V](\? ) et V](\I;) illustrés sur la figure A
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(0000) (1000) (0100) (0010) (0001)

(a) Une décomposition de VJ(\‘,’) dans les fonctions

1B* n=20 pn . 0
n pair >
|Z0]: @™ — ¢ b" 1 nopair >0 |Z1]: a™ — ) p )
b . "t n impair
n impair

(0000) (1000) (0100) (0010) (0001)

alb?

(b) Autre ordre et autre décomposition :

" nopair >0 bt pair >0
|Z0|: a™ — bait = |Z1]: a™ — P
bt n impair b n impair

Fia. 3.2 — Le revétement du paludier glouton sur 'automate d’entrée de V](\‘; )
avec deux ordres distincts. Les transitions pointillées sont les plus grandes.
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(00) (10) (0 1)

(a) Une décomposition de VJ(\?) dans les fonctions

1+ n=0
|ZO|:a”»—>{bf+1 V=0 |Z1]: a™ —b" n>0

(0 0) (10) (01)
@—» O—
a\];'g gl
alb alb
CO- ot
ZO Zl

(b) Autre ordre et autre décomposition :

|Z0]: a™ —b" n>0 |Z1]: a™ — "t n>0

F1G. 3.3 — Le revetement du paludier glouton sur I'automate d’entrée de VJ(\?)

avec deux ordres distincts. Les transitions pointillées sont les plus grandes.
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3.3.2 Taille de la décomposition lexicographique

On va mesurer le nombre d’états d’une décomposition lexicographique de
7T en fonction des parametres suivantes de 7 : n (le nombre d’états), h (la
cardinalité de I'alphabet de sortie), ¢ (la longueur maximales des sorties des
transitions) et k£ (la norme).

On supposera que le revétement du paludier glouton, seconde étape de la
construction de la décomposition lexicographique, est appliquée sur la partie
utile de A. Sous cette hypothese, on va montrer le suivant :

PROPRIETE 3.3.2 Si T est k-valué, chaque transducteur Z% (construit a

(hekAnM ) gtats utiles.

partir de Vy avec N = (n*™1) a au plus 2°

La preuve de cette propriété dépend du calcul du nombre d’états de Vy
fait dans le chapitre précédent (cf. section 2.5.4) et du fait, démontré ci-
dessous, que sous '’hypothese que 7 est émondé et k-valué, les vecteurs conte-
nus dans les états utiles de Z® n’ont qu’'un nombre linéaire de coordonnées
dont les coefficients sont distincts de 0.

Pour éviter toute confusion avec 'écriture des états Vy, on notera les
états de Z(0) avec des lettres majuscules.

LEMME 3.3.1 Sous l’hypothése que T est émondé et k-valué, et que Vy est
construit avec N = (n**1, on a : pour tout état utile (P,V) de Z9, V a au
plus kn coordonnées dont les coefficients sont distincts de 0.

PREUVE Fixons un état ¢ de 7. On va montrer qu’il existe au plus k vecteurs
w tels que V(g w) > 0 (rappelons que V est indicé par les états de Vy).

Pour ce faire, on va associer a chaque vecteur w tel que V(, ) > 0 un
certain chemin D,, de Vy de facon que : pour des vecteurs w et w’ distincts,
D,, et D,, ont la méme entrée, et de plus soit leurs sorties sont distinctes,
soit (Dy, Dy) > fn*1. Ensuite, on montrera & 1’aide du lemme des chemins
proches qu’il existe au plus k£ chemins de cette forme.

Fixons d’abord l'entrée de ces chemins. Comme (P, V) est un état utile
de Z% | ce transducteur a (au moins) un chemin C allant d’un état initial &

(P,V). Soit u I'entrée de C'.

Si w est un vecteur tel que V(, ) > 0, il découle de la construction du
revétement du paludier glouton (cf. section [2.4.2) qu’il existe dans Vy au
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moins un chemin allant d’un état initial a (¢, w) et qui lit u (plus précisément,
un chemin plus petit que la projection de C' sur Vy). On définit D,, comme
I'un de ces chemins.

Montrons que pour D,, # D, soit les sorties de ces chemins sont dis-
tinctes, soit (D,,, D) > ¢n**!. Supposons, sans perte de généralité, que

Dy < Dy

ol ¢ est le morphisme de Vy sur 7 et < est I'ordre lexicographique fixé sur les
calculs de 7. Si les sorties de D,, et D, étaient égales et (D,,, Dy/) < {n*t1
on aurait par la propriété2.5.6 que 15+ € w,. Or, ceci implique que (g, w) n’est
pas co-accessible dans Vy (contradiction avec ’hypothese que le revétement
du paludier glouton est appliqué sur la partie utile de Vy ), puisque, dans ce
cas, tout état (t,z) accessible a partir de (¢, w) devrait satisfaire 1p- € z;, et
donc (t,z) ne saurait pas étre final dans Vy.

Afin de conclure la preuve, remarquons que chaque D,, se projette sur un
chemin de 7 de la forme ‘
. u|lxr
Cyw - 1 —T_) q

ou i est un état initial. Comme 7 est émondé, il existe un chemin

v|z

: t
fiq -
ou t est un état final. Posons

dyw = cu f.

Donc, d,, est chemin réussi de 7 ; de plus, pour w # w', d,, et d,, ont la
méme entrée, et soit leurs sorties sont distinctes, soit (d,,, dy/) > n**1. Du
lemme il vient que 7 contient au plus k& chemins de cette forme. O

PREUVE DE LA PROPRIETE [3.3.2 Soit X l’ensemble des états utiles de Vy.
Comme on a énoncé dans la propriété 2.5.10,

X CQx ((’B(k+1)(AN))Q'

Pour tout 7,0 < i < k, les états du transducteur Z (donné par le revétement
du paludier glouton de I'automate d’entrée de Vy) appartiennent a

X x Ny,
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Du lemme il vient que pour tout état utile (P, V) de Z@, I'ensemble
des coordonnées de V dont le coefficient n’est pas nul est contenu dans

Bren) (X).

Il y a k possible valeurs différentes de zéro pour chacune de ces coordonnées,
& savoir,

{1,...,k—1,w},

alors le nombre d’états utiles de Z( est au plus

card (X) x card (P (X)) x k.

Pour conclure, nous récurons au calcul du nombre d’états utiles de Vy
fait a la section 2.5.4 : de la propriété 2.5.11 il vient que card (X) est

QO(hNan)
et de (2.17) il découle
card (P (X)) < card (X)Um)2 :

Avec N = ¢n*+1 on obtient que Z a 200 7" ) &tats utiles. O

o Y

3.4 Décomposition avec morphisme

Considérons maintenant la décomposition de la composée d’une relation
rationnelle avec un morphisme :

DECOMPOSITION AVEC MORPHISME

Soient 7 : A* — B* une relation rationnelle d’image finie et 6 : B* — C*
un morphisme tels que la composition 76 soit une relation rationnelle k-
valuée. Tout transducteur S réalisant 7 peut étre effectivement décomposé
en k transducteurs dont les compositions avec 6 sont des fonctions.

On tirera ce théoreme d’une décomposition totale des calculs réussis d’un
transducteur k-valué, que I'on va tout d’abord construire.



3.4 Décomposition avec morphisme 133

3.4.1 Décomposition des calculs réussis

THEOREME 3.4.1 Pour tout transducteur k-valué T, on peut construire ef-
fectivement k transducteurs fonctionnels W ... W =D quec les propriétés
sutvantes :

1. pour tout i, 0 < i < k, il existe une immersion o : WO — T .
2. l'union des images (par ces immersions) des ensembles de calculs réus-
sis de WO ... WED est égale a lensemble des calculs réussis de

7.

Une bonne partie de la preuve de ce théoreme est faite en construisant
une décomposition lexicographique de 7.

On la conclut avec une propriété de cette décomposition que I’on montrera
ci-dessous. Cette propriété dit que tout calcul réussi de 7 doit étre « proche »
d’au moins un calcul réussi dans la décomposition 2O ... Z*-1) .
PROPRIETE 3.4.1 Soit T un transducteur k-valué avec m états et sorties
des transitions bornées par £. Soit ZO U ... U Z*=Y une décomposition

k1 Pour tout calcul réussi

lezicographique de ce transducteur, avec N = In
c de T il existe un calcul réussi D dans Z© U --- U Z5-D quec la méme
entrée, méme sortie et tel que (¢, Dyp) < 2(k+ 1)N (ot ¢ est le morphisme

de la décomposition sur T ).

PREUVE Posons K = 2(k + 1)N.

Rappelons que I'union des calculs réussis de 2y, ..., Z;_1 est en bijection
avec les calculs réussis de Vy (propriété [3.3.1). Donc il suffit de montrer que
pour tout calcul réussi ¢ de 7, il existe un calcul réussi D dans Vy avec la
méme entrée, méme sortie et tel que (¢, Do) < K.

Soit C I’ensemble des calculs réussis de 7. On va définir une suite emboitée
de sous-ensembles de C deux a deux distincts. L’ensemble le plus petit, Co,
est la projection sur 7 des calculs réussis de Vy, et, pour tout ¢ > 0,

Ci:{CEC— U Cj|E|d€Ci_1telque<c,d><N}.
0<j<i

On va montrer que

c= U c (3.2)

0<i<2(k+1)
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Ceci établit la preuve en raison du fait suivant, immédiat par induction sur
i : pour tout ¢ € C;, il existe d € Cy (I'image d'un calcul dans Vy) avec la
méme entrée, méme sortie et tel que (¢, d) < iN.

Pour montrer (3.2), on va d’abord établir que
Co(ry1) = 2.

En effet, si Cyx11) # @, alors on peut construire k+1 calculs réussis ¢y, . . . , cy41
dans 7 tels que
(e e) =N pourij

de la maniere suivante. Premierement, on choisit ¢; comme n’importe quel
calcul dans Cy(x41). De la définition de ces ensembles il vient qu'il existe des
calculs

d e Cg(k+1)_1 et d € Cy

avec la méme entrée, méme sortie et tels que
(¢, dy < N et (d', dy < N.
On a que
(¢, dy > N,

puisque au contraire ¢ appartiendrait & Cyp41)—1. On choisit ¢, comme d,
et il suffit d’itérer ces choix. Or, comme 7 est k-valué, ces k + 1 calculs
contredisent le lemme des chemins proches (lemme[3.2.1).

On montre (3.2) comme suit.

Supposons le contraire, et soit ¢ un calcul réussi minimal par I'ordre lexi-
cographique des chemins de 7 qui n’est pas dans I’ensemble Uogi <2(k+1) C;.
I n’existe pas de calcul dans Vy qui se projette sur ¢ (parce que ¢ n’est pas
dans Cp), donc il vient de la propriété [2.5.7 qu’il existe dans 7 un calcul
réussi plus petit d avec la méme entrée, la méme sortie, et tel que

(¢, dy < N.

En raison de la minimalité de ¢, on a que d appartient a un ensemble C;
pour i < 2(k + 1), et comme (¢, d) < N on a que ¢ doit appartenir a Cj .
Contradiction : comme Cy(x41) = &, Ciq1 est un des ensembles

Cl, “en ,Cg(k+1)_1.

Alors, tout calcul réussi de 7" appartient a | J,, <a(k+1) C;. 0
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Cette propriété permet de tirer la décomposition des calculs de 7 avec
un « collage » des calculs réussis de ce transducteur dans 2, ... Z¢=1 3
I’aide de I'action Avance ou Retard tronquée.

PREUVE DU THEOREME 3.4.1 Soient 7 un transducteur k-valué, et
zO . zk1)

une décomposition lexicographique de 7. On tirera W@ pour 0 < i < k, du
produit de 7xZ® par 'action Avance ou Retard tronquée d’indice 2(k-+1)N,
pour N = (n**+! (cf. section 2.5.1),

T x Z9 X s

I1 découle de la propriété 2.5.2 que les calculs dans ce produit dont 1'ex-
trémité contient (dans la troisitme coordonnée) le mot vide se projettent sur
les calculs réussis de 7 et Z(®) avec la méme entrée, méme sortie, et dont le
décalage est borné par N.

On définit W en effacant la propriété d’étre final des états finaux de
TxZ (i)x¢2(k+1) ~ qui ne contiennent pas le mot vide, et en effacant le deuxieme
mot des sorties des transitions de 7 x Z®) X@a(kt1)n- La propriété(3.4.1 assure
que ces transducteurs ont les propriétés demandées. O

Les opération que 'on a mis en ceuvre pour construire les transducteurs
WO n’introduisent pas de nouvelles exponentielles. Ainsi, la taille d’une dé-
composition de calculs est dans le méme ordre que celle d’'une décomposition
lexicographique :

PROPRIETE 3.4.2 Soit T un transducteur k-valué avec m états et sorties
des transitions bornées par £ ; soit h la cardinalité de son alphabet de sortie.
Chaque transducteur W a au plus Ok ™) grats utiles.

PREUVE Pour chaque i, 0 < i < k, soit M; le nombre d’états utiles de Z.
Le nombre d’états utiles de W est borné par

nx M;xcard (Ag) < nM;2ME+1

(ou K =2(k+ 1)N). Comme on a montré dans la propriété 3.3.2, M; est de
ordre 20(hekin™%), L’expression nM;2"+1 clairement en est de méme. [
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3.4.2 Construction de la décomposition

La décomposition avec morphisme découle de la décomposition des calculs
avec un simple aller-retour de réétiquetage de transitions.

PREUVE DE LA DECOMPOSITION AVEC MORPHISME Soit § un transducteur
réalisant 7. On peut construire a partir de § un transducteur k-valué 7" réa-
lisant la composition 70 avec une réétiquetage des transitions de S : chaque

transition
alz
—_—
p S q
est remplacée par
alz0
—_—
= q
Soit
wO o wED

une décomposition des calculs de 7. On va remplacer les sorties des transi-
tions de chaque transducteur W de facon & obtenir une immersion sur S :
chaque transition

se projette sur une transition f de 7 ; I’étiquette de f est, par construction,
de la forme
a|xd

ou z est la sortie originale dans S; la sortie y de e est remplacée par x.

On obtient alors k transducteurs décomposant entierement les calculs de
S. Ces transducteurs ne sont pas nécessairement fonctionnels. Mais leurs
composées avec § (qui sont les transducteurs de la décomposition de calculs

de 7) le sont. O

Il vient de la propriété [3.4.2 que les transducteurs dans cette décompo-

hekAnkt4)

sition ont 2°¢ états, ou ¢ dans ce cas est la longueur maximale des

images des sorties des transitions de S par le morphisme 6 et n est le nombre
d’états de S.
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3.5 Ambiguité

On peut définir le concept d’ambiguité de fagon tres générale pour les
sous-ensembles rationnels d’un monoide quelconque. Une fagon de 1’énoncer
est en recourant aux expressions rationnelles : on dit qu’un rationnel est non
ambigu s’il peut étre construit avec une expression rationnelle dans laquelle
toutes les opérations sont non ambigués. Une autre est a travers des auto-
mates sur le monoide, en raison des passages possibles d’'un objet a l'autre.
On trouvera les définitions et développements concernants en [38].

Dans cette section, on s’intéressera a quelques aspects du concept d’am-
biguité pour la famille des relations de norme bornée.

Définition et exemples

DEFINITION 3.5.1 (RELATION INTRINSEQUEMENT AMBIGUE) On dit qu'un
transducteur sur A* x B* est non ambigu si pour chaque paire de mots dans
A* x B* il existe au plus un calcul réussi dans ce transducteur étiqueté par
cette paire; sinon on dit qu’il est ambigu. On dit qu’une relation rationnelle
est intrinsequement ambigué s’il n’existe aucun transducteur non ambigu
pouvant la réaliser ; sinon, on dit qu’elle est non ambigué. A

On sait que tout sous-ensemble rationnel d’'un monoide libre est non am-
bigu, et que toute fonction rationnelle est non ambigue. LLe méme n’est pour-
tant pas vrai pour n’importe quelle relation rationnelle, et en particulier pour
celles de norme bornée. La proposition suivante donne un critere nécessaire
simple pour la non ambiguité d’une relation rationnelle.

PROPOSITION 3.5.1 Si 7 est une relation rationnelle d’image fini non am-
bigué, alors pour tout entier k > 0 [’ensemble

{u € dom7 | card (ur) =k} (3.3)

est rationnel.

PREUVE Soit 7 un transducteur non ambigu qui réalise 7. Pour chaque
u € dom 7, le nombre de chemins distincts de 7 lisant u est égal a card (ur).
Le revétement décrit dans le théoreme (pour la construction de la sé-
rie s(—x)), appliqué sur l'automate d’entrée sous-jacent de 7, permet donc

d’obtenir une immersion sur ce dernier qui réalise I’ensemble (3.3). U
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EXEMPLE 3.5.1 La proposition[3.5.1 implique que toute relation rationnelle
7 incluse dans (a, ¢)*(b, 1)*+(a, 1)*(b, ¢)* et ayant un nombre infini de paires
de la forme (a'd’, ¢') est intrinsequement ambigué. En effet, card (ur) = 1 si
et seulement si u est un mot du domaine de 7 de la forme a’b’, et un ensemble
infini de tels mots n’est pas rationnel. A

EXEMPLE 3.5.2 D’apres la proposition 3.5.1] la relation rationnelle de norme
bornée suivante,

[(a, a)™(b, 1)"(c, b) + (a, 1) (b, a)"(c, b)]"
est intrinsequement ambigué. En effet,
card (ur) = 1ssiue ({a't' |i>0} c)Jr
et {u € dom7 | card (ur) = 1} n’est pas rationnel. A
EXEMPLE 3.5.3 Soient 01, 05 les morphismes engendrés par
acy = a, boy =1, aoy =1, boys = a
et o la relation rationnelle o; U 05. Alors,
uor = {a'“‘a, a'“'b}
Cette relation rationnelle est intrinsequement ambigué. En fait,
card (uo) =1 ssi |ul|, = |ulp,

et {u € domo : card (uo) = 1} n’est pas rationnel. A

Décomposition d’une relation rationnelle non ambigué

On a montré comment décomposer une relation k-valuée, mais on n’a rien
dit sur la possibilité d’obtenir des fonctions deux a deux disjointes. Cette
possibilité est en effet liée a 'ambiguité de la relation :

PROPOSITION 3.5.2 Une relation rationnelle k-valué est non ambigué si, et
seulement si, elle est une somme de k fonctions rationnelles deuzr a deux
disjointes.
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PREUVE L’union de k fonctions rationnelles disjointes est une relation non
ambigué puisque toute fonction rationnelle est non ambigué. La réciproque
s’établit avec I’application du revetement du paludier glouton sur l’automate
d’entrée sous-jacent de 7 : cette construction fournit directement une dé-
composition de 7 (puisque son automate d’entrée est k-ambigu), o de plus
les calculs réussis des transducteurs en faisant partie sont en bijection avec
les calculs réussis de 7 ; donc, deux transducteurs distincts dans la décom-
position n’ont aucun calcul réussi avac la méme étiquette. Il

Une caractérisation

On vérifie que le décalage entre les calculs réussis d'un transducteur de
norme borné a aussi un certain rapport avec I’ambiguité de la relation réalisée.

Pour tout transducteur 7, notons

. ulw g ulr . .
c:z?t,d:z ?t,cetdreussm

(T) = max {(c, d)

De fagon équivalente, (7) est le supremum des longueurs des mots dans les
états accessibles et co-accessibles de 72 x G. Remarquons qu’on peut avec
cette notation énoncer la proposition 3.2.2 de la maniere suivante :

PROPOSITION 3.5.3 Pour tout transducteur fonctionnel T, (T) < ¢n* (o ¢
est la longueur mazximale des sortes des transitions et n le nombre d’états).]

En général, il se peut que (7) soit fini ou infini, méme si le comporte-
ment de 7 est une relation non ambigué. Par exemple, (7) est infini pour le
transducteur suivant, qui réalise une relation non ambigué :

ol OO

T

Pour les relations de norme bornée, on a pourtant que la finitude de (T)
caractérise la non ambiguité du comportement de T .
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THEOREME 3.5.1 Soit 7 : A* — B* une relation rationnelle k-valuée. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) T est intrinsequement ambigué ;
b) il existe un transducteur T réalisant T tel que (T) = 0o,

c¢) pour tout transducteur T réalisant T, (T) = oo.

Il est clair que ¢) = a) et ¢) = b). L’implication a) = c¢) est une
conséquence directe du revétement Avance ou Retard : en effet, si (7) est un
transducteur réalisant 7 pour lequel il existe un entier N tel que (7) < N,
alors le transducteur Vy, sous-transducteur du revétement Avance ou Retard
de T (cf. théoreme [2.5.2), est non ambigu. La substance du théoréme est
Iimplication ) = ¢), qui découle du lemme suivant (remarquons que
dans cet énoncé (c, d) indique le décalage entre deux calculs appartenant a
des transducteurs distincts) :

LEMME 3.5.1 Si 7T et T’ sont deux transducteurs k-valués, et si le compor-
tement de T est inclus dans celui de T', alors il existe un entier L tel que
pour tout calcul réussi ¢ de T, il existe un calcul réussi d dans T’ avec méme
entrée, méme sortie et tel que (c, d) < L.

PREUVE Soient Vy le transducteur k-ambigu en entrée et équivalent a 7’
tiré d’un revétement Avance ou Retard lexicographique de ce dernier, et B le
produit de I'automate d’entrée sous-jacent de Vy par I'action v, ;41 définie
dans (exemple 2.2.3)). Soit Y le transducteur obtenu a partir de B en
rajoutant dans chaque transition la sortie de la transition correspondante
dans Vy. Donc, ) est un revétement de Vy, et du a la propriété 3.4.1, il
suffit de montrer, afin d’établir de lemme, qu’il existe un entier L tel que,
pour tout calcul réussi ¢ de 7, il existe un calcul réussi d dans ) avec méme
entrée, méme sortie et tel que (¢, d) < L.

Pour chaque i, 1 < ¢ < k, soit Y@ le sous-transducteur de ) obtenu
en effacant la qualité d’étre final des états qui contiennent, dans la seconde
composante, un vecteur ou la somme des coordonnées correspondantes a un
état final (de Vy) est distincte de i. Cette construction est similaire a celle de
la décomposition lexicographique ; c’est le revétement de 'automate d’entrée
sous-jacent de Vy qui change (pour la décomposition lexicographique, il est
celui du paludier glouton). Pour chaque i, il vient directement de la définition



3.5 Ambiguité 141

de Y9 que le domaine de ce transducteur est I'ensemble des mots qui sont
Ientrée d’exactement i calculs réussis de Vy ; en particulier, pour i # j, les
domaines de Y@ et YU) sont disjoints.

Un argument similaire au lemme des chemins proches (lemme'3.2.1) acheve
la preuve. Soient n la somme des cardinalités des ensembles d’états des Y
et de celui de 7, et ¢ la longueur maximale des sorties des transitions de ces

transducteurs ; on pose L = fn**1. Soit ¢ un calcul réussi de 7, et cy,..., ¢
les calculs réussis dans ) avec la méme entrée. Alors, cq, ..., ¢ sont projet-
tés par t calculs réussis, soit di, ..., d;, de Y. On affirme qu’il existe un d;

avec la méme étiquette que celle de ¢ et qui satisfait (¢, d) < L. En effet,
le contraire impliquerait 1'existence d’un calcul réussi ¢’ de 7 et de t calculs
réussis d;, ..., d; dans Y® dont les entrées sont égales a celle de ¢, mais les
sorties en sont distinctes. Or, les domaines des Y pour ¢ # t ne contiennent
pas l'entrée de ¢ : contraction avec 'hypothese que le comportement de 7°
est inclus dans celui de 7. O

Indecidabilité

Pour conclure, on va montrer que la non ambiguité n’est pas une propriété
décidable pour les relations rationnelles de norme bornée :

THEOREME 3.5.2 Il n'est pas décidable si l'union de deuzx fonctions ration-
nelles est une relation intrinsequement ambigué.

On commence avec le lemme suivant :

LEMME 3.5.2 (EXERCICE IV.4.1 DE [38]) Il n'est pas décidable si l'inter-
section de deux fonctions rationnelles est une relation rationnelle.

PREUVE La preuve est une réduction au probleme de correspondance de
Post, dont I'indécidabilité, résultat classique, peut étre consulté dans de nom-
breux ouvrages sur le sujet (c¢f. par exemple [24]).

Soient les morphismes 6;, #3 : AT — B* une instance du probleme de
correspondance de Post, a et b de nouvelles lettres qui n’appartiennent pas
a A, et ¢ une lettre qui n’appartient pas a B. Considérons les morphismes
a, B:(AUaUb)* — (BUc)* définis par

ax=c, ba=1, fa=f0;, V fe A"
af =1, b3=c, [B= [0, V fecB".
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Soient C' 'ensemble des mots dans (AUaUb)* avec au moins une lettre dans
A, o1 la restriction de a a C, et 05 la restriction de 6 a C'. Le lemme est une
conséquence des propriétés suivantes :

91ﬂ92:®<:>01002:® (34&)
o1Noy =@ <= o01Noy € Rat (A" UaUb) x (B*Uc) (3.4b

Montrons (3.4a). Supposons que ¢, Ny # & et soit f € dom (61 N 6y).
Alors, fo; = fos, donc o1 Ny # . Supposons maintenant que o1 Noy # O,
et soit f € dom (o7 N o2). Soit ¢ le mot obtenu en effacant les lettres a et b
de f. De la définition de o et o9 il suit que gf; = g, et alors 61 N Oy # .

Pour établir (3.4b) il reste & montrer que si o1 N oy # & alors o N o9
n’est pas rationnel. En effet, il suit de la définition de ces fonctions que si
o1 N oy # & alors 'image de dom (07 N 03) par le morphisme qui efface les
lettres dans A est {f € {a, b}* : |f|o = | f|»}, ensemble qui n’est pas rationnel.
Alors, 01 N 09 n’est pas une relation rationnelle. O

PREUVE DU THEOREME [3.5.2/ Soient o et 7 deux fonctions rationnelles. On
va montrer que leur union est une relation non ambigué si, et seulement si,
leur intersection est rationnelle (rappelons que les relations rationnelles ne
sont pas fermées par intersection). Le théoreme découle de ce fait et du
lemme|[3.5.2.

Supposons que ¢ U 7 est une relation non ambigué. Soit K l'intersection
de leurs domaines. Alors, 0 N7 est la restriction de o (ou 7) au sous-ensemble
des mots dans K dont les images par o et 7 coincident. Il suffit d’appliquer
la proposition 3.5.1] pour établir que ce sous-ensemble est rationnel.

Supposons que o N7 est rationnel. Alors, le domaine de N7 est rationnel,
et son complement, soit K, I'est aussi. La relation ¢ U 7 est une union de
trois fonctions rationnelles disjointes, étant donc non-ambigué : la restriction
de o a K, la restriction de 7 a K, et c N 7. O

(e N



Chapitre 4

Décidabilité

4.1 Introduction

Alors que I’équivalence entre deux transducteurs est sue étre indécidable
depuis quarante ans, ce probleme devient décidable si on se restreint a la
classe des relations rationnelles de norme bornée. La position privilégiée de
ces relations vis-a-vis des problemes de décidabilité fait I’'objet de ce chapitre.

L’indécidabilité de 1’équivalence est en effet une conséquence de I'indéci-
dabilité de I'universalité, résultat du a Fischer et Rosenberg :

THEOREME 4.1.1 (UNIVERSALITE [16]) Il n’est pas décidable si le compor-
tement d’un transducteur sur A* x B* est la relation A* x B*.

D’autres « mauvaises nouvelles », fortement liées a ce théoreme, on été
montrées par Fischer et Rosenberg; on peut les voir également dans [4, 38].

Toute autre est I'histoire pour les fonctions rationnelles, en raison d’un
résultat classique duquel ’équivalence est une conséquence formelle :

THEOREME 4.1.2 (FONCTIONNALITE [43]) 1l est décidable si un transduc-
teur réalise une fonction.

La procédure qui se dérive de la preuve de Schiitzenberger consiste a vérifier la
cardinalité de la sortie d’'un nombre fini, et exponentiel, de mots d’entrée ; une
preuve similaire a été publiée par Blattner et Head [5]. Plus tard, ce probleme
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a été repris d’'un point de vu plus structurel permettant des complexités
polynomiales, d’abord par Weber et Klemm [51] et ensuite par Béal et. al [3].

Une généralisation du théoreme de Schiitzenberger pour les relations de
norme bornée est connue. Elle est due a Gurari et Ibarra :

THEOREME 4.1.3 (APPARTENANCE A Rat (A" x B*) [23]) Soient k un en-
tier positif et T un transducteur. Il est décidable en complezité polynomiale
si T est k-valué.

La preuve de Gurari et Ibarra se place en grande partie dans un univers
bien éloigné de l'objet transducteur. Elle consiste a réduire la question au
probleme de tester le vide pour un automate avec k(k + 1) compteurs. In-
tuitivement, un calcul dans cet automate correspond a k + 1 calculs de 7
avec la méme entrée, et chaque compteur est associée a une paire de projec-
tions. Durant la lecture d’'un mot d’entrée, 'automate « devine » de fagon
non déterministe les positions ou les sorties des projections cessent de coin-
cider (méthode qui suppose l'existence d'un symbole de fin de bande); les
compteurs sont incrémentés jusqu’a ces positions. Il est alors possible de dé-
finir dans cet automate des états finaux de facon qu'un calcul soit réussi si,
et seulement si, les sorties de ses k+ 1 projections soient distinctes, et décider
si 7 est k-valué est équivalent a tester si cet automate n’accepte aucun mot.

Si la décidabilité est établie, la complexité de ce schéma théorique n’est
pas facilement calculable, ce qui est particulierement da a la procédure em-
ployée pour décider le vide d'un automate avec compteurs. Cette procédure,
décrite par les mémes auteurs dans [22], découle du fait que pour tout auto-
mate avec r compteurs et m transitions il existe une constante c telle que,
si I'automate accepte au moins un mot, alors il en accepte un de longueur
bornée par (rm)*. Comme montré dans [22], ce nombre fini d’entrées peut
étre testé avec une machine de Turing non déterministe travaillant en espace
crlog(rm). On obtient alors une procédure en complexité polynomiale en ap-
pliquant un résultat de base en théorie de la complexité, a savoir, pour toute
machine de Turing qui travaille en espace f(n) il en existe une équivalente et
déterministe qui travaille en temps d’(™, o1 d est une constante (cf. [24]).

Savoir décider si un transducteur est k-valué pour un entier k£ donné
n’implique pas la décidabilité de l'existence d’un tel entier, probleme qui
est en effet d’une autre nature. La réponse a ce probleme est quand méme
connue, et est aussi positive :
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THEOREME 4.1.4 (APPARTENANCE A Ratg, (A*x B*) [47]) Soit T un trans-
ducteur. Il est décidable en complexité polynomiale s’il existe un entier positif
k tel que T soit k-valué.

La preuve de Weber s’aligne avec la caractérisation des N-automates qui
réalisent une série bornée présentée par Mandel et Simon [31] et redémontrée
par Weber et Seidl [52]. D’abord, les transducteurs dont la norme n’est pas
bornée sont caractérisés par un certain motif « interdit » de chemins. L’algo-
rithme consiste a détecter ces motifs, avec une construction sur le graphe du
transducteur, en complexité polynomiale.

Si la décidabilité de ’équivalence pour les fonctions rationnelles découle
aisément de la décidabilité de la fonctionnalité, il n’en est pas de méme pour
les relations rationnelles de norme bornée. Deux réponses a ce probleme,
basées sur des méthodes distinctes, sont connues :

THEOREME 4.1.5 (EQUIVALENCE [10, 49]) Il est décidable si deus trans-
ducteurs k-valués sont équivalents.

Le résultat de Karhumaéki et Culik est, a vrai dire, plus général : I'équiva-
lence de deux transducteurs k-valués sur un langage HDTOL (un des plusieurs
types de langages engendrés par les systémes de Lyndenmeyer, cf. [36]) est
décidable. Leur preuve, conséquence d’'une généralisation de la conjecture
d’Ehrenfeucht établie dans le méme article, rend pourtant difficile d’estimer
la complexité de la procédure sous-jacente, et en effet aucune analyse n’est
présentée. La preuve de Weber, plus constructive, se base sur la décompo-
sition d'un transducteur dans un nombre exponentiel de transducteurs non
ambigus présentée dans [49], et sa complexité est de 1'ordre d’une double
exponentielle. La question de I'existence d'une procédure nécessitant une ex-
ponentielle de moins est lancée par Weber (qui suggere dans [49] qu'une
décomposition de taille bornée par une exponentielle impliquerait une pro-
cédure en complexité exponentielle pour la décidabilité de 1’équivalence, la
raison n’étant pas toutefois immédiate).

Nous présentons a la section une autre preuve pour la décidabilité de
I'appartenance a Rat)(A*xB*) (théoreme/4.1.3)). Notre preuve peut étre vue
comme une généralisation de I'algorithme décrit par Béal et al. [3] pour la
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décidabilité de la fonctionnalité, qui se base sur le produit du carré de 7 par
I’action Avance ou Retard. Cette généralisation dans un premier temps est
naturelle, et consiste & faire apparaitre la propriété dans le produit de 7*+!
par une action qui applique ’action Avance ou Retard pour chaque paire de
projections des calculs de 7%+, 1'action avance ou retard généralisée notée
Gi+1- Elle n’est pourtant pas effective, puisque contrairement au cas k =1 il
se peut que la partie accessible de ce produit soit infinie. Le cceur de notre
preuve est la description de ce que 'on appellera la transversale de T*+! x
Gr41, une sorte de valuation finie de 7%+ qui contient toute I'information
de TF+1 x Gry1 permettant de conclure si 7 est k-valué. Nous décrirons un
algorithme efficace pour construite cette structure et nous donnerons une
expression exacte pour sa complexité, & savoir, OQ(25*+D* ppk+lmk+1y on
et m sont le nombre d’états et de transitions, respectivement, de 7 et ¢ est
la longueur maximale des sorties des transitions de ce transducteur.

La section 4.3 est dédiée a la décidabilité de 'appartenance d’une rela-
tion a Ratg,(A* x B*), théoreme On en fera une preuve en deux pas
comme celle Weber, comprenant une caractérisation des transducteurs de
norme borné et un algorithme pour la tester. Nous nous en différencions
pourtant en ce qui notre preuve s’encadre dans ’ensemble de techniques
mises en ceuvre dans ce mémoire. D’abord, on donnera une preuve rapide de
la caractérisation, qui est basée sur des propriétés du revétement Avance ou
Retard et la caractérisation de Mandel et Simon des N-automates bornés.
Ensuite, on montrera comment tester la caractérisation dans un produit de
7 par Paction Avance ou Retard en complexité O(¢n?(n® +m?)). Il advient
que les technicités de I'algorithme de Weber sont capturées par ce produit,
avec une complexité qui parait étre de méme ordre.

Ensuite, on décrira, toujours avec nos méthodes, un algorithme pour tester
I’équivalence entre deux transducteurs k-valués, dont la complexité est celle
conjecturée par Weber :

THEOREME 4.1.6 (EQUIVALENCE) II est décidable en complexité exponen-
tielle si deux transducteurs k-valués sont équivalents.

Les socles de notre preuve sont la décomposition lexicographique et notre
construction pour décider si un transducteur est k-valué. Avec le premier, on
décomposera les transducteurs étant comparés ; on pourra ensuite « voir » s’ils
sont équivalents dans une valuation donnée par l'action Avance ou Retard
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d’un certain produit des transducteurs faisant partie de cette décomposition.

o) O~

4.2 Appartenance a Rat(A"x B*)

Notre preuve pour I'appartenance a Rat)(A* x B*) (théoreme [4.1.3) est
une généralisation de la caractérisation de la fonctionnalité présentée par
Béal et. al [3].

On a énoncé cette caractérisation dans le théoreme 2.5.1 (chapitre 2)).
Elle traduit le fait que tout calcul du carré 72 = 7 x 7T se projette sur
deux calculs de T avec la méme entrée, et que 7T réalise une fonction si,
et seulement si, dans tout calcul réussi de 72, les sorties des projections
sont égales. Le rapport entre ces sorties est capturé par le produit entre 72
et Iaction Avance ou Retard. On a alors que 7 réalise une fonction si, et
seulement si, la partie accessible de 72xG attribue exactement une différence
a chaque état accessible de 72, et les différences dans les états finaux sont
toutes égales au mot vide. Il en découle directement que 'on peut décider
une complexité polynomiale si 7 réalise une fonction, puisque 72 x G peut
étre construit avec un parcours de 7 2.

Il n’est pas difficile de généraliser cette caractérisation. Le transducteur
T est k-valué si, et seulement si, tout calcul réussi du produit (k + 1) fois
de T — T*'! — a au moins deux projections dont les sorties sont égales.
Les rapports entre ces sorties sont capturés par une généralisation de ’action
Avance ou Retard, que 'on va noter G, qui applique G a chaque paire
de projections des calculs de 7#+1. 1l est alors possible de « lire » dans les
états finaux du produit 751 x Gy si T est k-valué (théoréme 4.2.1). Cette
généralisation sera précisée a la section 4.2.1.

La généralisation de ’algorithme pour tester la caractérisation, pourtant,
n’est pas si immédiate. Contrairement au cas k = 1, il se peut que la partie
accessible de 7% x Gy, soit infinie, méme si 7 est k-valué (cf. figure :

Le coeur de notre preuve est une approche a cette difficulté qui consiste a
définir, pour chaque état accessible q de 7**!, un ensemble fini de différences
décrivant I'ensemble (potentiellement infini) des différences dans les états de
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T*H %G1 qui se projettent sur q. La famille de ces ensembles finis est ce
que 'on appellera la transversale de T**' x G, structure finie sur laquelle
on peut encore voir si 7 est k-valué (théoreme 4.2.2).

On décrira cette structure a la section [4.2.3, et on montrera a la sec-
tion|4.2.4 comment la construire avec un parcours des composantes fortement
connexes de 7%+, La complexité de notre algorithme pour décider si 7 est
k-valué (théoreme(4.2.3) est O(25¢*+1" ppk+1mk+1) "ou  est le nombre d’états
de 7, m le nombre de transitions et £ la longueur maximales des sorties des
transitions.

4.2.1 L’action avance ou retard généralisée

Fixons un entier positif &.

Dire que 7 est k-valué se traduit & une affirmation sur le produit 7*+! :

PROPOSITION 4.2.1 Un transducteur T est k-valué si, et seulement si, pour
tout calcul réussi ¢ de T*Y, il existe au moins deux indices distincts i et j
tels que les projections de ¢ sur i et sur j ont la méme sortie. 0

Afin de généraliser pour k£ > 0 la caractérisation de Béal et al., on va
d’abord généraliser ’action avance ou retard G — action de couples de mots
sur I’ensemble A — a une action qui applique G en méme temps entre toutes
les paires de projections des calculs de 7**!. On définira en effet une famille
d’actions, paramétrisées par un entier positif [, qui appliquent [-uplets de
mots sur un ensemble de vecteurs indicés par des paires (7,7), 1 <i < j <.

On pose
Dy ={(,j) [1<i<j<l}
et
A = AP
C’est-a-dire, D; est un ensemble de paires d’indices, et A; est I’ensemble des

vecteurs de dimension D; sur A.

Un vecteur dans A; sera appelé une différence multiple, ou simplement
DM. Le coefficient dans la coordonnée (7,j) d'une DM § est noté ¢; ;. On
notera n la DM ou toutes les coordonnées sont égales au mot vide :

Vv (i,7) € Dy, Nij = 1p=. (4.1)
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On représentera les DM par des matrice triangulaires supérieures, comme
illustré a I'exemple suivant.

EXEMPLE 4.2.1 On représente les DM dans Ag, ’ensemble des vecteurs sur
A indicés par D3 = {(1,2),(1,3),(2,3)}, par des matrices triangulaires su-
périeures indicées par {1,2} x{2,3}. La (7, j)-éme coordonnée d’une DM est
écrite dans la ligne ¢ et la colonne j de cette matrice.

Ainsi, la DM définie en (4.1) est représentée comme
n= -

da2) = 01,3y = lp~, d(2,3) = C

et la DM ¢ € Az définie par

est représentée comme

DEFINITION 4.2.1 Pour tout entier positif [ > 0, I'action Avance ou Retard
Généralisée du monoide produit B* sur A;, notée G;, est définie par

VéeN YueB' VY(,j)eD  (6-u); =0, (). A

Il est immédiat que G; est en effet une action, puisque I'action Avance ou
Retard est appliquée indépendamment dans chaque coordonnée.

EXEMPLE 4.2.2 I[’action G3 applique des triplets de mots sur I’ensemble des
vecteurs sur A indicés par Dj :

g3 . AgXB*g — A3.

Le vecteur (cc, 15+, ¢) appliqué sur n donne

1g- 1p+ cc
( b 1§*> : (CC7 ]-B*7C) = (CC c

ol
N——
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Le vecteur (1p+, ¢, c) appliqué sur ce résultat donne

<& i) (1 cc) = (5 1,;)

Puisque G3 est une action, on obtient la méme DM en appliquant sur 7 le
vecteur (cc, 1p«,c)(1ps,c,c) = (cc,c,ce) :

lp- 1p- (ce. . cc) = ¢ 1p
1B* T N C ’ A\

Remarquons que la définition est une généralisation cohérente de
I’action Avance ou Retard, puisque

g = 0.

4.2.2 L’expansion avance ou retard de 7'

Avec la définition de G;, on peut généraliser le produit du carré de 7 par
G comme suit :

DEFINITION 4.2.2 L’expansion avance ou retard de 7 est le produit de 7
par 'action G; :

T'xG = (Q'x A, A, B G, I'x{n}, T" x A))

et les transitions de 7' x G, sont définies par

alu / ! alu
G {(p, ) — (q,9) u, P q} :

EXEMPLE 4.2.3 On illustre sur la figure I’expansion avance ou retard
d’une partie du cube d’un transducteur. On y voit que toute DM a au moins
une coordonnée dont le coefficient est le mot vide. Les symétries dans 73
permettent de conclure qu’il en est de méme dans tous les états finaux de
T3xG3, et il suit du théoréme[4.2.1 énoncé ci-dessous que le transducteur est
2-valué.

Une partie de 73xG? pour un autre transducteur, aussi 2-valué, est illustré
sur la figure 4.2, Contrairement au produit précédent, cette expansion est
infinie. A
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al|c a‘c
%\/_b_?@
) a

ble
blc ale
alc?
b|1
blc

Fi1G. 4.1 — L’expansion avance ou retard d'une partie du cube d’un trans-

bl(c,c, 1)

y—_— Cﬁ@b“c,c,c}

ducteur (le mot vide est noté 1). Il s’agit du produit de la partie accessible
a partir de (p, p,p) et co-accessible a (p, q,q) (ou la premiere coordonnée est
fixée a 1’état p) par Gs. Tous les états sont finaux.

La généralisation du théoreme |2.5.1 s’énonce comme suit :

THEOREME 4.2.1 Un transducteur T est k-valué si, et seulement si, pour
tout état final accessible (q,d) de T*T1 x Gy, le vecteur § a au moins une
coordonnée dont le coefficient est égal a 1p-.

PREUVE Pour tout entier [ > 1, il vient de la définition des transitions de
T'x G, que
flu

pour tout chemin ¢ : (p,d) — (a4,7), v=0d-u. (4.2)
T'xG;

Si ce calcul est réussi, et donc 6 = 7, on a que pour toute coordonnée
(1,7) € Dy, 6;; est la différence entre les sorties des projections de ¢ sur ¢ et

j:
’yi,j = 1B* . (ul,uJ) = ui_luj.
Ces sorties sont égales si, et seulement si, ; ; = 1p-+. Il ne reste qu’évoquer
la remarque faite au début de la section précédente (proposition 4.2.1) : 7
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all bla

La partie accessible a partir de

11,1
all b[(1,1,1) bl (1,a,1)

(p,p,p) et co-accessible & (p, g, r)

' b|1
@— du cube d’un transducteur 7.
i Tous les états sont finaux.
@
all
all
()
b|a

Le produit (infini)
de cette partie par
Gs. Les régions
en gris couvrent
les ensembles de
DM dans les états
de T3 xG3 qui se
projettent sur un
méme état de 73.
Les sorties des
transitions poin-
tillées sont égales
a(lpx,1p«,1p).

F1G. 4.2 — Une partie de I'expansion 73 x Gs d’'un transducteur.
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est k-valué si, et seulement si, pour tout calcul réussi de 7**! il existe au
moins une paire de projections qui ont la méme sortie. U

Pour tout état q de 7%+ on note X(q) I'ensemble des différences mul-
tiples associées & q dans la partie accessible de 75! x Gy, :

X(q) = {6 € Aps1 | (g,6) accessible in 75 x Gy | (4.3)

EXEMPLE 4.2.4 (CONTINUATION DE L’EXEMPLE 4.2.3) On voit dans l'ex-
pansion avance ou retard illustrée sur la figure 4.2/ que les différences multiples
attachées a ’état (p, q,r) forment un ensemble infini,

X = {7 4) 1o {(“ ) 1esof

Comme le montre cet exemple, les ensembles X (q) peuvent étre infinis
pour k > 1 (méme si 7 est k-valué). Donc, le théoreme|4.2.1/ne présente pas
une caractérisation effective. On va montrer par la suite comment « résumer »
chacun de ces ensembles dans un objet fini, et comment construire ces objets
de fagon efficace. Ceci permettra de tester si 7 est k-valué avec une analyse
de ces ensembles dans les états finaux de 75+,

4.2.3 Caractérisation finie des transducteurs k-valués

On décrira dans cette section ce que nous appellerons la transversale de
T+ % Giy1, structure finie qui capture une certaine information contenue
dans ce produit permettant une caractérisation effective des transducteurs
k-valués. On montrera a la section [4.2.4 comment cette structure peut étre
construite avec un parcours de 7"t et on calculera la complexité de ce
parcours.

L’idée sous-jacente a la transversale de 7**'xG;,1 est d’associer & chaque
état q de 7%*! un nombre fini de vecteurs. Intuitivement, ces vecteurs inter-

sectent, dans au moins une coordonnée, chaque différence multiple contenue
dans 'ensemble X (q).

Commengons avec une motivation pour la définition de ces vecteurs :
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EXEMPLE 4.2.5 (CONTINUATION DE L’EXEMPLE 4.2.4) On dit qu'une DM
v € A; traverse un ensemble X C A; si

V5 € X, 3 (Z,j) € Dl tel que 6@',]’ 7£ 0 et ’}/7;7]' = (52'7]'.

Posons Z = X ((p, q,r)), ensemble décrit explicitement a I'exemple(4.2.4 :

{7 2 o) () )

Toute DM ayant une des formes suivantes traverse Z :

1p« 1p- 1« 1p~
at )’ at

Pour chacune de ces deux DM, il existe exactement une DM dans Z dont
I'intersection se vérifie dans une coordonnée contenant a' ou Et; pour les
autres DM dans Z, l'intersection se vérifie dans une coordonnée contenant le
mot vide.

Il n’existe pas de DM traversant 1’ensemble suivante :
of(")- ("))
15+ a AN

Autrement dit, une DM + traverse un ensemble X s'il existe une intersec-
tion entre v et chaque élément de X. Mais rien n’empéche l'existence d'une
coordonnée (i, j) ou aucune de ces intersections a lieu.

On dira que v est une transversale pour X si de telles coordonnées « in-
utiles » n’existent pas. Et pour se débarrasser de ces coordonnées, on va per-
mettre l'existence de « trous » dans une différence multiple. Formellement,
on plonge A dans I’ensemble

Hy = [AU{1}”

ou L désigne une coordonnée non définie. Chaque élément dans H;, vecteur
sur A U {1} indicé par Dy, est appelé une différence multiple partiellement
définie.
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DEFINITION 4.2.3 On dit qu'une différence multiple partiellement définie
est une transversale pour un ensemble X C H; si, et seulement si,

Vo e X, 3 (’l,j) < Dl tel que 6@',]’ # 0, (57;7]' % 1 et Yij = (5i,j
et

V(Z,]) S Dl, si Yi,j 7& 1, alors 40 € X tel que 61‘7]' 75 0 et Yij = (SZ'J'.

On dénote par
tv (X)
I’ensemble des transversales de X. A

Remarquons que toute transversale a au moins une coordonnée définie,
et aucune coordonnée n’est égale a 0.

On voit a 'exemple suivant que tv (X) peut étre un ensemble infini :

EXEMPLE 4.2.6 (CONTINUATION DE L’EXEMPLE [4.2.5) Soient

1* 1* ]_* 1*
Xlz{(B Bt>|t>0}, X2:{<B _Bt)lt>0}-
a a

L’ensemble des transversales pour les différences multiples associées a
I'état (p,q,r) de T2 est 'ensemble infini suivant :

tv(Z):XlLJXgU{(lB* 1f)} N

La transversale de ’Tk“xgkﬂ est 'attribution a chaque état co-accessible
q de 7F*1 du sous-ensemble de transversale minimales de tv (X (q)) selon un
ordre d’« inclusion » sur H; :

[ C ~ si, et seulement si,

~ coincide avec 3 dans toutes les coordonnées définies de [3.

L)~ a

Par exemple,
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Pour tout X C A;, on note
m(X) = min(tv (X))

I'ensemble des transversales minimales de tv (X)) selon l'ordre C (si tv (X) =
@, on pose m(X) = @).

Il n’est pas vrai que I’ensemble des éléments minimaux d’un ensemble
quelconque X est fini. Par exemple, avec la notation de ’exemple [4.2.6 on a

min(X1 U XQ) = X1 U XQ.

On constante pourtant qu’il existe toujours un mombre fini de différences
minimales dans tv (X) :

PROPOSITION 4.2.2 Pour tout X C A, l'ensemble m(X) est toujours fini,
et de plus card (m(X)) < 2!,

EXEMPLE 4.2.7 (CONTINUATION DE L’EXEMPLE [4.2.6) L’ensemble tv (Z)
décrit dans 'exemple contient une seule transversale minimale :

=" 1)y A

L’énoncé suivant, conséquence immédiate du théoreme et de la défi-
nition de transversale, est la caractérisation finie annoncée des transducteurs

qui réalisent une relation k-valuée. Dans cet énoncé on note pour chaque état
accessible q de 7*+!

m(q) = m (X(q)).

THEOREME 4.2.2 Un transducteur T est k-valué si, et seulement si, pour
tout état final et accessible q de T*+1 il existe au moins une différence par-
tielle v dans m(q) dont les coefficients définis sont égaux a 1p-. O

Remarquons que la caractérisation de la fonctionnalité de Béal et. al est
cohérente avec cet énoncé (cf. théoreme[2.5.1).

On appellera 'ensemble m(q) la valeur de q. De fagon cohérente, on
appellera valuation de T*t! la famille des ces ensembles, ce qui est un autre
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nom pour la transversale de 7**! x G,.,;. Notre algorithme pour décider si
T est k-valué, qui sera décrit a la section suivant, consiste a construire cette
valuation puis vérifier, dans chaque état final de 7%*!, la condition énoncé
dans le théoreme 4.2.2.

La preuve de la proposition 4.2.2 clot cette section. On aura besoin d'une
caractérisation des transversales minimales :

LEMME 4.2.1 Soit X C H;. Une transversale v € tv (X)) appartient ¢ m(X)
si, et seulement si, pour tout (i,7) € Dy tel que ~;; # L il existe 6 € X tel
que (i,7) est la seule coordonnée définie de § ot & et v coincident.

PREUVE Supposons que 7 appartient a m(X). Si (¢, j) était une coordonnée
qui contredit 1’énoncé, alors la DM obtenue a partir de v en remplacant la
valeur dans (7, j) par L serait une transversale pour X plus petite que 7.

Réciproquement, si y € tv (X) est tel que pour toute coordonnée définie
(7,7) il existe une DM § € X qui ne coincide avec vy que dans (i,7), alors
toute DM dont la coordonnée (i, 7) n’est pas définie ne peut pas avoir une
coordonnée dont le coefficient est commun avec §. Par conséquent, aucune
DM plus petite que v ne peut étre une transversale pour X. Il

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.2 Le domaine d'une différence partielle
0 € H; est I'ensemble de coordonnées

domé = {(i,j) € Dy | 6;; # L}
On va prouver
VPC D, card ({§ € m(X) | dom§ = P}) < card (P)!% (4.4)
Ceci établi la proposition avec une borne supérieure plus précise :
card (m(X)) < card (P(D,)) x card (D;)1? < 2H-D+20-1))* (4.5)

(des que card (D)) < (I — 1) et n! < 2%, pour tout entier positif n). La
preuve de (4.4) est par induction sur d = card (P).

Pour d = 1, il vient de la définition de tv (X) qu’il existe au plus une
différence partielle dans tv (X) dont le domaine est un singleton.

Soit d > 1. Pour une coordonnée (i,j) € P et un mot x € A\ {0}, soit

Y ={§em(X)|domé = P}, Yije={0€Y |d;; =a}.
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On va montrer
V(i,j) € P,Vee A\{0},  card (Yi,.) < ((d— 1)) (4.6)

Avant de prouver , montrons la fin du pas d’induction. Soit S un
sous-ensemble maximal de Y qui satisfait la propriété suivante : pour tout
(k,l) € P, les coefficients dans cette coordonnée des différences partielles
dans S sont deux a deux distincts. De la maximalité de S, on a que, pour
tout 6 € Y, il existe v € S et (k,l) € P tels que dx; = yx,. On a alors que

card (V) < card (S) xdx card (Yp.2)
ce qui, par (4.6), est borné par
card (S)x dx ((d — 1))
On a aussi

card (S) < d.

En effet, soit v € X. Du fait que toute différence partielle dans Y est une
transversale pour X, et de la définition de S, on a que des différences partielles
distinctes dans S « intersectent » v en des coordonnées distinctes. Il existe
au plus d = card (P) coordonnées ou cela peut se produire, donc au plus d
différences partielles dans S. On vient de conclure le pas d’induction.

Pour montrer , Soit
Z={5eX|b; 42}, W={Eem(Z)|dom¢=P—{(i)}}.
Par I'hypothese d’induction on a
card (W) < ((d — 1)!)2.

On va montrer que

card (Y(; 5).) < card (W) .

Pour cela, on va montrer que pour tout v € YJ; j) ., la différence partielle '
obtenue de 7 en remplagant la valeur dans (7, j) par L appartient a W. Donc,
7+ 7/ est une bijection entre Y(; ;) et W, ce qui conclut la preuve.

D’abord, remarquons que

domy’" = P —{(1,)}.
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Ensuite, comme 7 est une transversale pour X, pour toute différence partielle
0 dans Z il existe une coordonnée ou 0 et vy coincident. Comme 7, ; = =z,
cette coordonnée est différente de (7, 7). Ainsi, 7' est une transversale pour
Z. Finalement, comme ~ est minimal dans tv (X), il vient du lemme [4.2.1
que pour toute coordonnée (7', j') # (7, 7) telle que vy # L, il existe § € X
tel que la seule coordonnée ou v et § coincident est (7', j'). De la définition
de Z, on a que 6 € Z, et encore par le lemme|4.2.1} on obtient 4" € m(Z).O

4.2.4 Test effectif de la caractérisation

On supposera fixé dans cette section un ordre topologique dans le graphe
quotient de 7**! sur ses composantes fortement connexes (CFC, pour faire
court).

Notre construction de la valuation de 7%*! est une conséquence de deux
propriétés des ensembles de transversales minimales m(q). On les appelle
stabilité et dépendance. On va les énoncer ci-dessous, et ensuite décrire 1’al-
gorithme. On donnera les preuves de chacune de ces propriétés apres la des-
cription de I'algorithme.

Stabilité
La premiere propriété établit que, pour tout état accessible q de 7*+!,
I'ensemble m(q) est « stable » dans la composante fortement connexe de 7 *+1

qui contient q.

DEFINITION 4.2.4 On dit qu'une différence multiple partiellement définie
est stable dans un état q de 7**! si pour tout cycle

on a

PROPOSITION 4.2.3 Soit q un état accessible de T*+'. Toute différence dans
m(q) est stable dans q.
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Le corollaire suivante découle directement de cette propriété. Dans son
énoncé, on a étendu 'action avance ou retard généralisée aux ensembles de
différences partielles, ou I’élément L est considéré comme un point fixe :

VXCH YueB' X.-u={5-u|deX}.

COROLLAIRE 4.2.1 Sip et q sont deuz états de T*' dans une méme com-
posante fortement connexe, pour tout chemin

flu
—_
Tkl
on a que
m(q) = m(p) - u. O
Dépendance

La seconde propriété assure que la valeur d’un état q ne dépend que des
valeurs des états qui précedent et sont adjacents a la CFC de q.

Pour I’énoncer, on aura besoin d’une opération entre des ensembles de
différences partielles :

DEFINITION 4.2.5 Etant donnés deux différences partielles (3 et v dans I'en-
semble partiellement ordonné H;, on note 5 V « leur majorant le plus petit,
qui existe si, et seulement si, 3 et v sont compatibles dans leurs coordonnées
définies. On définit aussi

VX,YCH, XVY=mn{BV~y|BeX, yeY} A

Il est une conséquence formelle de cette définition que 'opération V est
commutative et associative, et que si X et Y sont finis, alors X V Y est fini,
sa cardinalité étant bornée par le produit des cardinalités de X et Y

Pour tout X C Hy,; et tout état g de 75!, on note

stq (X) ={y € X | v stable dans q}.
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PROPOSITION 4.2.4 Soit q un état de T et C sa CFC. Soit 1(C) l'en-
semble des transitions qui arrivent dans C' a partir d’autres CFC, c¢’est-a-dire,

I(C’):{e:p%r |p§ZC’,r€C’}.

Pour chaque e : p LN r € [(C), firons un chemin quelconque ¢ : r A, q
Th+1 Th+1
et posons
X, = stq (m(p) - (uv)). (4.7)
On a
m(a) =V ., Xe
Algorithme

En se basant sur les propositions [4.2.3/ et 4.2.4, on peut construire la
valuation de 7**! comme suit.

L’algorithme commence avec la définition d’un état initial « subliminal »
i ayant des transitions sortantes étiquetées par 1g- qui se terminent dans les
états initiaux de 7**!. La valeur initiale m(i) est 'ensemble des différences
partielles ayant exactement un coefficient défini, qui est égal a 1p-.

L’algorithme construit la valuation avec un parcours des composantes
fortement connexes de 7**! dans un ordre topologique fixé.

Pour chaque composante C, un état q est choisi. La construction de ’en-
semble X., pour chaque e : p ?ak'% r € [(C), est faite comme suit : d’abord,

le sous-ensemble de m(p) - u des différences stables dans C', soit X, est cal-
culé; pour décider si une différence dans m(p) - u est stable, un parcours de
C, avec I'application des sorties des transitions, est réalisé. La fagon dont ce
parcours est fait (en largeur ou en profondeur) n’est pas importante : 'algo-
rithme simplement visite une seule fois chaque transition de C, et vérifie si
la valeur construite dans I’extremité (avec I’application de la sortie de cette
transition a la valeur de I’état d’ou elle sort) n’est pas distincte de la valeur
déja attribuée a cet état (s’il a été déja visité). On a alors que X, = X - v
(o v est la sortie du chemin fixé dans (4.7)). Ensuite, la valeur de q est
construite a partir des ensembles X, avec 1'opération V.
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D’apres le corollaire [4.2.1, il est possible de calculer a partir de m(q) (la
valeur de 1’état choisi q) la valeur des autres états dans C' : on vient de
construire la valuation de cette composante.

EXEMPLE 4.2.8 (CONTINUATION DE L’EXEMPLE 4.2.7) Une exécution de
lalgorithme est illustrée sur la figure 4.3l On y voit que la valeur de 1’état
(p,q,7) est un singleton obtenu avec 1'application de V aux différences par-

(1 B J_) (J_ 1 B*>
et
1 L
Le résultat est égal a

wram={(" )} :

Preuve de la proposition [4.2.3 (stabilité)

tielles suivantes :

Supposons que v € m(q) n’est pas stable dans q, c’est-a-dire :

3(i,j) € D, e q % tel que v, #L et i #F v (W, uy).

Comme v est minimal, il existe, par le lemme [4.2.1, 6 € X(q) tel que
(i,7) est la seule coordonnée définie de § ou 7y et ¢ coincident. Soit P 'en-
semble des coordonnées définies de 0 avec coefficient différent de 0 et P’ C P
celles qui sont stables par rapport au cycle ¢, c’est-a-dire (i’,5') € P’ si, et
seulement si, dy j = 0y + (uy,uj). On va établir qu'il existe un entier r
tel que les différences partielles § - u” et v n’admettent pas de coordonnée
dont les coefficients sont définis et égaux. Ceci contredit le fait que v est une
transversale pour X (q), des que § - u” € X(q).

Comme les coefficients de § dans les coordonnées dans P\ P’ ne sont pas
stables dans c, il vient du lemme [3.2.2 qu’il existe un entier r tel que

E=06-u" satisfait V(i',j) € P\ P, iy # &

On a aussi

V(') e P, iy # &y
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all ey
" (" -
p //,:»;;\‘n\\ - o

all
all

bla

FIG. 4.3 — Les valeurs m(q) (régions en gris) pour la partie du cube 72 illus-
trée sur la figure4.1. Dans cette partie, les composantes fortement connexes

sont {(p,p,p)}, {(p,p, @), (p, 0, ")}, {(p. @ p), (0.7, 0) }, {(py a0, 7). (7, @) }- Les
sorties des transitions pointillées sont égales a (1p«, 1+, 15+).




164 Décidabilité

En effet, soit (7', j') € P’. Par la définition de P, 0, ; est stable dans ¢, donc
O g = &ir - (4.8)

Par I'hypothese que §;; = 7;, et 7;,; n’est pas stable dans ¢, (7,j) ¢ P’
Comme (7, j) est la seule coordonnée définie ot ¢ et 7y coincident,

Oir g 7 Vit - (4.9)

De (4.8) et (4.9) on obtient
%",j’ ;é fi’,j"

Le coefficients de £ dans les coordonnées n’appartenant pas a P sont soit
non définis, soit égaux a 0. Donc, £ et v n’ont pas de coordonnée avec le
méme coefficient.

Preuve de la proposition 4.2.4 (dépendance)

Afin de montrer la proposition [4.2.4, on nécessitera de deux lemmes.

LEMME 4.2.2 Pour tout e € I(C), soit

Y. = {(5 € Apy1 | (a,0) accessible dans T x Gyyy

par un chemin dont la projection sur T*™' contient e} .

On a
X, =m(Yy).

PREUVE On va d’abord montrer que

m(Y;) C X..

Soit 0 € m(Y,). Rappelons la définition de X, dans (4.7). D’elle vient que

montrer 6 € X, est équivalent a montrer

0 est stable dans q
et il existe une différence partielle £ € m(p) telle que £ « (uv) = 0.
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La preuve que ¢ est stable est une répétition de celle que 'on a fait pour
la proposition 4.2.3!

Ensuite, on construit la différence partielle souhaitée £ dans m(p) comme
suit : & ; # L si, et seulement si, 0, ; # L; pour tout (i,j) € Dyiy tel que
0ig # L, &y = (uv); 6;5(uv);.

Pour montrer que £ € m(p), on va d’abord montrer que £ est une trans-
versale pour X(p). Soit v une différence partielle quelconque dans X(p).
De , on a qu’il existe un chemin i % p, ou i est un état initial, tel
que

v=1n+W.
Donc on peut construire le chemin

glw alu flv

i P r
Th+1 Th+1 Thtl

et encore de (4.2) il vient que
vyeu-v ey,
Comme ¢ est une transversale pour Y,
3(i,j) € Dyy1 tel que 6, = (y-u-v);,.
Cela, avec la définition de &, implique
§ij = Vi
Comme ~ est arbitraire, on a que £ est une transversale pour X (p).

Ensuite, on montrera que £ est une transversale minimale pour X (p). En
vue du lemme 4.2.1, on doit montrer que, pour tout (i,j) € Dyyq tel que
&.; # L, il existe une différence multiple dans X (p) qui coincide avec & dans
(,7) et seulement dans cette coordonnée. On dérivera une telle différence
multiple du fait que 0 est une transversale minimale pour Y.

Comme &;; est défini, il en est de méme pour 9; ;, et comme ¢ est une
transversale minimale pour Y, il suit du lemme 4.2.1 qu’il existe ¢ € Y, tel
que (i, ) est la seule coordonnée définie ou §;; = (; ;. Par (4.2), il existe un

h|z

chemin i —d qui contient e et tel que ¢ = n - z. On peut factoriser ce
T
chemin comme L
LRSI LI\ S (4.10)

Th+1 Th+1 Th+1
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La différence partielle - w a les propriétés souhaitées. Qu’elle appartienne a
X (p) est une conséquence de (4.2). Du fait que 0 est stable dans q, on dérive

V(m,n) € Dy Ommn = ((n+ W)+ (@V))mn
si, et seulement si, &, = ((n-w) - (W), (4.11)
et par la définition de &,
V(m,n) € Dy Emn = (1 W)mn
si, et seulement si, . = (7 W)+ (UV))sn-

Comme
¢=n-w)-(uv),
la seule coordonnée définie ou 7 - w et £ coincident est (i, j).

Ensuite, on va montrer que

Xe € m(Yy).

Soit § € X, ; il existe une différence partielle £ € m(p) telle que
d=¢&- (uv).

On va montrer que 0 est une transversale pour Y,. Avec cela, on a aussi que
0 est minimal parce que une transversale pour Y, strictement plus petite que
0 impliquerait, en raison de la construction ci-dessous, une transversale pour
X (p) strictement plus petite que &.

h|z
Soit ( € Y,. Par (4.2) et la définition de Y, il existe un chemin i # a

qui commence dans un état initial, qui contient e et est tel que ( = n - z.
On peut factoriser ce chemin comme dans (4.10). Par (4.2), n - w € X(p).
Comme £ est une transversale pour X (p), il existe une coordonnée (i, j) telle
que
§ij = (0 W)ij.

Donc,

0i5 = ((n-w) - (av))i;
et il suit de (4.11) (et du fait que ¢ = (n-w) - (uv’)) que

dij = Gig-

Comme ( est arbitraire, on a que J est une transversale pour Y. O]
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LEMME 4.2.3 Pour tout X,Y C H,

mXUY)=m(X)Vm().

PREUVE On va d’abord montrer que
mXUY)Cm(X)Vm(Y).

Soit § € m(X UY). Soit v une différence partielle quelconque possédant les
propriétés suivantes :

v £ J; «v est une transversale pour X.

Soit ¢ une telle différence partielle par rapport a Y. Il vient directement du
choix de ces différences partielles que

vyem(X), £em(Y).

Ensuite, on a que
0 =7V,

puisque au contraire § ne serait pas minimal dans tv (X UY). On a aussi
qu'il n’existe pas 7' € m(X) et & € m(Y") tel que 7' V &' est strictement plus
petit que ¢, puisque dans ce cas 7' V £ serait une transversale pour X UY
plus petite que §. Ainsi, de la définition de 'opération V on a

dem(X)Vvm(Y).
Ensuite, on va montrer
mX)vmY)CmXUY).
Soit 6 € m(X) V m(Y). De la définition de V on a
dyem(X)IEemYy) telsque d=vVE.

Comme 7 est une transversale pour X et £ est une transversale pour Y, on
a que 0 est une transversale pour X UY. Si § n’était pas une transversale
minimale, c¢’est-a-dire, s’il existait une transversale ¢’ pour X UY strictement
plus petite que 9, alors on pourrait trouver a partir de ¢ deux différences
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partielles dans m(X) et m(Y") respectivement (comme avant) telles que soit
la différence partielle dans m(X) est strictement plus petite que 7 soit la
différence partielle dans m(Y’) est strictement plus petite que . Contradiction
avec la minimalité de v et £. Alors,

JemXUY). 0

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.4/ Rappelons la définition des ensembles
Y, dans le lemme 4.2.2] L’union de ces ensembles est X (q). Alors,

m@=m| |J ¥ |. (4.12)

ecI(C)
Du lemme il vient que
m(q) :\/eem m(Y,). (4.13)
Pour conclure, il suffit d’appliquer le lemme [4.2.2! O

Bilan de la complexité

La complexité de notre algorithme dépend des parametres suivantes de 7 :
n (le nombre d’états), m (le nombre de transitions), ¢ (la longueur maximale
des sorties des transitions) et k.

Un élément fondamental pour 'analyse est la proposition suivante, qui
établie une longueur maximale pour les coefficients des différences contenues
dans la valuation de 7*+! :

PROPOSITION 4.2.5 Pour tout v € m(q), si v;; est défini, alors |y ;| <
Ink+1

PREUVE On va prouver que pour tout coefficient défini v; ; il existe un che-

I : e : ,

min i —— q qui commence dans un état initial, qui ne contient aucun cycle
Th+1

et qui satisfait v; ; = @;u;. Ceci établit que |y; ;| < €n*™, puisque 7" a au

k+1

plus n"™* états.
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Un tel chemin peut étre construit par induction sur un ordre topologique
des composantes fortement connexes de 7*+1!.

Soit C' une CFC de q. Supposons que pour tout état p plus petit que ceux
dans C| toute différence partielle dans m(p), et toute coordonnée définie, il
existe un tel chemin.

De la proposition 4.2.4/il vient qu’il existe une transition e : p LI €

I(C), un chemin ¢ : r ELR q et une différence partielle § € m(p) « (uv) telle
que §;; = ;. Soit & € m(p) tel que 6 = & - (uv). Par hypothese, il existe un

. . glv _
chemin sans cycles de la forme d : i — p tel que §; ; = v;v;, et comme on

peut supposer sans perte de généralité que ¢ ne contient aucun cycle, on a
que dec est un chemin comme souhaité. O

THEOREME 4.2.3 Soient T un transducteur k un entier positif. Il est déci-
dable en complexité O(25*+V* ppk+lmb+1) i T est k-valué.

PREUVE Tester si une différence partielle est stable dans un CFC avec s
transitions peut étre fait en complexité

O(K*tnFt1s).

De la proposition [4.2.2] il vient que tout m(q) a au plus 2+ Jiffé-
rences partielles, donc la construction de chaque ensemble X, peut étre fait
en complexité

0(2(k+1)4 k2€nk+1s)
et chaque opération V en
0(24(k+1)4k2€nk+1)‘
La complexité globale est donc O(25¢F+D* gpht1pyk+1y, O
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4.3 Appartenance a Ratg, (A" x B*)

La preuve de Weber [47] pour la décidabilité de l'existence d’un entier
limitant les cardinalités des images d’'un transducteur (théoreme 4.1.4) est
faite en deux pas, indépendants I'un de l'autre. La premier est une caracté-
risation des transducteurs dont la norme est finie a partir de certains motifs
de chemins ; le second est un algorithme pour détecter ces motifs. La preuve
que nous donnerons ici pour ce probleme suivra la méme idée.

Avec un schéma similaire, Weber et Seidl ont établit la décidabilité de
la classe des N-automates qui réalisent une série bornée [52], dont la ca-
ractérisation peut étre aussi dérivée d’un travail de Mandel et Simon [31]
— le premier, avec celui de G. Jacob [25], & donner une réponse positive a
la question. La preuve de Mandel et Simon, a son tour, est une réduction
a la décidabilité de la finitude d’'un monoide finiment engendré S de ma-
trices dans N™", basée sur une caractérisation des éléments de N qui sont
torsion (lemme 2.6 dans [31]). Ce résultat, avec un théoreme classique de
McNaughton et Zalcstein [32], implique la caractérisation de Weber et Seidl.
Toutefois, 1'algorithme de Mandel et Simon ne tire pas partie de facon expli-
cite des motifs de chemins présents dans cette caractérisation, et dépend d’un
théoreme plus fort, qui ramene la finitude de S a une propriété décidable sur
les éléments idempotents dans un espace fini (le monoide des matrices sur
Ny = {0, 1,w}). Ce théoreme, qui passe par le théoreme de Ramsey, fournit
une borne supérieure pour S en fonction de n et de la taille de I'alphabet de
I’automate, et une procédure de complexité exponentielle.

La caractérisation des transducteurs de norme bornée donnée dans [47]
est tres technique, en partie du au fait qu’elle permet de calculer une borne
supérieure pour la norme. Dans notre preuve, on introduira dans un premier
temps une caractérisation équivalente, les motifs C1 et C2 énoncés dans le
théoreme [4.3.4, On donnera une preuve simple de I'une des directions de ce
théoreme avec le revétement Avance ou Retard et la caractérisation des N-
automates bornés de Mandel et Simon. Plus précisement, on montrera que
si 7 satisfait C1 et C2, alors le revetement Avance ou Retard de 7 permet
de construire un transducteur équivalent et dont 'automate d’entrée sous-
jacent réalise une série bornée, ce qui est équivalent a dire que la norme de
ce transducteur est bornée.

Ensuite, on montrera comment cette caractérisation peut étre testée dans
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un certain sous-transducteur du produit de 7 par I’action Avance ou Retard
(théoreme4.3.5). Intuitivement, 7 réalise une relation de norme bornée si, et
seulement si, ce sous-transducteur est fini (dont le nombre d’états est borné
par un polynome ne dépendant que de la taille de 7). Une propriété de
compatibilité des différences dans ses états permettra de monter que ce teste
peut étre fait en complexité O(Ln?(n® + m?)) (théoreme [4.3.6).

4.3.1 Caractérisation des N-automates bornés

On dira qu'un N-automate A est borné s’il existe un entier k tel que son
comportement est une série ot aucune multiplicité n’est plus grande que k :

Vue A* A <k

La caractérisation que I'on va introduire prochainement pour les transduc-
teurs de norme bornée dépend de la caractérisation des N-automates bornés
implicite dans la preuve de Mandel et Simon (section 2 de [31]) et mise en re-
lief par Seidl et Weber (section 3 de [52]). Celle-ci consiste a identifier certains
motifs de chemins « interdits » qui produisent des multiplicités croissantes.
On va ici la décrire (théoreme 4.3.2) et pour que la présentation de notre
algorithme soit complete en donner une preuve combinatoire.

La preuve de Mandel et Simon est une caractérisation des matrices qui
sont torsion par rapport au produit, c’est-a-dire, qui engendrent un semi-
groupe fini (¢f. lemme 2.6 de [31]). Il s’agit de montrer qu'une matrice est
torsion si, et seulement si, son graphe ne contient aucun chemin interdit :

LEMME 4.3.1 (MANDEL-SIMON 1977) Une matrice m € N™" est torsion
si, et seulement si, son graphe ne contient ni un cycle lourd, nit un haltere.

On obtient alors une caractérisation des N-automates bornés a partir du
lemme 4.3.1 et d'un résultat général classique du type « Burnside » de R.
McNaughton et Y. Zalcstein :

THEOREME 4.3.1 (MCNAUGHTON-ZALCSTEIN 1975) Soit S un semigroupe
de matrices (de dimension n) sur un corps. Si tout élément de S est torsion,
alors, pour tout sous-ensemble fini X C S, le sous-monoide de S engendré
par X est fini.
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Celle de Seidl et Weber est fondée purement en des constructions avec
A, et ne passe pas par le théoreme 4.3.1. Elle fait apparaitre les motifs que
nous appellerons des halteres et des cycles lourds. Un haltéere d’un état p a
un autre état ¢ est un chemin de la forme

kiu kou ksu
ki, ko, k 0).
p—op—d—oa (R ke ks #0)

Un tel chemin est illustré sur la figure [4.4. Un cycle lourd est un cycle qui
contient une transition avec multiplicité plus grande que 1. Un haltere ou un
cycle lourd sont ce que 1'on appelle un chemin interdit pour cet automate.

ku chﬂ?@ ksu ku
*»(D\/\/V\/\/\f\}gxf\f\/\fv\f\»@»

(a) Un haltere. (b) Un cycle lourd (k > 0).

F1G. 4.4 — Les chemins « interdits » dans un N-automate.

On peut ainsi énoncer :

THEOREME 4.3.2 (MANDEL-SIMON 1977, SEIDL-WEBER 1991)  Un N-
automate émondé A est borné si, et seulement si,

S1 : A ne contient aucun cycle lourd ;

S2 : A ne contient aucun haltére.

A vrai dire, dans Pénoncé original dans [31] on lit, au lieu de S1, le suivant :

S1’: A n’ani un cycle contenant des transitions avec multiplicité
plus grande que 1 ni des cycles distincts avec la méme extrémité
et la méme étiquette.

En présence de S2, les deux formulations sont équivalentes :
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PRrROPOSITION 4.3.1 Soit A un N-automate émondé qui satisfait la condi-
tion S2 du théoréme c’est-a-dire, qui ne contient aucun haltére. Les
conditions suivantes sur les chemins de A sont équivalentes :

S1 : A ne contient aucun cycle lourd ;

S1’: A n’aniun cycle contenant des transitions avec multiplicité plus grande
que 1 ni des cycles distincts avec la méme extrémité et la méme étiquette.

PREUVE 1l suffit de montrer que si A satisfait S1, alors cet automate ne
contient aucune paire de cycles distincts avec les mémes extrémités et la
méme étiquette. Supposons le contraire, et soient ¢ : r % retd:r % r de

tels cycles. Comme ils sont distincts, on peut trouver deux états distincts,
soit p et q, et des factorisations ¢ = cycy et d = didsy, ou ¢; et d; sont des
chemins de r a p et a ¢, respectivement, avec la méme étiquette. Mais dans
ce cas (cac)(cady)(dady) est un haltere, contradiction. O

On donnera une preuve combinatoire élémentaire du théoreme [4.3.2.
PREUVE DU THEOREME 4.3.2 Supposons que A a un cycle lourd
ku
p—p (k> 0).
A
Soient v et w des mots qui étiquettent un chemin d’un état initial 7 & p et un

chemin de p & un état final ¢, respectivement. Alors, pour tout entier n > 0,
le mot vu™w étiquette un calcul réussi de la forme

Z.ki'u k_u) k_u> ktwt
ApApAp"'pA

et donc

(vu"w) |A| > kK" k.
Il en découle que A n’est pas borné. Supposons ensuite que A a un haltere

kiu kou ksu

pApAqu

et soient v et w des mots qui étiquettent un chemin d’un état initial ¢ a p
et un chemin de ¢ a un état final ¢, respectivement. Alors, pour tout entier
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n > 0, le mot vu™w étiquette n calculs réussis distincts de la forme

kiv ku ku kiw

— 11— p—p...p —q—1—,
A A
—>1—>kU k—u> k—u> LN ——)ktwt—>
p.A p pA QA q )
kiv ku ku kiw
-1 —p—q...q —qg—1—
A A
et donc

(vu"w) |A| > kiknk;.
Dans ce cas, 'automate A n’est pas non plus borné.

On tirera la réciproque d’un énoncé plus précis. Soient 4 un automate
avec n états et (A, i, V) sa représentation linéaire, de dimension ). On note

L =max{ap,, |la€ A, p,ge@},

c’est-a-dire, L est la multiplicité maximale des transitions de A. On montrera
que, si u € A* est un mot tel que

ul Al > (Z )\q> (nL)* (Z yq> :

q€eqQ q€Q

alors A doit contenir un chemin interdit.

Posons
Uu=aj...q (a; € Apour 1 <i<1).

Pour chaque 7, 0 < ¢ < [, on définit un vecteur et un ensemble d’états comme
suit (on dénote la ligne p d’une matrice m par mlP!) :

v =X (ay...a)p, X; = {pGQ ‘ ((aigr - .- a))? -1/>()}.

Dans cette définition, on considere
v =\ Xi={pe@ |v,>0}.

Il vient par induction que, pour tout état p, vl(f) est la somme des multipli-
cités des chemins étiquetés par a; ...a; d'un état initial a p, multipliées par

les multiplicités initiales respectives, et que p appartient a X; si, et seulement
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si, A a un chemin de p a un état final étiqueté par a1 ... q; (rappelons que
A est émondé). On a aussi que, pour tout i et j, 0 <i < j <,

Vpe X, 3geX; p%q (4.14)

VqeX; dpeX; p%q (4.15)

VqgeX; vgj) = Z vz(f) (@it1 .. aj)lpg (4.16)
peEX;

On note

.....

arc représente un chemin de A et qui contient un motif interdit. Pour cela,
on va trouver deux indices i et j tels que X; et X; coincident. Soit

Y={eN|1<i<l, ;1 <s;}.
Notons les éléments dans cet ensemble en ordre croissant comme
i1y i
(o m est la cardinalité de Y'). En considérant iy = 0, il vient de (4.16) que
Vi; €Y si;, < 83i,—1)(nL).
Par la définition de Y, on a que Si;_yy < Si; €t S@;—1) = s;(,_,,- Donc,

Vij ey Si(j—l) < Si; < Si(j71) (TLL) .

Ceci implique
s; = 8m < s (nL)™,

et comme

51 (Z uq> > ul Al

q€Q
on doit avoir
m > 2",
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Donc il existe deux indices distincts ¢; et i; tels que
X’L'j = Xij/ .
Soulignons que, en dépit de cette identité, on a
Sij < Sij/-
Posons
XZXij? v:aijJrl...aij,.
L’ensemble de sommets du graphe X est X, et les arcs sont définis par
Vpge X p%%q<=>p%§q

Soulignons que tous les arcs de X ont le méme support — le mot v.

Clairement, un chemin interdit dans X" est aussi un chemin interdit dans
A. On va montrer que ce graphe en a un, et ceci sera tiré de la propriété
suivante, conséquence de (4.14) et (4.15) : chaque sommet de X a au moins
un arc entrant et au moins un arc sortant.

On considérera deux cas. Supposons d’abord que les arcs de X induisent
une permutation de X, c’est-a-dire, X' est une union de cycles. Comme Siy >
s4,, il vient de (4.16) que X’ a au moins un arc avec multiplicité plus grande
que 0. Donc, X contient un cycle lourd.

Supposons que X n’est pas une union de cycles. Donc il existe un état
p € X qui contient au moins deux arcs sortants distincts, soient

v v / /
t .
p—a et pod (@Fd)
Les multiplicités des arcs n’ont aucun role dans ce cas. Comme chaque som-
met de X’ a au moins un arc sortant, ¢ et ¢’ sont accessibles a des cycles; et

comme chaque sommet a au moins un arc entrant, il existe un cycle accessible
a p. Cette situation est illustrée ci-dessous :
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Si ry # ry, alors on peut construire un haltere de r; a o (étiqueté par une
puissance de v). Il en est de méme si r; # r3. Et si r; = r9 = 73, on peut
construire un haltere de ¢ a ¢’ (rappelons que ces deux états sont distincts).[

4.3.2 Caractérisation des transducteurs bornés

Rappelons qu’on dit qu’un transducteur est borné s’il réalise une relation
dont la norme est bornée (et qui appartient donc a Ratg, (A*x B¥)).

La caractérisation de Weber des transducteurs de norme borné (cf. [47]),
énoncée ci-dessous (théoreme [4.3.3), dépend des motifs illustrés sur la fi-
gure que nous appellerons un haltere et un W-chemin. A vrai dire, la
fagon dont cette caractérisation est présentée dans [47] en est 1égerement dif-
férente (puisque W1 et W2 font partie d’un seul énoncé), mais équivalente.
Notre modification permet pourtant d’éclaircir les rapports entre la preuve
de Weber et celle que nous allons présenter.

THEOREME 4.3.3 (WEBER 1989) Un transducteur T est borné si, et seule-
ment si

W1 : T ne contient aucune paire de cycles distincts avec les mémes extré-
mités, les mémes entrées et dont les sorties sont distinctes ;

W2 : T ne contient aucun haltére tel que x1T5 # Tox3;

W3 : T ne contient aucun W-chemin tel que |yz| # |2a].

La condition W1 est clairement nécessaire pour que 7 soit borné.

Si 7 contient un haltere, son automate d’entrée sous-jacent n’est pas
borné. Mais 7 peut étre quand méme borné, puisque les mots de la forme
2} 9 2™ sont deux a deux distincts ou pas selon que 129 et zox3 sont distincts
ou pas. Dongc, la condition W2 est aussi nécessaire pour que 7 soit borné.

Mais ces deux conditions ne sont pas suffisantes : un W-chemin tel que
29 est la seule sortie différente du mot vide satisfait W2, mais les chemins de
p1 & po qui lisent des mots de la forme

wvwuviw. .. uv"w

écrivent n mots distincts.
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u|xy C(gﬂggu T3
—»@ Q}»

(a) Un haltere de I’état p a I’état ¢ formé par les chemins

u|xy ulws u|zs
G=p—p 62=pT>qet03=qT>q-

’U|y2 ’U|ZQ UlU)Q

w|y3 u|w1
uly w]ws
ulzr  w|zs
—@DVWWW\A O—

(b) Un W-chemin de ’état p; a I’état ps, et qui contient
les états q1, p2 et qo.

F1G. 4.5 — Un haltere et un W-chemin dans un transducteur 7.

Dans notre preuve, on introduira une restriction sur le décalage qui per-
mettra de capturer W2 et W3 en méme temps :

THEOREME 4.3.4 Un transducteur T, avec n états et longueurs des sorties
des transitions bornées par £, est borné si, et seulement si,

C1 : T n'a aucun cycle qui contient deuz transitions avec les mémes extré-
mités, les mémes entrées et des sorties distinctes;

C2 : T ne contient aucun haltere cicocs tel que soit x1xe # xox3, S0t T1X9 =
Tox3 et {ciey, cacz) > Ind.

On donnera par la suite une preuve du théoreéme 4.3.4, séparée dans les
propositions 4.3.2 et 14.3.3.
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PROPOSITION 4.3.2 Si un transducteur T est borné, alors il satisfait les
conditions C1 et C2.

On nécessitera du lemme suivant :

LEMME 4.3.2 Si tout W-chemin de T satisfait |ys| = |z2| et tout haltére
satisfait w109 = xox3, alors tout haltére satisfait {cicy, cacz) < In3.

PREUVE La preuve est par contradiction. Soit c¢;cac3 un haltere de longueur
minimale tel que (c;cq, cac3) > ¢n?. 1l existe des préfixes (de méme longueur)
¢y et ¢y de cico et cocs, respectivement, tels que

|AR(c), cy)| > tn®. (4.17)
On considérera séparément le cas ou ¢ est un préfixe de ¢y, et le cas ot la

longueur de ¢ est plus grande que celle de ¢;. Commengons avec le premier
cas. Considérons les factorisations

N/ /A /

ol ¢4 est un préfixe de c3 dont la longueur est égale a celle de ¢;. De (4.17),
on a que la longueur de ces préfixes est plus grande que n?. Donc, il existe
des factorisations

! P g g g AR |V [V 11

ou les longueurs de dy, d} et d] sont égales, les longueurs de dy, dj et dj
sont égales, et da, d), et dj sont des cycles. Soient = et y les sorties de dy
et d,, respectivement. Ces factorisations montrent que cjcocs est aussi un
W-chemin, et par I’hypothese faite sur les W-chemins,

|| = [yl (4.18)

Pour tout r > 0, considérons I’haltere suivant :
by = (didyds)cy, by = (dydy dy)cy, by = (didy dy)cs.

Par hypothese, les sorties de biby et de bybs sont égales. De (4.18) et du
lemme [3.2.2] (¢f. section [3.2.2), on dérive que ceci n’est possible que si

AR(dy,d}) = AR(d1ds, d\d}).
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Mais dans ce cas
|AR(dyds, dydy)| = |AR(cy, &) > (n®

et alors
(didscy, dydycy) > n®,

contradiction avec la minimalité de cjcqocs, puisque (didsc))(d)dscy)(ddycy)
est un haltere de longueur plus petite celle de cicocs.

Maintenant, supposons que la longueur de ¢} est plus grande que ¢;. Soient
ds et d3 les suffixes de méme longueur de ¢y et c3, respectivement, tels que

/ /
C1Cy = Cldg, CoC3 = C2d3.

Soit d; le suffixe de ¢; avec la méme longueur. Comme les sorties de cicy et
de cocg sont égales, on a que la différence entre les longueurs des sorties de
dy et dz est égale a |AR(c], &)|. Donc, cette différence est plus grande que
(n3, et la longueur de d; (et donc de dy et d3) est plus grande que n3. Pour
conclure, il suffit d’appliquer dans les transposés de di, dy et d3 les mémes
arguments qu’avant, et on obtient trois cycles dans ces chemins qui induisent
un haltere contredisant la minimalité de cjcoc3. 0]

PREUVE DE LA PROPOSITION [4.3.2] Si la norme de 7 est finie, il est clair
que 7 doit satisfaire C1.

Tout haltere doit satisfaire la condition z12x5 = x9x3 dans C2, puisque des
mots de la forme x7zo2™ sont soit deux a deux distincts soit égaux selon que
les mots x1x5 et xox3 sont distincts ou pas.

Tout W-chemin doit satisfaire |ys| = |22|, puisqu’au contraire les chemins
de p1 & py qui lisent un mot de la forme uvwuv?w. .. wv" w écrivent n mots
distincts.

Du lemme on a aussi que tout haltere de 7 satisfait (cjca, coc3) <
¢n3. Donc, T satisfait C2. O

La réciproque sera tiré du revétement Avance ou Retard de la caractéri-
sation des N-automates bornés de Mandel et Simon (théoreme 4.3.2).

PROPOSITION 4.3.3 Si 7T satisfait C1 et C2, alors sa norme est bornée.
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PREUVE Supposons que 7 satisfait C1 et C2. Prenons N = /n3, et soit
A lautomate d’entrée sous-jacent de I'immersion Avance ou Retard lexico-
graphique Vy de 7 (cf. section 2.5.3). Comme les calculs réussis de Vy se
projettent sur les calculs réussis de 7, on a directement que Vy satisfait C1,
donc A satisfait S1 (la multiplicité d’une transition e dans A est le nombre
de transitions dans Vy qui se projettent sur e).

Ensuite, comme le décalage entre deux calculs réussis de Vy est égal au
décalage entre leurs projections, on peut conclure que Vy n’a aucun haltere.
En effet, dans le contraire on pourrait trouver dans Vy des calculs réussis
distincts de la forme ceicad et ceacsd tels que (ceicad, ceaesd) < N, ou ¢
est un chemin d’un état initial a p et d est un chemin de ¢ a un état final.
Contradiction avec le fait que Vy est N-séparé. Donc, A satisfait S2. Du
théoreéme[4.3.2] il vient que A est borné, et donc 7 l'est aussi. O

Le théoréme 4.3.4 est ainsi démontré.

4.3.3 Test effectif de la caractérisation avec 73 xG

Il n’est pas difficile de détecter la présence du motif C1 décrit dans le théo-
reme 4.3.4. On va dans cette section établir une caractérisation du motif C2 a
'aide d’un produit de 7 par Paction Avance ou Retard G (théoreme 4.3.5).
On définit 73 x @G de facon similaire & 73 xGs; la différence, c’est que G agit
sur une seule paire de projections, a I'occurrence, la premiere et la deuxieme.
Ensuite, on montrera comment tester cette caractérisation.

THEOREME 4.3.5 Un transducteur T (avec n états et longueurs des sorties
des transitions bornées par () satisfait C2 si, et seulement si, pour toute paire
d’états distincts p et q de T, tout état ((r, s,t),w) de T>xG accessible a partir
de ((p,p,q), 1p+) et co-accessible a un état de la forme ((p,q,q),v) satisfait

w#0, |w| <’

PREUVE Supposons que 7 satisfait C2. Considérons le chemin

fl(z1,22,23) 9l(y1,y2,y3)
——5 ((r,s,t),w) —————

T3xG o (P0:9):0)-

c. ((p>p7 Q)a 1B*)
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Les projections de ¢ produisent ’haltere suivant :

¢1:p flz - glya D, c:ip flze s gly2 4, cs3:q flws " glys
b T r T T r T T T
Comme 7 satisfait C'2, z; et x5 doivent étre des préfixes d’un méme mot et

le décalage entre ¢; et ¢y est au plus ¢n3. Comme w = 1g- « (21, 2), on a que
w # 0 et |w| < Ind.
Réciproquement, supposons les conditions sur les états de 73 x@.
Soit
ulxy u|zo ulzs

GG:p——p, C:p——4q C:.q—4(g

un haltere. On va d’abord montrer que x1x9 = xox3. Il est seulement néces-
saire de considérer le cas ou z7 et x3 ne sont pas tous les deux égaux au mot
vide.

Pour tout r > 0, considérons le chemin

ur|(zT ,zoxh L ,xh) _
R . ((paQ7Q)>wl)’ w' = lp- (lﬂlnax2l'§ 1)

c: ((pap7 q)alB*) TG

qui se projette sur ’haltere
(c7) (c2c5™")(cH).
Par I'hypothese sur 73x @,
w #£0, |w|<mP.

Ceci implique que
71| = |w3]. (4.19)

En effet, le contraire impliquerait que pour r > |x5| 4+ ¢n?; soit w’ = 0, soit
jw'| > (n®.

Ensuite, soit r I'entier le plus petit tel que
1| > 22| 4 |2s].

Comme w’ # 0, les sorties de ¢] et coc3 doivent étre des préfixes d’'un méme
mot. On dérive de cette remarque et de des factorisations

Ty =wz, 2= W, I3=2zW,



4.3 Appartenance a Ratg,(A*x B*) 183

ce qui montre que
T1T9 = T2X3.

Maintenant, on montrera que (cics, cacz) < ¢n3. En virtu du lemme 4.3.2
il suffit de montrer que, pour tout W-chemin, les longueurs des sorties y, et
2, sont égales. En effet, si ceci n’était pas vrai, alors, dans la partie de 73xG
accessible a partir de ((p1,p1,p3), 1<) et co-accessible a un état de la forme
((p1,p3,p3), 2), il existe un chemin

ul(y1,21,w1) v|(y2,22,w2) v|(y2,22,w2)
—_— —

((plaplap?))alB*) ((Q1,p2,QQ),T1) ((q17p27q2)77ﬂ2)

ol soit les mots r; sont deux a deux distincts, soit il existe un indice j tel que
r; = 0 pour i > j. Ceci est impossible en raison de ’hypothese sur 72 xG.OJ

Afin de tester le théoréme en complexité polynomiale, on montrera
comment éviter la vérification d’un ensemble de mots de longueur au plus ¢n3
(dont la cardinalité est exponentielle). Pour ce faire, on trouvera dans 73xG
un « noyau dur » permettant de tester les mémes conditions du théoreme et
dont les états sont des préfixes les un des autres.!

On fixe la notation suivante. Soient p et ¢ deux états distincts de 7 et V
la partie de 73 accessible & partir de (p, p, q) et co-accessible & (p, ¢, q). Soit
V' le sous-transducteur de V induit par les états co-accessibles a un cycle
dont la sortie n’est pas de la forme (1p+, 15+, x) (autrement dit, la premiere
et la seconde coordonnées ne contiennent pas en méme temps le au mot vide).
Soit W la partie de Vx G accessible a partir de ((p, p, q), 15+), et W' la partie
de V' x G accessible a partir de ((p, p, q), 1+).

LEMME 4.3.3 Les conditions du théoréme 4.5.5 sont vérifiées par les états
de W si, et seulement si, elles sont vérifiées par les états de W' .

PREUVE Si les conditions sont vérifiées dans W, elles sont vérifiées dans W',
puisque W’ est un sous-automate de W.

Supposons que les conditions sont vérifiées dans W'. Soient ((r, s,t), w)
un état de W et ¢ un chemin d’un état initial a cet état :

ul(x1,22,73)

c: ((pvpaQ)71B*) ((Ta57t>vw)'

'Propriété qui rappelle de fagon remarquable la construction donnée dans [3] pour tester
la séquentialité d’un transducteur.
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On montrera d’abord que w # 0. Si x; = 1« ou x5 = 1p+, il n’a rien a
faire. Sinon, ((r,s,t),w) appartient a W’ : il existe un chemin de (r,s,t) a

(p,q,q) et un cycle

v|(y1,Y2,y3)
—

(r,q,q) (p,q,9)

ou z; est un préfixe de y;, alors y; # 1. Comme ((r,s,t),w) appartient a
W' w # 0.

Pour montrer que |w| < ¢n?, supposons que ¢ est un chemin de longueur
minimale de ((p,p,q),15+) & ((r,s,t),w). Si |w| > ¢n?, on peut factoriser ¢
comme ¢;caC3 Ou ¢y est un chemin de la forme

2 = (6, 1),0) S22 (1, 1),0").

Les mots z; et zy ne sont pas tous les deux égaux au mot vide, puisque
sinon ¢;¢3 serait un chemin plus petit de ((p,p, q), 1p+) a ((r, s,t),w). Ainsi,
(r',s',t') appartient a V', et pour tout n,

((r', s, "), 0"« (21, 22)")

est un état de W'. Du lemme 3.2.2 il vient que si v’ + (z1,29) # v/, alors
I’ensemble
{v'+ (21,22)" | n >0}

doit étre infini ou contenir 0. Ceci contredit I’hypothese sur les états de W',
Ainsi, v’ - (21, 29) = v'. Mais dans ce cas ¢yc3 est un chemin plus petit qui se
termine dans ((r, s,t), w), contradiction avec la minimalité de c. On conclut
qu’il n’est pas possible que |w| > n3. O

On dit que deux mots dans B* (dans B") sont comparables s'ils sont des
préfixes (suffixes) d’'un méme mot.

LEMME 4.3.4 Soient ((r,s,t),z) et ((r,s,t),y) deuz états de W'. Si x et y
sont deux mots positifs, ou deur mots négatifs, alors ils doivent étre compa-
rables, ou les conditions du théoreme | 4.3.5 ne sont pas remplies.

PREUVE Par la définition de W', I’état (r, s,t) est co-accessible a un circuit

[(y1,92,y3)
c:(r', st L2, ley; v (r', st
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tel que
soit gy # lg« soit  yg # 1p-.
Soit

(r, 5,1) —>“'(”“;2’”"3) (', 8,

un chemin de (r, s,t) a ce cycle. Alors, W’ contient les chemins

(ry5,8), @) S50 (1, 8,8),2°), ((r3,8),9) S (0,8, 1), ),
ou
$/:$'<$1,l‘2), y/:y'(y17y2>'

Les mots z et y sont comparables si, et seulement si, 2’ et 3 le sont. Afin
de voir que z’ et 3y’ sont comparables, remarquons que les ensembles

{2« (yr,92)" >0}, {y - (y1,92)" : n >0}

doivent étre des singletons, sinon en appliquant le lemme [3.2.2 on peut
construire, avec le cycle ¢, des états dans W qui ne satisfont pas les condi-
tions du théoreme 4.3.5. Donc, pour n > |2/| + ||, si ',y € B*, alors 2’ et
y' sont tous les deux des préfixes de y7, et si 2/,y/ € B, alors 2’ et 3/ sont
tous les deux des suffixes de y5. U

THEOREME 4.3.6 Soit T un transducteur avec n états, m transitions et dont
les longueurs des sorties sont bornées par €. Il est décidable en complexité

O(n3(n®+m?)) si T est borné.

PREUVE Pour la construction de W', a partir de ((p, p, ¢), 15+ ), on maintient
un tableau indicé par Q* o chaque coordonnée contient deux mots, un positif
et un négatif, de longueur au plus £n3. Les préfixes de ces mots représentent
les états de W' déja construits. Le méme tableau est utilisé indépendamment
du choix des états p et ¢, puisque la preuve du lemme 4.3.4 implique que la
compatibilité des mots doit étre respecté dans chaque état de 73 méme entre
des W' distincts. Chaque préfixe correspond & un parcours de 72, donc la
complexité globale de cette construction est O(¢n?(n® + m?)). O

e o~
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4.4 Equivalence

Afin de montrer le théoreme 4.1.6 — la décidabilité de I'inclusion (et donc
de I"équivalence) entre deux relations rationnelles k-valuées en complexité
exponentielle — on alliera le théoreme de décomposition lexicographique et
I’action Avance ou Retard généralisée.

On se ramenera d’abord a une simplification. Fixons deux transducteurs
k-valués, 7 et 7' ; on souhaite décider si le comportement de 7 est inclus dans
celui de 7’. La décomposition lexicographique de 7 fournit k transducteurs
non ambigus dont union est équivalente a 7, donc il suffit de tester I'inclusion
de chacun de ces transducteurs sur 7".

Soit R un de ces transducteurs. On a vu que le nombre d’états de R est
borné par une exponentielle dans le nombre d’états de 7.

Soient 2O ... Z*=1) une décomposition lexicographique de 77, et A
lautomate sous-jacent d’entrée de Vy (le sous-transducteur k-ambigu en
entrée du revétement Avance ou Retard lexicographique de 7). Soit pu le
morphisme associé de A, et rappelons 'action

Yy N@x A* — N@
définie & 'exemple

VveN? VaecA VOoa=V-a.

Notre algorithme dépend d’une propriété du produit suivant :
ZOx .  x 20Dy,

Dans ce produit, le role de I'action v, est d’indiquer, pour chaque mot u du
domaine de 77, les états de Z© x...x Z* =1 qui contiennent tous les états
finaux des calculs réussis dans Vy dont l'entrée est u :

PROPRIETE 4.4.1 Soit
(q(0)7 s 7q(k71)7 V) (420)

un état du produit 20 x. . . x Z*Vx~, . Soient U le vecteur de multiplicités
finales de A ('automate d’entrée sous-jacent de Vy) et s le nombre d’états
q®? dans le vecteur (4.20) avec la propriété d’étre final dans Z.
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Si
s=v-U, (4.21)

alors, pour tout calcul

. - ulz _
C: (1. %Y v) (q@,....q% V. v)

ZOx. . xZ(k=Dxy,

d'un état initial de 2O x.. . x Z:=Yxy, a (4.20), U'ensemble des projections
de C' sur Vy (un ensemble de k chemins) contient tous les calculs réussis de
VN avec entrée égale a u.

Réciproqguement, si C est un calcul ayant cette propriété, alors son extreé-

mité satisfait . O

Posons dans le produit Z© x ... x Z(¢-1

X7y, quun état est final si, et
seulement si, il vérifie (4.21). Soit W la partie accessible de ce transducteur.
Alors, pour tout mot u € A*, un calcul de W qui lit u est réussi si, et
seulement si, sa projection dans Vy contient tous les calculs réussis de Vy

dont les entrées sont égales a u.

Le nombre d’états de VW est exponentiel dans le nombre d’états de 7. En
effet, on montre que la partie accessible de I’action 7, a un nombre exponen-
tiel de vecteurs avec le méme argument utilisé pour borner le nombre d’états
de la décomposition.

L’achevement de la preuve se fait a 1’aide de notre algorithme pour tester
si un transducteur est k-valué. Considérons le produit

RXWXGpy1.

Dans ce produit, on applique I'action Avance ou Retard généralisée avec les
sorties de RxZ0x. . . x Z¢=1_ Clairement, le comportement de R est inclus
dans celui de 77 si, et seulement si, pour chaque calcul réussi de R il existe au
moins un transducteur Z® possédant un calcul réussi avec la méme étiquette,
ce qui s’énonce avec R X W x Gy, de la maniere suivante :

PROPRIETE 4.4.2 Le comportement du transducteur R est inclus dans celui
de T' si, et seulement, pour tout état (q,9) final dans RxW X Gy 1, il existe
un indice t tel que 61,; = 1p-~. O
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La méme propriété s’exprime dans la valuation de RxWx Gy, par notre
algorithme pour tester si un transducteur est k-valué. Ceci découle directe-
ment de la définition de transversale d’'un ensemble de différences partielles

(cf. section[4.2.3) :

PROPRIETE 4.4.3 Le comportement du transducteur R est inclus dans celui
de T’ si, et seulement, pour pour tout état final et accessible q de RxW, il
existe au moins une différence partielle v dans m(q) ou tous les coefficients
définis de la forme v1,; sont égauzr a 1p-. OJ

Ainsi, pour décider de I'inclusion de R sur 77, il suffit de construire la
valuation de R x W x G, avec 'algorithme présentée a la section 4.2, et
tester si les états finaux de R xW satisfont la condition énoncée dans la pro-
priété|4.4.3] La complexité de cette construction est bornée par un polynéme
sur la taille de R et W, étant donc exponentielle dans le nombre d’états de
T et T'.
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